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ResumenEsta tesis se o
upa de datos ini
iales para las e
ua
iones de Einstein quedes
riben un úni
o agujero negro extremo, es de
ir, un agujero negro 
on lamáxima 
antidad de 
argas y momento angular por unidad de masa. No sóloinvestigamos su existen
ia y propiedades, sino también, lo que nos puedende
ir a
er
a de los agujeros negros no extremos. En 
iertas partes del tra-bajo se in
luyen diferentes tipos de materia y (en el último 
apítulo) una
onstante 
osmológi
a. El tratamiento de las e
ua
iones de vín
ulo de Ein-stein es puramente analíti
o, y utiliza herramientas de la teoría de e
ua
ionesdiferen
iales par
iales, análisis fun
ional y geometría diferen
ial.Podemos 
lasi�
ar los resultados obtenidos en dos grandes 
lases. En laprimera 
lase vemos las propiedades 
ara
terísti
as de datos ini
iales paraagujeros negros extremos, existen
ia, uni
idad, masa, geometría asintóti
ade la super�
ie ini
ial, 
omportamiento ante perturba
iones. Más pre
isa-mente, utilizando el Método Conforme para tratar las e
ua
iones de vín
ulo,en
ontramos existen
ia y uni
idad de solu
ión para la e
ua
ión de Li
hnerow-i
z para el 
aso de un úni
o agujero negro extremo 
onformemente plano 
onmateria. En
ontramos que, dada una familia de datos ini
iales 
on valoresdados de momento angular, momento lineal y materia, que des
riben datospara un agujero negro, enton
es existe un dato ini
ial extremo. Este datorepresenta un límite singular en la familia y presenta 
ara
terísti
as muyparti
ulares, similares a las que se observan en los datos ini
iales de ReissnerNördstrom y Kerr. Prin
ipalmente, se ve que, partiendo de una folia
ión ini-
ial en la familia 
on dos �nales asintóti
amente planos, se obtiene, al tomarel límite, un dato 
on un �nal asintóti
amente plano y uno 
ilíndri
o. El tipode datos obtenidos se 
ono
e 
omo 'trumpet' en la literatura y está 
obran-do relevan
ia debido a que pare
en estar mejor adaptados para la evolu
iónnuméri
a utilizando el método de 'pun
ture' móvil, uno de los más popu-lares en relatividad numéri
a hasta el momento. La herramienta bási
a en laprueba de estos resultados es una estima
ión para el operador de Lapla
e envariedades asintóti
amente planas 
on el origen removido.También estudiamos perturba
iones del dato ini
ial de Kerr extremo,hallando existen
ia y uni
idad de solu
iones en una ve
indad del dato deKerr extremo. Las perturba
iones son axialmente simétri
as y preservan lamaximalidad del dato. Además, las solu
iones perturbadas poseen el mis-mo momento angular que el dato de Kerr extremo, y más aún, la geometríaasintóti
a del �nal 
ilíndri
o, e in
lusive su área no se modi�
an ante la de-forma
ión. Este resultado muestra que la solu
ión de Kerr extremo no está



aislada en el 
onjunto de datos ini
iales para las e
ua
iones de Einstein y
onstituye un primer paso en el estudio de la estabilidad de la solu
ión deKerr. La té
ni
a bási
a empleada para probar la estabilidad no lineal del datode Kerr extremo es el Teorema de la Fun
ión Implí
ita adaptado a espa
iosde Sobolev 
on pesos en 
ada in�nito.En la segunda 
lase de resultados y motivados por el 
ará
ter espe
ialdel área del �nal 
ilíndri
o en solu
iones extremas hallado antes, usamos unarela
ión entre el momento angular de Kerr extremo y una 
ierta fun
ionalde masa, para obtener informa
ión a
er
a de datos ini
iales para una granfamilia de agujeros negros no extremos rotantes. En
ontramos la desigualdad
A ≥ 8πJ , entre el momento angular J y el área del horizonte A de un agujeronegro axisimétri
o. Para probar esto utilizamos las e
ua
iones de vín
ulo deEinstein y el he
ho de que el dato ini
ial de Kerr extremo es un mínimo globalpara 
ierta fun
ional de masa M. Este resultado se apli
a, por ejemplo, adatos que poseen una super�
ie �ja ante transforma
iones de inversión, datosque usualmente se 
ono
en 
omo de tipo 'wormhole' en la literatura, y sonmuy usados en simula
iones numéri
as de 
olisiones de agujeros negros.PACS: 04.20.Ex, 04.70.Bw, 04.25.Nx, 04.20.DwPalabras 
lave: Agujeros negros extremos, Datos ini
iales, Momentoangular, Desigualdades geométri
as, Kerr.
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Abstra
tThis thesis deals with initial data for Einstein's equations des
ribing aunique, extreme bla
k hole, that is, a bla
k hole with the maximum amountallowed of 
harges and angular momentum per unit mass. Not only we inves-tigate their existen
e and properties, but also, what they 
an tell us aboutnon-extreme bla
k holes. In 
ertain parts of the work di�erent types of matterare in
luded, and in the last 
hapter, a 
osmologi
al 
onstant. The treatmentof Eisntein's 
onstraint equations is purely analyti
al, and uses tools from thetheory of partial di�erential equations, fun
tional analysis and di�erential ge-ometry.We 
an 
lassify the results we obtained in two 
lasses. In the �rst 
lasswe see the 
hara
teristi
 properties of initial data for extreme bla
k holes,existen
e, uniqueness, mass, asymptoti
 geometry of the initial surfa
e, be-havior under perturbations. More pre
isely, using the Conformal Method fortreating the 
onstraint equations, we �nd existen
e and uniqueness of thesolution for Li
hnerowi
z equation for the 
ase of a unique, extreme, 
onfor-mally �at bla
k hole with matter. We �nd that, given an initial data familywith given values of angular momentum, linear momentum and matter, de-s
ribing data for a bla
k hole, then there exist 
orresponding extreme initialdata. These extreme initial data represent a singular limit in the family andshow very espe
ial properties, similar to the ones observed in initial data forReissner Nördstrom and Kerr. The main feature is that, beginning with ainitial surfa
e in the family, with two asymptoti
ally �at ends, one obtains,by taking the singular limit, initial data with one asymptoti
ally �at end,and one 
ylindri
al. The kind of data thus obtained is known as 'trumpetdata' in the literature and is gaining relevan
e due to the fa
t that theyseem to be better adapted to evolution using the moving pun
ture method,one of the most popular methods in numeri
al relativity so far. The basi
tool in te proof of these results is an estimate for the Lapla
e operator inasymptoti
ally �at manifolds with the origin removed.We also study perturbations of the initial data for extreme Kerr, �nd-ing existen
e and uniqueness of solutions in a neighborhood of extreme Kerrdata. The perturbations are axially symmetri
 and preserve the maximali-ty property of the data. Besides, the perturbed solutions possess the sameangular momentum as extreme Kerr data, and, moreover, the asymptoti
geometry of the 
ylindri
al end, and even its área are not modi�ed by thedeformation. This result shows that extreme Kerr solution is not isolatedin the initial data set for Einstein equations and 
onstitutes a �rst step inthe study of the stability of Kerr solution. The basi
 te
hni
 employed forproving the non linear stability of extreme Kerr data is the Impli
it Fun
tion4



Theorem adapted to Sobolev spa
es with weights in both ends.In the se
ond 
lass of results, and motivated by the espe
ial 
hara
ter ofthe area in the 
ylindri
al end in extreme solutions found above, we use arelation between the extreme Kerr angular momentum and a 
ertain massfun
tional, to obtain information about initial data for a ri
h family of nonextreme, rotating bla
k holes. We �nd the inequality A ≥ 8πJ , between theangular momentum J and the horizon area A of an axisymmetri
 bla
k hole.In order to prove this, we use the Einstein 
onstraints and the fa
t thatextreme Kerr initial data is a global minimum for a mass fun
tional M. Thisresult applies, for instan
e, to data having a surfa
e �xed under inversiontransformations, data usually known as 'wormhole data' in the literature,and are very mu
h used in numeri
al simulations of bla
k hole 
ollisions.PACS: 04.20.Ex, 04.70.Bw, 04.25.Nx, 04.20.DwKey words: Extreme bla
k holes, Initial data, Angular momentum, Ge-ometri
al inequalities, Kerr.
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Capítulo 1Introdu

ión
1.1. Agujeros negrosA �nales del siglo XVII, Pierre Simon de Lapla
e [95℄ notó, usando lagravedad Newtoniana y la teoría 
orpus
ular de la luz, que la luz emitidaradialmente desde un 
uerpo esféri
o de masa m y radio R eventualmentevolvería ha
ia el 
uerpo si R < 2Gm/c2, donde G es la 
onstante universalde la gravita
ión de Newton y c es la velo
idad de la luz. Por ende, tal objetosería invisible para un observador lejano.Esta idea fue por largo tiempo abandonada, para ser retomada luego dela formula
ión de Einstein de la Relatividad General, 
uando S
hwarzs
hild[126℄ des
ubrió la solu
ión exa
ta de las e
ua
iones de 
ampo gravita
ionalafuera de un 
uerpo esféri
amente simétri
o. La novedad fue que esta solu
iónexhibía una 'singularidad' en el radio 
ríti
o de Lapla
e R = 2Gm/c2. Estoimpli
aba que debido al 
orrimiento de fre
uen
ia en un 
ampo gravita
ional,
ualquier luz emitida ha
ia afuera desde el radio 
ríti
o sufriría un 
orrimientoal rojo in�nito y por lo tanto, sería in
apaz de al
anzar un observador externo:una estrella 
on un radio menor a R apare
ería 'os
ura'. Sin embargo, estano
ión no en
ontró e
o entre los 
ientí�
os de la épo
a, in
luyendo a Einstein.Unos po
os años después, en 1918, Reissner [120℄ y Nördstrom [114℄ de-s
ubrieron la solu
ión para el exterior de un 
uerpo 
argado elé
tri
amentey 
on simetría esféri
a que presentaba la misma 'singularidad' en un radio
ríti
o análogo al 
aso de S
hwarzs
hild.Independientemente, el problema del destino de una estrella luego dehaber agotado su fuente interna de produ

ión de energía era un tema 
entralen la dé
ada de 1920. Esto estaba rela
ionado 
on el interés en expli
ar laestabilidad de las enanas blan
as. La respuesta a este problema fue provistaesen
ialmente por Fowler en 1926 [64℄, quien probó que en tales objetos la14



gravedad está balan
eada por la presión de degenera
ión de los ele
troneslibres. Luego, en 1931, Chandrasekhar [31℄, [32℄ mostró que existe un límitede alrededor de 1.4 masas solares para la masa de una enana blan
a estable,más allá del 
ual la presión de degenera
ión sería in
apaz de balan
ear la
ontra

ión produ
ida por la gravedad.Enton
es, la siguiente pregunta fue a
er
a del destino de una estrella, 
on-trayéndose luego de que su 
ombustible nu
lear se ha agotado. Qué su
ederíasi no expulsara su�
iente materia-radia
ión 
omo para redu
ir su masa pordebajo del límite de Chandrasekhar? En este 
aso se esperaba una mayor
ontra

ión, lo que llevó eventualmente al 
on
epto de estrella de neutrones.Este 
on
epto 
omenzó en la dé
ada del 30 
on Baade y Zwi
ky [10℄, [11℄, quelo utilizaron para expli
ar el origen de las supernovas y los rayos 
ósmi
os.Sin embargo, las estrellas de neutrones tuvieron que esperar hasta 1967 paraser des
ubiertas. En este 
aso, la gravedad sería soportada por la presión deneutrones degenerados. No se tiene 
on 
erteza un límite superior para lamasa de tales objetos, pero se 
ree que es de alrededor de tres masas solares.Para estrellas que superan este límite, no se 
ono
e ningún pro
eso físi
oque pueda produ
ir una presión 
apaz de balan
ear el 
ampo gravita
ional.Esto sugiere que en el pro
eso de implosión, la estrella es 
apaz de irradiarsu�
iente 
antidad de masa-energía 
omo para quedar por debajo del límitede la estrella de neutrones, o de lo 
ontrario la 
ontra

ión 
ontinúa hasta laforma
ión de un estado de densidad in�nita, es de
ir, una singularidad.En este punto los agujeros negros reapare
ieron 
omo posible solu
ión delrompe
abezas, a partir del trabajo de Oppenheimer y Snyder [115℄ en 1939.Fueron 
apa
es de 
onstruir una solu
ión de las e
ua
iones de Einstein 
om-puesta de una esfera de polvo homogénea 
olapsando, unida 
on el va
ío dela solu
ión de S
hwarzs
hild. La 
ontra

ión gravita
ional 
ontinuada de estemodelo de estrella llevó a la forma
ión de una singularidad des
one
tada deobservadores lejanos debido a la forma
ión de un 'horizonte de eventos', unasuper�
ie 
ríti
a análoga a la en
ontrada en el radio 
ríti
o de S
hwarzs
hild.En el trans
urso del siglo veinte, a la luz de los desarrollos de la TeoríaGeneral de la Relatividad, se tornó evidente que, si esos objetos existiesen,su estru
tura sería mu
ho más ri
a de lo que se imaginó al ini
io.En 1963 Kerr [91℄ estaba investigando una 
lase de solu
iones algebrai
a-mente espe
iales de va
ío que admitieran una dire

ión nula preferida. En-
ontró que entre las posibles solu
iones, había una que representaba el 
ampogravita
ional de un objeto rotante esta
ionario. La estru
tura multipolar deesta solu
ión es muy espe
ial debido a que está unívo
amente 
ara
terizadapor dos parámetros, la masa m y el momento angular J .En la dé
ada del 70, Hawking [78℄, [79℄, Carter [30℄, Israel [87℄, [88℄ yRobinson [125℄ probaron que el úni
o agujero negro en va
ío, asintóti
amente15



plano y esta
ionario, 
on un sólo horizonte no degenerado es la solu
ión deKerr 
on |J | < m2 (llamada solu
ión de Kerr no extremo). Por lo tanto,en virtud de este teorema, la úni
a memoria de la naturaleza, estru
tura y
omposi
ión de 
ualquier objeto que 
olapsa para formar un agujero negroesta
ionario está en la masa y el momento angular, toda otra informa
iónse irradia en el pro
eso de 
olapso. Un teorema similar de uni
idad parael agujero negro de Kerr 
on m = |J | (solu
ión de Kerr extremo) se dio a
ono
er re
ientemente por Amsel et al. [4℄ (ver también el artí
ulo re
iente[40℄).El teorema de uni
idad se extendió en la dé
ada del 80 por Mazur [103℄y Bunting [25℄ al 
aso de un agujero negro rotante 
argado elé
tri
amente,quedando así que un agujero negro esta
ionario 
argado está unívo
amente
ara
terizado por su masa, momento angular y 
arga. Por supuesto, unono espera que los agujeros negros 
argados tengan alguna signi�
an
ia as-trofísi
a, debido a que 
ualquier 
arga residual resultante del 
olapso seríarápidamente neutralizada por el medio. Sin embargo, los agujeros negros es-féri
os 
argados juegan un papel relevante a nivel teóri
o porque su estru
tura
ausal es muy similar a la de los agujeros de Kerr des
argados, mientras quesu estru
tura matemáti
a es mu
ho más simple.Paralelamente al desarrollo teóri
o, a mediados de la dé
ada del 60, 
uan-do los agujeros negros se volvieron levemente más populares, 
omenzó labúsqueda de ellos en la galaxia y el resto del universo.La astrofísi
a de agujeros negros 
omenzó en esa dé
ada 
on el des
ubrim-iento de 
uasares y otros nú
leos galá
ti
os a
tivos en galaxias distantes. Yadesde temprano pare
ió 
laro que la expli
a
ión más natural para la ex-traordinaria luminosidad de los nú
leos a
tivos era la expulsión de energíagravita
ional a través de la a
re
ión de gas en agujeros negros supermasivos(ver [113℄ y las referen
ias allí men
ionadas por detalles, y el artí
ulo review[119℄).Este 
ampo de la astrofísi
a re
ibió un gran empuje en la dé
ada del 70
on el des
ubrimiento del sistema binario de rayos X Cygnus X�1 [18℄. Laestrella 
ompa
ta que emitiera los rayos X en este sistema binario pare
íaser inusualmente masiva, por lo que se in�rió 
omo un agujero negro. Elsiguiente salto importante vino 
uando se mostró que la fuente A0620�00[104℄, un miembro de una 
lase de sistemas binarios de rayos X, tiene unamasa mayor que la máxima masa permitida para una estrella de neutrones.Este importante des
ubrimiento abrió el 
amino a la apari
ión de mu
hosotros 
andidatos a agujeros negros en
ontrados en otros sistemas binarios.Ha
ia la dé
ada del 90, las estima
iones de tamaños y masas 
orrespon-dientes a observa
iones astrofísi
as en los 
entros de galaxias apuntaban a
on
entra
iones tan densas que no se podían expli
ar 
omo 
lusters de estrel-16



las estables, por lo que la hipótesis de un agujero negro se reforzó y resultóser la más viable. Las masas estimadas para los agujeros negros 
entrales vande las 106 a las 1010 masas solares.Hoy hay más de 
uarenta 
andidatos a agujeros negros en sistemas bi-narios de rayos X [105℄ y 
ontinúa 
re
iendo la eviden
ia de agujeros negrossupermasivos en los nú
leos de galaxias próximas (ver [113℄).A pesar de que las medi
iones de masa y momento angular sobre estos
andidatos a agujeros negros son sugestivas, es importante tener en 
uentaque aún no hay prueba de�nitiva de que ninguno de ellos sea realmenteun agujero negro. Todo lo que sabemos es que estos objetos son demasiadomasivos 
omo para ser estrellas de neutrones. Probar que un objeto es unagujero negro requiere una demostra
ión 
lara de que posee un horizonte deeventos, una tarea difí
il (o quizás imposible). Sin embargo, se ha al
anzadoun progreso 
onsiderable, y hay eviden
ias 
ir
unstan
iales de que mu
hos delos 
andidatos a agujeros negros des
ubiertos poseen un horizonte de eventos[113℄.Además de lo que hemos men
ionado a
er
a del impa
to que posee lafísi
a de agujeros negros sobre la astrofísi
a, 
osmología y matemáti
a físi
a,re
ientemente se ha he
ho notable la in�uen
ia sobre otras ramas de la 
ien
ianatural, 
omo físi
a de partí
ulas [110℄, y teoría de informa
ión 
uánti
a[90℄, [96℄. Esto no es sorprendente en vista del he
ho de que debido a losteoremas de singularidad, la existen
ia de los agujeros negros pare
e ser una
onse
uen
ia inevitable de la teoría de Einstein y de sus generaliza
ionesmodernas 
omo supergravedad, super
uerdas [7℄ y teoría M, [117℄.A la luz de estos resultados y observa
iones, el estudio de los agujerosnegros está ahora motivado no sólo por las propiedades teóri
as fas
inantesque estos objetos poseen, sino también por un intento de entender mejornuestro universo.1.2. Agujeros negros extremosDe a
uerdo a los teoremas de uni
idad men
ionados antes, todas las solu-
iones de agujero negro esta
ionarias de las e
ua
iones de Einstein-Maxwellestán unívo
amente determinadas por tres parámetros 
onservados: la masa
m, la 
arga elé
tri
a Q, y el momento angular J , que satisfa
en

m2 ≥
(

J

m

)2

+ Q2 esta
ionario. (1.1)En parti
ular, la igualdad 
ara
teriza a los agujeros negros extremos y equiv-ale a de
ir que los agujeros negros extremos esta
ionarios poseen la máxima17




antidad de 
arga y momento angular por unidad de masa. Por otro lado,
m2 < (J/m)2 + Q2 está aso
iada 
on singularidades desnudas en vez deagujeros negros.Dada esta restri

ión sobre las solu
iones esta
ionarias, es natural 
ues-tionarse si existen restri

iones similares para agujeros negros astrofísi
os.En 
ontraste 
on el agujero negro de Kerr que es una solu
ión de va
ío, losagujeros negros reales no existen en aislamiento y pueden, por ejemplo, estarrodeados por dis
os de a
re
ión o ser 
omponentes de sistemas binarios.Por esta razón es interesante investigar si existen 
ondi
iones de extremal-idad (ver [19℄) para agujeros negros genéri
os, en parti
ular, en el 
aso deagujeros intera
tuantes. Esto es de espe
ial interés durante 
olisiones de agu-jeros negros. Es bien 
ono
ido que luego de una 
olisión, el agujero negro �nalse estable
e en una de las solu
iones esta
ionarias 
ono
idas. Sin embargo,durante la fase de 
olisión altamente dinámi
a, no es 
laro si el momen-to angular del agujero negro está a
otado. La existen
ia o ausen
ia de una
ondi
ión de extremalidad nos puede ayudar a entender la físi
a de 
olisionesde agujeros negros. Cuestiones similares surgen para agujeros negros que seforman a partir del 
olapso gravita
ional de la materia.Fuera de la familia de Kerr-Newmann hay algunos resultados re
ientes afavor y en 
ontra de la posible existen
ia de tal 
ota. A favor, Dain [54℄, Chr-us
iel et al [38℄, [39℄ y Lopes Costa [45℄ han mostrado que para una gran 
lasede agujeros negros de ele
trova
ío, axialmente simétri
os y asintóti
amenteplanos, se tiene

m2
ADM ≥

(

JADM

m

)2

+ Q2 (1.2)donde el subíndi
e ADM indi
a que estas 
antidades son la masa y el mo-mento angular ADM medidos en el in�nito espa
ial. Más aún, la igualdaden (1.2) vale sólo para el agujero negro de Kerr-Newmann extremo. En 
on-traste, Hennig y Ansorg [8℄, [81℄ han generado ejemplos numéri
os de agujerosnegros rodeados por anillos de materia rotantes para los 
uales la masa y elmomento angular de Komar violan la 
ota m2
Komar ≥ JKomar.En lo que sigue, adoptamos la no
ión de extremalidad sugerida por ladesigualdad (1.2), es de
ir, llamamos agujero negro extremo a aquel que posealos valores máximos permitidos de 
arga y momento angular (ADM) porunidad de masa (ADM) dentro de una dada familia. Es interesante notarque en el 
aso no esta
ionario, esta no
ión de extremalidad no ne
esariamenteimpli
a la satura
ión de la 
ota (1.2) (ver [54℄).Los agujeros negros extremos han re
ibido una gran aten
ión durante losúltimos años tanto en el 
ampo de las observa
iones astrofísi
as, 
omo en elde los 
ál
ulos analíti
os y de las simula
iones numéri
as. Veamos algunas de18



las prin
ipales motiva
iones para su estudio.1.2.1. Agujeros negros extremos en el universoDebido a que la 
arga elé
tri
a en los agujeros negros astrofísi
os seríarápidamente neutralizada, se espera que los mismos estén 
ompletamente
ara
terizados por su masa y momento angular. Por esto, la no
ión de ex-tremalidad en astrofísi
a está dire
tamente rela
ionada 
on el spin.A pesar de no ser tan fá
ilmente medible 
omo la masa de un agujeronegro, su spin se puede determinar debido a que tiene un profundo impa
tosobre su 
omportamiento y sus propiedades (ver [105℄ por métodos posiblespara medir el spin). Consideremos dos agujeros negros de igual masa, uno norotante (por ejemplo, un agujero negro de S
hwarzs
hild) y el otro un agujeroaltamente rotante (por ejemplo, un agujero negro de Kerr extremo). Para elagujero rotante, el radio de la órbita 
ir
ular estable más interna es seis ve
esmenor y la energía de ligadura en esta órbita, siete ve
es mayor que para elagujero negro no rotante. Esto refuerza el espe
tro de rayos X e in
rementa
onsiderablemente la e�
ien
ia para 
onvertir materia a
retada en radia
iónen los agujeros negros extremos en rela
ión a los no rotantes.A
tualmente hay buenas eviden
ias observa
ionales sobre la existen
iade agujeros negros extremos o 
asi extremos en el universo. Por ejemplo, en[105℄, basados en un análisis espe
tral del 
ontinuo de rayos X, M

linto
ket al argumentan que el objeto 
ompa
to primario de la fuente binaria derayos X GRS 1915+105 es un agujero negro rápidamente rotante de Kerr.De he
ho en
uentran una 
ota inferior para el momento angular J/m2 >
0,98. Se argumenta que los jets relativistas, además del espe
tro de rayosX, produ
idos por este sistema se deben al alto spin de su agujero negroprimario. Otro ejemplo de un agujero negro (
asi) extremo fue presentado porReynolds et al [122℄ en la galaxia Seyfert MCG-6- 30-15. A partir de datosdel satélite XMM-Newton, que analizan el espe
tro de rayos, en
uentran quelos valores de spin están restringidos al rango J/m2 > 0,93.En este sentido, la importan
ia de entender la dinámi
a de los agujerosnegros extremos proviene de la gran eviden
ia observa
ional en 
uasares [107℄y en fuentes binarias de rayos X [108℄, [72℄, donde se observan tremendos jetsrelativistas aso
iados 
on este tipo de agujeros negros [133℄.En la última dé
ada, se ha invertido mu
ho esfuerzo en el modelado del
omportamiento de agujeros negros en sistemas binarios y en los nú
leosa
tivos de galaxias [131℄, sobre todo para obtener informa
ión a
er
a de ladistribu
ión y evolu
ión del momento angular de los agujeros negros en talessistemas. Algunos modelos [130℄, a�rman que bajo los efe
tos 
ombinadosde a
re
ión y 
olisión binaria, la distribu
ión de spin está fuertemente in
li-19



nada ha
ia los agujeros negros altamente rotantes, 
onfrontando así a otrosmodelos de a
re
ión de agujeros negros que no llevan a grandes valores demomento angular [17℄, [67℄.Otro fenómeno astrofísi
o interesante aso
iado 
on los agujeros negrosaltamente rotantes se debe al retro
eso predi
ho y observado en la 
olisiónde agujeros negros (ver [131℄). Cuando los miembros de un sistema binariode agujeros negros 
olisionan, el 
entro de masa del sistema retro
ede de-bido al momento lineal neto no 
ero llevado por las ondas gravita
ionales enla 
olisión. Si este retro
eso fuese su�
ientemente violento, el agujero negroformado se separaría del huésped. Cál
ulos analíti
os predijeron que las 
ol-isiones de agujeros negros no rotantes pueden al
anzar velo
idades de retro-
eso del orden de 200 km/s (ver [92℄ y las referen
ias men
ionadas allí). Simu
hos agujeros negros fueron removidos así de sus huéspedes en la historiatemprana del universo, esto hubiera tenido una profunda in�uen
ia sobre la
onforma
ión de galaxias y el 
re
imiento de agujeros negros en el univer-so, y hubiera dado lugar a una pobla
ión de agujeros negros interestelares eintergalá
ti
os.Re
ientes experimentos numéri
os han tenido en 
uenta los efe
tos delspin en 
olisiones de agujeros negros y 
ál
ulos de velo
idades de retro
eso.El 
aso de agujeros altamente rotantes 
on spines no alineados podría resultaren una velo
idad de retro
eso de miles de kilómetros por segundo en algunossistemas. Este fenómeno ha sido sugerido originalmente por 
ál
ulos numéri-
os [131℄, [55℄, [26℄, [71℄, [82℄. Estas velo
idades de retro
eso ex
ederían lasvelo
idades de es
ape de galaxias elípti
as masivas y por lo tanto los nuevosresultados tendrían mayor in�uen
ia sobre la evolu
ión de agujeros negros su-permasivos en galaxias y tener mar
as observables en quasares y en nú
leosde galaxias a
tivas. En parti
ular esto resultaría en fuertes 
onse
uen
iaspara la fre
uen
ia de las señales de ondas gravita
ionales 
on LISA.Debido a las amplias impli
a
iones astrofísi
as, la búsqueda e identi-�
a
ión de tales agujeros negros en retro
eso en el universo 
obró graninterés en los últimos años. En el 2008, Komossa et al [92℄ presentaronun 
andidato a ser un agujero negro supermasivo en retro
eso, el 
uasarSDSSJ092712.65+294344.0. Su espe
tro inusual de líneas de emisión a
uer-dan las predi

iones 
laves del modelo de agujero en retro
eso, esto es, líneasgruesas provenientes del gas ligado al agujero en retro
eso, y líneas �nas, delgas dejado atrás.1.2.2. Conjetura del Censor Cósmi
oLa 
onjetura del 
ensor 
ósmi
o de Penrose [116℄ (ver también el artí
uloreview re
iente [99℄) estable
e bási
amente que las singularidades del espa-20




iotiempo que provienen de un 
olapso gravita
ional 
ompleto de un 
uerpodeben estar a
ompañadas por el horizonte de eventos de un agujero negro.Esta 
onjetura juega un rol fundamental en la físi
a de agujeros negros. Lavalidez de la 
onjetura es una 
ondi
ión ne
esaria para asegurar la predi
tibil-idad de las leyes de la físi
a en el mar
o de la teoría de la relatividad general.Debido a que las solu
iones extremas mar
an la frontera entre agujerosnegros y singularidades desnudas, resultan muy atra
tivas para ser usadasen la obten
ión de informa
ión a
er
a de la hipótesis del 
ensor 
ósmi
o [16℄.Por ejemplo, el agujero negro de Kerr extremo apare
e 
omo el úni
o mínimoglobal de la masa total, una propiedad usada para probar la desigualdad entremasa y momento angular men
ionada antes [54℄, que da eviden
ia a favor dela 
ensura 
ósmi
a.Desde la formula
ión de la 
onjetura, mu
hos estudios se realizaron 
on el�n de 
on�rmarla o refutarla, y en general, son solu
iones extremas las que sehan utilizado en los argumentos. Entre los primeros trabajos, Wald [132℄ 
on-sideró un agujero negro extremo e investigó si sería posible sobre-
argarlo osobre-rotarlo para violar la 
onjetura. Mostró que 
uando el agujero extremo'absorbe' una partí
ula de prueba rotando o 
argada, su masa aumenta lo su-�
iente 
omo para 
ompensar 
ualquier ganan
ia extra de momento angularo 
arga durante el pro
eso de manera tal que la 
onjetura sigue valiendo.Por otro lado, es bien 
ono
ido que 
uando uno tiene en 
uenta efe
tos
uánti
os, algunos efe
tos 
lási
os aso
iados 
on agujeros negros pueden verseprofundamente modi�
ados. Por ejemplo, la teoría 
lási
a di
e que el áreade un agujero negro nun
a disminuye bajo ningún pro
eso, mientras quela me
áni
a 
uánti
a muestra que se verá redu
ida 
omo 
onse
uen
ia dela radia
ión del agujero negro. A la luz de este resultado, pare
e naturalpreguntarse si la me
áni
a 
uánti
a puede afe
tar la 
onjetura.En [70℄ y [123℄ se usa un pro
eso de tunelamiento 
uánti
o que lleva a lasobre-rota
ión del agujero negro. Consideran un agujero negro 
asi extremoy muestran que la probabilidad de absorber 
iertas partí
ulas es distinta de
ero. Así, pare
ería que los efe
tos 
uánti
os podrían llevar a la viola
ión dela 
onjetura (ver también [100℄).1.2.3. Dualidades holográ�
asComo a menudo su
ede en teorías físi
as, las solu
iones que surgen 
omolímites asintóti
os son más simples que otras solu
iones y proveen informa-
ión útil a
er
a de la teoría. Desde el punto de vista puramente 
lási
o, hayeviden
ia de que los agujeros negros extremos tienen algunas propiedadesespe
iales que los ha
en más simples que los no extremos (ver la dis
usiónen [53℄). También, desde una perspe
tiva 
ompletamente diferente, es de
ir,21



de las dualidades holográ�
as, algunas 
ara
terísti
as de los agujeros negrosextremos juegan un rol importante (ver [80℄, [12℄ y [73℄).Las dualidades holográ�
as rela
ionan una teoría 
uánti
a de la gravedad
on una teoría de 
ampos 
uánti
os sin gravedad en menos dimensiones y sevuelven espe
ialmente poderosas 
uando se 
ombinan 
on teoría de 
uerdas.Por ejemplo, la 
orresponden
ia AdS/CFT (Anti de Sitter/Conformal FieldTheory) es una realiza
ión 
on
reta del prin
ipio holográ�
o en el sentido deque la teoría de 
ampos 
onforme de�nida sobre la frontera del espa
io Antide Sitter 
aptura la dinámi
a 
ompleta de la teoría de 
uerdas en el interior.El rol de los agujeros negros extremos en teoría de 
uerdas es un tema deinvestiga
ión muy a
tivo en la a
tualidad (ver [118℄ y sus referen
ias, también[7℄ y [93℄), debido a la rela
ión entre estos objetos y estados de 
uerdasmasivos. Por ejemplo, el agujero negro de Reissner Nördstrom extremo seinterpreta 
omo un estado ligado de agujeros negros de Kaluza-Klein. Porotro lado, a partir de solu
iones de agujeros negros rotantes extremos [73℄, ytomando el límite 
er
a del horizonte de eventos, se obtiene una estru
turaasintóti
a similar a la del espa
iotiempo Anti de Sitter. Estos espa
iotiemposde va
ío son 
ompletamente no singulares y se pueden utilizar para 
onstruirsolu
iones 
lási
as para todas las teorías de 
uerdas [12℄.Por otra parte, 
iertas propiedades termodinámi
as de los agujeros negrosse pueden obtener a partir de 
ál
ulos en la teoría 
onforme de 
ampos. Porejemplo, la fórmula de Cardy para la entropía de la teoría 
onforme de 
amposreprodu
e exa
tamente la entropía de Bekenstein-Hawking para los agujerosnegros rotantes (ver [34℄ y sus referen
ias por detalles).1.2.4. Datos ini
iales trompeta y su evolu
ión numéri
aFinalmente, en el problema de las 
ondi
iones ini
iales para agujeros ne-gros extremos (que es el tema de esta tesis), apare
e un tipo parti
ular degeometría: geometrías 
on �nales 
ilíndri
os. Estas geometrías han probadoser muy útiles en los 
ál
ulos numéri
os de 
olisiones binarias de agujeros ne-gros. Son las llamadas 
ondi
iones ini
iales 'trompeta' en este 
ontexto, [77℄,[76℄, [97℄, [85℄ (
f. [84℄). Se ha notado que 
uando se evolu
ionan agujerosnegros tipo agujeros de gusano 
ompa
ti�
ados, usando el método estandardde pun
ture móvil, las tajadas pierden 
onta
to 
on el �nal asintóti
amenteplano extra del agujero de gusano, y rápidamente tienden asintóti
amentea 
ilindros de área �nita. También se vio que los datos maximales 
on estatopología 
ilíndri
a son de he
ho independientes del tiempo en una simula
iónde pun
ture móvil.La motiva
ión para produ
ir datos ini
iales para agujero negro en formade 'trompeta' es que ésta es la geometría preferida por las 
ondi
iones de22



gauge usadas en el método de 'pun
ture' móvil, que es el más popular almomento para simular sistemas binarios.Por esta razón, una de las dire

iones más prometedoras en el 
ampode simula
iones numéri
as de 
olisiones binarias es la 
onstru

ión de datosini
iales 'trompeta' (en 
ontraposi
ión a datos 'wormhole'). Estos datos ten-drían la ventaja de que el 
ódigo numéri
o no ne
esitaría evolu
ionar larápida transi
ión desde 'wormhole' a 'trompeta'. Además, desde el 
omienzo,toda la evolu
ión del dato representaría la evolu
ión de 
antidades físi
as (elmovimiento de los agujeros y la evolu
ión de sus spins, geometría super�
ial,et
.) y la evolu
ión del gauge sería minimizada. Esto podría ayudar a redu
irla 
omponente de gauge en el movimiento de los agujeros negros, y el ruidoini
ial en las fun
iones de onda [76℄.1.3. Objetivos y organiza
ión de la tesisDebido a la 
re
iente apari
ión de posibles agujeros negros extremos endiferentes es
enarios astrofísi
os, a su utilidad en el ámbito de la relatividadnuméri
a para las simula
iones de 
olisiones binarias, y su subse
uente apli-
a
ión en medi
iones de ondas gravita
ionales, y a su importan
ia matemáti-
a, desde el punto de vista de las e
ua
iones de vín
ulo de Einstein, el objetivoprin
ipal de esta tesis es investigar las propiedades más desta
adas de estosobjetos, 
on la esperanza de arrojar luz sobre estos y otros fenómenos obser-vados y/o predi
hos, y sobre la estru
tura matemáti
a de esta pequeña partede la teoría de Einstein.Con este propósito, estudiamos las e
ua
iones de vín
ulo de Einstein, bus-
ando determinar las 
ara
terísti
as bási
as de los datos para agujeros negrosextremos, y las 
ondi
iones ne
esarias para su existen
ia. Además investig-amos sus 
ara
terísti
as distintivas bási
as e in
ursionamos brevemente en elproblema de su 
omportamiento durante la evolu
ión temporal.Otro tema que aborda esta tesis es el problema de la estabilidad de lasolu
ión de Kerr extremo, un desafío que ha re
ibido gran aten
ión durantelos últimos años, desde la prueba de la estabilidad del espa
iotiempo deMinkowski. El objetivo es 
omprender la naturaleza del dato ini
ial de Kerrextremo, 
ómo se ubi
a en el espa
io de solu
iones de las e
ua
iones de vín-
ulo y 
ómo es el 
omportamiento de sus propiedades 
ara
terísti
as antepequeñas deforma
iones.Por otro lado, usando la no
ión de que las solu
iones extremas ya
en enel límite entre agujeros negros y singularidades desnudas, analizamos unadesigualdad entre 
antidades físi
as lo
ales propias de los agujeros negros, sumomento angular y el área del horizonte.23



Nuestro estudio es puramente analíti
o, aunque, en mu
hos 
asos estámotivado por experimentos numéri
os y observa
iones astrofísi
as. Las té
-ni
as matemáti
as utilizadas en las pruebas de nuestros resultados se basanen la teoría de e
ua
iones en derivadas par
iales elípti
as, y en análisis fun-
ional. Esen
ialmente, las pruebas para la primera parte de la tesis tratan
on existen
ia y uni
idad de solu
iones de la e
ua
ión de Li
hnerowi
z. Es-ta e
ua
ión ha sido intensamente estudiada en la literatura. En parti
ulardiferentes tipos de fronteras y 
ondi
iones de de
aimiento asintóti
o se hananalizado para esta e
ua
ión: variedades 
ompa
tas, asintóti
amente planas,asintóti
amente hiperbóli
as y asintóti
amente planas 
on frontera interior.Sin embargo, el problema de variedades 
on un �nal asintóti
amente planoy uno 
ilíndri
o no ha sido explorado. Uno de los objetivos de esta tesises pre
isamente ini
iar el estudio analíti
o de este tipo de 
ondi
iones deborde. Usando 
oordenadas adaptadas, las 
ondi
iones de borde en el �nal
ilíndri
o se tradu
en en un 
omportamiento singular del fa
tor 
onforme enel origen. Para tratar 
on esto, debemos re
urrir a espa
ios fun
ionales deSobolev no estandard, 
on pesos tanto en in�nito 
omo en el origen. Esta esuna de las prin
ipales di�
ultades que en
ontramos en el trabajo. Si bien es
ierto que se podrían usar espa
ios de Hölder ade
uados a esta geometría, enlugar de espa
ios de Sobolev, estos presentan serias desventajas. En primerlugar, a menudo no son apropiados para plantear e
ua
iones diferen
ialespar
iales, ya que usualmente no se pueden realizar estima
iones analíti
assu�
ientemente buenas para demostrar que las solu
iones que 
onstruimosrealmente pertene
en a di
hos espa
ios. Además no están tan bien adapta-dos al problema rela
ionado de la evolu
ión. Por eso, a
udimos a los espa
iosde Sobolev, que 
ontienen fun
iones menos suaves, pero que permiten probarestima
iones útiles.La tesis está organizada de la siguiente manera.Comenzamos dando una introdu

ión y panorama general de la formu-la
ión de valores ini
iales de la relatividad general, en el 
apítulo 2. Primerorevisamos la des
omposi
ión 3+1 del espa
iotiempo y presentamos el MétodoConforme para estudiar las e
ua
iones de vín
ulo de Einstein, que nos llevaa la e
ua
ión de Li
hnerowi
z para el fa
tor 
onforme. Luego planteamos unposible método de generar datos ini
iales para agujeros negros, basado en elpegado isométri
o de solu
iones 'exteriores al agujero negro', lo que impli
auna geometría tipo 'wormhole', 
on dos in�nitos asintóti
amente planos. Es-ta representa
ión resultará útil en la prueba de nuestros resultados, ya queel 
aso extremo se eviden
ia 
omo un límite parti
ular en di
ha geometría.Con
luimos el 
apítulo presentando los datos ini
iales para agujeros negrosesta
ionarios de S
hwarzs
hild, Reissner Nördstrom y Kerr, enfatizando laspropiedades que se verán afe
tadas y las que no, en su 
ontraparte extrema.24



Esta última se

ión del 
apítulo es 
ru
ial porque allí exponemos los argu-mentos y motiva
iones para el problema de datos ini
iales extremos, que nosguían luego en el 
aso no esta
ionario.Luego 
omenzamos 
on los resultados propios. En el 
apítulo 3 probamosla existen
ia de datos ini
iales de Bowen-York para agujeros negros rotantesextremos, sin momento lineal. Esto se realiza a partir de la familia de datos deBowen-York no extremos. Resulta que di
ha familia depende esen
ialmentede un úni
o parámetro y, al tomar el límite 
uando este parámetro va a 
ero,se obtiene un nuevo tipo de dato ini
ial, 
on la geometría asintóti
a extremades
ripta antes, es de
ir un �nal asintóti
amente plano y uno 
ilíndri
o. Esteprimer 
aso de estudio, que ha sido y sigue siendo uno de los datos másutilizado en simula
iones numéri
as de 
olisiones de sistemas binarios, nosayuda a entender los fenómenos y detalles subya
entes en el pro
eso de tomarel límite extremo. La herramienta bási
a utilizada para tratar las e
ua
ionesde vín
ulo en este 
aso es una estima
ión para el operador de Lapla
e que nospermitirá probar la 
onvergen
ia de la se
uen
ia de solu
iones no extremas.Parte de los resultados y análisis que se presentan en este 
apítulo han sidopubli
ados en [56℄.Luego, en el 
apítulo 4 extendemos el resultado anterior para familiasmás generales de datos ini
iales para agujeros negros, 
on la propiedad de
onstituir datos 
onformemente planos. Mediante un pro
edimiento de límiteanálogo al utilizado para el 
aso de Bowen-York, mostramos que los nuevosdatos obtenidos similarmente poseen un �nal 
ilíndri
o y uno asintóti
amenteplano. Además, independientemente obtenemos la uni
idad del dato extremoy demostramos que este dato límite posee la máxima 
antidad de momentoangular y 
arga por unidad de masa en la familia, una propiedad 
ru
ial parapoder 
ara
terizar esta solu
ión 
omo extrema. Las herramientas matemáti-
as que utilizamos en la prueba de existen
ia son similares a las utilizadasen el 
apítulo 3. Sin embargo, para la prueba de uni
idad, resultó ne
esarioextender el teorema que plantea al operador de Lapla
e ∆ 
omo isomor�smoentre espa
ios de Sobolev pesados, al 
aso del operador lineal ∆−α donde αes una fun
ión positiva 
on 
ondi
iones de de
aimiento �jas en las regionesasintóti
os. Algunos resultados de este 
apítulo se en
uentran en el artí
ulo[66℄.En el 
apítulo 5, siguiendo 
on el análisis de solu
iones extremas, estudi-amos deforma
iones pequeñas del dato ini
ial de Kerr extremo que no mod-i�
an su momento angular. En
ontramos que existe una gran 
lase de per-turba
iones que dejan invariante el área del �nal 
ilíndri
o (y, por supuesto,también el �nal asintóti
amente plano), sugiriendo así que la geometría as-intóti
a del dato extremo es de alguna manera estable. Además, analizamosbrevemente la evolu
ión de di
hos datos perturbados y en
ontramos que ex-25



iste una gran 
lase de ele

iones para el lapso y el shift tales que el área del�nal permane
e 
onstante en el tiempo. Esto sugiere que el área del 
ilin-dro asintóti
o puede ser relevante en la 
ara
teriza
ión de estas solu
ionesextremas. Por otro lado, este resultado nos muestra que el dato para Kerrextremo no está aislado en el 
onjunto de solu
iones de los vín
ulos de Ein-stein, sino que existe una familia de solu
iones arbitrariamente próximas aél. Esto no es a priori obvio, debido a la naturaleza parti
ular del dato deKerr extremo, por ejemplo, 
omo minimizador global de la masa. Además elteorema probado aquí es un primer paso en el análisis de la estabilidad dela solu
ión de Kerr extremo. En la prueba del resultado prin
ipal utilizamosun pro
edimiento alternativo al empleado en los 
apítulos previos, basadoen el teorema de la Fun
ión Implí
ita que involu
ra espa
ios de Sobolev pe-sados (
on pesos tanto en in�nito 
omo en el origen). Estos resultados seen
uentran publi
ados en el artí
ulo [59℄.En el 
apítulo 6, motivados por los resultados obtenidos en el 
apítulo 5,estudiamos la rela
ión entre el momento angular, que es una 
antidad 
onser-vada en simetría axial, y el área del horizonte de un agujero negro. Para elloutilizamos el dato ini
ial de Kerr extremo, siendo el área del �nal 
ilíndri
o uningrediente 
ru
ial. Con esto en
ontramos una desigualdad entre el momentoangular y el área del horizonte para un agujero negro axisimétri
o de va
ío.El teorema probado presenta 
iertas restri

iones té
ni
as, pero 
reemos quese pueden relajar 
onsiderablemente. Esta rela
ión resulta interesante ya queinvolu
ra 
antidades lo
ales de la solu
ión, por lo que el 
ontrol de la dinámi-
a es más a

esible. Estos resultados, entre otros apare
en en el artí
ulo [2℄.Finalmente, en el 
apítulo 7 presentamos los 
omentarios �nales, perspe
-tivas y algunos problemas abiertos.Hemos in
luidos dos apéndi
es. En el primero, apéndi
e A, des
ribimoslos espa
ios fun
ionales utilizados en la tesis. En el segundo apéndi
e, B,presentamos resultados 
ono
idos de análisis fun
ional y teoremas de e
ua-
iones diferen
iales que, 
on�amos, fa
ilitarán la le
tura de la tesis y �jaránla nota
ión.En lo que sigue usaremos unidades tales que la 
onstante de gravita
iónuniversal de Newton vale G = 1, la velo
idad de la luz es c = 1, y la permi-tividad elé
tri
a del va
ío es ǫ0 = 1.
26



Capítulo 2Formula
ión de valores ini
iales.GeneralidadesLas simula
iones numéri
as 
ompletamente relativistas de sistemas bina-rios de agujeros negros tienen una ventaja notable sobre las té
ni
as aprox-imativas analíti
as [74℄ (teoría de perturba
iones, análisis de límite próximoy 
ál
ulos post Newtonianos): dados los datos ini
iales 
orre
tos, las simula-
iones toman en 
uenta toda la físi
a en el problema. Uno puede estar limita-do por los re
ursos 
omputa
ionales y por la pre
isión de la té
ni
a numéri
adada, pero en prin
ipio, ningún aspe
to físi
o se ha sobre-simpli�
ado en los
ál
ulos.Por esto, nos enfrentamos 
on un tema deli
ado, los datos ini
iales debenser físi
amente 
orre
tos. Produ
ir datos ini
iales 'buenos' involu
ra en
on-trar solu
iones físi
amente realistas de las e
ua
iones de vín
ulo de la relativi-dad general, y proveer los parámetros físi
os apropiados para estas solu
iones.En este 
apítulo presentamos las e
ua
iones de vín
ulo de Einstein y elmétodo 
onforme, que es uno de los pro
edimientos más populares para at-a
arlas. Además damos una breve reseña a
er
a de los resultados obtenidosy de los problemas aún abiertos. Luego des
ribimos el tipo de datos ini
ialespara agujeros negros que utilizaremos en gran parte de esta tesis, y analizare-mos su apli
a
ión para agujeros negros extremos. Finalmente, presentamosdatos ini
iales para agujeros negros esta
ionarios (S
hwarzs
hild, ReissnerNördstrom y Kerr), desde el punto de vista del método 
onforme. Esta últi-ma se

ión es de gran importan
ia, ya que se analizan folia
iones apropiadasde los agujeros negros, del mismo tipo que las que luego se emplean para agu-jeros negros no esta
ionarios. Además se plantea un pro
edimiento de límitepara obtener, a partir de una familia de datos no extremos, el dato ini
ialextremo. Esto es muy relevante porque estable
e las bases, motiva
iones einterpreta
iones que usaremos en los próximos 
apítulos.27



2.1. E
ua
iones de vín
ulo de EinsteinEn me
áni
a newtoniana, una solu
ión 
ompleta de las e
ua
iones demovimiento requiere la espe
i�
a
ión de valores ini
iales para la posi
ión yvelo
idad de 
ada 
uerpo en movimiento. En teorías de 
ampo, una solu
ión
ompleta de las e
ua
iones de 
ampo requiere la espe
i�
a
ión del 
ampo ysu derivada temporal a un instante de tiempo.Se puede ha
er un planteo similar en relatividad general. Como las e
ua-
iones de 
ampo de Einstein son e
ua
iones diferen
iales par
iales de segundoorden para la métri
a gαβ del espa
iotiempo, esperaríamos que una solu
ión
ompleta requiera de la espe
i�
a
ión de gαβ y ∂tgαβ a un instante de tiem-po. A pesar de que esto es esen
ialmente 
orre
to, es deseable 
onvertir esteplanteo no 
ovariante en algo más geométri
o.Una de las diferen
ias más impa
tantes entre la teoría Newtoniana y larelatividad general es que en esta última, el 
ampo gravita
ional adquieresus propias 
ara
terísti
as dinámi
as. Su evolu
ión temporal es 
ompli
adaaún en ausen
ia de materia. Esto 
ontrasta 
on el he
ho de que en la teoríaNewtoniana, el 
ampo gravitatorio se anula 
uando no hay materia presente.La e
ua
ión de 
ampo, es de
ir, la e
ua
ión de Poisson, junto 
on las 
ondi-
iones de borde de que el 
ampo se anule en el in�nito, se 
ombinan para dareste resultado. Las e
ua
iones de Einstein, que son las e
ua
iones de 
ampode la relatividad general, permiten situa
iones idealizadas que representanondas gravita
ionales en un universo de otro modo va
ío, sin fuentes mate-riales. Esto re�eja la diferente naturaleza matemáti
a de las e
ua
iones enambos 
asos. La e
ua
ión de Poisson es elípti
a, mientras que las e
ua
ionesde Einstein son esen
ialmente hiperbóli
as [65℄.El problema de valores ini
iales de la relatividad general 
omienza 
onla sele

ión de una hipersuper�
ie espa
ial S que representa un 'instante detiempo' en el espa
iotiempo. Esta hipersuper�
ie se puede elegir libremente ysobre ella ubi
amos 
oordenadas arbitrarias xa. La métri
a del espa
iotiem-po gαβ, evaluada sobre S, tiene 
omponentes que 
ara
terizan los desplaza-mientos fuera de la hipersuper�
ie. No se le puede dar signi�
ado a estas
omponentes sólo en término de las propiedades gométri
as de S. Para darvalores ini
iales 
on sentido para la métri
a del espa
iotiempo, debemos 
on-siderar desplazamientos sólo dentro de la hipersuper�
ie. En otras palabras,los valores ini
iales para gαβ sólo pueden ser seis 
omponentes de la métri
aindu
ida h̃ab = gαβeα
aeβ

b , donde {eα
a := ∂xα/∂xa} son ve
tores tangentes a S.Las 
uatro 
omponentes restantes son arbitrarias, y esto re�eja la libertad
ompleta al elegir las 
oordenadas del espa
iotiempo xα.Similarmente, los valores ini
iales para la derivada temporal de la métri
adeben estar des
riptos por un 2-tensor que 
ontenga la informa
ión a
er
a de28



la derivada de la métri
a en la dire

ión normal a la hipersuper�
ie. La 
ur-vatura extrínse
a de la hipersuper�
ie K̃ab = 1
2
(Lngαβ)eα

aeβ
b , 
on nα el 
ampove
torial normal a la hipersuper�
ie S es 
laramente la ele

ión apropiada.El problema de valores ini
iales de la relatividad general 
onsiste enton
esde la espe
i�
a
ión de dos 
ampos tensoriales simétri
os, h̃ab y K̃ab, sobreuna hipersuper�
ie espa
ial S. Se puede ver que la traza de la 
urvaturaextrínse
a K̃ es igual a la expansión de una 
ongruen
ia de geodési
as queinterse
tan a la hipersuper�
ie ortogonalmente (y tal que su ve
tor tangentees igual a na sobre la hipersuper�
ie). De este resultado 
on
luimos que lahipersuper�
ie es 
onvexa si K̃ > 0 (la 
ongruen
ia es divergente), o 
ón
avasi K̃ < 0 (la 
ongruen
ia es 
onvergente). Finalmente, 
uando la 
urvaturaextrínse
a tiene traza 
ero, K̃ = 0, en 
uyo 
aso la super�
ie se denominamaximal, uno garantiza que la métri
a pasa suavemente a una métri
a fa-miliar (por ejemplo, la de Minkowski) en el in�nito, y que las super�
ies sonespa
iales y penetran el horizonte de eventos. Super�
ies maximales son lasque utilizaremos en el desarrollo de esta tesis.La métri
a y 
urvatura extrínse
a no se pueden elegir libremente. Debensatisfa
er las e
ua
iones de vín
ulo de la relatividad general. Estas estándadas por las e
ua
iones de Gauss-Codazzi, junto 
on las e
ua
iones de 
am-po de Einstein, y toman la siguiente forma sobre S

R̃ + (trK̃)2 − K̃ · K̃ = 16πρ̃ (2.1)y
∇̃ · K̃ − ∇̃trK̃ = 8πj̃, (2.2)donde la densidad de materia-energía de la super�
ie es

ρ̃ = nαnβT̃αβ (2.3)y las 
orrientes en la super�
ie están dadas por
j̃a = eα

anβT̃αβ, (2.4)
on T̃αβ el tensor energía-tensiones del espa
iotiempo. Las 
omponentes restantesde las e
ua
iones de 
ampo de Einstein proveen las e
ua
iones de evolu
iónpara h̃ab y K̃ab.Las 
uatro e
ua
iones 
uasi lineales (2.1) y (2.2) forman un sistema elípti-
o indeterminado para las do
e 
omponentes de la 3-métri
a y de la 
urvaturaextrínse
a. Si se toma en 
uenta la libertad de realizar transforma
iones delas tres 
oordenadas y se 
onsidera a S 
omo determinada esen
ialmente porla 
urvatura extrínse
a media 1
3
K̃, el 
onteo de fun
iones nos da dos gradosde libertad para el 
ampo gravita
ional.29



2.2. Método 
onformeEsta se

ión está basada en los trabajos de Mur
hadha y York [111℄, [112℄y de Bartnik [14℄.Como men
ionamos anteriormente, las e
ua
iones de vín
ulo de Einstein
onstituyen un sistema indeterminado para la 3-métri
a y la 
urvatura ex-trínse
a de la hipersuper�
ie ini
ial. Por lo tanto, es importante separar las
antidades espe
i�
ables libremente, o independientes, de las dependientes,que se determinan en término de las independientes 
omo solu
iones de lase
ua
iones de valores ini
iales. Los datos independientes des
riben los gradosde libertad de onda del 
ampo gravita
ional y las partes libres, los grados delibertad de las fuentes. Los datos dependientes son poten
iales generalizadosy su 
omportamiento de largo al
an
e en un espa
io asintóti
amente planodetermina la masa y los momentos angular y lineal del 
ampo gravita
ional.El método más popular para obtener un sistema determinado de e
ua-
iones ini
iales es el Método 
onforme (ver [35℄ y sus referen
ias). Hay 
uatroideas que subya
en a este método. 1) Los datos de Cau
hy se re�eren sóloal estado físi
o instantáneo de un 
ampo gravita
ional, por lo que es naturalutilizar 
omo datos ini
iales a h̃ab y parte de la 
urvatura extrínse
a K̃ab,que no dependen de 
ómo el sistema 
oordenado se 
ontinúa afuera de lahipersuper�
ie ini
ial. 2) Para una dada 3-geometría, representada por h̃ab,la 
urvatura extrínse
a se puede des
omponer ortogonalmente y 
ovariante-mente en una parte transversal sin traza, una parte sin traza determinadapor un ve
tor, y una parte de traza propor
ional a la métri
a. 3) El es
alarque determina la parte de traza en di
ha des
omposi
ión se puede 
onsid-erar 
omo una fun
ión libremente espe
i�
able que sirve para identi�
ar lassuper�
ies espa
iales. El es
alar parti
ular que usaremos se denota τ = 2
3
K̃.Esto mide la tasa de 
ontra

ión de los elementos de 3-volumen lo
ales 
onrespe
to al tiempo propio lo
al. 4) Los datos independientes son invariantes
on respe
to a transforma
iones 
onformes de la métri
a.Finalmente, el fa
tor 
onforme y parte de la 
urvatura extrínse
a sonlos datos dependientes que a
túan 
omo poten
iales generalizados de largoal
an
e para el 
ampo gravita
ional.Enton
es el primer paso que tomamos para obtener el sistema determi-nado es introdu
ir 
omo datos libres a una métri
a 
onforme hab y un tensorsimétri
o sin traza ni divergen
ia Kab que están rela
ionados 
on los datosini
iales a través de una transforma
ión 
onforme

h̃ab = Φ4hab, (2.5)
K̃ab = Φ−2Kab + Φ−2(LW )ab +

1

3
τΦ4hab, (2.6)30



donde la parte longitudinal de K̃ab está dada por
(LW )ab = ∇aW b + ∇bW a − 2

3
hab∇cW

c. (2.7)Ahora el vín
ulo de momento (2.2) se puede es
ribir 
omo tres e
ua
ionesque determinan W , 
onsiderando a τ y j̃a 
omo dados:
∇b(LW )a

b =
2

3
Φ6∇bτ − 8πjb, (2.8)donde las 
orrientes res
aleadas están dadas por [36℄

j̃ = jΦ−10. (2.9)De esta e
ua
ión vemos que la parte transversal sin traza de K̃ab no estárestringida. La parte sin traza de K̃ab es esen
ialmente el shear del 
amponormal na que genera la super�
ie ini
ial. De (2.8) vemos que la parte vin
u-lada del shear tiene 
omo fuentes lo
ales a las 
orrientes ja y a la 
ontra

ión
∇̃τ 6= 0. En parti
ular, para el 
aso en que estos dos 
ampos sean 
ero, eltensor K̃ab, sin traza ni divergen
ia se puede pres
ribir arbitrariamente.En segundo lugar el vín
ulo hamiltoniano más general queda

∆hΦ =
Rh

8
Φ − 1

8

(

Kab + LW ab
)

(Kab + LWab) Φ−7 +
1

12
3τ 2Φ5 − 2πρΦ−3(2.10)y las fuentes es
aleadas están rela
ionadas 
on los valores ini
iales de lafuentes físi
as mediante

ρ = ρ̄Φ8. (2.11)Este es
aleo de la densidad de materia, junto 
on el 
orrespondiente a las 
or-rientes (2.9) in
luye, por ejemplo, fuentes de �uidos genéri
as, sin e
ua
ionesde 
ampo independientes, fuentes ele
tromagnéti
as y 
ampos de Yang-Mills[36℄.Las 
antidades libremente espe
i�
ables hab, Kab y τ 
onformemente in-variantes 
onstituyen los datos independientes. En el 
aso de problemas deno va
ío, se deben pres
ribir las 
orrientes y la densidad de energía sobrela hipersuper�
ie ini
ial. Es 
onveniente pres
ribir solamente aquellas 
ara
-terísti
as de j̃a y ρ̃ que son 
onsistentes 
on un 
ono
imiento a priori de lamétri
a ini
ial solo a menos de un fa
tor 
onforme, esto es j y ρ.La interpreta
ión físi
a del fa
tor 
onforme 
omenzó 
on Brill quien mostróque la parte de Φ que de
ae asintóti
amente 
omo O(r−1) 
ontiene la masagravita
ional total del sistema si el dato ini
ial se supone asintóti
amenteS
hwarzs
hild. Se sabe que
m = − 1

2π

∫

∞

∇Φ · dS (2.12)31



donde se supone que la métri
a de base h̃ se aproxima asintóti
amente ala métri
a plana más rápido que O(r−1). Esta suposi
ión se justi�
a por elrequisito de que la energía total m sea �nita. En tal 
aso, se mostró que
h̃ → δ + O(r−(3/2+ǫ)), ǫ > 0, donde δ es la 3-métri
a Eu
lídea. Apli
ando elteorema de Gauss, podemos expresar la energía 
omo

m = − 1

2π

∫

V

∆Φ
√

h̃dV. (2.13)2.2.1. Resultados previos 
on el Método ConformeDesde la formula
ión del método 
onforme, la pregunta 
lave es la sigu-iente: Para qué ele

iones de 3-variedades y datos libres se pueden resolver lase
ua
iones (2.8) y (2.10)? Se han obtenido mu
hos resultados en diferentes
asos, y aún quedan mu
hos por determinar. En lo que viene a 
ontinua
ión,seguimos las líneas de [14℄.El valor de la 
urvatura media, τ , es el fa
tor más importante en sepa-rar los 
onjuntos de datos libres para los 
uales sabemos si existe o no unasolu
ión, de los 
onjuntos que aún no sabemos. Para datos libres su�
iente-mente suaves, 
on 
urvatura media 
onstante, el problema de existen
ia está
ompletamente determinado y se sabe que para todos, salvo 
iertos 
asosespe
iales, existe solu
ión 
uando la variedad es 
ompa
ta [35℄, [86℄, o as-intóti
amente plana [23℄, [28℄ o asintóti
amente hiperbóli
a [6℄, [5℄. Cuandola variedad es 
ompa
ta 
on borde, la mayoría de los 
asos aún están sinresolver.Finalmente, para variedades asintóti
amente planas 
on frontera interi-or, hay algunas situa
iones determinadas y otras no resueltas. Este 
aso hare
ibido un 
re
iente interés por su apli
abilidad numéri
a en los últimosaños, desen
adenando a su vez un importante desarrollo analíti
o. De he-
ho, esta motiva
ión a llevado a Dain [50℄ y Maxwell [102℄ a dar 
ondi
ionessu�
ientes sobre datos libres asintóti
amente planos 
on 
ondi
iones de 
on-torno interiores sobre horizontes aparentes para que exista solu
ión. Por otrolado, el problema 
on 
ondi
iones asintóti
as en la frontera interior de tipo
ilíndri
o, ha permane
ido prá
ti
amente inexplorado analíti
amente hastael presente.La situa
ión es muy diferente para datos 
on 
urvatura media no 
on-stante, sin 
ontrol sobre la norma del gradiente de τ . Casi nada se sabe eneste 
aso (ver las referen
ias en [14℄).Para �nalizar esta dis
usión a
er
a de la implementa
ión del método 
on-forme para en
ontrar solu
iones de las e
ua
iones de vín
ulo, es importantenotar dos he
hos. Primero, el mapa desde los 
onjuntos de datos libres a32



las solu
iones de los vín
ulos es sobreye
tivo. En segundo lugar, para to-dos los 
onjuntos de datos libres para los 
uales se sabe que existe solu
ión(salvo para el 
aso muy espe
ial de métri
a plana, Kab = 0 y τ = 0 so-bre T 3), la solu
ión es úni
a. Como 
onse
uen
ia de esto, aquellos 
onjuntosde datos libres para los 
uales existen solu
iones parametrizan el espa
io dedatos ini
iales que satisfa
en los vín
ulos. Se dedu
e que, una vez determina-do exa
tamente qué datos libres se mapean 
on solu
iones, habremos he
houn progreso signi�
ativo en entender los grados de libertad de la teoría deEinstein.En vista del rol dominante que juega el método 
onforme 
omo herramien-ta para el análisis matemáti
o y numéri
o de los vín
ulos, es importanteremar
ar sus limita
iones. Como men
ionamos antes, el método 
onformereemplaza el sistema de e
ua
iones de vín
ulo indeterminado original (
uatroe
ua
iones a ser resueltas para do
e in
ógnitas), por un sistema determinadode 
ará
ter elípti
o. Esto es muy útil para una gran variedad de estudios(tales 
omo la 
uestión de la parametriza
ión). Sin embargo, es una malaidea para un número de otros problemas, por ejemplo, para el problema dela posible extensión suave de una dada solu
ión de los vín
ulos pres
rita enuna bola de radio �nito, a una solu
ión 
ompleta, asintóti
amente plana.Para estas 
uestiones resulta más 
onveniente tratar 
on el sistema original(ver [44℄).2.3. Datos ini
iales para agujeros negrosPara modelar un sistema aislado de uno o más agujeros negros en va
ío,el 
onjunto de datos (S, h̃ab, K̃ab) debe satisfa
er varios requisitos. Los sis-temas aislados son modelados típi
amente 
on datos ini
iales asintóti
amenteplanos. Esto requiere que la métri
a h̃ab se aproxime a la métri
a Eu
lídea yque K̃ab de
aiga a 
ero a grandes distan
ias en S. Más aún, las e
ua
ionesde Einstein de va
ío imponen una 
ondi
ión de 
ompatibilidad sobre K̃ab, h̃aby su es
alar de 
urvatura R̃ dada por las e
ua
iones de vín
ulo de Einstein.Finalmente, estos datos para agujeros negros deben evolu
ionar en un es-pa
iotiempo que 
ontenga un horizonte de eventos, y la interse

ión de estehorizonte de eventos 
on la super�
ie ini
ial debe 
ontener tantas 
ompo-nentes 
onexas 
omo agujeros negros.Un horizonte de eventos es la frontera de la región que puede enviarseñales al in�nito. Es una propiedad global de un espa
iotiempo y no se puedeubi
ar en un 
onjunto de datos ini
iales sin evolu
ionarlos. Esto plantea unserio obstá
ulo en la 
rea
ión de datos ini
iales para agujeros negros. Paraata
ar este problema, se suelen 
rear datos ini
iales que 
ontengan horizontes33



aparentes. No hay una de�ni
ión 
onsistente de horizonte aparente en la lit-eratura. Algunas de�ni
iones in
luyen la frontera de una región atrapada, ola super�
ie marginalmente atrapada más exterior. Una de las de�ni
ionesmás usadas es la siguiente [101℄. Un horizonte aparente es una super�
ie queinstantáneamente no se está expandiendo ni 
ontrayendo a medida que evolu-
iona bajo el �ujo de sus geodési
as nulas ortogonales salientes (al in�nito).Sobre la frontera de S, la expansión ante este �ujo está dada por la llamada
onvergen
ia
θ+ = −trK̃ab + K̃abν̃

aν̃b + ∇̃aν̃
a, (2.14)donde ν̃a es la normal unitaria exterior de ∂S. Por lo tanto, 
on esta últimade�ni
ión, ∂S es un horizonte aparente si θ+ = 0. Esta de�ni
ión es intere-sante porque es una propiedad lo
al y 
onstituye una 
ondi
ión de bordenatural.La motiva
ión para usar horizontes aparentes proviene de la 
onjeturadel 
ensor 
ósmi
o. Suponiendo que el dato ini
ial asintóti
amente Eu
lídeoevolu
iona en un espa
iotiempo débilmente 
ensurado, 
ualquier horizonteaparente presente en el dato ini
ial deberá estar 
ontenido en la región delagujero negro del espa
iotiempo. Para generar espa
iotiempos 
on múlti-ples agujeros negros, se 
onstruyen datos ini
iales 
on múltiples horizontesaparentes. Si los horizontes aparentes están ade
uadamente separados, se
onjetura que estarán aso
iados a agujeros negros diferentes.Un 
amino interesante para 
rear datos ini
iales que 
ontengan horizontesaparentes, sugerido ini
ialmente por Thornburg [128℄, es trabajar 
on unavariedad 
on frontera y pres
ribir que la frontera sea un horizonte aparente.Por lo tanto, bus
amos un dato asintóti
amente Eu
lídeo (S, h̃, K̃) quesatisfagan las e
ua
iones (ver [102℄ por detalles)

R̃ − |K̃|2 + trK̃2 = 0 (2.15)
∇̃aK̃

ab − ∇̃btrK̃ = 0 (2.16)
−trK̃ + K̃abν̃

aν̃b + ∇̃aν̃
a = 0, sobre ∂S. (2.17)Podemos rela
ionar estas e
ua
iones 
on las 
antidades libres 
onformementerela
ionadas (hab, Kab) de�niendo la normal unitaria νa relativa a la métri
ade fondo mediante

ν̃a = Φ−2νa. (2.18)Luego, el método 
onforme tradu
e las e
ua
iones anteriores, en el 
aso max-imal (i.e trK = 0) en las siguientes e
ua
iones
∆Φ − R

8
Φ +

KabK
ab

8Φ7
= 0 (2.19)34



∇aK
ab = 0 (2.20)

4νa∇a ln Φ + ∇aν
a +

Kabν
aνb

Φ4
= 0, sobre ∂S. (2.21)Una manera alternativa de 
rear datos ini
iales para agujeros negros es
onsiderar una tajada espa
ial del espa
iotiempo y utilizar dos 
opias de laregión exterior 
one
tadas mediante un puente tipo Einstein-Rosen ubi
adoen el horizonte aparente. Por lo tanto, la super�
ie S va desde un in�nitoespa
ial al otro, 
orrespondiente a la segunda región. De esta forma, se 
on-vierte el problema de valores de 
ontorno (2.19)-(2.21) de�nido en la regiónexterior al horizonte aparente, en un problema sobre una variedad 
on unpunto removido (en general R

3 \ {0}), donde el segundo in�nito asintóti
a-mente plano se ha 
ompa
ti�
ado a un punto llamado 'pun
ture' que, en
oordenadas apropiadas, se suele representar por el origen (al menos en el
aso de un úni
o agujero negro).Este método, 
ono
ido 
omo el método de 'pun
ture' en el 
ontexto derelatividad numéri
a, fun
iona notablemente bien en simula
iones de agu-jeros negros (ver [24℄, [75℄ y el artí
ulo de review [84℄ por un análisis de laimplementa
ión de métodos numéri
os que involu
ran un 'pun
ture' en eldato). Ini
ialmente, 
ada agujero negro se des
ribe 
onvenientemente en 
o-ordenadas que no al
anzan las singularidades físi
as, sino que a medida quelas 
oordenadas se a
er
an a la singularidad, siguen en 
ambio un agujerode gusano ha
ia otra 
opia del espa
iotiempo asintóti
amente plano exterior.En esta 
onstru

ión, la geometría está 
apturada por una úni
a fun
ión, unfa
tor 
onforme Φ que diverge ade
uadamente en 
ada 'pun
ture'.Con este método, las e
ua
iones a resolver son (2.19) y (2.20) 
on las
ondi
iones de borde Φ → 1 
uando r → ∞ y Φ = O(r−1) para r → 0,donde r es una 
oordenada adaptada a los �nales asintóti
amente planos.Estas 
ondi
iones para el 
omportamiento del fa
tor 
onforme garantizanque ambos �nales son asintóti
amente planos.De esta forma, es posible generar datos para agujeros negros no extremos
omo el de S
hwarzs
hild, Reissner Nördstrom y Kerr (ver en las siguientesse

iones). Sin embargo, no resuelven el problema de los agujeros negrosextremos. Veremos que la 
ondi
ión de borde en el origen Φ = O(r−1) no es
ompatible 
on la no
ión de extremalidad adoptada. Lo que su
ede es queen el 
aso extremo la folia
ión men
ionada, (S, h̃ab, K̃ab), deja de poseer dosregiones asintóti
amente planas en el límite extremo. El �nal en r → 0 se
onvierte en un in�nito 
ilíndri
o, por lo que la 
ondi
ión de borde para elfa
tor 
onforme debe ser diferente.El problema del límite extremo será analizado para los agujeros negrosesta
ionarios en el resto del presente 
apítulo. El 
aso no esta
ionario será35



estudiado en los 
apítulos 3, 4 y 5.2.4. Agujeros negros esta
ionariosEn esta se

ión presentamos datos ini
iales para agujeros negros esta-
ionarios y des
ribimos sus propiedades distintivas que serán de utilidad enlos 
apítulos venideros.2.4.1. S
hwarzs
hildLa métri
a del espa
iotiempo de S
hwarzs
hild 
on masa m en 
oorde-nadas usuales (t, r̃, θ, φ) está dada por
g = −

(

1 − 2m

r̃

)

dt2 +
dr̃2

1 − 2m
r̃

+ r̃2dΩ2. (2.22)Consideremos 
omo super�
ie de datos ini
iales S, una super�
ie a t =
constante, 
on métri
a indu
ida

h̃ =
dr̃2

1 − 2m
r̃

+ r̃2dΩ2 (2.23)donde la 
oordenada radial r̃ barre el rango r̃ ∈ (2m,∞) para des
ribir laregión exterior al agujero negro.Consideremos ahora la transforma
ión de 
oordenadas que 
ambian la
oordenada radial esféri
a r̃ por la 
oordenada isotrópi
a r, mediante la ex-presión
r̃ = r

(

1 +
m

2r

)2

, (2.24)y al invertir esta rela
ión, vemos que apare
en dos ramas para r en fun
iónde r̃

r =
r̃ − m ±

√

r̃(r̃ − 2m)

2
, (2.25)
on r ∈ (0,∞). Estas dos ramas 
oin
iden para r̃ = 2m, donde r = m/2.Mediante este 
ambio de 
oordenadas, lo que ha
emos es pasar, de 
ubrirsólo el exterior del agujero negro, a 
ubrir dos 
opias idénti
as del mismo,
one
tadas por un agujero de gusano 
on super�
ie minimal en r = m/2.En estas 
oordenadas, la métri
a h̃ indu
ida en la super�
ie S toma laforma

h̃ =
(

1 +
m

2r

)4

(dr2 + r2dΩ2) = Φ4δ, (2.26)36



Figura 2.1: Diagrama embebido de una tajada 2-dimensional (t = constante,
θ = π/2) de la solu
ión de S
hwarzs
hild. El 
ír
ulo os
uro en el mediorepresenta la super�
ie minimal (garganta) que 
one
ta las dos regiones as-intóti
amente planas.donde δ es la 3-métri
a Eu
lídea y el fa
tor 
onforme está dado por

Φ = 1 +
m

2r
. (2.27)En las nuevas 
oordenadas, el in�nito espa
ial i0 se representa por el límite

r → ∞. Además, el segundo in�nito quedó 
ompa
ti�
ado a un punto r → 0.La métri
a intrínse
a (2.26) satisfa
e las 
ondi
iones estandard de de
aimien-to asintóti
amente plano en ambas regiones. Esto también se apre
ia a partirde la expresión (2.27) ya que el he
ho de que Φ = O(r−1) en el origen y Φ ∼ 1en el in�nito re�eja la naturaleza asintóti
amente plana de las dos regiones.La super�
ie S va desde un in�nito espa
ial al otro. La topología de estasuper�
ie es S = S
2 × R e interse
ta a la esfera de bifur
a
ión (indi
ada porun 
ír
ulo os
uro en 2.1). La tajada es isométri
a a través de esta esfera,es de
ir, los datos físi
os h̃ab, K̃ab son invariantes ante la transforma
ión deinversión por la esfera de radio r = m/2, realizada por la transforma
ión de
oordenadas (r, θ, φ) → (m2/4r, θ, φ). La esfera de bifur
a
ión sobre la tajadaes tanto una super�
ie minimal 
omo un horizonte aparente.Para el problema no esta
ionario, en el 
ual no se 
ono
en las solu
ionesexplí
itas de los vín
ulos, resulta ne
esario trabajar úni
amente 
on di
hase
ua
iones (en realidad, sólo 
on la e
ua
ión de Li
hnerowi
z). Por esto, esinteresante notar que la forma (2.27) para el fa
tor 
onforme Φ tambiénse puede obtener resolviendo la e
ua
ión de Li
hnerowi
z 
on datos libres(R3 \ {0}, δab, Kab = 0)

∆Φ = 0 en R
3 \ {0} (2.28)37



donde ∆ es el operador de Lapla
e plano en tres dimensiones. Para imponerlas 
ondi
iones de borde en in�nito y el origen, resulta 
onveniente introdu
irun parámetro positivo µ, y una fun
ión uµ mediante la expresión
Φ = 1 +

µ

2r
+ uµ. (2.29)Luego, las 
ondi
iones de frontera se tradu
en a uµ. Se requiere que uµ seauna fun
ión regular en R

3 y que tienda a 
ero en r → ∞.Con esto, la e
ua
ión para uµ es
∆uµ = 0 en R

3, uµ → 0 en el in�nito. (2.30)Sabemos que la úni
a solu
ión de esta e
ua
ión 
on estas 
ondi
iones de bordees uµ = 0, por lo que, el fa
tor 
onforme queda simplemente Φ = 1 + µ/2r.Al 
al
ular la masa del agujero negro, en
ontramos que m = µ, lo que noslleva a la expresión dada por (2.26).Este 
aso es un ejemplo 
anóni
o del tipo de geometría asintóti
a presenteen los datos ini
iales para agujeros negros no extremos que usaremos en granparte de esta tesis. Debido a que el agujero negro de S
hwarzs
hild no poseeun límite extremo, para poder analizar el 
omportamiento en este límite seráne
esario re
urrir a los datos de Reissner Nördstrom o Kerr.A pesar de esto, es interesante notar que el espa
iotiempo de S
hwarzs
hildadmite una folia
ión muy espe
ial que posee la misma geometría asintóti
aque los datos extremos de Reissner Nördstrom y Kerr [76℄. Veamos algunasde sus propiedades.La super�
ie que 
onsideraremos ahora también es 
onformemente plana,pero no está embebida en el espa
iotiempo 
on 
urvatura extrínse
a 
ero. Más
on
retamente, partimos de la métri
a para el espa
iotiempo de S
hwarzs
hild,en 
oordenadas (t, r̂, θ, φ) en la forma
gαβ = −α2dt2 + h̃ab(dxa + βadt)(dxb + βbdt) (2.31)donde el lapse y el shift están dados por

α =

√

1 − 2m

r̂
+

C2

r̂4
(2.32)

β r̂ =
αC

r̂2
, βa = 0 para a 6= r̂ (2.33)y la 
onstante C es C = 3

√
3m2/4. La nueva 
oordenada radial r̂ está en elrango r̂ ∈ (3m/2,∞). 38



Figura 2.2: Diagrama embebido de la tajada 2-dimensional S ′ de la solu-
ión de S
hwarzs
hild. Hay un �nal asintóti
amente plano (arriba) y un �nalasintóti
amente 
ilíndri
o (abajo).La métri
a indu
ida sobre una super�
ie S ′ = {t = constante} toma laforma
h̃ =

dr̂2

1 − 2m
r̂

+ C2

r̂4

+ r̂2dΩ2. (2.34)y la 
urvatura extrínse
a está dada por
Kab =

C

r̂3
(3nanb − δab). (2.35)Esta super�
ie espa
ial S ′ tiene la misma topología S

2×R que S, sin embargo,la geometría asintóti
a es diferente. Tiene un �nal asintóti
amente plano yuno 
ilíndri
o ubi
ado en el límite r̂ → 3m/2, ver �gura 2.2. El �nal 
ilíndri
ose aproxima asintóti
amente al horizonte de eventos. En oposi
ión a lo queo
urre en el 
aso asintóti
amente plano, este �nal está en la región de 
ampofuerte del espa
iotiempo. Notemos que (S ′, h̃ab) es una variedad Riemanniana
ompleta sin borde que ya
e enteramente en la región exterior al agujeronegro.2.4.2. Reissner NördstromConsideremos datos ini
iales para un agujero negro de Reissner Nörd-strom de 
arga q y masa m. La métri
a del espa
iotiempo en 
oordenadas
anóni
as tipo S
hwarzs
hild (t, r̃, θ, φ) está dada por
g = −

(

1 − 2m

r̃
+

q2

r̃2

)

dt2 +
dr̃2

1 − 2m
r̃

+ q2

r̃2

+ r̃2dΩ2. (2.36)
39



Esta métri
a se redu
e a la solu
ión de S
hwarzs
hild 
uando q = 0, sin em-bargo, para q 6= 0 las propiedades del espa
iotiempo son notablemente difer-entes. Esta solu
ión muestra divergen
ias en las 
omponentes de la métri
ao su inversa en r̃ = 0 y eñ
r = r̃± ≡ m ±

√

m2 − q2. (2.37)La singularidad en r̃ = 0 es una singularidad de 
urvatura no removible,mientras que las de r̃ = r̃± son singularidades 
oordenadas que se puedenremover 
on una extensión analíti
a ade
uada de la métri
a.La métri
a (2.36) des
ribe un agujero negro si |q| ≤ m. Cuando |q| =
m la solu
ión se llama el agujero negro de Reissner Nördstrom extremo.Finalmente, si |q| > m la solu
ión es una singularidad desnuda.Los datos ini
iales para el agujero negro de Reissner Nördstrom jugaránun papel muy importante en lo que sigue, por lo que resulta 
onvenienterevisarlos en detalle en el 
ontexto del método 
onforme, que es el que uti-lizaremos en la mayor parte de esta tesis.Tomemos una tajada S = {t = constante} en las 
oordenadas 
anóni
asy de�nimos el radio isotrópi
o r por

r̃ = r + m +
m2 − q2

4r
. (2.38)La métri
a intrínse
a sobre la tajada es 
onformemente plana, y está embe-bida en el espa
iotiempo 
on 
urvatura extrínse
a 
ero,

h̃ab = Φ4
µδab, K̃ab = 0, (2.39)donde el fa
tor 
onforme, que hemos denotado 
omo Φµ, está dado explí
i-tamente por

Φµ =

√

1 +
m

r
+

µ2

4r2
, (2.40)donde el parámetro positivo µ está de�nido en términos de m y q por

m =
√

q2 + µ2. (2.41)Es muy importante enfatizar que 
uando q está �jo, la masa total del dato
m es una fun
ión monótonamente 
re
iente 
on µ, y al
anza su mínimo valorposible para µ = 0, en 
uyo 
aso se llega al límite extremo m = |q|.Se puede ver que el fa
tor 
onforme es invariante ante la transforma
ión dees
ala (r, m, q) → (λr, λm, λq) para 
ualquier número real λ. Esta invarian
iade es
ala impli
a que en realidad, el dato ini
ial depende (
onformemente)sólo de un parámetro. Con esto en mente, elegimos �jar la 
arga del dato, y40



así obtenemos una familiamonoparamétri
a de datos ini
iales, parametrizadapor µ > 0. Es de
ir que para 
ada valor de µ > 0 obtenemos un dato ini
ialparti
ular de Reissner Nördstrom no extremo Φµ. Por otro lado, el datoextremo (m = |q|) se obtiene tomando el límite µ → 0 en la familia Φµ.Estas apre
ia
iones a
er
a de la solu
ión de Reissner Nördstrom fueron lamotiva
ión y guía prin
ipal en la búsqueda, identi�
a
ión y 
ara
teriza
iónde solu
iones extremas de las e
ua
iones de Einstein a lo largo de toda latesis. Veamos, por tanto, algunas propiedades más de este dato. Hemos no-tado, teniendo en 
uenta que la solu
ión Φµ, y de allí, la masa del dato, sonexplí
itas, que el límite extremo se puede obtener tomando µ → 0. Para el
aso no esta
ionario, sería interesante identi�
ar este límite en la e
ua
iónsatisfe
ha por el fa
tor 
onforme.El fa
tor 
onforme Φµ satisfa
e la e
ua
ión de Li
hnerowi
z 
on materiadada por
∆Φµ = − q2

4r4Φ3
µ

. (2.42)
on 
ondi
iones de 
ontorno en 
ero y en in�nito dadas por Φµ = O(r−1)en r → 0 y Φ ∼ 1 en r → ∞. Esto signi�
a, de la misma forma que parael dato de S
hwarzs
hild, que este dato de Reissner Nördstrom no extremoposee dos regiones asintóti
amente planas, 
on �nales en r → ∞ y en r → 0.Estas dos regiones son isométri
as y están 
one
tadas mediante la super�
ieminimal ubi
ada en r = µ/2 (ver �gura 2.1 en la se

ión anterior para unarepresenta
ión 
ualitativa de la geometría del dato ini
ial).También de�nimos la fun
ión uµ(x) por
Φµ = 1 +

µ

2r
+ uµ(x), (2.43)es de
ir, tenemos

uµ(x) =

√

1 +
m

r
+

µ2

4r2
− 1 − µ

2r
. (2.44)Como 
onse
uen
ia de las e
ua
iones de vín
ulo, la fun
ión uµ satisfa
e

∆uµ = − q2

4r4
(

1 + µ
2r

+ uµ

)3 . (2.45)Además, uµ ≥ 0, uµ(x) es suave en R
3 \ {0} y, para µ > 0, tenemos uµ ∈

C0(R3). Los valores de la fun
ión y sus derivadas en el origen están dadospor
uµ(0) =

m

µ
− 1

duµ

dr
(0) = − q2

µ3
. (2.46)41



Notemos que ambos valores divergen a medida que µ → 0. De he
ho, estoes de alguna forma sugerido por la e
ua
ión (2.45). Cuando µ es estri
ta-mente positivo, el lado dere
ho de (2.45) se 
omporta 
omo O(r−1) 
er
a delorigen, ya que el término dominante es µ/2r. Esto admite la posibilidad de
uµ a
otada (e in
luso derivable) en el origen. Sin embargo, 
uando µ = 0, ellado dere
ho de (2.45) va 
omo O(r−4) en r ∼ 0 si uno asume una solu
iónregular, lo que es una in
onsisten
ia. Esto impli
a que la fun
ión en el límite
µ → 0 ya no satisfa
e las mismas 
ondi
iones de 
ontorno en el origen quelas solu
iones para µ > 0, y debe ser singular allí.En el 
aso de Reissner Nördstrom, aprove
hando que las solu
iones sonexplí
itas, (2.44), se veri�
a que en el límite µ = 0 
orrespondiente al 
asoextremo, la solu
ión efe
tivamente toma la forma singular

u0(x) := ĺım
µ→0

uµ(x) =

√

1 +
|q|
r

− 1. (2.47)Más pre
isamente vemos que la solu
ión extrema diverge 
omo r−1/2. Este
omportamiento divergente en el origen apare
erá 
omo una 
ara
terísti
a
lave del límite extremo. La geometría asintóti
a de la tajada S en el datoextremo toma la forma 
ualitativa mostrada en la �gura 2.2 
on un �nalasintóti
amente plano y uno 
ilíndri
o.Finalmente, a partir de la expresión explí
ita (2.44) dedu
imos una propiedadimportante que posee la se
uen
ia de solu
iones uµ, que será de gran utili-dad en los 
apítulos próximos. Esta es la monotonía de la se
uen
ia 
on elparámetro µ, di
ho de otra forma, la se
uen
ia uµ es punto a punto 
re
ientea medida que µ → 0 y está a
otada por la solu
ión extrema u0, es de
ir
uµ1(x) < uµ2 < u0(x), para µ1 > µ2 > 0 y ∀ x ∈ R

3 \ {0}. (2.48)En 
ontraste, el fa
tor 
onforme satisfa
e la propiedad opuesta
Φµ1(x) > Φµ2 > Φ0(x), para µ1 > µ2 > 0 y ∀ x ∈ R

3 \ {0}. (2.49)2.4.3. KerrConsideremos un agujero negro de Kerr 
on masa m y momento angular
J . Esta solu
ión des
ribe un agujero negro no extremo rotante esta
ionariosi m >

√

|J |. Cuando m =
√

|J | se obtiene el agujero negro extremo, y si
m <

√

|J |, la solu
ión 
ontiene una singularidad desnuda.La métri
a del espa
iotiempo para el agujero negro de Kerr no extremoen 
oordenadas de Boyer-Lindquist (t, r̃, θ, φ), está dada por
g = −∆ sin2 θ

η
dt2 + η(dφ − Ωdt)2 +

Σ

∆
dr̃2 + Σdθ2 (2.50)42



donde η es el 
uadrado de la norma del ve
tor de Killing axial
ηµ =

(

∂

∂φ

)µ

, η = gνµηµηµ, (2.51)que toma la forma
η =

(r̃2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

Σ
sin2 θ. (2.52)Las fun
iones ∆ y Σ están dadas por

∆ = r̃2 − 2mr̃ + a2, Σ = r̃2 + a2 cos2 θ, (2.53)y Ω es la velo
idad angular
Ω =

2Jr̃ sin2 θ

ηΣ
. (2.54)Aquí a = J/m es el momento angular por unidad de masa.Tomamos una super�
ie espa
ial S = {t = constante} y de�nimos elradio isotrópi
o r a través de la expresión

r̃ = r + m +
m2 − a2

4r
. (2.55)A partir de (2.50) dedu
imos que la métri
a intrínse
a sobre esta super�
ieno es 
onformemente plana, sino que toma la forma axialmente simétri
a

h̃ab = Φ4
µhab, h = e2q(dr2 + r2dθ2) + r2 sin2 θdφ2, (2.56)
on

e2q =
Σ sin2 θ

η
, Φ4

µ =
η

ρ2
. (2.57)Notemos que el fa
tor 
onforme depende de un parámetro positivo µ, de�nidoen términos de la masa y el momento angular a través de

m =
√

a2 + µ2. (2.58)De manera similar al 
aso de Reissner Nördstrom, vemos a partir de estaexpresión, que si el momento angular permane
e �jo, enton
es la masa totaldel dato es una fun
ión monótonamente 
re
iente 
on µ. Más aún, debido a lainvarian
ia de es
ala del fa
tor 
onforme (r, m, J) → (λr, λm, λ2J), dedu
i-mos que el dato ini
ial depende (
onformemente) solamente de un parámetro.43



Como hi
imos 
on el dato de Reissner Nördstrom, elegimos dejar �jo el mo-mento angular y variar el parámetro positivo µ. De esta forma obtenemosuna se
uen
ia de solu
iones de Kerr, (S, h̃µ
ab, K̃

µ
ab) para 
ada valor µ > 0. En-ton
es, por (2.58), el dato ini
ial extremo, |J | = m2 (o a = m), 
orrespondea tomar el límite µ → 0 en di
ha familia.El poten
ial del twist del ve
tor de Killing ηα está dado por

ω = 2J(cos3 θ − 3 cos θ) − 2Ja2 cos θ sin4 θ

Σ
. (2.59)La fun
ión lapso y el ve
tor shift para esta folia
ión están dados por

α =
r

√

Σ + a2(1 + 2a(r + a)/Σ) sin2 θ
, (2.60)

βφ = −2a2 sin2 θ(r + a)

Σ3
r2. (2.61)En simetría axial, la 
urvatura extrínse
a se puede es
ribir en términos delpoten
ial del twist en la forma

K̃ab =
2

η
S(aηb), Sa =

1

η
ǫ̃abcη

b∂cω, (2.62)donde ǫ̃abc denota el elemento de volumen 
on respe
to a la métri
a h̃ab. Laventaja de esta forma parti
ular de es
ribir K̃ab es que resulta fá
il veri�
ara partir de (2.62) que K̃ab satisfa
e el vín
ulo de momento. Dis
utiremos yusaremos este he
ho en la se

ión 5.3. En parti
ular, tenemos que K̃ab tienetraza 
ero
K̃ = 0. (2.63)Es de
ir, que estos datos ini
iales son super�
ies maximales.La variedad Riemanniana (S, h̃ab) tiene dos �nales asintóti
amente planos(ver �gura 2.1). Esta geometría asintóti
a es idénti
a a la tajada análoga dela extensión de Kruskal para el agujero negro de S
hwarzs
hild. La super�
ie

S interse
ta a la esfera de bifur
a
ión y es isométri
a a través de esta esfera.La esfera de bifur
a
ión sobre la tajada es tanto una super�
ie minimal 
omoun horizonte aparente. En 
oordenadas isotrópi
as, uno de los in�nitos asin-tóti
amente planos se representa por el límite r → ∞ y el otro por r → 0. Lamétri
a intrínse
a y la segunda forma fundamental satisfa
en las 
ondi
ionesestandard de de
aimiento asintóti
amente plano.
h̃ab = δab + O(r−1), ∂h̃ab = O(r−2) K̃ab = O(r−3), 
uando r → ∞,(2.64)44



donde δab es la métri
a plana. El fuerte de
aimiento de la segunda formafundamental impli
a que el momento lineal del dato ini
ial es 
ero. El mo-mento angular está 
ontenido en el término O(r−3) de K̃ab. Por otro lado,a partir de las expresiones explí
itas (2.57) y (2.52), se puede veri�
ar el
omportamiento Φµ = O(r−1) en r → 0 y Φµ ∼ 1 en r → ∞ 
uando µ > 0.En el 
aso extremo m =
√

|J | (o µ = 0) la estru
tura global del espa
i-otiempo 
ambia. La super�
ie espa
ial S tiene la misma topología S
2×R queen el 
aso no extremo, sin embargo, la geometría asintóti
a de la variedadRiemanniana (S, h̃ab) es diferente. Tiene un �nal asintóti
amente plano y uno
ilíndri
o, análogo al 
aso extremo del dato de Reissner Nördstrom (ver �gura2.2). El �nal 
ilíndri
o se aproxima asintóti
amente al horizonte de eventos.En oposi
ión a lo que o
urre en el 
aso asintóti
amente plano, este �nal estáen la región de 
ampo fuerte del espa
iotiempo. Notemos que (S, h̃ab) es unavariedad Riemanniana 
ompleta sin borde que ya
e enteramente en la regiónexterior al agujero negro.Como men
ionamos antes, este 
ambio en la geometría asintóti
a del �nal

r = 0 se eviden
ia en el 
omportamiento del fa
tor 
onforme Φµ (2.57). Estoes, para el dato no extremo, 
on µ > 0, Φµ = O(r−1) 
er
a del origen,re�ejando la naturaleza asintóti
amente plana del �nal. Pero para el 
asoextremo µ = 0, Φ0 := ĺımµ→0 Φµ = O(r−1/2) mostrando el 
ará
ter 
ilíndri
ode este �nal en el límite.
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Capítulo 3Existen
ia de datos ini
ialesextremos de Bowen-York
3.1. Introdu

iónEn este 
apítulo estudiamos el límite extremo en la familia de datos ini-
iales de Bowen-York que des
riben a un úni
o agujero negro axisimétri
o,no esta
ionario y 
on momento angular. En
ontramos que en di
ho límite las
ondi
iones de 
ontorno para la e
ua
ión de Li
hnerowi
z sufren un 
ambiore�ejando el 
ambio en la geometría asintóti
a, uno de los �nales se trans-forma de asintóti
amente plano a 
ilíndri
o.Habiendo �jado el momento angular, la familia de Bowen-York dependede un parámetro positivo que aquí denominamos µ. Un in
onveniente es queestos datos no están dados explí
itamente. Están pres
ritos 
omo solu
ionesde una e
ua
ión elípti
a no lineal (esen
ialmente, el vín
ulo Hamiltoniano)
on 
ondi
iones de 
ontorno apropiadas. Para el 
aso µ > 0 es sabido queesta e
ua
ión tiene una solu
ión úni
a. Sin embargo, el valor µ = 0 representaun límite singular para esta e
ua
ión. En varios trabajos (ver [55℄, [97℄) seexploró este límite numéri
amente. Estos 
ál
ulos numéri
os indi
an que enel límite se obtiene una nueva solu
ión. El propósito de este 
apítulo es probaresto. Es de
ir, probaremos que la se
uen
ia de solu
iones de la e
ua
ión deLi
hnerowi
z para el dato de Bowen-York, 
onverge a una solu
ión límite
uando µ → 0. Llamamos a esta nueva solu
ión de las e
ua
iones de vín
ulo,los datos de Bowen-York extremos. Más adelante (se

ión 4.5) veri�
aremosque la denomina
ión extremo está justi�
ada en el sentido de que 
orrespondeal dato 
on máximo momento angular por unidad de masa en la familia.También probaremos que la solu
ión (
omo fue mostrado numéri
amenteen [55℄) tiene un 
omportamiento similar al de los datos ini
iales de Kerr-46



Newman extremos dis
utidos antes.En los últimos años, debido a la gran eferves
en
ia de las simula
ionesde sistemas binarios de agujeros negros, los datos pun
tured basados en la
urvatura extrínse
a de Bowen-York (ver [20℄, [74℄, [22℄ y el artí
ulo de re-view [43℄) han re
ibido la mayor aten
ión en la 
omunidad de la relatividadnuméri
a. Los datos de Bowen-York extremos 
onstruidos aquí representanlos datos 
on máximo momento angular por unidad de masa en esta famil-ia, y por lo tanto, tienen apli
a
iones en es
enarios astrofísi
os en los 
ualeslos agujeros negros altamente rotantes son relevantes (ver la dis
usión en lase

ión 1.2 y los artí
ulos [55℄, [97℄). Una ventaja de estos datos ini
ialeses que, debido a ser 
onformemente planos, su implementa
ión resulta mássimple que otros datos para agujeros negros rotantes, 
omo el dato para elagujero de Kerr. Además los momentos angulares y spins de agujeros negrosmúltiples se pueden espe
i�
ar fá
ilmente, ya que las propiedades globalesde estos datos son parámetros libres. Sin embargo, un problema que surgeen las simula
iones numéri
as es que apare
e radia
ión gravita
ional espuria(ver [74℄ y sus referen
ias por más detalles). El salto ini
ial de radia
iónespuria se debe en parte a la forma de la 
urvatura extrínse
a y 
re
e 
onel momento angular asignado a 
ada agujero negro. Además para sistemasbinarios de masas desiguales la radia
ión espuria imparte un impulso ini
iala los agujeros negros.3.2. Resultado prin
ipalEn esta se

ión des
ribimos los datos libres de Bowen-York (para másdetalle, ver el trabajo original [20℄), planteamos formalmente el problema dellímite extremo, men
ionado en la introdu

ión 3.1, presentamos el resultadoprin
ipal del 
apítulo y dis
utimos sus hipótesis e impli
an
ias.Los datos ini
iales de Bowen-York son datos 
onformemente planos de laforma
(

R
3 \ {0}, Φ4δab, Φ

−2Kab

) (3.1)donde δ es la 3-métri
a Eu
lídea (la métri
a libre), Φ un fa
tor 
onformepositivo y los tensores Kab libres propuestos, solu
iones de las e
ua
iones
∇aKab = 0, δabKab = 0 en R

3 \ {0}, (3.2)están dados por
K±

ab =
3

2r2
(Panb + Pbna − (δab − nanb)P

cnc)∓ (3.3)47



∓3µ2

2r4
(Panb + Pbna + (δab − 5nanb)P

cnc) (3.4)y
Kab =

3

r3

(

ǫcadJ
dncnb + ǫcbdJ

dncna

) (3.5)donde P a y Ja son ve
tores 
onstantes que representan el momento lineal yel momento angular del dato respe
tivamente, na es la normal unitaria a unaesfera r = constante en el espa
io plano, ǫabc es el elemento de volumen 
onrespe
to a la métri
a plana y µ es un parámetro positivo.Estos tensores transforman, ante inversión por una esfera de radio µ/2de manera tal que el dato ini
ial es invariante. Además (3.3) 
orresponde auna fuente 
on momento lineal P sin momento angular intrínse
o, mientrasque (3.5) 
orresponde a una fuente 
on momento angular intrínse
o J , sinmomento lineal. Notemos que el tensor (3.5) no depende del parámetro µ.Una vez determinada la solu
ión Kab del vín
ulo de momento, sólo restaresolver la e
ua
ión de Li
hnerowi
z para el fa
tor 
onforme,
∆Φ = − K2

8Φ7
en S (3.6)
on 
ondi
iones de borde apropiadas.El problema de valores de 
ontorno para el fa
tor 
onforme Φ, junto 
onlas propiedades ante inversión que satisfa
e el tensor de 
urvatura extrínse-
a libre aseguran que la super�
ie de datos ini
iales 
ontenga dos regionesasintóti
amente planas que son isométri
as y que están 
one
tadas por unpuente de tipo Einstein-Rosen que 
ontiene una 2-super�
ie 
errada de áreaminimal. Esta super�
ie o garganta, aunque no es esféri
amente simétri
a,está, sin embargo, �ja ante la inversión que de�ne la isometría de las dosregiones asintóti
amente planas. Estas propiedades nos llevan a interpretarel dato 
omo que representa una tajada a través del espa
iotiempo de unagujero negro. Como la 
urvatura extrínse
a físi
a K̃ab es diferente de 
ero,el horizonte aparente en general no 
oin
idirá 
on la super�
ie minimal. Sinembargo, para el 
aso en que el momento lineal es 
ero, P = 0, ambas super-�
ies 
oin
iden.Re
ordemos que la existen
ia de un horizonte aparente signi�
a, suponien-do válida la hipótesis del 
ensor 
ósmi
o, que la evolu
ión del dato 
ontendráun horizonte de eventos. La interse

ión del horizonte 
on la super�
ie ini
ialserá una 2-super�
ie 
errada que ne
esariamente ya
e afuera de, o 
oin
ide
on, el horizonte aparente.En este 
apítulo nos restringiremos al 
aso de un úni
o agujero negrorotante de Bowen York, sin momento lineal, 
on 
ondi
iones de borde tipo`pun
ture'. Es de
ir que el tensor libre de 
urvatura extrínse
a está dado por48



(3.5) y el fa
tor 
onforme Φ satisfa
e la e
ua
ión elípti
a no lineal (3.6) en
R

3 \ {0}, que toma la siguiente forma
∆Φ = F (x, Φ), en R

3 \ {0}, (3.7)donde
F (x, Φ) = −9J2 sin2 θ

4r6Φ7
, (3.8)y J2 = JaJ bδab, ∆ es el lapla
iano plano en tres dimensiones y x denota
oordenadas esféri
as (r, θ).Para pres
ribir las 
ondi
iones de borde tipo 'pun
ture', para agujerosnegros asintóti
amente planos, utilizamos un pro
edimiento similar al querealizamos en la se

ión 2.4, para analizar los datos de S
hwarzs
hild, Reiss-ner Nördstrom y Kerr. Introdu
imos un parámetro µ > 0 y de�nimos lafun
ión uµ en R

3 a través de la expresión
Φ ≡ Φµ := 1 +

µ

2r
+ uµ. (3.9)Insertando esta de�ni
ión en la e
ua
ión (3.7) obtenemos la siguiente e
ua
iónpara uµ

∆uµ = F (x, Φµ), (3.10)donde, en términos de uµ, la fun
ión F toma la forma
F (x, Φµ) = − 9J2 sin2 θ

4r6(1 + µ
2r

+ uµ)7
. (3.11)Luego, la e
ua
ión (3.10) se resuelve en R

3 sujeta al 
omportamiento asin-tóti
o
uµ → 0 
uando r → ∞. (3.12)Para todo µ > 0 existe una úni
a solu
ión de (3.10) que satisfa
e (3.12)(pero que no se 
ono
e explí
itamente). Una prueba de esto está dada en [22℄basada en [27℄. También es posible probar este resultado usando una versiónapropiada adaptada del teorema de sub y supersolu
iones presentado en [36℄o usando una 
ompa
ti�
a
ión de R

3 
omo en los teoremas de existen
ia en[15℄ [49℄.Notemos que la e
ua
ión (3.10) depende, en prin
ipio de dos parámetros,
J y µ. Sin embargo, existe una invarian
ia de es
ala para esta e
ua
ión ([55℄).Esto es, si tenemos una solu
ión u(µ, J, x) para parámetros µ y J , enton
esla fun
ión evaluada en los parámetros res
aleados u(λµ, λ2J, λx), donde λes un número positivo arbitrario, también es solu
ión. Esto signi�
a que la49



solu
ión depende no trivialmente sólo de un parámetro. Elegimos �jar J yvariar µ.En el resto del 
apítulo, denotaremos por uµ a la úni
a solu
ión, a
otadaen el origen, de (3.10), 
on 
ondi
ión de 
ontorno (3.12) para 
ualquier µ > 0dado. Tenemos que uµ ≥ 0 y uµ ∈ C2,α(R3), donde Ck,α(R3) denota a losespa
ios de Hölder (ver el apéndi
e A por la de�ni
ión de estos espa
iosfun
ionales).Como dijimos en la introdu

ión, estamos interesados en estudiar el límitede la se
uen
ia de solu
iones 
uando el parámetro µ va a 
ero,
ĺım
µ→0

uµ := u0. (3.13)Veremos que este límite existe y satisfa
e la e
ua
ión
∆u0 = − 9J2 sin2 θ

4r6(1 + u0)7
, (3.14)que se puede obtener poniendo µ = 0 en la e
ua
ión (3.10).Remar
amos que 
uando µ > 0, el lado dere
ho de (3.10) es a
otado en

R
3 (esto, por supuesto, está rela
ionado 
on el he
ho de que la solu
ión uµes dos ve
es diferen
iable en el origen para µ > 0). Mientras que en el 
asoextremo, µ = 0, el lado dere
ho de (3.14) se vuelve singular en el origen, ypor lo tanto no podemos esperar que la solu
ión u0 sea C2 en r = 0.El siguiente teorema 
onstituye el resultado prin
ipal del presente 
apí-tulo. Para formular el teorema usaremos espa
ios de Sobolev pesados, de-notados por H ′2,δ, de�nidos en [13℄ (ver la e
ua
ión (A.16) en el apéndi
eA).Teorema 3.2.1. (i) Existe una solu
ión u0 de la e
ua
ión (3.14) en R

3\{0}tal que u0 ∈ C∞(R3 \ {0}) y u0 satisfa
e las siguientes 
otas
u−

0 ≤ u0 ≤ u+
0 , (3.15)donde las fun
iones u+

0 y u−
0 están dadas por

u+
0 =

√

1 +
|q|
r

− 1, |q| =
√

3|J |, (3.16)y
u−

0 = Y00(θ)χ1(r) −
Y20(θ)

53/2
χ2(r). (3.17)Aquí Y00 y Y20 son los armóni
os esféri
os (ver la e
ua
ión (3.56)) y lasfun
iones elementales radiales χ1(r) y χ2(r) están dadas explí
itamente enla se

ión 3.4 (e
ua
iones (3.64) y (3.65)).50



(ii) Además tenemos que u0 ∈ H ′2,δ para −1 < δ < −1/2 y u0 es el límitede la se
uen
ia
ĺım
µ→0

uµ = u0, (3.18)en la norma H ′2,δ.Las 
otas (3.15) obtenidas en la parte (i) del teorema 3.2.1 impli
an
u0 = O(r−1) para r → ∞, (3.19)
u0 = O(r−1/2) para r → 0. (3.20)Estas 
otas muestran que la solu
ión límite u0 se 
omporta de manera difer-ente en el origen, de los elementos de la se
uen
ia uµ. Este 
omportamiento
on�rma los 
ál
ulos numéri
os presentados en [55℄ y [97℄, y está rela
ionado
on el 
ambio de uno de los in�nitos desde asintóti
amente plano a 
ilíndri
oen el límite extremo. Para ver esto, 
al
ulamos el área de las 2-super�
ies

r = constante 
on respe
to a la métri
a físi
a Φ4
µδab. El área está dada por

Aµ(r) = 2πr2

∫ π

0

Φ4
µ sin θdθ, (3.21)donde Aµ(r) denota el área de la super�
ie de radio 
onstante igual a r,
al
ulada para el dato 
on parámetro µ.Como men
ionamos antes, para µ > 0 la super�
ie r = µ/2 es unasuper�
ie de área mínima. También, para µ > 0 tenemos

ĺım
r→∞

Aµ(r) = ĺım
r→0

Aµ(r) = ∞, (3.22)lo que re�eja el he
ho de que el dato tiene dos in�nitos asintóti
amente planos.Más aún, estas regiones asintóti
as son isométri
as y están 
one
tadas porla super�
ie minimal en r = µ/2. La situa
ión 
ambia en el límite extremo.Usando las 
otas (3.15) podemos obtener las siguientes 
otas para el área eneste límite
0 < 2,37π|J | ≤ A0(0) ≤ 12π|J |. (3.23)Vemos que el punto r = 0 tiene área �nita no 
ero. Esto muestra que r = 0no es un in�nito asintóti
amente plano. Es un in�nito 
ilíndri
o similar alque está presente en Kerr y Reissner Nördstrom extremos. Por otro lado, el
omportamiento a medida que r → ∞ es idénti
o tanto en el 
aso extremo
omo en el no extremo. Es de
ir, este in�nito siempre es asintóti
amenteplano.Notemos que en la parte (i) del teorema 3.2.1 no se di
e nada a
er
a del
omportamiento de las derivadas de u0 
er
a del origen, ni del de
aimiento51




er
a del in�nito. El 
omportamiento de las derivadas de u0 en estas regionesse analiza en la parte (ii) 
on los espa
ios de Sobolev pesados. En parti
ular,estos espa
ios proveen una norma para la 
onvergen
ia de la se
uen
ia y susderivadas en R
3 \ {0}.Queremos men
ionar dos puntos importantes que serán analizados en elpróximo 
apítulo. El primero es la uni
idad de la solu
ión u0. Veremos queeste dato u0, entre una familia más general de solu
iones extremas, es úni
aen el espa
io H ′2,δ.El segundo punto está rela
ionado 
on el 
omportamiento de la masatotal en la se
uen
ia uµ. La masa total m del dato 
on valor de parámetro µes dada por

m = µ +
1

4π

∫

R3

9J2 sin2 θ

4r6(1 + µ
2r

+ uµ)7
dx, (3.24)donde dx es el elemento de volumen Eu
lídeo en R

3. Notemos que la masano se puede 
al
ular explí
itamente a priori 
omo fun
ión de µ y J puestoque involu
ra a la solu
ión uµ. Los 
ál
ulos numéri
os muestran que la masade
re
e a medida que µ → 0 (ver [55℄ [48℄). Esta es la razón prin
ipal por la
ual llamamos a esta solu
ión, el dato de Bowen York extremo (ya que si Jestá �jo, a menor masa, mayor 
antidad de momento angular por unidad demasa tiene el dato). Más adelante probaremos esto analíti
amente.Finalmente, antes de pasar a la prueba del teorema 3.2.1, queda abierto eltema rela
ionado 
on la existen
ia de super�
ies minimales y horizontes en ellímite µ → 0. Creemos que la solu
ión extrema no tiene super�
ie minimal nihorizonte aparente (en analogía 
on el dato extremo de Kerr-Newman). Estotambién se indi
a en los 
ál
ulos numéri
os, pero no ha sido aún formalmentedemostrado.La prueba del teorema 3.2.1 se divide naturalmente en tres partes pre-sentadas en las se

iones 3.3, 3.4 y 3.5. El plan de la prueba se presenta a
ontinua
ión.Demostra
ión. Primero mostramos que la se
uen
ia uµ es punto a puntomonótonamente 
re
iente a medida que µ de
re
e. Esto se prueba en el lema3.3.1. Luego mostramos que existe una fun
ión u+
0 , independiente de µ, quees una 
ota superior para esta se
uen
ia para todo µ. Esto se demuestra en ellema 3.4.1 y 
onstituye la parte más importante de la prueba. A partir de esta
ota superior 
onstruimos una 
ota inferior u−

0 en el lema 3.4.2. Combinandoestos lemas y usando estima
iones elípti
as estandard para el operador deLapla
e en 
onjuntos abiertos que no 
ontienen el origen, probamos que ellímite (3.18) existe y u0 es suave afuera del origen. Ver lema 3.5.1. Estoprueba la parte (i) del teorema. Finalmente la parte (ii) es probada en ellema 3.5.2. 52



3.3. MonotoníaLa fun
ión F (x, Φ) de�nida por (3.8) es no de
re
iente en Φ. Este he
ho,junto 
on el prin
ipio de máximo para el operador de Lapla
e, nos permitiráprobar la monotonía de la se
uen
ia uµ 
on respe
to al parámetro µ.La propiedad de F de ser no de
re
iente, se es
ribe 
onvenientementede la siguiente manera. Sean Φ1, Φ2 fun
iones positivas tales que Φ1 ≥ Φ2,enton
es tenemos
F (x, Φ1) − F (x, Φ2) = (Φ1 − Φ2)H(Φ2, Φ1) ≥ 0, (3.25)donde hemos de�nido la fun
ión no negativa H(Φ2, Φ1) = H(Φ1, Φ2) 
omo

H(Φ2, Φ1) =
9J2 sin2 θ

4r6

6
∑

i=0

Φi−7
1 Φ−1−i

2 ≥ 0, (3.26)y hemos usado la siguiente identidad elemental para números reales a y b

1

ap
− 1

bp
= (b − a)

p−1
∑

i=0

ai−pb−1−i. (3.27)En nuestro 
aso las fun
iones Φ están dadas por (3.9) 
on µ ≥ 0, y 
omo
uµ ≥ 0 para µ > 0, de (3.9) obtenemos una 
ota superior para H

|H(Φµ2, Φµ1)| ≤
9J2r2 sin2 θ

4

6
∑

i=0

(

r +
µ1

2

)i−7 (

r +
µ2

2

)−1−i

, (3.28)lo que muestra que H es a
otada en R
3 si µ1, µ2 > 0. Tomando µ1 = µ2 = 0,en el lado dere
ho de (3.28) en
ontramos la siguiente 
ota que es independi-ente de µ

|H(Φµ2 , Φµ1)| ≤
63J2 sin2 θ

4r6
(3.29)pero que diverge en el origen.El resultado prin
ipal de esta se

ión se resume en el siguiente lemaLema 3.3.1. Suponga µ1 ≥ µ2 > 0 enton
es tenemos uµ1(x) ≤ uµ2(x) en

R
3.Demostra
ión. De�nimos w por

w(x) = uµ2(x) − uµ1(x). (3.30)53



Usando la e
ua
ión (3.10), obtenemos que w satisfa
e
∆w = F (x, Φµ2) − F (x, Φµ1). (3.31)Usamos (3.25) para es
ribir esta e
ua
ión del modo siguiente

∆w − wH(Φµ2 , Φµ1) =
µ2 − µ1

2r
H(Φµ2 , Φµ1), (3.32)donde H está dado por (3.26). Teniendo en 
uenta que H ≥ 0 y que porhipótesis tenemos µ2−µ1 ≤ 0, enton
es el lado dere
ho de (3.32) es negativo.También tenemos que w → 0 a medida que r → ∞ (debido a (3.12)). Luego,podemos apli
ar el Prin
ipio de Máximo para el operador de Lapla
e para
on
luir que w ≥ 0 en R

3. Usamos una versión del prin
ipio de Máximo paradominios no a
otadas dada en [36℄. Enfatizamos que esta versión 
lási
a delprin
ipio de máximo se puede apli
ar en el presente 
aso porque w es C2,α y
H es a
otado en R

3 
uando µ1, µ2 > 0.Notablemente, la se
uen
ia Φµ tiene el 
omportamiento opuesto al de lase
uen
ia uµ, es de
ir Φµ es 
re
iente 
on respe
to a µ. Esto se prueba en elsiguiente lema.Lema 3.3.2. Suponga µ1 > µ2 > 0 enton
es tenemos Φµ1(x) ≥ Φµ2(x) en
R

3 \ {0}.Demostra
ión. La prueba es similar a la del lema previo, sin embargo, 
omo
Φµ es singular en el origen, es ne
esario ex
luir este punto del dominio. Paramanejar esto, sea Ω de�nido 
omo R

3 \ Bǫ donde Bǫ es una pequeña bolade radio ǫ 
entrada en el origen. De�nimos ahora a w 
omo la diferen
ia defun
iones Φ

w = Φµ2 − Φµ1 =
µ2 − µ1

2r
+ uµ2 − uµ1. (3.33)Luego, tenemos

∆w − wH(Φµ1, Φµ2) = 0, (3.34)donde H está dada por (3.26). Como uµ es a
otada en R
3 para µ > 0, elprimer término del lado dere
ho de (3.33) dominará para r su�
ientementepequeño. Luego, para µ1 > µ2 > 0 existe ǫ su�
ientemente pequeño tal que

w es negativa sobre ∂Bǫ. Considere la e
ua
ión (3.33) en Ω. La fun
ión w esnegativa sobre ∂Bǫ y tiende a 
ero en el in�nito. Luego, podemos apli
ar elprin
ipio de máximo en Ω para obtener w ≤ 0 en Ω (en este 
aso ne
esitamosmodi�
ar levemente la versión del prin
ipio de máximo dada en [36℄ parain
luir la frontera interior ∂Bǫ, pero esta modi�
a
ión es dire
ta). Como ǫes arbitrario tenemos que Φµ1(x) ≥ Φµ2(x) en R
3 \ {0} si µ1 > µ2 > 0, y ellema queda probado. 54



3.4. CotasEn esta se

ión damos 
otas para la se
uen
ia uµ . El resultado prin
i-pal de esta se

ión está dado por el teorema 3.4.1 donde 
onstruimos una
ota superior u+
0 , basada en el dato ini
ial para el agujero negro de Reiss-ner Nördstrom (ver se

ión 2.4.2 para una des
rip
ión del dato de ReissnerNördstrom), que no depende de µ. La 
ota inferior se 
onstruye luego di-re
tamente usando esta 
ota superior en el lema 3.4.2. La forma asintóti
ade estas 
otas determina el 
omportamiento de la solu
ión de Bowen-Yorkextremo.Teorema 3.4.1. Sea q una 
onstante tal que

|q| ≥
√

3|J |, (3.35)donde J es el momento angular del dato de Bowen-York uµ. Luego para todo
µ > 0 tenemos

uµ(x) ≤ u+
µ (x) < u+

0 (x), (3.36)donde u+
µ y u+

0 son las solu
iones no extrema y extrema de Reissner Nörd-strom respe
tivamente
u+

µ =

√

1 +

√

q2 + µ2

r
+

µ2

4r2
− 1 − µ

2r
(3.37)y

u+
0 =

√

1 +
q

r
− 1. (3.38)Demostra
ión. A partir de la e
ua
ión de Li
hnerowi
z para el dato de Reiss-ner Nördstrom (ver 2.45)

∆u+
µ = − q2

4r4
(

1 + µ
2r

+ u+
µ

)3 (3.39)y suponiendo que la 
ondi
ión (3.35) vale, obtenemos
∆u+

µ ≤ − 9J2 sin2 θ

q24r4
(

Φ+
µ

)3 , (3.40)
on Φ+
µ = 1 + µ

2r
+ u+

µ .Luego, 
omo m ≥ |q| tenemos
(

Φ+
µ

)4 ≥
(

1 +
|q|
r

)2

≥ q2

r2
, (3.41)55



lo que nos da
∆u+

µ ≤ − 9J2 sin2 θ

4r6
(

Φ+
µ

)7 = F (x, Φ+
µ ). (3.42)Ahora, de�nimos la diferen
ia

w = u+
µ − uµ. (3.43)Usando la e
ua
ión (3.14) y (3.42) obtenemos

∆w ≤ F (x, Φ+
µ ) − F (x, Φµ). (3.44)Usamos la fórmula (3.25) para 
on
luir que

∆w − wH(Φ+
µ , Φµ) ≤ 0. (3.45)Notemos que la fun
ión w no es C2 en el origen porque u+

µ no es C2 allí. Sinembargo, la fun
ión w es una solu
ión débil de (3.45) también en el origen, ypodemos apli
ar una versión débil del prin
ipio de máximo para dominios noa
otados, ver, por ejemplo, [101℄. En esta referen
ia, se prueba el prin
ipiode máximo para solu
iones H2. Esta fun
ión w satisfa
e di
ha propiedad y
omo w va a 
ero a medida que r → ∞, 
on
luimos que w ≥ 0.Como F es no de
re
iente, una vez que en
ontramos una 
ota superiorpara la se
uen
ia, la 
onstru

ión de la 
ota inferior es dire
ta. Es de
ir,de�nimos u−
µ (x) 
omo la solu
ión de la siguiente e
ua
ión lineal de Poisson

∆u−
µ = F (x, Φ+

µ ) = − 9J2 sin2 θ

4r6
(

1 + m
r

+ µ2

4r2

)7/2
, (3.46)
on la 
ondi
ión de de
aimiento

ĺım
r→∞

u−
µ = 0, (3.47)y probamos el siguiente lema.Lema 3.4.2. Sea u−

µ la solu
ión de (3.46) 
on la 
ondi
ión asintóti
a (3.47).Tenemos que para todo µ > 0

u−
µ (x) ≤ uµ(x), (3.48)y

µ

2r
+ u−

µ (x) ≥ u−
0 (x). (3.49)56



La fun
ión u−
0 se puede es
ribir en la forma (3.17) y su 
omportamientoasintóti
o está dado por

u−
0 (x) =

C1

r
+ O(r−2), 
uando r → ∞, (3.50)

u−
0 (x) =

C2√
r

+ O(1), 
uando r → 0. (3.51)donde C1, C2 son 
onstantes positivas.Demostra
ión. En primer lugar, usando la fun
ión de Green para el operadorde Lapla
e, 
onstruimos explí
itamente la solu
ión de la e
ua
ión
∆u−

µ (x) = F, (3.52)donde F está dada por
F = sin2 θR(µ, r), (3.53)y

R(µ, r) = − 18J2

8r6
(

1 + m
r

+ µ2

4r2

)7/2
. (3.54)La solu
ión se 
onstruye integrando la fun
ión de Green, es de
ir

u−
µ (x) = − 1

4π

∫

R3

F (x′)

|x − x′| dx′. (3.55)Luego expandimos la fun
ión de Green y F en términos de los armóni
osesféri
os (ver, por ejemplo, [89℄). La dependen
ia angular de la fuente Festá dada por sin2 θ, que tiene una expansión en términos de los siguientesarmóni
os esféri
os
Y00 =

1√
4π

, Y20 =

√

5

16π
(3 cos2 θ − 1), (3.56)esto es

sin2 θ =
2

3

√
4π

(

Y00 −
Y20√

5

)

. (3.57)Luego, se sigue que la dependen
ia angular de la solu
ión también se puedeexpandir en términos de estos dos armóni
os. Es de
ir, u−
µ tiene la forma(3.17) donde las fun
iones radiales χ1(r) y χ2(r) están dadas por las siguientesintegrales

χ1 =

∫ r

0

R(r′, µ)
1

r
r′2dr′ +

∫ ∞

r

R(r′, µ)
1

r′
r′2dr′, (3.58)

χ2 =

∫ r

0

R(r′, µ)
r′2

r3
r′2dr′ +

∫ ∞

r

R(r′, µ)
r2

r′3
r′2dr′. (3.59)57



Cal
ulando estas integrales, en
ontramos
χ1 =

2
√

πJ2

5rq6

(

−8(4µ2 + 3q2)(2r + µ)+

+
(4µ2 + 3q2)(16r4 + µ4) + 4mr(5q2 + 8µ2)(4r2 + µ2)+

(r2 + mr + µ2

4
)3/2

+
+6r2(5q4 + 16µ4 + 20q2µ2)

(r2 + mr + µ2

4
)3/2

)

, (3.60)y
χ2 =

2
√

πJ2

5r3q6

(

−8(2r + µ)(16r4 − 8r3µ + 4r2µ2 − 2rµ3 + µ4)+

+
256r8 + µ8 + 6rm(64r6 + µ6) + 96r6(q2 + 2µ2)

(r2 + mr + µ2

4
)3/2

+

+
4r3m(2µ2 − q2)(4r2 + µ2) + 6r2(2µ6 + µ4q2 + r2q4)

(r2 + mr + µ2

4
)3/2

)

. (3.61)A partir de las estima
iones elípti
as estandard, o dire
tamente de la expre-sión explí
ita, dedu
imos que u−
µ ∈ C2,α(R3) para µ > 0. Su 
omportamientoasintóti
o está dado por

u−
µ =

64J2

5r(2m + µ)3
+ O(r−2) r → ∞, (3.62)y

u−
µ (r = 0) =

4J2(2m − µ)3

5µq6
. (3.63)Cuando µ = 0 las fun
iones radiales (3.60)�(3.61) se redu
en a

χ1|µ=0 =
4J2

√
π

5q4
√

r

(

24r2 + 40qr + 15q2

(r + q)3/2
− 24

√
r

)

, (3.64)
χ2|µ=0 =

4J2
√

π

5q6
√

r

(

128r4 + 192r3q + 48r2q2 − 8q3r + 3q4

(r + q)3/2
− 128r5/2

)

.(3.65)En este 
aso, los 
omportamientos asintóti
os están dados por
u−

0 =
8J2

5rq3
+ O(r−2) r → ∞, (3.66)58



y
u−

0 =
9J2(17 − cos2 θ)

25q7/2
√

r
+ O(1) r → 0, (3.67)lo que prueba las expresiones (3.50)-(3.51).Es interesante men
ionar que es posible 
onstruir una 
ota inferior posi-tiva para u−

µ (y por lo tanto, para uµ) que es esféri
amente simétri
a y tieneel 
omportamiento 
orre
to en el origen y en in�nito. De (3.17) dedu
imosque
u−

µ ≥ Y00

(

χ1 −
1

5
χ2

)

≥ 0. (3.68)Probemos ahora la desigualdad (3.48). Como de 
ostumbre, tomamos ladiferen
ia w = uµ − u−
µ , luego, usando la e
ua
ión (3.46) tenemos

∆w = F (x, Φµ) − F (x, Φ+
µ ) = (uµ − u+

µ )H(Φµ, Φ
+
µ ). (3.69)Como uµ − u+

µ ≤ 0 por el lema 3.4.1 obtenemos ∆w ≤ 0 y luego, por elprin
ipio de máximo, en
ontramos w ≥ 0.Para probar la desigualdad (3.49) usamos un argumento similar al de laprueba del lema 3.3.2. Notemos que podemos, en prin
ipio, dedu
ir (3.49)a partir de la expresión explí
ita para u−
µ , sin embargo, esta fórmula es tan
ompli
ada que no resulta 
onveniente.Notemos que la se
uen
ia u−

µ es monótona en µ, 
omo la se
uen
ia deBowen York. Esto es, para µ1 ≥ µ2 ≥ 0, obtenemos
u−

µ1
(x) ≤ u−

µ2
(x) ≤ u−

0 (x), (3.70)y también para µ1 > µ2 > 0 tenemos
Φ−

µ1
(x) ≥ Φ−

µ2
(x) ≥ Φ−

0 (x) (3.71)donde Φ− se de�ne 
omo
Φ−

µ = 1 +
µ

2r
+ u−

µ . (3.72)Este resultado indi
a que la monotonía de las solu
iones es una propiedadmuy parti
ular de la forma en que la e
ua
ión depende del parámetro µ. En elpróximo 
apítulo veremos de he
ho que esta 
ara
terísti
a (y otras) se puedegeneralizar 
onsiderablemente. 59



3.5. Convergen
iaEn esta se

ión probamos que la se
uen
ia uµ 
onverge en el límite µ → 0.Comenzamos 
on la 
onvergen
ia interior, en 
onjuntos abiertos de R
3 \ {0},ya que los teoremas empleados son más familiares, y luego, extendemos laprueba a todo R

3 \ {0}. Para la prueba interior utilizaremos los espa
ios deLebesgue L2 y de Sobolev H2 estandard (ver el apéndi
e A), para la pruebaen R
3 \{0} se ne
esitan espa
ios de Sobolev y Lebesgue 
on pesos en in�nitoy en el origen.Lema 3.5.1. Sea U una bola abierta arbitraria 
ontenida en R

3 \{0} tal quela 
lausura de U no 
ontiene el origen. Luego la se
uen
ia uµ 
onverge en lanorma H2(U). Más aún, la fun
ión límite
u0 = ĺım

µ→0
uµ, (3.73)es una solu
ión de la e
ua
ión (3.14) en U y u0 ∈ C∞(U).Demostra
ión. Dada la bola abierta U , siempre existe una bola abierta U ′
ontenida en R

3 \ {0} tal que U ⊂⊂ U ′ . El 
onjunto U ′ es importante en loque sigue, para poder usar estima
iones elípti
as interiores estandard.Elegimos x ∈ U ′ y 
onsideramos la se
uen
ia de números reales uµ(x)para µ → 0. Por el lema 3.3.1 la se
uen
ia uµ es no de
re
iente a medida que
µ va a 
ero, y por el lema 3.4.1 está a
otada por arriba (y la 
ota no dependede µ) por uµ(x) ≤ u+

0 (x). Notemos que es importante que la 
lausura de U ′ no
ontenga al origen {0}, ya que u+
0 no es a
otada allí. Se sigue que la se
uen
ia
onverge punto a punto a un límite u0(x). Para probar la 
onvergen
ia en lanorma L2, usamos el teorema de 
onvergen
ia dominada de Lebesgue (ver elapéndi
e B). En parti
ular, esto impli
a que la se
uen
ia 
onverge en L2(U ′),i.e. la se
uen
ia uµ es Cau
hy en L2(U ′)

ĺım
µ1,µ2→0

||w||L2(U) = 0, (3.74)donde w = uµ2 − uµ1.Para probar que la se
uen
ia uµ es una se
uen
ia de Cau
hy en H2(U)usamos la estima
ión elípti
a estandard para el operador de Lapla
e (ver e.g.[69℄)
||w||H2(V ) ≤ C

(

||∆w||L2(U) + ||w||L2(U)

) (3.75)donde la 
onstante C depende sólo de U y U ′.
60



La diferen
ia w satisfa
e la e
ua
ión (3.32), luego obtenemos
||∆w||L2(U) =

∥

∥

∥

∥

Hw + H
µ2 − µ1

r

∥

∥

∥

∥

L2(U)

, (3.76)
≤ ||Hw||L2(U) + (µ1 − µ2)

∥

∥

∥

∥

H

r

∥

∥

∥

∥

L2(U)

. (3.77)Las fun
iones H y H/r están a
otadas en U ′ (ver la e
ua
ión (3.29)) poruna 
onstante independiente de µ. luego, a partir de la desigualdad (3.76)obtenemos
||∆w||L2(U ′) ≤ C

(

||w||L2(U ′) + (µ1 − µ2)
)

, (3.78)donde C no depende de µ. Usando la estima
ión (3.75) obtenemos �nalmente
||w||H2(U) ≤ C

(

||w||L2(U ′) + (µ1 − µ2)
)

. (3.79)A partir de esta desigualdad y la 
onvergen
ia en L2 dada por (3.74) 
on-
luimos que
ĺım

µ1,µ2→0
||w||H2(U) = 0. (3.80)y por lo tanto u0 = Φ0 − 1 ∈ H2(U). Por el mismo argumento tambiéntenemos que u0 es una solu
ión fuerte (ver [69℄ para la de�ni
ión de solu
ionesfuertes de e
ua
iones elípti
as) de la e
ua
ión (3.14) en U .Usando las estima
iones elípti
as estandard una vez más e iterando us-ando la e
ua
ión (3.14) tenemos que u0 ∈ C∞(U). Esta itera
ión se puederealizar del siguiente modo. Por el teorema del embeddig de Sobolev, ten-emos que u0 ∈ Cα(U). Luego, se sigue que F (x, Φ0) ∈ Cα(U). Pero por lasestima
iones de Hölder para el operador de Lapla
e (ver [69℄) se dedu
e que

u0 ∈ C2,α(U ′). Podemos iterar este argumento para obtener que u0 es suaveen U .En el teorema previo no hemos analizado el de
aimiento de la solu
ión u0en el in�nito ni su 
omportamiento en el origen. Para ha
er esto se requierenestima
iones más pre
isas. En parti
ular, debido a la singularidad de la solu-
ión en el origen, ne
esitamos utilizar normas de Sobolev pesadas no sóloen el in�nito, sino también en r = 0. Utilizaremos los espa
ios de Sobolevpesados de�nidos en [13℄ y denotados aquí por H ′k,δ (las de�ni
iones de las
orrespondientes normas se presentan en el apéndi
e A). Estos espa
ios es-tán de�nidos para variedades asintóti
amente planas 
on el origen removidoy son espe
ialmente apropiados para nuestros 
ál
ulos porque la 
ota supe-rior uniforme de la se
uen
ia uµ pertene
e a uno de ellos. Con
retamente,tenemos
u+

µ (x) ∈ H ′2,δ para − 1 < δ < −1/2, (3.81)61



y para todo µ ≥ 0. Podemos entender el rango anterior para δ notando que lasolu
ión extrema de Reissner Nördstrom va 
omo r−1/2 a medida que r → 0,y 
omo r−1 a medida que r → ∞. También se puede ver que, si 
onsider-amos sólo las solu
iones 
on µ > 0, enton
es el intervalo permitido para δse expande a (−1, 0) re�ejando el he
ho de que en este 
aso, las fun
ionesson a
otadas en el origen (en la se

ión 5.4 del 
apítulo 5 profundizaremoseste análisis de la rela
ión entre el los límites posibles al rango de δ y el
omportamiento de las fun
iones en el espa
io 
orrespondiente).Lema 3.5.2. La se
uen
ia uµ es Cau
hy en la norma H ′2,δ para −1 < δ <
−1/2.Demostra
ión. La prueba es similar a la del lema previo, la prin
ipal difer-en
ia es que tenemos que tener en 
uenta el 
omportamiento singular de lasfun
iones en el origen.Primero notamos que el mismo argumento presentado antes nos permiteprobar 
onvergen
ia en los espa
ios de Lebesgue pesados L′2,δ. En efe
to,
onsideremos la se
uen
ia uµr

−δ−3/2 para −1 < δ < −1/2 . Esta se
uen
iaes a
otada punto a punto por u+
0 r−δ−3/2 y monótonamente 
re
iente a me-dida que el parámetro µ va a 
ero, lo que signi�
a que es a.e. 
onvergentepunto a punto a una fun
ión u0r
−δ−3/2. Luego, podemos usar el teorema de
onvergen
ia dominada (ya que u+

0 r−δ−3/2 es sumable en R
3 para los val-ores dados del peso δ) para en
ontrar que la nueva se
uen
ia 
onverge en

L2(R3). Pero esto impli
a que la se
uen
ia original uµ 
onverge en L′2,δ, 
on
δ ∈ (−1,−1/2). Es de
ir

ĺım
µ1,µ2→0

||w||L′2,δ = 0, (3.82)donde w es la diferen
ia introdu
ida arriba, en la e
ua
ión (3.30).Para probar que la se
uen
ia uµ es una se
uen
ia de Cau
hy también en elespa
io de Sobolev pesado H ′2,δ 
on δ ∈ (−1,−1/2), apli
aremos la siguienteestima
ión (ver, e.g. [13℄)
||w||H′2,δ ≤ C||∆w||L′2,δ−2, (3.83)donde la 
onstante C depende sólo de δ.Como antes, obtenemos

||∆w||L′2,δ−2 =

∥

∥

∥

∥

Hw + H
µ2 − µ1

r

∥

∥

∥

∥

L′2,δ−2

(3.84)
≤ ||Hw||L′2,δ−2 + (µ1 − µ2)

∥

∥

∥

∥

H

r

∥

∥

∥

∥

L′2,δ−2

. (3.85)62



A partir de la de�ni
ión de la norma L′2,δ dada en el apéndi
e A obtenemos
||Hw||L′2,δ−2 ≤ sup

R3

|Hr2| ||w||L′2,δ , (3.86)y enton
es, usando (3.84) tenemos
||∆w||L′2,δ−2 ≤ C

(

sup
R3

|Hr2| ||w||L′2,δ + (µ1 − µ2)

∥

∥

∥

∥

H

r

∥

∥

∥

∥

L′2,δ−2

)

. (3.87)El paso 
ru
ial en la prueba es a
otar, en (3.87), las normas 
orrespondientesde H y H/r. En este punto es donde los espa
ios de Sobolev pesados juegansu papel, ya que las normas no son a
otadas si no se 
onsidera el peso en elorigen.Para a
otar Hr2 usamos
H ≤ 63J2 sin2 θ

4r6
7
(

1 + u−
0

)−8
, (3.88)hallada en (3.29).Por el teorema 3.4.2 sabemos que u−

0 va a 
ero en el in�nito 
on loque H de
ae 
omo r−6. En el origen, por el lema 3.4.2, sabemos que u−
0 =

O(r−1/2), enton
es, H 
re
e 
omo r−2. Luego, r2H es �nito para todo valordel parámetro µ.Para el otro término, tenemos
∥

∥

∥

∥

H

r

∥

∥

∥

∥

L′2,δ−2

=

(

∫

R3\{0}

∣

∣

∣

∣

H

r

∣

∣

∣

∣

2

r−2δ+1dx

)1/2 (3.89)y usando nuevamente la 
ota inferior 
omo en (3.88) en
ontramos que estanorma también es �nita para δ ∈ (−1,−1/2). Luego, podemos es
ribir
||w||H′2,δ ≤ C (||w||L′2,δ + (µ1 − µ2)) , (3.90)donde la 
onstante C no depende de µ. Esto y la e
ua
ión (3.82) nos da, enel límite µ1, µ2 → 0

ĺım
µ1,µ2→0

||w||H′2,δ = 0. (3.91)Enton
es, la se
uen
ia uµ es Cau
hy en la norma H ′2,δ, 
on δ ∈ (−1,−1/2).Notemos que este teorema también impli
a que u0 es una solu
ión fuerteen los espa
ios de Sobolev H ′2,δ de la e
ua
ión (3.14) también en el origen.63



3.6. Prin
ipio de Máximo débil sobre dominiosno a
otadosEn esta última se

ión probamos la versión del prin
ipio del máximo débilutilizada en la parte prin
ipal de este 
apítulo y el siguiente. Esta versión seapli
a para dominios no a
otados y solu
iones débiles.Sea B un dominio a
otado en R
n (en este trabajo siempre hemos trabaja-do en R

3, sin embargo, la dimensión no juega ningún rol aquí). Consideremosel siguiente dominio no a
otado Ω = R
n \ B. Permitimos la posibilidad deque B sea va
ío, en 
uyo 
aso tenemos Ω = R

n.Teorema 3.6.1. Supongamos que u ∈ H1
loc(Ω) satisfa
e

∆u − au ≤ 0 in Ω, (3.92)donde a ≥ 0 es una fun
ión medible y a
otada. También suponemos que
u ≥ 0 in ∂Ω, (3.93)y

u → 0 as r → ∞. (3.94)Enton
es, u ≥ 0 en Ω.Observemos que 
omo la fun
ión u sólo es débilmente diferen
iable, lasdesigualdades en este teorema deben entenderse en sentido débil. En el 
asodonde ∂Ω es va
ío no tenemos la 
ondi
ión (3.93).Demostra
ión. Tomemos ǫ > 0. De�nimos la fun
ión ν = máx{−ǫ − u, 0}.Como u ≥ 0 sobre ∂Ω y u → 0 
uando r → ∞, enton
es ν tiene soporte
ompa
to en Ω. Denotamos por Ω+ al soporte de ν. También tenemos que
ν ∈ H1(Ω) (ver [69℄). Enton
es, podemos usar ν 
omo fun
ión de pruebapara la desigualdad (3.92). Integrando por partes obtenemos

∫

Ω

∂ν∂u + aνu ≥ 0. (3.95)Supongamos que −ǫ−u > 0 en algún punto de Ω, enton
es el soporte Ω+ de
ν es no va
ío. Como ∂ν = −∂u en Ω+ , usando (3.95) obtenemos

0 ≥
∫

Ω+

aνu ≥
∫

Ω+

|∂u|2, (3.96)donde en la primera desigualdad hemos usado la hipótesis a ≥ 0. Luego,
on
luimos que u (y por ende ν) es 
onstante en Ω+. Como ν tiene soporte
ompa
to, esto impli
a que ν es 
ero y obtenemos una 
ontradi

ión. En-ton
es, hemos probado que −ǫ ≤ u para ǫ positivo, arbitrario. Poniendo
ǫ → 0 obtenemos el resultado deseado.64



Capítulo 4Datos ini
iales para agujerosnegros extremos 
onformementeplanos
4.1. Introdu

iónEn este 
apítulo 
ontinuamos 
on el estudio analíti
o de datos ini
ialespara agujeros negros extremos, 
omenzado en el 
apítulo anterior, dondese probó la existen
ia de datos ini
iales extremos 
onstruidos a partir de lafamilia de datos para agujeros negros rotantes de Bowen-York. Se mostró quelas solu
iones no extremas 
onstituyen una familia monoparamétri
a (paramomento angular �jo) de datos ini
iales, que fueron llamadas uµ para 
adavalor positivo del parámetro µ. Luego, se identi�
ó la solu
ión límite µ → 0
omo la extrema, debido a sus similitudes 
on las análogas de Kerr extremoy Reissner Nördstrom extremo.Respe
to a esto, lo que queremos mostrar aquí es que los mismos fenó-menos o
urren en una 
lase más amplia de datos ini
iales para agujerosnegros, más espe
í�
amente, en datos ini
iales maximales, 
onformementeplanos, sin 
orrientes en la hipersuper�
ie ini
ial, indi
ando que existe unasolu
ión extrema para 
ada familia de datos ini
iales para agujeros negros ba-jo las hipótesis anteriores, y sugiriendo que el 
ará
ter 
ilíndri
o de uno de los�nales asintóti
os es una propiedad general entre agujeros negros extremos.Enfatizamos que aquí no sólo trataremos 
on una 
lase más ri
a de datosini
iales, sino que también probaremos que la solu
ión extrema es úni
a en elespa
io fun
ional apropiado, un punto 
ru
ial faltante en el 
apítulo anteriorpara el 
aso más simple del agujero negro de Bowen-York rotante. Además,la prueba de uni
idad re�nará el 
omportamiento singular de la solu
ión65



extrema 
er
a del origen.Hemos de
idido separar el 
aso parti
ular de Bowen-York (presentadoen el 
apítulo 3) de la familia más general presentada en este 
apítulo pordos razones. Primero, porque, 
omo men
ionamos antes, los datos para unagujero rotante de Bowen-York son unos de los más 
ono
idos y utilizadosen experimentos numéri
os, siendo por esto más familiares y a

esibles. Ysegundo, porque los datos libres (3-métri
a y 
urvatura extrínse
a) son mássimples que en el 
aso general, lo que nos permitió obtener resultados más
on
retos.Los datos ini
iales 
onformemente planos tienen 
iertas ventajas y desven-tajas frente a datos no 
onformemente planos. Entre las primeras podemos
itar el he
ho de que en general las e
ua
iones de vín
ulo son más sen
il-las que en el 
aso no 
onformemente plano. Además, veremos más adelanteque se 
ono
e una expresión explí
ita para el tensor de 
urvatura extrínse
ageneral que posee las propiedades de tener traza y divergen
ia 
ero, lo quefa
ilita algunas estima
iones. La prin
ipal desventaja es que el agujero negroque mejor des
ribe a los agujeros negros astrofísi
os, es de
ir el agujero negrode Kerr, no posee una folia
ión en super�
ies 
on 3-métri
as 
onformementeplanas. Otro in
onveniente apare
e 
uando se realizan evolu
iones numéri
as.El he
ho de que la métri
a libre sea plana introdu
e una explosión 
orta, nofísi
a de radia
ión al 
omienzo de la simula
ión (ver [55℄ y sus referen
ias).Pero a pesar de este salto ini
ial, no pare
e haber un 
omportamiento nofísi
o en las solu
iones, que se aso
ie 
on los datos 
onformemente planos, yesta ele

ión sigue siendo la más popular.Un punto muy importante, que mere
e ser desta
ado es que estudiar el
aso general, 
onformemente plano, nos permite identi�
ar las fuentes queprodu
en el 
ambio en la geometría asintóti
a de uno de los �nales desdeplana a 
ilíndri
a. En parti
ular veremos que el momento lineal del dato nointerviene en este 
ambio, quedando el mismo a 
argo del momento angular(
omo en el 
aso visto de Bowen York rotante), de la posible materia pre-sente (si tiene el 
omportamiento ade
uado, 
omo por ejemplo, en el dato deReissner Nördstrom) o de la folia
ión parti
ular que se 
onsidere (
omo lafolia
ión del espa
iotiempo de S
hwarzs
hild dis
utida en la se

ión 2.4.1).Otro tema relevante es el 
omportamiento de la masa en la familia dedatos ini
iales a medida que el parámetro µ va a 
ero, ya que esperaríamosque si el momento angular y las 
argas se mantienen 
onstante, enton
esla masa debería de
re
er o al menos, debería ser mínima en el límite (paradar la máxima 
antidad de momento angular y 
argas por unidad de masa).De esta forma el límite µ → 0 estaría formalmente aso
iado 
on el límiteextremo, y la solu
ión límite sería efe
tivamente la solu
ión extrema. Este
omportamiento fue sugerido por simula
iones numéri
as [55℄, [48℄ en el 
aso66



del dato de Bowen-York rotante, y será veri�
ado analíti
amente aquí.El 
apítulo está organizado de la siguiente manera. Primero, en la se

ión4.2 presentamos el problema y las e
ua
iones involu
radas, y exponemos elresultado prin
ipal. También dis
utimos las hipótesis e impli
an
ias físi
as ygeométri
as más relevantes de los datos extremos obtenidos. En la se

ión 4.3probamos la existen
ia de este dato ini
ial a través de un pro
edimiento delímite análogo al utilizado en el 
apítulo anterior, y en la se

ión 4.4 probamosque es úni
a en el espa
io fun
ional apropiado. Además, en la se

ión 4.5analizamos el 
omportamiento de la masa en el límite, y �nalmente, en lase

ión 4.6 demostramos un teorema a
er
a del operador de Lapla
e 
omoun isomor�smo entre espa
ios de Sobolev, que será de gran utilidad en estey el próximo 
apítulo.4.2. Resultado prin
ipalConsideremos el 
onjunto de datos ini
iales 
onformemente planos
(

R
3 \ {0}, Φ4δab, Φ

−2Kab

) (4.1)donde δab es la 3-métri
a Eu
lídea, Kab es la 
urvatura extrínse
a libre, sintraza ni divergen
ia
∇aKab = 0, δabKab = 0 en R

3 \ {0} (4.2)y Φ satisfa
e la e
ua
ión de Li
hnerowi
z en presen
ia de materia des
riptapor la densidad de energía ρ

∆Φ = − K2

8Φ7
− 2πρ

Φ3
:= F (x, Φ) en R

3 \ {0}. (4.3)En esta e
ua
ión, todas las derivadas y produ
tos punto se re�eren a lamétri
a plana en R
3 y las fuentes es
aleadas están rela
ionadas 
on los valoresini
iales de la fuentes físi
as mediante

ρ = ρ̄Φ8. (4.4)Como men
ionamos en el 
apítulo 2, este es
aleo in
luye, fuentes de �uidosgenéri
as, fuentes ele
tromagnéti
as y 
ampos de Yang-Mills [36℄.Ubi
amos 
oordenadas esféri
as r, θ, φ, imponemos la 
ondi
ión de en-ergía ρ ≥ 0 y planitud asintóti
a, tanto en in�nito 
omo en el origen. Esteúltimo requisito se realiza introdu
iendo el parámetro positivo µ, de�niendola nueva fun
ión uµ en todo R
3 mediante la expresión

Φ := Φµ = 1 +
µ

2r
+ uµ µ > 0 (4.5)67



y pidiendo que uµ de
aiga a 
ero en in�nito y esté bien de�nida en el origen.La e
ua
ión 
orrespondiente para uµ es
∆uµ = − K2

8
(

1 + µ
2r

+ uµ

)7 − 2πρ
(

1 + µ
2r

+ uµ

)3 = F (x, Φµ) en R3. (4.6)En [46℄ se probó que 
ualquier solu
ión suave sin traza de ∇aKab = 0 en
R

3 \ {0} es de la forma
K = KP + KJ + KA + KG + Kλ (4.7)donde los primeros 
uatro términos del lado dere
ho están dados por

Kab
G =

3

2r4

(

−Ganb − Gbna − (δab − 5nanb)Gcnc

) (4.8)
Kab

J =
3

r3

(

naǫbcdJcnd + nbǫacdJcnd

) (4.9)
Kab

A =
A

r3

(

3nanb − δab
) (4.10)

Kab
P =

3

2r2

(

P anb + P bna − (δab − nanb)P cnc

)

. (4.11)En estas expresiones, A ≥ 0 es una 
onstante, Ja es el momento angulardel dato, P a es su momento lineal en in�nito, y Ga, el momento lineal enel origen. El último término, Kλ es un tensor simétri
o que depende de unafun
ión es
alar λ y que puede ha
erse suave o suave 
on soporte 
ompa
toa través de ele

iones ade
uadas de λ en la forma λ = λ1 + λ2

r

on λ1 y λ2fun
iones C∞ en R

3 (ver teorema 4.3 de [46℄). Como Kλ se puede 
ontrolar
ompletamente mediante formas apropiadas de λ, en lo que sigue, omitiremoseste término de todos los 
ál
ulos. Más aún, restringiremos la aten
ión al 
asoen que G ≡ 0, es de
ir, 2-tensores que tengan la forma
K = KP + KJ + KA. (4.12)Notemos que en el 
apítulo anterior, sólo hemos 
onsiderado el 
aso K = KJ(dato ini
ial para un agujero negro de Bowen-York rotante), y sin materia.Para uso posterior, es 
onveniente aquí es
ribir la forma explí
ita de K2

K2 = 6
A2 + 3J2 sin2 θ

r6
+

12AP ana + 18ǫabcn
aP bJc

r5
+

+
9(P 2 + 2(P ana)

2)

2r4
(4.13)68



donde na := xa/r es el ve
tor radial unitario, xa son 
oordenada Cartesianassobre R
3, y hemos orientado nuestros ejes 
oordenados de manera tal que Jaestá en la dire

ión z.En lo que sigue, también supondremos que la densidad de energía ρ tieneun de
aimiento apropiado en ambos �nales. En [127℄ se muestra que paratener una energía-momento total �nita se deben imponer 
iertas 
ondi
ionesde 
ontorno para la densidad de energía ρ sobre S (también se dis
uten
ondi
iones de borde para la densidad de 
orrientes). Tal 
ondi
ión sobreuna variedad asintóti
amente plana es

ρ = O(r−4) 
uando r → ∞. (4.14)Nos resta imponer 
ondi
iones sobre la frontera interior r = 0. Como estepunto representa otro in�nito asintóti
amente plano (para µ > 0), realizandouna transforma
ión de 
oordenadas que lleve el origen al in�nito vemos que
ρ = O(r−4) 
uando r → 0, (4.15)por lo tanto, podemos es
ribir

ρ =
σ(x/r)

8πr4
(4.16)donde σ es alguna fun
ión regular, no negativa en R

3. La dependen
ia en las
oordenadas de σ aseguran que esta fun
ión es a
otada en R
3.Bajo las hipótesis supuestas sobre la materia y K, la e
ua
ión (4.6) esregular en R

3 
uando µ > 0 (el tipo de e
ua
ión es similar al del 
aso deBowen-York rotante analizado en el 
apítulo anterior), y existe una úni
asolu
ión C1(R3) positiva uµ para 
ada µ > 0. Notemos que esta fun
ión esmenos regular que la solu
ión de Bowen-York rotante en va
ío, que resultaser C2,α(R3). Esto se debe a la presen
ia de materia de la forma (4.16).Re
ordemos que este es el 
omportamiento que observamos en la solu
iónde Reissner Nördstrom. Espe
í�
amente, teniendo en 
uenta que Φ diverge
omo µ/r en el origen, en
ontramos que el término de la 
urvatura extrínse
adiverge, a lo sumo 
omo r−6 (ver e
ua
ión (4.13))
K2

Φ7
= O(r) 
uando r → 0, (4.17)mientras que el término de materia va en la forma

ρ

Φ3
= O(r−1) 
uando r → 0. (4.18)69



Esta pérdida relativa de regularidad nos forzará a ser más 
uidadosos 
onlos teoremas que utili
emos en las diferentes partes de la prueba, pero noo
asionará mayores in
onvenientes.Como queremos investigar el límite µ → 0, de�nimos la solu
ión extrema
u0 
omo la solu
ión de la e
ua
ión singular

∆u = − K2

8(1 + u)7
− 2πρ

(1 + u)3
(4.19)que será 
onstruida 
omo el límite

u0 := ĺım
µ→0

uµ (4.20)en la se
uen
ia de solu
iones de las e
ua
iones no extremas (4.6). Notamosque la e
ua
ión (4.19) se obtiene de (4.6) si ponemos µ = 0. En
ontraremosque este límite singular de he
ho existe, que es la úni
a solu
ión de (4.19),y que tiene algunas propiedades similares a los 
asos más familiares de lassolu
iones extremas de Kerr y Reissner Nördstrom.Como men
ionamos antes, los espa
ios fun
ionales naturales que surgenen este problema son espa
ios de Sobolev pesados H ′2
δ [13℄ (ver el apéndi
eA). La ventaja de usar estos espa
ios es que tratan 
on pesos en ambos�nales, el in�nito y el origen, y por lo tanto, in
luyen fun
iones 
on 
iertaspropiedades de de
aimiento en in�nito y que son divergentes en r = 0. Comonuestras fun
iones prin
ipales serán singulares en el origen, no podemos usarlos espa
ios de Sobolev estandard H2 o H2

δ (ver [13℄ para más detalles ypropiedades de todos estos espa
ios). En parti
ular es importante remar
arque si una fun
ión f ∈ H
′2
δ luego f = o(rδ) en in�nito y el origen (ver lase

ión 5.4 por la prueba de este resultado).Usamos estos espa
ios en el planteo de nuestro resultado prin
ipal.Teorema 4.2.1. Sean J , A y P 
onstantes no negativas 
on J o A diferentesde 
ero, Kab dado por (4.12), y ρ que satisfa
e (4.16). Luego existe una úni
asolu
ión u0 ∈ H ′2

δ , δ ∈ (−1,−1/2) de la e
ua
ión (4.19) tal que u0 es C∞ en
R

3 \ {0}, y se puede es
ribir 
omo
u0(x) =

V (θ, φ)√
r(1 + b

√
r)

+ U(x) (4.21)donde V ∈ C∞(S2) es una fun
ión positiva que depende sólo de J y A, bes una 
onstante �ja y positiva, que posiblemente depende de A, J y P , y
U ∈ H ′2

−1/2 es o(r−1/2) 
er
a del origen.Más aún, tenemos que u0 es el límite de la se
uen
ia
ĺım
µ→0

uµ = u0, (4.22)70



en la norma H ′2
δ .Antes de entrar en la prueba, dis
utamos los puntos prin
ipales que ex-pone el teorema.Este resultado prueba la existen
ia de una familia de datos ini
iales ex-trema, 
onformemente plana y de no va
ío, parametrizada por el momentoangular del dato, J , su momento lineal P y la 
onstante A. Enfatizamos queel teorema no requiere que ambos A y J sean no nulos, sino que sólo suponeque uno de ellos lo es.De he
ho uno podría relajar esta 
ondi
ión, a
eptando el 
aso A = J ≡ 0,bajo la 
láusula de que exista una 
onstante positiva c tal que σ(x) ≥ c almenos en una ve
indad del origen, y las 
on
lusiones del teorema seguiríansiendo válidas. De esta forma, el dato de Reissner Nördstrom quedaría in
lu-ido en esta familia ya que posee J = A = P ≡ 0 
on σ = q2 > 0 donde q esla 
arga elé
tri
a (
onstante) del agujero negro.Las hipótesis del teorema sí in
luyen al dato de Bowen-York rotante anal-izado en el 
apítulo anterior, al poner A = P = σ ≡ 0 y momento angular no
ero, y también una folia
ión parti
ular del agujero negro de S
hwarzs
hild(ver la se

ión 2.4.1, donde se dis
ute brevemente esta solu
ión, sin embargoel límite 
ilíndri
o en el dato de S
hwarzs
hild no se 
orresponde 
on la no
iónde extremidad 
onsiderada aquí, es de
ir, la de máximas '
argas' por unidadde masa) 
uando P = J = σ ≡ 0. Por otro lado, este teorema no in
luye eldato ini
ial de Kerr, ya que se ha probado [129℄ que no existe folia
ión delespa
iotiempo de Kerr (in
luyendo Kerr extremo) que sea 
onformementeplana. Para estudiar el 
aso extremo en el dato de Kerr son ne
esarios otrosmétodos, que presentamos en los 
apítulos 5 y 6 debido a la 
omplejidad quesurge al 
onsiderar métri
as no 
onformemente planas.La propiedad prin
ipal que observamos al realizar este pro
edimiento delímite es el 
ambio en la estru
tura global del dato ini
ial. La geometríaasintóti
a se mueve desde tener dos �nales asintóti
amente planos a tener un�nal asintóti
amente plano y uno 
ilíndri
o. Por supuesto que esta propiedadse tradu
e en propiedades espe
iales en la 3-métri
a físi
a h̃, que muestra unanaturaleza asintóti
a 
ilíndri
a en el origen y el de
aimiento usual 
uando

r → ∞.Notemos que el he
ho de que u0 ∈ H ′2
δ 
on δ ∈ (−1,−1/2) impli
a quela fun
ión límite es una solu
ión fuerte de la e
ua
ión (4.19) también en elorigen. El primer término de la des
omposi
ión (4.21) determina 
ompleta-mente la geometría asintóti
a del �nal en r = 0, mientras que el he
ho deque U ∈ H ′2

−1/2 impli
a que esta fun
ión es o(r−1/2) en r → 0 y por lo tantono 
ontribuye a esta 
ara
terísti
a.Con
retamente, el 
omportamiento O(r−1/2) del primer término en (4.21)71




er
a del origen es el responsable de la naturaleza 
ilíndri
a del �nal, debidoa que la métri
a físi
a tiene la forma asintóti
a
h̃ij ≈

V (θ, φ)

r2
δij 
uando r → 0 (4.23)y por lo tanto espe
i�
a su área se

ional límite A0(r = 0) (el subíndi
e'0' indi
a que el área de la super�
ie se 
al
ula para el dato 
on valor deparámetro µ = 0) a través de la expresión

A0(r = 0) := ĺım
r→0

A0(r) = ĺım
r→0

∮

Br

Φ4
0r

2 sin θdθdφ =

∫ π

0

∫ 2π

0

V 4 sin θdθdφ,(4.24)donde Br es una bola de radio r 
entrada en el origen y A0(r) su área su-per�
ial. Como V es una fun
ión a
otada, estri
tamente positiva sobre S2,esta área es �nita y diferente de 
ero. Claramente, en el 
aso no extremo(µ > 0), Φµ = O(r−1) 
uando r → 0 (ver la e
ua
ión (4.5)), y por ende
Aµ(r → 0) → ∞ mostrando que el origen es un �nal asintóti
amente plano.Como se men
ionó en el 
apítulo anterior, el mismo fenómeno o
urre 
uandotomamos el límite extremo en los datos ini
iales de Reissner Nördstrom, Kerry Bowen-York rotante.Más aún, en el 
aso extremo estudiado aquí, debido a la e
ua
ión satis-fe
ha por la fun
ión V (ver abajo, e
ua
ión (4.58)), podemos es
ribir la de-penden
ia explí
ita de V en los parámetros del dato 
omo V = V (θ, φ; J, A, σ).Esto impli
a, usando la e
ua
ión (4.24), que el área del �nal 
ilíndri
o estáparametrizada úni
amente por el momento angular, la 
onstante A y posi-blemente materia (si σ > 0 
er
a del origen), mientras que el momento linealno juega ningún rol en este �nal. Notamos también, a partir de las e
ua
iones(4.9), (4.10) y (4.11), que existe una diferen
ia signi�
ativa entre el momentolineal y las demás 
antidades, espe
í�
amente KA y KJ divergen 
omo r−3
er
a del origen, mientras KP lo ha
e 
omo r−2.El análisis anterior sugiere una manera simple de distinguir si 
ierto tér-mino en el lado dere
ho de la e
ua
ión de Li
hnerowi
z 
ontribuye al 
ambioasintóti
o en el límite µ → 0. Consideremos un término de la forma −f(x)Φsdonde f es una fun
ión dada y k es un número entero, es de
ir que la e
ua
iónpara uµ se puede es
ribir 
omo

∆uµ = −f(x)Φk
µ. (4.25)Luego, para que en el límite µ → 0 se obtenga un �nal 
ilíndri
o, la fun
ión

f debe ser
f(x) = O(r

k−5
2 ) 
uando r → 0. (4.26)72



Esto impli
a que sólo 
ontribuye al �nal 
ilíndri
o el término de K2 que vaya
omo r−6, y la materia que diverja 
omo r−4 en r = 0.La prueba de este teorema está dividida en dos partes, una prueba deexisten
ia, en la se

ión 4.3, y una prueba de uni
idad, presentada en lase

ión 4.4.4.3. Existen
iaEl plan de la prueba de existen
ia es análogo al des
ripto en el 
apítulo3 para el 
aso de Bowen-York: primero probamos que la se
uen
ia uµ esmonótonamente 
re
iente punto a punto a medida que µ de
re
e (se

ión4.3.1). Luego mostramos que existe una fun
ión u+
0 , independiente de µ, quees una 
ota superior para esta se
uen
ia para todo µ (se

ión 4.3.2). Deesta 
ota superior 
onstruimos una 
ota inferior u−

0 . Finalmente probamos
onvergen
ia en el espa
io fun
ional de Sobolev apropiado (se

ión 4.3.3).Debido a la similitud de las e
ua
iones involu
radas 
on el 
aso de Bowen-York rotante, omitimos aquí algunos detalles.4.3.1. MonotoníaPrimero mostramos que si µ1 ≥ µ2 > 0 luego uµ1(x) ≤ uµ2(x) para todo
x ∈ R

3.De�nimos w 
omo
w(x) = uµ2(x) − uµ1(x), (4.27)luego usamos la e
ua
ión (4.6) y el he
ho de que la fun
ión F de�nida en(4.3) es no de
re
iente, para obtener que w satisfa
e
∆w − wH =

µ2 − µ1

2r
H, (4.28)donde H = H(Φ2, Φ1) es una fun
ión no negativa y simétri
a en sus argu-mentos, dada por

H(Φ2, Φ1) =
K2

8

6
∑

i=0

Φi−7
1 Φ−1−i

2 + 2πρ
2
∑

i=0

Φi−3
1 Φ−1−i

2 . (4.29)Como uµ ≥ 0 para µ > 0, tenemos la 
ota H(Φ1, Φ2) ≤ H(1+ µ1

r
, 1+ µ2

r
) quees �nita para todo x ∈ R

3 
uando µ1, µ2 > 0.Como H ≥ 0 y por hipótesis tenemos µ2 − µ1 ≤ 0, luego el lado dere
hode (4.28) es negativo. También tenemos que w → 0 
uando r → ∞, y por lo73



tanto, podemos apli
ar el Prin
ipio de Máximo para el operador de Lapla
epara 
on
luir que w ≥ 0 en R
3. Notamos que, 
omo uµ es C1(R3), se debeutilizar un Prin
ipio de Máximo ade
uado a estos espa
ios, 
omo el presen-tado en el Lema 5.2 de [101℄. Además este teorema se puede apli
ar porque

H es a
otado en R
3 
uando µ1, µ2 > 0 .Notablemente, la se
uen
ia Φµ tiene el 
omportamiento opuesto al de lase
uen
ia uµ, es de
ir Φµ es 
re
iente punto a punto 
on respe
to a µ. Esto sepuede probar usando el Prin
ipio de Máximo y el he
ho de que uµ es a
otadaen el origen, mientras que µ/2r no lo es (ver el lema en la se

ión 3.6 parauna prueba 
ompleta en una situa
ión similar).4.3.2. CotasVeremos aquí que, 
omo en el 
apítulo anterior, la solu
ión de ReissnerNördstrom juega un rol fundamental en la prueba del teorema, ya que dauna 
ota superior uniforme para la se
uen
ia de solu
iones uµ, y porque apartir de ella, se puede 
onstruir una se
uen
ia de 
otas inferiores u−

µ 
on el
omportamiento apropiado en el límite µ → 0.Lema 4.3.1. (Cota superior) Sea Q una 
onstante positiva tal que
Q2 ≥ σ + 7P 2 + 3A + 9J, (4.30)donde σ, P, A y J fueron introdu
idos en el teorema 4.2.1.Enton
es, para todo µ > 0 tenemos
uµ(x) ≤ u+

µ (x) < u+
0 (x), (4.31)donde

u+
µ =

√

1 +

√

Q2 + µ2

r
+

µ2

4r2
− 1 − µ

2r
(4.32)y

u+
0 =

√

1 +
Q

r
− 1. (4.33)Demostra
ión. Para probar la primera desigualdad de (4.31), 
al
ulamos, apartir de (4.32)

I := ∆u+
µ − F (x, u+

µ ) = − Q2

4r4
(

Φ+
µ

)3 +
K2

8(Φ+
µ )7

+
σ

4r4(Φ+
µ )3

(4.34)
74



donde Φ+
µ := 1+µ/2r+u+

µ es el fa
tor 
onforme de Reissner Nördstrom parala folia
ión usual t =
onst, y r, el radio isotrópi
o. Ahora, suponiendo que la
ondi
ión (4.30) vale, es
ribimos
I ≤ 1

4r4(Φ+
µ )3

(

K2r4

2(Φ+
µ )4

− (7P 2 + 3A + 9J)

)

. (4.35)Luego, usamos Φ+
µ ≥ Φ+

0 =
√

1 + Q/r y la siguiente 
ota para K2, obtenidaa partir de la expresión explí
ita (4.13)
K2 ≤ 6A2 + 18J2

r6
+

12AP + 18PJ

r5
+

27P 2

2r4
, (4.36)para en
ontrar I ≤ 0, lo 
ual impli
a

∆u+
µ ≤ F (x, u+

µ ). (4.37)Ahora de�nimos la diferen
ia w = u+
µ − uµ, y usando las e
ua
iones (4.6) y(4.37) obtenemos

∆w − wH(Φ+
µ , Φµ) ≤ 0, (4.38)
on H de�nido en la e
ua
ión (4.29). Notemos que la fun
ión w no es C2 enel origen porque ni uµ ni u+

µ lo son C2 (la fun
ión uµ sería C2 en el 
aso deque la fun
ión de materia, σ se anule en el origen apropiadamente), y por lotanto, no satisfa
e la desigualdad (4.38) en el sentido 
lási
o en el origen. Sinembargo tenemos w ∈ H1
loc (de he
ho w es C1) y enton
es satisfa
e (4.38) ensentido débil también en el origen. También tenemos que w va a 
ero 
uando

r → ∞. Por lo tanto podemos apli
ar el Prin
ipio de Máximo [101℄ para
on
luir que w ≥ 0, i.e u+
µ ≥ uµ.Finalmente, la desigualdad u+

µ < u+
0 para µ > 0 se puede veri�
ar dire
-tamente a partir de las expresiones explí
itas (4.32)-(4.33).Lema 4.3.2. (Cota inferior) Sea u−

µ 
on µ ≥ 0 la solu
ión de la e
ua
iónlineal
∆u−

µ = − K2

8(Φ+
µ )7

. (4.39)Tenemos que para todo µ > 0

u−
µ (x) ≤ uµ(x) (4.40)y

Φ−
µ (x) ≥ Φ−

0 (x), donde Φ−
µ := 1 +

µ

2r
+ u−

µ . (4.41)Además,
u−

0 = O(r−1/2) 
uando r → 0. (4.42)75



Demostra
ión. La solu
ión u−
µ para todo µ ≥ 0 se puede 
onstruir explí
ita-mente usando la solu
ión fundamental del operador de Lapla
e. A partir deestima
iones elípti
as estandard dedu
imos que u−

µ ∈ C2,α(R3) para µ > 0.Probemos la desigualdad (4.40). Como es usual, tomamos la diferen
ia
w = uµ − u−

µ , enton
es tenemos
∆w = F (x, Φµ) − F (x, Φ+

µ ) = (uµ − u+
µ )H(Φµ, Φ

+
µ ). (4.43)Como uµ−u+

µ ≤ 0 por el lema 4.3.1 y H ≥ 0, obtenemos ∆w ≤ 0, 
on w → 0en in�nito, por lo tanto, el Prin
ipio de Máximo da w = uµ − u−
µ ≥ 0.La desigualdad (4.41) se puede veri�
ar usando el lema en la se

ión 3.6,o de manera explí
ita.Finalmente, para veri�
ar el de
aimiento de la 
ota inferior u−
0 que satis-fa
e

∆u−
0 = − K2

8(Φ+
0 )7

(4.44)la es
ribimos 
omo
u−

0 =
V −

√
r(1 + b

√
r)

+ U−, (4.45)donde b es una 
onstante �ja positiva,
V − =

3

Q7/2

(

A2 +
J2

25
(51 − 3 sin2 θ)

)

≥ 3

Q7/2

(

A2 +
46

25
J2

)

> 0 (4.46)y U− solu
iona la e
ua
ión lineal remanente
∆U− = ∆

(

u−
0 − V −

√
r(1 + b

√
r)

)

:= ℓ(x). (4.47)Mediante un 
ál
ulo explí
ito se puede ver que ℓ ∈ L
′2
−5/2, y 
omo el Lapla-
iano es un isomor�smo ∆ : H

′2
−1/2 → L

′2
−5/2 (ver [13℄) en
ontramos U− ∈

H
′2
−1/2. Por el lema de la se

ión 5.4 esto impli
a que U− es o(r−1/2) 
er
adel origen, y así hemos probado el de
aimiento de u−

0 en (4.42). Enfatizamos,de todos modos que U− se puede en
ontrar de forma 
errada explí
ita, entérminos de unos po
os armóni
os esféri
os, aunque no es ne
esario paranuestros propósitos aquí. Además, el he
ho de que U− ∈ H
′2
−1/2 implique que

U− = o(r−1/2) en el origen no es un resultado trivial y será probado en lase

ión 5.4.
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4.3.3. Convergen
iaEn esta se

ión probamos que la se
uen
ia uµ es Cau
hy en la norma H ′2
δpara −1 < δ < −1/2, lo que se tradu
e en probar

ĺım
µ1,µ2→0

‖uµ1 − uµ2‖H′2
δ

= 0. (4.48)Consideremos la se
uen
ia uµr
−δ−3/2 para −1 < δ < −1/2 . Esta se
uen-
ia está a
otada punto a punto por u+

0 r−δ−3/2 y es monótonamente 
re
ientea medida que el parámetro µ va a 
ero, lo que signi�
a que es a.e. 
onvergentepunto a punto a una fun
ión u0r
−δ−3/2. Luego, 
omo u+

0 r−δ−3/2 es sumableen R
3 para los valores dados del peso δ, en
ontramos que la nueva se
uen
ia
onverge en L2(R3). Pero esto impli
a que la se
uen
ia original uµ 
onvergeen L′2
δ , 
on δ ∈ (−1,−1/2). Es de
ir

ĺım
µ1,µ2→0

‖w‖L′2
δ

= 0, (4.49)donde w := uµ1 − uµ2 y por 
onvenien
ia tomamos µ1 ≥ µ2.Para probar que la se
uen
ia uµ es una se
uen
ia de Cau
hy también en elespa
io pesado de Sobolev H ′2
δ 
on δ ∈ (−1,−1/2), apli
aremos la siguienteestima
ión (ver [13℄)

‖w‖H′2
δ
≤ C‖∆w‖L′2

δ−2
, (4.50)donde la 
onstante C depende sólo de δ.De las e
ua
iones satisfe
has por uµ1 y uµ2 
al
ulamos

‖∆w‖L′2
δ−2

=

∥

∥

∥

∥

Hw + H
µ2 − µ1

r

∥

∥

∥

∥

L′2
δ−2

(4.51)
≤ ‖Hw‖L′2

δ−2
+ (µ1 − µ2)

∥

∥

∥

∥

H

r

∥

∥

∥

∥

L′2
δ−2

, (4.52)donde H = H(Φµ1 , Φµ2) fue de�nido en (4.29). De la de�ni
ión de la norma
L′2

δ dada en el apéndi
e A obtenemos
‖Hw‖L′2

δ−2
≤ sup

R3

|Hr2| ‖w‖L′2
δ
, (4.53)y por ende, usando la expresión explí
ita de H se puede ver que

H(Φµ1 , Φµ2) ≤ H(Φ−
0 , Φ−

0 ), (4.54)y enton
es Hr2 es a
otado en R
3 y la norma de H/r es �nita para δ ∈

(−1,−1/2). Luego, podemos es
ribir
‖w‖H′2

δ
≤ C

(

‖w‖L′2
δ

+ (µ1 − µ2)
)

, (4.55)77



donde la 
onstante C no depende de µ. Esto y la e
ua
ión (4.49) dan
ĺım

µ1,µ2→0
‖w‖H′2

δ
= 0, (4.56)mostrando que la se
uen
ia uµ es Cau
hy en la normaH ′2

δ , 
on δ ∈ (−1,−1/2).Esta pertenen
ia de la solu
ión extrema al espa
io H ′2
δ impli
a que u0 =

O(r−1/2) 
er
a del origen y u0 = O(r−1) en el in�nito (ver se

ión 5.4).De esta manera hemos 
ompletado la prueba de existen
ia de solu
ión de(4.19) en el espa
io de Sobolev H
′2
δ .4.4. Uni
idadEn esta se

ión probamos que la solu
ión en
ontrada arriba por el pro
ed-imiento de límite, u0 = ĺımµ→0 uµ, es la úni
a solu
ión a la e
ua
ión (4.19).La estrategia es la siguiente. Dada una solu
ión u ∈ H

′2
δ de (4.19), primeromostramos que se puede des
omponer unívo
amente 
omo

u =
V√

r(1 + b
√

r)
+ U (4.57)donde V es una fun
ión C∞ sobre la 2-esfera S2 (Lema 4.4.1), b es una
onstante �ja positiva, que depende posiblemente de A, J y P , y U ∈ H

′2
−1/2es úni
a para una dada solu
ión u (Lema 4.4.2). Luego mostramos que siexisten dos de tales solu
iones u, deben ser iguales (Lema 4.4.3).La des
omposi
ión (4.57), junto 
on la e
ua
ión aso
iada para V , ne
e-sarias en la prueba de uni
idad estuvieron inspiradas por el trabajo de Han-nam, Husa y O'Mur
hadha [77℄, donde se asume una expansión de Φ0 válida
er
a del origen de la forma Φ0 = D(θ)/

√
r+O(

√
r) y analizan una e
ua
iónsimilar para datos ini
iales axisimétri
os y para A 6= 0. Enfatizamos que en elresultado presentado aquí no requerimos que A sea distinto de 
ero y además,los datos no poseen ninguna simetría.Tratemos primero 
on V . De�nimos V 
omo la solu
ión de

∆0V − 1

4
V = −3A2 + 9J2 sin2 θ

4V 7
− σ0

4V 3
en S2 (4.58)donde σ0 := σ(r = 0, θ, φ) es una fun
ión suave y a
otada sobre la 2-esfera

S2 (ver [127℄ donde se dis
uten 
ondi
iones de paridad para la densidadde energía 
on el propósito de garantizar la �nitud de la integral para elmomento angular. Con
retamente, se impone que σ sea una fun
ión par desus 
oordenadas. Sin embargo, este resultado no es ne
esario para nuestros78




ál
ulos, y sólo utilizaremos la 
ontinuidad de la fun
ión σ en el origen) y ∆0es el operador de Lapla
e-Beltrami sobre S2:
∆0V :=

1

sin θ
∂θ(sin θ∂θV ) +

1

sin2 θ
∂2

φV. (4.59)Es
ribimos la e
ua
ión (4.58) 
omo LV = g(V ) donde
L := ∆0 −

1

4
, g(V ) := −3A2 + 9J2 sin2 θ

4V 7
− σ0

4V 3
(4.60)y obtenemos el siguiente lema:Lema 4.4.1. Existe una úni
a solu
ión positiva V ∈ C∞(S2) de la e
ua
ión

LV = g(V ), tal que
c− ≤ V ≤ c+, (4.61)
on

c+ =

(

2 sup
S2

(σ0) +
√

6A2 + 18J2

)1/4

> 0 (4.62)y
c− =

3

c7
+

(A2 + J2) > 0. (4.63)Demostra
ión. En
ontraremos una sub y una supersolu
ión, ambas fun
ionespositivas, C∞ sobre S2 para la e
ua
ión LV = g(V ), de manera tal que elteorema de Sub-super solu
ión (ver, por ejemplo, [86℄ donde se dis
ute elteorema sobre variedades 
ompa
tas) garantiza la existen
ia y la uni
idad dela solu
ión a esta e
ua
ión.Veri�quemos que la 
onstante c+ dada por
c+ :=

(

2 sup
S2

(σ0) +
√

6A2 + 18J2

)1/4 (4.64)es una supersolu
ión para el operador L. Apli
ando el operador L a c+ ten-emos
Lc+ = −c+

4
= − c4

+

8c3
+

− c8
+

8c7
+

≤ − σ0

4c3
+

− 3A2 + 9J2 sin2 θ

4c7
+

= g(c+) (4.65)lo que muestra que c+ es una supersolu
ión.Ahora veri�
amos que la fun
ión C∞, v−, de�nida por
v− :=

3

c7
+

(

A2 +
J2

25
(51 − 3 sin2 θ)

)

>
3

c7
+

(A2 + J2) := c− > 0 (4.66)79



es una subsolu
ión para LV = g(V ). Remar
amos que la propiedad c− > 0se satisfa
e porque estamos suponiendo que A o J son diferentes de 
ero. Dehe
ho, si ambos parámetros fuesen 
ero� pero la fun
ión σ fuese estri
tamentepositiva 
er
a del origen, el lema aún valdría, 
on otro valor para la 
onstante
c−. Notemos también que v− = V −Q7/2/c7

+, donde V − fue de�nida en laprueba del Lema 3.2.Se puede veri�
ar explí
itamente que v− < c+, enton
es 
al
ulamos, us-ando la expresión explí
ita (4.66)
Lv− = −3A2 + 9J2 sin2 θ

4c7
+

≥ g(c+) ≥ g(v−) (4.67)donde en la última desigualdad hemos utilizado el he
ho de que la fun
ión g esuna fun
ión 
re
iente de su argumento. Esto muestra que v− es efe
tivamentela subsolu
ión bus
ada.Finalmente, usando el teorema de la Sub-supersolu
ión [86℄, 
on
luimosque existe una úni
a solu
ión positiva V ∈ C∞(S2) a la e
ua
ión (4.58) quesatisfa
e
0 < c− ≤ v− ≤ V ≤ c+. (4.68)y el lema queda probado.Notemos que por el prin
ipio de máximo fuerte [62℄, sabemos a priorique existe 
ierta 
onstante positiva c− tal que 0 < c− ≤ V . Sin embargo,una fun
ión 
onstante no es una subsolu
ión para LV = g(V ) a menos quesupongamos explí
itamente que A 6= 0, por lo que no podríamos utilizar elteorema de Sub y super solu
iones.Ahora tratamos la fun
ión U . La de�nimos 
omo la solu
ión de la e
ua
ión

∆U = ∆

(

u − V√
r(1 + b

√
r)

) (4.69)donde b es una 
onstante �ja positiva, introdu
ida aquí para obtener lasunidades 
orre
tas.Es 
laro que, 
omo u ∈ H
′2
δ y V ∈ C∞(S2) existe, enton
es U existe ypertene
e, al menos, a H

′2
δ . Queremos veri�
ar que es úni
a para 
ada u y quede he
ho pertene
e a H
′2
−1/2, lo 
ual impli
aría que U diverge 
omo o(r−1/2)
er
a del origen.Para tal �n, usando las e
ua
iones satisfe
has por u y V es
ribimos lae
ua
ión de arriba en la forma

(

∆ − h

4r2

)

U = f (4.70)80



donde h y f no dependen de U y están dadas por
h = h1 + h2 (4.71)
on

h1 := (3A2 + 9J2 sin2 θ)

6
∑

i=0

(
√

r +
√

ru)i−7

[(1 + b
√

r)1/7V ]i+1
(4.72)

h2 := σ0

2
∑

i=0

(
√

r +
√

ru)i−3

[(1 + b
√

r)1/3V ]i+1
(4.73)y

f :=
6AP ana + 9ǫabcn

aP bJc

4r5(1 + u)7
− σ − σ0

4r4(1 + u)3
− 9(P 2 + 2(P ana)

2)

16r4(1 + u)7

+
h1

4r5/2

[√
r + V

(

1

1 + b
√

r
− (1 + b

√
r)1/7

)]

+

h2V

4r5/2

(

1

1 + b
√

r
− (1 + b

√
r)1/3

)

+
V b

4r2(1 + b
√

r)3
(1 − b

√
r) (4.74)Notemos que, debido al 
omportamiento 
ono
ido u = O(r−1/2) en elorigen, y la positividad de V , h es a
otado en R

3 y f ∈ L
′2
−5/2 (usamos

σ − σ0 → 0 
uando r → 0).Luego probamos el siguiente lemaLema 4.4.2. Sea u ∈ H
′2
δ una solu
ión extrema de (4.19). De�nimos V porel Lema 4.1. y U 
omo la solu
ión de (4.70) 
on h y f ∈ L

′2
−5/2 dadas en(4.71)-(4.74). Enton
es tenemos que para 
ada u, la solu
ión U es úni
a y

U ∈ H
′2
−1/2.Demostra
ión. Es
ribimos la e
ua
ión (4.70) 
omo LU = f 
on L := ∆− h

4r2 .Luego, 
omo el operador L es un isomor�smo H ′2
−1/2 → L2

−5/2 (ver la se

ión4.6 por la prueba), obtenemos que para 
ada f (es de
ir, para 
ada solu
ión ude (4.19)) existe una úni
a U ∈ H
′2
−1/2 que satisfa
e la e
ua
ión anterior.Con estos dos lemas tenemos

∆

[

u −
(

V√
r(1 + b

√
r)

+ U

)]

= 0 (4.75)y 
omo el operador de Lapla
e es un isomor�smo H
′2
δ → L

′2
δ−2 
on
luimos

u =
V√

r(1 + b
√

r)
+ U. (4.76)81



Con estos resultados estamos listos para probar la uni
idad de la solu
iónextrema.Lema 4.4.3. La solu
ión u de la e
ua
ión (4.19) es úni
a en H
′2
δ .Demostra
ión. Supongamos, por el 
ontrario, que existen dos solu
iones tales,

u y ũ, y es
ribimos
u =

V√
r(1 + b

√
r)

+ U, ũ =
V√

r(1 + b
√

r)
+ Ũ (4.77)(notemos que las mismas V y b apare
e en ambas solu
iones) y de�nimos ladiferen
ia

w = u − ũ = U − Ũ . (4.78)Vemos que w ∈ H
′2
−1/2, porque U y Ũ lo ha
en, por el Lema 4.2. Luego, envirtud de las e
ua
iones satisfe
has por u, ũ tenemos

∆w = −K2

8

(

1

(1 + u)7
− 1

(1 + ũ)7

)

− σ

4r4

(

1

(1 + u)3
− 1

(1 + ũ)3

)

= H (1 + u , 1 + ũ) w (4.79)donde H ≥ 0 fue de�nido en (3.26). Pero a partir de las expresiones explí
itas,tenemos que H = O(r−2) en r → 0, y va a 
ero en in�nito, por lo tantopodemos apli
ar el teorema de la se

ión 4.6 (∆−H(1 + u, 1 + ũ) : H
′2
−1/2 →

L
′2
−5/2 es un isomor�smo) para 
on
luir que w ≡ 0, y enton
es u ≡ ũ.Este resultado 
ompleta la prueba de nuestro resultado prin
ipal, teorema4.2.1, sobre la existen
ia y uni
idad de la solu
ión extrema (4.19).4.5. Masa totalLas se

iones anteriores nos muestran que el límite µ → 0 realiza la tran-si
ión desde un dato 
on geometría tipo 'wormhole' (es de
ir, 
on dos regionesasintóti
amente planas) ha
ia un dato 
on geometría tipo 'trompeta' (un �-nal asintóti
amente plano y uno 
ilíndri
o). Sin embargo, esta propiedad ge-ométri
a no de�ne a los agujeros negros extremos. Hemos visto que, al menosen el 
aso esta
ionario, existe una folia
ión del agujero negro de S
hwarzs
hildque posee esta geometría asintóti
amente 
ilíndri
a, pero no se 
orresponde
on ningún límite extremo, ya que S
hwarzs
hild no tienen ni momento an-gular ni materia. La no
ión de extremalidad que usamos está aso
iada 
on laidea físi
a de que el agujero negro extremo posee la máxima 
antidad posiblede 
arga y momento angular por unidad de masa permitida en la familia.82



En esta se

ión veremos que en realidad, el límite µ → 0 nos lleva efe
tiva-mente desde el 
aso no extremo al extremo para un gran número de familiasde datos ini
iales.Re
ordemos que para una familia de datos ini
iales (S, Φ4
µδab, Φ

−2
µ Kab, ρ),la masa ADM de un elemento de la familia 
on parámetro µ es

mµ =
µ

2
− 1

4π

∫

R3

∆uµdx =
µ

2
+

1

4π

∫

R3

K2

8
(

1 + µ
2r

+ uµ

)7 +
2πρ

(

1 + µ
2r

+ uµ

)3dx(4.80)de donde vemos que para 
al
ular la masa total del dato es pre
iso 
ono
erexplí
itamente la solu
ión uµ. Sin embargo, para obtener informa
ión a
er
adel 
omportamiento de la masa 
on µ, es su�
iente tener en 
uenta que lamasa está 
ontenida en el término de orden r−1 del fa
tor 
onforme (ver porejemplo [20℄).Utilizando esta informa
ión, veremos que la masa total del dato es unafun
ión de
re
iente del parámetro µ. Esto impli
a que tomar el límite µ → 0,manteniendo el momento angular y la materia �jos, nos lleva al dato 
on lamínima masa en la familia, o en otras palabras, al dato 
on máximo momentoangular y materia por unidad de masa en la familia.Lema 4.5.1. Sea (S, Φ4
µδab, Φ

−2
µ Kab, ρ) una familia de datos ini
iales 
on-formemente planos 
omo los des
riptos antes, 
on parámetro µ ≥ 0 y den-sidad de energía ρ. Enton
es la masa total es una fun
ión monótonamente
re
iente 
on el parámetro µ. Más aún, la masa del dato (S, Φ4

0hab, Φ
−2
0 Kab)obtenido al tomar el límite µ → 0 es la mínima entre todos los elementos dela familia.Demostra
ión. Consideremos dos elementos de la familia de datos, 
on µ1 ≥

µ2. Luego, hemos visto que por la propiedad de monotonía de Φµ tenemos
Φµ1(x) ≥ Φµ2(x). (4.81)Enton
es, si es
ribimos el fa
tor 
onforme aislando el término de masa, de laforma

Φµ = 1 +
mµ

r
+ wµ (4.82)donde

wµ = o(r−1) 
uando r → ∞, (4.83)obtenemos la siguiente se
uen
ia de desigualdades
Φµ1 ≥ Φµ2 (4.84)

1 +
mµ1

r
+ wµ1 ≥ 1 +

mµ2

r
+ wµ2 (4.85)

mµ1

r
+ wµ1 ≥ mµ2

r
+ wµ2 . (4.86)83



Multipli
amos ambos miembros por r

mµ1 + rwµ1 ≥ mµ2 + rwµ2 (4.87)y 
omo esta desigualdad vale para todo x ∈ R
3\{0}, podemos tomar el límite

r → ∞ para obtener
mµ1 ≥ mµ2 , (4.88)ya que
ĺım
r→∞

r1wµ = 0 (4.89)por la propiedad (4.83). Y esto muestra que la masa es una fun
ión 
re
iente
on µ. Al tomar el límite µ → 0 en
ontramos que la masa del dato 
on µ = 0debe ser menor o igual que la masa de un dato no extremo en la familia.4.6. L es un isomor�smoEn esta se

ión probamos que el mapa lineal L : H
′2
−1/2 → L

′2
−5/2 es unisomor�smo. Este importante resultado es usado no sólo en la prueba deuni
idad de la solu
ión extrema para el 
aso 
onformemente plano de este
apítulo, sino que además, resulta útil en un estudio de perturba
iones deldato ini
ial de Kerr extremo analizado más adelante. Men
ionamos que en[13℄ se prueba que el operador de Lapla
e es un isomor�smo ∆ : H
′2
δ → L

′2
δ−2,resultado que utilizamos en la prueba del siguiente teorema.Teorema 4.6.1. El mapa lineal L de�nido por

Lu := −∆u + αu = f in R
3 \ {0} (4.90)es un isomor�smo H

′2
−1/2 → L

′2
−5/2, donde α ≥ 0 está dada por
α :=

h

4r2
, (4.91)y h ≥ 0, de�nida en (4.71) es una fun
ión a
otada sobre R

3.Des
omponemos la prueba en dos partes. Primero probamos la existen
iade una úni
a solu
ión débil para la e
ua
ión (4.90) (Lema 4.6.2), y luegoen
ontramos que es regular (en el Lema 4.6.3).Lema 4.6.2. Existe una úni
a solu
ión débil u ∈ H
′1
−1/2 de (4.90) para 
ada

f ∈ L
′2
−5/2, donde α ≥ 0 está dado en (4.91).84



Demostra
ión. Para u, v ∈ H
′1
−1/2, de�nimos la forma bilineal

B[u, v] :=

∫

R3

Du · Dv + αuv dx (4.92)que 
orresponde al operador lineal Lu := −∆u + αu, donde α fue de�nidoen (4.91) y dx representa la forma de volumen Eu
lídeo en R
3.Veri�quemos que B[ , ] satisfa
e las hipótesis del Teorema de Lax-Milgram(ver el apéndi
e B). Primero, tenemos

|B[u, v]| =

∣

∣

∣

∣

∫

R3

Du · Dv + αuvdx

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫

R3

Du · Dvdx

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫

R3

αuvdx

∣

∣

∣

∣

. (4.93)Usando la expresión para α y la desigualdad de Hölder, obtenemos
|B[u, v]| ≤ |Du|L2|Dv|L2 + C

∣

∣

∣

∣

∫

R3

uv

r2
dx

∣

∣

∣

∣

≤

≤ |Du|L2|Dv|L2 + C
∣

∣

∣

u

r

∣

∣

∣

L2

∣

∣

∣

v

r

∣

∣

∣

L2
=

= |Du|L′2
−3/2

|Dv|L′2
−3/2

+ C |u|L′2
−1/2

|v|L′2
−1/2

≤

≤ máx{1, C}
(

|Du|L′2
−3/2

|Dv|L′2
−3/2

+ |u|L′2
−1/2

|v|L′2
−1/2

)

≤
= máx{1, C}|u|H′1

−1/2
|v|H′1

−1/2
(4.94)veri�
ando así la hipótesis de surye
tividad del Teorema de Lax-Milgram.Ahora nos movemos a la 
ondi
ión de 
oer
itividad. Tenemos

B[u, u] =

∫

R3

(Du)2 + αu2dx =

∫

R3

(Du)2dx +

∫

R3

αu2dx. (4.95)Usando el he
ho de que α es no negativa, y la desigualdad de Poin
aré (ver[13℄, Teorema 1.3), obtenemos
B[u, u] ≥

∫

R3

(Du)2dx =
1

2

∫

R3

(Du)2dx +
1

2

∫

R3

(Du)2dx =

=
1

2
|Du|L2 +

1

2
|Du|L2 ≥ 1

2
|Du|L2 +

1

4
|u|L′2

−1/2
≥

≥ 1

4

(

|Du|L2 + |u|L′2
−1/2

)

=
1

4
|u|H′1

−1/2
(4.96)veri�
ando que L es un operador 1-1.Ahora �jamos f ∈ L

′2
−5/2 y de�nimos 〈f, v〉 := (f, v)L2, donde (f, v)L2denota el produ
to interno L2. Veri�quemos que ésta es una fun
ional lineal85



a
otada sobre L
′2
−1/2, y por lo tanto, sobre H

′2
−1/2. Sea v ∈ H

′2
−1/2, enton
estenemos

〈f, v〉 = =

∫

R3

fvdx =

∫

R3

fr
−2(−5/2)−3

2 vr
−2(−1/2)−3

2 dx ≤

≤
∣

∣

∣
fr

−2(−5/2)−3
2

∣

∣

∣

L2

∣

∣

∣
vr

−2(−1/2)−3
2

∣

∣

∣

L2
= |f |L′2

−5/2
|v|L′2

−1/2
≤

≤ |f |L′2
−5/2

|v|H′1
−1/2

(4.97)
omo queríamos probar.Luego, 
on estas tres 
ondi
iones satisfe
has, el Teorema de Lax-Milgramestable
e que existe una úni
a u ∈ H
′2
−1/2 tal que

B[u, v] = 〈f, v〉, ∀v ∈ H
′1
−1/2, (4.98)es de
ir, tal que

∫

R3

(Lu − f)vdx = 0, ∀v ∈ H
′1
−1/2. (4.99)Por lo tanto u es la úni
a solu
ión débil de Lu = f .A 
ontinua
ión probamos que la 'regularidad' de u se extiende a la se-gunda derivada.Lema 4.6.3. Sea f ∈ L

′2
−5/2. Suponga que u ∈ H

′1
−1/2 es una solu
ión débilde Lu = f . Enton
es u ∈ H

′2
−1/2Demostra
ión. Sea u ∈ H

′1
−1/2 la úni
a solu
ión débil de
Lu = ∆u − αu = −f, (4.100)enton
es veri�
amos que f̃ := f − αu ∈ L

′2
−5/2, es de
ir

|f̃ |L′2
−5/2

= |αu − f |L′2
−5/2

≤ C
(

|αu|L′2
−5/2

+ |f |L′2
−5/2

)

≤ C

(

∣

∣

∣

u

r2

∣

∣

∣

L
′2
−5/2

+ |f |L′2
−5/2

)

= C
(

|u|L′2
−1/2

+ |f |L′2
−5/2

)

≤ C
(

|u|H′1
−1/2

+ |f |L′2
−5/2

)

. (4.101)Como el operador de Lapla
e es un isomor�smo ∆ : H
′2
−1/2 → L

′2
−5/2, [13℄,enton
es existe una úni
a ũ ∈ H

′2
−1/2 tal que

∆ũ = −f + αu. (4.102)86



Pero esto impli
a que ũ también es una solu
ión débil de la e
ua
ión anterior.Como, por el lema 4.6.2, la solu
ión débil es úni
a, en
ontramos que ũ = u ∈
H

′2
−1/2Estos dos lemas muestran que existe una úni
a solu
ión u ∈ H

′2
−1/2 queresuelve la e
ua
ión −∆u + αu = f a.e, para 
ada f ∈ L

′2
−5/2. Esto, a su vez,signi�
a que L := −∆ + α es un isomor�smo H

′2
−1/2 → L

′2
−5/2, probando elteorema 4.6.1.
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Capítulo 5Perturba
iones del dato ini
ialpara el agujero negro de Kerrextremo
5.1. Introdu

iónLa perturba
ión de datos ini
iales está íntimamente rela
ionada 
on lasno
iones bási
as de estabilidad de las solu
iones. Consideremos un espa
i-otiempo solu
ión de las e
ua
iones de Einstein 
orrespondiente a un 
ierto
onjunto de datos ini
iales. Una de las ideas más intuitivas a
er
a de la es-tabilidad de esta solu
ión es que si deformamos levemente el 
onjunto dedatos ini
iales, enton
es obtendremos un nuevo espa
iotiempo, solu
ión delas e
ua
iones de Einstein, tal que en algún entorno de la super�
ie ini
ial,di
ha solu
ión está en algún sentido próximo al espa
iotiempo original.Más allá de la topología que utili
emos para 
uanti�
ar la proximidad delas solu
iones, es interesante, para lo que nos o
upa aquí, desta
ar que parapoder estudiar la estabilidad de un agujero negro extremo, es 
onvenienteprobar la existen
ia de datos ini
iales que sean próximos al dato ini
ial queorigina el espa
io-tiempo extremo. Debido a la singularidad de las e
ua
ionesinvolu
radas en el límite extremo, probar la existen
ia de datos extremosperturbados no es tarea fá
il.Por ejemplo, en el 
aso de perturba
iones no lineales, no es posible utilizarlos teoremas estándar de existen
ia de solu
iones a e
ua
iones elípti
as (ver,por ejemplo, [69℄, [62℄), ya que nos en
ontramos 
on uno de los siguientesproblemas: 1) la métri
a libre de fondo no es 
ontinua o 2) los 
oe�
ientesde la e
ua
ión no presentan la regularidad mínima requerida para apli
ar losteoremas de existen
ia que hay en la literatura [36℄, [13℄, [101℄.88



Una estrategia posible para tratar las perturba
iones no lineales de unagujero negro extremo es la siguiente: Partimos de la e
ua
ión de Li
hnerow-i
z para el fa
tor 
onforme no extremo (es de
ir, 
on valor de parámetro
µ > 0) y perturbamos los tensores libre hab y Kab 
on una perturba
iónade
uada que no dependa de µ. Luego, apli
amos el mismo pro
edimiento delímite empleado en los 
apítulos anteriores para probar existen
ia de solu
ióna la nueva e
ua
ión extrema. Sin embargo, en el 
aso de métri
as no 
on-formemente planas (
omo la de un dato ini
ial para el agujero negro de Kerr),esta estrategia resulta menos 
onveniente debido a la mayor 
omplejidad delas e
ua
iones involu
radas. Otra estrategia (que es la que empleamos en este
apítulo) es utilizar el teorema de la fun
ión implí
ita para la perturba
iónde la e
ua
ión de Li
hnerowi
z.Las perturba
iones lineales del agujero negro de Kerr y el problema desu estabilidad lineal, representan uno de los grandes problemas abiertos dela relatividad general (ver la reseña [63℄ y las referen
ias allí 
itadas). Enparti
ular, existen muy po
os trabajos sobre el 
aso extremo en este 
ontexto(ver [24℄ donde se realizan perturba
iones numéri
as de datos ini
iales tipo'trompeta').Como men
ionamos en el 
apítulo 1, en va
ío, el úni
o agujero negroesta
ionario es el agujero negro de Kerr, 
ara
terizado por la masa m y elmomento angular J , los 
uales satisfa
en m2 ≥ |J |. El 
aso límite m =

√

|J |se llama agujero negro extremo y representa el agujero negro esta
ionario
on la máxima 
antidad de momento angular por unidad de masa.La diferen
ia 
ru
ial entre el dato para Kerr y los datos 
onformementeplanos analizados en los 
apítulos 3 y 4 es la naturaleza de la 3-métri
a ini
ial.En el espa
iotiempo de Kerr (extremo y no extremo) no existe folia
ión ensuper�
ies espa
iales 
on métri
as indu
idas 
onformemente planas [129℄Al menos tres objetivos nos motivan a estudiar perturba
iones del datopara el agujero negro de Kerr extremo. El primero es determinar si estasolu
ión, que es espe
ial en el sentido de los teoremas de uni
idad men
ionadoen la introdu

ión, 
apítulo 1, y de ser la úni
a solu
ión que al
anza el mínimopara la masa entre una familia general de datos axisimétri
os de va
ío, estáaislada en el 
onjunto de datos ini
iales para las e
ua
iones de Einstein, oexiste una ve
indad de solu
iones próximas. Un segundo objetivo es el he
hode que la 'estabilidad' del dato de Kerr extremo es un buen punto de partidapara entender la estabilidad del espa
iotiempo de Kerr extremo, siguiendo lasideas men
ionadas al 
omienzo de la presente se

ión. Finalmente, teniendoen 
uenta que el agujero negro de Kerr es uno de los mejores modelos paralos agujeros negros astrofísi
os, y, en parti
ular, Kerr extremo modelaríaagujeros altamente rotantes que se supones presentes en mu
hos fenómenosreales, 
reemos que esto también es un primer paso para entender la dinámi
a89



de estos sistemas físi
os.Con esta motiva
ión, en este 
apítulo estudiamos y probamos la existen
iade una familia de datos ini
iales que están próximos al dato de Kerr extremoen una norma apropiada. En parti
ular, la geometría asintóti
a de estos datosini
iales es la misma que la geometría de Kerr extremo. Estos datos, sonaxisimétri
os y , en general, no esta
ionarios. Es importante enfatizar que laexisten
ia de estas 
ondi
iones ini
iales es, a priori, de ninguna manera obviadebido al 
ará
ter de la geometría de Kerr extremo.El 
apítulo está organizado de la siguiente manera. En la se

ión 5.2
omenzamos 
on un repaso de algunas de las propiedades más importantesdel agujero negro de Kerr extremo. Luego, presentamos nuestro resultadoprin
ipal evitando detalles té
ni
os y dis
utimos las hipótesis e impli
an
iasdel mismo. También mostramos que la geometría asintóti
amente 
ilíndri
ade uno de los �nales se preserva durante la evolu
ión. En la se

ión 5.3 ex-ponemos nuestro teorema prin
ipal en forma pre
isa y lo probamos. Comodijimos antes, la herramienta analíti
a 
entral usada en la prueba es el teore-ma de la fun
ión implí
ita. Finalmente en la se

ión 5.4 in
luimos la pruebade una 
ara
terísti
a del de
aimiento de fun
iones que pertene
en a espa-
ios de Sobolev, y en la se

ión 5.5 damos la demostra
ión de una propiedaddel dato ini
ial de Kerr extremo que juega un rol 
entral en la prueba delresultado prin
ipal.5.2. Resultado prin
ipalConsideremos, en un agujero negro de Kerr extremo 
on masa m y mo-mento angular J = ±m2, la super�
ie S = {t = constante}. Como men-
ionamos en la se

ión 2.4.3, esta super�
ie tiene un �nal asintóti
amenteplano y uno 
ilíndri
o. El �nal 
ilíndri
o se aproxima asintóti
amente al hor-izonte de eventos. En oposi
ión a lo que o
urre en el 
aso asintóti
amenteplano, este �nal está en la región de 
ampo fuerte del espa
iotiempo. Note-mos que (S, h̃ab) es una variedad Riemanniana 
ompleta sin borde que ya
eenteramente en la región exterior al agujero negro.La métri
a intrínse
a sobre esta super�
ie es (ver se

ión 2.4.3, tomando
µ = 0)

h̃0
ab = Φ4

0h
0
ab, h0 = e2q0(dr2 + r2dθ2) + r2 sin2 θdφ2, (5.1)
on

e2q0 =
Σ sin2 θ

η
, Φ4

0 =
η

ρ2
(5.2)
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y
ω0 = 2J(cos3 θ − 3 cos θ) − 2Jm2 cos θ sin4 θ

Σ
. (5.3)La 
urvatura extrínse
a en términos del poten
ial del twist queda

K̃0
ab =

2

η
S(aηb), Sa =

1

η
ǫ̃abcη

b∂cω0, (5.4)donde ǫ̃abc denota el elemento de volumen 
on respe
to a la métri
a h̃ab.En 
oordenadas isotrópi
as, el �nal asintóti
amente plano está dado porel límite r → ∞ y el �nal 
ilíndri
o por el límite r → 0. Las 
ondi
ionesasintóti
as para la métri
a y la segunda forma fundamental en el �nal r → ∞están dadas por
hij = δij + o(r−1/2), ∂hij = o(r−3/2), (5.5)
Kij = O(r−3) (5.6)Como men
ionamos en la se

ión 2.4.3, en el límite r → 0 el fa
tor 
on-forme Φ0 diverge 
omo r−1/2. Esto, sin embargo, es solamente un problemade 
oordenadas. Para verlo, ponemos s = − ln r, luego el �nal 
ilíndri
o
orresponde a s → ∞, y la métri
a tiene la forma

h̃0 = (
√

rΦ0)
4
(

e2q0(ds2 + dθ2) + sin2 θdφ2
)

. (5.7)Las fun
iones √
rΦ0 y q0 son suaves y uniformemente a
otadas en todo elrango −∞ < s < ∞ (ver lema 5.5.2). En parti
ular, la variedad Riemanniana

(S, h̃0
ab) tiene 
urvatura a
otada.Es interesante notar que la métri
a (5.7) y la segunda forma fundamental(5.4) tienen un límite bien de�nido s → ∞ 
omo datos ini
iales. Es de
ir

h̃0 = m2(1 + cos2 θ)
(

ds2 + dθ2
)

+
4m2 sin2 θ

(1 + cos2 θ)
dφ2, 
uando s → ∞, (5.8)donde hemos usado los límites (5.88)�(5.89). La 
urvatura extrínse
a K̃ab

0tiene la forma (5.4) donde ω0 es remplazada por su valor límite (5.90) y todaslas otras 
antidades se 
al
ulan 
on respe
to a la métri
a (5.8). De he
ho estasson solu
iones de las e
ua
iones de vín
ulo. Aislan la geometría 
ilíndri
a
ortando el �nal asintóti
amente plano. En parti
ular, la métri
a (5.8) tienees
alar de Ri

i no negativo, dado por el límite (5.91) y tiene otra simetría,de trasla
iones en s. Estos datos ini
iales límite son tajadas t = constantede la geometría de va
ío 4-dimensional des
ripta en [12℄, 
ono
ida 
omo Kerrextremo 
er
a del horizonte. Esta geometría también ha sido estudiada en91



[29℄ (ver e
. (5.63) en esa referen
ia). En el 
apítulo 6 veremos que este tipode datos resultan muy útiles en el estudio de una desigualdad entre el áreadel horizonte y el momento angular para datos axialmente simétri
os. Dehe
ho, la métri
a (5.8) juega un rol fundamental.Un parámetro relevante para los datos de agujero negro es el área del �nal
ilíndri
o. Consideremos el área A(r) de las super�
ies r = constante de lamétri
a para Kerr extremo (5.1). En el límite r → 0 tenemos
A(0) = ĺım

r→0
A(r) = 8π|J |. (5.9)Esta 
antidad 
orresponde al área del horizonte de eventos del agujero negro.Finalmente, por 
ompletitud, men
ionamos que la ergoregión sobre S estádada en estas 
oordenadas por

0 < r < m sin θ. (5.10)Hemos des
rito una 
lase parti
ular de datos ini
iales para el agujero ne-gro de Kerr extremo que va desde ic a i0. Existen datos ini
iales similaresen los agujeros negros de Reissner-Nordström y Kerr-Newman. In
luso parael agujero negro de S
hwarzs
hild también existe un dato ini
ial que tiene lamisma geometría asintóti
a (ver [76℄ y sus referen
ias). Todos estos ejemplosson esta
ionarios. Más aún, todos estos datos surgen 
omo un límite singu-lar en el que la geometría 
ambia. La primera eviden
ia numéri
a sobre laexisten
ia de datos 
ilíndri
os no esta
ionarios 
on una estru
tura similar ala des
rita arriba fue dada en [55℄ y la primera prueba analíti
a fue provistaen los 
apítulos 3 y 4 (ver [56℄, [66℄). Estos datos también se obtienen 
o-mo límite singular a partir de datos no extremos. El punto que queremosmostrar en este 
apítulo es el siguiente: dado el dato ini
ial de Kerr extremo,existe una ve
indad de datos similares? El siguiente teorema, que 
onstituyeel resultado prin
ipal de este 
apítulo, da una respuesta a�rmativa a estapregunta.Teorema 5.2.1. Sea (S, h̃0
ab, K̃

0
ab) el dato ini
ial de Kerr extremo des
ritoarriba 
on momento angular J y masa m =

√

|J |. Luego existe un pequeño
λ0 > 0 tal que para −λ0 < λ < λ0 existe una familia de datos ini
iales
(S, h̃ab(λ), K̃ab(λ)) (i.e., solu
iones de los vín
ulos sobre S) 
on las siguientespropiedades:(i) Tenemos h̃ab(0) = h̃0

ab y K̃ab(0) = K̃0
ab. La familia es diferen
iable en λy está 
er
a de Kerr extremo 
on respe
to a una norma apropiada queinvolu
ra dos derivadas de la métri
a.92



(ii) Los datos tienen la misma geometría asintóti
a que el dato ini
ial deKerr extremo. El momento angular y el área del �nal 
ilíndri
o en lafamilia no dependen de λ, tienen el mismo valor que en (S, h̃0
ab, K̃

0
ab),es de
ir J y 8π|J | respe
tivamente.(iii) Los datos son axialmente simétri
os y maximales (i.e. K̃(λ) = 0).En la se

ión 5.3 proveemos una versión más pre
isa de este teorema(teorema 5.3.1). En 
ambio, dis
utamos aquí otras propiedades relevantes dela familia de datos ini
iales (S, h̃ab(λ), K̃ab(λ)).Men
ionamos que el momento angular de la familia permane
e 
onstanteen la evolu
ión, sin embargo, la masa total no. Como 
onse
uen
ia de teore-mas generales [54℄ [38℄ tenemos la siguiente desigualdad para todo λ

m(λ) ≥
√

|J |, (5.11)
on igualdad sólo para λ = 0 (i.e. para Kerr extremo). Esta familia al
anzael mínimo lo
al en Kerr extremo estudiado en [51℄. Es de
ir que 
ualquierelemento de la familia 
on λ 6= 0 representa un 
onjunto de datos ini
ialesno extremo, ya que vale (5.11). Sin embargo, la geometría asintóti
a del datoes de la misma naturaleza que en el 
aso extremo. Esto nos da otra muestrade que no es 
orre
to aso
iar unívo
amente la no
ión de extremalidad 
on lapresen
ia de un �nal 
ilíndri
o en el dato ini
ial.La desigualdad (5.11) nos permite de�nir la siguiente 
antidad positiva
E(λ) = m(λ) −

√

|J |. (5.12)La energía E provee (si suponemos la 
ensura 
ósmi
a) una 
ota superiorpara la 
antidad total de radia
ión emitida por el sistema ha
ia el in�nitonulo por estos datos ini
iales (ver la dis
usión en [53℄).Consideremos ahora algunos aspe
tos a
er
a de la evolu
ión de estosdatos. En el 
aso asintóti
amente plano, es bien sabido que el 
omportamien-to en in�nito se preserva por la evolu
ión si imponemos las 
ondi
iones dede
aimiento apropiadas para el lapso y el shift. Por supuesto que esto esimportante, ya que está rela
ionado a la 
onserva
ión de la masa total del es-pa
iotiempo. La pregunta natural es si este tipo de persisten
ia ante la evolu-
ión también se observa para el �nal 
ilíndri
o. Para estudiar esta 
uestiónne
esitamos datos no esta
ionarios 
omo los 
onstruidos aquí.Consideremos un miembro de la familia para algún λ 6= 0 (omitiremos el
λ en la nota
ión en lo que sigue). Tomemos un 
orto período de tiempo t,enton
es tenemos

h̃ab(t) ≈ h̃ab(0) + ˙̃hab(0)t (5.13)
K̃ab(t) ≈ K̃ab(0) + ˙̃Kabt, (5.14)93



donde el punto denota derivada temporal. Las derivadas temporales ˙̃
hab,

˙̃Kabse pueden 
al
ular usando las e
ua
iones de evolu
ión
˙̃
hab = 2αK̃ab + Lβh̃ab, (5.15)
˙̃Kab = ∇a∇bα + LβK̃ab + α(2K̃c

aK̃bc − K̃K̃ab − R̃ab), (5.16)donde α y βa son el lapso y shift de la folia
ión, L denota la derivada deLie y R̃ab es el tensor de Ri

i de h̃ab. Si queremos preservar la geometría
ilíndri
a en la evolu
ión, debemos tener
ĺım
s→∞

˙̃hab = 0, ĺım
s→∞

˙̃Kab = 0. (5.17)A partir de las e
ua
iones (5.15)�(5.16) dedu
imos las siguientes 
ondi
ionespara el lapso
ĺım
s→∞

α = ĺım
s→∞

∂α = ĺım
s→∞

∂2α = 0 (5.18)y el shift
ĺım
s→∞

βa = ĺım
s→∞

∂βa = 0, (5.19)donde ∂ denota derivadas par
iales 
on respe
to a las 
oordenadas espa
iales.Notemos que para la folia
ión parti
ular de Boyer-Lindquist de Kerr extremo,estos requisitos son satisfe
hos (ver las e
ua
iones (2.60)�(2.61) en la se

ión2.4.3). Las 
ondi
iones (5.18) y (5.19) son análogas a las 
ondi
iones asin-tóti
amente planas para el lapso y el shift.En este 
apítulo hemos supuesto va
ío por simpli
idad. Esperamos queun resultado análogo al teorema (5.1) valga para el agujero negro de Kerr-Newman. En este 
aso, la desigualdad (5.11) debería reemplazarse por laversión generalizada a 
arga, probada re
ientemente [41℄, [45℄.5.3. Prueba del resultado prin
ipalUna 
ara
terísti
a parti
ular de simetría axial es que nos permite redu
irlas e
ua
iones de vín
ulo a solamente una e
ua
ión es
alar para el fa
tor
onforme (la llamada e
ua
ión de Li
hnerowi
z). Este pro
edimiento es bien
ono
ido (ver, por ejemplo, [54℄ y sus referen
ias). Repasémoslo brevemente.Consideremos la métri
a
hab = e−2q(dr2 + r2dθ2) + r2 sin2 θ dφ2, (5.20)donde q = q(r, θ) es una fun
ión arbitraria. Esta métri
a será usada 
omoun fondo 
onforme para la métri
a físi
a h̃ab. Primero dis
utimos 
ómo 
on-struir solu
iones del vín
ulo de momento a partir de un poten
ial axialmente94



simétri
o arbitrario ω(r, θ). Consideremos el siguiente tensor
Kab =

2

ρ2
S(aηb), (5.21)donde

Sa =
1

2ρ2
ǫabcηb∂cω, (5.22)y ǫabc denota el elemento de volumen 
on respe
to a hab, D es la 
onexión 
onrespe
to a hab y ρ = r sin θ es el radio 
ilíndri
o. Los índi
es sobre 
antidadesno tildadas se mueven 
on hab y su inversa hab. El tensor Kab es simétri
o,sin traza, y satisfa
e la siguiente e
ua
ión (ver, por ejemplo el apéndi
e en[47℄)

DaK
ab = 0, (5.23)para q y ω arbitrarios. La e
ua
ión (5.23) esen
ialmente resuelve (a menos deun fa
tor 
onforme) el vín
ulo de momento. Supongamos que tenemos unasolu
ión Φ de la e
ua
ión de Li
hnerowi
z

∆hΦ − R

8
Φ = −KabK

ab

8Φ7
, (5.24)donde ∆h es el Lapla
iano 
on respe
to a hab y R es el es
alar de Ri

i de

hab. Consideremos el res
aleo
h̃ab = Φ4hab, K̃ab = Φ−2Kab. (5.25)Luego, 
omo 
onse
uen
ia de (5.23) el par (h̃ab, K̃ab) satisfa
e los vín
ulos.Es de
ir, el problema se redu
e a resolver la e
ua
ión (5.24). Esta e
ua
iónse puede es
ribir de la siguiente manera remar
ablemente simple en simetríaaxial:

∆Φ = − (∂ω)2

16ρ4Φ7
− ∆2q

4
Φ, (5.26)donde, ∆ y ∆2 son los operadores de Lapla
e planos en tres y dos dimensionesrespe
tivamente (ver (5.92)).Para resolver la e
ua
ión (5.26) ne
esitamos imponer 
ondi
iones de 
on-torno apropiadas. En nuestro 
aso, estas son 
ondi
iones asintóti
amenteplanas en in�nito (es de
ir, en el límite r → ∞) y 
ondi
iones en el origenque representen el �nal 
ilíndri
o. Ambas 
ondi
iones serán in
orporadas enla de�ni
ión del espa
io de Sobolev pesado usado en la prueba del teorema5.2.1 
omo se expli
ará más adelanteEn parti
ular, el dato ini
ial de Kerr extremo satisfa
e esta e
ua
ión, esde
ir

∆Φ0 = − (∂ω0)
2

16ρ4Φ7
0

− ∆2q0

4
Φ0. (5.27)95



La idea es perturbar la e
ua
ión (5.26) alrededor de la solu
ión de Kerrextremo tomando
q0 + λq, ω0 + λω, (5.28)para 
iertas fun
iones �jas q y ω y pequeño λ, y luego en
ontrar una solu
ión

u de�nida por
Φ = Φ0 + u. (5.29)Insertando (5.28) y (5.29) en la e
ua
ión (5.26) y usando la e
ua
ión para eldato de Kerr obtenemos nuestra e
ua
ión �nal
G(λ, u) = 0, (5.30)donde hemos de�nido

G(λ, u) = ∆u +
(∂w0 + λ∂w)2

16ρ4(Φ0 + u)7
− ∂w2

0

16ρ4Φ7
0

+ λ
∆2q

4
(Φ0 + u) +

∆2q0

4
u. (5.31)Luego, el teorema 5.2.1 es una 
onse
uen
ia dire
ta del siguiente teorema deexisten
ia para la e
ua
ión (5.30).Teorema 5.3.1. Sea w ∈ C∞

0 (R3 \ Γ) y q ∈ C∞
0 (R3 \ {0}). Enton
es, existe

λ0 > 0 tal que para todo λ ∈ (−λ0, λ0) existe una solu
ión u(λ) ∈ H
′2
−1/2 dela e
ua
ión (5.30). La solu
ión u(λ) es 
ontinuamente diferen
iable en λ ysatisfa
e Φ0 + u(λ) > 0. Más aún, para pequeño λ y pequeño u (en la norma

H
′2
−1/2) la solu
ión u(λ) es la úni
a solu
ión de la e
ua
ión (5.30).Hemos usado la siguiente nota
ión: Γ denota el eje ρ = 0, C∞

0 (Ω) sonfun
iones suaves 
on soporte 
ompa
to en Ω y H
′2
−1/2 denota los espa
ios deSobolev pesados de�nidos en el apéndi
e A.Anali
emos ahora de qué manera este teorema prueba el teorema presen-tado en la se

ión 5.2. El teorema 5.3.1 provee la existen
ia de la solu
iónperturbada, lo que prueba dire
tamente el item (I) del teorema 5.2.1. La nor-ma men
ionada allí es la norma para el espa
io de Sobolev pesado, H ′2

−1/2.Por 
onstru

ión, la solu
ión obtenida es axialmente simétri
a. También esmaximal, ya que el tensor K0
ab no posee traza. Esto prueba el item (iii). Paraprobar el item (ii) notamos que por hipótesis, la perturba
ión ω se anula enel eje, y por lo tanto, el momento angular de la familia de datos ini
iales esel mismo que en el dato de Kerr extremo no perturbado. La perturba
ión

u pertene
e al espa
io de Sobolev H ′2
−1/2 y por lo tanto (ver lema 5.4.1) se
omporta en el in�nito y el origen 
omo o(r−1/2). El de
aimiento de u a me-dida que r → ∞ asegura que la perturba
ión es asintóti
amente plana enin�nito. Notemos que la perturba
ión 
ambia la masa del dato 
on respe
to96



a la de Kerr extremo, debido a que esta 
ondi
ión de de
aimiento permite untérmino de orden O(r−1) no 
ero para u. Por otro lado, el 
omportamiento de
u en el origen garantiza que no se modi�
a la geometría 
ilíndri
a del datoini
ial de Kerr extremo, ya que posee una tasa de de
aimiento más fuerteen ese �nal. Re
ordemos que para el fa
tor 
onforme no perturbado tenemos
ĺımr→0

√
rΦ0 = g(θ) > 0 (ver la e
ua
ión (5.88)). En parti
ular, el área del�nal 
ilíndri
o (que está determinada por la integral de la fun
ión g(θ)), espreservada por la perturba
ión. Esto es, el área del �nal 
ilíndri
o no dependede λ.Demostra
ión. La demostra
ión se basa en el teorema de la Fun
ión Implí
ita(ver el apéndi
e B, en el resto de la prueba seguiremos la nota
ión introdu
idaen esa se

ión) para el mapa G de�nido en la e
ua
ión (5.31). La prueba sedivide en dos pasos.En el primer paso en
ontramos los espa
ios de Bana
h apropiados X,

Y y Z requeridos por el teorema B.0.7, junto 
on las ve
indades U ⊂ X y
V ⊂ Y , tales que G : V × U → Z de�ne un mapa C1. La parte deli
adade este paso es tomar en 
uenta en la de�ni
ión de los espa
ios de Bana
h,el de
aimiento en in�nito y el 
omportamiento singular en el origen de lasfun
iones de fondo Φ0, q0 y ω0. En parti
ular, es 
laro a partir de la e
ua
ión,que no podemos esperar que la solu
ión u sea regular en el origen, y por ende,los espa
ios de Sobolev estandard no son apropiados. Además, la presen
iade las fun
iones de fondo singulares Φ0, q0 y ω0 en el mapa G nos previenede usar teoremas standard (por ejemplo la regla de la 
adena en espa
iosde Sobolev) para probar que G es C1. Ne
esitamos 
al
ular explí
itamentelas derivadas par
iales fun
ionales a partir de sus de�ni
iones 
omo límites.Esto ha
e que esta parte de la prueba sea laboriosa. El 
omportamientoasintóti
o de las fun
iones de Kerr de fondo es típi
o de 
ualquier dato 
onun �nal asintóti
amente plano y uno 
ilíndri
o, y es el ingrediente prin
ipalque ne
esitamos en este paso.En el segundo paso probamos que la derivada D2G(0, 0) es un isomor�smoentre Y y Z. En esta parte usamos propiedades muy espe
í�
as del datoini
ial de Kerr extremo (es de
ir, el lema 5.5.1) que no son válidas para datosgenéri
os. Ver el 
omentario después de la prueba del lema 5.5.1. Este pasorepresenta la parte 
lave de la prueba.Paso 1. Para manejar el de
aimiento en in�nito y el 
omportamientosingular en el origen de las fun
iones Φ0, q0 y ω0 usaremos los espa
ios deSobolev pesados de�nidos en el apéndi
e A. Elegimos X = R, Y = H ′2

−1/2y Z = L
′2
−5/2. También elegimos U = R. Es 
laro que el mapa G sólo estábien de�nido 
uando Φ0 + u > 0. Por lo tanto, ne
esitamos en
ontrar unave
indad apropiada V de 0 en el espa
io de Bana
h Y tal que esta 
ondi
ión97



se satisfa
e. Consideremos V dado por la bola abierta
||u||H′2

−1/2
< ξ, (5.32)donde la 
onstante ξ se 
al
ula 
omo sigue. A partir del lema 5.4.1 tenemosque para u ∈ V √

r|u| ≤ C0ξ, (5.33)donde la 
onstante C0 es una 
onstante de Sobolev independiente de u. Porel lema 5.5.2 tenemos √
rΦ0 ≥

√
m. (5.34)Luego, si es
ogemos ξ tal que

√
m

C0

> ξ > 0, (5.35)tenemos que para todo u ∈ V
√

r(Φ0 + u) ≥ √
m − C0ξ > 0. (5.36)La 
onstante ξ permane
erá �ja por el resto de la prueba.Primero probamos que G : R × V → L

′2
−5/2 está bien de�nido 
omomapa. Es de
ir, ne
esitamos veri�
ar que para λ ∈ R y u ∈ V obtenemos

G(λ, u) ∈ L
′2
−5/2. Cal
ulemos la norma L

′2
−5/2 de G(λ, u). Usando la de�ni
ión(5.31) y la desigualdad triangular tenemos

‖G(λ, u)‖L′2
−5/2

≤ ‖∆u‖L′2
−5/2

+

∥

∥

∥

∥

λ∂ω (2∂ω0 + λ∂ω)

16ρ4(Φ0 + u)7

∥

∥

∥

∥

L′2
−5/2

+

+
λ

4
‖(Φ0 + u)∆2q‖L′2

−5/2
+

+

∥

∥

∥

∥

(∂ω0)
2

16ρ4

[

1

(Φ0 + u)7
− 1

Φ7
0

]
∥

∥

∥

∥

L′2
−5/2

+
1

4
‖u∆2q0‖L′2

−5/2
. (5.37)A partir de la de�ni
ión de la norma H

′2
−1/2 es 
laro que el primer términoen el lado dere
ho de (5.37) es a
otado. Para los términos segundo y ter
erousamos la hipótesis de que ω tiene soporte 
ompa
to afuera del eje y q soporte
ompa
to afuera del origen, junto 
on la 
ota inferior (5.36), para 
on
luir queestos términos también son a
otados. Los términos deli
ados son los últimosdos.Para el 
uarto término pro
edemos de la siguiente manera. Usando lasiguiente identidad elemental para números reales a y b

1

ap
− 1

bp
= (b − a)

p−1
∑

i=0

ai−pb−1−i (5.38)98



en
ontramos que
r−4

(

1

Φ7
0

− 1

(Φ0 + u)7

)

= uH, (5.39)donde H está dado por
H =

6
∑

i=0

(
√

r(Φ0 + u))i−7(
√

rΦ0)
−1−i. (5.40)Usando las desigualdades (5.34) y (5.36) obtenemos

H ≤ C, (5.41)donde la 
onstante C depende sólo del parámetro de masa m de la solu
iónde fondo de Kerr extremo. En lo que sigue denotaremos genéri
amente por
C a las 
onstantes que dependen a lo sumo de m. Enton
es tenemos

∥

∥

∥

∥

(∂ω0)
2

ρ4

[

1

(Φ0 + u)7
− 1

Φ7
0

]
∥

∥

∥

∥

L′2
−5/2

≤
∥

∥

∥

∥

C

r6
(r4uH)

∥

∥

∥

∥

L′2
−5/2

(5.42)
= C ‖u‖L′2

−1/2
≤ C ‖u‖H′2

−1/2
, (5.43)donde hemos usado la 
ota (5.98) en el lema 5.5.2 para a
otar el fa
tor 
on

ω0 en la primera desigualdad en (5.42). La última desigualdad en (5.42) sededu
e de la de�ni
ión del espa
io de Sobolev pesado H ′2
−1/2.Para el quinto término, que involu
ra q0, usamos la 
ota (5.99) en el lema5.5.2, para en
ontrar

‖u∆2q0‖L′2
−5/2

≤ C
∥

∥

∥

u

r2

∥

∥

∥

L′2
−5/2

= C ‖u‖L′2
−1/2

≤ C ‖u‖H′2
−1/2

. (5.44)Estos 
ál
ulos muestran que todas las normas involu
radas en ‖G(λ, u)‖L′2
−5/2son �nitas, y por lo tanto G : R × V → L′2

−5/2 es un mapa bien de�nido.Ahora probaremos que G es C1 entre los espa
ios de Sobolev men
ionados.Denotemos por D1G(λ, u) la derivada par
ial de Fré
het de G 
on respe
toal primer argumento evaluada en (λ, u) y por D2G(λ, u) la derivada par
ial
on respe
to al segundo argumento. Por de�ni
ión, las derivadas par
ialesson operadores lineales entre los siguientes espa
ios
D1G(λ, u) : R → L′2

−5/2, (5.45)
D2G(λ, u) : H ′2

−1/2 → L′2
−5/2. (5.46)Usamos la nota
ión D1G(λ, u)[γ] para denotar el operador D1G(λ, u) a
tuan-do sobre γ ∈ R. Es de
ir, D1G(λ, u)[γ] de�ne una fun
ión sobre L′2

−5/2. Del99



mismo modo denotamos por D2G(λ, u)[v] al operador a
tuando sobre unafun
ión v ∈ H ′2
−1/2.Proponemos 
omo 
andidatos para estas derivadas par
iales los siguientesoperadores lineales

D1G(λ, u)[γ] =

(

2(∂w0 + λ∂w) · ∂w

16ρ4(Φ0 + u)7
+

∆2q

4
(Φ0 + u)

)

γ, (5.47)
D2G(λ, u)[v] = ∆v +

(

−7(∂w0 + λ∂w)2

16ρ4(Φ0 + u)8
+ λ

∆2q

4
+

∆2q0

4

)

v. (5.48)Estos operadores surgen al tomar formalmente las siguientes derivadas dire
-
ionales al mapa G

d

dt
G(λ + tγ, u)|t=0 = D1G(λ, u)[γ], (5.49)

d

dt
G(λ, u + tv)|t=0 = D2G(λ, u)[v]. (5.50)Para probar que el mapa G : R × V → Z es C1 ne
esitamos probar lossiguientes items:(a) Los operadores lineales (5.47) y (5.48) son a
otados, es de
ir
‖D1G(λ, u)[γ]‖L′2

−5/2
≤ C1|γ|, (5.51)

‖D2G(λ, u)[v]‖L′2
−5/2

≤ C2 ‖v‖H′2
−1/2

, (5.52)donde las 
onstantes C1 y C2 no dependen de γ ni v respe
tivamente.(b) Los operadores (5.47) y (5.48) son 
ontinuos en (λ, u) 
on respe
to a lasnormas operador. Es de
ir, para 
ada δ > 0 existe ǫ > 0 tal que
|λ1 − λ2| < ǫ ⇒ ‖D1G(λ1, u) − D1G(λ2, u)‖L(X,Z) < δ, (5.53)y

‖u1 − u2‖H′2
−1/2

< ǫ ⇒ ‖D1G(λ, u1) − D1G(λ2, u2)‖L(Y,Z) < δ, (5.54)donde las normas operador usadas en el lado dere
ho de estas desigual-dades están de�nidas en el apéndi
e B.(
) Los operadores (5.47) y (5.48) son las derivadas par
iales de Fré
het de
G (ver la de�ni
ión en el apéndi
e B). Esto es

ĺım
γ→0

‖G(λ + γ, u) − G(λ, u) − D1G(λ, u)[γ]‖L′2
−5/2

|γ| = 0, (5.55)100



y
ĺım
v→0

‖G(λ, u + v) − G(λ, u) − D2G(λ, u)[v]‖L′2
−5/2

‖v‖H′2
−1/2

= 0. (5.56)Realizando 
ál
ulos similares a los anteriores es dire
to probar (a) y tam-bién la siguiente estima
ión
‖D1G(λ1, u) − D1G(λ2, u)‖L′2

−5/2
≤ C|λ1 − λ2|, (5.57)donde C no depende de λ1 y λ2. A partir de la desigualdad (5.57) se dedu
ela 
ontinuidad 
on respe
to a λ, e
ua
ión (5.53) del item (b). De he
ho, laestima
ión (5.57) es un po
o más fuerte porque da 
ontinuidad uniforme.La 
ontinuidad en la dire

ión de u es más deli
ada. Usando nuevamentela identidad (5.38) tenemos

r−9/2

(

1

(Φ0 + u1)
− 1

(Φ0 + u2)

)

= (u2 − u1)H, (5.58)donde
H =

7
∑

i=0

(
√

r(Φ0 + u1))
i−8(

√
r(Φ0 + u2))

−1−i. (5.59)Usando que u1, u2 ∈ V y la 
ota inferior (5.36) obtenemos
H ≤ C. (5.60)Usamos la 
ota superior (5.98), junto 
on (5.60) para en
ontrar

‖D1G(λ, u1) − D1G(λ2, u2)‖L′2
−5/2

≤ C

∥

∥

∥

∥

v(u1 − u2)

r3/2

∥

∥

∥

∥

L′2
−5/2

. (5.61)A
otamos el lado dere
ho de (5.61) de la siguiente manera
∥

∥

∥

∥

v(u1 − u2)

r3/2

∥

∥

∥

∥

L′2
−5/2

=

(
∫

R3

v2(u1 − u2)
2

r
dx

)1/2

, (5.62)
=

(
∫

R3

(
√

rv)2(u1 − u2)
2

r2
dx

)1/2 (5.63)
≤ C ‖v‖H′2

−1/2

(
∫

R3

(u1 − u2)
2

r2
dx

)1/2 (5.64)
≤ C ‖v‖H′2

−1/2
‖u1 − u2‖H′2

−1/2
. (5.65)101



La e
ua
ión (5.62) es solamente la de�ni
ión de la norma L′2
−5/2 y la e
ua
ión(5.63) es un arreglo trivial de fa
tores. La desigualdad 
ru
ial es (5.64) dondehemos usado el lema 5.4.1. Finalmente, la línea (5.65) sigue de la de�ni
iónde las normas H ′2

−1/2. Por ende, obtenemos nuestra desigualdad �nal
‖D1G(λ, u1) − D1G(λ2, u2)‖L′2

−5/2
≤ C ‖v‖H′2

−1/2
‖u1 − u2‖H′2

−1/2
. (5.66)A partir de esta desigualdad, se sigue la 
ontinuidad (5.54).Ahora probamos (
). El primer límite (5.55) es dire
to. La parte deli
adaes el segundo límite (5.56). Seguimos un argumento similar al del 
ál
uloanterior. Primero 
al
ulamos

G(λ, u + v) − G(λ, u) − D2G(λ, u)[v] =

(∂ω0 + λ∂ω)2

16ρ4

(

1

(Φ0 + u + v)7
− 1

(Φ0 + u)7
+

7v

(Φ0 + u)8

)

. (5.67)Tenemos
r−9/2

(

1

(Φ0 + u + v)7
− 1

(Φ0 + u)7
+

7v

(Φ0 + u)8

)

= v2H, (5.68)
on
H =

1

(
√

r(Φ0 + u + v))7(
√

r(Φ0 + u))8

∑

i+j+k=6
i,j,k≥0

Cijk(
√

rΦ0)
i(
√

ru)j(
√

rv)k,(5.69)donde Cijk son 
onstantes numéri
as. Para a
otar H usamos las 
otas supe-rior e inferior para Φ0 dadas por (5.97) y el he
ho de que u, v ∈ V (y portanto satisfa
en la 
ota (5.33)). Obtenemos
|H| ≤ C

(r + m)6/2

(
√

(r + m) − C0ξ)15
≤ C. (5.70)Luego tenemos

‖G(λ, u + v) − G(λ, u) − D2G(λ, u)[v]‖L′2
−5/2

≤ C

∥

∥

∥

∥

r9/2v2H

r6

∥

∥

∥

∥

L′2
−5/2

, (5.71)
=

∥

∥

∥

∥

v2

r3/2

∥

∥

∥

∥

L′2
−5/2

. (5.72)Usando el mismo argumento que empleamos en las e
ua
iones (5.62)�(5.65)�nalmente obtenemos la estima
ión deseada
‖G(λ, u + v) − G(λ, u) − D2G(λ, u)[v]‖L′2

−5/2
≤ C

(

‖v‖H′2
−1/2

)2

. (5.73)102



De (5.73) se dedu
e (5.56).Paso 2. Probaremos que D2G(0, 0) : H ′2
−1/2 → L′2

−5/2 es un isomor�smo.Es
ribimos este operador lineal de la siguiente forma
D2G(0, 0)[v] = ∆v − αv, (5.74)donde
α = 7

(∂ω0)
2

16ρ4Φ8
0

− ∆2q0

4
. (5.75)Por el lema 5.5.1 tenemos que α = hr−2 donde h es una fun
ión positiva ya
otada en R

3. En el 
apítulo anterior se ha probado que bajo tales 
ondi-
iones para α el mapa (5.74) es un isomor�smo entre H ′2
−1/2 y L′2

−5/2.Hemos satisfe
ho todas las hipótesis del Teorema de la Fun
ión Implí
ita.Enton
es, existe una ve
indad W = (−λ0, λ0) del origen en R tal que vale la
on
lusión del teorema 5.3.1.Comentarios: Hemos impuesto a las fun
iones perturbativas ω y q quetengan soporte 
ompa
to. Esto se puede relajar demandando un 
ompor-tamiento apropiado en el eje y en el origen.Los datos axialmente simétri
os 
onsiderados aquí no son los más gen-erales, ya que estamos suponiendo, en la forma de la métri
a (5.20) que elve
tor de Killing axial es hipersuper�
ie ortogonal a la super�
ie S (pero,por supuesto, tiene twist no 
ero en el espa
iotiempo). Esta simpli�
a
ión nospermite usar la expresión explí
ita (5.21) para la segunda forma fundamen-tal, y esperamos que este resultado se pueda generalizar sin esta suposi
ión.Sin embargo, es importante enfatizar que dado un dato 
omo el 
onstruidoen este teorema, la evolu
ión temporal des
rita en la se

ión 5.2, bajo las
ondi
iones para el lapso y el shift (5.18)�(5.19), desarrollarán datos ini
iales
on esta misma geometría asintóti
a para los 
uales el ve
tor de Killing noes super�
ie ortogonal. Y por lo tanto, obtenemos a partir de nuestra fa-milia, datos ini
iales no triviales para los 
uales el ve
tor de Killing no eshipersuper�
ie ortogonal.5.4. De
aimiento en espa
ios de Sobolev pesa-dosLos espa
ios pesados de Sobolev de Bartnik W ′k,p
δ [13℄, de�nidos en elapéndi
e A y usados a lo largo de toda la tesis son apropiados para estudiargeometrías 
on un �nal 
ilíndri
o y uno asintóti
amente plano ya que tienenpesos tanto en el in�nito 
omo en el origen.103



En este trabajo solamente usamos los 
asos n = 3 y p = 2, que han sidodenotados 
omo H ′k
δ = W ′k,2

δ y las normas 
orrespondientes 
omo ‖f‖L′2
δ

=
‖f‖′2,δ and ‖f‖H′k

δ
= ‖f‖′k,2,δ.El siguiente lema juega un rol fundamental en la prueba del teorema5.3.1 y en otros puntos de la tesis, ya que estable
e que si una fun
ión upertene
e al espa
io H2

δ , enton
es u = o(r−δ) en el origen y en in�nito. Másgeneralmente tenemos el siguiente resultado.Lema 5.4.1. Supongamos que u ∈ W ′k,p
δ 
on n − kp < 0, enton
es tenemosla siguiente estima
ión

r−δ|u| ≤ C ‖u‖′k,p,δ . (5.76)Más aún, tenemos
ĺım
r→0

r−δ|u| = ĺım
r→∞

r−δ|u| = 0. (5.77)Usaremos este lema sólo para el 
aso parti
ular p = 2, n = 3, k = 2 y
δ = −1/2, sin embargo, presentamos la demostra
ión para el 
aso generaldebido a que puede poseer otras apli
a
iones.Demostra
ión. Esta prueba está adaptada de [13℄, Teorema 1.2, donde elplanteo se realiza para espa
ios pesados solamente en in�nito (es de
ir, espa-
ios W k,p

δ en la nota
ión de [13℄ y del apéndi
e A en esta tesis).Sea BR la bola de radio R 
entrada en el origen, y sea AR el anillo
AR = B2R \ BR. De�nimos la fun
ión res
aleada

uR(x) := u(Rx). (5.78)Luego, la propiedad fundamental de res
aleo de los espa
ios W ′k,p
δ (
f. e
ua
iónluego de la e
ua
ión (1.3) en [13℄) está dada por

‖uR‖k,p,δ;A1 = Rδ‖u‖k,p,δ;AR
, (5.79)donde hemos usado la misma nota
ión que [13℄ para normas sobre sub
on-juntos de R

n.Tenemos
sup
AR

r−δ|u| = sup
A1

R−δr−δ|uR|, (5.80)
≤ CR−δ‖r−δuR‖k,p;A1, (5.81)
≤ CR−δ‖uR‖′k,p,δ;A1

, (5.82)
= C‖u‖′k,p,δ;AR

. (5.83)La línea (5.80) es un 
ambio trivial de 
oordenadas. Para la desigualdad(5.81) hemos usado la estima
ión de Sobolev estandard sobre el dominio104



a
otado A1, que es válida para n − kp < 0. Hemos denotado la norma deSobolev estandard sobre un dominio Ω por ‖ · ‖k,p;Ω. Es importante notarque la 
onstante C no depende de R, ya que el dominio A1 tampo
o lo ha
e.La desigualdad en (5.82) se dedu
e del he
ho de que sobre el dominio A1las dos normas (estandard y pesada) son equivalentes. Finalmente, en (5.83)apli
amos la propiedad de res
aleo (5.79).Consideremos el 
onjunto de anillos A2j y de�nimos uj = u|A
2j
. Es 
laroque

u =
∞
∑

j=−∞

uj. (5.84)Luego, usamos la estima
ión (5.80) sobre A2j y sumamos sobre todos los j

(sup r−δ|u|)p ≤
∞
∑

j=−∞

(sup r−δ|uj|)p ≤ C
∞
∑

j=−∞

‖uj‖′pk,p,δ, (5.85)
= C‖u‖′pk,p,δ. (5.86)lo que prueba (5.76).Para probar (5.77) observamos que la suma ∑∞

j=−∞(sup r−δ|uj|)p es unasuma in�nita de números reales positivos que es a
otada, por lo tanto, en ellímite debemos tener
ĺım

j→±∞
(sup r−δ|uj|) = 0, (5.87)lo que es equivalente a (5.77).5.5. Propiedades del dato ini
ial de Kerr ex-tremoEn esta última se

ión probaremos algunas propiedades del dato ini
ialde Kerr extremo que son de gran utilidad en la prueba del teorema 5.3.1.Debido a que la solu
ión de Kerr se 
ono
e explí
itamente, las siguientespropiedades podrían, en prin
ipio veri�
arse mediante el 
ál
ulo dire
to. Sinembargo, en el lema 5.5.1, resulta 
onveniente apelar a otras té
ni
as ya quelos 
ál
ulos se tornan demasiado laboriosos.Como nos interesa obtener propiedades del dato de Kerr extremo en el�nal 
ilíndri
o, es de
ir, 
uando r → 0, observemos el límite asintóti
o, ha
ia
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di
ho �nal para las siguientes fun
iones.
ĺım
r→0

√
rΦ0 =

(

4m2

1 + cos2 θ

)1/4

, (5.88)
ĺım
r→0

e2q0 =

(

1 + cos2 θ

2

)2

, (5.89)
ĺım
r→0

ω0 = − 8J cos θ

1 + cos2 θ
, (5.90)

ĺım
r→0

R =
2 sin2 θ

m2(1 + cos2 θ)3
. (5.91)donde R es el es
alar de Ri

i de la métri
a hab de�nida en 5.1, y las demásfun
iones fueron introdu
idas en la se

ión 5.2 En lo que sigue, usamos ∆para denotar el operador de Lapla
e plano en tres dimensiones, y el operadorde Lapla
e 2-dimensional ∆2 está dado por

∆2 =
1

r
∂r(r∂r) +

1

r2
∂2

θ . (5.92)El siguiente lema juega un papel 
ru
ial en la prueba del teorema 5.3.1.Lema 5.5.1. Sean q0 y Φ0 dados por (5.2) y ω0 por (5.3). Enton
es la fun
ión
α de�nida en (5.75), tiene la forma α = hr−2 donde h ≥ 0 y h es a
otadoen R

3.Demostra
ión. A partir del vín
ulo Hamiltoniano
−∆2q0

4
=

∆Φ0

Φ0
+

(∂w0)
2

16η2
(5.93)y la e
ua
ión de esta
ionaridad satisfe
ha por el dato ini
ial de Kerr extremo(ver [9℄)

∆Φ0

Φ0
= −(∂ω0)

2

4η2
+

(∂Φ0)
2

Φ2
0

(5.94)obtenemos
−∆2q0

4
= − 3

16

(∂w0)
2

η2
+

(∂Φ0)
2

Φ2
0

. (5.95)Enton
es
α =

(∂ω0)
2

4η2
+

(∂Φ0)
2

Φ2
0

, (5.96)que es 
laramente una 
antidad no negativa. Mediante un 
ál
ulo explí
itose puede ver que α es de he
ho una fun
ión estri
tamente positiva. Como no106



ne
esitamos esta propiedad para nuestros propósitos, omitimos los detalles.También, por medios explí
itos, notamos que α es O(r−2) en el origen, y
O(r−4) en in�nito, siendo por otro lado a
otada. Por esto debe existir unafun
ión positiva h tal que α = hr−2.Es importante notar que en la prueba del lema 5.5.1 hemos usado el he-
ho de que Kerr extremo satisfa
e las e
ua
iones de Einstein esta
ionarias ytambién que la topología de Kerr extremo nos permite elegir estas 
oorde-nadas. En parti
ular, la prueba falla para Kerr no extremo. Ver una dis
usiónsimilar en [52℄ al �nal de la página 6868.Lema 5.5.2. Sean Φ0, q0 y ω0 de�nidas por (5.2) y (5.3), y supongamos que
m > 0. Enton
es tenemos las siguientes 
otas:

√
m ≤

√
r + m ≤ √

rΦ0 ≤
√

2
√

r + m, (5.97)
(∂ω0)

2

ρ4
≤ 116

m4

r6
, (5.98)

|∆2q0| ≤
90

r2
. (5.99)Demostra
ión. La desigualdad (5.97) ha sido probada en [9℄ (ver las e
ua-
iones (10) y (12) en esta referen
ia).Tenemos

(∂ω0)
2 =

4m4ρ6F

r8Σ4
(5.100)donde

F = 4r2a4r̃2 sin2(2θ) +
(

3r̃4 + a2r̃2 + a2(r̃2 − a2) cos2 θ
)2 (5.101)y r̃ = r + m. Enton
es

F ≤ 4r2a4r̃2 +
(

3r̃4 + a2r̃2 + a2r̃2
)2 ≤ 29(r + a)8. (5.102)También en
ontramos, a
otando Σ ≥ (r + a)2 y ρ ≤ r, que

(∂ω0)
2 ≤ 4a4ρ429(r + a)8

r6(r + a)8
= 116

m4

r2
. (5.103)Finalmente, usando las expresiones explí
itas para Φ0 y ω0 se puede ver-i�
ar, luego de un 
ál
ulo laborioso pero dire
to, la 
ota sobre |∆2q0|.107



Capítulo 6Desigualdad entre momentoangular y área del horizonte
6.1. Introdu

iónLas desigualdades que involu
ran 
antidades geométri
as 
on interpreta
iónfísi
a juegan un rol muy importante en relatividad general. El ejemplo másrelevante es el teorema de la positividad de la masa. La masa m en relativi-dad general se representa por una 
antidad puramente geométri
a sobre unavariedad Riemanniana masa y mide la 
antidad total de energía, y por lotanto debería ser positiva desde un punto de vista físi
o.Para agujeros negros, el primer ejemplo de desigualdad geométri
a es ladesigualdad de Penrose que rela
iona el área del horizonte A del agujero 
onla masa total del espa
iotiempo

√

A

16π
≤ m. (6.1)Otro ejemplo es la desigualdad entre masa y momento angular para agujerosnegros axialmente simétri
os dis
utida en la se

ión 1.2

√

|J | ≤ m, (6.2)y su generaliza
ión para in
luir 
argas. Estas desigualdades están íntima-mente rela
ionadas 
on la 
onjetura del 
ensor 
ósmi
o. Se pueden interpretar
omo indi
a
iones indire
tas, pero relevantes de la validez de esta 
onjetura.La masa total es una 
antidad global, mientras que el área y el momen-to angular en simetría axial son 
antidades 
uasi-lo
ales, es de
ir 
ontieneninforma
ión a
er
a de una región a
otada del espa
iotiempo. Resulta intere-sante este tipo de desigualdades ya que permiten al
anzar un mayor 
ontrolsobre la dinámi
a del agujero negro, 
on respe
to a sus versiones globales.108



Con este espíritu, en [59℄ se formuló la siguiente 
onjetura:Conjetura 6.1.1. Considere un 
onjunto de datos ini
iales axialmente simétri-
os, de va
ío, 
ompletos y asintóti
amente planos para las e
ua
iones de Ein-stein. Enton
es vale la siguiente desigualdad
8π|J | ≤ A, (6.3)donde A y J son el área y el momento angular de una 
omponente 
onexadel horizonte aparente.En [60℄ se presentaron eviden
ias para la validez de la 
onjetura 6.1.1.Estas eviden
ias son las siguientes: en una 
lase parti
ular de datos ini
iales,llamados datos ini
iales de garganta extremos, la primera varia
ión del área,
on momento angular �jo, es 
ero y la segunda varia
ión es de�nido posi-tiva evaluada en el dato ini
ial de garganta extremo de Kerr. Esto indi
aque el área del dato ini
ial de garganta extremo de Kerr es un mínimo enesta 
lase de datos. Como el dato de Kerr extremo satisfa
e la igualdad en(6.3) se dedu
e que el área de un dato ini
ial de garganta genéri
o satisfa
e(6.3). El ingrediente 
lave para este análisis es una fórmula que rela
iona lasvaria
iones del área del dato de garganta extremo 
on la varia
ión de unafun
ional de masa apropiadamente de�nido.Sin embargo, 
omo se notó en [60℄, para poder usar estos argumentos paraprobar la 
onjetura 6.1.1, hay dos puntos prin
ipales que ne
esitan estudi-arse. El primero es el siguiente. Es bien 
ono
ido que una segunda varia
iónno negativa es una 
ondi
ión ne
esaria para un mínimo lo
al pero no es su�-
iente. Para probar que Kerr extremo es un mínimo lo
al es ne
esario proveerestima
iones extras de manera similar a [51℄. Como se remar
ó en [60℄ se es-pera que el mismo análisis se aplique a este 
aso también. Sin embargo, paraprobar que Kerr extremo es un mínimo global (que es, pre
isamente lo quene
esitamos probar) se ne
esita un ingrediente diferente, ya que a priori noes 
laro 
ómo rela
ionar el área y la fun
ional de masa men
ionada anteslejos de la solu
ión de Kerr extremo.El segundo punto es 
ómo extender el resultado de datos ini
iales degarganta extremos para in
luir los datos ini
iales para agujeros negros asin-tóti
amente planos físi
amente relevantes men
ionados en la 
onjetura. En[60℄ se propone un pro
edimiento de límite que en prin
ipio podría redu
irel 
aso general al 
aso de garanta extremo. Este pro
edimiento de límite essimilar en espíritu al límite extremo del dato ini
ial de Kerr extremo. Sinembargo, no es para nada 
laro 
ómo 
onstruir este límite en general. Un
andidato natural sería un dato ini
ial que esté próximo a Kerr. Pero in
lusopara esta 
lase de datos la 
onstru

ión pare
e ser difí
il.109



El propósito de este 
apítulo es ata
ar los dos puntos men
ionados antes.Para el primero damos una respuesta 
ompleta y óptima, es de
ir, probamosque el dato ini
ial de garganta extremo de Kerr es un mínimo global en esta
lase. En el 
entro de nuestro argumento ya
e una desigualdad remar
ableque rela
iona el área y la fun
ional de masa para datos ini
iales de gargantaextremos. Esta desigualdad es la generaliza
ión global de los argumentoslo
ales presentados en [60℄.Para el segundo punto damos una respuesta par
ial. Probamos la 
onjetu-ra para una 
lase de datos ini
iales que posee varias restri

iones té
ni
as. Sinembargo, a pesar de esto, esta 
lase es relevante en sí misma. In
luye datosini
iales que poseen una isometría que deja �ja una super�
ie bidimensional.Este tipo de datos pueden des
ribir agujeros negros rotantes distorsionadoslejos del equilibrio. Han sido intensamente usados en simula
iones numéri
as[21℄. La bien 
ono
ida familia de datos de Bowen-York [20℄ es un 
aso par-ti
ular, donde la métri
a es 
onformemente plana. Nuestra prueba no ya
esobre un pro
edimiento de límite. Es interesante remar
ar que es un argu-mento puramente lo
al, que usa la fórmula de masa para estimar de manerasimple el área de la super�
ie minimal.Finalmente, extendemos la validez de la 
onjetura 6.1.1 para in
luir una
onstante 
osmológi
a positiva (y por lo tanto datos ini
iales no asintóti
a-mente planos). Esta generaliza
ión es relevante porque existe un 
ontraejem-plo a la desigualdad (6.3) para el 
aso de 
onstante 
osmológi
a negativa,
omo se men
ionó en [19℄. Veremos que la in
lusión de la 
onstante 
os-mológi
a fortale
e el rol de un es
alar de Ri

i no negativo. Por otro lado,resulta interesante físi
amente esta in
lusión, debido a los resultados que 
on-�rman el paradigma 
osmológi
o a
tual (ver [3℄ y sus referen
ias). Esto es,que nuestro universo posee una 
omponente de energía os
ura equivalente auna 
onstante 
osmológi
a positiva. La primera indi
a
ión de esto se obtu-vo 
uando se analizaron datos de supernovas y apuntaron a una expansióna
elerada del universo. A pesar de que esta 
onstante 
osmológi
a 
ontribuyedespre
iablemente a la densidad de energía total en el universo temprano, sevuelve el término dominante del tensor de energía tensiones en el futuro.El plan del 
apítulo es el siguiente. En la se

ión 6.2 presentamos nuestroresultado prin
ipal, dado por el teorema 6.2.1. También dis
utimos el al
an
edel teorema y analizamos ejemplos relevantes. La prueba de este resultado
onsiste de dos partes prin
ipales, expli
adas en las se

iones 6.3 y 6.4.El resultado prin
ipal de la se

ión 6.3 es una estima
ión para el áreaen términos de la fun
ional de masa. En la se

ión 6.4 men
ionamos unargumento varia
ional que estable
e que el mínimo global de la fun
ional demasa está dado por el dato ini
ial de garganta extremo de Kerr.110



6.2. Resultado prin
ipalUn dato ini
ial para las e
ua
iones de Einstein, 
on 
onstante 
osmológ-i
a Λ, 
onsiste de una 3-variedad Riemanniana S, junto 
on sus primera ysegunda formas fundamentales, h̃ab y K̃ab respe
tivamente, que satisfa
en losvín
ulos de Einstein de va
ío en S

R̃ + K̃2 − K̃abK̃
ab = 2Λ, (6.4)

∇̃aK̃ab − ∇̃bK̃ = 0. (6.5)En estas e
ua
iones, K̃ = h̃abK̃ab, El es
alar de Ri

i R̃, las 
ontra

ionesy las derivadas 
ovariantes se 
al
ulan 
on respe
to a h̃ab. La presen
ia dela 
onstante 
osmológi
a Λ permite datos no asintóti
amente planos que de-s
riben datos de tipo de Sitter (Λ > 0) o anti-de Sitter (Λ < 0).Cuando los datos ini
iales son maximales (i.e. K̃ = 0) las e
ua
iones devín
ulo se simpli�
an 
onsiderablemente. En parti
ular, 
uando Λ ≥ 0, eles
alar de 
urvatura R̃ es no negativo. La 
ondi
ión R̃ ≥ 0 juega un papel
ru
ial en este 
apítulo.Los datos ini
iales son axialmente simétri
os si existe un 
ampo ve
torialde Killing axial ηa tal que
Lηh̃ab = 0, LηK̃ab = 0, (6.6)donde L denota la derivada de Lie. El desarrollo de Cau
hy de tal dato seráun espa
iotiempo axialmente simétri
o.Para una métri
a axialmente simétri
a, siempre es posible [38℄ elegir 
o-ordenadas lo
ales (r, θ, φ) tales que

h̃ = eσ
[

e2q(dr2 + r2dθ2) + r2 sin2 θ(dφ + vrdr + vθdθ)2
]

, (6.7)donde σ, q, vr y vθ son fun
iones regulares de r y θ. En estas 
oordenadas, elve
tor de Killing está dado por
ηa = (∂φ)a, (6.8)y el 
uadrado de su norma es

η = ηaηa = eσr2 sin2 θ. (6.9)Las 
ondi
iones de regularidad sobre la métri
a h̃ en el eje Γ impli
an que
q|Γ = 0, (6.10)donde Γ denota el eje polar r sin θ = 0.111



El poten
ial de twist ω del 
ampo de Killing axial del espa
iotiempo sepuede 
al
ular en términos de la segunda forma fundamental K̃ab 
omo sigue(ver [54℄ por detalles). De�nimos el ve
tor Sa por
Sa = K̃abη

b − η−1ηaK̃bcη
bηc (6.11)luego, de�nimos K̃a por

K̃a = ǫabcS
bηc (6.12)donde ǫabc es el elemento de volumen 
on respe
to a la métri
a plana. Envirtud de las e
ua
iones de vín
ulo, el ve
tor K̃a es el gradiente de un 
ampoes
alar que es el poten
ial de twist, es de
ir

K̃a =
1

2
∇aω. (6.13)En este 
apítulo estudiaremos la geometría de super�
ies r = constante.Para estas super�
ies existen dos 
antidades relevantes. La primera es elmomento angular. Para datos axialmente simétri
os el momento angular Jaso
iado 
on una 2-super�
ie 
errada arbitraria N en S es una 
antidadfísi
a bien de�nida (la integral de Komar del ve
tor de Killing, ver [54℄ y lasreferen
ias allí men
ionadas). Enton
es se de�ne el momento angular de Npor la siguiente integral

JN :=

∮

N

πabη
anbdsh, (6.14)donde πab = Kab−Khab y na, dsh son, respe
tivamente, el ve
tor unitario nor-mal y el elemento de super�
ie 
on respe
to a hab. Debido a las propiedadesde la forma πabn

b en simetría axial, para tener momento angular J distintode 
ero, la variedad S debe tener una topología no trivial, por ejemplo, que Stenga más de un �nal. Sea N∞ 
ualquier super�
ie 
errada en un dado �naltal que en
ierre la 
orrespondiente bola en R
3. El momento angular total del�nal está de�nido por J := JN∞

.En el 
aso de datos ini
iales de la forma (6.7), el momento angular estádeterminado por el poten
ial ω de la siguiente manera
J =

1

8
(ω(r, θ = π) − ω(r, θ = 0)) . (6.15)La segunda 
antidad relevante para este estudio es el área de la super�
ie.La 2-métri
a indu
ida en tal super�
ie es

γab = eσr2
[

e2qdθ2 + sin2 θ(dφ + vθdθ)2
] (6.16)112



y, notablemente, su determinante no depende de vθ ni vr,
det(γab) = e2σ+2qr4 sin2 θ. (6.17)Luego, el área de la super�
ie r = constante está dada por

A =

∫

S2

√

det(γab)dθdφ =

∫

S2

eσ+qr2dS = 2πr2

∫ π

0

eσ+q sin θdθ, (6.18)donde dS = sin θdθdφ es el elemento de super�
ie sobre la 2-esfera unidad yen la última igualdad hemos usado la simetría axial.Otra 
antidad geométri
a útil es la segunda forma fundamental de la2-super�
ie χij dada por
χij = −γk

i ∇knj (6.19)donde ni = eσ/2+q(dr)i es la normal unitaria a la super�
ie. La 
urvaturamedia de la super�
ie es un 
on
epto importante en lo que sigue y toma laforma
χ = χi

i = e−σ/2−q

(

∂r(σ + q) +
2

r

)

, (6.20)La 
urvatura media χ está rela
ionada 
on las derivadas radiales del área
A de la siguiente manera. Para la primera derivada tenemos

∂rA =

∫

S2

e
3
2
σ+2qr2χ dS, (6.21)y para la segunda derivada,

∂2
r A =

∫

S2

[

e
3
2
σ+2qr2∂rχ + χ∂r(r

2e
3
2
σ+2q)

]

dS. (6.22)El 
aso χ = 0 será relevante para nuestros propósitos. Para ese 
aso tenemos
∂rA = 0, ∂2

rA =

∫

S2

e
3
2
σ+2qr2∂rχ dS. (6.23)El siguiente teorema 
onstituye el resultado prin
ipal del presente 
apí-tulo.Teorema 6.2.1. Considere datos ini
iales maximales, de va
ío, axisimétri-
os, 
on 
onstante 
osmológi
a no negativa 
omo se des
riben arriba. Supongaque existe una super�
ie Σ = {r = constante} donde se satisfa
en las sigu-ientes 
ondi
iones lo
ales

χ = 0, (6.24)
∂rχ ≥ 0, (6.25)
∂rq = 0. (6.26)113



Enton
es tenemos
8π|J | ≤ A (6.27)donde A es el área y J el momento angular de Σ.Dis
utamos las hipótesis de este teorema. El teorema es un resultadopuramente lo
al, en parti
ular, no hay 
ondi
iones sobre la asintóti
a del datoini
ial. También hemos introdu
ido la 
onstante 
osmológi
a, generalizandode este modo la validez de la 
onjetura 6.1.1. Como men
ionamos en laintrodu

ión, en [19℄ se ha presentado un 
ontraejemplo a la desigualdad(6.3) 
on 
onstante 
osmológi
a negativa. Datos maximales 
on 
onstante
osmológi
a no negativa (
omo los requeridos en las hipótesis del teorema)tienen es
alar de Ri

i no negativo. Esta es la propiedad 
ru
ial que nospermite probar (6.27).La primera restri

ión importante del teorema es que sólo se permiten su-per�
ies r = constant . En el 
aso general, el horizonte en esta 
onjetura noserá tal super�
ie. Esta ele

ión parti
ular de folia
ión adaptada a las 
oorde-nadas 
ilíndri
as simpli�
a 
onsiderablemente las estima
iones. Un problemaabierto relevante es 
ómo extender estos resultados para in
luir super�
iesgenerales.Por las e
ua
iones (6.21) y (6.23), dedu
imos que las 
ondi
iones (6.24)y (6.25) impli
an que el área de la super�
ie Σ es un mínimo lo
al. Es de
ir,

Σ es una super�
ie minimal1. Si éstas fueran las úni
as hipótesis en el teore-ma, enton
es la 
onjetura 6.1.1 sería probada para datos ini
iales que tienenuna super�
ie minimal global r = constante. Por de�ni
ión, el área de talsuper�
ie minimal es menor o igual que el área de 
ualquier otra super�
ie,en parti
ular, el horizonte. Sin embargo, para poder probar la desigualdad(6.27) requerimos la 
ondi
ión extra (6.26). Esta es una restri

ión té
ni
aque no esperamos sea ne
esaria. De todos modos, es importante enfatizarque esta también es una 
ondi
ión geométri
a, ya que se puede es
ribir entérminos de χ y la 
omponente χijη
iηj de la 
urvatura extrínse
a χij de Σ
omo

χ = 0 y χijη
iηj = 0 ⇒ ∂rq = 0. (6.28)Este resultado se puede ver de la siguiente manera

χijη
iηj = −γk

i ∇knjη
iηj = −∇injη

iηj = −∇i(njη
j)ηi + nj(∇iη

j)ηi, (6.29)pero el primer término en la última expresión es 
ero porque ηi y ni sonortogonales. Enton
es
χijη

iηj = nj(∇iηj)η
i = −nj(∇jηi)η

i (6.30)1En la literatura también es 
omún llamar minimal a una super�
ie que posea χ = 0.En este trabajo usamos el término extremo para tal super�
ie, y reservamos el términominimal para las super�
ies que, además, son minimizadoras del área.114



ya que ηi es un 
ampo ve
torial de Killing. Finalmente tenemos
χijη

iηj = −1

2
nj∇jη = −1

2
nr∂rη = −1

2
nrr2 sin2 θeσ

(

∂rσ +
2

r

)

, (6.31)donde, en la segunda igualdad, hemos he
ho uso de la simetría axial. Por lotanto χijη
iηj = 0 junto 
on χ = 0, impli
an ∂rq = 0 (ver la e
ua
ión (6.20)).Esta forma alternativa de es
ribir las hipótesis del teorema 6.2.1 da unades
rip
ión más geométri
a de la super�
ie 
onsiderada. En parti
ular, lassuper�
ies totalmente geodési
as satisfa
en (6.28) (y más aún, 
uando vr =

vθ ≡ 0, la 
ondi
ión (6.28) impli
a que Σ es totalmente geodési
a).Presentamos ahora la prueba del teorema 6.2.1.Prueba del teorema 6.2.1. La prueba se divide en dos partes prin
ipales de-s
ritas en las se

iones 6.3 y 6.4. Primero obtenemos una desigualdad querela
iona el área 
on la fun
ional de masa. Esto está dado por el lema 6.3.2.Aquí usamos las hipótesis (6.24), (6.25) y (6.26). Luego, usando el lemaprobado en el artí
ulo [2℄ (que reprodu
imos aquí en el lema 6.4.1) a
ota-mos la fun
ional de masa por el momento angular y obtenemos el resultadodeseado.Antes de pasar a los detalles de la prueba, veamos dos ejemplos 
laveen los 
uales se puede apli
ar el teorema. Los datos tienen que satisfa
erlas e
ua
iones de vín
ulo (6.4)�(6.5), y por lo tanto, las fun
iones σ, q y ωno se pueden elegir independientemente. Enton
es, no es 
laro a priori quétipo de datos, si hay alguno, satisfa
e las 
ondi
iones (6.24)-(6.26). Afortu-nadamente, existe una 
lase parti
ularmente relevante de datos ini
iales quesatisfa
e todas estas 
ondi
iones. Esto es, datos ini
iales 
on una isometríaque deja invariante la super�
ie Σ. Esta isometría también se 
ono
e 
omo'inversión a través de la garganta' en la literatura. Dis
utamos esta familiade ejemplos en más detalle.6.2.1. Datos invariantes ante inversión por una esferaConsideremos una 3-variedad Riemanniana 
on métri
a axisimétri
a dadapor̃
hab = eσhab, hab = e2q(dr2 + r2dθ2) + r2 sin2 θ(dφ + vrdr + vθdθ)2. (6.32)De
imos que h̃ es invariante ante una transforma
ión de inversión por unasuper�
ie de radio 
onstante Σ = {r = R = constante} si

h̃(r, θ, φ) = h̃(r̄, θ, φ) (6.33)115



donde la transforma
ión de inversión está dada por el mapa
r → r̄ =

R2

r
, θ → θ̄ = θ, φ → φ̄ = φ. (6.34)Esta invarian
ia impli
a que los 
oe�
ientes de h̃ satisfa
en

h̃ab(r, θ, φ) =
∂x̄c

∂xa

∂x̄d

∂xb
h̃cd(r̄, θ, φ), (6.35)donde x̄a son las 
oordenadas (r̄, θ, φ) y xa las 
oordenadas (r, θ, φ). Porsimpli
idad, de ahora en más sólo haremos explí
ita la dependen
ia de lasfun
iones en las 
oordenadas r, r̃.Veamos en detalle 
uales son las 
ondi
iones sobre las fun
iones métri
as

σ, q, vr, vθ 
uando la métri
a es invariante ante la inversión.Comen
emos 
on el 
oe�
iente φφ. la 
ondi
ión (6.35) impli
a
σ(r) = σ(r̄) + 4 ln

(

R

r

)

. (6.36)Para analizar los demás 
oe�
ientes es útil tener en 
uenta que
dr̄ = − r̄

r
dr (6.37)
on lo 
ual, el 
oe�
iente rφ impli
a

vr(r) = − r̄

r
vr̄(r̄). (6.38)El 
oe�
iente de θφ da

vθ(r) = vθ(r̄) (6.39)y el 
oe�
iente de θθ da
q(r) = q(r̄). (6.40)Diferen
iamos las e
ua
iones (6.40), (6.36) y (6.39) 
on respe
to a r y evalu-amos sobre la super�
ie de isometríaΣ, teniendo en 
uenta que r̄(r = R) = R.Obtenemos
∂rq(r)|R = 0 (6.41)

∂rσ +
2

r

∣

∣

∣

∣

R

= 0 (6.42)
∂rvθ|R = 0. (6.43)Finalmente, a partir de (6.38) dedu
imos
vr|R = 0. (6.44)116



Nuevamente men
ionamos que las e
ua
iones (6.41)-(6.44) representan las
ondi
iones que deben satisfa
er las fun
iones métri
as para el 
aso en queel dato ini
ial sea invariante ante inversión por la super�
ie Σ. Notemostambién, que estas 
ondi
iones restringen las primeras derivadas radiales delas fun
iones q, σ y vθ, mientras que en el 
aso de vr impone la anula
ión dela fun
ión sobre la super�
ie, no habiendo requisitos sobre sus derivadas.En [68℄ se ha probado que una super�
ie 
ompa
ta que es invarianteante una isometría es una super�
ie totalmente geodési
a y por lo tanto unasuper�
ie extremal (i.e. χ = 0). Es de
ir, la 
ondi
ión (6.24) se satisfa
e.Es dire
to veri�
ar que la 
ondi
ión (6.26) también se satisfa
e debido ala isometría. Notemos que la isometría sólo impone 
ondi
iones sobre lasderivadas radiales de primer orden de las fun
iones del dato evaluadas enla super�
ie invariante Σ. La 
ondi
ión (6.25), que es una 
ondi
ión sobrelas segundas derivadas de la métri
a, no es automáti
amente satisfe
ha. Dehe
ho, una super�
ie podría ser un máximo lo
al y aún ser invariante antela isometría. Sin embargo, para una ri
a 
lase de datos esta super�
ie es unmínimo global. Para analizar este punto es mejor dis
utir ejemplos 
on
retos.Un ejemplo 
anóni
o de este tipo de dato isométri
o es una tajada t =
constante (en las 
oordenadas estandard de Boyer-Lindquist) del agujeronegro no extremo de Kerr. La geometría de estos datos (que es la misma quela del agujero negro de S
hwarzs
hild) es la bien 
ono
ida �gura mostrada enla �gura 6.1. La super�
ie minimal global que 
one
ta las dos hojas satisfa
etodas las hipótesis del teorema. En este 
aso la super�
ie minimal 
oin
ide
on el horizonte aparente. El dato para el agujero negro de Kerr 
onstituyeun ejemplo no trivial del teorema. Aunque la desigualdad (6.27) por supuestose puede 
al
ular explí
itamente para Kerr, el teorema presenta una pruebaalternativa de ella.
Figura 6.1: Dato ini
ial 
on una isometría. El dato tiene una super�
ie mini-mal global en el medio. La 
onjetura 6.1.1 se prueba para este tipo de datos.Para datos ini
iales de agujero negro más generales, las 
ondi
iones deisometría fueron introdu
idas en [109℄ y desde enton
es han sido amplia-117



mente usadas para 
onstruir datos ini
iales para simula
iones numéri
as deagujeros negros. Un ejemplo bien 
ono
ido es la familia 
onformemente plana(i.e. q = 0) de datos ini
iales de agujero negro introdu
ida por Bowen y York,que hemos dis
utido en el 
apítulo 3. Otro 
aso 
onformemente plano fueanalizado en [48℄. Ejemplos no 
onformemente planos han sido estudiadosen [21℄. En todos todos estos ejemplos se han 
onstruido datos ini
iales deagujero negro 
on la geometría mostrada en la �gura 6.1. Estos datos repre-sentan agujeros negros distorsionados y pueden, en prin
ipio, estar lejos delequilibrio. Sin embargo, es importante enfatizar que para que la super�
ieinvariante Σ permanez
a un mínimo global del área, la distorsión no deberíaprodu
ir super�
ies minimales extras, 
omo en el 
aso mostrado en la �gura6.2. En ese 
aso el teorema todavía se apli
a para la super�
ie Σ pero 
omono da el mínimo global del área, no podemos probar la 
onjetura.

Figura 6.2: Un ejemplo de dato 
on una isometría. El teorema se apli
a a lasuper�
ie minimal en el medio, pero la 
onjetura no se puede probar en este
aso porque hay otras super�
ies minimales 
on menor área.Las 
ondi
iones que aseguran que la super�
ie de isometría propor
ioneun mínimo para el área han sido estudiadas para algunos ejemplos en [20℄.Existe también mu
ha eviden
ia para todos estos ejemplos mostrando quesi la distorsión 
on respe
to a Kerr no es muy severa, enton
es la super�
iede isometría da de he
ho un mínimo global para el área (por ejemplo, ver[42℄). Es interesante notar que en mu
hos de estos ejemplos el horizonte y lasuper�
ie minimal no 
oin
iden [42℄. También, este tipo de datos isométri
os118



pueden representar datos ini
iales de agujeros negros binarios (de he
ho estaes una de las prin
ipales apli
a
iones de estos datos, ver [109℄, [20℄)). En el
aso de agujeros negros binarios, existen dos super�
ies minimales que soninvariantes ante la isometría. Es remar
able que estas super�
ies tambiénsatisfa
e las 
ondi
iones (6.24), (6.25) y (6.26). Pero no son super�
ies r =
constante, y por lo tanto, el teorema no se apli
a a ellas.También es importante men
ionar que la 
ondi
ión de isometría se preser-va ante la evolu
ión (de he
ho se ha usado explí
itamente para evolu
ionesnuméri
as, ver [21℄) y por ende puede jugar un rol muy útil en el estudioanalíti
o del problema de la estabilidad de agujeros negros para este tipo dedatos.Resumimos la dis
usión anterior en el siguiente 
orolario.Corolario 6.2.2. Considere datos ini
iales maximales axisimétri
os y deva
ío, 
on una 
onstante 
osmológi
a no negativa 
omo los des
riptos arriba.Suponga que existe una isometría que deja �ja una super�
ie Σ = {r =
constante}. Suponga también que el área de esta super�
ie es un mínimoglobal. Enton
es la 
onjetura 6.1.1 es válida para estos datos.6.2.2. Datos de garganta extremosExiste otra 
lase de datos ini
iales que no está estri
tamente in
luida enla formula
ión de la 
onjetura 6.1.1, pero que juega un rol importante en laprueba 
omo 
aso límite. Y también, podría tener futuras apli
a
iones in-teresantes. Estos son los datos ini
iales de garganta extremos introdu
idosen [60℄. Este tipo de dato es un 
aso espe
ial de datos axialmente simétri
osdis
utidos arriba donde está presente una simetría adi
ional. Para introdu
ir-los, es 
onveniente realizar el 
ambio de 
oordenadas s = − ln r a la métri
a(6.7). También de�nimos la fun
ión ς por

ς = σ + 2 ln r. (6.45)Enton
es, el elemento de línea (6.7) se es
ribe 
omo
h = eς

[

e2q(ds2 + dθ2) + sin2 θ(dφ + vsds + vθdθ)2
]

. (6.46)Suponga que ς, q, vs y vθ no dependen de s, enton
es ∂s es un ve
tor deKilling de h (además de ∂φ). Si también L∂sKij = 0 enton
es de
imos que
(S, hij , Kij) es un dato ini
ial de garganta extremo. La geometría de estosdatos es 
ilíndri
a (ver la �gura 6.3), debido a que S es S2×R y las se

iones
s = constante son esferas topológi
as que son isométri
as entre sí.Para estos datos el poten
ial de twist ω está de�nido del mismo modoque para datos axialmente simétri
os generales, y ahora es una fun
ión que119



Figura 6.3: Geometría 
ilíndri
a de datos ini
iales de garganta extremos.depende sólo de θ. Como los datos son simétri
os 
on respe
to a trasla
ionesen la dire

ión s, el momento angular y el área aso
iados 
on estos datos nodependen de s. Están dados por
J =

1

8
(ω(π) − ω(0)), (6.47)

A = 2π

∫ π

0

eς+q sin θ dθ, (6.48)que son las expresiones 
orrespondientes a (6.15) y (6.18).Notemos que por la independen
ia de s (y por ende de r) de las fun
iones,las 
ondi
iones (6.24), (6.25) y (6.26) se satisfa
en para datos ini
iales degarganta extremos. Enton
es tenemos el siguiente 
orolario del teorema 6.2.1.Corolario 6.2.3. Para un dato ini
ial de garganta extremo vale la desigual-dad
8π|J | ≤ A, (6.49)donde A y J son el área y el momento angular del dato dados por (6.47) y(6.48).Este 
orolario extiende signi�
ativamente los resultados presentados en[60℄ en dos dire

iones. Primero, se apli
a al dato ini
ial de garganta extremogeneral. El ve
tor de Killing ∂s no ne
esariamente debe ser hipersuper�
ieortogonal. De he
ho, el resultado se apli
a a una 
lase más general de datos,la úni
a 
ondi
ión requerida es que las fun
iones ς, q y ω no dependan de s.Pero no se impone 
ondi
ión sobre vs y vθ. Estas fun
iones podrían depender120



de s, en 
uyo 
aso el dato no admitiría el 
ampo de Killing ∂s pero el 
orolariotodavía valdría.Una fun
ional parti
ularmente relevante para esta 
lase de datos es lafun
ional de masa M, de�nida 
omo (ver [60℄)
M =

∫ π

0

(

|∂θς|2 + 4ς +
|∂θω|2

η2

)

sin θ dθ. (6.50)Esta fun
ional juega un rol fundamental en la prueba del teorema 6.2.1 ytiene dos propiedades importantes. La primera es que es posible rela
ionarla
on el área A. La segunda propiedad es que es esen
ialmente equivalente ala energía de un mapa armóni
o. Ambas propiedades 
onstituyen el 
orazónde la prueba del teorema 6.2.1, serán expli
adas en las se

iones 6.3 y 6.4respe
tivamente.La segunda extensión 
on respe
to a [60℄ es que es un resultado global y nouno lo
al. Como men
ionamos en la introdu

ión, para probar este resultadousamos una desigualdad remar
able que rela
iona el área y la fun
ional demasa. Esto se expli
a en la se

ión 6.3.La importan
ia de datos ini
iales de garganta extremos reside en queapare
en naturalmente 
omo geometría límite de datos ini
iales 
on un �nal
ilíndri
o. El ejemplo 
anóni
o de estos datos es el dato del agujero negro deKerr extremo. Ver la �gura 6.4 para una representa
ión de la geometría deestos datos. En el �nal 
ilíndri
o, todas las derivadas 
on respe
to a r de lasfun
iones relevantes de
aen a 
ero, pero no las fun
iones mismas. Estas tienenun límite bien de�nido. Estas fun
iones límite de�nen los datos ini
iales degarganta extremos (para detalles de esta 
onstru

ión, ver [60℄).

Figura 6.4: Geometría de un dato ini
ial extremo. El dato tiene un �nalasintóti
amente plano (arriba) y un �nal 
ilíndri
o (abajo).Notablemente, el 
orolario anterior se apli
a al área límite del �nal 
ilín-dri
o del dato del agujero negro extremo. Esta área límite no está dire
ta-mente rela
ionada 
on la 
onjetura 6.1.1 porque no es un horizonte. Pero aún121



así tiene apli
a
iones interesantes. Kerr extremo es por supuesto, un ejemplodonde la igualdad vale. Pero también hay otros ejemplos 
omo los 
onstruidosen [55℄ [56℄ [66℄ [60℄.6.3. Area y fun
ional de masa MEl propósito de esta se

ión es obtener una 
ota inferior para el área Ade la super�
ie Σ men
ionada en el teorema 6.2.1 en términos de la fun-
ional de masa M, (6.50). Todos los 
ál
ulos que siguen son lo
ales, ningún
omportamiento asintóti
o es supuesto.La e
ua
ión Hamiltoniana (6.4), junto 
on la 
ondi
ión de maximalidad,
K = 0, dan

R = KabK
ab + 2Λ. (6.51)En [54℄ se ha probado que

KabK
ab ≥ 1

2

|∂ω|2
η2

e−σ−2q, (6.52)donde ω es el poten
ial de twist introdu
ido en (6.13). Insertando (6.52) en(6.51) y usando la 
ondi
ión Λ ≥ 0, uno obtiene la 
ota
R ≥ 1

2

|∂ω|2
η2

e−σ−2q. (6.53)El es
alar de Ri

i R en términos de las fun
iones de la métri
a σ, q, vr y vθes
R = −2e−σ−2q

(

∆σ + ∆2q +
1

4
|∂σ|2 +

1

4
sin2 θe−2q(vr,θ − vθ,r)

2

)

, (6.54)donde ∆ y ∆2 son los operadores de Lapla
e en tres y dos dimensionesrespe
tivamente, y ∂ denota derivadas par
iales. A partir de (6.53) y (6.54)�nalmente obtenemos
|∂σ|2 +

|∂ω|2
η2

≤ −4 (∆σ + ∆2q) . (6.55)Es
ribimos esta desigualdad explí
itamente en 
oordenadas esféri
as ya
omodamos los términos de la siguiente manera
(∂θσ)2 +

(∂θω)2

η2
≤ −4(∂2

θ q + ∆0σ) − f − g (6.56)122



donde ∆0 es el operador de Lapla
e sobre S2 a
tuando sobre fun
iones axi-almente simétri
as
∆0σ =

1

sin θ
∂θ(sin θ∂θσ), (6.57)y

f = 4r2∂2
r (σ + q), (6.58)

g = 4r∂r(2σ + q) + r2(∂rω)2 + r2 (∂rω)2

η2
. (6.59)Ahora integramos (6.56) en la 2-esfera unidad. Usando

∫

S2

∆0σdS = 0 (6.60)y (ver [60℄)
∫

S2

∂2
θ qdS = −

∫

S2

qdS, (6.61)obtenemos
∫

S2

(∂θσ)2 +
(∂θω)2

η2
dS ≤ 4

∫

S2

qdS − F − G, (6.62)donde hemos de�nido
F =

∫

S2

fdS, G =

∫

S2

gdS. (6.63)Para ha
er 
onta
to 
on la fun
ional de masaM, es
ribimos el lado izquierdode la desigualdad (6.62) en términos de ς, de�nida en (6.45),
∫

S2

(∂θς)
2 +

(∂θω)2

η2
dS ≤ 4

∫

S2

qdS − F − G. (6.64)Sumando un término de la forma 4
∫

S2 ςdS a ambos lados de (6.64) obtenemosuna 
ota superior para M,
2πM ≤ 4

∫

S2

(ς + q)dS − F − G. (6.65)Esto se es
ribe más 
onvenientemente en la forma
M
8

+
F + G

16π
≤ 1

2

∫ π

0

(ς + q) sin θdθ, (6.66)donde hemos integrado el lado dere
ho sobre φ. Para nuestro futuro propósito,es útil exponen
iar la desigualdad anterior
e

M

8 e
F+G
16π ≤ e

1
2

R π
0 (ς+q) sin θdθ. (6.67)123



Queremos remar
ar que al pasar de (6.62) a (6.64) pare
e haber una in-
onsisten
ia 
on
erniente a las unidades. Sin embargo, 
omo al �nal tomamosla exponen
ial de esta desigualdad, el resultado �nal, (6.67), tiene las dimen-siones 
orre
tas de área.Deseamos utilizar esta desigualdad para a
otar el área de las super�
ies
r = constante. Es
ribimos el área de estas super�
ies en la forma (ver lae
ua
ión (6.18))

A

4π
=

1

2

∫ π

0

eς+q sin θdθ, (6.68)luego, usando la desigualdad de Jensen para la fun
ión exponen
ial
1

2

∫ π

0

eς+q sin θdθ ≥ e
1
2

R π
0

ς+q sin θdθ (6.69)lo que da
A

4π
≥ e

1
2

R π
0 ς+q sin θdθ. (6.70)Finalmente, juntamos las desigualdades (6.67) y (6.70) para obtener

A ≥ 4πe
M

8 e
F+G
16π , (6.71)y esto da una 
ota para el área de la super�
ie r = constante a través delfun
ional M y derivadas radiales de σ y q.Este resultado prueba el siguiente lema.Lema 6.3.1. El área A de una super�
ie r = constante satisfa
e la de-sigualdad (6.71), donde F y G están de�nidas en (6.63) y M está evaluadaen r.Remar
amos que para obtener la desigualdad (6.71) sólo hemos usadoel vín
ulo Hamiltoniano, la 
ondi
ión de maximalidad, la positividad de la
onstante 
osmológi
a Λ y la 
ota (6.52) para el 
uadrado de la 
urvaturaextrínse
a. Más aún, vale para 
ualquier super�
ie r = constante.La desigualdad (6.71) es el ingrediente 
ru
ial para probar el siguientelema.Lema 6.3.2. Si las 
ondi
iones (6.24)-(6.26) del teorema 6.2.1 valen para lasuper�
ie Σ de r 
onstante, enton
es su área A satisfa
e

A ≥ 4πe
(M−8)

8 (6.72)donde M es la fun
ional de masa (6.50) evaluada en la super�
ie Σ.124



Demostra
ión. Tomemos la desigualdad (6.71) y evaluémosla en la super�
ieparti
ular Σ men
ionada en el teorema 6.2.1. Notemos que (6.24) y (6.26)restringen las derivadas radiales de primer orden de σ y q, mientras que (6.25)da una 
ondi
ión sobre las derivadas radiales de segundo orden de σ+q. Máspre
isamente, en virtud de (6.24) y (6.25) tenemos
F |Σ =

∫

Σ

4r2∂2
r (σ + q)dS ≥ 32π (6.73)y las 
ondi
iones (6.24) y (6.26) dan

G|Σ =

∫

Σ

[

4r∂r(2σ + q) + r2(∂rσ)2 + r2 (∂rω)2

η2

]

dS = −48π. (6.74)Por lo tanto, la desigualdad (6.71) evaluada en Σ da
A ≥ 4πe

(M−8)
8 , (6.75)donde M también debe ser evaluada en Σ.6.4. Kerr extremo es un mínimo global de MEn esta se

ión reprodu
imos brevemente lo expuesto en la se

ión 4 de[2℄ para mostrar que el dato ini
ial de garganta extremo de Kerr es un mínimoglobal de la fun
ional de masa (6.50), y 
ompletar así la prueba del teorema6.2.1.El dato ini
ial de garganta extremo de Kerr depende sólo de un parámetro,el momento angular J , y está dado por (usando un subíndi
e `0' para indi
arque nos referimos a este 
aso parti
ular)

ς0 = ln(4|J |) − ln(1 + cos2 θ), ω0 = − 8J cos θ

1 + cos2 θ
, q0 = ln

1 + cos2 θ

2
.(6.76)Evaluando (6.48) para estos datos, obtenemos

A0 = 8π|J |, (6.77)y evaluando (6.50)
M0 = 8(ln(2|J |) + 1). (6.78)Una propiedad 
ru
ial del fun
ional M es que está rela
ionado íntima-mente 
on la energía aso
iada 
on un mapa armóni
o parti
ular. Para veresto, se restringe el dominio de integra
ión en (6.50), de�niendo

MΩ =
1

2π

∫

Ω

(

|Dς|2 + 4ς +
|Dω|2

η2

)

dS, (6.79)125



donde Ω ⊂ S2, tal que Ω no in
luye los polos, y se de�ne el fun
ional
M̃Ω =

1

2π

∫

Ω

|∂η|2 + |∂ω|2
η2

dS. (6.80)La rela
ión entre MΩ y M̃Ω está dada por
M̃Ω = MΩ + 4

∫

Ω

log sin θ dS +

∮

∂Ω

(4ς + log sin θ)
∂ log sin θ

∂n
ds, (6.81)donde n denota la normal exterior a Ω y ds es el elemento de super�
iesobre el borde ∂Ω. El segundo término en el lado dere
ho es una 
onstantenuméri
a no divergente, pero el término de borde diverge en los polos.La fun
ional M̃ de�ne una energía para los mapas (η, ω) : S2 → H

2,donde H
2 denota el plano hiperbóli
o.Las solu
iones de las e
ua
iones de Euler-Lagrange para la energía M̃se llaman mapas armóni
os sobre S2 → H

2. Como M y M̃ di�eren só-lo por una 
onstante y términos de borde, tiene las mismas e
ua
iones deEuler-Lagrange. La rela
ión (6.81) es 
entral en la prueba de que el mínimoglobal de M se al
anza en el dato ini
ial de garganta extremo de Kerr. Esteresultado se presenta en el siguiente lema.Lema 6.4.1. Sean ς y ω fun
iones regulares sobre la esfera tales que lafun
ional M es �nita. Asuma también que ∂θω = 0 para θ = 0, π. Enton
es
M ≥ 8(ln(2|J |) + 1). (6.82)donde J está de�nido en términos de ω por (6.47).Es importante remar
ar que la 
ondi
ión ∂θω = 0 para θ = 0, π es au-tomáti
amente satisfe
ha por datos ini
iales suaves, 
omo 
onse
uen
ia de laregularidad en el eje.Demostra
ión. El 
orazón de la prueba es el uso de un teorema debido aHildebrandt, Kaul y Widman [83℄ para mapas armóni
os. En ese trabajo semuestra que si el dominio para el mapa es 
ompa
to, 
onexo, 
on frontera nova
ía y la variedad blan
o tiene 
urvatura se

ional negativa, enton
es, losminimizadores de la energía armóni
a 
on 
ondi
iones de borde de Diri
hletexisten, son suaves y satisfa
en las e
ua
iones aso
iadas de Euler-Lagrange.Es de
ir, los mapas armóni
os son minimizadores de la energía armóni
apara dadas 
ondi
iones de borde de Diri
hlet. También, las solu
iones delproblema de valores de 
ontorno de Diri
hlet son úni
as 
uando la variedadblan
o tienen 
urvatura se

ional negativa. Por lo tanto, se usará la rela
ión126



entre M y a la energía armóni
a M̃ para probar que los minimizadoresde M̃ también son minimizadores de M. Hay dos di�
ultades prin
ipalesal ha
er esto. Primero, la energía armóni
a M̃ no está de�nida para lasfun
iones que estamos 
onsiderando si el dominio de integra
ión in
luye lospolos. Segundo, no estamos tratando 
on un problema de Diri
hlet. Parasuperar estas di�
ultades la esfera se divide en tres regiones de a
uerdo a la�gura 6.5. La extensión de las diferentes regiones depende del valor de unparámetro positivo ǫ, de tal manera que 
uando ǫ va a 
ero, las regiones ΩI y
ΩII se redu
en ha
ia los polos, mientras que la región ΩIII se extiende para
ubrir toda la esfera. Luego se usa una fun
ión parti
ión para interpolar entreel dato ini
ial de garganta extremo de Kerr en la región ΩI y datos ini
iales degarganta extremos generales en la región ΩIII , 
onstruyendo datos ini
ialesinterpolantes. Esto resuelve las dos di�
ultades en el sentido de que ahora elproblema de Diri
hlet sobre la región ΩIV = ΩII ∪ΩIII se puede 
onsiderar, yla energía armóni
a está bien de�nida para este dominio de integra
ión. Estonos permite mostrar que la fun
ional de masa para el dato de Kerr es menoro igual a la fun
ional de masa para el dato interpolante auxiliar en toda laesfera. El paso �nal es mostrar que a medida que ǫ va a 
ero, la fun
ionalde masa para el dato auxiliar 
onverge a la fun
ional de masa para el datogeneral original. Hay una sutileza en este paso. Esto es, la fun
ión parti
iónne
esita ser elegida apropiadamente para que la 
onvergen
ia sea posible.

ΩI

ΩII

ΩIII

ΩII

ΩI

pole

poleFigura 6.5: Las diferentes regiones en las 
uales se divide la esfera.
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Capítulo 7Comentarios FinalesEn esta tesis hemos estudiado datos ini
iales para agujeros negros ex-tremos. Hemos analizado existen
ia, uni
idad, propiedades bási
as, 
ompor-tamiento ante perturba
iones, y �nalmente, los hemos utilizado para obteneruna desigualdad geométri
a válida para una gran 
lase de agujeros negros noextremos.Teniendo en 
uenta que hemos in
luido las dis
usiones más importantesen el 
uerpo de 
ada 
apítulo, a 
ontinua
ión presentamos las 
on
lusionesmás relevantes, las perspe
tivas y los problemas aún abiertos.En el 
apítulo 3 hemos estudiado el límite extremo de la familia de datosini
iales de Bowen-York. Hemos en
ontrado que la solu
ión extrema existe ytiene propiedades similares a las del dato extremo del agujero negro de Kerr.Como se men
ionó en di
ho 
apítulo, existe una 
ara
teriza
ión varia-
ional del límite extremo. Los datos ini
iales extremos, y por lo tanto, losdatos 
on in�nitos 
ilíndri
os, apare
en naturalmente 
omo un mínimo dela masa en una 
lase apropiada de datos. El ejemplo presentado aquí in-
orpora una nueva 
lase de datos en la 
ual vale este prin
ipio varia
ional.Como dijimos en la se

ión 3.2, esperamos que este mínimo de la masa (i.e. lasolu
ión extrema) no tenga horizonte. Más aún, esperamos que una pequeñaperturba
ión de una solu
ión extrema (en parti
ular, del dato de Bowen-Yorkextremo) siempre tenga un horizonte. Sería interesante probar o refutar esta
onjetura.Otro punto importante que queremos men
ionar es la rela
ión entre lagravedad super�
ial de un agujero negro y el parámetro µ que realiza latransi
ión desde el 
aso no extremo al extremo. Re
ordemos que la gravedadsuper�
ial [61℄ mide la falla del 'parámetro tiempo de Killing' en 
oin
idir
on el 'parámetro tiempo afín' sobre el horizonte.Para el agujero negro de Kerr-Newmann, la gravedad super�
ial está dada128



por
κ =

r+ − m

r2
+ + a2

(7.1)donde r+ = m +
√

m2 − a2 − q2 y a = J/m. Mide la fuerza requerida porun observador en in�nito para mantener una partí
ula de masa unidad, esta-
ionaria en el horizonte de eventos.En general, para el 
aso esta
ionario,
κ =

µ

r2
+ + a2

, (7.2)aunque hay que tener en 
uenta que esta expresión no es válida para elagujero negro de S
hwarzs
hild, ya que la gravedad super�
ial es 
onstante eigual a 1/4m, S
hwarzs
hild no posee un límite extremo, sino que posee unafolia
ión parti
ular que admite un límite 
on 
ara
terísti
as similares a laspresentes en folia
iones de agujeros negros extremos.Teniendo esto presente, 
abe preguntarse si se podría generalizar la de�ni-
ión de gravedad super�
ial para super�
ies que no son el horizonte de even-tos, de manera tal de obtener una identi�
a
ión entre este 
on
epto y elparámetro µ en el 
aso no esta
ionario.Otro punto interesante es la rela
ión entre el límite extremo µ → 0 yel límite esta
ionario hallado en el agujero negro de S
hwarzs
hild. Seríainteresante en
ontrar (si existieran) folia
iones en las solu
iones de Reissner-Nördstrom y Kerr que posean esta propiedad de tener un �nal 
ilíndri
o. Sital fuera el 
aso, valdría la pena estudiar la analogía en más detalle, paradeterminar si se trata de una mera 
oin
iden
ia o hay alguna 
onexión másprofunda entre el límite esta
ionario y el extremo (re
ordemos que la solu
iónde Kerr extremo representa un mínimo global para la energía entre las solu-
iones axisimétri
as para agujeros negros). Más generalmente, la preguntasería: Dado un espa
iotiempo que des
riba un agujero negro genéri
o no ex-tremo. Bajo qué 
ondi
iones existe una folia
ión 
on una super�
ie que poseaun �nal asintóti
amente plano y uno 
ilíndri
o? Siempre es posible en
ontrar-la? Responder esta 
uestión resultaría de gran importan
ia en el 
ampo dela relatividad numéri
a, donde estas folia
iones pare
en ser de suma utilidaden simula
iones de 
olisiones de agujeros negros.En este sentido, en el 
apítulo 4 hemos aprendido que dada una famil-ia de datos ini
iales para agujeros negros maximal, 
onformemente planos(parametrizada por el parámetro µ > 0), teniendo momento angular y linealy posiblemente algunos tipos de materia, siempre existe un límite espe
ial ysingular (µ = 0), llamado el dato ini
ial extremo de la familia, que tiene unageometría 
ompletamente diferente a la geometría de los demás elementos de129



la familia original. Es de
ir, que mientras los datos no extremos en la familiatienen una geometría de tipo agujero de gusano (dos �nales asintóti
amenteplanos), el límite extremo tiene un �nal asintóti
amente plano y uno 
ilín-dri
o. Más aún, este 
ambio puede ser produ
ido por el momento angular,la materia, o la presen
ia de otro término singular en la e
ua
ión de vín
ulo(el término que 
ontiene la 
onstante A). Cualquiera de estos fa
tores puedetransformar un �nal asintóti
amente plano en 
ilíndri
o. Por otro lado el mo-mento lineal del dato no juega ningún rol en realizar esta transi
ión, ya queno puede produ
ir el 
omportamiento deseado en el origen.Enfatizamos que el 
omportamiento observado 
er
a de r = 0 de la solu-
ión u0 no está presente 
uando G es no 
ero. Esto equivaldría a de
ir queel �nal en el origen tiene momento lineal no 
ero. También deja de ser 
ierto
uando tratamos 
on el 
aso de va
ío y 
on J y A nulos, es de
ir 
uandoel dato posee solamente momento lineal, ya que no hay ningún término queproduz
a el �nal 
ilíndri
o.Como men
ionamos en la se

ión 4.2, el teorema 4.2.1 también se puedeapli
ar sin mayores modi�
a
iones a tensores K que in
luyan un término Kλpara fun
iones 
omplejas apropiadas λ. Sin embargo, los 
ál
ulos se tornanmás 
ompli
ados y no pare
e ofre
er ninguna informa
ión relevante extraa
er
a de los fenómenos subya
entes.A diferen
ia de lo que o
urre 
on el �nal r → 0, la geometría asintóti
adel otro �nal, en r → ∞, no pare
e sufrir ningún 
ambio relevante. Sinembargo, sí existe un efe
to al tomar el límite extremo sobre la masa ADM.Hemos probado que la masa total es un mínimo en el límite µ = 0, lo queda sentido al nombre 'extremo' para estos datos ini
iales, ya que las 
argas yel momento angular por unidad de masa al
anzan sus máximos valores en el
aso extremo. Sería de gran relevan
ia analizar este 
omportamiento en másdetalle, aislando, si fuese posible, la interven
ión de las diferentes 
antidades(A, J, σ, P ) en di
ho límite. En parti
ular sería interesante determinar si la
onstante A tiene algún impa
to. Re
ordemos que el 
aso J = P = σ ≡
0 representa un dato para S
hwarzs
hild, por lo que tomar el límite µ →
0 nos lleva a un dato para el espa
iotiempo de Minkowski (en el 
aso deS
hwarzs
hild, µ = m).El 
aso de datos ini
iales no 
onformemente planos pare
e ser más difí
ilsi se intenta el presente pro
edimiento de límite. Primero porque la presen
iadel es
alar de Ri

i en la e
ua
ión de Li
hnerowi
z, que en general no poseeun signo de�nido, e in
luso podría depender del parámetro µ, 
omo en el
aso del dato ini
ial de Kerr, podría 
ompli
ar la tarea de en
ontrar 
otasapropiadas para las solu
iones no extremas uµ. Y segundo, porque no esfá
il hallar en la literatura resultados matemáti
os bási
os 
omo el Prin
ipiode Máximo, o el resultado del operador de Lapla
e 
omo isomor�smo entre130



espa
ios de Sobolev pesados. Esto se debe al 
omportamiento singular delas fun
iones y e
ua
iones involu
radas. Sin embargo, 
reemos que el 
asode simetría axial se podría en
arar de esta manera y que podría ser unaherramienta útil, aunque laboriosa en el estudio de perturba
iones del datoini
ial de Kerr extremo.Como 
omentario �nal a
er
a del 
apítulo 4 queremos remar
ar que haydos situa
iones en las 
uales algunos pasos de la prueba del teorema 4.2.1 setornan más simples. Uno es 
uando σ0 (i.e. el valor de la fun
ión de materia
σ en r = 0) es una fun
ión estri
tamente positiva, y el otro es 
uando A 6= 0.En ambos 
asos podemos 
onstruir 
otas inferiores apropiadas para uµ (ytambién para V en la se

ión 4.4) mu
ho más fá
ilmente. Por ejemplo, 
uando
σ ≥ k > 0, donde k es alguna 
onstante, la 
ota inferior u−

µ se puede tomar
omo
u−

µ =

√

1 +
m

r
+

µ2

4r2
− 1 − µ

2r
, m :=

√

k + µ2. (7.3)Esto de he
ho es lo que o
urre, por ejemplo, 
uando la materia 
onsiste deun de un 
ampo ele
tromagnéti
o aso
iado 
on una 
arga elé
tri
a q (en este
aso σ = q2). Cuando A 6= 0, la subsolu
ión Φ−
µ se puede tomar 
omo el fa
tor
onforme 
orrespondiente al dato ini
ial del agujero negro de S
hwarzs
hild(ver [77℄ por detalles). Más aún, debido a estas observa
iones, 
uando A o σson no 
ero, el término que 
ontiene el momento angular se vuelve irrelevanteen el 
ambio 
ualitativo de 
omportamiento del �nal r → 0 al tomar el límite.Sin embargo, el momento angular sí intervendría en el valor del área del �nal
ilíndri
o.En el 
apítulo 5 hemos probado la existen
ia de una familia de datosini
iales próxima al dato ini
ial de Kerr extremo. Esta familia representael dato ini
ial natural para estudiar la evolu
ión 
er
a de un agujero negroextremo en simetría axial, en el espíritu de [57℄ [58℄.Existen problemas relevantes abiertos en esta área que se pueden resolveral nivel de los datos ini
iales. Como hemos visto en la se

ión 5.2, el datopara el agujero negro de Kerr extremo ya
e afuera de la región del agujeronegro, y por lo tanto no 
ontiene super�
ies atrapadas. Contiene la familia

(S, h̃ab(λ), K̃ab(λ)) super�
ies atrapadas para λ > 0? Si estos datos no tienensuper�
ies atrapadas, enton
es existe una 
han
e de que también estén fueradel agujero negro. Por supuesto, esto sólo se puede responder luego de quese anali
e una evolu
ión temporal 
ompleta. Por otro lado, si hay super�
iesatrapadas, enton
es los datos ne
esariamente penetran en el agujero negro.La forma
ión de super�
ies atrapadas para λ > 0 arbitrario pero pequeñoindi
aría que el dato de Kerr extremo es un elemento muy espe
ial en lafamilia (S, h̃ab(λ), K̃ab(λ)). En ese 
aso, este tipo de datos podría ser muy útil131



en el estudio de desigualdades geométri
as que rela
ionan momento angulary área de super�
ies atrapadas (ver la se

ión 8 en el artí
ulo [99℄).En el 
apítulo 6 hemos obtenido una desigualdad lo
al entre el momentoangular de un agujero negro y el área del horizonte. Nuestro resultado se apli-
a a horizontes de�nidos 
omo super�
ies r = constante. Como men
ionamosantes, sería muy interesante poder generalizar esta rela
ión a super�
ies másgenerales, ya que son las que surgen, por ejemplo, en espa
ios que 
ontienendos agujeros negros. Creemos que 
on las té
ni
as presentadas en el 
apítulo6, la extensión es posible.
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Apéndi
e AEspa
ios fun
ionalesEn este apéndi
e revisamos los espa
ios fun
ionales de Hölder y Sobolev.Para más detalles sobre las de�ni
iones en variedades 
ompa
tas, ver [69℄.Para de�ni
iones de espa
ios de Sobolev en variedades asintóti
amente planas
on pesos en in�nito, ver, por ejemplo [36℄ y [33℄. Para espa
ios sobre var-iedades asintóti
amente planas 
on pesos en dos in�nitos, ver [13℄.Comen
emos 
on algunas de�ni
iones ne
esarias para introdu
ir los es-pa
ios de Hölder.Si u : R
n → R es una fun
ión a
otada y 
ontinua, es
ribimos

‖u‖C(Rn) := sup
x∈Rn

|u(x)|. (A.1)La seminorma γ-Hölder de u es
[u]C0,γ(Rn) := sup

x,y∈Rn; x 6=y

{ |u(x) − u(y)|
|x − y|γ

}

, (A.2)y la norma γ-Hölder es
‖u‖C0,γ(Rn) := ‖u‖C(Rn) + [u]C0,γ(Rn). (A.3)Luego, el espa
io de Hölder Ck,γ(Rn) 
onsiste de todas las fun
iones u ∈

Ck(Rn) para las 
uales la norma
‖u‖Ck,γ(Rn) :=

∑

|α|≤k

‖Dαu‖C(Rn) +
∑

|α|=k

[Dαu]C0,γ(Rn) (A.4)es �nita, donde α = (α1, ..., αn) es un multiíndi
e de orden |α| = α1+...+αn =
k y

Dαu :=
∂α1

∂xα1
1

...
∂αn

∂xαn
n

u. (A.5)133



Esto impli
a que el espa
io Ck,γ(Rn) 
onsiste de las fun
iones u que son
k ve
es 
ontinuamente diferen
iables y 
uyas derivadas par
iales de orden kson Hölder 
ontinuas 
on exponente γ. Estas fun
iones son bien 
omportadasy el espa
io de Hölder es un espa
io de Bana
h.Consideremos ahora los espa
ios de Sobolev. Dependiendo de la variedadsobre la 
ual están de�nidas las fun
iones 
orrespondientes, podemos 
lasi�-
arlos en tres tipos. Los espa
ios estandard sobre variedades 
ompa
tas, losque poseen peso en in�nito (para variedades asintóti
amente planas), y losque poseen pesos tanto en in�nito 
omo en el origen del sistema de 
oorde-nada (para variedades, por ejemplo, 
on dos �nales, uno en in�nito y otroen un punto interior). Para esto ne
esitaremos el 
on
epto de derivada débil[62℄.Sean u, v ∈ L1

loc(U), y α un multiíndi
e. De
imos que v es la derivadapar
ial débil de orden α de u, es
rita 
omo Dαu = v, si
∫

U

uDαφdx = (−1)|α|
∫

U

vφdx (A.6)para todas las fun
iones φ in�nitamente diferen
iables de soporte 
ompa
toen U .Pasemos ahora a la de�ni
ión de espa
ios de Sobolev sobre variedades
ompa
tas. Fijamos 1 ≤ p ≤ ∞, k un entero no negativo y U un espa
ioabierto 
ompa
to de R
n. El espa
io de Sobolev W k,p(U) 
onsiste de todas lasfun
iones lo
almente sumables u : U → R tales que para 
ada multiíndi
e α
on |α| ≤ k, Dαu existe en sentido débil y pertene
e a Lp(U).Si p = 2, el espa
io obtenido es un espa
io de Hilbert y usualmente sedenota

Hk(U) = W k,2. (A.7)Si u ∈ W k,p(u), de�nimos su norma por
‖u‖W k,p(U) :=

∑

|α|≤k

‖Dαu‖Lp(U), p < ∞, (A.8)
‖f‖W k,p(U) = ess sup

U
|Dαu|, p = ∞. (A.9)Para el 
aso de variedades asintóti
amente planas seguiremos la 
onven-
ión de índi
es de Bartnik [13℄, que di�ere de la presentada en trabajos ante-riores (
f. [36℄, [69℄, [62℄), pero que tiene la ventaja de que los pesos re�ejan
laramente el 
re
imiento permitido de las fun
iones en los �nales de la var-iedad.Sea

σ(x) :=
(

1 + |x|2
)1/2

. (A.10)134



El espa
io Lp
δ es el espa
io de fun
iones medibles en Lp

loc que son �nitas enla norma ‖‖Lp,δ :
‖f‖L′p

δ
=

(
∫

Rn

|f(x)|pσ−pδ−ndx

)1/p

, 1 ≥ p ≥ ∞ (A.11)y
‖f‖Lp,δ = ess sup

Rn

σ−δ|f(x)|, p = ∞. (A.12)Cuando p < ∞, el espa
io usual Lp surge 
omo Lp
−n/p. Luego, el espa
io

W k,p
δ se de�ne 
omo el espa
io de fun
iones en Lp

δ 
on derivadas débiles en elespa
io Lp pesado ade
uadamente. La norma es
‖f‖W k,p

δ
:=

k
∑

0

‖Djf‖Lp
δ−j

. (A.13)A partir de estas de�ni
iones, Bartnik introdu
e los espa
ios 
on peso enel origen mediante expresiones análogas.
‖f‖′L′p,δ =

(
∫

R3\{0}

|f |pr−pδ−3dx

)1/p

, 1 ≥ p ≥ ∞ (A.14)
‖f‖L′p,δ = ess sup

Rn

r−δ|f(x)|, p = ∞ (A.15)y
‖f‖′

W ′k,p
δ

:=
k
∑

0

‖Djf‖′
L′p

δ−j
. (A.16)
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Apéndi
e BDe�ni
iones y teoremasExisten tres teoremas de análisis de la teoría de e
ua
iones en derivadaspar
iales que nos permiten determinar, para 
ualquier 
onjunto de datoslibres, si existe o no una solu
ión de la e
ua
ión de Li
hnerowi
z. A 
on-tinua
ión los planteamos brevemente ya que son de gran utilidad en estatesis.Teorema B.0.2. Prin
ipio de Máximo [36℄: Sea (S, hab) una variedad as-intóti
amente plana. Suponga que una fun
ión Φ sobre S satisfa
e una de-sigualdad de la forma
∆hΦ + v · DΦ − cΦ ≤ 0 (B.1)donde el punto denota el produ
to es
alaren la métri
a hab, mientras que vy c son respe
tivamente un 
ampo ve
torial y una fun
ión sobre S, ambosa
otados. Suponga que c ≥ 0 sobre S. Luego, si Φ tiende a k > 0 en in�nito,enton
es existe un número l > 0 tal que Φ ≥ l sobre S. Si Φ tiende a 0 enin�nito, enton
es Φ ≥ 0 sobre S.Luego tenemos el teorema de Yamabe, que estable
e que para 
ualquiermétri
a Riemanniana h sobre una 3-variedad 
ompa
ta, existe una métri
arela
ionada 
onformemente que tiene 
urvatura es
alar 
onstante. Esto nospermite parti
ionar el 
onjunto de métri
as Riemannianas sobre la variedaden tres 
lases dependiendo del signo del es
alar de 
urvatura. Para plantearel teorema es útil la siguiente de�ni
ión. La variedad asintóti
amente plana

(S, hab) está en la 
lase de Yamabe positiva si para 
ada fun
ión f sobre S,
on f 6= 0 suave de soporte 
ompa
to, vale
∫

S

[|Df |2 + Rhf
2]dx > 0. (B.2)136



donde dx es la forma de volumen sobre S 
orrespondiente a la métri
a hab.Teorema B.0.3. Teorema de Yamabe[36℄: La variedad asintóti
amente plana
S, hab es 
onforme a una variedad 
on 
ero es
alar de 
urvatura, es de
ir, lae
ua
ión ∆hΦ−RhΦ = 0 tiene una solu
ión Φ > 0, si y sólo si (S, hab) estáen la 
lase de Yamabe positiva.Teorema B.0.4. Teorema de Sub y Super solu
iones [62℄: Sea S una var-iedad 
ompa
ta y f : S × R

+ → R 
ontenida en C1(S × R
+). Suponga queexiste un par de fun
iones Φ− : S → R

+ y Φ+ : S → R
+ tales que son sub ysupersolu
iones respe
tivamente del problema

∆Φ = f, (B.3)es de
ir, se satisfa
e
∆Φ− ≥ f, (B.4)
∆Φ+ ≤ f. (B.5)Además se tiene Φ− ≤ Φ+ en S. Enton
es existe una solu
ión débil Φ de(B.3) tal que

Φ− ≤ Φ ≤ Φ+, a.e. en S. (B.6)Otro teorema de gran utilidad en las pruebas de 
onvergen
ia es el sigu-iente.Teorema B.0.5. Teorema de la Convergen
ia Dominada de Lebesgue [94℄:Sea fn una se
uen
ia de mapas en Lp que 
onverge puntualmente 
asi entodos lados a f . Supongamos que existe g ∈ Lp tal que g ≥ 0 y tal que
|fn| ≤ g. Luego f está en Lp y fnes Lp−
onvergente a f .Ahora introdu
imos un prin
ipio simple de análisis fun
ional (ver [62℄),que provee en 
iertas 
ir
unstan
ias la existen
ia y uni
idad de una solu
ióndébil a problemas de 
ondi
iones de 
ontorno. Suponemos que H es un espa
iode Hilbert real, 
on norma ‖ ‖ y produ
to interno ( , ). Sea 〈 , 〉 el par de H
on su espa
io dual.Teorema B.0.6. Teorema de Lax Milgram: Supongamos que

B : H × H → R (B.7)es un mapa bilineal, para el 
ual existen 
onstantes α, β > 0 tales que
i) |B(u, v)| ≤ α‖u‖‖v‖, (u, v ∈ H) (B.8)137



y
ii) β‖u‖2 ≤ B(u, u) (u ∈ H). (B.9)Finalmente, sea f : H → R una fun
ional lineal a
otada sobre H.Enton
es existe un úni
o elemento u ∈ H tal que

B(u, v) = 〈f, v〉 (B.10)para todo v ∈ H.Por último, para fa
ilitar la le
tura del 
apítulo 5 y también para �jar lanota
ión, reprodu
imos en este apéndi
e resultados bien 
ono
idos de 
ál
ulodiferen
ial en espa
ios de Bana
h referidos al Teorema de la Fun
ión Implí
ita(ver, por ejemplo [1℄, [37℄, y también los libros de texto más introdu
torios[106℄, [121℄).Sean X y Z espa
ios de Bana
h. Sea A : X → Z un operador lineala
otado. Denotamos por L(X, Z) el 
onjunto de los operados lineales a
ota-dos de X en Z. El 
onjunto L(X, Z) es un espa
io de Bana
h 
on la normaoperador de�nida por
‖A‖L(X,Z) = sup

‖x‖6=0

‖A(x)‖Z

‖x‖X
. (B.11)Sea x un punto en X y sea G un mapa de una ve
indad de x en Z. Enton
es

G se llama diferen
iable de Fré
het en el punto x si existe un operador lineal
DG(x) ∈ L(X, Z) tal que

ĺım
v→0

‖G(x + v) − G(x) − DG(x)[v]‖
‖x‖X

= 0. (B.12)El mapa G se llama 
ontinuamente diferen
iable (i.e. C1) si la derivada
DG(x) de un elemento de L(X, Z) depende 
ontinuamente de x. Es de
ir,para 
ada δ > 0 existe ǫ > 0 tal que

‖x1 − x2‖X < ǫ ⇒ ‖DG(x1) − DG(x2)‖L(X,Z) < δ. (B.13)Sean X, Y y Z espa
ios de Bana
h y sea G un mapa G : X × Y → Z, demanera similar de�nimos las derivadas par
iales 
on respe
to al primer ar-gumento por D1G(x, y) y 
on respe
to al segundo argumento por D2G(x, y).Teorema B.0.7 (Teorema de la Fun
ión Implí
ita). Supongamos que U esuna ve
indad de 0 en X, V es una ve
indad de 0 en Y , y G : X × Y → Zes C1. Supongamos que G(0, 0) = 0 y D2G(0, 0) : Y → Z de�ne un operadora
otado y es un isomor�smo, Enton
es existe una ve
indad W del origen en
X y un mapa 
ontinuamente diferen
iable f : W → Y tal que G(x, f(x)) = 0.Más aún, para pequeños x y y, f(x) es la úni
a solu
ión y de la e
ua
ión
G(x, y) = 0. 138
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