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Resumen - Abstract

Esta tesis se enmarca principalmente en tres importantes aristas de la teoria de informa-
cién cudntica: distinguibilidad, correlaciones cudnticas y comunicacién cuantica. Nuestros
resultados conducen a una generalizacién del esquema de separabilidad de las correla-
ciones propuesto por Vedral y Zureck en 2001. Este enfoque involucra como medida de
correlaciones de tipo cudntico al denominado quantum discord (QD) -cuya traduccién
serfa “discordancia cuantica”. Esta generalizacién utiliza diferentes medidas de disimi-
litud entre estados cuanticos. Este procedimiento da lugar a una familia de medidas
generalizadas cuya funcionalidad es la cuantificaciéon de tres tipos de correlaciones: to-
tales, cldsicas y cudnticas. En simultdneo estudiamos un modo alternativo de estimar
correlaciones entre subsistemas cuanticos cuyo enfoque es la conmutatividad, propues-
to en 2016 por Y. Guo. La medida de correlaciones que resulta del método anterior
es la Non-commutativity measure of quantum discord (NCMQD; en espanol: Medida de
no conmutatividad de discordancia cudntica), la cual encontramos «inconsistente», pues-
to que depende de la representacion del estado cuantico. Sin embargo, reconociendo el
«grado de conmutacién» de ciertos bloques especificos -que componen el estado en cues-
tién- como una figura de mérito predominante del comportamiento de las correlaciones
cudnticas, (y también de la distinguibilidad) propusimos una medida afin y adecuada,
que denominamos Non-commutativity measure of quantum correlations (NCMQC; en es-
panol: Medida de no conmutatividad de las correlaciones cudnticas). Por otro lado, desde
un abordaje conceptual pero con una finalidad practica, analizamos las propiedades de
la NCMQC en el marco de la teoria de recursos. A tal fin, estudiamos las caracteristicas
de la misma como cuantificador de entrelazamiento (caso particular de estados puros)
y su comportamiento bajo la accién de dos tipos especificos de operaciones cudnticas.
Nuestros resultados insintian fuertemente la validez de la NCMQC como medida de co-
rrelaciones cuanticas que podrian ser fuentes para ciertos algoritmos cuanticos. Con todo,
y continuando por la misma via conceptual, investigamos un comportamiento particular
del QD conocido como congelamiento de las correlaciones cudnticas (en inglés también
se puede encontrar como: freezing phenomenon of discord-based quantum correlations).
Cabe destacar que este mismo comportamiento toma lugar al considerar otras medidas de
correlaciones afines al QD. Este peculiar «fenémeno» consta de evaluar tales cuantifica-
dores en la evolucién de un estado “diagonal de Bell” segiin una decoherencia adiabatica
no disipativa, conduciendo a una region de tiempo particular en la que tales cuantifica-
dores se mantienen constantes. Con el objetivo de analizar las potencialidades de estas
correlaciones cuanticas «constates» como posibles fuentes, utilizamos dos herramientas:
1) evaluamos la NCMQC, cuya validez como cuantificador de fuentes para los estados
diagonales de Bell demostramos satisfactoriamente; 2) utilizamos la forma de Fano de dos
qubits, lo que nos permitié observar lo que ocurre con las correlaciones entre las magnitu-
des fisicas de los sistemas en cuestion (que definen el estado cudntico); identificando tales
correladores (léase: correlaciones entre magnitudes, NO entre subsistemas cudnticos) co-
mo clasicos o cuanticos. En resumen, mostramos que la NCMQC representa con mayor
fidelidad que el QD el comportamiento -promedio- de aquellos correladores identificados
como cuanticos. Finalmente, en cuanto a la transmision de informacion clasica utilizando
medios cudnticos, uno de los resultados con mayor relevancia de la teoria de informacién
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cuantica, es el teorema de Holevo, que implica una desigualdad entre la informacién ac-
cesible y la denominada cota Holevo (ambas cantidades asociadas a la entropia relativa
de von Neumann). Con todo, aqui presentamos una generalizacién del teorema de Ho-
levo (en funcién de distintas medidas de distinguibilidad entre estados cuanticos), que
involucra dos cantidades: la informacién accesible generalizada y la cantidad de Holevo
basada en distancias (DBHQ, por sus siglas en inglés). Este resultado deriva propieda-
des suficientes para dar lugar a nuevas desigualdades entre las cantidades generalizadas.
Asimismo, dado que la DBHQ es una cantidad similar pero més general que la familia
de correlaciones clasicas generalizadas anteriormente sefialadas, este tltimo trabajo es
un complemento de aquel sobre medidas generalizadas de correlaciones totales, clasicas
y cuanticas.

This thesis comprises different concepts of three relevant areas of quantum information
theory: distinguishability, quantum correlations and quantum communication. Our results
involve a generalization of the scheme of separability of the correlations proposed by Vedral
and Zureck in 2001 (which, in turn, led to the definition of the quantum discord) , using
different ways to quantify dissimilarity. Thus, we can obtain a new family of generalized
measures whose functionality is the quantification of three different types of correlations:
total, classical and quantum. Simultaneously, we study an alternative way to capture
correlations between quantum subsystems through the idea of “non-commutativity”, pro-
posed in 2016 by Y. Guo. The resulting measure is the Non-commutativity measure of
quantum discord, which in turn we find «inconsistent» since it depends on the particu-
lar representation of the state. However, recognizing that the «degree of commutation»
of certain specific blocks -of the quantum state- as a predominant figure of merit of the
behaviour of quantum correlations (and also of distinguishability), we proposed an appro-
priate measure, which we call Non-commutativity measure of quantum correlations, or
simpler: no commutativity. On the other hand, from a conceptual approach but with a
practical purpose, we analyze the properties of non-commutability within the framework
provided by the resource theory. Specifically, we study its characteristics as a measure of
entanglement (for pure states) and its behaviour under the action of two specific types of
quantum operations. Our results strongly suggest the validity of non-commutativity as a
measure of quantum correlations that could be resources for certain quantum algorithms.

Following the same conceptual line, we investigate a particular behaviour of the quantum
discord known as the freezing quantum correlations. It should be noted that, additionally,
the same phenomenon takes place for other correlation measures similar to the discord.
This peculiar dynamics consists of evaluating such quantifiers in the evolution of a “Bell
diagonal state” according to non-dissipative adiabatic decoherence, leading to a particular
time region in which such quantifiers remain constant. In order to analyze the potentiali-
ties of these ”frozen” quantum correlations as possible resources, we use two different tools:
1) we evaluate the NCMQC, whose suitability as a “resource quantifier” for Bell diagonal
states we demonstrate satisfactorily; 2) we use the two qubits Fano form, which allowed
us to observe the correlations between the physical quantities of the systems in question
(which in turn define the quantum state); identifying such correlators (i.e. correlations
between magnitudes, NOT between quantum subsystems) as classical or quantum.

In summary, we show that the NCMQC represents the average behaviour of the corre-
lators identified as quantum, in counterposition of quantum discord. Finally, regarding
the transmission of classical information using quantum ensembles, one of the most fa-
mous results of the quantum information theory is the Holevo theorem, which involves an
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inequality between the accessible information and the so-called Holevo bound (both quan-
tities associated with the relative entropy of von Neumann). However, here we present a
generalization of Holevo’s theorem (depending on different measures of distinguishability
between quantum states), which involves two quantities: generalized accessible information
and the distance-based Holevo quantity (DBHQ)). This result derives sufficient conditions
to give rise to new inequalities between the generalized quantities. Also, given that DBH()
s a similar quantity but more general than the family of generalized classical correlations
mentioned above, this last work is a complement to that of generalized measures of total,
classical and quantum correlations.
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Introduccion

La mecénica cuantica (QM, por las siglas en inglés) es el conjunto de desarrollos e im-
plicancias que surgen de la suposicién -basada en una basta evidencia experimental [7]-
de un conjunto de leyes fundamentales -o postulados- sobre el comportamiento de las
denominadas particulas subato”micasﬂ El descubrimiento de la teoria cudntica produjo
un gran estruendo en la comunidad cientifica de principios del siglo XX, conduciendo a
una revision profunda de los cimientos del conocimiento cientifico de aquella época. Fisi-
cos como Planck, Einstein, Bohr, de Broglie, Born, Heisenberg, Schrédinger, Pauli, Dirac
y von Neumann [9, |10] contribuyeron radicalmente a los fundamentos de la mecénica
ondulatoria en las décadas de 1920 y 1930.

Hitos del desarrollo de la QM. Una version sintetizada de los principales hitos en
el desarrollo de la mecanica cuantica comienza con la, en ese entonces, disruptiva idea
de Max Planck: la luz interactia con la materia como paquetes discretos de energia,
explicando el espectro de energias de radiacién de cuerpo negro en 1901 [9, |11]. Unos
anos después, Albert Einstein, utilizando los conceptos anteriores, explicé el conocido
efecto fotoeléctricoﬂ Siguiendo una linea de pensamiento similar, en 1924 Louis-Victor
de Broglie postulé que todo compuesto de materia subatémico, ya sea un atomo, un
electrén, un foton, etc., tiene un comportamiento dual, en ocasiones tomando iden-
tidad de «particula», y en otras, comportdndose como una «ondar. En 1926, Erwin
Schrodinger usé las ideas de L. de Broglie para obtener una ecuacion «de onda» que
gobierna la evolucién de sistemas cudnticos cerrados. Su formalismo gand gran aten-
cién principalmente por remitirse a nociones fisicas, en aquel entonces, mas familiares.
Mientras tanto, un ano antes, en 1925 Werner Heisenberg formulé una teoria cuanti-
ca -denominada matricial- basada principalmente en algebra lineal, drea con la cual
los fisicos de aquellos anos no estaban plenamente familiarizados. En 1930, Paul Di-
rac publicé un libro de texto unificando las formulaciones de Schrodinger y Heisenberg
[13]. En una edicién posterior del mismo libro, Dirac incluyé la hoy en dia denominada
notacion de Dirac, constituyendo una sélida base matemdtica para la QM bésica no
relativista. En el Capitulo [1] resumiremos, en términos generales, los postulados de la
teoria y los principales conceptos subyacentes.

Por otra parte, la teoria cudntica da lugar ciertos comportamientos distintivosﬂ de los
sistemas cuya dindmica gobierna. En términos generales, podemos listarlos como sigue
[11]

s Interferencia: La materia presenta un comportamiento ondulatorio, descrito por
su estado, lo que conlleva a la posibilidad de exhibir patrones de difraccién, dando
lugar a una interferencia constructiva o destructiva entre tales estados ondulatorios;

'Para ver en detalle los limites de la teorfa, en cuanto a la masa y velocidad de las particulas, ver 18]

2Fenémeno en el que la radiacién electromagnética incidente en una placa metélica induce una corriente
en el mismo -m4s alld de cierto umbral de frecuencia |12].

3de la mecénica cldsica o newtoniana.
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= Incerteza: Toda prediccién de la QM es en términos de probabilidades;

= Superposicién: La linealidad de las ecuaciones conlleva a la posibilidad de descri-
bir un sistema en términos de dos estados con caracteristicas fisicas notablemente
distintas;

= Distinguibilidad;
= Correlaciones cuanticas.

Los conceptos anteriores no son intrinsecamente independientes, es decir, uno puede ser
el resultado de la combinacion de otros. El objeto matematico que la QM dispone para
regular los comportamientos anteriores, es una matriz con propiedades especificas deno-
minada estado, que tiene la informacién sobre las cantidades que interesan: las magnitu-
des fisicas, también denominadas observables. Volviendo a las caracteristicas distintivas
anteriormente listadas, los conceptos de distinguibilidad (o disimilitud) y correlaciones
son las propiedades que ocuparon principalmente nuestros estudios llevados a cabo estos
ultimos anos: y cuyo detalle se encuentra disperso por todo este trabajo.
El hecho de cuantificar disimilitud constituye un problema teérico de central relevancia
para la ciencia, tratado en el Capitulo 2 A su vez, la distinguibilidad es completamente
dependiente del marco cientifico en consideracién [14]. Es decir, no es lo mismo distinguir
dos distribuciones de probabilidad, que dos estados cuéanticos (para facilitar la lectura,
utilizaremos QS, por las siglas en inglés de quantum state, para referir estado cuantico o
estados cudnticos). En este dltimo caso, en ocasiones es formalmente imposible distinguir
completamente (i.e. con probabilidad uno) dos QS. Especificamente, la imposibilidad to-
ma lugar cuando estos (en el caso de estados dados por matrices densidad) no conmutan
[15]. Este es un hecho remarcable puesto que en el caso contrario, i.e. dos estados que si
lo hacen, el formalismo de la mecédnica cuantica no es enteramente necesario puesto que
los estados en cuestién pueden ser descritos mediante vectores estadisticos (i.e. distribu-
ciones de probabilidad). Asi, en el caso cudntico general, los QS no se pueden distinguir
completamente. Este parece un hecho problematico, sin embargo, implica una ventaja de
vital importancia dentro de la teoria de informacion cudntica |11} 14} 16]. Con todo, el
problema de cuantificar el grado de distinguibilidad entre QS da lugar a un gran nimero
de funcionales que aparecen naturalmente en muchas otras cantidades informacionales
de la QM [16418], como veremos més adelante. Asimismo, la contraparte clasica, es decir,
cuantificar distinguibilidad entre distribuciones de probabilidad, constituye un tema de
investigacién importante en las areas de probabilidad y estadistica. Algunos de los campos
de aplicacion de este tipo de <<medidas>>E| son: la evaluacion de riesgos en problemas de
decisién estadistica, deteccién de senales, analisis de datos, codificacion, clasificacién de
patrones, etc. [19:21].

La divergencia Jensen-Shannon Una medida de disimilitud ampliamente utilizada
es la divergencia Jensen-Shannon (JSD, por sus siglas en inglés) [22, 23]. Este cuanti-
ficador resulta ser una versién simétrica, bien comportada y acotada de la divergencia
Kullback-Leibler [24]. La JSD se ha aplicado con éxito en una amplia variedad de cam-
pos de investigacién como, por ejemplo, el analisis y la caracterizaciéon de secuencias
simbodlicas y la segmentacién de imagenes digitales. Particularmente, se ha utilizado
exhaustivamente en el estudio de la segmentacién de secuencias de ADN, asi como, en
fisica estadistica, también se consideré como una medida de la longitud de la flecha del
tiempo [25].

4Léase: Funcional que cuantifica alguna propiedad afin, como por ejemplo: coherencia, correlaciones,
distinguibilidad, distancia, grado de mezcla, grado de no conmutacién, etc.
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En el Capitulo [2] Sec. 2:2] estudiaremos las capacidades de la JSD para generar una
familia de métricas, dependientes de un unico pardametro -trabajo sintetizado en el
articulo [Art. 1}, cuestién de interés para muchas dreas de la estadistica, en particular
para la geometria de la informacion y para asegurar la convergencia de muchos algo-
ritmos iterativos [26], distinguiendo este conjunto de métricas de las ya existentes por
ser cantidades basadas en informaciérﬂ [16].

Otro marco dentro de la teoria cudntica que concentra gran atencion por parte de la
comunidad cientifica y en el cual la distinguibilidad es un concepto frecuente, es el de las
correlaciones. Una de las aristas principales de nuestro trabajo, como veremos méas ade-
lante, es el estudio de la relacién entre las nociones de diferencia entre estados cuanticos
y correlacion entre subsistemas del mismo tipo. En cuanto a esta ultima, el cuantifi-
cador por excelencia que determina el grado de correlacion entre sistemas cuanticos es
la informacién mutua cudntica de von Neumann Z [14]. Sin embargo, un sistema com-
puesto por varias partes, cominmente denominado multipartito, puede presentar muchos
tipos de correlaciones [27:29]. Uno de los de mayor importancia e interés a lo largo de
los anos, y que ademds estd completamente asociado con un comportamiento «cuanti-
co>ﬂ es el entrelazamiento [30]. Quien por primera vez acufi el término anterior fue E.
Schrodinger (1935), después de observar algunas de sus extranas implicancias. Einstein,
Podolsky y Rosen presentaron una aparente paradoja que involucraba correlaciones (tan
“fuertes” que E. Schrodinger prefirié otro término para distinguirlas: Verschréinkunil)
que generaron cuestionamientos sobre la consistencia de la QM [31]. Durante muchos
afiod?] el entrelazamiento fue referido como el tinico tipo de «correlacién cuantica». Sin
embargo, investigaciones posteriores proporcionaron distintas evidencias que respaldan
la idea de que existen estados con entrelazamiento nulo, denominados separables, cuyas
correlaciones no pueden reproducirse utilizando sistemas clasicos, exhibiendo asimismo
caracteristicas intrinsecas cudnticas [32438]. Como consecuencia, el estudio de las medidas
de entrelazamiento se amplié para incluir la cuantificacion de correlaciones cudanticas mas
generales [27,|28]. Una de las medidas en cuestién més utilizadas en sistemas bipartitosﬂ
y la primera de este tipo, es la denominada discordancia cudntica (QD, por sus siglas
en inglés) (39, |40]. En los parrafos subsiguientes complementaremos la informacién sobre
Sesta medida.

Hasta aqui, hemos introducido las nociones principales para nuestra investigaciéon desde
un punto de vista conceptual, basico y fundamental. Sin embargo, desde hace ya mucho
tiempo, la comunidad cientifica mantiene un incisivo interés en como utilizar sistemas
cuanticos para almacenar, procesar y transferir informacién, dando lugar a la teoria de
informacion cudntica, también denominada Quantum Shannon theory (11}, |18} 30, 41-43].
Esta rama de la fisica es la combinacién de dos grandes areas del conocimiento cientifico
del siglo XX: la teorfa cuantica en cuestién y la teoria de la informacion. En palabras de
Mark Wilde,

“It was really only a matter of time before physicists, mathematicians, computer scien-
tists, and engineers began to consider the convergence of the two subjects because the
quantum theory was essentially established by 1926 and information theory by 1948.”@

SInformation-theoretic divergences

5Dos sistemas cudnticos puede estar en un estado cuyas correlaciones se pueden identificar como
meramente cldsicas.

"En alemén refiere a entrelazamiento.

8 Aproximadamente, desde 1935 hasta 2001.

9Un sistema cudntico en el cual podemos identificar dos partes.

10Realmente era solo cuestién de tiempo antes de que los fisicos, mateméticos, informéticos e ingenieros
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Esta composicién dié lugar a lo que podriamos llamar la “revolucion de la informacién
cuantica” o lo que algunos otros denominan la “segunda revolucién cudntica” [44] (siendo
la primera el descubrimiento de la teoria en si mismo).

Adicionalmente, y con respecto a una de las principales dreas de la teoria de informacién
cuantica, los ultimos veinticinco anos han sido testigos de una explosién de interés sobre
la idea de procesar y transmitir informacién utilizando sistemas cudnticos, generando asi
una marcada influencia en el desarrollo de la tecnologia de la informacién futura [43]. Por
ejemplo, en comunicaciones, el desarrollo de la criptografia cuantica se ha convertido en
una posible solucién a largo plazo para asegurar la seguridad de la informacién, gracias a
la imposibilidad formal de distinguir estados cudnticos. Al mismo tiempo, la demanda de
una capacidad computacional en constante crecimiento y el avance hacia componentes
cada vez mas pequenos ha conducido a una carrera entre las grandes empresas y univer-
sidades de todo el mundo, con el objetivo de realizar el primer dispositivo cuantico capaz
de llevar a cabo algoritmos con una capacidad y eficiencia no cldsicas. Por citar un caso
particular, el algoritmo de Shor implica que una computadora cuéntica podria quebrar
la seguridad de los métodos establecidos actualmente [18, [30].

Ahora bien, numerosos desarrollos dentro de la teoria de informacién cudntica sugieren el
hecho de que el entrelazamiento puede ser una de las principales ventajas de los algorit-
mos cuédnticos frente a sus equivalentes clasicos [45]. En los ultimos quince afios, podemos
encontrar nuevos trabajos sobre la posibilidad de que aquellas correlaciones cuantificadas
por la QD podrian dar lugar también a un procesamiento de informacién con una efi-
ciencia asociada no clasica [32-38]. En este aspecto, la importancia del QD es innegable.
En primera instancia, y desde un punto de vista conceptual, generé un nuevo y enor-
me estruendo de posibilidades en cuanto a tipos y potencialidades de las correlaciones
«cudnticas» entre subsistemas [27, 29]. Por otro lado, en la practica el QD como medida
presenta algunos inconvenientes. Por ejemplo, en este momento no existe un modo di-
recto para verificar la presencia o no de QD en un estado cuantico bipartito arbitrario.
Ademsds, como la evaluacién de la medida involucra un procedimiento de optimizacion
complejo [46], los resultados analiticos se conocen solo en algunos casos particulares |29,
47-51].

Con el objetivo de encontrar formas alternativas de cuantificar correlaciones cuanticas,
tan generales como aquellas asociadas a la discordancia cudntica, en estas dos tltimas
décadas se propuso una gran cantidad de medidas afines [52462]. Como senalamos an-
teriormente, de particular importancia para nuestro trabajo es la medida basada en no
conmutatividad introducida por Y. Guo, en 2016 [62]: la Medida de no conmutatividad
de discordancia cudnticaﬂ (NCMQD, por las siglas en inglés). Al investigar este cuanti-
ficador siguiendo los criterios necesarios para cuantificar correlaciones de tipo cudntico,
discutidos en las referencias [27, 29, 63|, y otras diversas caracteristicas del mismo, encon-
tramos una inconsistencia conceptual en la definicién de tal funcional; particularmente,
vimos que este depende de la representacion especifica del estado cudntico cuyas corre-
laciones estamos cuantificando. Asi, propusimos un funcional basado en la misma idea
de conmutatividad cuyo comportamiento es coherente con una medida de correlaciones
entre subsistemas cudnticos -trabajo resumido en el articulo T [2], que denominamos
como Medida de no conmutatividad de correlaciones cudnticad | (NCMQC, por las siglas
en inglés). Por otro lado, es un hecho destacable que el grado de conmutacién de ciertos
bloques especificos es un elemento comin tanto para el concepto de distinguibilidad [15],
como para el de correlaciones 2} 62].

comenzaran a considerar la convergencia de las dos materias porque la teoria cudntica se establecio
esencialmente en 1926 y la teorfa de la informacién en 1948.

"Non-commutativity measure of quantum discord,

12Non-commutativity measure of quantum correlacions.
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Una vez definida nuestra medida de QC, basada en no conmutatividad y que ademas
satisface los criterios necesarios adecuados -ver Ref. |27} 63]-, analizamos las potenciali-
dades de la misma como cuantificador de correlaciones cuanticas dentro de los preceptos
de la teoria de Recursos |64]; area de la teoria de informacién que establece requisitos
especificos para una medida adecuada de una <<fuente>>|§| particular. Sumamos asi dos
criterios adicionales, ver Sec. pudiendo demostrar como vélido uno de ellos sa-
tisfactoriamente y el otro, del mismo modo, para un conjunto de estados denominados
estados diagonales de Bell (BD, por las siglas en inglés), Sec. El resultado ante-
rior, sintetizado en el articulo sugiere fuertemente la validez de la medida como
cuantificador de QC que podrian ser fuentes. Asimismo, es remarcable que hasta el dia
de hoy, en el caso del QD, no existe una demostracion sobre la validez de una de las
condiciones adicionales mas importantes, como es la contractividad de la medida ante
la aplicaciéon de mapas locales que preservan la conmutacién, ver Sec. Es decir,
dentro del marco de la teoria de recursos no hay una demostracién teérica formal de que
las QC asociadas a la QD podrian dar lugar a un procesamiento de informaciéon con una
eficiencia no clasica.

Con todo, reconocemos en la caracterizacién y cuantificacién de correlaciones entre subsis-
temas un problema central en la fisica cudntica. El hecho de profundizar el conocimiento
sobre esta rama de la teoria de informacién cuantica es importante no solo desde un pun-
to de vista préactico, sino también desde un punto de vista conceptual, puesto que nuevos
trabajos en esta via pueden proporcionar informacién adicional sobre la fisica subyacente
detras de las correlaciones presentes en los sistemas cudnticos. Detectar la existencia de
tales correlaciones no clasicas, como ya hemos insinuado, es el objetivo central de una
medida de correlaciones cuanticas dando lugar a la posibilidad de clasificar a un sistema
dado como genuinamente «cudntico», o no. A tal fin, resulta interesante investigar nue-
vos medios para detectar y cuantificar la presencia de tales correlaciones. Asimismo, es
evidente que un cuantificador de este tipo puede estar motivado por diferentes nociones
de «cuanticidad» 27, 29, 40, 62} |65-68], o medios operativos. En resumen, las medidas de
QC pueden diferir, tanto formal como conceptualmente. En el Capitulo [3] realizaremos
un pequeno overview del extenso mundo de las medidas de correlaciones cudnticas. Ahora
bien, con respecto al modo de cuantificar correlaciones relacionado con el QD, investiga-
mos y propusimos una generalizacién del mismo utilizando cuantificadores de distancia (o
disimilitud) entre QS. Asi, este resultado, establecido en el trabajo -tratado aqui
en la Sec. [3.2.3}, presenta al QD como un caso particulafl?] de una familia de medidas
dependiente de un conjunto especifico de cuantificadores de disimilitud entre QS. Esto
da lugar a la posibilidad de estudiar el esquema de cuantificacién mds alld de la medida
de distancia D(-||-) particular en consideracién. Es decir, nuestro esquema generalizado
permite estudiar cudles comportamientos de la medida en cuestién -dependiente de D-
estan relacionados exclusivamente a la medida de distinguibilidad y cudles otros estan
asociados al esquema natural de cuantificacién (més alld de D).

Por otra parte, y para cerrar el estudio sobre correlaciones dentro de la teoria de in-
formacién cuantica, investigamos un efecto peculiar del QD denominado congelamiento
de la discordancia cudntica (en inglés, freezing phenomena of quantum discord) [27, 29,
69-75], resumido en el articulo [B], ¥ aqui en la seccién [1.2.5] El «fenémeno»
en cuestion consta de una region de tiempo en el cual es QD permance constante, bajo
una decoherencia adiabatica disipativa, Sec. y para ciertas condiciones iniciales,
Sec. [3:2] Este comportamiento atrajo gran atencién por parte de la comunidad cientifica
por sugerir la posibilidad de contar con un determinado periodo de tiempo, en el cual

13Léase: Propiedad intrinsecamente cudntica que puede dar motivo a un procedimiento cudntico cuya
eficiencia asociada es inalcanzable para todo proceder andlogo clésico.
4 Asociado enteramente a la entropia relativa.
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las QC asociadas al discord permanecen constantes, pudiendo asi ser utilizadas para el
procesamiento de informacién. Con todo, analizamos méas profundamente qué ocurre con
las correlaciones cudnticas dadas por el QD, en esta situacién dinamica, utilizando co-
mo herramienta la forma de Fano, pudiendo asi identificar una matriz de correlaciones
entre variables aleatorias que, a su vez, define las correlaciones entre los subsistemas en
consideracion.

Por tdltimo, motivados por la relacion establecida entre distinguibilidad y correlaciones,
senalada en nuestro trabajo aqui en el Capitulo [3] extendimos los resultados
obtenidos a un esquema de comunicaciéon de informacion cldsica utilizando ensambles
-0 canales- cuanticos [18]. El estudio en cuestién da lugar a una generalizacién de la
denominada cota Holevo [76], obteniendo un nuevo conjunto de desigualdades, con com-
portamientos notablemente distintos, que podrian brindarnos nueva informacién sobre
las capacidades de los canales cudnticos [11].

En cuanto a la organizacién de este trabajo, la seccion siguiente establece los Prelimi-
nares Matematicos sobre los que se apoya la mecanica cuantica -incluido aqui con el
objetivo final de convenir la notacién. En el Capitulo [T} establecimos los conceptos de la
teoria cuantica, de mayor importancia para nuestro trabajo, y los demés necesarios para
los Capitulos siguientes. Las nociones de distinguibilidad, y distancia, entre distribuciones
de probabilidad y estados cudnticos, son sintetizadas en el Capitulo[2l En la Seccién [2.2.1
se introduce nuestro primer trabajo, sobre la construccién de métricas, en el espa-
cio de las distribuciones de probabilidad, basadas en la divergencia de Jensen-Shannon.
Esta parte del trabajo es, también, marco tedrico del Capitulo (3] en el que se presenta la

mayor parte de los resultados en Sec. en Sec. en Sec.
en Sec. , conjuntamente con una sintesis del estado general del &rea

de las correlaciones entre sistemas cudnticos. Finalmente, en el Capitulo [4] se resume el
articulo relativo a la generalizacién de la cota Holevo, en funcién de los conceptos
incluidos en el Capitulo 2]

Bajo la suposicién de la existencia de una necesidad de llevar a cabo una lectura no global,
sino, por partes individuales, incluimos el Cuadro [I] que resume las secciones suficientes
(ordenadas en filas) para el desarrollo de otra en un Capitulo posterior (ordenadas en
columnas). Ademads, asumimos que para un entendimiento adecuado de una dada seccién,
es necesario leer cualquier otra -anterior- dentro del mismo capitulo.

Preliminares Matematicos

La estructura matematica principal de la mecénica cuantica es el espacio de Hilbert y el
compendio de operadores definidos sobre el mismo.

Cabe aclarar que, porque nuestro objetivo no es estudiar la matematica asociada a la
QM en si misma sino describir el marco teérico (y convenir la notacién), los parrafos que
siguen son un resumen descriptivo de los conceptos matematicos. Si se desea profundizar
en alguno de ellos, entonces lo recomendable es acudir principalmente a los libros de texto
comentados al final de la presente seccién. Asimismo, asumimos al lector familiarizado
con los conceptos mateméaticos de espacio vectorial, producto escalar, norma de
un vector, base, subespacio, operador lineal, autovectores y autovalores.
Veamos entonces las definiciones de dos espacios vectoriales de suma importancia para
la mecanica cudntica: los separables y completos. Un espacio vectorial es separable si
existe un subconjunto -del mismo espacio- contable que es, en cualquier lugar, denso@

5 Denso: Para todo vector u € V hay un elemento v € V tal que ||u — v|| < ¢, para todo ¢ € Rxg.
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Cuadro 1: El simbolo @ indica que para el desarrollo de la seccién ubicada en la corres-
pondiente columna, los conceptos en la seccién situada en la fila correspondiente son,
minimo, necesarios. El anagrama © senala lo contrario.

Del mismo modo, V' es un espacio vectorial completo si toda sucesion de Cauchy@]
converge a un elemento dentro del espacio.
Una vez definidos los conceptos anteriores, veamos a qué se denomina espacio de Hilbert.
Definicion
Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial completo sobre los complejos
con un producto escalar (u,v) € C, u,v € H.

Otro objeto matemaético de suma importancia para el formalismo de la QM es el de
operador lineal acotado.
Definicion
Un operador lineal acotado es una transformacion lineal L : V' — W entre los
espacios vectoriales L y W (ambos tienen norma) que cumple

deeR>p: HmHzixl [|L(v)|] <e.
vll=

Al conjunto de todos los operadores lineales acotados sobre H lo denotamos como
B(H).
Dos operadores lineales particulares son cero 0 y la unidad 1 definidos por Ou = 0 y
lu = u para todo v € H. Con respecto a la notacién empleada para la identidad, en
algunos articulos y libros prefieren 1, siendo n la dimensién del espacio de Hilbert en
cuestion. No serd nuestra eleccion. A lo largo del presente trabajo, la identidad sera 1
mas alla de la dimensién que estemos considerando puesto que entendemos innecesaria
la aclaracién.
Un operador B es la inversa de otro A si AB = BA = 1y se escribe: B = A~!. Dos
operadores conmutan si [A, B] = [AB — BA] = 0.
Definicion
El operador adjunto de A, Af, estd caracterizado por (Afu,w) = (v, Aw) para
todo v,u € H. Los operadores que cumplen AT = A se denominan autoadjuntos
(o hermitianos, hermiticos)

Los operadores autoadjuntos tienen las siguientes propiedades:

16 Sucesion de Cauchy: Toda sucesién tal que para todo € € R>o existe un nimero natural N(e) tal que
[|lvm — vn|| < € si m,n > N(e€), con m,n naturales.
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1. Todos los autovalores son reales,

2. Dos autovectores (asociados a los autovalores A\; y Ag, respectivamente) son orto-
gonaleﬂ entre si cuandﬂ AL # Aa.

Definicion
Un operador lineal U es unitario si UUT = UTU = 1. En tal caso, Ut = U1,

Las propiedades més importantes de este tipo de operadores son:
1. Las columnas de U forman una base ortonorma]lﬂ de H (lo mismo para las filas),

2. Los operadores unitarios U preservan el producto escalar, es decir, (v, w) = (Uv, Uw),
v,w € H,

3. U también preserva la norma de V,

4. Los autovalores de U son exponenciales complejas de la forma e?.
Un operador lineal acotado O € B(H) es positivo si (u, Ou) > 0 para todo v € H. En
este caso escribimos O > 0. El conjunto de todos los operadores positivos es convexﬂ
Asimismo, los operadores positivos son autoadjuntos y siempre admiten una raiz cuadra-
da. Ademsds, si son invertibles, tienen una descomposicién unica en forma polar, es decir,
O se puede escribir como O = |O|U con U un operador unitario y |O| = VOOT.
Definicion
Un operador autoadjunto A es un proyector si y sélo si A> = A. En tal caso,
usualmente se denota como P(S) donde S es un subespacio de ‘H, a menudo un
rayo.
Definicion
Un operador lineal acotado es un operador trace-class si su traza

Tr[A] = Z(Avk, V)

k

es absolutamente convergente para toda base ortonormal {vg} de H.

El mapa bilineal (4, B) = Tr [ATB] es un producto escalar sobre el conjunto de los
operadores trace-class y es conocido como la norma de Hilbert-Schmidt.

Notacion de Dirac

Luego de la presentaciéon de los elementos bésicos de la teoria de espacios de Hilbert,
podemos introducir la notacién de Dirac tipicamente utilizada en mecéanica cuantica, y,
en particular, en la teoria de informacién cuantica.

74 y v son ortogonales s (u,v) = 0.

18 Asimismo, si el espacio de Hilbert H es de dimensién finita y todos los autovectores estan asociados a
autovalores distintos (espectro no degenerado), el conjunto de los autovectores de un operador autoadjunto
forma una base de H.

190, v € V son ortonormales si son ortogonales y ambos tienen norma uno.

20 Conjunto convexo: Un conjunto de un espacio vectorial es convexo si éste coincide con su cdscara
conveza. Una cdscara convexa de un conjunto S € V es la coleccién de todos las combinaciones convezxas
de todos los conjuntos finitos incluidos en S. Una combinacion convexa es

w=> pju
J
con {u;j} C Sy {p;} un conjunto de nimero reales positivos que suman la identidad.
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Un elemento u de H ahora es denotado con un ket: |u). El adjunto asociado a |u), estd
dado por un bra: (u|. Seguidamente, el producto escalar (u,v) ahora se escribe como un
braket: (u|v).

Los operadores que actiian por izquierda sobre un ket dan como resultado otro ket. Los
operadores que actian desde la derecha sobre un bra, dan otro bra. Un ketbra, |v) (w]
es un operador que actia sobre un ket, digamos |u), dando como resultado

v) (wl (|u)) = (wlu) [v)
El proyector sobre el espacio unidimensional asociado al vector |u;), ahora se escribe
P(ju)) = |u) (ul.

Si {|i)}_y, n € N, es una base ortonormal de # y si las componentes de |u), |v) € H
estdn dadas por

|u) = Zai B
v) = Zm /i)

entonces matricialmente escribimos (en la base {|i)}):

1

(ulv) = (af aj ..) | P2

aq

) (ol = |2 | (B 65 --.)

El producto tensorial de dos vectores |v), |w) es |v) ® |w) y entre espacios vectoriales
VyWesV ®W, siendo este el espacio lineal formado por los productos tensoriales
de los elementos de V' con los de W. Si {|v;)}7; ¥ {|w;)}*, son dos bases de V' y W,
respectivamente, entonces una base de V ® W esta dada por

{lvi) ® |ws) %y
Asimismo, cualquier operador lineal O sobre tal producto tensorial V @ W, con O(|v) ®

lw)) = Oy(|v)) ® Oy (Jw)), es una combinacién lineal de productos directos entre opera-
dores lineales, es decir,

0=> 0,0,

Por tltimo, el complejo conjugado de z € C serd denotado con z*.

Bibliografia recomendada: Principalmente estas paginas son una sintesis de [30], y
[77]. Otros libros de textos también relacionados con la mecédnica cudntica y algo méas
profundos en cuanto al marco matematico son |21} [78-81]. En cudnto a tnicamente
algebra lineal, una buena lectura es [82].
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Abreviaturas principales

QC Correlaciones cuanticas
NCMQD  Medida de no conmutatividad de discordancia cuantica
NCMQC Medida de no conmutatividad de correlaciones cuanticas

BD Estados diagonales en la base de Bell
QS Estado cuantico / Estados cuanticos
JSD Divergencia Jensen-Shannon
DBHQ Cantidad de Holevo basada en distancias
GAI Informacién accesible generalizada
MDC Medida de distinguibilidad cuéntica
VA Variable/s aleatoria/s
BON Base ortonormal
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Variables aleatorias y sistemas
cuanticos

Una de las primeras inconsistencias de las teorias «clasicas» es la aplicacién de la mecani-
ca -newtoniana- y el electromagnetismo al problema de un electrén orbitando alrededor
de un ntcleo atractivo. Tales teorias conllevan a la conclusion de que los atomos serian
inestables (el electrén deberfa caer al centro del potencial en un tiempo medio dado por
Lpan = 1,6 X 10~ g [83] como consecuencia de la radiacién emitida por ser una carga ace-
lerada, segin la férmula de Larmor). Esto constituye una diferencia con la observacién y
la experiencia. Surgié entonces la necesidad de un nuevo enfoque y el abandono de ciertos
principios fundamentales. La teoria que da lugar a estos nuevos conceptos es la denomi-
nada Mecdnica Cudntica, que describe el movimiento de las particulas subatémicas, en
los niveles de menor energia [84].

Un dato interesante sobre el desarrollo de la teoria cuantica no relativista es que su forma-
lismo matemadtico fue establecido (principalmente) por W. Heisenberg y E. Schrodinger
en 1925-1926 «antes» del descubrimiento del principio de indeterminacion, que pone de
manifiesto su contenido fisico [85]. Dicho formalismo establece que las magnitudes fisi-
cas (velocidad, posicién, energia, momento angular, etc.) de los sistemas cuanticos son
intrinsecamente cantidades estocasticas, con una incerteza regida, en parte, por el prin-
cipio de indeterminacién (también denominado, “de incertidumbre”).

Nuestro trabajo involucra observables cuyos valores son puntuales (discretos) y gene-
ralmente finitos. En consecuencia, en adelante sélo consideraremos Variables Aleatorias
discretas.

El atomo de hidrégeno. Una de las primeras situaciones experimentales que no se
podian explicar con las teorias hasta entonces desarrolladas fue el espectro de energias
del atomo de hidrégeno. Este sistema -cuantico- estd compuesto por dos particulas: un
electrén y un protén, con masas y cargas dadas por m., —e y m,, €, respectivamente,
siendo m, < m,. Consideremos un referencial fijo al protén. Siguiendo los postulados
de la mecanica cudntica, el electron carece de una trayectoria dada por alguna curva
#(t) € R3. Entonces, el problema a resolver ya no es encontrar la funcién posicion
sino una densidad de probabilidad f(&,t) para tal evento -es decir, que el electrén
se encuentre en & a tiempo t. De este modo, la posicion del electron es un ejemplo
de variable aleatoria (VA) continua. Asimismo, el espin del electrén es un ejemplo
frecuente de variable discreta. Esta magnitud fisica no posee andlogo clasico alguno vy,
en una medicién del mismo, sélo puede tomar dos valores.

Veamos a continuacion el marco matematico asociado a la descripcion de las variables
aleatorias discretas.



2 1.1. PROBABILIDAD Y VARIABLES ALEATORIAS

1.1. Probabilidad y variables aleatorias

La idea de probabilidad, chance o aleatoriedad se puede considerar antigua. Sin embargo,

la axiomatizacién rigurosa en términos matematicos es relativamente recientd'} La teorfa

de probabilidades describe eventos intrinsecamente aleatorios denominados experimentos.

El conjunto de todos los posibles resultados (asociados a tal experimento) se denomina

espacio maestral y es normalmente denotado por €2, siendo, también, w un elemento de

éste conjunto. Este es normalmente el enfoque, y la notacién, adoptada por matematicos.
Ejemplo Consideremos un conductor que va hacia su trabajo. En el camino, atraviesa
tres seméaforos. Un resultado es que el conductor se detenga en un seméforo, y lo deno-
tamos con la letra d mientras que si continia, el otro resultado posible, lo hacemos con
la letra c. Luego, todas las posibilidades del evento -lo que ocurre cuando el conductor
se acerca a los semaforos- estan dadas por:

Q = {ddd, ddc, dcd, cdd, dce, cde, ced, cce, }

En este trabajo, como asi también en mecénica cuédntica, el espacio muestral al que
generalmente nos vamos a referir es el conjunto de los posibles valores de una varia-
ble aleatoria (que a su vez es una magnitud fisica, también denominada observable).
Mientras que los experimentos (o eventos) son medir y observar (una vez, o muchas)
tal magnitud fisica.
Veamos ahora las herramientas matematicas basicas de esta teorfa. El concepto de pro-
babilidad estd relacionado con la tasa de ocurrencia de los eventos. Formalmente:
Definicion
Una medida de probabilidad (o probabilidad) definida sobre €2 es una funcién P
sobre los conjuntos de 2 y hacia los niimeros reales, que satisface

1. P(Q) =1,
2. Si A C Q entonces P(A) >0,

3. Si A y As son dos conjuntos disjuntos de ) entonces
P(A1 U Ag) = P(Al) + P(AQ)

P(Q) es la probabilidad de que ocurra alguno de los eventos de €2 entonces es 1dgico y
deseable que ésta sea uno. Mientras que P(A; U Ag) es la probabilidad de que ocurra
alguno de los eventos en A; 0 en As. Veamos algunas de las propiedades adicionales de
la medida P.

1. Si A€ es el complemento de A, P(A¢) =1— P(A),

2. P(0) =0 (0 =Q°),

3. Si A C B entonces P(A) < P(B),

4. Si Ay B son dos conjuntos de €2 entonces P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Una vez definido el concepto de probabilidad, podemos adoptar un enfoque mas fisico
-léase: el enfoque que generalmente se usan en los libros de relacionados con la fisica. Con-
secuentemente, consideremos una variable aleatoria X y sea {x;}7" ,, n € N, el conjunto

'La teorfa de la probabilidad tiene sus comienzos en los juegos de azar de Gerolamo Cardano en el
siglo XVI, y de Pierre de Fermat y Blaise Pascal en el siglo XVII. Christiaan Huygens publicé un libro
sobre el tema en 1657, mientras que en el siglo XIX Pierre Laplace completé lo que hoy se considera la
interpretacién clasica de la probabilidad.
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de sus posibles resultados en un experimento (el espacio muestral). Si el conjunto {x;} es
discreto (puntual) entonces decimos que X es una variable aleatoria discreta. Si, por el
contrario, X toma valores de un conjunto continuo entonces decimos que ésta es una VA
continua. Como ya aclaramos anteriormente, sélo consideraremos el caso discreto. Queda
entonces definir el término distribucion de probabilidad.
Definicion
Sea X una variable aleatoria discreta con n € N posibles valores reales {z;}, el
evento w; tal que X = z; estd asociado a una probabilidad p; = P(w;). Al con-
junto p = {p;}, que cumple ademéds > . ; p; = 1, lo denominamos distribucién de
probabilidad de X.
Tengamos en cuenta ahora dos VA. Sean éstas X (Qx = {zi}j;) e Y (Qy = {y;}]1),
m € N. Entonces podemos definir una probabilidad asociada a sus resultados conjuntos.
Definicion
Dadas X e Y variables aleatorias discretas, entonces el evento w;; tal que X = x;
e Y = y; estd asociado a una probabilidad P;; = P(w;;). El conjunto de tales
elementos se denomina distribucién de probabilidad conjunta.
Por otro lado, si conocemos F;; podemos calcular las distribuciones de probabilidad
marginales (individuales) de X (p;) e Y (g;), tomando las sumas siguientes:

=37 (L)
J
4 =) P (1.2)
ij
Asimismo, dada una distribucién de probabilidad conjunta F;; la probabilidad condicional
de X = x; si a priori conocemos que Y = y;, es,
Bij

= (1.3)

Pijj
Un resultado importante que relaciona las probabilidades condicionales de X e Y es el
teorema de Bayes, que establece:

q; P = piPj; (1.4)

1.1.1. Entropia

Un concepto crucial para la teoria de informacién como asi también para la fisica es el de
entropia. Esta es una cantidad relacionada con el desconocimiento, o incerteza, sobre un
dado evento. Concretamente, en el caso de una VA X con distribuciéon de probabilidad
p = {pi}}, definimos:
Definicion
La entropia H(X) de una variable aleatoria X estd definida por

H(X) = —Zpi logy pi (1.5)

Como éste valor depende en su totalidad de la distribucién de probabilidad p, en ocasiones
utilizaremos la notacién H(p). Cabe remarcar que como lim,_,o xlogy z = 0 utilizamos
la convencidén siguiente 0log, 0 = 0.

Luego, como senaldbamos, la entropia H(X) es una medida del desconocimiento del valor
que puede tomar X en un experimento. Si la distribucién p asociada a X es uniforme
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4 1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES

(pi = pj Vi,j € [1,n] C N), entonces H(X) toma su maximo valor. Si X tiene una
distribucién de probabilidad p nula salvo p, = 1, para algin k € [1, n], entonces H(X) =
0.

Como en los casos anteriores, podemos extender el concepto de entropia a mas de una VA.
Consideremos X e Y dos VA con distribucién de probabilidad conjunta {P;;}. Definimos
la entropia conjunta de estas VA como

H(X,Y)=-) Pjlog, P; (1.6)
ij

Del mismo modo, y haciendo uso de P;; definimos la entropia condicional como el prome-
dio pesado (segun la distribucién p = {p;}) de la entropia H que resulta de la distribucién
P;);, es decir:

H(Y|X)==) pi Y Pjilog, Py (1.7)
i J

El siguiente teorema relaciona las entropias condicional y conjunta de X e Y.
Teorema
Regla de la cadena:

H(X,Y) = H(X)+ H(Y|X) (1.8)

Cabe remarcar que H(X|Y) # H(Y|X). Sin embargo, la resta H(X) — H(Y|X) =
H(Y)— H(X|Y) es simétrica ante el intercambio de X con Y. Utilizaremos este hecho
mas adelante, en la definicion de informacion mutua.
Otro resultado importante sobre la entropia H es la concavidad, propiedad conocida como
la desigualdad de Jensen.
Teorema
Dadas n distribuciones de probabilidad {o;}}; asociadas a otros n pesos estadisti-
cos m = {m;}" ;, la entropia H satisface

H <Z7Tz0'z> Z Zﬂ'zH(O'z) (1.9)

Resumen Definimos qué es una distribucién de probabilidad, para el caso concreto
de variables aleatorias, haciendo uso de la definicién axiomaética de probabilidad.
Definimos las distribuciones de probabilidad conjunta y condicional. Introdujimos el
concepto de entropia como una medida de incerteza asociada a una VA. Por tdltimo,
establecimos las definiciones de entropia conjunta y condicional, para finalmente
relacionar estos conceptos con la denominada regla de la cadena.

1.2. Sistemas cuanticos: Estados y operaciones

Como estableciamos en el comienzo de la seccién, ahora los observables de los deno-
minados sistemas cudnticos son intrinsecamente estocasticos, por ello la descripcién de
su cinemdtica y dindmica se realiza en términos de variables aleatorias. Sin embargo, se
conoce que una teoria -cuantica- sobre el movimiento de tales sistemas involucra otras he-
rramientas matemaéticas ademaés de vectores estadisticos y distribuciones de probabilidad.
Veamos, en términos generales, los postulados de la mecanica cuantica y el formalismo
asociado.
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1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES 5

1.2.1. Postulados y el principio de incerteza

Principio de superposicién: Cada sistema fisico estd descrito por magnitudes fisicas
y representado por un espacio de Hilbert separable y un estado, que a su vez es un
operador lineal acotado trace-class, positivo y autoadjunto; normalmente denotado
por p (ver Preliminares mateméticos). A su vez, generalmente se pide la condicién de
normalizacion, es decir, Tr [p] = 1; y al conjunto de todos estos operadores (lineales,
acotados, positivos, autoadjuntos y de traza uno) se lo denota como B (H).

El espacio de Hilbert en cuestién es considerado normalmente complejo. En la Sec. [1.2.2]
completaremos la informacion acerca de tales estados.

La regla de Born: Cada magnitud fisica de un sistema cudntico estéd representada por
un operador lineal autoadjunto O, no necesariamente acotado. Su valor de expecta-
cién (media en infinitos experimentos iguales) esta dado por (O) = Tr [pO], siendo
p el estado del sistema.

Postulado de medicion: Cuando una magnitud fisica de un sistema, en un estado p,
es medida, el estado del sistema inmediatamente después de esta medicién, y luego
observado el resultado etiquetado por k, estda dado por

AppAl
Pk =

= [AkPAL] (1.10)

donde Aj se denomina operador medicion y esté asociado al resultado k. Ademads,
satisfacen y ;. A};Ak =1 (siendo n el total de los posibles resultados de la medi-

cién). La probabilidad de obtener el resultado k es py = Tr [AkpAH.

El postulado anterior es de radical importancia para nuestro trabajo por lo que extende-
remos la informacion relativa al mismo en la seccién [1.2.41

Sistemas multipartitos Cada sistema fisico compuesto por dos o mas subsistemas es
representado por el producto tensorial de los espacios de Hilbert de cada subsiste-
ma,; los operadores que representan estas cantidades fisicas actiian en este espacio
producto.

Evolucién de von-Neuman: El evolucién temporal de un sistema fisico asilado (que
no interactiia con nada fuera de si mismo) estd dada por

p(t) = U(t)p(0)U (1) (1.11)

donde t es el parametro que indica el tiempo y U = exp (—it%), siendo H el
generador de las traslaciones temporales.

Una importante implicaciénﬂ de los postulados de la mecénica cuantica es la relacién de
incerteza de Hisenberg-Robertson.
La dispersion de un operador autoadjunto A en un estado p estd dada por

Disp,A = (A — (A)1)*) = (1.12)
= (A%) —(4) (1.13)

2Es demostrable, no es un postulado.

Distinguibilidad y correlaciones Tesis D. G. Bussandri



6 1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES

donde (A) = Tr[pA]. La raiz cuadrada de la dispersién es conocida como la incerteza

sobre A en el estado p:
AA = ,/Disp,A. (1.14)

Podemos entonces establecer el principio de incerteza relacionado con la dispersién en
una medicién conjunta de dos operadores A y B:

(AA?) (ABY?) > (4, B, (1.15)

1.2.2. Estados

En mecénica cuantica, los sistemas estan descritos por un operador lineal p € BfL (H)
denominado matriz densz’dadﬂ Las dos categorias de estados mas representativas son
los denominados estados puros y los mixtos. Los primeros son idempotentes, es decir
p?> = p, y siempre se pueden escribir del siguiente modo:

p =) (@] (1.16)

con |[¢) € H y (¥[th) = 1; mientras que los segundos no admiten esta descomposicién. Los
estados mixtos surgen de combinaciones convexas de estados puros y siempre se pueden
escribir del siguiente modo:

K
p=>pilti) (Wil (1.17)

i=1

con {p;} una distribucién de probabilidad. Claramente, un estado mixto es una mezcla
estadistica de estados puros. Una medida del grado de pureza de un estado mixto es la
purity, definida como:

Plp] = Tr [p*] (1.18)

que cumple % < Plp] < 1, siendo d € N la dimensién de H. Si p es un estado puro,
entonces Plp] = 1. De lo contrario, P es menor que uno. Por ejemplo, para el estado

(1.17), tenemos que

P

K K
> pilvi) <¢i|] = > pipj| (Wilvy) I? (1.19)
i=1

1,7=1

Podemos remarcar un comportamiento interesante de esta medida. Dejemos fija la dis-
tribucién de probabilidad {p;} y consideremos dos estados mixtos distintos:

p= Zpi |9i) (il (1.20)

con |1;) ortonormales entre si, y otro,

o= sz‘ |pi) (il (1.21)

3El término matriz densidad fue introducido por von Neumann en 1927, y lo refiere como un operador
estadistico (1955). A su vez, la palabra matriz densidad fue utilizada primero por Dirac, en un sentido
diferente. De acuerdo con Coleman (1963) los quimicos y fisicos cudnticos acordaron una nomenclatura
comun en la década de 1960.
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1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES 7

con |¢;) no ortogonales entre si (pero normalizados). Entonces
Plo] =Plp| + (1.22)

con y = Zf;J pip;| (¢il@i) 2 > 0y Plp] = >, p7. Asi, vemos que la pureza del estado
o es mayor que la del estado p y que ademas la cantidad P no sélo depende de la
distribucién de probabilidad {p;} sino también del overlap medio de los estados |¢;) (¢i].
En otras palabras, la purity depende de cémo se mezcla (esto dado por la distribucién
de probabilidad) y a su vez de qué es lo que se estd mezclando (si los estados tienen o
no overlap).

Por otro lado, como senalabamos anteriormente, el valor medio de un observable repre-
sentado por un operador lineal autoadjunto A sobre H, estda dado por (A) = Tr[pA]. Si
el estado es puro, digamos p = |1) (1|, entonces (A) = (| A|¢) y su estado queda com-
pletamente determinado por el ket [¢) sin necesidad de recurrir a la matriz densidad
p-

Asimismo, se dice que un estado cudntico estd en una superposicién coherente en la
representacion A (con A un operador) si p no es diagonal en la base de autovectores de

A.

Qubits

Consideremos un sistema cuantico que puede ser representado con un espacio de Hilbert
de dimension dos. Luego, cualquier conjunto de vectores ortonormales sera una base del
espacio, siendo éste isomorfo a C2. Denominamos a este tipo de sistemas qubits, que es
la unidad de informacién principal de la teoria de informacién cuantica. El motivo es que
cada uno de los elementos de cualquier base del espacio se puede poner en correspondencia
con los valores 0 y 1 de un bit de informacién. Veamos las distintas formas de representar
qubits.

Sea entonces |¢)) = ag |0) + ay |1) € H, con {|i)}]._, una base ortonormal (BON), a; € C
v lao)? + |a1)?> = 1. Luego, la matriz densidad asociada al estado puro p = [1) (3|, en la
base {|0),|1)}, resulta:

2 *
o= [‘“0’ aoal] (1.23)

agal ]al|2

Ahora bien, para representar cualquier estado de un qubit podemos emplear las matrices
de Pauli (MP). Estas, mas la identidad 2 x 2, forman una base del espacio (de Hilbert) de
las matrices complejas 2 x 2, es decir, cualquier matriz compleja x se puede descomponer
del siguiente modo:

3
X=>_Bioi (1.24)
=0

con og la matriz identidad y 8; € C. A su vez, como las matrices de Pauli son autoad-
juntas, podemos descomponer cualquier operador autoadjunto €2 como:

3
Q=>ao; (1.25)
=0

con o; € R. Utilizando esos argumentos, y teniendo en cuenta que toda matriz densidad
es una matriz autoadjunta, de traza uno, podemos escribir:

3
1
p=3 <1+;am) (1.26)
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8 1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES

Figura 1.1: Esfera de Bloch.

considerando ademads que las matrices de Pauli tienen traza nula. Si adoptamos la repre-
sentacién que sigue para las MPfY]

o1 = [(1] (1)] oy = [(; BZ] o3 = B _OJ (1.27)

entonces toda matriz densidad se puede escribir como,

:1|:1+043 a1—ia2:| (1.28)

2 lag+tas 1 —ag

En ocasiones vamos a utilizar una notacién mas compacta para la descomposicién anterior
(1.26)):

p=-(1+a- ) (1.29)

con @ = (aq,ag,a3) y & = (01,092,03). El vector & = Tr [pd] es conocido como el vector
de Bloch y sus componentes son coordenadas en el espacio de matrices con traza uno.
Queda imponer una condicion extra sobre tales coordenadas. La matriz densidad p es un
operador positivo si y sélo si sus autovalores son no negativos y esto ocurre si y sélo si,

a3 +a3+ai<l (1.30)

La ecuacién anterior es la de una bola en R3, cuya superficie estd dada por la esfera de
Bloch, ver Fig. También podemos escoger coordenadas esféricas para (a,ag,as),
como son {r,0, ¢}.

Estados multipartitos frecuentes en la literatura

Consideremos un sistema fisico formado por dos partes A y B asociadas a los espacios de
Hilbert H4 vy Hp, respectivamente. Como senaldbamos en los Preliminares matemaéticos,
y utilizando el postulado Sistemas multiparitos de la Sec. el espacio de Hilbert
del sistema global A + B, H, esta dado por el producto tensorial de Ha y Hp, i.e. H =
Ha®H p. Una base ortonormal de este espacio es la base producto: {|ij)} = {|i) ,®IJ) g }4j
con {|i) 4} v {|7) 5} las respectivas bases de Ha y Hp.

4Generalmente no hace falta esto, ya que lo que define a las matrices de Pauli son sus propiedades.
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1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES 9

En el caso en que H4 y Hp son de dimension dos, una base -denominada producto- de
‘H esta dada por

10)4 ©10) g = [00)
10), ®10) g = [10)

0)4 ® [1)p =01) (1.31)
Da®)p=11) (1.32)
Ademsds de estados puros y mixtos existen otras categorias, o conjuntos de estados, con
propiedades especificas. En esta seccién agruparemos las mas utilizadas en el drea, listan-
do al menos aquellas categorias relevantes para las secciones siguientes. Sus propiedades
se veran luego en la seccién que corresponda.

= Comencemos entonces con los denominados estados de Bell [86]. Estos son cuatro
estados ortonormales entre si (luego, forman una base de H) que tienen la siguiente
forma:

|00) + [11)
V2

|01) + |10)
V2

|01) — [10) |00) —|11)
V2 V2

» Los estados de Werner [87] forman parte de un espacio de Hilbert de dimensién

d?, d € N, compuesto por dos partes de dimensién d cada una. La forma de los
estados de Werner esta dada por:

|to0) =

|tho1) = (1.33)

[910) = [P11) = (1.34)

ow =pd(d2+1)Psy +a P>d<d2_1)P“ (1.35)
P — %(1 +F) (1.36)
pos — 1(1 _F) (1.37)

F= Z\ (| @ 15} g (il (1.38)

En el caso d = 2, un estado de Werner muy utilizado en la literatura relacionada
con correlaciones cudnticas es

(1-p)
4

cuya caracteristica principal es que cambiando el pardametro p se puede ir de un
estado de Bell a la identidad 4 x 4.

w = P |Yo0) (Yool + 1 (1.39)

» Veamos ahora la forma de los estados GHZ [88]. Estos son elementos de un espacio
de Hilbert 2" dimensional, conformado por n partes de dimension 2 cada una. La
expresion de los mismos es:

0)°" + 1)°"
V2

donde |2)®" = |z), ® -+ ® |x), con {|z),} una BON del i-ésimo qubit, = € {0,1}.
Por ejemplo, para el caso de n = 3,

IGHZ) = (1.40)

000) + [111)

IGHZ) = NG

(1.41)
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En este escenario, es decir H = Ho ® Ha ® Ha con Hy de dimension 2 y tres
subsistemas, otro estado utilizado y conocido por sus propiedades es el estado W
[89], cuya forma es:

_ L
e

La generalizacion de los mismos a un espacio formado por n qubits es:
1

vn

Una clase importante de estados mezcla son los isotrépicos [90]. Al igual que
los estados de Werner, son vectores de un espacio de Hilbert compuesto por dos
partes de dimensién d. Asimismo, los estados isotrépicos son mixturas convexas

de un estado maximamente mixto 1%31 con otro maximamente entrelazado |[¥1) =

W) (J001) + |010) + |100)) (1.42)

W) (]10...0) +[010...0) + -+ +[0...01)) (1.43)

% Zgzl |7) 4®1j) g siendo {|j) 4 g} bases ortonormales de H 4 p. Podemos expresar

tales mixturas como:
1_
piso = iz (L= [WF) (¥F]) +p ) (7| (1.44)

conp e [0,1] CR.

Otra categoria de estados de sistemas cuanticos de dos qubits conocida y muy
utilizada en multiples trabajos son los estados de Bell diagonales (BD). Estos
tienen matrices densidad reducidas maximamente mixtas, es decir, py = Trp[p] =

%1, pp = Tralp] = %l y se pueden expresar de la siguiente forma,

3

1

pBD — 1 <1®1+Zcm{4®0i3> (1.45)
i=1

Asimismo, cualquier estado de dos qubits que cumple p4 = 1/2 = pp, puede llevarse
a una BD utilizando operaciones unitarias locales [47].

Los autovalores de un estado BD son:

Ao = %(1 —c1 —c2—c3), (1.46)
M = %(1—cl+02+03)7 (1.47)
Mo = 3(1 Fer—cotey), (1.48)
A3 = %(1 +c1+ea—c3) (1.49)

donde los coeficientes {c;} son tales que 0 < \; < 1,4 € {0,1,2,3}.

Este conjunto de estados contiene a los estados de Werner (|c1| = |ea| = |e3| = ¢) de
dos qubits y a los estados de Bell (|¢;| = 1, |¢j| =0, |cx| = 0, con (4, j, k) cualquier
permutacién de (1,2, 3)), entre otros.

Luego, en términos generales, cualquier estado p de dos qubits (H4 y Hp de di-
mensién dos) puede siempre escribirse como 91} 92]

1
P:PA®PB+ZZTijUz‘A®UJB (1.50)
ij
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1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES 11

siendo {0}, {¢P} las matrices de Pauli, y los elementos T}; estéan por
. A B A B

Esta descomposicion se denomina forma de Fano. En la Sec. retomaremos
este conjunto de estados dando una interpretacion estadistica a los elementos T;;.

Representacion de matrices densidad en dimensién finita

Al comienzo de la Sec. listamos los postulados de la mecdnica cudntica. En el
primero de ellos, introdujimos el conjunto de estados Bj” (H) como los operadores lineales,
acotados, positivos, autoadjuntos y de traza uno. Si el espacio de Hilbert sobre el cual
actian estos operadores es de dimension finita n € N, podemos elegir una base ortonormal
de este espacio: {|91),...,[1n)} C H, y representar a p con una matriz compleja n x n
cuyos elementos p;; estan dados por p;; = (1] p|1j). Cabe aclarar que utilizaremos
de manera indistinta p para referirnos al operador o a la matriz porque ambos objetos
refieren al estado del sistema. Asimismo, esta asociacién matricial es natural y ya la
hemos realizado por ejemplo en la ecuaciéon ; sin embargo, en esta seccion conviene
explicitarla. Luego, el espacio de las matrices densidad esta formado por todas aquellas
que satisfagan:

1. p=p! (autoadjuntas),
2. V) € H, (¢] p|) > 0 (positivas, i.e., autovalores positivos),
3. Tr[p] =1 (normalizadas).

Para describir el espacio de las matrices que cumplen los requisitos anteriores de una ma-
nera especifica, comenzamos dando algunas propiedades basicas que tienen las matrices
complejas n x n. Este a su vez es un espacio de Hilbert en si mismo si le adicionamos el
producto escalar (conocido como de Hilbert-Schmidt):

(A|B) = Tt [ATB} (1.52)

con A, B matrices autoadjuntas n x n. Por otra parte, este espacio coincide con el de
operadores acotados sobre H, B(#H). Recordemos que en dimension finita, todos los ope-
radores (y matrices) son acotados y tienen definida una traza (es decir, son trace-class).
Veamos algunos resultados resumidos sobre este tipo de objetos matematicos.

Una matriz A puede ser diagonalizada por cambios unitarios de base si y sélo si éste es
normal, es decir, [A, AT] = 0. Las matrices hermitianas y las unitarias son normales. Una
matriz normal es autoadjunta si y sélo si esta tiene autovalores reales. Ademds, cualquier
operador/matriz normal se puede escribir como:

A=>"\P (1.53)
i=1

con P; = |¢;) (¢i], siendo {|¢;)} los r autovectores de A. Este conjunto forma una base
de un subespacio de H conocido como el soporte de A, denotado como supp[A]. Un
subespacio ortogonal al anterior es el nicleo de A, kerr[A], definido por todos los |1)) € H
tales que A[Y) = 0. A su vez, si A es normal se cumple H = supp[A] & kerr[4] y el
nicleo del mismo es el subespacio generado por los autovectores que tienen asociados
autovalores nulos.

Volvamos ahora al espacio vectorial formado por las matrices complejas n x n. Un subes-
pacio de particular importancia es el conjunto de las matrices complejas hermitianas.

Distinguibilidad y correlaciones Tesis D. G. Bussandri
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Este es un espacio de dimensién n? y puede ser visto como el dlgebra de Lie de U(n)
(grupo de Lie de todas las matrices unitarias n x n). El subespacio de dimensién n? —1 de
matrices hermitianas con traza nula es, a su vez, el dlgebra de Lie del grupo SU(n) (grupo
de Lie de las matrices unitarias n x n con determinante uno). Podemos utilizar el alge-
bra anterior para dar una representacion de las matrices hermitianas. En consecuencia,
consideremos los generadores {o;} del grupo SU(n) que cumplen,

2 .
0i0; = E(Sij + Z dijko'k +1 Z fijkO'k (1.54)
k k

siendo d;j;, totalmente simétrico en sus indices (y nulo para n = 2) mientras que f;;i, es
totalmente antisimétrico. Entonces cualquier matriz A hermitiana n x n se puede escribir
como:

n2-1
2
A= -1 10 1.55
W + ) o (159
Tr[A]

i — 1

siendo 19 = AN Y Ti= 5Tr [0 A

Luego, dentro del conjunto de matrices dadas por ([1.55)) tenemos el subconjunto de matri-
ces complejas hermitianas positivas y de traza uno, Bfr (#H), que nos interesa descomponer.
El mismo esta dado por:

n2-1

1
p= El—k z; TiO; (1.56)
1=

Esta descomposicién surge con la identificacién de B(#H) con un subconjunto del dlebra
de Lie del grupo SU(n), cambiando el origen del mismo -la matriz cero- por la ma-
triz maximamente mixta p, = %1. Las coordenadas {7;} juegan un rol de coordenadas
cartesianas en B; (H).

Ahora bien, podemos elegir otro modo de parametrizar las matrices p como un subcon-
junto del algebra de Lie de SU(n), utilizando las coordenadas exponenciales {x;} C R. A

saber,

e Pl

P = oo P (1.57)

con H = Z;il_l 05

Cualquiera de las dos representaciones y (1.57) nos permiten ver el espacio de las
matrices densidad como un cuerpo rigido en R?-1 pensado como un espacio euclidiano,
esférico en el caso de n = 2.

Cabe remarcar que si tomamos n = 2 en la expresién entonces nos queda p =
%1 + Z?:l 7;0;. A su vez, para obtener a partir de la forma anterior, tenemos que
tomar 7; = %ai.

Sumas convexas

En la seccién notdbamos que toda matriz densidad p € By (H,) es diagonalizable
por ser autoadjunta (y por lo tanto normal). En consecuencia podemos expresarla del
siguiente modo:

p=> Aile) (e, plei) = Nilei), d =1 (1.58)
=1 7
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Es decir, toda matriz densidad se puede escribir como la suma de sus autovectores {|e;) }.
En ocasiones, {|e;)} se denomina ensamble de autovectores. Por otro lado, en la misma
seccion definimos a los estados mixtos como sumas convexas de estados puros. Es decir,
toda matriz densidad p se puede escribir como

p=">_ pilti) (il (1.59)

=1

siendo {|¢;)} con r,n € N, un conjunto de estados puros no ortogonales. El siguiente
teorema conocido como la miztura de Schrédinger relaciona la suma en autovectores

(1.58)) con la suma convexa ([1.59)).

Teorema
Sea p una matriz densidad n x n con autovectores {|e;) } asociados a los autovalores
{A\i}. Luego, ésta se puede escribir como

p=> pilvi) (Wil > ri=1,
=1 =1

con p; € R>, s y solo si existe una matriz unitaria U, r x r, tal que

1 n
Uii /A les) -
\/E; J J 1=

con {|¥;)} un conjunto de estados normalizados.

i) =

1.2.3. Operaciones cuanticas propias

Hasta aqui hemos descrito los estados cuanticos y el formalismo matematico asociado.
En esta seccion veremos resultados relacionados con las operaciones cudnticas realizables
sobre los sistemas cudnticos y como representarlas.

Por razones practicas es, en ocasiones, util trabajar con una representacion explicita de
los cambios posibles que puede presentar un estado cuantico. Concretamente, dada una
matriz densidad p, jqué caracteristicas tiene el mapa p — E[p] de forma tal que E[p]
esté bien definido? Diremos que la operacién £[] esté bien definido si tiene las siguientes
propiedades:

1. El mapa &[] debe respetar la convexidad del espacio de las matrices densidad, i.e.,
ED pipi) =Y pi€lpi]

2. Tr[€][p]] es la probabilidad de que la transformacién p — £[p] ocurra. Por lo que:
0 < Tr[lo]] < 1
para todo operador densidad p € Bf“(?-ln).

3. &[] tiene que ser un mapa completamente positivo (CP). Esta condicién es mas
fuerte que la positividad del mapa, que significa que £[p] es un operador positivo
(ver Preliminares Matemdticos) para todo p € B (H,). Para definir un mapa CP,
consideremos la transformacién £ ® 1 dada por

ZACY@BQ

(E®1)

= ZS[AQ] ® Ba

Distinguibilidad y correlaciones Tesis D. G. Bussandri



14 1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES

con A, v B, operadores que actian sobre H,, v H,, respectivamente, siendo H,,
un espacio de Hilbert de dimensién m € N. En efecto, £[] es una transformacién
completamente positiva si la operacién compuesta &€ ® 1 sobre el espacio H, ®
‘H,, mapea operadores positivos en operadores positivos para todo m. Fisicamente,
este es un requerimiento razonable porque la transformacién compuesta puede ser
vista como una operacion sélo sobre el sistema que representa el espacio H,, sin
influenciar lo que resta del sistema compuesto.

La caracterizacién de los mapas que satisfacen los requerimientos anteriores estd dada
por el teorema de representacién debido a Kraus (1983), denominado representacion en
suma de operadores.
Teorema
Un mapa lineal £[-] es completamente positivo y satisface 0 < Tr[E[p]] < 1 para
todo p € Bf (H,) s y sélo sf existe un conjunto contable de operadores {E;} tales
que la operacién &]-| se puede escribir como

Elp] =Y EjpE! (1.60)
J

con0<1-3", E]TE]
Una transformacion lineal CP que ademds cumple con 1 = j E]TE]- se dice que preserva
la traza, concretamente porque, en este caso, Tr [E[p]] = Tr [p]. Luego, si p es una matriz
densidad, entonces E[p] también lo serd. Consecuentemente, normalizamos el término
operacién cudntica como un mapa CP que preserva la traza (CPTP, por sus siglas en
inglés).
Ahora bien, ademaés de la representacion en suma de operadores de Kraus establecida an-
teriormente, existe otro modo de representar mapas CPTP, denominada representacién
ambiente.
Especificamente, todas las operaciones cuanticas se pueden representar matematicamente
por la composicién de tres tipos de operaciones:

1. Transformaciones unitarias;
2. Extensiones de los sistemas;

3. Traza parcial (reduccién de los sistemas).

Las transformaciones unitarias de un estado o sobre un espacio de dimension finita
estan dadas por un operador unitario U, sobre el mismo espacio, segiin la transformacién:

o =UcU™! (1.61)

Ademss, este tipo de transformaciones cumplen con el siguiente resultado debido a Ka-
dison.
Teorema
Sea ® un mapa de By (H,) en By (H,) que es biyectivo (uno a uno y sobreyectivo)
que preserva la convexidad, es decir:

q’[zpi] = Zpiq’[pz'] (1.62)

con {p;} C B (H,) vy Y_;pi = 1, entonces éste es de la forma
®lo] = UoU ™! (1.63)

siendo U un operador unitario o antiunitarid’|

5Un operador antiunitario es uno tal que (U|U¢) = (|¢)* = (¢p|1) para todo ), |¢) € Hon.
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Por otro lado, las operaciones unitarias sobre el espacio B (H,,) de las matrices densidad
. 2_

se corresponden con rotaciones en R™ ~!. Concretamente, sea p = %1 + >, 7ioi (ver Ec.

(1.56])) entonces

1 1
P =UpU' = Hl%—ZnUJiUT = El—}—ZTi[Ui (1.64)
(2 (2
donde 7/ es el vector transformado segin:

1 1
Ti/ = §TI‘ [plai] = iTI' [UlUO'j :| ZOUT] (165)

con O;; = %Tr [O'Z‘UO']‘UT] . Se puede ver que O es una matriz ortogonal, i.e., (OOT)ij = 0;j
y asi U se corresponde con un rotacién dada por O.

El segundo tipo de transformacién tiene que ver con extender los sistemas cuanticos
definiendo nuevos estados en espacios de Hilbert de mayor dimensién. Es decir, si tenemos
p € Bf (H,), podemos definir

p=p®oc Bf(H) (1.66)

con o € Bf(?-lk) v H = H, ®H} siendo Hj un espacio de Hilbert de dimensién k£ € N. La
inversa de esta operacién estd dada por la traza parcial que satisface Try, p ® 0 = p.
Las transformaciones que se pueden realizar por medio de composiciones de estas tres
operaciones cuanticas se denominan transformaciones cudnticas propias o deterministas
y se pueden escribir del siguiente modo:

o =Ty, [Ur(p@ [9)(w)U}] (1.67)

con p el estado sobre el cual aplicamos la operacién cuantica, Ur un operador unitario
definido sobre H = H,@Hy y V) (V] € B (#},) un estado puro. Esta forma de representar
P’ es la denominada representacion ambiente.

Asimismo, podemos reescribir p’ como una suma tomando una base sobre el espacio Hy.
Sea {| N>}Z:1 una BON de este espacio, entonces la traza sobre el mismo es:

k
o = Trw, |Ur(p® ) )UF| = 3 (ul Urlo) p(uAU: 1) (1.68)
pn=1

La demostracion de la expresion anterior se puede hacer de varios modos, uno de ellos es
tomar una base producto de H = H,, ® Hy, escribir Ur(p ® |1/><u|)U:TF como combinacién
lineal de los elementos de esta base y por iltimo hacer la suma 22:1 (ul - | ).

Ahora bien, los elementos A, = (u| UT|;> son operadores definidos sobre el espacio H,,,
y la operacion sobre p se puede escribir como

k
p = ZAHPAL (1.69)
i

Ademdés, los operadores A,, cumplen:

k k
> ALA =Y WIUL k) (] Urly) urU*Zm (ul Urlv)
p=1 n=1
= W|ULUZv) = W1lp) = 1 (1.70)
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16 1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES

Luego, utilizando el teorema de representaciéon en suma de operadores, la descomposicién

(1.69), junto con la Ec. (1.70])), nos garantizan que p’ es una matriz densidad y que la
representaciéon ambiente define un mapa CPTP.

Una vez representadas las operaciones realizables sobre matrices densidad, veamos tres
transformaciones particulares que luego relacionaremos entre si.
Un mapa es denominado unital @[] si deja invariante el operador identidad:

o1 =1

Si escribimos a @ en la representaciéon suma, ®[p] = >, AipAZT, entonces la condicién
para ® unital es:

O] =1=>) AAl

Ademss, si ®[-] es un mapa CPTP, ie., >, AIAZ' =1, lo denominamos bistocéstico.
Otro tipo de mapas son los denominados isotrépicos que pueden representarse del si-
guiente modo:

@A) = pA] + (1~ p) T [4]

con A una matriz n x n, y I' una transformacién unitaria o antiunitariaﬁ Asimismo, un
mapa completely decohering tiene la forma:

n

AL =) (i Ali) i) (il

=1

con {]i)} una BON de H,,.

Las tres operaciones anteriores, unital, completely decohering e isotropicas, estan relacio-
nadas por las operaciones que preservan la conmutatividad (CP, por sus siglas en
inglés). Especificamente, un mapa A de este tipo es uno tal que [A[p1], A[p2]] = 0 para
cualesquiera operadores p1, pa que satisfacen [p1, p2] = 0. Estas trasformaciones tienen
formas muy especificas dependiendo de la dimensién del espacio de Hilbert sobre el cual
actuan. En particular,

= Si dimH = 2 entonces todo mapa que preserva la conmutatividad es de dos tipos:
unital o completely decohering.

= Si dim?H > 2 entonces todo mapa que preserva la conmutatividad es también de
dos tipos: isotropico o completely decohering.

Mapas en dimensién dos

Veamos algunos de los ejemplos mas importantes de operaciones cudnticas que actian
sobre Bf (Hz2), con Ha un espacio de Hilbert de dimensién dos, utilizados en informacién
y comunicacién cudntica. A saber, sea p € Bi (Ha):

5Una transformacién antiunitaria I'[-] es de la siguiente forma:
r[A]=vA”ut

con AT la transpuesta de A y U una matriz unitaria.
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Bit-flip El canal bit-flip esta definido de acuerdo con,

p = Phplp) = porpor + (1 —p)p (1.71)
Los operadores de Kraus de este canal son {,/poz, /1 — pl}.

Phase-flip Otro importante ejemplo de operacién cudntica es el canal Phase-flip (tam-
bién denominado dephasing), dado por:

p = Ppplpl = po.po. + (1 —p)p (1.72)
En este caso, los operadores de Kraus son {,/po,+/1 — pl}.

. . 1/2 . .
Asimismo, para p = %, es remarcable la accién de ® P/ 1 sobre una matriz densidad
general. Veamos. Sea p dada por

Concretamente, este canal anula los elementos fuera de la diagonal de p.

Pauli Los canales de Pauli ®p son una generalizacién de los mapas anteriores y estan
definidos como:

1
Op = Z pijoialpoiot (1.73)
i,j=0
siendo p;; una distribucién de probabilidad. Los operadores de Kraus son {, /pijaiaf,;}

Depolarizing Este canal involucra la pérdida del estado p reemplazandolo por la matriz
maximamente mixta, con probabilidad p. Es decir,

1
p = Pplol =1 =pp+p; (1.74)
Amplitude Damping El canal amplitude damping estd dado por:
p — Daplp] = AopAl + AipAl (1.75)
con Ay = /710) (1] y A1 = 10) (0] + /T =71) (1], siendo {|i)};_, la base compu-

tacional, definida como:

[ -]

Si escribimos a p como
D o}
a* 1—9p

entonces la suma (1.75)) resulta:
1—(1—v)p x/l—'yoz]
® - ) ! 1.76
b= ' A5 0 170

Una motivacién de esta transformacién es la evolucion aleatoria de muchos sistemas
fisicos. En particular, consideremos que |0) es el estado fundamentaﬂ de un atomo

"Estado con menor energfa asociada
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y que |1) es cualquier otro estado excitado. Supongamos que la probabilidad de que
el atomo decaiga de un estado excitado al estado fundamental es . La operacién
AOUA(JS con Ag = ,/710) (1] (y o una matriz densidad) lleva el estado |1) al [0) con
probabilidad ~:

A9 |0) (0] A} =0
Ao |1) (1] A = ~0) (0]

Este operador de Kraus en solitario no satisface las condiciones para ser un mapa
CTPT entonces definimos A; tal que ), ALAk = 1, resultando A; = [0) (0] +

VI=7[1) (.

Una vez establecidos los ejemplos anteriores, veamos una importante parametrizaciéon de
cualquier mapa sobre Bf (H2) en Bfr (Hz2). A tal fin, emplearemos la base del espacio de
las matrices complejas 2 x 2 dada por la identidad y las matrices de Pauli.

Todo mapa ® : C2X2 — C?*2 sobre una matriz C' puede representarse unfvocamente por
una matriz T 4 X 4 que actiia sobre las componentes de C' en dicha base. Es decir, si

S |1
C=d4- [5} =wol + ), wio;, tenemos que,

con &' = Td.
Para el caso de matrices densidad, habiamos adoptado la convencién ([1.26)), i.e., p =
2 (143, a;0;). Entonces,

1 S 1 -
p—2<1+zai0¢)—d'|:o__,:| — d=

NN
| —|
QL —
—_

Asi,

con d = Tqﬂi

_ . . . 7 1
Como el objetivo es parametrizar mapas entre matrices densidad, tenemos que d’ = % &
con |@'| < 1. Esto surge de la condicién de normalizacién: Tr[®[p]] = 1 para todo
p e Bl+ (Hz); y de la positividad de las matrices en cuestién. Por lo tanto, para cumplir

con d' = Tad, T necesariamente tiene que ser de la forma:

16T]

Te = | = 1.
o= |3 5 (1.77)

con 01 = (0,0,0),  un vector columna de tres componentes y Tg una matriz 3 x 3 real.
Ademss, si t = 6, tenemos que ®[1] =1 por lo que el mapa es unital.

Veamos ahora qué podemos decir de los elementos de Tg. Cualquier matriz real puede
escribirse como

Ty = O,DOS (1.78)
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donde O y O2 son matrices ortogonales y D una matriz diagonal cuyos elementos no
nulos son los autovalores de Tg. Ahora bien, toda matriz ortogonal es una rotacion o el
producto de una rotacién con una inversion —1. Asi:

Ty = Ri(xD)R; (1.79)

donde R; y Ry son rotaciones.

Por otro lado, como vimos al comienzo de esta seccién, toda matriz unitaria n X n se
corresponde con una rotacién sobre R”Z_l, y viceversa. De este modo, las rotaciones Ry y
Ry definen unitarios sobre By (Hz). Sean U y V las matrices unitarias correspondientes a
las rotaciones R y RZT, respectivamente. Ademds, como el mapa X[D] = o3Dos cambia
el signo de dos de los elementos diagonales de D, podemos prescindir del signo + en
ya que en caso de ser necesario se puede modificar U por Uos dado que este producto es
también una matriz unitaria. En lo que sigue vamos a considerar, Tp = R1DRj .
Resumidamente, si C' = wyl + & - & entonces

VOV =wol + (RIG) - & (1.80)
y ademés la accién del mapa @[], cuya matriz asociada es Tg, sobre C, es
B[C] = Plwol + & - & = wol + (F+ Tod) - & (1.81)
Sea ®pl-] el mapa asociado a la matriz de autovalores D, definido por:
Oplwol + & - 6] = wol + (! + DI) - & (1.82)
De este modo, la relacién entre los mapas ®[-| y ®pl-| es la siguiente:
d[C) =Udp[VOVIUT (1.83)

siendo # = R{'t.

La demostracién es simple. Ya sefialamos que VCVT = wyl+(R3&)-7 entonces @ p[VCVT]
wol + (f + DRY@) - 7. Luego, Udp[VCVTUT = wyl + (Ri¥ + R{DRI &) - 3. Finalmente
tenemos que la igualdad se dé si ¢ = Rth_; puesto que Ty = RlDR;f.

La importancia de la igualdad radica en que, en caso de contar con una cantidad, o
propiedad, ® invariante ante transformaciones unitarias, nos permite utilizar la siguiente
matriz T, asociada a ®p:

L 6T] (1.84)

Tep = LP D

con D = diag{\1, A2, A3} siendo \;, i € {1,2,3}, los autovalores de Ty, que tiene signi-
ficativamente menos parametros. Asimismo, si p = 3 (1+ d- &) con |d@| < 1, entonces la
imagen de ®p sobre el espacio de las matrices densidad estd dada por el elipsoide

AN AL A
——=) <1 1.
(B00) +(20) + (B8 < (1.85)
/

siendo (a’); = «f, ¢ € {1,2,3}. La ecuacién anterior resulta de reescribir |a| < 1
expresando @ en funcién del vector de Bloch @' de la matriz densidad transformada
pl=1(1+d-7) dada por ®p: @ =t + Dd.

Queda analizar bajo qué condiciones ®[-] es un mapa completamente positivo (condicién
CP).

En primer lugar cabe remarcar que ®[| es completamente positivo si y sélo si ®p[]
lo es. Por esto, vamos a establecer la condicion CP para ésta ultima transformacion.
El siguiente teorema debido a Ruskai et al. (2001), resume las condiciones necesarias y
suficientes para ®p|-] completamente positivo.

Distinguibilidad y correlaciones Tesis D. G. Bussandri



20 1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES

Teorema
Un mapa ®p dado por

1 0 0 O
tt X 0 0
Te, = |} 1.86
®p tl2 0 X O ( )
té 0 0 Ag

tal que |t5] + |[A3] < 1 es completamente positivo si y sélo si satisface las desigual-
dades siguientes

A+ A2)? < (1+X3)% —th (1.87)
(A= A)? < (1—X3)% —t] (1.88)
{1- O3 +23+0) - [(t)* + (th)* + (1))} >

> 4 {Z[(11)% + A3] + A3[(15)% + A3] + A3[(85)% + AT] — 2M1 a3 } (1.89)

donde (L1.87)) y (1.88) son tales que t} = t5 = 0 cuando |t5| + |A3] = 1.

Como una permutacién ciclica de los indices corresponde a una rotacién en R3, que puede
incorporarse a los unitarios U y V en , el teorema anterior es general en el sentido
de que los roles de t4 y A3 pueden cambiarse por tj y A, para k € {1,2,3} sin pérdida
de generalidad.

Por dltimo, cabe resaltar que ®p preserva la positividad de las matrices densidad si
[t.] + [A\k| <1, para k € {1,2,3}.

1.2.4. Medicién y observacion

En la seccion anterior, Sec. describimos las operaciones cudnticas denominadas
Propias. Estas son todas las operaciones cuanticas que se pueden llevar a cabo utilizando
mapas completamente positivos que preservan la traza. Ademds, vimos que las opera-
ciones CPTP se pueden realizar mediante la composicién de tres tipos de operaciones:
1) transformacion unitarias, 2) extensiones de los sistemas y 3) reducciones de los siste-
mas (traza parcial). Existen, ademads, otras transformaciones denominadas operaciones
cudnticas probabilisticas relacionadas con el hecho de medir magnitudes fisicas, que no se
pueden realizar utilizando sélo las tres operaciones anteriores (no son mapas CP). Estos
mapas estdn dados por el postulado de medicién que establecimos en la Sec. [I.2.1]
Concretamente postulamos que dada una medicion A, cuyos n posibles resultados ax
estédn asociados a n operadores de medicién Ay, (que cumplen > ), AZAk = 1), el estado
del sistema luego de medir y observar el resultado k estd dado por

AppAl
pr = — (1.90)
Tr [AkpAk}

siendo p el estado previo a la medicién. La probabilidad de obtener el resultado k-ésimo
es pp, = Tr [AkpAH.

La transformaciéon p — pi se denomina seleccion y estd dada por el hecho de observar
el resultado de la medicién (k-ésimo en este caso). Si medimos A y no observamos (no
seleccionamos) entonces el estado luego de medir es una combinacién convexa de todos
los resultados posibles:

n n
pA = "pepr =Y ArpAl (1.91)
k=1 k=1
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Esta transformacién p — p* si es una operacién cuéntica propia, en el sentido de que es
un mapa CPTP.
En una medicién proyectiva o de von Neumann, los operadores Ay son proyectores orto-
gonales: Ay = Py, P;P; = 6;;P; parai,j = 1,...,n. Asimismo, una medicién de este tipo
estd descrita por un observable del siguiente modo:
Sea O un operador autoadjunto asociado a una magnitud fisica O. Utilizando la descom-
posicién espectral, podemos expresarlo como O = >, \;P; con {\;} el espectro de O y
P; = |e;) (e;| el proyector ortogonal al subespacio generado por el autovector |e;). Luego,
una medicién proyectiva de la magnitud O tiene como posibles resultados los autovalores
Ai ¥, como ya senalamos, los operadores de medicion son los ortoproyectores F;.
Por otro lado, los operadores autoadjuntos son normales y por ello diagonalizables por
cambios de base unitarios, ver Sec. [[.2.2] Luego, tienen un conjunto de n autovectores
ortonormales que forman un base. Vemos entonces que hay una correspondencia entre las
bases ortonormales del espacio de Hilbert en cuestién con los operadores autoadjuntos
que representan los observables fisicos del sistema. Resumidamente, podemos pensar que
dada una base cualquiera, tenemos un observable asociado y por lo tanto una medicién
proyectiva cuyos operadores de medicion son los proyectores a los subespacios generados
por los autovectores. La razén del comentario es que en las secciones siguientes para-
metrizaremos las distintas bases de H con el objetivo de obtener una representacion de
todas las mediciones proyectivas sobre el mismo.
Una caracteristica clave de las mediciones proyectivas es que son repetibles, es decir que
el estado luego de medir permanece invariante ante nuevas mediciones. Sin embargo, la
mayoria de las mediciones no son repetibles. En consecuencia, nos vemos obligados a
adoptar un esquema mas general que el anterior. Esto conduce a relajar la condicién
de ortogonalidad y utilizar operadores positivos E; (Positive Operator Valued Measures,
POVM) definidos como cualquier particién de la identidad: Y ;" | E; = 1, que a su vez
satisfacen F; = E;r, E;>0,i=1,...,n.
El conjunto de los {E;} definen una medicién POVM. Una medicién dentro de ésta cate-
goria aplicada a un estado p produce el i-ésimo resultado con probabilidad p; = Tr [E;p].
Asimismo, en este formalismo los operadores de medicién A no quedan univocamente
determinados (excepto en el caso de mediciones proyectivas Ay = Py) ya que satisfacen
E, = A,TCAk (como E} es un operador positivo, Ay es por definicién la raiz cuadrada de
Ey, Ay = VE}). De este modo, las mediciones POVM también “encajan” en el postulado
de medicién.
Un resultado clave sobre mediciones POVM y mediciones proyectivasﬁ es el teorema de
Naimark:
Teorema
Cualquier POVM {E;} en un espacio de Hilbert 1 puede ser extendida a una
resolucién ortogonal de la identidad {P;} en un espacio de Hilbert ampliado tal que
E; = 11511, donde II proyecta a H.

Parametrizaciones de mediciones proyectivas

Resumidamente, hemos introducido el postulado de medicién y vimos que existen dos
instancias. La primera es medir y la segunda, posterior a la anterior, es observar. Ademas,
si realizamos una medicién A cuyos operadores son { Ay} sobre un sistema (representado
por ‘H) en un estado p € Bf“ (H), resulta que inmediatamente después de medir el estado

estd dado por (1.91)) y luego de observar el resultado k-ésimo es ((1.90)).

8Las mediciones proyectivas son equivalentes a las projection valued measure (PVM), definidas como
una POVM tal que sus elementos son proyectores Ay Ar = A [42]
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Si los operadores de medicién son ortoproyectores, A, = Py, entonces la medicién se
denomina proyectiva, o de von Neumann. Si en cambio la medicion estd dada por ope-
radores positivos Fj (que ademds suman la identidad) tales que Ej = AZAk entonces
decimos que esta medicion es una POVM. Veamos a continuacién dos parametrizaciones
distintas de las mediciones proyectivas { P} sobre un sistema representado por un espacio
de Hilbert de dimension dos.

Sea {|7)}2_; la base computacional dada por

j=1
0 =] =] (1.92)

Esta base define una medicién proyectiva con operadores de medicién {E; = |j) (j|}?:1.
Asimismo, cualquier otra medicién de este tipo estd dada por los operadores P; =
V 15) (j| VT, con V un operador unitario definido sobre Hs. El motivo es que dada una
base de Ha2, en este caso {|j)}, cualquier otra se puede escribir como {V |j)} siendo
P;j = V|j) (j| VT el proyector al subespacio generado por {V |5)}. De esta forma, nos
queda parametrizar las matrices unitarias 2 x 2.

Una representacion ttil de estos operadores es, a menos de una fase constante,

V=5 (1,i5) (1.93)

con FETy I'={F§€ R / 5§+ st +s5+s5=1}.
Otra descomposicién no menos importante es

e~#B/2 ] [cosg —seng] [ei‘s/Q 0 }

0 €872] |send cosl 0 /2 (1.94)

V=e [
en la cual la segunda matriz es una rotacién ordinaria y las demés pueden ser vistas como
rotaciones en un plano diferente.

Mediciones en estados bipartitos

Adoptemos nuevamente el marco bipartito introducido en la Sec. Sea H un espacio
de Hilbert de dimensién finita que representa un sistema fisico formado por dos partes
Ay B,ie, H=Ha®@Hpy p € B (H) el estado del sistema.

El objetivo de esta seccién es introducir los estados condicionales. Estos resultan luego de
haberse realizado una medicién sobre s6lo una parte de un sistema bipartito (o multipar-
tito). Especificamente, consideremos una medicién M sobre H 4, con operadores { M} }.
El analogo de medir M sobre A, extendido al sistema global A + B, es una medicién A
con operadores A, = M ® 1. Luego, las ecuaciones y son, respectivamente,

o= S (M 0 (] 1) (1.95)

sy

k
_ (Mpel)pMfe1)
Tr [M,IMk ® 1p]

(1.96)

Asimismo, pA = > i Pepr- Entonces, el estado del subsistema B condicionado por la
medicién de M (y la observacién del k-ésimo resultado), en la parte A, es:

Tra [Mk ® 1pM] ® 1] Tra [M,ij ® 1p]

Pk = Tralp] = (1.97)

Pk Pk

Tesis D. G. Bussandri Distinguibilidad y correlaciones



1.2. SISTEMAS CUANTICOS: ESTADOS Y OPERACIONES 23

M
PBi

Figura 1.2: Representacion de los estados condicionales y pp.

Definimos entonces a los estados pg‘lk como estados condicionales. En el caso méas general,

de una medicién POVM con operadores Ei = M ,IMk, tenemos que:

M Tra [Ek & 1:0]
PBlk =
Pk

(1.98)
y pr = Tr [E; ® 1p|. Ahora bien, el estado marginal pp = Tr 4 [p] presenta una invariancia
destacable: ), pi pgllk = pp para toda medicién M sobre A. Esto se deduce de la ecuacion
(1.97). De este modo, pp es el estado «promedio» que representa cualquier ensamble de
estados obtenido a partir de cualquier medicién M. La figura [1.2] intenta reproducir
graficamente las ideas anteriores.

Consideremos ahora una medicién proyectiva sobre A, es decir { My} tales que MMy =
O My, y My, = M ,I En este caso, se puede ver que el estado global p* se puede escribir
como

n
P =" My @ pisly (1.99)
k=1

1.2.5. Evolucion de sistemas cuanticos

En esta seccién veremos las ecuaciones generales que rigen la evolucion de los sistemas
cuanticos. A tal fin, tenemos que distinguir dos tipos de descripciones posibles. La de un
sistema cerrado y la de un sistema abierto. Comencemos con la evolucién de los sistemas
cerrados.

En Ia Sec. establecimos el postulado “Evolucién de von-Neuman” que resumida-
mente describe la evolucion de estos sistemas a través de operadores unitarios. Especifi-
camente, si ‘H es el espacio de Hilbert asociado al sistema en cuestion y p es el estado
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inicial del mismo, a tiempo tg, entonces:
p(t) = U(t)p(to)U'(¢) (1.100)

con U(t) = exp[—it], siendo H el hamiltoniano del sistema, que consideraremos inde-
pendiente del tiempo.

Al derivar la expresiéon anterior, obtenemos la ecuacién de Liuville-von Neuman que
podemos escribir de dos modos. En su forma «natural»:

d .
©p(t) = ~ilH, p(1) (1.101)
o de la siguiente forma,
d
2P = Lsp(t) (1.102)
El operador L5 = —i[H, ‘] (a veces denominado superoperador por actuar sobre operado-

res) se conoce como operador de Liuville. Seguidamente, si H no depende explicitamente
de t entonces L tampoco. Asi, agregamos una tercer forma de expresar ((1.102)), la forma
exponencial:

p(t) = exp[Ls(t — to)]p(to) (1.103)

Una vez resuelta la evolucion del estado p(tp), el operador p(t) nos brinda toda la in-
formacién respecto del sistema. En particular, si A es un operador autoadjunto definido
sobre H, entonces su valor medio es (A)(t) = Tr[Ap(t)]. De ahora en mas, pondremos
h=1.

El marco establecido anteriormente define la representacion de Schrédinger, caracterizada
por el hecho de que la evolucién del sistema estd dada por p(t). Es decir, el objeto
matematico que evoluciona con el tiempo es el estado, mientras que los operadores que
representan los observables no. Otra representacién es la de Heisenberg, en la cual p no
evoluciona con ¢ pero si lo hacen los observables fisicos, por ejemplo A(t). De este modo,
los valores medios ahora los calculamos segin (A)(t) = Tr [Ag(t)p] con

A (t) = UT(t)AU(t) (1.104)

Utilizaremos un subindice H para indicar que un operador estd en la representacion de
Heisenberg. Luego, la ecuacion de evolucién para los operadores estd dada por:

%AH(t) = i[Hy(t), Au(t)] + 8A£(t)

(1.105)

Como 4 Ay (t) = Ut(t) L A(t)U(t) tenemos que si A no depende explicitamente del tiem-
po en la representacion de Schrodinger, entonces se cumple %A m(t) = 0. Lo mismo vale
para el hamiltoniano H. Asi, Hy = H y resulta,

d .

%AH(t) = i[H, Ag(t)] (1.106)
Veamos ahora otra descripcién de la evolucién de un sistema cuantico abierto: La repre-
sentacién interaccién. Esta caracterizacion generaliza a las representaciones de Heisenberg
y Schrodinger. Para definirla, escribimos al hamiltoniano del sistema como una suma de
dos partes H = Hy+ Hj, donde H; particulariza la energia respecto de las interacciones
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propias del sistema (Hp es el hamiltoniano considerando interacciones nulas). Cada uno
de estos hamiltonianos genera un operador unitario de evolucion

H(] — U()(t) = eXp[—iHo(t — to)] (1.107)
Hy — U(t) = Ul (U (¢) (1.108)

con U(t) = exp[—iH(t — tp)] el operador evolucién del sistema total. De este modo, el
valor medio del operador A en la representacién interaccién se puede escribir como

(A) () = Tr [Ar(t)pi(t)] (1.109)
Ar(t) = Ul (1) AU(t) (1.110)
pr(t) = Ur(t)pU] (t) (1.111)

Cabe destacar que los operadores A; evolucionan segun el hamiltoniano Hy. Por otro
lado, si H;y = 0, entonces la representacién interaccién es igual a la representacién de
Heisenberg, mientras que si Hy = 0, entonces la representacién interaccioén es la repre-
sentacién de Schrodinger.

Por 1ltimo, la ecuacién de movimiento para py es

& pr(t) = —ilH 1), pr (1) (1.112)

donde H; = Ug(t)ﬁ 1Up(t). Ademaés, los operadores Ur y Hj estén relacionados por:

igtUI(t) = H; (U (t) (1.113)

Habiendo esquematizado resumidamente las ecuaciones fundamentales de la dinamica
-Hamiltoniana- de los sistemas cerrados, veamos ahora la nocién de sistema abierto. En
términos generales, un sistema S de este tipo es un subsistema que forma parte de un
sistema global bipartito, caracterizado por el hecho de que todas las observaciones de
interés se refieren a tal sistema. La otra parte se denomina ambiente y la denotamos
con la letra B. Consecuentemente, el sistema global S+ B es uno cerrado y su dindmica
estd de acuerdo con lo establecido anteriormente. Asimismo, el sistema S, generalmente
denominado como de interés o sistema reducido, cambia segiin su propia evolucion y de
acuerdo con la interaccién con el ambiente.

Denotemos como Hg y Hp a los espacios de Hilbert asociados a los sistemas S y B,
respectivamente, y sea H el espacio del sistema global, que a su vez es igual a Hg ® Hp.
El Hamiltoniano del sistema puede ser considerado como

H=Hs®1+1® Hg+ H; (1.114)

donde Hx es el hamiltoniano libre -sin interacciones- del sistema X (X € {S,B}), y Hr
es el hamiltoniano que describe las interacciones entre el sistema y el ambiente.

Si el estado de S + B esta dado por p, los valores medios de todos los observables de S
son

(A) = Tr[Aps] (1.115)
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con ps = Trp|[p] el estado del sistema reducido. La evolucién de ésta tltima matriz
densidad es la cuestién de central interés en la descripcion de los sistemas cuanticos
abiertos. Veamos qué tipo de operacion describe tal evolucién.

Como ya senalamos, p evoluciona unitariamente segin por ser un sistema cerrado,

plt) = UMp(ta)UT (1 (1.116)

Por otro lado, al comienzo de la seccién vimos que si p(tg) = ps(to) ® pp, con
pp(t) = |v)(v| un estado puro, entonces la matriz densidad pg(t) estd dada por un mapa
CPTP, que se puede escribir como

ps(t) =Trp [U( )p(to)UT (t } ZA )ps (to) Al (t) (1.117)

Au() = (W U@)) (L118)

siendo {|p)} alguna BON de Hp, y los operadores A, cumpliendo ALAM =1.
Podemos generalizar lo anterior a cualquier estado pp (no sélo puro) y el mapa también
serd uno CPTP. A tal fin, tomemos la descomposicién espectral del estado inicial del
subsistema B,

PB = Z)\a ’¢a> <¢a| (1'119)

con {Ap} un conjunto de ndmeros positivos que suman uno y {|¢,)} la base de au-
tovectores de pp. Asi, los operadores de Kraus del mapa que describe la evolucién

ps(to) — ps(t) =2 us Wa,@(t)Ps(to)Wj,g(t) estdn dados por:

Was(t) = /A5 (¢al U(1) |65) (1.120)

Como vemos, estos operadores también satisfacen of WiﬁWag = 1, lo que garantiza
Tr[ps] = 1.

En ocasiones es adecuado optar por otro tipo de representacion de la evolucién del sistema,
S, como por ejemplo puede ser la que se obtiene haciendo uso de un mapa dindmico. Este
estd dado por una matriz V (t) que actia sobre el operador densidad pg(to),

ps(t) = V(t)ps(to) =D Was(t)ps(to) W, (1.121)
of

Digresion El ejemplo més simple de mapa dindmico es el caso de un sistema cerrado.

La ecuacién (1.103]) sugiere que V (t) = exp[Ls(t — to)].

Este mapa V constituye una familia {V(¢) | ¢ > to}, tales que V(o) = 1. Ademés,
bajo ciertas condiciones fisicas derivadas de un analisis microscopico de los sistemas, se
justifica no tener en cuenta los efectos de memoria en la evolucion del sistema reducido.
Esta se denomina una evolucién no Markoviana. Asi, V satisface:

V(tl + tz) = V(tl)V(tQ), t >t (1.122)

Consecuentemente, la familia {V'(¢) | t > to} constituye un semigrupo dindmico cudntico;
entonces tenemos que existe un mapa lineal £ -un superoperador- que es el generador de
tal semigrupo, y nos permite representar a V (t) en forma exponencial:

V(t) = exp L(t — to) (1.123)
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El mapa L es una generalizacién del operador de Liuville £ para sistemas cerrados. Por
ultimo, la matriz densidad del sistema reducido satisface la ecuacién maestra cuantica
Markoviana:

4 ps(t) = Los() (1.124)

Decoherencia adiabatica no disipativa

Hasta aqui representamos la evolucién de los sistemas cudnticos. Veamos a continuacion
un modelo cuya dindmica podemos resolver de manera exacta.
Previamente introdujimos el Hamiltoniano de un sistema cudntico abierto como:

H:HS®1—|—1®HB—|—H1 (1.125)

Resolvamos la evolucién para el caso adiabético, es decir, no hay intercambio de energia
entre el ambiente y el sistema de interés. Seguidamente, una cantidad conservada del
sistema es Hg, asi [Hg® 1, H| = 0. Como [Hs®1,H] = [Hg® 1, Hr] dado que Hg y Hp
actian sobre diferentes espacios de Hilbert, la condicién de adiabaticidad es [Hs®1, H] =
0.

Con respecto al ambiente, estudiaremos el caso de osciladores armoénicos no interactuan-
tes, también conocido como un reservorio de bosones. Este sistema, tratado como un
«ambiente» tiene una influencia sobre S idéntica a una fuerza aleatoria externa. Otra
posible aplicacién de este modelo esta relacionada con mediciones cudnticas en donde se
considera al reservorio ambiente como parte de un dispositivo de medicion, puesto que
este «monitorea» continuamente las cantidades fisicas relacionadas con los operadores
que estan acoplados al bano [93495].

Ambientes Oscilatorios La representacion de entornos por una gran cantidad de
osciladores armoénicos tiene una larga historia que se remonta a la electrodindmica
cudntica y a los modelos de ondas de espin y de gases de electrones [96]. Los entor-
nos de osciladores corresponden a un cuasicontinuo de modos de campo bosénico no
localizados, que dan lugar a una decoherencia irreversible en el sistema de interés.
Con “modos no localizados” queremos decir que la funcién de onda de cada oscilador
armonico se extiende sobre una extensa regién espacial. Esta propiedad es caracteristica
de los entornos de osciladores arménicos. Asimismo, tales ambientes desempenan un
papel principal en la modelizacién de los procesos de decoherencia [84].

Por otro lado, se demostré que bajo ésta influencia un oscilador cuantico en un estado
inicial arbitrario se ve afectado por el fenémeno de decoherencia, i.e., los elementos fuera
de la diagonal del estado del sistema de interés se anulan con el tiempo, en la autobase
dada por el Hamiltoniano de interacciéon. En relacién a ésta tultima, estudiaremos una
descrita por un Hamiltoniano producto, es decir, Hy = Ag ® Pg. Teniendo en cuenta
que estamos pensando en condiciones adiabdaticas: [Hg ® 1, Hy] = 0, surge entonces una
propiedad para el operador Ag,

[As,Hs] =0 (1.126)
Asimismo, las expresiones para los Hamiltonianos del ambiente son,
Hp =" wpafak (1.127)
k
Pp = (ghar + gra}) (1.128)
k
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con a;rc (ax) el operador de creacién (aniquilacién), y wg € R, g € C (g5 € C denota el

complejo conjugado de gg) son constantes de acoplamiento. Cabe destacar que k, que
puede ser un vector en una, dos o tres dimensiones, indica los modos del reservorio que
tienen frecuencia wg.

En sintesis, vamos a tratar con el Hamiltoniano siguiente para el sistema global S + B:

H:HS®1+1®ZwkaLak+AS®Z(g;:ak,+gk,a};) (1.129)
k k

con [Hg,Ag] = 0.

Digresiéon Senaldbamos anteriormente que el hamiltoniano ([1.129)) se corresponde con
el de un sistema S, cuya energia es Hg, en interaccién con un reservorio formado por
osciladores arménicos no interactuantes. Veamos concretamente qué representa H.

Sean pr v qx los operadores de momento y posicién, respectivamente, correspondientes
a un oscilador arménico en el modo k, cuya frecuencia de oscilacién es wg y su masa
myg, entonces la energia asociada al conjunto no interactuante de los mismos esta dada
por

1 1
=3 (s ol b
k

La interaccion de S con B estd dada por el acoplamiento del observable Ag con las
coordenadas g de cada oscilador:

Hi=As® Y crar (1.131)
k

Para llegar a la expresion (|1.129)) establecemos las relaciones estandar siguientes entre
ak, a;rc Y Pk qk:

i
= (ak + aL) (1.132)

MWk t
Pk = =1\ —5— (ak - ak> (1.133)

con gg proporcional a cj y eliminando el sumando constante ), <.

Elegimos como base de referencia la formada por los autovectores comunes de Hg y Ag:
Hg i) = E; |i) (1.134)
Ag i) = A |3) (1.135)

Supongamos que el estado inicial es no correlacionado -entre S 'y B- y ademas que cada
oscilador estd independientemente en un estado 6 termalizado a temperatura 71"

ps(0) @ [ ] 0w (1.136)
k
con
Op = Z;," exp(fﬁwka;rcak) (1.137)
Zp = (1 — e Pyt (1.138)
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con Zj, la funcién particién para el oscilador k-ésimo y § = kB%.

De acuerdo con la Ec. (1.117)),

ps(t) =Trp

e tHt <p5(0) ][] 9k> eth] (1.139)
k

Para simplificar la notacion, prescindiremos de ahora en més del subindice S para denotar
los estados del sistema S. Asi,

p(t) =Trp [e‘“ﬁ (p(O) o1 0k> e””] (1.140)
k
y los elementos de p(t) en la base de referencia que elegimos son

(m| et <p(0) ® H 9k> !t |n>] (1.141)
k

Pmn (t) = TI"B

Asimismo, definiendo los operadores (que actian sobre Hp) h, = E,1 + >, My +
An Dk Jk con My, = wkaLak y Jk = grak+ gka};, podemos reescribir la expresién anterior
€omo

Prmn(t) = pmn(0)Tr

(m[ e~ T] e |n>] (1.142)

k

Para reservorios de bosones (como es nuestro caso) o de espines, los operadores {6y =

Z,;l exp(—ﬁwka;;ak)} conmutan. Entonces, (1.142]) resulta:

Pran(t) = pran(0)e(FrFn)t T [ 7Vt Tt iVt )t (1.143)
k

donde cada traza se realiza en el espacio de un unico oscilador armonico.
El célculo de

Smnk = Tr [e*i(Mk“ka”ekei(Mk“nJk)t} (1.144)

se puede llevar a cabo utilizando identidades de operadores |97, 98] o mediante propie-
dades de los estados coherentes [99]. En cualquier caso, tenemos que

Sy = €Xp (—wk |gk|2 Pmn’k) (1.145)
Pk =2N\m — /\n)Z[sen(WTkt)]2 coth(%) +i(\2, — \2)[sen(wgt) — wit]  (1.146)

De este modo, los elementos de matriz de p(t) son:
prn(t) = pmn(0)€i(En—Em)t—z‘()\$n—)\%)A(t)e—%(/\m—An)QF(t) (1.147)
() = 8 ijwk2|gk\2[sen(‘”§t)]2 coth(%) (1.148)
At) = Zw;z\gkIZ[sen(wkt) — wpt] (1.149)

k

Para particularizar el efecto de la interaccién en la evolucién de p(t), reescribimos ([1.147)
de la siguiente forma

(A2 )2 — 1 —An)2
Pmn(t) = [pmn(t)|g=0] € A=A A 0 g Am =An) 7T (1.150)
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donde ppn(t)|g,=0 no tienen en cuenta la interaccién con el ambiente y {\,} son los
autovalores de Ag. Cabe destacar que la diagonal (m = n) de p(t) permanece invariante
con el tiempo y con la interacciéon. Ademads, I'(t) se denomina funcién de decoherencia
(o factor de decoherencia), concretamente porque si ésta es una funcién creciente con el
tiempo, entonces los elementos fuera de la diagonal decrecen (siempre que A, # \p).
La funcién decoherencia I'(t). Veamos cémo realizar la suma sobre k en .
Primero asumiremos que el ambiente tiene una densidad continua de modos k. Por lo
tanto, podemos adoptar una descripcién «continua» por medio de la descomposicién
espectral J(w),

> ol — /OOO dwJ (w) (1.151)
k

Asi, la Ec. ((1.148)) resulta

I'(t) = 8/0OO dw Jj;)) [sen((%t)]2 coth(%u) (1.152)

Consideraremos una densidad espectral “ohmica” para frecuencias pequenas J(w) x w y
con una frecuencia de corte we:

J(w) = %we*w/wﬂ (1.153)

De este modo, reemplazando 2 [sen(%t)]Q =1—cos(wt)y g = k:l%T resulta

1 — cos(wt) coth(

— > —w/we
F(t) JO /0 dwe w 2]{?BT

) (1.154)
Si ahora ademas asumimos que la energia térmica kT del ambiente es pequena en
comparacién de la frecuencia de corte, i.e., kg1 < w,, suposicién que es enteramente
razonable, entonces podemos resolver de manera exacta la integral anterior. De esta

forma, I'(t) = T pruc(t) + Tter(2) conﬂ

1
T frue(t) = 5 I (1 + wet?) (1.155)
sinh(wkgTt)
Cier(t) ®In | ———— 1.156
ter (! n[ wkpTt } (1.156)

siendo I' ¢, la contribucion (exacta) debido a las fluctuaciones del vacio (que no dependen
de la temperatura del reservorio) y I't, la contribucién asociada a las fluctuaciones
térmicas del ambiente.

La funcién A(t). Calcularemos ahora la suma sobre k en la Ec. teniendo en
cuenta la densidad espectral dada por (|1.153)

S|
> gl —>/0 dwzwe’“’/wc (1.157)
k

De este modo, (|1.149) resulta

1 00 —w/we 1
A(t) = 4/0 dw© " [sen(wt) — wt] = 1 [arctan(w,t) — wet] (1.158)

9Tomando de ahora en mds Jy = 1.
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Escalas de tiempo en la tasa de decoherencia. Veamos ahora cudl de los dos su-
mandos que contribuyen a I'(t), es decir: I' fj,,c 0 I'ter, €s el que domina la evolucién, y en
qué escalas de tiempo lo hace.

Identificamos tres escalas temporales delimitadas por la frecuencia de corte w1 y el tiem-
po de correlacion térmico (kpT)~!. Definimos entonces el Régimen corto para tiempos
t < wt < (kgT)™Y, el Régimen medio, para w; ' < t < (kgT)™!, y por tltimo el
Régimen largo para los tiempos tales que w; ! < (kgT) ™! < t.

Régimen corto El sumando dominante es I',,.(t) que podemos aproximar, cortando
la serie de Taylor del mismo en el primer orden, segtiin

1
T fruc(t) = 5A2t2 (1.159)

La contribucién térmica I'y.,(t) es despreciable en este régimen temporal.

Régimen medio En esta regién ocurre lo mismo que en la anterior, en el sentido de
que podemos obviar el sumando 'y, (¢). La aproximacion de la Ec. (1.155) es

I fruc(t) = In At (1.160)
Régimen largo En este caso, la contribucién dominante es I'i.,(t). Utilizando

1
senh(z) = —(e" —e ") = iem, six>1 (1.161)

Vemos que
Fter(t) ~ kTt > Fﬂuc(t) (1.162)
De este modo, I'(t) ~ nkpTt = vt con v = wkpT.

El modelo espin-bosén. Este caso particular de decoherencia adiabatica corresponde a
un sistema de dos niveles en interaccién con un reservorio de osciladores no interactuantes.
Este modelo fue extensamente estudiado en el contexto de disipacién y decoherencia en
sistemas cudnticos abiertos por la posibilidad de resolverlo exactamente y, ademas, por
su injerencia en la computacién cudntica [100].

El modelo consta en particular del acoplamiento (en alguna direccién) del «espin», por
ejemplo en direccién z, con la posicion de los osciladores. Consideremos este caso particu-
lar. El estado del sistema estda dado por una matriz densidad 2 x 2 y Ag = o, siendo sus
autovalores A, = (—1)™, con m € {0,1}. En consecuencia, la evolucién (1.147)) resulta:

I'(t)

P00 p1o€
A= 1.163
o) pore T P11 ( )

con pij = pij(t)|ge=0 (i,7 € {0,1}).

La accién del ambiente como un canal cuantico. En la seccién [[.2.3] definimos los
canales cuanticos principales sobre estados en dimensién dos. Uno de los mismos es el
canal phase-flip definido por . La accién de este canal sobre una matriz densidad p
es

1—2p)
PF[p] 010(1 _ 2p) P11 ( )

Tomando p = %[1 — e T®)] recuperamos la Ec. (1.163). Vemos entonces que podemos
expresar la evolucion anterior como el canal phase-flip aplicado sobre p. Ahora bien, la
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importancia de esta asociacién radica en que si tenemos un sistema bipartito A+ B donde
cada una de las partes estd sometida a una evolucién independiente de la otra (cada una
con su ambiente) representadas por dos canales cudnticos especificos cuyos operadores de
Krauss son {E{} y {EJB }, para Ay B, respectivamente, entonces dado un estado inicial
del sistema global o, el estado evolucionado sera:

olo] =Y El@Efo(EM @ (Ef)! (1.165)

ij
Cabe destacar que no es la misma situacién considerar al sistema A + B dentro de

un ambiente comun, porque en la ecuacién anterior asumimos la independencia de las
evoluciones de A y de B.

Resumen Luego de haber establecido los postulados de la mecanica cuantica,
revisamos las nociones de estado cudntico, particularizando algunas expresiones
analiticas frecuentes en la teoria de informacién cuantica en el caso de dimensién
finita. Asimismo, vimos una representacion para las matrices densidad n X n en
funcién de los generadores del dlgebra de Lie del grupo SU(n). Luego, expresamos
el espacio de las matrices densidad como uno convexo, estableciendo el teorema
denominado la miztura de Schrédinger, que relaciona de algin modo los estados
mixtos con los puros.

Una vez asentadas las bases sobre la descripcion matematica de los estados cuanti-
cos, vimos qué transformaciones sobre los mismos son adecuadas y cémo repre-
sentarlas, concentrandonos en el caso de dimensién dos (sumamente importante
para el Capitulo siguiente). A continuacién, tratamos los mapas que representan
mediciones de magnitudes fisicas, para luego focalizar en el caso bipartito.

Por dltimo, vimos como representar evoluciones temporales de sistemas abiertos y
cerrados, ejemplificando un caso particular conocido como decoherencia adiabdtica
no disipativa.
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CAPITULO 2

Distinguibilidad

El concepto de disimilitud, diferencia o distinguibilidad es sumamente frecuente en mu-
chas areas del conocimiento e incluso en la vida cotidiana. Por ejemplo, es de algiin modo
bdsico para el humano distinguir objetos, sonidos, sabores, tamanos, formas, etc. A su
vez, la idea de distinguibilidad consta de tal generalidad que, fuera de las ciencias exactas,
es practicamente inadvertida. La situacién cambia en el marco de las ciencias exactas.
La disimilitud es un asunto intrinsecamente matemadtico y relacionado con, entre otras
cosas, el concepto de distancia. La matemdtica surge, entre otros motivos, debido a la
necesidad de cuantificar tales abstracciones, es decir, distinguibilidad y distancia.

En términos generales, una medida es un cuantificador (funcionales matematicos que
toman objetos especificos y devuelven un niimero real positivo) de alguna caracteristica
particular. Asimismo, una medida de distinguibilidad puede ser una medida de distancia.
Estas tltimas medidas incluyen, por citar algunos casos, a las divergencias, distancias y
métricas. Vemos entonces, por ahora de manera abstracta, que no existe un tinico modo
de cuantificar disimilitud. Mas ain, que hasta seria inusual postular la existencia de una
Unica medida de distinguibilidad. Consideremos un ejemplo para ampliar lo anterior. Nos
preguntemos cémo distinguir de manera cualitativa dos «historias» (dos textos escritos).
Un criterio -el que podria ser méas directo- es, por ejemplo, observar si cada una de las
palabras de ambas historias coinciden o no. Asimismo, este método supone una gran
diferencia para una misma historia escrita en dos idiomas distintos. Otra nocidn de
disimilitud es decidir -de algin modo- si tales historias tienen iguales personajes y si
los hechos que acontecen son distintos o no. Sin embargo, dos historias con hechos y
personajes distintos pueden generar «efectos» iguales. Es decir que en algtin otro criterio
éstas historias serfan iguales. La conclusiéon que queremos introducir es que una medida
de disimilitud es, en general, consecuencia de un método o criterio de distinguibilidad
que pretende diferenciar cualidades especificas.

Por otro lado, es también llamativa la relacién entre las ideas de «distancia» y «diferencia».
Nuevamente, fuera de las matematicas, esta conexién no es naturalmente intuitiva. Por
ejemplo, dos ciudades lejanas pueden ser méas parecidas, con respecto a algtn criterio, que
otras dos cercanas. El motivo es que el globo terrestre no estd ordenado segin la nocién
de disimilitud. Ahora bien, dentro de las matematicas la situacién es distinta dado que ge-
neralmente contamos con un espacio de parametros ordenado[] -donde parecido significa
cercano. Estos conjuntos de pardmetros definen los «elementos» cuya diferencia queremos
estimar. Cuanto mas parecidos sean, més similares seran los objetos en comparacion; asi,
una distancia en este espacio conlleva a una medida de distinguibilidad.

Los elementos cuya diferencia nos interesa cuantificar son las distribuciones de probabi-
lidad y los estados cuanticos. Estas medidas estén relacionadas con un amplio y variado
conjunto de areas de la teoria de informacion; algunas de éstas son la teoria de comuni-
caciones clasicas y cuantica, el analisis de seniales dependientes del tiempo, correlaciones
en sistemas clésicos y cudnticos, entre otras.

Uno de los mejores ejemplos de la importancia de las medidas de distinguibilidad entre
estados cudnticos es uno debido a C. A. Fuchs, incluido en el prolegémeno de su tesis

1Un ejemplo de estos espacios son conjuntos de R, con n € N.
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34 2.1. MEDIDAS DE DISTANCIA

doctoral |16]. Resumidamente, éste se relaciona con la pregunta: ;Por qué la cinemética
de un electrén no puede ser descrita en términos clasicos? La respuesta aceptada por la
comunidad es que cuando uno intenta discernir la posicién de un electron, necesariamente
perturba su momento; y viceversa. Asi, no existen medios operacionales para determinar
la trayectoria del electron. En términos cuanticos, las mediciones necesarias para precisar
la posicién y el momento de la particula modifican el estado de la misma. Para dar
sustento a la afirmacion anterior es enteramente necesario un modo de comparar el estado
antes y después de haberse realizado las mediciones correspondientes, es decir, un medida
de distinguibilidad.

En este capitulo sintetizaremos las principales medidas de distinguibilidad entre distri-
buciones de probabilidad y estados cudnticos, y sus propiedades.

2.1. Medidas de distancia

Como senalabamos anteriormente, las medidas de distinguibilidad estéan relacionadas con
las medidas de «distancia», definidas segun:
Definicion
Una medida de distancia D(+||-) es un funcional D : Z x Z — R>( con las siguientes
propiedades. Sean z,y,z € Z,

Pd.a (No negatividad). Para todo z,y, D(x||y) > 0
Pd.b (Identidad de indiscernibles). D(z||y) = 0 siy sélosi x =y

Se suele utilizar el término divergencia para un funcional con las propiedades an-
teriores. Del mismo modo, si D(+||-) ademés satisface

Pd.c (Simetria). Para todo z,y, D(z||ly) = D(y||z)
se denomina distancia. Por iltimo, una métrica es una distancia que satisface:
Pd.d (Desigualdad triangular). Para todo z,y, z, D(x,y) < D(z||z) + D(z||y)

El conjunto Z contiene los elementos cuya distancia nos interesa. En las dos secciones
siguientes, Z toma la identidad de las distribuciones de probabilidad, para luego ser el
conjunto de los estados cuanticos (matrices densidad).

2.2. Distinguibilidad entre distribuciones de probabilidad

En la Sec. definimos “distribucién de probabilidad” como un conjunto de -n- ntime-
ros reales positivos p = {p;}, que suman la identidad >, p; = 1. Asimismo, p; = P(w;)
con w; un evento de algun espacio muestral y P(-) una medida de probabilidad.

A fines préacticos, consideraremos al conjunto Z de todas las distribuciones p como una
hiperesfera del espacio euclideo RZ,. Este es también el espacio de parametros ordenado
que define las distribuciones de probabilidad. Por este motivo, una medida de distancia
en Z es una medida de disimilitud entre distribuciones de probabilidad.

La necesidad de cuantificar disimilitud entre distribuciones de probabilidad se puede
encontrar en variadas areas de las ciencias exactas, como son la mecanica estadistica, el
andlisis de secuencias simbolicas, correlaciones clasicas y cudnticas, etc. [16418} [101]. Més
aun, como distinguir dos distribuciones p es un problema ampliamente estudiado, con un
vasto marco teorico.

Veamos a continuaciéon una aplicacién particular que da lugar al uso de medidas de
distancia y que adema&s nos permite establecer la situacion general de las mismas.
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La evaluacién de caracteristicas. El articulo “Use of distance measures, informa-
tion measures and error bounds in feature evaluation” de Ben-Bassat del ano 1982 [102]
introduce el problema de clasificar (en m clases distintas) un dado objeto observando
sus caracteristicas. La formalizacién es como sigue. Adoptemos un enfoque Bayesiano:
Consideremos que la clase «verdadera» del objeto en cuestién es una variable aleatoria C
que puede tomar los valores {1,2,...,m}. Ademds, supongamos que la incerteza inicial
con respecto a la clase estd dada por la distribucién IT = {my, 79, ..., Ty }. En cuanto a
las caracteristicas, sea I' el conjunto de todas ellas, con X la j-ésima caracteristica. Por
completitud, supongamos que I'; es el espacio muestral de la variable aleatoria Xj;.

La probabilidad de obtener X; = x;, si el objeto pertenece a la clase i, estd dada por
P;(xj). La probabilidad de que el objeto sea de clase i, dado que X; = x;, estd dada por

el teorema de Bayes ([1.4)):
R miPi(z;)
wri(z5) =
) = S Py

(2.1)

siendo ¢; = >, T Pr(x;) la probabilidad de obtener X; = x; (més alld de la clase del
objeto) y m;P;(x;) = Pj; la probabilidad conjunta de obtener X; = z; y C =i.

La probabilidad a posteriori es clave en la identificacion de la clase del objeto.
Concretamente, la clase t tal que

wt(z;) = max{71(z;), T2(x;), ..., *m(z;)}

es la mas probable (con probabilidad 7;(x;)) para el objeto segin el resultado de la
caracteristica X; = x;. Si un ente elije la clase ¢ segiin la estrategia anterior (conocida
como estrategia de Bayes), la probabilidad media -teniendo en cuenta todos los resultados
posibles de una caracteristica aleatoria X- de éxito en al decisién estd dada por

Py(X) = Z q(x) max{7i(x), m2(x),..., Tm(x)} (2.2)

zel

con I' el espacio muestral de X. Podemos reescribir la ecuacién anterior usando ([2.1)),

Py(X) = méx{m Pi(z), mPa(), ..., TmPrn(x)} (2.3)
zel

Contrariamente, la probabilidad de error en la decision de la clase del objeto siguiendo
la estrategia de Bayes esta dada por

P.(X) =Y min{mPi(x), maPs(x), .., TmPm(z)} (2.4)
zel

Consideremos ahora el caso m = 2, m; = m9 = % Entonces, P, resulta,
1
Po(X) =5 Ze; min{ Py (z), P»(x)} (2.5)
xr

Si examinamos rapidamente el comportamiento del funcional P, veremos que constituye
una herramienta para distinguir distribuciones de probabilidad. Teniendo en cuenta las
consideraciones anteriores, podemos construir una distancia entre las distribuciones P; ()
y Py(z) como sigue,

De(Pi||Ry) =1 — 2P.(X) (2.6)
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Si las distribuciones son ortogonalesE] entonces P, es nula, mientras que si son idénticas,
P. es igual a % Asi, 0< D, < 1.

La probabilidad de error parece ser la construccién mas intuitiva y adecuada para el
tratado de la clasificacion de clases. Mdas atn, si nuestro objetivo es minimizar la tasa de
error en la clasificacién entonces la funcién més adecuada a tener en cuenta es P.. Esto
define la nocién de distinguibilidad sobre la cual esta construida P,.. Sin embargo, si el
objetivo es usar esta cantidad para discernir qué caracteristica X es mejor observar para
identificar la clase del objeto -esto es: Y es mejor que X si P.(Y) < P.(X)- se sigue que
en ocasiones P. no es el funcional mas adecuado; y existe una amplia literatura sobre la
evaluacién de las caracteristicas de un objeto para identificar su clase.

Reglas de evaluacién de caracteristicas. Siguiendo el articulo [102], generalicemos
la solucién que encontramos anteriormente. Una regla para evaluar caracteristicas es
un funcional U : F — R, con F el conjunto de caracteristicas en cuestién (variables
aleatorias). Segin ésta regla, decimos que X e Y son indiferentes si U(X) = U(Y), que
X es preferida ante Y si U(X) < U(Y), y lo contrario. Podemos clasificarlas en categorias.
Reglas derivadas de 1) medidas de informacién, 2) medidas de distancia, y de 3) medidas
de dependencia. Nos concentremos en 2) para el caso de dos clases (m = 2).

Antes, tengamos en cuenta lo siguiente. En el caso de la probabilidad de error, aceptamos
que X es preferida ante Y si P.(X) < P.(Y), y lo mismo para la funcién U. Ahora bien,
para el funcional D,, la relacién es distinta. Si vale P.(X) < P.(Y) entonces se cumple
De(Pi(x)||P2(x)) > De(Pi(y)||P2(y)). En resumen, X es preferida ante Y, si vale

De(Pr(z)[|Po()) > De(Pi(y)] | Pa(y))

Para generar una regla de evaluacién utilizando distinguibilidad, denotemos con D(X)
una medida de distancia entre las distribuciones Pj(z) y P(z). Del mismo modo que
para D., diremos que X es preferida ante Y si D(X) > D(Y), y lo contrario. La idea
detras de esta regla de clasificacién es que cuanto mas distintas sean las distribuciones
P, y P, para la caracteristica X, mas facil es identificar la clase, es decir, C' =10 C = 2.
Esto a su vez fundamentado por la estrategia de Bayes, formalizado por la ecuacién .
Algunas medidas de distinguibilidad consideradas para este problema son el coeficiente de
Bhattacharyya, las distancias de Kolmogorov, Matusita, Kullback-Liebler y Lissack-Fu
[102).

2.2.1. Medidas de distancia entre distribuciones de probabilidad

Veamos en términos generales las expresiones analiticas de las medidas de distancia entre
distribuciones de probabilidad mayormente utilizadas en la literatura. El «catdlogo» de
distancias/divergencias siguientes estd hecho sobre la base de que todas los funcionales
siguientes cumplen los requisitos para ser minimamente considerados divergencias, ver
Sec. 211

Sean p,q € Z dos distribuciones de probabilidad, con elementos {p;} y {g;}, respectiva-
mente. Definimos entonces:

Distancia K (pl||q):
En el area de la criptografia, una medida frecuentemente utilizada es la distancia Kol-
mogorov, definida por

K(pllq) = % Z pi — il (2.7)

2Dos distribuciones de probabilidad p; = {pi}r, y pa = {pb}", son ortogonales si no existe i €
[1,n] C N tal que p] y p5 son distintos de cero [17].
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A su vez, se puede probar que la distancia de Kolmogorov es exactamente la distancia
que surge de la probabilidad de error con m = 2, 711 = w9 = %, concretamente, la ecuacién

(2.6) para las distribuciones p y g¢.

Coeficiente Bhattacharyya B(p||q):
Una cantidad que no es una medida de distancia en si misma pero que define una nocién
de distinguibilidad es el coeficiente Bhattacharyya:

Blvlla) = Y Vi (28)

Una caracteristica importante de B(:||-) es la facilidad con la que se puede calcular. De su
definicién ademas podemos inferir que es un tipo de overlap entre ambas distribuciones
[1034105]. Distribuciones ortogonales suponen un coeficiente B = 0 mientas que para
distribuciones idénticas B = 1. Teniendo en cuenta lo anterior, podemos entonces definir
una medida de distancia del siguiente modo:

Dpn(pllq) = arccos B(pl[q) (2.9)

Distancia H.(p||q):
Introducida en forma integral por E. Hellinger en 1909 [106, |107], la distancia Hellinger
es principalmente utilizada en el drea de la probabilidad y la estadistica.

La distancia Hellinger entre p y ¢ se define como

1
He(plla) = 5 S (VP — V@)’ (2.10)
i
A su vez, podemos ver que esta distancia no es otra cosa que el coeficiente de Bhatta-
charyya definido anteriormente: H.(p||q) =1 — B(p||q).

Divergencia H,(p||q):
Propuesta por Kullback and Leibler en el ano 1951, la entropia relativa H,(p||q) es una
de las medidas de distancia més utilizadas en la teoria de informacién:

Pi
H(pllg) = > pilog, o (2.11)

Por otro lado, H,(p||q) es una medida de la ineficiencia en suponer que la distribucién
de una variable aleatoria X es ¢ cuando en realidad la distribuciéon «verdadera» es p.

Para justificar lo anterior tenemos primero que definir el modo correcto de cuantificar
la idea de sorpresa ante un resultado X = x;, que suponemos con probabilidad ¢;. Una
medida acorde es —log, g;.

Una medida de «sorpresax. Este es un concepto de particular importancia para la
nocion de distinguibilidad asociada a la entropia relativa. Supongamos que un evento
ocurre con probabilidad p;. Deseamos cuantificar lo “sorprendidos” que estamos cuan-
do tal evento ocurre. El primer modo que podriamos proponer es tomar 1/p;, porque
a menor probabilidad mayor es 1/p;, un comportamiento acorde con la idea que que-
remos cuantificar. Sin embargo, si el evento en cuestion estuviese compuesto por dos
eventos independientes entonces es légico suponer que la sorpresa deberia ser la suma
de las sorpresas asociadas a los eventos independientes. Esto no ocurre si usamos la
medida 1/p;. Asi, si en cambio proponemos log, p% la propiedad anterior se satisface.
Ademas, para una distribucién de probabilidad p, la incerteza H(p) es el promedio de
las sorpresas de los posibles eventos (Shannon and Weaver, 1949).
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Dado que el resultado X = z; ocurre con probabilidad p;, tenemos que la sorpresa
promedio asociada a X estd dada por

—> pilogy g
i

Por otro lado, conocemos que la incerteza (intrinseca del proceso aleatorio) es H(p). La
entropia relativa es igual a la resta de la sorpresa promedio con la incerteza H (p). Si
éstas cantidades son iguales, entonces es natural la ineficiencia en la suposicién sea nula.
En cambio, si asumimos una distribucién de probabilidad errénea (por ej. q) entonces es
natural que la sorpresa promedio sea mayor que la incerteza H(p).

En la definicién anterior, utilizamos la convencién 0log, 8 =0, Olog, % =0yplogy, § =
oo. Por lo tanto, si existen p; y ¢; tales que p; > 0y ¢; = 0, entonces H,.(p||q) = oc.

Distancia J(p||q):
Una distancia que surge de la simetrizacion de la entropia relativa es la Divergencia
Jeffreys-Kullback-Leibler también conocida como Divergencia J:

J(pllg) = H:(pllq) + H;(ql|p) (2.12)

Distancia JS(p||q):
Otra distancia derivada de la entropia relativa es la Divergencia Jensen-Shannon entre
dos distribuciones de probabilidad p y ¢, con pesos estadisticos m; y e, respectivamente:

JS(pllq) = H(mip + maq) — m H(p) — maH(q) (2.13)

Originada en el campo de la teoria de informacién [22, 23], la Divergencia Jensen-Shannon
(JSD) (por sus siglas en inglés) estd siempre bien definida y acotada (a diferencia de la
entropia relativa que puede divergir). Asimismo, la generalizacién de la distancia JSD a
un caso de n distribuciones de probabilidad esta dada por:

JSx(o1,09,...,0n) = H (Z 7rioi> — Z miH (o;) (2.14)

con JSr(o1,09,...,0,) una medida de la distancia conjunta entre el conjunto de distri-
buciones de probabilidad {o;} asociadas a los pesos estadisticos m = {m;}.

La positividad de JS; estd dada por la concavidad de la entropia H, ver Ec. (1.9).

Divergencia x*(p|lq) ¥ ¥(pllg):
Otra importante divergencia para la estadistica y el andlisis de datos es la x?:

(pi — a)* v
Clpllg) = ———=> -1 (2.15)
- q; — q;
1 (2
Cabe remarcar que ésta divergencia, al igual que la entropia relativa, no estd acotada
(puede resultar infinita en algunos casos). Asimismo, todas las divisiones O se tratan

0
como idénticamente nulas.

Una distancia que se ha estudiado y que podemos definir haciendo uso de x? es la distancia
x? simetrizada:

C— 0:)2(ps .
¥olle) = *(pll0) + x*(allp) = 3 L) 2.1

%
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Distancia A(p||q):
La discriminacién triangular A es una distancia relativamente nueva (propuesta por F.
Topsge en el ano 2000 [108§]:

‘pz QZ
2.17
Al = 3 B4 217)

La importancia de la misma radica en que es una versién “equivalente” de la divergencia
de Jensen-Shannon (2.14]) cuyo célculo es en ocasiones més simple [109].

Divergencias Csiszar. Una generalizacion que involucra las divergencias anteriormente
listadas, son las denominadas Divergencias Csiszdr. Estas estdn definidas a través de
funciones f : R>9p — R, continuas y convexas en todo su dominio. En consecuencia,
también son denominadas f-divergencias.
Definicion
Una f-divergencia entre dos distribuciones p y ¢, estd dada por

Dy(pllg) = Zqz () (2.18)

Las propiedades del funcional D claramente dependen de la funcién real f. Si f(1) =0
tenemos que se cumple:

1. No negatividad e Identidad de indiscernibles: D¢ (p||lq) > 0 con D¢(p|lg) =0 <=
p=q.

2. Unicidad: Dy, (p|lq) = Df(p|lg) <= 3Jc € R tal que fi(u) = f(u) + c(u —1).
Si ademas, dc € R tal que:
frw) = f(u) = c(u—1) (2.19)
donde f*(u) =uf (L), entonces el funcional Dy(p||q) tiene la siguiente propiedad,
3. Simetria: Ds(pllq) = Dy(q||p)

Asimismo, una cota general para una divergencia Csiszar (cuya funcién f no necesaria-
mente es tal que f(1) = 0) estd dada por|110, [111]:

4. Rango de valores: f(1) < D¢(pllq) < £(0) + limy—o uf(1/u).
Veamos algunos casos particulares de divergencias Csiszar y sus funciones f respectivas.

= Distancia Kolmogorov.

Kol = 53—l frlw=gh—11  (220)

= Distancia Hellinger.

H(pllg) = Z(\F Yok () = 5 (u—1)? (221)

= Entropia relativa.

H:(pllg) = sz 10g2 i [, (u) = ulogyu (2.22)
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= Divergencia Jeffreys-Kullback-Leibler.
J(plla) = Hr(pllq) + Hy(allp) fi1(u) = (u—1)logy(u) (2.23)

= Divergencia de Jensen-Shannon.

TS (plla) = 3 [H(pllm) + H (gl m)] (22

(14 u) +ulogyu — (1 + u)logy(1 + u)
2

frs(u) = (2.25)

con m = 4.

» Divergencia y2.

L 4)\2
ol =3 “’q‘” Frelur) = (u— 1)? (2.26)

)

» Divergencia y? simetrizada.

U(pllg) = x*(plla) + x*(allp) Fu(u) = (=17 +1) (2.27)
» Discriminacién triangular.
_ pi — @il ~ (u—1)?
A(pllq) = ; o falu)=~— (2.28)

Métricas

Si consideramos que el conjunto de las distribuciones de probabilidades es una bola en
R™ n € N, entonces surge que una medida de distancia enteramente plausible entre
distribuciones es la distancia euclidea (o euclidiana):

De(lla) = D (pi — @) (2.29)

%

Esta medida es también una métrica, es decir, que ademas cumple la desigualdad trian-
gular, propiedad Asimismo, vimos que la idea de un «tnico» modo de diferenciar
distribuciones no es razonable. Ademaés, en aplicaciones como reconocimiento de patrones,
machine learning, estadistica, optimizacion, y otras ramas de la matematica aplicada y la
teoria de informacion clasica, es recomendable el uso de divergencias basadas en informa-
cién (en inglés, information-theoretic divergences) [19]. Todas las divergencias/distancias
consideradas anteriormente son de este tipo [17].

Por otro lado, hasta aqui nos ocupamos de etiquetar a las medidas de distancia como
«divergencias» o «distancias», segin lo definido en la Sec. Ahora bien, algunas de
las distancias basadas en informacién listadas anteriormente pueden también ser «métri-
cas», bajo ciertas modificaciones. La distincién entre métrica y distancia, marcada la
desigualdad triangular, es de radical importancia en muchas ocasiones. Por ejemplo, las
condiciones para ser una métrica son prerrequisitos para numerosas propiedades de con-
vergencia de muchos algoritmos iterativos [26].
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El objetivo de esta parte del trabajo, es definir nuevas (es decir, diferentes de la distancia
euclidea) métricas basadas en informacién.

En [106] Endres y Schindelin introdujeron una métrica en el espacio de distribuciones de
probabilidad haciendo uso de la divergencia Jensen-Shannon JS. En particular, probaron
que la distancia

D1 (plla) = [7S(pllg))"/?

satisface la desigualdad triangular. Inspirados en este trabajo, Lu y Li [26] probaron que
Aq(pllg) = [A(pl|g)]* cumple con la desigualdad triangular si y sélo sf a € (0, 1] C R, con
lo que obtuvieron un conjunto de nuevas métricas a partir de la discriminacién triangular.
Nuestro primer articulo [1]- resume la demostracién del siguiente resultado:

Teorema
La distancia Dy (p||q) = [JS(p||q)]*, con a € (0, 4] C R es una métrica.

Como D,(p||q) cumple con las propiedades |[Pd.al [Pd.b| y |Pd.c| dado que JS(pl||q) es
una distancia, resta demostrar que D, (p||q) ademas satisface la desigualdad triangular
[Pd.d] A tal fin, primero introduciremos un resultado general sobre métricas para las
divergencias Csiszar.

Teorema
Sea Dy una divergencias Csiszar donde f satisface las propiedades y ademas
f(1) = 0. Si existe a € Rs¢ tal que la funcién

(1 _ ua)l/a
f(u)

es no creciente para u € [0,1), entonces Do (p||q) = [Df(p||q)]* es una métrica.

ha(u) = (2.30)

Como la divergencia de JSD es en efecto una f-divergencia, con fg(u) = 3 [(1 4 u) + ulogy u — (1 + u) log
(1_ua)l/a
fis(u)
[0,1) C R. Analicemos entonces el signo de la derivada de h,(u). Luego de cierta dlgebra,

tenemos que

dhe (u) (1-— uaﬁ*l {ulogy u + (u + u®)[1 —logy(1 + u)|}

veamos que la funcién hq(u) = es decreciente o constante en el intervalo

- _ 2.31
du 2ulfrs)P (231

De la ecuacion anterior vemos que el signo de dhgiéw depende tinicamente de
uloggu + (u+ u)[1 — logy (1 + u)] (2.32)

De este modo, veamos bajo qué condiciones vale ulogy u+ (u+ u®)[1 —logy(1 4+ u)] > 0.
Asi,
uloggu + (u+ u®)[1 —logy(1 +u)] > 0 <
u® [1 —logy(1 4 u)] > ulogs(l +u) — u — ulogy(u) <

2 14+u
| — ) >ul
U 0g2<1+u>_uog2<2u><:>

u® >u SN )
log, (I—Tu> In <1—Tu>
Conocemos que la ultima desigualdad ([2.33) vale para a = %, dado que D /5(p|lq) es
métrica |106], entonces se cumple:

log, (45:)

U1/2 > .
10g2 m)

(2.34)
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Como para u € (0,1), u* < u¥ si x > y, tenemos que

1 14u
uﬁzwﬂZuO&(?) (2.35)
IOgQ <m)

para 3 € (9, %] De este modo, hq(u) resulta no creciente para u € [0,1) y a € (0, %] Por
lo tanto, se sigue que D, (p||q) es una métrica para tales valores de a en el espacio de
las distribuciones de probabilidad. Por completitud, de la misma forma, deducimos que
D, (p||q) no es métrica si a > 1.

Resumen Hemos definido el concepto de medida de distancia en el espacio de
distribuciones de probabilidad, entre los cuales se encuentran los de divergencia,
distancia y métrica. Abordamos el panorama general de tales medidas mediante la
aplicacién al problema de la evaluacion de caracteristicas. Introdujimos las princi-
pales medidas de distancia basadas en informacién y una clase general: las diver-
gencias Csiszdr. Por ultimo, establecimos dos resultados relativos a la construccién
de métricas a través de distancias basadas en informacién, como son, D, (p||q) vy

Aa(pllg)-

2.3. Distinguibilidad entre estados cuanticos

Como senalamos anteriormente, hay cierta arbitrariedad en la definicién de las medidas
de distinguibilidad. Por esto, la comunidad que estudia la informacién clasica y cuantica
ha encontrado conveniente utilizar diferentes tipos de medidas.

El objetivo de esta seccién es introducir cuantificadores de disimilitud entre estados
cudnticos. A continuacién, veremos que la distinguibilidad de tales estados estd dada por
medidas de distancia entre matrices densidad. Volvemos entonces a la Seccién 2.1] con
Z=DB(H)ydimH =n€eN.

Veamos algunas propiedades con las que una medida de distancia entre estados cuanticos
D(+||-) bien definida deberia contar. Como las ya enumeradas al comienzo de la Sec.
valen también para el caso cudntico, presentamos las propiedades siguientes como una
continuacién de la lista anterior.

En primer lugar, es razonable que la «distancia» entre dos matrices densidad no se vea
afectada de un cambio de base comun, lo que conlleva a la invariancia de una medida de
distancia ante transformaciones unitarias:

Pd.e Una medida de distancia D(-||-) es invariante ante transformaciones unitarias si
cumple

D(pllo) = DWUpUT|[UaUT) (2.36)
con U una matriz unitaria n x n, y p,o € B (H).

De igual forma, es coherente que las medidas de distancia cuanticas satisfagan la adi-
tividad restringida; caracteristica relacionada con agregar al espacio de Hilbert H, otro
espacio H,, de dimensién m € N.

Pd.f Una medida D(:||-) cumple con la aditividad restringida si D(p||o) = D(pRx||c®@x)
con x € BY (Hum)-
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La igualdad anterior es razonable porque el estado o = p ® x es uno que hace referencia
a dos estados inconexos, p y X, de dos subsistemas diferentes e independientes. Lo mismo
vale para f = o ® x. Entonces la unica diferencia entre a y [ esta en los estados p y
o. Vemos entonces que las dos propiedades anteriores son bdsicas para un cuantificador
de distancia entre matrices densidad. Cabe remarcar que los casos particulares que mas
adelante listaremos, en general, las satisfacen.

Otras caracteristicas, mas fuertes que las anteriores, son las siguientes:

Pd.g Sea &[-] un mapa CPTP. Una medida D(-||-) es contractiva si D(p||o) > D(E[p]||E]o]).

La contractividad de una medida es fundamental para muchas aplicaciones particulares.
Esta implica que ninguna operacién cudntica puede incrementar la distancia entre dos
estados cudnticos. Asimismo, una medida que es contractiva inmediatamente es invariante
ante transformaciones unitarias y cumple con la aditividad restringida. Veamos por qué.
Sea D(+||-) una medida de distancia (ya sea divergencia, distancia o métrica) contractiva.
En primer lugar, como vimos anteriormente en la Sec. [[.2.3] una transformacién unitaria
es un caso particular de mapa CPTP. Asi, sea U un operador unitario, entonces

D(pllo) = D(UpU||UaUT) = D(pllo) = D(p'||0")
con p' =UpU' y o/ = UcoU?. Si aplicamos la operacién unitaria inversa, tenemos que
D(pllo) = D(e/|[o’) = DU U|Ut'U) = D(pl[o) (2.37)
De las desigualdades anteriores resulta la invariancia en cuestion:

D(plle) = D('||o")

Observemos qué ocurre con la aditividad restringida. La operacién a considerar, sobre
los estados cuanticos p y o, agrega un estado x a través del producto tensorial. La
transformacién inversa a la anterior es la traza parcial, en este caso sobre H,,. Ambas
operaciones son mapas CPTPP| Sea ®pr(z] = = @ x y ®rply] = Try,, [y], con y €
Bf (H ® H.m), entonces vale:

D(pllo) = D(@prlpll|®prio]) = D( @rp [@rr(pl] || Pre[Pprlo]] ) = (2.38)
= D(pl|o) (2.39)

Por lo tanto,
D(pllo) = D(®prpll|®pro])

Cabe destacar que la invariancia anterior se puede generalizar. Es decir, si contamos con
una distancia D(-||-) contractiva. Entonces, ésta sera invariante ante todas las operaciones
®[-] CPTP tales que su operacién inversa ®![-] existe y ademds es un mapa CPTP. La
demostracién de lo anterior consta basicamente de las desigualdades con ®ppr = o
y &rp = o1,

Por otro parte, con respecto a la mezcla de estados cuanticos, establecemos la propiedad
siguiente. Consideremos una distribucién de probabilidad {p;} y un conjunto de estados
cudnticos {p;} C By (H),

Pd.h D(:||-) es convexa en alguna de sus entradas si

D(ZPiPz‘HU) < ZPiD(Pz’HU)

3Cabe aclarar que las operaciones cuénticas de traza parcial y producto tensorial tienen dominio e
imagen distintas, es decir, toman un elemento de una espacio y devuelven uno en otro espacio distinto.
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Finalmente, algunas medidas de distancia también satisfacen las siguientes desigualdades:

Pd.i D(-||-) es conjuntamente convexa si
DO pipill Y aioi) <Y piD(pillos)

con {¢;} una distribucién de probabilidad.

Pd.j D(:||) es aditiva si D(p1 ® pa||o1 @ 02) = D(p1||o1) + D(p2||oa) con p1,01 € B (H)
y p2,02 € B (Hn).

Hasta aqui, tuvimos en cuenta caracteristicas que las medidas usuales frecuentemen-
te satisfacen. Existen muchas otras importantes propiedades que puntualizaremos mas
adelante caso por caso.

Retomemos entonces la cuestién de cémo distinguir estados cuanticos. Técnicamente, una
matriz densidad no es mas que una matriz cuadrada con algunas propiedades adicionales.
De este modo, una nocién de distancia entre matrices podria servirnos para cuantificar al
menos «distancia» en un espacio de pardmetros ordenado (ver discusién al principio del
capitulo). Sin embargo, debemos considerar que los estados cudnticos no son medibles,
es decir, no los podemos determinar mediante observaciones directas. Asi, el inico medio
fisico para llevar a cabo una distincién es realizando mediciones. En la Seccién [1.2.1
vimos que los resultados de tales mediciones son intrinsecamente estocasticos y que los
observables se pueden considerar variables aleatorias. En pocas palabras, dados dos es-
tados cuanticos de un mismo sistema, al efectuar mediciones sobre éste obtendremos dos
distribuciones de probabilidad. La distinguibilidad estard dada por una medida de distan-
cia entre tales distribuciones. Volvemos entonces a la seccion anterior, donde describimos
varias medidas de distancia basadas en informacion entre vectores estadisticos. Queda
entonces sélo una cuestién por dilucidar ;Qué observable tenemos que medir? Dicho de
otro modo ;Qué medicién realizaremos sobre los subsistemas? La respuesta es simple:
La mejor, donde en este caso significa, la que nos provea mayor «distancia» entre las
distribuciones. Este procedimiento define una medida de distinguibilidad entre estados
cuanticos.
En la Seccién[I.2.4] revisamos el postulado de medicién y observacién en mecdnica cudnti-
ca. Establecimos ademds que una medicién POVM € = {E;}, sobre un sistema en un
estado p, produce el i-ésimo resultado con probabilidad p; = Tr [E;p|. Luego, si el siste-
ma se encontrase en otro estado o, la probabilidad cambia segin: ¢; = Tr [E;o]|. Ambas
distribuciones de probabilidad ps = {p;} v g¢ = {¢;} dependen de la medicién €. En
consecuencia, establecemos:
Definicion
Una medida de distinguibilidad cuantica (MDC) d(-||-) entre p,o € Bf (H), es de
la forma

d(pllo) = méx D(pellge) (2.40)

con D(-||) una medida de distancia en el espacio de las distribuciones de probabili-

dad. Ver Sec. El maximo se toma sobre todas las mediciones POVM posibles.
La definicién anterior establece también una medida de distancia entre estados cuanti-
cos, pero como su naturaleza emerge de un procedimiento de distinguibilidad basado
en mediciones entonces preferimos distinguirla utilizando la notacién d(-||-) y el nombre
medida de distinguibilidad cudntica. Resumidamente, en términos generales, una medida
de distancia D(-||-) cudntica -léase: entre estados cudnticos- puede ser, o no, una MDC.
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Con todo, aparece la cuestién sobre qué ocurre con los demas cuantificadores de distancia
entre estados cuanticos que no son de la forma . Evidentemente, éstos también son
considerados medidas de disimilitud. La diferencia entre las MDC y las demés medidas de
distancia estd en que las primeras tienen un asidero fisico y una interpretacién operacio-
nal. Asi, la utilizacién de una medida fuera del conjunto de las MDC como cuantificador
de disimilitud debe llevarse a cabo con precaucion y teniendo en cuenta sus limitaciones.
Por otro lado, en ocasiones, tales medidas se calculan con mayor facilidad y son utiles
para encontrar desigualdades entre ciertas cantidades. Veamos a continuacién algunos de
los casos particulares con mayor fama en el area.

2.3.1. Medidas de distinguibilidad cuantica

El primer paso en el procedimiento que describimos para la construcciéon de medidas de
distinguibilidad cudntica es elegir una divergencia, distancia, métrica (o algin coeficiente
proporcional a éstas) en el espacio de las distribuciones de probabilidad. Comencemos
con el caso, de algin modo, més «natural»: la probabilidad de error P., dada por la
Ec. (2.5). En la Sec. vimos que P, (Ec. (2.5))) es la probabilidad de equivocacién en
la identificacién de la clase de un objeto asociado a dos distribuciones de probabilidad
(con incerteza inicial 1/2 en cada caso). Podemos entonces aplicar lo anterior al proble-
ma de distinguir dos estados cudnticos -qu juegan el papel de clases- asociados a dos
distribuciones de probabilidad dadas por una medicién POVM. En efecto, la medida P,
evaluada en las distribuciones pe y q¢ es la probabilidad de error al distinguir dos estados
cuanticos por medio de la POVM €&. Por lo tanto, siguiendo el procedimiento dado por
, al maximizar sobre tales mediciones, resulta:

Plo) = 5 (1- 5Tl o) (2.41)
La expresién analitica anterior fue primeramente obtenida por Helstrom [112], quien
ademds prob6 que la POVM o6ptima (la que maximiza) es de hecho una PVM. Como
este resultado, y las optimizaciones que siguen, son ampliamente conocidas en area de la
distinguibilidad cudnticg’] obviaremos las demostraciones dado que no nos interesa hacer
foco en tal cuestién. Sin embargo, cabe destacar que las maximizaciones o minimizaciones
a realizar segtn la Ec. , constituyen un problema sumamente complejo que requiere
de un profundo anélisis caso por caso.
Las nociones de distinguibilidad dadas por la probabilidad de error y la distancia Kol-
mogorov, Ec. , estan estrechamente relacionadas. Concretamente:

P(plla) = 5 — 5K (vlla) (2.2

Asi, resulta que la contraparte cudntica de K(pl||q) es

K(pllo) = méx K (pellge) (2.43)
El resultado de la misma se conoce como distancia traza:

1
K(pllo) = 5Trlp o] (2.44)

donde |[p—o| = +/(p — 0)T(p — o) = \/(p — 0)2. La tiltima igualdad vale si los operadores
p y o son autoadjuntos, como es el caso de matrices densidad.

4Puede usted escribir en su buscador web preferido quantum state discrimination y seguramente el
primer ejemplo que encontrard serd tal cdlculo de Helstrom.
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Analicemos ahora el coeficiente Bhattacharyya (2.8). El andlogo cudntico B(p||o)
formalmente esta dado por:

B(pllo) = min B(pe]lqe) (2.45)

Como esta cantidad no es en realidad una distancia, sino, un overlapp en el sentido de
que si dos distribuciones (o estados) son iguales B(p||o) es méximo, y si son ortogonales
entonces resulta nulo, es natural cambiar la maximizacion en la ecuacién (2.40) por una
minimizacién. Consecuentemente, se puede demostrar que ésta resulta:

Blollo) =T Vv (2.46)

La cantidad F(p||o) = [B(p||o)]? es probablemente la nocién de distinguibilidad entre
estados mas utilizada, conjuntamente con la versiéon cuantica de la entropia relativa que
veremos mas adelante, y se denomina fidelidad.

De la misma forma, utilizando la Ec. podemos obtener la versiéon cudntica de la
funcién Dpp, (Ec. (2.9)):

dsn(pllo) = arccos B(pl|o) (2.47)

Esta medida también es frecuentemente denominada angulo [18].
Otra nocién de distinguibilidad dada por la Ec. (2.45) es la que surge de la distancia
Hellinger H.(pl||q), Ec. (2.10]). Expresando ésta cantidad como

He(pllg) =1 - B(plla) (2.48)
y reemplazandola en (2.40)) de inmediato vemos que:
H.(pllo) = 1 - B(pllo) (2.49)

Asimismo, de la expresién anterior surge otra medida de distancia ampliamente utilizada
en la literatura de la informacién cudntica, conocida como la distancia Bures dg(p||o):

B(ollo) = /201 = VE(pllo)) (2.50)

Con todo, los casos particulares listados hasta aqui son los tinicos que, por medio de la
Ec. , derivaron en expresiones cerradas para medidas de distinguibilidad cuantica.
Ahora bien, fuera de ésta categoria de cuantificadores de disimilitud, existen muchos
otros y de radical relevancia. Una medida que merece especial atencién es la entropia
relativa cudntica (o la entropia relativa de von Neumann) S(p||o), que a su vez es
una de las mas utilizadas y forma parte de muchos cuantificadores de distintos tipos de
informacién cuantica -entrelazamiento, informaciéon de von Neumann, discord, etc. En
palabras de Vedral: “The quantum relative entropy will be the most important quantity in
classifying and quantifying quantum correlationsﬂ” Sin embargo, su expresién analitica
no resulta de introducir la Ec. en . No obstante, la consideramos una medida
de distinguibilidad cuédntica. La justificacién es debida a Hiai y Petz [14], quienes probaron
que

S(pllo) = Tr[p (logy p — logy 0)] = lim_ S (pllo) (2.51)

5“La, entropfa relativa cudntica serd la cantidad més importante para clasificar y cuantificar correla-
ciones cuanticas.”

Tesis D. G. Bussandri Distinguibilidad y correlaciones



2.3. DISTINGUIBILIDAD ENTRE ESTADOS CUANTICOS 47

donde

SH ) (2.52)

Sn(pllor) = mix

conpg4 =Tr [AipN] y q;“:Tr [AZ’O'N], siendo pVN = pRp---@p, N =00 @0 el
producto de N copias de los estados, respectivamente, y A una POVM actuando sobre
los mismos. Como senalamos anteriormente, la Ec. no es exactamente (2.40) pero
si responde a una idea similar. Con todo, cabe destacar que la entropia relativa cuantica
S(p|lo) cumple con

Py = ¢~ NVo(rllo) (2.53)

siendo Py la probabilidad de confundir los estados cuanticos p y o, luego de haberse
realizado N mediciones sobre o (para N > 1).

Luego de haberse introducido el correlato cudntico de la entropia relativa H,(p||q), son di-
rectas las extensiones cunticas de las divergencias derivadas de ésta. Asi, las divergencias
Jeffreys-Kullback-Leibler J(p||o) y Jensen-Shannon JS(p||o) resultan [113]:

J(pllo) = S(pllo) + S(allp) (2.54)
1
IS(pllo) = 5 [S (plla) + S (o]]e)] (2.55)
con o = HTU. Del mismo modo, la divergencia JSD generalizada cudntica es:
TSx(prspas-- s pn) = Y miS(pillor) (2.56)

siendo ar = ), mp;. La divergencia JSD cudntica atrajo la atencién de la comunidad
cientifica principalmente en los tultimos anos. En los capitulos siguientes veremos que
esta cantidad es, para grupos de estados y probabilidades especificos, un cuantificador
de correlaciones clésicas (técnicamente: cldsicas-cudnticas) (Capitulo ; y, ademsds, la
denominada cota Holevo (Capitulo .

Presentemos ahora el caso de la distancia Hellinger cudntica. Anteriormente vimos
que la medida de distinguibilidad cudntica que surge de la distancia Hellinger estadistica
esta dada por la ecuacién (2.49)) y ademds que esta estrechamente relacionada con
la distancia Bures. Sin embargo, ésta ultima no es la tnica extensidn cuantica basada en
H.(p||q). La distancia Hellinger cuédntica fue concebida como la extensiéon «natural» de

65

Drelpllo) = \/Tx [(v5 — V)] = /2~ 2A(p[[0) (2.57)
donde

A(pllo) = Tr [\/p/a] (2.58)

se denomina afinidad. En suma, Dy (p||o) y A(p||o) son medidas anédlogas a la distancia
Bures y la fidelidad, respectivamente, con propiedades informacionales similares pero
més faciles de calcular [66]. Ademds, en términos generales, para dos estados p y o que
conmutan, ambas extensiones coinciden con H,(pl|q).

Abordamos ahora las medidas de distancia y/o distinguibilidad inducidas por normas de
operadores. Uno de los conjuntos con mayor fama en informacion cuantica es la norma
Schatten, o norma-p, definida por:

|Alp = {Te [ AT} (2.59)
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con |A| = VATA y p € R>¢. Por otro lado, las normas dadas por tienen muchas
propiedades notables, y han sido ampliamente estudiadas |11]. Uno de los resultados més
importantes es una generalizacion de la desigualdad de Cauchy-Schwartz, dada por:
Teorema
Sean p,q € [1,00] C R, tales que % + % =1y A, B € B(H), entonces

(4, B) | = |Te{A", B}| < |Al,|Bl, (2.60)

El resultado anterior se conoce como la desigualdad de Holder.
Las distancias inducidas por la norma Schatten estan definidas como

Dy(pllo) = lp—alp (2.61)

y las denominamos distancias Schatten. Cabe destacar dos casos particulares: para
p = 1 tenemos la distancia traza (o distancia de Kolmogorov) y para p = 2 la dis-
tancia Hilbert-Schmidt Dys(p||o). Esta tltima cantidad est4 basada en la norma de
operadores Hilbert-Schmidt (HS):

|Als = ¢/ Tr [ATA] (2.62)
con A € B(H). Asi, la medida de distancia en cuestion es

Dus(pllo) =|p—ola = vTr[(p—0)? (2.63)

Si los operadores de estado p y o conmutan entones Dy g(p||o) coincide con la distancia
euclidea . No obstante, esta medida no tiene un asidero operaciona]ﬁ como muchos
de los casos considerados anteriormente. Més ain, no es una cantidad contractiva; algo
que en ocasiones es basico para el analisis de la informacién concerniente a los sistemas
cuanticos. En pocas palabras, ésta medida no deberia ser utilizada como cuantificador
de distinguibilidad. A pesar de ello, Dgg(p||o) puede ser util para calcular y acotar la
distancia traza [11]. También, por la extrema facilidad con que se calcula (en el senti-
do de que no involucra por ejemplo siquiera una diagonlizacién de ningin operador),
puede servir para dar una “primer idea” de distinguibilidad cuando ciertos calculos se
tornan sumamente complicados. Por otro lado, una cualidad destacable del conjunto de
las distancias Schatten, dadas por , es que algunas pueden tener una interpretacion
operacional en términos de mediciones cuanticas, como es el caso de la distancia traza, o
pueden no tenerlo, como la distancia HS.

Con respecto a las propiedades, listadas al comienzo de las secciones y que
cada medida de distinguibilidad y/o distancia satisface, presentamos el Cuadro Por
otro lado, como todas las cantidades que hemos considerado cumplen la identidad de
indiscernibles (Prop. y son no negativas (Prop. , no hemos incluido éstas en
la tabla en cuestion.

Expresiones para Qubits

Veamos cuales son las expresiones analiticas de las principales medidas de distinguibi-
lidad, y de los coeficientes que las definen, para sistemas representados por espacios de
Hilbert de dimensién 2. A tal fin, supongamos que p y ¢ estdn asociados a los vectores

Stampoco informacional, es decir, no es el anilogo «natural» de una nocién de distinguibilidad entre
distribuciones, como por ejemplo la distancia Hellinger cuantica
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‘ Dist. y Propledades ‘ |Pd.c| ‘ |Pd d| ‘ |Pd g| ‘ |Pd e| ‘ |Pd.f| ‘ |Pd.h| ‘
‘ Dist. Traza Ec. ‘ 4 ‘ 4 ‘ v ‘ 4 ‘ 4 ‘ 4 ‘
\DlstAnguloEc\v\v\v\v\v\x\
‘ Dist. Bures Ec. ‘ 4 ‘ 4 ‘ v ‘ 4 ‘ 4 ‘ + ‘
‘ Entrop. Relativa Ec. 1 ‘ X ‘ X ‘ 4 ‘ v ‘ v ‘ v ‘
‘ JSD cuéntica Ec. ‘ 4 ‘ X ‘ v ‘ v ‘ 4 ‘ v ‘
‘ Dist. Hellinger Ec. 1 ‘ v ‘ v ‘ v ‘ v ‘ v ‘ + ‘
| Dist. HSEc. @63) | v | v | x | v | x | v |

Cuadro 2.1: Principales propiedades de las medidas de distinguibilidad. Hemos emplea-
dos el simbolo 4 para puntualizar que la distancia en cuestién al cuadrado satisface la
propiedad correspondiente |11} 18| 5658, 66, |114]

de Bloch 7 € R? y 7% € R3, respectivamente, (ver Ec. (1.26))):

Latr.a (2.64)

=3
1

5 (L+72-7) (2.65)

Teniendo en cuenta lo establecido anteriormente, las distancias traza y Hilbert-Schmidt
resultan (a menos de una constante multiplicativa) iguales para los estados en cuestién:

Drs(pllo) = V2K (pllo) = |71 — 72| (2.66)

En cuanto a la distancia Bures, podemos calcular la fidelidad entre p y o utilizando la
férmula:

F(p||lo) = Tr [po] + 2+/det pdet o (2.67)

Similar es el caso de la distancia Hellinger, definida por la afinidad, cuya expresion
analitica es:

Afpllo) = — VL= IRPAE VI [BE) + 77 (2.68)
(VIHI7]+ VI = AL+ 7] + /1= [72l)
La divergencia Jensen-Shannon cuéntica, y también cualquier otra divergencia que de-
penda de la entropia relativa, se pueden calcular por medio de:

1 . 1|2 1+ |7
S(0) = ~Tr plogs o] = 1 = o1~ 173 = - o (171 ) (2.69)
_ T‘1|

No es casual que finalicemos la seccion de Distinguibilidad con la cantidad anterior,
denominada entropia de von Neumann.

Algunas propiedades de la entropia de von Neumann

S(-) es el andlogo cudntico de la entropia entre dos VA, ver Ec. (1.1.1)), y una de las
piedras angulares de la informacién cudntica, cuya destacada aparicién en la misma es en
el area de correlaciones cuanticas que involucra, como veremos en el Capitulo siguiente,
dos cuantificadores denominados entrelazamiento y discordancia cudntica.

Las principales caracteristicas de este funcional son:
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» S(p) =0 <= p es un estado puro,

= S(p) es maxima e igual a logyn (n = dimH) para el estado maximamente mixto

pmm = 1,

= S(p) = S(UpUT), U una matriz unitaria n x n,
S(p) es concava, S (>, pipi) > > piS(pi),

= S(p) es aditiva: S(pa ® pp) = S(pa) + S(pB),
S(p)

p) es subaditiva, es decir, S(p) < S(pa)+ S(pp) con pa = Trp[p] v pp = Tra [p]

Resumen Luego de haber visto los principales modos de distinguir distribucio-
nes de probabilidad, en esta seccién extendimos los conceptos de distinguibilidad
al caso cuantico. Asi, primero revisamos los criterios necesarios para que una me-
dida particular conduzca a una de disimilitud adecuada entre estados cudnticos.
Luego, definimos el concepto de medida de distinguibilidad -para el caso cudntico-,
utilizando cuantificadores de distancia en el espacio de las distribuciones de pro-
babilidad. Seguidamente, presentamos los casos particulares mas importantes para
nuestro trabajo, sus expresiones analiticas para el caso de estados en dimensién dos
y una tabla con las principales propiedades de las medidas de distinguibilidad mas
conocidas.
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CAPITULO 3

Correlaciones

En este capitulo consideraremos dos tipos de correlaciones: aquellas entre variables alea-
torias (Sec. [3.1); y, en segundo lugar, correlaciones entre subsistemas cudnticos (Sec.
. La estructura que adoptamos es exactamente la de los dos capitulos anteriores, en
el sentido de que primeramente tratamos los conceptos de la teoria de probabilidad y
estadistica clasicas, para luego introducir los de la informacion cudntica -en el capitulo
definimos distribuciones de probabilidad y luego estados cudnticos; lo mismo en el capitu-
lo |2l donde introdujimos medidas de distinguibilidad entre distribuciones y después entre
estados cudnticos.

El punto de contacto entre la informacién clasica y la cudntica estd en la definicién
intrinseca de «observable» (magnitud fisica) como una variable aleatoria. Veamos ahora
algunos preliminares basicos de la teoria estadistica [21]. Sea X una variable aleatoria
discreta real cuyos posibles valores son {z;} ;, asociados cada uno a una distribucién
de probabilidad p = {p;}};.

Definicion
El valor medio de X (o valor esperado) estd dado por

(X) = me (3.1)

Siempre trabajaremos con variables aleatorias cuya media estd definida y es un ntmero
real, es decir, no diverge.
Otro funcional que caracteriza el comportamiento de X es qué tan dispersos (o variados)
son los resultados de los experimentos X = z;. Una medida de lo anterior es la siguiente.
Definicion
La varianza de X se define como el valor medio de la variable (X — (X))?2:

Var (X) = (X — (X))%) = (X?) — (X)? (3.2)

Un interesante resultado derivado de la varianza es la desigualdad de Chebyshev:
Teorema
Sea P(-) una medida de probabilidad bien definida (ver Cap. [l|) tenemos que

Var (X)
PUX —(X)] > 1) < o) (33
cont € R>gy P(|X — (X)| > t) la probabilidad de obtener |X — (X)| > ¢ en un

experimento.

3.1. Correlaciones entre variables aleatorias

Una vez definidas la varianza y el valor medio de una variable aleatoria, estudiemos
una medida de asociacién entre VA denominada correlacién definida en términos de la
covariancia. En consecuencia, consideremos ahora otra VA discreta Y (ademds de X),
con resultados {y; 'y asociados a la distribucién ¢ = {gi}i—,.

o1
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Definicion
La covariancia entre X e Y estd dada por

Cov (X,Y) = {(X — (X))(Y - (V) (3.4)

Podemos también reescribir la cantidad anterior como:
Cov (X,Y) = (XY)— (X)(Y) (3.5)

De esta iltima ecuacién deducimos que si X es independiente de Y, entonces Cov (X,Y) =
0 dado que (XY) = (X) (V). Cabe destacar que la vuelta de la afirmacién anterior no
tiene por qué ser cierta, es decir, podemos obtener Cov (XY) = 0 y las variables no ser
independientes, como serfa el caso de (XY) = (X) (Y) = 0. Otro comportamiento nota-
ble de la medida es que su positividad implica que cuando X tiende a ser més grande que
su valor medio, Y también, mientras que la negatividad de la covariancia indica que si
una tiende a ser mayor que su valor medio, entonces la otra tiende a ser menor. Teniendo
en cuenta las propiedades de la covariancia, podemos definir un coeficiente de correlacién
entre las variables X e Y:
Definicion
Si X e Y son dos VA conjuntamente distribuidas, con varianzas asociadas no nulas,
y una covariancia finita, entonces la correlacién entre X e Y esta dada por

Cov (X,Y
Corr (X, V) = VL Y) (3.6)
\/Var (X) Var (Y)
Luego, un resultado importante sobre el comportamiento de la medida Corr (+) es:
Teorema
Sean X e Y dos VA tales que la correlacién (3.6]) esté bien definida, entonces
—1<Corr (X,Y)<1 (3.7)

M4s atn, Corr (X,Y) = £1 si y sélo si existen constantes a,b € R tales que Y =
a+bX.

Consideremos ahora un concepto sumamente relacionado a la correlaciéon previamente

definida por la Ec. (3.6).

Definicion

Sean X y Y dos variables aleatorias discretas con probabilidad conjunta P = {F;;},
probabilidades marginales p = {p;} y ¢ = {q;}, respectivamente. La informacién
mutua /(X,Y) es la entropia relativa entre las distribuciones P y p x ¢:

Pi;
Pigj

I(X,Y) =) Pjlogy —> = H,(P||p x q) (3.8)
ij

La informaciéon mutua es una medida de la cantidad de informacién que una variable
aleatoria contiene sobre la otra. Asimismo, es la reduccién de la incerteza de una debido
al conocimiento de la otra [20]. Asi, vemos que I(X,Y) es también una medida del grado
de correlacién entre las variables aleatorias X e Y. Por otro lado, es importante notar
que la Ec. se puede reescribir en términos de las entropias definidas en la Sec. m

I(X,Y) = H(X) - HX|Y) = HY) - HY|X) = (3.9)
= H(Y)+ H(X) - H(X,Y) (3.10)
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3.1.1. Matriz T y la forma de fano

En cuanto al término «correlaciones», hasta aqui definimos los conceptos de covarianza,
correlacion e informacion mutua entre dos variables aleatorias X e Y. Un caso ejemplar
donde aparecen de manera natural «correlaciones» entre variables aleatorias lo encontra-
mos en la Sec. donde escribimos algunos estados de sistemas cudnticos bipartitos
frecuentemente utilizados en el drea de informacién cuantica. En particular, vimos que
un estado p de un sistema conformado por dos partes A y B asociadas a un espacio de
Hilbert de dimensién dos (cada una), siempre se puede descomponer en funcién de los
estados marginales pa, pg, y los elementos 7;;, segin la forma de Fano dada por la Ec.

(L.50),

1
p:PA®pB+ZZTijO'ZA®O’jB
ij

siendo Tj; -ver Ec. —:
Tij = (of ®0f) —(of'®1) (1@ 0})

Podemos ahora darle una interpretacion a estos elementos. T;; es la covarianza entre los

observables (variables aleatorias) S (magnitud fisica asociada a of') y SJB (magnitud
fisica asociada a JjB ). Utilizando las propiedades de la traza se puede probar que la
correlacion entre SiA y SJB resulta

CZTL.A
\/Var (8;4) Var (Sf)

donde Var (S¥) = ((67)?) — (of) = Tr[px(op)?] — Tr [pxoi| con k € {i,j} y
X € {A, B}. Vemos entonces que todo estado bipartito, sobre un espacio de Hilbert
de dimensién cuatro, queda enteramente definido por dos conceptos clasicos. El de co-
varianza y el de valor medio de una variable aleatoria. Este tltimo entra en juego en la

Cyj = (3.11)

definicién de los estados marginales, concretamente porque si px = >, oziX O'iX (ver Ec.
(1.26)), con og" =1y of = 3, entonces o;* = %<O’ZX>

Con todo, més alld de que los elementos 7;; son estrictamente covarianzas, la matriz T
formada por éstos se denomina matriz de correlaciones.

Digresiéon Eliminando parametros. Supongamos que contamos con una medida, o pro-
piedad, invariante ante transformaciones unitarias locales de la forma U = Uy ® Up,
vy que, ademads, nos interesa evaluarla en un conjunto de estados como el dado por
la forma de Fano, Ec. . Podemos, utilizando transformaciones unitarias locales,
reducir la cantidad de elementos de T no nulos? La respuesta es afirmativa [47) 65].
Veamos de qué modo. Consideremos la matriz:

X=> Wijo; ®o; (3.12)
i

Por el teorema de descomposicién en valores singulares, la matriz W con elementos
[W1ij = W;j siempre se puede diagonalizar utilizando dos matrices reales ortogonales
-grupo O(3)-,

W = O%iag{c1, ¢z, c3}O° (3.13)

Distinguibilidad y correlaciones Tesis D. G. Bussandri



o4 3.1. CORRELACIONES ENTRE VARIABLES ALEATORIAS

Asimismo, como vimos en la Sec. las matrices unitarias U(2) actuando sobre
operadores en B(H), con dimH = 2, se corresponden con el grupo O(3) actuando
sobre matrices reales 3 x 3 (es decir, sobre las coordenadas). En consecuencia, sean U
y V los unitarios correspondientes a O% y O, dados por

3
Uo,Ut =Y 04,.0m (3.14)
m=1
3
Vo,V = Z O?nan (3.15)
n=1
tenemos que
3
UV Z Wijo; @ o} UtV = Z CmOm Q@ Om (3.16)
ij m=1

Podemos entonces aplicar lo anterior a la diagonalizacién de T en
1
p=pa®@pp+7) Tjol@of (3.17)
ij

definiendo U y V, como en ([3.14) y (3.15)), tales que

3
UV (Y Tijolec? |UTa V=Y tnol o) (3.18)
m=1

ij
con T = O%iag{t,t2,t3}0". Luego,

p=UeVpUl Vi =js@pp+) tiol@ol (3.19)

7

con pa = UpaU' y pp = VppV1. De este modo, p es una matriz unitariamente
equivalente (segin unitarios locales) a p, y su matriz T es diagonal:

1— = diag{tl, t27 tg}

Dentro de este esquema, hay un caso importante que puntualizar. El de los estados BD
pBP | ver Ec. (1.45) en la Sec. donde
1
= = 71
PA = PB 5
Tij = cidij

siendo ¢;; la delta de Kronecker. Teniendo en cuenta las igualdades anteriores, las varian-
zas resultan

Var (S{¥) =1 (3.20)

entonces los elementos ¢; son las «correlaciones» entre las variables SZA y SZ»B . Teniendo en
cuenta la Digresion anterior, la «clase» de los estados de Bell es una no tan particular
dado que la tnica pérdida de generalidad es tomar los estados marginales como %1.
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Resumen Vimos las nociones de valor medio, varianza, covarianza, correlacién e
informacién mutua para el caso de variables aleatorias. Una vez establecidos los
conceptos anteriores, revisamos la interpretacién de los elementos 7;; presentes en
la forma de Fano incluida en el Cap.

3.2. Correlaciones entre subsistemas cuanticos

Veamos ahora como caracterizar las correlaciones existentes en estados de sistemas cuanti-
cos bipartitos. Sean A y B dos subsistemas cudnticos que conjuntamente forman el sis-
tema A + B, que representaremos con el espacio de Hilbert H = H 4 ® Hp. Una medida
estandar de correlaciones entre los subsistemas A y B estd dada por la informacién mu-
tua cudantica o correlacion de informacion (segin el mismisimo A. Holevo [77, [115]):

T(p) = S(pa) + S(p5) — S(p) (3.21)

con S(-) la entropfa de von Neumann, ver Ec. (2.69), y pa = Trp[p], pp = Tra[p]. La
cantidad Z(p) es la extensién a sistemas cudnticos de la informacién mutua, Ec. (3.8),
entre variables aleatorias. A su vez, la positividad de la medida se debe a la propiedad
de subaditivdad de la entropia S(p) [14].

Luego de haber definido la informacién mutua cudntica, estamos en posicién de caracte-
rizar estados bipartitos segin sus correlaciones. Identificaremos tres conjuntos |27, 29].
Los estados producto son aquellos que no cuentan con correlaciones de ningin tipo y
se pueden escribir como

pp=0a®p (3.22)

con « € B(Ha) y 8 € B(Hp). Denotemos al conjunto de los mismos como PS. Adicio-
nalmente, dado cualquier estado p (con o sin correlaciones entre las partes), el producto
tensorial de sus estados marginales es el estado no correlacionado que surge de éste:
pA ® pp. Una pregunta que puede surgir entonces es ;Cuanta informacion perdemos al
tomar las trazas parciales y construir el estado p4 ® pp? Podemos tener una medida de
tal informacién tomando la entropia relativa cudntica entre p y pa ® pg: S(p|lpa ® pB),
ver Ec. . Es un hecho notable que la cantidad anterior coincide con la informacién
mutua cudntica:

Z(p) = S(pllpa ® pB) (3.23)

Por otro lado, de esta dltima ecuacion vemos facilmente que si un estado coincide con sus
marginales (i.e., es de la forma ([3.22))) entonces Z(p,) = 0, lo que es esperable y necesario
que ocurra debido a la interpretacién con que Z(-) cuenta.

Veamos ahora estados dotados de correlaciones entre subsistemas pero construidos de
una forma especifica. Supongamos que contamos con dos variables aleatorias X e Y
que producen n € Ny m € N simbolos {z;}!" ; v {yj};”:l, respectivamente. Adem4s,
consideremos que la probabilidad P(X = x; AY = y;) = p;; es la probabilidad conjunta
de ambas variables -con P(-) una medida de probabilidad bien definida, ver Sec.
Representemos los valores de X e Y utilizando estados del sistema cuéntico A + B. En
consecuencia, asociemos los resultado X = z; con los elementos [i), de una base del
espacio de Hilbert H 4. Lo mismo para los resultados de la variable Y con una base |j) 5
de Hp:

X =z — M =lia) (ial (3.24)
Y =y; — MP =|ip) (ig| (3.25)
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Si se desconocen los resultados de las variables, entonces el estado global del sistema
A+ Bes

Pec = ZpijMz‘A ® M]B (3.26)

v

Luego, las probabilidades marginales p; = Zj Pij Y ¢j = »_;Pij nos brindan toda la
informacién de los estados de A y B, respectivamente, mientras que el comportamiento
aleatorio de las variables X e Y estd regido por la probabilidad conjunta p;;. Mas aun,
resulta Z(pe.) = I(X,Y), con I(X,Y) la informacién de von Neumann de las variables
X eY, ver Ec. . En conclusion, no es necesario en este caso adoptar el formalismo
matricial de la mecdnica cudntica para describir al sistema en cuestion. Asi, p.. -Ec.
— se denomina estado clasico o estado cldsico-cldsico, y sus correlaciones reciben
el mismo nombre. Por otro lado, simbolizamos el conjunto de los mismos con CCS.
Ahora bien, consideremos una situacién algo mas compleja. Supongamos X = x; (con
probabilidad p;) correlacionado como en el caso anterior, es decir, con un elemento de
una base del espacio H 4, y también con la preparacién de un estado ,oiB en el subsistema
B. O sea:

X =z — M/ (en A) A p% (en B) (3.27)
Entonces,
pi = M{* & pi (3.28)

representa el estado global A + B cuando X = x;. Si por el contrario desconocemos el
resultado de la variable X, el estado de A + B es

n
pe=> DM ® pl (3.29)

i=1
Luego, el comportamiento del sistema A, por construccion, estd completamente deter-
minado por la distribucién de probabilidad p. En un experimento, el resultado X = z;,
con probabilidad p;, determina que A estd en un estado M = |i4) (i4] puro y, ademés,
un autovector del observable definido por la baseﬂ {|4)} lo que implica que los valo-
res de todos las magnitudes fisicas de A tienen un comportamiento aleatorio descrito
completamente por la distribucién de probabilidadﬁ p={pi}.
Sin embargo, no ocurre lo mismo con el subsistema B. Si tomamos un observable B, cuyo
operador autoadjunto Op tiene autovectores {B;}, entonces la probabilidad de obtener
el resultado k-ésimo py, en una medicién de B, y el valor medio (Op) estdn dados por

pr=Tr[1® Bl = > p/Tr [Bipls] (3.30)

7

(Op) = Tr[Opp| = ZpiTr [OB0}] (3.31)

'En la Sec. notamos la correspondencia entre operadores autoadjuntos (que representan magni-
tudes fisicas) y bases.

*Para ver lo anterior, tomamos un observable A, cuyo operador autoadjunto tiene autovectores {4;},
relacionados a los elementos {M;} por un unitario Ua:

{A; =UMU}
Asi, la probabilidad de obtener el i-ésimo resultado asociado a A;, en una medicién de A, es

G =Tr[Ai®l]=> pTr [UAMiULMj]
J
completamente determinado por {p;}
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Asi, vemos que el comportamiento de los observables del subsistema B no se puede
describir completamente con un vector estadistico (como en ) puesto que esta regido
por el estado «cudntico» pg = >, pip's.

En resumen, p. se denomina estado cldsico-cudntico |67, |68, 116] (también, en ocasio-
nes, “A-clasico”). Referiremos al conjunto de los mismos como CS. Asimismo, decimos
que p. tiene correlaciones de tipo cldsico-cudntico, dadas por la correspondencia

i) = P (3.32)

Queda por realizar una generalizacién directa. Supongamos ahora que: si X = z; se
prepara un estado p'y, en el subsistema A, mientras que en B, como en el caso anterior,
se hace lo propio con p5. El estado global, si se desconoce el resultado de la variable X,
es:

ps =Y _pips ® piz (3.33)

)

El conjunto de los estados de este tipo, denominado separables [27], que denotaremos
por 8§, es uno muy importante dentro de la teoria de informacién cudntica y fueron
considerados durante mucho tiempo estados «clasicamente correlacionados». En palabras
de R. F. Werner (1989) [87]:

“Since there are usually very different ways of preparing the same state W ; classical co-
rrelation does not mean that the state has actually been prepared in the manner described,
but only that its statistical properties can be reproduced by a classical mechanism. The
terminology “classically correlated” is further justified by the observation that in classical
probability theory all states have this property. States in probability theory are given by
probability measures, and the state of a composite system is given by a probability mea-
sure on a product space. Like every probability measure this can be represented as a limit
of convex combinations of measures concentrated on a single point. And since the point
measures on a product space are product measures, we conclude that any probability mea-
sure on a product space can be represented as a limit of conver combinations of product
measures, i.e., 1§ classically correlated in the above sense.’ﬂ
Después del ano 2001 aproximadamente, luego de nuevas consideraciones en el area de
la informacién cudntica [39, 40], los estados separables dejaron de ser referidos como
«correlacionados cldsicamente», para ser catalogados como estados cuanticos-cuanti-
coéﬂ abandonando la idea de que éstos s6lo cuentan con correlaciones de tipo clasico. La
justificacién de Werner se resume en que los estados en teoria de probabilidades clésica se
pueden describir completamente utilizando distribuciones de probabilidad, lo que es co-
rrecto también para el caso de los estados ps (estdn determinados por las probabilidades
p;). La diferencia estd en que no podemos determinar el comportamiento de los observa-
bles fisicos de los sistemas A y B utilizando fdmcamenteﬂ distribuciones de probabilidad
como ya hemos explicado al momento de introducir los estados clasicos-cuanticos CS.

3Dado que existen muchas formas de preparar el mismo estado W; correlacién cldsica no significa que el
estado ha sido preparado de la forma descrita anteriormente, sino que sus propiedades estadisticas pueden
ser reproducidas por un mecanismo clésico. La terminologia “cldsicamente correlacionados” se justifica
enteramente observando que todos los estados en teoria de probabilidades clasica tienen ésta propiedad.
Los estados en teoria de probabilidades estan dados por medidas de probabilidad, y el estado de un sistema
compuesto estd definido por una medida de probabilidad en un espacio producto. Como toda medida de
probabilidad de este tipo puede ser representada como un limite de combinaciones complejas de medidas
concentradas en un unico punto, y dado que las medidas puntuales en un espacio producto pueden ser
representadas como un limite de combinaciones convexas de medidas producto, i.e., es correlacionado
cldsicamente en el sentido anterior.

4Cabe aclarar que el término estados separables es el més frecuentemente utilizado histéricamente.

5Si podriamos determinar el comportamiento de los observables utilizando sélo distribuciones de pro-
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Deterministic quantum computation with a single qubit. Veamos un caso par-
ticular donde es posible utilizar los estados separables, Ec. , para realizar célculos
con una eficiencia no clasica [32, 35, 37].

El protocolo deterministic quantum computation with a single qubit (DQC1) consta de
un sistema bipartito A + B, con A, denominado qubit de control, representado por un
espacio de Hilbert de dimensién dos H4 ~ C? y B por un espacio de dimensién 2"

Hp~C’®---®C?
~——_———
n veces

El objetivo del modelo DQCI1 es calcular la traza (normalizada) de una matriz unitaria
U. Inicialmente, asumimos que el sistema esta en el estado producto:

1
pi = 5(1 + ao,) ® oy

siendo o, = 2% l@---®1= %—Z el estado de By a € [0,1] C R. La primer operacién

n veces
que realizamos es aplicar un puerta (también denominada compuerta) de Hadamardﬁ H,

dada por

111 1
#-gh
sobre el qubit de control. De este modo

11—«
2

La segunda operacién consta de una transformacién unitaria, dada por U, sobre el subsis-
tema B si el estado del qubit de control es |1). Si, por el contrario, tenemos que el estado
de este es |0), no se realiza ninguna operacién. El mapa S = [0) (0| ® 1 + 1) (1| @ U
representa la transformacién condicional anterior. Nétese que U y oy, a priori, tienen
que tener el mismo tamano.

El estado final del sistema resulta

1
2n+1

ps=SpSt = (yo> 0 ®1"+a|1) (0@ U +a|0) 1] @ UT + 1) (1| ® 1) (3.35)

Como |0) (1] -y |1) (0] no son matrices densidad, la expresién anterior para py no muestra
a primera vista que este sea un estado separable. Para probar lo anterior, tomamos

U= Zewi le:) (e

babilidad si admitimos la existencia de wvariables ocultas, pero este caso no quiere decir nada dado que
existen estados netamente cuanticos, incluso con entrelazamiento no nulo, que admiten una descomposi-
cién en variables ocultas [87].

SEsta operacién constituye una transformacién unitaria sobre un tinico qubit. Transforma a los estados
{|#)} de la base computacional segin

o) - 1= 2
1) - 1= B2
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con {|e;)} la base de autovectores de U (¢; € R). Luego, podemos rescribir la Ec. (3.35))

como

pf= 2in ZPQ ® lej) (e (3.36)
J
v) (%))

siendo [1);) = cos 0 |0) + ¢™®i senf|1) y Y5 ) =senf|[0) + €% cos 0 |1) con sen 20 = a. Asi,
py toma la expresién dada por la Ec. (3.33) [117].

Ahora bien, volviendo a la Ec. (3.35)) vemos que el estado marginal del qubit de control
estd dado por

(1) (w1 +
2

ph =

(3.37)

by L { 1 2Tr [UT]]

2 | & Tr([U] 1

De este modo, calculando los valores de expectacién de los observables o® y o¥ del
subsistema A podemos estimar la traza normalizada de la matriz U,

(07) = T [0 pa] = 5 Re{Tx [U]} (3.38)
(0%) = Tr [0pa] = o Im{Tr [U]} (3.39)

La correlacién
ph = lej) (el (3.40)

definida por el estado py nos permite obtener, realizando mediciones sobre A, informacién
de las operaciones realizadas sobre B (es decir, sobre la aplicacién condicional del unitario
U). Por otro lado, como senalamos anteriormente, no hay un algoritmo clésico que pueda
realizar la tarea anterior de manera eficiente [35, 37, |118|. Este es uno de los motivos por
los cuales la comunidad cientifica estudia las correlaciones entre subsistemas, ya sean de
un estado cudntico aleatorio p como las de uno separable ps. Veamos los distintos modos
de cuantificarlas.

3.2.1. Correlaciones de tipo clasico-cuantico

Hemos entonces identificado tres conjuntos de estados denotados como PS (produc-
to), CCS (clésicos-clasicos), CS (clasicos-cudnticos) y SS (separables)ﬂ También, hemos
senalado que las correlaciones entre los subsistemas A y B, en el estado dado por la Ec.
, cuantificadas por la informacién de von Neumann, cumplen

I(pee) = I(X,Y) (3.41)

Es decir, las correlaciones entre A y B resultan iguales a las respectivas entre las variables
X e Y, y estdn definidas completamente por la distribuciéon de probabilidad conjunta
(v} 2729,

Ahora bien, dado un estado p € Bi(?—[A ® Hp), Cudl es el método por el cual podemos
cuantificar las correlaciones cldsicas-cldsicas que este contiene? Ya hemos insinuado la
respuesta en la seccién anterior. Consideremos M 4 y M g dos observables con autovalores
y autovectores dados por {a;} C R, {|i) 4} C Hay {bi} CR,{]i)z} C Hp, de los sistemas

"Este conjuntos estén ordenados segin PS C CCS C CS C SS.
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Ay B, respectivamente. Las matrices densidad que surgen de estos autovalores (estados
puros) son los proyectores ortogonales { M# = |i)_(|i),)T}, con z € {A, B}, y definen una
medicién von Neumann, ver Sec. [I.2.4] De este modo, el estado luego de medir localmente
los observables M 4 y Mg, sin observar el resultado, se puede escribir como

M= p M o MP (3.42)
ij

con p{}/‘ =Tr [pMiA QM JB} y la informacion de von Neumann resulta

Z(p™M) = I(My, Mp) (3.43)

De este modo, para cuantificar las correlaciones entre los subsistemas A y B, tenemos
que deshacernos de la dependencia de observables aleatorios como son M4 y Mp. Asi,
definimos una medida de las correlaciones clasicas-clasicas presentes en el estado p como
el méximo de Z(p™) sobre todas las magnitudes fisica de A y B

¢ M

jcc(p) - MIZI%B {I(p )} (344)
La maximizacién anterior es equivalente a tomar el maximo sobre todas las mediciones
de von Neumann locales sobre los sistemas A y B.
Para cuantificar correlaciones cldsicas-cudnticas utilizamos el mismo esquema |39, 40],
midiendo un observable M 4 sobre el subsistema A. Ya hemos introducido este tipo de
mediciones en la Sec. Dado un estado bipartito cualquiera p € Bl (Ha ® Hp), el
estado que resulta luego de la medicién es, ver Ec. ,

pMA = ZpiMiA ® pg‘l;‘ (3.45)
A
Tra [Mf‘@lp]

pi
una correlacién (con probabilidad p;):

con pglli“ = yp; =Tr [MZA ® 1p]. Este es un estado cldsico-cudntico e implica

. M

)4 = PR (3.46)
Una medida de las correlaciones de este tipo estda dada por [ (pMA); consecuentemente,
una medida de las correlaciones cldsicas-cudnticas entre A y B presentes en el estado p
es |39, |40]:

I (p) = max {1(p™')} (3.47)

Sobre la computabilidad de J(-). Para un QS general, el cédlculo de J implica una
optimizacion sobre las mediciones M 4, lo que dificulta obtener una expresiéon analitica
cerrada. En particular, la maximizacién debe tomarse sobre un determinado conjunto
de mediciones en el subsistema con A. Tal conjunto puede, por ejemplo, ser el de
las mediciones de von Neumann -proyectivas- o el caso de las mediciones generalizadas
POVM. Como se muestra en las Refs. [119}120], el niimero de operadores que conforman
la medicién POVM no necesita ser mayor al cuadrado de la dimensién del sistema. Por
lo tanto, para estados en C2®C?, la medicién 6ptima no tiene méas de cuatro operadores
[121]. Ademds, en el caso general, se argumenté que en C™ ® C™, a lo sumo se requieren
m(m-+1) elementos para la optimizacion [230], lo que implica que en C2®C?, una POVM
con tres elementos es suficiente. Es claro que para un QS bipartito arbitrario en una
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dimensién cualquiera, el proceso de optimizacion sobre el conjunto de las mediciones
proyectivas, o de las POVM, es generalmente dificil de realizar, tanto analitica como
numéricamente. Més atin, Huang [46] mostré que el tiempo requerido para calcular J
crece exponencialmente con el aumento de la dimension del espacio de Hilbert, lo que
implica que el célculo de QD es Np-complete [18].

3.2.2. Correlaciones cuanticas

En términos generales, hemos introducido hasta aqui que un QS p € Bi(?—[ A®Hp) puede
implicar distintos tipos de correlaciones. Para cada uno de estos existe un gran nimero
de medidas de correlaciones entre subsistemas bipartitos [274{29]. Una de las mejores
formas de presentar tales cuantificadores es asocidndolos con los conjuntos de estados
PS, CCS, CS y SS. Ya hemos identificado a las correlaciones clasicas-cléasicas y clésicas-
cuanticas con los conjuntos CCS y CS. Veamos cémo, dado un estado arbitrario, podemos
cuantificar los distintos tipos de correlaciones que este puede poseer. Adoptemos, en
primer lugar, un enfoque geométrico [122].

A tal fin, sea D(-||-) una medida de distancia definida sobre el espacio H = Ha ® Hp,
ver Sec. Podemos definir medidas geométricas de correlaciones cudnticas como sigue
[27, |56H58]:

Dy(p) = min D(pllx) = D(pllx°) (QCM) (3.48)
Ey(p) = min D(pllo) = D(pl|o°) (EM) (3.49)
@ = min D(a|A) (QDM) (3.50)
C = min D(x||) (MGCC) (3.51)

donde D, es una medida de correlaciones cuanticas (QCM) -por las siglas en inglés-,
E, de entrelazamiento (EM), @ cuantifica disonancia cudntica (QDM por las siglas de
Quantum dissonance measure; y cuantifica correlaciones de tipo cudntico-cudntico) y Cy
es una medida -geométrica- de correlaciones cldsicas-cuanticas (MGCC).
Por otro lado, resumidamente, podemos generalizar el modo anterior de cuantificar co-
rrelaciones a cualquier propiedad de un estado cudntico (por ejemplo, coherencia):
Ca(p) = min D(p||cv) (3.52)
a€el’
donde T es el conjunto de los estados que no poseen tal propiedad; asi Cy,(p) podria ser
una medida de esta «propiedad» cuya grado queremos cuantificar. Luego, cabe la salvedad
siguiente. Decimos podria puesto que en general se cuenta con ciertos requisitos -relativos
a lo que queremos cuantificar- que deberian ser analizados. En el caso de correlaciones
cuanticas, revisaremos las condiciones para una medida en la seccién siguiente. Sin em-
bargo, debemos puntualizar que la interpretacién de Dg4(p) como medida especificamente
de correlaciones cuanticas debe hacerse con precaucién dado que ésta cantidad presenta
algunos comportamiento peculiares [1237125].

Direccionalidad de las correlaciones cuanticas. Dadas dos variables aleatorias X
e Y cuya distribucién de probabilidad conjunta es P = {p;;}. Es facil de ver, utilizando
la regla de Bayes, que

I(X,Y)=1I(Y,X)
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lo que implica que la variable X esta correlacionada con Y del mismo modo que Y
lo estéd con X. Esta propiedad de simetria, en el caso de las correlaciones cuanticas
entre subsistemas cuanticos bipartitos A + B, es valida dnicamente en el caso de es-
tados puros. Sin embargo, los estados mixtos no presentan tal cualidad, permitiendo
por ejemplo que A se encuentre «méas» correlacionado con B, y viceversa. Esto tiene
que ver con que ahora tenemos otra figura de mérito que determina las correlaciones
cuanticas: la cuanticidad. Volveremos a tratar este tema con mayor detalle al definir
la discordancia cudntica. Sin embargo, cabe remarcar que una medida de correlaciones
cuanticas tiene direccionalidad A — B si se anula en todo estado cldsico-cuantico -Ec.
. Todas las medidas de correlaciones cuanticas que consideramos en este trabajo
tienen direccionalidad A — B, salvo que se indique lo contrario.

Volviendo a las medidas —, los casos particulares mas importantes de medidas
geométricas involucran la entropia relativa [14], la divergencia Jensen-Shannon
[113] (2.55)), la distancia Bures [56!58], Helliger [56158], Hilbert-Schmidt
y la traza [126].

Como ya hemos senalado, en nuestro trabajo nos enfocamos principalmente en correla-
ciones mas generales que el entrelazamiento, por lo cual obviaremos algunos resultados
importantes sobre este ultimo para centrarnos en la definicién y caracterizacién de co-
rrelaciones mas generales.

Verschrankung fue la palabra que E. Shchodinger utilizé por primera vez para refe-
rirse al denominado entrelazamiento, propiedad de los sistemas cudnticos, considerada
durante mucho tiempo el rasgo distintivo de la mecdnica cuantica.

Un estado puro -ver Sec. [[.2.2} de un sistema cudntico bipartito A + B se denomina
entrelazado si este no es factorizable, es decir, si no es un estado producto. El entrela-
zamiento es un tipo de correlacién cudntica [27].

Ademds, es la inica correlacién cudntica posible en el caso de estados puros. Por otra
parte, un estado mixto esta entrelazado cuando este no se puede representar como una
mixtura estadistica de estados producto, i.e., cuando no se puede expresar como un

estado separable, ver Sec. (1.2.2)), (3.33).

Para estados puros, una forma de cuantificar entanglement es evaluando la entropia de
von Neumann S(-) -(2.69)- en uno de los estados marginales:

E(1) = =Tr [palogy pa] = Tr [pplog, pB] (3.53)

resultando una medida simétrica ante el intercambio de los subsistemas A y B.

En el caso mas general de estados mixtos, la medida més basica de este tipo de corre-
laciones es el entrelazamiento de formacion [127, 128]. Podemos definirlo como sigue.
Dada una matriz densidad p de un sistema bipartito A + B, consideremos todas las
representaciones del mismo en mixturas de estados puros, como sigue:

p=Y_pilti) (il (3.54)
i
En consecuencia, el entrelazamiento de formacién es

E(p) =min }  piB(v:) (3.55)
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donde el minimo se toma sobre todas las representaciones.

Al realizar el cdlculo para el caso de A y B sistemas de dos niveles, surge una cantidad
que caracteriza el comportamiento del entrelazamiento, denominada concurrencia C.
Sea v € H con H = Ha ® Hp, un estado puro del sistema global A+ B, tenemos que

E(y) = E(C(¥)) (3.56)

con

C() = [(¥]¢)] (3.57)
|p) = o2 [¢*), siendo |1*) el complejo conjugado de [¢), y

£(C) = h (” ”;_02> (3.58)
h(z) = —zlogyx — (1 — ) logy(1 — ) (3.59)

En caso de tener un estado mixto p € B} (H), el entrelazamiento de formacién resulta
[128],

E(p) = £(C(p)) (3.60)

donde C(p) = max{0,A\; — Ay — A3 — A4} siendo A; los autovalores de la matriz R =
VA/PO/p con o = 0y @ oap*02 ® 02, y p* el complejo conjugado de p.

La discordancia cuéantica fue la primer cantidad propuesta como cuantificador de
correlaciones de este tipo. Introducido en el ano 2001, simultaneamente por L. Henderson,
V. Vedral [40] y H. Ollivier, W. Zurek [39] (éstos tltimos adoptaron el término), en forma
separada, el QD estd definido como

Qp) =Z(p) = I (p) (3.61)

donde Z(p) es la informacién mutua cuédntica mientras que J(p) es la medida de
correlaciones de tipo clasico-cudntico, introducida anteriormente (3.47). Dado que Z(p)
«captura» todas las correlaciones en el estado p y J(p) tnicamente las de tipo clésico-
cuantico, podemos asumir que Q(p) es una medida de correlaciones particularmente
«cuanticas». Por otro lado, de la misma definicién de la medida

Qp) = Z(p) —max {1(p™"*)} = Z(p) = Z(p™*4) (3.62)

vemos que el QD es el cambio -minimo- en la informacién producto de la medicién 6ptima
M9; es decir, el QD determina el cambio en la informacién mutua Z al afectar la cuan-
ticidad de uno de los subsistemas, en este caso A. También, de la vemos que este
es idénticamente nulo si p € CS, es decir, es un estado clasico-cuantico. Las propiedades
de la medida serdn revisadas mds adelante, en las secciones y Quedan, sin
embargo, dos cuestiones destacables. Por un lado, el QD se resume al entrelazamiento
de formacidn (que también coincide con la medida geométrica Eg(-) -Ec. (3.49)- con la
entropia relativa S como medida distancia) para el caso de estado puros, lo que sugiere el
hecho de que tales estados no tienen correlaciones cuanticas de distinto tipo que el entan-
glement. Mas atun, para todo estado puro, la cantidad de correlaciones clasicas-cudnticas,
cuantificada por 7, es igual a cantidad de correlaciones cuanticas, dadas por Q [129].
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.Mediciones proyectivas o POVM? Aunque predominantemente trataremos con
el caso en el que las mediciones M 4 (0 Mp), por medio de las cuales obtenemos la me-
dida J, son proyectivas, como senalamos anteriormente, también han sido consideradas
las mediciones generalizadas POVM, ver Sec. ya presentes en uno de las prime-
ras definiciones del discordancia cudntica |14]. En general, una definicién del QD que
utiliza el enfoque POVM para las mediciones sobre uno de los subsistemas, es util para
relacionar la medida con otras cantidades relevantes como son la Informacién accesible
y la cota Holevo |20} 76]. Realizando una POVM, sin embargo, podemos «abrir» un
sistema, fisico, por lo que debe usarse con precaucién mientras que, este enfoque, provee
de interpretaciones termodindmicas del QD [1304132|. Es remarcable que las medicio-
nes 6ptimas son proyectivas para el caso de estados bipartitos de rango 2 [133], aunque
puede existir estado conformados por dos sistemas de dos niveles, para los cuales la
medicién éptima no es proyectiva [1334136].

Por otro parte, en la seccién analizamos el protocolo DQC1 donde vimos ¢cémo estimar
la traza de una matriz unitaria, utilizando estados separables, y mediciones sobre un tinico
sistema de dos niveles, denominado qubit control. También, senalamos que no existe un
algoritmo cldsico con una eficiencia comparable 32} 37]. La pregunta que surge es jcuél es
la «fuente» de esta eficiencia no clasica?, i.e. ;qué caracteristica intrinsecamente cuantica
tienen los estados involucrados tal que la eficiencia del protocolo no es comparable con los
algoritmos clasicos? Miremos entonces mas profundamente las correlaciones en el estado
py dado por la Ec. . Ya hemos identificado a py con un estado separable por lo
que el entrelazamiento es nulo (con respecto a la biparticién qubit control|reservorio de n
qubits). Asimismo, en [37] aproximaron el QD para estados aleatorios (distribuidos segin
la medida de Haar), para n — oo, obteniendo:

1—

Opgc1i =2—h <2a) — logy (1 +v1 - a2> —(I1=+v1-=a?)logye (3.63)

siendo h(-) la entropia binaria de Shannon, dada por la Ec.

Vemos entonces que el QD es, en general, no nulo en el estado py. En consecuencia, duran-
te mucho tiempo se creyé que la «fuente» en cuestién eran las correlaciones cuantificadas
por el QD. Sin embargo, existen muchos trabajos que sugieren otras posibilidades [53,
137H140|, y el debate continua hasta hoy en dia. Un ejemplo particular de por qué el QD
no serfa la fuente del protocolo DQC1 es que si tomamos una matriz unitaria U = e¢® A
tal que A% = 1, entonces la discordancia es idénticamente nula [53] y el modelo DQC1
conserva todas sus caracteristicas.

Correlaciones cuanticas cuantificadas por la no conmutatividad

Aparte del QD, existen muchas otras formas de cuantificar correlaciones “no clasicas-
cuédnticas.” Algunas de éstas son el Quantum Work Deficit (QWD) [1304132], el Quantum
Deficit [141] y la Measurement Inducced Non-locality (MIN) [142]. Cabe mencionar que la
lista de medidas de correlaciones cuanticas se extendié considerablemente en estos tltimos
dieciocho anos. Podemos encontrar otras en los articulos [29,|143-149]. Una buena fuente
de informacion sobre el panorama general de las medidas de correlaciones cuanticas es
el review, del ano 2016, de Gerardo Adesso, Thomas R. Bromley, Marco Cianciaruso
[27] (quienes denominaron a su propio articulo como el ABC -nétese las iniciales de los
apellidos- de las medidas de correlaciones cuénticas) donde incluyeron una resumen de los
tipos, o clases, de cuantificadores que existen en la actualidad. Una caracteristica comun
que se vislumbra en el articulo es que la mayoria de las medidas en cuestion involucran un
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proceso de optimizacion (ya sea una minimizacién, o maximizacién) sobre un conjunto
particular de operadores, o mapas. Asimismo -también en 2016- Yu Guo introduce un
nuevo modo de cuantificar correlaciones cudnticas [62] cuya cualidad destacable es su
facilidad con la que podemos calcularla, concretamente porque no implica optimizacion
alguna. La medida en cuestién se denomina Medida de no conmutatividad de discordancia
cudntica (NCMQD, por las siglas en inglés) Dg(-) y es una cantidad radical para nuestro
trabajo.

La idea detras de la NCMQD es, en primera instancia, dado un estado p bipartito, tomar
la descomposicion:

p=> Ay®lig) (sl (3.64)
tj

donde {|ip)} es una BON del espacio Hp y Aij; = Trp[1® |jB) (i|p]. Si pe es tal que
los bloques A;; conmutan todos ellos entre si, entonces existe una base {|i4)} de Ha que
los diagonaliza. De esto modo,

Ay :ng;|aA> (aal =T |aa) (ol (3.65)

En la dltima igualdad utilizamos la convencién de suma de indices repetidos. Por sim-
plicidad, continuaremos empleandola en algunas de las ecuaciones que siguen. Luego,
introduciendo la igualdad anterior en la Ec. (3.64]) vemos que

pe = Tj loa) (aa| @ lip) (jB] (3.66)
que podemos expresar como
o U5y s
pe = p* |aa) (aa| ® Py i) (Bl (3.67)
La descomposicién anterior implica que si p. es tal que [A;;, Ag] = O para todo i, j, k, [,

entonces este es un estado cldsico-cudntico, ver Ec. (3.29)), con discordancia cudntica
idénticamente nula.
Ademas, si p. = pa |aa) (4| ® p% € CS los bloques A;; son

Aij = Trp [1®1jB) (il pe] = pa|a) {eal Tr [ljB) (il p] = (3.68)
= pa (iB| p5 |7B) loa) (a4l (3.69)

Se sigue entonces que [A;;, Ay] = 0 para p.. Con todo, hemos visto que
Q(p) =0 < [Az'j7Akl] =0 (3.70)

con Q el QD.
Las consideraciones anteriores motivan la definicién de Dg(p), como la cantidad de no
conmutacion de los bloques A;; [62]. Asf,

Da(p) =Y N([Aij, Apl) (3.71)
Q

con § el conjunto de todos los posibles pares sin importar el orden, y N(-) un norma de
matrices. Y. Guo trabajé con la norma Hilbert-Schmidt | - |2, dada por la Ec. (2.62)) y la
norma traza, Ec. (2.59) con p = 1. En lo que sigue, consideraremos tinicamente el caso
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de la norma Hilbert-Schmidt por implicar resultados similares y ser més facil de calcular.
En consecuencia, de ahora en mas, la NCMQD queda definida por

Da(p) = |[Aij, Auall2 (3.72)
0

El problema de la NCMQD. Analicemos ahora méas profundamente la definicién de
la medida. El estudio que sigue fue sintetizado en el trabajo [2]. La NCMQD se
basa en tomar la descomposicién (3.64), utilizando una base {|ip)} particular del espacio
‘Hp. Sifijamos esta base, la medida cumple con todas los requerimientos necesarios para
cuantificar correlaciones de tipo cudntico [62]. Sin embargo, las correlaciones en un estado
p son independientes de como lo representemos. Esto implica que la NCMQD deberia ser
independiente de la eleccién de la base {|ig)}. Asi, el problema de la medida en cuestién
es justamente el anterior: La medida depende de la representacion que escojamos para p.
Para ejemplificar la dependencia con la base {|ig)}, tomemos dimH 4 = dimHp =2y
consideremos el estado

p =) (¥ (3.73)
V) = aijlia) @ |iB)

siendo a;; € C, Eij laij|> =1,y 14,7 € {0,1}. Luego, si calculamos D¢ para la base {|55)}
en la que estd escrita p en la Ec. (3.73]), tenemos

Delp) = C [1 + 2 (V)0 +2l(ps)or) } (3.74)

2l
2V2
donde C' = 2|ad — be| es la concurrencia de Wootters -Ec. (3.57)- vy (pB)o1 = |ab® +
c*d|, la coherencia de la matriz reducida pp = Tra [p]. Aqui podemos identificar dos
problemas. El primero es que si realizamos el calculo nuevamente para el caso en el que
intercambiamos los subsistemas A y B, D¢g(+) cambia segin

(pB)or = (pa)or = |a"c+b*d| (3.75)

Mas alld de que la NCMQD no tiene por qué ser simétrica, es sabido que las correlaciones
cudnticas de un estado puro si lo son. Asi, no deberiamos notar diferencia alguna en la
Ec. ante el intercambio A <> B. Ahora bien, este podria ser otro defecto adicional
de la medida inconexo con el problema de la dependencia con la base. Para ver que
ambos inconvenientes estan relacionados, calculemos Dg(p) para p ahora escrita en la
descomposicion de Schmidt:

) = VAn [An) [07) @ [ul) (3.76)

siendo A, los autovalores de ps y pp, que a su vez satisfacen \g + A\ = 1, y {‘v,‘;‘>} y
{|ul)} los autovectores, respectivamente.

1
DG(p)|Schd. Desc. — C <1 + 2ﬂ0> (377)
De la ecuacién anterior sacamos dos conclusiones: 1) Efectivamente la medida cambia
con la base de Hp, 2) Ahora si Dg(p), calculada en la base dada por la descomposicién
de Schmidt, es simétrica (ante el intercambio A <+ B).

En la figura [3.I] mostramos el efecto de la dependencia con la representacién, calculando
D¢ para 10° estados puros p aleatorios bipartitos de sistemas de dos niveles, distribuidos
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Figura 3.1: Dg(p) para 105 estados puros bipartitos, de dos niveles, generados aleatoria-
mente como una funcién del cuadrado de la concurrencia C. Los circulos de color naranja
corresponden al calculo utilizando la base computacional, mientras que los cuadrados de
color purpura, al mismo con la base dada por la descomposicién de Schmidt. Todas las
cantidades graficadas son adimensionales.

de acuerdo a la medida Haar, para la base computacional y para la misma dada por la
descomposicién de Schmidt.

Con todo, analiticamente es facil de ver que para cualquier otra base la medida no es
simétrica y es mayor a la cantidad D¢ (p)|schd. Desc. (Siempre en el caso de A y B sistemas
de dos niveles). En el articulo utilizamos este hecho para proponer una medida
de correlaciones cuénticas d(p), basada en la idea de no conmutacion de Y. Guo, pero
que ademas no depende de la representacion de p, y se reduce a una medida legitima de
entrelazamiento para estados puros:

d(p) = min Dc(p) (3.78)

siendo R el conjunto de todas las representaciones de p, de la forma (3.64)). Denomina-
mos a la cantidad d(p) como Medida de no conmutatividad de correlaciones cudnticas
(NCMQC, por sus siglas en inglés). Sin embargo, la «solucién» que hemos encontrado
al problema de la NCMQD deshace una de sus principales ventajas, i.e. la posibilidad
de cuantificar correlaciones cudnticas sin un proceso de optimizacién. Por otro lado, la
NCMQC puede ser calculada con mayor facilidad que la discordancia cuantica. Ademas,
la definicién de d(p) es complemente distinta y disruptiva con respecto a los esquemas de
cuantificacién de la mayoria de las cantidades propuestas en estos ultimos dieciocho anos.
De esta forma, la NCMQC puede proveer informacién valiosa sobre la correlacion de los
sistemas. En la seccién [3.2.5|revisaremos las propiedades de la medida como cuantificador
de correlaciones cuanticas.

Para el caso de estados mixtos, en la ref. [62] Y. Guo evalué (utilizando la base compu-
tacional) D¢ en algunos estados «famosos» como los estados de Werner, Ec. , los
isotrépicos, Ec. y un subconjunto de los estados BD -Ec. (|1.45). Para compa-
rar el comportamiento de ambas medidas, evaluamos d(p) en estos mismos conjuntos,
agregando algunos més generales. Veamos resumidamente cémo parametrizamos las re-
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Figura 3.2: Dg(p) en la base computacional (linea naranja sélida), y d (linea purpura
punteada) como funciones del pardmetro p para el estado ([3.81]). El punto naranja repre-
senta la medida para el estado puro en la base de Schmidt. Inset: Dy, (p) para un estado
de Werner, i.e., el estado dado por la Eq.. En esta caso, la medida D¢ es de por si
independiente de la representacién. Todas las cantidades graficadas son adimensionales..

presentaciones de p.

En vista de la Ec. (3.64), sea |i’z) = Up |ip) una BON dada por el unitario Ug y {|ip)}
la base computacional, entones, podemos escribir a p como (sumando sobre indices repe-
tidos)

p= Ay @|ip) (i (3.79)
El operador A;j toma la forma
Al = Tep [(1a @ |55) (i%))0] (3.80)

Ahora, con estos nuevos operadores primados podemos calcular d(p) tomando el minimo
sobre el conjunto de todos los operadores unitarios Ug. Dos parametrizaciones de estos
dltimos con las que hemos trabajado estan dadas por las ecuaciones y (1.94), en
la Sec. Veamos los comportamientos de las medidas para los estados siguientes:

pa=(1=p)7 +pln) (0] (381)
py=(1— P)% + p[Boo) (Bool (3.82)

con |i1) = %(|00) + [01) + [10)) v {|Bij)} los estados de Bell dados por |B;;) =
%HO,]’} + (=1)*]1,1 @ 5)]. Por definicién, p; es también un estado de Werner -ver Sec.
@ La Fig. 3.2 muestra los graficos de las cantidades D¢ y d evaluadas en los estados
Pa ¥ Pp como funciones de p € [0, 1]. Vemos que ambas cantidades son funciones monéto-
namente crecientes y para los estados p, (Werner) D¢ es invariante ante el cambio de
representacion.
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(a) D¢ (linea sélida naranja) y d (linea purpura (b) D¢ (linea sélida naranja) y d (linea purpura
punteada) como funciones de p para pi. Todas las  punteada) como funciones de p para p2. Todas las
cantidades graficadas son adimensionales. cantidades graficadas son adimensionales.

Figura 3.3: Los graficos de D¢g(+) v d(+) evaluadas en los estados dados por las ecuaciones

B33 y B39,

Como segundo ejemplo, calculamos la NCMQC d para algunos estados BD. Especifica-
mente:

p1 = w1811} (But] + 5L (18on) (B + |Foo) (Boo) (38
p2 = p|B11) (Bu1l + (1 = p) |Bo1) (Bou| (3.84)

El grafico de las medidas se muestra en las figuras|3.3(a)| y [3.3(b)]

Analizando las figuras anteriores, vemos que las medidas Dg(-) y d(-) tienen comporta-
mientos analogos para los estados . Es decir, si «ordenamos» a los mismos segun el
grado de correlacién, cuantificado ya sea por Dg(+) o d(+), obtendremos el mismo resul-
tado en ambos casos. No obtenemos la misma situacién cuando evaluamos a las medidas
en los estados , puesto que la NCMQD estima un grado de correlacion creciente
con p, mientras que la NCMQC indica «menos correlaciones» en p = 0,5 que en p = 0,3.
Ver Fig. [3.3(a)

Las medidas no conmutativas y los estados BD. Ademés de los argumentos que
hemos presentado hasta aqui sobre la necesidad de minimizar Dg respecto de las re-
presentaciones de p, un cdlculo conceptualmente descriptivo de lo que ocurre con dicha
optimizacion es evaluar las medidas en los estados BD generales dados por la Ec. .
Comencemos con D¢ en la base computacional {|i)}. Los estados tienen la forma siguien-
te,

pPP =~ 101+ ¢os @ oy)

=~ =

En la ecuacién anterior omitimos los supraindices A y B de las matrices de Pauli {o;}
ya que no agregan informacién relevante. Luego, los bloques A;; estan dados por

1 ii
Ay =Trp [1© ]j) (i pPP) = 5 (151-]- + ckaka,g) (3.85)
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donde afj = Tr[|j) (i| o] = (i| ok |7). Seguidamente, los conmutadores resultan,

[Alja Akl] 42 CaUUC[iO'gl [0'0“ 0'5]
1 y .
= Z caagclgagl[aa, ogl + Z caaz{cBagl [Ca,s05] | =
a>p a<f
! gl i, K
== Z Ca0q C305 [0a,08] + caog caoq 08, 00] | =
a>p
! i i, K
=2 Z Ca0g csos [0as0p] — CBOG Calg [0a,08] | =
a>p
1 ijkl
=15 D_ catpFj' [0a, 0] (3.86)
a>f
siendo F; ” M ol O‘El gjagl. Tomando la norma Hilbert-Schmidt, tenemos:
1 kil ki m
s Aulle = T\ leses P+ fescs PP+ fesen B (3587)

Realizando la suma correspondiente, obtenemos

Da(pPP) = — (lereal +2v/(cser + (eacz)?) (3.88)

1
\/27
Por otro lado, recordando la asociacién entre operadores autoadjuntos y variables alea-
torias senalada en el Capitulo |1} si s y s son las variables aleatorias representadas por
los operadores o; en los subsistemas Ay B entonces pPP estd dado por las correlacio-
nes (cuyo coeficiente es ¢;) entre s/ y sB. Con todo, la cantidad de correlaciones en el
estado pPP no se ve alterada si 1ntercamb1amos por eJemplo los ejes 1y 2, resultando
la correlacién c; entre los observables s3' y s2 y ¢y entre s{' y sP. Mirando la Ec. (3-88),
vemos que D¢g no evidencia la invariancia anterior.

Calculemos ahora la NCMQC d(-). A tal fin, consideremos {|i) = U |i).}, con U un
operador unitario y {|i),} la base computacional. Parametrizando U segtn la Ec. (1.93),

U=s-(1,i0)

e introduciendo |i) = U |i),. en la Ec. (3.86)), podemos ver la dependencia analitica de la
medida D¢ respecto de la base dada por s = (sg, $1, S2, S3):

1
\F

\f

con (i(s) =1—z(s)?, |s| =1y,

Da(p")]s = —=1/ B3z (5)? + Aea(s)? + chcizs(s)?+ (3.89)

3c3C1(s) + 1e3¢a(s) + 3¢ G(s)

z1(8) = 2(—s0s2 + s153) (3.90)
z2(8) = 2(sps1 + s253) (3.91)
23(8) = 82 + 55 — 57 — 53 (3.92)
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En la seccién siguiente -Sec. [3.2.3} veremos que estos coeficientes definen las componentes
de los estados (del subsistema B, Ecs. (3.146]) y (3.147)) que resultan luego de haberse
realizado una medicién bipartita -dada por s- sobre el subsistema A. Se puede verificar
que

z%—i—z;zg:l

para todo vector s.
Para minimizar la Ec. (3.89) consideremos la funcién f(x):

3 3

flx) = Z ;z? + 2 Z ai(l —z?), (3.93)
i=1 i=1

g(@) =) @i =1, (3.94)

con g(x) =1y x = (x1,x2,23). De este modo, Dg(p)|s es un caso particular de f(x):
a1 = (cac3)?, ag = (c1¢3)?, az = (cac1)? y las variables = (1, 22, r3) representan las
cantidades z = (z1(s), z2(s), 23(s)).
Siguiendo el método de los multiplicadores de Lagrange,

of dg

con p € {1,2,3}. Asi, podemos escribir las siguientes igualdades:

QLT LT
_o YTk _ong 3.96
Jo@  a-o@ " (399
(e 7373 (7373
—9 — oz, 3.97
Vo@) a-o@ (397
G 9 SN oy, (3.98)

Vo)  a—o(x)

donde ¢(x) = >_, o, a = dopapy i,j.k (i # j # k) son nimeros pertenecientes al
{1,2,3}.
Sin pérdida de generalidad, podemos asumir oy, o; y «; distintos de cero. En vista del
vinculo g(x1,x9,23) = 1, Ec. , supongamos que x; = 0, ; = 0 y x; = 1. Entonces,
las Ecs. y se cumplen y la Ec. se puede satisfacer pidiendo

P R E—

2\/0(x) a—¢(x)

Luego, teniendo en cuenta la permutacion de 1, j, k, tenemos tres puntos extremales. A
saber: x. € {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}.
Tomemos ahora z = 0, y ; # 0, ; # 0. Entonces, tenemos tres cantidades z;, ; y A
por determinar, teniendo en cuenta , y x? + 1‘3 = 1. Seguidamente,

Q; 1 2
A== - : (3.100)
2 (x/é(w) \/a—<z>(w)>
Ahora bien, si oy # a; de la Ec. (3.98]) obtenemos

(3.99)

1

2
Vo)  ya—ox)

(3.101)
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La igualdad en la Ec. (3.101) vale si y sélo si ¢(x) = %a. Por lo tanto, los puntos
extremales estan dados por

xp =0, (3.102)
a4+ a2 =1, (3.103)
0w} + oy Z . (3.104)

Por el contrario, si a; = «y, las Ecs. (3.97) y (3.98)) se cumplen trivialmente. Se puede
verificar que el caso general, i.e., 3 # 0, x; # 0 and x; # 0, se puede resolver siguiendo
los célculos anteriores y dé los mismos valores para los extremos ¢(x) = %a.

En resumen, tenemos dos tipos de puntos extremales. Primero,
z. € {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}

Segundo, x. tal que Zp x% =1y ¢(x) = %a.

Veamos ahora cuales de estos corresponde a un minimo de la funcién f(x). Consideremos
el caso unidimensional f \/ o(x) + 2\/ a— . Es facil de ver que esta es una
funcién céncava de ¢(x) con un extremo en ¢(x) = éoz Por lo tanto, este caso corresponde
a un méaximo local. Asi, el minimo de la funcién deberia estar en los puntos limite:

Pmin = meflgl{¢($)}7 (3.105)

(rbméx = r;:lgé{{¢(m)}7 (3106)

siendo G = {x € R : g(x) = 1} Siguiendo [47], como ¢(z) = >, o < ey DTy =Ct
yolx)=>_, s > co > 27 = c_, tenemos que,

$min = c— = min{ay, az, as}, (3.107)

Pmax = ¢ = max{on, ag, az}. (3.108)

Estos valores de ¢(x) coinciden con nuestros primeros tipos de puntos extremales ..
Como consecuencia, el minimo de la funcién f(x) resulta:

fmm :min{ vai + 2v/ag + ag , Jas + 2y a1 + asg ,as + 2vVas + o }

Finalmente, la medida optimizada d(p) puede escribirse como:

1
d(pPP) = 7111111{ lcrea| + 24/ (cac3)? + (cre3)?,

V23

|cacs| + 2v/(c162)? + (c1c3)?, (3.109)

|6163| + 2\/(6162)2 + (6203)2 }

Es importante notar que los puntos extremales
ze = (21,23, 23) € {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)}

pueden ser siempre alcanzados por una adecuada eleccién de los vectores s [47].
Volviendo ahora a la Ec. , y comparando con la medida optimizada d(p®P ) vemos
que efectivamente esta ultima si satisface la invariancia ante rotaciones de los ejes de las
esferas de Bloch de los subsistemas A y B. La optimizacion anterior, en conjunto con un
andlisis dinamico sobre las correlaciones presentes en los estados de Bell -que veremos
mas adelante- se puede encontrar en el articulo [5].
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3.2.3. Enfoque generalizado

Luego de este primer contacto con las medidas de correlaciones cuanticas, veamos un
modo de generalizar el esquema de cuantificacién de correlaciones asociado a la discor-
dancia cudntica. A tal fin, consideremos primeramente las propiedades que una medida
de correlaciones adecuada deberia presentar.

Criterios necesarios para cuantificar correlaciones. El conjunto de requerimientos
que un funcional debe satisfacer para ser considerado una medida de correlaciones (ya
sean generales, cldsicas o cudnticas) continia siendo un tema de estudio y en continuo
avance. Sin embargo, existen ciertos criterios, denominados necesarios |27, 29} 63|, que
son de algin modo triviales e incuestionables.

Veamos a continuacion una lista con los requisitos necesarios para establecer medidas

de correlaciones totales (7), cuanticas (Q) y clésicas (o cldsicas-cudnticas) (J), en un
esquema bipartito [63]. Sean p € BL(Ha ® Hp), pa = Trg[p] y pp = Tra[p):

C.N.1) Los estados producto no tienen correlaciones:

T(pa®pp) = Qpa®pp) =T (pa® pp) = 0; (3.110)

C.N.2) Todas las medidas de correlaciones deben ser invariantes ante transformaciones
unitarias locales;

C.N.3) Todas las medidas de correlaciones deben ser no negativas;

C.N.4) T(-) debe ser no creciente ante operaciones locales;

C.N.5) Una medida de correlaciones cudnticas Q(-) debe anularse en todo estado cldsico-
cuantico:

Qpe) =0, Yp. € SC (3.111)

De acuerdo con [63], una cantidad que no satisface alguno de los puntos anteriores, no es
considerada una medida valida. En cuanto al caso particular de correlaciones cudnticas,
consideraremos, en la Sec. los criterios «adicionales» discutidos en [27].

Medidas generalizadas de correlaciones totales. La primer medida de correlaciones
entre subsistemas cuanticos que vimos es la informacién mutua Z(-), ver Sec. Ec.
(3.21]). Esta es por excelencia la cantidad que cuantifica el grado de correlacién (de
cualquier tipo; de ahf el término correlaciones totales) en un sistema bipartito. Por otro

lado, la ecuacién (3.23)),
Z(p) = S(pllpa ® pB)

sugiere una estrecha relacién la distinguibilidad entre estados cudnticos, tratado en el
Capitulo [2l Especificamente, la informacién mutua cuantica es la «distancia» entre p
y el estado producto que surge de este iltimo, pa ® pp, cuantificada por la entropia
relativa S(-||-) -Ec. (2.51)). Podemos entonces «desglosar» la informacién mutua Z(-) en
dos procedimientos. 1) El método: Cuantificar la diferencia entre p y su separable ps®pp,
y 2) usar como medida de distinguibilidad la entropia relativa S(-||-).

En el Capitulo anterior 2] hemos visto que existen muchas medidas de distinguibilidad
bien definidas, algunas incluso basadas en informacion, que podrian enriquecer cualquier
estudio cuya principal figura de mérito involucrada sea el concepto de disimilitud entre
estados cuanticos. Con todo, en el trabajamos con las medidas que surgen de
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utilizar el mismo método que Z, senalado en 1), pero generalizando 2), i.e., estudiamos
las propiedades de Tp(p) dada por

To(p) = D(pllpa ® pB) (3.112)

con D(:||-) una medida de distancia entre estados cudnticos. Una vez generalizado el
modo de cuantificar correlaciones entre subsistemas, utilizando el mismo esquema que
en la Ec. , quedan inmediatamente definidas las medidas de correlaciones de tipo
clasico-cuantico,

Ip(p) = mix {Tp(p™'*)} = To(p™4) (3.113)
A
con M9 la medicién 6ptima; y también las medidas de correlaciones cuanticas

Ap(p) = To(p) — In(p) (3.114)

Luego, si por otro lado probasemos que 7p es una medida valida de correlaciones tota-
les (probando que satisface los criterios necesarios a tal fin) entonces verfamos que Jp
cuantifica la cantidad maxima de correlaciones en el estado que resulta -de p- luego de
haberse realizado cualquier medicién M 4. Adicionalmente, la pérdida en la cantidad de
correlaciones antes y después de medir M9, es lo que define a la cantidad Qp.

Ahora bien, para definir de manera adecuada las medidas Tp, Jp y Qp, tenemos que ver
que éstas satisfacen las propiedades necesarias enumeradas anteriormente. En particular,
veamos qué condiciones tienen que cumplir los funcionales D(:||-) de manera tal que las
medidas de correlaciones en cuestion satisfagan las condiciones Nétese que
vamos a considerar medidas de distancia -cuya definicién y propiedades fueron revisadas
en el Capitulo 2| Secciones y por lo que en cualquier caso D(+||-) es una cantidad

no negativa Sec. y satisface la identidad de indiscernibles {Pd.b] Sec.
Andlisis de los criterios para Tp.

Las siguientes proposiciones, cuyas demostraciones son directas, establecen condiciones
necesarias para la medida D de manera tal que 7p cumpla los requisitos en cuestion.

Proposicién I Si D(-||-) es una medida de distancia invariante ante transformaciones

unitarias locales Sec. entonces 7p cumple las condiciones |C.N.1)HC.N.3)|

Proposicién II Si, adicionalmente, D(||-) es una medida de distancia contractiva {Pd.g}

entonces Tp cumple con [C.N.4)|

Como sefnialamos anteriormente, en la Sec. una medida de distancia contractiva es
también invariante ante transformaciones unitarias de sus argumentos, asi, podemos es-
cribir:

Colorario I Sea D(:||-) una medida de distancia contractiva entonces Tp satisface
C.N.1)

Antes de analizar las propiedades de D para obtener Jp bien definida segtin las condi-

ciones [C.N.1)HC.N.5)| analicemos un comportamiento adicional que serfa razonable que
D cumpla.

La condicién de banderas. Sean p.,o. € CS (Sec. 3.2.1) dados por
pe = pili) (il @ p (3.115)
0. =pi|i) (i| @ oy (3.116)
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Figura 3.4: Representacién de Jp(p) dada por la Ec. (3.119)).

entonces, como los estados anteriores se pueden reescribir del siguiente modo (utilizando
la base de H )

ppy 0 -~ 0O ploy, 0 - 0
0 p2p2 0 0 p2g2 0
pe=| . P ge=1 . o (3.117)
0 0 e P 0 0 o ppo

es razonable que una medida de distancia D entre ambos estados esté determinada por
D(p'z|lof) (con un “peso” p;). Especificamente, vamos a trabajar con cuantificadores de
distancia tales que estos cumplan la condicion de banderas [58|:

D(pclloe) = piD(psllos) (3.118)
Andlisis de los criterios para Jp.

Ahora bien, si D satisface la condicién de banderas entonces podemos reescribir Jp como

Tolp) = mix { pMD(oflIpz) | (3.119)
donde M = {M;} es una medicién de von Neumann sobre el subsistema A, pM =
Tr[M; ® 1p] y pg/“i = W. Noétese que la Ec. (3.119]) nos permite reinterpretar Jp

P;
como la distinguibilidad media maxima entre el conjunto de los estados condicionales

{pg'li} y el estado marginal del subsistema B, pp, antes de haberse realizado medicion
alguna sobre A. La figura [3.4] representa graficamente la interpretacién de la ecuacién
(3.119). Con respecto a las propiedades de Jp, tenemos que vale:

Distinguibilidad y correlaciones Tesis D. G. Bussandri



76 3.2. CORRELACIONES ENTRE SUBSISTEMAS CUANTICOS

Proposicién IIT Si D(-||-) es una medida de distancia invariante ante transformaciones

unitarias locales Sec. entonces Jp cumple los criterios [C.N.1)HC.N.3)]

Para probar lo anterior, supongamos que el sistema estd en un estado producto o =
o4 ® og. En este caso, se puede ver que Jg/rj = op para toda medicion M. Asi,

D (UJ/;’/IIJ’ I O'B> = 0. Por lo tanto, hemos visto que Jp (o) = 0, criterio |[C.N.1)|

Seguidamente, probemos que [C.N.2)| es un requisito que cumple Jp (p) siempre que la
distancia D es invariante ante transformaciones unitarias locales {Pd.el
En consecuencia, consideremos o = U pU feonU = U @Ug. Entonces, O’é/‘lj =U Bpg“]/. U;

yoB = UBpBU;_[?, siendo M’ = {UAM]-U;&}. Se sigue que
D (o, | o8) = D (UspiUL || UspsUL ) = Dio; || o) (3.120)

Adicionalmente, se puede que pg- para el estado o es p;. = Tr[M; ® 10] = Tr[M]’- ® 1p].
Por lo tanto,

Jb" (o) = 75" (p) (3.121)

donde hemos utilizando la notacién J41 (o) = Tp(o™). Debido a que M’ es la medicién
que surge de transformar unitariamente (segiin U,4) a los elementos de M, tenemos que:
T (0) = miéx Jp" (o) = méx I (p) = méx J5" (p) = Ip (p) (3.122)
Asi, hemos demostrado que se cumple para Jp(p).
Finalmente, la positividad de Jp(p) se sigue de que estamos considerando me-
didas de distancia que por definicién son no negativas.
Por otro lado, en cuanto a las propiedades razonables que Jp debe satisfacer para ser
considerado un cuantificador de correlaciones de tipo cldsico-cuantico, podemos agregar
un criterio adicional a las lista (C.N.5)| considerando el valor de la misma evaluada
en el caso particular de estados clasicos-cuanticos. Asi, dado p. -Ec. — es razonable
que la mejor medicién que podemos realizar para obtener informacién del subsistema
B esté dada por una proyeccion sobre los vectores de estado {|i)} [40], i.e., Jp deberia
cumplir con

Jp(pe) = piD(pllpB) (3.123)

con pg = pk,o’fg. La proposicién siguiente establece una condicién suficiente sobre D de
manera tal que Jp cumpla lo anterior.

Proposicién IV Sea D(-||-) una medida de distancia convexa en alguna de sus entradas,

(propiedad Sec. [2.3)), entonces Jp(p.) satisface (3.123).

Veamos cémo demostrarla. Los estados condicionales pg/‘lj pueden escribirse Com(ﬁ

s
PElG = P (3.124)

J

siendo p;» =Dpigi; ¥ ¢ij = Tr [MjNiA] con NZA = |i) (i|] la base en la que estd escrita pe,

(3.115)). Por lo tanto, tenemos

Pitiy ;
To(p:") = p; D ( o sl pB> : (3.125)
J

8Recordemos: las sumas estén implicitas cuando hay indices repetidos en productos distintos, dentro
de un mismo miembro
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Como la distancia D(+||-) cumple la propiedad vale,

i i .
D( = ol || pB) < = D (pillps) - (3.126)
P; Dp;

Usando que Zj M; = 1y Tr[N#] = 1 se sigue que Zj ¢ij = 1. Asi, multiplicando la
desigualdad anterior por p; y sumando sobre j, obtenemos

To(pt) < pD(p3llps) (3.127)

para cualquier medicién M, con igualdad para M° = {NiA}. Luego, se cumple ((3.123)).

Cabe destacar que no hemos impuesto ninguna condicién relacionada con la simetria de
D(-||-). Por lo tanto, de acuerdo con la tltima proposicién, los estados condicionales pg"j
deberian “entrar” en el argumento para el cual la distancia es convexa.

Andlisis de los criterios para Qp.

Para la medida Qp aplican los criterios [C.N.1)JC.N.3)| y [C.N.5)l Por otro lado, si tene-
mos que D es una medida de distancia, vimos que: Tp(pa ® pp) = Ip(pa ® pp) =0, en
consecuencia, se sigue por definicién que Qp(p4 ® pg) = 0 para cualquier estado produc-
to Adicionalmente, si D es invariante ante transformaciones unitarias locales,
tenemos que Tp y Jp también lo son; luego, Qp satisface la misma invariancia
Asimismo, si D es una cantidad contractiva ante mapas CPTP {Pd.g} entonces Tp tam-
bién lo es. Como las mediciones de von Neumann son mapas CPTP, se sigue que

To(p) = To(p™) (3.128)

para toda medicién M. Luego, es evidente que Qp(p) = Tp(p) — Tp(p™°) > 0 siendo M°
la medicién dptima; asi Qp cumple con Resta ver que Qp se anula en los estados
cldsicos cudnticos de la forma . Esta propiedad es evidente si pedimos
que D sea convexa en alguna de sus entradas dado que asi vale la igualdad
y por lo tanto Qp(p.) = 0.

Resumidamente, hemos probado la siguiente proposicién:

Proposicién V Si D(-||-) es una medida de distancia invariante ante transformaciones
unitarias locales {Pd.e}, contractiva {Pd.g} y convexa en alguna de sus entradas

entones Qp cumple con [C.N.1)IC.N.3)| y [C.N.5)

Cabe aclarar que en el caso de la entropia relativa, i.e., D(:||-) = S(:||-) tenemos que
Ts es la informacién de von Neumann Z, y Qg resulta igual a la discordancia cudntica.
Asi, como S(-||-) es una medida de distancia que cumple con la condicién de banderas
(3.118) y ademds con los requisitos @ (invariante ante transformaciones unitarias de
sus argumentos), [Pd.g| (contractiva), y [Pd.h| (convexa), tenemos que el QD satisface
también las condiciones necesarias enumeradas hasta aqui.

. Qué medidas de distancia cumplen las condiciones necesarias?
Resumidamente, hemos visto que si D es una medida de distancia que cumple con la
condicién de banderas —— y ademds con las condiciones [Pd.e| [Pd.g| y [Pd.h| -ver
Sec. @ entonces la terna de medidas generalizadas Tp, Jp vy Qp satisfacen los criterios
C.N.1)HC.N.5)l En el capitulo anterior, Sec. resumimos las propiedades de las prin-
cipales medidas de distancia. Vemos entonces que la distancia traza , Bures
(al cuadrado), Hellinger (al cuadrado), la JSD cudntica y, como ya hemos
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senalado, la entropia relativa cumplen los criterios necesarios que hemos conside-
rado anteriormente para D. Sin embargo, queda analizar si éstas distancias satisfacen
la condiciéon de Banderas, Ec. . Se puede demostrar que efectivamente todas las
medidas anteriores lo hacen. Veamos los casos méds representativos.

Distancia Traza:

Sean p; y p2 dos matrices densidad. La distancia traza estda dada por (|2.44])

K(pillo2) = 5T [Vlor = p2)?)

Elijamos p1 = p;E; ® p; y p2 = pjE; @ p, siendo Ej = |5) (j] y {|7)} una base ortonormal
del subsistema A. Entonces,

=> pIEi® (pi—p)>. (3.129)

Como (Z piEi @ +/(p ) =>".p2E; ® (pi — p)? se sigue
Vipr=p2)2=> piEi®+/(pi — p)*. (3.130)
Consecuentemente,

K(pilpz) = ZplTr[\/ pF| = pidri(pil). (3.131)

JSD cuantica:
La JSD cuéntica esta dada por (12.55]

IS (orlln) = 5 (2522 ) - 58(m) - 55(m2) (3.132)

siendo S(- - ) la entropia de von Neumann que evaluada en un estado clésico-cuantico,
resulta:

S(p1) = —Tr [p1 log p1] )+ ZPZ (pi) (3.133)
En esta dltima ecuacién, H(p) = — ), p;log p; representa la entropia de Shannon. Asf,
S = Hp) + Y pS(PE) (3.134)
S(p1) = H(p) + Zpis(pi) (3.135)
S(p2) = Hp) + Y _piS(p)- (3.136)

Se sigue que

S(pillpa) = sz[ (“57) - 3560 - 350)| = Zwstalle)  G1sn
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Expresiones analiticas para los estados de Bell

Veamos ahora cémo obtener las expresiones analiticas de las medidas generalizadas (7p,
Jp, Qp) para los casos de las distancias Traza (Try, Jrr, Qrr), Bures (Tp, JB, QB) ¥
Hellinger (Tre, Jue, Qmue) al cuadrado, la JSD cudntica (Tys, Jis, Qs) ¥y la entropia
relativa I, J, Q, evaluadas en el conjunto de los estados BD, ver Sec. Nétese que
utilizaremos las distancias Bures y Hellinger al cuadrado porque satisfacen la propiedad
de convexidad [Pd.hl -ver Cuadro 2.1

Sea

1

p = (1®1—|—C¢0’¢®0’Z’) (3138)

W~ |

como en la Ec. (|1.45)). Los autovalores de p estan dados por [47]

Ao = %(1 —c1—cy—c3) (3.139)
Al = %(1 —c1+c2+c3) (3.140)
Ay = %(1 +c1—co+c3) (3.141)
A3 = %(1 +c1 4o —c3) (3.142)

Cabe aclarar que los coeficientes ¢; son tales que {\;} forman una distribucién de pro-
babilidad, i € {0,1,2,3}. También, pa = 11y pp = %1. Ahora bien, para calcular
Jp es preciso realizar una optimizacién sobre el conjunto de todas las mediciones -von
Neumann- realizables sobre el subsistema A. Consecuentemente, tomamos

{Ej=15) (4l /7 €{0,1}} (3.143)

la medicién tal que {|j)} es la base computacional. Cualquier otra medicién proyectiva
estd dada por una transformacion unitaria

M ={M; =V |j) (j|VT} (3.144)

con V un operador unitario 2 x 2. Una parametrizacién conveniente, que ya hemos utili-
zado por ejemplo en el calculo de la NCMQC para este mismo conjunto de estados Ec.

(13.109)), es

V =s-(1g,i0), (3.145)
consel, yT={seR"/s5+s]+s5+s3=1}
Una vez parametrizadas las mediciones posibles con el vector s, y considerando los estados

BD dados por ([1.45]), los estados condicionales del subsistema B -Ec. ((1.98)- estdn dados
por [47]

PBio(s) =

EHOE

(1 + cizi(s)oi) (3.146)

N =N

(1 — CiZi(S)Ji> (3.147)

Los coeficientes z;(s), que determinan las componentes en la esfera de Bloch asociada al
subsistema B, de los estados condicionales, estdn definidos segun las ecuaciones (3.90))-
(13.92)).
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Con todo, el célculo de las cantidades Tp para las medidas de distancia anteriormente
listadas se puede realizar de manera directa diagonalizando p. Asi, estas resultan:

w

1
%T(p) = 5

(2

To(p) =2 Vi =Tuelp) (3.149)
=0

1
-

1 (3.148)

I
w O

1 1 1+4M\
Tis(p) = ) Z)\z’ logy Ai — 3 Z(l +4)\;) log, < g > —1 (3.150)

I(p) =2+ Ailogy A (3.151)

7

Consideremos ahora el caso de las medidas generalizadas Jp. Al evaluar las cantidades
en cuestién en los estados BD, es facil de ver que surgen funcionales crecientes con la
cantidad

0(s) = \/c%zl(s)2 + c322(8)2 + 3z3(s)? (3.152)

Por lo tanto, resta maximizar 6(s). A tal fin, notando que los coeficientes z;(s) son tales
que Z?:l 2(s8)? = 1, vale:

0(5) <c= mé,X{|Cl|, |CQ|5 ’63’}

para todo s € I'. En la ref. [47] realizan el mismo procedimiento de maximizacién para
el caso de la discordancia cuantica, es decir, para la entropia relativa como medida de
distancia. Luego, dados (c1,co,c3) fijos, siempre existe un s° tal que ¢ = 6(s°) [47].
Entonces se sigue que,

c= 21212{{9(8)} (3.153)

Con todo, las expresiones analiticas resultan:

JIrr(p) = %c (3.154)

TIz(p) =2 V1 —c—V1+c= Tu(p) (3.155)
1 —42(c2 -1 1 2—-c?+ec

st = e | Tr | e[ (o)) @

J(p) = (1;6) logy(1 — ¢) + (1_2“:) logy (1 + ¢) (3.157)

Una vez obtenidas las cantidades Tp y Jp, podemos obtener de inmediato la expresion
para Qp = Tp — Jp.

Un hecho remarcable es que la medicién von Neumann M?, que maximiza el funcional
Jp, es la misma para los cinco casos que hemos considerado.

Expresion analitica de Qr, para cualquier p de dos qubits

Veamos ahora cémo calcular las medidas generalizadas de correlaciones 77, Jrr v Qrr,
utilizando la distancia traza dada por la Ec. (2.44), para un estado bipartito p cuyas
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partes A y B son representadas por dos espacios de Hilbert de dimensién dos. A tal fin,
utilizamos la Forma de Fano de la matriz p, Ec. (1.50)),

A . 1
p:pA®pB+ZZTz‘jUz‘®0z‘
ij

con Tj; las covarianzas definidas en ([1.51]). Teniendo en cuenta que las medidas de corre-
laciones que surgen de la distancia traza son invariantes ante transformaciones unitarias
locales, en lugar de la expresion anterior para p consideremos la siguiente:

1
p:pA®pB+ZZTiiUi®0i (3.158)
(3

La deduccién de la Ec. justifica que existe un transformacion unitaria local tal
que, aplicada a p, resulte p dado por la ecuacién anterior. Dicho esto, podemos ahora sin
pérdida de generalidad, calcular las medidas en cuestién para el estado p con T diagonal.
Ahora bien, en cuanto al cdlculo de las expresiones analiticas, la medida 77, no implica
complejidad alguna, puesto que es la suma de la raiz cuadrada de los autovalores de
(p—pa®p 3)2. Por otro lado, la medida de correlaciones cldsicas-cuanticas Jr,., involucra
una maximizacion sobre todas las posibles mediciones M sobre A de la cantidad -Ec.
(13.119)-

Tre(0™) =Y ok K (o351l l0B) (3.159)
k

donde usamos la condicién de banderas, y py = Tr [M) ® 1p] = Tr [Mgpa].
A tal fin, tenemos que calcular primero la distancia traza entre pg/llk y pp. Utilizando la

Ec. (3.158)), se puede ver que

M
PBlk = P

' > Tiizi(s)o; (3.160)

donde My, y zi(s) estan dados por las Ec. (3.144) y (3.90)-(3.92), respectivamente. Con
lo cual,

2

Zaja] (3.161)

P pB
( Blk — 4pk

siendo a;; = T}j;z;(s). Como 005 = 6;;1 + 1), €0} se sigue que

2
Y ajoi | =) o1 (3.162)
j j

con €5, el simbolo de Levy-Civita y d;; la delta de Kroncecker. En la igualdad anterior
usamos que Zij ;0 Y €iko) = 0.

Con todo,
1
M 2 — 2
v P5le =P8 = /zj:ajl (3.163)
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/Z Tjz(s (3.164)

Como }; z;(s)? = 1 entonces > (Tjjzi(8))? < /T3 con

TO = méx{]Tn\, |T22’, ‘T33|} (3165)

Por lo tanto,

> oK (ppirllps) =
P

N —
=
I
[N
w\)—'

Asi, la medida de correlaciones clasicas-cuanticas dada por la distancia traza, en nuestro
enfoque generalizado, resultan:

1
Jre(p) = 5 |To| (3.166)

Siguiendo este procedimiento, podemos calcular Qp, = T, — J7p.

3.2.4. Decoherencia y correlaciones cuanticas

Las computadoras cudnticas son dispositivos basados en sistemas del mismo tipo sobre los
cuales es posible realizar distintas operaciones. Asimismo, tales sistemas pueden tomar
estados iniciales, o imputs, que representan una superposicion coherente de muchos otros
estados posibles. Esta configuracion inicial evoluciona a una superposicion de estados
finales, conocidos también como outputs. Los algoritmos cudnticos, i.e. secuencias de
transformaciones unitarias con un fin dado, afectan simultaneamente cada elemento de
la superposiciéon generando un procesamiento masivo de informacién en paralelo, que da
lugar a la resolucién de problemas considerados intratables por una computadora clasica
(Deutsch 1985, Deutsch & Jozsa 1992, Bernstein & Vazirani 1993, Simon 1994, Shor 1994,
etc.) [84, 199, [100]. Esta caracteristica distintiva, que poseen las computadoras cudnticas,
en ocasiones se denomina «speedup».

El fenémeno denominado decoherencia es el principal obstdculo para la implementa-
cién directa de los dispositivos cudnticos anteriormente introducidos. Como vimos en
el Capitulo (I}, Sec. la decoherencia hace referencia a la pérdida de los elementos
fuera de la diagonal de la matriz densidad del sistema de interés, en la autobase del
hamiltoniano de interaccion. Tales elementos representan las correlaciones cuanticas en
el sistema [99] responsables del anteriormente mencionado speedup.

Una descripcién fenomenoldgica general que modela los efectos fisicos mas importantes
que pueden ocurrir en la interaccién de sistemas finitos (representados por espacios de
Hilbert en dimensién finita) con ambientes cldsicos es la decoherencia adiabdtica, que
hemos trabajado al final del Capitulo [1, en la Sec. siendo un caso de singular
interés el conocido “modelo espin-bosén.”

En la presente seccién analizaremos dos cuestiones principales 1) el comportamiento de la
discordancia cudntica, medida que hemos introducido como representativa de las corre-
laciones cuanticas presentes en un sistema bipartito, entre dos espinesﬂ no interactuantes
acoplados cada uno a un reservorio de bosones que da lugar a una decoherencia adiabati-
ca no disipativa, como la descrita en la Sec. y 2) las correlaciones cudnticas entre
variables aleatorias que, luego de un analisis especifico, identificamos como cudnticas.
La configuracién anterior hace referencia al fenémeno conocido como congelamiento de
la discordancia cuanticl’] Veamos mas en detalle a qué estamos haciendo referencia.
Consideremos dos espines A y B que conjuntamente estan en un estado de Bell diagonal.

9.e. sistemas de dos niveles

OFreezing quantum discord
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Como senalamos anteriormente, ambos espines estan acoplados a un bafio térmico de
bosones. Si el hamiltoniano global que representa la energia de cada uno de los espines y
su ambiente es -Ver ((1.129)), Sec. |1.2.5

H=Hs®1+1®» wpalar+As® > (ghar + gral) (3.167)
k k

entonces la evolucién del sistema A + B esté dada por la Ec. (1.165]),

o[pPP) => " E} @ EPpPP (BN @ (EP)! (3.168)
ij

donde {EX}, X € {A, B}, son los operadores de Krauss del canal phase-flip (1.72),

EX = \/po. (3.169)

EX = /1 -p1} (3.170)

con p = %[1 — e T®M] T(t) la funcién de decoherencia y pPP dado por (1.45),

3
1
pBD — 1 (1@14—2@(0)0{4@0}9)
i=1

Realizando los cdlculos correspondientes vemos que el estado evolucionado p(t) permanece
dentro del conjunto de los estados BD, segtn:

3
®[pPP) = p(t) = i (1 R1+> )o@ af) (3.171)
=1
donde
c1(t) = ¢1(0)e 27 (3.172)
ca(t) = c2(0)e 27 (3.173)
Cg(t) = 63(0) (3.174)

En lo que sigue, como 0 < I'(t) y tiende a infinito con t, sin pérdida de generalidad
tomaremos I'(t) = ~t. La evolucién anterior se corresponde también con una dindmica
markoviana dada por

d
—px =1loj pxoj — px]/2 (3.175)

con 7 el factor de decaimiento 69471} 150], X € {A, B}y {UJX} el conjunto de las matrices
de Pauli correpondiente a cada subsistema.

Las ecuaciones - nos permiten obtener el QD en funcién del parametro t,
reemplazando en las Ecs. (3.151) y (3.157)), de la seccién anterior [69-74, 150].

Ahora bien, como se ha notado en muchos trabajos |70-72, |74, [150], el congelamiento de
la discordancia cuédntica toma lugar bajo las siguientes condiciones iniciales [72]:

c2(0) = —¢1(0)e3(0) (3.176)
|c1(0)] > [e3(0)] (3.177)
Asi, en este caso, el QD permanece constante para todo ¢ € [0,t*], donde t* = —QL log cg,

con ¢y = }ifgg;} Sin embargo, para t > t* este empieza a decaer con t. Ver Fig.
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Este fendmeno atrajo gran atencién principalmente por sugerir la posibilidad de realizar
algoritmos cuanticos utilizando, como fuente del speedup, las correlaciones cuanticas aso-
ciadas al QD, que a su vez serian «constantes» durante un periodo dado por t*. Méas atn,
se ha visto que otras medidas “tipo discord” -y basadas en medidas de distancia entre
estados- conocidas en el drea de correlaciones cudnticas, presentan este mismo fenémeno
de congelamiento, para miltiples intervalos de ¢ |29, |72]. Sin embargo, es natural pregun-
tarse si este fenémeno es un mero accidente matematico, debido a la eleccién particular de
ciertas medidas de correlaciones, o si corresponde a un hecho fisico que puede realmente
dar lugar a QC constantes con t que podrian ser ademds «fuentes» de ciertos algoritmos
cuénticos. El estudio que sigue puede encontrarse en el articulo

Analisis via la Matriz T. Para tratar con la cuestiéon anterior, abordemos el enfoque
sobre las correlaciones presentes en los estados cuanticos que introdujimos en la Sec.
Vimos que todo estado bipartito cuyos subsistemas A y B son sistemas de dos
niveles, se puede escribir como -ver Ec. —:

1
p=ra@pp+7 ) Tiol@of (3.178)
ij

con -Ec. —
Tij=(of ®aoj) —(of ®1) (1®07)

También, al comienzo de este capitulo, observamos que los coeficientes T;; son la cova-
rianza entre los observables SZ»A del subsistema A (representado por el operador O'ZA) y
SJB de B (representado por el operador af ). Ademés, senalamos que la correlacion entre

las magnitudes fisicas anteriores esta dada por

7’1.,
\/Var (SZA) Var (SJB)

Por otro lado, como el estado p estd definido por los estados marginales -p4 v pp- v las
covarianzas Tj;, se sigue que las correlaciones entre los subsistemas A y B, presentes en
p, también estan definidas por estos mismos elementos.

Cij =

Veamos ahora un método general para contrastar el comportamiento de las covarianzas
entre las variables aleatorias que definen a p (en el enfoque anterior, dadas por SZ-A y SJB )
con el comportamiento de las medidas de correlaciones Z, J y Q, teniendo presente el
objetivo final de analizar el fenémeno del congelamiento de la medida O.

Como vimos anteriormente, el estado p, escrito en la forma de Fano , no es mas
que la suma de su estado producto (que no cuenta con correlacién alguna) y de la matriﬂ
% > ; TijalA ®U]-B . De lo anterior, resulta claro que las correlaciones entre los subsistemas
A y B estan dadas por los coeficientes de la matriz T. Concretamente, la informacién
mutua de von Neumann 7 tiene un comportamiento representativo de los elementos T5;.
Puesto que en el caso de los estados de Bell, las variables aleatorias Sl-X , X € {A, B},
tienen varianzas que resultan 1 -y entonces las covarianzas T;; son correlaciones- llamare-
mos a los elementos Tj; correladores, para distinguir estas correlaciones (entre variables
aleatorias SZA y SJB ) de las correlaciones entre los subsistemas A y B -cuantificadas por
las cantidades Z, J y O.

1 Esta matriz tiene traza nula, por lo que no es un estado.
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Ahora bien, para calcular el QD hay que dividir las correlaciones clésicasiﬂ y las cudnti-
cas. Para llevar a cabo una identificacion similar, realizamos una mediciéon M, sobre el
subsistema A, dada por s € I' (estamos usando la parametrizacién definida por la Ec.
[1.57)). Asi, resulta el estado cldsico-cudntico p™ cuyas correlaciones (del mismo tipo)
son cuantificadas por la cantidad JM(p) = Z(p™). Con todo, se sigue que si descompo-
nemos a p™ como

1
pM =N ®pp + i > Tij(s)of @ o (3.179)
ij

con pit = ; MjpaM;, entonces la medida de correlaciones J M(p) seréd representativa
de los elementos de la matriz T;;(s). Siguiendo las consideraciones anteriores, si sjs es la
medicién ptima para la cual J™M es un maximo, tenemos que la medida de correlacio-
nes de tipo cldsico-cudntico J(p) estard dada por los elementos Tj;(sys) que, asimismo,
podemos denominar como correladores cldsicod )

Aun asi, ;qué elementos de T;; representa la medida de correlaciones cudnticas Q7 Te-
niendo en cuenta que la discordancia es la pérdida de informaciéon como consecuencia de
la medicién éptima s;s, la idea de nuestro método se centra en contrastar la matriz T
antes de medir con la que resulta luego de tal medicién T(sps). Los elementos Tj; inva-
riantes, es decir, presentes también en T(sy/), estan asociados a J, por lo tanto aquellos
T;; eliminados por la medicién sy, que ademéds constituyen la tinica diferencia -en cuan-
to a las correlaciones- entre p y p™, deberfan ser representados por Q. Asimismo, nos
referiremos a estos coeficientes como correladores cudnticos.

Consideremos ahora el caso de los estados BD, dados por

1
_ BD _ 0 O
p=p"" = 11+ E Cio; @ 0} (3.180)

La matriz de correlaciones T toma la forma

ctc 0 O
T=10 ¢ 0 (3.181)
0 0 c3

Luego del algebra correspondiente, cuando una medicién parametrizada por las ecuacio-
nes ([3.144) y (3.145) se realiza sobre el subsistema A, se puede verificar que la matriz
de correlaciones asociada con el estado luego de la medicién (Ec. con p = pBP)
puede ser escrita como,

C1%1 (8)2 6221(8)22(8) C3Z21 (8)23(8)
T(s) = |c121(8)z2(8)  caza(8)?  c322(8)23(s) (3.182)
c121(8)23(8) c220(8)23(s)  c323(s)?

Por otro lado, vimos que la medicion M? 6ptima, dada por el vector sy, es tal que
0(s) = \/c321(8)2 + c322(8)2 + c323(s)? -Ec. (3.152))- es méximo, es decir

0(sar) = ¢ = méx{|er], |eal, |es|}

Mas especificamente, tenemos los siguientes posibles casos:

12Gjendo estrictos: clasicas-cudnticas

3Mas all4 de que los elementos T;;(sm), en general, no son correlaciones sino covarianzas y tampoco son
elementos de un estado pM completamente cldsico, sino, clasico-cudntico; estos definen las correlaciones
J -universalmente denominada correlaciones cldsicas- por lo que de ahi preferimos simplificar el nombre

Distinguibilidad y correlaciones Tesis D. G. Bussandri



86 3.2. CORRELACIONES ENTRE SUBSISTEMAS CUANTICOS

(sm) = z3(sm) = 0;
(SM) = Zg(SM) = 0;

1. Sic=|ci| = |z1(sm)| =1, 22
2. Sic=lca| = |z2(sm)| =1, =1
3. Sic=lcs| = |z3(sm)| =1, z2(sm) = z1(sm) = 0.

con z;(spr) dados por (3.90)-(3.92]).

De este modo, la matriz T(s)s) recupera la forma diagonal en la base de Bell, con sélo
un elemento no nulo dado por ¢ = méx{|c1],|cz|, |c3|}. Por ejemplo,

» Sic=|¢],

C1 0 0
T(sy)=|0 0 0, (3.183)
0 00
» Sic=|ea,
0 0 0
T(SM): 0 (&) 0 s (3.184)
0 0 0
= Sic= |63|,
0 0 O
T(sp)=10 0 0. (3.185)
0 0 c3

Antes de continuar con el andlisis via la matriz T, veamos un comportamiento propio de
los estados BD. Como senalamos anteriormente, el estado luego de medir M sobre A se
puede descomponer como -ver Ec. ([3.45)) con p = pPP-

pM = ZpiMi ® Pgﬁ? (3.186)
i

con pgﬁ) los estados condicionales dados por las Ec. (3.146[) y (3.147)):

ACE % (1 + (-1)° chZk<s>ak> (3.187)
k

Luego, p™ es en principio un estado de clasico-cuantico, por lo que vimos en la Sec.
Sin embargo, podemos verificar directamente que los estados condicionales pgﬁ?
conmutan:

—_

[PBR- B = -1y [Z czfzus)okaZcm@)%] =0 (3.159)

k k

En consecuencia, dado que existe una base comin que los diagonaliza, p™ -Ec. (13.45])-
es en realidad un estado clasico-cldsico que no contiene correlaciones cuanticaq'® Esta

Es decir, existen dos variables aleatorias X e Y, que corresponden a magnitudes fisicas del sistema
cudntico A + B, tales que la informacién mutua cudntica Z(p™) = I(X,Y) con I(X,Y) la informacién
mutua clésica dada por la Ec. (3.8]).
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es una simetria notable de los estados BD, debida a que los estados marginales son
proporcionales a la identidad.

Entonces, recapitulando, teniendo en cuenta que luego de una mediciéon un estado dado
por la Ec. , puede exhibir tnicamente correlaciones clasicas, los elementos de la
matriz T(spr) -Ecs. —— que permanecen invariantes luego de la medicién 6pti-
ma M pueden ser asociados con correlaciones de tipo clésico [39, |40, |47]. Asi, los estados
BD presentan sélo correlaciones clasicas en la direccién dada por ¢ = max{|c1], |c2], |e3]}-
Por otro lado, aquellos elementos de T eliminados por la medicién M®° pueden ser iden-
tificados como correladores cudnticos. Por ejemplo, supongamos que ¢ = |c1|, entonces
contrastando las matrices dadas por las Ecs. (3.181)) y (3.183)), los correladores cuanticos
son ¢z y ¢3 (dado que son eliminados por M?) mientras que ¢; es uno clésico. En pocas
palabras, y inicamente para el caso de los estados BD, tenemos sélo un correlador clasico
dado por méx{|c1], |ca|, |c3|} mientras que los restantes son de tipo cuédntico.

Volvemos ahora al anélisis del congelamiento del QD; fenémeno implicado por las con-
diciones (3.176) y (3.177). La cuestién que intentamos dilucidar es si el hecho de que
el QD se mantenga constante, por un periodo t*, implica que los correladores cuanticos
asociados a la medida Q se comporten del mismo modo. jPor qué nos interesa contrastar
el QD con los correladores en cuestién? Simplemente porque los elementos T;; son las
correlaciones entre los observables fisicos (S y SJB ) de los subsistemas A y B, sobre
los cuales se realizan las operaciones que involucran los algoritmos cuanticos. Asi, éstos
elementos T;; son los que modelan el comportamiento de los sistemas A y B a lo largo
de un posible procesamiento de informacion. Si sus correladores son meramente clasicos
entonces no habria necesidad de recurrir a matrices densidad para describir el «estado»
de los sistemas y tales algortimos podrian ser realizados empleando sistemas cldsicos.

Analicemos entonces la matriz T -Ec. — para el estado evolucionado dado por la

Ec. (3.171)), resulta

c1(0)e=27t 0 0
T= 0 c2(0)e2t 0 (3.189)
0 0 c3(0)

Para ilustrar el comportamiento de los correladores y las correlaciones entre los subsis-
temas, cuantificadas por Z, J y Q, consideremos dos configuraciones iniciales.

Ejemplo 1: Sin “freezing”

Supongamos las constantes iniciales dadas por ¢;(0) = cg, c2(0) = —co, ¢3(0) = ¢ ¥
c1(t) = c1(0)e™2, co(t) = c2(0)e 2" y c3(t) = ¢3(0). Como c1(t) y co(t) decaen con el
tiempo, es claro que ¢(t) = max{|c1(t)|, |c2(t)], |e3(t)|} = co. En este caso, tenemos,

coe 2t 0 0
T= 0 —coe” 2t 0 (3.190)
0 0 ()
y luego de la medicién 6ptima,
0 0 O
T(sp)=10 0 0 (3.191)
0 0 C

para todo t € [0,00). Por lo tanto, el elemento invariante es T33 = cg. Asi, T33 es un
correlador cldsico. Por otro lado, como los elementos ¢i(t) y c2(t) -que decaen con el
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Figura 3.5: Dindmica de Q (linea sélida), Z (linea a trazos), J (linea punteada) y d (linea
a trazos y puntos) como funciones de ¢ (7 = 1) para ¢1(0) = —c2(0) = ¢3(0) = 0,6. Todas
las cantidades son adimensionales.

tiempo- son eliminados por el proceso de medicién estos estan asociados a las corre-
laciones cuénticas del estado p(t) y los denominamos correladores cuédnticos. Siguiendo
nuestro analisis, la discordancia cuantica Q deberia decaer con el tiempo mientras que
las correlaciones clasicas-cuanticas J deberian permanecer constantes -al igual que T3s.
Asimismo, la informacién mutua Z deberia decaer con el tiempo hasta un punto no nulo,
como la media de los elementos ¢;(t). Todas las medidas de correlaciones entre subsis-
temas, Z, J y Q, como se puede ver figura se condicen con los comportamientos
anteriormente senialados.

Ejemplo 2: Congelamiento de la discordancia cudntica

Supongamos las condiciones iniciales siguientes: ¢1(0) = 1, ¢2(0) = —cg, y ¢3(0) = ¢o. La
configuracién anterior implica el congelamiento del QD. Graficamos el comportamien-
to de las medidas de correlaciones (totales, clasicas-cuénticas y cuédnticas) y el de los
correladores Tj; = ¢;(t) en la figura

En este caso existe un cambio en la “forma” de la matriz T(sps) en t* (efecto que da lugar
a la transicion repentina entre las correlaciones cldsicas-cuanticas J y la discordancia
cuédntica, senalada en [70]), ya que la medicién 6ptima antes y después de t* cambia de
acuerdo con

s < = ’Zl(SM)‘ = 1, ZQ(SM) = Z3(SM) = O;
» £ > 1" = [z3(sy)| =1, z22(snm) = z1(snm) = 0.

Asi, la matriz de correlacién toma la forma,

e 2t 0 0
T=| 0 —cpe " 0 (3.192)
0 0 co
y luego de realizar la medicién éptima, para t € (t*,00) tenemos c¢(t) = |c3| = |co| 1o que
da lugar a la siguiente matriz,
00 O
T(sp)= [0 0 0 (3.193)
0 0 Co
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Figura 3.6: Dindmica de Q (linea sélida), Z (linea a trazos), J (linea punteada) y d (linea
a trazos punteada) como funciones de ¢ (7 = 1) para ¢1(0) = 1, ¢3(0) = —c2(0) = 0,6 y
k = 3. Todas las cantidades son adimensionales.

Con todo, T33 = cg es el correlador cldsico mientras que 111 = e ™27, Thy = —coe 2 son
los correladores cuanticos. Este andlisis se condice con los comportamientos en la figura
donde se puede ver que mientras la medida de correlaciones clasicas-cuanticas J se
mantiene constante, la discordancia Q decae con t. Sin embargo, para t € [0, t*) tenemos
c(t) = |e1(t)|. Por lo tanto, la matriz de correlaciones toma la forma,

e”2t 0 0
T(sy) = 0 0 0 (3.194)
0 0 0
Si comparamos las Ecs. (3.194)) y (3.192), podemos ver que ahora Ty; = e 2" es un

correlador clasico y Thy = —coe 2", Tis = ¢y son cuanticos. La medida de correlacio-

nes clasicas-cuanticas decae con el tiempo del mismo modo que la informacién mutua
cuantica (por lo tanto, el QD se mantiene constante en este periodo). Analizando las
correspondientes matrices, este comportamiento parece controversial puesto que sélo uno
de los correladores cudnticos se mantiene invariante con ¢ (T33).

En las figuras y incluimos el comportamiento de la medida no conmutativa
NCMQC -cuya expresion analitica para este caso esta dada por la Ec. mostrando
que en ningin caso esta se mantiene constante, representando con mayor <<ﬁdelidad»[1—_5] el
comportamiento promedio de los correladores identificados como cuanticos.

Entrelazamiento, disonancia y las medidas generalizadas Qp.

Por otro lado, el analisis de las correlaciones via la matriz T para el caso de estados
BD bajo una evolucién dada por la Ec. (1.165) es también valido para las medidas
generalizadas Tp, Jp v Op, para los casos particulares considerados en la la Sec. [3.2.3
puesto que la medicién 6ptima M es la misma para todas los funcionales D considerados
en tal seccién.

15Ta NCMQC decae con t hasta un punto no nulo en t*. La representatividad de los correladores por
parte de esta medida es similar a la misma de la informacién mutua cudntica.
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(a) Dindmica de las medidas generalizadas pa-
ra las distancias Hellinger/Bures QOp, la discor-
dancia cuantica Q, el entrelazamiento Eg y la di-
sonancia @ como funciones de t (y = 1) para
c1(0) =1, ¢2(0) = —c3(0), ¢3(0) = 0,6. Todas las
cantidades son adimensionales.

(b) Dindmica de las medidas generalizadas para
las distancias Hellinger /Bures Qg y la discordan-
cia cuantica Q, el entrelazamiento Eg4 y la diso-
nancia @ como funciones de t para ¢;(0) = 1,
c2(0) = —c3(0), ¢3(0) = 0,3. Todas las cantidades
son adimensionales.

Figura 3.7: Medidas generalizadas para las distancias Bures (Hellinger) y la JSD cudntica,
en comparacién con la discordancia cuantica, la disonancia y entrelazamiento geométri-
COS.

En las figuras [3.7(a)| y [3.7(b)| ilustramos los comportamientos de las medidas genera-
lizadas de correlaciones cudnticas para los casos de las distancias Bures (Hellinger) al
cuadrado, la JSD cudntica y la entropia relativa (que da lugar a la discordancia cudnti-

ca), en comparamon con las medidas geométricas de entrelazamiento E, y disonancia ()
—Ecs (3.49) y (3.50)), con D la entropia relativa S. La medida restante Qrp, tienen un
comportamlento Slmllar al de Qp y Qjg, es decir, creciente en los periodos en los que la
discordancia cuantica permanece constante. Por otro lado, la disonancia muestra un cre-
cimiento similar [70] bajo las condiciones de freezing (3.176) y (3.177)); comportamiento
contrapuesto al del entrelazamiento que presenta un decaimiento con ¢. En la referencia
[70], los autores insintian una posible motivacién al congelamiento del QD, conjeturando
que el mismo en general es representativo de la “suma” del entrelazamiento y la disonan-
cia. Como, en la regién de freezing el entrelazamiento cae con ¢ mientas que la disonancia
crece, pareceria 16gico, bajo la consideracion anterior, que el QD sea constante. Podemos
ver facilmente un contraejemplo de la afirmacién anterior en la figura en la cual
existe una regién (dentro de [0,t*]) en la que: a) la disonancia, b) el entrelazamiento es
nulo y ¢) el QD es constante, lo que implicarfa un crecimiento del QD. Més atin, podemos
elegir condiciones iniciales {¢;(0)} tales que exista una regién de congelamiento del QD y
para la cual el entrelazamiento es nulo, mientras que la disonancia es mondénotonamente
creciente.

Con todo, el andlisis via la matriz T indica que aquellos correladores identificados como
cuanticos en promedio decaen con t. Asi, Qr., Qjs, Op, Qe v Q presentan comporta-
mientos no representativos de los correladores anteriores. Sin embargo, un hecho notable
es que las medidas generalizadas de correlaciones totales Zr,, Zjs, Zp, e v Z, represen-
tan todas ellas el comportamiento promedio de los elementos de la matriz T -Ec. (3.181]).
Lo mismo ocurre con las medidas de correlaciones cldsicas-cuanticas: Jrr, Jjs, B, JHe
y J, cuyos «perfiles» son similares a los correladores identificados como cldsicos. La con-
clusién anterior es de radical importancia, concretamente porque parece sugerir que el
enfoque aditivo para cuantificar correlaciones (es decir, plantear que la «cantidad» de
correlaciones totales en un estado es la suma de la cantidad de correlaciones clasicas-
cudnticas y cudnticas: Tp = Jp + Qp) es al menos discutible.

Analicemos ahora mas profundamente la NCMQC, como cuantificador de correlaciones
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cuanticas que podrian ser «fuentes» segun la teoria de recursos.

3.2.5. Criterios adicionales para cuantificar correlaciones cuanticas.

Como vimos al comienzo de la presente seccién -Sec. 3.2} una de las medidas més uti-
lizadas de correlaciones cudnticas en sistemas bipartitos es la discordancia cudntica |39
40], que esencialmente cuantifica la discrepancia entre dos versiones cuédnticas de dos ex-
presiones -clasicamente equivalentes- para la informacion mutua cuantica. Aunque desde
el punto de vista conceptual, el QD es relevante para evaluar los posibles «recursos»
cuanticos para el procesamiento de la informacion, este presenta algunos inconvenien-
tes practicos. Por ejemplo, en este momento no existe un criterio simple y directo para
verificar la presencia de discord en un determinado QS bipartito. Ademads, como vimos
anteriormente, teniendo en cuenta que la evaluacién del QD implica un procedimiento
de optimizacién, las expresiones analiticas del mismo se conocen solo en algunos casos
particulares [29]. Por otra parte, en general, el cdlculo del QD es una tarea compleja,
debido a que tal procedimiento de optimizacion involucra un barrido sobre un conjunto
completo de mediciones sobre uno de los subsistemas [46].

Con el objetivo de encontrar caminos alternativos para cuantificar correlaciones cudnticas,
se han propuesto varias medidas afines, ademads del QD [29, 52, (62|, y se ha discutido sobre
el conjunto de propiedades deseables que tales medidas de correlaciones bien comportadas
deberfan satisfacer |27, 28] 63].

Hasta aqui hemos revisado las condiciones necesarias [C.N.1)HC.N.5)| en la Sec. A
continuacién, nos enfocaremos en aquellos criterios que son relevantes en el contexto de las
teorias de recursos [27]. A su vez, estas teorfas resumidamente establecen que una medida
valida, sobre una resource particular, deberia ser mondétonamente no creciente bajo la
aplicacién de ciertas operaciones denominadas libres. Para un sistema bipartito A + B,
y considerando como «fuente» las correlaciones cuanticas (con respecto al subsistema
A) estos mapas libres son las Operaciones Locales que Preservan la Conmutatividad
(LCPO, por las siglas en inglés) en A y las operaciones locales en B (i.e. mapas CPTP
-ver Sec. . Segin vimos en la seccién un LCPO corresponde a un mapa A[']
completamente positivo que preserva la traza, es decir CPTP, y ademas la conmutatividad
[27], es decir, [Alp], Alo]] =0 V p,o tal que [p, o] = 0.

Con todo, a continuacién nos enfocaremos en analizar la validez de los siguientes criterios
adicionales,

C.N.4) La cantidad de correlaciones cuanticas (en sentido A — B) no debe crecer ante la
aplicacién de mapas LCPO en A ;

C.N.5) La cantidad de correlaciones cuénticas (en sentido A — B) no debe crecer ante la
realizacién de operaciones cudnticas sobre el subsistema B,

para el casos de la NCMQC -Ec (3.78])..

La NCMQC bajo las operaciones libres.

Antes de analizar el criterio |[C.N.4)| repasemos algunas propiedades importantes sobre
los mapas LCPO, primeramente sefialas en la Sec. [[.2.3]

Sea A4 un mapa LCPO. Si dimH4 = 2, entonces todo mapa LCPO en A es unital o
completely decohering [151], que también es unita]ﬂ Por lo tanto, para dim H 4 = 2, todo

Y6Recordemos que un mapa ®[-] se dice que es unital si ®[I] = 1, ver Sec. mientras que un mapa
completely decohering ®[-] es tal que ®[p] = >, p: |4) (¢|, por alguna base ortonormal {|i)} y probabilidades

{pi}.
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A4 es un mapa unital. Si en cambio dim H 4 > 2, los LCPO son isotrdpicos o completely
decohering 116 |152].

Para calcular la NCMQC tenemos que descomponer el estado del sistema global como

p=> Ai@|ip)(jal (3.195)

4]
donde {|ip)} es un BON de Hp, y
Aij = Trp[(1a @ jB)(inl)p] (3.196)

Sea p’ el estado que resulta de la aplicacién del mapa ® = Ay ® 1p,

= (Aa®1p)[p] (3.197)
Teniendo en cuenta la Ec. tenemos que
Al =Trp (14 ®|jB) (isl p'] (3.198)
con
p=> AalAi]®lig) (js| (3.199)
ij

De este modo, de la Ec. (3.195) podemos identificar Agj = A, [A;j]. Luego, los conmu-
tadores que tenemos que caracterizar son los siguientes:

(A7), ALyl = [AalAy), AalA]) - (3.200)

Tenemos entonces que ver que la NCMQC para p’ es menor o igual que la NCMQC
evaluada en p. Las afirmaciones siguientes estan hechas para una representacion de los
estados, dada por la base {|ip)}, fija pero sobre la cual no hemos impuesto condicién al-
guna. Esto seria equivalente a la medida Dg (NCMQD). Sin embargo, las demostraciones
que siguen también valen para la base éptima que da lugar a la medida NCMQC.
Supongamos entonces dimH 4 = 2. Comencemos expresando las matrices 2 x 2 {4;;}
y {A};} en términos de la matriz identidad 2 x 2 1, y o = (01,02,03), con {o;} las
matrices de Pauli; asi

Aij = dij . (12, O'), (3.201)
€ij * (12, O'), (3.202)

. 0 g1 g2 (0 o1 20 3 :
donde d;; = (dy;, d};, d7;, d3;) y eij = (), ej;, €3, €};) son vectores complejos.

El conmutador [A;;, Ak;] resulta
12) 31)
[Aij, Ari] = B?E]kl o3+ /81(ij o2+ 5%1 o1 (3.203)
donde hemos definido 5&2? =2 (dmdn d%dg}) Esto da como resultado,

(12

31)
igkl ‘ +

'ijl ‘ +

[Aij, Awl|2 = 2 < zf,f}‘ ) . (3.204)

Teniendo en cuenta la igualdad en Ec. (3.202), obtenemos expresiones equivalentes para
las matrices {A};}:

H[A;]’AQCZ]HE =2 ( l]kl ‘ + nz]kl)‘ + nz?]i’l)‘ ) ’ (3205)
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siendo 7778.27) =2 (e,f?e}gl — e%eﬂ).
Ahora, como estamos considerando mapas sobre sistemas de dos niveles, utilizamos la
parametrizacion que hemos establecido en la Sec. Recapitulando, vimos que todo
mapa completamente positivo que preserva la traza ® es un espacio bidimensional que
mapea el operador M = m-(1y,0) en M = m/-(1,, o), estd completamente caracterizado

por la siguiente transformacion de los vectores correspondientes:
m' = Tm, (3.206)

donde
1 0
T= [tT T] , (3.207)

con 0 = (0,0,0), t = (t1,t2,t3), y T la matriz 3 x 3 dada por
T = diag(A1, A2, A\3)
tal que
Al <1—|tg| <1 (3.208)

Luego, para mapas unital vale: ¢ = 0. Cabe destacar que esta es una parametrizacion
general para cualquier mapa que preserva la traza aplicado sobre matrices 2 X 2, a menos
de transformaciones unitarias -ver Sec. [[.2.3}, que no nos interesan puesto que ya hemos
visto que la medida de correlaciones en cuestién es invariante ante las mismas.

Consecuentemente, la Ec. implica e;; = Td;j, con ¢ = 0, y por consiguiente

(mmn) (mn) n) ’2

Mkt = )\m/\nﬁi(?;?). Teniendo en cuenta (3.208) resulta [n;;;, 2 < ’/Bi(jmkl
do las Ecs. (3.204) y (3.205) vemos que

, Y comparan-

1[4 Aalll2 < [[[Ai, Ag]l2- (3.209)

7

Esta desigualdad implica que para cualquier mapa LCPO (unital) sobre A, cuya matriz
resultante sea p’ vale:

Dc(p') < Da(p)

siendo Dg(p) la medida de no conmutatividad -Ec. (3.72)- para una descomposicién
aleatoria dada por la Ec. (3.195)). Por lo tanto, consecuentemente, tenemos que la medida
NCMQC d(-) -Ec. (3.78)-, no se incrementa bajo cualquier LCPO siempre que dimH 4 =
2.

Supongamos ahora dimH 4 > 2, en tal caso cualquier mapa LCPO es completely decohe-
ring, o isotrépico. El primer caso es trivial, dado que cualquier mapa completely decohe-
ring en A mapea un estado p en uno cldsico-cudntico ([3.29). Dado que D¢(p) = d(p) = 0
siempre que p € CS (conjunto de los estados cldsicos-cudnticos), se sigue de manera di-
recta que Dg o d no crecen ante la aplicacién de este tipo de mapas en A. Por lo tanto,
en lo que sigue nos concentramos unicamente en mapas isotrépicos sobre A.
Un mapa isotrépico ®*° se puede representar como

™[p] = pl'lp] + (1 - p)%Trm (3.210)
con d = dimH, y I' una operacién unitaria o antiunitaria |27} |116} |152]. Como se explica
en detalle en la ref. [153], para que el mapa ®*° sea completamente positivo, el pardmetro

-1

p debe estar en ;— < p < 1 cuando I' es un unitario, y, por otro lado, tiene que estar en
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el conjunto dado por d%ll <p< #1 en el caso restante de I' antiunitario. Cabe destacar
que p? < 1 en cualquier caso.

De la Ec. (3.200) con Ay = ®*° tenemos que
[A%, Aty = P*[T[Ai], T[Aw]). (3.211)

Para el caso unitario escribimos I'[p] = UpUT, entonces

[Alj, AY) = Ul Ay, A]UT, (3.212)

ij>
y por lo tanto
A7, Arlll2 = p?[1[As, Arall2 < |[[Aij, Aral|l2- (3.213)
Como en el caso de la Ec. , esto dltimo implica
Da(p) < Dalp), dals)) < da(p). (3.214)
Para el caso antiunitario tenemos I'[p] = Up' UT, asi

[, Al = P*ULAG, AglUT, (3.215)

entonces, teniendo en cuenta la invariancia de la norma de Hilbert-Schmidt ante la trans-
posicién de su argumento, llegamos a

AL, Ablll2 = p[1[AL Aglll2 < |I[Aij, Awlll2, (3.216)

Con todo, llegamos finalmente a demostrar el comportamiento no creciente de la medida
D¢ vy, por lo tanto, de la NCMQC d(-) (Eq. (3.214])) bajo mapas isotrépicos en A.

Veamos ahora el caso del segundo criterio adicional [C.N.5), considerando dimH, =

dimHp = 2, y tomando la clase de estados p tales que ps y pp son maximamente
mixtos. Esto es, analizaremos el criterio [C.N.5)| para los estados BD (|1.45):

1
p:Z <1A®1B+;Ck0'k®0'k> , (3.217)
con ¢, constantes reales. La Ec. (3.196) resulta:

Aij = 71aij + 5 > oo, (3.218)
k

donde o) = (ig| oy |jB). Los conmutadores entonces toman las expresiones

i (12) (31) (23)
[Aij, Ari] = 3 [clcgaijkl 03 + €130y 5 02 + C20300 7 01 | (3.219)
con ag?j) = ool — o}/ okl Esto nos da

2 1 2| (12)]? 2| (31)]? 2| (23)]2
H[Aij,Akl]H2:2—5<|clcg| az(jkl)‘ + |cics| agjkl)‘ + |cacs| agjkl)‘ ) (3.220)

Consideremos ahora el estado transformado p’ = (14 ® ®)p, obtenido bajo la aplicacién
de un mapa ® CPTP sobre el subsistema B,

. % <1A % Ly + Zk: ko @ @[ak]> . (3.221)
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Denotando con x; el vector que tiene 1 en la j-ésima (j = 1,2, 3) posicion, y ceros en las
demas entradas, podemos definir s; = (0, ;) y escribir s; - (1,0) = (0,x;) - (1,0) = 0.
Con esto, y escribiendo 15 = d - (1,0) con d = (1,0), teniendo en cuenta la Ec. (3.206)),

obtenemos

(17 t) ’ (17 U)v (3.222)
Blo;] =0’ = (Ts;) - (L,0) = \[s; - (1,0)] = \joj. (3.223)

Utilizando las Ecs. (3.221))-(3.223)) calculamos los conmutadores que resultan de la apli-
cacién del mapa,

[

2 1 2 21 12 (2
Zij;gli|H2:275<‘)\1)\2‘ lerea|” ||+

2 2
+ ‘)\1)\3’2 ‘6163|2 ‘a?’}kl + |)\2)\3|2 |6203|2 |a12]:'))kl ) (3.224)

)

Finalmente, dado que |A;| <1 (Ec. (3.208)), comparando las Ecs. (3.220]) y (3.224) vemos

que
H [A;J" Airl] Hz < ||[A4, Akl]H;’ (3.225)

y asi llegamos a la Ec. (3.209)), que demuestra el comportamiento no creciente de Dg y
d(-) ante operaciones realizadas sobre B para los estados BD ([1.45)).
Los resultados anteriores estan resumidos en el articulo [Art. 111l

. Qué podemos decir sobre el comportamiento de las medidas generalizadas
Op bajo las operaciones libres? El criterio es tema de estudio todavia para
nosotros y constituye un enorme desafio derivar condiciones para la medida de distancia
D de manera tal que la cantidad de correlaciones cudnticas Op lo satisfaga. Mds ain, es
remarcable el hecho de el criterio no esta demostrado para la principal medida de
correlaciones cuanticas: la discordancia Q@ = Qp con D la entropia relativa cudntica S.

Sin embargo, si se ha demostrado que el segundo criterio adicional [123] sea en
efecto valido para el QD. En el caso de las medidas generalizadas, hemos podido derivar
una condicién suficiente sobre D para la valia de la condicional adicional en cuestién

sobre Op. A saber:

Proposicién VI Si D(-||-) satisface todas las condiciones necesarias para Qp bien defi-
nido (ver Sec. 3.2.3) ademds de la propiedad siguiente:

» Dado o4BE € Bf(’HABE), H=Hs®HpRHE, la cantidad
D(oaBE||loaE ® 0B) — D(0aB|loA ® 0B) (3.226)

es invariante ante el intercambio de los subsistemas B y E. Siendo las matrices
o en los argumentos de D(-||-) las matrices reducidas de o4pp; Por ejemplo:

oap = Trploape]
entonces Q4(p) no crece ante operaciones locales sobre el subsistema B.

En la referencia [123| estd demostrada la validez del criterio para el caso de
la discordancia cuantica. La prueba hace uso de las propiedades de la entropia de von
Neumann. Sin embargo, la Proposicién (VI) puede ser reproducida siguiendo la misma
linea de razonamientos empleada en Ref. [123].
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Cabe aclarar que, si la condicién suficiente sobre D no se cumple, Qp(p) podria cumplir
de igual modo el criterio adicional que nos ocupa. En tal caso, un andlisis caso por caso
es necesario para determinar la validez del mismo.

Cerramos entonces lo referente a las correlaciones en sistemas cuanticos bipartitos. Antes
de pasar a otros temas, es importante marcar el cambio de paradigma en el area de
Correlaciones dentro de la informacién cudntica, utilizando como figuras de mérito dos
frases: La primera, de E. Schrédinger, refiriéndose al entrelazamiento [154],

“When two systems, of which we know the states by their respective representation, enter
into a temporary physical interaction due to known forces between them and when after a
time of mutual influence the systems separate again, then they can no longer be described
as before, viz., by endowing each of them with a representative of its own. I would not
call that one but rather the characteristic trait of quantum mechanics.”[]

y la segunda de S. Luo [67],

“The most significant characteristic of quantum mechanics is the noncommutativity,
which has the physical consequence that generic measurements usually disturb the quan-
tum system and thus destroy quantum correlations, in striking contrast to the classical
realm in which unperturbed measurements are always possible.”lﬂ

Resumen Definimos la informaciéon mutua cuantica presentandola como uno de
los principales cuantificadores de correlaciones entre subsistemas cudnticos. Clasifi-
camos los estados bipartitos en funcion de sus correlaciones como clasicos-cldsicos,
cldsicos-cuanticos, cudnticos-cuanticos (o separables en el contexto del entrelaza-
miento) y cudnticos. Resumimos el algoritmo DQC1 para calcular la traza de una
matriz unitaria, que utiliza una biparticiéon de estados cuanticos-cuanticos. Inclui-
mos una medida de correlaciones clasicas-cldsicas y clasicas-cuanticas basada en la
informacién de von Neumann. Presentamos el panorama general de correlaciones
en un estado bipartito cuantico haciendo uso de un enfoque geométrico. Definimos
entrelazamiento y la discordancia cudntica, como medidas correlaciones cuanticas.
Vimos cémo cuantificar alternativamente QC estimando el grado de conmutacién
de ciertos bloques especificos. Senialamos los problemas principales de la medida
NCMQD. Propusimos una medida afin y adecuada basada en la anterior denomi-
nada NCMQC.

En cuanto al esquema de cuantificacién asociado a la discordancia cudntica, pre-
sentamos una generalizacién en funcién del concepto de distinguibilidad, derivando
condiciones suficientes para las medidas de distancia en cuestién. Presentamos las
principales expresiones analiticas para el caso de dimension estados BD.

Analizamos el fenémeno de congelamiento del QD, que involucra una decoherencia
adiabdtica no disipativa, utilizando la forma de Fano y la NCMQC, mostrando que

17«Cuando dos sistemas, de los cuales conocemos sus respectivos estados, entran en una interaccién
fisica temporal debido a fuerzas entre ellos y, después de un tiempo de influencia mutua entre ellos, los
sistemas se separan nuevamente, entonces ya no pueden describirse como antes, es decir, dotando a cada
uno de ellos de una representatividad propia. No denominaria a esto como una propiedad, sino como el
rasgo caracteristico de la mecénica cudntica.”

18La caracteristica més significativa de la mecdnica cudntica es la no conmutatividad, que tiene la
consecuencia fisica de que las mediciones genéricas perturban -generalmente- el sistema cuédntico y, por
lo tanto, destruyen las correlaciones cudnticas, en contraste con el caso cldsico en que las mediciones no
perturbadoras siempre son posibles.
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ésta udltima representa la media de los correladores identificados como cudnticos
con mayor fidelidad que la discordancia.

Por dltimo, estudiamos los criterios adicionales para cuantificar correlaciones
cuanticas que podrian ser fuentes, en el caso de la NCMQC y las medidas generali-
zadas en funcién de la distinguibilidad. Este estudio senala fuertemente la validez
de la NCMQC como medida de una fuente, segin la teoria de recursos (para el caso
de estados BD, hemos podido reproducir las demostraciones satisfactoriamente).
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CAPITULO 4

Comunicacion y distinguibilidad

Los primeros investigadores en la teoria de informacién cudntica se preocuparon por la
cuestion de transmitir informacién clésicaﬂ utilizando medios 6pticos [11]. Seguidamente,
las investigaciones de aquel entonces condujeron al uso del formalismo de la QM puesto
que los medios empleados para la transmisién de informacion eran haces de luz coherenteﬂ
Los primeros investigadores de la teoria de la informacién cudntica fueron Helstrom,
Gordon, Stratonovich y Holevo. Gordon (1964) conjeturé por primera vez una cota para
la cantidad de informacién cldsica codificable utilizando estados cudnticos (i.e. sistemas
cudnticos) y Levitin (1969) conjeturé otro limite sin prueba alguna. Luego, en 1973,
Holevo proporcioné la demostraciéon de la conjetura de Levitin [76]. Este importante
limite ahora se conoce como la cota Holevo, y es 1til para probar converse theorems
(teoremas sobre optimizacién) en la teoria cudntica de Shannon [20]. La implicancia
mas simple de la cota Holevo es que no se puede transmitir mas de un bit cldsico de
informacién utilizando un qubit (i.e. un sistema de dos niveles).

Veamos a continuacién como modelar la transmisiéon de informacién cldsica utilizando
medios cuanticos, y como se definen «informacién accesible» y la «cota Holevo».

4.1. Esquema de comunicacion y cantidades afines

Consideremos un sistema cudntico () representado por un espacio de Hilbert Hg. Este
sistema es compartido por dos entidades, comtinmente denominadas como Alice y Bob.
En un esquema de comunicacién, el primero tiene una fuente de informacién clésica
X = {xo,...,zn}, n € N, y p; = Prob(X = ;) la cual refiere a la probabilidad de
ocurrencia del valor x;.

Si tenemos X = x;, entonces Alice prepara un estado cudntico p; perteneciente al ensam-
ble {po,---,pn} C Bf (Hg). El objetivo central es comunicar a la contraparte -Bob- el
resultado X = z; por medio del ensamble de estados {p;}. En consecuencia, Bob realiza
una medicién sobre el sistema @ descripta por la POVM M = {M,..., M}, m € N.
El resultado de la medicién constituye una nueva variable aleatoria YM = {yo,..., ym}
con una probabilidad de ocurrencia dada por ¢; = Tr[M;p] siendo p =) . pip;.

La probabilidad condicional de obtener el resultado de la medicién YM = y; dado que
X = z;, como vimos anteriormente en la Sec. es 4 = Tr[\/ﬁjpi \/ﬁj}, por lo tanto,
la probabilidad conjunta de las variables X e Y estd dada por P(X = x;, YM = y;) =
Pij = pig;;-

Como es de esperarse, la informacién que Bob obtiene sobre X depende de medicién
particular que realice, M, mientras que esta informacién obtenida la podemos cuantificar
haciendo uso de la informacién mutua -Ec. (3.8)- I(X,Y™) [155] que podemos escribir

nformacién clésica es todo aquello que se puede ser transmitido como un conjunto finito de sfmbolos
(“A mathematical theory of communication”, C. E. Shannon).

2Los estados de luz coherentes son estados cudnticos especiales que un laser «coherente» emite ideal-
mente.
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(X, YM) = H(X)+ HYM) - H(X,YM) (4.1)

donde, ver Sec.
H(X)=—-) pilogp; = H(p)
i=0

H(YM) ==Y gjlogq; = H(q)
=0

n,m
H(X,YM)=->" Pjlog P; = H(P)
i,j=0

La informacion accesible Is(X,Y) estd definida como el méximo de I(X,Y ™M) sobre las
mediciones posibles [18, |76} 77, |155]:

Is(X,Y) = max I(X, YMy = 1(X, v M%) (4.2)

con M? la medicién que maximiza, denominada dptima.
El teorema de Holevo [18, 76| establece que:

Is(X,Y) < S(p) = D_piS(pi) = Xs

con S(p) la entropia de von Neumann -Ec. — y Xg la cota Holevo o informacion de
Holewvo.

Una caracteristica intrinseca de un emsamble cuantico es la “cuanticidad” asociada di-
rectamente a la no conmutacién de sus elementos. Esta propiedad, ademas, relaciona la
informacién accesible Ig con la cota Holevo Xg. Especificamente, si los elementos del
conjunto conmutan, entonces se tiene Ig = Xg, de lo contrario, la desigualdad es estricta:
Xg > Is [15]. Podemos cuantificar esta «no conmutacién» utilizando la NCMQC
d(-), introducida en el articulo y revisada en el Capitulo anterior, Sec. Otra
figura de mérito sobre un ensamble particular de estados cuanticos es el grado de mezcla
que este presenta, dado por la purity, o pureza, ver Capitulo [T} Sec. [1.2:2

Por otra parte, aunque la cantidad de Holevo Xg se puede obtener a través de mediciones
sobre un largo nimero de copias del mismo estado, regularmente no es ajustada en el caso
de un estado unico (sin copias) |[156], como el establecido anteriormente. Algunos autores
se han preguntado si la cota Holevo se puede mejorar, estableciendo una desigualdad
alternativa con un comportamiento adecuado y mas cercano a la informacién accesible
[41, [157]. Dar una respuesta cerrada a la pregunta anterior excede el objetivo de esta
seccién; en su lugar, nos enfocamos en probar que la cota Holevo es un caso particular de
un resultado mas general, en funcién del concepto de distinguibilidad. Lo que sigue dié

lugar a nuestro articulo [6].

Distinguibilidad, conmutacién y el teorema de Holevo. Nuestro esquema de co-
municacién, segin hemos visto, involucra las variables aleatorias X e Y. La primera
estd asociada a la distribucién de probabilidad p = {p;}, y define el resultado particu-
lar que se desea comunicar. La segunda variable define el resultado Y = y; y depende
de dos factores: 1) del ensamble {p;, p;} de estados cudnticos, 2) de la medicién M
que Bob realiza sobre el subsistema @) con el objetivo de obtener informacion sobre el
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resultado de X. Ahora bien, ;Bajo qué condiciones Bob -a través de sus mediciones
M (cuyos resultados son la variable Y)- es capaz de determinar el resultado de X con
certeza absoluta? Una pregunta enteramente equivalente es ;Bajo qué condiciones Bob
es capaz de distinguir los estados {p;}7 La respuesta, que podemos encontrar en [15],
relaciona conmutacion con distinguibilidad y las cantidades involucradas en el teorema
de Holevo; veamos cémo.

Primero, notemos que, utilizando el teorema de Bayes -ver Sec. [I.1}, podemos reescribir
I(X,YM) como
I(X,Y™) = H(p) - H(p.) (4.3)

con H(p.) = — Zj qj >_; Pilj log py; con p;; = Pyj/q; la probabilidad condicional de
obtener el resultado X = z; dado Y = y;. De este modo, — ), pi|; log p;|; es la incerteza
sobre el resultado de la variable X luego de haberse medido y observado Y = y;. Asi,
H(p.) es la incerteza -promedio- sobre X luego de haberse medido Y.

Por otro lado, se puede ver que una cota de la cantidad de Holevo Xg esta dada por
H(p) [15]:
Xs < H(p) (4.4)

Si los estados {p;} son mutuamente conmutativos tenemos igualdad en (4.4) |18]. Con
todo, tenemos que

I(X,Y™) = H(p) - H(p.) < Xs < H(p) (4.5)
Si la informacién accesible (dada por la medicién M?) es igual a la cota Holevo se sigue

H(p) — H(pc) < H(p) (4.6)

Como Ig(X,Y) = Xg si y sélo si los estados {p;} conmutan [15], y dado que en este
caso también vale Xg = H(p), la desigualdad implica H(p.) = 0; de este modo,
vemos que si Ig(X,Y) = Xg entonces la incerteza sobre el resultado de X luego de
haberse medido M es nula y podemos distinguir los estados {p;} (consecuentemente
también podemos identificar el valor de X).

Ahora bien, si por otro lado podemos identificar el resultado de X con probabilidad
uno (sin incerteza), existe una medicién M°? tal que H(p.) = 0. La desigualdad se
convierte en H(p) < Xg < H(p). Se sigue de inmediato que H(p) = Xg lo que implica:
Is(X,Y) = Xs. Como lo anterior vale si y sélo si {p;} conmutan hemos mostrado que

Is(X,)Y)=Xs <= H(p.)=0 <= {p;} conmutan (4.7)

lo que determina la relacién senialada entre distinguibilidad, conmutacion y el teorema
de Holevo.

4.2. Nuevas desigualdades

Siguiendo [20], y como hemos definido en la Ec. (3.8), la informacién mutua I(X,Y)
entre dos variables aleatorias X e Y es la conexion intrinseca con la entropia relativa de
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Shannon H, -Ec. (1.1.1). Especificamente, en el contexto establecido anteriormente en la
Sec. podemos reescribir la Ec. (4.1)) de la forma:

I(X,YM)=H(p) + H(q) - H(P) =

n,m
g P..
= g P;jlog Y
ij=0 Diq;

= H,(P|lp x q) (4.8)

donde H,(P||p x q) la entropia relativa de Shannon entre la distribucién de probabilidad
conjunta P = {P;;} y su contraparte no correlacionada es p x ¢ = {p;q;}. Ademas, H,
es una medida de distancia entre las distribuciones de probabilidades anteriores [14] -ver
Sec. Por lo tanto, la igualdad senala una nueva conexion entre distinguibilidad y
la informacién compartida por las variables aleatorias X e YM. La cota Holevo también
puede reescribirse utilizando la entropia relativa de von Neumann S(-||-), dada por la Ec.

- [14], resultando:
Xs = S(p) — ZpiS(pi) = Zpis(mﬂp)

con p =Y, pip;. Por lo tanto, el teorema de Holevo toma la siguiente forma:

H,(P||p x q) < ZpiS(me)

7

En otras palabras, la distinguibilidad entre la distribucién de probabilidad conjunta P y
p X ¢ es menor o igual que la media de la distinguibilidad entre los estados {p;}, utilizando
como medida de distancia la entropia relativa de von Neumann. Generalicemos entonces la
desigualdad previa para medidas de distancia generales D(-||-) derivando las propiedades
necesarias para dar lugar a una cota valida. A tal fin, trabajaremos con dos espacios
auxiliares de Hilbert Hp y Has siendo {|ip)}i g v {|jm)}}jLg, dos bases ortogonales de
los mismos, respectivamente.

Teorema 4.2.1 Sea D(:||-) una medida de distancia contractiva ante mapas CPTP, Pro-

piedad Sec. que ademds cumple con la condicion de banderas Ec. (3.118)),

entonces:
D(P|lp x q) < ZpiD(Pz‘HP) = Ap (4.9)
siendo
D(P||p x q) = D(pecllpie @ pec) (4.10)
con
Pec = ”z"f Pijlip) (ip| @ |jm) (Gl
ij=0

pre®@pit =" pear|kp) (kp| @ |la) (Lul
kl=0

Llamaremos a Xp, Cantidad de Holevo basada en dz’stanciaﬁ (DBHQ).

3En inglés: Distance Based Holevo Quantity
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Aclaracion sobre la notacién: Para cualquier medida de distancia razonable, D(pc||pk. @
pM) constituye una distancia estadistica (o divergencia) entre las distribuciones de pro-
babilidad P y p x ¢ (dado que los estados pe. y pk @ pM conmutan y son diagona-
les en la base ortonormal {|ij)p,,} de Hp ® Har). Por lo tanto, elegimos la notacién
D(P||p x q) = D(pecl|pk. @ pM) para enfatizar lo anterior. Asimismo, D(P||p x ¢) de-
pende de la medicién M, mientras que Xp sélo depende del ensamble {p;, p;}. Entonces,
teniendo en cuenta la Ec. , elegimos:

Ip(X,Y) = m/\é/ilxD(PHp X q) (4.11)

Denominaremos a la cantidad Ip (X, Y') como la informacion accesible generalizada (GAI).
La interpretacion de la cantidad anterior depende, claramente, de la medida de distancia
utilizada.

Prueba Consideremos el esquema de comunicacién establecido en la Sec. y los es-
pacios de Hilbert Hp y Hjs introducidos anteriormente.

Conectemos cada resultado de X con un elemento de la base ortonormal de Hp, |ip).
Por otro lado, tales eventos estan asociados con una preparacion especifica, por ejemplo,
si X = x; entonces p = p; (el estado del sistema compartido Q). Estas asociaciones estan
representadas por el estado:

n
pe=Y_pilir) (ip| ® pi (4.12)
=0

Ahora bien, si Bob realiza una medicién representada por POVM M y sus resultados se
almacenan en el subsistema M bajo las siguientes prescripciones: Cuando no se realizo
ninguna medicién, elige el estado |0p7). Si, en cambio, Bob obtiene el resultado de la
medicién YM = y;, entonces este asocia YyM = y; con un elemento de la base ortonormal
de Hys; digamos, |jar). Estas dos recetas se resumen en los estados:

po =Y pilir) (ir| @ pi @ [0ar) (O] (4.13)
=0
pa =Y pilir) (ip| ® /M;pin/M;  |jar) (| (4.14)
i,j=0

Por otra parte, prq se puede obtener de la aplicacién de una operacién cuantica CPTP
Em, es decir, Em(po) = pm [18].
El estado que describe la informacién adquirida por Bob sobre la variable X es:

n,m

pec =Y Pijlip) (ir| ® |jar) (ind] (4.15)
4,7=0

Las contrapartes no correlacionadas de los estados (4.12)), (4.13)), (4.14)) y (4.15)) son,
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respectivamente:
pt @ p? = pip;lir) (ir| @ p; (4.16)
ihj
P QM __ T ; 210 0 4.17
pb ®@pd = pipjlip) (ir| ® pj @ [0ar) (Ou] (4.17)
Z’7~j
M M
Pt @ PR = Em(pf @ pd™) = (4.18)
= pipklir) (ip| ® /Mjpr/M; @ |n) (G| (4.19)
,L‘?j?k
n,m
Pe® poe = > pigjlir) (ir| ® |im) (G (4.20)
ij=0

Consideremos ahora una medida de distancia D(:||-) contractiva y que satisface la
condicién de Banderas :3.118}. Luego, debido a la propiedad de aditividad restringida
(ver Sec. Prop. Pd.fk que D cumple por ser contractiva), es directo ver que
M
D(pello! © o) = D(pollo§ @ pi™)
Utilizando la contractividad [Pd.g] tenemos

M M
D(pollpd @ p&™) > Dlpmllpi @ P57

Ademsds, teniendo en cuenta que tomar la traza parcial sobre un subsistema es una
operacién cudntica CPTP [11} 18], se sigue que:

M
D(pmllphy @ p%i") > Dlpecllple @ p)

Finalmente, combinando (4.16))-(4.20|) y usando la condicién de banderas (3.118]) obtene-
mos:

D(pellpf ® p?) = piD(pillp) = D(pecllpl @ pit) = D(P||p x q)
)

Es importante remarcar que el teorema de Holevo se recupera si elegimos como medida
de distancia la entropia relativa S(-||-) -Ec (2.51).

Por otro lado, se puede ver que si los estados {p;} conmutan, vale que para cualquier
medida de distancia razonable (que cumple con las condiciones del Teorema , se
tiene una igualdad en . Por el contrario, depende de la medida de distancia D si
una igualdad en implica la conmutacién de los estados {p;}. Este es un punto que
merece ser comentado: las implicaciones de la desigualdad dependen notablemente
de la distancia utilizada.

En sintesis, la prueba de la cota Holevo utiliza la subaditividad fuerte de la entropia de
von Neumann S(-), pero también, como hemos visto, se puede rehacer utilizando la mo-
notonicidad de la entropia relativa cudntica S(-||-). Ademads, la cantidad de Holevo X se
puede expresar en términos de la divergencia generalizada de Jensen-Shannon -Ec. ([2.14))-
entre los elementos del ensamble, utilizados en el protocolo de comunicacién [113], lo que
sugiere una estrecha relacién entre la cota Holevo y la nocién de distinguibilidad entre
estados cudnticos. Por otra parte, en [158] obtuvieron un limite Holevo-type utilizando
la medida de distancia Hilbert-Schmidt -Ec. con p = 2-y en [159, [160| los autores
propusieron y estudiaron una cantidad denominada informacion generalizada de Holevo,
utilizando un enfoque geométrico que involucra medidas de distancia D(+||-) entre estados
cuanticos. Los trabajos anteriores motivan la generalizacién del teorema de Holevo por
medio de medidas de distancia. El resultado, resumido en la Ec. , constituye un
conjunto de nuevas desigualdades entre la denominada Distance Based Holevo Quantity
Xp y la Informacion Accesible Generalizada Ip.
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4.2.1. Medidas de distinguibilidad particulares

Como hemos visto, una medida de distancia es un objeto matemaético con propiedades
especificas. Sin embargo, es sabido que no todas ellas pueden considerarse medidas de dis-
tinguibilidad, por lo definido en la Sec. La razén de esto es que la tinica forma fisica
de distinguir dos estados cuanticos es a través de un proceso de mediciéon. En mecani-
ca cuantica, los eventos son intrinsecamente estocasticos y, por lo tanto, los resultados
de la medicién estan asociados con una distribucién de probabilidad. En consecuencia,
si uno tiene un criterio para distinguir dos distribuciones de probabilidad, entonces es
posible obtener una medida de distinguibilidad entre dos estados cuanticos midiendo y
optimizando las posibles mediciones, ver Capitulo [2| Sec. y las refs. |17, |1§].

El propédsito principal de esta seccion es usar las nuevas desigualdades y aplicarlas
a nociones especificas de distinguibilidad. Siguiendo la Sec. 2.3.1] consideraremos tres
nociones diferentes de distinguibilidad que son de interés para la criptografia cuantica:
la distancia de Kolmogorov K -Ec. en el caso clésico, Ec. en el cuantico-,
la probabilidad de error FP,., dada por la Ec. en el caso de distribuciones de pro-
babilidad y por P.(p||c) = 3 — $K(p||o) en la contraparte cudntica- y el coeficiente de
Bhattacharyya, cuya expresion clasica es y la cuantica estd dada por la Ec. .
Cabe recordar que el cuadrado de B(pl||o) es la conocida fidelidad.

Nuevas desigualdades basadas en informacion.

La desigualdad correspondiente para la nocién de distinguibilidad de Kolmogorov es
K(P|lpx q) <> piK(pillp) = Xk (4.21)
i

Cabe destacar que, incluso cuando los estados del ensamble {p;} no conmutan, es posible
alcanzar la igualdad en , como se mostrara en la seccién analizando el caso
de un ensamble conformado por sistemas de dos niveles. Este es un comportamiento
destacable, y contrapuesto al de la cota Holevo.

La probabilidad de error entre dos distribuciones p y ¢q es
1 .
Pe(pllq) = 3 me{pi, i}
i
y estd relacionada con la nocién de Kolmogorov K a través de:

Pe(pllg) = % - %K(PHQ)

entonces, vale

P.(pl|lo) = % — %K(p\la)

Luego, tenemos una interpretacién alternativa de la desigualdad (4.21]) dentro de la nocién
de probabilidad de error:

Po(Pllpx q) = > _ piPelpillp) = Xp, (4.22)

Finalmente, queda por considerar el coeficiente Bhattacharyya B, cuyas expresiones son
(2.8) y (2.46)), relacionado, en el caso cudntico, con el cuadrado de la distancia Bures
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-Ec. (2.50)- de la siguiente forma:
db(pllo) = 2[1 — B(pllo)]

La distancia Bures (al cuadrado) satisface las condiciones establecidas en el teorema
lo que conlleva a la desigualdad:

B(P|lp x q) > ZpiB(pin) = X (4.23)

7

Teniendo en consideracién que F(p||o) > Tr(po) obtenemos una nueva desigualdad dada
por:

B(P|lp x q) > Plp] (4.24)

con Plp] = Tr[p?] la pureza -Ec. (1.18))- del estado que se entrega a Bob.

4.2.2. Ensambles de Qubits

Ahora, consideraremos un conjunto de estados {p;} de sistemas de dos niveles, es decir,
dim Hg = 2, ver Sec. y restringiremos nuestros cédlculos, en cuanto a la informacién
accesible , a mediciones proyectivas de von Neumann. Nuestro propdsito es iden-
tificar la diferencia entre las cantidades usuales, dadas por la entropia relativa, es decir,
Ig vy Xg, y las cantidades generalizadas DBHQ y GAI. Bajo el precepto anterior, las
mediciones de von Neumann tienen una principal ventaja debido a su representacién de
Bloch.

A tal fin, sea V un operador unitario dado por (representacién, Ec. )

V=5 (1,i5)

con §€, ' ={5€R*/ s3+s? +s3+s3 = 1}. Las mediciones de Bob sobre el sistema
Hq estdn dadas por

€ = {E;}} (4.25)

siendo E; = V*|5) (4| V, vy {l7) ]1-:0 las bases computacionales [47].

Luego, como hemos visto en el Capitulo anterior {3}, en repetidas ocasiones al realizar
un célculo que involucra mediciones proyectivas, los vectores de Bloch de los operadores
de medicién Ej estan dados por Tr(E;6) = (—1)’Z siendo Z = (21(5), 22(5), 23(5)) donde

-ver Ecs. ——,

21 (§) = 2(—8082 + 8183) (4.26)
22(5‘) = 2(8081 + 3233) (4.27)
23(5) = 52 + 52 — 57 — 52 (4.28)
Asi,
1 TR
Ej=3 14 (-1)%-5] (4.29)

La direcci(’)rﬁ dada por Z caracteriza la medicién £. Es importante notar que Z cubre la
esfera de Bloch, es decir, es posible medir en cualquier direccién.

4Decimos direccién porque es un vector de médulo uno, aveces denominado versor.
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Ahora bien, si los estados del ensamble estan dados por
1 7 =
pi=3 (1 . a) (4.30)
1 7 =
pP=5 (l + B 0) (4.31)

donde p = ), pip; y por tanto Em => pzﬁ_;, realizando los cédlculos correspondientes,
las probabilidades Pj; y p;q; (ver 4.1]) estan dados por:

3

Py=2 [1+(—1)jﬁi-z}

pig; = i {1 + (—1)j§m . Z}

[\

Dado un ensamble de operadores {p1,p2,...,pn}, cada uno con probabilidad p;, la no
conmutatividad de los mismos estd dada por:

= % > ipwprs mied

k,1=0

donde ||A||2 = /Tr[ATA] es la norma de Hilbert-Schmidt. La definicién anterior estd
basada en la NCMQC d(-), dada por (3.78). Incluso, podemos ver que N, coincide con
esta medida, calculada en direccion B — A, para el estado p.:

d(pe) = Ne (4.32)

con p. dado por Ec. [£.12) y d(-) la NCMQC en direccién B — A.
Luego del calculo correspondiente, obtenemos:

pkpl S mE|x . s
kl 2 \/‘ﬁ Hﬁl B’“ Bl) _k;ofz\/ﬁ)ﬁkxﬁl‘ (4.33)

En el caso del estado (4.31)), la pureza P resulta:

Ple] = T[] = 5 (14 15nP) (4.34)

Veamos ahora las expresiones generalizadas para la DBHQ Xp y D(P||p x q) -Ec. —
para las medidas de distinguibilidad consideradas en la Sec. Hemos omitido la
probabilidad de error P, porque las expresiones son totalmente andlogas a la nocién de
Kolmogorov. Cabe aclarar que la hemos incluido anteriormente por la interpretacion que

brinda a la cantidad Ec. (4.10)).

Para la distancia de Kolmogorov

(4.35)

i —

XK:%ZPZ' B,
i

K(Pl|lpx q) = (4.36)

&y

Distinguibilidad y correlaciones Tesis D. G. Bussandri



108 4.2. NUEVAS DESIGUALDADES

v para el coeficiente de Bhattacharyya

—

Bi

XB:\}ini 1+@-Em+\/<1— 2><1—‘3m‘2> (4.37)
B(Pllpxq)zz

_ Pi 3. NG .7 (3.5 (3.5
= Z g5\ 1 (B D) + \/ [1 (5-2) } [1 (5i-2) ] (4.38)
En el caso de la entropia relativa, la cota Holevo y H,(P||p X q) toman la forma
x5 =5 |t (|B])| - 57(|5n]) (4:39)
2 - 2

H,(P||p x q) = % [me( B; - 5()] - %f(‘ﬁm 7

B;

) (4.40)

donde f(x) = (1 + z)logy(1l + x) + (1 — x)logy(1 — x) es menos la entropia binaria de
Shannon.

Asi, una vez obtenidas las expresiones analiticas para la nocién de Kolmogorov, podemos
establecer el siguiente resultado:

Teorema 4.2.2 Para cualquier ensamble de dos qubit (ver (4.30) y (4.31), con n =2)
vale:

IK(va) = ngXK(P,p X Q) = Xk

Prueba Por definicién, tenemos que
Bm = pPo+ (1 —p)A

K(P,pxq) = 5p|(Fo — ) -7 (B~ Br) - 2

1
(1 =%
+2( j2)

Xk = %]5 Bo — Em’ + %(1 —p) | B _gm)
Eligiendo Z' = ‘% donde B = 50 — 51 sigue
X = p(1 —p)f = K(P,p x e s
Por lo tanto, Iy = K(P,p X q)|2:%.

Noétese que el teorema anterior es védlido también para una informacién accesible
definida a partir de mediciones POVM, implicando que, en el caso particular que estamos
considerando, estas no son necesarias.

Finalmente, estudiaremos el comportamiento de Ip y Xp (para las nociones de Kolmo-
gorov y Bhattacharyya) en contraste con las cantidades conocidas Is y Xg, utilizando la
medida de no conmutatividad N, y la pureza P como figura de mérito para las propie-
dades del conjunto.
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Figura 4.1: Comparacién entre I, Xs y N. para el ensamble (4.41) y (4.42) y p = 1/2.

Todas las cantidades graficadas son adimensionales.

4.2.3. Ejemplo

Consideremos un ensamble compuesto por dos estados puros {pg, p1}, siendo [18] (161}
162

pPo = [(1) 8} (4.41)

P { cos2 6 cos 0 sen 9] (4.42)

cos@send sen2 6

]

con probabilidades pg = p y p1 = 1 — p. Para 6 = 0, pg = p1, mientras que para § = %,
los estados conmutan. Los correspondientes vectores de Bloch son (Ecs. (4.30) y (4.31))):

~— N

By = (0,0,1) (4.43)
By = (sen 26,0, cos 20) (4.44)
Bm = ((1 = p)sen20,0,p + (1 — p) cos 26) (4.45)

Consecuentemente, realizando el dlgebra correspondiente, la no conmutatividad N, y la
pureza P toman las siguientes expresiones analiticas -Ecs. (4.33) y (4.34)):

(1 — 5
N, = p—p) |sen 20|
V2
Plp] =1 —2p(1 — p)(sen §)?
Adicionalmente, la expresién para Xx (y también para I, ver Teo. |4.2.2)) es
X =2p(1 — p)|send|

Los casos restantes, es decir, Xp e Ip para la entropia relativa S(:||-) y el coeficiente
de Bhattacharyya B, constituyen ejemplos mas interesantes y complejos. De este modo,
calculamos la informacién accesible generalizada para las medidas de distancia anteriores
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Figura 4.2: Comparacién entre Ip, X, Py N, para el ensamble (4.41)), (4.42) y p = 1/2.
Todas las cantidades graficadas son adimensionales.

-Ecs. ([£38) y (#40)- con p = 5 para 6 € [0, Z]. Por otro lado, insertando las Ecs. ([{-43)-
(4.45) en la igualdad dada por la Ec. (4.37) y (4.39) podemos obtener las expresiones

analiticas para la Xp.

La figura[d.1) muestra el comportamiento de Xs y Is. La diferencia entre estas cantidades,
Xg — Ig, crece y decrece de acuerdo a la no conmutatividad N.. En contraparte, la figura
[4.2] contiene los perfiles de las funciones Xz y Ip dependientes del pardmetro 6. En este
caso, la diferencia Ig — X'g no presenta exactamente el mismo comportamiento que N,.
Sin embargo, graficando la cantidad (1 — P)AN, podemos concluir que Iz — X5 contiene
informacién sobre la pureza P y la no conmutatividad N, del ensamble.

4.2.4. Correlaciones clasicas-cuanticas y la Xp

Resumidamente, como vimos en las Sec. y Sec. la Ec. representa la
asignacién entre los elementos de la base {|ip)}, de Hp, con el conjunto de estados
{pi} € Bf (Hg) que constituyen el medio de comunicacién. A su vez, los vectores |ip)
estan en correspondencia con los eventos X = z;, que tienen un comportamiento neta-
mente cldsico, y una probabilidad de ocurrencia dada por p;. De hecho, la inclusion de
los espacios Hp y Har en la Sec. tiene como tnico objetivo reescribir el esquema de
comunicacién dentro del formalismo de la mecénica cuantica para asi poder demostrar las
nuevas desigualdades (4.2.1]) [18]. Sin embargo, si P es el sistema (cldsico) representado
por Hp, tenemos que p. —— es el estado del sistema global P + ). Més aun, en el
capitulo anterior vimos que p. pertenece a un conjunto que hemos definido como estados
cldsicos-cudnticos CS -ver Sec. El estado p. es el nexo entre lo desarrollado en este
capitulo y el anterior, puesto que nos permite establecer una conexién entre la DBHQ
-Xp- vy la medida de correlaciones clasicas-cuanticas generalizadas Jo, definidas en las

Sec. B21] y B23

Especificamente, la cota Holevo es la informacién compartida entre los sistemas P y @,

cuantificada por Tp -ver Sec. Ec. (3.112)). Asi,
Tp(pe) = Xp

De ahora en mads, para ser consistentes, supondremos una medida de distancia D con
las condiciones del Teo. Ahora bien, si P es un sistema cudntico al igual que Q

(4.46)
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y ademas p es el estado global de ambos sistemas, tomando el ensamble dado por los

estados
m _ Trp[M; ®1p]
PQli = pM
3

y las probabilidades p; = Tr [M; ® 1p] siendo M una medicién proyectiva sobre P for-
mada por los operadores M; = |ip) (ip|, tenemos que

pe=_ " lir) (ir| ® o (4.47)

)

Luego, tomando el mdximo sobre las mediciones proyectivas posibles sobre P de Tp(p.)
tenemos que ésta cantidad es la medida de correlaciones clasicas-cuénticas’] 7p definida
en la Ec. .

De este modo, vemos que la medida generalizada de correlaciones de tipo clasico-cuantico
Jp es un caso particular de la cota DBHQ Xp evaluada en el ensamble compuesto por
los de estados condicionales que resultan luego de la medicién M? éptima; es decir, la
medicién que maximiza -ver, por ejemplo, la Ec. . Decir que las cantidades anteriores
son iguales es caer en una simplificacién errénea dado que son conceptualmente diferentes.
Para el caso D = S, con S la entropia relativa, tenemos que la DBHQ es la cota Holevo
v Js es la medida J que da lugar a la discordancia cudntica. Esta relacion ha sido
ya resaltada en algunos articulos, por ejemplo, los trabajos [163] y |164]. En este tltimo
articulo, notando la relacién anteriormente establecida, se reconoce al QD como el recurso
minimo necesario para una quantum key dz’stm’butionﬂ segura y se lo pone en un lugar de
principal importancia en la criptografia cuantica.

Por otro lado, continuando con la misma linea de pensamiento, para calcular la infor-
macion accesible generalizada Ip para el ensamble dado por el estado de la Ec.
tenemos que realizar una medicion sobre el subsistema (), y maximizar la cantidad resul-
tante D(P||p x ¢q) dada por la Ec. (4.10]). Segtin hemos visto, el teorema establece
que la maximizacién anterior es siempre menor o igual que la DBHQ para cualquier
ensamble de estados, en particular para . Ademds, la cantidad Ip, en términos de
correlaciones entre los subsistemas P y @), para el ensamble en cuestién, es la medida
generalizada de correlaciones cuanticas-clasicas evaluada en p., pero como este estado es
por definicién uno de tipo cldsico-cuantico tenemos que la informacién accesible genera-
lizada para {pg’r:} coincide con la medida de correlaciones clasicas-cldsicas entre Py Q.
En el caso de D igual a la entropia relativa S, tenemos que sélo habra igualdad entre la
informacién accesible (i.e. correlaciones clésicas-cldsicas) y la cota Holevo (i.e. correla-
ciones clasicas-cudnticas) si el ensamble de estados {pg‘l:} es mutuamente conmutativo,
es decir, si p. no presenta correlaciones cudnticas en direccion Q — P. El teorema [4.2.2
indica que, en la nocién de Kolmogorov (i.e. DBHQ dada por Xk y la GAI dada por
Ik ), no tiene por qué ocurrir lo mismo, dado que para el caso de ensambles de estados
dos dos qubits, X = Ix. Adicionalmente, teniendo en cuenta el resultado establecido
en el capitulo anterior, Sec. dado por la Ec. , podemos calcular la medi-
da de correlaciones clasicas-cudnticas Jr, (que en este esquema es igual a la cota Xk)
para cualquier estado p de dos qubits y mediciones proyectivas. Lo anterior, de manera
directa, nos da la informacién accesible generalizada, en la nocién de Kolmogorov, pues-
to que por el teorema esta coincide con X} y, en consecuencia, con la medida de

5Presentes en el estado rho y entre los subsistemas P y Q.
Distribucién de claves cudnticas
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correlaciones Jr,. Asi, en esta nocién de distinguibilidad, la cantidad de correlaciones
cldsicas-cudnticas es igual al grado de correlacién de tipo clésicas-clasicas (I ).

Resumen En este capitulo, hemos propuesto una generalizacién del teorema de
Holevo mediante medidas de distancia, puntualizando en las nociones criptografi-
cas de distinguibilidad. En particular, hemos obtenido las nuevas desigualdades
correspondientes a las nociones de Kolmogorov, el coeficiente de Bhattacharyya
y la probabilidad de error. Para explorar los comportamientos de las cantidades
generalizadas (DBHQ y GAI) en estos tres casos, hemos calculado las expresiones
analiticas correspondientes para el caso de ensambles de qubits, utilizando medicio-
nes de von Neumann proyectivas, mostrando que DBHQ y GAI son iguales para
la nocién de distinguibilidad de Kolmogorov (Ix = Xk ) para cualquier ensamble
de dos qubits. También hemos obtenido las expresiones analiticas para la no con-
mutatividad (medida por N,) y la pureza (medida por P) del conjunto como una
funcién de los vectores Bloch de los estados que componen el ensamble. Finalmen-
te, hemos considerado en ejemplo de dos estados puros en los que hemos calculado
numéricamente la informacién accesible Ig y Ig. Al usar la no conmutatividad y
la pureza como elementos caracteristicos de las propiedades del ensamble, encon-
tramos que: 1) Xg — Ig aumenta y disminuye con la no conmutatividad N, y 2) la
diferencia de las cantidades generalizadas para la nocion Bhattacharyya, es decir,
Ip — X, captura no solo la no conmutatividad del conjunto sino también la pureza
mostrando un comportamiento mas rico que el caso de entropia relativa.

Finalmente, revisamos la relacién existente entre las cantidades DBHQ y GAI
con las medidas de correlaciones entre subsistemas cudnticos Jp estudiadas en

el Capitulo [2|
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El objetivo -que podriamos adjetivar como asintético- de este trabajo es realizar un com-
pendio de la relacion existente entre las nociones de distinguibilidad de estados cuanticos
y correlaciones entre subsistemas del mismo tipo, que a su vez comprenda nuestras in-
vestigaciones de los tltimos anos. Lo haremos de acuerdo a un «ordenado temporal» para
los resultados, segiin como los fuimos obteniendo.

A saber, comenzamos en el afio 2015 estudiando correlaciones en sistemas cuanticos bi-
partitos en dimensién finita. A fines de 2016, empezamos con el anélisis de la medida no
conmutativa de discordancia cudntica Dg(-) de correlaciones cuanticas propuesta en ese
mismo ano por Y. Guo [62]. Los resultados obtenidos en tal investigacién muestran que,
en general, la NCMQD depende de la base que utilicemos para Descomponer el estado
cuyas correlaciones queremos estimar, Ec. . Primero, enfocandonos en el caso de
estados puros mostramos que D¢ es una funcion de la concurrencia de Wootters C, dada
por la , del estado puro y la coherencia de la matriz de densidad reducida. Como
consecuencia de esta ultima dependencia, D¢g es una cantidad dependiente de la repre-
sentacion que, en un caso general, produce resultados diferentes cuando se considera la
biparticién A|B o B|A. Estas son caracteristicas indeseables para cualquier medida de QC
en el caso de estados puros. Para avenir este comportamiento dependiente de la represen-
tacién, sugerimos una medida alternativa d(-), denominada medida de no conmutatividad
de correlaciones cudnticas. La NCMQC d(-) involucra un procedimiento de minimizacién
sobre el conjunto de las bases locales que, en el caso de estados puros, realizamos analiti-
camente. En ese caso, la representacion éptima resulta ser la de Schmidt, ver Fig. 3.1

Ademas, a diferencia de Dg(+), d(-) se reduce a una medida de entrelazamiento legitima
en el caso de estados puros. Luego, numéricamente calculamos la nueva medida d(-) para
algunos estados arbitrarios (mixtos) tipicos, Figs.[3.243.3(b)|y mostramos explicitamente
que también para los estados mixtos, D¢g(-) depende de la representacién. Como conse-
cuencia, en la mayoria de los casos de interés, nuestros resultados indican que el uso de
D¢ puede resultar en una sobre-estimacién de las QC. Sin embargo, con respecto a los
estados mixtos arbitrarios, vale la pena mencionar que el procedimiento de optimizacion
involucrado en el célculo de d(-) puede ser dificil de realizar en contraposicién con la me-
dida propuesta por Guo que tiene la ventaja de ser facilmente computable; asimismo, la
cantidad D¢ podria usarse como un estimador cualitativo de la presencia de correlaciones
cuanticas. Adicionalmente, y a continuacién de la investigacion anterior, estudiamos el
comportamiento de la NCMQC d(-) bajo la accién de operaciones locales, ya sea en el
subsistema A o B. Especificamente, vimos que la medida en cuestion no aumenta bajo
ningun mapa LCPO sobre el subsistema A, una caracteristica que fortalece el comporta-
miento de la NCMQC, no demostrada para el QD. En este sentido, aunque solo hemos
analizado el caso de la no conmutatividad cuantificado por la norma de Hilbert-Schmidt,
pareceria posible llevar a cabo un estudio andlogo que implique comportamientos como
el anterior en el caso general de cualquier norma arbitraria que satisfaga propiedades
bésicas (como, por ejemplo, la invariancia bajo la transposicién de su argumento, o ante
transformaciones unitarias). También mostramos que cuando se consideran los estados
BD d(-) no aumenta bajo operaciones locales arbitrarias en el subsistema B. Aunque el
resultado es inicamente valido para este conjunto restringido de estados, y su extension
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a estados bipartitos arbitrarios ain estd pendiente, nuestros resultados representan un
importante avance con respecto a las potencialidades de la NCMQC mostrandola como
un cuantificar valido para una teoria de recursos de QC generales.

En simultdneo con el trabajo anterior, desde 2015 en adelante estudiamos los distintos
enfoques de cuantificacién de correlaciones que involucraban medidas de distinguibilidad.
La sintesis de aquellas ideas dio lugar a un enfoque general de cuantificacién de diferentes
tipos de correlaciones mediante el uso de medidas de distancias, resultando asi un nuevo
conjunto de cuantificadores de correlaciones. Seguidamente, analizamos las propiedades
que las medidas de distancia empleadas deben cumplir para obtener cuantificadores de
correlaciones con un comportamiento adecuado. Resumidamente vimos que las medidas
de distancia invariantes ante transformaciones unitarias y contractivas ante la apli-
cacién de mapas CPTP [Pd.g] dan lugar a medidas de correlaciones bien comportadas,
ver condiciones: |[C.N.1)] Adicionalmente, para obtener medidas de correlaciones
clasicas-cudnticas, las distancias deben verificar, ademds de las propiedades anteriores,
el requisito de convezidad [Pd.1] en al menos una de sus entradas. Ademds, sumando
como requisito razonable la condicién de banderas para las medidas distancias,
vimos que todo el esquema de cuantificacién (7p, Jp y Qp) es razonablemente adecuado
conteniendo una medida de correlaciones cuanticas Qp que cumple con las condiciones
necesarias listadas.también deben satisfacer un requisito adicional no demasiado restricti-
vo (cf. Sec. Ref sec: dprop, propiedad ref PRQC). También determinamos una condicién
suficiente sobre D para asegurar la contractividad de las medidas de QC bajo cualquier
mapa CPTP sobre el subsistema B, dada por la ecuacién . En resumen, vimos
que es posible construir cuantificadores de diferentes tipos de correlaciones dentro de
un marco consistente, generalizando la relaciéon entre distinguibilidad y correlaciones, si-
guiendo el esquema de cuantificacién de la medida de referencia en el area: la discordancia
cudntica.

Ya en 2018, y a continuacién de los trabajos anteriores en los que revisamos los con-
ceptos de medidas de distancia, correlaciones y, ahora también, conmutacion entre los
bloques constituyentes de los QS, nos preocupamos por la interpretacién misma de la
discordancia cudntica. Concretamente, ;Qué implica, en cuanto al procesamiento de in-
formacién, un congelamiento del QD? La pregunta es amplia y ambiciosa. Para ganar
intuiciéon sobre una posible respuesta, y sumar una consideracién diferente basada en
nuevas herramientas e ideas, empleamos la forma de Fano y la matriz T para ver mas
alla del comportamiento del QD. Especificamente, estudiamos las correlaciones presentes
en un sistema cuantico bipartito formado por dos qubits en un estado inicial con mar-
ginales maximamente mixtos, bajo una evoluciéon particular: la decoherencia adiabdtica
no disipativa no interactuantes. Por medio de la representacion de Fano del estado del
sistema, identificamos una matriz de correlaciones -entre variables aleatorias- que, a su
vez, define el estado p global. A partir del estudio de los elementos de esta matriz de
correlaciones T, ver Ec. (3.11]), antes y después de realizar mediciones sobre uno de los
subsistemas, pudimos identificar las correlaciones cldsicas y las cudnticas (denominadas
correladores para distinguirlas de las correlaciones entre subsistemas) presentes en un
estado BD. Ademas, suponiendo las condiciones inicial ¢;(0) para tener freezing del QD,
pudimos aplicar el formalismo anteriormente establecido al fenémeno de «congelacion»
del QD bajo. Asi, vimos que los correladores cuanticos pueden no permanecer constan-
tes en promedio; comportamiento representado con mayor fiabilidad por la NCMQC
d(-), medida cuya potencialidad para representar «fuentes», segtin la resource theory, ya
habiamos resaltado. Concluimos entonces que el fenémeno de congelamiento del QD no
equivale directamente a la congelacién de los correladores entre las variables aleatorias
que representa el estado p. Naturalmente, nuestras conclusiones pueden extenderse a
otras medidas o cuantificadores de correlaciones cudnticas que eventualmente reflejen el
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mismo tipo de comportamiento de congelacion y un esquema de cuantificaciéon similar
que involucre la misma medicion optima. Con todo, y en resumen, se debe tener precau-
ciéon al momento de interpretar la discordancia cuantica y su congelamiento como una
«fuente» que permanece invariante con el tiempo.

También en 2018, en simultdneo con las investigaciones anteriores, notamos la relacién
entre las correlaciones clasicas-cudnticas y la cota Holevo [76]. Asi, propusimos una ge-
neralizacién del teorema de Holevo mediante medidas de distancia, centrando nuestros
estudios en nociones criptogréaficas de distinguibilidad En particular, hemos obte-
nido nuevas desigualdades, correspondientes a las nociones de Kolmogorovﬂ -Ecs. y
y de Bhattacharyya -Ecs. y . Para explorar los comportamientos de las
cantidades generalizadas (DBHQ y GAI) en los casos anteriores, calculamos las expre-
siones analiticas correspondientes para el caso de ensambles de estados de sistemas de
dos niveles -utilizando mediciones de von Neumann- demostrando que DBHQ y GAI son
iguales para la nocién de distinguibilidad de Kolmogorov ( Ix = Xk) para cualquier
ensamble de qubits de dos elementos. También obtuvimos las expresiones analiticas para
la no conmutatividad (medida por N. -Ec. — que a su vez coincide con la NCMQC
calculado en sentido B — A) y la pureza (medida por P -Ec. ) del ensamble como
funciones de los vectores Bloch de los estados en cuestiéon. Finalmente, consideramos el
caso de un ensamble de dos estados puros en los que calculamos numéricamente la infor-
macién accesible Ig -Ec. y GAI -Ec. — para la nocién de distinguibilidad de
Bhattacharyya. Al usar la no conmutatividad N, y la pureza P como figuras de mérito
de las propiedades del conjunto, vimos que: 1) Xs — Ig crece o decrece si la no conmuta-
tividad lo hace; y 2) Para la nocién Bhattacharyya, es decir, Ip — X’p, captura no solo la
no conmutatividad del ensamble, sino también la pureza mostrando un comportamiento
mas rico que en el caso de la entropia relativa como medida de distinguibilidad.

El estudio anterior cierra el enfoque general de cuantificacién de informacién (tanto de
correlaciones como de, por ejemplo, informacién accesible) en funcién de la nocién de
distinguibilidad, determinando un conjunto de condiciones necesarias impuestas sobre
las medidas de distancia, con el objeto de generar funcionales bien definidos. Con todo,
encontramos en la cuantificacion de la conmutacion una herramienta fundamental en el
estudio de la cuanticidad de los sistemas y estados cudnticos. Sugiriendo, entre otras
cosas, que tanto distinguibilidad como correlaciones cudnticas son dos “caras” distintas,
pero estrechamente relacionadas, de la conmutatividad.

"Déndole interpretacién a las cantidades resultantes utilizando la probabilidad de error.
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