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Resumen

Sea M una variedad diferenciable y sea G un grupo de Lie que actúa transitivamente
sobre M. Si K denota el subgrupo de isotroṕıa de M , entonces M es difeomorfa a G/K, y
la acción de G induce una nueva acción sobre L2(G/K) dada por

ρ(g)f(x) = f(g−1 · x), g ∈ G, x ∈ G/K,

llamada usualmente la representación regular a izquierda. Notemos que M admite una me-
dida G-invariante y por lo tanto la acción en L2(G/K) es unitaria.

Una pregunta natural es cómo se descompone esta acción como suma o integral directa
de representaciones irreducibles de la forma

L2(G/K) =

∫ ⊕
Ĝ

mλHλ dµ(λ),

donde Ĝ denota el conjunto de clases de equivalencia de representaciones irreducibles unita-
rias de G, dµ es una medida boreliana sobre Ĝ y mλ es la multiplicidad de Hλ en L2(G/K).
Más aún, nos preguntamos bajo qué condiciones la descomposición es libre de multiplicidad,
esto es mλ = 1 ppµ(λ). La noción de que (G,K) sea un par de Gelfand está intimamente rela-
cionada con el hecho de que la descomposición de L2(G/K) en representaciones irreducibles
sea libre de multiplicidad.

En esta tesis estudiaremos ejemplos de pares de Gelfand obteniendo la correspondien-
te descomposición de L2(G/K). Luego profundizaremos en la teoŕıa de pares de Gelfand
generalizados, estudiando particularmente ciertos ejemplos.

Más precisamente, por un lado consideraremos una familia de pares de Gelfand (KnN,N)
(ó abreviadamente (K,N)) donde N es un grupo de Lie 2-pasos nilpotente y K es el grupo
de automorfismos ortogonales de N . Descompondremos la acción regular de K n N sobre
L2(N) buscando la medida de Plancherel y describiremos el conjunto de funciones esféricas
genéricas. En el caso del grupo de Heisenberg Hn, obtendremos la descomposición de L2(Hn)
bajo la acción de K nHn para todo K ⊆ U(n) tal que (K,Hn) es un par de Gelfand.

Por otro lado introducimos la noción de par de Gelfand generalizado (G,K) donde K
no es un grupo necesariamente compacto y desarrollamos la teoŕıa correspondiente, la cual
es análoga al caso donde (G,K) par de Gelfand clásico. Un resultado central garantiza que,
si (K,N) es un par de Gelfand con N grupo de Lie nilpotente y K subgrupo de Aut(N),
entonces N es, a lo sumo, 2-pasos nilpotente. Buscaremos ejemplos de pares de Gelfand
generalizados (K,N) en los cuales N sea 3-pasos nilpotente.
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Abstract

Let M be a differential manifold and let G be a Lie group acting transitivelly on M. If
K denotes the isotropy subgroup of M , then M es diffeomorphic to G/K, and the action of
G induces a new action on L2(G/K) given by

ρ(g)f(x) = f(g−1 · x), g ∈ G, x ∈ G/K,

called usually as left regular representation. Notice that M admits a G-invariant measure
and hence the action on L2(G/K) is unitary.

A natural task, in this area, is the study of decomposition of this action as sum or direct
integral of irreducible representations as follows

L2(G/K) =

∫ ⊕
Ĝ

mλHλ dµ(λ),

where Ĝ denotes the set of equivalence classes of unitary irreducible representations of G,
dµ is a Borel measure on Ĝ and mλ is the multiplicity of Hλ on L2(G/K). Moreover, we
are interested in conditions which assure that the descomposition is multiplicity free, i.e
mλ = 1 a.e. µ(λ). The notion of Gelfand pair is intimately related with the fact to find
decompositions of L2(G/K) being multiplicity free.

In this thesis, we will study examples of Gelfand pairs by obtaining the correspond
decomposition of L2(G/K). Thus, we will study deeply the theory of generalized Gelfand
pairs.

More precisely, on the first hand we will consider a family of Gelfand pair (K n N,N)
((K,N) for short) where N is 2-step nilpotent group and K is the group of orthogonal
automorphisms of N . We will decompose the regular action of KnN over L2(N) by searching
the correspond Plancherel measure and thus we will describe the set of generic spherical
funtions. In the Heisenberg case Hn, we will obtain the decomposition of L2(Hn) under the
action of K nHn for any K ⊆ U(n) such that (K,Hn) is a Gelfand pair.

On the other hand, we will introduce the notion of generalized Gelfand pair (G,K) where
K non-compact and we will developed the correpond theory. A well-known result assures
that, if (K,N) is a classic Gelfand pair where N is a nilpotent lie group and K is a subgroup
of Aut(N), then N is t-step nilpotent with t ≤ 2. We will find examples of generalized
Gelfand pairs (K,N) with N a 3-step nilpotent Lie group.
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aconsejó. Y eso que le tocaron momentos dif́ıciles, entre ellos, mis dos embarazos. Y además,
por suerte, agradezco haber podido compartir nuestras desesperanzas poĺıticas en momentos
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Introducción

El análisis de Fourier en el toro unidimensional T trata, esencialmente, sobre la descom-
posición de L2(T ) en suma directa de subespacios minimales invariantes por traslaciones,
esto es,

L2(T ) =
⊕
n∈Z

Cϕn (1)

donde ϕn(θ) = einθ, θ ∈ R.
Análogamente, un resultado básico del análisis de Fourier en R da la descomposición de

L2(R) como una integral directa de espacios minimales invariantes por traslaciones, pero no
ya de L2(R), sino de S ′(R). Expĺıcitamente,

L2(R) =

∫ ⊕
R
Cϕξ dξ (2)

donde ϕξ(x) = eixξ, x ∈ R, y dξ denota la medida de Lebesgue.
La diferencia crucial entre las dos descomposiciones se debe a la no compacidad de R.

Consideremos ahora una variedad diferenciable M y sea G un grupo de Lie que actúa
transitivamente sobre M. Si K denota el subgrupo de isotroṕıa de M , entonces M es difeo-
morfa a G/K, y la acción de G induce una nueva acción sobre L2(G/K) dada por

ρ(g)f(x) = f(g−1 · x), g ∈ G, x ∈ G/K,

llamada usualmente la representación regular a izquierda de G en L2(G/K). Notemos que
M admite una medida G-invariante y por lo tanto la acción sobre el espacio L2(G/K) es
unitaria.

Una pregunta natural que surge es cómo se descompone esta acción como suma o integral
directa de representaciones irreducibles de la forma

L2(G/K) =

∫ ⊕
Ĝ

mλHλ dµ(λ),

donde Ĝ denota el conjunto de clases de equivalencia de representaciones irreducibles unita-
rias de G, dµ es una medida boreliana sobre Ĝ y mλ es la multiplicidad de Hλ en L2(G/K).
Más aún, nos preguntamos bajo qué condiciones la descomposición es libre de multiplicidad,
esto es mλ = 1 ppµ(λ), como en (1) y (2).
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Otro resultado básico del análisis de Fourier en R establece que la transformada de Fourier
F definida en L1(R) por

Ff (ξ) =

∫
R
f (x) e−ixξdx

es un homomorfismo de álgebras de L1(R) en L∞(R), donde en L1(R) el producto está dado
por la convolución de funciones y en L∞(R) por el producto puntual, i.e.

F(f ∗ h) = F(f)F(h)

con (f ∗ h)(x) =
∫
R f(y)h(x− y) dy.

Consideremos, para cada f ∈ L1(R), el operador Tf : L1(R)→ L1(R) definido por

Tf (h) = h ∗ f, h ∈ L1(R).

Es inmediato comprobar que el álgebra de operadores

{Tf : f ∈ L1(R)}

es conmutativa ya que el álgebra de convolución (L1(R), ∗) lo es. Luego, podemos pretender
“diagonalizar simultáneamente”los operadores Tf respecto de alguna “base adecuada”, y esto
nuevamente lo garantiza la transformada de Fourier: debido a la fórmula clásica de inversión
obtenemos que

Tf (h)(x) =

∫
R
ĥ(ξ)f̂(ξ)eixξ dξ, x ∈ R,

siendo {ϕξ(x) := eixξ}ξ∈R la “base”buscada.
Más aún, el Teorema del núcleo de Schwartz nos asegura que todo operador lineal

T : S(R)→ S ′(R),

continuo con las topoloǵıas naturales, y que conmuta con traslaciones, viene dado por la
convolución con una distribución temperada φ, esto es

T (h) = h ∗ φ, h ∈ S(R).

Mediante aproximaciones de la identidad podemos probar la densidad de L1(R) en S ′(R),
y fácilmente obtener que el álgebra de operadores lineales, continuos y que conmutan con
traslaciones es conmutativa!

Volviendo al caso general, denotemos por D(G/K) al espacio de funciones C∞ definidas
sobre G/K de soporte compacto munido con su topoloǵıa usual y por D′(G/K) a su espacio
dual.

Observemos que una función cuyo dominio es G/K se identifica naturalmente con una
función definida sobre G invariante a derecha por K. Si P : G→ G/K denota la proyección

natural, denotamos f̃ := f ◦ P .
En este contexto, una versión adaptada del Teorema del núcleo de Schwartz asegura que,

dado un operador lineal
T : D(G/K)→ D′(G/K)
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continuo con las topoloǵıas naturales y que conmuta con la acción de G, existe una distri-
bución K-bi-invariante φ ∈ D′(G) tal que para toda f ∈ D(G/K)

T̃ (f) = f̃ ∗ φ,

donde ∗ es la convolución entre la función f̃ ∈ D(G) y la distribución φ ∈ D′(G).
Supongamos que K es compacto y que el álgebra de convolución de las funciones definidas

sobre G integrables K-bi-invariantes es conmutativa. Entonces podemos esperar diagonalizar
simultaneamente estos operadores en una “base adecuada”.

Estos problemas dan lugar a la definición de par de Gelfand, ya que son equivalentes.
Más precisamente, sea G un grupo de Lie y sea K un subgrupo compacto de G. Diremos
que (G,K) es un par de Gelfand si vale alguna de las siguientes afirmaciones

(i) El álgebra de convolución (L1(G)K , ∗) de funciones definidas sobre G integrables y
K-bi-invariantes es conmutativa.

(ii) La acción regular a izquierda de G sobre L2(G/K) se descompone en componentes
irreducibles libre de multiplicidad.

Por supuesto que en esta introducción sólo queremos motivar los problemas que hasta
ahora hemos considerado, aunque todos los resultados requieren una cuidadosa demostración.

Notemos que en las expresiones (1) y (2) el grupo G es conmutativo y podemos considerar
como K al conjunto conformado por el elemento identidad e de G.

Si el algebra L1(G)K es conmutativa, una herramienta poderosa que podemos utilizar es
la transformada de Gelfand (la transformada de Fourier es sólo un caso particular de ella)
definida del siguiente modo:

Sea ∆ el espacio de los homomorfismos continuos no nulos de L1(G)K en C. Entonces
el Teorema de representación de Riesz nos asegura que dado χ ∈ ∆ existe una funcion
K-bi-invariante ϕ ∈ L∞(G) tal que

χ(f) =

∫
G

f(g)ϕ(g−1) dg,

para toda f ∈ L1(G)K . La función ϕ recibe el nombre de función esférica y denotamos por
χϕ al homomorfismo representado por ϕ. Más aún, para simplificar la notación, supondremos
que el conjunto de funciones esféricas está parametrizado por un conjunto Λ y escribiremos
∆ := {ϕλ : λ ∈ Λ}. ∆ es un espacio topológico localmente compacto munido con la topoloǵıa
de la convergencia uniforme sobre compactos de {ϕλ}λ∈Λ. Denotemos por C0(∆) al espacio
de funciones continuas sobre ∆ que se anulan en ∞.

Entonces la transformada de Gelfand

̂ : L1(G)K → C0(∆)

dada por
f̂(λ) = χϕλ(f)
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es un homomorfismo de álgebras entre el álgebra de convolución (L1(G)K , ∗) y (C0(∆), ·) con
el producto puntual de funciones .

Como en el caso real, disponemos de las fórmulas de inversión y de Plancherel: existe una
medida boreliana dv sobre ∆, llamada medida de Plancherel, tal que si f ∈ L1(G)K∩L2(G)K

entonces

f(x) =

∫
∆

f̂(λ)ϕλ(x) dv(λ)

y

||f ||22 =

∫
G

|f(x)|2 dg =

∫
∆

|f̂(λ)|2 dv(λ).

En particular, en un par de Gelfand, los operadores Tf :L1(G)K → L1(G)K dados por

Tf (h) = h ∗ f

con f ∈ L1(G)K diagonalizan simultáneamente en términos de las funciones esféricas ya
que

Tf (h)(x) =

∫
∆

ĥ(λ)f̂(λ)ϕλ(x) dv(λ). (3)

Ahora, teniendo presente que una función K-bi-invariante f sobre G es identificable con
una función sobre G/K invariante a izquierda por la acción de K, podemos preguntarnos
cómo se descompone el operador Tf en L2(G/K). No podemos esperar una descomposición
tan bonita como en (3), pero veamos:

Por la fórmula de inversión, f(x) =
∫
∆
f̂(λ)ϕλ(x) dv(λ), y para h ∈ L2(G/K) obtenemos

Tf (h)(x) = h ∗ f(x) =

∫
∆

f̂(λ)(h ∗ ϕλ)(x) dv(λ).

Por el Teorema del núcleo de Schwartz podemos intuir que si (G,K) es un par de Gelfand,
y T es un operador lineal dado, T : D(G/K) → D′(G/K), continuo con las topoloǵıas
naturales y que conmuta con la acción de G, entonces T es del tipo

T (h) =

∫
∆

c (λ)(h ∗ ϕλ) dv(λ),

donde el “multiplicador” c es una función acotada.
Eso es exactamente lo que se puede demostrar en forma rigurosa y que tiene una perfecta

analoǵıa con los resultados del análisis armónico real.
Asimismo, esto nos permite descomponer la acción regular a izquierda en L2(G/K) en

representaciones irreducibles. En efecto

L2(G/K) =

∫
Hλ dv(λ)

donde la proyección Pλ : L2(G/K) → Hλ viene dada por Pλ(h) = h ∗ ϕλ. El problema en
cada caso es determinar la medida de Plancherel dv y el conjunto de funciones esféricas con
medida de Plancherel no nula, también llamadas genéricas.
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Ejemplos de pares de Gelfand son los pares simétricos de tipo compacto y no compacto
y una excelente exposición del correspondiente análisis esférico está desarrollada en [17].

Más recientemente fueron clasificados los pares de la forma (K nN,K) (tambien deno-
tados (K,N)) donde N es un grupo de Lie nilpotente y K es un subgrupo del grupo Aut(N)
de automorfismos de N . Uno de los primeros resultados asegura que si (K,N) es un par de
Gelfand entonces N es abeliano o 2-pasos nilpotente (ver [5]).

En esta tesis consideraremos una familia de pares de Gelfand introducidas por J. Lauret
en [23], donde K es el grupo de automorfismos ortogonales de N . Destacamos que estos
ejemplos son todos los pares (K,N) que aparecen en la clasificación dada por E. Vinberg
donde K es el subgrupo compacto maximal de Aut(N), con excepción de tres casos.

Esta familia tiene una propiedad muy sorprendente: casi todos los grupos de Lie 2-pasos
nilpotentes que la conforman (con excepción de dos casos) admiten representaciones de cua-
drado integrables. Para estos pares, siguiendo la teoŕıa de Moore-Wolf, encontraremos una
expresión impĺıcita para la fórmula de inversión de N , y como una consecuencia, determi-
naremos completamente la descomposición de la acción regular a izquierda de K nN sobre
L2(G/K) en componentes irreducibles, la medida de Plancherel dv y el conjunto de funciones
esféricas que aparecen en la descomposición. Cuando sea posible, hallaremos una expresión
expĺıcita para tales funciones esféricas. Cabe destacar que estos resultados completan el
análisis realizado por J. Wolf en [35] para aquellos N que no admitan representaciones de
cuadrado integrable.

Una atención especial merecerá el grupo de Heisenberg. Si Hn es el grupo de Heisen-
berg (2n + 1)-dimensional, también obtendremos una descomposición de la acción regular
a izquierda de K n Hn sobre L2(N) en componentes irreducibles, pero en este caso dicha
descomposición será para todo K ⊆ U(n) subgrupo de automorfismos de Hn tal que (K,Hn)
es par de Gelfand (el listado de todos los pares de Gelfand de la forma (K,Hn) se encuentra
en [4]).

Posteriormente, nos interiorizaremos en la teoŕıa de pares de Gelfand generalizados
donde K ya no será necesariamente compacto.

Generalizando la teoria de pares de Gelfand, las siguientes afirmaciones son equivalentes
(ver [6]):

(i) Toda representación unitaria (π,H) de G que se realiza en D′(G/K) es libre de mul-
tiplicidad.

(ii) Toda representación unitaria irreducible de G tiene (salvo múltiplos escalares) a lo más
un vector distribución fijo por K.

(iii) Dada una representación unitaria (π,H) de G que se realiza en D′(G/K), el álgebra
de operadores de entrelazamiento es conmutativa.

Notemos que estos operadores son lineales, continuos y conmutan con la acción a izquierda
de G, y por el Teorema del núcleo de Schwartz vienen dados como operadores de convolución
con elementos de D′(G) K-bi-invariantes.

xiii



Aśı como en los pares simétricos (G,K) se tiene que K es precisamente el grupo de puntos
fijos de la involución de Cartan, en numerosos ejemplos de pares de Gelfand generalizados
K es el grupo de puntos fijos de una involución de G (ver [31]).

Por otra parte, ejemplos del tipo (K n N,K) fueron construidos tomando como N el
grupo de Heisenberg (ver [24]).

Una pregunta que nos surgió naturalmente es si un par de Gelfand generalizado del tipo
(K,N) implica necesariamente que N es a lo sumo 2-pasos nilpotente y la respuesta es no.
Aqúı daremos un ejemplo de un par generalizado donde N es 3-pasos nilpotente, lo cual a
nuestro entender abre un abanico de preguntas.

Esta tesis está organizada en siete caṕıtulos de la siguiente manera:

En el primer caṕıtulo se introducirán los conceptos básicos sobre teoŕıa de Lie y teoŕıa de
representaciones. Comenzaremos mencionando algunas propiedades relevantes de los espacios
en los cuales realizaremos el análisis armónico, los grupos topológicos. Mostraremos como
construir espacios topológicos nuevos a partir de dos espacios topológicos dados y presenta-
remos una familia de ejemplos muy destacada: los grupos lineales. Luego nos concentraremos
en otra familia de grupos topológicos sobre la cual trabajaremos en esta tesis: los grupos
de Lie. Daremos las definiciones y propiedades básicas e introduciremos el álgebra de Lie
asociada a un grupo de Lie dado. Dotaremos a estos espacios de una medida invariante por
traslaciones: la medida de Haar, y de una noción de integral. Finalmente nos dedicaremos al
estudio de las representaciones de grupos y álgebras de Lie. Una sección aparte estará des-
tinada a representaciones sobre grupos de Lie compactos. En este caṕıtulo nos basaremos,
principalmente, en los siguientes materiales bibliográficos: [16], [19], [32] y [34].

En el segundo caṕıtulo presentaremos las principales definiciones y propiedades del análi-
sis armónico sobre grupos de Lie. Daremos las definiciones de funciones de tipo positivo y
funciones esféricas y luego recordaremos su relación con las representaciones unitarias e
irreducibles. Introduciremos la noción de par de Gelfand y recordaremos diferentes equiva-
lencias con la definición. Recordaremos la fórmula de inversión y de Plancherel para funciones
K-bi-invariantes. Formalizaremos la noción de integral directa de espacios de Hilbert y de
representaciones. Presentaremos el Teorema del núcleo de Schwartz para el caso G = Rn,
y su generalización para el caso de grupos de Lie no necesariamente conmutativos. Final-
mente enunciaremos la fórmula de inversión y de Plancherel para funciones K-invariantes a
izquierda, la cual permitirá demostrar un resultado conocido que será muy útil en el resto del
trabajo: (G,K) es un par de Gelfand si y sólo si la representación metapléctica se descom-
pone libre de multiplicidad como K-módulo. En este caṕıtulo nos basaremos principalmente
en [32].

En el tercer caṕıtulo desarrollaremos el análisis armónico en el grupo de Heisenberg. Para
comenzar presentaremos el grupo de Heisenberg (2n + 1)-dimensional Hn y su correspon-
diente álgebra de Lie hn. El objetivo principal de este caṕıtulo será descomponer el espacio
L2(Hn) como una integral directa de espacios irreducibles y minimales bajo la acción de
KnHn donde (K,Hn) sea un par de Gelfand (la lista de todos los pares de Gelfand (K,Hn)
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a los cuales podemos aplicarle esta descomposición se encuentra en [4]). Para ello, la fórmula
de inversión de funciones definidas sobre Hn será la herramienta principal, y para obtener
una formulación expĺıcita primero describiremos Ĥn, el conjunto de clases de equivalencias
de representaciones unitarias e irreducibles de Hn. Nos basaremos en la teoŕıa desarrollada
por Kirillov para grupos de Lie nilpotentes, que se encuentra por ejemplo en [35]. También

daremos una descripción expĺıcita de K̂ nHn basada en la teoŕıa de Mackey, teoŕıa que
también se encuentra desarrollada en [35]. Uno de nuestros trabajos originales es encontrar
una parametrización y una expresión (lo más expĺıcita posible) de las funciones esféricas
asociadas al par de Gelfand (K,Hn) en términos de la descomposición de la representación
metapléctica en componentes irreducibles como K-módulo. Luego probaremos la descom-
posición del espacio L2(Hn) =

∫ ⊕
Σ
Hλ,jdλ, donde la proyección Pλ,j : L2(Hn) → Hλ,j viene

dada por la convolución contra una función esférica, Pλ,jf = f ∗ φλ,j. Este resultado está
enunciado en el Teorema 3.6.9. Finalmente describiremos el conjunto de funciones esféricas
asociadas al par (T1, Hn) donde T1 es un toro unidimensional y luego las funciones esféricas
asociadas al par (U(n), Hn). Este conjunto de funciones esféricas fueron descriptas en [4].
Estas funciones involucran una familia clásica de funciones: los polinomios de Laguerre y
polinomios de Laguerre generalizados. Daremos su definición.

En el cuarto caṕıtulo desarrollaremos la teoŕıa de álgebras de Lie solubles, nilpotentes y
semisimples. Para álgebras de Lie complejas semisimples definiremos subálgebra de Cartan y
desarrollaremos la descomposición en espacios de ráıces, que luego extenderemos para el caso
de álgebras de Lie compactas. Presentaremos las definiciones principales de pesos concluyen-
do con el Teorema del peso máximo. Para esta primera parte del caṕıtulo nos basaremos en
[19]. Luego daremos algunos ejemplos en los que se muestran expĺıcitamente la subálgebra de
Cartan, el sistema de ráıces y los pesos dominantes para ciertos grupos de matrices, siguiendo
[16]. Finalmente enunciaremos algunos resultados acerca de descomposiciones de productos
tensoriales de representaciones irreducibles para algunos grupos de matrices concretos.

En el quinto caṕıtulo comenzaremos repasando una construcción de una familia de pares
de Gelfand (K,N(g, V )) descripta por J. Lauret en [23], donde K es un subgrupo com-
pacto del grupo de automorfismos de N , g es un álgebra de Lie compacta y (π, V ) es una
representación real de g. Luego, basándonos nuevamente en la teoŕıa de Kirillov, describi-
remos el conjunto de representaciones unitarias e irreducibles correspondiente a grupos de
Lie nilpotentes. Dado N nilpotente y K subgrupo compacto, mediante la teoŕıa de Mac-

key, describiremos K̂ nN y enunciaremos un resultado que se encuentra en [3] análogo al
criterio de Carcano pero ahora para grupos de Lie nilpotentes. Para continuar resumiremos
brevemente la teoŕıa desarrollada por Moore-Wolf en [25], en la cual se define el Pffafiano
P , y se establece una correspondencia entre conjuntos de clases de equivalencias de repre-
sentaciones de cuadrado integrable y órbitas coadjuntas Oλ tal que P (λ) 6= 0. Esta teoŕıa
nos permitirá deducir una fórmula de inversión para N(g, V ). Finalmente, dado un grupo de
Lie compacto con toro maximal T , probaremos un isomorfismo entre G/T × C y gr, donde
C es una cámara de Weyl en h, h es una subálgebra de Cartan de g y g es el álgebra de
Lie de G, y encontraremos el determinante de su diferencial. Para probar este isomorfismo
utilizamos toda la teoŕıa desarrollada en la Sección 5.6. Luego enunciaremos y probaremos
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nuestro resultado principal, el Teorema 5.7.4, en el cual encontraremos la descomposición
de L2(N) en componentes irreducibles bajo la acción de K n N , describimos la proyección
sobre cada componente irreducible y hallamos la medida de Plancherel correspondiente.

En el sexto caṕıtulo encontraremos expresiones expĺıcitas de las funciones esféricas co-
rrespondientes al conjunto de representaciones genéricas (o con medida de Plancherel full) de
N (g, V ). Describiremos el conjunto B de funciones esféricas genéricas asociadas a los pares
de Gelfand (K,N(g, V )) de la lista de Lauret. Esta computación involucra integrales sobre
G′/T (donde G′ es el grupo de Lie conexo y simplemente conexo con álgebra de Lie [g, g]), lo
cual es dif́ıcil de calcular con excepción de algunos pocos casos. Sin embargo, obtendremos
una parametrización de B.

En el último caṕıtulo estudiaremos pares de Gelfand generalizados (G,K). Primero nos
avocaremos a entender como se extiende la definición de par de Gelfand a casos en los
cuales K no es un necesariamente un grupo compacto. En la primera sección introduci-
remos algunos preliminares acerca de distribuciones K-bi-invariantes de tipo positivo y su
correspondencia con representaciones unitarias que se realizan en el espacio de distribuciones
D′(G/K). Luego daremos algunas equivalencias de la definición de par de Gelfand generali-
zado dadas por Thomas en [6]. En la segunda sección mostraremos un ejemplo que definió
Racliff en [27] de un grupo de Lie N 3-pasos nilpotente y un subgrupo K de Aut(N) no
compacto tal que (K,N) es un par de Gelfand generalizado. Este resultado está enunciado
en el Teorema 7.2.3. En la última sección daremos un ejemplo de otro par (K,N) donde
encontramos que la representación metapléctica se descompone en representaciones irredu-
cibles con multiplicidad 2. Este ejemplo fue definido por L. Barberis y I. Dotti en [35]. En
este caṕıtulo nos basaremos principalmente en los siguientes libros y art́ıculos: [6], [24] y [32].

Los caṕıtulos 3, 5 y 6 están basados en el art́ıculo: Andrea L. Gallo and Linda V. Saal
“Some harmonic analysis on commutative nilmanifolds”, Journal of Lie Theory, en prensa.

Link: https://arxiv.org/abs/1909.09873.

El caṕıtulo 7 está basado en el art́ıculo: Andrea L. Gallo y Linda V. Saal “A generalized
Gelfand pair attached to a 3-step nilpotent Lie group”, Journal of Fourier Analysis and
applications, en prensa.

Link:https://arxiv.org/abs/2005.06362.
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Caṕıtulo 1

Acciones, grupos y álgebras

En este caṕıtulo se introducirán los conceptos básicos sobre teoŕıa de Lie y teoŕıa de
representaciones.

De la mayoŕıa de los resultados conocidos que enunciemos en este caṕıtulo no pondremos
su demostración. Para profundizar en estos temas existe mucho material bibliográfico clásico,
como por ejemplo [16], [19], [32] y [34].

1.1. Grupos Topológicos

Comencemos! En cuanto a grupos topológicos sólo daremos la definición y algunos ejem-
plos pues trabajaremos en una familia particular de ellos: los grupos de Lie. En esta familia
de grupos nos detendremos más detalladamente en la proxima sección.

Definición 1.1.1. Un grupo topológico es una terna (G, τ, ·) que satisface:

• (G, τ) es un espacio topológico.

• (G, ·) es un grupo.

• La aplicación Φ : G×G→ G que manda (g, h) 7−→ g · h−1 es continua.

• Los singuletes son subconjuntos cerrados (es decir, el espacio topológico (G, τ) es T1).

De la definición anterior se deduce que, si (G, τ, ·) es un grupo topológico, entonces la
traslación a izquierda definida por Lg(h) := g−1 · h y la traslación a derecha Rg(h) := g · h
son homeomorfismos de G.

A partir de dos grupos topológicos (G, ·G, τG) y (H, ·H , τH) podemos construir otros nue-
vos. Para ello, primero necesitamos introducir la noción de acción.

Definición 1.1.2. Una acción de un grupo G sobre un conjunto S es una función

α : G× S → S,

1



1. Acciones, grupos y álgebras 2

usualmente denotada por α(g, s) = g · s, tal que para todo s ∈ S y g1, g2 ∈ G se satisface

e · s = s, (g1g2) · s = g1 · (g2 · s),

donde e es la identidad del grupo G.

Ejemplo 1.1.3. Ejemplos de acciones y algunas definiciones:

1. Si H es un subgrupo de un grupo G, definimos la acción

h ·t g = hg,

donde hg es el producto en G. Esta acción es llamada traslación a izquierda del grupo
H en G.

También podemos definir la acción por conjugación,

h ·c g = hgh−1.

• Si H actúa por conjugación sobre G, dado g ∈ G llamamos grupo de isotroṕıa o
centralizador de g en H a Hg := {h ∈ H : hgh−1 = g} y lo denotamos por CH(g). Si
H = G, CG(g) es llamado el centralizador de g.

Estas mismas acciones pueden generalizarse sobre el conjunto de todos los subgrupos
de G.

2. Dado K un subgrupo de G definimos

h ·t gK = (hg)K, h ·c gK = (hgh−1)K

las acciones traslación a izquierda y conjugación respectivamente del grupo G sobre el
conjunto G/K.

En particular, si G actúa por conjugación en el conjunto de grupos de G, llamamos el
normalizador de K en G al subgrupo que fija a los elementos de K, esto es,

NG(K) = {g ∈ G : gKg−1 = K}.

Decimos que un subgrupo N es normal en G si N = NG(K), y en tal caso lo denotamos
por N CG.

Ahora śı daremos tres ejemplos de grupos topológicos construidos a partir de dos grupos
topológicos (G, ·G, τG) y (H, ·H , τH) dados.

• El primer ejemplo es el producto directo de grupos topológicos. En este caso el conjunto
a considerar es

G×H := {(g, h) : g ∈ G, h ∈ H}
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con el producto coordenada a coordenada

(g, h) ·d (g′, h′) = (g ·G g′, h ·H h′).

Notemos que si eG y eH son los elementos neutros de G y H respectivamente, entonces
(eG, eH) es el elemento neutro de G × H, y si g−1, h−1 son los inversos de g ∈ G y h ∈ H
respectivamente, entonces (g−1, h−1) es el elemento inverso de (g, h).

La topoloǵıa τd de G × H es la topoloǵıa producto. Entonces (G × H, ·d, τd) resulta un
grupo topológico, llamado grupo producto.

• En el caso en que H es un subgrupo normal y cerrado de G, consideremos la acción
de H sobre G dada por la traslación a izquierda. Esta acción divide a G en clases de equi-
valencias. Denotamos por G/H al conjunto de clases de equivalencias. Si gH y g′H son dos
representantes en G/H, definimos el producto ·c en G/H por

gH ·c g′H = (g ·G g′)H.

Por ser H normal, (G/H, ·c) resulta un grupo, más aún, si e es el elemento neutro de G,
entonces eH es el elemento neutro de G/H, y g−1H es el inverso de gH, si g−1 es el inverso
de g ∈ G. Si dotamos a G/H con la topoloǵıa cociente τd, entonces (G/H, ·c, τc) es un grupo
topológico.

• El último ejemplo es el producto semidirecto. Dados dos grupos topológicos (G, ·G)
y (K, ·K) y una acción de K sobre G podemos definir un nuevo grupo topológico, que
llamaremos el producto semidirecto de K con G y que denotaremos como K n G. Para
definirlo debemos dar un conjunto y una operación que satisfaga la definición de grupo.
Consideremos el conjunto

K ×G = {(k, g) : k ∈ K, g ∈ G}.

La operación ·s está dada por

(k, g) ·s (k′, g′) = (k ·K k′, g ·G (k · g′)).

El elemento neutro es (eK , eG) donde eK y eG son los elementos neutros de K y G respecti-
vamente, y (k, g)−1 = (k−1, (k · g)−1), para todo k ∈ K, g ∈ G. La topoloǵıa τs de K nN es
la topoloǵıa producto. Con esta topoloǵıa (K nG, ·s, τs) es un grupo topológico.

En este trabajo será de utilidad saber cuando un grupo G puede realizarse como el
producto semidirecto (interno) de dos subgrupos de G.

Teorema 1.1.4. Dado H un subgrupo de G y N C G. Son equivalentes:

1. G = NH y H ∩N = {e}.

2. Dado g ∈ G existen únicos n ∈ N y h ∈ H tal que g = nh.

3. Dado g ∈ G existen únicos n ∈ N y h ∈ H tal que g = hn.
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Si alguno de los anteriores se cumple, decimos que G es el producto semidirecto interno de
N con H, y lo denotamos por G = H nN .

Observación 1.1.5. Notar que la acción que estamos considerando para el caso del producto
semidirecto interno es la conjugación

· : H ×N → N

(h, n) 7→ hnh−1.

Otra gran familia de grupos topológicos está corformada por los grupos lineales (de hecho,
todo grupo de Lie compacto es un grupo lineal).

Nota. De ahora en más, a la acción de x sobre y definida por alguna de las anteriores las
denotaremos por x · y, o directamente por yuxtaposición de los elementos xy, y se distingirá
según el contexto. De igual manera, se denotará por x·y o por yuxtaposición de dos elementos
xy a la operación de grupo entre x e y, y también se distinguirá según el contexto.

1.1.1. Grupos lineales

Los grupos lineales G son grupos de transformaciones lineales de un espacio vectorial V
de dimensión finita, que a su vez están definidos por ecuaciones polinómicas en sus entradas
matriciales. Podemos ver a G como un subconjunto de matrices.

Sea F el cuerpo de los números reales, complejos ó el anillo de división de los cuaterniones,
y consideremos V un F-espacio vectorial de dimensión n con base B. Sea Mn(F) el conjunto
de matrices de tamaño n×n, el cual se puede identificar con Fn2

. Dotamos al espacio Mn(F)
con la topoloǵıa de Fn2

, y a sus subgrupos con la topoloǵıa restringida.

• GL(n,F) es el grupo general lineal

GL(n,F) := {[T ]B : T es transformación F-lineal e inversible de V }.

Para mayor detalle de como se define GL(n,H) ver [28], páginas 5 y 6.

En GL(n,F) definimos un automorfismo involutivo, que llamamos involución de Cartan,

θ(g) := (gt)−1, (1.1)

donde la barra denota conjugación.
Ahora consideremos el caso F = C. La involución θ tiene un conjunto distinguido de

puntos fijos,
{g ∈ GL(n,C) : θ(g) = g} := U(n,C),

al cual llamamos el grupo de matrices unitarias, que también denotamos por U(n).
Este subgrupo es cerrado en GL(n,C), y como las columnas de una matriz unitaria tienen

norma 1, U(n) es acotado y por lo tanto, compacto.
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El resto de los grupos lineales los definiremos mediante formas bilineales.

De ahora en más sea F = C o R. Sea B una forma F-bi-lineal en V , esto es una aplicación
B : V × V → F lineal en cada entrada. Fijada una base B := {e1, · · · , en} de V obtenemos
la matriz de la forma bilineal B, [B]i,j := B(ei, ej). La matriz [B] satisface

B(u, v) = ut[B]v,

donde identificamos el vector v =
∑

i viei con el vector columna (v1, · · · , vn)t. Decimos que
B es una forma no degenerada si B(u, v) = 0 para todo v ∈ V implica u = 0; decimos que B
es una forma simétrica (resp. antisimétrica) si B(u, v) = B(v, u) (resp. B(u, v) = −B(v, u)).

Definimos

O(V,B) := {g ∈ GL(V ) : B(gu, gv) = B(u, v) ∀u, v ∈ V }, (1.2)

y lo denotaremos equivalentemente por O(n,F) = {g ∈ GL(n,F) : gt[B]g = B}.
Cuando B es una forma bilineal simétrica no degenerada, O(V ) es llamado el grupo orto-
gonal de B, y cuando B es una forma antisimétrica no degenerada, O(V ) se llama el grupo
simpléctico de V . O(V ) es un subgrupo cerrado de GL(V ), y al igual que en el caso del
grupo unitario, O(V ) es compacto.

• Supongamos que B es una forma bilineal simétrica no degenerada, entonces si F = C,
existe una base en V tal que [B] = I, la matriz identidad, en cuyo caso el grupo ortogonal
complejo es:

O(n,C) = {g ∈ GL(n,C : gtg = I)}. (1.3)

En el caso F = R, existe una base de V en la cual [B] = Ip,q, donde

Ip,q =

(
Ip 0
0 −Iq

)
,

donde 0 ≤ p ≤ n y p+ q = n. Los correspondientes grupos se llaman grupos ortogonales
reales de signatura (p,q)

O(p, q) = {g ∈ GL(n,R) : gtIp,qg = Ip,q}. (1.4)

Si p = 0 o q = 0, O(p, q) es el grupo ortogonal ordinario O(n) y la condición anterior se
simplifica a la fórmula gtg = I. Los grupos O(p, q) no son compactos, con excepción de O(n).
• Tomando determinante en las condiciones (1.3) y (1.4), obtenemos que det(g)2 = 1, los

cuales nos lleva a definir nuevos subgrupos. Definimos

SO(n,C) := {g ∈ O(n,C) : det(g) = 1},

SO(p, q) := {g ∈ O(p, q) : det(g) = 1},

SU(n) := {g ∈ U(n) : det(g) = 1}.
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Notemos que SO(n) y SU(n) son subgrupos cerrados en O(n) y U(n) respectivamente, y
por lo tanto son compactos.

• Supongamos ahora que B es una forma bilineal antisimétrica no degenerada, entonces
dim(V )F = 2m, m ∈ N. Existe una base B de V tal que [B] = J con

J =

(
0 Im
−Im 0

)
.

El correspondiente grupo es el grupo simpléctico complejo

Sp(n,C) := {g ∈ GL(n,C) : gtJg = J},

y el grupo simpléctico real es

Sp(n,R) := {g ∈ GL(n,R) : gtJg = J}.

Notemos que el grupo Sp(m,R) consiste de las matrices reales de Sp(n,C), es decir, la
complexificación de Sp(m,R) es Sp(m,C).

• Por último definimos el grupo simpléctico compacto, que es el único subgrupo sobre
el álgebra de división de los cuaterniones que presentaremos. Definimos

Sp(n) := {g ∈ GL(n,H) : g∗g = I},

donde g∗ es la transpuesta conjugada de g. El grupo Sp(n) es un grupo compacto.

Si G es alguno de los casos anteriores, la involución θ definida en (1.1) es estable en
G. Sea θ|G la restricción de la involución de Cartan a G, entonces θ|G tiene los siguientes
conjuntos de puntos fijos:

{g ∈ O(n,C) : θ(g) = g} = O(n,C) ∩GL(n,R) = O(n),
{g ∈ O(p, q) : θ(g) = g} = O(p, q) ∩O(n) = O(p)×O(q),
{g ∈ Sp(2n,C) : θ(g) = g} = Sp(2n,C) ∩ U(2n) = Sp(n),
{g ∈ Sp(2n,R) : θ(g) = g} = Sp(2n,R) ∩O(2n) = U(n).

Estos grupos son subgrupos compactos maximales deO(n,C),O(p, q), Sp(2n,C) y Sp(2n,R),
respectivamente.

Además tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.1.6. Los grupos lineales compactos SO(n), SU(n) y Sp(n) son conexos. Más
aún,

• SU(n) es simplemente conexo para n ≥ 2 y Sp(n) es simplemente conexo para n ≥ 1.

• Sp(1) y SU(2) son isomorfos, y son el doble cubrimiento simplemente conexo de SO(3).
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1.2. Grupos de Lie y álgebras de Lie

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable con estructura de grupo (G, ·) tal que
la aplicación (g, h)→ gh−1 es C∞. En este trabajo nos concentraremos en grupos de Lie de
matrices, para lo cual es de gran utilidad el siguiente resultado:

Teorema 1.2.1. Sea G un grupo de Lie y A un subgrupo cerrado de G. Entonces A tiene
una única estructura de variedad diferenciable con la cual es un subgrupo de Lie de G.

En particular, cualquier subgrupo cerrado de matrices de GL(n,C) es un grupo de Lie.

Nota. Denotaremos con letras minúsculas x, y, z a los elementos del álgebra de Lie. Si bien
en general en la bibliograf́ıa suelen utilizarse dichas letras en mayúscula, priorizaremos ser
coherentes con la notación utilizada en el resto del trabajo, y en particular en el Caṕıtulo 5 es
conveniente usar esta notación. La excepción será cuando el álgebra de Lie esté conformada
por matrices u operadores. En tal caso, usaremos las letras A,B.

Reservaremos las letras g, h, n para elementos de grupos de Lie.

Cada grupo de Lie tiene asociada un álgebra de Lie. Un álgebra de Lie es un par (g, [·, ·])
donde g es un F-espacio vectorial y [·, ·] es una forma bilineal sobre g que satisface

1. [x, x] = 0 para toda x ∈ g

2. [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0 para todo x, y, z ∈ g (identidad de Jacobi).

A dicha forma bilineal se le llama corchete de Lie.

La correspondencia entre grupos de Lie y álgebras de Lie es la siguiente. Dado G un grupo
de Lie, sea τ(G) el espacio vectorial de campos vectoriales diferenciales de G. Definimos un
corchete en τ(G) por

[x̃, ỹ]f(p) = x̃p(ỹf)− ỹp(x̃f)

para todo f ∈ C∞c (G), x̃, ỹ ∈ τ(G). Luego (τ(G), [·, ·]) es un álgebra de Lie. Si g es el subes-
pacio vectorial de τ(G) conformado por los campos vectoriales diferenciales invariantes a
izquierda, entonces g es un subespacio de τ(G) cerrado por el corchete [·, ·]. El álgebra de
Lie g es llamada el álgebra de Lie del grupo de Lie G (o el álgebra de Lie asociada al grupo
de Lie G), y se denota por Lie(G). Además, es bien sabido que el mapa evaluación g→ TeG
definido por x̃ 7→ x̃e es un isomorfismo de espacios vectoriales, por lo tanto si denotamos por
x = x̃e, podemos identificar a g con el álgebra de Lie TeG con corchete [x, y] = [x̃, ỹ]e. Luego
g es finitamente dimensional y tiene la misma dimensión que G.

Observación 1.2.2. Dada G un grupo de Lie de matrices, el corchete en Lie(G) es

[x, y] = xy − yx.
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Ejemplo 1.2.3.

G g
SL(n,R) := {g ∈ GL(n,R) | det(g) = 1} sl(n,R) := {x ∈Mn(R) | tr(x) = 0}

O(n) := {g ∈ GL(n,R) | ggt = I} o(n) := {x ∈Mn(R) | x+ xt = 0}
SO(n) := {g ∈ O(n) | det(g) = 1} so(n) := {x ∈ o(n) | tr(x) = 0}
U(n) := {g ∈ GL(n,C) | gg∗ = I} u(n) := {x ∈Mn(C) | x+ x∗ = 0}

Definición 1.2.4. Dados G,H dos grupos de Lie, un morfismo de grupos de Lie es una apli-
cación Φ : G → H C∞ tal que Φ(gg′) = Φ(g)Φ(g′) para todo g, g′ ∈ G. Un isomorfismo de
grupos de Lie es un morfismo de grupos de Lie biyectivo. Si G = H, los morfismos son llama-
dos endomorfismos, y denotamos a su conjunto por End(G). Un automorfismo de un grupo
de Lie es un isomorfismo de G en G. Denotamos por Aut(G) al grupo de automorfismos de G.

Definición 1.2.5. Dadas g y h álgebras de Lie, un morfismo de álgebras de Lie φ es una
aplicación lineal tal que φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)] para todo x, y ∈ g. Si φ es un morfismo
de álgebras de Lie biyectivo, entonces lo llamamos isomorfismo de álgebras de Lie. En el
caso particular g = h, un morfismo φ es llamado endomorfismo del álgebra de Lie, y si φ
es biyectivo decimos que es un automorfismo del álgebra de Lie. Denotamos por End(g) al
álgebra de endomorfismos de g y por Aut(g) al grupo de automorfismos de g.

Ejemplos de morfismos son:

1. Dado G un grupo de Lie y g ∈ G definimos el morfismo de grupos de Lie Ig : G→ G
por Ig(h) = ghg−1.

2. Definimos Ad : G → Aut(g) como la diferencial de Ig en el punto e, Ad(g) = dIg|e .
Entonces Ad es un morfismo de grupos de Lie.

3. Dada g un álgebra de Lie, x ∈ g, definimos el morfismo de álgebras de Lie dado por

ad : g→ End(g)

ad(x)(y) = [x, y].

Si consideramos el corchete en End(g) definido por [A,B] = A ◦ B − B ◦ A, donde
la operación ◦ es la composición de operadores, entonces ad resulta un morfismo de
álgebras de Lie. Notemos que por la identidad de Jacobi, ad sartisface:

ad(z)[x, y] = [x, ad(z)y] + [ad(z)x, y].

Si D ∈ End(g) satisface D(z)[x, y] = [x,D(z)y] + [D(z)x, y], a D lo llamamos una
derivación, y denotamos al conjunto de derivaciones de g como Der(g). Luego tenemos
que ad(x) ∈ Der(g) para todo x ∈ g.

Observación 1.2.6. Aut(g) es un grupo de Lie con el producto dado por la composición, y
Der(g) es su respectiva álgebra de Lie, con el corchete dado por [A,B] = A ◦B −B ◦ A.
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Una herramienta que nos permite relacionar los morfismos de grupos y álgebras de Lie
es la aplicación exponencial.

Dado G un grupo de Lie, sea γx : R → G la curva integral de x comenzando en la
identidad, esto es, la curva que satisface

γ′x(0) = x, γx(0) = e.

Definimos el mapa exponencial,

exp : g→ G, exp(x) := γx(1).

Observación 1.2.7. Si g es un álgebra de Lie de matrices, la función exponencial es

eA :=
∞∑
n=0

An

n!
.

Teorema 1.2.8. Sean G y H grupos de Lie de matrices con álgebras de Lie g y h respecti-
vamente. Sea Φ : G→ H un homomorfismo de grupos de Lie y sea dΦ : g→ h el diferencial
de la función Φ. Entonces se cumple que Φ(exp(x)) = exp(dΦ(x)) para todo x ∈ g, ó equi-
valentemente, el siguiente diagrama conmuta:

g

expG
��

dΦ // h

expH
��

G Φ // H

donde expG : g→ G y expH : h→ H son las funciones exponenciales de G y H, respectiva-
mente.

Si G es un grupo de Lie simplemente conexo, tenemos un resultado más fuerte.

Teorema 1.2.9. Sean G y H grupos de Lie, con álgebras de Lie g, h respectivamente, G
simplemente conexo. Si φ : g → h es un morfismo de álgebras de Lie, existe un único mor-
fismo de grupos de Lie Φ : G→ H tal que dΦ = φ.

Más aún dos grupos de Lie simplemente conexos son isomorfos si y sólo si sus álgebras
de Lie lo son.

Si a, b son subconjuntos de g, denotamos por

[a, b] := span{[x, y] : x ∈ a, y ∈ b}.

Una subálgebra de Lie h del álgebra de Lie g es un subespacio vectorial que satisface
[h, h] ⊆ h. Un subespacio i es un ideal de g si satisface [i, g] ⊆ i; un ideal es automáticamente
una subálgebra. Un álgebra de Lie g se dice abeliana si [g, g] = 0.

Dado g álgebra de Lie tenemos las siguientes subálgebras de Lie:
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• Dado s un subconjunto de g, el centralizador de s en g es,

Cg(s) := {x ∈ g : [x, y] = 0 para todo y ∈ s}.

• Dada s una subálgebra de g, definimos el normalizador de s en g,

Ng(s) := {x ∈ g : [x, y] ∈ s para todo y ∈ s}.

Ejemplos de ideales son:

• El centro de g,

zg := {x ∈ g : [x, y] = 0 para todo y ∈ g}.

En particular, zg es el centralizador de g en g,

• [g, g].

1.2.1. Complexificación de álgebras de Lie reales

Algunas de nuestras álgebras de Lie son obtenidas de otras v́ıa un proceso que se llama
complexificación. Por ejemplo, el álgebra gl(n,C) es la complexificación de gl(n,R). Estas
álgebras son muy importantes en este trabajo, porque muchos resultados y descomposiciones
conocidas se pueden aplicar a álgebras de Lie complejas, y mediante este método de comple-
xificación podemos hallar resultados similares transformando nuestras álgebras de Lie reales
en álgebras de Lie complejas. No profundizaremos en la definición ya que usaremos sólo
algunos ejemplos que mencionaremos en esta sección.

Dado W un R-espacio vectorial definimos su complexificación como el C-espacio vectorial

W ⊗R C,

que denotamos WC. A W podemos incluirlo en WC v́ıa la aplicación w 7→ w ⊗R 1.
Por otra parte, si definimos un producto por escalares complejos sobre W ⊕W como

(a+ ib)(w1, w2) = (aw1 − bw2, bw1 + aw2),

es fácil verificar que W ⊕W es un C-espacio vectorial, e identificamos W ⊕W con W + iW
v́ıa el mapa (w1, w2) 7→ w1 + iw2. Denotamos a este espacio por WC. A W podemos incluirlo
en WC v́ıa la aplicación natural w 7→ (w, 1). El siguiente teorema relaciona WC con WC.

Teorema 1.2.10. Sea W un R-espacio vectorial, entonces existe un único isomorfismo de
espacios vectoriales complejos fW : WC → WC, tal que el siguiente diagrama conmuta:

W

!!

//WC

WC

OO
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A este espacio queremos darle una estructura de álgebra de Lie. Dada g un álgebra de
Lie real, definimos un corchete en g⊗R C como:

[x⊗ a, y ⊗ b] := [x, y]⊗ ab.

Denotamos a la complexificación del álgebra de Lie g por gC. Además tenemos que v́ıa la
identificación g 7→ g ⊗ 1, g está contenida en gC y [g, g]C = [gC, gC]. Algunos ejemplos de
complexificaciones de álgebras de Lie son:

g gC
gl(n,R) gl(n,C),
u(n) gl(n,C),
su(n) sl(n,C),
so(n) so(n,C),

sp(n,R) sp(n,C),
sp(n) sp(n,C),

1.3. Análisis armónico en grupos de Lie

Sea G un grupo topológico localmente compacto. Para desarrollar análisis armónico sobre
estos grupos necesitamos introducir una noción de integración. La medida de Haar invariante
a izquierda (respectivamente a derecha) que presentaremos a continuación cumple la propie-
dad de efectivamente ser invariante por traslaciones a izquierda (respectivamente a derecha)
sobre subconjuntos medibles.

1.3.1. Medida de Haar y espacios de Lebesgue

Definición 1.3.1. Decimos que una medida µ definida sobre la σ-álgebra de Borel B es
regular si:

• Es finita sobre conjuntos compactos, es decir, µ(K) <∞ para todo K ⊆ G compacto.

• Todo boreliano se puede aproximar internamente en medida por conjuntos compactos,
es decir, dado E ∈ B, µ(E) = sup{µ(K) : K es compacto, K ⊆ E}.

• Todo boreliano se puede aproximar externamente en medida por conjuntos abiertos,
es decir, dado E ∈ B, µ(E) = ı́nf{µ(A) : A es abierto, E ⊆ A}.

Una medida µ se dice invariante por traslaciones a izquierda si satisface

µ(gE) = µ(E) para todo g ∈ G,E ∈ B,

donde gE := {gh | h ∈ E}.
Análogamente, se dice invariante a derecha si

µ(Eg) = µ(E) para todo g ∈ G,E ∈ B,
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donde Eg := {hg | h ∈ E}.

Una medida de Haar invariante a izquierda (respectivamente a derecha) sobre un grupo
topológico G es una medida regular no nula µ definida en la σ-álgebra de Borel B de G que
es invariante a izquierda (respectivamente derecha) por traslaciones.

Teorema 1.3.2. Si G es un grupo topológico entonces existe una única (salvo múltiplos
positivos) medida de Haar µ invariante a izquierda (respectivamente a derecha) definida
sobre la σ-álgebra de Borel B de G.

Proposición 1.3.3. Sea µ una medida no nula, regular, localmente finita de G, entonces µ
es una medida de Haar invariante a izquierda si y sólo si∫

G

Lgfdµ =

∫
G

fdµ, para toda f ∈ C+
c (G)

donde C+
c (G) := {f : G→ R | f ≥ 0, f 6= 0}.

A continuación daremos algunos ejemplos de medida de Haar.

Ejemplo 1.3.4. (Rn,+) con la medida de Lebesgue.

Ejemplo 1.3.5. R>0 con el producto y la topoloǵıa usual, la medida de Haar es µ(x) = dx
x

,
donde dx es la medida de Lebesgue.

Ejemplo 1.3.6. Dado n ∈ N, consideremos el grupo Hn = R2n × R con producto

(x, y, t)(x′, y′, t′) =
(
x+ x′, y + y′, t+ t′ − 1

2
((x, y′)− (x′, y))

)
(1.5)

donde x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) y (x, y) =
∑n

i=1 xiyi es el producto interno usual en
Rn. Este grupo es llamado el grupo de Heisenberg (2n+ 1)-dimensional. Como las medidas
de Lebesgue dx y dy de Rn son invariantes a izquierda y a derecha para todo n, y la medida
de Lebesgue dt definida sobre R también, se puede ver que la medida de Haar de Hn es el
producto de las medidas dx dy dt para todo n.

Ejemplo 1.3.7. Sea n la suma directa de dos espacios vectoriales, n = g ⊕ V , donde g es
un álgebra de Lie compacta, esto es, g = [g, g] ⊕ c con c el centro de g, y (π, V ) es una
representación real de g. Entonces G, el grupo de Lie conexo y simplemente conexo de g,
es compacto. Consideramos (g, 〈·, ·〉g) un espacio producto interno tal que Ad : G→ Aut(g)
sea una representación unitaria, y (V, 〈·, ·〉V ) un espacio producto interno tal que (π, V ) sea
una representación unitaria. Entonces 〈·, ·〉g y 〈·, ·〉V son productos internos ad(g)-invariante
y π(g)-invariante respectivamente. El producto interno 〈·, ·〉n en n se obtiene asumiendo que
g y V son espacios ortogonales, es decir, 〈g, V 〉 = 0. Este producto interno definido sobre n
es llamado g-invariante.

Definimos sobre n una forma bilineal [·, ·] : n× n→ g por

[x, n] = 0 para todo x ∈ g, n ∈ n,
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〈x, [u, v]〉g = 〈π(x)u, v〉V , u, v ∈ V, x ∈ g.

El corchete [·, ·] resulta una aplicación bilineal, antisimétrica que satisface la identidad de
Jacobi. Por lo tanto, [·, ·] es un corchete de Lie, y (n, [·, ·]) es un álgebra de Lie que satisface
[x, [y, z]] = 0 para todo x, y, z ∈ g, esto es, n es un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente. Además
su centro es g.

Denotamos por N(g, V ) al grupo de Lie conexo y simplemente conexo que tiene a n co-
mo álgebra de Lie. Podemos darle a N(g, V ) una métrica invariante a izquierda determinada
por 〈·, ·〉n. En [23] se prueba que esta construcción no depende de la elección del producto
interno g-invariante, salvo isomorfismos de grupos de Lie. Más aún, si (π, V ), (ρ,W ) son dos
representaciones de g, existe un automorfismo Ψ de g y un isomorfismo lineal T : V → W
tales que T ◦ π(x) ◦ T−1 = ρ(Ψ(x)) para todo x ∈ g, entonces N(g, V ) y N(g,W ) son dos
grupos de Lie isomorfos.

Por otra parte, sea N un grupo de Lie conexo y simplemente conexo con álgebra de Lie
2-pasos nilpotente n. Si g es el centro de n y V es un complemento directo (como espacio
vectorial) de g en n, entonces

n = g⊕ V.

Luego, si [·, ·] es el corchete de Lie de n, definimos

B : V × V → R, B(u, v) = [u, v]. (1.6)

Entonces B resulta una forma bilineal antisimétrica no degenerada.

Por lo tanto, podemos concluir que dados dos espacios vectoriales Z y V y una forma
bilineal B : V × V → R queda determinada un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente con centro
Z. Rećıprocamente, dada un álgebra de Lie n 2-pasos nilpotente, c su centro y V un comple-
mento directo del centro, queda determinada una forma bilineal no degenerada sobre V ×V .

La fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff para el caso de álgebras de Lie n 2-pasos nil-
potente establece que

exp(x) exp(y) = exp(x+ y + 1
2
[x, y]) para todo x, y ∈ n.

Como N(g, V ) es conexo y nilpotente, es sabido que la aplicación exp es un difeomorfismo
(será enunciado más adelante en el Lema 4.1.5), por lo que podemos identificar los elementos
de n y N(g, V ) con pares ordenados de la forma (x, v). Vı́a esta identificación, el producto
en N(g, V ) está dado por

(x, v)(x0, v0) = (x+ x0 + 1
2
[v, v0], v + v0), x, x0 ∈ g, v, v0 ∈ V. (1.7)

Como las medidas de Lebesgue g y V son ambas invariantes a izquierda y a derecha, y el
producto en N(g, V ) está determinado por la ecuación (7.7), entonces la medida de Haar
invariante a izquierda dn de N(g, V ) es dn = dx dv donde dx y dv son las medidas de
Lebesgue de g y V , respectivamente.



1. Acciones, grupos y álgebras 14

Sea G un grupo topológico, H un subgrupo normal cerrado de G y consideremos G/H
el grupo cociente. Si µ, ν y λ las medidas de Haar invariantes a izquierda de G, H y G/H
respectivamente, se puede ver que existe una constante no nula c tal que∫

G

f(g) dµ(g) = c

∫
G/H

(∫
H

f(gh) dν(h)

)
dλ(gH).

Por lo tanto, la medida dλ definida sobre G/H resulta G-invariante a izquierda.

Dado G un grupo topológico con medida de Haar µ invariante a izquierda, para todo A
boreliano definimos µg(A) = µ(Ag). La medida µg resulta una medida de Haar invariante a
izquierda, y por lo tanto, para todo g ∈ G existe ∆(g) ∈ C× tal que µg(A) = ∆(g)µ(A) para
todo A boreliano, donde C× = C r {0}. Esta función ∆ es llamada función modular de G.
Usando un argumento de densidad se puede probar que si f ∈ Cc(G) y µ es una medida de
Haar invariante a izquierda, entonces∫

G

f(g−1)∆(g−1)dµ(x) =

∫
G

f(g)dµ(g). (1.8)

Es fácil ver que µ es invariante a derecha si y sólo si ∆ ≡ 1. En tal caso, el grupo G se dice
unimodular y denotamos por dg a su medida de Haar. La familia de grupos unimodulares
contienen a muchas clases conocidas de grupos como por ejemplo los abelianos, compactos,
discretos y los simples. Los Ejemplos (1.3.6) y (1.3.7) definidos anteriormente también son
ejemplos de grupos unimodulares.

La medida de Haar permite caracterizar la compacidad de un grupo. Más precisamente
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.8. Un grupo topológico localmente compacto G tiene medida de Haar finita si
y sólo si G es compacto.

1.3.2. Espacios de Lebesgue

Al igual que en Rn, para un grupo de Lie G podemos definir los espacios de Lebesgue
Lp(G) y el espacio de Schwartz S(G). Las propiedades que cumplen estos espacios son si-
milares a las de los espacios usuales con G = Rn. La diferencia radica en que (Rn,+) es un
grupo unimodular, mientras que para probar algunas propiedades para cualquier grupo de
Lie G debemos usar la función modular.

Sea G un grupo topológico localmente compacto y µ su medida de Haar invariante a
izquierda (se puede definir también para medida de Haar invariante a derecha pero habrá
algunas modificaciones en las propiedades). Dado 1 ≤ p <∞, consideremos la p-norma

||f ||p =
(∫

G

|f(g)|pdµ(g)
) 1
p
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y para p =∞ consideremos la norma

||f ||∞ := ı́nf{C ≥ 0 : |f(g)| ≤ C ppg ∈ G}.

Si p ≥ 1, definimos
Np := {f medible : ||f ||p = 0},

y definimos el espacio Lp(G) como el conjunto de clases de equivalencias:

Lp(G) := {f medible : ||f ||p <∞}/Np.

Recordemos algunas propiedades de estos espacios:

• Son espacios de Banach con la norma || · ||p.

• Si f ∈ Lp, h ∈ Lq con 1
p

+ 1
q

= 1, entonces ||fh||1 ≤ ||f ||p||h||q.

• L2(G) es un espacio de Hilbert con producto interno 〈f, h〉 :=
∫
G
f(g)h(g)dµ(g).

• La acción regular a izquierda Lg y a derecha Rg preservan el espacio Lp(G) y son
continuas para todo p ≥ 1.

Nota: en las propiedades anteriores estamos usando la convención 1
∞ = 0.

Dadas f1, f2 ∈ Cc(G), definimos la convolución de f1 y f2 como

(f1 ∗ f2)(g) :=

∫
G

f1(h)f2(h−1g)dµ(h).

Es sabido que para p ≥ 1, si f1 ∈ L1(G) y f2 ∈ Lp(G), entonces

f1 ∗ f2 ∈ Lp(G) y ||f1 ∗ f2||p ≤ ||f1||1||f2||p.

En particular, si f1, f2 ∈ L1(G), entonces

f1 ∗ f2 ∈ L1(G) y ||f1 ∗ f2||1 ≤ ||f1||1||f2||1.

Más aún, (L1(G), ∗) es un álgebra de Banach asociativa, cuya norma preserva la involución

f ∗(g) := f(g−1) ∆(g−1).

Esta ∗-álgebra es llamada el álgebra grupo de L1(G) (generaliza la noción de álgebra grupo
de grupos finitos).

Proposición 1.3.9. El álgebra grupo (L1(G), ∗) es conmutativa si y sólo si el grupo G es
conmutativo.

Daremos esta demostración porque es muy simple e ilustra como se trabaja con la función
modular.



1. Acciones, grupos y álgebras 16

Demostración. Si G es un grupo abeliano, entonces G es unimodular. Sea dh su medida de
Haar. Luego, para f1, f2 ∈ L1(G) se cumple

(f1 ∗ f2)(g) =

∫
G

f1(h)f2(h−1g)dh

=

∫
G

f1(gh−1)f2(h)dh

=

∫
G

f2(h)f1(h−1g)dh

= (f2 ∗ f1)(g).

Rećıprocamente, supongamos que el álgebra L1(G) es conmutativa. Sea µ su medida de Haar
invariante a izquierda, y sean f1, f2 ∈ Cc(G), entonces

0 = (f1 ∗ f2)(g)− (f2 ∗ f1)(g) =

∫
G

|f1(h)f2(h−1g)− f2(gh)f1(h−1)|dµ(h)

=

∫
G

f1(h)|f2(h−1g)− f2(gh−1)∆(h−1)|dh.

Como esto se cumple para toda f1 ∈ Cc(G), tenemos que

f2(h−1g) = f2(gh−1)∆(h−1),

para toda g, h ∈ G y toda f2 ∈ Cc(G). Luego, tomando g = e tenemos que ∆ ≡ 1, entonces
f2(gh) = f2(hg) para toda g, h ∈ G, y para toda f2 ∈ Cc(G). Como Cc(G) separa puntos de
G, tenemos que gh = hg para toda g, h ∈ G. Por lo tanto G es abeliano, como queŕıamos
demostrar.

Definición 1.3.10. Decimos que un elemento f1 ∈ L2(G) es central si f1 ∗ f2 = f2 ∗ f1 para
toda f2 ∈ L2(G).

Proposición 1.3.11. El álgebra (L1(G), ∗) tiene unidad si y sólo si G es discreto.

1.4. Representaciones de grupos y álgebras de Lie

Sea X un espacio de Banach, denotamos por B(X) al álgebra de operadores lineales y
continuos sobre X dotado con la topoloǵıa fuerte.

Definición 1.4.1. Una representación (π,X) de un grupo topológico G es una aplicación

π : G→ B(X)

donde X es un espacio de Banach y π es un morfismo de grupos tal que para cada x ∈ X la
aplicación de G en X dada por g 7−→ π(g)x es continua.

Si H es un espacio de Hilbert, denotamos por U(H) la subálgebra de B(H) de operadores
unitarios.
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Definición 1.4.2. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que una representación (π,H) es
una representación unitaria si π(g) ∈ U(H) para todo g ∈ G.

Proposición 1.4.3. Si (π,X) es una representación unitaria de G y Φ : G → G es un
homomorfismo de grupos, entonces (π ◦ Φ, X) resulta también una representación de G.

Demostración. Claramente π ◦ Φ es un homomorfismo de grupos por ser composición de
homomorfismos y ||π ◦ Φ(g)|| = 1 para todo g ∈ G. Luego, basta ver que es continuo.

Sea x ∈ X fijo, dados g ∈ G y ε > 0 existe W entorno de Φ(g) tal que si Φ(g′) ∈ W
entonces

||π(Φ(g))x− π(Φ(g′))x|| < ε.

Tomando V = Φ−1(W ), si g, g′ ∈ V entonces ||π ◦ Φ(g) − π ◦ Φ(g′)|| < ε. Por lo tanto,
(π ◦ Φ, X) es una representación de G.

Lema 1.4.4. Sea π un homomorfismo de G en U(H). Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(a) La aplicación (x, v) 7→ π(x)v de G×H en H es continua.

(b) La aplicación x 7→ π(x)v de G en H es continua para todo v ∈ H,

(c) La aplicación x 7→ 〈π(x)v, w〉 de G en C es continua para todo v, w ∈ H.

Dada g un álgebra de Lie. El par (π,H) es una representación de álgebras de Lie de g si
la aplicación

π : g→ End(H)

es un morfismo de álgebras de Lie para todo x ∈ g.

Observación 1.4.5. Sea (π,H) una representación unitaria de dimensión finita de un grupo
de Lie G, esto es,

π : G→ Aut(H),

es un morfismo continuo de grupos tal que π(g) es un operador unitario para todo g ∈ G
y se cumple que dim(H) < ∞. En este caso, las representaciones de grupos y de álgebras
están relacionadas por la función exponencial. Si g es el álgebra de Lie de G, entonces existe
una representación del álgebra de Lie g

dπ : g→ End(H)

tal que hace conmutar el diagrama exponencial (ver Teorema 1.2.8). Además, dπ(x) resulta
un operador antisimétrico para todo x ∈ g. dπ es la representación diferencial de π. Por
abuso de notación también la denotaremos por π.

Ejemplo 1.4.6. (i) Ad y ad son representaciones de grupos y álgebras de Lie respectiva-
mente. Más aún, Ad(exp(x)) = exp(ad(x)) para todo x ∈ g.
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(ii) Dado G un grupo de Lie, definimos

L : G→ U(L2(G)) por (L(g)f)(h) = f(g−1h).

Si ∆ es la función modular de G, también definimos

R : G→ U(L2(G)), (R(g)f)(h) = ∆−
1
2 (g)f(hg).

Entonces L y R son representaciones de grupos de G llamadas representaciones regular
a izquierda y derecha, respectivamente.

Decimos que W ⊂ H es un subespacio π-invariante si π(g)W ⊂ W para todo g ∈ G; y
decimos que una representación π es irreducible si no posee subespacios cerrados invariantes
no triviales, esto es, si no posee subespacios invariantes distintos de H y {0}. Equivalente-
mente, una representación (π,H) es irreducible si todo v 6= 0 en H es ćıclico, es decir, la
clausura del espacio < π(g)v > es H.

Lema 1.4.7. Sea (π,H) una representación unitaria de G. Si W es un subespacio invariante
de H, entonces W⊥ también lo es.

Si (π,H1), (σ,H2) son dos representaciones unitarias de un grupo de Lie G, denotamos
por HomG(π, σ) al espacio de todos los operadores acotados

A : H1 → H2

que satisfacen Aπ(g) = σ(g)A para todo g ∈ G. Tales operadores son llamados operadores de
entrelazamiento. Equivalentemente, A es un operador de entrelazamiento si para todo g ∈ G
el siguiente diagrama conmuta:

H1

π(g)
��

A //H2

σ(g).
��

H1
A //H2

Denotamos por Aπ a HomG(π, π).

Dos representaciones unitarias (π,Hπ), (ρ,Hρ) se dicen equivalentes si existe un operador
T de entrelazamiento T : Hπ → Hρ tal que T es un isomorfismo; y si además T es un operador
unitario, las dos representaciones se dicen unitariamente equivalentes.

Vı́a la descomposición polar de matrices, se puede probar que si existe un isomorfismo
que entrelaza a dos representaciones unitarias, entonces existe un operador unitario que las
entrelaza. Luego representaciones unitarias equivalentes son unitariamente equivalentes.

En otras palabras, dos representaciones unitarias se dicen unitariamente equivalentes si
se puede obtener una representación a partir de la otra v́ıa la conjungación por un operador
unitario.

Teorema 1.4.8. (Lema de Schur)
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(1) Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea (π,H) una representación unitaria de un
grupo de Lie (resp. álgebra de Lie). Entonces (π,H) es una representación irreducible si
y sólo si Aπ está conformado por múltiplos del operador identidad I.

(2) Sean H1 y H2 dos espacios de Hilbert complejos, y sean (π,H1), (ρ,H2) representacio-
nes unitarias irreducibles de un grupo de Lie. Si (π,H1), (ρ,H2) son representaciones
equivalentes, y U ∈ Hom(π, ρ) es un operador unitario de entrelazamiento, entonces
Hom(π, ρ) = CU . Si (π,H1) y (ρ,H2) son representaciones no equivalentes entonces
Hom(π, ρ) ≡ 0.

Esta relación de equivalencia entre representaciones unitarias irreducibles divide al con-
junto de representaciones de G en clases de equivalencias. Al conjunto de dichas clases lo
llamamos espacio dual unitario de G, y lo denotamos por Ĝ.

Ejemplo 1.4.9. Sea G un grupo de Lie. Dado g ∈ G, sean Lg y Rg definidas como antes,
esto es:

Lgf(h) = f(g−1h) Rgf(h) = ∆(h)−
1
2f(hg), f ∈ L2(G), h ∈ G.

Definimos la representación L dada por la aplicación L : g 7→ Lg y por R la aplicación
R : g 7→ Rg, y sea

Af(h) = ∆(h)−
1
2f(h−1).

Entonces A es un operador unitario de L2(G) en L2(G) y A ∈ HomG(L,R).

Como corolario del Lema de Schur tenemos el siguiente resultado acerca de representa-
ciones irreducibles de grupos de Lie conmutativos.

Corolario 1.4.10. Una representación (π,H) unitaria compleja irreducible de un grupo de
Lie conmutativo G es unidimensional.

Demostración. La demostración de este corolario se basa en que dado g ∈ G, π(g) ∈ Aπ.
Luego π(g) = λ(g)I. Luego si v ∈ H, entonces < v >, el espacio generado por el vector v es
π-invariante. Luego H = < v >.

Notemos que si (π,H) es una representación de un grupo de Lie abeliano, entonces uno
puede escribir π(g) = χ(g)I para todo g ∈ G, donde

χ : G→ T1

es un homomorfismo continuo y T1 es el toro unidimensional. La aplicación χ es llamada un
caracter de G. En el caso G = R, los caracteres vienen dados por χy(x) = e2πixy, donde y ∈ R.

Otro aspecto interesante de las representaciones es que a partir de dos de ellas podemos
construir otras nuevas.

Construcción de nuevas representaciones:
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1. Suma directa de dos representaciones: dadas (π,H1) y (ρ,H2) dos representaciones de
G, entonces (π ⊕ ρ,H1 ⊕H2) se define como π ⊕ ρ(g)(v ⊕ w) = π(g)(v)⊕ ρ(g)(w). Si
(π,H1) y (ρ,H2) son unitarias entonces (π ⊕ ρ,H1 ⊕H2) también lo es.

2. Producto tensorial de dos representaciones: dadas (π,H1) y (ρ,H2) dos representacio-
nes de G, definimos (π ⊗ ρ,H1 ⊗ H2) como π ⊗ ρ(g)(v ⊗ w) = π(g)(v) ⊗ ρ(g)(w). Si
(π,H1) y (ρ,H2) son representaciones unitarias, entonces (π⊗ ρ,H1 ⊗H2) también lo
es.

3. Representación dual: dada (π,H) una representación de G definimos H∗ el espacio
dual de H. Notemos que H∗ se identifica con H v́ıa el Teorema de Riesz. Definimos la
representación dual (π′,H∗) de (π,H) por (π′(g)T )(v) = T (π(g)(v)). Si (π,H) es una
representación unitaria e irreducible, entonces (π′,H∗) también lo es.

Las siguiente propiedad relaciona representaciones complejas y reales, y será de utilidad
para los caṕıtulos que siguen.

Sea H un C-espacio de Hilbert y sea (π,H) una representación de un grupo de Lie G. Si
H = HR ⊗R C, decimos que HR es una forma real de H. Si además HR es π(G)-invariante,
decimos que π es una representación real. Si π es una representación real escribimos

π = πR ⊗R C

donde πR = π|HR
. En este caso, decimos que (π,H) es la complexificación de (πR,HR), y

tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.4.11. Sea H un espacio de Hilbert complejo y (π,H) una representación de un
grupo de Lie G. Entonces (π,H) es irreducible si y sólo si (πR,H) es irreducible.

1.4.1. Representación de L1(G)

Sea G un grupo de Lie unimodular. Denotamos por dg su medida de Haar.

Consideremos (π,H) una representación unitaria de un grupo localmente compacto G y
f ∈ Cc(G). Dados v, w ∈ H la integral∫

G

f(g)〈π(g)v, w〉dg

es finita y se cumple que

|
∫
G

f(g)〈π(g)v, w〉dg| ≤ ||f ||1|v||w|.

Luego existe π(f) ∈ End(H) tal que ||π(f)|| ≤ ||f ||1 y

〈π(f)v, w〉 =

∫
G

f(g)〈π(g)v, w〉dg v, w ∈ H. (1.9)
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También denotamos a π(f) por f̂(π).

Definición 1.4.12. Sea G un grupo de Lie. Una representación (π,H) se dice no degenerada
si el único vector v ∈ H que satisface π(g)v = 0 para todo g ∈ G es el vector v = 0.

Teorema 1.4.13. Una representación unitaria (π,H) de un grupo de Lie G induce, mediante
la ecuación (1.9), una representación de L1(G) sobre B(H) no degenerada. Rećıprocamente,
dada una representación no degenerada de L1(G) en B(H) existe una única representación
unitaria de G que satisface la ecuación (1.9).

Un resultado importante es el siguiente:

Teorema 1.4.14. Sea G un grupo de Lie. La representación (π,H) es una representación
irreducible de G si y sólo si la representación (π,B(H)) definida por (1.9) es una represen-
tación irreducible de L1(G).

1.4.2. Representaciones de grupos de Lie compactos

Consideremos ahora K un grupo de Lie compacto y sea dk su medida de Haar nor-
malizada, esto es, que dk satisface

∫
K
dk = 1. Si (π,H) es una representación de K de

dimensión finita, entonces existe un producto interno definido sobre H con el cual (π,H) es
una representación unitaria.

En efecto, sea (π,H) una representación del grupo K y sea 〈·, ·〉 un producto interno
definido sobre H. Definimos

(u, v) :=

∫
K

〈π(k)u, π(k)v〉dk, para u, v ∈ H

Se puede ver que (·, ·) resulta un producto interno y que (π,H) es una representación unitaria
sobre K respecto a este producto interno.

Existen dos resultados muy importantes en la teoŕıa de representaciones de grupos com-
pactos, que los enunciaremos en los siguientes teoremas.

Teorema 1.4.15. Sea K un grupo de Lie compacto y sea (π,H) una representación unitaria
e irreducible de K. Entonces valen las siguientes afirmaciones.

1. (π,H) es finitamente dimensional.

2. La representación (π,H) es equivalente a una sub-representación de la representación
regular a izquierda (L,L2(K)).

Nota. Como las representaciones sobre un grupo compacto son finitamente dimensionales,
usaremos la notación (π, V ) para representaciones de grupos de Lie compactos.

Definición 1.4.16. Una representación (π, V ) de K se dice completamente reducible si es
equivalente a (⊕iπi,⊕iVi) donde (πi, Vi) es una representación irreducible de K.
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Teorema 1.4.17. Toda representación unitaria de un grupo de Lie K compacto es comple-
tamente reducible.

Definición 1.4.18. Dada (π, V ) una representación de dimensión finita de un grupo de Lie
G. Sean v, w ∈ V fijos, llamaremos entrada matricial eπ(v, w) a la aplicación

g 7−→ 〈π(g)v, w〉,

donde 〈·, ·〉 es un producto interno definido sobre V que hace unitaria a la representación
(π, V ).

Es sabido que eπ(v, w) es una aplicación C∞. Luego, si K es un grupo de Lie compacto
entonces eπ(v, w) ∈ Lp(K) para todo p > 1.

Veamos cómo la acción regular a izquierda (L,L2(K)) y la acción regular a derecha
(R,L2(K)) actúan sobre los coeficientes matriciales.

LgRg′eπ(u, v)(k) = ∆(g′)
1
2 eπ(u, v)(g−1kg′)

= ∆(g′)
1
2 〈π(g−1kg′)u, v〉V

= ∆(g′)
1
2 〈π(k)π(g′)u, π(g)v〉V

= ∆(g′)
1
2 eπ(π(g′)u, π(g)v)(k).

En particular tenemos el siguiente lema.

Lema 1.4.19. Sea K un grupo de Lie compacto y (π, V ) una representación unitaria de
K. Si V 6= 0, entonces existen v ∈ V no nulo y un operador de entrelazamiento inyectivo
T : V ↪→ L2(K) dependiendo de v que entrelaza las representaciones (π, V ) y (L,L2(K)).
Este operador T viene dado por

u 7→ eπ(v, u).

Sea K un grupo de Lie compacto y (π, V ) una representación unitaria e irreducible
de K. Denotamos por Mπ la clausura del espacio generado por las entradas matriciales
{eπ(u, v)}u,v∈V respecto de la topoloǵıa L2(K). Entonces Mπ es un ideal cerrado en el álgebra
de convolución L2(K).

Además tenemos el siguiente resultado que utilizaremos en la demostración del Teorema
1.4.15.

Proposición 1.4.20. Sea K un grupo de Lie compacto y (π, V ) una representación unitaria
e irreducible de K. Entonces Mπ contiene un elemento central de L2(K).

Ahora si podemos dar la demostración del Teorema 1.4.15.

Demostración. (del Teorema 1.4.15) Ya vimos que podemos realizar la representación (π, V )
como una sub-representación de la representación regular a izquierda (L,L2(K)).

Sea 0 6= h ∈Mπ un elemento central de L2(K). Entonces:

π(f)π(h) = π(h)π(f)
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para toda función f en C(K), ya que L(f)L(h) = L(h)L(f) para toda f ∈ C(K). Como π es
una representación irreducible, por Lema de Schur, π(h) = λ(h)I donde λ(h) es un escalar
no nulo, pues L(h) 6= 0. Por otra parte, notemos que L(h)(φ) = h ∗φ, por lo que el operador
L(h) es un operador compacto (resulta ser un operador definido por la integral contra un
núcleo). Luego π(h) también es un operador compacto dado por un múltiplo no nulo del
operador identidad. Luego, el espacio V debe ser finitamente dimensional.

Del Teorema 1.4.15 y del Lema 1.4.7 se deduce la demostración del Teorema 1.4.17.

El Teorema de ortogonalidad de Schur da una relación entre las entradas matriciales
de representaciones unitarias e irreducibles de K. Sean (π, V ), (π′,W ) dos representaciones
irreducibles de un grupo de Lie compacto K. Si π y π′ no son equivalentes, entonces todos
los coeficientes matriciales de π son ortogonales a todos los coeficientes matriciales de π′.
Concretamente el teorema dice lo siguiente.

Teorema 1.4.21. (Teorema de Ortogonalidad de Schur) Sea K un grupo de Lie compacto y
(π, V ) una representación unitaria e irreducible de K. Denotamos por deg(π) a la dimensión
de V . Si π, π′ son representaciones no equivalentes de K, f ∈Mπ, f

′ ∈Mπ′, entonces

f ∗ f ′ = 0 y f ⊥ f ′ en L2(K).

Si u, v, u′, v′ ∈ V entonces

eπ(u, v) ∗ eπ(u′, v′) = 1
deg(π)

〈u′, v〉eπ(u, v′),

y

〈eπ(u, v), eπ(u′, v′)〉L2(K) = 1
deg(π)

〈u, u′〉〈v, v′〉.

Definición 1.4.22. Sea (π, V ) una representación finitamente dimensional de un grupo de
Lie G. Entonces su caracter es χπ = tr(π(g)) =

∑
i〈π(g)vi, vi〉 donde {vi} es una base

ortonormal de V .

Sea K un grupo de Lie compacto, (π, V ), (π, V ′) dos representaciones irreducibles de K
y χπ, χπ′ sus correspondientes caracteres. Entonces valen las siguientes afirmaciones.

• Si π ∼ π′ entonces χπ = χπ′ .

• χπ⊕π′ = χπ + χπ′ .

• χπ⊗π′ = χπχπ′ .

• 〈χπ, χπ′〉L2(K) = 0 si π � π′, y 〈χπ, χπ′〉L2(K) = 1 si π ∼ π′.

• χπ ∗ f = f ∗ χπ para toda f ∈ L2(K).

• f 7→ f ∗ 1
deg(π)

χπ es la proyección ortogonal de L2(K) en el ideal cerrado Mπ.
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Supongamos que (π, V ) es una representación unitaria de un grupo de Lie compacto K
y que (ρ,W ), (σ,Wi) son representaciones irreducibles de K. Sea

π = nρ⊕ σ1 ⊕ · · · ⊕ σm

la descomposición en componentes irreducibles de (π, V ) (donde nρ = ρ⊕ · · · ⊕ ρ n-veces, y
ρ � σi para todo i). Luego

V = W ⊕ · · · ⊕W ⊕W1 ⊕ · · · ⊕Wm.

Sea T : V → W un operador de entrelazamiento entre π y ρ, el Lema de Schur implica que
T|W1⊕···⊕Wm

≡ 0. Luego HomG(π, ρ) ≡ HomG(nρ, ρ). Por otro lado, T|W es un múltiplo de
la identidad, y por lo tanto dim(HomG(π, ρ)) = dim(HomG(nρ, ρ)) = n. Esta observación
motiva la siguiente definición.

Definición 1.4.23. Dadas (π, Vπ) y (σ, Vσ) dos representaciones de un grupo de Lie G,
definimos [π : σ] := dim(HomG(π, σ)) la multiplicidad de σ en π.

Lema 1.4.24. Sea K un grupo de Lie compacto. Entonces

π ∼
∑
θ∈K̂

[π : θ]θ,

donde la multiplicidad [π : θ] satisface

[π : θ] = 〈χπ, χθ〉L2(K).

Dado K ⊆ G, se dice que (π, Vπ) se descompone libre de multiplicidad respecto a K si
[π|K : σ] ≤ 1 para toda (σ, Vσ) representación irreducible de K.

Proposición 1.4.25. Dada (π, Vπ) una representación de un grupo de Lie compacto K,
existe una descomposición bien definida Vπ =

∑
σ∈K̂ V(σ), la cual es una suma directa orto-

gonal de subespacios cerradas π(K)-invariantes, tal que la sub-representación de π en V(σ)

es [π : σ]σ. El álgebra Aπ es L∞-suma directa de los ideales cerrados A[π:σ]σ.

El espacio V(σ) es llamado el subespacio primario de Vπ, y las representaciones [π : σ]σ
son llamadas las sub-representaciones primarias de π. La representación π es llamada una
representación primaria si π es igual a una de sus sub-representaciones primarias.

Proposición 1.4.26. Sea (π, V ) una representación unitaria de K grupo de Lie compacto.
Entonces π es libre de multiplicidad si y sólo si Aπ es un álgebra conmutativa.

El resultado más importante para grupos de Lie compactos es el Teorema de Peter-
Weyl, que nos permite descomponer una representación (π, V ) en componentes irreducibles
invariantes por traslaciones.
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Teorema 1.4.27. (Teorema de Peter-Weyl) Sea K un grupo de Lie compacto. Luego valen
las siguientes sentencias.

1. El álgebra L2(K) =
∑

π∈K̂ deg(π)Mπ donde la suma es una suma ortogonal de ideales
biláteros.

2. Sea {v1, · · · , vdeg(π)} una base ortonormal de V . Definimos los coeficientes

hπ,i,j =
√
deg(π)eπ(vi, vj).

Entonces {hπ,vi,vj}
deg(π)
i,j=1 es una base ortonormal de Mπ y hπ,i,j ∗ hπ,i,l = δj,l hπ,i,l.

3. El grupo G×G con el producto coordenada a coordenada actúa en L2(K) por

((g1, g2) · f)(k) 7→ f(g−1
1 kg2).

Esta resulta una representación unitaria libre de multiplicidad de L2(K), donde Mπ

son los espacios invariantes minimales y la sub-representación de Mπ es el producto
tensorial π ⊗ π∗.

4. El centro de L2(K) es el subespacio cerrado generado por los caracteres de L2(K), y
el conjunto de caracteres {χπ}π∈K̂ es un conjunto ortonormal completo en el centro de
L2(K).

Corolario 1.4.28. Sean K1, K2 grupos de Lie compactos. Entonces

K̂1 ×K2 = {π1 ⊗ π2 : π1 ∈ K̂1, π2 ∈ K̂2}.

La consecuencia más importante del Teorema de Peter-Weyl es la fórmula de Plancherel

Teorema 1.4.29. (Fórmula de Plancherel para grupos compactos) Sea K un grupo de Lie
compacto. Entonces valen las siguientes:

1. Si f, f ′ ∈ L2(K) entonces
∑

π∈K̂〈π(f), π(f ′)〉HS converge absolutamente y

〈f, f ′〉L2(K) =
∑
π∈K̂

〈π(f), π(f ′)〉HS deg(π),

donde ||T ||HS = (
∑

i,j |〈Tei, ej〉|2)
1
2 con T : H → H operador sobre un espacio de

Hilbert H y {ei} base ortonormal de H. En particular, si f ∈ L2(K) entonces

||f ||L2(K) =
∑
π∈K̂

||π(f)||HS deg(π).

2. Si f = f1∗f2 con f1, f2 ∈ L2(K), k ∈ K, entonces
∑

π∈K̂ tr(π(R(k)f)) deg(π) converge
absolutamente y

f(k) =
∑
π∈K̂

tr(π(R(k)f)) deg(π). (1.10)
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Ejemplo 1.4.30. Consideremos el grupo U(1) := {eiθ : 0 ≤ θ < 2π}, donde usamos la
identificación de escalares con matrices de tamaño 1× 1. Se puede ver que

Û(1) = {πn : n ∈ Z},

donde πn(eiθ) = einθ. Las funciones sobre U(1) se pueden identificar como funciones f(θ)
2π-periódicas. De la fórmula de Plancherel (1.10) se deduce que

f(θ) =
∑
n∈Z

cne
inθ, donde cn =

∫ 2π

0

f(φ)e−inφdφ (1.11)

para ciertas funciones f . Es claro que la fórmula (1.11) coincide con la expansión en series
de Fourier. Esta fórmula se obtiene para funciones continuas de U(1), y se extiende por
densidad a funciones de L2(U(1)).

Dado G grupo de Lie compacto, K ⊆ G queremos saber que relación existe entre las
representaciones de ambos grupos. Es fácil obtener una representación de K a partir de una
representación (π,W ) de G v́ıa la restricción de la función π a K, obteniendo la representa-
ción restringida.

Para obtener una representación de G a partir de una representación (σ, V ) de K defini-
mos el espacio vectorial

C(G, V )σ := {f : G→ V continua | f(xk) = σ(k−1)f(x)}.

La representación regular a izquierda L preserva el espacio C(G, V )σ y (L,C(G, V )σ) define
una representación de G que llamamos la representación inducida, la cual es denotada por
IndGK(σ).

La relación entre la representación inducida y la restringida viene dada por el Teorema
de reciprocidad de Frobenius.

Teorema 1.4.31. (Teorema de reciprocidad de Frobenius) Sea K ⊆ G grupos de Lie com-
pactos. Sean (π, V ), (σ,W ) representaciones de G y K respectivamente, se tiene que:

(1) EndG(V,CG(V,W )σ) ' EndK(V,W ).

(2) [IndGK(σ) : π] = [π|K : σ].

1.4.3. Representaciones de cuadrado integrable

Finalmente definimos representaciones de cuadrado integrable. En el caso en que G es un
grupo de Lie compacto, sabemos que las entradas matriciales son de cuadrado integrable, es
decir, pertenecen a L2(G).

Cuando quitamos la hipótesis de compacidad, ese hecho no necesariamente se cumple. En
particular, en este trabajo aparecerán grupos de Lie como los definidos en los Ejemplos (1.3.6)
y (1.3.7). Estos grupos tienen la particularidad de poder escribirse de la forma G = G′ ×Z,
donde Z es el centro de G y G′ es el grupo de Lie simplemente conexo asociado al álgebra
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[g, g]. Este hecho se debe a que son grupos de Lie conexos y simplemente conexos asociados
a álgebras que se descomponen como g = g′ ⊕ c, donde g′ = [g, g].

Si consideramos (π,H) una representación de G, y si a un elemento g ∈ G lo escribimos
como g = g′z con g ∈ G′ y z ∈ Z, entonces π(g) = π(g′)π(z). Por otra parte, sabemos que
como Z es abeliano, π|Z es un caracter de G, que denotaremos por ζ. Entonces,

ζ : G→ T1,

y por lo tanto,
ζ(z) = eiκ(z)I, para algún κ ∈ c∗.

Por lo tanto las entradas matriciales asociadas a la representación (π,H) tienen un factor
eiκ(z), por lo cual no pertenecen a L2(G). Sin embargo, podemos preguntarnos cuando las
entradas matriciales asociadas a una representación (π,H) pertenecen a L2(G/Z).

Definición 1.4.32. Sea (π,H) es una representación unitaria e irreducible de G, donde G
es un grupo topológico localmente compacto unimodular con centro Z. Decimos que G es
de cuadrado integrable si existen u, v ∈ H tal que∫

G/Z

|〈π(g)u, v〉|2dµ(ġ) <∞ (1.12)

donde µ es una medida G-invariante definida sobre G/Z.

Esta fórmula requiere alguna explicación. Dado h ∈ Z, por la irreducibilidad de (π,H),
π(h) = λ(π)(h)1, donde λ(π) es un homomorfismo continuo de Z sobre el circulo unitario
T1. Se sigue que 〈π(gh)u, v〉 = λ(π)(h)〈π(g)u, v〉, y entonces el integrando de (1.12) es una
función de G invariante bajo traslación por elementos de Z, es decir, una función de G/Z.

Entonces tenemos el siguiente resultado, que es una generalización del Teorema de orto-
gonalidad de Schur en el caso compacto.

Teorema 1.4.33. Sea G un grupo de Lie y (π,H) una representación unitaria de G de
cuadrado integrable. Entonces existe d(π) ∈ R tal que para todo u, u′, v, v′ ∈ H se cumple∫

G

〈π(g)v, u〉〈π(g)v′, u′〉 dg = d(π)〈v, v′〉〈u, u′〉.

El número d(π) es llamado el grado formal de la representación (π,H).





Caṕıtulo 2

Análisis armónico en pares de Gelfand

En este caṕıtulo introduciremos la definición de par de Gelfand. También veremos la
relación existente entre funciones esféricas de tipo positivo asociadas a pares de Gelfand y
clases de equivalencias de representaciones unitarias e irreducibles. De algunos resultados
daremos sus pruebas, y a modo de motivación daremos varios ejemplos de pares de Gelfand
y de cómo hallar las correspondientes funciones esféricas.

En el caṕıtulo anterior vimos en el Teorema de Peter-Weyl, que si G es un grupo de Lie
compacto, L2(G) = ⊕π∈Ĝdeg(π)Mπ donde cada Mπ es un subespacio invariante e irreducible
por la representación regular a izquierda. Más aún, vimos que el centro del álgebra de con-
volución L2(G) está generado por los caracteres de L2(G), y dado un caracter, la proyección
sobre su subespacio generado viene dada por la convolución contra el caracter. El objetivo
de este caṕıtulo es sintetizar todos los resultados de [31] que generalizan esta idea para el
caso G no compacto, pero con un ingrediente extra: el espacio de funciones que vamos a des-
componer, además de ser conmutativo respecto de la convolución, es K-bi-invariante, donde
K es un subgrupo compacto de Aut(G) (en el caso compacto podemos pensar que K está
conformado por el elemento identidad).

El resultado central de este caṕıtulo será el siguiente: dado un par de Gelfand, el espacio
de funciones de G K-bi-invariantes L2(G)K es la integral directa de ciertos espacios, los
cuales vienen generados por la convolución contra una función esférica. En este caso, las
funciones esféricas cumplen el rol de los caracteres para grupos compactos.

Finalmente, buscaremos generalizar esta idea para el espacio de funciones K-invariantes
a izquierda L2(G/K).

2.1. Funciones de tipo positivo

Las funciones que estudiaremos a continuación se llaman funciones de tipo positivo. La
importancia de estas funciones radica en que, aquellas que son continuas, están en corres-
pondencia biuńıvoca con las entradas matriciales de representaciones unitarias; más aún,
las funciones de tipo positivo que definiremos como elementales están en correspondencia
biuńıvoca con clases de equivalencias de representaciones unitarias e irreducibles.

29
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De ahora en más G será un grupo de Lie con medida de Haar dg.

Definición 2.1.1. Decimos que una función φ : G → C es de tipo positivo si es medible,
φ ∈ L1

loc(G) y para toda f ∈ Cc(G) se satisface∫
G×G

φ(g−1h)f(g)f(h) dgdh > 0,

donde la integración es respecto de la medida de Haar de G.

Dada φ una función de tipo positivo, f1, f2 ∈ Cc(G) definimos

〈f1, f2〉φ =

∫
G×G

φ(g−1h)f1(g)f2(h) dg dh. (2.1)

La ecuación (2.1) define una forma sesqui-lineal positiva sobre Cc(G). Sea

Nφ := {f1 ∈ Cc(G) : 〈f1, f2〉φ = 0 para toda f2}.

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz se sigue que Nφ es un subespacio lineal de Cc(G).
Podemos inducir un producto escalar genuino sobre Cc(G)/Nφ. Sea Hφ la completación de
Cc(G)/Nφ con respecto al producto interno 〈·, ·〉φ.

Observemos que (L,Hφ) es una representación unitaria de G, donde L es la representación
regular a izquierda Lgf(h) = f(g−1h). Es claro que

〈Lgf1, Lgf2〉φ = 〈f1, f2〉φ para toda f1, f2 ∈ Cc(G).

Entonces Lg se puede extender a un operador unitario sobre Hφ. Esta extensión resulta
una representación unitaria de G. Para mostrar la continuidad de esta representación, es
suficiente probar que la aplicación

g 7→ 〈Lgf1, f2〉φ

es continua para f1, f2 ∈ Cc(G). Además, es suficiente con mostrar su continuidad en el
punto e. Para ello, notemos que

|〈Lgf1 − f1, f2〉φ| = |
∫
G

∫
G

φ(h−1n)Lgf1(h)− f1(h)f2(n) dhdn|

= |
∫
G

∫
G

φ(n)Lgf1(h)− f1(h)f2(hn) dhdn|

≤ ||Lgf1 − f1||1||f2||∞
(∫

K

|φ(n)| dn
)
,

donde K es un subconjunto compacto de G, dependiendo del soporte de f1 y de f2.

Teorema 2.1.2. Sea φ una función de tipo positivo y acotada (es decir, φ ∈ L∞). Entonces
φ coincide ppg ∈ G con una función continua de tipo positivo.
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Inclúımos la demostración de este teorema porque en la prueba aparecen resultados cen-
trales para nuestro trabajo. Para ello primero definamos aproximación de la identidad.

Definición 2.1.3. Sea Vn una base de entornos simétricos y compactos de e tal que Vn ⊆
Vn+1 para todo n natural. Definimos

ψn :=
1

m(Vn)
χVn ,

donde m es la medida de Haar de G y χVn es la función caracteŕıstica de Vn. Entonces {ψn}
es una aproximación de la identidad en el álgebra (L1(G), ∗), es decir que satisface:

• Existe C ≥ 0 tal que ||ψn|| ≤ C para todo n ∈ N,

• Para cualquier f ∈ L1(G), f ∗ ψn → f , ψn ∗ f → f en L1(G) cuando n→ +∞.

Demostración. (del Teorema 2.1.2) Elegimos {ψn} una aproximación de la identidad. Para
f ∈ Cc(G) se tiene

〈f, ψn〉φ →
∫
G

f(g)φ(g) dg cuando n→ +∞.

En efecto,

〈f, ψn〉φ =

∫
G

∫
G

f(g)ψn(h)φ(g−1h) dgdh

=

∫
G

∫
G

ψn(g)f(h)φ(g−1h)dgdh

=

∫
G

ψn(g)f ∗ φ̃(g) dg → f ∗ φ̃(e) cuando n→ +∞.

ya que f ∗ φ̃ es continua, donde φ̃(g) = φ(g−1). Pero, para f ∈ Cc(G) se tiene que

|
∫
G

f(g)φ(g) dg| ≤ ||φ||
1
2∞||f ||φ.

En efecto,
|〈f, ψn〉φ|2 ≤ 〈f, f〉φ〈ψn, ψn〉φ ≤ ||φ||∞||f ||2φ,

para todo n. Entonces podemos extender el funcional

f 7→
∫
G

f(g)φ(g) dg

a un funcional lineal acotado de Hφ. Por lo tanto existe ε ∈ Hφ tal que

〈f, ε〉 =

∫
G

f(g)φ(g) dg para f ∈ Cc(G).
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Entonces

〈Lh−1f, ε〉φ =

∫
G

f(h−1g)φ(g) dg,

y

〈f, Lhε〉φ =

∫
G

f(g)φ(h−1g) dg

para f ∈ Cc(G). Luego tenemos que

〈f1, f2〉φ =

∫
G

〈f1, Lhε〉φf2(h) dh

para toda f1, f2 ∈ Cc(G). Ambos lados de la última igualdad son continuos en f1, por lo
tanto la igualdad anterior se cumple para toda f1 ∈ Hφ y f2 ∈ Cc(G). En particular,

〈ε, f2〉φ =

∫
G

〈ε, Lhε〉φf2(h) dh = 〈f2, ε〉φ

=

∫
G

φ(h)f2(h) dh

para todo f2 ∈ Cc(G). Podemos concluir que φ(h) = 〈ε, Lhε〉φ pph. El lado derecho de la
última igualdad se corresponde con una función continua de tipo positivo.

Observación 2.1.4. De la demostración del teorema anterior podemos deducir las siguientes
aseveraciones:

1. Una función continua de tipo positivo acotada φ es de la forma φ(g) = 〈ε, π(g)ε〉 para
toda g ∈ G, donde (π,H) es una representación unitaria de G, ε ∈ H.

2. El vector ε ∈ Hφ es ćıclico: si 〈f, Lhε〉φ = 0 para todo h ∈ G entonces f = 0.

3. Dada una representación unitaria (π,H) de G y ε ∈ H, la función φ(g) := 〈ε, π(g)ε〉 es
una función continua de tipo positivo. En efecto,∫

G

∫
G

f(g)f(h)〈ε, π(g−1h)ε〉 dgdh =

∫
G

∫
G

f(g)f(h)〈π(g)ε, π(h)ε〉 dgdh

= ||π(f)ε||2 ≥ 0

para toda f ∈ Cc(G).

4. Sea (π,H) es una representación unitaria de G con un vector ćıclico v. Consideremos
la función continua de tipo positivo φ(g) = 〈v, π(g)v〉H, g ∈ G. Entonces (π,H) es
unitariamente equivalente a (L,Hφ), esto es, existe A : H → Hφ operador de entre-
lazamiento unitario que manda v en ε, donde ε es un vector ćıclico de Hφ tal que
φ(g) = 〈ε, Lgε〉Hφ .
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5. Una función continua de tipo positivo es también de tipo positivo en el siguiente sentido:
dado n natural, una n-upla (g1, · · · , gn) ∈ G y α1, · · · , αn ∈ C se tiene que

n∑
i,j=1

αiαjφ(g−1
i gj) ≥ 0.

La rećıproca es también cierta.

Lema 2.1.5. Sea φ una función continua de tipo positivo. Entonces

(a) φ(e) ≥ 0,

(b) φ = φ] donde φ](g) = φ(g−1),

(c) |φ(g)| ≤ φ(e) para toda x ∈ G.

En particular, una función continua de tipo positivo es siempre acotada por φ(e).

Sea (X, || · ||) un espacio normado complejo con espacio dual X∗. La topoloǵıa débil sobre
X, denotada por σ(X,X∗), es la topoloǵıa más débil que hace continuos a los funcionales de la
forma x 7→ 〈x, x∗〉, para todo x∗ ∈ X∗ (donde 〈x, x∗〉 = x∗(x)). Provisto con esta topoloǵıa, X
es un espacio vectorial topológico. Una sucesión {xn} de elementos en X converge débilmente
a x ∈ X si ĺımxn→x〈xn, x∗〉 = 〈x, x∗〉.

La topoloǵıa dada por la norma || · || es más fuerte que la topoloǵıa débil, entonces un
subespacio lineal de X débilmente cerrado es fuertemente cerrado. Además se puede probar
que un subespacio lineal fuertemente cerrado en X es también débilmente cerrado.

Dotemos a X∗ con la topoloǵıa débil σ(X∗, X). Esta topoloǵıa es la más débil que hacen
a las formas x∗ 7→ (x, x∗) continuas, con x∗ ∈ X∗, x ∈ X. Notemos la diferencia entre la
definición de σ(X,X∗) y σ(X∗, X). Si X es reflexivo ambas definiciones coinciden.

Sea P0 el conjunto de todas las funciones φ continuas de tipo positivo definidas sobre G
que satisfacen φ(e) ≤ 1. Identificamos P0 con el subconjunto de L∞(G) de funciones de tipo
positivo tal que ||f ||∞ ≤ 1. Claramente P0 es débilmente cerrado, es decir, cerrado con la
topoloǵıa σ(L1, L∞).

Teorema 2.1.6 (Teorema de Alaoglu). Dado X un espacio vectorial normado la bola uni-
taria S∗ = {x∗ : ||x∗|| ≤ 1} es débilmente compacta en X∗ con la topoloǵıa débil σ(X∗, X).

Como P0 es débilmente cerrado, por Teorema de Alaoglu, P0 es débilmente compacto.
Luego debido al Teorema de Kreim-Milman, P0 es un subconjunto compacto y convexo del
espacio L∞(G), el cual es localmente convexo con la topoloǵıa débil σ(L1, L∞). Luego P0 es
la clausura de la cápsula convexa de sus puntos extremales.

El siguiente lema caracteriza el conjunto de funciones de tipo positivo extremales.

Lema 2.1.7. Los puntos extremales de P0 se clasifican en:

1. La función cero,
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2. Las funciones φ ∈ P0 con φ(e) = 1, φ continuas que satisfacen la condición:

si φ = φ1 + φ2 con φ1, φ2 ∈ P0, entonces existe λ ≥ 0 tal que φ1 = λφ, φ2 = (1− λ)φ.

Las funciones de tipo (2) son llamadas funciones de tipo positivo elementales o extremales.

Recordemos que las funciones de tipo positivo continuas vienen dadas por entradas ma-
triciales asociadas a representaciones unitarias. El siguiente teorema caracteriza las funciones
de tipo positivo elementales mediante representaciones irreducibles.

Teorema 2.1.8. Sea φ una función de tipo positivo continua definida sobre G tal que
φ(e) = 1. Entonces, la función φ es elemental si y sólo si la representación unitaria asociada
de G en Hφ es irreducible.

Demostración. Sea φ una función de tipo positivo elemental con φ(e) = 1 y sea (L,Hφ) la
representación construida anteriormente. Entonces φ(g) = 〈ε, Lgε〉φ, donde g ∈ G y ε es un
vector ćıclico con ||ε||φ = 1.

Veremos que (L,Hφ) es una representación irreducible. Sea P una proyección ortogonal
sobre un subespacio cerrado {0} ( W de Hφ, tal que P conmuta con Lg para todo g ∈ G,
entonces

φ(g) = 〈ε, Lgε〉φ = 〈Pε, Lgε〉φ + 〈ε− Pε, Lgε〉φ
= 〈Pε, Lgε〉φ + 〈ε− Pε, Lg(ε− Pε)〉φ
= 〈Pε, LgPε〉φ + 〈(I − P )ε, Lg(I − P )ε〉φ
= φ1 + φ2,

donde φ1 = 〈Pε, LgPε〉φ y φ2 = 〈(I − P )ε, Lg(I − P )ε〉φ son funciones de tipo positivo con
Pε y (I − P )ε vectores ćıclicos en W y en W⊥ respectivamente.

Como ε vector ćıclico, {0} ( W y φ1, φ2 ∈ P0, entonces 〈Pε, Lgε〉φ = λ〈ε, Lgε〉φ para
algún λ ≥ 0 y para todo g ∈ G, y por lo tanto Pε = λε. Como ε es un vector ćıclico, y Lg
conmuta con P para todo g, P = λI. Como {0} ( W , λ 6= 0 y por lo tanto W = Hφ. Esto
prueba la irreducibilidad de (L,Hφ).

Ahora, consideremos φ una función continua de tipo positivo tal que φ(e) = 1, y sea
(L,Hφ) irreducible. Supongamos que φ = φ1 + φ2, para algunas φ1, φ2 ∈ P0. Es claro que
〈f, f〉φ1 ≤ 〈f, f〉φ para toda f ∈ Cc(G). Como

|〈f1, f2〉φ1|2 ≤ 〈f1, f1〉φ〈f2, f2〉φ para f1, f2 ∈ Cc(G),

se sigue que 〈f1, f2〉φ1 define una forma sesqui-lineal acotada sobre Hφ. Luego, existe un
operador autoadjunto A ∈ End(Hφ) tal que

〈f1, f2〉φ1 = 〈Af1, f2〉φ,

para toda f1, f2 ∈ Cc(G), entonces

〈ALgf1, f2〉φ = 〈Lgf1, f2〉φ1 = 〈f1, Lg−1f2〉φ1 = 〈Af1, Lg−1f2〉φ = 〈LgAf1, f2〉φ

para todo g ∈ G. Luego, por Lema de Schur tenemos que A = λI para algún λ ≥ 0.
Consecuentemente, 〈f1, f2〉φ1 = λ〈f1, f2〉φ para toda f1, f2 ∈ Cc(G), y entonces φ1 = λφ.



35 2.2. Pares de Gelfand

Para finalizar esta sección caracterizaremos los caracteres de un grupo abeliano G v́ıa
funciones de tipo positivo elementales.

Teorema 2.1.9. Sea G un grupo abeliano localmente compacto. Las funciones elementales
de tipo positivo son los caracteres de G.

Demostración. Sea χ un caracter de G, entonces χ(e) = 1 y∫
G

∫
G

χ(g−1h)f(g)f(h) dxdy = |
∫
G

χ(g)f(g)dg|2 ≥ 0 f ∈ Cc(G),

entonces χ es de tipo positivo, y es fácil ver que Hχ es unidimensional. Luego (L,Hχ)
es irreducible. Rećıprocamente, sea φ una función de tipo positivo elemental. Entonces el
espacio Hφ es unidimensional, Lg = χ(g)I, donde χ es un caracter unitario de G. Más aún,

φ(g) = 〈ε, Lgε〉φ = χ(g) para toda g ∈ G, ya que ||ε||φ = 1.

2.2. Pares de Gelfand

Sea G un grupo de Lie unimodular con medida de Haar dg, y sea K un subgrupo com-
pacto de G con medida de Haar normalizada dk. Denotamos al espacio de funciones K-bi-
invariantes de soporte compacto por

CK
c (G) = {f ∈ Cc(G) : f(k1gk2) = f(g) ∀ k1, k2 ∈ K, ∀ g ∈ G},

y al espacio de funciones K-bi-invariantes integrables por

L1(G)K = {f ∈ L1(G) : f(k1gk2) = f(g) ∀ k1, k2 ∈ K, ∀ g ∈ G}.

Los espacios CK
c (G) y L1(G)K son subálgebras del álgebra de convolución (L1(G), ∗).

Definimos la proyección
P : Cc(G)→ CK

c (G)

P (f)(g) =

∫
K

∫
K

f(kgk′)dk dk′.

Definición 2.2.1. El par (G,K) se dice que es un par de Gelfand si el álgebra de convolución
L1(G)K es conmutativa.

El ejemplo más simple de par de Gelfand es con G un grupo conmutativo y K = {e}.
Observación 2.2.2.

• Por proposición (1.3.9), el par (G,K) es de Gelfand si y sólo si para todo g, g′ ∈ G se
tiene que KgK Kg′K = Kg′K KgK (multiplicación de conjuntos).

Observación 2.2.3. En el caso en que G sea un producto semidirecto de la forma G = KnN
con K subgrupo compacto de Aut(N), el espacio L1(G)K se identifica con

L1
K(N) = {f ∈ L1(N) : f(kn) = f(n) ∀k ∈ K},
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donde kn denota la acción de K sobre N . En efecto, sean 1 y e los elementos neutros de K
y N respectivamente, y sea f ∈ L1(G)K ,

(k, n) = (1, n)(k, e), entonces

f(k, n) = f((1, n)(k, e)) = f(1, n).

Luego f es una función que depende sólo de la variable n, y la podemos identificar con la
función f0(n) := f(1, n). Por otra parte,

f0(kn) = f(1, kn) = f(k, kn) = f((k, e)(1, n)) = f(1, n) = f0(n),

luego f0(n) = f0(kn), entonces f0 es una función definida sobre N invariante a izquierda por
K.

Por lo tanto, podemos identificar a f ∈ L1(G)K con una función de L1
K(N). La rećıproca

también es cierta.
Conclúımos que el par (K n N,K) es un par de Gelfand si y sólo si el espacio L1

K(N)
es un álgebra conmutativa con el producto dado por la convolución. En tal caso, al par de
Gelfand (K nN,K) lo denotaremos por (K,N).

Ejemplo 2.2.4. (U(n)nR2n, U(n)) es un par de Gelfand. En efecto, las funciones U(n)-bi-
invariantes definidas sobre R2n se identifican con las funciones U(n)-invariantes sobre Cn, es
decir con las funciones radiales o funciones definidas sobre S1. Como L1(S1) es un álgebra
conmutativa con el producto dado por la convolución, el par (U(n),R2n) es de Gelfand.

Ejemplo 2.2.5. Consideremos en Rn el producto escalar usual

(x, y) = x1y1 + · · ·xnyn, (2.2)

donde (x1, · · · , x1), y = (y1, · · · , yn). Consideremos un subgrupo del grupo O(n) n Rn de
movimientos Euclideos de Rn (o grupo de movimientos ŕıgidos) dado por el producto semidi-
recto G = KnRn, donde K = SO(n). Los elementos de G pueden escribirse como g = (k, a)
con k ∈ K, a ∈ Rn. Este par puede ser visto como el producto de una rotación k y una
traslación por a, que operan sobre Rn como

g · x = kx+ a, x ∈ Rn.

Luego el producto en G viene dado por

(k, a)(k′, a′) = (kk′, ka′ + a).

Las funciones sobre G que son K-bi-invariantes pueden identificarse con funciones f sobre
Rn que satisfacen

f(kx) = f(x), x ∈ Rn, k ∈ K,

donde kx es el producto matriz vector entre k y x. Estas funciones son llamadas funciones
radiales, y el producto de convolución de estas funciones se corresponde con el producto de
convolución en Rn. Luego CK

c (G) es un álgebra de convolución conmutativa, y por lo tanto
(K,Rn) es un par de Gelfand.
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Proposición 2.2.6. Sea (G,K) un par de Gelfand. Entonces G es unimodular.

Además existe un criterio muy útil para saber cuando un par (G,K) es de Gelfand. Para
ello primero definimos involución.

Definición 2.2.7. Un automorfismo involutivo de G es un automorfismos θ tal que θ2 = 1.

Proposición 2.2.8. Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto de G. Asumamos
que existe un automorfismo involutivo continuo θ de G tal que

θ(g) ∈ Kg−1K

para todo g ∈ G. Entonces (G,K) es un par de Gelfand.

Ejemplo 2.2.9. En este ejemplo probaremos con el criterio del par de Gelfand que el par
(K,Rn) del Ejemplo (2.2.5) es un par de Gelfand. Recordemos que el producto en G viene
dado por

(k, a)(k′, a′) = (kk′, ka′ + a).

Claramente (k, a) = (k, 0)(1, a). Definimos el mapa θ por

θ(k, a) := (k,−a).

Entonces θ es un automorfismo involutivo continuo de G y

θ(k, a) = θ((k, 0)(1, a)) = (k, 0)(1,−a) = (k, 0)(k, a)−1(k, 0).

Luego θ(g) ∈ Kg−1K para toda g ∈ G, y (K,Rn) es un par de Gelfand.

Ejemplo 2.2.10. Para m ≥ 2, sea G = SO(m), el grupo ortogonal especial real de la forma
cuadrática (2.2). Este grupo actúa transitivamente en la esfera Sm−1 ⊆ Rm, y el estabilizador
del punto e1 = (1, 0, · · · , 1) es isomorfo a K = SO(m− 1).

Sea x = (x1, · · · , xm) = ge1 un elemento de Sm−1. Claramente podemos encontrar k ∈ K
tal que kx = (x1, 0, · · · , 0, y) con y2 = x2

2 + · · ·+ x2
m. Sea A el subgrupo de G consistente de

las matrices de la forma cos(θ) 0 sen(θ)
0 Im−2 0

−sen(θ) 0 cos(θ)

 0 ≤ θ < 2π.

Aqúı Im−2 es la matriz identidad de tamaño (m − 2) × (m − 2) y 0 denota la matriz de
entradas nulas de tamaño correspondiente.

Luego existe a ∈ A tal que a(x1, 0, · · · , 0, y) = e1. Por lo tanto ge1 = k−1(a−1e1), o
g = k−1a−1l para algún l ∈ K. En otras palabras, G = KAK.

Definimos la involución σ por

σ(g) = JgJ, g ∈ G,
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donde J es la matriz diagonal 
−1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 .

Claramente σ deja a G invariante, y luego también a K, y además σ(a) = a−1 para todo
a ∈ A. Por lo tanto, σ(g) ∈ Kg−1K para todo g ∈ G y (G,K) es un par de Gelfand.

2.3. Funciones Esféricas asociadas a pares de Gelfand

A continuación definiremos las funciones esféricas. Su importancia radica en que estas
funciones generalizan la noción de caracteres en los grupos compactos o abelianos a pares
de Gelfand (G,K), descomponiendo el espacio L2(G)K .

Definición 2.3.1. Dado (G,K) un par de Gelfand se dice que Φ : G → C es una función
esférica si es una función continua, K-bi-invariante tal que la aplicación

χΦ(f) =

∫
G

f(y)Φ(y−1) dy

es un homomorfismo de álgebras, es decir,

χΦ(f ∗ g) = χΦ(f)χΦ(g) ∀ f, g ∈ CK
c (G).

Ejemplo 2.3.2. Si G = R y K = {e}, las funciones esféricas son los mapas exponenciales

φ(x) = eiλx, λ ∈ R.

Las funciones esféricas cumplen la siguiente propiedad llamada propiedad exponencial.
En mucha bibliograf́ıa las funciones esféricas se definen por ser las funciones que satisfacen
la propiedad exponencial.

Proposición 2.3.3. Sea φ una función continua definida sobre G, K-bi-invariante tal que
φ 6= 0. Entonces φ es esférica si y sólo si para todo g, h ∈ G se satisface∫

K

φ(gkh)dk = φ(g)φ(h),

donde dk es la medida de Haar definida sobre K. En particular, φ(e) = 1.

Proposición 2.3.4. Sea Φ ∈ CK
c (G). Entonces Φ es una función esférica si y sólo si se

satisfacen las siguientes condiciones:

• Φ(e) = 1.

• Para toda f ∈ CK
c (G) existe χ(f) ∈ C tal que f ∗ Φ = χ(f)Φ.
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Ejemplo 2.3.5. En este ejemplo computaremos las funciones esféricas del par de Gelfand
(K,Rn) con K = SO(n). En el Ejemplo (2.2.5) vimos que (K,Rn) es un par de Gelfand.
Denotemos por ∆ el Laplaciano en Rn,

∆ =
∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

.

Este operador diferencial es invariante bajo la acción del grupo G = K n Rn, es decir, que
dado g ∈ G y f ∈ C2(Rn) se tiene que

∆(Lgf) = Lg(∆f),

donde (Lgf)(x) = f(g−1x), ya que el Laplaciano es invariante tanto por traslaciones como
por rotaciones. Además, si f1, f2 son dos funciones de clase C2 en Rn con soporte de f1

compacto, entonces
∆(f1 ∗ f2) = ∆f1 ∗ f2 = f1 ∗∆f2.

Teorema 2.3.6. Sea φ una función K-bi-invariante definida sobre G, la cual podemos consi-
derar por lo visto en el Ejemplo (2.2.5) como una función radial definida sobre Rn. Entonces
φ es una función esférica si y sólo si:

1. φ es C∞,

2. existe un número complejo λ tal que ∆φ = λφ,

3. φ(0) = 1.

Este resultado se puede generalizar para una gran clase de pares de Gelfand considerando
el álgebra U(g)K , el álgebra de operadores diferenciales G-invariantes sobre g e invariantes
a izquierda por la acción de K, en lugar del operador Laplaciano. Dada la relevancia de este
resultado daremos su demostración en este caso más simple, y luego enunciaremos el caso
general.

Demostración. Supongamos primero que φ es una función esférica. Dada f una función radial
y continua de soporte compacto, tenemos que

f ∗ φ = χ(f)φ, (2.3)

donde

χ(f) =

∫
Rn
φ(−x)f(x)dg.

Si en particular consideramos f ∈ C∞(Rn) tal que χ(f) 6= 0, entonces de la ecuación (2.3)
se deduce que φ ∈ C∞(Rn). Más aún,

∆(f) ∗ φ = χ(∆f)φ = χ(f)∆φ,

entonces
∆φ = λφ,

donde λ = χ(∆(f))
χ(f)

.
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Nota. Observemos que podemos elegir f ∈ Cc(G) tal que χ(f) 6= 0. En efecto, si χ(f) = 0
para toda f ∈ Cc(G), entonces χ ≡ 0 y por lo tanto φ ≡ 0, lo cual no puede ocurrir pues
φ(e) = 1.

Rećıprocamente, sea ahora φ ∈ C∞(Rn), radial y solución de la ecuación

∆φ = λφ

para algún λ ∈ C. Considerando a φ como una función de r = ||x|| =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n, φ es

una solución regular de la ecuación diferencial

d2φ

dr2
+
n− 1

r

dφ

dr
= λφ,

y por lo tanto se puede ver que la función φ es un múltiplo de la función Jλ(r) definida por

Jλ(r) = Γ(
n

2
)
∞∑
k=0

λk

k!Γ(k + n
2
)

(r
2

)2k

= Γ(
n

2
)

(√
λr

2

) 2−n
2

In−2
2

(
√
λr),

donde Iν es la función de Bessel modificada de ı́ndice ν. Observemos que para diferentes λ′s
obtenemos distintas soluciones. Asumamos además que φ(0) = 1. Sea f una función radial
sobre Rn continua y de soporte compacto. La función ψ = f ∗ φ es también una función
radial, de clase C∞ y es solución de la ecuación

∆ψ = λψ.

Luego existe una constante C tal que ψ = Cφ, donde C depende de f . Luego tenemos que

C = χ(f) =

∫
Rn
φ(−x)f(x)dx,

entonces
f ∗ φ = χ(f)φ,

y por lo tanto φ es una función esférica, por proposición anterior.

Sea s un número complejo y ξ ∈ Rn tal que ||ξ|| = 1. La función f definida por

f(x) = es〈ξ,x〉

es una autofunción del operador Laplaciano,

∆f = s2f.

Consideremos la función φs como la integral de la función f ,

φs(x) :=

∫
Sn−1

es〈ξ,x〉dσ(ξ),
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donde Sn−1 es la esféra unitaria en Rn y σ la medida de superficie normalizada sobre Sn−1.
La función φs es radial, C∞ y satisface

∆φs = s2φs, φs(0) = 1,

y por lo tanto φs es una función esférica. Rećıprocamente, si φ es una función esférica entonces
existe s ∈ C tal que φ = φs, y φs = φ−s.

Está probado en [32] que φs es una función esférica acotada si y sólo si Re(s) = 0, y que
φs es de tipo positivo si y sólo si Re(s) = 0.

El Ejemplo (2.3.5) sugiere que existe una relación entre pares de Gelfand y operadores
diferenciales invariantes por la acción de G, en este caso, el operador Laplaciano. Cuando
G es un grupo de Lie, la noción de par de Gelfand (G,K) puede ser formulada a partir
del álgebra de operadores diferenciales G-invariantes definidos sobre G/K, y la noción de
función esférica puede ser formulada por ser autofunciones de esta álgebra.

Consideremos que G es un grupo de Lie conexo y K un subgrupo de Lie compacto, enton-
ces K es un subgrupo de Lie de G y admite una única estructura G-invariante de variedad
diferenciable. Un operador diferencial definido sobre G/K es G-invariante si conmuta con
la acción de G actuando sobre C∞(G/K). El conjunto de todos los operadores diferenciales
G-invariantes en G/K forman un álgebra asociativa D(G,K) sobre C. Notemos que el álge-
bra D(G,K) coincide con el álgebra universal envolvente U(g)K de operadores diferenciales
G-invariantes e invariantes a izquierda por K.

Existen tres resultados que serán relevantes en nuestro trabajo, expuestos en [35].

Teorema 2.3.7. Sea G un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto. Entonces (G,K)
es par de Gelfand si y sólo si el álgebra D(G,K) es conmutativa.

Luego, cuando (G,K) es un par de Gelfand, es razonable referirnos a los autovalores
simultaneos de D(G,K).

Teorema 2.3.8. Sea G un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto tal que (G,K) es
par de Gelfand y consideremos φ una función C∞ y K-bi-invariante. Entonces, la función
φ : G→ C es esférica para el par (G,K) si y sólo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. φ(e) = 1,

2. Si D ∈ D(G,K) entonces Dφ = λ(D)φ para algún λ(D) ∈ C.

Notemos que el álgebra de autovalores simultaneos λ : D(G,K)→ C es un homomorfismo
de álgebras asociativas.

Teorema 2.3.9. Sea G un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto tal que (G,K)
es par de Gelfand. Sean φ1, φ2 dos funciones esféricas del par (G,K) con los mismos autova-
lores, es decir, Dφ = λ(D)φ1 y Dφ2 = λ(D)φ2 para todo D ∈ D(G,K). Entonces φ1 = φ2.

Sea (G,K) un par de Gelfand. Veamos ahora la relación entre funciones esféricas y
funciones de tipo positivo. Si φ es una función de tipo positivo y continua sobre G, tenemos
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asociada una representación unitaria (π,H) tal que φ(x) = 〈ε, π(x)ε〉φ donde ε es un vector
ćıclico. Asumamos que φ(e) = 1. La representación π es irreducible si y sólo si φ es elemental.
Sea E la función caracteŕıstica sobre K. Entonces π(E) :=

∫
K
π(k)dk : H → H es una

proyección ortogonal, y llamamos HE a su imagen. El espacio HE coincide con el espacio de
vectores K-fijos, HK := {v ∈ H : π(k)v = v}. Entonces tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.3.10. Con la notación anterior. El vector ćıclico ε pertenece a HK si y sólo si φ es
una función K-bi-invariante.

Demostración. Supongamos que ε ∈ HK . Entonces claramente φ es K-bi-invariante. Asu-
mamos ahora que φ es K-bi-invariante. Entonces dado g ∈ G, k ∈ K tenemos que

〈ε, π(g)ε〉 = φ(g) = φ(k−1g) = 〈ε, π(k−1)π(g)ε〉 = 〈π(k)ε, π(g)ε〉.

Como ε es un vector ćıclico, tenemos que π(k)ε = ε para todo k ∈ K, y luego ε ∈ HK .

Teorema 2.3.11. Sea φ una función continua K-bi-invariante de tipo positivo tal que
φ(e) = 1. Entonces, φ es esférica si y solo si es elemental.

Corolario 2.3.12. Dos funciones esféricas de tipo positivo son iguales si y sólo si las repre-
sentaciones unitarias e irreducibles asociadas son equivalentes.

Dada una función continua φ de tipo positivo, entonces φ es esférica si y sólo si φ es
K-bi-invariante y elemental. Por lo tanto una función φ es esférica de tipo positivo si y sólo
si es de la forma

φ(x) = 〈π(x)ε, ε〉

con π una representación unitaria irreducible y ε un vector ćıclico dejado fijo por K.

Además, el siguiente resultado relaciona la definición de par de Gelfand con ciertas pro-
piedades de representaciones unitarias e irreducibles.

Proposición 2.3.13. El álgebra CK
c (G) es conmutativa si y sólo si para toda representación

unitaria e irreducible (π,H) de G el subespacio HK es a lo sumo unidimensional.

Entonces, tenemos las siguientes equivalencias de la definición de par de Gelfand (Criterio
del Par de Gelfand).

(i) (L1(G)K , ∗) es un álgebra conmutativa.

(ii) Para toda (π,H) representación unitaria e irreducible de G se cumple que [π|K : 1] ≤ 1.

(iii) Para cada (π,H) ∈ Ĝ, dim(HK) 6 1.

El siguiente corolario resume la correspondencia existente entre funciones esféricas sobre
G y representaciones de G cuando (G,K) es un par de Gelfand.

Corolario 2.3.14. Sea (G,K) un par de Gelfand. Las funciones esféricas de tipo positivo
de G están en correspondencia uno-a-uno con las clases de equivalencias de representaciones
unitarias e irreducibles de G cuyo espacio de vectores K-fijos HK es no-trivial.
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2.4. Análisis armónico en pares de Gelfand

Denotamos por Σ al espacio de funciones esféricas de tipo positivo provisto con la topo-
loǵıa σ(L1, L∞).

Definimos la transformada de Fourier f̂ de una función f ∈ L2(G)K como la función
definida por

f̂(φ) =

∫
G

f(g)φ(g−1) dg, φ ∈ Σ.

Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) f̂ es una función continua en Σ que se anula en el infinito, y |f̂(φ)| ≤ ||f ||1.

(b) El mapa f 7→ f̂ es una transformación lineal.

(c) ̂(f1 ∗ f2) = f̂1 f̂2, para todo f1, f2 ∈ L1(G)K .

Observación 2.4.1. La transformada de Fourier en R nos permite desarrollar el análisis
armónico real. Para grupos no conmutativos, existe una transformada que generaliza la
transformada de Fourier: la transformada de Gelfand. Dado A un álgebra de Banach con-
mutativa, definimos

MA := {f ∈ A∗ : f es multiplicativa},

y lo dotamos de la topoloǵıa débil. El mapa x 7→ x̂ donde x̂(f) = f(x) es la transformada
de Gelfand. Si consideramos el álgebra A = Cc(G)K , entonces la transformada de Gelfand
es una generalización de la transformada de Fourier.

Sea V(G)] el espacio de combinaciones complejas de funciones continuas, K-bi-invariantes
de tipo positivo sobre G, y sea V1(G)] = V(G)] ∩ L1(G). El siguiente teorema es la fórmula
de inversión para funciones K-bi-invariantes.

Teorema 2.4.2. (Fórmula de inversión) Existe una única medida positiva ν sobre Σ tal que
para toda f ∈ V1(G)] se tiene que

1. f̂ ∈ L1(Σ, ν),

2. f(g) =
∫

Σ
φ(g)f̂(φ) dν(φ), g ∈ G.

Debido a la propiedad exponencial de las funciones esféricas y a (2) del teorema anterior,
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f(g) =

∫
Σ

φ(g)f̂(φ) dν(φ)

=

∫
Σ

φ(g)

(∫
G

f(h)φ(h−1) dh

)
dν(φ)

=

∫
Σ

(∫
G

[∫
K

φ(gkh−1)dk

]
f(h) dh

)
dν(φ)

=

∫
Σ

(∫
G

φ(gh̃−1)

[∫
K

f(h̃k) dk

]
dh̃

)
dν(φ)

=

∫
Σ

(∫
G

φ(gh̃−1)f(h̃) dh̃

)
dν(φ)

=

∫
Σ

(f ∗ φ)(g) dν(φ).

Resumiendo tenemos el siguiente resultado:

Proposición 2.4.3. Sea (G,K) un par de Gelfand y f ∈ V1(G)]. Sea ν la medida sobre Σ
obtenida en el teorema anterior. Si g ∈ G, entonces la aplicación φ 7→ f ∗φ(g) ∈ L1(Σ, ν), y

f(g) =

∫
Σ

f ∗ φ(g) dν(φ). (2.4)

Sea [πφ] ∈ Ĝ la representación correspondiente a φ ∈ P0. El espacio de Hilbert Hφ en el
cual se realiza la representación tiene un vector K-fijo uφ. Entonces,

f(g) =

∫
Σ

〈πφ(f)uφ, πφ(g)uφ〉Hφ dν(φ). (2.5)

Además tenemos la fórmula de Plancherel. Sea ν la medida obtenida en el teorema
anterior.

Teorema 2.4.4. (Teorema de Plancherel) Para toda f ∈ CK
c (G) se tiene

1. f̂ ∈ L2(Σ, ν),

2.
∫
G
|f(g)|2 dg =

∫
Σ
|f̂(φ)|2 dν(φ) =

∫
Σ
||πφ(f)uφ||2Hφ dν(φ).

Si extendemos la isometŕıa f 7→ f̂ de CK
c (G) a L2(G)K , obtenemos una isometŕıa de

L2(G)K en L2(Σ, ν). La medida ν es llamada medida de Plancherel.

Ejemplo 2.4.5. En este ejemplo encontraremos la medida de Plancherel para el par (K,Rn),
donde K = SO(n). En el Ejemplo (2.2.5) probamos que (K,Rn) es un par de Gelfand y
luego encontramos el conjunto de funciones esféricas acotadas, cuyo conjunto coincide con
el conjuto conformado por las funciones esféricas definidas positivas.
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Sea f una función radial en L1(Rn). Entonces la transformada de Fourier euclidea Ff
de f es de nuevo una función radial,

Ff(x) =

∫
Rn
f(x)e−2πi〈x,y〉dx, y ∈ Rn.

Consideremos la transformada esférica

f̂(s) =

∫
Rn
f(x)φ2πs(−x)dx.

Entonces

f̂(s) =

∫
Rn
f(x)

∫
Sn−1

e−2πis〈x,ξ〉dσ(ξ)dx

= Ff(s),

donde s ∈ R, s ≥ 0. La fórmula de inversión euclidea, establece que si f ∈ L1(Rn) satisface

que f̂ ∈ L1(Rn), y si f es continua en x, entonces

f(x) =

∫
Rn
Ff(y)e2πi〈x,y〉dy,

y entonces para f suficientemente regular, se tiene que

f(0) =

∫
Rn
Ff(x)dx.

Para f suficientemente regular, f radial, usando cambio de variable a coordenadas esféri-
cas en Rn obtenemos

f(0) =

∫
Rn
Ff(x)dx =

2π
n
2

Γ(n
2
)

∫ ∞
0

f̂(s)sn−1ds.

Luego la medida de Plancherel para este para el grupo de movimientos ŕıgidos, con respecto
a SO(n) es

dν(s) =
2π

n
2

Γ(n
2
)
sn−1ds,

donde identificamos Σ con [0,∞) v́ıa s↔ φ2πis.

Daremos una motivación para la sección que sigue. Supongamos que hallamos la medida
de Plancherel, es decir, que hallamos una medida positiva ν definida sobre Σ tal que si
f ∈ CK

c (G), entonces

f(g) =

∫
Σ

φ(g)f̂(φ) dν(φ),

donde f̂(φ) =
∫
G
f(g)φ(g−1) dg y Σ es el conjunto de funciones esféricas definidas positivas.

Entonces,

f(g) =

∫
Σ

φ(g)

(∫
G

f(h)φ(h−1) dh

)
dν(φ) (2.6)

=

∫
Σ

φ(g)(f ∗ φ)(e) dν(φ). (2.7)
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Una motivación de tipo euŕıstica, dice que (2.6) también vale para la distribución δ. Esto es,

δ(g) =

∫
Σ

φ(g)(δ ∗ φ)(e) dν(φ) =

∫
Σ

φ(g) dν(φ)

Entonces, dada f ∈ Cc(G) arbitraria, tenemos que

f(g) = (f ∗ δ)(g) =

∫
G

f(h)

(∫
Σ

φ(h−1g) dν(φ)

)
dh

=

∫
Σ

(∫
G

f(h)φ(h−1g) dh

)
dν(φ)

=

∫
Σ

(f ∗ φ) (g)dν(φ).

La última fórmula

f(g) =

∫
Σ

(f ∗ φ) (g) dν(φ) (2.8)

es una fórmula de inversión para f ∈ Cc(G). Además la ecuación (2.8) nos dice que la medida
para la fórmula de inversión es la medida de Plancherel ν, que está soportada sobre Σ, el
conjunto de funciones esféricas de tipo positivo, y que las proyecciones vienen dadas por
P (f) = f ∗ φ con φ ∈ Σ. En las siguientes secciones desarrollaremos la teoŕıa para probarlo
formalmente.

2.4.1. Integral directa de representaciones

En esta parte del trabajo generalizaremos la descomposición de representaciones uni-
tarias para el caso de grupos no compactos. La noción de integral directa para grupos no
compactos reemplaza a la suma directa para grupos compactos, y se encuentra definida en
[35].

Para ello primero recordemos la definición de suma directa de una cantidad finita de
subespacios de Hilbert {(Xi, 〈·, ·〉n)}ni=1 de X. Definimos

〈(x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)〉 = (〈x1, y1〉1 + · · ·+ 〈xn, yn〉n).

La aplicación 〈·, ·〉 define un producto interno sobre
∏n

i=1Xi. Si además (Xi, 〈·, ·〉Xi) es un
espacio de Hilbert para todo i = 1, · · · , n, entonces (

∏n
i=1Xi, 〈·, ·〉) es un espacio de Hilbert.

Definición 2.4.6. Sean X1, · · · , Xn subespacios lineales de un espacio vectorial X. El es-
pacio S = X1 + · · ·+Xn es la suma directa algebraica de los subespacios Xi si el mapa

Φ :
n∏
i=1

Xi → S, Φ(x1, · · · , xn) = x1 + · · ·+ xn
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es un isomorfismo de espacios vectoriales.
Si Φ es un isomorfismo que preserva normas, entonces S = X1 + · · · + Xn es la suma

directa topológica de los subespacios Xi.
Si Φ es un isomorfismo isométrico, entonces S = X1+· · ·+Xn es la suma directa ortogonal

de los subespacios Xi.

Teorema 2.4.7. Sean {Xi}ni=1 una familia de subespacios vectoriales de un espacio de Hilbert
de X separables, tal que S = X1 + · · · + Xn es la suma algebraica de los subespacios Xi.
Entonces las siguientes son equivalentes:

• S es la suma directa topológica de los espacios Xi,

• Los mapas definidos por

Ei(x1 + · · ·+ xn) = xi, x1 + · · ·+ xn ∈ S, xi ∈ Xi para todo i = 1, . . . , n

definen funciones continuas para toda i = 1, . . . , n.

Para cada i ∈ {1, · · · , n} sea di = dim(Xi), Bi = {vj i}dij=1 una base ortonormal de Xi.

Definimos

sj(i) =

{
vj
i 1 ≤ j ≤ di

0 di < j

Entonces:

1. sj : {1, · · · , n} →
⋃n
i=1Xi.

2. sj(i) = vj
i o sj

i = 0 para todo j ∈ N, i = 1, · · · , n. Luego sj
i ∈ Xi para todo

j ∈ N, i = 1, · · · , n.

3. i 7→ 〈sj(i), sk(i)〉Xi = 〈vj i, vki〉Xi ∈ L1({1, · · · , n}) para todo j, k ∈ N.

4. Xi es la clausura del espacio generado por {vj i}j∈N para todo i = 1, · · · , n.

Consideremos ahora v = v1 + · · · + vn tal que vi ∈ Xi. Podemos identificar a v con la
aplicación v dada por

v(i) = vi = Ei(v).

Notemos que v satisface las siguientes condiciones:

1. v : {1, · · · , n} →
⋃n
i=1Xi.

2. v(i) ∈ Xi para todo i = 1, · · · , n.

3. i 7→ 〈v(i), sk(i)〉Xi = 〈vi, vki〉Xi = 〈Ei(v), vk
i〉Xi es medible para todo k ∈ N.

4. i 7→ 〈v(i), sk(i)〉Xi = 〈vi, vki〉Xi = 〈Ei(v), vk
i〉Xi ∈ L1({1, · · · , n}) para todo k ∈ N.
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En este caso se puede ver que

Ei(v) =
∑
j∈N

〈v(i), sj
i〉Xi sj i,

y además, dado v, w ∈ S

〈v, w〉 =
n∑
i=1

〈vi, wi〉Xi =
n∑
i=1

〈v(i),w(i)〉Xi .

La definición anterior se puede generalizar para una familia de espacios {Hy}y∈Y , donde
Hy es un espacio de Hilbert para todo y ∈ Y con (Y,M, µ) un espacio de medida. En el caso
anterior, el conjunto de ı́ndices que consideramos es Y = {1, · · · , n} con la medida de contar.
Además utilizamos de manera auxiliar una familia de aplicaciones {sj}j∈N. Definamos ahora
la integral directa de espacios de Hilbert.

Definición 2.4.8. Sea (Y,M, τ) un espacio de medida. Para cada y ∈ Y , sea Hy un espacio
de Hilbert separable. Dada Γ una familia de ı́ndices, fijemos una familia de mapas {sα}α∈Γ

tales que sα : Y → ∪yHy satisfaciendo:

1. sα(y) ∈ Hy ppy ∈ Y , para toda α ∈ Γ,

2. y 7→ 〈sα(y), sβ(y)〉Hy ∈ L1(Y ) para todo α, β ∈ Γ,

3. Hy es la clausura del espacio generado por el conjunto {sα(y)}α∈Γ ppy ∈ Y .

Entonces, el espacio de Hilbert H2, que denotamos por

H2 =

∫
Y

Hy dτ(y)

es el espacio vectorial de funciones s : Y →
⋃

y Hy que satisfacen:

1. s(y) ∈ Hy ppy ∈ Y ,

2. y 7→ 〈s(y), sα(y)〉Hy es medible para toda α ∈ Γ

3. y 7→ 〈s(y), sα(y)〉Hy ∈ L1(Y ) para toda α ∈ Γ,

con producto interno

〈s, s′〉 :=

∫
Y

〈s(y), s′(y)〉Hy dτ(y). (2.9)

Dicho producto interno está bien definido, y H2 es un espacio de Hilbert. H2 =
∫
Y
dτ(y) es

llamada la L2-integral directa de {Hy}.
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La noción de L2-integral directa de espacios de Hilbert puede generalizarse a Lp-integral
directa de {Hy} para p ≥ 1, obteniendo un espacio Hp de Banach. La única condición que
se debe modificar es (3), cambiando y 7→ 〈s(y), sα(y)〉Hy ∈ L1(Y ) para toda α ∈ Γ por
y 7→ ||s(y)||Hy ∈ Lp(Y ), con

||s||p = ||(y 7→ ||s(y)||Hy)||Lp(Y,τ). (2.10)

Tenemos el siguiente resultado, que se encuentra en [35] página 76.

Lema 2.4.9. La definición de norma dada por la ecuación (2.10) está bien definida y la
integral directa Hp es un espacio de Banach. El espacio de Banach H2 dado por la definición
anterior tiene la misma estructura de espacio de Banach que la dada por la definición 2.4.8
con el producto interno dado por (2.9).

Sea {(πy,Hy) : y ∈ Y } una familia de representaciones de G tal que para cada α, β ∈ Γ,
g ∈ G, la función y 7→ 〈πy(g)(sα(y)), sβ(y)〉Hy es medible.

Definimos

π(g) :
⋃
y

Hy → H2, π(g)(s)(y) = πy(g)(s(y)) para s ∈ H2, s(y) ∈ Hy

Si el homomorfismo de grupos resultante es continuo, es decir, una representación de G,
entonces π es llamada la L2-integral directa de {πy}, y lo denotamos como π =

∫
Y
πy dτ(y).

Ejemplo 2.4.10. Sea (G,K) par de Gelfand. Notemos que, debido a la fórmula de inversión,
la familia {sf}f∈CKc (G) satisface las hipótesis 1–4 de la definición de L2-integral directa. En
efecto,

1. sf (φ) = πφ(f)uφ ∈ Hφ ppφ ∈ Σ, para toda f ∈ CK
c (G),

2. φ 7→ 〈sf1(φ), sf2(φ)〉Hφ ∈ L1(Σ) para todo f1, f2 ∈ CK
c (G).

Sean f1, f2 ∈ CK
c (G),∫

Σ

〈sf1(φ), sf2(φ)〉Hφ dν(φ) =

∫
Σ

〈πφ(f1)uφ, πφ(f2)uφ〉Hφ dν(φ)

=

∫
G

f1(g)

∫
Σ

〈π(g)uφ, πφ(f2)uφ〉Hφ dν(φ) dg

=

∫
G

f1(g)

∫
Σ

〈π(f2)uφ, πφ(g)uφ〉Hφ dν(φ) dg

=

∫
G

f1(g)f2(g) dg

= 〈f1, f2〉L2(Rn) <∞

Por lo tanto φ 7→ 〈sf1(φ), sf2(φ)〉Hφ ∈ L1(Σ) para todo f1, f2 ∈ CK
c (G).

3. Hφ es la clausura del espacio generado por el conjunto {sf (φ)}f∈CKc (G) ppφ ∈ Σ. uφ
vector ćıclico, entonces < π(g)uφ >g∈G es denso en Hφ, luego < π(f)uφ >f∈L1(G)K

también lo es.
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LLamemos

H2(G,K) =

∫
Σ

Hφ dν(φ).

Por la fórmula de Plancherel, si f ∈ L2(G)
K

entonces sf ∈ H2(G,K) y ||sf ||H2(G,K) =
||f ||L2(G)K .

Luego se puede ver que

L2(G)K ' H2(G,K) =

∫
Σ

Hφ dν(φ).

2.4.2. Transformada de Fourier en L1(G/K) y pares de Gelfand

Si (G,K) es un par de Gelfand, los Teoremas 2.4.2 y 2.4.4 permiten descomponer fun-
ciones de L1(G)K . Notemos que podemos identificar funciones de L1(G)K con funciones
definidas en L1(G/K) invariantes a izquierda por K. Queremos extender los resultados ha-
llados para L1(G)K y encontrar una expresión similar para funciones en L1(G/K). Para ello
necesitamos definir una fórmula de inversión vectorial. Esta teoŕıa se encuentra desarrollada
en [35].

Sea 1 ≤ p. Consideremos la Lp-integral directa de los espacios de Hilbert {(Hφ, 〈·, ·〉φ)}
definidos por (2.1)

Hp = Hp(G,K) =

∫
Σ

Hφ dν(φ) (2.11)

con secciones sf (φ) = πφ(f)uφ, f ∈ Cc(G/K), y uφ vector ćıclico K-fijo de la función esférica
de tipo positivo φ ∈ Σ.

La transformada de Fourier vectorial definida sobre Cc(G/K) es

F : Cc(G/K)→ H∞(G,K), F(f)(φ) = πφ(f)uφ ∈ Hφ,

y satisface ||F(f)||H∞(G,K) ≤ ||f ||L1(G/K).

Sea B(G/K) el conjunto de combinaciones lineales de funciones φ : G→ R continuas de
tipo positivo K-invariantes a derecha. Entonces B(G/K)∩L1(G/K) es denso en L1(G/K).
De acuerdo a [35] páginas 195-196, reemplazando en (2.5) πφ(f)uφ por [F(f)](φ), se obtienen
los siguientes resultados.

Teorema 2.4.11 (Fórmula de inversión vectorial). Sea (G,K) un par de Gelfand y ν la
correspondiente medida de Plancherel definida sobre Σ. Si f ∈ B(G/K)∩L1(G/K) entonces
F(f) ∈ H1(G,K) y

f(g) =

∫
Σ

〈F(f)(φ), πφ(g)uφ〉Hφ dν(φ).

Teorema 2.4.12. (Fórmula de Plancherel vectorial) Sea (G,K) un par de Gelfand y ν
su correspondiente medida de Plancherel. Si f ∈ L1(G/K) ∩ L2(G/K) entonces F(f) ∈
H2(G,K) con ||F(f)||H2(G,K) = ||f ||L2(G/K) y

F : L1(G/K) ∩ L2(G/K)→ H2(G/K)

se extiende por continuidad en L2(G/K) sobre H2(G,K).
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El siguiente teorema probado en [35] da una caracterización de los pares de Gelfand a par-
tir de la descomposición del espacio L2(G/K). Daremos una idea de una de las implicaciones
utilizando la fórmula de inversión vectorial y luego daremos una segunda prueba que utiliza
una herramienta muy poderosa, el Teorema del núcleo de Schwartz. Esta última prueba, si
bien no es elemental, tiene la ventaja de poder extenderse al caso de K no compacto, por lo
que será una herramienta muy importante en el último caṕıtulo de este trabajo.

El siguiente lema será de utilidad para probar el teorema.

Lema 2.4.13. Sea (ρ, L2(G/K)) la representación regular a izquierda de G. Si

Aρ = {T : L2(G/K)→ L2(G/K) : T es de entrelazamiento }

es un grupo conmutativo, entonces (ρ, L2(G/K)) es libre de multiplicidad.

Demostración. Supongamos que ρ no es libre de multiplicidad, luego
ρ = ⊕iωi⊕π⊕π es la descomposición de (ρ, L2(G/K)), donde (ωi,Wi), (π, V ) son represen-
taciones irreducibles y L2(G/K) = ⊕iWi⊕V ⊕V . Sea T ∈ Aρ, entonces T|V⊕V ∈ Aπ⊕π, pero
U(2) ⊆ A|π⊕π . Luego Aρ no es conmutativo.

Teorema 2.4.14. Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto. Entonces (G,K) es
par de Gelfand si y sólo si la representación regular a izquierda de G sobre L2(G/K) es libre
de multiplicidad.

Demostración. (Prueba 1) Supongamos que (G,K) es un par de Gelfand, y sea Aρ el
álgebra de operadores de entrelazamiento asociados a la representación regular a izquier-
da (ρ, L2(G/K)) de G. Siguiendo el Teorema 2.4.12, tenemos una L2-integral directa G-
invariante que es la descomposición de L2(G/K)=

∫
Σ
Hφ dν(φ), como se define en la ecuación

(2.11). Esta es una descomposición primaria de L2(G/K).
Como πφ, la representación asociado al espacio Hφ es irreducible, Aπφ ' C para todo

φ ∈ Σ. Como los H ′φs son no equivalentes dos a dos, Aρ es conmutativa. Luego por Lema
2.4.13, la representación regular a izquierda (ρ, L2(G/K)) de G es libre de multiplicidad.

La rećıproca se encuentra en Teorema 9.7.1 en [35].

Para dar la prueba 2, introducimos primero el Teorema del núcleo de Schwartz, el cual
por su importancia en este trabajo amerita su propia sección. Dicha sección culmina con la
prueba 2 del Teorema 2.4.14.

2.5. Teorema del Núcleo de Schwartz

Primero estudiaremos el Teorema del núcleo de Schwartz en Rn, siguiendo [7], y luego
estudiaremos su generalización para grupos de Lie no necesariamente conmutativos.

Dados u ∈ D(Rn), v ∈ D(Rm), el producto tensorial

(u⊗ v)(x, y) = u(y)v(x),
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pertenece a D(Rn+m).
Si consideramos φ ∈ D′(Rn+m), entonces el operador integral con núcleo φ definido por

〈Tu, v〉 = 〈φ, u⊗ v〉, ∀u ∈ D(Rn), ∀v ∈ D(Rm)

es un operador bien definido de D(Rn) a D′(Rm) lineal y continuo, donde con la notación
〈φ,w〉 entendemos la evaluación φ(w).

En este contexto, enunciamos y demostramos el Teorema del núcleo de Schwartz.

Teorema 2.5.1. (Teorema del núcleo de Schwartz) Si T : D(Rn)→ D′(Rm) es un operador
lineal y continuo, entonces existe una única distribución φ ∈ D′(Rn+m) tal que

〈Tu, v〉 = 〈φ, u⊗ v〉, ∀u ∈ D(Rn), ∀v ∈ D(Rm).

Lema 2.5.2. Si φ ∈ D(Rn+m) es tal que 〈φ, u ⊗ v〉 = 0, para toda u ∈ D(Rn), para toda
v ∈ D(Rm), entonces φ ≡ 0.

Demostración. (del Teorema del núcleo de Schwartz) La unicidad se obtiene del lema ante-
rior.

Consideremos ahora {ϕi}, {ψi} aproximaciones de la identidad en Rn y Rm respectiva-
mente. Definimos las funciones

φn(x, y) := 〈T (Ly(ϕn)), Lx(ψn)〉,

entonces φn ∈ D′(Rn+m) y convergen a una distribución φ en D′(Rn+m). Sean u ∈ D(Rn),
v ∈ D(Rm) entonces,

〈φ, u⊗ v〉 = ĺım
n→+∞

∫
Rn+m

v(x)φn(x, y)u(y) dy dx

= ĺım
n→+∞

∫
Rn+m

〈T (Ly(ϕn)), Lx(ψn)〉v(x)u(y) dy dx

= ĺım
n→+∞

〈T
(
u(y)

∫
Rn
Ly(ϕn) dy

)
, v(x)Lx(ψn) dx〉

= ĺım
n→+∞

〈T (u ∗ ϕn), v ∗ ψn〉

= 〈Tu, v〉.

Para comprender mejor este resultado supongamos momentaneamente que Tu y φ son
distribuciones funciones para todo u ∈ D(Rn). Entonces para f, g ∈ Cc(Rn)

〈Tf, g〉 =

∫
Rn
Tf(x)g(x) dx =

∫
Rm

∫
Rn
φ(x, y)f(x)g(y) dx dy.

Luego

Tf(x) =

∫
Rn
φ(t, x)f(t) dt ppx ∈ Rn.

Es decir, T es un operador integral con núcleo φ.
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Observación 2.5.3. Como D(Rn) está contenido densamente en Lp(Rn) y Lq(Rm) es denso
en D′(Rm) para todo 1 ≤ p, q <∞, entonces podemos pensar que el Teorema del núcleo de
Schwartz vale para operadores lineales y continuos T : Lp(Rn)→ Lq(Rm).

Pensemos ahora en operadores T : D(Rn)→ D′(Rn) invariantes por traslaciones, esto es,

Lx ◦ T = T ◦ Lx para todo x ∈ Rn,

entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5.4. Si T es un operador lineal, continuo e invariante por traslaciones,

T : D(Rn)→ D′(Rn),

entonces existe una única distribución Φ ∈ D′(Rn) tal que

Tu = u ∗ Φ para todo u ∈ D(Rn).

En este caso, la distribución núcleo φ está dada por φ(x, y) = Φ(x− y).

Ahora generalizaremos el Teorema del núcleo de Schwartz para grupos de Lie. Tenemos
el siguiente enunciado, que se encuentra en [9].

Teorema 2.5.5. Sea G un grupo de Lie conexo y T : D(G) → D′(G) un operador lineal
continuo que satisface LgTu = TLgu para toda u ∈ D(G), y para todo g ∈ G. Entonces
existe una única distribución Φ ∈ D′(G) tal que

Tu = u ∗ Φ para todo u ∈ D(G).

La rećıproca también es cierta.

Ahora śı daremos la demostración 2 del Teorema 2.4.14.

Demostración. (Prueba 2) Supongamos que (G,K) es un par de Gelfand, y sea (ρ, L2(G/K))
la representación regular izquierda de G.

Notemos que por Lema 2.4.13, basta probar que el álgebra Aρ es conmutativa.
Sea D(G/K) el espacio de funciones C∞ de soporte compacto, y D′(G/K) su dual dotado

con la topoloǵıa débil, es decir, Λn → Λ si y sólo si Λn(φ)→ Λ(φ) para toda φ ∈ D(G/K).
Notemos que D(G/K) ⊆ L2(G/K), y que L2(G/K) ⊆ D′(G/K). Por lo tanto, podemos

pensar que si T ∈ Aρ, entonces

T : D(G/K)→ D′(G/K)

es un operador que conmuta con la acción de G.
Notemos además, que dada f ∈ D(G/K), podemos extenderla a una función K-invariante

f̃(g) = f(gK) para todo g ∈ G. Luego, por el Teorema del núcleo de Schwartz, existe

φ ∈ D′(G) K-bi-invariante tal que T̃ f(g) = (f̃ ∗ φ)(g).
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Como (G,K) es par de Gelfand, por un argumento de densidad de las funciones C∞(G)
en las distribuciones (que formalizaremos en el último caṕıtulo), se prueba que

Ãρ := {T̃ : T ∈ Aρ}

es un grupo conmutativo. Luego Aρ también lo es, y por lo tanto, la representación regular
a izquierda (ρ, L2(G/K)) es libre de multiplicidad.

Rećıprocamente, supongamos que la representación regular a izquierda (ρ, L2(G/K)) es
libre de multiplicidad. Luego, por el Lema de Schur, Aρ es un grupo conmutativo. Además,
D(G,K) ⊆ Aρ, y por lo tanto, es conmutativo. Finalmente por Teorema 2.3.7, (G,K) es un
par de Gelfand.

Observación 2.5.6. De la Prueba 2 del teorema anterior podemos deducir el siguiente hecho:

L2(G/K) =

∫
Λ

Hλ dν(λ),

donde los Hλ son espacios irreducibles no equivalentes dos a dos. Además, si definimos la
proyección Pλ : L2(G/K) → Hλ, entonces Pλ conmuta con la acción de ρ. Por Teorema del
núcleo de Schwartz, Pλf = f ∗ φλ, con φλ ∈ D′(G/K) para toda f ∈ L2(G/K). Conside-
remos D ∈ D(G,K). Luego D conmuta con la acción de ρ, y por lo tanto D : Hλ → Hλ.
Luego D ∈ Aρλ donde ρλ es la representación ρ|Hλ . Por Lema de Schur, Dφλ = s(λ)(D)φλ.
Como esto vale para todo D ∈ D(G,K), φλ resulta una función esférica. Por lo tanto, dada
f ∈ L2(G/K), entonces f =

∫
λ∈Λ

f ∗ φλ, con Λ ⊆ Σ.



Caṕıtulo 3

Análisis en el grupo de Heisenberg

El objetivo de este caṕıtulo es descomponer el espacio L2(Hn) como una integral directa
de espacios invariantes e irredudibles bajo la acción regular de K n Hn, donde K es un
subgrupo de Aut(Hn) tal que (K,Hn) es par de Gelfand.

La fórmula de inversión será la herramienta principal, y para obtener su formulación
expĺıcita es necesario hallar Ĥn, el conjunto de clases de equivalencias de representaciones
unitarias e irreducibles de Hn. Esta teoŕıa fue desarrollada por Kirillov para grupos de Lie
nilpotentes, y se encuentra en [35]. Daremos una descripción explicita de Ĥn. Luego veremos
que para el grupo Hn podemos encontrar la fórmula de inversión y la descomposición de
L2(Hn) v́ıa análisis funcional clásico.

3.1. El grupo de Heisenberg

El grupo de Heisenberg (2n+ 1)-dimensional Hn es el grupo de Lie conexo y simplemen-
te conexo asociado al álgebra de Lie hn. Comenzamos definiendo hn como el conjunto de
matrices de la forma:

A =


0 x1 · · · xn t
0 0 · · · 0 y1
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0 yn
0 0 · · · 0 0

 , x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, t ∈ R

con corchete [A,B] = AB −BA.

Con esta notación,

[(x, y, t), (x̃, ỹ, t̃)] = (0, 0, 〈x, ỹ〉+ 〈y, x̃〉) , (3.1)

donde x, y, x̃, ỹ ∈ Rn, t, t̃ ∈ R, y 〈·, ·〉 es el producto escalar usual de Rn.
El centro unidimensional de hn es cn = {(0, · · · , 0, t) ∈ R2n+1 : t ∈ R}, y se puede ver

que
[·, ·] : hn × hn → cn. (3.2)
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Además, por (3.2) y la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff

exp(A) exp(B) = exp(A+B + 1
2
[A,B] + · · · ),

tenemos que

exp(A) =


1 x1 · · · xn r
0 1 · · · 0 y1
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1 yn
0 0 · · · 0 1

 , (3.3)

donde r = t+ 1
2
(x1y1 + · · ·+ xnyn).

Dado n ∈ N, consideremos el grupo Hn = R2n × R con el producto dado por:

(x, y, t)(x′, y′, t′) =
(
x+ x′, y + y′, t+ t′ − 1

2
((x, y′)− (x′, y))

)
(3.4)

donde x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) y (x, y) =
∑n

i=1 xiyi es el producto interno usual
en Rn. Este grupo es llamado el grupo de Heisenberg (2n + 1)-dimensional, y se lo puede
identificar con el grupo de matrices triangulares superiores v́ıa el difeomorfismo:

(x1, · · · , xn, y1, · · · , yn, t) 7→


1 x1 · · · xn t
0 1 · · · 0 y1
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1 yn
0 0 · · · 0 1

 . (3.5)

Si dotamos a Hn con la topoloǵıa usual de matrices, Hn es un subespacio de GL(2n+ 1,C)
cerrado, y por Teorema (1.2.1) es un grupo de Lie.

Como exp es un difeomorfismo de hn en Hn, podemos considerar cartas locales sobre Hn

dadas por la función exp. Vı́a la identificación (3.5) podemos pensar que el mapa exp es el
mapa identidad, y por abuso de notación denotamos por (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, t) tanto a los
elementos de Hn como a los de hn, los cuales distinguiremos según el contexto.

En algunos casos, también identificaremos los elementos (x, y, t) ∈ Hn con (z, t), z ∈ Cn
con el producto de grupo

(z, t)(z′, t′) = (z + z′, t+ t′ − 1

2
Im(z, z′)).

3.2. Representaciones del grupo de Heisenberg

Dada π una representación unitaria e irreducible de Hn, como (0, · · · , 0, t) está en el
centro de Hn, π(0, · · · , 0, t) resulta un operador de entrelazamiento de π consigo misma y,
por Lema de Schur π(0, · · · , 0, t) = χ(t)I, donde χ : R → C es una función continua que
satisface

|χ(t)| = 1 y χ(t1)χ(t2) = χ(t1 + t2);
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es decir, χ es un caracter. Luego existe una única λ ∈ R tal que χ(t) = eiλt. Por lo tanto

π(0, · · · , 0, t) = eiλtI.

Si λ = 0, π(0, · · · , 0, t) = I, es decir, Z ⊆ Ker(π) donde Z es el centro de Hn y π induce
una representación π̄ de Hn/Z w R2n que resulta irreducible. Luego π̄ es un caracter, esto
es:

π̄(x, y) = ei(ξx+ηy)I

donde ξ y η están uńıvocamente determinados en Rn. En este caso tenemos que,

π(x, y, t) = ei(ξx+ηy)I, para (x, y, t) ∈ Hn.

Para λ 6= 0 tenemos dos modelos que caracterizan todas las representaciones irreducibles
πλ de Hn.

3.2.1. Modelo de Schrödinger

En el modelo de Schrödinger la representación se realiza en el espacio de Hilbert L2(Rn).
Si λ = 0, se tienen las representaciones descriptas arriba; si λ 6= 0, se tiene la representación
de Schrödinger πλ dada por:

[πλ(x, y, t)f ](ξ) = eiλ(t+ 1
2
x.y+ξ.y)f(ξ + x).

Esta teoŕıa se encuentran desarrolladas en [9].

Observación 3.2.1. Si consideramos el morfismo Φa(x, y, t) = (ax, ay, at), entonces πλ(x, y, t) =
π1(λy, λx, λt) = π1 ◦ Φλ(x, y, t).

3.2.2. Modelo de Fock

En este modelo el espacio de Hilbert es

Hλ = {f : Cn → C holomorfas tal que

∫
Cn
|f(z)|2e−

|λ
2
|z|2dz <∞}. (3.6)

Definimos la representación

πλ(z, t)f(u) = eλ(it− 1
2
〈u,z〉− 1

4
|z|2)f(u+ z̄), si λ > 0

donde 〈·, ·〉 denota el producto interno usual de C y

πλ(z, t) = π−λ(z̄,−t) si λ < 0.

Considerando Φ(z, t) = (z̄,−t), por la Proposición 1.4.3 se ve que πλ es representación
unitaria irreducible para λ < 0.

Teorema 3.2.2. (Stone-von Neumann, [11]) Todas las representaciones unitarias e irredu-
cibles de Hn que coinciden en el centro son equivalentes.

Observación 3.2.3. Para λ fijo, la representación πλ dada por el modelo de Schrödinger y el
modelo de Fock son equivalentes, pues coinciden en el centro. Luego toda representación uni-
taria e irreducible es equivalente a una representación unidimensional ó a una representación
de Schrödinger ó de Fock. Es decir, estos dos modelos describen a todas las representaciones
unitarias irreducibles de Hn, salvo equivalencias.
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3.3. Representaciones Unitarias Irreducibles de KnHn

Sea K ⊆ U(n) un subgrupo cerrado, entonces K actúa en Hn por

k · (z, t) = (kz, t),

donde kz denota el producto de la matriz k por el vector z.

Sea (πλ,Hλ) una representación irreducible de Hn. Dado k ∈ K definimos

πkλ(z, t) = πλ(kz, t).

El par (πkλ,Hλ) define una nueva representación unitaria de Hn.
Por el Teorema de Stone-von Neumman, [πλ] está determinada por la acción sobre el

centro (que resulta invariante por transformaciones unitarias). Luego se cumple que para
toda k ∈ K, πλ ∼ πkλ, y por lo tanto, para todo k ∈ K existe un operador unitario de
entrelazamiento $(k),

$(k) : Hλ → Hλ, (3.7)

tal que $ entrelaza las representaciones π y πk. En particular, ($,Hλ) es una representación
unitaria de K, llamada representación metapléctica.

Sea (τ, Vτ ) una representación unitaria irreducible de K. Definimos

σλ(k, (z, t)) := τ(k)⊗$(k)πλ(z, t).

Un resultado probado por Mackey, que se encuentra por ejemplo en [35], asegura que la
representación (σλ, Vτ⊗Hλ) define una representación unitaria e irreducible de G = KnHn.

Para obtener representaciones de G a partir de los caracteres χξ,η(x, y, t) = eix.ξ+y.η

tomemos Kξ,η := {k ∈ K : k.(ξ + iη) = ξ + iη} el estabilizador de ξ + iη en K. Denotemos
por S al espacio cociente K/Kξ,η. Es bien sabido que S admite una medida ds la cual es
K-invariante a izquierda. Sea H = (L2(S), ds), para ϕ ∈ H definimos

σξ,η(h, z, t)ϕ(kKξ,η) = eiRe(〈ξ+iη,kz〉)ϕ(hkKξ,η), h, k ∈ K, (z, t) ∈ Hn,

donde kKξ,η denota la clase de equivalencia de k en K/Kξ,η para todo k ∈ K.
Como Kξ,η fija ξ + iη, la representación (σξ,η, L

2(S)) de K n Hn está bien definida, y
resulta unitaria e irreducible. Más aún σξ,η ∼ σξ̃,η̃ si y sólo si ξ + iη y ξ̃ + iη̃ pertenecen a la
misma órbita bajo la acción de K.

El siguiente teorema caracteriza K̂ nHn.

Teorema 3.3.1. (Criterio de Mackey) Toda representación unitaria irreducible de K nHn

es unitariamente equivalente a alguna de las anteriores.

Dada la relación entre funciones esféricas de tipo positivo y entradas matriciales asociadas
a una representación con un vector K-fijo, a nosotros nos interesan aquellas representaciones
unitarias irreducibles de K nHn que tienen un vector dejado fijo por K.
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Como K ⊆ U(n) es un grupo compacto, toda representación unitaria sobre K puede
descomponerse como una suma directa de representaciones irreducibles. En particular, po-
demos escribir la representación metapléctica como $ =

⊕
i∈Λ $i, con $i irreducibles y

Hλ =
⊕

i∈ΛWi, dim(Wi) <∞ para toda i ∈ Λ.

Proposición 3.3.2. Supongamos que (τ, V ) y (ω,W ) son dos representaciones unitarias e
irreducibles de K compacto, entonces (τ(k)⊗ ω(k), V ⊗W ) tiene un vector K-fijo si y sólo
si τ ∼ ω′, donde ω′ es la representación dual de ω.

Demostración. Primero observemos que el mapa h de V ⊗W ∗ en Hom(W,V ) definido por

h(v ⊗ λ)(u) := λ(u)v

para todo v ∈ V , λ ∈ W ∗ y u ∈ W es un isomorfismo.
Definimos una representación unitaria (ρ,Hom(W,V )) de K dada por

(ρ(k)T )(u) :=
(
τ(k) ◦ T ◦ ω(k−1)

)
(u),

para T ∈ Hom(W,V ). Entonces se cumple que

ρ(k) ◦ h = h ◦ (τ ⊗ ω′)(k).

En efecto,

ρ(k) ◦ h(v ⊗ λ)(u) = τ(k)
(
h(v ⊗ λ)(ω(k−1)u)

)
= τ(k)

(
λ(ω(k−1)u) v

)
=

(
λ(ω(k−1)u)

)
τ(k)v

=
(
(λ ◦ ω(k−1))u

)
τ(k)v

= (ω′(k)λ(u))τ(k)v

= h(τ(k)v ⊗ ω′(k)λ)(u)

= h(τ(k)⊗ ω′(k)(v ⊗ λ))(u)

= h((τ ⊗ ω′)(k)(v ⊗ λ))(u)

= h ◦ (τ ⊗ ω′)(k)(v ⊗ λ)(u).

Luego (ρ,Hom(W,V )) tiene un vector K-fijo si y sólo si (τ ⊗ω′, V ⊗W ∗) tiene un vector
K-fijo.

Además, si suponemos que T ∈ Hom(W,V ) es un vector dejado fijo por K, se tiene que
ρ(k)T = T para todo k ∈ K, ó equivalentemente τ(k) ◦ T = T ◦ ω(k). Luego T resulta
operador de entrelazamiento entre τ y ω .

En particular, si τ � ω, entonces V ⊗W ∗ no tiene vector K-fijo. Si τ ∼ ω, por Lema de
Schur V ⊗W ∗ tiene uno y sólo uno, salvo múltiplos, vectores dejados fijos por K.

Esta proposición garantiza que la representación (τ ⊗$′i, Vτ ⊗Wi) tiene un vector K-fijo
si y sólo si τ ∼ $i, y por lo tanto la representación (τ ⊗$′iπλ, Vτ ⊗Hλ) de K nHn definida
por

τ ⊗$′iπλ(k, z, t) = τ(k)⊗$′(k)πλ(z, t)

tiene un y sólo un vector dejado fijo por K si y sólo si τ ∼ $i.
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3.4. Criterio de Carcano

Sea K ⊆ U(n) un subgrupo compacto de Aut(Hn). Consideremos las representaciones de
K nHn dadas por

$′i ⊗$πλ(k, z, t) = $′i(k)⊗$(k)πλ(z, t)

donde $ =
⊕

i∈Λ$i son las componentes irreducibles de la representación metapléctica $.
Por lo visto anteriormente, sabemos que $′i ⊗$i tiene un vector K-fijo. Más aún:

Afirmación. Sea di la dimensión de Wi, {ql}dil=1 una base ortonormal de Wi y {q∗l }
di
l=1 la

correspondiente base dual de W ∗
i . Entonces,

vi =

di∑
l=1

q∗l ⊗ ql (3.8)

es un vector K-fijo de la representación de K ($′i ⊗$i,W
∗
i ⊗Wi) para todo i ∈ Λ.

Demostración. Supongamos que $i(k
−1)qj =

∑d
l=1 aljql y $i(k)ql =

∑s
r=1 brlqr, entonces

$′i(k)⊗$i(k)(
∑
l

q∗l ⊗ ql)(qj ⊗ 1) =
∑
l

($′i(k)(q∗l )(qj)⊗$i(k)(ql))

=
∑
l

(q∗l ◦$i(k
−1)(qj)⊗$i(k)(ql))

=
∑
l

q∗l (
d∑
t=1

at,jqt)⊗ (
s∑
r=1

br,lqr)

=
∑
t,l

at,jq
∗
l (qt)⊗

s∑
r=1

br,lqr

=
∑
l

al,j1⊗
∑
r

br,lqr

=
∑
l,r

al,jbr,l(1⊗ qr)

= 1⊗
∑
l

al,j($i(k)(ql))

= 1⊗$i(k)($i(k
−1)(qj))

= 1⊗ qj
= q∗j (qj)⊗ qj(1)

= (
∑
l

q∗l ⊗ ql)(qj ⊗ 1)

como esto vale para todo qj, se tiene que:

$′i(k)⊗$i(k)(
∑
l

q∗l ⊗ ql) =
∑
l

q∗l ⊗ ql.



61 3.5. El Espectro de K nHn

Se sigue que vi es vector K-fijo de $′i⊗$, y si mi es la multiplicidad de $i en $, entonces
$′i ⊗ $ tiene mi vectores dejados fijos por K. Más aún, estos vectores son vectores K-fijo
de la representación $′i ⊗$πλ.

Observación 3.4.1. Las representaciones unitarias e irreducibles de K n Hn inducidas por
caracteres se identifican con las representaciones de K n R2n. Por el criterio del par de
Gelfand, (K,Rm) resulta par de Gelfand para toda m y para todo K ⊆ U(n). Luego toda
representación inducida por un caracter tiene a lo sumo un vector dejado fijo por K.

Por lo tanto se cumple el criterio de Carcano.

Teorema 3.4.2. (Criterio de Carcano ver [4]) Sea K ⊆ U(n) un subgrupo compacto de
Aut(Hn). El par (K,Hn) es de Gelfand si y sólo si la representación metapléctica $ es libre
de multiplicidad, esto es, cada representación irreducible de K aparece a lo sumo una vez en
la descomposición en irreducibles de $.

3.5. El Espectro de K nHn

Sea (G,K) un par de Gelfand con medida de Haar dg.

Recordemos que, dada φ un función K-bi-invariante de tipo positivo, φ es esférica si y
sólo si es extremal. Además, una función extremal K-bi-invariante es de la forma

Φ(g) = 〈π(g)ε, ε〉 (3.9)

donde π una representación unitaria e irreducible y ε un vector K-fijo. Luego toda función
esférica de tipo positivo φ es de la forma (3.9).

Retornando al par (K nHn, K), si definimos

σλ,i(k, z, t) := $′i(k)⊗$(k)πλ(z, t),

φλ,i(k, z, t) := 〈σλ,i(k, z, t)vi, vi〉, con vi como en (3.8)

entonces φλ,i resulta una función esférica de tipo positivo asociada a K n Hn. El siguiente
Lema da una expresión de φλ,i en términos de la traza de ciertos operadores asociados a πλ.

Lema 3.5.1. Con la notación anterior.

φλ,i(z, t) = tr
(
πλ(z, t)|Wi

)
.
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Demostración. Vamos a probar que sus conjungados coinciden:

φλ,i(k, z, t) = 〈σλ,i(k, z, t)vi, vi〉

= 〈
di∑
l=1

q∗l ⊗ ql, σλ,i(k, z, t)(
di∑
j=1

q∗j ⊗ qj)〉

= 〈
di∑
l=1

q∗l ⊗ ql, (1⊗ πλ(z, t))($′i(k)⊗$(k))(

di∑
j=1

q∗j ⊗ qj)〉

= 〈
di∑
l=1

q∗l ⊗ ql, 1⊗ πλ(z, t)(
di∑
j=1

q∗j ⊗ qj)〉

=
∑
l,i

〈q∗l , q∗i 〉〈ql, πλ(z, t)qi〉

=
∑
l,i

δl,i〈ql, πλ(z, t)qi〉

=
∑
l

〈qi, πλ(z, t)qi〉

= tr
(
πλ(z, t)|Wi

)
Luego, φλ,i(k, z, t) = tr (πλ|Wi

) (k, z, t).

3.6. Análisis armónico en el grupo de Heisenberg

En esta sección desarrollaremos el análisis armónico clásico en el grupo de Heisenberg
Hn. Esta parte del trabajo está basada en el apunte de Fulvio Ricci [26].

3.6.1. Transformada de Fourier y fórmula de Plancherel

Dada (π,H) una representación unitaria de Hn podemos definir una nueva representación
de L1(Hn) sobre el espacio de Hilbert H, que por abuso de notación también denotaremos
por π. Esta representación está definida por:

〈π(f)ξ, η〉 =

∫
Hn

f(x, y, t)〈π(x, y, t)−1ξ, η〉dx dy dt,

para todo ξ, η ∈ H, donde 〈·, ·〉 denota el producto escalar de H. Definimos la transformada
de Fourier de una función f ∈ L1(Hn) como la colección de los operadores

{π(f) = f̂(π)}π∈Ĥn .

Dado H separable y {ej}∞j=1 una base ortonormal de H, decimos que un operador

T : H → H es Hilbert-Schmidt si ||T ||HS = (
∑

i,j |〈Tei, ej〉|2)
1
2 <∞.
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Notemos que esta definición no depende de la base elegida, en efecto, dado U operador
unitario se cumple que

||T ||op ≤ ||T ||HS, ||TU ||HS ≤ ||T ||op||U ||HS,

donde ||T ||op = sup||f ||=1|T (f)| es la norma clásica de operadores.
Denotamos por HS(L2(Rn)) al conjunto de operadores de Hilbert-Schmidt de L2(Rn).

Sea R× = Rr{0}, y definimos L2(R×) como:

L2(R×) = {Φ : R× → HS(L2(Rn)) : Φ medible y además

∫
R×
||Φ||2HS|λ|ndλ <∞},

donde Φ : R× → HS(L2(Rn)) es medible si la función λ→ 〈Φ(λ)f, g〉 es medible para cada
f y g fijas en L2(Rn).
L2(R×) es espacio producto interno con la aplicación 〈·, ·〉L2(R×) dada por:

〈Φ,Ψ〉L2(R×) =

∫ ∞
−∞

tr(Φ(λ)Ψ(λ)∗)|λ|n dλ 6
∫ ∞
−∞
||ΦΨ∗||HS|λ|ndλ.

Lema 3.6.1. Si f ∈ L1(Hn) entonces πλ(f) es un operador integral cuyo núcleo es

Kλ(ξ, η) = f(η − ξ, ̂−λ
2
(3η + ξ), λ̂).

Demostración. Sea Φ ∈ L2(Rn), λ ∈ R, η ∈ Rn

(πλ(f)Φ) (η) =

∫
Hn

f(x, y, t)
(
πλ(x, y, t)

−1Φ
)

(η)dx dy dt

=

∫
Hn

f(x, y, t) (πλ(−x,−y,−t)Φ) (η)dx dy dt

=

∫
Hn

f(x, y, t)eiλ(−t+ 1
2
〈x,y〉−〈η,y〉)Φ(η − x)dx dy dt

=

∫
Hn

f(x, y, t)e−iλteiλ
1
2
〈x,y〉e−iλ〈η,y〉)Φ(η − x)dx dy dt

=

∫
Rn

(∫
Rn

(∫
R
f(x, y, t)e−iλt dt

)
eiλ( 1

2
〈x,y〉−〈η,y〉) dy

)
Φ(η − x) dx

=

∫
Rn

(∫
Rn
f(x, y, λ̂)eiλ〈

x
2
−η,y〉 dy

)
Φ(η − x) dx

=

∫
Rn
f(x, ̂−λ(x

2
+ η), λ̂)Φ(η − x) dx

=

∫
Rn
f(η − ξ, ̂−λ

2
(3η + ξ), λ̂)Φ(ξ) dξ

=

∫
Rn
Kλ(η, ξ)Φ(ξ)dξ,

usando la notación

f(x, τ̂ , t) = f(x, ·̂, t)(τ) =

∫
Rn
f(x, y, t)e−〈y,τ〉dy,
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f(x, y, µ̂) = f(x, y, ·̂)(µ) =

∫
R
f(x, y, t)e−〈t,µ〉dt.

Luego obtuvimos el resultado deseado.

Luego, ||πλ(f)||HS =
(∫

Rn×Rn |K(η, ξ)|2dµ(η) dµ(ξ)
) 1

2
, con lo cual tenemos la siguiente

fórmula de Plancherel.

Teorema 3.6.2. (Fórmula de Plancherel para L1(Hn)) Si f ∈ L1(Hn)
⋂
L2(Hn), entonces

πλ(f) es un operador de Hilbert-Schmidt ppλ ∈ R− {0} y además:

||f ||22 =
1

(2π)n+1

∫ ∞
−∞
||πλ(f)||2HS |λ|ndλ =

1

(2π)n+1

∫ ∞
−∞
||f̂(λ)||HS

2
|λ|ndλ,

donde estamos usando la notación f̂(λ) := f̂(πλ).

Demostración.

||πλ(f)||2HS =

∫
Rn×Rn

|K(η, ξ)|2dµ(η) dµ(ξ)

=

∫
Rn×Rn

|f(η − ξ, ̂−λ
2
(3η + ξ), λ̂)|2dµ(η) dµ(ξ)

Tomando {
x = η − ξ
τ = −λ

2
(3η + ξ),

resulta dξ dη = |λ|−ndx dτ .
Entonces

||πλ(f)||2HS = |λ|−n
∫
Rn

∫
Rn
|f(x, τ̂ , λ̂)| dx dτ

= (2π)n|λ|−n
∫
Rn×Rn

|f(x, y, λ̂)|2 dx dy

por la fórmula de Plancherel en Rn.
Como ∫

Rn×Rn×R
|f(x, y, λ̂)|2 dx dy dλ = 2π

∫
Rn×Rn×R

|f(x, y, t)|2 <∞,

y por lo tanto ∫
Rn×Rn×

|f(x, y, λ̂)|2 dx dy <∞.

Luego, ∫ +∞

−∞
||πλ(f)||2HS|λ|n dλ = (2π)n+1

∫
Hn

|f(x, y, t)|2 dx dy dλ = (2π)n+1||f ||22.
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Corolario 3.6.3. Si f ∈ L1(Hn) satisface πλ(f) = 0 para todo λ 6= 0, entonces f = 0
ppg ∈ Hn.

La fórmula de Plancherel se puede extender a todo L2(Hn) como muestra el siguiente
resultado.

Teorema 3.6.4. La transformada de Fourier f → (2π)−
(n+1)

2 πλ(f) se extiende a una iso-
metŕıa entre L2(Hn) y L2(R×) con la medida |λ|ndλ. Dicha isometŕıa es sobre, esto es
L2(Hn) ' L2(R×).

Demostración. Como L1(Hn)∩L2(Hn) es denso en L2(Hn), podemos extender la transforma-
da de Fourier continuamente. Por (3.6.1), dado K ∈ L2(R×) podemos reconstruir la función
original f , con lo cual la transformada de Fourier es suryectiva.

Definición 3.6.5. A la medida |λ|ndλ dada por el teorema anterior, se le llama medida de
Plancherel.

El Corolario (3.6.3) muestra que, si bien en el grupo de Heisenberg hay muchas represen-
taciones no equivalentes a πλ con λ 6= 0, estas representaciones son suficientes para distinguir
funciones de L1(Hn), más aún, la medida de Plancherel le asigna medida cero a las repre-
sentaciones πλ con λ = 0.

Dada λ ∈ R, decimos que πλ es una representación de cuadrado integrable si las funcio-
nes x 7→ eλ(u, v)(x) = 〈πλ(x)u, v〉 son funciones de L2(Hn/Z) para todo u, v ∈ H, donde

la integración sobre Hn/Z se define como en (1.12). Denotamos por Ĥnsq al conjunto de

representaciones de Hn de cuadrado integrable. En este caso, Ĥnsq coincide con el conjunto
de representaciones πλ con λ 6= 0. Este es un caso particular de un resultado que afirma que
si un grupo de Lie nilpotente N admite representaciones de cuadrado integrable, entonces
la medida de Plancherel está soportada en las clases de equivalencias de representaciones
unitarias e irreducibles de cuadrado integrable (ver Caṕıtulo 5).

3.6.2. Fórmula de Inversión

Denotamos por F al operador tal que F(f) = f̂ . Como la transformada de Fourier F es
una isometŕıa, se cumple que:

〈Ff,Fg〉L2(R×) = 〈f, g〉L2(Hn) ∀f, g ∈ L2(Hn).

Por lo tanto, F−1 = F∗. Luego FF∗ = F∗F = I.

Por definición, 〈F∗Φ, f〉L2(Rn) = 〈Φ,Ff〉L2(R×), luego si computamos F∗ en un subespacio
denso conveniente V de L2(R×) se obtiene:

F∗Φ(x, y, t) =
1

(2π)n+1

∫ ∞
−∞

tr(Φ(λ)πλ(x, y, t))|λ|ndλ.

Podemos definir el espacio de Scwartz S(Hn) v́ıa la identificación de Hn con R2n+1 (ve-
remos esta definición más detalladamente para el caso de N grupo de Lie nilpotente, conexo
y simplemente conexo). Luego, utilizando argumentos de densidad obtenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 3.6.6. (Fórmula de inversión) Si f ∈ S(Hn) y πλ son las representaciones uni-
tarias e irreducibles dadas por el modelo de Schrödinger se tiene

f(x, y, t) =
1

(2π)n+1

∫ ∞
−∞

tr(πλ(f)πλ(x, y, t))|λ|n dλ. (3.10)

Para f ∈ L2(Hn), se puede extender la fórmula de inversión por densidad. Se puede probar
que esta fórmula es independiente de la representación elegida en su clase de equivalencias.
En efecto, para cada λ ∈ R consideremos (πλ, H) ∼ (π′λ, H

′) dos representaciones unitarias
e irreducibles. Entonces existe U operador de entrelazamiento unitario

U : H → H ′

que satisface πλ(x, y, t) = U ◦ π′λ ◦ U−1. Lo primero que vamos a probar es que

πλ(f) = U ◦ π′λ(f) ◦ U−1.

Sean ξ, η ∈ L2(Rn), entonces:

〈πλ(f)ξ, η〉 =

∫
Hn

f(x, y, t)〈πλ(x, y, t)ξ, η〉 dx dy dt

=

∫
Hn

f(x, y, t)〈(Uπ′λ(x, y, t)U−1)ξ, η〉 dx dy dt

=

∫
Hn

f(x, y, t)〈(π′λ(x, y, t)U−1)ξ, U−1η〉 dx dy dt

= 〈π′λ(f)U−1ξ, U−1η〉
= 〈Uπ′λ(f)U−1ξ, η〉.

Como esto se cumple para toda ξ y η, se tiene que πλ(f) = U ◦ π′λ(f) ◦ U−1. Luego,

f(x, y, t) =
1

(2π)n+1

∑
j

∫ ∞
−∞
〈πλ(f)πλ(x, y, t)vj, vj〉|λ|n dλ

=
1

(2π)n+1

∑
j

∫ ∞
−∞
〈Uπ′λ(f)U−1Uπ′λ(x, y, t)U

−1vj, vj〉|λ|n dλ

=
1

(2π)n+1

∑
j

∫ ∞
−∞
〈π′λ(f)π′λ(x, y, t)U

−1vj, U
−1vj〉|λ|n dλ.

Como U es unitario, el conjunto {Uvj} es una base ortonormal de H ′, y por lo tanto se tiene

f(x, y, t) =
1

(2π)n+1

∑
j

∫ ∞
−∞
〈π′λ(f)π′λ(x, y, t)U

−1vj, U
−1vj〉|λ|n dλ

= f(x, y, t) =
1

(2π)n+1

∫ ∞
−∞

tr(π′λ(f)π′λ(x, y, t))|λ|n dλ.
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Como trabajaremos con las representaciones dadas por el modelo de Fock, volveremos a
la notación (z, t) para denotar a los elementos de Hn.

Sea {hα} una base ortonormal de Hλ, entonces podemos escribir la fórmula de inversión
como:

f(z, t) =
1

(2π)n+1

∑
α

∫ ∞
−∞
〈πλ(f)πλ(z, t)hα, hα〉|λ|n dλ

Para u, v ∈ Hλ definimos

eλ(u, v)(z, t) = 〈πλ(z, t)u, v〉, (3.11)

la entrada matricial asociada a la representación πλ correspondiente a los vectores u, v.
El siguiente lema será de gran utilidad para nuestros cálculos.

Lema 3.6.7. Sea (πλ,Hλ) una representación unitaria e irreducible de Hn. Si {hα} una base
ortonormal de Hλ, entonces para todo α tenemos que

(f ∗ eλ(hα, hα))(z, t) = 〈πλ(f)πλ(z, t)hα, hα〉,

donde eλ es como en (3.11).

Demostración.

〈πλ(f)πλ(z, t)hα, hα〉 =

∫
Hn

f(z′, t′)〈πλ((z′, t′)−1(z, t))hα, hα〉dz′dt′

=

∫
Hn

f((z, t)(u, s)−1)〈πλ(u, s)hα, hα〉duds

=

∫
Hn

f((z, t)(u, s)−1)eλ(u, s)(hα, hα)duds

= (f ∗ eλ(hα, hα))(z, t)

y esto vale para todo (z, t) ∈ Hn.

Luego podemos reescribir la fórmula de inversión como sigue:

f(z, t) =
1

(2π)n+1

∑
α

∫ ∞
−∞

(f ∗ eλ(hα, hα))(z, t)|λ|ndλ.

Lema 3.6.8. Sea (πλ,Hλ) una representación unitaria e irreducible de Hn. Si {hα} una base
ortonormal de Hλ, entonces para todo α tenemos que

f ∗ eλ(hα, hα) =
∑
β

〈f, eλ(hβ, hα)〉eλ(hβ, hα),

donde eλ es como en (3.11).



3. Análisis en el grupo de Heisenberg 68

Demostración. Por el Teorema de Representación de Riesz, para toda (π,Hλ) representación
unitaria de Hn y todo (z, t) existe π(z, t)∗ tal que 〈π(z, t)f, g〉 = 〈f, π(z, t)∗g〉 para toda
f, g ∈ Hλ.

Además, si (π,Hλ) es una representación unitaria, π(z, t)∗ = π(z, t)−1 para todo (z, t) ∈
Hn.

Sea f ∈ L2(Hn) y (z, t) ∈ Hn,

(f ∗ eλ(hα, hα))(z, t) =

∫
Hn

f((z, t)(z′, t′)−1)eλ(hα, hα)(z′, t′) dz′dt′

=

∫
Hn
f((u, s)−1)eλ(hα, hα)((u, s)(z, t)) duds

=

∫
Hn
f((u, s)−1)〈πλ((u, s)(z, t))hα, hα〉 duds

=

∫
Hn
f((u, s)−1)〈πλ(u, s)πλ(z, t)hα, hα〉 duds

=

∫
Hn
f((u, s)−1)〈πλ(z, t)hα, πλ(u, s)∗hα〉 duds

=

∫
Hn
f((u, s)−1)〈

∑
β

〈πλ(z, t)hα, hβ〉hβ, πλ(u, s)∗hα〉 duds

=
∑
β

∫
Hn
f((u, s)−1)〈πλ(z, t)hα, hβ〉〈hβ, πλ(u, s)∗hα〉 duds

=
∑
β

(∫
Hn
f((u, s)−1)〈hβ, πλ(u, s)−1hα〉 duds

)
〈πλ(z, t)hα, hβ〉

=
∑
β

(∫
Hn
f((u, s)−1) ˆeλ(hα, hβ)(u, s)−1) duds

)
eλ(hα, hβ)(z, t)

=
∑
β

〈f, eλ(hα, hβ)〉eλ(hα, hβ)(z, t),

y esto se cumple para todo (z, t) ∈ Hn.

Usando el lema anterior, obtenemos que

f(z, t) =
1

(2π)n+1

∑
α,β

∫ ∞
−∞
〈f, eλ(hα, hβ)〉 (eλ(hα, hβ)) (z, t)|λ|n dλ.

Uno de nuestros resultados originales es obtener una descomposición de la representación
regular a izquierda de K nHn en L2(Hn) en componentes irreducibles.
Recordemos que Hλ = ⊕i∈ΛWi es la descomposición de la representación metapléctica $ en
subespacios irreducibles como K-modulo. Sea di := dim(Wi) y sea Bi = {hiα}

di
α=1 BON de
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Wi para todo i. Entonces B = ∪i∈ΛBi es una base de Hλ. Luego podemos escribir la fórmula
de inversión

f(z, t) =
1

(2π)n+1

∑
β∈B

∫ ∞
−∞

(f ∗ eλ(hβ, hβ))(z, t)|λ|ndλ

=
1

(2π)n+1

∑
i∈Λ

di∑
α=1

∫ ∞
−∞

(f ∗ eλ(hiα, hiα))(z, t)|λ|ndλ

=
1

(2π)n+1

∑
i∈Λ

di∑
α=1

∫ ∞
−∞
〈πλ(f)πλ(z, t)h

i
α, h

i
α〉|λ|ndλ

=
1

(2π)n+1

∑
i∈Λ

di∑
α=1

∫ ∞
−∞

(f ∗ eiλ)(hiα, hiα)|λ|ndλ

=
1

(2π)n+1

∑
i∈Λ

∫ ∞
−∞

(
f ∗ tr(πiλ)

)
(z, t)|λ|ndλ

=
1

(2π)n+1

∑
i∈Λ

∫ ∞
−∞

(f ∗ φλ,i) (z, t)|λ|ndλ

donde eiλ(h
i
α, h

i
α)(z, t) = 〈(πiλ(z, t)hiα, hiα〉, y πiλ = πλ|Wi . Por lo tanto tenemos que

f(z, t) =
1

(2π)n+1

∑
i∈Λ

∫ ∞
−∞

(f ∗ φλ,i) (z, t)|λ|ndλ. (3.12)

Si (K,Hn) es un par de Gelfand, por Teorema 2.4.14 la descomposición

L2(Hn) =

∫
Ω

Hκ dµ(κ)

en componentes irreducible es libre de multiplicidad. Más aún, en la Observación (2.5.6)
probamos que si Pκ : L2(G/K) → Hκ es el operador proyección, entonces Pκf = f ∗ φκ,
donde φκ es una función esférica extremal, y por lo tanto, Ω ⊆ Σ.

Teorema 3.6.9. Sea Hλ,j el espacio de Hilbert generado por {eλ (hα, hβ)} donde hα ∈ Bj y

hβ ∈ B, con producto interno 〈ϕ, ψ〉λ,j :=
∫
Cn ϕ (z, 0)ψ (z, 0)dz. Entonces, la acción regular

de K nHn se descompone como una integral directa de componentes irreducibles por

L2 (Hn) =
∑
j∈Λ

∫ ∞
−∞

Hλ,j |λ|n dλ.

Más aún, el espacio de Hilbert Hλ,j es primario y equivalente a (dimWj)Hλ como Hn-
módulo.

Demostración. La fórmula de inversión para una función Schwartz f en Hn está dada por

f (z, t) =

∫ ∞
−∞

tr (πλ (z, t) πλ (f)) |λ|n dλ.
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Más aún,

‖f‖2 =

∫ ∞
−∞
‖πλ (f)‖2

HS |λ|
n dλ =

∑∫ ∞
−∞
|〈f, eλ (hα, hβ)〉|2 |λ|n dλ

donde ‖·‖HS denota la norma Hilbert-Schmidt, y la suma corre sobre hα, hβ ∈ B. Vimos que
〈πλ (z, t) πλ (f)h, h′〉 = (f ∗ eλ (h, h′)) (z, t), entonces

f (z, t) =
∑
j∈Λ

∫ ∞
−∞

∑
hα∈Bj

(f ∗ eλ (hα, hα)) (z, t) |λ|n dλ

=
∑
j∈Λ

∫ ∞
−∞

(f ∗ φλ,j) (z, t) |λ|n dλ.

donde la última igualdad se sigue de (3.12). También vimos que

f ∗ eλ (hα, hα) =
∑
hβ∈B

〈f, eλ (hα, hβ)〉L2(Hn) eλ (hα, hβ) . (3.13)

Por (3.13) se sigue que f ∗eλ (hα, hα) ∈ Hλ,j y ||f ∗eλ(hα, hα)||2λ,j =
∑

hβ∈B | 〈f, eλ(hα, hβ)〉 |2,

para toda hα ∈ Bj. Luego obtenemos que la proyección ortogonal Qλ,j (f) = f ∗ φλ,j mapea
L2 (Hn) sobre Hλ,j, Hλ,j es irreducible, y por (3.13) ‖f‖2 =

∑
j∈Λ

∫∞
−∞ ‖Qλ,jf‖2

λ,j |λ|
n dλ.

Esto concluye la prueba del teorema.

3.7. Ejemplos conocidos

En esta sección veremos cómo calcular funciones esféricas para algunos K ⊆ Aut(Hn)
concretos.

Ejemplo 3.7.1. Si consideramos el grupo K = U(n) actuando sobre Hn de la forma

k · (z, t) = (k.z, t),

entonces K ⊆ Aut(Hn) es un compacto maximal. Siempre supondremos K ⊆ U(n).
Consideremos (K,Hn) par de Gelfand. En [4] se probó que existen dos clases de funciones

esféricas:

1. Tipo 1: Están parametrizadas en pares (λ,Wj), donde λ es un número real no nu-
lo. Estas provienen de las representaciones de Hn infinitamente dimensionales y las
denotamos por φλ,j(z, t). Se puede ver que estas funciones satisfacen

φλ,j(z, t) = φ1,j(λ
1
2 z, λt), si λ > 0, (3.14)

φλ,j = φ|λ|,j si λ < 0. (3.15)

Por lo tanto, para los cálculos, basta encontrar φ1,j.
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2. Tipo 2: Este tipo de funciones esféricas provienen de las representaciones unidimen-
sionales de Hn, y están parametrizadas en Cn/K, el espacio de K-órbitas. Más aún, si
ηw y ηw′ son dos funciones esféricas asociadas a dos representaciones unidimensionales,
entonces ηw = ηw′ si y sólo si w y w′ son equivalentes.

Las funciones esféricas de tipo 2 son no-genéricas, es decir, tienen medida de Plancherel nula,
por lo cual estamos interesados sólo en las de primer tipo.

¿Cómo construimos estas funciones esféricas?

Seguiremos la construcción hecha en [4]. Dado un par de Gelfand (K,Hn), la repre-
sentación metapléctica $ induce una descomposición en espacios irreducibles de Hλ como
K-módulo

Hλ =
⊕
j∈Λ

Wλ,j.

Asumamos λ = 1 y denotemos por P (V )R al álgebra de polinomios reales K-invariantes.
Entonces está probado en [4] que existe una base canónica {pj}j∈Λ del espacio vectorial

P (V )R, pj ∈ Wj := Wj,1, tal que la sucesión {qj}j∈Λ es obtenida de {pj}j∈Λ aplicando el

proceso de Gram-Schmidt al conjunto {h1,j ∈ B} con respecto de la medida e−
1
4
|v|2dv, y

normalizandolos para que satisfagan qj(0) = 1.

Las funciones esféricas asociadas al par (K,Hn) son de la forma

φ1,j(z, t) = eitqj(z)e−
1
4
|z|2 .

De la igualdad (3.14) obtenemos las funciones esféricas para λ > 0,

φλ,j(z, t) = eiλtqj(λ
1
2 z)e−

1
4
λ|z|2 .

Las funciones esféricas φλ,j con λ < 0 se obtienen usando (3.15).

Analicemos los casos K = Tn y K = U(n). Consideremos el toro Tn,

Tn :=


 eiθ1

. . .

eiθn

 : θ1, · · · , θn ∈ R

 .

Notemos que por ser Tn abeliano, se descompone en subespacios unidimensionales de la
forma

Tn =
n⊕
r=1

eiθrC.

Luego la representación metapléctica se descompone libre de multiplicidad, y por lo tanto
(Tn, Hn) es un par de Gelfand.

Los correspondientes polinomios invariantes hα son de la forma

hα(z, t) = |z|2α
2αα!

, α = (α1, . . . , αn),

y las funciones esféricas las describimos en la siguiente proposición.
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Proposición 3.7.2. Las funciones esféricas del par (Tn, Hn) son de la forma

φα(z, t) = eite−
1
4
|z|2

n∏
j=1

Lαj(
1
2
|zj|2), , α = (α1, . . . , αn)

donde Lk(x) =
∑k

j=o

(
k
j

) (−x)j

j!
es el k-ésimo polinomio de Laguerre de orden 0.

Para el caso K = U(n), los espacios irreducibles de la representación metapéctica ac-
tuando sobre P(Cn) son los polinomios homogéneos Pj(Cn) con base ortonormal

{ wα√
2mα!

: |α| = m}.

Las correspondientes funciones esféricas son

φm(z, t) = eite−
1
4
|z|2L(n−1)

m (1
2
|z|2),

donde L
(n−1)
m (x) = (n− 1)!

∑m
j=0

(
m
j

) (−x)j

(j+n−1)!
.

El polinomio L
(n−1)
m es el m-ésimo polinomio de Laguerre generalizado de orden (n− 1).

Otra clase de funciones especiales que aparecen relacionadas a las funciones esféricas del
par (U(n), Hn) son las funciones de Bessel .

Acerca de los polinomios de Laguerre: (ver [2])

Los polinomios de Laguerre son una familia de polinomios ortogonales respecto del peso
e−x. El polinomio n-ésimo de Laguerre (de orden 0) surge de resolver la ecuación diferencial

xy′′ + (1− x)y′ + ny = 0.

Desarrollando a y en series de potencias se obtiene una relación de recurrencia

ak+1 = k−n
(k+1)2ak, y(x) =

∞∑
k=o

akx
k.

Se puede ver, que cuando n es un numero natural, se anulan todos los coeficientes mayores e
iguales a n. Luego una de las soluciones es un polinomio de grado menor o igual a n, llamado
n-ésimo polinomio de Laguerre Ln.

El n-ésimo polinomio de Laguerre es de la forma

Lk(x) =
k∑
j=o

(
k

j

)
(−x)j

j!
.

Los polinomios de Laguerre generalizados son una familia de polinomios ortogonales
respecto del peso x−me−x. Estos polinomios Lnm se obtienen a partir de la resolución de la
ecuación diferencial

xy′′(x) + (m+ 1− x)y′(x) + ny(x) = 0.
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Luego se tiene que L
(0)
m = Lm y la fórmula para los polinomios de Laguerre generalizados

es

L(n−1)
m (x) = (n− 1)!

m∑
j=0

(
m

j

)
(−x)j

(j+n−1)!
.

Nota. Familias conocidas de polinomios y funciones especiales puede definirse a partir de
pares de Gelfand (G,K). Por ejemplo, los polinomios de Legendre son funciones esféricas
asociadas al par (G,K), donde G es el grupo de rotaciones de R3 y K el grupo de rotaciones
de R2. Las funciones de Bessel surgen al considerar el plano de dimensión dos como el cociente
entre el grupo de movimientos ŕıgidos del plano y el grupo de rotaciones.





Caṕıtulo 4

Teoŕıa general de álgebras de Lie

En este caṕıtulo denotaremos a las álgebras de Lie por g. Dicha álgebra puede ser real
o compleja. Cuando g sea un álgebra de Lie real, denotaremos por gC su complexificación,
y si denotamos por g a un álgebra de Lie compleja denotaremos por gR a su forma real. En
este caṕıtulo nos basamos en [16] y [19].

4.1. Álgebras de Lie nilpotentes, solubles y semisim-

ples

Dada g un álgebra de Lie finitamente dimensional, definimos recursivamente la serie
central ascendente gk para todo k ∈ N asociada a g como la cadena de conmutadores

g0 = g, g1 = [g, g], . . . , gk = [gk−1, gk−1].

Cada gk es un ideal en g, y gk ⊆ gk−1 para todo k natural. Decimos que el álgebra de Lie
g es soluble si existe r ∈ N tal que gr = 0.

Dada un álgebra de Lie g definimos la serie central descendente como una cadena de
subálgebras construida de la siguiente forma

g0 = g, g1 = [g, g], . . . , gk = [g, gk−1]

para todo k natural. Todas las subálgebras gk son ideales de g que verifican

gk ⊆ gk−1.

Definición 4.1.1. El álgebra de Lie g es nilpotente si existe r ∈ N tal que gr = 0.

Es fácil ver que un álgebra de Lie nilpotente no nula tiene centro no nulo, y que gk ⊆ gk,
y por lo tanto, un álgebra de Lie nilpotente es soluble.

Sea n := mı́n{r : gr = 0}. Se dice que n es el orden de nilpotencia, y un álgebra de Lie
con orden de nilpotencia n se dice que es n-pasos nilpotente.

Proposición 4.1.2. Toda subálgebra y todo cociente de un álgebra de Lie nilpotente (resp.
soluble) es nilpotente (resp. soluble).

75
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Ejemplo 4.1.3. Si consideramos el álgebra de Lie g de matrices triangulares n × n con el
corchete de Lie dado por [A,B] = AB − BA, entonces g es un álgebra de Lie soluble. Si en
particular g es el conjunto de matrices triangulares n × n con diagonal nula, entonces g es
un álgebra de Lie n-pasos nilpotente.

Ejemplo 4.1.4. El álgebra hn asociada al grupo de Heisenberg Hn es 2-pasos nilpotente
para todo n natural.

El siguiente resultado será de gran utilidad a lo largo del trabajo.

Lema 4.1.5. Sea N un grupo de Lie conexo y simplemente conexo con álgebra de Lie n
nilpotente. Entonces la aplicación exp : n→ N es un difeomorfismo.

Dada g un álgebra de Lie definimos una forma bilineal simétrica por

B(x, y) = tr(ad(x)ad(y)) para x, y ∈ g,

donde tr es la traza del operador. Llamamos a B la forma de Killing y cumple las siguientes
propiedades:

• B([x, y], z) = B(x, [y, z]) para todo x, y, z ∈ g.

• Es invariante por automorfismos: B(s(x), s(y)) = B(x, y), donde s ∈ Aut(g), x, y ∈ g.

Definición 4.1.6. Un álgebra de Lie finitamente dimensional g se dice simple si g es no
abeliana y no posee ideales propios no triviales. g se dice semisimple si no posee ideales
solubles no nulos.

En particular, un álgebra de Lie simple es semisimple, y una caracterización viene dada por
el siguiente resultado.

Proposición 4.1.7. Sea g un álgebra de Lie finitamente dimensional. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

• g es un álgebra de Lie semisimple,

• g no posee ideales abelianos no nulos,

• g es suma directa de ideales simples no abelianos,

• La forma de Killing definida sobre g× g es no degenerada (Criterio de Cartan).

Como corolario obtenemos que un álgebra de Lie semisimple tiene centro trivial.
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4.1.1. Álgebras de Lie semisimples

Las álgebras de Lie semisimples complejas son de gran interés porque admiten una des-
composición notable en espacios de ráıces. Para motivar esta descomposición daremos un
ejemplo.

Ejemplo 4.1.8. Consideremos el álgebra de Lie compleja gC = sl(n,C). Sean

h = matrices diagonales con entradas reales en gC

hC = todas las matrices diagonales en gC.

Entonces hC = h ⊕ ih. Sea Ei,j la matriz que tiene un 1 en el lugar (i, j) y 0 en el resto de
las entradas, y definimos ei ∈ h∗C como

ei

 h1

· · ·
hn

 = hi

Para cada H ∈ hC, ad(H) es diagonalizable respecto de la base de g definida por los elementos
Ei,j con i 6= j unida a una base de hC. En efecto,

ad(H)Ei,j = [H,Ei,j] = (ei(H)− ej(H))Ei,j.

Luego Ei,j es un autovector simultáneo de ad(H) para toda H ∈ hC, con autovalor ei(H)−
ej(H). Luego el autovalor ei − ej es un funcional lineal de hC, es decir, ei − ej ∈ h∗C. Los
autovalores (ei − ej)’s, para i 6= j son llamadas ráıces. El conjunto de ráıces se denota por
∆. Además tenemos que

gC = hC ⊕
⊕
i 6=j

CEi,j,

que podemos reescribir como

gC = hC ⊕
⊕
i 6=j

gCei−ej , (4.1)

donde

gCei−ej := {X ∈ gC : ad(H)X = (ei − ej)(H)X para toda H ∈ hC}.

La descomposición (4.1) es llamada descomposición en espacios de ráıces. Notemos que ∆
genera hC como C-espacio vectorial.

Extraeremos estas propiedades para un álgebra de Lie compleja semisimple g; para ello
debemos definir la subálgebra h llamada subálgebra de Cartan. Existen varias formas equi-
valentes de definir subálgebras de Cartan.

Definición 4.1.9. Dada un álgebra de Lie compleja semisimple g, una subálgebra h se dice
subálgebra de Cartan si h es una subálgebra abeliana maximal de g y adg(h) es simultánea-
mente diagonalizable.
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Un resultado muy conocido garantiza que toda álgebra de Lie compleja finitamente di-
mensional tiene una subálgebra de Cartan, y es única salvo isomorfismos.

Dada α ∈ h∗, α 6= 0, definimos

gα := {x ∈ g : (ad(z)− α(z))nx = 0 para todo z ∈ h, n ∈ N}.

Si gα 6= 0, α es llamada una ráız, y denotamos al conjunto de ráıces por ∆ o por ∆(g, h).
La descomposición en espacio-pesos es

g = h⊕
⊕
α∈∆

gα.

Esta descomposición es llamada descomposición en espacios-ráıces de g respecto de h. Los
elementos de gα son llamados vectores ráıces de α.

En lo que sigue B será la forma de Killing definida sobre g.

Proposición 4.1.10. Sea g un algebra de Lie compleja semisimple con algebra de Cartan h
y sea ∆ = ∆(g, h) conjunto de ráıces. Si B es la forma de Killing de g, entonces:

a) Si α, β ∈ ∆ ∪ {0} y α + β 6= 0 entonces B(gα, gβ) = 0.

b) Si α ∈ ∆ ∪ {0}, entonces B es no singular en gα × g−α.

c) Si α ∈ ∆, entonces −α ∈ ∆.

d) B|h×h
es no degenerada; consecuentemente para cada α existe zα ∈ h tal que

α(z) = B(z, zα) para toda z ∈ h.

e) ∆ genera h∗.

f) Si α ∈ ∆, dim(gα) = 1.

Para cada ráız α, podemos elegir y fijar un elemento vα 6= 0 en gα tal que
[z, vα] = α(z)vα para todo z ∈ h (por Teorema de Lie existe tal vα).

Como corolario de esta proposición obtenemos que la acción de ad(h) sobre g es si-
multáneamente diagonalizable. Además, sobre h× h la forma de Killing B satisface

B(z, z′) =
∑
α∈∆

α(z)α(z′), (4.2)

por lo tanto obtenemos que la base {vα, v−α} puede ser normalizada de manera tal que
B(vα, v−α) = 1.

Podemos transferir la forma de Killing a h∗. Dados ψ, φ ∈ h∗ definimos

〈ψ, φ〉 = B(zψ, zφ).

Sea h∗R el espacio R-lineal generado por ∆ en h∗. Entonces h∗ = h∗R ⊕ i h∗R, y la forma
bilineal B restringida a h∗R es un producto interno definido positivo, que denotamos por 〈·, ·〉.
Más aún, si hR denota el R-espacio lineal generado por {zα}α∈∆, entonces h = hR ⊕ i hR, los
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elementos de h∗R son exactamente aquellos que son reales sobre h, y la operación de restringir
dichos funcionales lineales de h a hR es un R-isomorfismo de h∗R en (hR)∗.

Sea | · |2 el cuadrado de la norma asociado al producto interno 〈·, ·〉 definido sobre h∗R×h∗R,
y sea α una ráız. Definimos la reflexión Sα relativa al producto interno 〈·, ·〉 por

Sα(φ) := φ−2〈φ,α〉
|α|2 α, φ ∈ h∗R.

Esta es una transformación ortogonal sobre h∗R, la cual satisface que es −1 en Rα y es +1
en el complemento ortogonal de α.

Proposición 4.1.11. Sea g un álgebra de Lie compleja semisimple con álgebra de Cartan
h. Consideremos ∆ = ∆(g, h) un sistema de ráıces. Entonces para toda α ∈ ∆, Sα manda
∆ en si mismo.

Definición 4.1.12. Consideremos ∆ = ∆(g, h) un sistema de ráıces.

• Llamamos grupo de Weyl de ∆ al subgrupo del grupo ortogonal O(∆) generado por
las reflexiones {Sα}α∈∆, y lo denotamos por W (∆).

• Decimos que un conjunto de ráıces Π := {α1, · · · , αs} es un conjunto de ráıces simples
si para todo γ ∈ ∆ podemos escribir

γ = n1α1 + · · ·+ αsns (4.3)

con ni ∈ Z para i = 1, . . . , s con ni’s todos del mismo signo.

• Sobre el sistema de ráıces ∆ podemos definir una noción de positividad. Sea {z1, · · · , zm}
una base de h. Decimos que α ∈ ∆ es una ráız positiva si existe un ı́ndice k tal que
α(zi) = 0 para todo 1 ≤ i ≤ k− 1, y α(zk) > 0, y lo denotamos por α > 0. Denotamos
por ∆+ al conjunto de ráıces positivas. Equivalentemente, decimos que {α1, . . . , αs} es
un conjunto de ráıces positivas si en la ecuación (4.3) todos los ni son no negativos.

• Decimos que α ∈ ∆ es una ráız indescomponible si α > 0 y si α no puede descomponerse
como α = β1 + β2 con β1, β2 ambas ráıces positivas.

Observación 4.1.13.
∆ = ∆+ ∪ (−∆+).

4.2. Álgebras de Lie compactas

En esta sección presentaremos los resultados principales de álgebras de Lie compactas.
Sea g un álgebra de Lie real, g se dice compacta si es el álgebra de Lie de un grupo de

Lie compacto, y un álgebra de Lie g se dice reductiva si su representación adjunta ad es
completamente reducible.

Si g es un álgebra de Lie compacta, como espacio vectorial real g admite un producto
interno Ad(G)-invariante, es decir

〈Ad(g)u,Ad(g)v〉 = 〈u, v〉 para todo u, v ∈ g, g ∈ G.
De este hecho se deducen los dos siguientes resultados.
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Proposición 4.2.1. Sea G un grupo de Lie compacto, y sea g su álgebra de Lie. Entonces
g es reductiva, y por lo tanto g = c⊕ [g, c], donde c es el centro de g y [g, g] es semisimple.

Proposición 4.2.2. Si G es un grupo de Lie compacto con álgebra de Lie g, entonces la
forma de Killing es semidefinida negativa sobre g.

Se define un toro n-dimensional Tn como un grupo de Lie isomorfo al grupo cociente
Rn/Zn. Es bien sabido que un grupo de Lie es compacto conexo y abeliano si y sólo si es un
toro Tn para algún n ∈ N .

En esta sección G será un grupo de Lie compacto, g su álgebra de Lie y gC su complexi-
ficación.

Teorema 4.2.3. Todo grupo de Lie compacto y conexo tiene un toro maximal. Además se
cumplen las siguientes afirmaciones:

• Si T es un toro maximal de G y si g y h son las álgebras de Lie de G y T respecti-
vamente, entonces h es una subálgebra abeliana maximal en g. Si h es una subálgebra
abeliana maximal de g, entonces el subgrupo conexo de G correspondiente a h es un
toro maximal de G.

• Si h1 y h2 son dos subálgebras abelianas maximales de g, entonces existe g ∈ G tal que
Ad(g)h1 = h2.

• Si T 1 y T 2 son dos toros maximales de G, entonces existe g ∈ G tal que gT 1g−1 = T 2.

• G =
⋃
g∈G gTg−1. Luego g =

⋃
g∈G Ad(g) h, donde g y h son las álgebras de Lie de

G y T respectivamente.

Definición 4.2.4. Sea g un álgebra de Lie compacta y G su correspondiente grupo de Lie.
Consideremos x ∈ g, h un subálgebra de Cartan tal que x ∈ h, y sea T = exp(h) toro
maximal. Para h ∈ G, definimos el centralizador de h en G por

CG(h) = {g ∈ G : gh = hg}.

Entonces si h ∈ T , T ⊆ CG(h). Decimos que x ∈ g es un elemento regular si CG(exp(x)) = T .
Denotamos por gr al conjunto de elementos regulares de g.

Observación 4.2.5. Una definición equivalente de elemento regular es la siguiente. Sea

px(λ) = det(ad(x)− λI) =
∑

λk Dk(x),

y sea m = mı́n{k : Dk 6= 0}, entonces x ∈ gr si y sólo si Dm(x) 6= 0. De esta definición se
deduce que el complemento del conjunto de elementos regulares coincide con los ceros de un
polinomio, y por lo tanto, tiene medida de Lebesgue nula. Luego gr es un abierto denso en
g.

Proposición 4.2.6. Sea x ∈ g y h subálgebra de Cartan tal que x ∈ h. Entonces x ∈ gr si
y sólo si dim(Nu(ad(x))) = dim(h).
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Sea T un toro maximal en G, y h su álgebra de Lie, entonces g = c ⊕ [g, g], con [g, g]
semisimple y c el centro de g. Sean gC y hC las complexificaciones de g y h respectivamente.
Entonces gC = cC ⊕ [gC, gC], con [gC, gC] semisimple y cC abeliana. Se puede obtener una
descomposición de gC en espacios de ráıces similar a la descomposición para álgebras de Lie
complejas semisimples. Esta descomposición viene dada por

gC = hC ⊕
⊕

α∈∆(gC,hC)

gα,

donde extendemos los miembros α ∈ ∆ de h′C (el álgebra de Cartan de [gC, gC]) a hC defi-
niendo estos como 0 en cC.

Como en el caso semisimple, dado α ∈ h∗C,

gα = {x ∈ gC | ad(z)x = α(z)x ∀z ∈ hC}, y

∆ = {α ∈ h∗C | α 6= 0 y gα 6= 0}.

El conjunto ∆ satisface todas las propiedades de sistema de ráıces definido en el caso semi-
simple, excepto que no genera h∗C.

En general, para un álgebra de Lie reductiva real g, decimos que una subálgebra de Lie
de g es una subálgebra de Cartan si su complexificación es una subálgebra de Cartan de gC.
Con esta terminoloǵıa, el álgebra de Lie h asociada a un toro maximal T de un grupo de
Lie compacto y conexo G es una subálgebra de Cartan del álgebra de Lie g de G. Más aún,
dos álgebras abelianas maximales de g son conjugadas por un elemento de Ad(G), y todo
elemento g ∈ G es el conjugado de un elemento de T .

En este caso, es fácil ver que si α ∈ ∆, entonces α|h es un funcional lineal en iR,

α|h : h→ iR.

Por lo tanto α(ih) = iα(h) ∈ −R. Definimos hR = ih. Podemos ver al sistema de ráıces
como miembros de h∗R.

Por (4.2), la forma de Killing no degenerada B es definida positiva sobre hR. Luego dada
α ∈ h∗R existe Hα ∈ hR tal que α(z) = B(z, zα) para toda z ∈ hR. Este es el isomorfismo
entre hR y h∗R, dado por el Teorema de Riesz.

Consideremos
h′R = {z ∈ hR | α(z) 6= 0 ∀α ∈ ∆}.

Se definen las cámaras de Weyl de hC como el conjunto de componentes conexas de h′R.
Las reflexiones Sα y el grupo de Weyl se definen como en el caso semisimple. Además, el

conjunto
W (G, T ) := NG(T )/ZG(T ),

W (G, T ) actúa por automorfismos sobre T , y tenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.2.7. Con la notación anterior:
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• Si g ∈ NG(T ), entonces Ad(g)hC = hC y Ad(g)|hC = I si y sólo si g ∈ T .

• W (G, T ) actúa simplemente transitivamente en las cámaras de Weyl de hC. Esto es,
W (G, T ) permuta las cámaras de Weyl y si s ∈ W (G, T ) satisface sQ = Q para alguna
cámara de Weyl, entonces s = I.

• W (∆) = W (G, T ).

4.3. Teoŕıa de pesos

Sea g un álgebra de Lie compleja, y h una subálgebra de Cartan.

Para poder describir las representaciones irreducibles de dimensión finita de un álgebra de
Lie compleja semisimple, módulo equivalencias, utilizaremos la teoŕıa de pesos. El Teorema
del peso máximo describe las clases de equivalencia a partir de los pesos dominantes de un
reticulado de pesos enteros, definidos en h∗. De este teorema se deduce la clasificación de las
representaciones irreducibles de grupos de Lie compactos.

Sea (π, V ) una representación compleja de g de dimensión finita. Dado λ ∈ h∗ definimos

V (λ) := {v ∈ V : π(x)v = λ(x)v para toda x ∈ h}.

Si V (λ) 6= 0, entonces V (λ) se llama el espacio peso de λ. En tal caso, λ es un peso de la
representación, y v ∈ V (λ) es un vector peso λ.

Sea B la forma de Killing. Sabemos que B es no degenerada sobre h × h, y que es
definida positiva sobre hR× hR, donde hR = ihR. Denotamos por (x, y) = B(x, y), cuando la
restringimos B a hR denotamos por | · | a la correspondiente norma.

Proposición 4.3.1. Sea ∆ el conjunto de ráıces de h, y sea hR definido como antes. Si
(π, V ) es una representación compleja de g, entonces:

1. π(h) actúa diagonalmente sobre V y V es la suma directa de todos los espacios pesos.

2. Todo peso es un funcional lineal a valores reales sobre hR y satisface

2
(λ, α)

|α|2
∈ Z ∀α ∈ ∆.

3. Las ráıces y los pesos están relacionados v́ıa π(gα)V (λ) ⊆ V (λ+ α).

Denotamos por

P (g) := {λ ∈ h∗ : (λ, α) ∈ Z ∀α ∈ ∆}.

P (g) se denomina el reticulado de pesos y sus elementos se denominan pesos enteros.
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Sea Π = {α1, · · · , αk} el conjunto de ráıces simples de g respecto de h. Notemos que
podemos elegir Π ⊆ h∗R. Se definen los pesos fundamentales ωi como una base de h∗ que
satisface las ecuaciones

2
(ωi, αj)

|αj|2
= δij.

Sea λ ∈ h∗. Se dice que λ es un peso dominante o peso máximo si (λ, α) ≥ 0 para toda ráız
simple α. Denotamos por P++(g) al conjunto de pesos enteros dominantes.

Teorema 4.3.2 (Teorema del peso máximo). Salvo equivalencias, las representaciones irre-
ducibles (π, V ) de dimensión finita de g están en correspondencia uno-a-uno con las funcio-
nales lineales λ en P++(g). Denotaremos por πλ a la representación de peso máximo λ. El
peso máximo λ de πλ tiene además estas propiedades:

(a) λ depende sólo del sistema simple Π y no del orden de las ráıces simples en la base
ordenada Π.

(b) El espacio de peso V (λ) tiene dimensión 1.

(c) Cada vector E ∈ gα para una arbitraria ráız positiva anula todos los miembros de V (λ);
y los vectores de V (λ) son los únicos vectores con esta propiedad.

(d) Todo peso de πλ es de la forma λ =
∑l

i=1 niαi con ni ≥ 0 y αi ∈ Π.

Recordemos que un grupo de Lie G se dice semisimple si su álgebra de Lie es semisimple.
En el caso de que g sea un álgebra de Lie semisimple de dimensión finita y que además es
compacta, entonces tenemos también el siguiente resultado:

Teorema 4.3.3. Sea G un grupo de Lie conexo compacto semisimple y simplemente conexo
con álgebra de Lie complexificada gC. Salvo equivalencias, las representaciones irreducibles
de dimensión finita (π, V ) de G están en correspondencia uno-a-uno con los funcionales
lineales λ en P++(gC).

4.3.1. Ejemplos

Denotamos por G a los grupos lineales G = GL(n,C), SL(n+1,C), Sp(2n,C), SO(2n,C)
o SO(2n+ 1,C) y sea g su álgebra de Lie. El subgrupo H de matrices diagonales es un toro
maximal de dimensión n, y denotamos por h su álgebra de Lie.

• Para G = GL(n,C) una base de h viene dado por 〈εi, A〉 = ai, donde A es la matriz
diagonal con entradas Aii = ai. Entonces {εi}ni=1 es una base de h∗.

• Para G = SL(n+1,C), una subálgebra de Cartan h consiste de las entradas matriciales
con diagonal cero. Por abuso de notación denotaremos por εi a la restricción de εi definidos
para GL(n,C) a SL(n,C).
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• Para G = Sp(2n,C) o SO(2n,C), para i = 1, · · · , n definimos 〈εi, A〉 = ai, donde A es
una matriz diagonal con entradas Aii = ai si i = 1, · · · , n y Aii = −ai si i = n+ 1, · · · , 2n.

• Para G = SO(2n + 1,C) para una matriz A diagonal tal que Aii = ai si i = 1, · · · , n,
A(n+1)(n+1) = 0 y Aii = −ai para i = n+ 2, · · · , 2n+ 1 definimos 〈εi, A〉 = ai.

En todos los casos anteriores, {εi}ni=1 conforma una base de h∗. Los pesos {εi} son llamados
pesos coordenados.

La descripción de los pesos dominantes P++(g) a partir de los pesos coordenados se
encuentra en [16], y lo resumimos en el siguiente resultado.

Proposición 4.3.4. Para cada uno de los siguientes grupos lineales los pesos dominantes
están determinados por los pesos coordenados como sigue:

1. Si G = GL(n,C) ó SL(n + 1,C), entonces P++(g) consiste de todos los pesos de la
forma

µ = k1ε1 + · · ·+ knεn, donde k1 ≥ · · · ≥ kn, y k1 − ki + 1 ∈ Z. (4.4)

2. Si G = SO(2n+ 1,C), P++(g) es el conjunto de pesos de la forma

µ = k1ε1 + · · · , knεn, con k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kn ≥ 0. (4.5)

Aqúı 2ki y ki − kj son enteros para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

3. Si G = Sp(n,C), entonces P++(g) viene dado por los pesos de la forma µ que satisfacen
la ecuación (4.5) pero con ki ∈ Z para todo i.

4. Para el caso G = SO(2n,C), P++(g) viene dado por los pesos de la forma

µ = k1ε1 + · · ·+ knεn, donde k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kn−1 ≥ |kn|.

Aqúı 2ki y ki − kj son enteros para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

4.3.2. Representación regular sobre el anillo de polinomios

Sea G un grupo de Lie reductivo, es decir, g = z⊕V donde g es el álgebra de Lie de G. Su-
pongamos que (π, V ) es la representación dada por π(g)v = gv. Definimos la representación
regular de G en el anillo de polinomios P(V ) como

(ρ(g)f)(v) = f(g−1v), f ∈ P(V ).

Definimos el espacio de polinomios homogéneos de grado k como

Pk(V ) := {f ∈ P(V ) : f(zx) = zkf(x) para todo z ∈ C×}.

El espacio vectorial Pk(V ) es de dimensión finita y G-invariante para k ∈ N0. La represen-
tación ρk definida como la restricción de ρ a Pk(V ) es la representación regular de G.
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En los casos en que G es SU(n) o SO(2n) el espacio vectorial es V = Cn y en el caso
G = Sp(n), V = C2n. Las representaciones ρk son irreducibles y la descomposición de la
representación ρ en componentes irreducibles es

ρ =
∞⊕
k=1

ρk. (4.6)

4.3.3. Descomposición del producto tensorial de representaciones
de Sp(n)

En esta subsección seguiremos [7]. Consideremos el grupo simplético real Sp(n), en este
caso la subálgebra de Cartan h está compuesta de matrices diagonales de la forma

h =





h1

. . .

hn
−h1

. . .

−hn


: h1, · · · , hn ∈ C


,

Para i = 1, . . . , n, Sea Hi = ei,i− ei+n,i+n donde ei,j denotan las matrices matriciales que
tienen un 1 en la entrada (i, j) y 0 en el resto de las entradas, se puede ver facilmente que
{H1, · · · , Hn} es una base de h.

Si consideramos {L1, · · · , Ln} la correspondiente base dual de {H1, · · · , Hn} en h∗. Los
pesos fundamentales de Sp(n) están dados por

L1, L1 + L2, . . . , L1 + · · ·+ Ln,

y las ráıces simples son

L1 − L2, L2 − L3, . . . , Ln−1 − Ln, 2Ln.

Por Teorema del peso máximo 4.3.2 sabemos que toda representación η ∈ Ŝp(n) están en
correspondencia con una combinación entera no negativa de pesos fundamentales, y por ende

podemos identificar a η ∈ Ŝp(n) con una n-upla (η1, · · · , ηn) donde ηi ∈ Z≥0 y η1 ≥ η2 ≥
· · · ≥ ηn ≥ 0. Por abuso de notación, denotamos con la misma letra η a la representación

η ∈ Ŝp(n) y a la partición η = (η1, · · · , ηn), aunque también denotaremos a la representación
η por (η1, · · · , ηn) según el contexto.

La descomposición de la representación natural η de Sp(n) sobre el espacio de polinomios
P(C2n) en componentes irreducibles fue desarrollada por Koike-Terada en [21]. Notemos que
la partición asociadas a las representación natural de Sp(n) actuando sobre el conjunto
Pr(C2n) de polinomios homogéneos de grado r es la partición de longitud uno (r). A esta
representación la denotaremos por η(r).
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Si r ≥ s, de acuerdo a [21] pág. 510, el producto tensorial η(r) ⊗ η(s) se descompone en
representaciones irreducibles como

η(r) ⊗ η(s) =
s⊕
j=0

j⊕
i=0

ηr+s−j−i,j−i. (4.7)

4.3.4. Representaciones de GL(n,C)×GL(k,C)

Recordemos que la complexificación del álgebra de Lie u(n) es gl(n,C), por lo tanto,

basta estudiar ̂gl(n,C) para obtener û(n).
Recordemos que por (4.4), sabemos que los pesos fundamentales consisten de los elemen-

tos de la forma

µ = k1ε1 + · · ·+ knεn, donde k1 ≥ · · · ≥ kn, y k1 − ki + 1 ∈ Z.

Definimos los pesos dominantes λi = ε1 + · · · + εi. Notemos que la restricción de los pesos
dominantes a SL(n,C) son los pesos dominantes ϕi de SL(n,C), para i = 1, · · ·n− 1. Si µ
viene dado por la ecuación (4.4), entonces

µ = (k1 − k2)λ1 + (k2 − k3)λ2 + · · ·+ (kn − kn−1)λn−1 + knλn.

Entonces los elementos de P++(g) pueden escribirse de manera única como

µ = m1λ1 + · · ·+mnλn con λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0, mi ∈ Z.

La restricción de µ0 de µ a la subálgebra de matrices con diagonal cero viene dado por

µ0 = (k1 − k2)$1 + (k2 − k3)$2 + · · ·+ (kn − kn−1)$n−1.

Lema 4.3.5. Sea (πµn, F
µ
n ) una representación de GL(n,C) de peso máximo µ. Entonces la

representación de SL(n,C) dada por la restricción de πµn tiene peso máximo µ0. Además
si definimos la representación (π̃µn), F µ

n ) por π̃µn(g) = πµn(gt)
−1

, entonces es equivalente a la
representación dual (πµn

∗, F µ
n
∗).

Por otra parte, sea G = GL(n,C) actuando sobre V = (Ck)n v́ıa

g · (x1, · · · , xk) = (gk1, · · · , gxk).

Identificamos V con el espacio Mn,k de matrices n × k complejas. Con esta identificación,
la acción de G sobre Mn,k está dada por la multiplicación a izquierda. Esto da lugar a la
representación (ρ,P(Mn,k)) dada por ρ(g)f(x) = f(g−1x).

Sea G′ = GL(k,C) entonces G′ actúa sobre Mn,k por multiplicación a derecha. Esta
acción de G′ conmuta con la acción de G y define una nueva acción sobre Mn,k dada por
ρ′(g)f(x) = f(xg).

Sea µ un peso dominante de la representación (ρ,P(Mn,k)) de G. Escribimos a µ =∑n
i=1 µiεi como en (4.4). Definimos la longitud de µ como

|µ| =
n∑
i=1

µi,
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y definimos la profundidad de µ como

depth(µ) = mı́n{k : µk+1 = 0}.

Entonces podemos ver a µ como un peso entero dominante de GL(n,C) para l ≥
depth(µ).

Siguiendo la descripción que se encuentra en [16], tenemos la descomposición de la re-
presentación de GL(n,C)×GL(k,C) actuando sobre P(Mn,k) en componentes irreducibles.

Teorema 4.3.6. La representación de GL(n,C)×GL(k,C) sobre el espacio de polinomios
homogéneos de grado d sobre Mn,k se descompone libre de multiplicidades como

Pd(Mn,k) =
∑
ν

(F ν
n )∗ ⊗ F ν

k ,

donde la suma corre sobre todos los pesos enteros dominantes no negativos ν de longitud d
y profundidad depth(ν) ≤ r donde r = mı́n{n, k}.

Sabemos que la representación (πνn
∗, F ν

n
∗) correspondiente al peso máximo ν es equi-

valente a la representación (π̃µn), F µ
n ) definida por π̃µn(g) = πµn(gt)

−1
. Afortunadamente, la

representación regular a izquierda de GL(n,C) actuando sobre (Cn)k es equivalente a la re-
presentación (π̃µn), F µ

n ), y la descomposición de GL(n,C)×GL(k,C) sobre P(Cn⊗Ck) viene
dada por

P(Cn ⊗ Ck) =
∑
ν

F ν
n ⊗ F ν

k ,

donde la suma corre sobre todos los pesos enteros dominantes no negativos ν de longitud d
y profundidad depth(ν) ≤ r donde r = mı́n{n, k}.

Restringiendo las representaciones (πµn, F
µ
n ) a SL(n,C) tenemos las representación de

peso máximo (πµ0
n , F

µ
n ) con la notación del Lema 4.3.5. Luego

Pd(Mn,k) =
∑
ν

(F ν0
n )⊗ F ν

k ,

es la descomposición en irreducibles del espacio P(Cn ⊗ Ck) como SL(n,C)×GL(k,C).





Caṕıtulo 5

Análisis armónico en nilvariedades

En esta sección queremos construir pares de Gelfand (K,N) donde N es un grupo de
Lie nilpotente y K el grupo de automorfismos ortogonales de N . Un grupo de Lie N se dice
n-pasos nilpotentes si su álgebra de Lie n es un álgebra de Lie n-pasos nilpotente. Es sabido
que si N es un grupo de Lie nilpotente tal que (K,N) es un par de Gelfand y K es un
grupo compacto, entonces N es necesariamente 2-pasos nilpotente. En [23] el autor describe
una familia de pares de Gelfand (K,N) donde N es 2-pasos nilpotentes. Recordemos las
equivalencias de par de Gelfand vistas en el Caṕıtulo 2.

Sea G un grupo de Lie conexo, y K un subgrupo de Lie compacto de G. Es bien sabido
que las siguientes son equivalentes:

1. El álgebra de convolución L1(K\G/K) es conmutativa.

2. El álgebra U(g)K de operadores diferenciales K-invariantes a izquierda sobre G/K es
conmutativa.

3. La representación regular de G sobre G/K es libre de multiplicidad.

4. Dada una representación unitaria e irreducible (ρ,H) de G, el espacio

HK := {v ∈ H : ρ (k) v = v para todo k ∈ K}

es, a lo más, unidimensional.

Cuando alguna de las anteriores se cumple decimos que (G,K) es par de Gelfand.

El espacio cociente G/K es llamado una nilvariedad si existe un subgrupo nilpotente N
de G tal que N actúa transitivamente, y decimos que G/K es una nilvariedad conmutativa
si (G,K) es un par de Gelfand. En este trabajo, G/K es conexo y simplemente conexo y
entonces, N actúa simplemente transitivamente sobre G/K y G es el producto semidirecto
K nN (ver [35], Lema 13.1.2). Denotamos al par de Gelfand (K nN,K) por (K,N).

En el Teorema de clasificación de Vinberg de nilvariedades conmutativas, hay una gran
familia que fue definida por J. Lauret en [23]. La construcción de J. Lauret se corresponde
con pares donde K es el grupo de automorfismos ortogonales maximal, con excepción de
tres casos. Como se prueba en [35](páginas 339-341), en casi todos los casos definidos por
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Vinberg, N tiene una propiedad muy sorprendente: tiene representaciones de cuadrado in-
tegrables, con excepción de tres casos (dos de los cuales están en la lista de Lauret). Para la
familia descripta por J. Lauret tal que N admite representaciones de cuadrado integrables,
desarrollaremos el correspondiente análisis esférico, encontrando expĺıcitamente la fórmula
de inversión, y como una consecuencia, obtenemos la descomposición de la acción regular de
G sobre L2(N). El resto de las fórmulas de inversión de la lista de Lauret puede encontrarse
en Sección 14.5 en [35] y en [36].

Daremos un breve resumen de este caṕıtulo. Primero introduciremos algunos preliminares
acerca de la familia descripta por J. Lauret. Recordaremos la teoŕıa de Moore-Wolf desa-
rrollada en [35], encontrando una fórmula de inversión para la familia de J. Lauret. Luego
enunciaremos y probaremos nuestro resultado principal.

5.1. Construcción de una familia de álgebras de Lie dos

pasos nilpotentes

Sea n la suma directa de dos espacios vectoriales, n = g⊕V , donde g es el álgebra de Lie
de un grupo de Lie compacto G, es decir g = [g, g] ⊕ c, y (π, V ) es una representación real
de g. Queremos definir un producto interno en el espacio vectorial n. Consideramos 〈·, ·〉g y
〈·, ·〉V productos internos en g y V ad(g)-invariante y π(g)-invariante respectivamente. Luego
extendemos el producto interno a n decretando que g y V sean espacios ortogonales. Este
producto interno definido sobre n es llamado g-invariante.

Definimos en n una forma bilineal [·, ·] : n×n→ g con centro g y tal que [·, ·]V×V satisface

〈x, [u, v]V×V 〉g = 〈π(x)u, v〉V , u, v ∈ V, x ∈ g. (5.1)

La aplicación [·, ·] resulta bilineal, antisimétrica y satisface la identidad de Jacobi. Por lo
tanto [·, ·] es un corchete de Lie, y (n, [·, ·]) es un álgebra de Lie 2-pasos nilpotente con centro
g.

Denotamos por N(g, V ) al grupo de Lie conexo y simplemente conexo que tiene a n como
álgebra de Lie. Podemos darle a N(g, V ) una métrica invariante a izquierda determinada
por 〈·, ·〉n. En [23] se prueba que esta construcción no depende de la elección del producto
interno g-invariante, salvo isomorfismos de grupos de Lie. Más aún, si (π, V ),(ρ,W ) son dos
representaciones de g y existe un automorfismo Ψ de g y un isomorfismo lineal T : V → W
tales que T ◦ π(x) ◦ T−1 = ρ(Ψ(x)) para todo x ∈ g, entonces N(g, V ) y N(g,W ) son dos
grupos de Lie isomorfos. Esta construcción fue explicada con más detalle en (1.3.7).

Nota. Para ser coherente con la notación usada en el Caṕıtulo 3 (que es la notación clásica
en el grupo de Heisenberg), denotaremos por n = (v, x), v ∈ V , x ∈ g a los elementos de
n = g⊕ V , en lugar de la notación n = (x, v) usada en [13] o n = x+ v usada en [23].

5.1.1. El grupo de automorfismos ortogonales de N(g,V)

Por simplicidad denotaremos por N a N(g, V ). En esta sección queremos hallar el grupo
K = Aut(N). Como N es conexo y nilpotente, por Lema 4.1.5 basta hallar Aut(n), es decir,
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el conjunto de aplicaciones lineales e inversibles k satisfaciendo

k([x, y]) = [k(x), k(y)] para todo x, y ∈ n.

Por (4.2.1), g = c ⊕ g′, donde c es el centro de g y g′ = [g, g]. Sea G′ el grupo de Lie
conexo y simplemente conexo asociado a [g, g]. Notemos que podemos incluir G′ en K de la
siguiente manera:

ι : G′ → Aut(n)

g 7→ (Ad(g), π(g));

ιg(v, x) = (π(g)v,Ad(g)x).

Para demostrar este hecho usaremos la conmutatividad del diagrama exponencial, por lo cual
conviene distinguir la notación de una representación π dada y su derivada dπ. Procedamos
a probarlo:

〈[ιg(v, x), ιg(ṽ, x̃)], y〉 = 〈[(π(g)v, Ad(g)x), (π(g)ṽ, Ad(g)x̃)], y〉
= 〈[π(g)v, π(g)ṽ], y〉
= 〈dπ(y)π(g)v, π(g)ṽ〉
= 〈π(g−1)dπ(y)π(g)v, ṽ〉
= 〈dπ(Ad(g−1)y)v, ṽ〉
= 〈[v, ṽ], Ad(g−1)y〉
= 〈Ad(g)([v, ṽ]), y〉
= 〈ιg([v, ṽ]), y〉
= 〈ιg([(v, x), (ṽ, x̃)], y〉)

Luego G′ ⊆ K. Para hallar el resto de los automorfismos, consideremos que k|ξ = Id, es
decir,

k(v, x) = (k1v, x),

entonces por un lado:

〈k([(v, x), (ṽ, x̃)]), y〉c = 〈[(v, x), (ṽ, x̃], y〉c
= 〈[v, ṽ], y〉V
= 〈π(y)v, ṽ〉V .

Por otro lado,

〈[k(v, x), k(ṽ, x̃)], y〉ξ = 〈[(k1(v), x), (k1(ṽ), x̃)], y〉ξ
= 〈π(y)k1(v), k1(ṽ)〉V
= 〈k−1

1 ◦ π(y) ◦ k1(v), ṽ〉V

Como k es automorfirmo de álgebras de Lie se cumple que,

〈k−1
1 ◦ π(y) ◦ k1(v), ṽ〉 = 〈π(y)v, ṽ〉, ∀ v, ṽ ∈ V.
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Luego π(y) = k−1
1 ◦π(y)◦k1 para toda y, y por lo tanto k1 resulta operador de entrelazamiento

de (π, V ).
Si denotamos por U0 = {operadores de entrelazamiento de (π, V )}. Notemos que el ope-

rador identidad I ∈ U0. Sea U a la componente conexa que contiene a la identidad, entonces

G′ × U ⊆ K.

Más aún, son iguales (ver [23]).

Además tenemos el siguiente resultado (Teorema 2, [23]).

Teorema 5.1.1. Si N es un grupo de Lie 2-pasos nilpotente, K subgrupo de Aut(N), en-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. (K0, N) es un par de Gelfand,

2. (K,N) es un par de Gelfand,

donde K0 = G′×U0 es la componente conexa de K que contiene a la identidad I y U0 es la
componente conexa de U que contiene a la identidad.

Observación 5.1.2. En esta tesis consideraremos K subgrupo de Aut(N) conexo, es decir,
llamaremos por K a K0 = G′ × U0.

5.2. Familia de pares de Gelfand (K,N(g, V ))

El grupo N(g, V ) se dice descomponible si es el producto directo de grupos de Lie de la
forma

N(g, V ) = N(h1, V1)×N(h2, V2).

De otra manera decimos que N(g, V ) es indescomponible.

La lista de pares de Gelfand (G′ × U,N(g, V )) donde N(g, V ) es indescomponible es la
siguiente:

(I) (SU(2)× Sp(n), N(su(2), (C2)n)), n ≥ 1, donde su(2) actúa sobre (C2)n como Im(H)
actúa componente a componente sobre Hn por el producto de cuaterniones a la iz-
quierda, donde H denota los cuaterniones y Im(H) los cuaterniones imaginarios. (De
tipo Heisenberg)

(II) (SU(2)× Sp(n), N(su(2),R3 ⊕ (C2)n)), n ≥ 0, donde su(2) actúa como so(3) por ro-
taciones sobre R3, y su(2) actúa componente a componente sobre (C2)n en la manera
estándar.
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(III) (Spin(4) × Sp(k1) × Sp(k2), N(su(2) ⊕ su(2), (C2)k1 ⊕ R4 ⊕ (C2)k2)), k1 + k2 ≥ 1,
donde el espacio vectorial real R4 = (C2 ⊗ C2)R denota la representación estándar de
so(4) = su(2)⊕ su(2) y la primer copia de su(2) actúa sólo sobre (C2)k1 y la segunda
copia sólo sobre (C2)k2 .

(IV) (Sp(2)×Sp(n), N(sp(2), (C4)n), n ≥ 1, donde sp(2) actúa componente a componente
sobre (H2)n de la manera estándar (identificando H2 con C4).

(V) (SU(n) × S1, N(su(n),Cn)), n ≥ 3, donde Cn denota la representación estándar de
su(n) mirada como una representación real.

(VI) (SO(n), N(so(n),Rn)), n ≥ 2 (grupo de Lie libre dos pasos nilpotente), donde Rn
denota la representación estándar de so(n).

(VII) (U(n), N(R,Cn)), n ≥ 1 (grupo de Heisenberg).

(VIII) (SU(2)×U(k)×Sp(n), N(u(2), (C2)k⊕ (C2)n)), k ≥ 1, n ≥ 0, donde el centro de u(2)
actúa no trivialmente sólo sobre (C2)k, de hecho, (C2)n denota la representación de
su(2) descripta en el item (I) y u(2) actúa componente a componente sobre (C2)k de
la manera estándar.

(IX) (SU(n)×S1, N(u(n),Cn)), n ≥ 3, donde Cn denota la representación estándar de u(n)
mirada como una representación real.

(X) (G′ × U,N(g, V )) donde:

− g := su(m1)⊕· · ·⊕su(mβ)⊕su(2)⊕· · ·⊕su(2)⊕c, con α copias de su(2), mi ≥ 3
para todo 1 ≤ i ≤ β y c es una componente abeliana.

− V := Cm1 ⊕ · · · ⊕ Cmβ ⊕ C2k1+2n1 ⊕ · · · ⊕ C2kα+2nα , donde kj ≥ 1 y nj ≥ 0 para
todo 1 ≤ j ≤ α.

− g actúa sobre V como sigue: para cada 1 ≤ i ≤ β + α, c hay un subespacio
maximal, denotado por ci, y dim(ci) = 1, actuando no trivialmente sólo sobre Cmi
(como la representación definida en el item (V)) y para β+1 ≤ i ≤ β+α, su(2)⊕ci
actúa no trivialmente sólo sobre C2ki+2ni (como la representación definida en el
item (VIII)).

− U := S1 × · · · S1 × U(k1)× sp(n1)× · · · × U(kα)× Sp(nα), con β copias de S1.
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En este trabajo sólo consideraremos los grupos N (g, V ) que tienen representaciones
de cuadrado integrable; esta condición se cumple para todos N (g, V ) en esta familia, con
excepción de dos casos: caso II y caso VI con n impar, como se puede ver en [35], páginas
339–341.

5.3. Representaciones de N(g, V )

Sea N el grupo de Lie conexo y simplemente conexo con álgebra de Lie n = V ⊕g definido
como en la sección anterior, y métrica Riemanniana invariante a izquierda deteminada por
〈 ·, · 〉n . El grupo N actúa en n por la acción adjunta Ad. También N actúa en n∗, el espacio
dual de n, por la representación Ad∗ (n)λ = λ ◦ Ad (n−1) . Fijado λ ∈ n∗ no trivial, sea
Oλ := {Ad∗ (n)λ : n ∈ N} su órbita coadjunta.

Denotamos por N̂ al conjunto de clases de equivalencia de las representaciones unitarias
e irreducibles de N . Por teoŕıa de Kirillov existe una correspondencia entre N̂ y el conjunto
de órbitas coadjuntas. En efecto, sea

Bλ (x, y) := λ ([x, y]) , x, y ∈ n. (5.2)

Sea Mλ el subespacio isotrópico maximal de Bλ en n y sea Mλ = exp (Mλ) . Definimos en
Mλ el caracter χλ (exp y) = eiλ(y), la representación irreducible correspondiente a Oλ es la
representación inducida por ρλ := IndNMΛ

(χλ) .
Sea Z el centro de N. Recordemos que una representación unitaria e irreducible se dice

de cuadrado integrable si sus entradas matriciales están en L2 (N/Z), donde la integración

sobre N/Z es definida como en (1.12). Denotamos por N̂sq al conjunto de N̂ de clases de
cuadrado integrable. Por la teoŕıa de Moore-Wolf tenemos los siguientes hechos:

(i) Si ρλ ∈ N̂ tiene entradas matriciales en L2 (N/Z) , entonces ρλ ∈ N̂sq.

(ii) Si N tiene representaciones de cuadrado integrable entonces su medida de Plancherel

está concentrada en N̂sq.

Sea xλ ∈ c el representante de λ|c , esto es λ (y) = 〈y, xλ〉 para todo y ∈ c, y denotamos
por cλ al núcleo de λ|c . Si ρλ es una representación de cuadrado integrable entonces Bλ es
no degenerada sobre V , y su órbita es maximal, esto es

Oλ = λ|c ⊕ V ∗.

En efecto, sea aλ el subespacio de V donde Bλ es degenerada y sea bλ el complemento de aλ
en V . Consideremos

nλ = aλ ⊕ bλ ⊕ Rxλ y Nλ := exp (nλ) .

Equipamos a aλ con el corchete de Lie trivial y a hλ := bλ⊕ Rxλ con el corchete de Lie dado
por

[u, v]hλ = Bλ (u, v) yλ, u, v ∈ bλ, yλ :=
xλ
|xλ|

.
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Es claro que hλ es un álgebra de Heisenberg. Sea Hλ el correspondiente grupo de Heisen-
berg, y definimos Aλ := exp (aλ) . Como la representación ρλ es trivial sobre exp (cλ) , estos
factores se anulan sobre Hλ. Identificando Nλ con Aλ × Hλ, podemos escribir ρλ (a, n) =
χ (a) ρ′λ (n) donde χ es un caracter unitario de Aλ y ρ′λ es una representación irreducible
de Hλ. Entonces ρλ no puede ser una representación de cuadrado integrable a menos que
aλ = 0.

La afirmación rećıproca es también verdadera: si Bλ es no degenerada sobre V (y en-
tonces Oλ es maximal), entonces ρλ da lugar a una representación irreducible Nλ porque λ
restringida a cλ es trivial. En este caso, Nλ es un grupo de Heisenberg y toda representación
irreducible de dimensión finita de Nλ es cuadrado integrable, entonces es ρλ.

Este es un caso particular del siguiente resultado de la teoŕıa general de Moore-Wolf: Si N
es un grupo de Lie nilpotente, conexo y simplemente conexo, las siguientes son equivalentes:

(5.3)

(i) ρλ es una representación de N de cuadrado integrable.

(ii) La órbita Oλ está determinada por λ|c .

(iii) Bλ es no degenerada sobre n/c.

Sea cλ = Ker(λ|g). Como λ restringida a cλ es trivial, la representación ρλ es una re-
presentación irreducible sobre Nλ, y la acción metapléctica de Kρλ coincide con la acción
metapléctica de Kλ definida en (3.7). Más aún, si πs denota la representación irreducible de
Nλ tal que πs (0, t) = eist realizada en el espacio de Fock definida en (3.6), tenemos que

ρλ (0, z) = ρλ (0, 〈z, yλ〉yλ) = ei〈z,yλ〉λ(yλ) = ei|λ|〈z,yλ〉,

esto es ρλ (0, z) = π|λ| (0, 〈z, yλ〉) y por lo tanto

ρλ (v, z) = π|λ| (v, 〈z, yλ〉) .

Luego de describir las representaciones irreducibles de N a partir de las representaciones
del grupo de Heisenberg, comencemos a estudiar las representaciones irreducibles de KnN .

5.4. Representaciones del Producto Semidirecto KnN
Sea (ρλ,Hλ) la representación correspondiente a λ ∈ n∗. Dado k ∈ K, n ∈ N , sea

ρkλ(n) := ρλ(k · n).

Entonces ρkλ es otra representación de N actuando en Hλ.
Definimos el estabilizador de ρλ como

Kρλ := {k ∈ K : ρkλ ∼ ρλ}.

Para k ∈ Kρλ existe un operador unitario $λ(k) que entrelaza ρλ y ρkλ. Esto da lugar a una
representación $λ definida sobre Kρλ , llamada la representación metapléctica.
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La acción de K por automorfismos sobre n induce una acción de K sobre n∗ dada por

k · λ(n) := λ(k−1 · n),

entonces Kρλ = Kλ := {k ∈ K : k · λ ∈ Oλ}.
Mackey fue quien describió las representaciones unitarias e irreducibles de K n N con

N nilpotente y K subgrupo de automorfismos de N a partir de representaciones unitarias e
irreducibles de K y de N . A continuación presentaremos esta teoŕıa.

Dada (σ, V ) una representación irreducible de Kλ, sea

νλ : Kλ nN → Hλ × V

dada por νλ(k, n) = σ(k)⊗$λ(k)ρλ(n). Definimos

κλ = Ind(νλ)
KnN
KλnN .

El criterio de Mackey establece que todas las representaciones irreducibles de K nN son de
esta forma, salvo clases de equivalencias.

Sea xλ ∈ g el vector que realiza a λ|g , esto es λ(y) = 〈y, xλ〉 para toda y ∈ g. Como la
clase de equivalencia de ρλ depende solamente de λ|g , entonces Kρλ coincide con Kxλ donde
Kxλ es el estabilizador de xλ, esto es

Kxλ := {k ∈ K : k · xλ = xλ}.

En efecto, en [35] se muestra que si ρλ es una representación de cuadrado integrable, entonces
ρkλ ∼ ρk·λ y k · Oλ = Ok·λ. Por teoŕıa de Wolf sabemos que Oλ y Ok·λ están determinadas
por λ|ξ y k · λ|ξ , respectivamente. Luego,

Kλ = {k ∈ K : k · λ|ξ = λ|ξ} = {k ∈ K : k · xλ = xλ} = Kxλ

Notemos que para k ∈ Kλ y u, v ∈ V, tenemos que

Bλ (k · u, k · v) = 〈xλ, [k · u, k · v]〉 = 〈xλ, k [u, v]〉 =
〈
k−1 · xλ, [u, v]

〉
= Bλ (u, v) .

Entonces Kλ está contenido en el grupo simpléctico Sp (Bλ) .

Dado λ ∈ n∗ fijo, Kλ es un grupo compacto, luego toda representación unitaria e irre-
ducible de Kλ es finitamente dimensional. Además, toda representación unitaria de Kλ se
puede descomponer como una suma directa de representaciones irreducibles; en particular

($,Hλ) =
⊕
i

Wλ,i

con dim(Wλ,i) <∞ para toda i.
Definimos $i = $|Wλ,i . De manera similar a la demostración de la Afirmación 3.8, se

puede ver que la representación (σ(k)⊗$λ(k),Hλ⊗V ) tiene un vector Kλ-fijo por cada vez
que σ aparece en la descomposición en componentes irreducibles de $′λ.
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Sabiendo que ($′λi ⊗ $λ,W
∗
i ⊗ H) tiene un vector Kλ-fijo, es fácil ver que $λi ⊗ $λρλ

también tiene un vector Kλ-fijo. Más aún, las representaciones de la forma

νλ,i(k, n) = $′λi(k)⊗$λ(k)ρλ(n) (5.4)

son todas las representaciones irreducibles de Kλ n N irreducibles que tienen al menos un
vector Kλ-fijo.

Luego, si consideramos todas las representaciones de la forma (5.4), se sigue que (Kλ, N)
es un par de Gelfand si y sólo si $λ es libre de multiplicidad como Kλ-módulo.

Sea yλ := xλ
|xλ|

, y seaNλ como antes el grupo de Heisenberg con álgebra de Lie nλ = Ryλ⊕V
y corchete de Lie

[u, v]λ = Bλ (u, v) yλ, u, v ∈ V.
Entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.4.1 (Reducción a un Heisenberg). (K,N) es un par de Gelfand si y sólo si
(Kλ, Nλ) es un par de Gelfand pp[ρλ] ∈ N̂sq, esto es, ppλ ∈ g∗.

Demostración. Probaremos sólo la rećıproca. La ida se encuentra en [35].
Sean f1, f2 ∈ L(G)K , entonces f1 y f2 coinciden con funciones definidas sobre N que

son K-invariantes a izquierda. Supongamos que (Kλ, Nλ) es un par de Gelfand ppλ ∈ g∗,
entonces la representación metapléctica $λ se descompone libre de multiplicidad como Kλ-
módulo. Notemos que πλ(f1) y πλ(f2) son operadores que conmutan con la proyección sobre
el espacio HKλ de vectores Kλ-fijos,

Pλ : Cc(G)→ CKλ
c (G)

Pλ(f)(g) =

∫
Kλ

∫
Kλ

f(kgk′)dkdk′.

Como dim(HKλ) = 1, π(f1)π(f2) = π(f2)π(f1). Luego

πλ(f1 ∗ f2) = πλ(f1)πλ(f2) = πλ(f2)πλ(f1) = πλ(f2 ∗ f1).

Por Teorema de Plancherel 2.4.4, f1∗f2 = f2∗f1, y esto concluye la prueba para la rećıproca.

Notemos que, como la representación metaplectica definida sobre Kλ coincide con la
definida en (3.7). Si (Kλ, N) es par de Gelfand entonces (Kλ, Nλ) también lo es. Por otra
parte, por el el criterio de reducción a un Heisenberg, (Kλ, Nλ) es par de Gelfand para todo
λ ∈ n∗ si y sólo si, (K,N) es par de Gelfand.

El resultado que completa este hecho es el siguiente, y está probado en [3].

Teorema 5.4.2. (K,N) resulta par de Gelfand si y sólo si la representación metapléctica
$λ es libre de multiplicidad para todo λ ∈ n∗.

Para j ∈ Λ, sea dj = dim(Wλ,j) y sea {vjl }
dj
l=1 una base ortonormal de Wλ,j. Definimos

ψxλ,j(n) =
1

dj

dj∑
l=1

〈ρλ(n)vjl , v
j
l 〉. (5.5)
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5.5. Fórmula de Plancherel y fórmula de inversión para

N nilpotente

Dado un grupo de Lie nilpotente N , podemos definir el espacio de funciones Schwartz
S(N). Informalmente, el espacio de Schwartz es el espacio de funciones infinitamente diferen-
ciables cuyas derivadas decrecen rápidamente. Primero recordemos como se define el espacio
S(Rn).

Dado α, β ∈ Nn0 , α = (α1, · · · , αn) y β = (β1, · · · , βn) usamos la notación xα = xα1
1 · · ·xαnn

y Dβf(x) = d

dx
β1
1

· · · d

dxβnn
f(x).

Definición 5.5.1. El espacio de Schwartz S(Rn) se define como

S(Rn) := {f ∈ C∞(Rn) : ||f ||α,β <∞ para toda α, β ∈ Nn0},

donde ||f ||α,β = supx∈Rn |xαDβf(x)|.

Sea N un grupo de Lie nilpotente, conexo y simplemente conexo con álgebra de Lie n.
Definimos el espacio de funciones Schwartz sobre N como la imagen v́ıa la exponencial del
espacio de Schwartz S(n). Si n es un espacio vectorial n-dimensional, definimos S(n) v́ıa la
identificación de n con Rn.

El espacio de Schwartz S(N) satisface las siguientes propiedades:

• S(N) ⊆ Lp(N) para todo p ≥ 1.

• S(N) es un espacio de Frechet.

• C∞c (N) ⊆ S(G).

Comenzaremos esta sección recordando algunos resultados de la teoŕıa de Moore-Wolf
desarrollada en [25], la cual aplicaremos a nuestros grupos N(g,V ), que llamaremos N . Para
ello recordaremos brevemente la definición de k-formas.

Dado V un K-espacio vectorial, definimos el álgebra exterior Λ(V ) como el espacio co-
ciente entre el álgebra tensorial T (V ) y el ideal bilátero I generado por todos los elementos
de la forma x⊗x con x ∈ V . El producto exterior Λ de dos elementos de Λ(V ) es el inducido
por el producto tensorial ⊗. Definimos una k-forma β como una aplicación tal que para todo
g ∈ G, β(g) ∈ ΛkT ∗gG, donde TgG es el espacio tangente a G en el punto g y T ∗gG su espacio
dual.

Como vimos en el Ejemplo (1.3.7), el producto en N está dado por

(x, v)(x0, v0) = (x+ x0 +
1

2
[v, v0], v + v0)

para v, v0 ∈ V y x, x0 ∈ g. Sea dn una medida de Haar definida sobre N . En (1.3.7)también
vimos que si denotamos por dx (resp. dv) la medida de Lebesgue definida sobre g (resp.
definida sobre V ) entonces dn = dxdv. Elegimos medidas de Lebesgue dn∗, dx∗ y dv∗ sobre
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n∗, g∗ y V ∗ respectivamente, tal que la transformada de Fourier de funciones en n, g o V
sobre funciones en n∗, g∗, V ∗ sea una isometŕıa.

Dada λ ∈ g∗, sea eλ(φ, ψ) la entrada matricial asociada a los vectores φ, ψ ∈ Hλ, es decir,

eλ(φ, ψ)(g) = 〈ρλ(g)φ, ψ〉.

Entonces según Teorema 1.4.33, existe un número positivo d(λ) tal que∫
N/Z

eλ(φ1, ψ1)(g)eλ(φ2, ψ2)(g)dρλ(ġ) = d(λ)−1〈φ1, φ2〉〈ψ1, ψ2〉. (5.6)

El numero d(λ) es llamado el grado formal de (ρλ, Hλ). Este número depende por supuesto
de la elección de la medida de Haar dµ̇ de N/Z, de hecho si seleccionamos otra medida de
Haar c dµ̇, entonces el grado formal de las representaciones cambian por un factor c−1.

Sea g⊥ el anulador de g en n∗, al cual identificamos naturalmente con V ∗. De acuerdo a
la teoŕıa de Moore-Wolf, el caracter ζλ de Z asociado con la representación (ρλ, Hλ) es

ζλ(z) = exp(2πiλ(log(z))).

Si λ2 ∈ O(λ1), entonces λ1 = λ2 sobre g, y Oλ1 está contenido en el hiperplano af́ın λ1 +g⊥ =
λ2 +g⊥. Por lo tanto el hiperplano depende sólo de la restricción de λ a g, al cual llamaremos
H(λ) para todo λ ∈ g∗.

Para λ ∈ n∗, u, v ∈ V, sea como antes Bλ(u, v) = λ([u, v]). Como Bλ es una forma
antisimétrica no degenerada definida sobre V × V , la correspondiente 2-forma $λ es no
degenerada y por lo tanto la 2m-forma $m

λ es un múltiplo de dv, ya que el espacio de
2m-formas tiene dimensión 1.

El Pfaffiano Pf (Bλ) de Bλ es, por definición, este múltiplo, esto es, $m
λ = Pf (Bλ) dv,

y se cumple que det
(
Bλ|V×V

)
= Pf (Bλ)

2.

Sea P (λ) := Pf (Bλ). Entonces P (λ) es una función polinómica homogénea sobre n∗.
Más aún, se sigue del Lema 3.2 en [25] que P (λ) depende solamente de la restricción de λ
a g. Entonces existe un polinomio homogéneo sobre g∗, también denotado por P , tal que
P (λ) = P

(
λ|g
)
.

Sea V = {λ : P (λ) 6= 0} . Por Teorema 2 en [25] sabemos que hay una correspondencia
entre órbitas coadjuntas Oλ tal que P (λ) 6= 0 y el conjunto de clases de equivalencias de
representaciones de cuadrado integrable. Más aún, si φ es el mapa que env́ıa λ|g ∈ g∗ \ V a

[ρλ] ∈ N̂sq, entonces φ es un homeomorfismo de g∗ \V con la topoloǵıa natural a la topoloǵıa
de representaciones.

Asumimos que N tiene representaciones de cuadrado integrable. Entonces en Teorema 6
de [25] está probado que la medida de Plancherel está concentrada en N̂sq y su imagen bajo
φ−1 es m! 2mP (λ) dx∗ (λ) donde dx∗ es la medida de Lebesgue elegida arriba.

Como estamos interesados en la fórmula de inversión para una función Schwartz sobre
N , recordamos algunas ĺıneas sobre la prueba.

La forma Bλ determina un isomorfismo TB de V en V ∗ dado por TB (u) (v) = Bλ (u, v),
para u, v ∈ V.
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Consideremos $m
λ
∗ la forma de volumen definida sobre V ∗ tal que la transformada de

Fourier f 7→ f̂ de L2(V ) en L2(V ∗)

f̂(x) =

∫
V

f(v) exp(2πix(v))dα(v), x ∈ V ∗

sea una isometŕıa.
Para λ|g ∈ g∗ \ V , la órbita Oλ es el hiperplano

(
λ|g
)

+V ∗ de n∗ (una vez que hayamos
identificado g⊥ naturalmente con V ∗). Entonces Bλ|V×V

es transportado v́ıa TB a una forma

bilineal en el espacio tangente de Oλ en el punto λ|g , el cual define una 2-forma $∗λ y por
ende ($∗λ)

m determina una medida sobre Oλ (o una medida en n∗ soportada en Oλ,) llamada
la medida canónica sobre Oλ y que podemos denotar por µλ. Se sigue de Lema 3.1 en [25]
que si dv∗ es la medida de Lebesgue sobre V ∗ y dvλ es la medida trasladada en Oλ, entonces
µλ = |P (λ)|−1 dvλ.

Sea f una función Schwartz sobre N y sea f0 (y) := f (exp y) la correspondiente función
definida sobre n. Por teoŕıa general

tr (ρλ (f)) := Θ (f) = c−1

∫
Oλ

f̂0 (y) dµλ (y) ,

donde f̂0 (y) :=
∫
n
f (x) e2πiy(x)dx y

f (e) =

∫
g∗\V

tr (ρλ (f)) dµ (λ) ,

donde dµ es la medida de Plancherel y c = m! 2m.
Entonces, por un lado,

f (e) = c−1

∫
g∗\V

(∫
f̂0 (y) |P (λ)|−1 dvλ (y)

)
dµ (λ) ,

y por la fórmula de inversión en n∗,

f (e) =

∫
g∗\V

(∫
f̂0 (y) dvλ (y)

)
dx∗ (λ) .

Luego dµ = m! 2m |P (λ)| dx∗ (λ) .
Entonces, la fórmula de inversión para una función Schwartz f es

f (n) = m! 2m
∫
g∗
tr(ρλ(f)ρλ(n))|P (λ)|dx∗(λ), (5.7)

para n ∈ N .
Decomponiendo la acción metapléctica de Kλ en los espacios de Fock como

Hλ =
⊕
j∈Λ

Wλ,j,
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obtenemos por un cálculo sencillo que

f (n) = m! 2m
∑
j∈Λ

dj

∫
g

f ∗ ψxλ,j(n) |P (λ)| dx∗(λ) (5.8)

donde ψxλ,j es defina como en (5.5).

De ahora en adelante, usaremos la notación P (λ) (resp. ρ(λ), ψλ,j, etc) o P (xλ) (resp.
ρ(xλ), ψxλ,j, etc) indistintamente.

Lema 5.5.2. Con las mismas hipótesis de arriba, tenemos que P (Ad (g)xλ) = P (xλ) , para
todo g ∈ G y xλ ∈ g.

Demostración. Como Bλ (u, v) = λ ([u, v]) = 〈[u, v] , xλ〉 , tenemos que

BAd(g)xλ (u, v) = 〈[u, v] , Ad (g)xλ〉
=

〈
Ad
(
g−1
)

[u, v] , xλ
〉

=
〈[
π
(
g−1
)
u, π

(
g−1
)
v
]
, xλ
〉

= λ
([
π
(
g−1
)
u, π

(
g−1
)
v
])
,

donde en la tercer igualdad usamos que (Ad (g) , π (g)) es un automorfismo de N . Entonces
P (Ad (g)xλ) = P (xλ), como deseamos.

5.6. Un isomorfismo muy particular

Fijamos un toro maximal T de G con álgebra de Lie h y ∆ el sistema de ráıces asociadas.
Sea hR = ih y sea C una cámara de Weyl de hR. Consideremos el mapa

Φ : G× h→ g

definido por

Φ(g, z) = Ad(g)z.

Este mapa es suryectivo ya que dado x ∈ g, hay alguna subálgebra de Cartan que lo contiene
y dos subálgebras de Cartan son conjugadas por Ad(g), para algún g ∈ G. Más aún,

(i) El mapa Φ : G × hr→gr es suryectivo. En efecto, sea y ∈ gr, entonces y = Ad (g) z,
para algún g ∈ G, z ∈ h. Como y es un elemento regular, β (y) 6= 0 para alguna
ráız β de Ad (g) h. Pero [Ad (g) z, Ad (g)xα] = α (z)Ad (g)xα para alguna ráız α de
h. Entonces las ráıces correspondientes a Ad (g) h son β = α ◦ Ad (g−1) , con α ∈ ∆.
Luego 0 6= β (y) = α (z) lo cual implica que z ∈ hr.

(ii) Es claro que Φ : G/T × hr→gr está bien definida y es suryectiva ya que Ad (t) z = z
para toda t ∈ T, z ∈ h.
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Ahora, con el fin de conseguir que Φ sea un difeomorfismo, restringiremos su dominio.
Consideremos

Φ : G/T × iC→ gr,

donde C es una cámara de Weyl de hR. Como hr =
⋃
iCj y W (T ) permuta las cámaras,

Φ : G/T × iC→ gr es suryectiva.
Asumamos que existen g ∈ G, y z, z1 ∈ iC tal que Ad (g) z = z1. Por lo tanto z1 ∈

h ∩ Ad (g) h. Como z1 es un elemento regular tenemos que Ad (g) h = h. Entonces Ad (g)
permuta las cámaras de Weyl y g ∈ N (T ), el normalizador de T . Como Ad (g) fija iC, gT
es la identidad de W (T ) (ver [34], pág. 76, Teorema 3.10.9).

Finalmente, el mapa Φ : G/T × iC→ gr es un difeomorfismo. En lo que sigue hallaremos
el determinante de Φ siguiendo [19], páginas 547–549.

Consideremos primero la función

ψ : G× h→ g

definida por

ψ(g, z) = Ad(g)z.

El cálculo del diferencial de la función ψ será de utilidad para hallar el diferencial de la
función Φ deseado.

Como el diferencial es una aplicación lineal, se tiene que

dψ(g,z)(y, x) = dψ(g,z)(y, 0) + dψ(g,z)(0, x).

Para calcular dψ(g,z)(y, 0), derivemos la curva Ad(g exp(ry))z en r = 0.

d

dr
|r=0 (Ad(g exp(ry))z) =

d

dr
|r=0 (Ad(g)Ad(exp(ry))z)

=
d

dr
|r=0 (Ad(g) exp(ad(ry))z)

=
d

dr
|r=0

(
Ad(g)(z + r[y, z] +O(r2)

)
= Ad(g)

(
d

dr
|r=0 (z + r[y, z] +O(r2))

)
= Ad(g) ([y, z])

= −Ad(g) ([z, y])

= −Ad(g)(ad(z)(y))

Para calcular dψ(g,z)(0, x), derivemos la curva Ad(g)(z + rx) en r = 0:

d

dr
|r=0 (Ad(g)(z + rx)) =

d

dr
|r=0 (Ad(g)z + rAd(g)x)

= Ad(g)x
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Entonces,

dψ(g,z)(y, x) = (−Ad(g)ad(z)(y), Ad(g)x)

= Ad(g)(−ad(z)y, x)

El mapa ψ desciende a G/T×h→ g, al cual también llamamos por ψ. Podemos identificar
el espacio tangente a G/T con el complemento ortogonal h⊥ de h en g. Notemos que h⊥ es
invariante por ad(z) para z ∈ h, en efecto, sea w ∈ h⊥, w =

∑
α∈∆ cαxα y,

ad(z)(w) = ad(z)(
∑
α∈∆

cα xα)

=
∑
α∈∆

cα ad(z)(xα)

=
∑
α∈∆

cα α(z) xα ∈ h⊥.

Luego podemos escribir:

dψ(g,z)(y, x) = Ad(g)(−ad(z)y + x), y ∈ h⊥, x ∈ h.

Ahora, dψ es esencialmente un mapa de g× h en g con matriz

h⊥ h

(dψ)(g,z) = Ad(g)

(
−ad(z)|

h⊥
0

0 1

)
Como el determinante de Ad(g) = 1, y G es compacto y conexo, tenemos que

det
(
(dψ)(g,z)

)
= det

(
−ad(z)|

h⊥

)
.

Además, se tiene que {xα}α∈∆ es una base de h⊥ y ad(z)|
h⊥

(xα) = α(z)xα, se tiene que

ad(z)|
h⊥

=


α(z) 0 0 · · · 0

0 β(z) 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · γ(z)


es decir, la matriz que en la diagonal tiene α(z), con α ∈ ∆. Si #(∆) es el cardinal de ∆,
entonces

det
(
(dψ)(g,z)

)
= (−1)#(∆)

∏
α∈∆

α(z).

Notemos que det
(
dψ(g,z)

)
es real, ya que el sistema de ráıces es finito con cardinal par,

debido a que si α ∈ ∆ entonces −α ∈ ∆.
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Además si consideramos
Φ : G× iC→ gr,

entonces por lo visto anteriormente, Φ resulta isomorfismo, y

det
(
(dΦ)(gT,iz)

)
= (−1)#(∆)

∏
α∈∆

α(z).

5.7. Análisis armónico en nilvariedades

Recordemos que g = g′⊕c donde g′ = [g, g] y c es el centro de g. Entonces si denotamos por
g′r el conjunto de elementos regulares de g′, podemos considerar que la medida de Plancherel
está definida sobre g′r⊕ c, ya que el complemento de g′r en g′ tiene medida de Lebesgue cero.

Sea T un toro maximal de G′ con álgebra de Lie h. Denotemos por g′C y hC las álgebra de
Lie complexificadas de g′ y h respectivamente, y por ∆ el sistema de ráıces correspondiente
a (g′C, hC). Sea hR = ih y sea C una cámara de Weyl fija de hR.

Sea Φ : G′/T × C→ g′r la función definida en la sección anterior, dada por

Φ(gT, x) = Ad(g)x, con g ∈ G′, x ∈ C.

Entonces Φ es un difeomorfismo, y det(dΦ(g,x)) = (−1)#∆
∏

α∈∆ α(x).
Sea θ(x) := | det(dΦ(g,ix))|. Integrando sobre g en lugar de g∗ y usando el Teorema de

cambio de variable obtenemos

f (n) = c
∑
j∈Λ

∫
c

∫
G′/T

∫
C

f ∗ ψ(Ad(g)x+z) , j (n) |P (Ad (g)x+ z)|θ(x) dxdġdz.

y por Lema 5.5.2

f (n) = c
∑
j∈Λ

∫
c

∫
C

f ∗
(∫

G′/T

ψAd(g)(x+z) , j (n) dġ

)
|P (x+ z)| θ(x) dxdz. (5.9)

Recordemos que para k ∈ K, ρkλ es la representación irreducible de N correspondiente a
k ·λ. Si λ|g está representada por el vector x+ z entonces k ·λ se corresponde con k · (x+ z).
Como (Ad (g) , π (g)) es un automorfismo de N, tenemos que

ρAd(g)(x+z)(n) = ρ
Ad(g)
x+z (n) = ρx+z(Ad(g) · n),

entonces
ΨAd(g)(x+z) , j (n) = Ψx+z , j (Ad(g) · n).

Queremos expresar (5.9) en términos del conjunto de funciones esféricas asociadas al par
(K,N).

Recordemos que CK
c (N) es el álgebra de funciones continuas K-bi-invariantes sobre N

con soporte compacto, y que decimos que una función continua K-bi-invariante φ sobre N
es una función esferica si el funcional lineal

χ(f) :=

∫
N

f(n)φ(n−1) dn
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es un caracter no trivial de CK
c (N). Es bien sabido que el conjunto de funciones esféricas

acotadas se puede identificar con los homomorfismos del espacio de funciones integrables
K-bi-invariantes sobre N v́ıa el mapa

φ 7→ χ(f) =

∫
N

f(n)φ(n−1) dn.

Lema 5.7.1. (a) Si xλ = x′ + z, con x′ ∈ g′r, x
′ 6= 0 y z ∈ c, entonces K/Kλ = G′/T .

Además,

φλ,j (n) :=

∫
G′/T

ψAd(g)(x′+z) , j (n) dġ

es una función esférica de (K,N) .

(b) Si xλ ∈ c, entonces Kλ = K. En particular, si λ ∈ c∗, φλ,j = ψλ,j.

Demostración.

(a) Sea CG′ (xλ) el centralizador de xλ en G′, entonces

CG′ (xλ) = {g ∈ G′ : Ad (g)xλ = xλ} .

Como el conjunto U de operadores de entrelazamiento de π actúa sobre g por la iden-
tidad, Kλ = CG′ (xλ) × U . Además, como x′ es un elemento regular, x′ /∈ c, CG′(xλ) =
CG′ (x

′) es un toro maximal de G′.

La descripción de las funciones esféricas acotadas de un par de Gelfand (K,N) está

dada por el Teorema 8.7 en [5]. Sea (ρ,Hλ) ∈ N̂ , consideremos la descomposición
Hλ =

⊕
j∈Λ Wj,λ de la representación metapléctica de Kρλ en componentes irreduci-

bles y {v1, · · · , vd} una base ortonormal de Wλ,j. Entonces la prueba del Teorema 8.7
muestra que las funciones esféricas están definidas por

φλ,j(n) =

∫
K/Kρλ

dj∑
l=1

〈ρλ(k̇ · n)vl, vl〉 dk̇, (5.10)

donde dk̇ denota la medida K-invariante sobre K/Kρλ .

En nuestro caso, Kρλ = Kλ, K/Kλ = G′/T y∫
G′/T

ΨAd(g)(x′+z), j(n) dġ =

∫
G′/T

Ψx′+z , j(Ad(g) · n) dġ =

∫
K/Kλ

Ψx′+z , j(k · n) dk̇,

lo cual implica la afirmación (a).

(b) Como antes, Kλ = CG′(xλ)× U , y como xλ ∈ c, CG′(xλ) = G′, entonces Kλ = K.

Observación 5.7.2. Para x ∈ C, z ∈ c, es más apropiado denotar por φx,z,j las funciones
esféricas correspondientes a xλ = x+z. Pero esta notación es demasiado pesada y preferimos
denotarlas por φx,z,j := φλ,j.
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Denotamos por VC la complexificación de V y por (πC, VC) la extensión de π a gC. Sea

VC =
⊕
r

Wr

la descomposición en subespacios irreducibles y sea Wr =
⊕

jW
νjr la descomposición en

espacios pesos, esto es

W νjr := {v ∈ Wr | πC(x)(v) = νjr(x)v para todo x ∈ hC}.

Entonces, para x ∈ C, tenemos

P (x) =
∏
r,j

|νjr(x)|m
j
r/2,

donde mj
r es la dimensión de W j

r . Sea ζr el caracter central de πC|Wr , es decir,

ζr = tr(πC|Wr ).

Para z ∈ c y x ∈ C, se cumple

P (x+ z) =
∏
r,j

|νjr(x) + ζr(z)|m
j
r/2. (5.11)

Resumiendo lo visto hasta ahora tenemos probado nuestro resultado principal.

Teorema 5.7.3. Sea f una función Schwartz definida sobre N . Entonces

f (n) = m! 2m
∑
j∈Λ

dj

∫
c

∫
C

f ∗ φλ,j (n) |P (x+ z)| θ(x) dx dz,

donde φλ,j es la función esférica definida como en (5.10) y la función P es como en (5.11).
El soporte de la medida de Plancherel es Λ × C × c, y la medida está dada por el producto
de la medida de contar pesada y la medida dµ(λ) = |P (x+ z)| θ(x) dx dz.

Escribimos λ = λ′ + λ0, con λ′ ∈ [g, g]∗, y λ0 ∈ c∗. Como una consecuencia del resultado
previo obtenemos la descomposición de la acción regular sobre L2(N).

Teorema 5.7.4. Sea g una de las álgebras de Lie compactas que aparece en [23] y tal que el
correspondiente N(g, V ) tiene representaciones de cuadrado integrable. Entonces la acción
regular de K n N sobre L2(N) se descompone como una integral directa de componentes
irreducibles por

L2 (N) =
∑
j∈Λ

∫
c

∫
C

Hλ , j dµ (λ) ,

donde µ es la medida µ (λ) = |P (λ)| θ(λ′) dλ y dλ es la medida de Lebesgue definida sobre
c × C. Más aún, la proyección sobre Hλ,j es Qλ,j(f) = f ∗ φλ,j, donde φλ,j es la función
esférica dada por los siguientes casos:
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(i) Si λ′ 6= 0,

φλ,j (n) =

∫
G′/T

ψλ,j(ġ · n) dġ, (5.12)

donde g · n denota la acción de G′ por automorfismos sobre N , dġ es la medida G′-
invariante definida sobre G′/T y ψλ.j es como en (5.5).

(ii) Asumamos que λ′ = 0. Si g es como en el caso VIII con k ≥ 1 y n = 0, caso IX y caso
X con kj ≥ 1 y nj = 0 para todo 1 ≤ j ≤ α, entonces φλ,j = ψλ,j con ψλ,j como en
(5.5).

En caso VII, g = R, y φλ,j = ψλ,j con ψλ,j es como en (5.5).

En los otros casos, la medida de Plancherel se anula sobre c.

Demostración.

(i) Se sigue del Teorema 5.7.3.

(ii) En los casos I, III, IV ,V y VI con n par, g es semisimple y tiene centro trivial.

En el caso IX, g = u(n) = su(n)⊕ iR, V = Cn, n ≥ 3, donde Cn denota la representa-
ción estandar de u(n). Como Ker(π(x)) es trivial para todo x ∈ u(n), se sigue que Bλ

es no degenerada. Luego, la medida de Plancherel está concentrada en g = iR⊕ [g, g].
La expresión para las funciones esféricas se siguen del Lema 5.7.1 (b).

En el caso VIII con k ≥ 1, n = 0, y caso X con kj ≥ 1, nj = 0 para todo 1 ≤ j ≤ α el
análisis es similar al caso IX ya que π tiene centro trivial.

En el caso VIII con k ≥ 1, n > 0, g = u(2) = su(2) ⊕ iR, V = (C2)k ⊕ (C2)n. El
centro de u(2) actúa no trivialmente solamente sobre (C2)k, de hecho, su(2) actúa
sobre (C2)n como Im(H) actúa componente a componente sobre Hn por el producto de
cuaterniones a izquierda. Por lo tanto, si t ∈ R, π(it)(0, v) = (0, 0) para todo v ∈ (C2)n,
esto es, (0, v) ∈ Ker(π(it)). Por (5.1) y (5.2) se sigue que Bit es degenerada para todo
it ∈ iR. Entonces, por Teorema 6 en [25], la medida de Plancherel está concentrada en
g′ = [g, g].

En el caso X con kj ≥ 1 para todo 1 ≤ j ≤ α y 0 < nj0 para algún 1 ≤ j0 ≤ α el
análisis es similar al caso VIII con n > 0.

El caso VII se corresponde al grupo de Heisenberg, y fue probado en el Caṕıtulo 3,
Teorema 3.6.9.





Caṕıtulo 6

Descripción de funciones esféricas

En este caṕıtulo describiremos el conjunto B de funciones esféricas correspondientes al
conjunto de representaciones genéricas (o con medida de Plancherel full) de N (g, V ) . Esta
computación involucra integrales sobre G′/T, lo cual es dif́ıcil de calcular con excepción de
algunos pocos casos. Sin embargo, obtuvimos una parametrización de B.

Como vimos anteriormente, la representación metapléctica $λ of Kλ está definida por
(3.7). Asumimos que se descompone en componentes irreducibles como

P(V ) =
⊕
j∈Λ

Wλ,j.

También probamos que

ρλ (v, z) = ei|λ|〈z,yλ〉π|λ| (v, 0) .

El conjunto de funciones esféricas de (Kλ, Hn) correspondiente a las representaciones de Fock
π|λ| está dado por {ψλ,j}j∈N∪{0}, donde ψλ,j es como en (5.5). Como,

ρλ (π (g) v,Ad (g) z) = π|λ| (0, 〈Ad (g) z, yλ〉) π|λ| (π (g) v, 0)

= ei|λ|〈z,Ad(g−1)yλ〉π|λ| (π (g) v, 0) ,

obtenemos que∫
G′/T

ψλ,j(g · (v, z)) dġ =

∫
G′/T

ei|λ|〈z,Ad(g−1)yλ〉ψλ,j(π(g)v, 0) dġ.

Por la descripción en [4] del conjunto de funciones esféricas acotadas de un par de Gelfand
(K,Hn), sabemos que para (v, t) ∈ Hn y λ > 0

ψλ,j (v, t) = eitλqj

(
λ

1
2v
)
e−

λ
4
|v|2 ,

donde qj es un polinomio K-invariante con coeficientes reales. En efecto, asumamos λ = 1 y

denotemos por P (V )R al álgebra de polinomios reales K-invariantes. Entonces está probado
en [4] que existe una base canónica {pj}j∈Λ del espacio vectorial P (V )R, pj ∈ Wj := Wj,1,

109
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tal que la sucesión {qj}j∈Λ es obtenida de {pj}j∈Λ aplicando el proceso de Gram-Schmidt

con respecto de la medida e−
1
4
|v|2dv. Luego

φλ,j (v, z) = e−
|λ|
4
|v|2
(∫

G′/T

ei|λ|〈z,Ad(g−1)yλ〉qj
(
|λ|

1
2 π (g) v

)
dġ

)
.

Observación 6.0.1. En el caso en el que g = c ⊕ g′, y yλ = zλ + y′λ, zλ ∈ c, y′λ 6= 0, tenemos
que

φλ,j(v, z) = ei|λ|〈z,zλ〉φλ′,j(v, z),

donde |λ′| = |λ||y′λ|.
En lo que sigue, analizaremos el conjunto B caso por caso. Denotamos por Tn al toro

n-dimensional.
• Caso I. En este caso g = su (2) , V = Hn y n = su(2) ⊕ Hn. su (2) es isomorfo (como

álgebra no conmutativa) a

Im(H) := {a+ bi+ cj + dk : a, b, c, d ∈ R}

v́ıa la aplicación

bi+ cj + dk 7→
(
bi c+ di
−c+ di −bi

)
.

La acción está definida por q.(v1, ..., vn) = (qv1, ..., qvn), q ∈ Im(H), v = (v1, ..., vn) ∈ Hn.
Luego, n = Im(H) ⊕ Hn es un álgebra de Lie de tipo Heisenberg. Como G = SU(2) es

conexo y simplemente conexo y U = Sp(n) (pues la acción conmuta con todos los endomor-
fismos lineales de Hn unitarios que actúan por producto a derecha), K = SU (2)× Sp (n).

Kλ = T1 × Sp (n) donde

T1 := {
(
eiθ 0
0 e−iθ

)
: θ ∈ R} (6.1)

es un toro maximal de SU (2). En (4.6) vimos que la acción natural sobre el espacio Pj (C2n)
de polinomios homogéneos de grado j es irreducible y la denotamos por ηj. Entonces la
representación metapléctica de Kλ actuando sobre P (C2n) se descompone como

$ ↓ Kλ = ⊕j=0χj ⊗ ηj,

donde χj (θ) = e−ijθ. Por un argumento de trazas del producto tensorial de operadores, se
tiene que

ψλ,j(v, t) = eit|λ|L2n−1
j

(
|λ|
2
|v|2
)
e−
|λ|
4
|v|2

donde L2n−1
j es un polinomio de Laguerre de grado j, (ver [11] pág 64). Luego,

φλ,j (v, z) =

∫
SU(2)/T1

ψλ,j
(
g.v, 〈Ad

(
, g−1

)
yλ, z〉

)
dġ.
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Como Ad : SU (2) → SO (3) es un morfismo suryectivo con núcleo ±1 y SO (3) /SO (2) es
homeomorfo a la esféra 2-dimensional S2, tenemos que

φλ,j (v, z) =

∫
SO(3)/SO(2)

ψλ,j
(
g.v, 〈g−1yλ, z〉

)
dġ

=

(∫
S2

ei|λ|ξ.zdξ

)
L2n−1
j

(
|λ|
2
|v|2
)
e−
|λ|
4
|v|2

= J 1
2

(|λ| z)L2n−1
j

(
|λ|
2
|v|2
)
e−
|λ|
4
|v|2 ,

donde dξ denota la medida sobre S2 SO (3)-invariante, y J 1
2

es la función de Bessel de orden
1
2

de la primera clase.

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas está parametrizado por su(2)×
N0.

• Caso II. En este caso N no tiene representaciones de cuadrado integrable.

• Caso III. En este caso g = su (2)⊕ su (2) , V = Hk1 ⊕ R4 ⊕Hk2 y

n = su (2)⊕ su (2)⊕Hk1 ⊕ R4 ⊕Hk2 .

La primer copia (respectivamente la segunda) de su (2) actúa como sp (1) sobre Hk1 y
trivialmente sobre Hk2 (resp. sobre Hk2 y trivialmente sobre Hk1), y como so (4) sobre R4.
Por lo tanto, U = Sp (k1)×Sp (k2) , K = Spin (4)×U , donde Spin(n) es el doble cubrimiento
de SO(n). Esto se debe a que Spin(3) es isomorfo a SU(2) y Spin(4) es isomorfo a Spin(3)×
Spin(3).

Vı́a la identificación T2 ∼ T1 × T1, tenemos que Kλ = T2 × U, donde

T2 :=

{(
eiθ1 0
0 eiθ2

)
: θ1, θ2 ∈ R

}
(6.2)

es un toro maximal de Spin (4). Como P (V ) = P
(
C2k1

)
⊗ P (C2) ⊗ P

(
C2k2

)
, podemos

descomponer la representación metapléctica como

$ ↓ Kλ =
(
⊕j≥0 χj (θ1) ηk1

j

)
⊗ (⊕l1,l2≥0 χl1,l2 (θ1, θ2))⊗

(
⊕s≥0 χs (θ2) ηk2

s

)
,

donde ηkij es la acción natural sobre el espacio Pj(C2ki).

Sabemos que

ψλ,j,l1,l2,s (v, t) =
∑
α

〈
π|λ| (v, t)hα, hα

〉
donde {ha} es una base de la componente irreducible Wj,l1,l2,s . Escribiendo v = (v1, u, v2) ,
con v1 ∈ C2k1 , v2 ∈ C2k2 y u = (u1, u2) ∈ C2, una sencilla computación muestra que

π|λ| (v, t) = π|λ|

(
t

3
, (v1, 0, 0)

)
⊗ π|λ|

(
t

3
, (0, u, 0)

)
⊗ π|λ|

(
t

3
, (0, 0, v2)

)
,
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y como la traza del producto tensorial de operadores es el producto de las trazas de los
operadores, obtenemos

ψλ,j,l1,l2,s (v, t) = ei|λ|t L(v),

L(v) = L2k1−1
j

(
|λ|
2
|v1|2

)
L0
l1

(
|λ|
2
|u1|2

)
L0
l2

(
|λ|
2
|u2|2

)
L2k2−1
s

(
|λ|
2
|v2|2

)
e−
|λ|
4
|v|2 ,

donde Lnk es el polinomio de Laguerre de grado k.

Por un lado, SU (2) está actuando como Im(H) (o Sp (1)) en cada componente de C2ki ,
i = 1, 2. Por otro lado, G ' Sp (1)×Sp (1) actúa sobre C2 ' H por la regla: v 7→ g.v = q1vq2,
para g = (q1, q2) ∈ G, v ∈ H . Entonces tenemos que

L2k1−1
j

(
|λ|
2
|gv1|2

)
= L2k1−1

j

(
|λ|
2
|v1|2

)
, L2k2−1

s

(
|λ|
2
|gv2|2

)
= L2k2−1

s

(
|λ|
2
|v2|2

)
,

y las funciones esféricas están dadas por la fórmula

φλ,j,l1,l2,s (v, z) =

(∫
G/T

ei|λ|〈Ad(g−1)yλ,z〉L0
l1

(
|λ|
2
|(gu)1|

2

)
L0
l2

(
|λ|
2
|(gu)2|

2

)
dg

)
×

e−
|λ|
4
|v|2L2k1−1

j

(
|λ|
2
|v1|2

)
L2k2−1
s

(
|λ|
2
|v2|2

)
donde g (u1, u2) = ((gu)1 , (gu)2).

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas está parametrizado por su(2)×
su(2)× N0 × N0 × N0.

• Caso IV. En este caso g = sp (2) , V = (H2)
n

y n = sp (2)⊕ (H2)
n
. La acción real está

definida por π (g) (v1, ..., vn) = (gv1, ..., gvn) , vj ∈ H2 para j = 1, ..., n. El grupo ortogonal
de operadores de entrelazamiento es isomorfo a Sp(n) con la acción sobre (H2)n dada por la
matriz de tamaño 2n× 2n aijI, donde aij ∈ H, e I es la identidad 2× 2. En efecto, como la
acción natural de sp(2) sobre H2 es irreducible entonces el Lema de Schur implica que cada
operador de entrelazamiento A ∈ Sp(n) tiene la siguiente representación matricial

[A] =


a11I a12I · · · a1nI
a21I a22I · · · a2nI
· · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · ·
an1I an2I · · · annI

 , donde I =

(
1 0
0 1

)
, y ai,j ∈ H.

Por lo tanto K = Sp (2)×Sp (n) , y Kλ = T2×Sp (n) donde T2 es un toro maximal de Sp (2)
como en (6.2).

Escribiendo (v1, ..., vn) = ((u1, w1) , ..., (un, wn)) , con (uj, wj) ∈ H2 para j = 1, ...n,
tenemos que la acción de Sp (n) está dada por

g ((u1, w1) , ..., (un, wn)) = (g (u1, ..., un) , g (w1, ..., wn)) .
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Entonces la acción de Sp (n) sobre P (C4n) se parte como

P
(
C2n
)
⊗ P

(
C2n
)

= ⊕r,s
(
Pr
(
C2n
)
⊗ Ps

(
C2n
))
.

Por otra parte, T2 actúa naturalmente en cada H2 por(
eiθ1 0
0 eiθ2

)
(uj, vj) = (e−1θ1uj, e

−iθ2vj).

Como antes, denotamos por ηj a la representación irreducible de Sp (n) sobre Pj (C2n).
De acuerdo a (4.7) se tiene que

ηs ⊗ ηr = ⊕sj=0 ⊕
j
i=0 η(r+s−j−i,j−i)

donde η(r+s−j−i,j−i) es la representación irreducible de Sp(n) con peso máximo
(r + s− j − i, j − i, 0, · · · , 0), para r ≥ s. Luego

$ ↓ Kλ = ⊕r,sχr,s (θ1, θ2)⊗ (⊕sj=0 ⊕
j
i=0 η(r+s−j−i,j−i)),

donde χr,s (θ1, θ2) = e−i(rθ1+sθ2).

El polinomio qr,s,j,i en P (C4n) correspondiente a la función esférica ψλ,r,s,j,i es
Kλ-invariante, por lo tanto qr,s,j,i (v, t) = qr,s,j,i

(
|u|2 , |w|2 , t

)
, pero Sp (2) preserva la norma

de (uj, wj) para j = 1, · · · , n. Luego

φλ,r,s,j,i (v, z) = e−
|λ|
4
|v|2
(∫

G′/T

ei|λ|〈Ad(g−1)yλ,z〉qr,s,j,i(g · v, t) dġ
)
.

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas está parametrizado por sp(2)×
N0 × N0 × N0 × N0.

• Caso V. En este caso g = su (n) , V = Cn, n =su (n) ⊕ Cn y π es la acción canónica
de su (n) sobre Cn. Como esta representación es irreducible, el grupo de operadores de
entrelazamientos ortogonales es un toro de dimensión uno al cual denotamos por T1. Entonces
K = SU (n)× T1, Kλ = Tn−1 × T1 donde Tn−1 es un toro maximal de SU (n), y

$ ↓ Kλ = ⊕m1,...,mn∈Z≥0 χm1,...,mn ,

donde χm1,...,mn (θ1, ..., θn) = e−i(m1θ1+...+mnθn).
El conjunto de funciones esféricas correspondientes al par (Tn, Hn) (que fueron compu-

tadas en [11] y fueron descriptas en el Caṕıtulo 3) son:

ψλ,m1,...,mn (v, t) = ei|λ|t
n∏
j=1

L0
mj

(
|λ|
2
|vj|2

)
e−
|λ|
4
|v|2 , (6.3)
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y poniendo gv = ((gv)1 , ..., (gv)n) para g ∈ SU (n), obtenemos la siguiente expresión para
el conjunto de funciones esféricas genéricas

φλ,m1,...,mn (v, z) = e−
|λ|
4
|v|2
(∫

SU(n)/Tn

ei|λ|〈Ad(g−1)yλ,z〉
n∏
j=1

L0
mj

(
|λ|
2

∣∣∣(gv)j

∣∣∣2) dġ) ,
donde L0

mj
es el polinomio de Laguerre de grado mj.

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas está parametrizado por su(n)×
N0 × · · · × N0, donde aparece n veces el producto de N0.

•Caso VI. En este caso g = so (2n) , V = R2n, n = so (2n)⊕R2n y π es la acción canónica
de so (2n) sobre R2n. Como esta representación es irreducible, el grupo de operadores de
entrelazamientos es trivial. Por lo tanto K = SO (2n) y Kλ es un toro n-dimensional.

Como en el caso anterior, la representación metapléctica se descompone en una suma
directa de caracteres libre de multiplicidad como

$ ↓ Tn =
⊕

(m1,··· ,mn)∈Z≥0

χ(m1,··· ,mn),

donde (χ(m1,··· ,mn)(θ1, · · · , θn))(zm1
1 · · · zmnn ) = e−im1θ1zm1

1 · · · e−imnθnzmnn .
Luego ψλ,m1,...,mn está dada por (6.3), pero aqúı tenemos que integrar sobre SO (2n) /Tn,

esto es,

φλ,m1,...,mn (v, z) = e−
|λ|
4
|v|2
(∫

SO(2n)/Tn

ei|λ|〈Ad(g−1)yλ,z〉
n∏
j=1

L0
mj

(
|λ|
2

∣∣∣(gv)j

∣∣∣2) dġ) ,
donde L0

mj
es el polinomio de Laguerre de grado mj.

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas está parametrizado por so(2n)×
N0 × · · · × N0, donde aparece n veces el producto de N0.

• Caso VII. En este caso N(g, V ) es el grupo de Heisenberg (2n + 1)-dimensional,
K = U(n) y el conjunto de funciones esféricas acotadas fueron descriptas por varios autores,
ver por ejemplo [3] y [11], y fueron descriptas también en el Caṕıtulo 3.

• Caso VIII. En este caso g = u (2) , V = (C2)
k ⊕ (C2)

n
y n = u(2) ⊕ (C2)

k ⊕ (C2)
n
.

u (2) actúa de la siguiente manera:

- en cada una de las k componentes de (C2)
k

actúa de la manera natural, y
- en (C2)

n
el centro de u (2) actúa trivialmente y la parte semisimple actúa como sp (1)

(o Im(H)) a la izquierda en cada una de las n componentes de (C2)
n
.

Para n positivo, K = SU (2)× U (k)× Sp (n), Kλ = T1 × U (k)× Sp (n) donde

T1 :=

{(
eiθ 0
0 e−iθ

)
: θ ∈ R

}
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es un toro maximal contenido en SU (2). La acción de T1 sobre P
(
(C2)k

)
está dada por

p (u1, w1, ..., uk, wk)→ p
(
eiθu1, e

−iθw1, ..., e
iθuk, e

−iθwk
)

para p ∈ P(C2k), eiθ ∈ T1, (ui, wi) ∈ C2. También U (k) actúa por un múltiplo de la identidad

2× 2 en cada una de las k componentes de (C2)
k
.

Denotamos por νr (resp. ηr) la acción irreducible de U(k) (resp. Sp(n)) sobre Pr(C2k)
(resp. Pr(C2n) ).

Como U(k)-módulo, P(C2k) = P(Ck)⊗ P(Ck) = ⊕r,sνr ⊗ νs. Más aún,

νr ⊗ νs = ⊕mı́n(r,s)
j=1 ν(r+s−2j,j),

donde ν(r+s−2j,j) denota la representación irreducible de peso máximo (r+ s− 2j, j, 0, · · · , 0)
(ver [12], pag 225). Por lo tanto

P (V ) = P
(
C2k
)
⊗ P

(
C2n
)

y la descomposición de la representación metapléctica en componentes irreducibles es

$ ↓ Kλ =
(
⊕r,s,j∈Z≥0 χr−s (θ)⊕mı́n(r,s)

j=1 ν(r+s−2j,j)

)
⊗ (⊕l∈Z≥0 χl(θ) ηl) .

Ponemos v = (v1,v2) ,v1 ∈ C2k,v2 ∈ C2n. Como en el caso III, aplicando una propie-
dad elemental de la traza de un mapa definido sobre un producto tensorial, obtenemos la
expresión de la función esférica

ψλ,r,s,j,l (v, t) = ei|λ|te−
|λ|
4
|v|2qj,r,s

(
|λ|
2

v1

)
L2n−1
l

(
|λ|
2

∣∣v2
∣∣2) , j = 1, ...,mı́n(r, s), l ≥ 0,

donde L2n−1
l es el polinomio de Laguerre de grado l.

Sea v1 = (u1, w1, · · · , uk, wk) ∈ C2k. Luego tenemos que qj,r,s es un polinomio en |u|2, |w|2
ya que qj,r,s es U(k)-invariante, pero la acción de G = SU(2) es componente a componente
en cada (uj, wj). Luego,

φλ,r,s,j,l(v, t) =

(∫
G′/T

ei|λ|〈Ad(g−1)yλ,z〉qj,r,s(
|λ|
2
g · v1) dġ

)
e−(

|λ|
4
|v|2)L2n−1

l (
|λ|
2
|v2|2).

El conjunto de funciones esféricas genéricas para n 6= 0 está parametrizado por su(2) ×
N0 × N0 × N0 × N0.

Como observamos en la prueba del Teorema (5.7.4), en este caso no hay funciones esféri-
cas genéricas asociadas al centro de g.

Caso n = 0. Al conjunto de funciones esféricas descriptas (con los cambios obvios
pues n = 0) agregamos el conjunto de funciones esféricas correspondientes a los elemen-
tos del centro de g. Para este propósito, necesitamos descomponer la acción metapléctica de
K = SU (2)× U (k) sobre P

(
C2k
)
. Asumimos que k ≥ 2.
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Es fácil ver que C2k es equivalente a C2⊗Ck con la acción estándar como (SU(2)×U(k))-
módulo. Entonces seguimos la Sección 4.3 para obtener la descomposición deseada. Con la
notación de dicha sección, sea Fµ2 la representación irreducible de GL (2,C) con peso máximo
µ satisfaciendo µ = µ1ε1 + µ2ε2 donde ε1, ε2 son las coordenadas del peso y µ1 + µ2 = d con
µ1 ≥ µ2 ≥ 0 y sea Fµk la representación irreducible de GL (k,C) con peso máximo la k-upla
(µ1, µ2, 0, ..., 0). Entonces tenemos que el polinomio homogeneo de grado d sobre C2⊗Ck se
descompone como

Pd
(
C2 ⊗ Ck

)
=
⊕
µ

Fµ2 ⊗F
µ
k

donde µ1 + µ2 = d. Ahora, para poder restringir a SL (2,C)×GL (k,C), sea l = µ1 − µ2 y
sea F l las representaciones irreducibles de SL (2,C) de dimensión l+ 1. Luego, la restricción
a SL (2,C)×GL (k,C) se descompone como

P
(
C2 ⊗ Ck

)
= ⊕l,dF l ⊗Fµk , l, d ≥ 0

con µ1 + µ2 = d y µ1 − µ2 = l. El correspondiente conjunto de funciones esféricas está dado
por (5.5) y está parametrizado por {λ, d, l} con λ 6= 0 y l, d ≥ 0.

• Caso IX. En este caso g = u(n), V = Cn y la acción es la estándar. Por lo tanto
G = SU(n), U = T1 y K = U(n). Para xλ ∈ g′, las correspondientes funciones esféricas
coinciden con las del caso V.

Para los elementos del centro de g, el estabilizador es K y

$ ↓ K = ⊕r≥0vr

donde vr denota la representación irreducible de U(n) en los polinomios homogeneos de grado
r. El conjunto de funciones esféricas asociadas está conformado por las funciones

φλ,r(v, t) = ei|λ|tLn−1
r

(
λ

2
|v|2
)
e−
|λ|
4
|v|2 ,

donde Ln−1
r es el polinomio de Laguerre de grado r.

En este caso, el conjunto de funciones esféricas está parametrizado por R× N0.

• Caso X. En este caso g = su (m1) ⊕ ... ⊕ su (mr) ⊕ c donde c es su centro y hay α
copias de su(2). La componente abeliana satisface 1 ≤ dim(c) ≤ r − 1; V = V1 ⊕ . . .⊕ Vr, y
la representación π de g sobre V está definida de la siguiente manera:

Para cada 1 ≤ j ≤ r, su (mj) actúa no trivialmente sólo sobre Vj, c tiene un único
subespacio cj actuando no trivialmente sobre Vj y dim(cj) = 1.

Si mj ≥ 3, Vj = Cmj y su (mj) ⊕ cj (el cual es isomorfo a u(mj)) actúa en la manera
estándar sobre Vj; En este caso, el grupo de operadores de entrelazamiento es S1.

Si mj = 2, Vj = (C2)
k ⊕ (C2)

n
, y se tiene que su (2)⊕ cj actúa sobre Vj como en el caso

VIII, y entonces el grupo de operadores de entrelazamiento es U (k)× Sp (n) .
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Primero consideremos el caso g = su (m)⊕su (2)⊕c,m ≥ 3, n > 0. Por lo tanto dim c = 1.
En este caso,

V = Cm ⊕
(
C2
)k ⊕ (C2

)n
,

G = SU (m)× SU (2) y

K = G× S1 × U (k)× Sp (n) .

Sea Tm−1 un toro maximal de SU (m) , entonces Tm−1 × S1 es (isomorfo a) un toro n-
dimensional actuando sobre Cm de la manera estándar,

Kλ = Tm−1 × S1 × T1 × U (k)× Sp (n)

y T1 × U (k)× Sp (n) actúa sobre (C2)
k ⊕ (C2)

n
como en el caso VIII. Luego,

$ ↓ Kλ =

(⊕k1,...,km∈Z≥0χk1,...,km (θ1, ..., θm))⊗⊕r,s ⊕mı́n(r,s)
i=1 χr−s (θ)⊕mı́n(r,s)

i=1 υr+s−2i,i ⊗ (⊕jχj (θ) ηj) .

Para v = (u, v1, v2) , u ∈ Cm, v1 ∈ C2k, v2 ∈ C2n, las funciones esféricas asociadas al par
(Kλ, Nλ) son

ψλ,k,,r,s,i,j (u, v1, v2, t) = ei|λ|te−
|λ|
4
|v|2

m∏
j=1

L0
kj

(
|λ|
2
|uj|2

)
qi,r,s

(
|λ|
2
v1

)
L2n−1
j

(
|λ|
2
|v2|2

)
,

donde k = (k1, ..., km) , i = 1, ...,mı́n (r, s) y r, s, j ≥ 0.
La acción de G es componente a componente, entonces escribimos

qk,r,s,i (u, v1) =
m∏
j=1

L0
kj

(
|λ|
2
|uj|2

)
qi,r,s

(
|λ|
2
v1

)
y tenemos que la expresión de las funciones esféricas es

φ|λ|,k,r,s,i,j (v, z) =

(∫
G′/T

ei|λ|t〈Ad(g)yλ,z〉qk,r,s,i, (π (g) (u, v1)) dg

)
L2n−1
j

(
|λ|
2
|v2|2

)
e−
|λ|
4
|v|2 .

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas está parametrizado por g×N0×
· · · × N0 donde N0 aparece n+ 4 veces en el producto directo.

Cuando n = 0, para completar el conjunto de funciones esféricas hay que agregar las
correspondientes a los elementos del centro c de g, siguiendo el caso IX y el caso VIII con
n = 0, ya que U (m) actúa sobre P (Cm) y SU (2) × U (k) actúa sobre P

(
C2k
)
. Con esto

terminamos el caso más simple. El caso general sigue ĺıneas similares.

La siguiente tabla resume los casos analizados.
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Tabla 6.1: Pares de Gelfand.

g (π, V ) U K

I su(2) ' Im(H) V = (C2)n ' Hn, n ≥ 1 Sp(n) SU(2)× Sp(n)
π(q)(v1, · · · , vn) = (qv1, · · · , qvn)

V = R3 ⊕ (C2)n, n ≥ 0
II su(2) ' so(3) so(3) actúa en R3 por rotaciones Sp(n) SU(2)× Sp(n)

su(2) actúa en (C2)n como en el caso I

V = (C2)k1 ⊕ R4 ⊕ (C2)k2 , k1 + k2 ≥ 1
III su(2)⊕ su(2) ' so(4) so(4) actúa en R4 por rotaciones Sp(k1)× Sp(k2) Spin(4)× Sp(k1)× Sp(k2)

la primer (resp. segunda) componente de su(2)
actúa en (C2)k1 (resp. (C2)k2) como en I

IV sp(2) V = (C4)n ' H2n, n ≥ 1 Sp(n) Sp(2)× Sp(n)
π(X)(v1, · · · , vn) = (Xv1, · · · , Xvn)

V su(n) V = Cn, n ≥ 3 S1 S1 × SU(n)
π(X)v = Xv

VI so(n) V = Rn, n ≥ 2 I SO(n)
π(X)v = Xv

VII R V = Cn, n ≥ 1 SU(n) U(n)
π(t)(v1, · · · , vn) = (itv1, · · · , itvn)

V = (C2)n × (C2)k, n ≥ 0, k ≥ 1
VIII u(2) ' sp(1) sp(1) actúa por multiplicación U(k)× Sp(n) SU(2)× U(k)× Sp(n)

en cada componente de (C2)k;
en C2n sólo actúa su(2) como en I

IX u(n) V = Cn, n ≥ 3 S1 S1 × SU(2)
π(X)v = Xv

X su (m)⊕ su (2)⊕ c V = Cm ⊕ (C2)
k ⊕ (C2)

n

dim(c) = 1 su(m) actúa sobre Cm como en el caso V S1 × U (k)× Sp (n) SU (m)× SU (2)× S1 × U (k)× Sp (n)
su(2)⊕ c actúa sobre C2k ⊕ C2n como en el caso VIII



Caṕıtulo 7

Pares de Gelfand generalizados

Sea N un grupo de Lie nilpotente y K un subgrupo compacto del subgrupo de automor-
fismos Aut(N). Es bien sabido que, si (K nN,K) es un par de Gelfand, entonces N es un
grupo de Lie a lo sumo 2-pasos nilpotente.

La noción de par de Gelfand fue generalizada para el caso en que K no es necesariamente
un grupo compacto, y la pregunta natural que surge es: ¿Existe un par de Gelfand generali-
zado (K nN,K) donde N es un grupo de Lie al menos 3-pasos nilpotente? En este sentido,
comenzaremos recordando nuevamente el concepto de par de Gelfand clásico, y veremos sus
limitaciones para el caso no compacto. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) El álgebra de convolución de funciones integrables K-bi-invariantes sobre G es conmu-
tativa.

ii) Dada una representación unitaria e irreducible (π,H) deG, el subespacioHK de vectores
fijos por K es a lo sumo unidimensional.

iii) La representación (ρ, L2(G/K)) es libre de multiplicidades, donde ρ es la representación
regular a izquierda.

iv) El álgebra de operadores U(g)K es conmutativa.

Cuando algunas de las anteriores se cumple, decimos que (G,K) es un par de Gelfand.

Ejemplos muy estudiados de pares de Gelfand provienen de pares simétricos de tipo
compacto o no compacto. Trabajos más recientes pusieron atención en pares de Gelfand de
la forma (KnN,K) donde N es un grupo de Lie nilpotente y K es un subgrupo del grupo de
automorfismos Aut(N) (ver [1], [3], [4], [5], [10], [23], [33], entre otros). Uno de los primeros
resultados, probado en [5], establece que si (K nN,K) (abreviadamente (K,N)) es un par
de Gelfand entonces N es abeliano o es un grupo de Lie 2-pasos nilpotente.

Observemos que en el caso en el que K es un subgrupo no compacto, el espacio de
funciones integrables K-invariantes definidas sobre G/K es trivial, y por lo tanto (I) es
siempre cierta. Luego, para generalizar la definición de par de Gelfand usamos la noción
(II).

119
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Los art́ıculos fundacionales son debidos a J. Faraut [8], E.G. Thomas [30], y hay impor-
tantes resultados en [31]. Primero que todo, asumamos que G y K son grupos unimodulares
(esta hipótesis no la necesitamos cuando K es compacto, ya que (G,K) par de Gelfand con
K compacto implica G unimodulares, y K es unimodular por ser compacto). Luego G/K
admite una medida G-invariante.

Sea (π,H) una representación unitaria de G, y denotemos por H∞ el espacio de vectores
C∞, esto es,

H∞ = {v ∈ H : g 7→ π(g)v ∈ C∞(G)}.

Sea {x1, · · · , xn} una base de g, donde g es el álgebra de Lie de G. Recordemos que si
v ∈ H∞, entonces

π(xj)v =
d

ds |s=0

π(exp(sxj))v.

Definimos para (m1, · · · ,mn) ∈ Nn0 las seminormas

pm1,··· ,mn(v) = ||π(x1)m1 · · · π(xn)mnv||H.

Esta familia de seminormas {pm1,··· ,mn} induce una topoloǵıa llamada topoloǵıa de Sobolev,
con la cualH∞ es un espacio de Fréchet. Definimos el antidual como las aplicaciones continuas
sobre H∞ que satisfacen

φ(cv) = c φ(v), c ∈ C.

Sea H−∞ el antidual de H∞ con la topoloǵıa fuerte (convergencia uniforme sobre conjuntos
acotados de H∞). Esto da una inclusión natural.

H∞ ⊂ H ⊂ H−∞.

Denotamos por π∞ la restricción de π a H∞, y para g ∈ G definimos π−∞(g) sobre H−∞ por
dualidad: para φ ∈ H−∞, v ∈ H∞

〈π−∞(g)φ, v〉 := 〈φ, π∞(g)v〉.

Los elementos de H−∞ son llamados vectores distribución.

Denotamos por

H−∞K = {φ ∈ H−∞ : π−∞(k)φ = φ para todo k ∈ K}

al espacio de vectores distribución K-fijos.

Definición 7.0.1. Decimos que (G,K) es un par de Gelfand generalizado si dada una re-
presentación unitaria irreducible (π,H) de G, el espacio H−∞K de vectores distribución fijos
por K es a lo sumo unidimensional.

En este caṕıtulo, daremos un ejemplo de un grupo de Lie 3-pasos nilpotente N y un
subgrupo K de Aut(N) no compacto tal que (K,N) es un par de Gelfand generalizado. Este
resultado está enunciado en el Teorema 7.2.3. Luego daremos un ejemplo de otro par (K,N)
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donde encontramos que la representación metapléctica se descompone en representaciones
irreducibles con multiplicidad 2.

Comenzaremos este caṕıtulo introduciendo algunas nociones que generalizan las estudia-
das para par de Gelfand en el Caṕıtulo 2.

Nota. Cuando K es compacto, otra equivalencia con la definición de par de Gelfand clásico
es que el álgebra de operadores U(g)K sea conmutativa. Sin embargo, hay ejemplos de pares
(G,K) con K no compacto tal que U(g)K es conmutativa pero (G,K) no es par de Gelfand
generalizado (ver [6]).

7.1. Preliminares

Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo de G. Denotamos por D(G/K) al espacio de
funciones C∞ sobre G/K con soporte compacto y por DK(G) al subespacio de D(G) de
funciones sobre G que son K-invariantes a derecha. Ambos espacios son identificables v́ıa el
mapa f ∈ D(G/K) a f0 := f ◦ P , donde P : G→ G/K es la proyección natural. Dotamos a
estos espacios de la topoloǵıa natural. Sea D′(G) y D′(G/K) el espacio topológico dual de
D(G) y D(G/K) respectivamente.

Una manera natural de definir φ ∈ D′(G) es v́ıa la aplicación

φ(f) =

∫
G

f(g)φ(g)dg, (7.1)

la cual tiene sentido si por ejemplo φ ∈ D(G) o φ ∈ Lp para todo p ≥ 1. Luego, podemos
incluir naturalmente D(G) en D′(G).

El espacio D′(G) es llamado el espacio de distribuciones de G. A las distribuciones φ defi-
nidas por la ecuación (7.1) las llamamos distribuciones funciones de G. Podemos generalizar
las nociones definidas para funciones de D(G) (como convolución, derivación, etc) para ele-
mentos de D′(G). Las distribuciones copian las propiedades que cumplen las distribuciones
funciones, y suelen llamarse funciones generalizadas, ya que permiten definir, por ejemplo,
derivadas de funciones que no son siquiera continuas.

La topoloǵıa en D(G) la construimos de la siguiente manera:
• Dado K ⊆ G compacto sea DK(G) el espacio de funciones C∞ con soporte en K. Consi-
deramos τK la topoloǵıa de Fréchet del espacio dada por las seminormas

pN(f) = máx{|Dαf(g)| : |α| ≤ N, g ∈ K},

donde |α| = |(α1, · · · , αn)| = (α2
1 + · · ·+ α2

n)
1
2 .

• Sea β la colección de conjuntos convexos y balanceados W tal que DK ∩W ∈ τK .
• La topoloǵıa τ de D(G) es la unión de todos los conjuntos de la forma φ+W , con φ ∈ D(G),
W ∈ β.
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Las distribuciones se definen como el espacio de funcionales sobre D(G) lineales y conti-
nuos respecto de la topoloǵıa τ .

Ejemplo 7.1.1. El ejemplo más conocido de distribución que no viene dada por la fórmula
(7.1) es la delta de dirac definida por

δg(φ) = φ(g), g ∈ G.

Nota. Dada φ ∈ D′(G) y f ∈ D(G), denotamos por 〈φ, f〉 la evaluación de φ en f . Esta
notación se condice con la notación del Teorema de Riesz.

Definición 7.1.2. Dada Φ ∈ D′(G), decimos que:

• Φ es una distribución K-invariante a izquierda si para toda f ∈ D(G) se cumple

〈Φ, Lkf〉 = 〈Φ, f〉.

• Φ es una distribución K-invariante a derecha si para toda f ∈ D(G) se cumple

〈Φ, Rkf〉 = 〈Φ, f〉.

• Φ es una distribución K-bi-invariante si es K-invariante a izquierda y a derecha,

• Φ es una distribución de tipo positivo si 〈Φ, f ∗ f ]〉 ≥ 0 para toda f ∈ D(G), donde
f ](g) = f(x−1).

Usando aproximaciones de la identidad se puede ver que, con la topoloǵıa de D′(G), toda
distribución es el ĺımite de funciones infinitamente diferenciables.

Recordemos que, si (G,K) es un par de Gelfand, hay una correspondencia uno-a-uno
entre funciones K-bi-invariantes definidas sobre G de tipo positivo y clases de equivalencias
de representaciones unitarias que tienen un vector ćıclico K-fijo. Más aún, en caṕıtulos an-
teriores probamos que estas representaciones unitarias se realizan en el espacio D′(G/K).
Existe un resultado análogo para pares de Gelfand generalizados, pero en este caso las dis-
tribuciones K-bi-invariantes de tipo positivo cumplen el rol de las funciones para pares de
Gelfand clásicos.

Decimos que una representación (π,H) puede realizarse como subespacio de D′(G/K) si
existe una inyección lineal y continua j : H → D′(G/K) tal que

jπ(g) = Lgj, para toda g ∈ G.

El espacio j(H) es llamado un subespacio de Hilbert de D′(G/K).

Probemos algunas propiedades del espacio H∞.

Proposición 7.1.3. Dado w ∈ H, f ∈ C∞(G), entonces π(f)w ∈ H∞.
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Demostración. Recordemos que definimos

π(f)w =

∫
G

f(g)π(g)wdg.

Sea x ∈ g, entonces

d

ds |s=0

π(exp(sx))π(f)w =
d

ds |s=0

∫
G

f(g)π(exp(sx)g)w dg

=
d

ds |s=0

∫
G

f(exp(−sx)g̃)π(g̃)w dg̃

=

∫
G

(−xf)(g̃)π(g̃)wdg̃

= π(−xf)w.

Luego se sigue el resultado deseado.

Observación 7.1.4. Tomando aproximaciones de la identidad {fj} se puede ver que H∞ es
denso en H.

Dados f ∈ C∞(G), φ ∈ H−∞, w ∈ H definimos 〈π(f)φ,w〉 := 〈φ, π(f)w〉.
Luego tenemos el siguiente resultado.

Proposición 7.1.5. Si f ∈ C∞(G), φ ∈ H−∞, entonces π(f)φ ∈ H′ ∼ H.

Más aún, se cumple la proposición que sigue.

Proposición 7.1.6. Si f ∈ D(G), φ ∈ H−∞, entonces π(f)φ ∈ H∞.

Demostración. Por la proposición anterior tenemos que

π(x)π(f)φ = π(−xf)φ.

Luego se tiene el resultado deseado.

Definición 7.1.7. Dada f ∈ D(G),Φ ∈ D′(G) la convolución

(f ∗ Φ)(g) := Φ(Lgf̌)

define una nueva distribución f ∗ Φ ∈ D′(G).

Observación 7.1.8. En el caso en que Φ sea una distribución función, tenemos que

(f ∗ Φ)(g) =

∫
G

f(gh−1)Φ(h)dh.

Sea (π,H) una representación unitaria de G que tiene un vector distribución φ ∈ H−∞K .
Definimos Tφ por

Tφ(f) = 〈φ, π∞(f)φ〉.
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Como φ ∈ H−∞K , se puede ver que Tφ es una distribución K-bi-invariante. Además tenemos
que Tφ es una distribución de tipo positivo, pues:

Tφ(f ∗ f ]) = 〈φ, π(f ∗ f ])φ〉
= 〈φ, π(f)π(f ])φ〉
= 〈π(f)∗φ, π(f ])φ〉
= 〈π(f ])φ, π(f ])φ〉 ≥ 0.

Rećıprocamente, sea T una distribución K-bi-invariante de tipo positivo.
Para f ∈ D(G/K), sea f0 = f ◦ P . En D(G/K) consideremos el producto escalar

〈f, g〉T = T (f ]0 ∗ g0),

y denotemos por NT el subespacio de vectores de longitud cero.
El subespacio de HilbertHT deD′(G/K) asociado a T es la completación deD(G/K)/NT ,

y una computación (usando que un espacio de Hilbert HT es identificable con su dual) mues-
tra que si

j∗ : D(G/K)→ D(G/K)/NT
es la proyección natural y

j : HT → D(G/K)′

es el mapa dual, entonces para f ∈ D(G/K),

(j ◦ j∗)f = f0 ∗ T.

Para probar este resultado consideramos la identificación de HT ∼ H′T dada por

v 7→ 〈v, ·〉.

Dadas ϕ, ψ ∈ D(G/K) definimos la aplicación

ϕ 7→ Λϕ(ψ) := 〈ϕ, ψ〉T .

Entonces si T es una distribución función tenemos lo siguiente:

Λϕ(ψ) = 〈ϕ, ψ〉T
= 〈T, ϕ] ∗ ψ〉

=

∫
G

T (g)

(∫
G

ϕ](h)ψ(h−1g)dh

)
dg

=

∫
G

T (g)

(∫
G

ϕ(h−1)ψ(h−1g)dh

)
dg

=

∫
G

T (g)

(∫
G

ϕ(h̃g−1)ψ(h̃)dh

)
dg

=

∫
G

(∫
G

T (g)ϕ(h̃g−1)dg

)
ψ(h̃)dh

=

∫
G

(ϕ ∗ T )(h̃)ψ(h̃)dh

= 〈ϕ ∗ T, ψ〉
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Luego Λϕ = ϕ ∗ T , y por lo tanto jj∗ϕ = ϕ ∗ T .
Además, por ser T una distribución K-bi-invariante, T resulta un vector K-fijo para la

representación regular a izquierda.

Sean π1 y π2 dos representaciones unitarias de H1 y H2 respectivamente, realizadas en
D′(G/K). Denotemos por T1 y T2 sus correspondientes núcleos reproductores y j1, j2 las
inyecciones G-invariantes. Asumamos que T1 = T2. Entonces tenemos que

||j∗1φ||2 = ||j∗2φ||2 para todo φ ∈ D(G/K).

Definimos U por U(j1
∗φ) = j2∗φ. Luego, el operador U está bien definido y lo podemos ex-

tender unitariamente a un operador de H1 a H2 que conmute con la acción de G. Más aún,
j1 = j2◦U . Por lo tanto, (π1,H1) y (π2,H2) son representaciones unitariamente equivalentes.

La distribución Tφ asociada a (π,H) representación unitaria de G con φ ∈ H−∞ es lla-
mada el núcleo reproductor de H.

Luego existe una correspondencia entre clases de equivalencias de representaciones uni-
tarias de G que tienen un vector distribución K-fijo y distribuciones de tipo positivo K-bi-
invariantes. La prueba general se obtiene tomando aproximaciones de la identidad.

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado (para más detalles de la prueba ver [31]).

Teorema 7.1.9. (A) Hay una correspondencia uno-a-uno entre representaciones unitarias
de G teniendo una distribución ćıclica fija por K y distribuciones de tipo positivo K-bi-
invariantes en D′(G) (la correspondiente representación es realizada como un subespacio de
Hilbert invariante de D′(G/K)).

Notemos que si φ es una distribución de tipo positivo K-bi-invariante, entonces

f ∗ φ ∈ Hφ ⊆ D′(G/K)

para toda f ∈ D(G). En efecto, sea f ∈ D(G)

(f ∗ φ)(g) =

∫
G

f(h)φ(h−1g)dy

∼
∑
i

f(hi)φ(h−1
i g)

=
∑
i

f(hi)Lhiφ(g).

Luego {f ∗ φ : f ∈ D(G)} ⊆ Hφ. Como φ es de tipo positivo es acotada, y por lo tanto
j, la inclusión de Hφ ⊆ D′(G/K), es inyectiva y j∗ es sobreyectiva.

j : Hφ → D′(G/K), j∗ : D(G/K)→ H′φ ∼ Hφ ⊆ D′(G/K).

Por el Teorema del núcleo de Schwartz,

j∗(f) = f ∗ Φ, Φ ∈ D′(G/K).
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Sea f ∈ Hφ, f = j∗(h) para algún h ∈ D(G/K), entonces f = h∗Φ. Por otra parte, sabemos
que jj∗f = f ∗ φ. Entonces tenemos que

f ∗ φ = jj∗(f) = j(f ∗ Φ). (7.2)

Tomando {fj} una aproximación de la identidad en (7.2), φ = j(Φ). Luego φ = Φ ∈ Hφ, y
por lo tanto

f = h ∗ φ para alguna h ∈ D(G/K) para toda f ∈ Hφ.

Finalmente
Hφ = {f ∗ φ : f ∈ D(G/K)},

y por lo tanto φ resulta un vector K-fijo ćıclico de la representación (L,Hφ).

Por otra parte, si (H, π) es una representación que se realiza en D′(G/K), existe
j : H → D′(G/K) inyectiva y continua que conmuta con la acción de G, y por lo tanto
j∗ es sobreyectiva,

j∗ : D(G/K)→ H′ ∼ H ⊆ D′(G/K).

Dada f ∈ D(G/K) podemos extenderla a una función f̃ ∈ D(G) K-bi-invariante. El Teorema
del núcleo de Schwartz asegura que existe Φ ∈ D′(G/K) K-bi-invariante tal que

j∗(f̃) = f̃ ∗ Φ.

Sea f ∈ H, f = j∗(h) para algún h ∈ D(G/K). Identificando h con h̃, obtenemos que
f = h ∗ Φ0, donde Φ0 = P (Φ). Entonces

H = {h ∗ Φ0 : h ∈ D(G/K)},

y existe φ ∈ H tal que j∗(φ) = Φ0. Por lo tanto φ es un vector K-fijo de la representación
(π,H).

Luego tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.1.10. Existe una correspondencia entre representaciones unitarias de G que
tienen un vector distribución K-fijo y las representaciones unitarias que se realizan en
D′(G/K).

En particular toda representación unitaria e irreducible de G que satisfacen HK 6= 0 se
puede realizar en D′(G/K).

Supongamos ahora que (G,K) es un par de Gelfand generalizado, y sean (π1,H1), (π2,H2)
dos representaciones de G que se realizan en D′(G/K) tal que H1

K y H2
K son no nulos. Por

ser (G,K) par de Gelfand,
dim(H1

K) = dim(H2
K) = 1.

Sean v1 ∈ H1
K y v2 ∈ H2

K . Si (π1,H1) y (π2,H2) son representaciones equivalentes de G,
entonces existe T : H1 → H2 operador de entrelazamiento, y por lo tanto

Tv1 = αv2 para algún α ∈ C.
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Podemos suponer que T es un operador de entrelazamiento unitario. Como v1 y v2 son
vectores ćıclicos deH1 yH2 respectivamente, podemos suponer que como espacios de Hilbert
H1 = H2, Tv1 = αv1 pero vaŕıan los productos internos de manera tal que

〈αv1, αv1〉H2 = 〈v1, v1〉H1 ,

es decir,
〈v1, v1〉H2 = 1

|α|2 〈v1, v1〉H1 .

Rećıprocamente, supongamos que (π1,H1) y (π2,H2) son representaciones de un grupo de
Lie G, y sea K un subgrupo de automorfismo de G. Supongamos que estas representaciones
satisfacen la siguiente condición: si (π1,H1) y (π2,H2) son representaciones equivalentes
entonces como espacios vectoriales H1 = H2 y 〈·, ·〉H2 = α〈·, ·〉H1 para algún α ∈ C no nulo.
Supongamos que H1

K y H2
K son no nulo, entonces H1 y H2 pueden realizarse en D′(G/K).

Sean φ1 y φ2 vectores distribución K-fijos de tipo positivo en D′(G/K). Entonces

H1 = {f ∗ φ1 : f ∈ D(G/K)} = {f ∗ φ2 : f ∈ D(G/K)} = H2.

y
〈f, g〉H1 = 〈f ] ∗ g, φ1〉,

〈f, g〉H2 = 〈f ] ∗ g, φ2〉.

Luego
〈f ] ∗ g, φ2〉 = α〈f ] ∗ g, φ1〉,

y por lo tanto φ2 = αφ1. Finalmente, (G,K) es un par de Gelfand generalizado.

Las equivalencias dadas por Thomas que se encuentran en Teorema A página 298 de [6]
completan este resultado. Aqúı mencionaremos sólo algunas de las equivalencias.

Antes de eso, haremos algunas observaciones acerca de las definiciones que contiene el
art́ıculo de Thomas.

Definición 7.1.11. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado de G. Consideremos
(L,D′(G/H)) la representación regular a izquierda, y sea H0 un subespacio de D′(G/H).

• Decimos que el subespacio H0 es G-invariante si L(g)H0 = H0 para todo g ∈ G.

• Un subespacio H se dice minimal si no posee subespacios cerrados invariantes propios.
Nosotras lo definimos como subespacio irreducible.

• La notación
∫ ⊕

significa integral directa.

• Una medida de Radon es una medida boreliana, localmente finita y regular por dentro.

Teorema 7.1.12. Las siguientes son equivalentes:

1. Si H1 y H2 son subespacios de Hilbert G-invariantes minimales de D′(G/H) no propor-
cionales (es decir, que difieren como espacios vectoriales), entonces son no equivalentes.
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2. Si H es un espacio de Hilbert G-invariante de D′(G/H), el álgebra D(G,H) es con-
mutativa.

3. Para todo H subespacio G-invariante de D′(G/K) existe una única medida de Radon
m de s tal que

H =

∫ ⊕
Hs dm(s).

4. En particular existe una única medida de Radon ds de s tal que

L2(G/K) =

∫ ⊕
Hs ds.

A partir de este resultado, Thomas define que (G,G/H) es un par libre de multiplici-
dad si satisface algunas de las equivalencias anteriores (y por lo tanto todas). De la tercera
equivalencia se deduce que nuestra definición de par de Gelfand generalizado coincide con la
definición de Thomas de ser par libre de multiplicidad.

Definición 7.1.13. Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert y {hj}∞j=1 una base de H. Un ope-
rador S : H → H se dice de traza si

∞∑
j=1

〈S(hj), hj〉 <∞.

Si G es un grupo de Lie y (π,H) una representación tal que π(f) es un operador de traza,
definimos χπ por

χπ(f) = tr(π(f)).

Si G es un grupo de Lie compacto, (π,V) con V de dimensión finita es una representación
unitaria de G, entonces π(f) es un operador de traza. Sea χπ(f) := tr(π(f)). Consideremos
además que {vj} es una base ortonormal de V , y que {λj} la correspondiente base dual de
V∗.

Dado λ⊗ v ∈ V∗ ⊗ V , podemos definir un funcional θ(λ⊗ v) ∈ D′(G) por

θ(λ⊗ v)(g) := λ(π(g)v).

Vı́a la identificacíın λ⊗ v ↔ θ(λ⊗ v), tenemos las siguientes igualdades:

χπ(f) = tr(π(f)) =
∑
j

〈π(f)vj, vj〉

=
∑
j

〈
∫
G

π(g)f(g)vjdg, vj〉

∼
∑
j

〈
∑
i

π(gi)f(gi)vj, vj〉

=
∑
j,i

〈f(gi)π(gi)vj, vj〉

=
∑
i,j

f(gi)(λj ⊗ vj)(gi),
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donde en la tercera ecuación estamos aproximando integrales por sumas.
Como (f ∗ χπ)(g) = χπ(Lgf̌) (pensando a la función como distribución función), de las

igualdades anteriores podemos deducir que el espacio V∗ ⊗ V se identifica con el subespacio
de D′(G) de la forma {f ∗ χπ : f ∈ D(G)}.

Es sabido que si G es nilpotente o semisimple y (π,H) es una representación irreducible,
entonces el operador π(f) es un operador de traza para toda f ∈ D(G).

Consideremos ahora un grupo de Lie unimodular H tal que dado (γ,V) ∈ Ĥ, γ(f) es un
operador de traza para toda f ∈ D(H) (esta propiedad se cumple para una clase amplia de
grupos de Lie tal como los nilpotentes o grupos de Lie semisimples).

Consideremos el par (G,K) donde

G = H ×H y K = diag(H ×H)

el cual puede identificarse naturalmente con H. También G/K puede identificarse con H.
Denotemos por (γ∗,V∗) la representación contragradiente (o representación dual) de (γ,V).
Por un lado, V∗ ⊗ V es canónicamente isomorfo al subespacio de Hilbert Hγ de D′(H) de
distribuciones de la forma f ∗ χγ, f ∈ D(H). Por otro lado, γ∗ ⊗ γ se corresponde con la
sub-representación de H ×H sobre D′(H) dada por

(h1, h2) 7→ L(h1)R(h2).

Por lo tanto, χγ es el núcleo reproduciente de Hγ y claramenete χγ es un vector-distribución
en H−∞γ fijado por H.

El resultado completo, debido a Mokni y Thomas en [24] da un resultado análogo al
criterio de Carcano para pares de Gelfand.

Teorema 7.1.14 (B). Sean (ω,W) y (γ,V) representaciones unitarias de H tal que γ es
irreducible. Entonces γ aparece en la descomposición de ω en componentes irreducibles si y
sólo si el H ×H-módulo V∗ ⊗W tiene un vector-distribución fijado por H.

En lo que sigue aplicaremos la teoŕıa anterior para grupos de Lie nilpotentes N . Para ello
primero recordemos la teoŕıa vista en el Caṕıtulo 5, que muestra como construir las clases
de equivalencias de representaciones unitarias e irreducibles de N .

Sea N un grupo de Lie nilpotente y denotemos por N̂ el conjunto de clases de equivalen-
cias de representaciones unitarias e irreducibles de N . Describimos N̂ de acuerdo a la teoŕıa
de Kirillov. Sea n el álgebra e Lie de N . El grupo N actúa sobre n por la acción adjunta Ad,
y N actúa sobre n∗, el espacio dual de n, por la representación dual

Ad∗(n)Λ = Λ ◦ Ad(n−1).

Fijado Λ ∈ n∗ no trivial, sea OΛ := {Ad∗(n)Λ : n ∈ N} su órbita coadjunta.
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De la teoŕıa de Kirillov se sigue que hay una correspondencia entre N̂ y el conjunto de
órbitas coadjuntas en n∗. En efecto, sea

BΛ(u, v) := Λ([u, v]), u, v ∈ n. (7.3)

Sea MΛ un isotrópico maximal de BΛ en n, y sea MΛ = exp(MΛ). Definimos sobre MΛ el
caracter χΛ(expu) = eiΛ(u), la representación irreducible correspondiente a OΛ es la repre-
sentación inducida ρΛ := IndNMΛ

(χΛ).
Sea K un subgrupo de Aut(N). Dado k ∈ K, Λ ∈ n∗ definimos una nueva representación

de N dada por

ρkΛ(n) := ρΛ(k · n).

El estabilizador de πΛ is KΛ := {k | ρΛ ∼ ρkΛ}. Para cada k ∈ KΛ, uno puede elegir un
operador de entrelazamiento $Λ(k) tal que

ρkΛ(n) = $Λ(k)ρΛ(n)$Λ(k−1)

para todo n ∈ N. El mapa k 7→ $Λ(k) es una representación proyectiva de KΛ, i.e,

$Λ(k1k2) = θΛ(k1, k2)$Λ(k1)$Λ(k2), con |θΛ(k1, k2)| = 1 para todo k1, k2 ∈ KΛ.

La aplicación $Λ es llamada la representación de entrelazamiento de πΛ o la representación
metapléctica y θΛ el multiplicador para la representación proyectiva $Λ.

Vamos a considerar un grupo de Lie 3-pasos nilpotente introducido en [27] y cierto sub-
grupo K de Aut(N), tal que

(i) para todo Λ ∈ n∗, KΛ = K,

(ii) $Λ es una verdadera representación de K, es decir, θΛ ≡ 1.

En esta situación, la teoŕıa de Mackey asegura que para σ ∈ K̂,

ρσ,Λ = σ ⊗$ΛρΛ

es una representación irreducible de K nN y moviendo σ ∈ K̂ y ρΛ ∈ N̂ esta construcción

describe completamente a K̂ nN .
Se sigue del Teorema B que la representación irreducible σ ⊗ $ΛρΛ tiene un vector-

distribución fijo porK si y sólo si la representación dual σ∗ deK aparece en la descomposición
en componentes irreducibles de $Λ.

Luego tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.1.15. (K,N) es un par de Gelfand generalizado si y sólo si $Λ es libre de
multiplicidad para todo Λ ∈ n∗.
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Observación 7.1.16. Recordemos que si f es una función Schwartz, tenemos que

f(n) =

∫
N̂

tr (γ (f) γ (n)) dµ(γ),

donde µ es la medida de Plancherel de N .
Por otro lado, tenemos que si (γ,V) ∈ N̂ ,

f ∗ χγ(n) = χγ (Ln−1f) =

∫
N

f (nh)χγ
(
h−1
)
dh

=

∫
N

f (nh) γ
(
h−1
)
dh

=

∫
N

f (h) γ
(
h−1n

)
dh

= tr (γ (f) γ (n)) .

Luego podemos reescribir la fórmula de inversión como

f(n) =

∫
N̂

f ∗ χγ(n)dµ(γ).

7.2. Ejemplo 1

El grupo N que consideraremos es el caso más simple de la familia introducida por G.
Ratcliff en [27]. Sea H1 el grupo de Heisenberg 3-dimensional con álgebra de Lie h1 cuyas
coordenadas son (x, y, t) ∈ R3 y corchete de Lie definido por

[(x, y, t), (x′, y′, t′)] = (0, 0, xy′ − yx′).

Sea S el subgrupo de Sp(1) ⊆ Aut(H1) que consiste de las matrices

s =

(
1 0
s 1

)
, s ∈ R.

Consideremos la acción de S sobre H1 dada por

s · (x, y, t) = (x, sx+ y, t).

Esta acción da lugar a un producto semidirecto N = S nH1 tal que

(s, x, y, t)(s′, x′, y′, t′) = (s+ s′, x+ x′, sx′ + y + y′, t+ t′ + sxx′+y′x−x′y
2

). (7.4)

Sea s el álgebra de Lie de S. El álgebra de Lie n asociada a N es un álgebra de Lie 3-pasos
nilpotente con coordenadas (s, x, y, t), donde s ∈ s, x, y, t ∈ R, y producto

[(s, x, y, t), (s′, x′, y′, t′)] = (0, 0, sx′ − s′x, xy′ − x′y); (7.5)

su centro unidimensional es c = {(0, 0, 0, t) | t ∈ R}.
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Observación 7.2.1. Dada una acción de un grupo de Lie S sobre otro grupo de Lie H, esta
induce una nueva acción de s (el álgebra de Lie de S) sobre h (el álgebra de Lie de H)

ρ : s→ Der(h)

tal que hace conmutar el diagrama exponencial.
Podemos dar estructura de álgebra de Lie a s⊕ h v́ıa el corchete

[(s, z), (s′, z′)] = ([s, s′], [z, z′] + ρ(s)z′ − ρ(s′)z).

(s⊕ h, [·, ·]) es el álgebra de Lie del producto semidirecto S nH.
En nuestro caso,

ρ(s)(x, y, t) = (0, sx, 0),

y [·, ·] coincide con el definido en (7.5).

Denotamos por Aut0(N) al grupo de automorfismos de N que actúa sobre c por la iden-
tidad. Como el mapa exponencial es un difeomorfismo (de acuerdo al Lema 4.1.5), podemos
identificar Aut0(N) con Aut0(n) y tenemos que

Aut0(N) = {k ∈ GL(4,R) : k([u, v]) = [k(u), k(v)] para todo u, v ∈ n, k|c = I}. (7.6)

Sea Φ ∈ Aut0(N), y B = {ej}4
j=1 la base canónica de R4. De acuerdo a (7.5) y (7.13), Φ debe

satisfacer las siguientes relaciones

Φ([e1, e2]) = Φ(e3); Φ([e2, e3]) = Φ(e4);

Φ([e1, e3]) = Φ([e1, e4]) = Φ([e2, e4]) = Φ([e3, e4]) = Φ(0) = 0.

Por lo tanto, obtenemos que

Aut0(N) =




r a 0 0

0 r−
1
2 0 0

d b r
1
2 0

e c −dr− 1
2 1

 : r, a, b, c, d, e ∈ R y r 6= 0

 .

Definimos

A :=




r 0 0 0

0 r−
1
2 0 0

0 0 r
1
2 0

0 0 0 1

 : r ∈ R×

 y

M :=




1 a 0 0
0 1 0 0
d b 1 0
e c −d 1

 : a, b, c, d, e ∈ R

 .

Entonces tenemos que A está actuando por conjugación sobre M y Aut0(N) = AnM .
Escribiendo los elementos de M como 5-uplas (a, b, c, d, e), tenemos que el producto está
dado por

(a, b, c, d, e)(a′, b′, c′, d′, e′) = (a+ a′, b+ b′ + da′, c+ c′ + ea′ − db′, d+ d′, e+ e′ − dd′). (7.7)
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Más aún, M es isomorfo a H nM0, donde

H :=




1 0 0 0
0 1 0 0
d 0 1 0
e 0 −d 1

 : d, e ∈ R

 , y

M0 :=




1 a 0 0
0 1 0 0
0 b 1 0
0 c 0 1

 : a, b, c ∈ R

 ' R3.

En efecto, el producto en H es

(0, 0, 0, d, e)(0, 0, 0, d′, e′) = (0, 0, 0, d+ d′, e+ e′ − dd′),

y por lo tanto podemos identificar H con el subgrupo {(d,−d, e) : d, e ∈ R} de H1.
Considerando la acción de H sobre R3 dada por

(d, e) · (a′, b′, c′) = (a′, b′ + da′, c′ + ea′ − db′),

y usando (7.7) obtenemos que M = H nM0.

El subgrupo K de Aut0(N) que vamos a considerar es

K =

k ∈ R3 : k =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 k1 1 0
0 k2 0 1

 : k1, k2 ∈ R

 . (7.8)

Sea K1 (resp. K2) el subgrupo de K cuyos elementos tienen entradas matriciales k2 = 0
(resp. k1 = 0).

Denotamos por (α, µ, ν, λ) los elementos de n∗. La correspondencia entre n y n∗ está dada
por

(α, µ, ν, λ)[(s, x, y, t)] = αs+ µx+ νy + λt.

Para Λ ∈ n∗, es fácil ver que KΛ = {k ∈ K | k · Λ ∈ OΛ} donde OΛ es la órbita coad-
junta de Λ. Sea xΛ ∈ n tal que Λ(y) = 〈y, xΛ〉 para todo y ∈ n, entonces se sigue que
k · Λ(y) = 〈y, (k−1)txΛ〉. Luego

KΛ := {k ∈ K | kt · xΛ ∈ OΛ}, (7.9)

donde kt denota la matriz transpuesta de k.
Las órbitas genéricas son aquellas que se corresponden con representaciones que tienen

medida de Plancherel no nula y fueron computadas en [27]. Estas están parametrizadas por
Λ = (α, 0, 0, λ) con λ 6= 0, y si Oα,λ es la órbita coadjunta de Λ, entonces

Oα,λ = {(α− 1

2λ
ν2, µ, ν, λ) | µ, ν ∈ R}.
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En el caso de las órbitas no-genéricas con Λ = (α, µ, ν, 0), obtenemos que

OΛ = {(β, η, ν, 0) | β, η ∈ R}.

En efecto, sea Λ = (α, µ, ν, 0), y sea n′ = (s′, x′, y′, t′) = (0, x′, y′, t′)(s′, 0, 0, 0).
Entonces,

Ad(n′−1) = Ad((0, x′, y′, t′)−1)Ad((s′, 0, 0, 0)−1).

Sea n = (s, x, y, t), luego

(Ad(exp−(0, x′, y′, t′)))(n) = exp(−ad(0, x′, y′, t′))(n)

= (s, x, y, t)+[(0, x′, y′, t′), (s, x, y, t)]

+ 1
2
[(0, x′, y′, t′), [(0, x′, y′, t′), (s, x, y, t)]]

= (s, x, y − sx′, t+ x′y−y′x
2
− sx′2

4
).

Por lo tanto,

Λ ◦ Ad(−(0, x′, y′, t′))(s, x, y, t) = αs+ µx+ ν(y − sx′)
= αs+ µx+ νy − νsx′

= (α− νx′)s+ µx+ νy

= (α− νx′, µ, ν, 0)(s, x, y, t).

Por otra parte,

(Ad(exp−(s′, 0, 0, 0)))(n) = exp(−ad(s′, 0, 0, 0))(n)

= (s, x, y, t)+[(s′, 0, 0, 0), (s, x, y, t)]+1
2
[(s′, 0, 0, 0), [(, 0, 0, 0), (s, x, y, t)]]

= (s, x, y, t) + (0, 0, s′x, 0)

= (s, x, s′x+ y, 0),

entonces

Λ ◦ Ad(−(s′, 0, 0, 0))(s, x, y, t) = αs+ µx+ ν(s′x+ y)

= αs+ µx+ νy + νs′x

= αs+ (µ+ νs′)x+ νy

= (α, µ+ νs′, ν, 0)(s, x, y, t).

Luego,
Λ ◦ Ad(s′, x′y′, t′) = (α− νx′, µ+ νs′, ν, 0).

Como OΛ = {Ad(n′) ◦ Λ : n′ ∈ N}, resulta que

OΛ = {(α− νx′, µ+ νs′, ν, 0) : s′, x′ ∈ R}
= {(α̃, µ̃, ν, 0) : α̃, µ̃, ν ∈ R∗ ' R}.

Sea (0, 0, ν, 0) un representante de O(α,µ,ν,0), y denotemos a O(α,µ,ν,0) por Oν .
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Computaremos explicitamente la representación ρΛ correspondiente a la órbita OΛ para
todo Λ ∈ n∗. Denotamos a ρΛ por ρα,λ en el caso Λ = (α, 0, 0, λ) y por ρν en el caso
Λ = (0, 0, ν, 0).

Fijado Λ = (α, 0, 0, λ) con λ 6= 0, la forma anti-simétrica no degenerada asociada es

BΛ((s, x, y, t), (s′, x′, y′, t′)) = (α, 0, 0, λ)([(s, x, y, t), (s′, x′, y′, t′)])

= (α, 0, 0, λ)(0, 0, sx′ − s′x, xy′ − x′y)

= λ(xy′ − x′y).

Por lo tanto, un subespacio isotrópico maximal asociado a Λ está dado por

MΛ = {(s, 0, y, t) ∈ n | s, y, t ∈ R}.

El caracter χΛ definido sobre MΛ = exp(MΛ) es χΛ(s, 0, y, t) = eΛ(s,0,y,t) = ei(αs+λt), y

ρα,λ = IndNMΛ
(χΛ).

Recordemos que la representación inducida es el par (ρα,λ, Hα,λ) donde Hα,λ es la completa-
ción de

{f ∈ Cc(N) | f(nm) = χΛ(m−1)f(n) for all m ∈MΛ, n ∈ N},
con respecto al producto interno

〈f, g〉 =

∫
N/MΛ

f(u)g(u)du,

y la acción está dada por la traslación regular a izquierda, esto es

(ρα,λ(n)f)(n′) = f(n−1n′), n, n′ ∈ N.

Notemos que escribiendo

(s, x, y, t) = (0, x, 0, 0)(s, 0, y, t− xy

2
),

podemos identificar Hα,λ con L2(R) v́ıa el mapa (0, u, 0, 0) 7→ u.
Como

(s, x, y, t)−1 = (−s,−x, sx− y,−t),
para f ∈ Hα,λ obtenemos

[ρα,λ(s, 0, 0, 0)f ](u) = f((s, 0, 0, 0)−1(0, u, 0, 0))

= f((−s, 0, 0, 0)(0, u, 0, 0))

= f(−s, u,−su, 0)

= f((0, u, 0, 0)(−s, 0,−su, su
2

2
)

= χΛ(s, 0, su,−su
2

2
)f(0, u, 0, 0)

= esα−λ
su2

2 f(u).
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Análogamente, tenemos que

[ρα,λ(s, 0, 0, 0)f ](u) = eis(α−
λu2

2
)f(u),

[ρα,λ(0, x, 0, 0)f ](u) = f(u− x),

[ρα,λ(0, 0, y, 0)f ](u) = e−iλuyf(u),

[ρα,λ(0, 0, 0, t)f ](u) = eiλtf(u).

Observemos que las representaciones ρα,λ con λ 6= 0, son extensiones de las representaciones
irreducibles de H1.

A continuación describiremos las representaciones correspondientes a las órbitas no-
genéricas Oν con ν 6= 0. En este caso,

BΛ((s, x, y, t), (s′, x′, y′, t′)) = ν(sx′ − s′x),

y un subespacio isotrópico maximal es nuevamente MΛ = {(s, 0, y, t) : s, y, t ∈ R}. El
caracter asociado es χΛ(s, 0, y, t) = eiνy. Mediante una computación similar al caso anterior
obtenemos

[ρν(s, 0, 0, 0)f ](u) = eiνsuf(u),

[ρν(0, x, 0, 0)f ](u) = f(u− x),

[ρν(0, 0, y, 0)f ](u) = eiνyf(u),

[ρν(0, 0, 0, t)f ](u) = f(u).

Por (7.9) podemos ver fácilmente que KΛ = K para toda Λ ∈ n∗. Por lo tanto, la
representación metapléctica $Λ debe satisfacer

ρkΛ(n)$Λ(k) = $Λ(k)ρΛ(n) para toda k ∈ K y n ∈ N.

Los subgrupos K1 y K2 fijan los elementos (s, 0, 0, 0), (0, 0, y, 0) y (0, 0, 0, t) para todo
s, y, t ∈ R. Luego, tenemos que encontrar un operador unitario $Λ sobre L2(R2) tal que

ρkΛ(0, x, 0, 0)$Λ(k) = $Λ(k)ρΛ(0, x, 0, 0), ∀x ∈ R, k ∈ K (7.10)

y

ρΛ(n)$Λ(k) = $Λ(k)ρΛ(n) (7.11)

para n = (s, 0, 0, 0), n = (0, 0, y, 0) y n = (0, 0, 0, t), k ∈ K.

Teorema 7.2.2. La representación metapléctica ($Λ, KΛ) es libre de multiplicidad para todo
Λ ∈ n∗.
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Demostración. Denotamos por $α,λ (resp. $ν) a la representación metapléctica correspon-
diente a Λ = (α, 0, 0, λ) (resp. Λ = (0, 0, ν, 0)).

Es fácil ver que dado k1 ∈ K1, tenemos que

k1 · (0, x, 0, 0) = (0, x, k1x, 0).

Escribiendo (0, x, k1x, 0) = (0, x, 0, 0)(0, 0, k1x, 0)(0, 0,−k1x2

2
),

ρ(0, x, k1x, 0)f(u) = ρ(0, x, 0, 0)ρ(0, 0, k1x, 0)ρ(0, 0, 0,−k1x2

2
)f(u)

= ρ(0, x, 0, 0)ρ(0, 0, k1x, 0)e−iλ
k1x2

2 f(u)

= e−iλk1
x2

2 ρ(0, x, 0, 0)ρ(0, 0, k1x, 0)e−iλk1
x2

2 f(u)

= e−iλk1
x2

2 ρ(0, x, 0, 0)(e−iλuk1xf(u))

= e−iλk1
x2

2 (e−iλ(u−x)k1f(u− x)

= eiλ(−k1
x2

2
−(u−x)k1x)f(u− x)

= eiλ(−k1
x2

2
−uk1x+k1x2)f(u− x)

= eiλ(k1
x2

2
−uk1x)f(u− x).

Luego tenemos que

[ρα,λ(0, x, k1x, 0)f ](u) = e−iλk1xu+iλk1
x2

2 f(u− x),

y definimos

[$α,λ(k1, 0)f ](u) = e−iλ
u2

2
k1f(u).

También, dado k2 ∈ K2 se cumple que

k2 · (0, x, 0, 0) = (0, x, 0, k2x).

Entonces
[ρα,λ(0, x, 0, k2x)f ](u) = eiλk2xf(u− x),

luego definimos
[$α,λ(0, k2)f ](u) = eiλk2uf(u).

Esto es,

[$α,λ(k1, k2)f ](u) = e−iλ
u2

2
k1+iλk2uf(u).

El análisis para las órbitas no-genéricas es similar, y obtenemos

[ρν(0, x, k1x, 0)f ](u) = eiνk1xf(u− x),
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[ρν(0, x, 0, k2x)f ](u) = f(u− x).

Definimos,
[$ν(k1, 0)f ](u) = eiνk1uf(u),

[$ν(0, k2)f ](u) = f(u).

Esto es,
[$ν(k1, k2)f ](u) = eiνk1xf(u).

Luego se sigue que (7.11) se satisface para todo Λ ∈ n∗ .

Por lo tanto podemos concluir que la descomposición de $α,λ sobre L2(R) es

L2(R) =

∫
R
χ−λu2

2
,λu

du

donde χ−λu2

2
,λu

(k1, k2) = ei(−k1λ
u2

2
+λuk2).

Análogamente, la descomposición de $ν sobre L2(R) es

L2(R) =

∫
R
χνu,0 du

donde χνu,0(k1, k2) = eik1νu.

En el último caso, Λ ≡ 0 por lo tanto MΛ = n y χΛ ≡ 1. Se sigue que ρΛ es la repre-
sentación trivial. Este caso concluye el análisis de la descomposición de la representación
metapléctica obteniendo que $Λ es libre de multiplicidad para todo Λ ∈ n∗. Luego, se sigue
el siguiente resultado.

Teorema 7.2.3. Sean N = S n H1 y K ⊆ Aut0(N) definidas como en (7.8). Entonces,
(K,N) es un par de Gelfand generalizado.

7.3. Ejemplo 2

Este ejemplo es un caso particular de una familia de álgebras de Lie definida por L.
Barberis e I. Dotti en [35]. Dicha familia está definida en el espacio Mn(R) de matrices
n× n, obteniendo para cada n natural un álgebra de Lie nn (n− 1)-pasos nilpotente. Dado
n natural, definimos ei =

∑n−i
j=1 ej,j+i, donde ei,j es la base canónica de Mn(R), y sea

sn =< ei >i=1,··· ,n−1 .

Notemos que debeŕıamos usar la notación eni y eni,j en lugar de ei y ei,j respectivamente, pero
para no sobrecargar la notación omitiremos el supráındice n.



139 7.3. Ejemplo 2

Ejemplo 7.3.1. Si estamos en el caso n = 4, las matrices ei son

e1 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , e2 =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 , e3 =


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Finalmenente definimos

nn := sn ⊕ sn = {(s1, s2) : s1, s2 ∈ sn}.

Dotamos a nn con el corchete de Lie

[(x, y), (u, v)] = (xv − yu, 0).

En particular, [(ei, ej), (ek, el)] = (ei+l − ej+k, 0), pues eiej = ei+j, donde definimos ei+j = 0
si i+ j ≥ n.

Luego (nn, [·, ·]) es un álgebra de Lie (n− 1)-pasos nilpotente.

Para construir nuestro ejemplo, consideremos n = 4, pues de esta forma n4, que de ahora
en más llamaremos n, resulta un álgebra de Lie 3-pasos nilpotente.

Es fácil ver que el centro c de n es el subespacio generado por los vectores (e3, 0) y (0, e3),
y que el conjunto

B = {(e3, 0), (0, e3), (e1, 0), (0, e1), (e2, 0), (0, e2)}

es una base ordenada de n.
Definimos

V = 〈(e1, 0), (0, e1), (e2, 0), (0, e2)〉.

Sea λ ∈ n∗, entonces λ(u) = 〈u, xλ〉 para algún xλ ∈ n y para todo u ∈ n. Supongamos

xλ = c1
λ(e3, 0) + c2

λ(0, e3) + c3
λ(e1, 0) + c4

λ(0, e1) + c5
λ(e2, 0) + c6

λ(0, e2), ciλ ∈ R.

Sean x, y ∈ V ,

x = x3(e1, 0) + x4(0, e1) + x5(e2, 0) + x6(0, e2),

y = y3(e1, 0) + y4(0, e1) + y5(e2, 0) + y6(0, e2).

Entonces,

Bλ(x, y) = λ([x, y])

= 〈[x, y], xλ〉
= 〈x3x4(e2, 0)− x4y3(e2, 0) + x3y6(e3, 0) + x5y3(e3, 0)− x4y5(e3, 0)− x6y4(e3, 0), xλ〉,
= (x3y6 + x5y3 − x4y5 − x6y4) c1

λ 〈(e3, 0), (e3, 0)〉
= (x3y6 + x5y3 − x4y5 − x6y4) c1

λ ||(e3, 0)||.
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Por lo tanto Bλ|V×V resulta una forma bilineal no degenerado sobre n/c = V . Luego, por las
equivalencias de Wolf (5.3), la representación ρλ asociada a λ ∈ n∗ es de cuadrado integrable,
y el conjunto de clases de equivalencias de representaciones de n están parametrizadas por
λ ∈ c∗. Además, K|V ⊆ Sp(Bλ|V×V ).

Sea N el grupo de Lie conexo y simplemente conexo con álgebra de Lie n. Como en el
Ejemplo 1, denotamos por Aut0(N) al grupo de automorfismos de N que actúa sobre c por
la identidad. Como el mapa exponencial es un difeomorfismo (ver Lema 4.1.5), identificamos
Aut0(N) con Aut0(n), y por lo que

Aut0(N) = {k ∈ GL(6,R) : k([u, v]) = [k(u), k(v)] para todo u, v ∈ n, k|c = I}.

Luego de verificar que k satisface la condición k([u, v]) = [k(u), k(v)] para todo u, v ∈ B
obtuvimos que Aut0(N) está conformado por el conjunto de k’s que satisfacen

k =



1 0 a1 M c1 e
0 1 b1 0 d1 f
0 0 s 0 b 0

0 0 a s
1
2 c bs−

1
2

0 0 0 0 s−
1
2 0

0 0 r 0 d s−1


,

con s > 0, a, a1, b, b1, c, c1, d, d1, f, e, r ∈ R, y M = sd+ as−
1
2 − br.

Consideraremos
K = {k ∈ Aut0(N) : k|V ⊆ V }. (7.12)

En particular, esto implica

M = sd+ as−
1
2 − br = 0.

Multiplicando a M por s
1
2 obtenemos

Ms
1
2 = ds

3
2 + a− brs

1
2 = 0.

Para conocer K basta caracterizar a K|V

K|V =

k : k =


s 0 b 0

a s
1
2 c s−

1
2 b

0 0 s−
1
2 0

r 0 d s−1

 : s > 0, a, b, c, d, r ∈ R y 0 = ds
3
2 + a− brs

1
2

 .

Más aún, a todo k ∈ K lo podemos escribir como k = k1k2 con k1 ∈ K1, k2 ∈ K2, donde

K1 :=

k : k =


s 0 b 0

a s
1
2 c s−

1
2 b

0 0 s−
1
2 0

0 0 −s− 3
2a s−1

 : s > 0, a, b, c ∈ R

 , (7.13)
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y

K2 :=

k : k =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
r 0 0 1

 : s > 0, r ∈ R

 .

En efecto, si k es una matriz que satisface la ecuación a+ s
3
2d− rbs

1
2 = 0, entonces

s 0 b 0

a s
1
2 c s−

1
2 b

0 0 s−
1
2 0

r 0 d s−1

 =


s 0 b 0

a− s
1
2 rb s

1
2 c s−

1
2 b

0 0 s−
1
2 0

0 0 −s− 3
2a s−1

 ·


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
rs 0 0 1

 .

Sea J̃ := [Bλ]B|V , entonces

J̃ =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

 ,

y sea J la matriz dada por la forma bilineal canónica preservada por el grupo de matrices
Sp(2,R),

J =


0 0 −1 0
0 0 0 −1
1 0 0 0
0 1 0 0

 .

Si

P =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 , (7.14)

entonces P = P−1, y las matrices J y J̃ son conjugadas por la matriz P .

El subgrupo K satisface
KJ̃K−1 = J̃−1.

Luego si consideramos el grupo

K̃ := PKP−1, (7.15)

el grupo K̃ preserva la forma bilineal dada por J , y por lo tanto K̃ ⊆ Sp(2,R). Notemos
que la ecuación (7.15) se puede expresar en términos de equivalencia de representaciones.
Luego la representación metapléctica es libre de multiplicidad como K-módulo si y sólo si
lo es como K̃-módulo.
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Sean K̃1 y K̃2 los subgrupos obtenidos v́ıa la conjugación por P de K1 y K2 respectiva-
mente.

Comencemos trabajando con el subgrupo K̃1.

K̃1 :=

k : k =


s 0 0 b

a s
1
2 s−

1
2 b c

0 0 s−1 −s− 3
2a

0 0 0 s−
1
2

 : s > 0, a, b, c ∈ R

 .

Es fácil ver que K̃1 = S nH, donde

S :=

r(s) =


s 0 0 0

0 s
1
2 0 0

0 0 s−1 0

0 0 0 s−
1
2

 : s > 0

 y

H :=

n(a, b, c) =


1 0 0 b
a 1 b c
0 0 1 −a
0 0 0 1

 : a, b, c ∈ R

 .

El subgrupo H resulta isomorfo al grupo de Heisenberg H1 de dimensión 3 v́ıa la identi-
ficación 

1 0 0 b
a 1 b c
0 0 1 −a
0 0 0 1

 7→
 1 b c

0 1 −a
0 0 1

 .

y S es isomorfo al subgrupo

D =

{(
d+d−1

2
d−d−1

2
d−d−1

2
d+d−1

2

)
: s > 0

}
,

que es la parte conmutativa de la descomposición de Iwasawa de SU(2, 1).
Varios autores describen como se descompone la representación metapléctica actuando

sobre L2(R2) como Sp(2,R)-módulo. Si g(A), t(B) y C son matrices de la forma

g(A)

(
A 0
0 (At)−1

)
, t(B)

(
I B
0 I

)
, C =

(
0 −I
I 0

)
,

donde A ∈ GL(2,R), B es una matriz simétrica 2×2, I denota la matriz identidad de tamaño
2× 2 y 0 denota la matriz nula de tamaño 2× 2, entonces {g(A), t(B), C} son generadores
del grupo Sp(2,R). En [18] se establece que la representación metapléctica se define por:

(7.16)
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$(g(A))f(x) = det(A)
1
2f(Atx),

$(t(B))f(x) = e
i
2
〈t(B)x,x〉f(x),

$(C)f(x) = f̂(x).

Siguiendo esta descripción, escribimos a r(s) ∈ S como

r(s) =

(
As 0
0 (Ats)

−1

)
, As =

(
s 0

0 s
1
2

)
,

entonces
$(r(s))f(u, v) = s

√
3
2f(su, s

1
2v).

Para computar la representación $ sobre H, notemos que

n(a, 0, 0) =

(
Aa 0
0 (Ata)

−1

)
, Aa =

(
1 0
a 1

,

)
,

n(0, b, 0) =

(
1 Bb

0 1

)
, Bb =

(
0 b
b 0

.

)
, Bb = Bt

b,

n(0, 0, c) =

(
1 Bc

0 1

)
, Bc =

(
0 0
0 c

.

)
, Bc = Bt

c.

Entonces computamos $ obteniendo

$(n(a, 0, 0))f(u, v) = f(u+ av, v),

$(n(0, b, 0))f(u, v) = eibuvf(u, v),

$(n(0, 0, c))f(u, v) = e
i
2
cv2

f(u, v).

Recordemos que H es isomorfo al grupo de Heisenberg H1. La representación $|H coincide
con una representación del grupo H1, pero con un producto modificado.

Consideremos el grupo (H1, ∗), donde

(a, b, c) ∗ (a′, b′, c′) = (a+ a′, b+ b′, c+ c′ + ab′ − a′b).

El centro de (H1, ∗) es Z = {(0, 0, c) : c ∈ R}, y por lo tanto, si (π,Hπ) es una represen-
tación de H1, entonces existe λ = λ(π) ∈ R tal que

π(0, 0, c) = eiλcI.

Supongamos que λ 6= 0. Entonces el siguiente resultado nos permitirá construir represen-
taciones de (H1, ∗).

Lema 7.3.2. Sea λ 6= 0, y sean σ1, σ2 dos representaciones unitarias de R en un espacio de
Hilbert Hλ, tal que

σ1(a)σ2(b) = e2iλabσ2(b)σ1(a). (7.17)

Entonces existe una y sólo una representación unitaria de (H1, ∗) en Hλ tal que

πλ(a, 0, 0) = σ1(a), πλ(0, b, 0) = σ2(b), y πλ(0, 0, c) = eiλcI,

con a, b, c ∈ R.
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Demostración. Observemos que

(a, b, c) = (0, 0, c− ab) ∗ (a, 0, 0) ∗ (0, b, 0).

Entonces
πλ(a, b, c) = eiλ(c−ab)σ1(a)σ2(b).

Luego, por (7.17)

πλ(a, b, c)π(a′, b′, c′) = eiλ(c+c′−(ab+a′b′))σ1(a)σ2(b)σ1(a′)σ2(b′)

= eiλ(c+c′−(ab+a′b′+2a′b))σ1(a)σ1(a′)σ2(b)σ2(b′)

= eiλ(c+c′+ab′−ba′−ab′−a′b′−a′b−ba′−ab)σ1(a)σ1(a′)σ2(b)σ2(b′)

= eiλ(c+c′+ab′−ba′−(a+a′)(b+b′)σ1(a+ a′)σ2(b+ b′)

= πλ(a+ a′, b+ b′, c+ c′ + ab′ − a′b).

La representación πλ resulta continua y unitaria. Por lo tanto πλ es una representación de
(H1, ∗).

La representación $|H en el centro satisface

$(0, 0, c) = eic
v2

2 I.

Para cada v real consideremos λ = v2

2
. Para este λ, las representaciones σ1 y σ2 definidas

en el espacio de Hilbert Hλ = L2(R) por

σ1(a)f(u) = f(u+ av), (7.18)

σ2(b)f(u) = eibuvf(u), (7.19)

satisfacen (7.17). En efecto:

σ1(a)(σ2(b)f)(u) = (σ2(b)f)(u+ bv)

= eib(u+av)vf(u+ av)

= eiauveiabv
2

f(u+ av)

= σ2(b)(σ1(a)f)(u)eiv
2ab

= σ2(b)(σ1(a)f)(u)ei2λab.

La representación πv2

2

obtenida para σ1 y σ2 definidas en (7.18) y (7.19) respectivamente

es
πv2

2

(n(a, 0, 0))f(u) = f(u+ av),

πv2

2

(n(0, b, 0))f(u) = eibuvf(u),

πv2

2

(n(0, 0, c))f(u) = e
i
2
cv2

f(u).
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Se puede ver, además, que (πv2

2

, Hλ) es irreducible (ver [26] página 113).

Notemos que, si π1 y π2 son dos representaciones tales que λ(π1) = λ(π2), entonces
π1 y π2 son equivalentes. Esto lo podemos ver usando la equivalencia (5.3). En efecto, el
álgebra de Lie h1 asociada a H1 es h1 = c ⊕ V , con V = R2, c = R y corchete de Lie
[(a, b, c), (a′, b′, c′)] = (0, 0, 2(ab′−a′b) (el corchete se obtiene usando la fórmula de Campbell-
Hausdorff). Dado Λ ∈ H∗1 ,Λ = (a1, a2, a3) con ai ∈ R∗ ∼ R, a3 6= 0, entonces

BΛ((a, b, 0), (a′, b′, 0)) = Λ[(a, b, 0), (a′, b′, 0)] = Λ(0, 0, 2(ab′ − a′b)) = a32(ab′ − a′b),

y por lo tanto BΛ es no degenerada sobre V ×V , luego las representaciones de H1 con Λ 6= 0
son de cuadrado integrable y están caracterizadas por su valor en c =< (0, 0, 1) >.

Si definimos H t := {f(u, t) : f ∈ L2(R2)}, y (π̃t, H
t) la representación obtenida de

modificar π t2
2

,

π̃t(n(a, 0, 0))f(u, t) = f(u+ at, t),

π̃t(n(0, b, 0))f(u, t) = eibutf(u, t),

π̃t(n(0, 0, c))f(u, t) = e
i
2
ct2f(u, t),

entonces $(n(a, b, c)) : H t → H t coincide con π̃t(a, b, c) para todo a, b, c ∈ R. Luego para
cada t ∈ R fijo, ($|H , H

t) es, básicamente, una representación del Heisenberg modificado
(H1, ∗).
Más aún, ($|H , H

t) es una representación irreducible.

Sin embargo, H t no es un espacio invariante por la representación $|S .
Definimos entonces

H+ :=

∫
t>0

H tdt,

H− :=

∫
t≤0

H tdt.

Los espacios H+ y H− resultan invariantes por la representación $. Notemos, además, que
$|H+ es irreducible. En efecto, sea W ⊆ H+ un subespacio invariante por $, en particular W

también resulta ser invariante por la representación $|H , y W⊥ cumple la misma propiedad.
Por Teorema (3.6.9), a W lo podemos descomponer como una integral directa de espacios,
entre los cuales aparece H t para algún t. Podemos suponer que t > 0, sino consideramos W⊥

en lugar de W . Como W es un subespacio invariante y se cumple que $(r(t−2))W = H1,
entonces H1 también debe aparecer en la descomposición de W en componentes irreducibles.
Por lo tanto, W = H+.

De manera análoga, se prueba que H− es un subespacio invariante y resulta una compo-
nente irreducible de la representación $.

Luego tenemos el siguiente resultado
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Teorema 7.3.3. Sea n el álgebra de Lie 3-pasos nilpotente definido por Barberis-Dotti en [35]
con n = 4, sea K1 el subgrupo de automorfismos de n definido en 7.13, y K̃1 = PK1P

−1 con
P definida en (7.14). Si N es el grupo de Lie conexo y simplemente conexo con álgebra de Lie
n, entonces el espacio L2(R2) se descompone como suma de dos subespacios K̃1-invariantes
minimales equivalentes,

L2(R2) = H+ ⊕H−. (7.20)

Luego la representación metapléctica ($,L2(R2)) tiene multiplicidad 2 y el par (K1, N) no
es un par de Gelfand generalizado.

Demostración. Dado t ∈ R, las representaciones ($|H , H
t) y ($|H , H

−t) resultan equivalentes
como H-módulo, pues coinciden en n(0, 0, c) para todo c. Recordemos que n(0, 0, c) es el
centro de (H1, ∗) y dos representaciones sobre este grupo son equivalentes si y sólo si coinciden
en el centro. Luego ($|H , H

+) y ($|H , H
−) son representaciones equivalentes comoH-módulo.

Si consideramos el operador

T : H+ → H−

Tf(u, v) = f(−u,−v),

entonces T resulta operador de entrelazamiento como H-módulo. En efecto,

T ◦$(n(a, 0, 0))f(u, v) = T (f(u+ av, v)) = f(−u− av,−v) y

$(n(a, 0, 0)) ◦ Tf(u, v) = $(n(a, 0, 0))f(−u,−v) = f(−u− av,−v).

Por otra parte,

T ◦$(n(0, b, 0))f(u, v) = T (eibuvf(u, v)) = eibuvf(−u,−v) y

$(n(0, b, 0))Tf(u, v) = $(n(0, b, 0))f(−u,−v) = eibuvf(−u,−v).

Finalmente,

T ◦$(n(0, 0, c))f(u, v) = T (e
i
2
cv2

f(u, v)) = e
i
2
cv2

f(−u,−v), y

$(n(0, 0, c))Tf(u, v) = $(n(0, 0, c))f(−u,−v) = e
i
2
cv2

f(−u,−v).

Además las representaciones ($|S , H
+) y ($|S , H

−) resultan equivalentes como S-módulo.
En efecto,

T ◦$(r(s))f(u, v) = T (s
√

3
2f(su, s

1
2v)) = s

√
3
2f(−su,−s

1
2v), y

$(r(s))Tf(u, v) = $(r(s))f(−u,−v) = s
√

3
2f(−su,−s

1
2v).

Además, T es claramente biyectivo. Conclúımos que ($,H+) y ($,H−) son representa-
ciones irreducibles equivalentes. Finalmente la representación metapéctica $ tiene multipli-
cidad 2 sobre K̃1, por lo que el par (K1, N) no es un par de Gelfand generalizado.
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Recordemos que el subgrupo K ⊆ Aut(N) definido en (7.12) satisface K = K1K2. Ana-
licemos el par (K,N).

Conjugando a la matriz K2 por P obtenemos

K̃2 =

k̃2 ∈ K̃ : k̃2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
−r 0 1 0
0 0 0 1

 , r ∈ R

 .

Es sabido que si definimos

V := {f ∈ L2(R2) : f es par}, W := {f ∈ L2(R2) : f es impar},

entonces V y W resultan subespacios invariantes e irreducibles respecto de la representación
metapléctica como Sp(2,R)-módulo y tenemos la descomposición

L2(R2) = V ⊕W. (7.21)

Más aún, V y W son no equivalentes.
Este argumento nos permite verificar que H+ y H− son subespacios invariantes bajo la

acción de K̃2, y lo probaremos en la siguiente afirmación.

Afirmación. Sea k̃2 el elemento que genera a K̃2. Entonces H+ y H− son subespacios $(k̃2)-
invariantes.

Demostración. Sabemos que la representacion metaplectica sobre K̃1 en L2(R2) se descom-
pone como suma de H+ y H−, y que son K̃1-módulos equivalentes a través del operador T
copete, de acuerdo al Teorema 7.3.3.

Si $(k̃2) no dejara invariante a H+ y H−, entonces la representacion metaplectica de
K̃ sobre L2(R2) seŕıa irreducible. En efecto, sea W un subespacio de L2(R2) invariante
por $(K̃), y sea W⊥ el subespacio ortogonal de W . Luego L2(R2) se descompone como
suma directa de W y W⊥. Pero entonces W debe ser K̃1-irreducible, pues por unicidad de
la descomposicion en irreducibles (7.20), el numero de componentes irreducibles no puede
cambiar y ya sabemos que es 2. Luego tambien por unicidad de la descomposición (7.20),
W debe ser equivalente a H+ o a H− como K̃1-módulo. Como H+ y H− no son invariantes
por $(k̃2), W = L2(R2) o W = 0.

Si la representación $ de K̃ sobre L2(R2) es irreducible, entonces $ también es irreducible
como Sp(2,R)-módulo, lo cual contradice (7.21). Por lo tanto H+ y H− son subespacios
invariantes bajo la acción de $(k̃2).

Como conclusión tenemos que H+ y H− son subespacios K̃2-invariantes por la acción de
la representación metapléctica $.

Dado k̃2 ∈ K̃2,

k̃2 =


1 0 0 0
0 1 0 0
−r 0 1 0
0 0 0 1

 , (7.22)
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si definimos t(Br) por

t(Br) =


1 0 r 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

entonces k̃2 = −I C t(Br) C ∈ Sp(2,R).

Recordando las fórmulas (7.16), obtenemos que

$(t(Br))f(u, v) = e
i
2
ru2

f(u, v).

Suponemos f(x1, x2) = f(x1)f(x2). Entonces,

$(k̃2)f(x1, x2) = $(g(−I)) ◦ ($(C) ◦$(t(Br)) ◦$(C)f)(x1, x2)

= ($(C) ◦$(t(Br)) ◦$(C)f)(−x1,−x2)

=

∫
R2

$(t(Br)) ◦$(C)f)(ξ1, ξ2)ei〈(x1,x2),(ξ1ξ2)〉 dξ1dξ2

=

∫
R2

($(C)f)(ξ1, ξ2)eir
ξ1

2

2 ei〈(x1,x2),(ξ1,ξ2)〉 dξ1 dξ2

=

∫
R2

f̂(ξ1)f̂(ξ2)eir
ξ1

2

2 ei〈(x1,x2),(ξ1,ξ2)〉 dξ1 dξ2

=

(∫
R
f̂(ξ1)eir

ξ1
2

2 eix1ξ1 dξ1

) (∫
R
f̂(ξ2)ex2ξ2 dξ2

)
=

(∫
R
f̂(ξ1)eir

ξ1
2

2 eix1ξ1 dξ1

)
f(x2).

A pesar de que no logramos encontrar una fórmula expĺıcita para $|K̃2
, podemos verificar

que el operador T definido arriba

Tf(u, v) = f(−u,−v)

es un operador de entrelazamiento.
Por un lado,

$(k̃2) ◦ T (f(x1, x2)) = $(k̃2)f(−x1,−x2)

=

(∫
R
f̂(ξ1)eir

ξ1
2

2 e−ix1ξ1 dξ1

)
f(−x2).

Por otro lado,

T ◦$(k̃2)f(x1, x2) = T

((∫
R
f̂(ξ1)eir

ξ1
2

2 eix1ξ1 dξ1

)
f(x2)

)
=

(∫
R
f̂(ξ1)eir

ξ1
2

2 e−ix1ξ1 dξ1

)
f(−x2).
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Luego
$(k̃2) ◦ T (f(x1, x2)) = T ◦$(k̃2)f(x1, x2)

para todo x1, x2 ∈ R. Con un argumento de densidad de las funciones de variables separadas
en L2(R2), podemos ver que T es un operador de entrelazamiento para la representación $|K̃2

.

Teorema 7.3.4. Sea n el álgebra de Lie 3-pasos nilpotente definido por Barberis-Dotti en
[35] con n = 4, sea K el subgrupo de automorfismos de n definido en 7.12 y K̃ = PKP−1

con P definido en (7.14). Si N es el grupo de Lie conexo y simplemente conexo con álgebra
de Lie n, entonces , el espacio L2(R2) se descompone como K̃-módulo en la suma de dos
subespacios invariantes minimales,

L2(R2) = H+ ⊕H−.

Luego, la representación metapléctica ($,L2(R2)) tiene multiplicidad 2 y el par (K,N) no
es un par de Gelfand generalizado.

Demostración. Ya probamos que H+ y H− son espacios K̃2-invariantes por la representación
$.

Supongamos que existe W ⊆ H+ subespacio invariante de la representación $|K̃ . En

particular, W es invariante como K̃1-módulo, y por lo tanto es W = H+. Luego H+ es una
componente irreducible, y análogamente se puede ver que H− también lo es.

Computemos T ◦$:

T ◦$(k) = T ◦$(k1k2)

= T ◦$(k1) ◦$(k2)

= $(k1) ◦ T ◦$(k2)

= $(k1) ◦$(k2) ◦ T
= $(k) ◦ T.

Luego T ∈ A$, y T : H+ → H− es un isomorfismo de espacios vectoriales. Por lo tanto
las representaciones ($,H+) y ($,H−) son equivalentes como K̃-módulo, y

L2(R2) = H+ ⊕H−.

Finalmente, ($,L2(R2)) tienen multiplicidad 2, y el par (K,N) no es un par de Gelfand
generalizado.
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