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Resumen

Empezamos mencionando algunos hechos generales de integraciéon y de la
transformada continua de Fourier. Esto da pie para definir la serie de Fourier.
Mediante un proceso de limite mostramos que la serie tiende a la transforma-
da continua. Damos la motivacién para la discretizacion de la transformada de
Fourier, y vemos también coémo ésta tiende a la serie en el infinito. El analisis
de Fourier presenta ciertos problemas de resolucién que son subsanados en par-
te por las transformadas atémicas: presentamos la transformada de Fourier de
tiempo corto (STFT) y su discretizacion, asi como la transformada de wavelet
y su correspondiente discretizacion, el analisis multirresoluciéon (MRA). La limi-
tacion inherente de no poder tener resolucién exacta en tiempo y en frecuencia
se manifiesta como el principio de incertidumbre de Heisenberg. Vemos como la
densidad de energia de cualquier transformada atémica puede expresarse como
un promedio tiempo-frecuencia de la distribucion de Wigner-Ville.

Abstract

We start by mentioning some general facts on integration and the contin-
uous Fourier transform. This sets the stage for the definition of the Fourier
series. Through a limiting process, we show how the Fourier series approaches
its continuous counterpart. We give the motivation for the discretization of the
Fourier transform (the FFT), which equals the Fourier series at infinity. Fourier
analysis presents some resolution drawbacks that are partially mitigated by the
atomic transforms: we explore the properties of the short-time Fourier transform
(STFT) and its discretization. We briefly study some properties of the continu-
ous wavelet transform, but we delve into its “algorithmification”: multiresolution
analysis (MRA). The inherent limitation of Fourier analysis manifests itself as
the Heisenberg’s uncertainty principle: it is impossible to achieve exact resolu-
tion both in time and in frequency. The energy density of any atomic transform
can be expressed as a time-frequency average of the Wigner-Ville distribution.
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Introducciéon

Desde el inicio de los tiempos, hemos descompuesto objetos complejos en partes
mas simples para facilitar su estudio. En el andlisis, esta forma de pensar se traduce en
escribir a un objeto con respecto a alguna base.

Es intuitivo pensar que las funciones t — e*™" poseen frecuencias “puras”: cuando
la variable temporal ¢ corre por un segundo desde 0 a 1, dicha funciéon completa n
vueltas (en sentido antihorario u horario dependiendo de si n es positivo o negativo,
respectivamente) alrededor del origen. Podemos preguntarnos, para cualquier funcién
f : R — C de periodo 1, si podemos expresarla como una superposiciéon de estas
funciones fundamentales:

f(@) =Y a, ™ (0.1)

neL

Si queremos despejar los a,,, podemos hacer

1 , 1 ‘ ‘
/ f(l’) efZﬂzxm dr = / (Z a, eszxn) efQﬂzxmd:L,
0 0

neL

1 .
= > a, </ e2miz(n=m) dﬁ) = Q.-
0

nez

O sea, a,, viene a ser la proyeccion de f en la direccion de >0 Aqui presentaremos
algunas condiciones suficientes para justificar el paso de la integral dentro de la suma
(0.1), y también estudiaremos las distintas formas en las que dicha suma converge a f.
Con un golpe de gracia que seguramente acabé con muchos puestos de trabajo, Lennart
Carleson prob6 en 1966 que la convergencia en (0.1) vale para casi todo punto si pedimos
que f € L2. Richard Hunt agravé el panorama para los analistas en 1968 generalizando
el resultado para cualquier funcién en LP para 1 < p < oo.

La serie de Fourier nos da un “espectro” numerable de la funcién f, el coeficiente a,,
nos dice la cantidad de la frecuencia m que f posee. Si ahora dejamos variar £ en todo
R, tiene sentido considerar el contenido de frecuencia £ que posee f, y esta cantidad
estd dada, segtin la definiciéon que nosotros tomamos, por

N 1 —ix
fl©) = = [ Sy da

y esto define la transformada continua de Fourier. Similar a (0.1), tenemos una forma
de recuperar a f si conocemos su espectro, con la diferencia que la suma se convierte
en una integral

1 iy i€x
f) = 5= [T € ¢ e

La transformada de Fourier discreta (TFD) nos provee con una aproximacién razonable
de la transformada real, simplificando muchas de las cuentas en el proceso. El primero
en usar algo que se parece a la TFD moderna fue Carl Friedrich Gauss en 1805, cuando
estimaba la 6rbita del asteroide Pallas. No solo esto, sino que también se dio cuenta que
se podia reducir la cantidad de operaciones aprovechando las simetrias inherentes a los



senos y cosenos, algoritmo que hoy conocemos como la fast Fourier transform (FFT).
Este algoritmo se popularizé recién cerca de 1965, con la publicacién An algorithm for
the machine calculation of complex Fourier series por James Cooley y John Tuckey.

Si queremos analizar como estaba “oscilando” f cerca de un tiempo tg, la transfor-
mada de Fourier no nos ayuda mucho: dado un &, nos dara el contenido de frecuencia
& de f, pero no servird para dar el contenido local de frecuencia de f. Para ello pre-
sentamos a la transformada de tiempo corto de Fourier (STFT): cortaremos a f por
una funcién con soporte concentrado alrededor de ty, y aplicaremos la transformada de
Fourier a esta nueva funcién. Esta transformada también se puede discretizar, usando
lo que ya sabemos de la TFD.

Otra transformada atémica conocida es la de wavelet: se analiza la funcion en dife-
rentes escalas:

WHus) = () = [ 10 oo (1) at
= [(Vaf(st) @ <t—u> dt.

Solamente discretizaremos esta transformada en forma “parcial”: para ser mas precisos,
seguiremos teniendo integrales, pero los parametros de escala y traslacién seran discre-
tos. Esta parte amerita su propia teoria: el anélisis multirresolucién (MRA), introducido
por Stephane Mallat e Yves Meyer en 1988/89. Explicaremos en detalle el algoritmo de
“cascada” para calcular los coeficientes de wavelet de una funcion f.

Este trabajo estd pensado como guia para un curso de posgrado, pero puede ser
usado como material de consulta si se desea dar contenido extra en alguna materia de
analisis de 3°, 4* ¢ 5% ano. El Capitulo 1 posee un poco de contenido preliminar que
deberia ser conocido para cualquier estudiante que haya tomado un curso de teoria de
la medida, y salvo esto, todo lo demas es contenido que del cual se ve poco o nada en la
licenciatura en Matematica. En el Capitulo 2 hemos tratado de incluir los resultados mas
importantes sobre la serie de Fourier y presentarlos en un marco coherente y unificado.
El Capitulo 3 presenta la aplicabilidad de estos conceptos que, en aras de dictar los
contenidos troncales, se suele omitir. Los Capitulos 4 y 5 son la parte mas “compleja”
de la tesis, donde se usan resultados de los Capitulos 1 y 2.

Si bien no hay cuentas enteramente originales, si hay mucho trabajo realizado para
compatibilizar definiciones de distintos libros y para llenar huecos importantes en las
demostraciones, sobretodo en los Capitulos 4 y 5. Podria argumentarse que hay cierta
originalidad en los comentarios sobre sumacion, la equivalencia de integrabilidad Dar-
boux y Riemann, el Teorema de muestreo de Shannon (si bien la prueba se me ocurri6
a mi, luego encontramos una idéntica en un paper), las transiciones de lo discreto hacia
lo continuo, y la forma en la cual presentamos los resultados.



1. Preliminares y Notacién

En esta seccién fijaremos notacién y definiciones, asi como algunos resultados ge-
nerales sobre integracién, transformada de Fourier y espacios de Hilbert que seran
necesarios en numerosas ocasiones. Nos basaremos principalmente en [7] y [9].

1.1. Espacios de Hilbert

Los espacios de funciones aparecen naturalmente cuando realizamos analisis tiempo-
frecuencia. En este Trabajo Final trabajaremos con aquellos que tengan estructura de
espacio de Hilbert. En estos contextos tiene sentido hablar de nociones geométricas
como distancias, angulos y proyecciones ortogonales, y muchas de las ideas que sirven
para probar resultados en R™ se transportan naturalmente a los espacios de Hilbert.

Definicién 1.1. Un espacio de Banach es un espacio normado (X, || - ||) sobre C 6 R
que es completo con respecto a la métrica inducida por su norma. Mas precisamente,
si {x, fnen € X es sucesion de Cauchy, o sea, si se cumple

Ve>0 INeN: [mn>N= |z, — | <¢
entonces existe lim,, o x, en (X, - ||).

Definicién 1.2. Un espacio producto interno es un espacio vectorial X sobre C 6 R
junto con un producto interno (-,-) que satisface

(1) {z,y) = {y, z) para z,y € X,
(1) (ax +y,z) =alx,z) + (y, z) para z,y,z € X, « escalar.
(111) (z,x) > 0 para cualquier z € X.

(1v) (x,z) =0siy sélosiz=0.
Un aspecto importante y facil de ver es que para un producto interno siempre hay
asociada una norma, dada por ||z|| = +/(z,z). Esto nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 1.3. Un espacio de Hilbert es un espacio producto interno (H, (-, -)) que es
espacio de Banach con respecto a la norma inducida por su producto interno.

En este trabajo soélo consideraremos espacios de Hilbert separables ya que esto es
equivalente a que tengan bases ortonormales numerables (ver por ejemplo [9, Teorema
3.52 (b)]). Es bien sabido que cualquier espacio vectorial de dimensién finita admite
un producto interno y més ain, este define una estructura de Hilbert. Por supuesto,
cualquier espacio de Hilbert de dimension finita admite una base ortonormal, pues
podemos construirla mediante el algoritmo de Gram-Schmidt sobre una base algebraica
o (de Hamel).

Definicién 1.4. Si X es espacio producto interno, {e,},en C X se dice sucesidn
ortonormal si (€, €m) = Opm YN € N.

Teorema 1.1. Cualquier espacio producto interno de dimension infinita contiene una
sucesion ortonormal.

Demostracion. Ver [10, Theorem 3.40]. O



1.2. Integracion de funciones medibles

Nos restringiremos a la clase de funciones medibles Lebesgue. Aun asi, los resultados
aqui mencionados valen para espacios de medida més generales, y sus demostraciones
son casi idénticas. Un andlisis a fondo de este tema puede ser encontrado en [7, Chapter
1].

A efectos de ser méas generales, es necesario trabajar con la recta real extendida,
ésto es, le agregamos a R los elementos 00, que satisfacen las siguientes propiedades:

(I) —o<x<oo VreR.
(1) —co+x = zr—00 = —00, 0+ =x+00 =00 VrelR

+00 x>0
(1) (foo)x = x(+oo) =< 0 r=0
Foo z <0

Dejamos sin definir expresiones del tipo co—oo 6 —oo+00. A esta extension de R se
la suele denotar por R. La topologia de R estd formada por los abiertos usuales de R, a
la cual se le agregan los entornos abiertos de +00, que son de la forma {—oo}U(—o0,b)
y (a,00) U {0} para a,b € R.

Como hemos dicho, en general tendremos
» Y = C (con la topologfa usual), Y = R 6 Y = R (con la topologia mencionada
anteriormente).

» 9 serd la o-dlgebra de los medibles Lebesgue, y para E € 9t escribiremos |E)|
para denotar su medida de Lebesgue.

» X serd algin subconjunto medible de R, usualmente X = R 6 X = [a,b] con
a <b.

La medida de Lebesgue posee varias propiedades deseables: es regular, invariante
por traslaciones y completa: cada vez que B € 9 es tal que |B| = 0, entonces cualquier
E C B vuelve a ser medible Lebesgue y por monotonia vale |E| = 0. Dado X C R,
diremos que una propiedad vale a.e. (almost everywhere) en X si existe E € 9 con
|X \ E| = 0 (notar que esto implica que X es medible) tal que dicha propiedad vale
en F. Una terminologia similar es decir que una propiedad vale para casi todo punto
(otras expresiones son vale en casi todas partes, c.t.p., o bien la abreviacién p.p. de la
expresion francesa presque partout).

El comportamiento de una funciéon en un conjunto de medida cero sera irrelevante
a la hora de integrar y dos funciones que coincidan a.e. seran, a efectos practicos, la
misma. Para ser mas prolijos, dado un conjunto X y 9t una o-algebra de subconjuntos
de X, diremos que (X,9M) es un espacio medible. Una funcién p : MM — [0, 00] que
satisfaga p(UpenEn) = Ynen (E,) para cualquier familia {E, },eny € 9 de medibles
disjuntos serd llamada una medida. El triple (X, 901, 1) es usualmente llamado un espacio
de medida. Una propidad valdra a.e. en X si el conjunto de puntos que no la satisfacen
tiene medida p igual a cero.



Definicién 1.5. Dado (X, 9) espacio medible y (Y, 7) espacio topoldgico, diremos que
f:X =Y es medible si f~1(V) € 9 para todo abierto V € 7.

Definicién 1.6. Si (X, 9N, 1) es espacio de medida, diremos que p es completa si cada
vez que B € M es tal que u(B) = 0, entonces para todo £ C B se cumple E € 9.

Proposicion 1.1. Si (X, 9, 1) es espacio de medida con p medida completa, f : X —
Y es medible (Y espacio topologico) y g: X — Y es tal que f = g a.e. en X, entonces
g es medible.

Proposicion 1.2. Sea (X,9M) espacio medible. Si f es una funcion que toma valores
en C y escribimos f = u+1v, entonces f es medible en X si y solo si u,v son medibles
en X como funciones u,v: X — R.

Damos ahora la definicién de las funciones simples, fundamentales para desarrollar
una teoria de integracion.

Definicién 1.7. Si (X,9M) es espacio medible, diremos que s : X — R es simple si
existen medibles disjuntos A;,---, A, talesque X = U | A; v s=>7, a; xa, para
ciertos a; € R, donde cada x4, es la funcién caracteristica de A;.

Es evidente que una funcién simple es medible. Estamos ahora en condiciones de
definir la integral de una funciéon medible.

Definicién 1.8. Sea (X, 9, i) espacio de medida y sea E € 9.

» Sis=Y", a;xa, : X — [0,00] es simple, definimos

/E Zal (A;NE)

donde la convencién que se usa es 0 - oo = 0.

» Para f: X — [0, 00] medible, definimos

/Ef(x) dp(z) = sup {/é s(z)du(z) : 0<s< f, s simple} )

Diremos que f es integrable si
[ 7@ du(a) < oo.

» Para f: X — R medible, definimos sus partes positiva y negativa por

fomax{f,0} v /" =—min{/,0}
Asi, se tienen fT, f~ medibles, y
fl=r"+f v f=r-f.
Decimos que f € LP(R), 0 < p < oo, si [z |f(x)[Pdz < oo. Se ve que |f] es

integrable si y sélo si sus partes positiva y negativa lo son. En ese caso, decimos
que f es integrable y se define

| @ du@) = [ @) dut) = [ 5@

7



» Para f: X — C medible, vale que | f| es integrable si y sélo si sus partes real (Rf)
e imaginaria (3 f) lo son. En ese caso, decimos que f es integrable y definimos

| @) du(@) = [ Rf@) du@) + i [ Sf(@) du(a)

Proposicion 1.3. Suponer f € L*(R). Luego, si {A;}jez es una familia de conjuntos
medibles Lebesgue tales que R = |;cz A; (union disjunta), entonces vale que

[ rour=5, s

JEZ

1.3. Integral de Riemann vs. integral de Darboux

Viene bien refrescar las nociones de integral que preceden al concepto mas general
de integral de Lebesgue. Dada una funcién f : [a,b] — R acotada, existen dos formas
de integrar a f ampliamente conocidas:

» Decimos que P = {zg, 21, ..., 2, } es una particion de [a,b] sizg =a < x1 < -+- <

x, = b. Definimos la suma inferior de Darbouz y la suma superior de Darbouz,
respectivamente, por

n—1 n-1
LAP) =Y i ) (@—a)  UGP) =Y swp f(t) (v —)
=0 telzi,@it) k=0 t€[Ti,Tiv1]

Decimos que f es integrable Darbouz si

sup L(f, P) = i%f U(f,P)
P

donde el infimo y el supremo se toman sobre todas las particiones P del intervalo
[a,b], y en ese caso decimos que la integral de Darboux de f es cualquiera de las
cantidades anteriores. Esta es quizas la nocién de integral con la que uno esta més
familiarizado en la licenciatura.

» Una particion etiquetada de [a,b] es un par (P,t) donde P = {xg,...,x,} es una
particion de [a,b] y t = (to,...,t,_1) es una elecciéon de puntos ¢; € [z;, x;11]. Una
suma de Riemann de f con respecto a la particion etiquetada (P,t) es

f Pt Zf szrl )

Decimos que la norma de P es el ntimero || P|| = méxo<;<n(Ti+1 — ;). Se dice que
f es integrable Riemann si existe

lim S(f, P,t)

1Pll—0
i.e., si para algin numero s, dado € > 0 existe § > 0 tal que si || P|| < ¢ entonces
’S(f,P,t) _S| < €

para cualquier particién etiquetada (P, t). En ese caso, decimos que la integral de
Riemann de f es el nimero s.



En este trabajo apareceran a menudo las sumas de Riemann, pero como uno estd mas
cémodo con la integral de Darboux, es tutil mostrar que estas dos definiciones son
equivalentes.

Teorema 1.2. Suponer f : [a,b] — R una funcion acotada. Luego, f es integrable
Darboux si y solo si es integrable Riemann, y st este es el caso, la integral de Darbouz
coincide con la integral de Riemann.

Antes de dar la demostracion probaremos un lema donde hacemos la mayor parte
del trabajo.

Lema 1.1. Suponer f : [a,b] — R acotada. Luego, las siquientes afirmaciones son
equivalentes:

(a) Para todo € > 0 existe P particion de [a,b] tal que

U(f,P) = L(f,P) < e
(b) Para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si ||P|| < 0 entonces
U(f,P) = L(f,P) < e
Demostracion. (a) = (b). Sea € > 0. Tomar P, particién de [a, b] tal que

U(faPE)_L(fvpe) <

DO ™

Sea N el nimero de puntos de la particién P.. Tomemos 6 = ¢/(4KN), donde K =
SUPe(ap|f ()] + 1. Suponer ahora P cualquier particién de [a,b] tal que ||P[| < 4.
Digamos P = {zo,...,2,}. Sean

m; = inf _f(¢) M; = sup f(%).
tE[Ii,xi+1] tE[LI:Z‘,J}i+1]
Luego
n—1
=0

Dividimos lo anterior en las sumas S; y S: la suma S; se hace sobre aquellos indices
i tales que [z, ;1] no contiene a ningun punto de P., y Sy se hace sobre los indices
restantes. Notar que entonces que cada [z;, x;11] correspondiente a S; estd contenido
en algtin subintervalo que nos da la particion P.. Por las propiedades del infimo y del

supremo, resulta
€

Si < U(f,P)~L(f,P) < 3.

Por otro lado, cada [x;,x;41] correspondiente a Sy contiene al menos un punto de P,
luego el niimero de subintervalos que corresponden a S5 es menor 6 igual a N. Ademas,



las longitudes de estos subintervalos estdn dominadas por ||P|| < 0. Se tiene entonces
M; —m; < 2K, x;11 —x; < 0, luego

S, < 2K-N-6 :%

Se sigue que

U(f,P)— L(f,P) = S1 + 8, < §+§ S

y por lo tanto vale (b).

(b) = (a). Esta implicacién es directa. Dado € > 0, tomar el § que nos da la hipétesis.
Considerar la particiéon P = {x,...,2,} donde z; = a + ib_T“, y n es lo suficientemente
grande como para que =% < §. Luego se tiene ||P|| < & y por lo tanto

n

U(f,P)— L(f,P) < e

Con el Lema 1.1 a mano, procedemos a la demostracién del Teorema 1.2.

Demostracion del Teorema 1.2. (=). Si f es integrable Darboux, es un hecho conocido
que vale la condicién (a) del Lema 1.1. Luego, por dicho Lema también vale la condicién
(b). Digamos que s es la integral de Darboux de f en [a, b], y tomemos ¢ > 0. Tomemos
el 0 que nos da la parte (b) del Lema 1.1. Tomar cualquier particion etiquetada (P, ) tal
que ||P|| < 6. Usando la notacién del Lema, para cada i es evidente que m; < f(t;) <
M;. Luego

L(f,P) < S(f,P.t) < U(f,P)

y ademas
L(f,P) < s < U(f,P).

Como se tiene U(f, P) — L(f, P) < ¢, se sigue que
|S(f7Pat) —S| < €

y por lo tanto f es integrable Riemann y su integral es s.

(«<). Sea e > 0. Sea s la integral de Riemann de f,y tomar ¢ el que nos da la hipétesis
para €/3. Fijemos P particion de [a,b] tal que ||P| < 0, digamos P = {xg,...,x,}.
Sabemos que para cualquier eleccién de puntos t; € [z;, ;1] vale

S(f. Pty = o] < 3. (1.1)

Fijemos t; € [x;, z;41] para 1 < i < n — 1. Sabemos que existe una sucesion {& reny C
[0, x1] tal que f(&) — mg cuando k — oo. Por (1.1), sabemos que vale

f(k) (1 — 20) + n}; ft:) (i1 — i) — 5| < g

10



para todo k. Tomando limite de la expresion anterior cuando k — oo, resulta

n—1
mo (21— x0) + Y f(ti) (wir1 —25) — 5| <
=1

Wl m

Como los t; para ¢ > 1 eran arbitrarios, podemos repetir el proceso anterior para obtener

€

|L(f,P)—S| < 3

Repitiendo el razonamiento para U(f, P), obtenemos

U(f,P) = L(f.P) < |U(J.P) = s| +|L(f.P) =s| < S+ < e

Pero entonces, para cualquier € > 0 las cantidades infp U(f, P), supp L(f, P) y s quedan
“sandwitcheadas” entre una suma inferior y una superior que distan a menos de €. Luego
f es integrable Darboux en [a, b] y su integral es s. O

1.4. Transformada de Fourier

Dada una funcién f € L'(R), diremos que su transformada de Fourier es la funcién
f dada por

~ 1 .
= — — d 1.2
f©) = = [ faye (12)
Notacion 1. A veces escribiremos F f en vez de f .

Esta parte estd excelentemente desarrollada en [7, Chapter 9]. Esencialmente, pri-
mero se prueba que para f € L'(R) N L?(R) vale que f € L*(R) y, més atin, se tiene
que si f,g € L'(R) N L*(R)

I flle2m) = || 7l L2(R) (formula de Plancherel)

/R f(z) g(@) dz = /IR F6)3@ de  (f6rmula de Parseval).

Por un argumento de densidad, la transformada se extiende a una isometria de L*(R)
en L?(R) (preserva norma).

Mencionamos algunos de los teoremas mas importantes, ya que los usaremos fre-
cuentemente:

Teorema 1.3. Si f € LY(R) entonces f € Co(R) (continua y decae a 0 en £00) y
1l < 1F o).
Definicién 1.9. Definimos su producto de convoluciéon por
fxg(x) = /R fWg(z —y)dy
para funciones f,g € L'(R) o siempre que el integrando sea integrable.
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Teorema 1.4. Si f,g € L'(R) entonces f x g € L'(R) y se cumple

fxg="Fg
Corolario 1.1. Si f € LY(R) y g € L*(R) entonces f x g € L*(R) y vale que
fxg =13

Damos ahora dos versiones del teorema de inversion:

Teorema 1.5. Si f € LY(R) y f € L'(R) entonces

1 N ixt
f) = [ Fwyear

para cast todo x € R.

Teorema 1.6. Si f € L2(R) y f € L*(R) entonces

1 N ixt
f@) = | Fwyear

1.5. Diccionario tiempo-frecuencia

Es 1til conocer las transformadas de Fourier de ciertas funciones, y conocer el efecto
de la transformada sobre la traslacion y/o dilataciéon de una funcién. Definimos los
siguientes operadores, que seran frecuentemente usados:

» Traslacion ent:  Tyf = f(- —1t)

» Modulaciéon por w: M,f =e“f
1 .
s Dilatacion por s > 0: D,f = —f ()
s \s

NG

» El flip operator que cambia el signo del argumento: Rf = f(—-)

Tiempo Frecuencia
T.f Moo f
M. f T.f
Dsf Dl/s.]?
sinc(z) := sen(nz) !

T \/ﬁX[—F,W]

Es util saber cémo se componen los operadores F y R.

Proposicién 1.4. Sea f € L*(R). Luego vale que

(a) F(f) = R(FS).
(b)) R(Ff) = F(R]).

(¢) Como corolario de los teoremas de inversion, vale que F(Ff)=TRf.

12



1.6. Teorema de muestreo

Teorema 1.7 (Shannon). Si f € L*(R) es tal que supp f C [—m, m] (donde supp de-
nota el soporte de la funcion), entonces f posee un representante continuo que también

llamaremos f, tal que
f=> f(n) sinc(- —n)

nez
sen(mx ~
donde sinc(z) = (m ) Como consecuencia inmediata, sisupp f C [—Q, ], entonces
T
™ Q
f= Z f<> sinc(-—n).
nez Q m

Demostracion. Primero, como supp f C [—7, 7|, podemos escribir a f en su serie de
Fourier:

-~ ~

f(f) = Z an(f) e X[—m,7] (5)

neL

donde la convergencia anterior vale para casi todo punto y en L*(R). La transformada
de Fourier pasa dentro de la suma:

-~

Rf = FFf) = > anlH) TuXjorm = > an(f) Tu[v27 sinc]

neZ nez
= > an(f) V27 sinc(- — n)
neZ

y por lo tanto sale

f= an f) V2r sinc(- + n). (1.3)

neZ

Ahora, notar que feLX(R). Luego f e L¥([-m, @) y por lo tanto f € L*([r,7]). Como
supp f C [—m7, 7], se sigue que f € L'(R). Luego, la transformada de f es una funcién
F(Ff) € Cy(R), y por los teoremas de inversién sabemos que

f@) = R(F(FN)E)

para casi todo t € R. Asi, f coincide en casi todo punto con una funcién continua.
Llamamos f a este representante, y de esta manera vale

wll) = 5 [ F@ e as = o [ Fe) e ds = —— f(-n).

Reemplazando lo anterior en (1.3), sale

f=> f(=n)sinc(- +n) = > f(n) sinc(- —n). (1.4)

neL neZ

Ahora, si para © > 0 se cumple supp f C [—, Q] entonces se tiene suppf(%-) C

[—7, 7], o sea, la transformada de f (%) tiene soporte en [—m, 7] y por lo probado
anteriormente sale n
T T
a) = 27 () et =

13



y por lo tanto

f= Zf( )sinc<i~—n>.

nel

]

Observaciéon 1.1. La convergencia en (1.4) es, en principio, inicamente en L*(R).
Analicemos detenidamente la suma infinita de la derecha: queremos ver como se com-
porta 3°,,cz|sinc(z —n)[%. Sea x € R, luego existe un tinico n € Z tal que z € [n,n+1).
Notemos que
|k — n| para k <n—1
|k — x|
|k —n —1| para k > n + 2

Ahora, recordando que sinc es una funcién continua, acotada en médulo por 1, escribi-
mos

> lsinc(z — k)[* = > |sinc(z — k)]* + [sinc(z —n)[* + [sinc(z —n — 1)
keZ k#n,n+1

< 2 — + S

kit [m(z — k)2 k>n+42 m(x — k)?

1 1
= e T +2
R AP O e
1
=2 +2=0C.
%:N | k|2

Luego, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz se cumple

> | f(k) sinc(z — k

kEZ

< O\ flle2m

Z!f(/f)|2] [Z|Sin0(x —k)[*

keZ kEZ

O sea, acabamos de probar que la serie en (1.4) converge absolutamente para todo
x € R, y por el M-test de Weierstrass, uniformemente a una funcién continua, pues
cada sumando f(n)sinc(- — n) es una funciéon continua. Ahora, como la igualdad en
(1.4) es en L?(R), sabemos que existe una subsucesion que converge a f puntualmente
a.e., y por lo tanto tenemos, para casi todo punto x € R

f(z) = lim Z f(j) sinc(z — ) = Y f(n) sinc(z — n).

k—)ooj_in nel

Como los lados izquierdo y derecho de la anterior igualdad son funciones continuas que
coinciden a.e. en R, concluimos que coinciden para todo =z € R, o sea, la igualdad

= > f(k) sinc(z — k)

keZ

es para todo # € Ry f es el limite uniforme de las sumas parciales S5 f (k) sinc(z —

k).
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Observacién 1.2. El teorema anterior nos asegura que toda f € L?(R) con supp f C
[—7, 7] estd completamente determinada por sus valores en los enteros. Las traslaciones
enteras de la funcion sinc juegan el rol de funciones de interpolacién en los enteros:

sinc(n — k) = 0p.p k.,n € Z.

Observemos que la funcion sinc(z) es O(ﬁ) cuando |z| — oco. En [10] encontramos un
ejercicio que aporta una variacion al teorema de Shannon: este sugiere que si muestrea-
mos a f “mas seguido”, entonces la serie que reconstruye a f converge mas rapido.

Esto se logra de forma analoga al teorema anterior pero tomando, en lugar de la
funcién caracteristica X[—r ), una funcién gy, para A > 1, cuyo grafico tenga la forma
de un “trapecio sin base mayor”: supp g, C A\[—, 7], lineal a trozos, g\ = 1 en [—7, 7] y
gx(£A1) = 0. Esta funcion g, es més “suave” que X[ - v se obtiene como diferencia de
dos funciones cuyos graficos tienen la pinta de un “tridngulo sin base”, a saber, funciones
lineales a trozos, una soportada en A\[—m, 7], que vale 0 en £A7 y ﬁ en 0, y la otra con
soporte en [—m, 7] y que vale 0 en los extremos de dicho intervalo y vale ﬁ en 0. En
este punto sugerimos al lector ver la Figura 1 para visualizar las funciones mencionadas,
ya que explicado en palabras parace todo muy complejo pero no lo es. Se puede ver
que cada una de dichas funciones “triangulares” viene dada por la convolucién de una
funcién caracteristica consigo misma. En efecto, la funcién “triangular” que vale 1 en
0y 0en &27, €S X[—rx] * X[-rx- Sabiendo esto y jugando con dilataciones se obtienen
las otras dos funciones. Usando que la transformada de Fourier de una convoluciéon de
funciones es el producto puntual de las transformadas de dichas funciones, obtenemos
on(z) = K)\(z) = W Procediendo de la misma manera que en la prueba del
teorema de Shannon, puesto que gy = 1 en [—m, 7|, se obtiene

- 540 (2) o (e-)

donde la convergencia es en L?(R) y uniforme. En este caso, cada Kj(z) es O(=)
cuando |z| — oo. (Por tltimo, se puede ver ademés que limy_,; K, (z) = sinc(x).)

-3

Figura 1: En lineas punteadas de color rojo, gy.
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2. Series de Fourier

2.1. Introduccion y definiciones

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), evidentemente en un plano de existencia
superior al de los meros mortales, introdujo la serie que lleva su nombre con el objetivo
de estudiar la ecuaciéon del calor en una placa delgada de metal. Publicoé sus primeros
resultados en su Mémoire sur la propagation de la chaleur dans les corpes solides. Antes
de este trabajo, solo se conocian soluciones a la ecuacion del calor en el caso en el que la
fuente de calor se comporta de forma simple, como un seno o un coseno. Fue la idea del
buen Fourier la de modelar una fuente de calor mas complicada como una superposicién
de senos y cosenos.

Gracias al trabajo de Fourier fue posible establecer que cualquier funcién suficien-
temente buena puede escribirse como una superposicion de funciones trigonométricas
simples. En este capitulo daremos un sentido preciso al término “suficientemente buena”
y estudiaremos distintos tipos de convergencia.

La bibliograffa usada en este capitulo es principalmente [10].

Definiciéon 2.1. Dada f : [—%,%] — C definimos formalmente sus coeficientes de
Fourier como
= 5[5 s@ e (-0 e wez) 2.1)
an = = x) exp | — x n . :
T /)2 PUTTT

Para que estos coeficientes tengan sentido debemos pedir condiciones de integrabi-
lidad sobre f. Recordemos que

L>®[-T/2,T/2] C ... C L*-T/2,T/2] C L'[-T/2,T/2].

Pedimos entonces f € L'([—3, 3]) con el objetivo de ser lo menos restrictivos posible.
Definicién 2.2. La serie de Fourier de f € L'([—%, 1]) es, formalmente,
2minx

> an(f) exp( T ) : (2.2)

nez
La N-ésima suma parcial de Fourier de f es

N .
2minx
Sw(f)e) = 3 an(f) exp ().
n=—N

Observacién 2.1 (Funciones definidas en la circunferencia S! y funciones periédicas en
R). Un punto en S! es de la forma e, con § € R, y es tinico médulo multiplos enteros
de 2m. Si F es una funcién definida en la circunferencia unitaria, F : St — C, podemos
definir una funcién f, con dominio la recta real, f : R — C, periédica de periodo 27

() = F(e%)  (feR). (2.3)
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Ademés, toda funcién f definida en el intervalo [—m, 7|, que cumpla f(7) = f(—m), se
extiende a una funcion 27 periddica en R, que a su vez puede ser identificada con una
funcién F definida sobre S*.

Observemos también que si f € L'[—m, 7|, entonces f se puede extender de forma
2m-periddica a.e. a todo R y de esta forma se obtiene f € L'[—n+c, 74| para cualquier
ceR.

Notar que si S' es nuestro dominio, todo elemento z € S es de la forma z = 2™

para algun z € [0, 1). Luego, la expresién (2.2) se puede escribir de manera “polinomial”
> an(f)2", donde f € L'(S").
neZ
Es natural preguntarse en qué sentido converge la serie de Fourier (2.2) a la funcién
f. Lennart Carleson prob6 en 1966 un resultado de maxima importancia: si f es de
cuadrado integrable, podemos asegurar que su serie de Fourier converge puntualmente

a f para casi todo punto. Damos ahora una extension del teorema de Carleson, debida
a Richard Hunt (1968) quien generalizo el resultado para p € (1, oo.

Teorema 2.1 (Carleson-Hunt). Si f € LP([-%,%]), 1 < p < o0, y a,(f) son sus
coeficientes de Fourier, entonces

> anlf) e (T) = s

neL T

para casi todo x € [—%, %}

La demostracion de este teorema es sumamente técnica y extensa, mostrarla aqui
no estaria dentro de los objetivos de este trabajo. De todas maneras, podemos estudiar
algunos resultados de convergencias sin necesidad de invocar el teorema anterior.

Por ejemplo, es relativamente facil de ver que las funciones e,,n € Z, dadas por

—inx

en(x) =e

forman una base ortonormal de L?[0, 27| con respecto al producto interno

<f7> 2[0,27] — 2 /27r diE

De esta manera, cuando calculamos el coeficiente a,(f) de Fourier de una funcién
f € L?[0,27] es simplemente la proyeccién de f en la direccién de e,

an(f) = <f7 en>L2[0,27r]‘

Como {e, }nez es base ortonormal, tenemos la convergencia en L?[0, 27]
f - Z<f7 6n>L2[0,27r] €n = Z an(f) €n
nez nez
y ademas
1 2
— [H@Ede = 1flEpon = SIf ezl = Xlaalf)P
ne”L nez

Este resultado lleva nombre:
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Teorema 2.2 (Plancherel/Parseval). Sea f € L?[0,27] y sean a,(f) sus coeficientes
de Fourier. Luego vale que

1£ 122 02m = D_lan(FH)I”

neL

Definicién 2.3. Para ser consistentes con el teorema anterior, tomaremos la norma
natural de f € L?[0,27] (1 < p < o0) por

171 L er ]
. ]
flzepo2n = / flx x] .
[0.27] 271 Jo (
Antes de seguir avanzando con resultados sobre la convergencia de las series de
Fourier haremos una suerte de digresion, procurando ser cautelosos y buscando entender
acabadamente los objetos definidos al comienzo de esta seccién.

2.2. Un comentario sobre el orden de sumacion

Quizas sea un poco extrano mencionar qué queremos decir con el simbolo 3,7
cuando ya apareci6 en la definicion al principio de esta seccion, pero todo tendra sentido
luego de considerar algunas cuestiones a continuacion.

Considerar un espacio de Banach (X, || - ||). Suponer {a, },en sucesion de elementos
de X. Como ya sabemos, podemos darle un sentido a su suma. Decimos que

[eS)
San = s
n=1

si limy, 400 Ypq ar = S. Un resultado fundamental que usamos constantemente es el
siguiente:

Proposicién 2.1. Suponer (X, || - ||) es Banach y 22 |lan|| < oo. Luego 2 ay
converge (i.e., el limite de las sumas parciales existe), digamos >°° | a, = s. Mds ain,
si o : N —= N es funcion biyectiva, entonces

Z:l&@(n) = S.

En otras palabras, la suma de cualquier reordenamiento de {a,} converge al mismo
limite.

Demostracion. Tomar n € N. Luego, reordenando de menor a mayor los naturales ¢(1)

obtenemos
max<p<n @(k)

n o0
D ollaewll = > ol < Do llagll < oo
k=1 Jj=1

j=1
Se sigue que Y32, |[ap@ || < oo y por lo tanto existe Y77 ay k. Para ver que su limite
es s, tomar € > 0. Tomar N, tal que

[o.¢]
n>No= S al < e
k=Ny

18



Sea My tal que {¢(1),...,p(Mp)} contiene a {1,2,..., Ng—1}. Suponer n > M,. Luego,
sumando algunos ||ax|| de ser necesario, se obtiene

> g — S
k=1

[e.e]

D ) — Y
k=1 k

=1

o0
< D llaxll < e

k=Np

y resulta lo que queriamos probar. O

Establecemos entonces lo siguiente: cada vez que veamos el simbolo 3, <y, estaremos
diciendo lim,,_,» > j_;. De esta forma incluimos a aquellas sucesiones que no convergen
absolutamente pero tales que el limite de sus sumas parciales si existe, como el conocido
ejemplo

En el caso en el que la suma de los moédulos o normas converja, el limite serd indepen-
diente del orden de los sumandos, como ya vimos anteriormente.

En este trabajo aparecen con mucha frecuencia sucesiones indexadas con los niimeros
enteros, i.e., {a, }nez. De vuelta, para darle un sentido a la suma, decimos que

o0
Zan:s

n=—oo

si limy, oo >op—_,, ax = s. Para conectar con lo anterior, cualquier {a, },ez induce una
{by }nen dada por b, = ar(n), donde 7 : N — Z es la biyeccién dada por

w(2k) = —k
T(2k+1) = k

para k € NU {0}. Notar que ahora se cumple

n 2n+1
Zak:a0+a_1+a1—|—---+a_n+an: Zbk
k=—n k=1

Es evidente que >0 |lan|| < oo siy sélo si > 02 ||bs]| < co. Si cualquiera de estas

dos se cumple, tomar cualquier biyeccion v : Z — 7Z. Esta induce una tnica biyeccion
¢ : N — N tal que

Doy = Qy(a(k))
dada por ¢ = 771 0 9) o . De esta forma, se tiene

n n

Por la Proposicion 2.1, el lado derecho de la anterior igualdad tiene limite cuando
n — 0o, y por lo tanto el lado izquierdo también. Es decir, lo que acabamos de mostrar
es que si la suma simétrica de los modulos o las normas converge, entonces la suma
de cualquier reordenamiento de los a, converge en el sentido del limite de las sumas
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parciales simétricas. Para ser generales, cada vez que veamos el simbolo 3, cz, lo que
estaremos diciendo serd lim,,_,-, > ;__,,. De esta forma, tenemos en cuenta casos como

ap, = N

para n € Z. La suma ),z a,, converge a cero en el sentido del limite de de las sumas
parciales simétricas, pero no converge cuando sumamos los modulos. El subindice “n €
7" sugiere de alguna forma que el orden de sumacién no importa, y este sera el caso la
mayoria de las veces, ya sea cuando la serie de las normas converja, o cuando tengamos

cosas del tipo
T = Z(x,en) en
nez
donde {e, } ez es una base ortonormal de un espacio de Hilbert (cualquier reordena-
miento de una base ortonormal sigue siendo una base ortonormal).

En linea con todo lo que hemos estado diciendo, y para ver cuan salvajes pueden
ponerse las cosas, vale la pena considerar la serie de Fourier de cierta funcion “inocente”.
Su serie converge para casi todo x a f(z) pero no converge absolutamente para ningin
x.

Suponer a, b tales que [a,b] & [—m, 7|. Considerar la funcién f 2m-peridédica que en
[—7, 7] estd dada por
1 six € [a,b]

0 en caso contrario.

fla) = {

Los coeficientes de Fourier de f estan dados por

(2.4)

e—ina _ e—inb

a,(f) = ! /7r f(z)e ™ do = ;ﬂ/abe_m’”dm =

o Jon omin

b—a
paran # 0,y ao(f) = = O sea, la N-ésima suma parcial de Fourier esta dada por

b—a p—ina _ p—inb
PV 2
Veamos primero que esta serie no converge absolutamente. Primero, escribimos
e~ma _ =M — (cos(na) — cos(nb)) + i(sen(nb) — sen(na)).
Luego
e~ — 72— (cos(na) — cos(nb))? 4 (sen(nb) — sen(na))?

= cos?(na) — 2 cos(na) cos(nb) + cos*(nb)

+ sen?(nb) — 2sen(nb) sen(na) + sen’(na)

= 2 —2cos(na —nb) = 4 (1 - COS(;L(b - a)))
= 4sen? (W)

Probamos ahora un Lema auxiliar:
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Lema 2.1. Suponer {a,}nen sucesion de nimeros no negativos tal que a, \, 0, i.e.,
que converge mondtonamente decreciente a cero. Luego, si Y, cn an|sen(nf)| < oo para
algun 0 que no es maultiplo entero de m, entonces

> a, < .

neN

Demostracién. Como |sen(nf)| < 1 para todo n, se cumple a,|sen?(nfd)| < a,|sen(nd)|
para todo n y por lo tanto

> aplsen®*(nd)] < D aylsen(nf)| < oo.
n=1 n=1

Como a,_1 > a,, tenemos

an sen®(nf) + a,_1sen®((n — 1)0) > a,(sen?(nf) + sen®((n — 1)0))
1 — cos(2n0) 1 —cos(2(n —1)0)
2 + 2

n

= a,|l — ; (cos(2n6) + cos(2(n — 1)9»’

= ay|1 — cos(f) cos((2n — 1)0)| > a,|1 — |cos(@) cos((2n — 1)0)||
> an|1 —[cos(6)]]
donde usamos la igualdad
cos(2nd) + cos(2(n — 1)) = 2cos(0) cos((2n — 1)6)
que se verifica fétcilmer;tte desarrollando cada miembro por separado y usando la iden-
e’ +e

tidad cos(t) = — Se tiene entonces

> an|l —|cos(9)]| < > apsen®(nf) + > a,—1sen’((n —1)0) < oo
n=2

n=2 n=2

o sea que la suma en el lado izquierdo converge. Como 6 no es multiplo entero de 7, se
tiene |cos(f)| # 1. Concluimos que

oo
Y a, < o0
n=1

que es lo que queriamos probar. O

Con este Lema a mano, se lo aplicamos a la serie de Fourier de f dada en (2.4).

Recordando (2.5) y que |e=™¢ — ¢=™Mb|2 = 4 gen? (@), se tiene
3 |lemina — i) 3 2 |sen(n(b—a)/2)]
|27in| B |27rn)|

n€Z, n#0 n€Z, n#0
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Como se tenia [a,b] & [—m, 7], se tiene que § = (b — a)/2 no es miltiplo entero de .
Luego, si la serie anterior convergiera, por el Lema deberiamos tener

Z 1

neZ, n#0 | 27Tn|

< o0

lo cual es absurdo.

Reiteramos: todas estas cuentas un tanto tediosas son para mostrar que la con-
vergencia absoluta ya falla con una clase de funciones muy simples. El Teorema de
Carleson-Hunt, ya mencionado anteriormente, nos asegura sin embargo que si tomamos
a Y ez como dijimos (en el sentido del limite de sumas parciales simétricas) entonces

—ina __ ,—inb

f<$>:b—a+ Z e e pin

27 T k0 2min

para casi todo .

2.3. Un resultado de unicidad y una pregunta sobre conver-
gencia

Retomamos el analisis de convergencia de series de Fourier. Comenzamos con el
siguiente teorema de unicidad de los coeficientes de Fourier.

Teorema 2.3. [10, Capitulo 2, Teorema 2.1] Si g y h son funciones integrables Riemann
en [—m, | tales que
an(g) = ay(h) Vn € Z

entonces g(xo) = h(xg) para todo xy punto de continuidad de g — h. En particular, si
ademas g y h son continuas, entonces coinciden en todo punto.

Demostracion. Sea f = g — h. Por hipétesis, a,(f) = 0 para todo n € Z.

Supongamos que f : [—7, 7] — Ry después generalizaremos a una funcién a valores
complejos.

Asumamos, sin pérdida de generalidad, que f es continua en zy = 0. Supongamos
que f(0) > 0. Pretendemos llegar a un absurdo. La estrategia a seguir serd construir
una sucesién de polinomios trigonométricos {px} que “explote” en 0 logrando que

lim [ f(z) pr(x) de = +o0.

k—oo J 1

Esto nos dara una contradiccion, ya que por hipotesis todos los coeficientes de Fourier
de f son nulos y por lo tanto también

| @ pie)da = 0

para cualquier polinomio trigonométrico pi. Como f es continua alrededor de 0y f(0) >
0, existe un entorno de 0 donde f es (estrictamente) positiva. En particular, existe
0 <o <7 tal que

fo) > 29 v e (2s4).

22



Consideramos
p(x) = e+ cos(z)

donde elegimos € > 0 suficientemente chico de manera tal que
Ip(x)| < 1-— g para todo x € [—7, 7] tal que = ¢ (=4, 9).
Por otro lado, elegimos 1 < d tal que
€ .
plz) =2 145 size (=n,n).

Finalmente ponemos
pi(z) = (p(x))*  (keN).

Como f es integrable Riemann en [—m, 7], es acotada. Sea B tal que
|f(x)] < B Vo € [—m, 7).

Notemos que por un lado,

ek
@) do < [ @l de < [ B(1-3) da
NG
<oB (1 - 2) | (2.6)
Por otro lado, nuestra eleccién del polinomio p garantiza
fl@)p(z) >0 Ve (=40).
Por lo tanto,
/ f(z) pr(x)dx > 0 (2.7)
n<|z|<é
y ademas
0 k
f(z) pr(z) de > 2n 1) (1 - 8) , (2.8)
|z|<n 2 2

Luego, para cada k € N podemos escribir

| f@yme)dz = [

-7 lz|<n

f@p@yde + [ f@)p@)de+ [ @) pule) de.

n<|z|<§ |z|>6

I II III

Como 1—5 <1y 1+5 > 1, por (2.8) por el término I tiende a infinito cuando k& — oo,
por (2.6) el término III tiende a cero cuando k — oo y el término II es mayor a cero
por (2.7). Luego

/7r f(@) pr(z) dz — o cuando k — 0o

—T
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y de esta manera llegamos al absurdo. Si f(0) < 0, se utilizan los mismos argumentos
para llegar al absurdo. En el caso en el que f es continua en xy, simplemente definir

r(z) = f(z+ o).

Es inmediato que ahora r es continua en 0 y que todos sus coeficientes de Fourier son
nulos. Aplicar lo probado para obtener

f(zo) = r(0) = 0.

Pasemos ahora al caso general en que f es una funcién a valores complejos. Escri-
bimos

fl@) = u(z) + ivle)
con u,v : [—m, 7| = R dadas por

_f+f
2

—
|
|

u

[\
<

Como

an(f) = a-n(f)  Vn€eL,

si a,(f) = 0 para todo n € Z, entonces a,(u) = 0 = a,(v) para todo n € Z y se obtiene
el resultado del teorema por lo hecho anteriormente. O

Observacion 2.2. Una vez que hayamos visto los ntcleos de Fejér podremos ver que
si f € LP([—m,7]), con 1 < p < oo, tiene sus coeficientes de Fourier a,(f) = 0 para
todo n € Z, entonces f = 0 en casi todo punto.

Corolario 2.1. [10, Capitulo 2, Corolario 2.3] Si f € C(S') es tal que su serie de
Fourier converge absolutamente, es decir,

entonces Sy(f)(x) tiende uniformemente en x a f(x) cuando N — oo.

Demostracion. Como por hipétesis Y00 |a,(f)] < oo, el M-test de Weierstrass nos

asegura que la serie
o

> an(f)e™

n=—oo
converge uniformemente en [—m, 7| a una funcién continua
e}

g(z) = Y an(f)e™ = lim Sy(f)()

N—o0
n=-—00

por ser cada suma parcial Sy un polinomio trigonométrico. Ademas, a,,(g) = an(f)
para todo m € Z. En efecto,

1 T - 3 —imx
am(g) = %/—w Z an(f)e™ e du

n=—0oo
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> 1

= ; an(f)% /:remxe’imxd:c

donde la segunda igualdad vale debido a la convergencia uniforme de la serie de Fourier
de f. Finalmente, como f es continua, por el teorema 2.3 tenemos que f(z) = g(x)
para todo punto z € S. O

Ahora sabemos, a partir del corolario anterior, que si f es una funcién continua sobre
la circunferencia unitaria (o, equivalentemente, continua sobre [—7, 7] con f(—m) =
f(m)) tal que la serie dada por los valores absolutos de sus coeficientes de Fourier
converge, entonces su serie de Fourier converge uniformementente en S! (o en [—7, 7])
a f. Esto nos lleva a preguntarnos:

¢ Qué condiciones sobre f garantizan convergencia absoluta de su serie de Fourier?

La condicion de ser suficientemente suave dard una respuesta a la pregunta y sera
especificada en el proximo apartado. Como antesala, notemos que usando la regla de
integracion por partes se puede ver que si f € CF(S'), entonces la sucesion de sus
coeficientes de Fourier cumple que

a(f) = O (@) (In] = oo). (2.9)
En particular, si £ > 2 la serie de Fourier converge absolutamente.

Podemos preguntarnos, también, si hay instancias en donde la serie no converge
absolutamente, pero que tenga sentido tomar el limite de las sumas parciales de Fourier,
y mas aun, que este limite converja a la funcién. Pero antes de seguir aclaremos la
notacién O grande y o chica que ya fue usada en (2.9) y volvera a aparecer.

Definicién 2.4. Sea (X, | -||) espacio normado y sea {¢;, }nez sucesion de elementos de
X. Dado 0 < a, diremos que

"¢, =0 (#) cuando |n| — oo, si existen K > 0y N € N tales que ||¢,| <

n|®

para |n| > N.

K

In|®

", =0 (ﬁ) cuando |n| — oo, si [n|” ||e,|| = 0 cuando |n| — oo.

La definicién es la misma si la sucesion estd indexada en N, o sea, si tenemos {¢;, }nen-
Se puede ver facilmente que “o chiquita = O grande”.

2.4. Continuidad o-Holder

Definicién 2.5. Sea o > 0. Una funcién f se dice a-Hélder continua si 3C > 0 tal que

[f(z) = fy)] < Cle—y[* Va,y.

En estos casos escribimos f € C“.
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Observaciéon 2.3.
= Si > 1, entonces f es una funcién constante.
= Si o =1, la condicién de ser a-Hoélder continua es la condicién de Lipschitz.

» Para las funciones definidas en un intervalo cerrado y acotado [a,b] y 0 < a < 1
tenemos

C'la,b] & Lipschitz[a,b] & C*[a,b] & uniformemente continuas = Cfa, b

Lema 2.2. Sea a > 0. Si f € C*(R) periddica, de periodo 27. Luego

i) =0(p) (ol

[n|®

Demostracion. En primer lugar notemos que

an(Trmf) = 1/7r f(t —m/n) e ™=/ e=im gy — — q,(f).

21 J—n
Luego,
1 T —inx

20,(f) = an(f) = an(Topnf) = o= | [fl2) = fla—m/n)) e do.

Entonces
1 = C | C 1
()] < — — flz— dr < —2m|~| = —— —

(P < g [ V@) =~ fe—mmldr < fon| T = S e

donde C es la constante dada por la continuidad a-Holder de f. O]

Observacién 2.4. Si f : R — C periddica, de periodo 27 con f(—m) = f(7) es una
funciéon a-Holder continua, entonces el lema anterior da la mejor estimacion posible
para la sucesion formada por sus coeficientes de Fourier.

En efecto, consideremos por ejemplo

flz) = i 97ke g2’ ()< < 1).
k=0

. _ ok
Como |2ia| < 1, la serie 52,2752 converge absolutamente y, por el M-test de
Weierstrass, uniformemente a f. La convergencia uniforme nos permite calcular los
coeficientes de Fourier de f obteniendo

a'n(f) - si n:2k

Por su parte, f es a-Holder continua. Primero escribimos

flath)=fla) = 30 27k (e — o)

k: 2k<1/|h|
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+ Z 2—ka (eiQk(ac—i-h) . 61'2’“38) .
k: 2k>1/|h|

Recordemos primero que si |r| < 1 entonces para N € NU {0} vale que

00 00 -1 N N
1 1—r T
k k k
I S W S _ - _ (2.10)
k;\/ kzz;) kz:;] L—r L—r L—r

Por un lado,

ok ok
< Z 2—ka |622 (z+h) 622 T
k: 2k>1/|h|

k: 2k>1/|h]|

usando que |e®® — ¢%| < 2. Veamos esta ultima suma. Sea N el primer natural que
satisface 2V > 1/|h|, luego 1/2V* < |h|* y por lo tanto, usando (2.10),

Z 9—ka (eiQk(a:+h) _ eiQkx)
k: 2k>1/|h|

B 00 B 1/2a)N 1 2a+l
2 27k | = 2 2ka:2(ig2i\h\a:7|h|a.
(£ o) e Foe o B ot - 2

: 26>1/|h|

Por otro lado, escribimos la otra suma

Z 9—ka (eiQ’“(x—i—h) _ eizkx)) < Z 9—ka |1 B eizkh|
k: 2k<1/|h| k: 2k<1/|h|
< 3y 27he2ba
k: 2k<1/|h

Usamos que |1 —e™| < |0] si |0] < %, por eso partimos la serie y en esta parte conside-
ramos 2°|h| < 1. Para ver esta tltima suma (que va de 0 a N — 1) escribimos
N-1 (1—a)N _
2 1
> 22| = |h] Yo (2 = Al

l—o
k: 2k<1/|h| k=0 2 1

< (%).

Como 2V < 1/|h|, se tiene 2V0=%) < 1/|h|*=* y por lo tanto

V=1

< |h
(*) — ’ ’ 21704_1 — 21704_

1 2a+1
2l-a _ 1720 — 1

Luego, tomando C' = méx{ } resulta

[f(z+h) = flz)] < Cfn*

y por lo tanto f es a-Holder continua.
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Teorema 2.4 (Teorema de Bernstein). Si f : S' — C es a-Hélder continua con
a > 1/2, entonces su serie de Fourier converge absolutamente.

Demostracion. Probaremos el teorema para o« = 1 y al ir deduciendo el resultado
mencionaremos dénde es necesario pedir en general o > 1/2. Supongamos entonces que
f satisface la condicion de Lipschitz con constante K, es decir,

f(x) = f| < Klz —y|  Va,y.

Primero, al ser f Lipschitz en [0, 27|, es continua. Segundo, notemos que para h € R se
cumple

1 2m —inT —in 1 2m —in(x— —in
alTf) = 5= [ fae=nyede = et [T —n)e e = e a(f)

y por lo tanto
an(T_nf —Thf) = (€™ —e ) a,(f) = 2i sen(hn) a,(f).

Por la identidad de Plancherel/Parseval (Teorema 2.2) se tiene

oo

S 4fsen(nh)P jan(F)2 = 3 lan(Tonf — Tof)?

n=—oo n=—oo

1 ™ 9 1 s 9 9 9
- f(z + — f(x — de < — K |2 dr = 4K

0 sea, se tiene

i lsen(nh)|? la.(f)* < K?|h|%. (2.11)

n=—0oo

Fijamos p € N un entero positivo y elegimos h = 7/2°"!. De esta forma, para 2P~ <
In| <27 se cumple § < [sen(nh)|> <1y

> (P < > 2 [sen(nh)|* | (f)|*

n€Z: 2P71<In|<2 n€Z: 2p~1<|n|<2P
< 2 ) Jsen(nh)f |an(f)?
2K?7? K2r2 , i
= 20p+1) T 92ptl por (2.11) para = oo

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

( 2 |an(f)|)
ne€Z: 2P~ n|<2P

< ( > Ian(f>|2)( > 1)
neZ: 2P~ n|<2p ne€Z: 2P—l<|n|<2P
2,2 2,2
_Kig(gp_zp—l):[(ﬂ L
22p+1 2 2p
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Entonces para cada p € N

D o (2.12)

n€ZL: 2P~1<|n|<2p

Luego, podemos escribir

ffman|=§:[ S )

n=-—00 pEN | neZ: 2r—1<|n|<2p

K 1
<V X

por ser |1/v/2| < 1. Como f es continua, por el corolario 2.1 se tiene que la serie de
Fourier de f converge uniformemente a f.

En el caso general a < 1, la serie en (2.11) queda acotada por un miltiplo de |h
De esta manera, la suma en (2.12) resulta menor o igual que un multiplo positivo de

< o0

|204.

I N\ .. . : o .
(20‘—1/2> . Si queremos conseguir una serie geométrica convergente precisamos 2ac—1 >
0, es decir, a > 1/2. ]

Observacion 2.5. Usando el mismo ejemplo que en la Observacién 2.4 con 0 < a <
1/2, vemos que no vale la reciproca en el Teorema de Bernstein, es decir, existe una
funcién (de hecho, infinitas) cuya serie de Fourier converge absolutamente pero f no es
a-Holder continua para o > 1/2.

Para estudiar mas resultados de convergencia de la serie de Fourier, serd necesario
considerar la convolucién de f con ciertos “ntcleos”.

2.5. Ncleos

Definicién 2.6. Dadas funciones f, ¢ definidas en S' definimos

1 ™
frg@) = o [ Fwgle =)y
T J—7
siempre y cuando la integral anterior tenga sentido.

Proposicion 2.2. [10, Capitulo 2, Proposicién 3.1] Dadas f € LP(S'), g € LP'(S") con
%—l— 1% =1, se tiene

fxgeC(Sh y o an(fxg) = an(f)an(g).

Definicién 2.7. Para cada N € N, definimos el N-ésimo nicleo de Dirichlet por

N
Dy(z) = ) ™.
n=—N
Proposicién 2.3. Se tiene, para cada v € R,

sen ((N + %) :17)
Dy(x) = sen (%)
2N +1 x =27k, k € Z.

x#£2nk, k€Z
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Demostracion. Denotando w = €' y usando las féormulas para la serie geométrica te-
nemos

N N+1 N -N
n l—w 2 : —1\n W —1
w = w =
n=0 l—w Y n:l( ) l—w
y entonces
N —-N _, ,N+1 —N—-1/2 _ , ,N+1/2
w w w
3 o= — , (2.13)
< 1 —w w2 — y1/2

Observacion 2.6. Podemos escribir las sumas parciales de Fourier como

N

Sv(N)@) = > an(f)e™

n=—N
N 1 -

- n:z—:N% -

L o iney)
- n(r—y
3r L SW) 3 e dy

Fy) e dy e

Definicién 2.8. Una familia { K, } ey de funciones K, : S' — C que cumplen

1. existe M > 0 tal que [ |K,(z)|de <M Vn €N,

2. %/W Ky(x)dr =1 VneNy

3. para todo d > 0, limn_m/ | K (z)|dx =0
5

<|z|<m

se dice una familia de buenos nicleos.

Por ejemplo, considerando

1
K(ZL’) _ Cel=I?-1  gi ’l" <1
0 si|x| > 1,

obtenemos una familia de buenos ntcleos al definir para cada n € N,
K,(x) =nK(nz)
y eligiendo la constante C' de manera que se cumpla la parte 1. de la definicién.

Teorema 2.5. [10, Capitulo 2, Teorema 4.1] Sea {K,}nen una familia de buenos
nicleos.
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(a) Si f es integrable Riemann en el circulo entonces {f * K, (z)}nen tiende a f(z) si
x es punto de continuidad de f.

(b) Si f es continua, {f * K, }nen tiende a f uniformemente.

(¢c) SifelP, conl<p<oo, entonces {f * K, }nen tiende a f en norma p.

Es debido a este resultado que a veces a {K,,} se la llama aprozimacion de la identi-
dad. Para ver la demostracion del Teorema 2.5, necesitamos antes dos lemas auxiliares.

Lema 2.3. Sea f € LP(S'), y sea w, la funcién dada por

ap®):= ([ 1w 1) - pypar) "
Luego, w, es continua en t = 0.
Demostracion. Tenemos dos casos
(1) f es continua en [—,7]:

Al ser f continua en un cerrado y acotado, es uniformemente continua. Luego,
dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si [t| <  entonces |f(z —t) — f(z)] <

(2m)/p
para todo z y por lo tanto w,(t) < e.

(II) f no necesariamente continua:
Notamos que

wp(t) = NTef = £l -

Las funciones continuas en la circunferencia son densas en LP(S!). Luego, dado
e > 0 existe g € C(S') tal que ||f — g|l, < €/3. Por otro lado, notemos que
\Tif —Tigll, = ||.f — gllp» ¥ que la parte (i) del Lema puede aplicarse a la funcion

t — ||Tig — gll,, encontrando 6 > 0 tal que |t| < 6 = ||Tig — g, < €/3.
Tomando entonces |t| < 0 y aplicando la desigualdad triangular resulta

wp(t) < NTf =Tigly + 1Teg = gllp + llg = Fl»

2 €
<20f—glly +ITg—gly < S et s = e

[]

Lema 2.4 (Desigualdad integral de Minkowski). Sean (Si, 1), (S2,p2) espacios de
medida o-finitos y sea F': S1 x Sy — R funcion (p1 X pug)-medible. Luego, para 1 < p <

(1, po o i) < (1, ot

Mas ain, si la funcion x — f(x,y) estd en LP(u1) ppy vy la funcion y — || f(-, )|
estd en L'(us), entonces la funcién y — f(x,y) estd en L'(us) ppx, la funcién x

J () dua(y) estd en L () y

H/f(-,y) dpa(y)

S =

< [l )
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Con estos lemas a mano, damos la demostracion del Teorema 2.5.

Demostracion del Teorema 2.5. Veamos primero la parte (c). Escribimos

[f+ Ko—=fllp

- _/] 217r[_/] [f(x —1) = f(2)] K (t) dt| dx | (1" propiedad de {K,})
1 z
= /[_M] o ( /[_M]|f (z —1) = f(2)]P dw) |K,(t)|dt  (Minkowski)

= ( [ fa=0- s dx)” 6, (1) i

1

1 ) m
L ( [ M@=t @) d:v) K (1)) dt

1 171,
< = DK, ()] dt 7/ K, ()] dt.
< 2W/wa<>| Ode + 222 [ 1K)

Fijar € > 0. Utilizamos el Lema 2.3 y tomamos § > 0 tal que [t| < § = wy(t) <

€m
—, donde M proviene de la segunda propiedad que satisface { K, },en. De la tercera

propiedad de los niicleos buenos, en el sumando derecho tomamos N € N tal que

ETT
n>N = / K,(t)|dt < .
T

Luego, si n > N entonces resulta ||f * K,, — f||, <e.
Veamos (a). La prueba procede de manera casi idéntica a (c): escribimos

1
(F K@) = F@I < 5= [ 1= = f@) [K.(0)]di
y partimos la integral de la derecha como hicimos en (c). Dado € > 0, elegimos 6 > 0
tal que
€m

[t <0 = [flz—1) = fl2)] < 57

de tal modo que
1 €
— —1) — K,(t)|dt < —. 2.14
37 @ =) = F@I K] de < (2.14)
Por otro lado, si B > 0 es una cota de f (que existe pues f es integrable en [—m, 7])
elegimos NV € N tal que

€m
>N = K,(t)|dt < —.
" 5§\t|§7r’ @l 2B
Por lo tanto, si n > N resulta
1 2B €
= —t) - Kot dt<—/ Kot dt < < 2.15
27T/6<t|<7r|f(9ﬁ )~ F@Ea()]dt < o 6§‘t|§ﬂ| Oldt < 5 (2.15)
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y por lo tanto
(f x K)(2z) — f(z)| < e

Para ver (b), repetir el argumento anterior y notar que 6 puede elegirse independiente
de z, pues f continua en [—7, 7] = f uniformemente continua en [—m, 7). ]

Observacién 2.7. Podemos cambiar ligeramente las hipdtesis de la parte (a) del teo-
rema anterior para obtener un resultado que utilizaremos méas adelante. Suponer ahora
que f es integrable Lebesgue en la circunferencia, pero que las aproximaciones de la
identidad satisfacen una condicién extra: para 0 € (0, 7) se cumple

sup |K,(t)] =0 cuando n — oo.
o<[t|<m

En efecto, si es asi, cuando partimos la integral el argumento utilizado para ver que
vale (2.14) no cambia, pero no podemos usar que f esté acotada para ver (2.15). En
cambio, escribimos

217T /6§|t|§ﬂ’f($_t)_f(x)| K, (t)] dt < ;ﬂ /6S|tgﬂ(]f(m—t)|+|f(;p)]) K, (1)) dt

1
< e lF@)+ o o

donde ¢, = sups<jy<,|Kn(t)]. Como ¢, — 0 por hipétesis, el ltimo término tiende a
cero cuando n — oo.

Uno puede preguntarse si los ntcleos de Dirichlet forman una familia de buenos
nicleos. Si bien ocurre que

1

— | Dy@ydr = o Z/ de_—/ ldz =1 (2.16)

pues las integrales para n # 0 valen 0, podemos probar que para la familia {Dy} no
cumple la segunda parte de la definicién:

1 ™
by / |Dn(z)| dx > C'log(N) para N — 00 (2.17)
T J—m

para alguna constante C' > 0. Para ver esto, primero notar que para x € [—m, 7|, se
tiene x/2 € [r/2,7/2] y por lo tanto

@ (3)] = 5l

Luego, para z € [—m, 7|, z # 0, vale

|sen((N +1/2)z)|

[Dn(z)] > 2 Z]
y por lo tanto
|sen((N +1/2)x sen((N +1/2)x)|
Dn(z)| dz > 2/ - 2/ +1/2) d
[ pwta) ds 2] PN e
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- m(N+1/2) |sen(x) dr > 2 /N’T |sen(z)| i
—r(N+1/2) |z p ||

N-1 (k+1)r 2 N=l1  (lktD)m
= 2 Z/ de > = 7/ |sen(z)| dx
= Jin || T =k Jkx
—1 N-1
™ 4 1
= — / lsen(z)| de = — -
=k Jo T ik

>

pues la tltima suma es una suma superior de la integral le % dx.

El hecho de que {Dy}yen no sea una aproximacion de la identidad puede darnos
una pauta de que la convergencia puntual de Sy(f)(z) = f * Dy(z) podria llegar a
fallar en casos generales. Esto invita a investigar otros tipos de convergencia, como por
ejemplo, la convergencia en el sentido de Cesaro.

2.6. Sumacion tipo Cesaro

Definicién 2.9. Sea (X, |- ||) un espacio normado. Dada una serie Y32, ¢x con ¢, € X
X o . . .

para todo k, sus sumas parciales son s, = >_;_ cx. Si consideramos el promedio de las

primeras N sumas parciales

So+ 81+ +Sny-1
N

oN —

decimos que > ;2 ¢, converge Cesaro si limy_,o, oy existe. oy es llamada la N-ésima
media de Cesdro de la sucesion {s;} o la N-ésima suma de Cesaro de la serie Y32 cy.

La convergencia Cesaro es més débil que la convergencia usual, por ejemplo, 352 (—1)F
converge Cesaro a 1/2 pero no existe el limite en el sentido usual.

Proposicién 2.4. Si la serie Y32 ci converge a s en el sentido usual, entonces con-
verge Cesaro a S.

Demostracion. Supongamos primero que s, — 0 cuando n — oco. Queremos ver que
o, — 0 cuando n — 00. Sea € > 0, y sea N; € N tal que n > Ny = ||s,]| < €/2. Sea
Ny € Ntal quen > Ny = (|[sol|+---+||sn-1]])/n < €/2. Sea N = méax { Ny, No} +1.
Luego, para n > N se tiene

< €/2 <€/2
— ——
ot Hsna| o lsoll - A llswall | lsmall 4+ sl
< +
n n n
<€/2

€ n n—Nj € -

— - €.

2 n 2
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Supongamos ahora que s, — s cuando n — oo. Escribimos

So+ -+ Spo Sot+ -+ Sy n So—8)+ -+ (Sn-1— 8
0 1_SH: 0 I_SH: (80— ) (8n-1 )‘—>O
n n n n
repitiendo la prueba anterior con s, — s en vez de s,. O
Lema 2.5. Sea (X, || - ||) espacio de Banach, y sea {c,} C X sucesion que satisface

¢, = o(1/n) cuando n — oco. Luego, si Y c, es sumable Cesaro a o entonces converge
a o en el sentido usual.

Demostracion. Sean s, v o, las sumas parcial y de Cesaro de Y ¢, respectivamente. Se
tiene

5, — onl = |5 Csot et se _ ns, — [so+ -+ + Sp_1]
— Sronc —[ncg+ (n—1)c + -+ 2¢,_9 + ¢p1]
- n
. Cl—|—-..—|—(n—2)cn_2_|_(n_1)cn_l
n

Ahora, recordar la primera parte de la prueba de la Proposiciéon 2.4, donde sélo usamos
que s,, — 0. En nuestro caso, por hipotesis se tiene nc,, — 0 cuando n — oo. Concluimos
que ||s,, — 0,]| — 0 cuando n — oo, y por lo tanto [|s,, — o|| = 0 cuando n — co. [

Observacién 2.8. De igual manera definimos las medias de Cesaro si la sucesion {cx }
estd indexada por los enteros y tomamos las sumas parciales de forma simétrica, i.e.,
Sn = _p—_n Ck. Los resultados de convergencia no cambian.

Hemos visto que los niucleos de Dirichlet no son buenos niicleos. Sin embargo, po-
demos “mejorarlos” considerando sus sucesivas N-ésimas medias de Cesaro.

Definicién 2.10. El N-ésimo nicleo de Fejér estda dado por

Do(z) + -+ DN,l(:c)‘

FN(QZ') = N

La N-ésima media de Cesaro de las sumas parciales de la serie de Fourier de f es

on(f)(z) == (f * Fn)(2).
Tenemos una buena expresion para estos nicleos:
Lema 2.6. Para N € N, vale que

1 sen*(Nw/2)
Fy(z) = { N sen?(z/2)
N ¢ =2rk, ke Z.

x#£2rk, k€’
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Demostracién. Llamemos w = € y recordemos la expresion (2.13) para Dy(z). Luego

N-1 N=1 = _ e+l 1 N1 N-1
N Fy(@) = ¥ Dala) = 3 S = 1_wlzw—n_w an]
n=0 n=0 n=0 n=0
1l 1—w 1=V 2wV —WN
_l—wll—w—l_w—l—ll_ 2—wl—w’

Por otro lado,

sen*(Nx/2) (sen(Nx/Q)) (Sen(Nx/2)> _ <wN/2—w_N/2> <wN/2—w_N/2>
sen2(z/2)  \ sen(z/2) sen(z/2) |\ wl/2 —w1/2 wl/2 — =1/2

2—w N -V

2 —wl—w

0 sea que estas expresiones coinciden y obtenemos lo que queremos. Para x = 27k la
cuenta es directa. O

Proposicién 2.5. Los nicleos de Fejér forman una familia de buenos nicleos.
Demostracion. Veamos que se verifican las condiciones de la definicion.

1. Para cada N € N, se tiene

71-1]\7—1

L Ev@de = - [ 1Y Dy —1NZ_11/”D<>d —1
o S N T on N & TRV TN Loy K=

k=0 -

por la cuenta hecha en (2.16).

2. Por la expresion obtenida en el Lema 2.6, el ntucleo Fiy es no negativo VN € N.
Luego, por la expresiéon obtenida en el punto anterior se tiene

/_W|FN(x)|da7 = /_7r Fy(x)dx = 2r VN € N.

3. Suponer 0 < 6 < 7. Notemos que para § < |z| < 7 se tiene §/2 < |z/2| < 7/2y
por lo tanto |[sen(x/2)| > cs, de donde Fy(x) < 1/Nc? para todo N. Luego

27
/6<|I<W|FN($)| dr < @ —0 cuando N — oo.

]

Observacion 2.9. Es importante aclarar que los nicleos de Fejér cumplen lo mencio-
nado en la Observacion 2.7, esto es, que para 0 < § < 7w vale que

sup |Fn(t)] — 0 cuando N — oo.
5<[t/<n

Simplemente hacer la misma cuenta para probar que los F cumplen la condicién 3
de la definicion de ser buenos ntcleos. Por lo tanto, los nicleos de Fejér cumplen el
Teorema 2.5 cambiando f integrable Riemann por f integrable Lebesgue en la parte

(a).
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Corolario 2.2. Los polinomios trigonométricos son densos en LP[0,2x] para 1 < p <
00.

Demostracion. Sea f € LP[0, 2r|. Para cada n entero no negativo, la suma parcial S, ( f)
de Fourier es un polinomio trignométrico. Luego, para cada N € N la N-ésima media
de Cesaro de las sumas parciales de Fourier es también un polinomio trigonométrico
por ser suma de polinomios trigonométricos. Por la Definiciéon 2.10 sabemos que

on(f)(x) = (f * Fy)(x).

Por el Teorema 2.5, como {Fy} es una familia de buenos ntcleos, por la parte (c)
sabemos que
| f*Fx — fllerp2m — 0 cuando N — oo.

O sea, f puede ser aproximada por polinomios trigonométricos en norma p, y queda
probado el corolario. O

El trabajo hecho anteriormente tiene como resultado el siguiente Teorema.

2.7. Un teorema general de convergencia

Teorema 2.6. Suponer f € LP(S'), con 1 < p < co. Luego valen las siguientes afir-
maciones:

(a) Si f es continua en xo entonces la serie de Fourier en xy de f es Cesdaro sumable

a f(xg).

(b) Si f posee una discontinuidad de salto en xq, esto es, existen los limites por derecha
y por izquierda f(xg) y f(xy) respectivamente, entonces la serie de Fourier de f
en el punto xy es Cesaro sumable a

f(zg) + f(ag)
: :

(c) Si f es continua, entonces su serie de Fourier es sumable Cesdro uniformemente a

f.
(d) La serie de Fourier de f es sumable Cesaro en norma p a f.

Ademds, si los coeficientes de Fourier de f satisfacen a,(f) = o(1/|n|) cuando |n| — oo
se cumple

(e) Si f es continua en xy entonces su serie de Fourier converge a f(xo) en xg.

(f) Si f tiene una discontinuidad de salto en o entonces la serie de Fourier en x

converge a
flxo) + f(z5)
5 .

(g) Si [ es continua entonces su serie de Fourier converge a f uniformemente.

37



(h) La serie de Fourier de f tiende a f en norma p.

Demostracién. (a) Si f € LP(S') entonces f es integrable Lebesgue en el circulo. Luego,

por la Observacion 2.9, f cumple la parte (a) del Teorema 2.5 cuando consideramos
las convoluciones contra los ntcleos de Fejér Fiy. Lo que estamos diciendo es que

lon(f)(xo) — f(xo)| = [(f * Fn)(w0) — f(z0)] = 0 cuando N — oo

en los puntos xy de continuidad de f. O sea, la serie de Fourier de f es Cesaro
sumable a f(z) en los puntos de continuidad de f.

Suponer primero que f tiene discontinuidad de salto en x = 0. Por la expresion
obtenida en el Lema 2.6, sabemos que Fy es par para todo N. Luego

[ Evadr = o [ v dr =
on ) NWGT = o0y TN = g

Definimos ahora fi, fo dadas por

f(x) x € [—m, 0]

hilz) = {f(o—) € (0,7]

Como los limites laterales f(07), f(0T) existen tenemos que f; y fo son continuas
en r = 0. Ahora escribimos

ox(DO) = (F+F)O) = 5= [ f@) Fule)de + o= [ () (o) do

_ ;ﬂ [/ﬂfl(x) dx—/owf(O_)dqu/ﬂfg(x) d:p—/ﬂf(O*)dx}

= on(£)(0) + on(£)(0) ~ 3 [£07) + F(07)

— ; [f(()_) + f(0+)] cuando N — oo

pues aplicamos la parte (a) a las funciones f; y fo que son continuas en 0.

En el caso en el que f tiene una discontinuidad de salto en xy. Luego g(x) = f(x+x¢)
posee discontinuidad de salto en z = 0 y por lo tanto, como F)y es par,

on(f)(xo) = (f * Fn)(z0) = */ t) Fy(t — xo) dt
= 217r /_7;_:100 fu+z) Fn(u) du

= on(9)(0) = 5 [907) + 9(07)] = 5 [F(a) + Fla)].

Aplicar la parte (b) del Teorema 2.5 para ver que oy(f) = f % Fy tiende a f
uniformemente si f es continua.
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(d)

(e)

Aplicar la parte (c) del Teorema 2.5 usando que los ntucleos de Fejér son buenos
nucleos.

Por la parte (a), sabemos que la serie de Fourier de f en z, es Cesaro sumable a
f(xq). Por otro lado, los sumandos de la serie de Fourier en zq (estos son a,( f)e™*°)
satisfacen |a,(f)e™*| = |a,(f)| = o(1/|n|) cuando |n| — oco. Luego, por el Lema
2.5 la serie 3¢z an(f) €™ converge a f(xg) en el sentido usual.

De vuelta, por (b) la serie de Fourier en z( converge en el sentido de Cesaro al
promedio (f(xg) + f(zg))/2. Como los sumandos cumplen la condicién extra de
decaimiento, el Lema 2.5 segura que la serie converge en el sentido usual al mismo
limite.

Pensar al espacio C[0, 27| equipado con la norma infinito || - ||o. La parte (c¢) nos
dice que la serie de Fourier es sumable Cesaro a f en este espacio. Los sumandos de
la serie satisfacen ||a,(f)e™ ||o = |an(f)| = o(1/|n|) cuando |n| — oo. Invocando
al Lema 2.5 sale que la serie de Fourier converge uniformemente a f.

Similar a lo anterior, considerar el espacio LP(S!) equipado con su norma natural
| - |l,- La parte (d) nos dice que la serie de Fourier es sumable Cesaro a f en
este espacio. Los sumandos de la serie satisfacen ||a,(f)e™ ||, = |an(f)| = o(1/|n|)
cuando |n| — 0o. Luego, por el Lema 2.5 la serie de Fourier converge a f en norma
p.

O

Corolario 2.3. Si f € LP(S') para 1 < p < oo, y ademds a,(f) = 0 Vn € Z, entonces
f=0ae. enS'.

Demostracién. Sip = oo, entonces f € LP(S') para todo 1 < p < co. Suponer entonces
que f cumple esta tltima afirmacién. Por la parte (d) del teorema anterior, sabemos
que on(f) converge a f en norma p. Pero sabemos que

_ Solf) @)+ + Sy ()

=0
N

on(f)(x)

para todo x, pues los coeficientes de Fourier de f son todos nulos. Luego

lox (Pl =0

£l = 1| Jim ox(F)ll, = Jim

y por lo tanto f = 0 a.e. en S!. O

Proposicién 2.6. Si f, g € L*0,2x], entonces

an(fg) = Z an(f>ak—n(g)'

keZ

Demostracion. Simplemente notar que para n € Z fijo,

M(f,9) =an(fg)  A(fo9) = an(f)ar—n(9)

kEZ
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definen formas bilineales continuas en L? [0, 27] x L? [0, 27|, pues

Ml < o 1@ @) dz < 1 epozn gl
A2(f.9)] £ 3 lan()l |ak-n(9)] < la(Hllee la()lee = 1202 9oz
keZ

Basta entonces ver que Ay y Ay coinciden en un subconjunto denso. Por el corolario
2.2,

{(Z ¢y, eF Zde):ck,djEC,N,MeN}
k=—N

es denso en L2 [0, 27]x L? [0, 27]. Es suficiente entonces ver que A; (e, €¥7) = Ay(et* e"),
y esto es trivial. O]

Observacion 2.10. La aplicacion

(Z110,27], 11+ Il ) — (co, Il - lloo)
[ (GN(f))nez (2.18)

donde ¢y denota el espacio vectorial de las sucesiones que tieden a 0 en +o00, es lineal,
continua e inyectiva pero no es sobreyectiva. En efecto, la linealidad sale de la propiedad
de linealidad de la integral. La continuidad se ve rapidamente acotando uniformemente
los coeficientes de Fourier

1 2m
@A) € 5= [ 1@ de = Iflpan  VneEL.

La inyectividad es consecuencia de que los niicleos de Fejér sean buenos ntcleos, y la no
sobreyectividad se desprende de que los nticleos de Dirichlet no sean buenos nicleos y de
los teoremas que son pilares en el Andlisis Funcional. En primer lugar, si f, g € L[0, 27|
son tales que a,(f) = a,(g) para todo n € Z, entonces fx*Fy = g Fy para todo N € N.
Luego,

||f—9||L1[o,27r] < ||f—f*FN||L1[0,27r] + ||f * Fy —9||L1[0,27r] — 0 cuando N — oo,

por lo que f y g coinciden en L'[0,27]. En segundo lugar, si suponemos que la apli-
cacién (2.18), que denotamos por F, es sobreyectiva, tendriamos, por el teorema de
la Aplicacién Abierta, que su inversa F~! es continua. Si consideramos los nticleos de
Dirichlet Dy tenemos que estas son funciones en L]0, 27|tales que |F(Dy)|loc = 1 para

todo IV, puesto que
1 sin|<N
a(Da) = { In] <

0 en caso contrario.

Luego, usando (2.17)
IE=H = IF " FDN)lle = 1FFD8))z02m = [Dnllio2n — 00 si N — o0

obteniendo una contradiccion.
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Para cerrar esta seccién veamos algunos ejemplos de series de Fourier truncadas
hasta un N de funciones definidas en [—m, 7] tomadas de ejercicios del Capitulo 2
del libro [10]. Calculamos de antemano las expresiones exactas de los coeficientes de
las series de Fourier de cada una de las funciones. Por cada ejemplo graficaremos la
funcion discretizada en M puntos y la serie truncada discretizada en M puntos en un
mismo cuadro, permitiendo ver de manera experimental el llamado fendmeno de Gibbs:
pequenas perturbaciones que aumentan hacia los puntos de discontinuidad y que no se
pueden solucionar agregando méas coeficientes de Fourier.

3o T T T T T T T
Funcion original
O M-esima suma parcial de Fourier, N=10
3 - -
25 1
2 - —
15 .
L ]
0.5 1
D Il
4
Figura 2: La funcién original es 2m-peridédica y estd definida como f(z) = |z| en
[—m,m). Su N-ésima suma parcial estd dada por una serie de cosenos Sy(x) =
p N 4 .z .. . ‘
3+ Xk=1 7@ cos((2k — 1)x). Tanto la funcién original como la suma parcial estan

discretizadas en M = 100 puntos equiespaciados.
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Los siguientes dos ejemplos corresponden a funciones no continuas en un punto y
en dos puntos, respectivamente, dentro del intervalo [—m, 7). En estos casos se puede
ver experimentalmente que la serie no converge uniformemente y por eso se produce el
fendomeno de Gibbs. Por su parte vemos que el Teorema 2.6 se cumple experimental-
mente.

2 T T T T T T T
151 7
1L i
Funcion original
N-gsima suma parcial de Fourier, N=10
0.5 1
D = -
0.5 h
Ak -
A5F :
_2 i I i I I I i
-4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4
Figura 3: La funcién original es 27-periédica y estd definida como f(z) = —™5% en

(—=m,0) y como f(x) = "5* en (0,7). Su N-ésima suma parcial estd dada por una serie
de senos Sy(z) = Yi_, 1 sen(kz). Tanto la funcién original como la suma parcial estan
discretizadas en M = 1001 puntos equiespaciados.
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I I Funcion original I I
12 M-ésima suma parcial de Fourier, N=10 T
MN-esima suma parcial de Fourier, N=100
\u
1 /\ PN ~ / ",
T VAN
|
II |
|
0.8 | | _
| |
| [
| I
06 | }I [ |
| I
0.4 I [ i
| |
| |
| |
| [
0.2F | | 7
| |
| |
J |
|
| | I
o —A,I-—A-AUQT 4
\ \
i i i I I I i
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 4: La funcion original es 27-periddica y estd definida como la funcién carac-

teristica del intervalo [—g, 7] en [—m, ). Su N-ésima suma parcial estd dada por una

serie de cosenos Sy (z) = 3 + 2., sen(kZ )Coz(fx) Tanto la funcién original como sus

sumas parciales de Fourler estan dlscretlzadas en M = 1001 puntos equiespaciados.

2.8. Cierre: transicion hacia la transformada continua

Es esclarecedor ver como la serie de Fourier se “aproxima” de alguna forma a la
transformada continua de Fourier. Esto puede ser hecho en dos maneras:

1. Quizas lo més rdpido de ver es lo siguiente: suponer que supp f C [-M, M|, y

tomemos T tal que T/2 > M, luego supp f C [-T/2,T/2|. Digamos que a,(fr)
son los coeficientes de Fourier de f vista como una funcién T-periddica. Luego

0 L0 o - E ().

En particular, si tomamos T = 27N con N € N, nos queda

— ~/n
27TNan(f27rN) = f (N) .

O sea, cuando grafiquemos n/N vs. V2w Na,(forn), a medida que N sea cada

vez mas grande obtendremos una malla {n/N} cada vez mas fina, y con esto una

aproximaciéon cada vez mejor del grafico de f.
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2. Con hipotesis un poco mas fuertes sobre f, podemos obtener una forma més
débil del teorema de inversién para la transformada de Fourier a partir de los
resultados que conocemos para la serie. (Esto estd inspirado a partir de la lectura
de [3, Capitulo 2] y la resolucién de [10, Capitulo 5, Ejercicio 1].)

En las Figuras 5 y 6 esquematizamos el procedimiento del primer punto, tomando

como ejemplo la funcién caracteristica del intervalo [—%, %] Esto ha sido inspirado de

13].

32 1 12 0 1/2 1 3/2

' I ' ' + + ' ' ' +
45 4 35 3 25 2 18 1 g o 0 1 15 2 25 3 35 4 45 B

' I + + ' +
43 4 35 3 25 2 1% 1 0z o s 1 13 2 235 3 35 4 45 B

Figura 5: El gréfico superior corresponde al de f = X[~ mientras que los siguientes
corresponden a su 2-periodizacion f y a su 4-periodizacion fy.

Figura 6: En color rojo se han senalado los segmentos de la forma

[(n/2,0), (n/2, *2E22)) con n € Z, donde 2 — [1 x g m(t) €722 dt =

2a,,(f2) como en (2.19) con T = 2.
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Figura 7: En color azul se han senalado los segmentos de la forma
[(/’7,/47 0),(77,/4, Sen(ﬂn/4))]’ con n € Z, donde sen(nn/4) — f22 X[71/2,1/2}(t) e—27rint dt =

wn/4 /4
4a,(fy) como en (2.19) con T = 4. Vemos que se va formando la silueta de
la funcion Sea(rz) que es la transformada de Fourier de f = X[-1.1, s decir,

ser;(;rw) — f]R X[—%,%] (t) 6—27ritx dt.

Para ver el segundo punto, introducimos primero una nueva definicién:

Definicién 2.11. Diremos que una funcién f : R — C es de decrecimiento moderado
si f es continua y si para alguna constante A > 0 vale que

A
<
@)l <
para todo z € R.

Proposiciéon 2.7. Suponer F' de decrecimiento moderado. Luego, F' es integrable sobre
R, y ademas se cumple
Flzx)de = lim ¢ F(on).

e = Jig o 3 P
Demostracion. Por ser F' de decrecimiento moderado, es evidente que es integrable.
Notemos también que para cada § > 0, la serie 3,7 F'(6n) no sélo estd bien definida
sino que ademas converge absolutamente. Sea € > 0. Escribimos
< +

/_]ij(x) dv — 63 F(on)|.

neZ

/RF(x)dx — /_]]VVF(x)d:c

I I

/R F(z)dz — 8y F(6n)

neL

Notar que I puede hacerse mas pequeno que €/2 si elegimos N suficientemente grande
(nuevamente por ser F' de crecimiento moderado). Ahora escribimos

I < /NF(x)dx—(s > F(n)| + |6 > F(on)|.

- nl<| %] inl>[ %

II.I IL.IT

45



Es un tanto tedioso, pero debemos ser rigurosos. Notar que la suma dentro de II.I se
parece bastante a una suma de Riemann, pero falta un poco de refinamiento para que
podamos afirmar esto. Escribimos

5|n|<ZL:f§J F(on) = 6F (_5 V;[J) 4 GF <5 V(\SfD
()

el

(s[5 e car (<o | 5]y ey = [ 5]l (5] 5]))
< ([5]+1) -7 (5],

(k)

Primero, dado ¢ fijo, llamemos k = | N/§|. Luego se tiene k < N/§ < k+ 1y por lo
tanto 6k < N < 0k + 9. De aqui se tienen tres cosas:

» 0 <N —0k<9,osea, |[N—|N/oJ| <6.

» 0k — N <0, luego 0<0k+d—N = (0k—N)+0d < y por lo tanto
|0(|N/o] +1) — N| <.

. 6k < N, ie., §|N/§| <N.

Ahora, como F' es continua, es acotada en [—N,N]. Por los items anteriores, tan-
to () como (* % %) se van a cero cuando 06 — 0T. Por otro lado, notar que ()
es una suma de Riemann para F en el intervalo [—N, N], donde la particién es P =
{—=N,—=d|N/§],...,8|N/é], N}y laelecciéon de puntos corresponde al extremo izquier-
do de cada subintervalo. Notar que la norma de P (esto es, la longitud del subintervalo
més largo) es . Como F' es Riemann integrable en [—N, N], podemos entonces hacer
a (s%) tan proximo a [Ny F(z)dz como se quiera. Luego

ILI < S OIERICEES]

/N F(x) dx — (xx)

-N

puede hacerse tan pequeno como se quiera tomando ¢ suficientemente chico.
Por 1ltimo, examinemos I1.II. Sea A la constante en la condicién de decrecimiento
moderado de F'. Sea G la funcién dada por G(z) = A/(1 + x?). Luego

ILIL <46 Y Gon).

|n|> L%J +1

No es dificil convencerse que esta ultima suma es la integral de la funcién escalén

Yo G0On) X(m-vens + D G(ON) Xus (nr1)s)-
n>L J+1 ng—(L%JH
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Ahora, como G es creciente en (—o0,0] y decreciente en [0, 00), esta funcién escalén es
menor o igual a

G (X(~00—[N/a)] F XI1N/6).00)):
Resumiendo, podemos escribir

(e 9]

—V/3]
LI < / G(z) do + G(z) da.
—00 |N/5]
Como G es integrable, I1.IT se hace tan proximo a cero como uno quiera, eligiendo o
pequeno.
Todo lo anterior nos permite concluir que existe dy tal que para 0 < § < dg se cumple
que II < €/2, que era lo que queriamos ver. O

Volvamos ahora al punto 2. Suponer f continua tal que supp f C [—M, M], tal que
su transformada f es una funcién de decrecimiento moderado. Similar al punto 1, tomar
T tal que T/2 > M, y considerar a la periodizacién con periodo T, fr, de la funcién
f ’[*T 2T/ Notar que fr es continua al serlo f. Recordemos que sus coeficientes de
Fourier estaban dados por

() \/27Tf<277n>
a = —fl—).
n\JT T T
Como fr es T-periddica y continua, la funcion fr (%) es una funciéon continua, 27-
periddica, y sus coeficientes de Fourier estan dados por

(5 (E)) = & () o

- e f<Tx> () gy

27 27 21

T/2 Coring V21 - /210
B T/T/Qfx e do = an(fr) = T f(T)

Ahora, como f es de decrecimiento moderado, se tiene que la serie de Fourier de fr (%)

converge absolutamente. Como fr (%) es continua, por el corolario 2.1 se tiene que

mar) - 2 ) - TR ()

para todo x € R, uniformemente. Luego se tiene

folz) = Z (27m> e

ne’l

para todo x € R, uniformemente. Notemos que f(z) = limr_,» fr(x). Ahora, tomando
0 =27 /T y tomando limite cuando T — oo, resulta

’ zxn _ 1 ny 1T
f(x) = Jim fr(x) = mélggWZf v o RIGILS
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aplicando la proposicién 2.7 a la funciéon € — f (£)e™®, que es de decrecimiento mode-
rado. Obtenemos asi la version débil de la formula de inversion para la transformada
de Fourier continua.

2.9. Aplicaciéon: Principio de incertidumbre de Heisenberg

Con las herramientas que nos provee la serie de Fourier, podemos mostrar dos facetas
o aspectos del principio de incertidumbre de Heisenberg: “una funcién no puede estar
exactamente localizada en tiempo y en frecuencia a la vez”.

Dada una funcién 1 definida en R con ||9)| 2y = 1, podemos interpretar que
|1)|* define la densidad de probabilidad asociada a la medida y;, definida en espacio
temporal R, dada por du,(x) := |[¢(z)|*dz. Andlogamente, como [|¢|| 2w) = H&HH(R),
|IZ|2 es la densidad de la medida de probabilidad p, en el espacio de frecuencias R
dada por dpu, (&) = |1(€)|2d€. Esto es, pensemos que la probabilidad de encontrarnos
en el intervalo temporal (a,b) o en el intervalo de frecuencias («, ) vienen dadas,
respectivamente, por

pllat) = [Py ol ) = [ 6P

Asociadas a estas medidas de probabilidad, tenemos sus esperanzas (valor mas “repre-
sentativo”)

B = [alp@)Pde B, = [ €d(©)Pde

y las varianzas (dispersion alrededor del valor esperado)

ofi= [(w— BPle@lde 0% = [ (€~ EL)E) e

Nos referiremos a la varianza por incertidumbre. El siguiente teorema dard una cota
por abajo para el producto de incertezas ligadas los valores esperados

1
(incertidumbre en tiempo) x (incertidumbre en frecuencia) = o, 0, > 3

Esto es, para ninguna funcién 1 podremos tener, simultaneamente, cero incertudumbre
en tiempo y en frecuencia. Siempre vamos a tener la desventaja de que si achicamos una
de las incetidumbres, se agranda la otra. Desde la mecanica cudntica 1 se interpreta
como la “funcién de estados” de una “particula” que viaja en la recta real y el principio
de incetidunbre refleja la imposibilidad de medir su “posiciéon” y “momento” a la vez.

Teorema 2.7. [10, Teorema 4.1, capitulo 5] Suponer ¢ € S(R), esto es, 1 es una
funcion que satisface

sup |z[" [ (z)] < oo

z€R

para todos n,m € NU {0}, y que ademds cumple [g|(z)|*dz = 1. Luego vale que

([ @) ([P e) = ;.
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Mas aun, en general vale

([ —w0? [P d) ([ (€~ &2 [Be)P ) =

para todos xg,& € R.

S,

Demostracion. Primero, integrando por partes escribimos
L= [P = slp@P| - / (&) d
= [ o L@ T de = ~ [ (o' (@) ) + 2 T b)) do
y por lo tanto, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

1< [fo¢/(@) 0] +2 @) p@) do < 2 [ 0 v(@)] V@) do

2 ([ 1ot >\2dx)1 Y@ (220

Por otro lado, se tiene, nuevamente integrando por partes,

-3 o 1 / —ix
P'(E) = \/%/Rw(x)e ¢ da

- L [Qb(x) e 128 o +/ W(z) i & e e da:]
T=—00 R

V2T
= i {YP(§)
y entonces, como la transformada de Fourier preserva el producto interno,
[W@Rd = [v@d@de = [ 50 ds = [ 1) de.

Entonces, (2.20) resulta

L ([ewaea)” ([ eweea)”

y obtenemos asi lo primero que queriamos probar. En el caso mas general, usar las
propiedades de la transformada y aplicar lo anterior a la funcién z — ey (z+24). O

IA

La otra forma de ver el principio de incertidumbre es mediante el siguiente teorema:

Teorema 2.8. Suponer f : R — C funcion continua. Entonces f y f no pueden estar
simultaneamente compactamante soportadas a menos que f = 0.

Demostracion. Suponer que f y f estan compactamente soportadas. Podemos asumir,
sin pérdida de generalidad, que supp f C [0, 7]. Considerar la periodizacién fy, con
periodo 27 de la funcion f \[0 o] Sus coeficientes de Fourier estan dados por

1 2m —inz
an(f27r) = % 0 f27r( ) dx m\/%/f

—ZTZIL’ dI
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1 ~
—=f(n).
V2r fm)
Pero como f también estd compactamente soportada, existe N € N tal que a,(f2r) =0

para |n| > N. Es evidente entonces que la serie de Fourier de fy, converge absoluta-
mente. Como fo, es continua por serlo f, tenemos, por el Corolario (2.1),

N
for(®) = D ap(fox) €™

k=—N

para todo x € R. En particular, tenemos
N .
f@) = forlz) = > arlfor) €™ (2.21)
k=—N

para todo x € [0, 27|. Pero entonces se tiene

N .

0= > afor)e™
k=—N

para todo x € [r, 27], y como el término derecho es un polinomio trigonométrico, debe
tenerse a,(far) = 0 para [n| < N. Entonces, volviendo a (2.21), obtenemos que f(z) =0
para todo x € [0, 27|, y por lo tanto f(z) = 0 para todo = € R. O]

Tenemos otra forma un tanto mas refinada del anterior teorema que nos dice un
pOCO mas.

Teorema 2.9. Suponer f € L'(R) tal que f tiene soporte compacto. Luego, si f se
anula a.e. en algun intervalo, entonces f =0 a.e. en R.

Demostracion. Primero, como f tiene soporte compacto por hipotesis y ademés es
continua por ser f € L'(R), se tiene f € L'(R). Suponer supp f C [a,b]. Por el
Teorema 1.5, se tiene

1 n i€x _ 1 b4 i€x
f) = o= [F@ e e = o [Tl e e

para casi todo z. O sea, f coincide a.e. con una funcién continua (al tener f € L*(R),
su transformada de Fourier es continua). Como lo que queremos probar es un resultado
a.e., nada cambia si trabajamos con el representante continuo de f, que por conveniencia
también llamamos f. La igualdad anterior vale entonces para todo punto. Queremos
ahora derivar a f. Notemos que

fla+h)—flx) 1 b [eleth) it
L - \/%/af(g) [h]dg.

Analicemos el término entre corchetes. Digamos ¢¢(x) = €*”. Se tiene

. ) 1 1
eB@th) _ e — pe(z 4+ h) — pe(x) = L +th)ydt)h = (i€ e=HM qi)n
Pe Pe Pe
0 0
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y por lo tanto

|ei§(w+h)_€i£96| Lo )
< ([ ) = el < mi{lal, )

para h # 0, § € [a,b]. Pero entonces, llamando ¢5,(§) = F(&)(eth) — ¢itr) /] resultan
las v, acotadas por & — |f(§)| max{|al,|b|} que es integrable en [a,b]. Luego, por el
Teorema de convergencia dominada de Lebesgue resulta

/ Y f(l’—i-h)—f( _ 1 b~ . ix
f(@) = lim - m/ lim 1,(€) dg = m/a F(©) (i) ¢ de.

Aplicando el mismo argumento anterior, puede verse que

(n) n z{a:
() m / ) (i€)" e de (2.22)

para * € R, n € N. Suponer ahora que f se anula en un intervalo [c,d]. Tomando

xo = (¢ + d)/2, escribimos
L [0 5 =] g

desarrollando la expresion e*¢(*=%0) en su serie. Como la serie de la exponencial converge
uniformemente a su limite, el intervalo [a, b] tiene medida finita y f es acotada, podemos
pasar la integral dentro de la suma. obteniendo asi

z&x x0) i{xo df _

f(@) = m/

) = <= 3 [ G e | (o - o (2.23)

para todo € R. Como f se anulaba en [c,d], se tiene f(zy) = 0 para todo n > 0.
Combinando (2.22) y (2.23), concluimos que

flz) =0 VzeR
que es lo que queriamos probar. O

Observacion 2.11. Lo mismo que dice el teorema anterior puede decirse si cambiamos
los roles de fy f :si f € L'(R) posee soporte compacto y f se anula en algtin intervalo
(no hace falta aclarar el a.e. pues f es continua) entonces ]? = 0 en R. En efecto, si
supp f C [a,b], usamos los mismos argumentos de antes para pasar las derivadas con
respecto a & dentro de la integral:

F ) \/%/ (—iz)" e dx.

Expandimos a f en su serie, igual a lo que se hizo con f:

[ = (ia(¢ - fo))”] Joto g

n=0
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La integral pasa dentro de la suma usando nuevamente el Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue, usando que f es integrable y que si tenemos una familia de fun-
ciones continuas que converge uniformemente, entonces estan uniformemente acotadas
por una funcién continua a partir de cierto N:

R UV o 1L VR .
A6 = =3 S0 | [ ) oo a6 -

Luego, si f se anula alrededor de &, se tiene f™ (&) = 0 para todo n y por lo tanto
f(&) = 0 para todo €.

Observacion 2.12. La demostracion del Teorema 2.9 es virtualmente idéntica a una
version del Teorema de Paley-Wiener, que relaciona el decaimiento de f con la analitici-
dad de f, o viceversa: si f es integrable en R y su transformada posee soporte compacto,
entonces f es la restriccion de una funcion analitica en todo C. En efecto, bajo estas
hipo6tesis probamos que Rf vy S f pueden escribirse en series de potencias cuyos radios
de convergencia (que no dependen de x) son infinitos, y por lo tanto poniendo z € C
en vez de z, f se convierte en una funcién que es analitica en todo el plano complejo.
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3. Transformada de Fourier Discreta

3.1. Motivacion

Para este capitulo nos basamos enteramente en [3]. Para dar la motivacién para la
transformada discreta sera necesario cambiar momentaneamente la definicion de trans-
formada de Fourier. En vez de tomar

fie) = o= [ rm e a

diremos que la transformada es

For(f)(E) = /R F(t) e 2 gt

Mediante un simple cambio de variables vemos que la relacién entre esta nueva definicién
y la anterior esta dada por

For()(€) = V2r J(27€).

Es inmediato que valen todas las propiedades usuales que se han mencionado ante-
riormente. Vale aclarar que para esta definicion, el teorema de Shannon 1.7 cambia
ligeramente: ahora, si f es tal que supp For(f) C [, Q] entonces f queda totalmente
determinada si muestreamos a razén de 2€2 puntos por segundo, esto es, si conocemos
las evaluaciones

202
Antes de proseguir recordaremos nociones bésicas de Teoria de Distribuciones (ver
[8]), el lector familiarizado puede esquivar la siguiente observacion.

f(n) para n € Z.

Observacién 3.1. En el apartado 1.4 se mencionaron los teoremas clasicos respecto
de la Transformada de Fourier en L'(R) y L?(R). Alli definimos la transformada de
Fourier de una funcién de clase L' y extendimos la definicién por densidad a L*(R). En
L*(R) perdemos la expresién (1.2) pero se tiene que F (y también Fpr) es isometria
I flle2w) = [[fll 2@y (vesp. ||fllz2@) = || For(f)ll22(r))- Cabe mencionar que el llamado
“espacio natural” para la transformada de Fourier es el espacio de Schwartz S(R) de las
funciones C'*° que decaen més rapido que cualquier polinomio. Alli la transformada de
Fourier es un isomorfismo isométrico (donde la norma que es preservada es || - |[2(w))-
El espacio de distribuciones temperadas S’ en R se define como todos los funcionales
lineales y continuos del espacio de Schwartz S(R) en C (como referencia ver [8]). Entre
los elementos de este enorme espacio se destaca la delta de Dirac de un punto uy € R,
definida por

Oug(0) = p(uo) VY € S(R).
Esta distribucion puede ser interpretada como una medida que concentra la masa en el
punto ugy en este caso, es decir,

1 siug€e A VACR.

uo(A) = {O siug ¢ A -
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La transformada de Fourier es definida sobreAS’ a partir de tomar F de las “funciones
de prueba”, es decir, dada T' € §" definimos T" por

T(p) :=T(@) VypeSR).
o bien
For(T)(p) :i= T(Far(p)) Vo€ SR).

En particular, para la delta de Dirac obtenemos

— 1

() = Blun) = = [ pl) ™™ do Vi€ S(R)

o bien
Fan0)(0) = Farl@)(wo) = [ gpla) ™™ da Vg € S(R).

Dada una funcién f localmente integrable (es decir, que restringida a compactos es de
clase L') podemos definir la distribucién

fl9) = [ @) de Ve € SR). (3.1
Luego, podemos escribir
5/1: = L e~ tuor o bien For(0uy) = e~ miuo-, (3.2)

0 \ 2T

Reciprocamente, como la funcién 0", si bien no es integrable, es localmente integrable,
vista como una distribucién como en (3.1), podemos calcular su transformada de Fourier
y, usando la Férmula de Inversiéon, resulta

—

o) = [ 06 dt = VI o(6a) = VI 3 () (33)

o bien

For(€750) (@) = /Rf%r(w)(t)em&t dt = @(&) = 0e, ().

Y hasta aqui llega por el momento nuestro repaso de Teoria de Distribuciones.

Retomemos nuestro objetivo. Para definir la Transformada de Fourier Discreta
(TFD) pensemos que estamos trabajando con una funcién f esencialmente soportada en
tiempo en un intervalo [0, T] y esencialmente soportada en frecuencia en [0, M|, tenien-
do presente que esto s6lo puede ser aproximadamente verdad (ver Teorema 2.8). Como
las modulaciones en tiempo producen traslaciones en frecuencia, si supp Far(f) C [a, b],
no es tan relevante saber los valores de a y b, lo verdaderamente importante es conocer
b — a. Podemos pensar entonces que f es de ancho de banda M /2 y por ende la cono-
cemos completamente luego de muestrearla a una tasa de M. La cantidad de muestras
que tendremos seran M por unidad de tiempo, es decir, N = MT.
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to tl tg tN—l tN

] ]
T 1

} }
M M M

0 N—-1 T
Hacemos la suposicién que conocer a los puntos f(¢,) paran = 0,1,...,N — 1 es

conocer a f razonablemente bien. O sea, la discretizacion de f es el vector

(f(to), f(ta), s fF(tn1)) -

Si hacemos un poco de abuso de notacién, también podemos escribir

f discreta Z f 5tn

Si aplicamos la transformada de Fourier continua, queda

N-1
f277fdiscreta(<9> == Z f(t ‘F27T (Stn Z f 727rztns.
n=0

Andalogamente a la discretizacién que realizamos al comienzo, bajo nuestras suposiciones
podemos pensar que la transformada de Fourier de f tiene ancho de banda T/2. Por
lo tanto quedaria determinada por sus muestras distanciadas cada 1/T en su dominio
esencial [0, M]. Esto da un total de N = MT puntos de muestreo que coincide con la
cantidad anterior dada al discretizar la funcién en tiempo.

So S1 S9 SN-1 SN

} } } } {

0 1 2 N-1 M
T T T

En vez de evaluar a Fo, f en estos puntos, discretizamos a For fgiscreta ¥ N0S queda
el vector

n
(‘Fwadiscreta(SO)a fZWfdiscreta(Sl)a s 7f2wfdiscreta(3N—1)) ) donde Sn = T

Definimos entonces la TFD de f como
N_ .
= Y [f(t,) e 2 nem 0<m<N-1

Es natural suponer que F aproxima a Jo, f. En efecto, conocer a los valores For f(S,)
es conocer a Fa. [ razonablemente bien. Veamos ahora como se relacionan F(s,,) (la
discretizacién de la transformada de la discretizacion de f) y For f(sm) (la discretizacién
de la transformada continua de f). Tomar a At como el espacio entre las muestras en
tiempo, i.e., At = 1/M. Como f es limitada en tiempo a [0, T], podemos escribir

T ] N-1
f27rf<5m) = A f(t) e—2msmt dt =~ Z f(tn> 6—27F5mtn At
n=0
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1

1N71 _—
- tn —2mismin _ )
o 3 e L (s,

O sea, salvo un factor de M, la cantidad F'(s,,) nos da una aproximacion de For f(Sy,).
Vale aclarar un punto mds: de la definicién t,, = {7, s, = T se tiene

N-1

F(Sm) — Z f(tn) —2MiSmtn Z f 727rmm/ MT) Z f 727rz'nm/N

n=0

lo cual sugiere una independencia de las muestras s,,,t,, en el sentido que s6lo nos
interesaran los subindices m,n y la cantidad N de muestras.

3.2. Definicién y propiedades

Lo anteriormente mencionado es la motivacion final para la definicién: si tomamos
fin] = f(t,) (a la que nosotros nos referiremos por “senal”) y F[m] = F(s,,), tene-
mos una definicién de transformada discreta que toma como input un vector en CV y
devuelve otro vector en CV:

N-1
Fim] = Y fln]e ™™™/~ para0<m < N —1.

n=0

Definicién 3.1. Sea f = (f[0], f[1],...,f[N — 1]) vector en CV. Definimos su transfor-
mada discreta de Fourier por

N-1 .
Ffm] = fln]e N para0<m< N - 1. (3.4)

n=0

Conviene introducir un poco de notacién: dados x,y € CV podemos definir

xy = (x[0)y[0}, x[1]y[1], ..., x[N — 1]y[N —1])
X <X[O] , x|1] b x|V~ H) cuando los cocientes tengan sentido
y \ylol vyl yIN 1]
x? = (x[0]",x[1]?,...,x[N — 1]?) cuando cada potencia tiene sentido, se toma 0° = 1

Como la definicién de la TFD involucra una exponencial compleja, es util definir

w = 627”/N.
Cuando sea necesario, aclararemos
wy = 627”/N.
Notar que ahora w$ = 1,wk,w, ..., wN ! son las N-ésimas raices de la unidad. Ahora
definimos
2 N-1
w=(lLww,. . . w' ).
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Es atil definir también
1=(1,1,...,1) 0 = (0,0,...,0).

Con esto a mano, notar que ahora se tiene

N-1 ' N—1 N-1
= > flk] e N = Nt w T = 3 £k wF[m)
k=0 k=0 k=0
y de esta manera obtenemos una forma vectorial de la TDF, dada por
N—1
Ff= > flklw™ (3.5)
k=0
De lo anterior se obtiene inmediatamente que
[ Ff[0] ] 1 1 1 1 17T f[o] ]
F f[1] 1wt w2 o w WD f[1]
F f[2] — 1 w w™ L WY f[2]
| F [N —1]] |1 w VD 2N w_(N_l)z_ [V —1])

Por si ya no era obvio, lo anterior nos dice que F : C¥ — CV es un operador lineal, y
que la matriz de F en la base canénica de CV es la anterior. A menudo identificaremos
el operador F con la matriz anterior.

En el caso continuo, se tenfa Ff(—¢) = Ff(£) cuando f era una funcién a valores
reales. Obtenemos un resultado analogo para el caso discreto cuando N es par.

Proposicién 3.1. Suponer f vector en RY con N par. Luego el espectro de f se “parte”
en N/2, i.e., vale
N N
ze[5+i) - 21l -]
para 0 < j < & — 1. En particular, F £[N/2] es real.

Demostracion. Veamos lo altimo. Tenemos

FIE[N/2] = wa [N/2] = Zf[k; —kN/2 _ Zf ik

Para lo otro, escribimos
N N—-1 N N—-1 )
ff[2+j] = Y flkjw™ {ﬂ} = 3 flkw o V2 = Zf w ™ (=1)F

Ef]5 -] = 3 bt Bl 3  (

Como w’* = w™7* obtenemos lo deseado. O



Notar ahora que la definicion de la TDF

N-1
Ftm] = > flk]wm (3.6)
k=0
sugiere una propiedad de periodicidad. Como w™*m+N) = (y=km,=kN — ()=km g6 cum-
ple
N-1 N-1
ST fE w MmN = N R o™ = F fm).
k=0 k=0

Luego tiene perfecto sentido definir F f[m + N] como el lado izquierdo de la igualdad
anterior. M&s atn, haciendo la misma cuenta podemos definir F f[m +nN| para n € Z,
y se cumple

F flm +nN] = F f[m] (3.7)

para todo n € Z. Entonces, en vez de pensar que F f es un vector en CV, podemos
pensar que es una sucesion {F f[m|}cz de periodo N. De esta manera, la igualdad
(3.6) vale para todo m € Z.

De la misma manera podemos pensar en una sefial f en CV como una sucesién
{f[m]}mez periddica de periodo N, definiendo flp] = f[q] si y sélo si p = ¢ méd N.
El vector w se extiende de manera natural definiendo w[m] = w™. Dependiendo del
contexto, sera mas conveniente pensar en S f como un vector o como una sucesion
periodica, pero a efectos practicos seran lo mismo. Notar que con esta periodizacion,
ahora tenemos la igualdad entre sucesiones

N-1
Ff =Y fklw™
k=0

Probamos ahora un analogo al caso continuo: cuando una funciéon es periddica,
vale calcular sus coeficientes de Fourier sobre cualquier intervalo cuya longitud sea el
periodo. En el caso discreto, “la TFD puede ser definida sobre cualquier conjunto de N
indices consecutivos”.

Proposicion 3.2. Dada una senal f de periodo N, y p € Z, vale

p+N-1

Ff= Y fklw"

Demostracion. Sea nN el tinico multiplo de N tal que p < nN < p+ N — 1. Luego

p+N—-1 nN-1 p+N—1
Yo fklw ™ = > Rl + D fRlw T = (%)
k=p k=p k=nN
Ahora escribimos las sumas anteriores como
nN—-1 nN-1 N-—1
S flklw™ = > flk—(n—1)Njw F0DN = N f[g]wh
k=p k=p k=p—(n—1)N
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p+N-1 p+N-1 p—(n—1)N—-1
o fHlw™ = Y fk-aNw N = Y fHle

k=nN k=nN k=0

Se sigue que

3.3. Inversion de la TFD

Podemos definir un andlogo a la delta de Dirac para el caso discreto sin mucho
problema.

Definicién 3.2. Como vector en CV, definimos, para 0 < k < N — 1,

1 sik=m

Oulm} = {o sik #m

Como sucesion periddica, se define

1 sik=m méd N

5 —
clm! {0 sik#Zm méd N

Notar que, tanto en el sentido de vectores como de sucesiones, se cumple
Fop =Y &njw™ =wh (3.8)
Los d;, pueden ser vistos como base de C y también como base del espacio de las

sucesiones N-periddicas.

Definicién 3.3. Dados vectores o sucesiones N-periddicas x,y, definimos el producto
interno

Xy = kz_x[k]y[k]

De vuelta, el producto interno puede ser definido sobre cualquier conjunto de N — 1
indices consecutivos y el resultado no cambia. Asociado a este producto interno tenemos,

por supuesto, la norma
Ix|| = vx-x.

Proposicién 3.3. Se cumple

g 0 sik#1 mod N
N sik=1 méd N
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Demostracién. Primero, recordar que w*" = 1 para cualquier entero k. Segundo,

1—2N
I+z4+22 442N =0 1-2
N siz=1

siz#1

Si k# 0 méd N entonces w® # 1. Si k =0 méd N entonces w* = 1 para cualquier
entero ¢ y por lo tanto

0 sik#Z0 mod N

1 k 2k (N—l)k:
twh W Tt N sik=0 méd N

Se sigue que

whwt = __0 whn] win] = Z—:Owk[n] wn] = Z_:Owk_é[n]

B u}(,C_Z),n:{() sik—¢#£0 médN_{O sikZ( moéd N

= N sik—¢=0 méd N |N sik=( méd N

que es lo que queriamos ver. O

Al ser los w” ortogonales, tenemos que {1,w,w?, ..., w" "'} es una base de CV, y
también base del espacio de las sucesiones N-periddicas. Ademas, ahora sabemos coémo
actua F en esta base:

0 sik#f méd N

N—-1
.F k@ = k 7n€: k' ZZ
F w"[(] ;)w[“w W W N  sik=/¢ méd N

O sea, esto nos dice que

Fwk = N§,.

Similar al caso continuo, dada una senal periddica f, podemos definir su senal revertida
por
f=[m] = f[-m].

En forma vectorial, la senal revertida de f estd dada por
f= = (f[N],f[N —1],...,f[1]).

Lema 3.1. Revertir una senal produce lo siguiente:

(a) (f+ag)” =f +ag .

(b) 0, = 0.

(¢c) Para k entero se cumple (W)™ = w=F.

(d) Se cumple £~ = SN f[k] 6_p.
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Demostracion. (a) Es trivial.

(b) Se tiene

d0,m|] = 6x]-m| =1 <<= k=-m méd N < —k=m mbéd N

de donde sale lo deseado.
(c) (W) [m] = W'[-m] = ™" = w

(d) Aplicar las partes (a) y (b) a f = Sp ' f[k] ;.

Estamos ahora listos para el teorema de inversion.

Teorema 3.1. La TFD satisface F £~ = (F £)~. Ademds, si definimos

1
—1 _ —

entonces F~1 es la inversa de F

Demostracion. Para ver lo primero, recordar que por la proposicién (3.2) y el lema (3.1)

podemos escribir

0 0 N—-1
Ff = Y fklwr= > fl-kw*=> fko*
k=—(N-1) k=—(N-1) k=0
. _

Para lo segundo, primero notar que

FFf = ]—"(JZZ__:If[k] w_k> = ]:z__:lf[k]fw‘k — S f[k] N6, = Nf~.

Luego se tiene

1 1
-1 = — T = — )T =
Ft = S(EEf) = L(NE)” = f
1
N

FF'f = f( (}"f)) — ]1]]-“}“f ) = f

y por lo tanto F ! es efectivamente la inversa de la TDF.

O

Es interesante ver algunas propiedades mas de la TDF, principalmente para remar-
car lo bien que se transportan las propiedades del caso continuo al caso discreto. Las
definiciones siguientes justifican de alguna manera la necesidad de pensar en los vectores

de CV como sucesiones N-periddicas.
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Definicién 3.4.
(a) Dada una senal f definimos su traslacién en n por
Tof[m] = f[m —n].
(b) Diremos que la modulacion por n de una senal f es la senal

W' = (1L,w", W™ W™ (E[0], £[1), .. F[N = 1))
= (F[0],w" £[1],...,w V"D [N —1]).

Proposicion 3.4. Similar al caso continuo, para una senal f se cumple
(a) F(w"f) = 7,(Ef).
(b) F(rf) = w™(Ef).

Demostracion. (a) Calculamos

=

-1

N—-1
Flw")im] = 3w k] = 3 fokomn

-
[e=]

1
k] "

2
k,.l
=
I
3
/
M7
)
o
€
+
N——
Il
M7

k=0

o (FB)m] = < kil W—k) ] = 3 £k] rw " m)]

k=0

y por lo tanto se tiene F(w"f) = 7,(F f).

(b) Primero, es trivial chequear que 7,0, = 1. Luego

F(ruf) = F, (fo[k] 5k> = f(Jfo[k] Tn5k> = F(Z £[] 5k+n>
= Zzolf[k FOpin = Z f[k] w =+

w'Ef) = w" (kz;; f[k] w ) Z £[] wE+m)

pues el producto puntual distribuye sobre la suma. Luego se obtiene lo deseado.
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Ya definimos el producto puntual entre dos vectores x,y. La definicion es la misma
para sucesiones N-periddicas x,y. Definimos ahora otro producto, el de convolucion.

Definicién 3.5. Dadas senales f, g definimos su convolucion por

(f xg)[m Zf

Proposicion 3.5. El producto de convolucion es conmutativo.

Demostracion. Primero, notar que (fxg)[m| consiste en sumar las entradas 0,1,..., N—
1 de la sucesion f 7,,g~. Como dicha sucesion es N-periddica, el resultado es indepen-
diente del conjunto de N indices consecutivos sobre el cual sumemos. Luego podemos
escribir

(t=g)im] = 3 flklgln K = 3 glm — K fhn — o~ b)
_ _i gl flm — K] = 3 glk] tlm — K = (g + D).

O

Es interesante ver como se comporta F con respecto a los tres productos que ahora
conocemos: el escalar, el puntual y el de convolucion.

Teorema 3.2. Sean f,g senales N-periodicas. Luego se cumple

(a) Identidad de Plancherel/Parseval: Ff-Fg= N(f-g).
1

(b) Efg) = (LfxLg)

(c) E(fxg) = EFf Fg.

Demostracion. (a) Escribimos

Fffg:(

\/
/_\

==Zf N(f-g).

(b) Primero notemos que para k, ¢ enteros se tiene

5.8, — oy sik=¢ méd N
ETlo sik#0 méd N

Luego tenemos

Fifg) = F (JVz_lfwc} 5 N;_lgm &) _F (JVZ Stk gl m)



- f<§ f[k}g[k}ak> = > f[k]glk] Eér = > f[k] glk]w™.

Por lo tanto, se tiene

FEgl] = 3t gl m = 3 fHglo™. (39
Por otro lado, tenemos - B
(Ft+Fg)lm] = Z::;f[k];g[m_k]
= 2 (G ) (Gasee)
S

donde la tltima igualdad vale por la ortogonalidad de los w® y por (3.9).

(c) Escribimos

(FtEg)m] = (F tm])(E glm]) = (JVZ i~ (Egm o)

=0

N—-1N-1

= £[k] g[f] w™ O™
k=0 ¢=0
N-1 N—-1N-1

E(Exg)m] = Y (Exg)klw™ = > > f[(glk—Juw™"

k=0 k=0 ¢=0
N—-1 N-1 N-1 N-1

=S )Y glk—Quw™ = Y fllo™ Y glk—uw ¢
=0 k=0 =0 k=0
N-1 —(+N-1 N-1 N—-1

= £l w™™ Z glk] w™m = Z [0 w™™ Z glk] w™rm
(=0 k=—{ (=0 k=0
N-1

N-1
= > > flglk]w "
(=0 k=0

pues la sucesion gw ™™ es N-periddica y no importa cudl sea el conjunto de N indices
consecutivos sobre el cual sumamos. Se tiene entonces (F fF g)[m|] = F(f*g)[m)].
m

Corolario 3.1. Del punto (a) del anterior Teorema, sale que F es un maltiplo de una
isometria: si definimos la norma (ya sea para vectores en CV o senales N -periddicas)

por
£l = vE-f
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entonces

IE£] = VN |E].

3.4. Cuestiones algoritmicas

Daremos ahora una idea de como podemos explotar algunas propiedades de simetria
para reducir el costo computacional de calcular la TDF. Notemos que si calculamos la
TDF en forma “cruda”, tenemos una multiplicacion matriz-vector, algo del orden de
O(N?). Factorizando la matriz F de manera inteligente podemos reducir la cantidad
de operaciones sustancialmente.

Antes, un poco de notacién. Recordar que tomabamos wy = e*™/N. Diremos que

2miq

wlp,ql = wl =er .

q
p

Veamos algunas igualdades interesantes. Suponemos a partir de ahora que N es par.

wW[N,—2nm] = e~ ¥ =e¢ R = w[N/2, —nm)] (3.10)
w[N,—(2n + 1)m] = w[N,—m]|w[N, —2nm| = w[N, —m]w[N/2, —nm] (3.11)
Escribimos ahora la TFD de f partiendo la suma entre los indice pares y los impares.

El subindice N indica que se toma la TFD de un vector en CV. Aplicando (3.10) y (3.11),
se tiene

Fo flm] = z_:of[n]w[]\f, —nm)]

N/2-1 N/2-1

= Z:O f2n| W[N, —(2n)m] + ;) f2n + 1] w[N, —(2n + 1)m]
N/2-1 N/2-1

= ZO f[2n] W[N/2, —nm| + 2_:0 f12n + 1] w[N, —m] w[N/2, —nm]
N/2-1 N/2-1

= ;) f[2n] w[N/2, —mnm] + w[N, —m)| Z‘; f[2n + 1) w[N/2, —nm] .

I II

Notar que ahora I y Il son casi las m-ésimas componentes de las TFD de los vectores
four = (f0],f[2],... f[N —2]) finpar = (F[1],£[3], ..., £[N —1])

Decimos “casi” pues m va entre 0 y N —1, si queremos hacer aparecer . v/, debemos
hacer algo mas:

» 510 <m < N/2—1, entonces verdaderamente podemos escribir
FEnfim] = Fnjo fparlm] + [N, —=m] F /s fimpar[m].

» En vez de considerar los indices que van entre N/2 y N — 1, podemos hacer que
m vaya entre 0 y N/2 — 1 y escribir estos indices en la forma m + N/2. Nos
preguntamos ahora qué expresién tiene Fy fim + N/2J.
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Notemos que
wW[N/2,—(m + N/2)n] = w[N/2,—nm|w[N/2,—n(N/2)] = w[N/2,—nm]| (3.12)

pues w[N/2, —n(N/2)] = 1. Nada cambia entonces en I. Como II aparece acompanado
por el factor w[N, —m], y este queda como
w[N, (—m + N/2)] = w[N,—m]w[N,—N/2] = —w[N, —m)| (3.13)

—2mi(N/2)

pues w[N,—N/2] = e~ ~  =e ™ = —1. Luego, juntando (3.12) y (3.13), podemos
escribir, para 0 < m < N/2 — 1,

N f[m + N/2] = £N/2 fpar[m] - W[Nv _m] £N/2 fimpar[m]'
Resumiendo, tenemos

Fof = £N f[() : N/2 - 1] — £N/2 fpar + QN/2 £N/2 fimpar
=N FyE[N/2: N —1] Fns2 fpar — /2 Fnyo fimpar

_ | Ene e Enp || B | (dp OQnpp | [ Enp 0 by (3.14)
Fnpp =2 Enpo Idnyy —Snjo 0 Fnp '

fimpar
donde

= Fyje es la TFD de orden N/2, esto es, la matriz con entradas Fy, [i,7] =
W[N/2, —ij].

» Idy/, es la matriz identidad de tamano N/2.
= (Qy/2 es una matriz diagonal con entradas Qy/o[t, 1] = w[N, —i].

= P es la matriz de permutacion que hace el “sorting” de indices pares e impares,
esto es,

1 si [i, 7] = [m, 2m] para algin 0 < m < N/2 —1
Pli,j] = ¢1 si [¢,j] = [m+ N/2,2m + 1] para algin 0 <m < N/2 —1

0 en caso contrario.

Recordemos que si no hacemos nada y calculamos la DFT directamente, deberemos
efectuar algo del orden de O(N?) operaciones. Con la factorizacién (3.14) que acabamos
de hacer (llamada la transformada rdpida de Fourier), podremos bajar ese costo a
O(N log,(NN)) operaciones, teorema que probamos a continuacion.

Teorema 3.3. Suponer que N es una potencia de 2. Luego, el costo de calcular la TDF
utilizando el algoritmo anterior es de O(N logy(N)) operaciones.

Demostracion. Sea C'(N) el ntimero de operaciones (multiplicaciones y sumas) que se
necesitan para calcular la TDF de orden N via la transformada réapida. Notar que para
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calcular Fnf[0 : N/2 — 1] se necesitan C'(IN/2) operaciones mas N/2 sumas mas N/2
productos, es decir
C(N/2)+ N/2+ N/2 = C(N/2)+ N

operaciones. La misma cantidad de operaciones se necesitan para calcular Fyf[N/2 :
N —1]. O sea, para calcular Fy a partir de las Fy/, se necesitan

C(N) = 20(N/2) + 2N (3.15)

operaciones. Sea ahora n = log,(NV), v sea

Luego se tiene C(2%) = 2*T (k). Notar que n — 1 = log,(N/2) y por lo tanto

C(N/2) _, C(N/2)

=== =275

NT(n —1) = 20(N/2).

Sustituyendo esto en la férmula de recursién (3.15) se tiene
NT(n) = NT(n—1)+2N

y entonces
Tn) =T(n—-1)+2.

Repitiendo la igualdad anterior, se obtiene
T(n) = T(0)+2n

pero como T'(0) = C'(1) = 0 (pues ninguna operacioén se necesita para calcular la DTF
de orden 1) y por lo tanto sale que

T(n) = 2n.

Concluimos que
C(N) = NT(n) = 2Nn = 2N log,(N)

y esto es lo que queriamos probar. O]

Observacion 3.2. Notar que no estamos contando el costo computacional del “sorting”
de los indices pares e impares, que deberia tenerse en cuenta. Puede verse que esto es
del orden O(N log,(N)), pero no veremos la demostracién aqui. Ademds, vale aclarar
que contamos el producto de dos niimeros complejos zw como una operacion, asi como
también contamos su suma z 4+ w como una sola operaciéon. Como nos importa sélo el
orden de la cantidad de operaciones, esto no supone ningiin problema.
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3.5. Cierre: Serie de Fourier a partir de la TFD

Al principio, dimos una motivacién para definir una forma discreta de la transfor-
mada de Fourier a partir de lo que conocemos de la transformada continua, y dimos un
argumento un tanto informal de cémo la DFT se aproxima a la transformada continua
si muestreamos a la funcién a un paso suficientemente fino. Esta es s6lo una de las
tantas manifestaciones de la ley general “lo continuo se consigue a través de un proceso
limitante de lo discreto”. Haremos ahora una suerte de camino inverso, la transicion de
DFT a la serie de Fourier de una funcién periédica. Al contrario de la motivacion, ha-
remos las cosas de una manera més rigurosa, inspirados por [10, Capitulo 7, Ejercicios
1, 2 y 3]. Hay dos formas de “tomar limite” y pasar a la serie.

1. Salvo un factor de escala, la n-ésima componente de la TDF de la discretizacién
de una funciéon f periddica tiende al n-ésimo coeficiente de Fourier de f cuando
la tasa de muestreo tiende a infinito.

2. Con ciertas condiciones de suavidad sobre f, podemos deducir que coincide con
su serie de Fourier en todo punto a partir de lo que ya conocemos de la TDF.

Veamos primero el punto 1. Suponer que f : R — C es una funciéon continua 1-
periddica. Sean

a(n) = /01 f(x) e 2™ dy

sus coeficientes de Fourier. Para cada N € N, sea fy su discretizacion N-periddica, esto

i < 1 ()

Luego, si definimos los coeficientes discretos de Fourier de f por

an(n) = 5 En tul

entonces vale que
ay(n) = a(n) cuando N — oc.

Para ver esto, simplemente notar que

an(n) = - Y fwlk] 75 = ;]Vz:: ( ) e

es una suma de Riemann para la funcién o + f(x)e 27"/ que es integrable en [0, 1].

La particién es P = {0,1/N,..., (N — 1)/N} y la eleccién de puntos corresponde al
extremo izquierdo de cada subintervalo. Como la norma de esta particién es | P|| = 1/N,
que tiende a cero cuando N — oo, obtenemos lo deseado.

Ahora, concentremos nuestra atencién en el punto 2, que es el que requerird méas
trabajo. Necesitamos antes un lema auxiliar:
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Lema 3.2. (a) Suponer g : R — R funcién clase C*. Suponer a € R y sea h > 0.
Luego eziste £ € (a — h,a+ h) tal que

gla+h)—2g(a) + gla—h) = B*g"(¢).

(b) Suponer f : R — C clase C*. Si f’ es acotada entonces [ es Lipschitz, esto es,
eviste a > 0 tal que

F@) = f@) < ale—y| para todos v,y € R.

(c) Suponer f: R — C clase C*. Si f" es acotada entonces existe una constante 3 > 0
tal que

\f(a+h)+ f(a—h) —2f(a)] < Bh® para todo a € R, h > 0.

Demostracion. (a) Considerar la funcién ¢ dada por

A1) = ola 1)+ gla—1) 2900 ~ (1) (gta-+ )+ gla— 1)~ 29(a).

Notemos que
P'(t) = g'(a+t)—g(a—t)— 5(gla+h)+gla—h) —2g(a))

P'(t) = g"(a+1) +g"(a—1t) = 75 (9(a+h) + g(a — h) —29(a))

Es trivial chequear que ¢(—h) = ¢(0) = ¢(h) = 0, por el Teorema de Rolle sale que
¢ tiene ceros en (—h,0) y en (0,h). Luego ¢” tiene al menos un cero en (—h,h),
i.e., existe ¢ € (—h, h) tal que

a9 tgato)

2
Pero por hipétesis ¢” es continua, y la cantidad (¢”(a — ¢) + ¢"(a + ¢))/2 estd
entre ¢"(a — ¢) y ¢"(a + ¢). Luego, por el Teorema del valor intermedio existe
E€la—c,a+c] € (a—h,a+ h) tal que

gla+h) +gla—h) —2g(a)

(a—c)+g"(atc)

gla+h)+gla—h) —29(a) = 2L

(b) Escribimos f = u + v, donde u y v son funciones clase C! a valores reales. Como
f" es acotada, v’ y v’ lo son. Aplicamos el Teorema del valor medio a u y v:

lu(z) —u(y)] = W)z =yl |o(@)—v@)] = [v(&)] ]|z -yl
Si o, g son las cotas de v’ y v respectivamente, tomar a = \/a? + o2 y resulta
£(@) = FW)| = lu(@) —uly)2 + [o(z) — v(y)]?
= V()P [x =y + ()P lz — yP?

< Waitagle—yl = alr—yl
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(c) Nuevamente, escribimos f = u+iv. Como f” es acotada, u”, v lo son. Sean 3y, 52

las cotas de u” y v” respectivamente, y tomemos 3 = /7 + 35. El argumento es
similar al anterior, aplicamos la parte (a) del Lema a las funciones u, v.
]

Con esto a mano, probamos la siguiente proposicion:

Proposicién 3.6. Sea f: R — C funcion 1-periédica. Con la misma notacion que en
el punto 1, vale que

(a) Si f es clase C*, entonces para |n| < N/2 se cumple

lan(n)] < —

para una constante Cy que no depende de n ni de N.

(b) Si [ es clase C?, entonces para |n| < N/2 se cumple
Cy

’aN( )’ = ‘TLP

para una constante Cy que no depende de n ni de N.

Demostracion. (a) Recordemos la notacién w'[n] = e2™"/N Escribimos

aN(n)(l—we[”]) = N(]:NfN - W' Fn tn)n] =
1

1
:Nf (fN—Tng Z —ka+f]) []

1
N(fN fy = Ex(r-ddw)[n

RO

Aqui usamos la Proposicién 3.4. Por hipétesis, f’ es continua en R y por lo tanto
continua en [0, 1] y por lo tanto acotada en este intervalo. Pero f es 1-periddica, de
donde sale que f’ también lo es, y esto nos permite afirmar que [’ estd acotada en
R. Aplicamos la parte (b) del Lema 3.2 a f. Sea o una constante de Lipschitz para

f. Luego
1 = k k+¢ 4]
1-w'n)] < — ) =fl—]| < a—. 3.16
vt -l < 5 3 If () =1 () <0l @)
Suponer que |n| < N/2. Tomar ¢ un entero tal que ‘E — 251 < 1. Luego se cumple
- ‘_|"|§4yporlotant07<£"§ dedonde§<w<3i O sea, el
nimero w’[n] estd en la mitad izquierda de la circunferencia unitaria, y por ende
[1—win]] > 1



Por otro lado, como ‘é - %‘ < % se cumple '% — i’ <L <L Luego

2n 2N 4|n|
4 _ ‘ 11 31
il 5L 3.17
N = N ol = dn] T2 T A (3:17)

Con los comentarios anteriores, (3.16) queda

1
o)) < vl -] < o < B0 L

Tomando C; = 3«/4 resulta lo que querfamos probar.
Usando la cuenta hecha al principio del inciso anterior, escribimos

an(n)(2 - w'ln] —w™'[n]) = )+ an(n)(1 — w™[n])

G
U)o
SLUDRICURIC I

Aplicamos ahora la parte (c) del Lema 3.2 a la funcién f, sea 8 la constante que
necesitamos. Luego

2 \

Jax(m)] (2~ w'n] —w™[n])| < fVNE <2f< ) f<k;€>‘f<kfv_g>>‘
<5 (Zf[ (3.18)

Suponer nuevamente |[n| < N/2. Ahora, eligiendo ¢ como en el inciso anterior y
recordando lo hecho en (3.17), escribimos

e\ 91
i S
N/ = 16 |n|?
Por otro lado, (w'[n] + w™“[n]) = 2cos(2m¢n/N) < 0 pues ya sabiamos que I <
2mln < 37“ Luego vale que
12 — win] +wn]| > 2.

Con estos comentarios, (3.18) queda

B (0N 93 1
lan(n)] < 5 <N> < 32 o

Luego, eligiendo Cy = 95/32 obtenemos lo que queremos.
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Llegamos ahora al resultado que mencionamos al inicio: con todas estas herramien-
tas, podemos deducir un caso especial de la formula de inversion para series de Fourier.

Teorema 3.4. Suponer f : R — C funcién 1-periédica, clase C%. Luego

f@) = Y aln) i

nez
para todo x € R.
Demostracion. Tomar N natural impar. Definimos, para n € Z,

ay(n) si |n| < N/2

0 en caso contrario.

Axto) = {
Veamos primero que el Teorema vale para x = 0. Primero, por el Teorema 3.1, vale que

F0) = £3[0] = EExtul0] = Ex (3 Ew i) 0
1

= ~ L Enlk] = > an(k) = > An(k).
|k|<N/2 |k|<N/2 keZ
Notar que
C
Slav) < Y 2
keZ keZl |

donde Cy es la constante que nos da la parte (b) de la Proposicion (3.6). O sea,
{AN} N impar €s una familia de funciones integrables cuyas integrales estan dominadas
por el miembro derecho de la desigualdad anterior. Ademaés, para k fijo vale que

lim An(k) = lim an(k) = a(n)

N impar, N—oo N impar, N—o0

por lo dicho sobre el punto 1 al comienzo de esta subseccion. Luego, por el Teorema de
convergencia dominada de Lebesgue aplicado a la medida discreta, vale que

f0) = dim o ST Ax(k) = Y dim o Aw(k) = 3 a(k)

N impar, N—oo ez ez impar, N—o00
y por lo tanto el teorema vale para x = 0. O

Consideramos ahora un punto arbitrario ¢y € R. Primero, notemos que 7", f es una
funcién 1-periédica, clase C2. Sus coeficientes de Fourier estdn dados por

1 . , 1 .
ak(T—tof> = / f(.%‘ _|_t0) e—27rm:k dr = €2mtok/ f(l’) 6—2mxk dr
0 0
— 627rit0k CL(I{Z)
Aplicamos el caso z = 0 a la funcién 7", f y obtenemos

fto) = (T4, [)(0) = Zak(T—tof> — Za(k) p2mitok

keZ kEZ

que es lo que queriamos.
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Para cerrar este capitulo mostraremos la implementacion computacional de lo tra-
bajado hasta el momento usando el comando “fft” de Matlab u Octave. Supondremos

que f esta soportada en [—%, %] y B seré el espectro que se va a observar (en la no-
tacion anterior B = 4 y observaremos frecuencias en [~ 2]). Fijados T y B queda

determinado el nimero de muestras en tiempo y en frecuencia N = 2BT, aunque fija-
dos dos de los tres parametros T, B y N, el tercero queda completamente determinado
(por lo que en realidad uno podria elegir N y (T é B) pero no serd nuestro caso). Lo
mas trabajoso es interpretar la informacion que devuelve el programa y saber como
introducir las érdenes para que los resultados sean los deseados. Puede ser 1til recordar

~

que si f es real entonces f(—y) = (f(y)), y también tener presentes las demds simetrias
dadas en este capitulo.

Para facilitar nuestro trabajo también usamos los comandos “linspace”, “abs”, “fliplr”
de Matlab u Octave, pero no usamos “ifft”.

Pasemos a dar un esquema de lo que hemos programado. En todos los ejemplos que
mostraremos a continuacion T =1y B = 1000.
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INICIALIZACION DE LA SENAL

T A elegir por el usuario.
B A elegir por el usuario.
N = 2BT Numero de muestras.
dom = linspace(—g, TQ_B)l — g, N) Dominio de f.
f Introducir la funcién.
plotear(dom, f) Graficar funcién original.

ANALISIS EN EL DOMINIO FRECUENCIAL

TFC = ftt(f)/(2B) Aproximacion de la
TFC = [TFC(N/2+1:N) TFC(1: N/2)] transformada de Fourier continua.
1

dom™ = linspace(0,2B — T ) Dominio de la

dom™ = li (B+1 1N) imacién de 1
om~ = linspace T T g aproximacion de la

dominio de TFC = [dom~ dom™(1: N/2)] transformada de Fourier continua.

plotear(dominio de TFC, abs(TFC)) Graficar el valor absoluto

de la aproximaciéon de f.

RECONSTRUCCION

reconstr = fit(fft(f))/N
reconstr(2 : N) = fliplr(reconstr(2 : N))  Vector de reconstruccion de f.

plotear(dom, reconstr) Graficar la reconstruccion.
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funcion original
T

T ™ T

[ )
|
J .\
{:l i i i i i II\ i i i i
0.5 0.4 -0.3 -0.2 -0.1 1] 01 0.2 03 04 0.5
funcion en frecuencia
ﬁﬁq T T T T T T T T T
I
ooz} [l i
III |
G 1 1 1 1 1 II 1 1 1 1
1000 B0 600 400 200 0 200 400 600 B0 1000
reconstruccion
1 T T T T llll T T T T
|
/\
05 I| II T
1
II
{:I i i i i / i II\ i i i i
0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 1] 0.1 0.2 0.3 04 0.5
f(z) = exp(—274002?) (funcién Gaussiana)
funcion original
1 T T T T T T T T
G - -
_1 i i i i i i i i
0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 1] 0.1 0.2 0.3 04 0.5
funcion en frecuencia
{:Iﬁ'q T T T T T T T T T
l’l
0.02 | || A
I
G 1 1 1 1 1 JI 1 I'. 1 1 1
1000 -B0D 600 400 =200 li] 200 400 600 B0 1000
reconstruccion
1 T T T T T T T T
G -
_1 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.5 -0.4 -0.3 0.2 0.1 0 01 0.2 0.3

0.4 0.5

f(z) = exp(2mi200x) exp(—2740022) (funcién Gaussiana modulada). Evidenciamos la trasla-
cién en frecuencia debida a la modulacion.



funcion original ncio
T T T T T T

i

05

T

funcion en frecuencia

I

f(z) = cos(2mx) f(x) = cos(2m20x). Recordar cos(t) = %

funcion original
T T T

(i dddabt A L
T

funcion en frecuencia

0
<1000 -800 600 <400 =200 0 200 400 600 BOOD 1000

0.6

04r

02r

reconstruccion
T LI T

2

T

f(z) = cos(2m600x) + cos(2max) 4 cos(2w50x). Vemos la linealidad de la transformada
y la buena localizacion en frecuencia de la funcién coseno. Invitamos al lector a deducir
el valor de a a partir del grafico de frecuencias.
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funcion original
T

_2 i i i i i i i i i
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5

funcion en frecuencia

o4r b

n.z—l | QJLE'JLEQ | I—

250 200 <150 100 -5 100 150 200 250

reconstruccion
4 T T T T

_2 i i i i i i i i i
-0.5 <04 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

f(z) = cos(2m200x) + cos(27r20x)x[0,%}(x) + cos(2w100x) + cos(2w50x). Vemos la pre-
sencia de la silueta de una funcién sinc alrededor de las frecuencias +20 debido a que
hemos cortado a cos(2720x) por una funcién caracteristica.
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4. STFT y transformada de wavelet

En esta seccién nos basaremos en [5] y [1]. Una de las desventajas de la transformada
de Fourier continua es que no esta bien localizada en el tiempo; dada una funcién f,
la cantidad f (&) nos dice cudnto de la frecuencia ¢ la funcion f posee, pero no nos
podra decir en qué tiempo dicha frecuencia esta localizada. Una forma de lidiar con
este problema es “cortar” f multiplicindola por una caracteristica o alguna funcion
“campana’” con soporte concentrado alrededor de un ¢y, y aplicar Fourier a esta nueva
funcién. Con suerte esto nos dird qué frecuencias prevalecen en f cerca del instante ;.

Proyectaremos a la funcién f sobre las direcciones de una familia de dtomos tiempo-
frecuencia, esto es, una familia {¢, },er de funciones de cuadrado integrable y de norma
1, v podria ser un multi-indice. En los ejemplos que consideraremos tendremos I' C R2.

La transformada correspondiente de f sera

TI0) = [FOP0)dt = (f.00).

Como la transformada de Fourier es una isometria, se tiene

Tf() = [ f07, 0 dt = [ F©)F,(©de

La informacién que nos da (f, ¢.,) es representada en el plano tiempo frecuencia (¢, w)
por una region cuya ubicacién y drea depende de la dispersion tiempo-frecuencia de ¢.,.
Como

lerllfam = [lon@Fdt = 1.

|0, (-)]? puede interpretarse como una funcién de densidad de probabilidad con valor
esperado

uy = Ei(7) = [ 2lp,(@) da. (4.1)
La varianza esta dada por

o) = [(@ = E)? ey @) da (42

|8 (+)]* también puede ser pensada como una densidad de probabilidad, centrada en

w, = B0) = [ €12, dg (43)

y la dispersion alrededor de &, esta dada por
02() = [(€= B |2 de. (44)
Es esperable pensar que las proyecciones (f,¢,) = <f, @) dependeran de como se

distribuyan |, |” v |@,|* alrededor de sus valores centrales respectivos Ey(v) v E (7).
De hecho, la resolucion tiempo-frecuencia de ¢, esta representada en el plano tiempo-
frecuencia (¢, &) por una caja de Heisenberg centrada en (u,,w,), cuyo ancho en tiempo
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es 0¢(y) y su ancho en frecuencia es o,,(y) (ver Figura 10). El principio de incertidumbre
de Heisenberg (ver Teorema 2.7) nos da una cota inferior del area de estas cajas, siempre
y cuando los dtomos ¢, sean suficientemente buenos:

1
00y 2 5 (4.5)

Si para (t,&) € R? existe un tnico dtomo ., tal que (u,,&,) = (t,w) entonces podemos
medir la “energia” de f en un entorno de (¢,w) mediante la férmula

Prf(,6) = Prflu,) = [l = |[ @7 @d] . @)

P
frecuencia

tiempo |

U,

Figura 10: Heisenberg box.

4.1. Transformada de Fourier de tiempo corto

Veremos una familia de atomos con una propiedad interesante: todas sus cajas de
Heisenberg poseen el mismo ancho y la misma altura.

Definicién 4.1. Sea g € L*(R), g real, simétrica (i.e., g(t) = g(—t)) con ||g||r2®) = 1,
a la cual nos referiremos por funcion ventana. La trasladamos en u y la modulamos por
&, definiendo

Gue(t) = e®lg(t —u).
La transformada de Fourier de tiempo corto de f en el instante t y en la frecuencia &
es

SF(u,€) = ([, gue) = /R F(0)g(t — w)e .
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Por simplicidad nos referiremos a esta transformada por STFT por sus siglas en inglés
short time Fourier transform.

Una cuenta trivial muestra que, como g es par, se tiene g real y par, y por lo tanto

Ey(u,§) = u Eo(u,§) = ¢

ot (u,§) = 07(0,0) = o7 o5 (u,€) = 04(0,0) = o
La expresion para la medida de energia de f para esta transformada es directa: para
cada (u,&) en el plano tiempo frecuencia, el a&tomo centrado en (u,&) es simplemente

Gue. Ver Figura 11.
En este caso (4.6) lleva el nombre de espectrograma y sus valores estdn dados por

P f(B0,) Fulw.8)) = Psf(,€) = 1S/.&) = | [ 70 gt~y e - (0.7

tiempo

Figura 11: Esquema de las cajas de Heisenberg asociadas a la STFT.

Cuando los indices (u, £) varian a través de R?, las cajas de Heisenberg de los 4tomos
gue cubren todo el plano tiempo-frecuencia. Es esperable entonces poder recuperar
a [ a partir de sus transformada Sf(u,). El siguiente teorema da una férmula de
reconstruccion débil y prueba que la energia (i.e., la norma) es conservada. Sélo con
hipétesis mas fuertes tendremos que vale una reconstruccion verdadera.

Teorema 4.1. Supongamos que f € L'(R) N L?(R). Luego, se cumple

Lirerd = [ [1S£u de du. (43)

Ademds, f, se recupera de una forma débil a partir de Sf, i.e., para fi, fo € L*(R) N
L*(R) se cumple

(ufa) = [ ] S, S8 dg du (4.9)
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Si fe LNR)NL*R) y f € L'(R) y ademds se cumple

,@AQSﬂUK)Mt—undgmt<<x

entonces vale la reconstruccion verdadera, esto es,
1 :
t:A——//S 6) gt — ) € de d 4.10
1) = o= [ [ SF00.€) ot — ) e d (410

para cast todo t € R.

Demostracion. Notemos que (4.9) es una consecuencia inmediata de (4.8) por la iden-
tidad de polarizacion. Escribimos

L f1sr R ] ds = [155¢ Ol de.

Notar que Sf(-, &) = e % fxg, como f € L}(R) y g € L?(R), la convolucién vuelve a
caer en L?(R). Se tiene

F(Sf(€) = F(e™ f) Flg) = (T-¢f) -
Como F : L*(R) — L*(R) es isometria, se tiene
J ISP Ramy d€ = [ IF(SFCEDIFaqey d€
= [ 1w +eara] d = [P | [Ifw+ePde do

= 1122 191lZ2@) = If1Z2@) N9llio@) = 1f11Z2@m),

o sea, queda probado (4.8), i.e., |Sf72mz) = [If72), ¥ Por lo tanto también sale
(4.9).
Para ver (4.10), cambiamos el orden de integracion y escribimos

7= Ll srwost=ema] = o [sito.t—) e
1 (F(SF(-, ), Flg(t — ) e ) d¢

~

[ Flw+€) §lw) T e Gl) du] de

;\§1
N

_ 1
“J—
° = o+ o de] o = lglis, 1) = 110

= Jats

para casi todo ¢ € R, que es lo que querfamos ver. En esta ultima cuenta el cambio de
limite estd justificado pues la funcién (w, &) = [g(w)|? [ f(w + &)] estd en L'(R?). O

f(t) para casi todo ¢
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4.2. La STFT en forma discreta

Asi como pudimos dar una forma discreta de la transformada continua de Fourier,
podemos hacer lo mismo con la transformada corta de Fourier usando lo que ya sabemos
de la TFD. En vez de una integral, tendremos una suma; en vez de un dominio continuo,
el dominio sera Z.

Definicién 4.2. Suponer N € N, y sea g senal real N-peridédica de norma 1. Para
m, { € Z definimos .
gm,e[n] — g[n . m] eanZ/N'

Dada f cualquier vector en CV o sefial N-periddica, definimos su transformada discreta
de tiempo corto por

N-1
SEm, ] = £-gme = Y fn] gln —m] e 27N

n=0
Observacion 4.1. Notemos que, con la notacién de la parte de la TFD, tenemos
N-1
Stm. 0] = > (f[n] rwgln]) w™"[(] = E(f 1g)[l].

n=0

Escrito en forma vectorial, tenemos
Sfm,0: N—1] = E(f 1,8).

Podemos pensar a S f como una matriz tamano N x N, donde la fila m es la TFD de
f 7,,g. Una forma para calcular S f de manera es eficiente es aplicar el algoritmo de
la transformada rapida en cada fila, y asi el costo operacional serfa de O(N?log(N))
operaciones.

Al contrario del caso continuo, la férmula de reconstruccion de f a partir de S f se
puede probar sin problemas. Analogo al caso continuo, S f preserva la energia de f en
algtin sentido. El siguiente teorema ha sido esencialmente tomado de [5, Teorema 4.2].

Teorema 4.2. Suponer f senal N-periodica. Luego valen las siguientes:
(a) La energia es preservada:
1 N—-1N-—

N-—1
SR = 1 > IS im0
n=0

m=0 /=0

—_

(b) Podemos recuperar a £ si conocemos a S f:

N-1

2

—1
S flm, ) gln —m]e
0

i 2miln/N
N m=0 ¢
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Demostracion. (a) Conla Observacion 4.1, y usando la identidad de Plancherel/Parseval
para la TFD (Teorema 3.2), escribimos

=

1 N-1N- 1 1 N1
NZZSme = N2 HSme N—1|\2—NZ F(f 1n8)l?

T i

S N e ml? = X160 | X el - ]

1 X
N 2o
N—

-5

“3

pues g tenia norma 1 y estamos sumando el cuadrado de sus entradas sobre un
conjunto de N indices consecutivos.

(b) Empezamos por el lado derecho: recordando la inversién de la TFD (Teorema 3.1),
y la Observacién 4.1,

1 N—-1N-1 ‘ 1 N-1 N—1 ‘
S f[m7 E] g[n _ m] 627r2€n/N _ g[n _ m] Z S f[m,ﬁ] e—27rz€(—n)/N
m=0 (=0 N = =
1 N-1
= — > gln—m] E(Sf[m,0: N —1])[-n]
N m=0
1 N-—1 N—-1
= Nmzog[n—m] F(E(f 1ng))| NmEZ:Ogn— N (f 7,,g)[n]
N-1
= f[n] 3_lglh —m]|* = f[n]
m=0

Concluimos esta secciéon con implementaciones de la STF'T. Utilizaremos tanto no-
menclatura como lo ya pensado en la Secciéon 3.5, pero utilizaremos los comandos
“fftshift” e “ifft” para no jugar a mano con las simetrias de la TFD. Supondremos
que nuestra funcién f estd soportada en [—1,2] y que [0, B] (B = &) es el espec-
tro que se va a observar. En los ejemplos que implementamos T = 1, B = 200 y
f(x) = sen(2r100(z + 3)*) + sen(2r50(z + £ )?) + exp(—(50z)?). Uno puede experimen-
tar con distintas funciones ventana g con norma L? igual a 1, simétricas y reales, pero
en este trabajo s6lo mostraremos los resultados considerando como funcién ventana la
gaussianita ¢ = exp(—(30x)?) normalizada. Puntualizamos también que hemos usado

los comandos “zeros”, “norm” (para normalizar) de Matlab u Octave.
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INICIALIZACION DE LA SENAL Y LA VENTANA

T A elegir por el usuario.
B A elegir por el usuario.
N = 2BT Nimero de muestras.
dom = linspace(—g, TQ_B)l — g, N) Dominio de f.
f Introducir la funcién.
g Introducir la ventana.
g = cyclic(g, N/2)

g = g/norm(g,2) Normalizacién.

ANALISIS MEDIANTE STFT

STFT = zeros(N, N) Inicializacion de la matriz STFT.
STFT-no-shift = zeros(N, N) Inicializaciéon de matriz STFT auxiliar.
for desde m =0 hasta N — 1

h = cyclic(g, m)

plotear(dom, h) Graficar ventana que se va trasladando.
h =nhf Cortar a la funcién.
plotear(dom, h) Graficar la funcién cortada por ventana.
transf = fftshift(fft(h)) Analisis en frecuencia.
STFT-no-shift(m + 1,:) = fft(h)

STFT(m+ 1,:) = fftshift(fft(h)) Armado de la matriz STFT.

1 1
dom-st = linspace(—B + T B — T N) Dominio en frecuencia.
plotear(dom-st, abs(transf) /2B) Graficar STFT paso a paso.
end for
RECONSTRUCCION
reconstr = zeros(1, N) Inicializar vector para reconstruir.

for desde m = 0 hasta N — 1
reconstr = reconstr + cyclic(g, m) ifft(STFT-no-shift(m + 1, :))
end Usamos el Teorema 4.2.

plotear(dom, reconstr) Graficar la inversion mediante STFT.

En el programa anterior hemos usado la siguiente funciéon auxiliar: Funcion de tras-
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lacién en Zy a la que hemos llamado “cyclic”. El vector u de entrada de la funcion
debe ser un vector fila. La congruencia sera médulo la longitud de del vector u (por ello
usaremos los comandos “size” y “mod” de Matlab u Octave).

~

function v = cyclic(u, m)
N = size(u, 2)

m = mod(m, N)
v(l:m) = w(N—-—m+1:N)
vim+1:N) = u(l: N —m)

end function

iunc: ion onglnal

AN N “w“v““'r’u wfw AN

0.4 03 02 -01 0 02 03 04 05 05 04 03 02 -{}1 0 01 02 03 04 05
ventana ventana
e T T T T T T T T 0 T T T T
0 1F / \ 1 01 \
RN , . . . . . . \ . . .
05 04 03 02 01 0 01 02 03 04 05 05 04 03 _{}_2 0 0.1 02 03 04 05
iz funcidn original truncada por la ventana fi igi truncada por la ventana
r T T T T 05 T . T T T T
0.1 \ { .,| u\, \".F” |
o/ \/ P ]
05 04 03 02 01 0 01 02 03 0.4 05 05 04 03 02 .91 0 01 02 03 04 05
short time paso a paso
400 ' ' . oL ’ ’ : M - 1ovt{time pacla peae M. '
o A\ ] o= A
1 1 1 1 1 L L L 1 £ i . i 1 1
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

fummmgm. o~ A\ fp jl Fuw‘g 'Irﬁ H'l \
£ - \/\/\J\fjfpf‘"j' IJ“ L|1|r’\] Ww“"lrj“NNH‘fWHM‘UM E 02 \4/3 -o{ -J; Jmc ll‘ ::wni]z JMS;W‘N@ ijs

ventana
05 03 0.2 0.1 0 04 05 02 T T T T T T T T T
i i
{,_2': T T T T T T / \ T :‘ 2 L L L . L L L L L
01 0.5 04 03 02 0.1 (1] o1 0z 03 04 05
L L L > L idn original truncada por la ventana
05 0.4 03 -02 -O 1 0 01 0.2 03 04 05 0.2 T T T T T T T T T
funclon original truncada por la ventana 0}- W
g;l: h. :I 0z . . . . . . .
J‘ w*-. 0.5 04 03 02 0.1 0 01 0z 03 04 05
-{}.2|> L L | 4 short time paso a paso
05 03 02 01 0 01 02 04 05 100 . - . - — .
short time paso a paso 50 / o~ / 1
P i = L i

V \ 7 /\ : /\ / \1 -200 I-1t|3{; 100 50 im{r)sm 50 100 150
N AN

D05 D04 03 02 01 (1] 01 02 03 a4 05

Figura 12: Resultados obtenidos mediante STFT Discreta. Se ve el andlisis de frecuencia
cortando en distintos tiempos, es decir, un analisis tiempo-frecuencia “localizado”. Se
analiz6 la funcién f(z) = sen(27100(z + 1)%) + sen(2750(x + 3)?) + exp(—(50z)?) con
una ventana g(x) = exp(—(30z)?) normalizada.

El espectrograma que obtuvimos es el siguiente y se podra entender mejor luego de
leer la Seccién 4.4.
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Espectrograma

200

150

100

50

[
frecuencia

-100

-150

-200
0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 0 01 02 03 04 -05

tiempo

Figura 13: Espectrograma de f(z) = sen(27100(z + 1)%) + sen(2750(z + 1)?) +
exp(—(50x)?), con ventana g(x) = exp(—(30x)?) normalizada. No incluimos las correc-
ciones por simetrias al hacer el grafico. Sintéticamente muestra las variaciones en tiempo
de la frecuencia. Centrada en (0,0) vemos la componente del término exp(—(50z)?) de
f que, al ser una gaussiana centrada en 0, tanto ella como su transformada de Fou-
rier estan concentradas alrededor de 0. Luego vemos una figura reflejada a derecha e
izquierda, solicitamos mirar s6lo un lado. Tenemos una recta y otra curva que es en
efecto parte de una pardbola. La recta corresponde al término sen(2750(z + %)2), don-
de las frecuencias de este seno varian como la derivada de su argumento, que es una
recta. La pardbola estd asociada al término sen(27100(z + %)3), siendo la derivada de
y = 27100(x + %)3 una funcién cuadratica. Los trazos no son perfectos, la resolucién o
dispersion es uniforme y estda dada por las desviaciones o; y o, asociadas a la ventana

g.
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4.3. Transformada Wavelet Continua

A veces, cuando la funciéon analizada tiene una resolucién tiempo-frecuencia no
uniforme, es necesario conocer sus proyecciones sobre atomos cuyas cajas de Heisenberg
sean de tamano variable.

Ahora, en vez de trasladar y modular una ventana g, dilataremos y trasladaremos
una wavelet madre 1 € L*(R) con promedio cero:

/Rv,b(x) dx = 0.

Por ejemplo, podemos considerar que ¢ es una funcién impar o bien la derivada (de
cualquier orden) de una funcién que tanto ella como sus derivadas decaen a 0 en +o00
(este tltimo caso tiene aplicaciones a “deteccién de bordes” [5, Capitulo 6]).

Definicién 4.3. Sea ¢ € L*(R) tal que [ ¢ (x)dz =0y |[1)]|,2@) = 1. Obtenemos una
familia de atomos tiempo-frecuencia dilatando y trasladando a v: para u € R, s > 0,

definimos 1

l/Ju,s (t) - \/g

Con estos atomos, definimos la transformada wavelet de f € L*(R) por

() = @o.we.

S

Wins) = () = [ 10 v (50 (4.11)

Calcular las cajas de Heisenberg para los atomos v, s es ligeramente mas tedioso.
Tenemos

Bius) = [ 10 di = /Rti ‘w (t_“) o

S

= LISl S0+ S (5]
= s E(0,1) + u,
o2 (u, 5) = /R(t—Et(u, )2 [ s (£)[2 dt = /R(t—sEt(O,O) —u)Qi W (t;“) St

2
dt = s*07(0,1).

v (%)

)

En el lado de frecuencia, tenemos

E (u,s) = /Rw|12u7s(w)|2 dw = /Rw|e_i“”\/§7$(sw)|2 dw
_ 1 ~
= /RwsW(sw)]2 dw = B /Rs(sw) |9 (sw)]? dw

1
= ~E,0,1),
=~ BL(0,1)
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02(uys) = [ (= Bulu,5))? s (w)]? do
R
1 1 2 —iuw ™ 2
_ - (w——Ew(O,l)) e /5 P (sw) | dw
R s
~ 1
_ 2 2 _ 2
=2 RS(SM_EM(O’ 1) [ (sw)|” dw = 8—20w(0, 1).
Es usual considerar Fy(0,1) = 0 (que se cumple por ejemplo si ¢ es impar) y
entonces, denotando 1 := E,(0, 1), tenemos

Ei(u,s) =u or(u, s) = so(0,1) E,(u,s) = g ou(u,s) =

0,(0,1)
P

De lo anterior se ve claramente como varian las dimensiones de las cajas de Heisenberg
de los dtomos 1, ,, seglin en qué punto (s,u) estemos parados (ver Figura 14). Por su
parte, en este caso (4.6) lleva el nombre de escalograma y sus valores estdn dados por

/Rf(t) % W (t — u) dtr. (4.12)

A diferencia de los espectrogramas, la resolucion de los escalogramas no es uniforme.

Pus () = W) =

Figura 14: Esquema de las cajas de Heisenberg asociadas a la transformada de wavelet.
Si bien sus dimensiones varian, el area o¢(u, $)o,(u, s) es la misma para todo (u, s).

Asi como en el caso de la transformada de Fourier de tiempo corto, con la trans-
formada de wavelet también tenemos una suerte de férmula de reconstruccion que,
nuevamente, vale en un sentido débil.

Teorema 4.3. Suponer que 1 es como en la definicion de transformada wavelet, y
suponer ademds que es real y que satisface la condicion de admisibilidad

C, = /0°° "”(?'2 dé € (0, 00). (4.13)
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Para f € L*(R) N L*(R), vale que
1 00 1
tht:—//W 2 = duds. 4.14
Jord = o [ [0 5 duds (4.14)
Ademds, si f,g € LY(R) N L*(R) entonces vale que

1 o0
<f,g>L2(R) = Cw/o

Demostracion. Para ver (4.14), primero escribimos

- o e (50

Al estar f € LY(R) y ¢ € L*(R) la convolucién anterior estd, para cada s fijo y vista
como funcién de u, en L*(R). Podemos aplicar la transformada de Fourier: (usar la
Proposicién 1.4)

/RWf(u, s) Wy(u,s) du 312 ds. (4.15)

)dt — (f+ D, R9)(u). (4.16)

FWI(,9) = [ Diys FRE) = f Dys RIF(RV))
= [ Dy RR(FY)) = [ Dy F o
Escribimos el término derecho de (4.14):

1 > 2 1 1 o° 9 ds
ap/() /R|Wf(U,8)\ gduds = Qp/() HWf(';S)HLZ(R)?

1 ds

_ %/ IFOV o ))Izam —

- & = [T [ 10, FR) @) du as

- & [P [/()”“"(f”ds] i
- wa L7 [/fw%‘j”'?ds] .

I(w)

~

Como 1 era real por hipétesis, es facil chequear que vale 12(—5 ) = ¥(&) y por lo tanto
[(=&)]? = |¢(€)]* para casi todo &, y de esto se deduce que
W) = Cy Vw0

y queda por lo tanto probado (4.14).
Notemos entonces que la transformada de wavelet es una aplicacién lineal
52

W L*(R) — L* (R x (0, 00), du ds)

que ademas es una isometria por lo que acabamos de ver. Luego, por la identidad de
polarizacién sale (4.15). O
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La identidad (4.15) da cuenta de una féormula de inversién “en sentido débil” para
la transformada de wavelet continua, en el sentido que no hemos recuperado los valores
f(x) para casi todo punto sino que s6lo concocemos sus proyecciones (f, g) ;2(r) contra
toda g € L'(R) N L*(R) (o contra toda g € C°(R)). Nos preguntamos entonces bajo
qué hipotesis adicionales sobre la wavelet 1) para qué conjunto de funciones f vale

1
ft) = C’i ,\h%l+/ /qu S w< 8u> du;ds para casi todo t € R.
1/) —
(4.17)

Supongamos que 9 es a valores reales y simétrica. Si v, f € L*(R), por (4.16), tenemos
que para cada s fijo, Wf(:,s) es una funcién continua y acotada. Si ademds v, f €
LY(R), entonces W f(-, s) estd en L'(R) N L*(R). De forma anéloga a (4.16) podemos

escribir ]
Lw )= (

y para cada s fijo define una funcién en L'(R) N L?*(R) continua y acotada. Si aplicamos
transformada de Fourier y usamos (4.16) obtenemos

FW () * D) (w) = F(w)| DaysthP(w). (4.18)

t—u

) du = (Wf(-,s)*Dgp)(t)

Si miramos a la funcién anterior como funcién de la variable s y asumimos que Cy es
finita, como en la hipétesis (4.13), tenemos que vive en L'((0,00), %). En efecto, para
w fijo tenemos

/O |D1/51/1\ S = / |¢ Sw = Cw < 00. (4.19)

Luego, llamemos h a la funcién auxiliar

h(t) = cld, /OOO/RWf(u,s);E@z}C - ) dus ds — clw [T W sCs) D) (t)ij.

Si pido h € L*(R), le aplicamos transformada de Fourier y obtenemos

) = g 7 ([T s 0 0 %)

1 oo ~ d -
= T@IDul ) G = fw)

(implicando h = f a.e.) donde para que valga la segunda igualdad debemos asegurarnos
que vale un cambio en los 6rdenes de integracion y para ello podemos por ejemplo pedir

/R/OOOI(Wf(-,s)*Ds@b) (w)] ijdu<oo 6 /OOO/RKWf(-,s)*DS@b) (w)] dujj < o0,

Sin embargo, obtener (4.17) no es trivial y podemos recomendar al lector interesado
el articulo [6].
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4.4. Distribucion de Wigner-Ville

Veremos que los espectrogramas, escalogramas y todas las distribuciones cuadraticas
como (4.6) en el plano tiempo-frecuencia pueden ser escritas como un promedio tiempo-
frecuencia de la llamada distribucién de Wigner-Ville, definida formalmente como:

— Vo F (f (u+2)f<u—2)> €)

o equivalentemente, usando Parseval,

(4.20)

Povf ) = [ F(f(usg)e ) F(f(u=g)e) 0y
= [F(e+ D) F(e-D)eman (421)
~ v (Fe+5) Fe=5) ) L

Consideraremos Py aplicada a funciones tales que (4.20), o bien (4.21), esté bien
definida.

Notar que Py es real por ser la transformada de Fourier de f, := f(u+3) f(u — 3)

que cumple f,(z) = f,(—x). Se ve facilmente que Py es una aplicacién no lineal. De
hecho, es una forma cuadrdtica (o “distribuciéon cuadratica” -de alli su nombre-). Es
decir, Pyv(af) = |a|*Pwv(f) para toda funcién f y para todo escalar a € C y la
aplicacién (f,g) — Pwv(f +9) — Pwv(f) — Pwv(g) es bilineal sobre R como cuerpo
de escalares. Por lo tanto, Iy (f,g) := PWV(HQ)_PV;VU)_PWV(Q) es una forma bilineal
simétrica y ademéas Iy v (f, f) = Pwv(f).

En la definiciéon, tiempo y frecuencia tienen roles “simétricos”; se correlaciona a f
con sus propias traslaciones en tiempo y frecuencia. Pero lo mas importante ain es
que Py localiza la estructura tiempo-frecuencia de f: si la energia de f estd bien
concentrada en tiempo alrededor de uq y esta bien concentrada en frecuencia alrededor
de &, entonces Pyy f tiene energia concentrada en (ug,&y) con dispersién igual a la
dispersion tiempo-frecuencia de f (como se puede ver en la siguiente proposicion y en
los ejemplos).

Proposicién 4.1. [5, Proposition 4.2]

» Sisupp(f) C [ug — g,uo + %], entonces para todo & € R, supp(Pwv f(+,§)) C
[Uo — %,UO + %}
-

~

 Sisupp(F) C [0 — .60 + ], entonces para todo u € R, supp(Py f(u, ) C
[50 - %760—1— %]

Demostracion. Como para u € R, tenemos que supp(f((')%%)) C 2(ug—u)—T,2(up —
w)+T)y supp(f(%%('))) C [—2(ug—u) =T, —2(ug—u)+T], resulta que para cada { € R,
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el soporte de (Pyy f)(+,&) estd contenido en la interseccién de dichos dos intervalos,
es decir, en [uy — % 0o+ ] La otra parte de la Proposicién sigue de argumentos
anélogos. O

Ejemplo: Si f es una gaussiana centrada en (0, 0), entonces su transformada de Fou-
rier también es una gaussiana centrada en (0,0) y por la proposicién anterior obtenemos
que Py (f) estéd concentrada en (0,0). Concretamente, si f(t) = Ce *’, para algiin
a > 0, entonces por un lado
C e2

—ar2 _; _ &
e e T oy = e a

C
:m/nz V2a

y, por otro lado, eligiendo C' = (8am)'/4,

F(©

P (1), 6) = G0 [ = emiar = o8 27 oo - i R

Para los proximos ejemplos necesitaremos recordar nociones basicas de la Teoria de
Distribuciones dadas en la Observacion 3.1.
Ejemplos:

» Py (0uy) = Oug-

. Puv(92) = 6,

Para ver la primera identidad, como vimos en (3.2) la transformada de Fourier de d,,
es una funcién, por esta razén usaremos (4.21) como definicion de Py (dy,). Entonces

P06 = Va3 (4 5) 6 (€~ 3)
_ L]:—l(e—iUO(£+§)eiUO(é—5))

\/%
\/ﬁ

En cambio, para la segunda identidad usamos (4.20) con la definicién de la transformada
de Fourier como en (3.3),

F e ™) = 6.

1

P (69 (1, ) = m;( ol Teoli—3)) — \/127f (65 = b,

¢ Como se comporta Py ante traslaciones, modulaciones, dilataciones?

s Phase shift: Dado ¢ € R, Py (eid’f(-)) = Pwv(f). En efecto:

(Brv (¢450))) (w6 = [ 7 (u+ 2)ef (w7 )ear
= (Pwv(f))(u,§).
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» Traslacion en frecuencia: Py o Mg, = [Id xT,| o Pyy. En efecto,
(PWV (éﬁof())) (U,f) = / 6i§0(u+%)f (U _ 2) —i&o(u 2)f (u + 2) —iTE dr

_/ (u+ ) <u+2) ir(€=%0) g7

= Pwv f(u,§ —&).

» Traslacion en tiempo: Pyy o Ty, = [Ty, x 1d] o Py . En efecto,

(Pwv (f(- —w))) (w,§) = /Rf <u—u0—|—;) f <u—u0 — ;).e_”de
= Pwv f(u — ugp, ).

= Dilatacion: (Pyy o D) = [Dg X Dyys] o Pyy. En efecto,

(PWV (\}gf (S)>) (u, &) = /IR if <u+87/2) f (u _57/2>e”f dr
e e

= (P (1) (%.56)

Para justificar los proximos resultados, recordemos que la transformada de Fourier
de la funcién h(z) = z, pensada como distribucién temperada, se deduce (usando la
férmula de Inversion) del siguiente modo: sea g € S(R)

(9) =x(9) = / xg(x)dr = \/12_7T/R/Rxg(w)e_im dwdzx (4.22)

\/%// —e 1 dudr = \/_%/R/R g (w)e ™ dwdx
= —Z/Rg x)dr = —ig' (0) = —id'(g).

Lema 4.1. Se tiene que

&)

[ €Puvg)(w.) ds = — [g'(w)glw) — glw)g'(w)] . (4.23)

En particular, si g es a valores reales, entonces (4.23) es igual a 0.

Demostracion. Por definicion de Py,
[ Pwvg)w & ds = [ [ egtutr/2)g0u—r/2)e " drdg
R R JR
Para cada u € R, definimos h,(7) := g(u+ 7/2)g(u — 7/2). Luego, usando (4.22)
| ePwvoweds= [ [ ehu(r)e drdg
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Proposicion 4.2. [5, Proposition 4.4] Se tiene

FOF = o [Beviwd y  If@P=o [ Puvfweds  (12)

Observacién 4.2. Interpretemos a | f(¢)|2 y | £(€)[? como densidades de energia en tiem-

po y frecuencia respectivamente. Como la transformada de Fourier es una isometria, se
cumple la ley de conservacion [p | f(¢)[2dt = [ |f(€)|2d€. El resultado anterior sugie-
re que podemos recuperar estas densidades calculando las integrales marginales de la
distribucién Py f.

Demostracion. Sea ge(u) = Pwy f(u,§). Entonces ge(y) = V27 f(f +v/2)f (5 v/2).
Por la Formula de Inversion para la Transformada de Fourier se tiene

VarlFOF = 5i0) = <= [ ac(wydu = —= [ Py f(u.€)du

La otra identidad se prueba de forma analoga: Consideramos

rl6) = R (0.6 = Va7 (£ (w5 1 (0= 3)) ©

Entonces F~'(h,)(7) = V27 f(u+ %) f(u— %) y al evaluar en 7 = 0 obtenemos la otra
identidad. O]

Proposicién 4.3. [5, Proposition 4.3] Sea f,(t) = a(t)e’*®), donde a y ¢ son funciones
a valores reales. Entonces, su frecuencia instantanea es el promedio relativo a Py fa,

es decir,
/ Je & Pwv fa(u, §) df
u) =27 4.25
) T P w6 dE 2
Demostracion. Por un lado, usando el Lema 4.1 tenemos
[ € (Puv £)(w,€) dg = a*(w)e(u).
Por otro lado, usando la Proposicién 4.2,
1
@(w) = |falw)? = 5= [ (Puv o) (u.€) de.
m
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Observacién 4.3. Para cada u fijo (4.25) tiene “la pinta” de centro de masa, es decir,
que para cada u fijo podemos interpretar que la masa de Py (u, £) estd concentrada en
un entorno de la frecuencia instantanea ¢’(u). (Tener presente esto a la hora de analizar
la Figura 13.)

Por ejemplo, si consideramos un chirp lineal f(t) = iewtg, su frecuencia instantanea
es ¢'(u) =2auy
.F( ia(uts ) e—ia(u—é)Q)

PWVf( ) -F( i2au( ) - 52au'

\/ﬂ \/ﬂ

Luego, multiplicar por un chirp lineal produce traslaciones en frecuencia por la frecuen-

cia instantanea del chirp, es decir, Pwv(ﬁemtgh(t))(u, €) = Pwvh(u, & — 2au).

Teorema 4.4. [5, Teorema 4.6](Teorema de Moyal) Py es unitaria en el siguiente
sentido:

— ;T/HR/RPWVf(u,f)PWVg(u,é) dude.

Demostracion. De (3.3) se deduce que 1 = /27,

[ [Py £ )Py g(u,€) duds =
L (4 5) 1 (= B ) (o B araaan
=l (=3 (e ) (L (L (0 5) 1 (o F)erar ) )
ol 3)ae3) (v g o) )

ol e D
—27r// g +7)f(u +7)f(W) du'dr
:27T/Rg(u’)f(u)/Rg(u +7)f(u + 7)dr du’

:27r</Rg(u’)f(u’)du’> (/Rg(v)f(v)dv)

donde al final de la prueba intercambiamos limites de integracién dos veces y usamos
los cambios de variable v’ = u—7/2, du’ = du (es decir la medida du es invariante ante
la traslacién por 7/2) y luego v = v’ + 7, dv = d7 (o dicho de otro modo, la medida dr
es invariante ante traslacion por —u’). [l

El teorema anterior puede interpretarse como una ley de conservacion de energia.
A pesar de las buenas propiedades vinculadas a la relacion tiempo-frecuencia, Py
tiene dos grandes problemas: interferencia y positividad. En cuanto al segundo punto,
se puede ver, por ejemplo, que las funciones gaussianas y sus traslaciones en tiempo y
modulaciones en frecuencia son las tinicas funciones cuya distribucion Py permanece
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positiva. Las interferencias son producidas por las propiedades cuadraticas de Py .
Aparecen por ejemplo al calcular Py v (f1 + fo):

Pwv(fi + f2) = Pwv(f1) + Pwv(f2) + I(f1, f2),
donde I(f1, f2) es el término de interferencia dado por I(fi,fs) = Pwv(fi, f2) +
Pwv(f2, f1); estos dltimos son los términos cruzados

Pwv(h,g) = /R h(u+7/2)g(w — 7/2)e %" dr.

Se pueden remover “promediando” Py con nicleos adecuados obteniendo densi-
dades tiempo-frecuencia que ademaés sean positivas. Pero esto reduce la resolucion. Los
espectrogramas y los escalogramas son ejemplos de distribuciones cuadraticas que se
obtienen suavizando la distribuciéon Py v .

Pof(u,€) = //Pwvf N0, €, €) dulde'.

Sea {¢. },er una familia de 4tomos que cubren el plano tiempo-frecuencia, es decir,
para cada (u, §) existe un tinico ¢,y ¢) centrado en (u, §). La densidad de energia tiempo-
frecuencia asociada a la familia {¢,},cr esta dada por

Pf(u,€) = {f, $sue)”-

Por el Teorema 4.4 de Moyal

Pi.€) = o [ [ Buv (0, €) Purvisug (0, €) du'de’
Es decir, el ntcleo con el que estamos suavizando a Py obteniendo P esta dado por

la transformada de Wigner-Ville de los atomos:

(u u f é) ! PWV¢7(u§ ( £/>

En particular mencionamos los siguientes dos ejemplos que son objeto de estudio de
este trabajo final.
Ejemplo: Short-time Fourier transform. Los 4tomos son ¢.,¢)(t) = g(t — u)e".

PWVQb'y(uf)(u/? 5/) = PWVg(u, - u, gl - é)

Ejemplo: La transformada de wavelet. Aqui, los &tomos estdn dados por ¢ ¢)(t) =
Py s(t) = \[77/)( %), donde & =n/s, n es el centro en frecuencia de .

1

Py éqyue) (u',¢) = %PWV@/J((U, —u)/s, s').

Teorema 4.5. [5, Teorema 4.7](Teorema de Wigner) No eziste una forma cuadrdtica
no negativa P que satisfaga (4.24).
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Demostracion. Supongamos que existe una forma cuadratica P tal que Pf(u,&) > 0
para toda f apropiada, para todo (u,£) € R? que ademds cumpla (4.24). Entonces, si f
es tal que su soporte estd contenido en un conjunto I, tenemos que Pf(u,&) = 0 para
casi todo u ¢ I.

Ahora, a esta forma cuadratica le asociamos la forma bilineal simétrica

Sean f1, fo € S(R) funciones no nulas soportadas en los intervalos acotados I; e I,
respectivamente, con Iy N I, = () (i.e fifo = 0), cuyas transformadas de Fourier son a
valores reales y tales que P(f1) y P(f2) no son idénticamente nulas. Para f = af; +bfs,
con a,b € R arbitrarios, tenemos

Pf =|al*P(f1) + 2abIp(f1, f2) + |b]*P(f2). (4.26)

Como Pfi(u,€) = 0 para casi todo u € Iy, usando la positividad de P y el he-
cho que (4.26) vale para todo a,b, obtenemos que Ip(fi, f2)(u,&) = 0 para casi todo
u € Iy. Argumentando de manera similar al permutar los roles de f; y f2, obtenemos
Ip(f1, f2)(u,&) = 0 para casi todo u € I;. Luego

Pf = lal*P(f1) + [b*P(f2). (4.27)

(En (4.27) observamos que se han removido totalmente los términos de interferencia.)
Si integramos con respecto a u, usando (4.24), queda

afi(€) + bf2(O)* = |F ) = lal?|f1(&)]* + [b]* f2(6) >

Asi, ﬁ E = 0. Como ambas son funciones continuas, esto nos dice que alguna se anula en
todo un intervalo, asumir sin pérdida de generalidad que es f;. Luego, por la Observacion
2.11 que sigue al Teorema 2.9, se deduce que f; es idénticamente nula y por lo tanto f;
es idénticamente nula. Esto contradice que P(f;) # 0. [

4.5. Teorema de Balian-Low

Hay ciertas “limitaciones” inherentes a la transformada de tiempo corto. Esencial-
mente, si tenemos la fortuna que

Gnm(t) = e g(t —n)

forman una base ortonormal (con m,n € Z) entonces tendremos la desgracia que vistos
como atomos de la STFT tienen una mala localizacién tiempo-frecuencia, algo que
enunciamos méas formalmente en el siguiente teorema, tomado principalmente de [2].

Teorema 4.6 (Balian-Low). Sea g € L*(R) tal que g es derivable y ¢ € L*(R). Si
{Gn.m }nmez €s una base ortonormal de L*(R), entonces se da alguna de las siguientes:

(o

[ @ lg@)?de = +o | €15©F d = +oc. (4.28)
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Demostracion. Definimos los operadores (), P dados por

Qf)(x) =z f(z)  (Pf)(z) = =i f'(z).

Supongamos por el absurdo que ambas integrales en (4.28) son finitas. Por un lado, se

o LIQa)@)dr = [ a* lg(a)]? do.

Por otro lado, fijemos ¢ € R. Por hipdtesis, tanto ¢'X(—oo.q ¥ 9'Xje0) €stén en L'(R),
luego

[ gt = glo)— tm_g@) [T g@at = lim g(x) - go).

—00 Tr—r—00 T—00

O sea, los limites cuando = — oo de g(z) existen. Como ¢ es de cuadrado integrable,
necesariamente estos limites deben ser cero. Luego podemos integrar por partes:

t=00
_/ 7’L'tf dt]
t=—00

o _1 / —it it
7O = = [0 = g e

(1) 7= [ o) 7" g = i 3(6)

Por hipétesis, el lado derecho de la anterior igualdad estd en L%(R), por lo que el lado
izquierdo también lo estd. Por identidad de Plancherel/Parseval, se tiene

LIPo @) de = [ ~ig'@)=ig(e)dw = [ §(©) g€ ds = [ & @O de.

Se tiene entonces Qg y Pg en L?(R). Suponer que valen las siguientes:

(Qg. Pg) = > (Q9, gnm){nm,> Pg) (4.29)

n,me”
(Qg, gn.m) = g~imn (9—n,—m,Qg) para todos n,m € Z (4.30)
(Pg, gnm) = e~ imn (9—n,—m, Pg) para todos n,m € Z (4.31)

Notemos que las anteriores implican

(Pg,Qg) = (Qg, Pg) = > (Q,nm) (gnm> P9)

n,meZL
= > "G Q9)(PY, Gnm)
n,meZ
= > QG G nm) e (gn-m, Pg) = (Qg, Pyg). (4.32)
n,me”z

Pero por otro lado, usando integracion por partes, tenemos

Q0P = [ osto) =il o = |Sg@ o) |~ [ T o) + a0 do
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= —i/ﬂ@g(m)@dm—%/ﬂg—ig/(I)MCM
= —i{g.9) + (P9, Qg) = —i+(Pg.Qg). (4.33)

Que vale pues tanto ig(x) y g(z) se van a cero cuando x — Fo00. Ahora, juntando (4.32)
y (4.33), resulta i = 0, absurdo.

Veamos entonces que valen (4.29), (4.30) y (4.31). Como Qg y Pg eran de cuadrado
integrable y { gy} era una base ortonormal de L?(R),

(Qg, Pgy = (> Q9. Gnm)gnm: Pg) = D (Q9, gnm){gnm, P9)-

n,me”L nmeZ

Para ver (4.30), notemos que n(g, gn.m) = 0 para todo n: esto vale evidentemente para
n =0, si n # 0 entonces usamos la ortogonalidad de g, ,,» ¥ goo = ¢. Luego

(Q0s90m) = (Q0s0m) =149, gum) = [ 9le)(e =) 9o =) e o

— eimn /Rg(x + n) ﬁe—im(mﬁz) dr = e~ ™mn (g_n,—m,Qg>

Para ver (4.31), integramos por partes para obtener

(Pg, gnm) = —2/ J( x—n) —imz o

=00
r=—00

- / g(x—n)e ™ 4 gz — n)(—z’m)e’imx} dx)

- —i([gmgm—m(em

:m/ g(z —n) “mdx—i—/ e~ —ig(x —n) dw

= m{g,gnm) + e ~imn / g(x +n)e ™ —ig'(x) dx
R

—zmn

= <g—n —m> Pg)
pues m(g, gn.m) = 0 para m = 0 y para m # 0 usamos la ortogonalidad de g, y g. O

Este teorema sugiere que las cajas de Heisenberg asociadas a la STFT tienen ne-
cesariamente alguna de sus dos dimensiones, o, 6 o, , infinitas (ver Figura 15 a
continuacién) si los 4tomos nos dan una base ortonormal de L?(R). Es por ello que no
estudiaremos bases ortonormales del L?*(R) cuyos elementos sean dtomos de la STFT,
sino que buscaremos bases ortonormales del L?(R) de wavelets. En el préximo capitulo
veremos uno de los mas relevantes esquemas que dan bases ortonormales de wavelets.
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Figura 15: Esquemas posibles de las cajas de Heisenberg asociadas a la STF'T de acuerdo
al Teorema de Balian-Low.
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5. MRA

En este capitulo explicaremos en detalle una seccion de [1]. Estudiaremos una forma
de construir bases ortonormales de wavelets del espacio L?*(R). Lo haremos a partir
del andlisis multirresolucion, MRA por sus siglas en inglés, también conocido como
andlisis multiescala. Fue introducido por Meyer y Mallat en 1988/89. El hecho de que
en el capitulo anterior sélo hayamos incluido un apartado para la Short-Time Fourier
Transform Discreta y no para la Transformada de Wavelet Discreta se debe a que la
“algoritmizacion” de la transformada de wavelet que a nivel practico es la mas relevante
deviene de disenos de MRA.

5.1. Definiciones y resultados principales

Definicién 5.1. Un analisis multirresolucion consiste en una familia de espacios de
aproximacion sucesivos {V;};ez. Mdas precisamente, los V; son subespacios cerrados de
L*(R) que satisfacen

L V,CViy Vjez
2. Ujez V; = L*(R)

Njez Vi = {0}

Propiedad de escala: f € V; <= f(277-) € I}

- W

5. Invariancia de Vj por traslaciones enteras: f € Vo = f(-—n) € Vy Vn € Z

6. Existe ¢ € V; tal que {©g ., }nez es base ortonormal de Vj, donde el subindice (4, n)
indica trasladar en n y luego dilatar por 277, o sea, @;,(z) = 2/2p(2x —n). A
v se la suele llamar funcion de escala del MRA.

Observacién 5.1. La condicién 4 de la definicion de MRA equivale a
fEV = f(2) eV VicL

Demostracion. (=) Sivale4.,sea f € V;. Sea g = f(2-), queremos ver que g € Vj 1. Por
4., esto equivale a ver que g(2-U+Y.) € Vi. Pero g(2-U+Y.) = f(279.) € V4. Suponer
que f es tal que g = f(2:) € Vjy1. Ahora f € V; siy sdlo si f(277:) € Vg, pero
f(277.) = g(27U+D.) € V. («=) Suponer que vale el si y sélo si de la afirmacion, veamos
que vale 4. Luego f € V;. Aplicando la hipétesis de manera sucesiva, obtenemos

fE eV 1= f22) eV, = ... f(277) eV,

Llamaremos P; a la proyeccién ortogonal P; : L*(R) — V.

Lema 5.1. Para cada f € L*(R) se tiene

lim P(f)=f y  lim P(f)=0.

j—o0 Jj—0o0
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Demostracion. Veamos primero que {||P-;f]|}jen es convergente. Como V_;_y C V_;,
se tiene ||P_;_1f|| < [[P-;f|l Vi € N. Luego la sucesién es monétona decreciente y
acotada inferiormente, por lo que existe lim; ., P_;f. Sean m,n € N. Tenemos

|Pomf = PonfI? = | Pon 1P = 2R(P-n f, P-nf) + | P-rfII*.
Sim < n, entonces V_,, CV_,, y por lo tanto

PoP.y=P., =P, =(P,P.,) =P, P =P,P, luego
<mef7anf> = <mef>PEnf> = <PjnP,mf,P,nf> = <pfnmef>anf> =
= (P_of, Poof) = 1P 1%,

pero entonces

1P f = PonfIIP = 1Ponf 1 = 2N P f 1 + | P-nf I = P fIIP = [ P-n ]

Como {||P_; f||}jen era convergente, sale que {P_;};en es sucesion de Cauchy en L*(R),
que es completo. Luego existe lim;_,o, P_;f.

Veamos que Pf = lim;_,oc P_;f = 0. Sea j € Ny ¢ > 0. Luego existe N € N tal
que ||P_yf—Pf]|| <e. Pero al tener N > j se cumple P_yf € V_x CV_;. Como € > 0
era cualquiera, se tiene Pf € V_; = V_;. Luego Pf € Njen V—; = {0}, y por lo tanto
Pf=0.

Veamos ahora que lim; o, Pjf = f. Sea € > 0. Como f € L*(R) = Ujez Vj, existe
fe € Ujez Vj tal que ||fe — f|| < €. Luego f. € V; para algtin j € N. Sea n > j. Luego
fe € V; CV, y por definicién de P, tenemos

[Pnf = fl < lfe = fll <&
De este modo P, f — f cuando n — oc. =

Observacién 5.2. La propiedad 5. de la definicion de MRA implica que
f(-—277n)eV; VfeV;, VnelZ

Recordemos que los espacios V; estaban encajados de manera ascendente. Tiene
sentido definir, entonces, a W; como el complemento ortogonal de V; en Vji;, de tal
manera que

Vi =V, @ W,

De ahora en mds llamamos @); a la proyeccién ortogonal Q; : L*(R) — W;.

La idea principal del analisis multirresoluciéon es construir una base ortonormal
{;x}jrez de L*(R) a partir de una wavelet madre 1, que construiremos explicitamente.
Veamos cémo hacerlo.

Observacién 5.3. En un MRA con funcién de escala ¢, para j fijo vale que {@;x }rez
es una base ortonormal de V.

Proposicién 5.1. En el contexto de un MRA con funcion de escala ¢, se cumplen las
siguientes afirmaciones:
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(a) Para [ € L*(R), vale P;f = Y cz(f, ¢jk)ejk, donde la igualdad vale en || - || r2(r).
(b) Para cada j, Q; = Pj11 — P;.
(¢) Los espacios de detalle W; son ortogonales entre si. Mds ain, se cumple

L*(R) =W, := {ij AP < oo, frEeW; V)€ Z}-

JEL JET  jer
(d) Los espacios W; tienen la misma propz'edad de escala de los espacios V. Mds pre-
cisamente, vale que f € W; <= f(277.) € W,.

Demostracion.
(a) Definicién de base ortonormal.

(b) Equivale a ver que Pj11 = Q; + P;. Sea f € L*(R). Basta ver que para cualquier
g € Vi1, se cumple
(P + Q) f = fll < llg— [l
En efecto, escribimos g = g1+¢2, con g1 € V;, go € W,. Se tiene | P; f—f| < |lgi—f]l,
por lo tanto

1P = 2RCPf, ) + 117 < Nlgnll* = 2RCge, £) + [ f11%, Tuego (5.1)
IPfI* = 2R(P;f, f) < Nlgnll* — 2R(gu, £).

De igual manera vemos que
1Qif1I* = 2R(Q, £, ) < llgall* — 2R(ga, f)-
Notar que (P;f,Q,f) =0, y por lo tanto

1P+ Q) f = fll < llg = Il = (P + Q) f = fI* < llg — fII?
= 15 + Qif I = 2R(P;f + Qsf, ) + I £I < llgr + gall* — 2R(g1 + g0, £) + || £II”
= (1P AP = 2R(Pif, 1)) + (1Q; FI* = 2R(Qsf. 1)) <
(lgnll” = 2%¢g1, £)) + (llgal* = 2R (g2, 1)) .
que se satisface por (5.1) y (5.2).

(c) Para ver que los W; son ortogonales entre si, suponer m < n. Luego W, C V41 C
V,. Como W, es ortogonal a V,,, resulta W,, L W,. Para ver lo segundo, tomar
f € L*(R) y escribimos

N N
> Qif= > Pif-Pif =Pnuf—P-nf+ - +Pyxi1f—Pnf =Py f—P-nf.
iy TN

Por el Lema 5, el término de la derecha tiende a f en L*(R), y por lo tanto > e Qi f
converge a f.
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(d) Queremos ver que f € W; siy s6losi f(277-) € W. Suponer entonces f € W;. Por
definicién, f € Vj41y f L V;. Luego f(277-) € V4. Ademds, para g € Vj, se cumple
92 ) eV; y

/f23 x—23/f g@u)du = 2 (f, g(27-)) = 0.
De aqui sale que f(277-) L Vg, y por lo tanto f(277:) € Wy. Ver que f(277:) €
Wy = f € W; se logra de manera similar.
O
Observacién 5.4. Para f € L*(R), podemos escribir (f, p;,) = f * ©lo (2%), donde
p*(2) = p(z).

Con esta ultima proposicién a mano, nuestra tarea de encontrar la wavelet madre
¥ se reduce a encontrar b € Wy tal que sus traslaciones enteras formen una base
ortonormal de Wj. A continuacién mencionamos algunos resultados interesantes sobre

oy Wo.
1. Como ¢ € Vy C Vi, y {¢1.n}nez era base ortonormal de Vi, podemos escribir
Y = Z hn@l,n )
ne”z

donde la igualdad es en el sentido de L*(R). Se tiene

ho =, 010) v D lhal*=1. (5.3)

neL

Podemos reescribir esto como

o= V2Y hup(2-—n) = V2 Y h(Tp) (2). (5.4)

nez neL

La identidad (5.4) se denomina ecuacion de escala. Aplicando la transformada de Fourier

a ambos lados
VIS (TR~ L e ia (3).

ne’ TLGZ
Tenemos entonces
P(§) =mo(£/2)p(£/2) (5.5)
donde
Z hne™ ™, (5.6)

neZ
La igualdad (5.5) vale a.e. en R. Por el teorema de Carleson, sale que la igualdad en
(5.6) también vale a.e. en R. Notar ademds que my es una funcién 2r-periédica.
2. La ortonormalidad de las ¢(2 - —n) da algunas propiedades especiales de mg. Se
tiene

—

Oro = (o, 0(- — k) = (@, 0(- — k)) (Parseval)
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= [ &) p@ e de = [ [p(6)) "€ de

(14+1)2
_ Z / ‘2 Zkédg (Proposicién 1.3) (5.7)
127

IEZ

Ahora, realizando un cambio de variables, para [ € Z resulta

(1+1)27
/ 1B(E)]? e™ede = / B(E + 2m1)|? eéde. (5.8)
l

2

Juntando (5.7), (5.8) y [7, Teorema 1.38], la suma pasa dentro de la integral y podemos
escribir .

dro= [ €™ 1@l + 2 Pde. (5.9)

0 lez

También por |7, Teorema 1.38], sale que la funcién n(€) = 3,cz|P(€ + 271)|? estd bien
definida a.e. en R. Més atn, n € L'([0, 27]). Notar que (5.9) nos dice que los coeficientes
de Fourier de 7 son todos nulos, menos el coeficiente ag(n) = (27)~!. Por el corolario
2.3, deducimos que

dlpe+2aD)> =n(E) = @2m)" ae (5.10)

leZ
Ahora, haciendo ¢ = £/2 y recordando (5.5), escribimos

~ 2 1 2 /1 2
=X I8+ om0 = % | (5e+2m)| | (3te+2m)
=>_ Imo(C+ 7)[* [B(¢ + D). (5.11)

Podemos partir la suma (5.11) entre los [ pares y los [ impares, obteniendo

(2m)~" = 3 Imo(¢ + 27D [B(¢ + 27" + D [mo(C + ¢(2L + 1))* [B(C + 7(20 + 1))

leZ IEZ

= |mo(Q)]? IZ; |B(C +2m)[* + [mo(C + )| IZ; (¢ + ) + 2m)[*

=(2m)~1 =(2m)—1
= |mo()?(27) " + [mo(¢ + 7)) (27) 7! para casi todo (.

Pero entonces resulta
1= |mo(O))? + |mo(¢ + )2 para casi todo (. (5.12)

3. Caractericemos ahora a Wj. Notemos que f € Wysiysélosi f e Vi y fL V.
Para f € Vj, podemos escribir

f= Z fn%pl,n = \/EZ fngp(Q ’ _n>

neL nez
donde f,, = (f, ¥1,). En el lado de Fourier, esto queda
LT (o)
nEZ 2
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De aqui sale, entonces, R

f(&) =mg(§/2)8(/2) (5.13)
donde ]

me(é) = —= Y f.e M. (5.14)
Notar que se hizo con f lo mismo que se hizo con ¢. La igualdad (5.13) vale a.e.,
y la igualdad (5.14) vale a.e. por el teorema de Carleson. Como f L Vj, tenemos
(f,v0n) =0 Vn € Z. Por Parseval, esto es lo mismo que

0 = [ F&) " B

para cualquier n € Z. Con los mismos razonamientos utilizados en (5.7), (5.8) y (5.9)
la anterior igualdad se convierte en

0= [T e+ 2m) BE T 2nl)de.
0 ez

Nuevamente, por [7, Teorema 1.38] la suma dentro de la integral anterior define una
funcién en L'(]0, 27]) cuyos coeficientes de Fourier son todos nulos. Se sigue que

> fle+2rl) @(€+2nl) = 0 para casi todo €. (5.15)
l€Z
Por el mismo teorema, la serie anterior converge absolutamente para casi todo £. Esto,
sumado a (5.5), (5.10) y (5.13), nos permite partir (5.15) entre los [ pares y los [ impares
y obtener

0 = 3 my(¢ + ml) mo(C+ L) |B(C + wl)?

leZ

S (¢ + 2l) o (C 1 2 [B(C + 271)

leZ

+ Z m(¢ + 2ml + ) mo(C + 27l + 7) |B(¢ + 27l + ) |?
lez

= ms(C) mo(C) Y 1B(C + 2nD)]* + my(C +m) mo(¢+7) D |B(C + 7+ 27l)]>

= my(¢) mo(¢) (2m) 7" + my(¢+m) mo(C+ ) (2m)

Nos queda entonces

0 = mg(Q) mo(¢) + my(¢+m) mo(¢ + ) para casi todo (. (5.16)

Como mg(¢) y mo(¢+m) no pueden anularse simultdaneamente en un conjunto de medida
no nula (por 5.12) tiene sentido definir la funcién A dada por

my(Q) - -
A(C) = )
s+ m) - _
0 (C) (€)#0
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De (5.16), sale que A esté bien definida, es 27-periddica y es tal que

AMCO)+AC+m) =0 a.e. (5.17)
y ademas
ms(¢) = M) mo(¢ + ) a.e. (5.18)
Definimos ahora
v(C) == AMC/2 + m)e /2, (5.19)
Notar que sustituyendo (5.18) y (5.19) en (5.13) obtenemos
J(&) = e/ mo(€/2 + m) v(€) 2(¢/2). (5.20)

Veamos que v € L*(]0, 2n]). Efectivamente, por (5.18),

oo > [Tlmg(@F = [P Imofe +mP d
= [TINOP lmofe +m)I? de + [ INOF (e +mI? de
= [N [Imo(§ +m) + Imo()F] de  (usar (5.17)
- /Oﬂ\)\(f)\Qdf (usar (5.12))

Luego, recordando (5.17) y cémo habiamos definido a v en (5.19)), podemos escribir

27 9 271 9 T 9
@R de = [TIne2+miEde = 2 [TA©IRd < oo
0 0 0
Hemos visto, entonces, que

my(§/2)
feW, = f(&) =2 my(/2+m) v(€) §(£/2) para casi todo & (5.21)

donde v es una funcién 27-periédica de cuadrado integrable en [0, 27]. Queremos ahora
probar una suerte de resultado reciproco: afirmamos que si f € V; y ademas f admite
una escritura como en (5.20) entonces f L V;. En efecto, para n € Z se tiene

—

(oo —m) = (Pl — = [ e Fié+2n) GE + 2ni)de.

leZ

El intercambio de limites estd justificado por los mismos argumentos de (5.7), (5.8) y
(5.9). La serie dentro de la integral converge absolutamente y define una funcién en
L([0, 27]). Partiendo la suma los [ pares e impares obtenemos

> F(&+2ml) @€+ 2l) = (my(Q) mo(C) + my(¢+m) mo(C+m)) (2m) 7 =0

IEZ

para casi todo (.
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4. Teniendo a mano esta caracterizacion de Wy, ya tenemos un candidato para la
wavelet 1. La igualdad (5.20) sugiere escribir

(&) = e mo(E/2 + ) B(£/2). (5.22)

Antes de ver que la definicién es buena, suponer por un momento que lo es. En ese
caso, para f € Wy podemos escribir f(£) = v(£) ¥(€) con v € L*([0,27]) o sea,

f& = (Z Vi e‘ms) ) (5.23)

keZ

o equivalentemente
fF=> wv(-—k)
ke
de donde sale que {¢(- — k)}rez genera a Wy. Para ver que ¢ pertenece a Vi, basta
escribir

Y= V23 e (Z1)" (2 4 (n+ 1))
nez
Por las propiedades de escala de Vi, sale que ¢» € V. Aplicando la transformada de
Fourier, vemos que ¢ satisface (5.22). Recordemos la caracterizacién de Wy: considerar
a ¢ en vez de f, y notemos que 1 admite una escritura como en (5.20) con v(§) = 1.
Luego ¢ L Vp, y por lo tanto ¢ € W,. La ortonormalidad de las (- — k) es facil de
chequear:

(= k) = (@l — k) = [ B de
= [T S e+ 2P

lEZ

Ahora, recordando (5.22) y utilizando los argumentos usuales para asegurar intercambio
de limites y convergencia,

D IBE+ 2 = Y Imo(§/2+ 7wl + m)[* [B(€/2 + wl)

leZ leZ

= mo(§/2+m)I* 3_18(8/2 + 2xl)|”

leZ

+ Imo(€/2)” D 18(£/2 + 7 + 2xl)?

lez
= (2m)7! Umo(C)\z + |mo(¢ + Wl)ﬂ a.e. (por (5.10))
= (27)7' ae. (por (5.12))
De aqui sale que (¢,9(- — k)) = k0. Recordando el comentario hecho en (5.23), se
deduce que {¢(- — k) }rez es una base ortonormal de W.

El fruto del trabajo hecho en los ultimos cuatro puntos es la demostracion del
siguiente teorema.
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Teorema 5.1. Supongamos que {V;};ecz es una escalera de subespacios cerrados de
L*(R) que satisfacen las seis condiciones de la definicién de un MRA. Luego existe una
base ortonormal {1, }irez de L*(R) dada por una wavelet madre v tal que

P+1 - P +Z w]k %k (524)

keZ

Una posibilidad para la construccion de la wavelet v es

(&) = e mo(E/2+ ) B(£/2)

(con mq definido como en (5.6), (5.3)), o equivalentemente

= hopt (1) g1 (5.25)

neL

Una observacion importante es que el MRA no determina univocamente a 1. Cual-
quier funcién ¥# que satisfaga

o~

VFE) = p(&) D(€) (5.26)

donde p es una funcién 27-periédica con [p(€)| = 1, también cumple que {# (- —n)} ez
es base ortonormal de W,. En efecto, tenemos

W* * (=) = @F,0F(—n) = (pd,e ™ pd) = (¥,0(-—n))
Como p es de cuadrado integrable en [0, 27|, podemos escribir

~

DFE) = p(€) (Zpkem>ws>

keZ

o equivalentemente

=Y pe (- —k)

kEZ

de donde sale que ¥# € W,. Para ver que las traslaciones enteras de 1 generan W,
notar que para f € W, tenemos, por (5.21),

F(&) = v(€) (p(&) 1 #(€)

Procediendo como en (5.23) con v(§) = v(€)(p(€))™! en vez de v, resulta lo que se
quiere probar.
Esta libertad nos permite definir, en vez de (5.25),

= > g Pin (5.27)

neL

donde g, = (—1)" h_,;1. Esto se logra tomando p(§) = —e ™.
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Observacién 5.5. Un MRA se puede construir como hemos hecho nosotros, a partir de
los subespacios de aproximacién {V;}. También se puede obtener a partir de la funcién
de escala ¢ o a partir de los coeficientes h,, de la ecuacion de escala (5.4) llamados los
coeficientes de filtro de la wavelet correspondiente al MRA.

En primer lugar notamos que la ecuacién de escala (5.4) es una condicion necesaria
sobre ¢ pero no es suficiente para que esta sea una funcién de escala asociada a un
MRA. Por ejemplo, la funcién ¢(z) = (1 — |x|) X{jz)<13(2) satisface la siguiente ecuacién
de escala

o(x) = ;gp(Zx — 1)+ ¢(2z) + ;¢(2x +1).

Sin embargo, ¢ y ¢(- £ 1) no son ortogonales.

Hemos visto que si ¢ € L*(R) es funcién de escala asociada a un MRA entonces
dado mgy como en (5.6), este satisface necesariamente (5.12). El Teorema de Mallat-
Meyer [5, Teorema 7.2] muestra no sélo el hecho mencionado anteriormente sino una
suerte de reciproca. Pero antes de pasar a dicho resultado veamos el siguiente resultado
tomado de [2, Teorema 1.7]

Sea {V;};ez una coleccion de subespacios cerrados de L*(R) que cumple todas las
condiciones de la Definicion 5.1 de MRA excepto la nimero 2. Si la funcion de escala
¢ dada por la condicion 6. de dicha definicion es tal que |@| es continua en 0, entonces
$(0) # 0 si y sélo si Ujez V; = L*(R).

Este resultado nos dice que si ¢ es una funcién de escala integrable asociada a un
MRA entonces tenemos otra condicién necesaria para mg ademas de la condiciéon (5.12).
En efecto, de (5.5) se deduce que myg es continua en 0y

me(0) = 1. (5.28)

Pasemos entonces a enunciar teorema reciproco asegura las condiciones suficientes
sobre mg para dar paso a un MRA:
Simg es una funcién 2m-periédica, C* en un entorno del cero, satisfaciendo (5.12),

(5.28) y que nf{[mo(§)| : [§] < T} > 0, entonces §(§) = T2 mo(27PE)/ V27 es la
transformada de Fourier de una funcién de escala o € L*(R) asociada a un MRA.

5.2. Ejemplos

Para esta parte utilizamos principalmente [4].
» El sistema de Haar en L*(0,1) estd dado por

{¢j7k}j,kgzzo, E<2i—1 U {X[O,l)}

donde
V(L) = Xjo,1/2)(t) = xp/2,0)(t)

Pin(t) = 24 <2j <t - ;)) .

Es facil ver que forman un sistema ortonormal.

110



Denotamos los intervalos diddicos por I;, = [k277, (k 4+ 1)277). Para j fijo, los
intervalos de longitud 277 forman una particién de [0,1]. Cada funcién v, estd
asociada a un intervalo I; . Consideramos, para cada f € L?(0,1), las proyeccio-
nes

Qi(f) =D, (frhjx)tjx

0<k<2i—1

y definimos las sumas parciales de Haar Py(f) := [y f(t)dt y

Pu(f) = > Qi(f)+ R(f).

0<j<M

De este modo vemos rapidamente que

Pi(f) = (]{)1/2 f(t)dt> X[o,1/2) + <]€1 f(t)dt> X[1/2,1)

/2

1

(donde en general denotamos f; = ]

[7). Més generalmente

1

|IM,k| Ingk

PM(f):Z<

k

f(t)dt) XIn

donde la suma sobre k se mueve abarcando a todos los intervalos “Iy; " que son
de longitud 2= y forman una particién de [0, 1]. De este modo, dado z € [0, 1),
fijado M, existe un k para el cual x € Iy, tenemos entonces que Py (f)(x) =
f1,,, f(t)dt. Para toda f € C([0,1]), sus promedios Py(f) convergen, cuando
M — oo, a f uniformemente. Luego, si f € C([0,1])su correspondiente serie de
Fourier-Haar converge uniformemente a f.

Finalmente, para la convergencia en || - |2 usaremos que las funciones continuas
son densas en L%(0,1). Dada f € L?*(0,1), para cualquier € > 0, existen funciones
gy htales que f = g+h, donde g € C([0,1]) y h tiene || - ||2 pequena, ||h|2 < e/4.
Por lo visto antes, sabemos que para M suficientemente grande

1Prr(9) = gll2 < [[Pa(g) — glle < /2.

Como || Py (f)]l2 < |If|l2 para todo M, usando desigualdad triangular conseguimos
1Pa(f) = fll2 < [[Par(9) = glla + [1Par(h) = hll2 < €/2 4+ 2[|h]l2 < .

Shannon MRA: [4, Ejemplos 10.1 y 10.5]

El esquema de Fourier no provee un MRA.

Para j > 0 entero, sea V; el conjunto de todos los polinomios trigonométricos
Yiki<j axe®™* de grado a lo sumo j. Dada f € L?([0,1]), su proyeccion a V; esté
dada por la j-ésima suma parcial de Fourier S;f. Tenemos, por lo tanto, que

S;f es la proyecciéon ortogonal de f sobre V;. Para cada j > 0, el subespacio
de W; es el formado por los polinomios de grado exactamente j + 1 dados por
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el detalle a_j41)(f)e 20UV 4+ qi ) (f)e*™ U para alguna f € L?. Ademads,
como sabemos que {e*™*()},_; es una base ortonormal de L?([0,1]), tenemos
L2([0,1]) = Vo ® @72, W

Los subespacios V; no cumplen la propiedad de dilatacién por duplicacién 4. Esta
se logra si consideramos solamente el conjunto de subespacios {V5; };>¢. Para esta
eleccion, la proyeccion de una funcion f a los nuevos subespacios de detalle esta
dada por los subespacios Sy f(t) — S f(t) = Yoijp<artr ar(f)e*™ . Se logra
asi un MRA indexado en los enteros no negativos y comenzando por V.

Para lograr efectivamente un MRA uno debe considerar pasar a las frecuencias

continuas. En L?*(R) consideramos las proyecciones ortogonales, indexadas en j €

Z, dadas por P;f(z) = [i,< f(w)e™*dw. Esto da lugar al MRA de Shannon

cuya funcién de escala ¢ es tal que su transformada de Fourier es la funcién
-1 1

caracteristica de [3-, 7).

5.3. Conexién con subband filtering schemes

El anélisis multirresolucién lleva naturalmente a una forma rapida y jerarquica de
calcular los coeficientes de una funcién f con respecto a la base wavelet asociada al
MRA. Supongamos que tenemos de antemano los productos internos de f contra las
@o- Es facil obtener los coeficientes (f,1_;x) para j > 1. Recordando cémo habia
quedado la wavelet en (5.27), escribimos

Y = Z Gn Pin

nel

donde g, = (—1)" h_,41. De esta forma

7w/}fj,k - 27j/2 ¢(27j T k) = 27j/2 Z gn Sol,n(Qij T k)

ne”
= Y 027 V20(2(27  —k)—n)
nez
= Z In P—j+12k+n = Z In—2k P—j+1,n- (5.29)
nez nez

Se sigue que

<f7 ¢—l,k> = Z m<f> SDO,n>-

neZ
Notar que los (f,1_14) se consiguen convolucionando la sucesion {(f, o)} con la
sucesion {¢g* = g—,} y queddndonos solamente con las entradas pares. Similarmente,
tenemos

<f7 ¢—j,k> = Z In—2k <f7 So—j—‘rl,n) (530)

nez
que puede ser usado para calcular los (f,1_; ) por medio de la misma operacién (con-
volucién con ¢*, diezmado por un factor de 2) a partir de los (f,¢_ji14) si estos son
conocidos. Por (5.4),

ook = 27027 —k) = 2723 hy1a(277 - — k)

ne”L
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(277t — (2k +n))

nez
- Z hn P—j+1,2k+n = Z hn—Zk P—j+1,n (531)
nez nez
y por lo tanto
(f, So—j,k> = Z ho—ok ([, Sp—j+1,n>- (5.32)

ne’l

El procedimiento a seguir es ahora claro: empezando con los (f, o), calculamos los
(f,¢_1x) mediante (5.30) y los (f,p_14) mediante (5.32). Después, usamos (5.30) y
(5.32) para obtener los (f,9_2x) vy los (f, p_ax) a partir de los (f, p_14), y asi suce-
sivamente. En cada paso, no sélo calculamos los coeficientes de wavelet (f,1_; ) del
correspondiente nivel —j, también se consiguen los (f, ¢_; ) del mismo nivel, que seran
necesarios para el cdlculo de los proximos coeficientes de wavelet.

El proceso también puede ser visto como el computo de aproximaciones cada vez
mas groseras de f, junto con la diferencia en “informacién” (recordar la parte (b) de
la proposicién 5.1) entre dos niveles sucesivos. En este contexto, si empezamos con la
aproximacion f° = Pyf, v descomponemos f € Vo =V_; ®W_; como f'= f~1+571,
yol=f0—f1=0Q_fesloquese “pierde” en la transicion f® — f~!. Como en
estos espacios tenemos las bases ortonormales conocidas, escribimos

= Z C?z ©Po,n, f_l = Z qul P—1,n, 5_1 = Z dgl ,lvz)—l,n

neL nez nez

donde ) = (f, o), y por (5.30), (5.32) se tiene

= { = hn_op ok Co, = (i) =D Gn-a 2% Co.

nez neL

Luego, valen las igualdades
c b= h*x 2] dt=g"x "2 (5.33)

De igual manera f~! € V_; = V_y @ W_, puede descomponerse como f~! = f~2 4§72,
con 2 € V_y, 62 € W_,. Nuevamente tenemos

o= Z C;Z P—2.n, 0 = Z d;Q ¢—2,n'

nez neL

Razonando de manera igual a la anterior se obtienen
cr=h"xc1[2] d?=g*xc 2]

y asi seguimos sucesivamente. Una representacion esquematica del proceso puede verse
en la Figura 16.

En la practica, nos detendremos luego de un nimero finito de niveles, i.e., habremos
reescrito la informacién en ® como d~',d?,...,d”’ y una aproximacién grosera final
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Figura 16: Algoritmo de cascada.

¢/, Asi como podemos conocer los ¢/ y los d/ para j < ng si conocemos ¢, es posible
“ir hacia adelante” y reconstruir ¢/*! a partir de ¢/ y d’.

F =P =3 d i+ &,

nez ne”L

Luego, haciendo uso de (5.29) y (5.31),

att = (P o) = <Z chPint+ 2 A Pin ¢j+1ﬂ’f>

nez nez
= Z 90] ny Pj+1, k + Z d] T/JJ ny Pj+1, k>
nez
= Z <Z hi—an i1 s 80]+1k> + Z d’ <Z i—2n Pj+1 90]+1k>
I€Z nez Iz
= Z {hk on G+ Gk—2n dj} (5.34)

nel

En términos de ingenieria eléctrica, (5.33) y (5.34) son los pasos de anélisis y de
sintesis de un subband filtering scheme con reconstruccion exacta. Una sucesion entrante
{cP},.cz es convolucionada contra un filtro pasa bajo y un filtro pasa alto. Las sucesiones
resultantes son submuestreadas, es decir, s6lo nos quedamos con las entradas pares. Esto
es exactamente lo que pasa en (5.33). Para ver en mas detalle como este algoritmo de
cascada es similar a pasar por un filtro, cualquier sucesion {c? },,cz de cuadrado sumable
puede ser interpretada como las muestras de una funcién v € L?(R) de ancho de banda
7, i.e., suppy C [—m, 7] (ver teorema 1.7):

= > v(n) sinc(- — n)

nez
Una operacién de filtrado corresponde a “cortar” a 4 con una funcién @, con « de ancho
de banda 7, digamos
~ —in.
= Z an € " X[emm]- (5.35)
nez

Para facilitar cuestiones de convergencia, supongamos que a7 € L*(R). Esto pasa, en
particular, si @ € L>(R). El resultado es otra funcién de ancho de banda limitado,
axy,

neZ | meZ

Oé/*\’}/ = (/)\éﬁ \/% Z [Z Ap—m cm] e—in- X[
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La expresion entre corchetes esta justificada por la proposicién 2.6. Mas atun, por teo-
rema 1.7, la suma entre corchetes es el valor a *y(n), y

axy = > [Z Ap—m cm] sinc(- — n).

neZ | meZ

El filtro « se dice pasa bajo si & esta concentrado principalmente en {—g, g}, y pasa

alto si & esta concentrado principalmente en {£ : 7/2 < |£] < w}. Los filtros pasa bajo
y pasa alto “ideales” son

—

A = X[—mx] y O = X{r/2<|¢|<r}-

Notar que estos filtros satisfacen la hipotesis adicional ay, &g € L*(R). Los correspon-
dientes a,, para estos filtros (como en (5.35)) son

1
5 n = O
al =40 n=2k k#0 (5.36)
(—DF
=2k +1
(2 + D)7 n= ek
1
5 n=>0
afl = {0 n=2k k#0 (5.37)
(—DF*
L =2k +1
2k + 1)m =2kt

Cuando el filtro pasa bajo ideal oy, es aplicado a 7, el resultado es una funciéon de ancho

de banda limitado con supp az * v C [—g, g} Luego (ver (1.7))

Qg *7y = Z

neL

S oak, . cm] sinc (2 - n) . (5.38)

me”Z

Para ver qué ocurre cuando aplicamos el filtro pasa alto ideal aryy a 7, hace falta un poco
de imaginacién. Afirmamos que ay *7 es la traslacién en frecuencia de una funcién cuya

transformada tiene soporte en {—g, g} Para darle sentido a esta afirmacion, escribimos
(recordar (1.7))
_— 1 Zin.
o *x7y = —F— Z bne " X[—m,n]
2m neZ

donde b, = (g xv)(n) = >_ af’,, ¢y Consideramos ahora la funcién auxiliar
meZ

F =

2

1 —in(-+ 7 1 n _—in-
2 e Xewal = B b (1" €T N

2m ne’l neL
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Ahora F es la transformada de I*:ourier de una funcif')n continua F de ancho de banda
7. De vuelta por (1.7), tenemos F'(n) = b,(—1)", y F esta totalmente determinada por
sus valores en 27Z.

F = Z by, sinc (2 — n) = Z ban (T, sinc) <2>
nez nez

Aplicando Fourier, obtenemos

_— 1
F=F = Z by, 2 T, sinc (2-) = Z bay, 2
nez nez vV 2m

2 —i2n-
= - § b2ne 2 X[_z z]
m 272

neL

e—’b?n X[iﬂ_ﬂr] (2 ‘)

F es el limite puntual a.e. (por Carleson) y en L?(R) de la serie anterior. Es facil
chequear que

0 HES AR,

(@r 7)) = F+m)= \/z > by e X[,%w,,g](f) §€ |:_7Ta_;r:|

neEL
2 —i2nt T
PE-m =12 L b ™ xzag©) €€ |07
neL
de donde se deduce que
ag ¥y = 2 > by, e [x + X ] (5.39)
" T nez 2" [-m—3] (5] |- )

Es directo calcular la transformada de los términos de esta sumatorias:

2nx efzxé dx

xpneg1@) +

(@)

Wl

1
— e
V2 /R
1 —3 T
_ iz (2n—E) d / iz (2n—E) d
— e T + e x
vV 2m [/—7‘( ‘|

2

3

| [e-inC@n-9)/2 _ jin(@n-6)/2  gir(2n—€) _ g—in(20—6)

- \/ﬁl i(2n + €) * i(2n +¢€) 1
1 [—sen(m(2n —&)/2) + sen(m(2n — ¢§))
- v |

= \/Z sinc((€ —2n)/2) [2cos(m (€ — 2n)/2)].

Reemplazando by, y la expresién anterior en (5.39), finalmente queda

agxy = > (Z ad cm> sinc((- — 2n)/2) [2cos(m(- —2n)/2) —1].  (5.40)

nezZ \meZ
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Ahora, en principio, la convergencia de la suma (5.40) es s6lamente en L?*(R). Utilizando
los mismos argumentos de la demostracion del teorema 1.7 vemos que la convergencia
es puntual y para todo punto. Sélo falta aclarar que el término con el coseno esta
uniformemente acotado por 2, y que {(ag * ¥)(n) ez € (*(Z). También en (5.38) vale

la evaluacién punto a punto. Como solo las entradas pares de las convoluciones a” * ¢ y
H

a' x ¢ son suficientes para caracterizar a oy, * vy ag * v absolutamente, tiene sentido
conservar s6lamente estas. Esta es la heuristica detras de diezmar por un factor de dos

luego de convolucionar. Reconstruir los ¢, originales de las dos sucesiones filtradas y

submuestradas
L Z L H Z H
Cn - a’2nfm Cm, cn - a’2n7m Cm (541)

meZ meZ

es facil. Primero, recordar que ay, + @y = X[—r - ¥ por lo tanto
¥ = Xerm 7 = (Op +0m)7
o equivalentemente
7€) = (L *7)(€) + (an *7)(§)  para todo .
En particular, para m € Z, (recordando (5.38) y (5.40))

cm = y(m) = (ap*y)(m) + (ag *7)(m)

= > sinc <7721 - n) {cﬁ +cH {2008 (g(m— Qn)) — 1” :

ne”l

Distinguiendo entre los m pares e impares, obtenemos

Com = c1Ln+cg
=)™ . (=y)m g
Com+1 = 2 ¢, + c, | -
i =2 2 lw@(m—n) +1) " w@0m —n) + 1)

Ahora, recordando la definicién de los aZ y af de (5.36) y (5.37), lo anterior puede ser
reescrito como

Cm =2 ) {afn_% ck+ad cﬂ (5.42)
nez

Esta tultima operacion de reconstruccion puede ser vista como

» Intercalar las sucesiones {ct} y {cf} con ceros, i.e., construirse nuevas sucesio-
nes con ceros en las entradas impares y en las entradas pares colocar las c%, cZ

n’ Cn
consecutivas;

= Convolucionar estas sucesiones “sobremuestreadas” con los filtros a, a®;

= Sumar los dos resultados y multiplicar por 2.
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