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Resumen

Una Ga-estructura en una variedad diferenciable de dimensién 7 es una
3-forma diferenciable ¢ que cumple cierta condicién de positividad, y por
lo tanto induce una métrica riemanniana y una forma de volumen en la
variedad. Cuando la Gs-estructura es libre de torsién (o equivalentemente
paralela respecto de la conexién de Levi-Civita inducida por la métrica), la
holonomia de la variedad riemanniana queda contenida en Go, el grupo de
Lie simple excepcional dado en la clasificacion de Berger.

Tener condiciones topolégicas suficientes para que una variedad admi-
ta una métrica con holonomia en G5 es un problema abierto. Existen en
la literatura muchos enfoques para probar la existencia de Ga-estructuras
paralelas. Lo interesante es que todos estos enfoques parten de una Go-
estructura cerrada (de = 0) con el fin de construir una paralela. E1 método
mas reciente, introducido por Bryant, consiste en considerar la solucién al
llamado flujo laplaciano:

%@(t) = Ap(1),
partiendo de una ¢ cerrada. Es natural entonces preguntarse cudles son las
Gs-estructuras cerradas mas lindas, en algin sentido, para luego evolucionar
a través del flujo laplaciano.

Cuando ¢ es cerrada, la tinica componente de torsion que sobrevive es la
2-forma 7 := —xd* p € Q3, M y se dice que ¢ es Extremally Ricci Pinched
(ERP), si se da la siguiente igualdad para la forma de torsién 7,

dr = %Mzgo + é x (TN T).

Las estructuras ERP fueron introducidas por Bryant y en el caso compacto
juegan un rol importante porque son, en algin sentido, lo mas cerca que
puede llegar la métrica a ser Einstein. Previo a este trabajo habia solo dos
ejemplos conocidos de Gs-estructuras ERP, uno dado por Bryant y el otro
por Lauret, ambos homogéneos. Por otro lado, Fino y Raffero probaron que
si se parte de una estructura ERP, la solucién al flujo laplaciano se mantiene
ERP.

En esta tesis estudiamos grupos de Lie con una Gs-estructura ERP in-
variante a izquierda. En primera instancia probamos fuertes condiciones
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necesarias de estructura que se deben cumplir en el dlgebra de Lie para la
existencia de estructuras ERP. Usando esos resultados obtuvimos luego una
clasificacion completa de Ga-estructuras ERP invariantes a izquierda en gru-
pos de Lie, salvo equivalencia y multiplicacién por escalar. La clasificacién
consiste de exactamente cinco estructuras, todas definidas en respectivos
cinco grupos de Lie completamente solubles no isomorfos dos a dos. La 3-
forma resulta exacta en todos los casos excepto en el unico caso donde el
grupo de Lie involucrado es unimodular. Por otro lado, calculamos ciertos
subgrupos de simetrias de cada estructura ERP obtenida, como asi también
los nimeros de Betti y el grado de nilpotencia del nilradical de cada algebra
de Lie involucrada.

Por 1ltimo, fijamos una Gy-estructura invariante a izquierda ¢ (no nece-
sariamente cerrada) en un grupo de Lie con corchete de Lie determinado por
una matriz real 2 X 2 y tres matrices reales 4 x 4. Probamos varias férmulas
que pueden ser ttiles para ¢, como por ejemplo el laplaciano de Hogde y las
formas de torsion de . Mas atn, aplicamos estas férmulas para obtener una
nueva familia de ejemplos de solitones de Laplace de contraccién, es decir
Go-estructuras que satisfacen la ecuacion,

dr = p + Lxp,

para algin A € R negativo y X € X(M) completo. Estas estructuras son
de particular interés porque producen soluciones autosimilares al flujo la-
placiano con una singularidad en tiempo finito, de las cuales se conocia solo
un ejemplo en la literatura.
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Capitulo 1

Introduccion

Dada M una variedad diferenciable de dimensién 7, una Gs-estructura
en M es una 3-forma diferenciable que es positiva en cada punto de M, es
decir, en cada p de M es igual a

127 4 AT | 56T 4 (135 _ 146 _ 236 _ 245
para alguna base {e1,...,e7} de T,M, donde e* denota el producto exterior
e’ A el A eF. Toda 3-forma positiva determina un producto interno y una
orientacién en el espacio tangente al punto de manera tal que {ei,...,e7} es
base ortonormal ordenada de T},M, por lo tanto toda Ga-estructura induce
una métrica riemanniana g y una forma de volumen en la variedad. Podemos
entonces considerar el operador estrella de Hodge * y el laplaciano de Hodge
A para formas en M. Nos referimos como torsiéon de ¢, a las componentes
de Vo, donde V es la conexion de Levi-Civita inducida por la métrica g.
Aquellas Ga-estructuras que son paralelas, i.e. Vo = 0 (o equivalente-
mente libres de torsion, i.e. dp = 0y dx ¢ = 0) son las estrellas del tema
pues inducen métricas con holonomia contenida en Ga, lo que implica que la
métrica es Ricci flat. Notar que las Ga-estructuras homogéneas que ademas
son paralelas resultan entonces flat. El problema principal del area radica en
clasificar las variedades que admiten una métrica con holonomia en G5. Para
probar la existencia de tales variedades existes muchos enfoques, todos ellos
parten de Ga-estructuras cerradas (i.e. dp = 0). Resumimos a continuacién,
algunas obstrucciones topoldgicas que se conocen en la literatura (ver [K]):

» Una variedad diferenciable M de dimensién 7 admite una Ga-estructura
si y solo si es orientable y spin.

= Hay varias obstrucciones cohomolégicas para que una M compacta
admita una Gy-estructura ¢ paralela, como por ejemplo que el tercer
numero de Betti debe ser mayor o igual a 1 (i.e. b3 > 1); y si ademés
(M, ) es irreducible (i.e. Hol(M, g) = G2), entonces el primer nimero
de Betti se debe anular (i.e. by = 0).
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10 CAPITULO 1. INTRODUCCION

= No se conocen obstrucciones topolégicas adicionales para que M ad-
mita una (Gs-estructura cerrada.

Para una Gs-estructura cerrada, la tinica componente de torsién que
sobrevive es la 2-forma 7 que satisface las siguientes identidades con ¢:

T=—xd*xp, TAep=—%T7, TAxp=0, dr=Ap=—-dxdx*q.

El enfoque més reciente para encontrar Gs-estructuras paralelas lo intro-
duce Robert Bryant en [B] en 1992, donde considera las soluciones al flujo
laplaciano: ,

Felt) = Ap(t),

©(0) = ¢,

dp(t) = 0.
Decimos que una solucion para el flujo laplaciano es autosimilar si fluye de
la siguiente manera:

o(t) =c(t)f(t)*p, para algunos c(t) € R* y f(t) € Diff(M).
Es bien sabido que ¢ determina una solucién autosimilar si y solo si
Ap = cp+ Lxp, para algunos ¢ € R, X € X(M),

donde Lx denota la derivada de Lie respecto del campo diferenciable X
de M. En tal caso, ¢ se dice un soliton de Laplace y se tiene que c(t) =

(%ct—k 1)3/2. El solitén se dice de expansion si ¢ > 0, estable si ¢ = 0
y de contraccion si ¢ < 0 y en consecuencia las respectivas soluciones
estdn definidas para ¢ en (—2%,00), (—00, 00), (—oo,—g%). En la litera-
tura, hay abundantes ejemplos de solitones estables y de expansién (ver
[FFM, FR1, FR2, Li, L2, L3, L4, N]), mientras que previo a este trabajo
solo se conocia una familia (dependiendo de un parametro) de ejemplos de
solitones de contraccién, dada por Lauret en [L4, Example 4.10]. Al final del
Capitulo 5 damos una familia monoparamétrica de ejemplos de solitones de
Laplace de contraccién que es no equivalente a la familia de Lauret. Ambas
familias son importantes pues son, incluso en el caso general, las tinicas solu-
ciones conocidas del flujo laplaciano con una singularidad en tiempo finito.
Como es usual, dos variedades con Ga-estructuras (M, )y (M’,¢') se dicen
equivalentes si existe un difeomorfismo f : M — M’ tal que ¢ = f*¢'.

En [B, Section 4.6] Bryant prueba que el operador de Ricci y la curva-
tura escalar asociados a una Ga-estructura cerrada ¢ se pueden escribir en
términos de su torsiéon 7. Mds atin, si ¢ es una Ga-estructura cerrada en una
variedad riemanniana compacta M, entonces vale la siguiente desigualdad
de tipo Ricci pinching:

/ scal® x1 < 3/ | Ric|? * 1, (1.1)
M M



11

donde Ric y scal son el operador y la curvatura de Ricci asociados a la
métrica g, respectivamente. Bryant prueba también que la igualdad se da si
y solo si

dr = Lo+ Lx (7 A7) (1.2)

Es evidente, por (1.1), que en una variedad compacta M no existen Go-
estructuras cerradas que induzcan una métrica Einstein, pues en tal caso
scal? = 7| Ric|? en todo punto.

Una G-estructura cerrada en una variedad diferenciable M (no necesa-
riamente compacta) se dice extremally Ricci pinched (ERP) si su torsién 7
satisface (1.2). Es decir, en el caso compacto, dentro del conjunto de Ga-
estructuras cerradas, las ERP son lo mas cercano a Einstein que se puede
llegar.

El hecho de ser ERP proporciona fuertes restricciones para el operador
de Ricci. Més precisamente se sabe que, tanto en el caso compacto como
en el homogéneo, Ric tiene un autovalor 0 de multiplicidad cuatro y un
autovalor negativo de multiplicidad tres (ver Proposicién 3.1.5 (iii)).

Previo a este trabajo, en la literatura se podian encontrar solo dos ejem-
plos de Ga-estructuras ERP, ambos homogéneos (i.e. el grupo de automor-
fismos Aut(M,p) := {f € Diff(M) : f*¢ = ¢} actia transitivamente en
M). El primero, presentado por Bryant en [B] como el espacio homogéneo
SLy(C) x C2/SU(2), el cual admite un cociente compacto localmente ho-
mogéneo (el tinico ejemplo ERP compacto conocido hasta ahora), y el se-
gundo dado por Lauret en [L4] presentado como grupo de Lie soluble unimo-
dular. Esta escasez de ejemplos nos motivé a la buisqueda de nuevos ejemplos
de Ga-estructuras ERP, y por la forma de los ya existentes restringimos el
campo de busqueda a estructuras invariantes a izquierda en grupos de Lie.
La dificultad que requiere, tanto tedrica como computacional, la busqueda
de nuevos ejemplos ERP, nos incentivé también a apuntar a una potencial
clasificacién en grupos de Lie.

Notemos que en un grupo de Lie simplemente conexo GG, una Go-estruc-
tura invariante a izquierda queda determinada por su valor en la identidad,
es decir por una 3-forma positiva en el dlgebra de Lie g de G. Decimos que dos
grupos de Lie con Ga-estructuras invariantes a izquierda (G, ¢) y (G', ¢’) son
equivariantemente equivalentes si existe una equivalencia f : G — G’ que
es ademds un isomorfismo de grupos de Lie (esto pasa si y solo si ¢ = df|5¢/,
donde df|. : g — ¢ es el correspondiente isomorfismo de dlgebras de Lie).

En el transcurso de la investigacién, aparecieron nuevos ejemplos de Go-
estructuras ERP en la literatura. Fino y Raffero dieron en [FR3| una curva
de ejemplos de grupos de Lie solubles, pero que resultaron ser equivalentes
al ejemplo de Bryant, a pesar de que los grupos de Lie son no isomorfos
dos a dos (es decir, no son equivariantemente equivalentes). Mas ain, en
ese mismo articulo Fino y Raffero estudiaron la solucién del flujo laplaciano
partiendo de una Ga-estructura ERP, donde mostraron que la solucion existe
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para todo tiempo y que siempre es ERP. Por otro lado, en su tesis bajo la
direccion de Bryant, Ball dio ejemplos de Ga-estructuras ERP en variedades
no homogéneas (ver [Ba).

En el Capitulo 3, dada un algebra de Lie g, con una Ga-estructura ¢,
analizamos las limitaciones que tiene el algebra de Lie cuando se pide que
¢ sea ERP. El resultado sobresaliente del capitulo es acerca de las fuertes
obstrucciones de estructura sobre g que impone la condicion ERP. Debido
al nivel de tecnicidad de dicho resultado, necesitamos introducir un poco de
notacién para poder enunciarlo.

Dado un espacio vectorial real g con base {ey,...,e7}, consideramos la
3-forma positiva

26127 347 567 135 _ 146 236 245

+e 7 +e e e —e —e

—wr Ae’ +wsAed+wg Aet + e, (1.3)

¥

donde wy = e!? 4+ €%, wy := €20 — €15 y wy 1= €% + ¢?®, y denotamos por @

la representacién usual de gl,(R) en A2(R%)*.
Ahora si estamos en condiciones de enunciar el resultado principal del
capitulo, que aparece en el articulo [LN1].

Teorema 1.0.1. [LN1, Theorem 4.7] Todo grupo de Lie con una Ga-estructura
mvariante o izquierda ERP es equivariantemente equivalente, salvo mailti-
plo, a un (G, ) con torsion T = e'2 — €%, donde ¢ es como en (1.3), y se
satisfacen las siguientes condiciones sobre el dlgebra de Lie g de G:

(i) b:=span{ey,...,eg} es un ideal unimodular de g.

(ii) go := span{er,es,eq} es una subdlgebra de Lie y g1 := span{ey, ea, €5, €6}
un ideal abeliano de g. En particular, g = go X g1 ¥ g es soluble.

(iii) by := span{es,eq} es una subdlgebra abeliana; en particular b = by X
g1-

(iv) O(ader|g, )T = swr, O(ad eslq, )T = tws y O(ad ed|q, )T = Swa.
(v) O(ad er|g, )wr + O(ad es|q, )ws + O(ad eqg, Jws = 7 + (trad e|g, )wr.

Reciprocamente, si g satisface (i)-(v), entonces (G, @) es una Ga-estructura
ERP con torsion T = e'? — €76

La prueba del teorema se encuentra en Seccién 3.1, dividida en dos par-
tes. Primero probamos que todo grupo de Lie con una estructura ERP inva-
riante a izquierda es equivalente a (G, ) con torsién 7 = el?2 — %y luego
vemos que valen los apartados (i)...(v) del teorema para dicho formato de
estructura ERP.

Como una primera aplicaciéon del teorema, obtenemos la siguiente con-
secuencia geométrica. Recordemos que (g, (-, -)) se dice un soliton de Ricci
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(algebraico) si existen ¢ € Ry D € Derg tales que Ric = cid +D. Depen-
diendo del valor de ¢, el solitén se dice de expansién (¢ < 0), estable (¢ = 0)
o de contraccién (¢ > 0). En particular, (G, g) es un solitén de Ricci con la
definicién usual, es decir ric(g) = cg + Lxg para algin c e Ry X € X(M)
completo, que son las que determinan soluciones autosimilares al flujo de
Ricci: %g(t) = —2Ric(g(t)).

Corolario 1.0.2. Toda Gs-estructura invariante a izquierda ERP en un
grupo de Lie es un soliton de Laplace estable y la métrica inducida resulta
un soliton de Ricci de expansion.

Es natural preguntarse si vale la reciproca del corolario y la respuesta
es que no. Fino y Raffero encontraron en [FR4] un ejemplo de un solitén de
Laplace estable en un dlgebra de Lie soluble no-unimodular que no es ERP.
En el Capitulo 5 damos un nuevo ejemplo de este tipo.

Una consecuencia algebraica del teorema anterior es que el nilradical n
del dlgebra de Lie g puede tener dimension 4, 5 o 6. El ejemplo dado por
Lauret es en un grupo de Lie con nilradical de dimensién 4, mientras que el
ejemplo de Bryant, en la presentacién equivalente dada por Cleyton e Ivanov
en [CI, Section 6], tiene un nilradical de dimensién 6. Al final del Capitulo
3 estudiamos cada uno de estos casos por separado y obtenemos ciertos
refinamientos de estructura junto con tres nuevos ejemplos (no equivalentes)
de Gy-estructuras ERP, dos en el caso en que la dimensiéon de n es 5 y uno
cuando la dimensién de n es 6.

En el Capitulo 4, obtenemos el resultado més importante de la tesis, el
cual aparece en el articulo [LN2] y resumimos en el siguiente teorema. Dado
un espacio vectorial g y p un corchete de Lie en g, denotamos por G, al
grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie (g, ).

Teorema 1.0.3. [LN2, Theorem 1.1] Todo grupo de Lie con una Ga-estruc-
tura invariante a izquierda ERP es equivalente, salvo miltiplo, a (G, ),
donde p es exactamente uno de los siquientes corchetes de Lie dados en
Cuadro 1.1:

LBy M1,  HM2,  HM3s [ (1.4)

Mds aun, con el fin de obtener una clasificacion salvo equivalencia equiva-
riante y multiplicacion por escalar, ezactamente las estructuras (G, ),
r,t € R, (r,t) # (0,0), deben agregarse a la Lista (1.4) (ver también Cua-
dro 1.1). Las estructuras (G,,,,¢) son todas equivalentes a (G, ) y la
familia de dlgebras de Lie piy¢, 7, t € R es no isomorfa dos a dos (notar que

oo = IB).

Ver Ejemplos 4.3.1, 3.2.8, 3.2.5, 3.2.6 y 3.2.4, respectivamente, para des-
cripciones maés intuitivas de estos cinco corchetes.

La prueba del teorema estd dividida en las primeras secciones del Capitu-
lo 4, donde analizamos cada caso por separado, segiin la dimensién del nil-
radical. Al final del capitulo consideramos el problema de cémo son las
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simetrias de las Ga-estructuras (G, ¢) dadas en el teorema precedente. Pa-
ra la Go-estructura unimodular completamente soluble (G,,;, ¢) obtuvimos
que

Aut(Gy,, ) = SLa(Z3) x G, Is0(Gy,, () = (S1 x Z3) x G, .

Sin embargo, cuando el grupo de Lie es completamente soluble pero no uni-
modular, el grupo total de isometrias y automorfismos se torna muy dificil
de calcular. Para los grupos G, Gp,,1s Guye ¥ Gy, calculamos en cambio
los subgrupos Aut(p) N Ga y Aut(p) N O(7) de Iso(G, (-, ) v Aut(Gy, ¢),
respectivamente. Los resultados se pueden ver en Cuadro 4.1, donde inclui-
mos ademas informacién sobre los nimeros de Betti y la dimensién y grado
de nilpotencia del nilradical de cada una de las algebras de Lie dadas en
(1.4).

Es muy interesante el formato que se obtiene en los Capitulos 3 y 4, sal-
vo equivalencia equivariante, para una (Go-estructura invariante a izquierda
ERP en un grupo de Lie, el cual queda determinado por una 3-forma fija ¢ y
tres matrices que definen el corchete en el dlgebra de Lie g. Este formato pro-
vee una herramienta muy 1til a la hora de buscar ejemplos de Ga-estructuras
en algebras de Lie que satisfagan otras condiciones. Mas precisamente, en
el Capitulo 5 nos adentramos en esta numerosa familia de Ga-estructuras
(g, ) con ¢ definida como en (2.1) y g determinada por una matriz 2 x 2,
y tres matrices 4 X 4,

Ay =adyerly, =[yw], A:=adyer|y,, B:=adyelly, C:=ad,esly,

donde bh; := span{ei,e2} y g1 := span{es,eq,e5,e6} son abelianas, y la
condicién de Jacobi esta dada por

[A,B] =zB+yC, [AC]=zB+wC, [B,C]=0.

Llamamos g al dlgebra de Lie con corchete determinado por (41, A4, B,C),
tenemos entonces una Ga-estructura (g, ¢) definida como en (1.3). En Teore-
mas 5.3.2 y 5.3.3, se pueden encontrar las formulas necesarias para calcular la
torsion y el laplaciano de ¢ y *p, independientemente de si la Ga-estructura
cumple alguna condicién extra (como por ejemplo ser cerrada o cocerrada).

Como una aplicacion de las formulas anteriores, en la 1ltima seccién
del Capitulo 5 encontramos una nueva familia monoparamétrica de Gs-
estructuras invariantes a izquierda cerradas que son solitones de Laplace. Di-
cha familia es de particular interés, pues dependiendo del valor del parame-
tro, obtenemos solitones de expansion, estables y de contraccién. Compara-
mos con la familia de solitones de Laplace dada por Lauret en [L4, Example
4.10], y obtenemos que ambas familias son no equivalentes dos a dos. Estas
dos familias son importantes porque proveen los unicos ejemplos conocidos
en la literatura de soluciones al flujo laplaciano que tienen una singularidad
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en tiempo finito. Ademas, el soliton de Laplace estable de nuestra familia
se agrega al ejemplo dado por [FR4, Section 4] en la lista de solitones de
Laplace estables que no son ERP.

En el Capitulo 2 introducimos la teoria necesaria para entender lo men-
cionado previamente. Para empezar estudiamos conceptos béasicos sobre k-
formas en espacios vectoriales y dlgebras de Lie, como asi también sobre las
representaciones irreducibles de Go. En Seccion 2.3 introducimos el grupo
G, para el cual calculamos numerosas férmulas que usamos a lo largo del
trabajo. En Seccion 2.4 analizamos ciertos subgrupos de G, que se usan para
probar la no-equivalencia entre Ga-estructuras. En Seccién 2.5 nos adentra-
mos en el mundo cerrado, consideramos en G, una Ga-estructura cerrada
invariante a izquierda y obtenemos los primeros resultados de estructura
para el dlgebra de Lie de G,. En las tltimas secciones hay definiciones y
resultados mas especificos sobre Ga-estructuras solitones y ERP.
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up | de” =0, de’= %637, de* = %647, de! = —%617, de? = —ée”,
5__ 1,14 4 1,23 , 1,57 6 _ 1,13 _ 1,24 , 167
de s +3e” + e’ de” = 3e €7 + e’
de” =0, de’= —%%0637, de* = 73350647,
1 _ /5,14 _ 10+v30,17 _ /5,23 _ 5—+/30 ,36 _ 5—/30,45 _ /5 57
de 30 € 60 © 30 € 30 € 30 ¢ 30¢ >
2 _ v/5_13 | /5,24  10=v30_27 1.35 ;| 5—/30 46 _ /5 67
par1 | de e+ Yge e ge”’ + 2 35—e e
5 _ 5430 .14 _ /5,17 | 543023  /5.36 _ /545 | 10—/30 57
de 30 ¢ 30¢ T T30 ¢ 30 © 30¢ T -6 €
6 _ 1,13  5+v30.24 527 | /5,35 | V/5.46 , 10+v30 67
de e 30 € spe” + e + gpeT + e
de” = de® =0, de4:%e47,
1 1,13 1,17 2 _ 1,14, 123 1.5
pare | de —ge’ —3ze’, de*=—gze" + e 3%,
5__ 1,14 1,23 1,35 6 _ 1,24 1,36 _ 1,45 | 1 _67
de € +ze ge’?, de’ = —ze” + ge z€7 + ze’’.
de” =de3 =0, de* = 76647,
1 V2 14 117 2 23 1,36 2—6_45 _ /2 57
de 12¢€ 6§ T%6€ [ 2 ¢ 12¢ >
24
2 V2,13 V277 1,27 1,35, 2—6 46 _ V2 67
pars | de ¢T3 6¢ ¢t ¢ 2¢
17
ded 2457%/5614 _ g + 12 4 §€36 _ §e45 + 1637,
6 _ 113 246,24  V2.27 | V2.35 | V2 46 | 1 _67
de 6¢ 2 € e tger e e
py | de” =de? = de* =0,
1 v/2.14 1,17 v/2,23 1,36
de R e R 3%,
de2 \?613 . 72624 %627_,_%646’
5 __ 1,57 6 _ 1,13 _ 1,24 1,67
de ze’’, de® = ge € e
de” =0, ded = Y3037 — LpedT et = LeAT 4 Ly e37
) 30 3 ) 3 3 )
1 1,17 1,27 2 1.27 , 1,17
trt | de —ge ' —gte”’, de* = —ge " + 3te’’,
5__ 1,14 , 1,23 1,57 | 1 67
de® = ge'* + 3¢ + e + g (r +1)e’’,
6 _ 1,13 _ 1,24 , 1,67 _ 1 57
de® = ze se" + ge s(r+t)e’’.

Cuadro 1.1: Coeficientes de estructura.




Capitulo 2

Preliminares

2.1. Algebra Lineal

Dado un espacio vectorial real de dimensién 7 que denotaremos por g,
una 3-forma ¢ € A3g* se dice positiva si existe {ey,...,er} base de g tal que

_ Q27 4 34T | 56T 4 135 146 _ 236 245 (2.1)

4

Podemos descomponer ¢ = wAe’ + pt, donde w y pT estan definidas como
sigue

+ . 185 _ 146 _ 236 _ 245

w::elz+e34+656, P e —e —e.

Denotamos por e al producto exterior de 1-formas e’ A e/ A ---. Resulta
trivial que w A p* = 0. La 3-forma ¢ determina un producto interno (-,-) y
una orientacién vol, de la siguiente manera

1
(X,Y)vol = giX(go) Niy () A @, vVX,Y €g. (2.2)

El adjetivo “positiva” deriva del hecho de que (-,-) es un producto interno.

Dados (-, -) y vol, recordamos el operador estrella de Hodge para k-formas
en g, * : AFg* — A7 "Fg* tal que para cada a € AFg*, se define *a como
la tnica (7 — k)-forma en g tal que

B A *xa = (8, a) vol,

para todo § € AFg*.

Andlogamente, si llamamos h al subespacio de g con base {ey,...,eg},
consideramos (-, )y y voly el producto interno y la forma de volumen en b
que hacen de {eq,..., e} una base ortonormal ordenada, entonces podemos

definir x el operador estella de Hodge en b.

Si nos restringimos a b, la 2-forma w = (J-,-) € A?h* define una es-
tructura casi compleja J, dada por Je; = e;y1, para i = 1,3,5. Ademss,
podemos definir p~ € A3h* como la siguiente 3-forma

Q145 | 136 | (235 246

p = *hp+ = e

17
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Notemos que
(er +ie?) A (e +ie) A (e® +ie®) = pt +ip,

donde la 3-forma de la izquierda es una forma de volumen en C3.
GL(b) actiia naturalmente a izquierda en cada A*h*. Es decir, si h €
GL(h) y ¢ € A*b*, entonces

h-p =yt ... h ) e AFp*.

Al derivar dicha accién, obtenemos una representacién  : gl(h) — End(A*p*),
que en cada B € gl(h), estd dada por

¢y = (B, )+ A BY)), Yy € AR

El siguiente lema, si bien se ve muy técnico, resume tutiles propiedades
sobre el dlgebra lineal, que utilizamos a lo largo del trabajo.

Lema 2.1.1. Sean * : AFg* — AT Fg* y *p ARy — AS=kp* los opera-

dores estrella de Hodge determinados por las bases ordenadas {ei1,...,e7} y
{e1,...,e6}, respectivamente, entonces se cumplen las siguientes propieda-
des

(i) *y = %4y A €’, para toda y € AFp*.

(ii) *(y AeT) = (=1)% x4 v, para toda v € AFp*.
(ili) *pw = Fw Aw ¥ *p(w Aw) = 2w.
(iv) 2 =id y *g = (=1)*id en AFp*.

(v) #p = JwAw+pT AeT = 3450 41256 1 1234 _ (2467 | (2357 o1457 1 (1367,
(vi) O0(A) #y + xp O(AY) = —(tr A)xy en Ab*, para toda A € glg(R).

Demostracién. Toda k-forma en g se puede escribir como a + 8 A e”, donde
a € A¥p* y B € AF~1h*. Luego, el item (i) sale de la siguiente cuenta

(a+BAE)A(xp7AET) = aAxpyAe’ = (a,7)y voly Ae” = (a+BAe, ) vol.

Anslogamente, podemos escribir a toda (k + 1)-forma en g como o+ B A€,
donde a € AF1h* y B € AFh*, por lo que el item (ii) se sigue de lo siguiente

(a+BAENA (D) sgy=BA"A(=1) 55y =BAxgyAe"
=(B,7)p voly Ae” = (a+ B Ae, vy Ae’)vol.
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En las pruebas anteriores usamos fuertemente que el conjunto {e’t* | 1 <
i1 < ... <1 <7} es una base ortonormal de k-formas. El apartado (iii) se
obtiene del hecho de que

w? = 6e'0 = 2|w|? voly .
Si consideramos o € A¥g*, entonces
YA =a Ay = {a,*y)vol = xy A xa = xa A\ xy = (xa,7y) vol = (7, *a) vol,

para toda v € A7"*g*, por lo que %2 = id. Notar que k y 7—k tienen distinta
paridad, mientras que k£ y 6 — k tienen la misma paridad, es por esto que
resulta *g = (=1)*id.

El inciso (v) sale directamente al hacer la cuenta. Para ello es itil re-
cordar que * es lineal en A*g y que xefl % = 4ef1J7-k de manera tal que
el k1 J7—k — — vol.

Para finalizar con la prueba, veamos la parte (vi). Sean o € APh* y
B € A5~Ph* tenemos que

(ar, O(A) *y B) voly =(0(A")av, % 8) voly = (A ) A *gﬁ = (-1)Po(AH)a A B
=(=1)P(tr A)a A B+ (=1)PTa nb(AY)p
= — (tr A)a A sqy * B — e A g 5y O(AD)B
=(a, =(tr A) x5 B — *,0(A") ) voly,
concluyendo la prueba del lema. O
Notemos que #(B) es una derivacién del dlgebra Ah* y que 0(B)e!6 =

—(tr B)e6. Esto tltimo va a ser utilizado con naturalidad a lo largo del
trabajo.

2.2. Representaciones irreducibles de G5

Al igual que en la seccién anterior, consideramos g espacio vectorial 7-
dimensional con base {e1,...,er}. Como bien sabemos, GL;(R) actia en
A3g* (h-a=a(h~t A=t h71)). Luego, la 3-forma ¢ dada en (2.1) define
un grupo de Lie conexo, compacto y simple de dimensién 14 mediante

Gy := {h S GL7(R) th-p= (p} C 80(7),

(ver [B, Definition 1]). Es decir, G2 es el estabilizador de . El hecho de
que esté contenido en SO(7) es trivial psuesto que ¢ determina un producto
interno y una orientacion.

Denotamos por gs al dlgebra de Lie de G2 y descomponemos a los espa-
cios de 2-formas y 3-formas de g en respresentaciones Ga-irreducibles como
sigue:

donde los subindices denotan las dimensiones (ver [B, (2.12),(2.13)]).
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Proposicién 2.2.1. [B, (2.14)] Para cada una de las componentes Ga-
irreducibles de las descomposiciones de A>g* y A3g*, se tienen las siguientes
descripciones,

A2g* = {x(aAxp) |a e Alg*} = {a e A%g* |aAp=2xa}, (2.3)
A gt ={aeNg* |arxp =0} ={a e AN’g*" |aAp=—xa}, (24)
Ag* = {ro | r € R}, (2.5)
Ajg" = {x(ang) |a e A'g'}, (2.6)
Adg* ={a e N3g" |aAp=0,aA*xp=0}. (2.7)

Demostracion. Consideramos la transformacién

T : A2g* — AS )
« = a A\ k.

Notemos que Ty # 0, pues por ejemplo Ti(e!?) = e!23456, Como ASg* es
una representacién irreducible de G5 de dimensién 7 y KerT; C A%g* e
Im Ty C ASg* son subespacios Go-invariantes, resulta que T} es sobreyectiva
y por ende dimKer T} = 14. Luego A?,g* = Ker T} pues son subespacios
Go-invariantes de la misma dimension, y por lo tanto obtenemos que

A2,0" = {a € A%g* | a A xp = 0}.
Consideramos ahora la transformacion Gs-equivariante Th definida por

T : AZQ* — AZQ*,
« = k(A p).

Es facil ver que Ty(w) = 2w y To(e!? — %) = —e!2 4+ €% por lo que 2 y
—1 son autovalores de T5». Es decir, hay al menos dos autoespacios de T en
A?g*, que por ser Ga-invariantes tienen que coincidir con A2g* y A3,g*. Por
la descripcién anterior de A2,g* y como w A *p = 3voly # 0, se tiene que

Ag* ={ac A’g" |anp=2%a}, AlLg*={acA’g*|ahp=—xa}
Sea T35 la transformacién Ga-equivariante dada por

T3 : Algt —  A%g,
a = x(aAxp),

como Alg* es una representacion irreducible de G de dimensién 7y T3(e”) =
w # 0, entonces Ker T3 = 0y dim Im 75 = 7. Es decir, Im 75 es un subespacio
Go-invariante de A%g* de dimensién 7, por lo que

A%g* ={x(aAxp)|ac Alg*}.
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Para describir las componentes irreducibles del espacio de 3-formas, consi-
deramos
Ty: Algt — ASQ*,
a = x(aAp).
En particular Ty(e”) = £p~ # 0 y luego 0 = Ker Ty C Alg* irreducible. Es
decir, Im T} es un subespacio Gy invariante de dimensién 7 de A%g*, por lo
que
Ag" = {x(ang) |ae g ).
Sea
Ts : Agg* — A7 *,
e} = a Nk,

Ts # 0 pues T5(p) = 7vol. Luego Im T ~ A$g* por tener la misma dimen-
sién, y Ker Ts ~ Adg* & A3.g*. Es decir

Alg" = {re|r eR},

y si definimos
T6 : Ker T5 — AS *,
«o = aAp,

entonces p~ = x(e” A ) € Adg* es tal que Ts(p~) = —3vol, # 0. Por lo que
Ker Tg = A3-g*, es decir

Adg* ={a e N3g" |aAp =0, anx*p=0}
y con esto concluimos la prueba. O

Como Go-representacion, A2,g* es equivalente a la representacién adjun-
ta go, luego toda 7 € A2,g* no nula puede ser diagonalizada, en el sentido
que existe h € G tal que

h-T=ae?+be3 4 ce™, a+b+c=0. (2.8)

Luego, (¢, 7) es equivalente a (¢, ae'? +be3t +ce®). Es decir, salvo equiva-
lencia podemos asumir que existe una base ortonormal orientada {e1,...,e7}
de g tal que ¢ es como en (2.1) y

T=ae?® +be3 e, a+b+c=0, a>b>0>c. (2.9)
En particular,

T AT = 2abe'?* 4 2ace?0 4 2bc 3456,
T AT AT = 6abc 23155, (2.10)

T AT =72 =a®* +b? +
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2.3. El grupo de Lie G,

En esta seccién consideramos un grupo de Lie cuya dlgebra de Lie tiene
un ideal de codimensién uno y fijamos la notacién para tal dlgebra. Ana-
lizamos de qué manera depende el corchete de Lie de los corchetes de sus

subdlgebras.
Sea g un algebra de Lie de dimensién 7 tal que g tiene un ideal b
de codimensién uno. Consideramos la base {e1,...,er} de g tal que h =

span{ei,...,es}, es decir g = h x Rey. El corchete de Lie u de g queda
determinado por
w=A+pa, (2.11)

donde A es el corchete de Lie de h (extendido a g mediante A(g,e7) = 0) y
1A es el corchete de Lie definido por una cierta A € Der(h) como

naler,v) = Av, pa(v,w) =0, Vv, w € h.

Denotamos por G, al grupo de Lie simplemente conexo con élgebra de Lie
(g9, 1t). Notemos que G, es soluble si y sélo si el dlgebra de Lie (h, A) es
soluble, y es nilpotente si y sélo si (h,\) es nilpotente y A es un mapa
lineal nilpotente. Denotemos por H) al grupo de Lie simplemente conexo
con algebra de Lie (h, \) y por G4 al grupo de Lie simplemente conexo con
algebra de Lie (g, p14).

En resumen, el corchete de Lie en g estd dado por:

M(eiaej) = A(eive]’)v M(e7,€i) = Ae’ia \V/Z,] € {17 s 76}

Si consideramos ademés la métrica riemanniana y la forma de volumen
en G, que hacen de {ei,...,er} una base ortonormal ordenada de T, M
para cada p € M, entonces tenemos * : A¥g* — A7"Fg* como en la seccién
anterior.

En el siguiente lema agrupamos algunas propiedades de formas diferen-
ciables en un grupo de Lie.

Lema 2.3.1. Sid,,dy,da denotan las diferenciales de k-formas en las dlge-
bras de Lie (g, 1), (h,\) y (g,pa), respectivamente, entonces se cumple lo
stguiente,

(i) d, = dx +da. Es decir, para toda v = o+ 3 A e’ € Nfg*, a € AFp*,
B e AF=1p* se tiene:

dyy = dya+dy\B A e’ + daa,
y daa = (—1)F0(A)a AeT.
(ii) due” =0, dae” =0 yda(aNe) =0, para toda o € A¥h*.

(iii) dy o 0(D) = 0(D) o dy para toda D € Der(h).
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(iv) dy x et = (=1)'tr(ad, e;)e'7, para todai=1,...,17.
Demostracion. Dados o € AFp*, g€ AF1p* y iy < ... <ipy € {1,...,6},

dyo(eiy, ... e ) :Z:(—l)rJrS (1€ €iy)s €ips vy Ciny ey €igy s Cipyy)
_Z T+S elr,eis),eil,...,éir,...,éis,...,eikﬂ)

:dAa(eil, - eik+1),

dyalei, ... e, er) :Z(—l)ﬂrs (kleips €i,)s €irsees iy Gigs oy i 07)
+Z D™ (e, e7), €y vy €inyees i)
_Z D o (—Ae;, iy iy eiy)
_Z D D) a ey, — Al e)

:(— )kG(A)oz(eil, coei) =daale, ... €, er).

El hecho de que d,e” = dae” = 0 sale directo pues e7 N [g,g] = 0, y en
consecuencia d4(a Ae’) = 0.

La parte (iii) ocurre pues (D) es precisamente menos la derivada de Lie
Lx,,, donde Xp es el campo vectorial en H) asociado a D.

El item (iv) se puede ver de la siguiente cuenta,

= (=1 (-1 e A Ay A A A A

j<i
(1)) (=1t A A A Adyed A AET
i<j
= (-1 > (-1 A A adeg) el A Aet A A
j<i
+ (=) (=1t A A A A (<) (ad ) e A AeT
i<j
= (-1 (adyei)jie' T = (—1)"tr (ad, e;)e' 7,
J
y con eso concluimos la prueba del lema. O

Ademsds, como dimg = 7, la codiferencial de d estd definida de la si-
guiente manera:

0 A gt — AFg* 5= (—1)F sy, x
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Observacién 2.3.2. Si G/, es unimodular (i.e. trad, X = 0 para todo
X € g), entonces § coincide con la adjunta de d respecto de la métrica
riemanniana inducida por {ey, ..., e}, es decir

(,68) = (do, B),  Va € A'g*, pe A" Fg".
En efecto

(o, 68) vol =a A 68 = (=1)*ta A2d* g = (-1)fTandxp
=—d(a A xf) + da A x5 = (da, §) vol,

la dltima igualdad vale pues a A x5 es una 6-forma en g unimodular, por lo
tanto es cerrada (ver Lema 2.3.1 (iv)).

2.4. Subgrupos de G»

En la Seccién 3.1 analizamos qué condiciones de estructura son reque-
ridas para que un grupo de Lie admita una Gs-estructura ERP invariante
a izquierda. Para ello, necesitamos hacer algunas reducciones salvo equiva-
lencia, por lo cual es 1til definir y estudiar algunos subgrupos de G2, como
por ejemplo, el estabilizador de la 2-forma 7 := e'? — €%6. Es importante
destacar que toda matriz en esta seccién estd escrita en términos de la base
{67, €3,€e4,€1,€2, €5, 66}.

Consideremos el subgrupo de G2 que deja invariante al subespacio h :=
span{er, ..., e}, denotado por Uy. Es sabido (ver e.g. [VM, Lemma 2.2.2])
que

Uy := {h € Gy : h(h) C b} = [ ! S ] U [ L S }g, (2.12)

donde g estd definido a continuacién y SU(3) esta definido por J como abajo
—1

0

L 0

@
Il
—
<
Il

o

-1

es decir SU(3) = {h € SO(6) : hJ = Jh}. Al subgrupo de Gy que ademds
de preservar b preserva 7 lo llamamos

Upr:={heGy:h(h) Ch, h-T=1}, (2.13)
y se cumple la siguiente igualdad.
Lema 2.4.1. Uy ; estd dado por Uy, = Uy U Upg, donde

-1

1
Uy = { [ ha B ] : hi € SO(2), hihghg = id} 9= 01
h3
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Demostracion. Llamamos Jq a la matriz que define a la 2-forma 7, o sea

0
0

. 0-1
Jii=] 0

0 5
01
-10

tal que 7 = (J;-,-). Dado h € O(7) tal que h -7 = 7, se cumple que
<J1'a > = T('? ) = (h ’ T)('7 ) = T(h_l'a h_l') = <Jh_1'7 h_1'> = <th_1'7 >

O sea hJ1h~! = J;. Sabiendo esto, no es dificil ver que

Yo = Uy [ 5w }

Por otro lado, usando que g € G (pues G- =)y g-7 = —7 (ver (2.12)),
obtenemos que

= 10| geUy,rN 1
g= 01 g b, SU(?)) g.
0 —1

Ahora, si h = fg € Uy ;, donde fer =ery fo:= fly € SU(3), entonces

fo= [fl 0 f2] , fifefs = —1,
f3 0

como fy tiene que conmutar con J|y y Ji|p, luego tenemos que

lf
h:[ 1f2
—f3

concluyendo la prueba del lema. O

. 1 -
g € Upg, esdecir, Uy,N [ SU(3) ] g = Uyg,

De la definicién de G, dada en la Seccion 2.2, podemos calcular su
algebra de Lie, go = {H € s0(7) | 6(H)p = 0} que resulta:

0 c —-b h+i g—j —-m —n

—c 0 a n—l —k g h

b —a 0  k+tm -l i J
—h—i —n+l —k—m 0 —d b—e —f ta,...,meR
—g+j k l d 0 —ct+f —e

m -9 -t —btec—f 0 —atd

n —h —J f e a—d 0

En lo que resta de la seccién, describimos a dos subgrupos de Go que
vamos a precisar a lo largo del trabajo, a los cuales llamamos Uy, y Uy, -,
donde g; es el subespacio generado por {ej, ez, es5, €6}

Ug1 = {h S G2 : h(gl) (- gl}, (2.14)
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con algebra de Lie dada por

Uy, = 0 —d b—e —f | :a,bcde feER
g1 d 0 chrf e 9 Uy by My 7f
—btec—f 0 —a+d
f e a—d 0

y el correspondiente subgrupo estabilizador de 7:
Ugr i ={h € Ga:h(g1) Cg1, h-T7=7}, (2.15)

con algebra de Lie

0 ¢ —-b
—c 0 a
b —a 0
0 —d b —1c¢
Ug, r = 2 ta,b,c,d €R
01 d 0 —%c —1b [t
—%b c 0 —atd

1
2
ic fba-d 0

Esta ltima se obtiene de calcular {H € ug, : 0(H)T = 0}.

2.5. (Gy-estructuras cerradas

Dada una variedad diferenciable M, de dimensién 7, decimos que una
3-forma diferenciable ¢ € Q3M es una Ga-estructura si para cada p € M,
¢p se puede escribir como en (2.1), con respecto a alguna base {ey, ..., er}
de T, M. Es decir, ¢, es positiva para cada p € M:

op = o127 4 o347 | 567 | 135 _ 146 _ 236 _ 245

Cada Ga-estructura define una métrica riemanniana en la variedad M, que
denotaremos por ¢, y una orientacién vol € Q7M (tnica salvo producto por
escalar), que hacen de la base {ej,...,er} una base ortonormal y orientada
de T}, M, para cada p € M. De esta manera ¢ determina al operador estrella
de Hodge

x: QM — QM, - N *a = (-, a)vol.

y al operador laplaciano de Hodge dado por
A:QFM — QF M, A = 6d + dd,

donde & : Q1M — QFM, § = (—1)*+1 % dx, es la codiferencial de d.

Si denotamos por V a la conexion de Levi-Civita asociada a la métrica
g, llamamos formas de torsion de la Ge-estructura ¢ a las componentes de
la torsion intrinseca V. Dichas componentes se pueden obtener (ver [B,
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Proposition 1]) como las tinicas formas diferenciales 7; € Q'M, i = 0, 1,2, 3,
tales que

do = To* @+ 311 N\ @ + *73, dx@ =411 AN*p + T2 N\ ©. (2.16)

En el caso particular en que la Ga-estructura ¢ es cerrada en la variedad
M, es decir dp = 0, la tnica forma de torsién que sobrevive es la 2-forma
7:= 1y € 03, y por lo tanto sucede que

T=0p=—xdx*p, dxp=TN¢, dr = Aep. (2.17)

En particular, ¢ es libre de torsién (o paralela) si y sélo si 7 = 0.

Con el afan de clasificar Ga-estructuras que tienen ciertas propiedades,
debemos definir una equivalencia que distinga las estructuras geométrica-
mente. Decimos entonces que dos variedades con Ga-estructuras (M, ¢) y
(M',¢') son equivalentes si existe un difeomorfismo f : M — M’ tal que
p=f"¢.

En el caso en que la variedad diferenciable es un grupo de Lie, llamémosle
G, podemos estudiar Gs-estructuras invariantes a izquierda en G, lo cual
nos permite trabajar a nivel de algebra de Lie como en la Secciéon 2. Es
decir, toda Ga-estructura invariante a izquierda en un grupo de Lie queda
determinada por una 3-forma positiva en el dlgebra de Lie g. En lo que sigue
vamos a asumir que dicha 3-forma positiva es la dada en (2.1).

En este caso podemos considerar una distincién geométrica mas fina. Dos
grupos de Lie con Ga-estructuras invariantes a izquierda (G, ) y (G, ¢) se
dicen equivariantemente equivalentes si existe un isomorfismo de grupos de
Lie F : G — G’ tal que ¢ = f*¢/, donde f :=dF|. : g — ¢’ es el corres-
pondiente isomorfismo de dlgebras de Lie. Es claro que si dos estructuras
son equivariantemente equivalentes, entonces son equivalentes.

Definicién 2.5.1. (G, ¢) es el grupo de Lie G, definido en la Seccién 2.3,
junto con la Go-estructura invariante a izquierda determinada por la 3-forma
positiva ¢ en g dada en (2.1).

Notar que por (2.11), G, depende solo del corchete de Lie A en el dlgebra
de Lie 6-dimensional h = span{ey,...,eg} y de una matrix A € Der(h, ).

A la hora de clasificar Ga-estructuras, asumir que el grupo de Lie tiene la
forma de G, simplifica en gran medida las cuentas. La siguiente proposicién
nos dice que en el caso en que la Ga-estructura sea cerrada, lo anterior se
puede asumir sin pérdida de generalidad.

Proposicion 2.5.2. Todo grupo de Lie provisto de una Ga-estructura inva-
riante a izquierda cerrada es equivariantemente equivalente a (G#,go) para
algin p= A+ py tal que el ideal (h, \) es unimodular.
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Observacion 2.5.3. Si el grupo de Lie es no-unimodular, entonces h =
{X € g :trad, X = 0}. Por otro lado, el par (w,p™) define una SU(3)-
estructura en el algebra de Lie b, es decir w € A%h* y pt € A3h* tales
que

w/\p+: , p+A*hp+:%w3.

Demostracion. Sea (G,1) un grupo de Lie G junto con una Ga-estructura
cerrada . Si g es no unimodular, entonces podemos tomar el ideal de co-
dimensiéon uno h = {X € g : trad, X = 0} de g. En el caso en que g es
unimodular, se sigue de la clasificacién obtenida en [FR4] que existe un ideal
de codimensién uno h. Por lo tanto, existe una base {eq,...,e7} de g tal que
h =span{ey,...,es} v ¢ puede ser escrita como en (2.1). Se sigue entonces
que si X := plyxp y A := ad e7|y, entonces el corchete de Lie p1 de g esta dado
por i = A+ p4, quedando asi demostrada la proposicién. O

De ahora en adelante, vamos a trabajar con Ga-estructuras de la forma
(G, ¢). De acuerdo al Lema 2.3.1, (i), para (G, ¢) tenemos que,

dup =dapt +dyw Ae” —0(A)pT Ae, (2.18)
dyxp=dwAw+dyp~ Ae” +0(A)wAwAe. (2.19)

Luego, (G, ¢) es cerrada si y solo si se dan las siguientes condiciones
dyw = 0(A)p™, dyp™ = 0. (2.20)

A continuacién calculamos la torsién en términos de A y A, que son las
Unicas variables en juego.

Proposicién 2.5.4. La 2-forma de torsion 7, de una Ga-estructura cerrada
(G, ) estd dada por 7, = T\ + T4, donde

Ty 1= — o (w Aw) A el —xpdrp, T4 = (tr A)w + 0(A")w.
Mids atin, dyw Aw = —0(A)w A pT.

Demostracion. De (2.1), se deduce que
*xdg * Q= * (;O(A)(w Aw) A e7> =% (0(A) %y w A 67)
= (—(tr A) s w A el — xp0(Aw A 67) = —(tr A)w — O(A"w,

’ dywAw=0(A)p" Aw=0(A)wAp".
Usando el Lemma 2.1.1, (v) calculamos,
du*gpzd,\w/\w—l—d)\p_/\e?—i—dA*go,
*dy, % @ =% (dyw Aw) + *pdap~ + *dg * ¢
=y (daw Aw) Ae” +xpdyp™ — (tr A)w — 0(A"w,

y asi resulta la férmula deseada. O
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Sencillamente, usando la proposicién anterior y el Lema 2.3.1, obtenemos
que para toda Ga-estructura cerrada (G, @), se cumple que

dyty =(tr A)dyw — dy *g dy #p p7 + dAO(A)w — dy *p (dyw Aw) A e’
= (+0(A)0(ANw — O(A) x5 drp™ + (tr A)I(A)w) Ae’. (2.21)

En el siguiente resultado mostramos que dos Ga-estructuras invariantes
a izquierda en dos grupos de Lie no isomorfos pueden ser equivalentes, a
pesar de no ser equivariantemente equivalentes. Esto generaliza el resultado
dado en [L3, Proposition 5.6] mas alld del caso casi-abeliano, y la prueba
también sigue las lineas de [H, Proposition 2.5].

Proposicién 2.5.5. Sea (G, ) una Ga-estructura como antes, con |1 =
A+ pa. Si D e su(3) N Der(h,N), [D,A] =0 y llamamos 1 = X\ + pa+p,
entonces las Ga-estructuras (G, ) y (Gu,, ) son equivalentes.

Observacion 2.5.6. La hipdtesis en la matriz D significa precisamente que

D 0
[ 0 0} € g2 N Der(g, it), g2 N Der(g, 11).

Notemos que en general, los grupos de Lie G, y G, no son isomorfos. Por
ejemplo, si p es no unimodular, entonces los espectros de D y A deben
coincidir salvo escalar para que p y p1 sean isomorfas.

Demostracion. Denotemos por g, al dlgebra de Lie (g, ;) de G,,. Conside-
ramos el grupo de Lie

F = Aut(Gp,) NAut(G,, @) ~ Aut(g,, ) N Ga,

con algebra de Lie f := Der(g,, ) Ng2, el homomorfismo « : g, — f definido
por

-D 0
aen=| 7 o] ab=o

y denotamos también por « al correspondiente homomorfismo de grupos de
Lie G,, — F. Si L : G,, — Aut(G,,,¢) es el morfismo definido por
multiplicar a izquierda, entonces

Gl = {LS o O[(S) .S E GMl} C AUt(G,u17S0)7

es un subgrupo. De hecho, usando que G, = exp Re7 x exp b, tenemos para
s = ah, t = bg que,

Lsoa(s)o Lyoa(t) =Ls o Loy ya(s)a(b) = Las)wa(s)a(ba(a)(g))
:Lsa(s)(t)a(s)a(a(a)(b)a(a) (g)) - Lsa(s)(t)a(sa(s)(t))'
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Luego Gi es un subgrupo de Lie conexo y cerrado de Aut(Gy,,¢) pues
s+ Lsoa(s) es continua y propia. Ademads, G actia simple y transitiva-
mente en G, por automorfismos de ¢, entonces el difeomorfismo f : G; —
Gui, f(Lsoa(s)) := (Lsoa(s))(e) = s define una equivalencia entre G-
estructuras invariantes a izquierda (G1, f*¢) y (G, ). Por otro lado, el
algebra de Lie de GGy estd dada por

g0 :={dL[X + a(X) : X € g} C L(Aut(Gpy, ),
y si X = Xy +aer, Y =Y + ber pertenece a g, luego

[dL|.X + a(X),dLIY + oY)
—dL|o1 (X, Y) + dL|ea(X)Y — dL|.a(Y)X + o([X,Y))
=dL|, (a(A + D)Y; — b(A + D)Xy + A(X,,Y;) — aDY; + bDXy + 0)
—dL|. (aDYy — bDXy + A(Xy, Yy)) = dL|ept(X,Y) = (dL|e + o) (X, Y).

Esto muestra que df|;! = dL|.+a : gy — go es un isomorfismo de dlgebras
de Lie y entonces (G, ¢) es equivalente a (G1, f*¢), quedando asi probada
la proposicién. ]

Observacién 2.5.7. Si reemplazamos ¢ por un producto interno (-,-) en
g, Aut(G,, ) por Iso(Gp,, (-,-)) v G2 por O(g,(:,-)), la siguiente versién
Riemanniana puede ser probada de la misma manera que antes, para toda
dimension: (G, (-,-)) es isométrica a (G, (-,-)) para toda g = A + pa,
U1 = A+ patp tal que D € so(h, (-,-)) N Der(h, \) y [D, A] = 0.

Observacion 2.5.8. Como una aplicaciéon de la Proposicién 2.5.5, se obtie-
ne que la familia monoparamétrica de Ga-estructuras ERP dada en [FR3,
Example 6.4] es equivalente dos a dos.

2.6. Solitones

Dada g un &algebra de Lie, consideramos el grupo de Lie simplemente
conexo G con dlgebra de Lie g. Sea (-, -) un producto interno en g, el operador
de Ricci de la métrica invariante a izquierda en G definida por (-, -) estd dado
por

1
Ric =M — §B — S(ad H), (2.22)
donde M es el moment map M : g — g,
<MX7 Y> =—1 <[X7 ei]vej><[y7 ei]7ej> + i Z<[€i,€j],X><[€i,6j},Y>,
ij ij
B es la forma de Killing,

B:g—g, (B(X),Y)=trad XadY,
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H es el vector de curvatura media en g, definido por
(H,X)=trad X,
y S(ad H) = %adm es la parte simétrica de ad H.

Definicién 2.6.1. [L1] Dada un dlgebra de Lie g y (-, -) un producto interno
en g, decimos que (g, (-, -)) es un soliton de Ricci (algebraico) si existen A € R
y D € Der(g) tales que:

Ric = \id +D, (2.23)
donde Ric es el operador de Ricci definido previamente. Se dice que es de

expansién si A < 0, estable si A = 0 y de contraccién si A > 0.

En particular, se cumple para el tensor de Ricci ric: g X g — R, que

ric(g) = A\g — 2 Lx,9,

para Xp el campo invariante a izquierda en el grupo de Lie simplemente
conexo GG con algebra de Lie g, definido como

Xp(p) = &|,f:(p), Vpe€G, (2.24)

donde f; € Aut(G) es el tinico automorfismo tal que df;|. = e'P. Es decir,
(G, ) es una solucién auto-similar para el flujo de Ricci:

0
Sa(t) = ~2Ric(g(t)).
Por otro lado, R. Bryant introdujo en [B] el siguiente flujo geométrico
natural para Ga-estructuras, el llamado flujo laplaciano:

2 6lt) = Agl), (225)

donde ¢(t) es una familia monoparamétrica de Go-estructuras cerradas en
una variedad diferenciable M de dimensién 7.

Es sabido que una Ga-estructura ¢ en una variedad diferenciable M fluye
de manera autosimilar a lo largo del flujo laplaciano dado por (2.25), en el
sentido de que las soluciones ¢(t) tienen la forma

olt) = c(t) /(1) 0, para algtin c(t) € R y () € Diff(M),
si y solo si
Ap=cp+ Lxp, para algin c€ R, X € X(M) (completo),

donde Lx denota la derivada de Lie respecto del campo X. En tal caso,
c(t) = (%ct + 1)3/2. Anélogo a la terminologia que se utiliza en la teoria
del flujo de Ricci, llamaremos a ¢ soliton de Laplace y diremos que es de
expansion, estable o de contraccion, si ¢ > 0, ¢ = 0 o ¢ < 0, respectivamente.

En el particular caso en que M = G es un grupo de Lie simplemente co-
nexo con algebra de Lie g, y ¢ es invariante a izquierda, tenemos la siguiente
definicién méas amigable para trabajar.
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Definicién 2.6.2. [L5] Dada g un algebra de Lie 7-dimensional g y ¢ una
Ga-estructura invariante a izquierda en G, decimos que (g, @) es un soliton
de Laplace (semi-algebraico) si existen D € Der(g) y A € R tales que:

Ap = Lxpp+ Ao, (2.26)

donde Xp es el campo invariante a izquierda en G dado en (2.24). Equi-
valentemente, ¢ se dice un solitén de Laplace en G si existen c(t) € R* y
f(t) € Aut(G) tales que

p(t) = c(t)f(t)*p

es una solucion al flujo laplaciano %gp(t) = Aep.

Notar que esto implica que (G, ) es solitén de Laplace con la definicién
anterior.

Observacién 2.6.3. Lx,a = —0(D)a, para toda o € A¥g*.

En efecto, basta probarlo para a € Alg* pues ambas son derivaciones de
Ak *,
Lxpe'(X) =gl fi ¢'(X) = G lo¢ (dfs X) = Floe' (P X)
=c'(4],e'"’ X) = /(D X) = —0(D)e'(X).

2.7. Gy-estructuras ERP

Bryant probé la siguiente estimacién para una Ga-estructura cerrada ¢
en una variedad compacta M (ver [B, Corollary 3]):

/ scal2*1§3/ | Ric|? 1,
M M

y la igualdad se vale si y sdlo si

1 1
dr = 6\7’\2(,0 L (T AT). (2.27)
El factor 3 en el lado derecho de la desigualdad, siendo mucho menor que 7,
muestra que la métrica esta siempre muy lejos de ser Einstein.

Definicion 2.7.1. Las Ga-estructuras cerradas para las cuales la condicion
(2.27) se mantiene y 7 # 0 son llamadas extremally Ricci-pinched (ERP) en
[B, Remark 13].

En la siguiente proposicion se resumen algunos resultados generales en
dichas estructuras.

Proposicién 2.7.2. [B] Sea (M, ) una variedad diferenciable con una G-
estructura ERP, y asumamos que es localmente homogénea. Luego,
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(i) TATAT=0.

)
(ii) d(r A7) =0.
(iii) dx (T AT)=0.
)

(iv) Ric|p = —%|7[?id, Ric|g = 0 y (Ric P,Q) = 0, donde
P:={XeTM|x(tA1)=0}, Q:={XeTM|ix*x(tAT)=0},
ydim P =3, dimQ = 4.

Demostracion. Partes (i), (ii) y (iii) siguen de [B, (4.53)], [B, (4.55)] y [B,
(4.51)], respectivamente, y el hecho de que d|7|> = 0 ya que M es localmente
homogénea. Si escribimos 7 como en (2.9) en cada p € M, entonces se
debe cumplir que b =0y ¢ = —a, pues T AT AT = 0 por (i), y entonces
7 = a(e'? — €%%). Para probar la parte (iv), consideramos la férmula dada
en [L4, (16)] para ¢ = %, entonces en términos de la base {ey, ..., er},

1 1 1 1
Ric = — 6\7’|2id—§72 = —§a2 id_§ Diag(—a?, —a?,0,0, —a?, —a?,0)
2

1
- % D1ag(0, 07 17 L Oa 07 1) = _6|T|2 Dlag(oa 07 1> 17 07 07 1)

Como TAT = —2ae'?0 y x(7AT) = —2ae347, se sigue que P = span{er, e3, 4},
@ = span{ey, es, e5,e6} y por lo tanto vale (iv), concluyendo la prueba. [
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Capitulo 3

Estructura

En el capitulo anterior definimos una Ga-estructura ERP y probamos
algunas propiedades que satisfacen las mismas. El problema, y lo que nos
motivo para estudiarlas, es que solo habia dos ejemplos de ellas y ambos
eran (localmente) homogéneos. El primer ejemplo encontrado fue dado por
Bryant, quien introduce la definicién, en el espacio homogéneo SLy(C) x
C?/SU(2) (ver [B, Example 1]). Este mismo ejemplo puede ser visto también
(ya que son equivalentes) en el grupo de Lie soluble dado en [CI, Section
6.3] (ver también [L4, Examples 4.13, 4.10]). Un segundo ejemplo de Ga-
estructura ERP fue dado por Lauret en un grupo de Lie soluble unimodular
en [L4, Example 4.7]. Vale la pena destacar que ambos ejemplos son ademés
solitones de Laplace estables, es decir, evolucionan bajo el flujo laplaciano
de la siguiente manera: existe una familia monoparamétrica f(t) € Diff (M)
tal que la solucién al flujo laplaciano empezando en ¢ estd dada por p(t) =
f(t)*¢ (ver Definicién 2.6.2).

En la busqueda de nuevos ejemplos, notamos que la condicién de ser
ERP impone fuertes restricciones en el dlgebra de Lie. Es asi como logramos
probar el teorema de estructura que nos abrié las puertas a la clasificacion.
Para les lectores ansioses, enunciamos ahora el teorema de estrucura, pero
antes necesitamos introducir un poco de notacién. Dada ¢ como en (2.1),
definimos

wri=el? 40 wyi=e —el® wyi=elf 4 e?
de manera que
90:&)3/\63+w4/\e4+W7/\67—|—e347.
Ademis denotamos por 6 la representacién usual de gl,(R) en A2R*.

Teorema 3.0.1. Todo grupo de Lie con una Ge-estructura invariante a
izquierda ERP es equivariantemente equivalente, salvo multiplicacion por
escalar, a un par (G, @) con torsion T = e'2 — €0, donde ¢ es como en
(2.1), y las siguientes condiciones se valen para el dlgebra de Lie g de G:

35
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(i) b :=span{ey,...,es} es un ideal unimodular.

(ii) go := span{ey,es,eq} es subdlgebra de Lie y g1 := span{ey, eg, €5, ¢es}
es ideal abeliano de g. En particular, g = go X g1 y g es soluble.

(iii) by := span{es,eq} es una subdlgebra abeliana; en particular b = by X
g1-

(iv) O(ader|g, )T = jwr, O(ad eslg, )T = Jw3 and O(ad ey, )T = Twy.
(v) O(ader|g, )wr + O(ad e3|q, )ws + O(ad e4|q, )Jwa = T + (trad er|q, )wr.

Reciprocamente, si g satisface (i)-(v), entonces (G, ) es una Ga-estructura
ERP con torsion T = e'? — %6

El teorema se prueba en Seccién 3.1. La idea es primero probar que todo
grupo de Lie con una estructura ERP invariante a izquierda es equivalente
a (G, ) con torsién fija 7 = e!? — €%, y luego ver que valen los apartados
(i)...(v) para tal formato de estructura ERP.

En Seccion 3.2 mostramos tres nuevos ejemplos no equivalentes a los dos
ya existentes. Mas aun, logramos algunos refinamientos en las restricciones
de estructura del algebra de Lie separando en tres posibles casos segun la
dimensién del nilradical.

3.1. Estructura

Nuestro objetivo en esta secciéon es descubrir y probar resultados de
estructura para Ga-estructuras ERP en grupos de Lie.

De la Seccion 2.5, recordemos que los grupos de Lie con una Ga-estructura
de la forma (G, ) (ver Definicién 2.5.1) cubren todas las estructuras ce-
rradas salvo equivalencia equivariante (ver Proposicién 2.5.2). El dlgebra de
Lie de G, se descompone como g = Re7y @ b, donde h = span{ey, ..., es} es
un ideal unimodular, y ¢ es siempre como la dada en (2.1).

La siguiente proposicién nos muestra que bajo las condiciones impuestas
por ser ERP, la 2-forma de torsién puede ser diagonalizada de una manera
muy conveniente en relaciéon a la estructura del &lgebra de Lie. Este he-
cho proporciona el punto de partida desde el cual van a ser obtenidos los
resultados de estructura en esta seccion.

Proposiciéon 3.1.1. Todo grupo de Lie que tiene una Ga-estructura inva-
riante a izquierda ERP es equivariantemente equivalente a (G, p), salvo

mailtiplo, para algin p = X+ pa con (b, \) unimodular y torsion 7, =
12 _ 56
es — e,

Observacién 3.1.2. La SU(3)-estructura (w, p™) en el dlgebra de Lie b es
en consecuencia half-flat, i.e. dyw Aw = 0y dyp™ = 0 (ver Proposicién 2.5.4

v (2.20)).



3.1. ESTRUCTURA 37

Demostracion. Sea (G, ) un grupo de Lie junto con una Ga-estructura in-
variante a izquierda ERP. Consideramos la base {ei,...,e7} del dlgebra de
Lie g de G tal que ¢ tiene la forma de (2.1). Como la forma de torsién 7
de (G, p) pertenece a A2,g*, se sigue de (2.9) y de la Proposicién 2.7.2, (i)
que se puede asumir (salvo miltiplo) que estd dada por 7 = e'? — %0, Como
primera consecuencia, de3*” = 0 por Proposicién 2.7.2, (iii) y entonces

0=de®" =de3 Nel" —e3Andet Ae” + 3 A de”

_ Z Cia3e"T — Z CiageT Z CirnetT

i=1.2,5,6 i=1,2,5,6 i=1.2,5,6
=— E trad e;|g,e™7,
i=1,2,5,6

lo que implica que
trad e;lg, = 0, Vi=1,2,5,6, (3.1)

donde go := span{es, e4, e7} es una subdlgebra de Lie por Proposicién 2.7.2,
(ii). Por otro lado, g1 := span{ej, e, €5, €6} es también una subdalgebra (ver
Proposicién 2.7.2, (iii)) y por lo tanto usando Lema 2.3.1, (i), obtenemos
que

dr = (0(ad e3g,)7) A€ + (B(ad eq|g,)T) A e + (B(ad er]g,)T) A €™ + dg, T,

donde d, : AFgt — AF*lgt denota la derivada exterior de (g1, “‘glxgl)' Por

otro lado, la condicién de ERP en (G, ¢) dice que

1 1 1
L LBAT

1 1
dT:§cp 3 §W3/\63+§W4/\64+§W7/\67,

entonces dg, 7 =0y

1
f(ades|g, )T = =

1
3 —wy, f(ader|q, )T = §W7.

w3, O(adeslg, )T = 3

Esto implica que las 2-formas 7, w3, w4, w7 son todas cerradas en el algebra
de Lie 4-dimensional g; usando que los mapas ade;|g, son derivaciones de
g1 (ver Lema 2.3.1, (iii)), de lo que se puede ver facilmente con la ayuda de
una computadora que g; es abeliana. De esto y de (3.1), obtenemos que g;
estd contenida en el ideal u de g dado por u:={X € g: trad X = 0}.

Si G es no unimodular, entonces u tiene dimensién 6 y podemos tomar
algin Xy € (e3,eq,e7) de norma |Xp| = 1, tal que g = RXy @ u es una
descomposicién ortogonal. Tomando h en el grupo Uy, - dado en (2.15) tal
que h(Xg) =e7,osea h-7 =17y h(g1) C g1. El operador h define entonces
una equivalencia equivariante entre (G, ¢) y (G, ), donde p:=h-[-,-], y
tenemos que h(u) = b (pues h es ortogonal) y 7, = h -7 =T.
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En el caso cuando G es unimodular, estd probado en [FR3, Theorem 6.7]
que g debe ser isomorfa a cierta algebra de Lie soluble. En esta prueba, solo
usamos que g es soluble y argumentamos como en el principio de la prueba
de [FR3, Theorem 6.7]. Recordemos de la Proposicién 2.7.2, (iv) que Ric <0
y el nicleo de Ric es g1. Luego, el nilradical n de g estd contenido en g; por
[D, Lemma 1] y como g es soluble, [g,g] C n. Por lo tanto h es un ideal de
g, concluyendo la prueba. O

El siguiente ejemplo muestra que la proposicién anterior no es valida en
general para Ga-estructuras cerradas.

Ejemplo 3.1.3. Consideramos (G, p) con (e, e2) = e3, A(ez,e3) = 4des y

[u
(elelelolole]
OOoONO OO

A=

cocoor

—~ococo lo

ol cococo
—
cococoo

-3

Es sencillo chequear que d,po =0y 7, = —2e12 — 16 _ 4e34 — 37 4 e,
Como b es el nilradical de y, la 2-forma de torsién 7, de cualquier (G, , ¢)
equivariantemente equivalente a (G, ) va a satisfacer que 7., (e7,-) no es
idénticamente cero. De hecho, todo isomorfismo ortogonal entre G, y G,
debe preservar a h y Rer.

La diagonalizacién de 7 obtenida en Proposicién 3.1.1 hace del problema
de equivalencia un problema mucho méas simple de abordar. Recordemos los
subgrupos Uy - v Uy, » de G2 descriptos en Seccién 2.4.

Proposicién 3.1.4. Asumamos que (Gu,,¢) y (Gu,, ) tienen la misma
2-forma de torsién 1, = T,, = el? — 5. Luego, son equivariantemente

equivalentes si y solo si o = h - p1 para algin h € U C Ga, donde
(i) U =Uy,; (ver (2.13)) si no son unimodulares; y

(ii) U =Ug,+ (ver (2.15)) si son unimodulares y g1 = span{ey, ez, €5, €6}
es su nilradical.

Demostracion. En el caso no unimodular (i), b es un ideal caracteristico de
ambas algebras de Lie por Proposicién 2.5.2 y entonces toda equivalencia
equivariante h entre ellos debe dejar h invariante y preservar 7, es decir,
h € Uy Por otro lado, la parte (ii) sigue del hecho que h debe dejar g;
invariante (i.e. h € Uy, ) siendo g; el nilradical de ambas édlgebras de Lie, y
entonces h € Uy, r pues h -7 =7 (ver Seccién 2.4).

La reciproca sigue directamente del hecho que U C Gbs. ]

En vista de la Proposicién 3.1.1, consideramos de ahora en adelante una
G-estructura cerrada (G, ) tal que

Ti=1, =2 — €% (3.2)
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En tal caso, por Proposicién 2.5.4,

dyw Aw = 0. (3.3)

Ademss, 7 AT = —2e1250 y x(7 A7) = —2¢347. Esto implica que (G, p) es
ERP si y solo si

1 1
_ LT

d,m = 3973 , (3.4)
lo cual es equivalente por Lema 2.3.1, (i) a
1 1
d\1 = §P+a 0(A)T = 5(612 +¢e%). (3.5)
Se sigue de (2.20) y Lema 2.3.1, (iii) que
dyw = d)\(elz + 656) + d,\634 = 3d)\9(A)7' + d)\634
= 30(A)d\t + dye3 = 0(A)pT + dye®* = dyw + dpe®,
y en consecuencia
dye3t = 0. (3.6)

De la proposicién 2.7.2 se siguen algunas consecuencias geométricas y
algebraicas.

Proposicién 3.1.5. Si (G, ¢) es ERP con T = e'? — ¢, entonces,

(i) go := span{er,es,es}, g1 1= spanfer, ez, e5,e6} y b1 := spanfes, es}
son subdgebras de Lie de g.

(i) El operador de Ricci Ric,, de (G, (-,-)) es diagonal con respecto a {e;}
y Ricy, |g, = —3 id, Ricy |, = 0.

(i) Si Qu es el unico operador simétrico de g tal que 6(Qu)p = d,T,
entonces

1 1
Ric, = —gid —2Q; en particular,  Qulgy =0, Qulg = _Eid'

Demostracion. Es bien sabido que el ntcleo de toda k-forma cerrada en un
algebra de Lie es una subdlgebra de Lie. Como 7 AT = —2e!2 y x(7 A7) =
—2e347 se sigue de la Proposicién 2.7.2 (ii), (iii) que go y g1 son subalgebras
de Lie de g. En particular, h; = h N gg es también una subdlgebra. Las
partes (ii) y (iii) son consecuencia directa de [L4, (15)] (para ¢ = ¢) y [L4,
(12)]. O

En resumen, la condicién de ser ERP impone fuerte restricciones para el
algebra de Lie. Mds atn, en el siguiente teorema probamos cudl es la estruc-
tura que debe tener dicha algebra de Lie. Para ello, primero introducimos
un poco de notacién. Consideremos

sp(g1,7) = {E cgllg1): —0(E)r=7(E-,") +7(-,E) =0}, 7= 125,
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y notemos que E € sp(g1,7) si y solo si, escrita en términos de la base
{e1,e2,e5,¢6} tiene la siguiente forma:

511 EE12 515 516
E=1 Es —Bi s Brg (3.7)
—E2s Eis5 Ees —Ess
Consideramos también las siguientes tres matrices:
_1 1 0
3 3 1
T7 = 0 1 5 T3 = 0 0 5 T4 = 1o 3] . (38)
3 1 1
0 3 ~3
para las cuales es facil ver que
1 1 1
9(T7)T = §w7, G(Tg)T = g(/.)g, 0(T4)T = §w4. (39)

El siguiente teorema es nuestro principal resultado de estructura. Re-
cordemos de la Proposiciéon 3.1.1 que toda Gs-estructura ERP invariante
a izquiera en un grupo de Lie es equivariantemente equivalente a alguna
(Guy ) con T = el — 0 y h unimodular.

Teorema 3.1.6. Sea (G, ¢) una Ga-estructura ERP con T = e'? — €6 y
unimodular. Entonces, las siguientes condiciones valen:

(i) go = span{ey,es3, e} es una subdlgebra de Lie y g1 = span{ey, ea, €5, €6}
es un tdeal abeliano de g. En particular, g = go X g1 ¥ g es soluble.

(ii) b1 = span{es,es} es una subdlgebra abeliana (entonces h = b1 X g1).
(iii) Fzisten E,F,G € sp(g1,7) tales que
As=FE+1T;, By=F+1T35 =G+ Ty,

donde Ay := Aly,, Ay := Alg,, By := adeslg, y Co := adeyly,. En
particular, tr Ay = tr B = trCy = 0 y [Ba, C2] = 0.

Demostracion. Primero probamos la parte (iii). Recordemos que go, g1 v
b1 son todas subalgebras de Lie de g. En la prueba de la Proposiciéon 3.1.1
vimos que

1 1 1

0(A2)T = —wr, 0(B2)T = -ws, 0(Ca)T = -wy,

3 3 3
y por lo tanto Ay — 1%, By — T3 y Co — T} todas perteneces a sp(gy,7) y de
ahi sigue la primer afirmacion en la parte (iii). Notemos que tr Az = tr By =
tr Cy = 0 y entonces A(es, eq) = 0 (i.e. h; es abeliana) sigue del hecho que b
es unimodular, completando la prueba de las partes (ii) y (iii).

En la prueba de la Proposicién 3.1.1 también obtuvimos que g; es abe-

liano. A continuacién probaremos que g es un ideal, lo cual concluye la
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prueba del teorema principal. Si denotamos por B := ad egly y C := ad e4ly,
entonces de (2.20), se sigue que
0 =dyp™ = dyw3 A ed + w3 A d)\€3 + dywg A et + wg A d>\e4
=dg w3 A €* — 0(Co)ws A e** —ws AO(B)e* Ae® — w3 AO(C)e A et
+dg,wy A et +0(Ba)ws Ae3t —wi AO(B)et Aed —wy AO(C)e Aet
= (—0(Co)ws + (Ba)ws) A e** — (w3 AO(B)e® + wy A O(B)e*) Ae?
— (w3 A O(C)e® +wy AO(C)e) A el
Como 6(B)e3,0(B)et, 0(C)e3,0(C)e* € Algt, entonces
0=wsAB(B)e> +wy AO(B)et = Z (ws A cizze’ + wa A cizae’)
1,2,5,6

=(c133 — 0234)6126 + (ca33 + 0134)6125 + (353 — 0364)6256 + (363 + 0354)6156

)
y

0=w3AB(C)e> +wy AO(C)e* = Z (w3 A Ciaze’ + wy A ci44ei)

126 156

=(c143 — c244€)e™® 4 (cou3 + c144)e™®® + (caz3 — ca64)e®® + (caps + casa)e
Mas atn,
0=d\e** =dye> Net — e Ndyet = — (9(3)63 + 0(0)64) A et

= Z (csis + caia)e’™.

1,2,5,6

En resumen, hemos obtenido que

€133 = —Cl44 = C234 = (243, €353 = €364 = —C454 = C463, (3.10)

€134 = C143 = —C233 = C244, €354 = —C363 = C453 = C464-
Como antes,

0 =([ad e1,ad ez](eq), e3) = (ad ej ad ez(eq) —adegadei(es), €3)

7 7
= Z(Cw adej(e;) — ciaiad ea(e;), e3) = Z (casiciijej — ciaicaijes, e3)
i—1 ig—1
7

= E (0242'012'3 - 0141'027;3) = (243C133 + C244C143 — C143C233 — C144C243

=1
2 2
=2(cy33 + Cl34)-

Del mismo modo, se obtiene que 0 = ([ad e5, ad eg](e4), €3) = 2(c355 + 354)-
Luego, c133 = c1314 = ¢353 = ¢354 = 0 y entonces se sigue de (3.10) que
[91, b] C g1
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Por lo tanto, solo queda ver que [gq,e7] C g1. Como 7 = e!2 — €% b es
unimodular y g; es abeliana, entonces

0=(e m)vol =eB Axr =B Adxgp
= —d(e" A xp) + de'3 A xp = —d(e!3157) + (de'?, ) vol
=tr(ad e5) vol +{de' A €, ) vol +{e! A de?, p) vol = —car3.

De igual manera, se puede ver que 0 = ¢;7; para cada i € {1,2,5,6} y
Jj € {3,4,7}. Esto implica que ([g1,e7],g0) se anula y entonces g; es un
ideal, como se esperaba. O

La siguiente consecuencia geométrica del Teorema 3.1.6 sigue de la Pro-
posicién 2.7.2.

Corolario 3.1.7. Toda Gs-estructura invariante a izquierda ERP en un
grupo de Lie es soliton de Laplace estable y soliton de Ricci de expansion.

Demostracion. Basta probarlo para (G, ) ERP con torsién 7 = el? — %,

En tal caso g; es ideal abeliano, por lo tanto sigue de la Proposicién 2.7.2
(iii) que @, € Der(g) y por [L3, Theorem 3.8] obtenemos que

ASO = _EXQH @,

es decir, (G, ¢) es un solitén de Laplace estable. Mds atin, de Proposicién
2.7.2 (iii) se tiene que
Ric, = —1id —2Q,,

por lo que (G, ¢) es un solitén de Ricci de expansién por (ver [L1, (5)]). O
A continuacién damos la reciproca del Teorema 3.1.6, la cual nos fa-

cilitara la bisqueda de ejemplos y finalmente dard pie a una clasificacion
completa. Denotamos por

w3 = 20 + 615, Wy = el — %,

Cabe destacar que {7,ws,wy, w7, ws,ws} es base de A?g?.

Proposicién 3.1.8. Si u denota el corchete de Lie en g tal que sus cons-
tantes de estructura estdn dadas por A1, Aa, Bs y Cy como en el Teorema
3.1.6. Entonces (G,,p) es ERP con 7, = el — e si y solo si existen
E,F,G € sp(g1,e'? — %) (ver (3.7)) tales que valen las siguientes condi-
ciones

(i) Ao=FE+T7, Bo=F+1T5 yCy =G+ Ty, donde T;’s estan definidas
como en (3.8).

(ii) O(E"wr + 0(F")ws + 0(GHws = —(tr Ay)wr.
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T w3 Wy wr | W3 | wg
1 1 1-
T7 g(.«)7 0 —§w4 §7' 0 g(.d4
1 1 1— 1
T3 gwg —§OJ7 0 gwg gT 0
1 1 1—
T4 g(.d4 0 —EUJ7 gCL)4 0 §7'

Cuadro 3.1: accién de T; en 2-formas

Observacion 3.1.9. La condicién de Jacobi para tal u es equivalente a
[A2, Bo] = aBg + c¢Cy, [Ag,C] = 0By +dCy,  [B2,C] =0,  (3.11)

donde A1 = [‘;3]

Demostracién. Primero asumimos que (G, ¢) es ERP con 7, = e!?—¢%6. La
parte (i) sigue del Teorema 3.1.6. Con el objetivo de probar (ii), procedemos
a calcular 7, usando la férmula dada en Proposicién 2.5.4 y en Cuadro 3.1
(recordemos de (3.3) que dyw A w = 0):

— g dyp” = — *p(€3 A dyws — €* Adyws) = — #y (€3 A (0(Co)wy + 0(Ba)ws))
= — #4,0(Co)wy — *q,0(Bo)ws = H(C’é) *gp W4+ H(Bé) *g, W3
:(9(05)(,04 + H(Bé)wg = Q(Gt)UJ4 + 9(T4)w4 + G(Ft)w;g + (9(T3)LL)3

2
=0(GY)wy + O(FHws + 3 (e!? — €,
y por otro lado,

(tr A)w + (AN w =(tr A1)e® + (tr Ay)wr + 0(AL)wr + 0(AY)e*

1
=(tr Ay)wy + 0(EY)wy + 5(612 — %),

Luego, la parte (ii) sigue del hecho de que 7, = e? — €.
Reciprocamene, asumamos que valen (i) y (ii). Usando (i), (2.20) y Cua-
dro 3.1, es facil ver que d ¢ = 0 si y solo si

1
O(F)w7 + aws + cwy =0(F)ws — gwg,

0(G)wr + bws + dwy =0(F)wy, (3.12)
Q(F)W4 :9(G)w3.

Pero sencillamente se obtiene que estas igualdades resultan de evaluar res-
pectivamente 0([Aa, Ba]), 0([A2, C2]) vy 8([B2, C2]) en 7 y usando que vale la
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condicién de Jacobi (3.11). Por otro lado, como

1
dw A w =§dA(w Aw) = dy (€123 4 3196 | o1256) _ g (1256)
—0(B2)e 25 A ¢ 4 0(C2)e!?0 A et = — tr Bpel 230 _ 1 (512456 —

obtenemos de (ii) que 7, = e!? — €56, Usando (3.5) y (i) obtenemos que
(G, ¢) es ERP, quedando asi probada la proposicién. ]

La fuerte condicién sobre la curvatura de Ricci impuesta por la condicion
de ser ERP (ver Proposicién 3.1.5, (iii)) proporciona restricciones muy ttiles
en las matrices involucradas.

Proposicién 3.1.10. Si (G, ¢) es ERP con 7, = e'? — €5°, digamos p =
(A1, Ag, Bs, C3), entonces se cumple lo siguiente:

(i) trS(A1)? +trS(Az)? = %
(ii) 5[A2, Ab] + 5[Ba, B3] + 5[C2, O3] = (tr A1)S(Az).

(iii) tr S(AQ)S(BQ) = tr S(AQ)S(CQ) =0.

. rS 2 rsS S(C
(V) [ ooy "o | = §lAr, AL+ (ir A1)S(A) = [

O wlm
wi= O
1

-

donde S(M) = M‘ZMt, la parte simétrica de M.

Demostracion. Todos los apartados son resultados directos de la Proposicién
3.1.5, (ii) aplicando la férmula para el operador de Ricci de una solvariedad
dada en [L1, (25)]. O

Notamos también que si (G, ) es ERP con 7, = e!? — 5, entonces

(G, (-,-)) es un solvsolitén; de hecho, en términos de la descomposicién
g = go D g1, tenemos que

1
Ric, = —5id + [ 0 144

] € Rid + Der(p).
3

Esto nos permite usar, ademas de la Proposicion 3.1.10, la estructura del
teorema para solvsolitones [L1, Theorem 4.8].

3.2. Ejemplos y refinamientos de estructura

De acuerdo al Teorema 3.1.6, para toda (G, ¢) ERP con 7 = el? — e,

g1 = span{eq, es, €5, €6} es un ideal abeliano del algebra de Lie (g, it). Luego,
el nilradical n de (g,u) contiene a g; y entonces dimn > 4. Recordemos
de la Proposicién 3.1.8 que el corchete de Lie tiene siempre la forma p =
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(A1, A, B, C) para ciertas matrices A; € gly(R) y A, B,C € gl (R) tales que
[B,C] = 0.

Podemos usar la Proposicién 3.1.4 para considerar el problema de equi-
valencia. La accién del grupo Uy, en u = (A1, A, B, C) puede ser descripta
como sigue (ver Seccién 2.4). Si h € Up, digamos hy = [ ’ y], 2?2 +y? =1

Sy
y ho = [ h 0 ], hs, hy € SO(2), entonces
0 hyg

hep= (hiAihi' hoAhyt ho(xB — yC)hy ' ho(yB + 2C)hy ), (3.13)

0 01 01
ysigi=1["_1]yg= [0188_0 ], entonces
0100
g-n=(~g14197",—92495 ', 92Bg; ', —92Cg, 1) . (3.14)

Sea (G, ) una Ga-estructura ERP con 7 = e!? — €% y nilradical n,

digamos p = (A1, A, B,C). Si u es unimodular, entonces n = g; (ver la
Proposicién 3.2.1 a continuacién) y en el caso no unimodular, g; C n C bh.
En cualquier caso, A1 y A son necesariamente matrices normales por [L1,
Theorem 4.8].

A continuacion, estudiamos los casos dimn = 4,5, 6 por separado; note-
mos que p no puede ser nilpotente porque Ric < 0 (ver [W, M]).

3.2.1. Caso dimn=4

En el caso unimodular, algunas condiciones algebraicas necesarias, pro-
badas por Isabel Dotti [D] para Ric < 0, dieron lugar a la siguiente caracte-
rizacion.

Proposicién 3.2.1. Si (G, ) es ERP con 7 = e'? — €%, digamos p =
(A1, A, B,C), entonces las siguientes condiciones son equivalentes

(i) p es unimodular (i.e. tr Ay =0).
(ii) A1 =0 (en particular, A, B,C conmutan dos a dos).

(iii) g1 es el nilradical de p (en particular, {A, B,C} es linealmente inde-
pendente).

Demostracion. De la Proposicién 2.7.2, (iv) tenemos que Ric < 0y el nicleo
de Ric es g1. Si 4 es unimodular, entonces el nilradical n de g estd contenido
en g; por [D, Lemma 1], pero g3 C n pues g; es un ideal abeliano de g,
entonces n = g;. Dado que la imagen de toda derivacion de un algebra de
Lie soluble esta contenida en el nilradical, entonces obtenemos que A; = 0.
Las implicaciones restantes son trivialmente ciertas. O
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Proposicién 3.2.2. Si (G, ¢) es ERP con 1 = e'?—¢% y p1 es unimodular,
digamos p = (0, A, B,C), entonces las matrices 4 x 4, A, B,C, son todas
simétricas y conmutan dos a dos. Ademds, el conjunto {\/gA, \/§B, \/gC}
es ortonormal.

Observacién 3.2.3. En particular, G, es isomorfo al grupo de Lie dado
en [L4, Example 4.7] y al Ejemplo 3.2.4 exhibido a continuacién. Esto fue
probado en [FR3, Theorem 6.7]. Notamos, sin embargo, que podria haber
otras Gz-estructuras ERP no equivalentes en G,.

Demostracion. De la ecuaciéon dada en (ii) de la Proposicién 3.1.10 (recor-
demos que A; = 0), obtenemos que las matrices A, B,C son todas nor-
males, multiplicando por cada uno de los tres términos (alternativamente,
uno puede aplicar [L1, Theorem 4.8]). Luego A, B,C,S(A),S(B),S(C) es
una familia de matrices normales 4 x 4 que conmutan, las cuales son no
nulas por Proposicién 3.1.10, (i) y (iv). Es facil ver que la unica posibilidad
para que esto suceda es que sean todas simétricas, y entonces el conjunto
{V/3A,V3B,V/3C} es ortonormal por Proposicién 3.1.10, (i), (iii) y (iv),
como era deseado. O

Ejemplo 3.2.4. Consideramos py := (0, A, B,C'), donde

1
G 0 %201 ¥2 0 00
1
% V2 V2 1
A= o , B=|-% 000 C=]0 -%0-3
2 0 0 00 0 0 00
1 L0 00 0 -1oo

Es sencillo chequear que las condiciones dadas en la Proposicion 3.1.8 se
cumplen para estas matrices, luego (G, ) es una Go-estructura ERP con

7 =e'2 — €5y también que el mapa
0 0 3v2 3/2 0 0 0
0 0 V6 —v6-2v6 0 0
1|-3v2-3v2 0 0 0 0 0
hi=—-1_/6 6 0 0 0 0 26 | € G2
6 0 0 0 0 -6 0
0 0 72\f 2v3 —2v3 0

0
—2v/3 23 0 0 0 0 —2V3

define una equivalencia equivariante entre (G, ¢) y [L4, Example 4.7].

La dificultad en encontrar nuevos ejemplos reside en la estructura del
grupo 4-dimensional Uy, » (ver (2.15)), que es quien provee la equivalencia
equivariante.

3.2.2. Caso dimn =25

Actuando con Uy ; si fuera necesario (ver (3.13)), podemos asumir en este
caso que salvo equivalencia equivariante, n = Rey @ g1. Sea (G, ¢) una Go-
estructura ERP con 7 = e!?2—¢%0 y n como antes, digamos = (A1, A, B, C).
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Se sigue de [L1, Theorem 4.8] que A;, A, B son normales y [A, B] = 0, y como
[e7,n] C n, se obtiene que

A =[00], d#0, [A,C]=dC.

Notemos que [A, C| = dC implica que C' es nilpotente (aunque no es novedad
pues e4 € n). Actuando con g como en (3.14) en caso de ser necesario, se
puede asumir que salvo equivalencia equivariante d > 0.

Los siguientes dos corchetes de Lie proveen ejemplos de nuevas Go-
estructuras ERP (G, ) con 7 = e!? — % y n = Rey @ g1 por Proposicién
3.1.8.

Ejemplo 3.2.5. Consideramos ppro := (A1, A, B, C), donde

1 -200 0 0,
0 3 0o L1 g -3 0
a=["1]. a=] oo |oB=| o ii 0| o= T 0o
3 0001 0 —3350
Es facil chequear que el nilradical n es 3-pasos nilpotente.
Ejemplo 3.2.6. Sea up3 := (A1, A, B,C) dada por
-2 0 —V2 0
A 1{0 0 } A 110 2 o -v2
L= 4% love]> 12|-v2 o 2 o |’
0 —v2 0 2
0 vV2 0 1 -2 0 2-6 0
B—l V20 1 0 0_1 0 V2 0 —2+v6
T 6] 0 1 0 =27 12 | 2+v6 0 V2 0
1 0 =2 0 0 —2-v6 0 —V2

En este caso, el nilradical n es 2-pasos nilpotente.

Bajo las condiciones dadas en la Proposicién 3.1.8, (i), consideramos las
posibles formas para las matrices normales A y B. Con la ayuda de una
computadora (en nuestro caso lo hicimos con Maple), se puede chequear
que la Unica manera para que se cumpla que [A, B] = 0 es que A y B sean
simétricas.

3.2.3. Caso dimn =26

En este caso, tenemos que n = y por ende B y C son nilpotentes. Sea
(G, @) una Ga-estructura ERP con 7 = €2 — €50 y nilradical n = b, diga-
mos 4 = (A1, A, B,C). Usando (3.13), podemos asumir salvo equivalencia
equivariante que se cumple una de las siguientes dos opciones

(i) A1 =[29],cona <d,a+d>0 (en particular, [4, B] = aB, [4,C] =
ac),
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(ii) o Ay = [_“bg], con a > 0, b # 0 (en particular, [4, B] = aB — bC,
[A,C] =bB + aC).

Notemos que del item (i) se desprende que By C son nilpotentes, que ya lo
sabiamos pues e3, eq4 € n.

Ejemplo 3.2.7. A continuacién, presentamos el ejemplo dado por R. Bryant
en [B, Example 1], como asi también en [CI, Section 6.3] y [L4, Examples
4.13, 4.10], en el formato up := (A1, A, B, C). Consideramos

1
6

A1:|:31:|7 A= 7% ) B =

S

1
6
Notemos que el nilradical n es 2-pasos nilpotente.

El siguiente es un ejemplo nuevo con un nilradical de dimensién 6 que
es 4-pasos nilpotente.

Ejemplo 3.2.8. Consideramos py := (A1, A, B, C), donde

—10—+/30 0 —2v5 0

A = 1 [\/@ 0 ] A= 1 0  —10+v30 0 W
=301 o 2v30]° T 60| —2v5 0  10-v30 0 ’
0 —2v/5 0 1030
0 —v/5 0 5-+30 -5 0 5—+/30 0
_ 1155 o 5 0 C = 1 0 V5 0 —5+v30
30| 0 5+v30 0 VB T T30 | 5+VE0 0 V5 0
5 0 —5/5 0 0 —5—V/30 0 —/5

Observacion 3.2.9. Vale la pena destacar que los cinco ejemplos dados en
esta seccién (i.e. Ejemplos 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8) son no equivalentes
dos a dos (incluso salvo multiplo). De hecho, los grupos de Lie solubles
subyacentes son no isomorfos dos a dos, y como son completamente solubles,
entonces las correspondientes métricas invariantes a izquierda no pueden ser
isométricas salvo multiplo (ver [A]).



Capitulo 4

Clasificacion

En el capitulo anterior probamos fuertes restricciones de estructura para
que un algebra de Lie admita una Ge-estructura ERP. Usamos estas condi-
ciones de estructura para encontrar tres nuevos ejemplos de Gs-estructuras
ERP, no equivalentes a los dos ya existentes. En este capitulo probamos
que estos cinco ejemplos son los Unicos invariantes a izquierda en grupos de
Lie salvo equivalencia y multiplo. Para ello, consideramos el grupo de Lie
simplemente conexo G, con élgebra de Lie (g, 1) junto con la G-estructura
invariante a izquierda definida por la 3-forma positiva en g dada por

@ = 12T 4 BT 56T 4 o135 _ M6 (236 245 _ a4

donde {ey,...,e7} es una base de g (ortonormal respecto del producto in-
terno (-,-) inducido por ¢). Los resultados obtenidos en este capitulo se
resumen en el siguiente teorema.

Teorema 4.0.1. Todo grupo de Lie con una Ga-estructura ERP invariante
a izquierda es equivalente, salvo maltiplo, a (G, ), donde p es exactamente
uno de los siguientes corchetes de Lie (para mds detalle ver Cuadro 1.1):

LB, M1, HEM2, M3, - (4.1)

Mads ain, con el objetivo de obtener una clasificacion completa salvo equiva-
lencia equivariante y multiplicacion por escalar, debemos agregar a la lista
(4.1) las estructuras (G,,, ), r,t € R, (r,t) # (0,0), (dadas también en
Cuadro 1.1). Las estructuras (Gy,,,p) son todas equivalentes a (Guy,p) ¥y
la familia de dlgebras de Lie pt, r,t € R es no-isomorfa dos a dos (notar

que oo = [1B)-

La prueba del teorema se encuentra dividida en tres secciones depen-
diendo de la dimensién del nilradical, puesto que en el capitulo anterior
probamos algunos refinamientos de estructura que en cada caso facilitaron
las cuentas.

49
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Habiendo logrado una clasficacién completa de estructuras ERP en gru-
pos de Lie salvo equivalencia y multiplicacién por escalar, es natural hacerse
otras preguntas que caracterizan a cada una de las cinco estructuras ERP
dadas en el teorema. En las tltimas secciones de este capitulo estudiamos
las simetrias en cada una de las estructuras dadas, como asi también calcu-
lamos los nimeros de Betti y el grado de nilpotencia del nilradical en cada
uno de los ejemplos.

4.1. Caso dimn =14

En esta seccion, obtenemos una clasificacién, salvo equivalencia equiva-
riante y multiplicacién por escalar, de Ga-estructuras invariantes a izquierda
ERP en grupos de Lie con nilradical de dimension igual a 4.

Recordemos de la Seccién 3.2 que existe un unico grupo de Lie G invo-
lucrado en este caso. Sabemos que ¢ es una Gs-estructura ERP si y solo
si —p lo es, por lo tanto es suficiente considerar Gs-estructuras con una
orientacién dada.

Dado  un corchete de Lie tal que (G, ¢) es ERP, la érbita GLT (R) - u
parametriza al conjunto de Go-estructuras ERP en G, con la misma orien-
tacién que @, debido a la equivalencia equivariante,

(Ghops ) = (Guyp(he,hey b)), Vh € GLr(R).

Por Teorema 3.0.1, asumimos que toda (G, ¢) ERP tiene la estructura
uw= (A1, A, B,C) como en Seccién 3. Es decir, el corchete de Lie estd dado
por las matrices A; € gly(R) y A, B,C € gl,(R) tales que

[A, B] = (A1)11B+(A1)2:1C, [A, C] = (A1)12B+(A1)22C'y [B,C] =0,
0(A)T = twr, O(B)T = 2ws y 0(C)1 = Swa.

Sean (G, ) v (Ghpusp) Go-estructuras ERP con 7, = 15, = el? — %

para alguna h € GL7(R), tal que deth > 0. Como ambas, (G, (-,-)) ¥
(Ghoy, (), son solvsolitones por Corolario 3.1.7, sigue de la unicidad de
los solvsolitones (salvo isometria equivariante y multiplo) en un grupo de
Lie dado (ver [L1] o [BL]) que podemos asumir h € SO(7). Luego, Ricy., =
hRic, h™'.

Por otro lado, como 7, = 7p,.,, = el? — %% se tiene que Ricp., = Ricy, =
—% Diag(1,1,1,0,0,0,0) por Proposicién 2.7.2, (iv). Por lo tanto, h queda
como sigue

n=[".]. meO®). heO@). deth =deth, — (42)

con respecto a la descomposicién g = go @ g1, donde gg = span{er,es,es} y
g1 = span{eq, 2, €5, €} como antes.
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Con respecto a la matriz J de 7 en la base {e1, e2, €5, e6}, dada por

uno obtiene la siguiente descomposicion ortogonal cldsica

sly(R) = s0(4) © symy(4), symg(4) = p1 @ pa,
sp(2,R) =u2)®p1,  gh(C) =u(2) ®p2,

donde
sly(R) ={H € gly,(R)|tr H = 0}
so(4) ={H € gly(R)|H' = H}
symg(4) ={H € gl,(R)|H' = H, trH =0}
sp(2,R) ={A € gl,(R) : AT+ JA =0}
u(2) ={A € gly(R) : A" = —A,[A,J] =0}

ab e f
P1 ::{AEsymo(él):AJ:JA}:{[g?cf 2] :a,...,fGR}, (4.3)
f e d —c

y p2 :={A € symy(4) : AJ + JA = 0} tiene la siguiente base ortogonal,

- ! 01
T7::é[ 11], T3::6[11}, T4::é[10 —]. (4.4)
1 1 0-1

=

Notemos que |T;|> = % parai=3,4,7,y
9(T7)7‘ = %w% H(Tg)T = %w:;, 9(T4)7‘ = %W4. (4.5)

Conforme a los resultados de estructura dados en Seccién 2, cada Ga-
estructura ERP con dimn = 4 tiene A; = 0, por lo que queda determinada
por una subélgebra abeliana a = span{A4, B C’} C sym0(4) donde {A, B,C}
es base ortogonal tal que |A|> = |B|* = |C’\2

A=FE+T;, B=F+4+13 C=G+1Ty,

donde E, F,G € p; estan univocamente determinadas. Luego, {E, F, G} es
un conjunto ortogonal de norma |E|? = |F|?> = |G|? = 2.

El tnico ejemplo conocido en este caso es uy := (0, A4, B,C), dado en
Ejemplo 3.2.4. Recordemos que las matrices A, B y C estdn dadas por
-1 0 —v202 V2 0 00
A=1 -1 B=1|-v2 0 00 C=1|0 -v20-2
6 S 0 0 00|’ 61 0 00 |’
- 2 0 00 0 -2 00
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y entonces las respectivas E, F'y G resultan

0 0 —v/2 01 V2 0 -1 0

E=1| 0 F=1|-v2 0 -10 G=1|l0-v20 -1
6 2 L 6] 0 -1 oo’ 6|-1 0 0 0

1 0 00 0 -1 0 0

Recordemos ademds de [FR3, Theorem 6.7] (ver también Observacion 3.2.3),
que G, es el inico grupo de Lie unimodular que admite una Gs-estructura
invariante a izquierda ERP. Podria suceder que en GG, ; haya otra G2-estructura
no equivariantemente equivalente a ¢ que sea también ERP. En la propo-
sicién siguiente mostramos que G, admite exactamente una Ga-estructura
ERP salvo equivalencia equivariante y multiplicacién por escalar.

Proposicién 4.1.1. (G,,, ) es la inica Ga-estructura ERP, salvo equiva-
lencia equivariante y multiplicacion por escalar, en la clase de grupos de Lie
unimodulares con una Ga-estructura.

Observacion 4.1.2. Recordemos, de Proposicién 3.2.1, que todo grupo de
Lie con una Gs-estructura ERP es unimodular si y solo si tiene nilradical
de dimension igual a 4.

Demostracion. Denotamos por a = span{A;, By,C;} a la subédlgebra abe-
liana asociada a p; y asumimos que a C symg(4) es otra subalgebra abeliana
ERP con correspondiente base

{A=E+T;,B=F+13,C=G+T,}.

Es sabido que existe hy € SO(4) tal que hoah,' = @. Si hy € SO(3) estd
definida en términos de la base anterior por ho Ahy L= 4, hoBhy '=nmnB
y th’hEl = h1C, entonces i = h - uy, donde h es como en (4.2). Luego,
podemos asumir salvo equivalencia equivariante que hy = id, dado que existe
u € Uy, » (ver (2.15)) tal que uly, = hy'; por lo tanto

ho(E+Tr)hy' = E+Ty,  ho(F+T7)hy' = F+T3,  ho(G4+Tr)hy ' = G+Ty.

(4.7)
Se sigue de (4.3) y (4.4) que
(Aer,e1) =a— %, (Aeg, e2) = —a — %, para algin a € R,
pero como Spec(A) = {—%,% , obtenemos que a = 0 y eq, e son ambos

autovectores de A con autovalor —é. Asi, E tiene la forma

00 2, 1
|: cd:|7 c,d €R, C+d:§7
y entonces existe

u=1[4,1] €U, ug = [u3 ugli| eU(2), uz € SO(2),
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tal que ugfugl = E (ver también (3.13)). Notemos que ugT,;u2_1 = T;
para i = 3,4,7. Esto nos permite asumir que £ = F, salvo equivalencia
equivariante. Ahora sigue de (4.7) que hy conmuta con A y entonces hoes =
+es, lo cual implica que

= 1 ral 1
Fes = —Tse5 = —gea, Ges = —Tyes = —geq.

Por (4.3), las matrices F' y G se simplifican considerablemente como a con-
tinuacion

ab 01 a ¥ —10
T _1|b—-a-10 A _ 1|V —a 0 -1
F_6|:0100]’ G=%512170 0 0 |°
10 00 0 -1 0 0
y la condicién [B, C] = 0 implica que
1 a b 02 L —b a 00 N )
B_1|b-a00 O_1|a bo0-2 _
B_6[0000]’ C_G[O 000}’ a”+b% = 2.
2000 0 —20 0
Notemos que pj corresponde a a = 0, b = —/2. Finalmente, recordemos

de (4.7) que B y C son respectivamente conjugados a B y C, entonces
trB° = %a no puede depender de a, entonces a = 0, y en consecuencia
trC° = i‘l/—g (el signo viene de b = 4+/2), y asi obtenemos que @i = fu,
concluyendo la prueba. O

4.2. Caso dimn=25

En esta seccién clasificamos, salvo equivalencia equivariante y multiplo,
todas las Ga-estructuras invariantes a izquierda ERP en grupos de Lie con
nilradical de dimensién 5. Hay solo dos ejemplos conocidos en este caso, dado
en Seccién 3 (ver Ejemplos 3.2.5 y 3.2.6), que a continuacién recordaremos.

En primer lugar, recordemos de Seccién 3 la base de A%g* dada por

B = {T,wg,w4,W7,W37W4}7 (48)

donde 7, W; y w; son las ya definidas en Seccién 3, es decir

T=e2 e Gy = peld @y =elb 2
wr=e2 4+ e wy=e20—el®  wg=elb e,
De ahora en adelante, escribimos a todas las matrices en glg(R) en términos
de la base ortogonal B. Notemos que cada elemento de B tiene norma igual
a V2.
A continuacién recordamos los Ejemplos 3.2.5 y 3.2.6 de Go-estructuras
ERP con nilradical de dimensién 5, y calculamos ademas las matrices de

0(A), 6(B) y 0(C) donde 6 es la representacion 6 : gl,(R) — End(A%g}).
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Ejemplo 4.2.1. Sea (G,,,, ) la Ga-estructura ERP con corchete de Lie
uare dado por

—1
(AI)MQZ%[Ol]a AM2—513|: 001]7

0
_1]-10
]’ CMQ_?’[% SR }

-1
1 12
BMQ_ﬁ[ 21 110

1

Se puede chequear sencillamente que

Luego en la base B, #(A) actia de la siguiente manera:

H(A)T = %CU7, ‘9(14)@3 = %w:ﬂa 9(14)@4 =0
Q(A)LO7 = %T, 9(14)0.)3 = —%wg, 9(14)&14 = 0.

Repitiendo esto para B y C obtenemos que respecto a la base B de A%gj,
las matrices de 6(Anrz2), 6(Bar2) y 0(Carz2) estan dadas respectivamente por:

100 010 001

0-10 -100 —-1000

1 000 1 001 1 1 010
31100 » 3 (0-10 > 31000 1
0-10 100 00 1 0
000 001 10 0 -1

Ejemplo 4.2.2. La Ga-estructura ERP (G, ,,, ¢) tiene corchete de Lie jipr3
dado por

-2 0 —vV2 0
_1]00 _ 1 0 -2 0 —2
(Al)M3 -6 [0 \/6], AM3 —12|_-v2 o 9 0 )
0 —vV2 o0 2
0 v2 0 1 -2 0 2-v6 0
Bua—=1|v20 1 o0 _ 1 0 V2 0 —2+v6
M3=%6 |09 1 0 —vz|”° Cums = 13 24v6 0 NG 0
1 0 —/2 0 —-2-v6 0 -2

0
Es fécil ver que 0(Aas), 0(Bars) v 0(Cars) son respectivamente iguales a

2 00 01 0 0 0 2

0 00 0 0 O 0 00

1 V200 1 0-v20 1 0 Oﬁ

6 [20+v2 > 3100 0 > 6000 6
000 10 —v2 00 0 0
00 0 00 0 202 V6
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Nuestro objetivo en esta seccién es mostrar que, salvo equivalencia equi-
variante y multiplo, los dos ejemplos anteriores son los tUnicos ejemplos de
Go-estructuras invariantes a izquierda ERP en grupos de Lie con nilradical
de dimensién 5.

Consideramos el operador g, : A?g5 — A2g5, cuya matriz en términos
de B esta dada por

[*92] = [7id id] S 9[6(R)'
Si M € sl4(R), entonces 0(M )y, = —0(M")*4, por Lema 2.1.1 (vi), y como
(M)t = 6(M?), lo que estamos diciendo es que (M) € s0(3,3) para toda
M € sly4(R), esto es:

My M
oo =it AF|. Mi=-an d—-am a9

para algunas M, My, M3 € gl;(R). Notemos que 6 : sly4(R) — s0(3,3) es
claramente un isomorfismo. Més atin, es el isomorfismo cldsico que se conoce
entre sl4(R) y s0(3, 3).

Proposicion 4.2.3. Todo grupo de Lie con una Go-estructura invariante
a izquierda ERP y un nilradical 5-dimensional es equivariantemente equiva-
lente (salvo mailtiplo) a (Guyg, @) 0 6 (Guyss ©)-

Demostracion. Por lo visto en Seccién 3.2.2 para el caso dimn = 5, podemos
asumir que el corchete de Lie p de una G-estructura ERP (G, ¢) estd dado
por u = (A1, A, B,C), donde A, B son simétricas, C' es nilpotente y A1 =
[05], 6 > 0. Como trA = tr B = trC = 0, las matrices 6(A),0(B),6(C)
tienen la forma dada en (4.9) con respecto a la base B.

Del Teorema 3.0.1 (iv) y (v) se puede ver que

1 0 0 0O 1 0
1 5 6% a3 1 bt by o
H(A) = g 1 a24 a3a ) G(B) = g 0 bag by o4 735 736 )
0 azs ass 1 bas b3s
0 a2 ase 0 bag bse
0 0 0 0 0 1
0 0 c23 c24 c25 —(a24+b2s)
9(C) = 1 0 —ca23 0 c34 ¢35 —(a3a+b3s)
3 0 Cco4 Cc34 0 «c5 30 )
0 c25 c35 —c45 0 0
1 —(a24+b25) —(aza+bzs) =36 0 0

para algunos a;j, b;;, c;; € R. Ahora, como Ay, A, B, C satisfacen Jacobi y 0
es una representacion, sabemos que si

R:=1[0(A),0(C)] —d6(C), S:=[0(A),0(B)], T:=I[6(B),0(C),

entonces R = S =T = 0. De las primeras columnas de R, S y T obtenemos
directamente que

c25 = bag, €35 = b3, bog = a5, b3s = ass, cas4 = age, €34 = ase, ca5 = 0.
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A continuacién listamos las demas expresiones nulas obtenidas de R = § =
T = 0 que vamos a necesitar mas adelante:

S
—~~
N
\‘GJ
[\]
w
S~—
I

=

(4.10)

—bsscas bascas

|: —3b2ed—assce3 —3bzgd+azscas :| 0
3a256—b3zgcas  3azsd+bagcas

1 —6aged—azaca3 —6azed+azacas
R(4...6,2...3) = 3 —3b26d—azsc23 —3bzedtazscas =0 (4.11)
3(2a24+b25)0—azec23 3(2a34+b3s)d+azecas

T(G, 5) = % (636 + b%G + b%g) + b§5 ~+ bosaog + bgsasy — 1) =0 (4.12)

R(G, ) = 51) (a%G + a%G + a§4 + a§4 ~+ ao4bog + azabss + 962 — 1) =0. (4.13)
T(ik) -~ T,
dondeT(i...j,k...l)—[ SRS ],yesanélogoparaR.
T(k) = TG
El resto de la prueba va a estar dividido en dos casos, cada caso nos va
a guiar a uno de los ejemplos conocidos.
Asumimos en primer lugar que ca3 = 0. Se sigue de (4.10), (4.11) y 6 > 0
que

bag = b3g = a25 = a5 = age = aze = 0, bas = —2a04, b3s = —2a34.

De (4.12) y (4.13), tenemos que a3, + a3, = 3 y 6 = %, por lo tanto 0(A),
6(B) y 6(C) son respectivamente iguales a

100 0 1 0 0 0 2
az4 00 0 —2az4 0 0 02az4
1 aza 00 | 1 0-2a34 0| 1 0 02a34
3 | 1as ass '3 10 0 0 6o 0o o V6 |
00 O 1 —2a94 —2a34 0 0 0 0
00 0 0 0 0 2 2a24 2a3s —V6
donde a2, + a2, = L. Notemos d =0 — V2 bte-
54 4= 3 que cuando azy = 0y aszs = 5, obte

nemos 6(Anz), 0(Bus) y 6(Cums) del Ejemplo 3.2.6, y actuando con h :=
[ld u u_1:| € Uy como en (3.13), tenemos que G(hlAMghl_l), 9<hlBM3h1_1) y
0(h1Carshi!) estan dadas por

2 00 0 1 0 0 0 2
V2500 0 —v2s0 0 0+/2s
% V2¢ 00 % 0 —v2¢ 0 % 0 0\/};
2 v2s V2c ’ 0 0 ’ 00 0 6
00 0 1 —v2s5 —/2¢c 00 O 0
00 0 0 0 0 2 V25 v2¢c =6
1
CcC S
donde hy :=[" 1]y O(h1)=| ~°°¢, , ¢+ 52 = 1. Esto implica que

1
1

hemos cubierto todos los ejemplos con co3 = 0. En otra palabras, si co3 = 0,
entonces la Ga-estructura ERP definida por (A, A, B,C) es equivariante-
mente equivalente a 3.
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Supongamos ahora que co3 # 0. La ecuacién (4.10) implica que bgs =
bss =0y

ags = 360 gap — 8260 gy (033 - 952) =0, bz (033 - 952) =0

c23 c23

Por (4.12), resulta que b3s+b3s = 1, y se obtiene de las ecuaciones anteriores

que 033 = 962. Por otro lado, de (4.11) tenemos que

_ 6asad _ 6aud 2 ons2) _ 2 ops2) _
oA, age = "%, a4 (023 366 ) =0, a3 (623 366 ) =0.

a26 =

Asf agq = azq = 0 y entonces (4.13) nos da que 952 = 1. Por lo tanto,

1 0 0
0 ca3b3s O
_1 0 —ca3b2e 0
Q(A) - 3 1 0 0
0 c23b3s —casbae
0 O 0
0 10 0 01
0231726 0 226 ce3 0 b2 0
_1 —ca23b26 0 b3g _1 —c23 0 b3 0
G(B) - 3 0 co3b3g —c23bag ) 9(0) - 3 0 0 0 11>
1 0 0 0 b2s b3e 0
0 bog bse 1 0 0 —1
donde a3;+a3; = 1,6 = % y c23 = £1. Notemos que cuando ass = —1, azs =

0 y co3 = —1, obtenemos 0(Anr2),0(Bar2), 0(Car2) del Ejemplo 3.2.5, y si
actuamos con h € Uy como en el caso en que co3 = 0, entonces H(hlAMghl_l),
Q(hlBMghl_l) y G(thMghl_l) son respectivamente iguales a

100 010 001
0—-cO —c0s -1 0 s0
1 0 s 0 1 s Oc 1 1 0 cO
3/100 v 3 |0—cs » 3 (000 1>
0—cs 1 00 0s ¢ 0
000 0 s ¢ 10 0 —1
Las matrices anteriores cubren todos los casos cuando ce3 = —1. Para lograr
los casos cuando co3 = 1, actuamos con
1
1 4 c s
_ . - u T —sc
h:= [ ! w 1] elUy, hy:= [ _u—l], H(hl): 1 ) ,
_u_ —_—

tal que 0_2 + 52 = 1, y asi obtenemos que a(ﬁlAMQBfl), G(BlBMgﬁfl) y
0(h1C Mghl_l) son respectivamente iguales a

0
c

00 10 001

c 0 0s 10 s0

1 0—-s0 1 —s0c¢ 1 -1 0 cO

3[1100 ) 310c—s ) 31000 1
0c—s 10 0 0 s ¢ 0
00 0 0s c 1 00-1

Por lo tanto, si cog # 0, entonces (A1, A, B, C) es equivariantemente equiva-
lente a ppr2, lo cual completa la prueba de la proposicion. O
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4.3. Caso dimn =6

Aligual que en la Seccién 4.2, en esta secciéon probamos que los dos ejem-
plos conocidos de Ga-estructuras en grupos de Lie son en realidad los iinicos
con nilradical de dimensién 6, salvo equivalencia y multiplo. Sin embar-
go, para completar la clasificacion salvo equivalencia equivariante, debemos
agregar una familia alrededor de uno de los ejemplos que depende de dos
parametros.

Ejemplo 4.3.1. Sea (G, ¢) la Go-estructura ERP dada en Ejemplo 3.2.7,
con corchete de Lie up dado por

-1 0 00
<A1>B=;[1117A3=é[ ]vBB=%LlO }’CF%[I ° }
1
de lo que sigue que

100
1 000
0(Ap) =3

OO

00
00
00

Este fue el primer ejemplo de Ga-estructura ERP encontrado por Bryant en
[B, Example 1].

Ejemplo 4.3.2. Para cada par r,t € R, sea (G,,,,, ¢) la Ga-estructura con
corchete de Lie dado por

—2(r+t) 1
(80 | 00
Brt:3|:0100:|7 Crt:3|:10 :|
10 0—1
Notemos que cuando r = t = 0 uno obtiene el ejemplo pp anterior. Por

2.5.5, se sigue que (G, ) es equivalente a (G, ¢) y en consecuencia es
ERP para todo r,t € R. Mas atn, como

-1 -2t
r 2t —1
(Al)rt = % [,ln 1 ] ;o A= % [ 1 2(r+t)] >

R* Spec(ady,,, erly) = R*{§+ir, $+ir, =L +it, — £ +it, 1 —i(r+t), : —i(r+t)},

es invariante por isomorfismos, se obtiene que la familia de algebras de Lie
{ptrt : 7,t € R} es no isomorfa dos a dos dado que el conjunto anterior cambia
con cada par (r,t). En particular, la familia de Go-estructuras {(Gp,.,, ¢) :
r,t € R} es no equivariantemente equivalente dos a dos.

Es fécil ver que 0(A,), 0(B,t) y 0(Cyy) estéan respectivamente dadas por

100 010 001
r+2t00 0 000 000
1| —r—2t 00 0 1 000 1 000
301 o 0 » 3000 1 |>» 3000 1
0 0 0 —r 100 -1 000 O

0 0 0 r 000 100 -1

Este ejemplo fue encontrado por Fino y Raffero en el caso en que t = 0, en
[FR3, Example 6.4].
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Ejemplo 4.3.3. Sea (Gy,,,, ) la Ga-estructura ERP dada en Ejemplo 3.2.8
con corchete de Lie pupsq dado por

—10—/30 0 —2v5 0

A _ 1 [v30 o Ay — L 0 —10+v30 0 -2v5
(A1 =55 |V, 230 | 7 M1 =50 | _ou5 0  10-v30 0 ’
0 —2v/5 0 10++/30
0 —V/5 0 5-30 -5 0 5—/30 0
B — L |5V 0 5 0 _ 1 0 V5 0 —5+v30
MI=30| 0 54430 0 5 , Ot = 35 54v30 0 V5 0
5 0 —-5V5 0 0 —-5-v30 0 -5

Se puede chequear facilmente que 306(Ans1), 300(By) y 150(Casp) son
respectivamente iguales a

10 0 0 0 10 0 0 0 5
0 —/300 6vV5 —/30 0 0 0 0 0
2v5 0 0 —6v5 0 -4v50 0 05

10 0 2v5 >0 —v30 0 V30 ’ 88 8 0v30

0 —v/30 0 10 0 —4v5—/30

0o 0 0 0 0 0‘[ 50 /5 —/30

A continuacién probamos el resultado principal de esta seccién.

Proposicion 4.3.4. Todo grupo de Lie con una Gs-estructura invariante
a izquierda ERP y con un nilradical 6-dimensional es equivariantemente
equivalente (salvo maltiplo) a (G, @) 0 a (G, ), para algin r,t € R.

Demostracion. De la Seccién 3.2.3 para el caso dimn = 6, podemos asumir
que dada una Go-estructura (G, ) ERP, el corchete de Lie p esta dado por
u=(A1,A B,C), donde A y A son normales y B y C son nilpotentes.

Consideramos primero el caso cuando A; y A son simétricas, entonces
podemos asumir que A; = [% g], donde o« +d > 0y & > a (ver Seccién
3.2.3). De la misma manera que en la prueba de la Proposicién 4.2.3, pri-
mero computamos la forma de §(A), #(B) y 6(C) aplicando las condiciones
provistas por Teorema 3.0.1, (iv) y (v). De la nulidad de la primera columna
de cada una de las matrices dadas por la condicién de Jacobi:

R:=[0(A),0(B)] —ab(B) =0, S:=[0(A),0(C)] —6(C) =0,

obtenemos que

Co5 = bog, €35 = b3g, C24 = age, C34 = aze, (4.14)
boy = ags, b3g =agzs, bsz =3a, c45 ="bys =0,
y entonces
1 0 O 0 1 0
1 224 225 326 1 . bas ass 225 226
H(A) = g 1 az4 asza o e e ) G(B) = g 0 ;2253 ass 43 393 2 )
0 azs5 ass 1 bos b3s —3a

0 a2 ase 0 b b3
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0 O 1
1 €23 a26 b2e —(a24+b2s)
_ —c23 ase bzs —(a3a+b3s)
9(0) - g 0 a26 ase 30
0 bae b3 0
1 —(a24+b25) —(a3za+bss) —39

Notemos que bsg v o no se pueden anular simultdneamente, pues en tal caso
0(B) y entonces B serian simétricas, lo cual es una contradiccién pues B es
nilpotente.

A continuacién escribimos las ecuaciones dadas por la nulidad de R, S, T
que seran necesitadas en lo que resta de la prueba:

SM...5,2...8] = § | §eaemamen ~Ohagerameno| _ g, (4.15)
R[4 02 3] = % [3a(_aij£121752;)(132b-325,3b23 3a(_aii[£13b53—s~:)a-|2-4ab2253b23} =0, (4'16)
R[6,4] = & (azsa26 + assase — azabos — azabss) = 0, (4.17)
R[3,2] = §(assazs + assbas + asebas — azaass — azsbss — azsbss + 3abag)
=0, (4.18)
R[E), 4] = % (055 + a§5 - bg5a24 — bg5a34 -1+ 9) 042 = O, (4.19)
T[5,2...3] = & [basbss—bsscas—3assa —baghag+bascas—3asea ] = 0, (4.20)
5[6, 2... 3] = é [36(2(1244-1725)—1136023 35(2a34+b35)+a26023} =0, (4.21)
T[6 2... 3] = % [—b23(a34+b35)+3a255—b36023 b23(a24+b25)+3a355+b26023] =0
(4.22)

La prueba esta dividida en dos pasos, dependiendo del valor de co3. El caso
cuando co3 # 0 nos lleva a una contradiccion, y en el caso que ca3 = 0,
el valor de b3 determina si la Ga-estructura ERP p es equivariantemente
equivalente a g 0 a fps1-

Asumimos primero que ca3 # 0, entonces de (4.15) resulta

64 64 34 36
azqy = ———agg, A4 = ——ase, a35 = ———bog, az5 = —bse.

C23 C23 C23 C23
Reemplazando estos valores en (4.16) y (4.17), y teniendo en cuenta que by
vy « no pueden ser simultdneamente nulos, obtenemos que asg = azg = bag =
bss = 0. En consecuencia, tenemos que 0 = S[3,2] = %5023, lo cual es una
contradiccion.

Asumimos ahora que co3 = 0, luego agg = asg = bag = bgg = 0 por (4.15)
y de (4.21), obtenemos que bas = —2a24 y bz = —2asy4.

Si beg = 0, entonces a # 0 y se sigue de (4.16) que agqy = agq = ags =
ass =0y

0=2S[6,4=—-%1+0>  0=T[6,5=—1%+ad

Por lo tanto, § = a = £ y entonces §(A) = 0(Ap), (B) = 6(Bp), 6(C) =

0(Cp), esto es, obtenemos que pu = pp. De lo contrario, si beg # 0, entonces
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por (4.16) se tiene que

_Ya 9a

bos #34; G35 = 3,024,

a5 = b2

por lo tanto, de (4.16) y (4.18), se desprende que

a3, +azq = 6a%, b33 = 5da?,

pero (4.19) y el hecho de que a + & > 0 implican que a? = %, y por (4.22)
o= \/3—?670, 0= 2%, bog = %e\/g, €:= =+1,

de lo que sigue que 300(A), 300(B) y 150(C) estan respectivamente dadas
por
10 0 0
10a24 —5v/6easzs 0

10a34 5v/6eazs 0O
10 10a24  10asa4

0 —5v6a34 5v6eass
0 0

0
0 10 0 0O 0 5
6v5¢  —5v/6eazs —20az4 0 0 0 5a24
—6+/5¢ 5v6eazs —20a34 0 0 0 b5azs
0 —5v6eass 5v6easy V30 ) 8 8 8 o V30
100 —2%a24 —2%a34 —V/30 5 5ans 5ass —/30

Denotemos por 0(A)(e, a2, asa), 0(B)(€, a4, a34) y 0(C) (€, aza,ass) las ma-
trices anteriores. Notemos que

%) =0(Arn),
0(B) (1,0, 2 ) =0(Ban).
0(C) (1,0, 4 ) =0(Can).

Si actuamos en pps1 con h € Uy como en la prueba de Proposicién (4.2.3),
entonces obtenemos la Ga-estructura equivariantemente equivalente para la
cual las matrices H(hlAMlhl_l), H(hlBMlhfl) y H(thMlhl_l) estan dadas
respectivamente por

o) (135 5) 0B (L d) 10 (13T

Por otro lado, si actuamos en ppsq con h € Uy como en la prueba de Propo-
sicién (4.3.4), entonces obtenemos

o) (15 ) s 0B (L) 0O (1)

Por consiguiente, logramos todas las matrices anteriores, es decir si co3 = 0
y bag # 0, entonces j es equivariantemente equivalente a pip1.
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En segundo lugar, consideramos el caso en que pu = (Ay, 4, B, C), donde
A1 y A son normales pero al menos una de ellas no es simétrica, entonces

A = [_0‘6 g} ,donde 8 = 00 a = ¢ (ver Seccién 3.2.3). En este caso, Teorema

3.0.1, (iv) y (v) y la nulidad de las primeras columnas de las matrices dadas
por las condiciones de Jacobi:

[6(A), 6(B)] =ab(B) — B0(C),
[0(A),0(C)] =pO(B) + 66(C),
[0(B),0(C)] =0;

implican todas las condiciones dadas en (4.14) mas las siguientes

ass =0, as =0, ase =303,

y entonces
1 0 0 0 1 0
1 a23 a4 azs a26 1 b2z az25 bas bag
o —a23 a34 G35 a36 o —bos ass bss b3e
G(A) = g 1 a24 aszs 70(3) - g 0 a2s ass 3a )
0 ags ass 38 1 bos b35 —3«
0 a2 ass —3p 0 bog b30
0 O 1
1 c23 aze bae —(a24+b2s)
o —ca3 aze b3e —(as3a4+b3s)
G(C) - g 0 a26 ase 34
0 bog b3e 0
1 —(a24+b25) —(aza+b3s) —39

Del siguiente hecho:

0
0 a—b 0 —a
oE)=| ", N E para toda E = [a 0 O—b} , a,beR,
a b
—(a+b) 0 ’

obtenemos que ad el = A+ D, donde A y D son las partes simétricas y
antisimétricas respectivamente, dadas por

0 68
—68 0
D=1 0  —azs—3p
S(A) ’ 6 a23+38 0 ’
0 az3—303
—a23+308 0

y S(A) denota la parte simétrica de A. Dado que D € Der(h) Nsu(3) y
conmuta con ader|y pues A es normal, se sigue de Proposicién 2.5.5 que
(A1, A, B,C) es equivalente como Ga-estructura a (S(41),5(4),B,C), la
cual tiene que ser ERP por lo probado en la primer parte de esta prueba. Por
el caso trabajado previamente, (S(A41),S(A), B,C) debe ser precisamente
1B, ya que pupr1 no admite una derivacién en su(3) (ver Seccién 4.4). Esto
implica que = ¢, donde r = =35, t = %agg + %ﬂ , completando la prueba
de la proposicién. O
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4.4. Simetrias

El objetivo en esta seccién es aportar alguna idea sobre las simetrias de
cada una de las Go-estructuras ERP obtenidas en el Teorema de clasificacién
4.0.1.

El grupo de isometrias de una métrica Riemanniana invariante a izquier-
da en un grupo de Lie n-dimensional puede ser muy complicado de calcular,
incluso en el caso completamente soluble. Sin embargo, no es dificil ver que
Iso(G, (-, -)) = KG,,, donde K :=Iso(G,, (-,-))e es el subgrupo de isotropia
en la identidad y G, denota el subgrupo de traslaciones a izquierda. Es facil
ver que las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) G, es normal en Iso(Gy, (-, -)).
(ii) Iso(Gp, () = K x G,.
(iii) K = Aut(G,) NIso(Gy, (-, ")), el cual estd identificado con el grupo
Aut(u) NO(n),  O(n) :=0(g, (--)),
de automorfismos ortogonales del algebra de Lie.

Es sabido que esto vale cuando p es unimodular y completamente soluble
(ver [GW]). En cualquier caso, el subgrupo de isometrias de (G, (-, -)) dado
por

(Aut(n) N O(n)) X Gy

estd siempre presente y es menos dificil de calcular.
Por otro lado, dado un grupo de Lie (G, ¢) con una Gs-estructura
invariante a izquierda, podemos considerar el subgrupo de automorfismos

de (G, ¢) dado por
(Aut(p) NG2) x G C Aut(Gy, ) C Iso(Gy, (-, ),

donde Aut(G,, ) == {f € Aut(G,) : f*¢ = ¢}. Como G2 C SO(7) (donde
el producto interno es el definido por ¢), obtenemos que

Aut(p) NG C Aut(p) NO(7). (4.23)

Notemos que (Aut(p) N G2) X G, = Aut(G,, ) también se mantiene en el
caso unimodular completamente soluble.

En este contexto, computamos a continuacién los dos grupos dados en
(4.23) para cada estructura ERP que aparece en el Teorema 4.0.1. Es simple
ver que el dlgebra de Lie Der(u) Nso(7) de Aut(p) N O(7) es siempre cero
excepto por up v pr¢, donde coincide con ug, el dlgebra de Lie 2-dimensional
del grupo de Lie Uy ~ S x S! dado en Seccién 2.4. Esto implica que los
grupos dados en (4.23) son todos finitos en los otros cuatro casos.
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A continuacién resumimos el resultado de los cdlculos de los Ga-auto-
morfismos. La cuenta es sencilla, aunque larga en algunos casos, primero
calculamos para cada p el grupo de automorfismos ortogonales del algebra
de Lie, y a lo obtenido le exigimos que fije a la 3-forma ¢, es decir, que esté
en GGo. Todas las matrices a continuacion estdn escritas en términos de la
base {e7,es,eq, €1, €2, 65,66}

pug) N Go = Aut(py) NGy = Uy ~ St x SL.
= (fo)
o Aut(unr2) N G2 = (fo)
= (f1) ~ Zy4, donde f1lg, := Diag(1,-1,-1) y

0 -1
filg = [ Lo 0—1]-

10

12

Zs, donde fy := Diag(1,1,1,—-1,—1,—-1,—1).

12

Zs.

o Aut(py) N Gy ~ SLa(Z3), el grupo tetraédrico binario de orden 24. En
efecto, es facil verificar que este grupo tiene orden 24, solo un elemento
de orden 2 y ningin elemento de orden 12, condicién que caracteriza a
SLa(Zs) entre los grupos de orden 24.

Observacién 4.4.1. De la presentacién original de (G5, ¢) como espacio
homogéneo (G/K, ) provisto de una Ga-estructura G-invariante ¢ dado en
[B, Example 1], donde

G/K = (SL»(C) x C?) /SU(2),

obtenemos que Aut(G,,,, ¢) en realidad contiene un subgrupo 6-dimensional
isomorfo a SLy(C) y que SU(2) C Aut(Guy,¢)e. Como Aut(up) N Ga =
St x S, esto muestra que hay automorfismos de (G ugs ) que no son com-
posiciones de automorfismos y traslaciones a izquierda. No sabemos si este
es también el caso para los otros ejemplos, excepto por el caso unimodular
wy (ver Corolario 4.4.2 a continuacién).

Por otro lado, en lo que concierne a isometrias, hemos obtenido lo si-
guiente:

o Aut(ug) NO(7) = (fo) x Uy =~ Zy x (S x S1), donde
f2 := Diag(1,1,-1,1, -1, -1, 1).

o Aut(py) NO(7) = Uy ~ St x St

° Aut(,uMl) N 0(7) = <f0,f3> ~ 7 X Zo, donde
f3:= Diag(l, -1,1,-1,1, -1, 1).
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o Aut(unre) NO(7) = (fo, f2, fa) = Za X Ly X Zo, donde fa|g, :=1y
Lo
f4|g1 = [ 10 ] .
1

o Aut(pn3)NO(7) = (f3, f5, f6) ~ Dy x Z?, donde Dy es el grupo diedral de
grado cuatro (y orden 8), fs|q, := Diag(1, —1,1), fs|q, := Diag(1,1,—1) y

0 V6 0 3 -6 0 —V3 0
folo = L[ =VE 0 —vE 0 folo = [ 0 —v6 0 v
591' 3 0 \/50 _\/67 691 3 _\/go \/g 0
-3 0 V6 0 0 —V/3 0 V6

En efecto, los generadores satisfacen las siguientes relaciones:
fi=f= ()2 =e fafo="Ffofs, fofs=fofs

o Aut(uy)NO(7) =~ Sy x Z3, donde Sy es el grupo simétrico de grado cuatro
(y orden 24), pues es isomorfo al centralizador en O(4) del toro maximal
(A, B,C) de sly(R) (ver (4.6)).

Corolario 4.4.2. Los grupos de automorfismos e isometrias de la Ga-es-
tructura (G, , ) estdn respectivamente dados por:

Aut(Gy,, @) = SLa(Z3) x Gy, Is0(Gp,, () = (S1 % Z3) x Gy, .

4.5. Otras propiedades

De la clasificacién obtenida en Capitulo 4, podemos observar diversas
propiedades obtenidas para Ga-estructuras invariantes a izquierda ERP, que
enumeramos a continuacion.

e up fue encontrado originalmente por Bryant en [B], s por Lauret en [L4],
los ejemplos ppr; los encontramos al realizar esta tesis y estan publicados
en [LN1] y la curva de ejemplos dada en [FR3] pertenece a la familia de
2 parametros fir.

e Todas las (Gy-estructuras ERP dadas en Cuadro 1.1 tienen 2-forma de
12 56
— e,

torsiéon T =e

e Del Teorema 4.0.1, se desprende que toda Gs-estructura ERP v, en un
grupo de Lie no unimodular G, es exacta. En efecto, (G, ) es equivalen-
te a (Gug, ), (Gupns®)s (Gupres®) 0 (Guys, ) las cuales satisfacen la
siguiente igualdad para ¢:

v =d, (37 — (tr Al)_1634) , Ay :=ad, eﬂspan{%m}.
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Notamos que (tr A;)~! = %, @, 3, v/6 para p dado por up (0 fire), part,

A2, A3, Tespectivamente.

Mas atin, (G, ¢) no es exacta, y la prueba es sencilla. Supongamos que ¢
es exacta, usando la condicién de ser ERP obtenemos que €347 es exacta.
Es decir, existe 0 # a € A%g* tal que da = €3*7. Esto implica que existen
i,j € {1,...,6} tales que 0 # (de’,e37), lo cual es una contradiccién
pues en este caso el corchete estd dado sélo por las matrices (A, B, C).

h := span{ey,...,eg} es un ideal unimodular en todos los casos y la co-
rrespondiente SU(3)-estructura (b, w, pT) es siempre half-flat (i.e. dw? = 0
y dp™ =0). Ademads, (G, ¢) es coupled (i.e. dw = 1pT). Para 1, con-
sideramos el ideal de codimensién 1 definido por by := {e; — ez + e7}J-, es
facil ver que la correspondiente SU(3)-estructura es symplectic half-flat
(ie. dwy =0y dp{ =0).

Todas las dlgebras de Lie dadas en (4.1) son completamente solubles
y la tnica unimodular es py. En [FR3, Theorem 6.7], Fino y Raffero
probaron que G, es el inico grupo de Lie unimodular que admite una
G2-estructura invariante a izquierda ERP. La pregunta de si G, admite
un reticulo todavia esta abierta.

Para cada 4 en (4.1), el grupo de Lie simplemente conexo G, es el inico
grupo de Lie con algebra de Lie p; en efecto, el centro de G, es trivial
pues el centro del algebra de Lie lo es y la funcién exponencial es un
difeomorfismo.

Dada g slgebra de Lie, llamemos dj, : AFg* — AFtlg* a la derivada
exterior en k-formas de g y definimos

Ker dk

Hp = —
k Imdk_l’

el k-ésimo grupo de cohomologia de g. A partir de esto se definen, para
k=0,...,6, el numero de Betti b, = dim Hy. Para cada algebra de Lie
dada en Cuadro 1.1, hemos calculado bg, ..., bg, y estdn dados en Cuadro
4.1, junto con informacioén sobre los respectivos nilradicales n.

Respecto de las simetrias, para cada ejemplo incluimos en Cuadro 4.1 el
subgrupo de automorfismos de ¢ y el subgrupo de isometrias de (-, -) que
son también automorfimos del grupo de Lie (ver Seccién 4.4 para mayor
detalle).
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by | by | b3 | bsy|bs|be|dimn| gr. nilp. | Aut(p) NGz | Aut(p) N O(7)
pp | 1221212 |0| 6 | 2pasos | StxSl |Zyx (St xSt
prpvi | 11O 0O] 1T 1(0 6 4-pasos Zo Lo X Do
prye |l 21110121 5 3-pasos Zo Lo X Lo X Lo
puvs |l 212121221 5 2-pasos Zy Dy X 7o
pr || 31311 [1]3]3 4 | abeliano | SLy(Zs) Sy x 73
et | 11212121210 6 2-pasos Sl x St Sl x St

Cuadro 4.1: Numeros de Betti, nilradical n y simetrias.
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Capitulo 5

Go-geometria en una familia
de grupos de Lie

A lo largo del trabajo, muchos de los ejemplos de Ga-estructuras in-
variantes a izquierda en grupos de Lie, han estado determinados por una
3-forma fija ¢ en un algebra de Lie con corchete dado por una matriz real
2 x 2 y tres matrices reales 4 x 4 que cumplen cierta condicién implicada por
Jacobi. Este formato esta presente en numerosos ejemplos de Ga-estructuras
que satisfacen diversas propiedades. Por tal motivo, dedicamos este capitulo
para dejar plasmadas varias férmulas que creemos pueden ser tutiles, como
ser por ejemplo el laplaciano de Hodge y las formas de torsién de .

Al final del capitulo aplicamos dichas férmulas para obtener una nueva
familia monoparamétrica de Ga-estructuras cerradas que son solitones de
Laplace de expansién, estables o de contraccién, dependiendo del valor del
parametro. Comparamos la familia obtenida de solitones de contraccién con
la dada por Lauret y vemos que resultan no equivalentes, siendo ambos los
unicos ejemplos de soluciones al flujo laplaciano con singularidad en tiempo
finito.

5.1. Preliminares

Dada g élgebra de Lie de dimensién 7 con base {ej,...,e7}, denotamos
por g; al subespacio span{es, ey, e5,€6}. Como siempre, fijamos ¢ la Go-
estructura definida como en (2.1):

347 567 135 146 236 245

= !?7 e —e™P — e,

® +e +e fe
donde {ey,...,e7} resulta una base ortonormal orientada respecto del pro-
ducto interno definido por .

De manera andloga a como hicimos en el Capitulo 3, tenemos una base

69
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de A?g} dada por

wr =3 — e G =P et Wy = -0 4 e?) (5.1)

ST R . B A (R )

wr :
Es facil ver que {w7,w1,ws, w7, w1,ws} es una base ortogonal de AQQT, donde
cada elemento tiene norma igual a 2. Mas aun, el operador estrella de Hodge
en g1, *q, : A%g7 — A2g?, acttia de la siguiente manera:

*glwi = —Wj, kg Wi = Wi, 1= 1727 77

por lo que su matriz en dicha base resulta igual a Diag(—1,—1,—1,1,1,1).
Anélogamente a lo que obtuvimos en Lema 2.1.1 (vi), es facil ver que

g, O(M)a = —0(M") g, a — tr M g, o, VM € gly(R). (5.2)

Luego, podemos generalizar el resultado obtenido en (4.9) para toda M €
gly(R) de la siguiente manera:
My — M iq | M,
O(M) = ) M} = —My, M} = —My,

M} My — 2Miq

para My, My, My € gl;(R). Notar que para tr M = 0, 6 define el isomorfismo
clésico entre sl4(R) y s0(3, 3).

Observacion 5.1.1. tr0(M) = —3tr M, para toda M € gl,(R).

Volviendo al algebra de Lie 7-dimensional g, sabemos que la derivada
exterior y el operador estrella de Hodge llevan k-formasen k+1y 7 —k
formas respectivamente, es decir

dy, : AFg* — AFHlg* w0 AFgt — AT Fg*.
Se define la codiferencial de d como sigue:
6k : Ang* — Ak *, 5k = (—1)k+1 * dﬁ,k * .

Definicién 5.1.2. Dada g dlgebra de Lie de dimensién 7, el operador lapla-
ctano de Hodge en k-formas se define como:

JAVAE: Akg* — AF * Ag :=dp_10k_1 + 0pdp.

Reemplazando por el valor de la codiferencial obtenemos la siguiente
férmula para el laplaciano en un algebra de Lie de dimension 7:

Aa= (-1 (dxdx—xdxd)a, Vo € AFg*,
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donde se sobreentienden los subindices de A y d. En particular, para la
3-forma ¢ vale que

Ap = —dx*xdx @+ xd* dp, Axp=dxdp—xd=*dx*p.

Por otro lado, Bryant prueba en [B, Proposition 1] que podemos escribir a
dy y d* ¢ de acuerdo a la descomposicién de Ag* y A%g* dada en Seccién
2.2 de la siguiente manera:

dp =19 *% @+ 31 N\ @+ *T3, d* =411 N*p + T2 N,

donde 79 € R, 71 € Alg*, 75 € A},g* y 73 € A3,g* son las formas de torsién
de . Usando las definiciones de A2,g* y A3.g* y teniendo en cuenta la
siguiente identidad para Ga-estructuras probada por Bryant en [B, (3.8)]:

*@ A xd * 4+ xdp A p =0,
resulta que

(doN@), To=—xdxp+4x* (11 A*p), (5.3)
_ 1

7'0:%*
T = —15 % (xdp A @), T3 =xdp — 100 — 3% (T A ).

Supongamos ademds que g es un algebra de Lie soluble, a la cual des-
componemos como g = a G n donde n es el nilradical de g. En [L1, (25)],
Lauret da la siguiente férmula para calcular el operador de Ricci de (g, (-, ))
con a ortogonal a n,

Ric A, A) = — 13|14, 41|17 — tr S(ad A,)?,
2

(RicA, X) = —
(H,A], X), (5.4)

(Ric X, X) =1%([4;, A;], X)? + 25 ([ad Ai s, (ad A;]4)"](X), X)
— 3 3([X, Xi], X;)® + 15([X5, Xj], X)? — ([H, X], X),
donde {X;} es base ortonormal de n, {A;} es base ortonormal de a, A € a,

X € n. El operador S en el resultado anterior se define como S(M) = M%Mt
es decir, tomar la parte simétrica de M.

)

El operador de Ricci es una herramienta util para probar que dos Gs-
estructuras son no equivalentes, puesto que dos estructuras equivalentes de-
ben tener operadores de Ricci conjugados y en particular deben coincidir
sus autovalores (contando multiplicidad).
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5.2. Descripcion de la familia

Como bien hace referencia el titulo del capitulo, estudiamos algunas
nociones de Go-estructuras en una familia especial de grupos de Lie, a la
cual describimos en esta seccion.

Sea g algebra de Lie de dimensién 7 con base {ei,...,er} y corchete de
Lie 4 determinado por

r =z

A =ader|y, = [ y ] , A=ader|g,, B=adeily,, C =adea|q,

w
donde hy = span{ej,es} es abeliano, go = span{er, e, ea} es subdlgebra,
g1 = span{es, eq, €5, €6} es ideal abeliano y h = span{ey,...,es} es unimo-
dular, es decir tr B = tr C' = 0. Pedimos ademas que

[A,Bl]=xB+yC, [A,C]=2B+wC, [B,C] =0,

para que se satisfaga la condicién de Jacobi. Denotamos por G4, 4.B,c al
grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie g y llamamos ¢ a la
Gg-estructura invariante a izquierda en G 4,4, p,c definida como en (2.1). En
particular G4, 4 .B,c es soluble y el nilradical de g tiene dimensién mayor o
igual a 4.

En Seccion 5.1 definimos algunos operadores necesarios para estudiar
ciertos flujos de Ga-estructuras, como por ejemplo el flujo laplaciano y el
co-flujo laplaciano. En particular, para estudiar dichos flujos en esta gene-
rosa familia de Ga-estructuras (Ga, 4,B,c,¥), es conveniente tener algunas
férmulas, como por ejemplo *d * dp y d * d * ¢, en términos de A1, A, By
C' (ver Seccién 5.3).

Si bien este enfoque parece restrictivo, debemos notar que todos los ejem-
plos de Go-estructuras ERP dados en Capitulo 3 estdan presentados en este
formato. Més atn, probamos que todas las Ga-estructuras invariantes a iz-
quierda ERP son equivariantemente equivalentes a una (G, 4.B,c,¢)-

5.3. Foérmulas para la torsion y el laplaciano

Sea (Ga,.A,B,C,¢) la Go-estructura invariante a izquierda definida en
la seccién anterior, queremos dejar expresadas en términos de A, A, B
y C algunas férmulas necesarias para calcular las formas de torsién y el
laplaciano de .

Para ello, recordemos la definicién de 0(M) : Algt — Alg} para M €

gly(R): A
O(M)e't? = =3 "Mt iefl,... 4}, (5.5)
j=1

La siguiente proposicién resume las férmulas para calcular la derivada exte-
rior de toda k-forma en g.
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Proposicién 5.3.1. Dadas o € A'g} y B € Ag} tenemos que

(i) da = (-1)" (B(A)ane” +0(B)aAe' +0(Clane?).

(i) d —0(A)et ne” = (zel +ze?) ne.
(iii) d —0(A)e2 ne” = (yet +we?) Ael.
(iv) de” = 0.

(v) #(aAB) = (—1)1 x4, a A *g, 3.

Demostracion. Para ver (i), basta probarlo para 1-formas. De la definicién
del corchete, si i = 1,2, 3,4, tenemos que

ler,ei10] = Ae; = ZA T2 = (del e (”2)) = —Aj.

Anélogamente para B y C. Por lo tanto,

4
de?™ = Z <Aji€(i+2)7 + Bjiet1 ¢ Cjie(i+2)2) ;
i=1
=—0(A)ed Ne" —0(B)e? Ael —0(C)e? AP,
para todo j = 1,2, 3,4. Es decir vale (i) para 1-formas. Items (ii), (iii) salen

de la misma manera, y (iv) se debe a que b es ideal.
Para probar (v) notemos que |a A 8| = |a|?|3]?, luego

(e A\ B) N (g, 00 N %g, B) =(=1)74=Dg A kg BN A kg B
=(=1)"]a?e*0 N[B! = (~1)]af?| 5[ vol,
por lo que vale (v). O

En el siguiente teorema exhibimos férmulas para dy, *dy, dxdp y *d*dp
en términos de Ay, A, By C. Recordamos de (5.1) la definicién de w; para
i=1,2,7.

Teorema 5.3.2. Dada g dlgebra de Lie de dimension 7 con corchete de Lie
definido por u = (A1, A, B,C) como en Seccion 5.2 y ¢ la Ga-estructura
definida en (2.1), se tiene que

() p=e2"+wr e’ +wp Ael +way Ae?,

(ii) dp = ((B)wz — 0(C)w1) Ae'? + (0(B)wr — 0(A)wy + 2w + yws) Ael”

+(0(C)wr — O(A)ws + zw1 + wwa) A €27,
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(iil) *dp = (—0(BY)wz + O(CHwr) A €’
+(0(BYwr — (A wy — (tr A)wy — 2wy — yws) A €2

+(=0(CHwr + (A ws + (tr A)ws + 2w + wws) A et

7

(iv) d*dp = 0(B)(—0(B!)ws + 0(Ctw;) A €l
+0(C)(—0(Bt)ws + 0(Ctwr) A €27
+0(A)(—0(BYwr + 0(A)wr + (tr A)wi + 2w + ywa) A €27
+0(B)(0(Bwr — 0(A)w; — (tr A)w; — 2wy — yws) A el?
FO(A)(O(CHwr — O(Aws — (tr A)ws — 2w — wws) A el

+0(C)(0(CHwr — O(AN)wy — (tr A)wy — 2wy — wws) A e'2,

(v) *dxdp = 0(B")(0(B)wz — 0(C)wi) Ae? +0(CH(0(C)wr — 0(B)wa) el
FO(AD) (—0(B)wr + 0(A)w) — 2wy — yws) A el
+(tr A)(—0(B)wr + 0(A)wi — 2wi — yws) A el
FO(A) (—0(C)wr + O(A)ws — 2wy — wws) A €2
+(tr A)(—0(C)wr + 0(A)ws — 2w1 — wws) A €2
+0(BH(0(B)wr — 0(A)w1 + zwy + yws) A e’
+0(CH(0(C)wr — 0(A)ws + 2wy + wws) Ael.

Demostracion. El apartado (i) sigue directamente de las definiciones de ¢ y
wj’s. Para ver (ii) aplicamos las férmulas de Proposicién 5.3.1.

dy =de? Ne" +dwr Ae” +dwi Ael +wi Adel + dwy A e® + wa Ade?
=(0(B)wr Ae' +0(Chwr Ae?) Ae”
+ (O(A)wr A" +0(Chwy Ae?)Aet +wi A(zel +ze?) nel
+ (O(A)wa A" +0(B)wa Ae') Ae? +wa A (yel +we?) Ael
=0(B)wr A el + G(C)cw A e+
—(A)wr A et —0(Chwr A e +zwy AelT + 2w Ae?T
( (

— 0(A)ws ANeXT+ 6 B)ws Ae'? +yws AetT +wwa A e?T,
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sacando factor comin obtenemos la formula deseada para dy. Para probar
(iii) aplicamos Proposicién 5.3.1 (v) a la férmula obtenida anteriormente,

(v
xdip = #g, (0(B)wz — 0(Cwy) A gy’

+ g, (0(B)wr — 0(A)wy + zwr + yws) A #geel”

+ #gy (0(C)wr — 9(A)w2 + zw1 + wwa) A g€’

=(—0(B" w2 + 0(C")w1) A

— (—0(BYwr + G(At)wl +tr Aw;y 4 2wy + yws) A €2

+ (—0(CHwr + 0(AYwy + tr Awg + 2w1 + wws) A el
La ultima igualdad sale por (5.2). Los apartados (iv) y (v) salen de la misma
manera aplicando Proposicién 5.3.1. ]

Resumimos en el siguiente teorema las férmulas de ¢, d * @, *d * @ y

dxd=*p

Teorema 5.3.3. Dada g dlgebra de Lie de dimension 7 con corchete de Lie
definido por u = (A1, A, B,C) como en Seccion 5.2 y ¢ la Ga-estructura
definida en (2.1), se tiene que

(i) *p = e +wr Ael? +wp Ae?T —wy AelT,
(ii) d*p = —tr Ae3*507 4 (0(A)wy — tr Ay wr + 0(B)wy + 0(C)ws) A e'?7,
(iii) *d* p = —tr Ael? + xq, (0(A)wr — tr A wr + 0(B)w; + 0(C)wo),

(iv) d*dx*p = tr Ay tr Ae!?”

—0(A)((tr Ay + tr A)wr + (A w7 + (BHw; + 0(CHws) A e’
—0(B)((tr Ay + tr A)wr + 0(A)wr + 0(BH)wy + 0(CHwa) A el
—0(C)((tr Ay +tr A)wy + (A w7 + 0(BHwy + 0(CHws) A e2.
La prueba es andloga a la de Teorema 5.3.2, sale directamente aplicando

las férmulas de Proposicién 5.3.3.
Los siguientes corolarios muestran condiciones necesarias y suficientes
para que @ sea cerrada o cocerrada. Dichas férmulas se aplican luego para

calcular, en cada caso, las formas de torsién dadas en (5.3) en funcién de
Al, A, B y C.

Corolario 5.3.4. ¢ es cerrada si y solo si
0(A)wr =0(B)wr + w1 + yuws,
0(A)ws =0(C w7 + 2w1 + wwa,
9(B)UJ2 :9(0)001
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En tal caso, la tnica forma de torsion que sobrevive es 7o = —xd*x @ y
el laplaciano resulta Ap = dry = —d * d *x . Ambas férmulas se obtienen de
Teorema 5.3.3 (iii),(iv).

Corolario 5.3.5. ¢ es cocerrada si y solo si
trA=0, 0(A)wr 4+ 0(B)wi + 0(Cwe = (tr Aq)wy

Cuando esto sucede, las formas de torsién que sobreviven son 75 = % *
(xdp AN )y 73 = *dp — o v el laplaciano de Hodge queda Ay = xd*dp =
xdTs + 19 * de, cuya férmula se puede ver en Teorema 5.3.2 (v).

En el caso general, mas alla de lo cerrado o cocerrado, las formulas de
torsién también se pueden calcular en funciéon de A;, A, By C. En la
siguiente proposicién resumimos los resultados obtenidos.

Proposiciéon 5.3.6. Dada g dlgebra de Lie de dimension 7 con corchete de
Lie definido por p = (A1, A, B,C) como en Seccion 5.2 y ¢ la Ga-estructura
definida en (2.1), entonces

(i) 70 = 2 (as6 — aes + as3 — ass + bss + bea — bsz — bug + 54 + o3

—c45 — €36+ 2 — V),

+(ags + azs — asg — asz + baz + bgs — bzs — bsg) A €2

,_.
MH

(11) T =
%(a% + @45 — ag3 — as4 + Cs6 + C34 — Co5 — Ca3) N et
— & (be3 +bsa — bsg — bas +cag+ 53— coa — C35+2(tr A +tr A)) Ae

(ili) 72 = (tr A — 2tr Ay + bys + bss — bsa — bz + ¢35 + C4 — C53 — Cag)e'?

aga + ass — asg — as3 + bes + baz — bsg — baa)el”

2
asa + a3 — Q45 — a36 + C5 + €43 — Cs6 — C34)€ 7

tr A1 — 2a33 — 2a44 + as5 + a66) 34

2c46 — 2¢35 — 2bas — 2bsg — c53 + coa — bgs — bsa)e3

35

2a64 — 2a35 — 2bgs +2b34 — @46 — as3 — bse +baz +3cee +3c33) €3

)

)
a4+ ass + bes — bzg +2a46 + 2a53 + 2bs6 — 2b4z + 3cs5 + 3cqq)e?d

)

a4+ ase+cse+ 34 +2a63 — 2a45 +2¢65 +2¢43 + 3bgg + 3bas 6

(

(

(

(

(—2a54+2a36+2c56+ 234 +a63 — a45+ o5+ a3 — 3bss — 3b3z)e
(—

(

(—

( 56

+ + + + + + + + +
W= W= W= W= W= Wi Wl W= W

tr Ay + ass + asq — 2as5 — 2a66)e
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+3(—cu6 + ¢35 + bas + bz + 2¢53 — 2¢64 + 2063 + 2b54)€™,

(iv) 3 =10 el27 4+ (—0(Bws + 0(CHwy — Towr — 3Ajwa + 3dawi) A€’
+(0(B w7 —0( AN w1 — (tr A+2+3A7)wi +(—y—To)wa +3A1wr) Ae?
+(=0(CHwr+0( A wa+(2—70)wi + (tr A+w+3A7)we—3Aawr ) Ael,

donde \; = (11,el), Ao = (11,€2) y A\r = (1, €").
Para la prueba usamos el siguiente resultado, el cual sigue de (5.5).

Observacién 5.3.7. Dada M € gl,(R), con M = [m;;] parai,j € {3,4,5,6},
se tiene que

+ (mes — m34)€45 + (a4 + meg e*® 4 (mas + m36)€567

O(M)wr = — (ma3 + mas)e®* + (mez — mas)e®® — (mag + ms3)e®

+ (mes + mas)e®® + (mag — maa)e?® — (mss + meg) e,

0(M)w1 = — (m54 + m63)634 — (m33 — M55>635 + (m43 — m56)€36
) (

O(M)ws = (mes — ms3z)e>® + (mag + mes)e® + (ma3 + mege)e®

+ (mag +ms5)e® + (mse + msa)el® + (mas — mag)e™.

Demostracion. Por Teorema 5.3.2 (i) y (ii), tenemos que

dp N =((0(B)wz — 0(Cwy) A wry
— (0(B)wr — 0(A)w1 + 2w + yw2) A wa
+(0(C)wr — O(A)ws + 2wy + wws) Awy) A et?T
=2 (0(A)wi A wy + 0(B)wa Awy + 0(C)wr Aws + 2 — y) A e,

luego sigue de (5.3) que
To = % x (do N\ ) = % *g, (0(A)wr Awa +0(B)wa Awr +0(Clwr Awa + 2z — ),
y la féormula requerida para 1y sigue aplicando Observaciéon 5.3.7.

Para 71, notemos primero que si o € A2g} es tal que *g, 00 = v, entonces

*5, 8 AN a= BN\ a, para toda 3 € A?g}. En efecto,

xgBNa=(B,0) =B ANxa=B Ao
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Por Teorema 5.3.2, tenemos que

xdp A p = — %, (0(B)wa — 0(C)w1) Awy A el
— #g, (0(B)wa — 0(C)wr) Awa A e’
— g, ((B)wr — 0(A)wi + 2w + yw2) A wr A 627
+ %, (0(B)wr — 0(A)wy + zwi + ywa) Awy A et
+ %g, (0(Cwr — 0(A)wz + zwi + wwa) A wr A 617
+ %g, (0(Cwr — O(A)wa + zw1 + wwa) A wy A el?
=(0(B)wy + 0(A)wr) Awa A el™ — (0(Chwa + O(A)wr) Awy A e’

— (0(B)wy + 0(C)wa) Awr A el 4 2(tr A+ tr Ay)el?31%6,
Luego, de (5.3) tenemos que
T =— 13 % (xdp A p)
—(0(B)wy + 0(A)wr, wr)e? — (B(Cws 4 0(A)wr, wy el
—(0(B)w + 0(C)wa, wr)e” + 2(tr A+ tr Ay)e”,

y usando el resultado dado en Observacién 5.3.7 obtenemos la igualdad
deseada para 71. Para ahorrar notacion, llamamos A1, Ao y A7 a los coefi-
cientes de 71 tales que 71 = A\e! + Aae? + A7e’, v obtenemos que

*(T1 A *yp) = Ae?” — Xae'™ 4+ Are'? + A\wi + daws + Arwr,
por lo que junto con Teorema 5.3.3 (iii) implican que
To = —*xd * @ + 4% (71 A\ *@),
—=tr Ae'? + (tr Ay + tr A)wr + 0(AYwr + 0(BY)w; + 0(CHwy
+4 ()\1627 — el T+ )\7612 + Awr + dows + )\7w7)

=(rAd+ 4)\7)612 + AN e?T — 4dge!” + (tr A; + tr A+ 4)\7)wy
+ 4 w1 + 4dhows + Q(At)uw + H(Bt)wl + G(Ct)WQ

La férmula esperada en (iii) sigue de aplicar Observacién 5.3.7 a la igualdad
anterior. Para concluir calculamos

% (11 A @) = (Mws — Aawr) A€’ — (Awr — Arwy) A €2 4+ (Mowr — Aws) A el
y asi obtenemos de (5.3) que

T3 =xdp —Top — 3% (T1 A\ )
=707 + (—0(BYwa + 0(CHwi — Towr — 3A 1w + 3howi) A€’
+(0(BYwr — 0(ANwy — (tr A + = + 3X7)wy + (—y — To)wa + 3\iwr) A €2
+(=0(CHwr + O(AYws + (2 — T0)w1 + (tr A+ w + 3A7)w2 — 3hawr) Ael,

que era lo que queriamos probar. O
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Notemos que si aplicamos los resultados dados en Observacién 5.3.7 po-
demos obtener una férmula precisa para 73 en funcion de los coeficientes de
A1, A, By C que definen a la Ga-estructura (g, p).

Otro operador que se puede calcular en funcién de Ay, A, By C es el
operador de Ricci, el cual resulta 1til para probar por ejemplo que dos Ga-
estructuras son no equivalentes. Usando la férmula dada en (5.4), el operador
de Ricci resulta Ric, |goxg, = 0, Ricy |, dado por:

—tr(S%) —tr(Sa B) —tr(S4C)

—tr(S4 B) tr(S2)  tr(SpC)

_ 1 t]
_tr(S40) | |te(SpC)  ta(sz) | TalAn Al T (rAi e A)Sa,

1
y  Ricylg, = 3 ([A, A"+ [B, B+ [C,C"]) — (tr Ay + tr A)Sa,

donde Sy; = S(M) denota la parte simétrica de una matriz M, es decir
SM _ M+M?t
= MM

5.4. Solitones de Laplace

Recordemos de Seccién 2.6 que dada una Ga-estructura ¢ en un algebra
de Lie g, decimos que ¢ es un solitén de Laplace (semi-algebraico) si existen
un ndmero real A\ y una derivacién D de g, tales que

Ap = o+ Lx,p, (5.6)

o andlogamente Ay = Ap — (D)p por Observacién 2.6.3. Se dice que (g, ¢)
es un solitén de Laplace de contraccién, estable o de expansién dependiendo
si A es menor, igual o mayor a cero respectivamente.

En la actualidad se conocen muchos ejemplos de solitones de Laplace
estables y de expansién (ver [FFM, FR1, FR2, Li, L2, L3, L4, N]), pero no
ocurre lo mismo con los solitones de contraccion. Previo a este trabajo, solo
se conocia una familia de ejemplos de solitones de Laplace de contraccion
dada por Lauret y que reescribimos a continuacién.

Ejemplo 5.4.1. [L4, Example 4.10] Consideramos la familia de dlgebras de
Lie solubles {s, : a € R} con base {e1,...,er} y corchete de Lie dado por

le1,e3] = —es, [e1,e4] = —es, [e2, €3] = —es, [e2,e4] = €, [e7, €] = (Aqg)ii€i,

donde A, := %Diag(l +4a,1+4a,1—4a,1—4a,2,2).
Es facil ver, usando las férmulas dadas en Corolario 5.3.4, que la Go-
estructura ¢ definida como en (2.1) es cerrada para todo a € R. Aplicando
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76

r 3

[S[SE 3

Figura 5.1: Gréfico de la funcional F para (sq, ¢).

ademas las férmulas de Teorema 5.3.2, obtenemos que la 2-forma de torsién
y el laplaciano de ¢ resultan,
To =53 —4a)e’ + 1(3+4a)e? — 3¢,
Agp =1(1+4a)(—=3+4a)e + L(—1+4a)(3 +4a)e* + 377

4 36135 _ 30146 _ 3,236 _ 3,245
y el operador de Ricci:
Ric, = 1 Diag (—6 — 8a,—6 —8a,—6 + 8a,—6 +84,0,0, -3 — 16 a*) .

Fue probado en [L4, Example 4.10] que (sq, ) es un solitén de Laplace, es
decir satisface (5.6) para A, = —3 +8a” y

(—154+8a+16a2) id2
D, =1 (—=15—8a+16a?) idy
a8 (—30+32a2) ida
0

Se tiene entonces que es de contraccién (A < 0) si —3 < a < 2, es estable
sia= :l:% y de expansién en los demds casos. Denotamos por scal, a la
curvatura escalar y calculamos la siguiente funcional:

scal? (27 + 16a%)?

F = =
(9) = TRic, B~ 153 + 35242 + 256a"

cuyo grafico esta dado por la Figura 5.1. El color verde indica los puntos
en los cuales (s4, ) es un solitén de Laplace de expansién, mientras que los
azules indican cuando es de contraccién.
El maximo valor de F' se da cuando a = 0 y en tal caso
81

F(0) = 1 ~ 4,76.
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Por otro lado, se cumple lo siguiente
F(a) =34 a= =2 < (s4,¢) es un solitén de Laplace estable.

Més ain, se tiene que (sq,¢) es un solitén de Ricci si y solo si a = i% En
tal caso, el multiplo de la identidad para el cual vale la ecuacién (2.23) es
—3, es decir (sq4, ) es un solitén de Ricci de expansién cuando a = i%.

Observacion 5.4.2. (s,, @) es equivalente a (s_,, ) para todo a € R, con
isomorfismo dado por

ido
. | id2
hg := —idy € Gs.

1

A continuacién damos el ejemplo ya mencionado en la introduccién, de
una G-estructura cerrada invariante a izquierda que es solitén de Laplace
estable pero no es ERP. Es decir, no satisface la siguiente ecuacién:

dr = TP+ s = (T AT).

Ejemplo 5.4.3. [FR4, Section 4] Sea grp el dlgebra de Lie soluble con base
{e1,...,er} y corchete de Lie dado por

[e1, ea] = —2es, [e2, e4] = 2es, [e7, €] = Ajiei,

donde A := Diag (0,0,1,—1,—1,—1,0).
Por Corolario 5.3.4, la 3 forma ¢ dada en (2.1) resulta cerrada y usando
las férmulas de Teorema 5.3.2 su 2-forma de torsion resulta:

7 = 2e'? 4 2e3 — 4%,

Fino y Raffero probaron que (grpr, ) es un solitén de Laplace estable, més
precisamente cumple la ecuacion

dr = ASO = ﬁXD(Pv

para D = Diag(0,0,—4,4,4,4,0) € Der(grr)-

Vale la pena destacar que si definimos el campo invariante a izquierda
X := —4e7 en el grupo de Lie simplemente conexo Grpr con dlgebra de Lie
grR, entonces se cumple

dr=Ap =Lxp =d(Ltxy),

donde ¢ denota a la 3-forma invariante a izquierda en Gpg.
Por otro lado, la curvatura de Ricci resulta

Ric = Diag (-2, 2,2, —6,0,0, —4) ,

y la funcional F,

scal® 9
Fi=— - =-=225.
|Ric|2 4 7
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Observacion 5.4.4. No vale la reciproca de Corolario 3.1.7.

Es facil ver que ¢ no satisface la condicion de ERP, en efecto
—8(e!M0 4245 _e507) = dr £ %|T‘2§0+%*(7/\7’) = 4g0+%(e567—26127—2e347).

Inspirados por las férmulas de la seccién anterior y la falta de ejemplos
de solitones de Laplace de contraccion, los cuales son muy importantes pues
producen las tinicas soluciones conocidas del flujo laplaciano que explotan
en tiempo finito, comenzamos a explorar la familia G4, 4,3,c en busca de
nuevos ejemplos. La busqueda fue exitosa y en la siguiente proposicién exhi-
bimos una nueva familia de ejempos de solitones de Laplace no equivalente
dos a dos a los ejemplos previos.

Teorema 5.4.5. Consideramos la familia de grupos de Lie solubles simple-
mente conexos Gg, con respectivas dlgebras de Lie gs para s € R, con base
{e1,...,er} y corchete de Lie dado por

le1,e3] = —eq, [e1,e4] = —e5, [ea,e3] = —e5, [er, €] = (As)iiei,
para i = 1,...,6 y As = Diag(%%—s,—%—{—s,%—s,—%—s,%,%). Para la
Go-estructura (Gs, ), donde ¢ estd definida como en (2.1) valen las si-
guientes afirmaciones para todo s € R:

(i) ¢ es cerrada.

5—8s 12+5+83634_5 5
4

(ii) 7o = >2e €% es la 2-forma de torsion de .

2_ _ 2 _
(111) A(,O _ 64s 1228 5 6127 + 64s +1225 5 6347 4 % (6135 _ 6146 _ 6236 4 6567).

(iv) (Gs, ) es un soliton de Laplace de contraccion, estable y de expansion

s € (A5 F) = 0 (o4 ().

respectivamente.
(v) (Gs, (-, +)) es soliton de Ricci (de expansion) si y solo si s = :l:%.
(vi) (Gs, ) es equivalente a (G_s, ) para todo s € R.

(vii) {gs : s € R} es no isomorfa dos a dos a {sq : a € R}, la familia dada
en Ejemplo 5.4.1.
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Observacién 5.4.6. Equivalentemente, con la notacién dada en Seccién
5.2, el corchete de Lie u, estd dado por:

Demostracion. Es facil ver, usando Observacion 5.3.7, que

(9(14)&)1 = (S — %) w1, Q(A)OJQ = (% — 8) 636 + (% - 8) 645,
H(B)OW = —Wwi, 0(B)CL)2 = 0,
0(Cwr = €35, 0(C)wy =0,

luego (i) sale directo de Corolario 5.3.4. Para probar (ii) usamos la férmula
dada en Proposicién 5.3.6 (iii), que resulta

T :%(tI‘A —2tr Ay — bgg — bgz — 653)612

+ $(tr Ay — 2a33 — 2a44 + as5 + as — 53 — bes — bsa)e!

+ 1(tr Ay + ass + ass — 2as5 — 2a66 + 2¢53 + 2bes + 2b54)e”°,
reemplazando por los valores dados en la observacién anterior se tiene la

igualdad deseada.
Con el objeto de probar (iii) primero calculamos lo siguiente:

0(ANwr = (25 — L) e¥ — €, 9(BYwi = -2, 00wy = —€™,
luego, llamamos
o= (tr Ay +tr A)wr + 0(ANwr + 0(B")wi + 0(CHwe = (25 + 2) et — %656,
resulta que
O(A)a = (45* +2s — =) et — e,
0(B)a = —3 (' - 635) , 0(C)a = —3¢%.

Por Corolario 5.3.4, para calcular el laplaciano basta usar la férmula dada
en Teorema 5.3.3 (iv); es decir

Ap=—trAitrAe!®” +0(A)ane’ +0(B)aAel +0(C)a A e

Reemplazando con lo calculado anteriormente obtenemos lo deseado.
La cuenta para chequear (iv) es larga pero directa, basta chequear que
se satisface (5.6) para A = —%5 + 85 v D, dada por:

—454325+6452
— 5432546452
1 —45—325+6452
3 —5—32s5+645>
—50+128s2
—90+128s2 .
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Por lo tanto,
V15 V15
A< O, - 8 <s < BEEE
A=0, s = :l:@,
A >0, caso contrario,

con lo que queda probado (iv).
Para demostrar (v) primero debemos calcular el operador de Ricci, usan-
do la férmula dada en Seccién 5.3, denotado por Ricg, el cual resulta:

% Diag (—25 — 24s,—5 — 24s, —25 + 24s, —5 4+ 245,10, —10, —15 — 6482) .

Debemos ver cudndo existe As € R tal que Rics —Agid € Der gs,.

Es facil ver que Ay = —% usando por ejemplo que [e1, e3] = —eg. Por otro
lado, para que se anule en ey se tiene que s = :i:%. Es decir, (gi5/8, (-, )) es
un solitén de Ricci de expansion, o sea

Ric

— 2id 43 Diag(0,2,3,5,5,3,0),

Ric

— 2id +3 Diag(3,5,0,2,5,3,0),

oojut  oolLt

que era lo que queriamos probar.
El apartado (vi) resulta cierto, pues

ida
hs : (gSa(p) — (9—87()0)7 hS = [1d2 —id2 ] ’
1

define un isomorfismo entre las dlgebras de Lie gs v g—s tal que hs - p = ¢,
es decir hy € Go. Esto implica que (gs, ¢) ~ (g—s, ), para todo s € R.

Por tltimo, para la prueba de (vi) necesitamos introducir notacién. Dado
un corchete de Lie k en el dlgebra 6-dimensional h := span{ej,...,eq},
definimos

o, ={X € h:dim(Im(ad, X)) = 1}.

Notemos que si llamamos ks := fis|pxp entonces ez, es € o para todo s,
luego 7, # 0.

Ahora si, supongamos que existen a,s € R tales que g5 y §, son iso-
morfas, entonces los respectivos nilradicales deben ser isomorfos. En otras
palabras, si llamamos &, = pqlyxp, entonces (b, xs) es isomorfo a (h,&,).

Este isomorfismo manda 7, en %, , y por ello debe existir 0 # X € <%,
6

digamos X = >’ a;e;, para a; nimeros reales, luego
i=1

| 042

6
adsa(X):Zai ads,(e;) = | a4 a3 —az —a
i=1

a3 —a4 —a az
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Como debe tener rango igual a uno, entonces existen z,y € R — {0} tales

que
rag+yaz =0, raz—yas =0, razg+yar =0, —xa; +yaz =0.
Puesto que det [Z; ,afll} = —(al2 + a?), es sencillo probar que las ecuacio-

nes anteriores implican que ap,as,as,aq son todos iguales a cero, es decir
ads,(X) = 0 lo cual es una contradiccién pues debe tener rango igual a uno.
Por lo tanto (h,&,) y (b, ks) son no isomorfos, lo que implica que gs y s, son
no isomorfos. Con lo que concluimos la prueba de la proposicién. ]

Observacién 5.4.7. Una prueba alternativa de que no pueden ser isomorfas
5. ¥V 8s se debe a que si lo fueran, las derivaciones de h deberian ser conju-
gadas (salvo multiplo) por un automorfismo de b, y por lo tanto deberian
serlo restringidas al centro que es span{es, eg}. Claramente esto no sucede
pues Aa‘ (e5,6) tiene dos autovalores iguales y AS| (e5,¢6) tiene dos autovalores
distintos.

Proposicion 5.4.8. Para la familia de Ga-estructuras obtenida en la pro-
posicion anterior, calculamos la funcional

F(s) = scal? (75 + 6452)?
" |Rics |2 1725 + 422452 + 409654’

y obtenemos que,

» F alcanza su mdzimo en s = 0, y resulta F(0) = % ~ 3,26 > 3.

= F(s) =3 siysolosis=+1y/—12+3V4l ~ £0,34.

» F(s) = 1% ~ 275 para todo s tal que (Gs, ) es solitén de Laplace
estable, es decir para s = i@.

» F(s) =2,5 para todo s tal que (G, (-,-)) es soliton de Ricci de expan-
siom, es decir para s = :t%

La Figura 5.2 muestra el grafico de F'(s) definida en el corolario anterior.
Anélogo al Ejemplo 5.4.1, el color verde en el gréfico indica el valor de F(s)
en los puntos donde (gs, ) es solitén de Laplace de expansion, y por el
contrario el azul en donde es de contraccién.
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2,5
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, — 1,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
_ A5 V15
8

Figura 5.2: Gréfico de la funcional F' para (gs, ¢).
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