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Resumen

En esta Tesis tratamos dos problemas clásicos de la teoŕıa de formas
cuadráticas: contar el número de representaciones de una forma cuadrática
y dar una nueva generalización de la constante de Hermite. Además, tam-
bién consideraremos el problema de encontrar variedades isospectrales. Este
problema tiene relación con contar el número de formas de escribir un entero
positivo como suma de cuadrados.

Con respecto al primero, estudiaremos al mismo tiempo representaciones
de formas cuadráticas, hermı́ticas complejas y hermı́ticas cuaterniónicas,
donde nos restringiremos a soluciones en un orden maximal O. Para ` un
entero positivo y Q una matriz de la forma

(
A
−b

)
donde A ∈ M(n× n;O)

es definida positiva y b ∈ N, calculamos una fórmula asintótica, para t →∞,
del número de soluciones x ∈ On+1 tales que x∗Qx = −` y |xn+1| ≤ t. Más
aún, extendemos este cálculo, con menor precisión, a representar formas
hermı́ticas definidas negativas de rango q por la forma hermı́tica canónica
Ip,q de signatura (p, q). Para la prueba usaremos teoremas de puntos reti-
culares de P. Lax y R. Phillips ([LP]), de R. Bruggeman, R. Miatello y
N. Wallach ([BMW]), y de A. Gorodnik y A. Nevo ([GN1]).

En la segunda parte, introducimos una nueva generalización de la cons-
tante de Hermite clásica, para formas de Humbert sobre un cuerpo de
números K. Primero la comparamos con otras constantes ya conocidas.
Además, para el caso en que K es una extensión cuadrática imaginaria
de Q, presentamos el cálculo expĺıcito de los casos −dK < 70 y detallamos
las formas extremas absolutas respectivas. Para esto usaremos trabajos de
E. Mendoza ([Me]) y K. Vogtmann ([Vo]).

En la última parte nos interesaremos en encontrar variedades compactas
planas n-dimensionales con holonomı́a Zk

2, de tipo diagonal, que sean fuerte-
mente isospectrales y que a su vez tengan anillos de cohomoloǵıa no isomor-
fos, a pesar de tener los mismos números de Betti. Para esto usaremos el
método de Sunada. Exhibiremos pares de variedades de este tipo para todo
k ≥ 3 y n ≥ 3 · 2k−2. Además mostraremos diversos ejemplos de pares y
familias, encontrados con la ayuda de un algoritmo.

Math. Subject Classification (2010): 11D85, 11D45, 11H50, 11H55, 58J53, 20H15.
Palabras y frases claves: representación por formas hermı́ticas, formas de Humbert, cons-
tante de Hermite, isospectralidad, variedades compactas planas.

Este trabajo estuvo parcialmente subvencionado por:

CONICET, FONCyT-ANPCyT, Secyt (UNC), FaMAF (UNC).

iii





Abstract

In this thesis we study two classical problems of the theory of quadratic
forms: to count the number of representations and to give a new general-
ization of the Hermite’s constant. Besides, we also deal with the problem
of finding isospectral manifolds. This problem is related with counting the
number of forms in which an integer can be written as sum of squares.

For the first problem we study, at the same time, representations of
quadratic forms, complex hermitian forms and quaternion hermitian forms,
restricting ourselves to solutions over a maximal order O. For ` a positive
integer and Q a matrix with the form

(
A
−b

)
where A ∈ M(n × n;O) is

positive definite and b ∈ N, we compute an asymptotic formula, for t →∞,
of the number of solutions x ∈ On+1 such that x∗Qx = −` and |xn+1| ≤ t.
More generally, we extend this computation, with less precision, to repre-
sent negative definite Hermitian forms of rank q by the canonical Hermitian
form Ip,q of signature (p, q). For the proof we use lattice point theorems of
P. Lax and R. Phillips ([LP]), of R. Bruggeman, R. Miatello and N. Wallach
([BMW]), and of A. Gorodnik and A. Nevo ([GN1]).

For the second one, we introduce a new generalization of the classical
Hermite constant, on Humbert forms over a number field K. We start by
comparing it with other known constants. In addition, when K is an imagi-
nary quadratic number field, we present the explicit calculation for the cases
−dK < 70 and list the respective absolute extreme forms. For this we will
use results of E. Mendoza ([Me]) and K. Vogtmann ([Vo]).

In the last part, we will be interested in finding n-dimensional compact
flat manifolds with holonomy Zk

2, of diagonal type, strongly isospectral, but
with non isomorphic cohomology ring, despite they have the same Betti
numbers. For this we will use the Sunada-method. We will exhibit pairs of
manifolds of this kind for every k ≥ 3 and n ≥ 3 ·2k−2. Besides, we will show
several examples of pairs and families, found with the help of an algorithm.
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Caṕıtulo 7. Notación y definiciones básicas 79
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7.3.2. Anillos de cohomoloǵıa de variedades compactas planas 82
7.3.3. Espectro de variedades compactas planas 83
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CAṔıTULO 0

Introducción

Una forma cuadrática n-aria es un polinomio homogéneo f de grado dos
en n variables. Si sus coeficientes pertenecen a un cuerpo F , entonces

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

bi,jxixj , bi,j ∈ F.

Podemos escribir ai,j = aj,i = (bi,j + bj,i)/2, lo que implica

f(x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

ai,jxixj = xtAx,

donde A = (ai,j) es una matriz simétrica n× n y x = (x1, . . . , xn)t.
El estudio de las formas cuadráticas es casi tan antiguo como el de la

matemática misma. Podemos mencionar por ejemplo el problema de encon-
trar la solución entera de la ecuación

x2 + y2 − z2 = 0,

la cual da los lados enteros de un triángulo rectángulo (ternas Pitagóricas).
También, la ecuación

x2 + y2 − 2z2 = 0,

expresa a los cuadrados x2, y2, z2 en progresión aritmética. Dos problemas
con respetables antecedentes.

Actualmente las formas cuadráticas ocupan un rol central en diver-
sas ramas de la matemática: teoŕıa de números, álgebra lineal, teoŕıa de
grupos (grupos ortogonales), geometŕıa diferencial (métrica Riemanniana),
topoloǵıa diferencial (intersection forms of four-manifolds), teoŕıa espectral
(toros planos isospectrales), teoŕıa de Lie (la forma de Killing), entre otras.
Los problemas del presente trabajo provienen de la teoŕıa de números, y el
último en parte de la teoŕıa espectral.

Al igual que la teoŕıa de números en general, las formas cuadráticas
son estudiadas desde distintas ramas de la matemática: teoŕıa aritmética,
anaĺıtica, geométrica, algebraica, combinatoria, computacional, etc., de for-
mas cuadráticas.

Este trabajo está dividido en tres partes, en donde se consideran tres
problemas provenientes de diferentes subáreas.

El primero trata sobre representaciones de formas hermı́ticas in-
definidas. Éste se enmarca dentro de la teoŕıa aritmética, aunque es
estudiada por diversos enfoques provenientes de distintas subáreas,
como ya explicaremos más adelante.

1



2 0. INTRODUCCIÓN

El segundo es sobre las generalizaciones de la constante de Hermite
y formas extremas. Nuestro contexto será el de formas de Humbert
sobre cuerpos de números, que son una generalización de las formas
cuadráticas.
El tercero es sobre la construcción de variedades compactas planas
isospectrales. Aśı como las primeras variedades isospectrales fueron
halladas encontrando formas cuadráticas enteras (lattices enteros)
que representan los mismos enteros, las cuales indućıan toros planos
isospectrales, generalizaremos este concepto para encontrar varie-
dades compactas planas de tipo diagonal isospectrales.

0.1. Representaciones de formas hermı́ticas

Decimos que un elemento k es representado por la forma f si la ecuación

f(x) = k

tiene solución.
La teoŕıa aritmética de formas cuadráticas comenzó con Fermat en 1654,

quién mostró entre otras cosas, que todo número primo de la forma 8n+1 es
representable por la forma x2 + 2y2, donde x e y son enteros. Luego, Gauss
fue el primero en tratar seriamente las formas cuadráticas, introduciendo
definiciones y nombres que aún se usan. Uno de sus grandes logros fue la
de relacionar las formas cuadráticas con los anillos de enteros de cuerpos de
números cuadráticos O, obteniéndose resultados sobre representaciones de
formas cuadráticas a partir del estudio de la factorización en primos en el
anillo O. De alĺı la denominación enteros de Gauss para O = Z[i].

Se destacan los siguientes resultados provenientes de la teoŕıa aritmética.
Euler (1749): Un número natural n puede ser representado como

suma de dos cuadrados si todo número primo p ≡ 3 mód 4 aparece
en la factorización de n con un exponente par.

Legendre (1798): Todo número natural n puede ser representado
como suma de tres cuadrados, excepto los de la forma n = 4a(8b +
7).

Lagrange (1772): Todo número natural puede ser representado co-
mo suma de cuatro cuadrados.

Poco después, la teoŕıa anaĺıtica de formas cuadráticas comenzó a proveer
resultados precisos sobre el número de representaciones de números enteros
por formas cuadráticas definidas positivas. Por ejemplo:

Jacobi (1834): El número de maneras de escribir un entero positivo
k como suma de cuatro cuadrados está dado por

8
∑
m|k
4-m

m.

Esto se aborda a través de la determinación de los coeficientes de Fourier
de funciones theta (θ-functions) asociadas a la forma. Esta estrategia corre-
sponde a la teoŕıa anaĺıtica de formas cuadráticas.

En el caso en que la forma cuadrática es indefinida, el número de repre-
sentaciones es cero o infinito. Para S una matriz simétrica no degenerada
de cualquier signatura, Siegel definió µ(S, k), la medida de la representación
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de S[x] = k, que en el caso definido positivo coincide con el número de
representaciones. Usando nuevamente funciones theta, obtuvo una fórmula
expĺıcita de µ(S, k).

Nosotros usaremos la estrategia, en el caso indefinido, de contar solu-
ciones en ciertos subconjuntos compactos crecientes Ht, y explicitar una
fórmula asintótica para t →∞ de soluciones en Ht. La herramienta princi-
pal serán los teoremas de puntos reticulares.

0.1.1. Teoremas de puntos reticulares. El plan de la presente
Tesis nació a partir del interés de aplicar teoremas de puntos reticulares
a problemas en teoŕıa de números. Para empezar explicaremos a qué lla-
mamos teoremas de puntos reticulares.

Sea X una variedad Riemanniana y Γ un lattice del grupo de isometŕıas
Iso(X) de X. Fijamos x, y ∈ X. Estos teoremas determinan fórmulas asintóticas
para t →∞, del cardinal de los conjuntos

{g ∈ Γ : d(x, g(y)) < t}.

El problema en su versión más simple lo planteó Gauss en 1837, pre-
guntando: para r > 0, ¿cuál es el número N(r) de puntos con coordenadas
enteras del plano R2 en el interior o el borde del ćırculo centrado en el origen
de radio r? Él probó lo siguiente:

N(r) = πr2 + E(r) y E(r) ≤ 2
√

2πr.

Existen mejores acotaciones de E(r) luego de Gauss. Algunos de ellos fueron
realizados por Hardy y Landau. Está conjeturado que E(r) = O(r1/2+ε). En
2007, S. Cappell y J. Shaneson subieron un trabajo a arXiv afirmando que
lo hab́ıan probado, aunque K. Soundararajan anunció que hab́ıa encontrado
un error en la prueba.

En 1982, Peter Lax y Ralph Phillips en [LP], obtuvieron una distribución
asintótica de puntos reticulares en los espacios eucĺıdeos e hiperbólicos. El ar-
gumento hace uso de propiedades de las soluciones periódicas de la ecuación
de ondas utt = ∆u y desigualdades de Sobolev. En 1987, B. M. Levitan en
[Le] obtuvo un resultado similar usando la representación integral clásica
de las funciones de Legendre. El problema en el caso hiperbólico ya hab́ıa
sido tratado con anterioridad por H. Huber (1956), S. J. Patterson (1975) y
A. Selberg (no publicado).

En 1999, R. W. Bruggeman, R. J. Miatello y N. R. Wallach, en [BMW],
obtuvieron una fórmula para los espacios simétricos de curvatura negativa,
generalizando el error de Lax y Phillips a rango uno.

Más recientemente, A. Gorodnik y A. Nevo en [GN1] y [GN2], usando
teoŕıa ergódica, generalizaron los resultados a una familia más general que
la de los grupos algebraicos semisimples (S-algebraicos).

Las aplicaciones de estos teoremas de puntos reticulares las realizamos
creando un contexto en donde están en correspondencia las soluciones del
problema que nos interesa y puntos de un cierto lattice. Además, la condición
d(x, g(y)) < t debe ser traducida a una condición aritmética sobre nuestras
soluciones.
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0.1.2. Resultados. El tema de representaciones por formas cuadrá-
ticas surgió a partir del trabajo [RT] de John Ratcliffe y Steven Tschantz,
quienes usando el teorema de Lax y Phillips (ver [LP]) sobre puntos reti-
culares en espacios hiperbólicos n-dimensionales, presentaron una fórmu-
la asintótica del número de representaciones de un entero por la forma
cuadrática Lorentziana. Más precisamente, si r(n, k, t) denota el número
de soluciones enteras x1, . . . , xn+1 a la ecuación

(0.1) x2
1 + · · ·+ x2

n − x2
n+1 = k, tales que |xn+1| ≤ t,

ellos probaron para n ≥ 3 que

(0.2) r(n, k, t) =
Vol(Sn−1)

n− 1
δ(n, k) tn−1 + O(tn−3/2),

donde Sn−1 denota la esfera unitaria (n−1)-dimensional y δ(n, k) la densidad
de la representación (0.1) (ver (2.18)).

El Caṕıtulo 2 presenta una generalización de este resultado a formas
hermı́ticas sobre los números complejos y cuaterniónicos, incluyendo formas
de signatura (n, 1) más generales que la Lorentziana. Más precisamente,
tomamos O un orden maximal de F = R,C,H y

(0.3) Q = diag(A,−b) =
(

A
−b

)
,

donde A ∈ M(n;O) es hermı́tica definida positiva y b ∈ N. Queremos contar
la cantidad de vectores x ∈ On+1 tales que Q[x] = −`, para ` ∈ N, donde
|xn+1| < t. En los casos no reales, usamos el teorema en [BMW] de Brugge-
man, Miatello y Wallach. El resultado obtenido para F arbitrario es (ver
Teorema 2.9)

(0.4) rt(Q,−`) = C t2ρ + O (tτ ) ,

donde 2ρ denota la suma de las ráıces positivas del grupo de Lie SU(Q,F)0,
C es una constante no explicitada que depende de Q y −`, y τ es gen-
eralmente el menor autovalor del operador Laplaciano en Γ\SU(Q,F)0/K
(ver (2.13)). Por ejemplo, cuando no existen autovalores excepcionales de
Γ\SU(Q,F)0/K, τ es 2ρn/(n + 1) + ε para todo ε > 0.

En el caso F = R pudimos explicitar más la constante C usando la teoŕıa
de Siegel (ver Teorema 2.11), obteniendo

(0.5) rt(Q,−`) =
b

n−1
2 Vol(Sn−1)

n− 1

(∏
p

δp(Q,−`)

)
tn−1 + O

(
tn−3/2

)
,

donde las densidades locales δp(Q,−`) son expĺıcitamente calculadas en la
Sección 2.4.

En el Caṕıtulo 3, generalizamos estos resultados al contexto de repre-
sentar una forma hermı́tica definida negativa L por la forma hermı́tica de
signatura (p, q) canónica, es decir,

Q =
(

Ip

−Iq

)
,

(0.6) Q[x] = x∗Qx = |x1|2 + · · ·+ |xp|2 − |xp+1|2 − · · · − |xp+q|2.
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En este caso usamos los resultados de [GN1] y [GN2] de Gorodnik y Nevo.
El espacio simétrico en el que trabajamos fue U(p, q;F)/(U(p;F)×U(q;F))
con p ≥ q ≥ 2, en donde la fórmula de la distancia no es tan manejable como
en el caso hiperbólico q = 1. Por esto, las fórmulas obtenidas no corresponden
al número de matrices X ∈ M(n × q;O) tales que Q[X] = −L junto con
una condición de desigualdad aritmética, sino que son cotas superiores o
inferiores de este tipo.

0.2. Constantes de Hermite

La constante de Hermite tradicional puede ser definida por la fórmula

(0.7) γn = máx
A

mı́n
x∈Znr{0}

xtAx

(detA)1/n
,

donde A recorre todas las formas cuadráticas definidas positivas. Esta cons-
tante aparece en diversas áreas de la matemática, en particular, es equiva-
lente al problema del empaquetamiento de bolas del mismo radio de menor
densidad. Ésta es conocida para los casos 1 ≤ n ≤ 8 desde hace mucho
tiempo, y recientemente para n = 24, hecho por H. Cohn y A. Kumar en
[CK].

Existen diversas generalizaciones de ella. En nuestro caso estudiaremos
una definida sobre un contexto más amplio que las formas cuadráticas: las
formas de Humbert.

Sea K un cuerpo de números sobre Q de grado m = r + 2s, con
{σ1, . . . , σr} (resp. {σr+1, . . . , σm}) los embeddings reales (resp. comple-
jos, con σr+j = σr+s+j) de K, y OK su anillo de enteros. Una forma de
Humbert sobre K se compone de una (r + s)-tupla S = (S1, . . . , Sr+s),
donde S1, . . . , Sr ∈ M(n;R) son matrices simétricas definidas positivas y
Sr+1, . . . , Sr+s ∈ M(n;C) son matrices hermı́ticas definidas positivas.

La evaluación de una forma de Humbert S en un vector v = (v1, . . . , vn)
de On

K está dada por

S[v] =
r∏

i=1

Si[vσi ] ·
(

r+s∏

i=r+1

Si[vσi ]

)2

,

donde vσi = (vσi
1 , . . . , vσi

n )t y Si[v] = v∗Siv con v∗ = v̄t. Su determinante es
dado por

d(S) =

(
r∏

i=1

detSi

)(
r+s∏

i=r+1

det Si

)2

.

0.2.1. Constantes de Hermite generalizadas. Existen diversas
generalizaciones de la constante de Hermite clásica (0.7). Ver por ejemp-
lo los art́ıculos expositorios [Co] y [Wa2]. En el contexto de formas de
Humbert, la generalización clásica fue dada por M. I. Icaza en [Ic] en el año
1997, la cual está dada por

(0.8) γK,n = sup
S∈PK,n

µ(S)
d(S)1/n

,
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donde

(0.9) µ(S) = mı́n
v∈On

Kr{0}
S[v],

es el mı́nimo canónico de S. Claramente en el caso K = Q, γK,n coincide
con la constante de Hermite clásica.

Icaza mostró que el supremo en (0.8) se realiza, en particular γK,n < ∞.
Además probó una cota superior análoga a la cota de Minkowski. Luego,
junto a R. Baeza en [BI], prueban una desigualdad análoga a la de Mordell.

Esta constante ha sido estudiada por varios autores. Por ejemplo, cuando
K es una extensión cuadrática real de Q, ha sido calculada para ciertos casos
en los trabajos [BCIO], [CIO], [PW1], [PW2].

Nosotros estamos interesados en el caso cuadrático imaginario, en el
cual las formas de Humbert coinciden con las formas hermı́ticas, aunque su
evaluación es el cuadrado de la estándar, es decir

S[v] = (v∗Sv)2.

El mı́nimo de formas binarias hermı́ticas ha sido estudiado por varios autores
en la década del ’30. Escribamos K = Q(

√−D). El caso D = 1 fue dado
por Speiser ([Sp], 1932) y extendido por Perron para D = 1, 2, 3, 7, 11, 19
([Pe], 1932). Luego Oberseider ([Ob], 1934) completó los casos de cuerpos
K con número de clase hK igual a uno: D = 43, 67, 163; y agregó los casos
D = 6, 10, 13, 15 (hK = 2) y D = 14, 17 (hK = 4).

Por otro lado, como OK es un Z-módulo libre de rango dos, una forma
binaria hermı́tica sobre K de determinante ∆, puede ser vista como una
forma cuadrática cuaternaria sobre Q de determinante (∆ |dK |)2/16, donde
|dK | es el discriminante del cuerpo K. Esta idea fue usada por Oppenheim
([Op], 1936), quien probó que

γK,2 ≤ |dK |
2

,

y que la igualdad vale si y sólo si la ecuación x2 ≡ −2 mód D tiene solución,
o equivalentemente, si todo divisor primo de D es congruente a 1 ó a 3
módulo 8.

K. Mahler dio un resumen de todos estos resultados en [Ma]. Todos
los valores conocidos de γK,2, para extensiones cuadráticas imaginarias, se
pueden encontrar en la columna del medio de la Tabla 0.1 en la página 8.

Como una alternativa a (0.9), en este trabajo consideraremos el mı́nimo
proyectivo de S dado por

(0.10) µp(S) = mı́n
v∈On

K

S[v]
N(〈v〉)2 ,

donde N(〈v〉) indica la norma del ideal 〈v〉 = v1OK + · · · + vnOK de OK .
Análogamente, definimos la constante proyectiva de Humbert-Hermite por

(0.11) γp
K,n = sup

S∈PK,n

µp(S)
d(S)1/n

.

En el Caṕıtulo 5 estudiaremos esta constante para K y n arbitrarios,
comparándola con otras generalizaciones.
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En el Caṕıtulo 6 la estudiaremos para el caso particular de n = 2 (for-
mas binarias) y K una extensión cuadrática imaginaria de Q. En este caso
usaremos herramientas geométricas introducidas por E. Mendoza en [Me]
y ampliadas por K. Vogtmann en [Vo], quienes la aplicaron al estudio de la
homoloǵıa y cohomoloǵıa de los grupos de Bianchi.

Rápidamente hablando, usaremos la clásica biyección entre las formas
binarias hermı́ticas y el semiespacio superior H3, la cual es invariante bajo
la acción de los grupos de Bianchi Γ = SL2(OK) (ver Teorema 6.3). Por
razones topológicas, existe un conjunto M, el cual es un retracto celular de
dimensión 2 de H3 invariante por Γ. Mendoza dio una descripción expĺıcita
de tal complejo y calculó la estructura de celdas en los casos en que el anillo
OK es Eucĺıdeo (D = 1, 2, 3, 7, 11). Vogtmann describió como calcular esta
estructura de celdas de M para cualquier cuerpo K y calculó expĺıcitamente
la homoloǵıa racional de Γ para |dK | < 100.

El factor S[v]/N(〈v〉)2 de (0.10) se puede describir como la distancia
entre puntos de H3 y cúspides que viven en el borde de H3. A partir de esto,
la función µp : PK,2 → R>0 induce una función continua η : H3 → R>0 (ver
(6.7)).

Bajo esta correspondencia, Mendoza probó que las formas extremas
proyectivas (máximos locales de µp) coinciden con los vértices de M. Luego,
usando el trabajo de Vogtmann, construimos un dominio fundamental apropi-
ado de M bajo la acción de Γ, para aśı obtener sus vértices y determinar
las formas extremas proyectivas, en particular la forma extrema proyectiva
absoluta y la constante γp

K,2.

0.2.2. Resultados. En el Caṕıtulo 5 estudiaremos la constante γp
K,n

para K y n arbitrarios. Mostraremos que ésta existe y que se realiza para
alguna forma de Humbert. Además la compararemos con algunas otras ge-
neralizaciones, comenzando con (0.8), probando entre otras cosas que

γp
K,n ≤ γK,n

y que vale la igualdad cuando el cuerpo K tiene número de clase igual a
uno.

También trabajaremos con constantes definidas sobre objetos más gene-
rales que las formas de Humbert. Éstas son, la constante introducida por
J. Thunder la cual usa alturas torcidas globales de elementos de GLn(AK)
(ver [Th]), y la constante de T. Watanabe de representaciones K-racionales
de grupos algebraicos reductivos (ver [Wa1]). Con esta última obtendremos
una igualdad.

Como ya mencionamos en la sección anterior, en el Caṕıtulo 6 estudiare-
mos γp

K,2 para cuerpos de números imaginarios cuadráticos K, calculándola
expĺıcitamente para algunos valores pequeños de |dK |, más precisamente,
para |dK | ≤ 70.

En los casos en que hK = 1, γp
K,2 ya era conocida pues coincide con

γK,2. En todos estos casos, ellas valen |dK |/2, excepto en K = Q(
√−7) que

vale |dK |/3 = 7/3. Los casos en que calculamos γp
K,2, contiene a los casos

en que γK,2 es conocida. En la Tabla 0.1 se puede visualizar todos los casos
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Tabla 0.1. Constantes de Hermite de formas binarias de
Humbert sobre cuerpos de números cuadráticos imaginarios
K = Q(

√
Di).

− dK D γp
K,2 γK,2 hK

3 3 3/2 3/2 1
4 1 2 2 1
7 7 7/3 7/3 1
8 2 4 4 1
11 11 11/2 11/2 1
15 15 3 20/3 2
19 19 19/2 19/2 1
20 5 5 80/11 2
23 23 23/5 3
24 6 12 12 2
31 31 31/3 2
35 35 7 2
39 39 39/3 4
40 10 180/13 640/39 2
43 43 43/2 43/2 1
47 47 47/5 5
52 13 52/3 832/25 2
56 14 28/3 896/41 4
67 67 67/2 67/2 1
68 17 34 34 4
163 163 163/2 163/2 1

Los números en negrita significan los calculados en este trabajo.

conocidos de ambas constantes. El caso D = 23 no se encuentra en negrita
pues ya hab́ıa sido calculado por Vogtmann en [Vo].

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 0.1. Sea K = Q(
√−D) (D > 0) un cuerpo de números ima-

ginario cuadrático. Si K tiene número de clase mayor a uno y |dK | ≤ 70,
entonces γp

K,2 está dado como sigue:

D 15 5 23 6 31 35 39 10
− dK 15 20 23 24 31 35 39 40

γp
K,2

15
5

20
4

23
5

24
2

31
3

35
5

39
3

40
26
9

D 47 51 13 55 14 59 17
− dK 47 51 52 55 56 59 68

γp
K,2

47
5

51
2

52
3

55
95
25

56
6

59
2

68
2

Como ya mencionamos en la sección anterior, el método también per-
mite encontrar todas las formas extremas proyectivas. El número de éstas
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(módulo Γ) crece demasiado cuando |dK | también lo hace, por lo que nos
concentraremos en mostrar las formas extremas proyectivas absolutas, es
decir, las formas que realizan la constante γp

K,2.
La Tabla 6.1 de la página 74, muestra, además de la constante γp

K,2,
los puntos extremos proyectivos absolutos, que permiten hallar las formas
extremas proyectivas absolutas usando el Teorema 6.3.

Los resultados de esta Segunda Parte pertenecen al trabajo [CIL], en
el cual trabajé conjuntamente con los Profesores Wai Kiu Chan (Wesleyan
University, USA) y Maŕıa Inés Icaza (Universidad de Talca, Chile).

0.3. Sumas de cuadrados y variedades isospectrales

Si (M, g) es una variedad Riemanniana compacta de dimensión n y 0 ≤
p ≤ n, denotamos por specp(M) es el espectro, con multiplicidades, del op-
erador de Hodge-Laplace actuando sobre p-formas suaves sobre (M, g). Para
cada p, specp(M) es una sucesión de números reales no negativos tendiendo
a ∞. Las variedades (M, g) y (M ′, g′) son llamadas p-isospectrales (isospec-
trales cuando p = 0) si specp(M) = specp(M ′), y fuertemente isospectrales
si todos los operadores autoadjuntos eĺıpticos naturales sobre las variedades
son isospectrales. En particular, dos variedades fuertemente isospectrales
son p-isospectrales para todo p.

Los primeros ejemplos de variedades isospectrales fueron construidas
a partir de formas cuadráticas enteras definidas positivas que representan
a los mismos enteros (contando multiplicidades). Como sabemos, hay una
correspondencia entre este tipo de formas cuadráticas y lattices enteros en
espacios Eucĺıdeos, y las variedades anteriores eran precisamente el cociente
entre el espacio Eucĺıdeo y estos lattices, es decir, toros planos. A partir de
aqúı es que buscaremos en grupos de Bieberbach, ejemplos de este tipo, a
los cuales entenderemos como generalizaciones de formas cuadráticas.

Existen diversos ejemplos de variedades fuertemente isospectrales, pero
todas ellas tienen anillos de cohomoloǵıa isomorfos. Nosotros estamos in-
teresados en variedades fuertemente isospectrales con anillos de cohomoloǵıa
diferentes, siendo no isomorfas como Q-álgebras graduadas, o más general-
mente, siendo no isomorfas como Q-álgebras abstractas.

0.3.1. Variedades fuertemente isospectrales con anillos de co-
homoloǵıa no isomorfos. La conexión entre el espectro del operador de
Laplace de una variedad Riemanniana M y la geometŕıa de M ha sido objeto
de estudio desde hace bastante tiempo. Este interés creció cuando M. Kac
publicó su famoso art́ıculo “Can one hear the shape of a drum?” (¿Se puede
óır la forma de un tambor?, [Ka]). Esta frase pregunta si existen tambores
planos isospectrales que no sean “superponibles”, es decir, donde uno no
puede ser llevado a otro por un movimiento ŕıgido. Esto es debido a que
la frecuencia en la que un parche de tambor puede vibrar, depende de su
forma. Estas frecuencias son los autovalores del Laplaciano en la región.

La primera solución fue construida por J. Milnor en 1964 en el traba-
jo [Mi] de sólo una página. Él explicó la manera de construir toros planos
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isospectrales a partir de lattices enteros autoduales que representan los mis-
mos enteros (con respecto al cuadrado de la norma eucĺıdea). Él sólo men-
cionó el par D∗

16 y E8 ⊕ E8 en R16 los cuales cumplen la condición anterior
según probó Witt en 1941. A partir de aqúı comenzó una seguidilla de ejem-
plos en dimensiones menores usando este mismo método: M. Kneser en 1967
en dimensión n = 12, Y. Kitaoka en 1976 en n = 8, J. H. Conway en 1986
para n = 5, 6. Finalmente A. Schiemann en 1990 encontró por métodos com-
putacionales ejemplos en dimensión n = 4, y él mismo, en 1997 probó que
no existen ejemplos para n < 4.

Los toros planos son las variedades compactas planas más simples, te-
niendo grupo de holonomı́a trivial. Nuestra intención es buscar nuevos ejem-
plos de variedades compactas planas isospectrales que no sean toros. El sur-
vey [MR3] muestra diversos ejemplos de pares y familias de este tipo. En
nuestro caso, trabajaremos con grupos de Bieberbach de tipo diagonal, los
cuales inducen variedades compactas planas con grupo de holonomı́a (de
tipo diagonal) isomorfo a Zk

2, para algún k ∈ N.
En este trabajo estamos interesados en variedades que sean p-isospectrales

para todo valor de p. Esto hace que las variedades tengan los mismos número
de Betti, es decir, las dimensiones del anillo de cohomoloǵıa de ambas, coin-
ciden en cada grado. Nuestro objetivo es encontrar variedades p-isospectrales
para todo p con anillo de cohomoloǵıa no isomorfos. En todos los ejemplos
de pares p-isospectrales para todo p de [MR3], los anillos de cohomoloǵıa
son isomorfos.

Mostraremos diversas maneras de construir pares y familias de varieda-
des con estas propiedades. En estas construcciones usaremos el método de
Sunada y el estudio de las formas invariantes primitivas en el álgebra exte-
rior. Exhibiremos diversos ejemplos que ilustran este fenómeno, obtenidos
por medio de un algoritmo y con ayuda de la computadora.

0.3.2. Resultados. En primera instancia, probaremos la existencia
de pares de grupos de Bieberbach Γ y Γ′ de tipo diagonal con grupo de
holonomı́a Zk

2 (con k ≥ 3) y dimensión n (con n ≥ 3 · 2k−2 + 1 ≥ 7) que
cumplen simultáneamente las siguientes propiedades:

1. Las variedades MΓ y MΓ′ inducidas por los grupos Γ y Γ′ son
Sunada-isospectrales, por lo tanto, fuertemente isospectrales.

2. El primer número de Betti de ambas variedades es nulo.
3. Cuando la dimensión n es par, MΓ tiene una estructura compleja

Kähler y MΓ′ no.
4. Los anillos de cohomoloǵıa no son isomorfos como Q-álgebras gra-

duadas.
5. Los anillos de cohomoloǵıa no son isomorfos como Q-álgebras ab-

stractas para k ≤ 5.

Estudiemos cada uno de estos aspectos.

1. Usamos el método de Sunada (Teorema 7.4) aplicado al caso particu-
lar de los grupos de Bieberbach de tipo diagonal. Esto está resumido en
el Teorema 8.6, el cual dice que dos variedades compactas planas de tipo
diagonal son Sunada-isospectrales si y sólo si sus números de Sunada (ver
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(8.8)) coinciden. Además, el Teorema 7.4 también asegura que dos variedades
Sunada-isospectrales son fuertemente isospectrales.
2. El hecho que ambas variedades tienen primer número de Betti nulo no
es un detalle poco importante. Si tenemos Γ y Γ′ dos grupos de Bieberbach
de tipo diagonal con holonomı́a Zk

2 de dimensión n, tales que MΓ y MΓ′ son
Sunada-isospectrales, entonces las variedades MΓ× (S1)m y MΓ× (S1)m son
nuevamente Sunada-isospectrales de dimensión n + m. De todas maneras,
estas variedades tienen primer número de Betti igual a m.
3. El Lema 8.19 asegura que cualquier variedad compacta plana con repre-
sentación diagonal tiene todos sus coeficientes pares, tiene una estructura
compleja Kähler. Usamos esto para probar que MΓ tiene estructura Kähler.
Además probamos que MΓ′ no tiene dicha estructura, probando que las for-
mas F ′-invariantes de grado 2 no generan toda el álgebra de invariantes Λ∗F ′ ,
lo cual contradice a tener una estructura Kähler.
4. Probamos fácilmente este ı́tem, comprobando que los números P4,F y
P4,F ′ de formas invariantes primitivas (formas que no pueden ser obtenidas
como productos exteriores de menor grado, ver Definición 8.8) de grado 4
son distintos. De todas maneras esto sólo prueba el no isomorfismo como
Q-álgebras graduadas.
5. El Corolario 8.10 asegura que el número total de formas invariantes
primitivas

∑
p Pp es un invariante. Además, la Proposición 8.14 calcula

diversos casos de Pp, y ocurre que los únicos términos posibles distintos
para dos variedades Sunada-isospectrales son P4, . . . , Pk+1. En particular,
para probar el no isomorfismo entre las álgebras, es suficiente probar que
P4,F 6= P4,F ′ para k = 3, P4,F + P5,F 6= P4,F ′ + P5,F ′ para k = 4, y
P4,F + P5,F + P6,F 6= P4,F ′ + P5,F ′ + P6,F ′ para k = 5.

En el Caṕıtulo 9 nos concentramos en mostrar ejemplos de variedades
fuertemente isospectrales con anillos de cohomoloǵıa no isomorfos como álge-
bras abstractas. En la Sección 9.1 desarrollamos un algoritmo que permite
clasificar, para k y n fijos, todos las representaciones diagonales de Zk

2 de
dimensión n, agrupados con respecto a la clase de casi-conjugación. Es-
to permite construir en la mayoŕıa de los casos (creemos que siempre, ver
Pregunta Abierta 9.3) variedades Sunada-isospectrales con anillos de coho-
moloǵıa no isomorfos pues los grupos puntuales son casi-conjugados y no
conjugados en O(n). Numerosos ejemplos fueron encontrados con ayuda de
la computadora, algunos de ellos incluidos en las Tablas 9.1, 9.2 y 9.3.

Finalmente, en la Sección 9.2 mostramos algunos ejemplos construidos a
partir de los resultados encontrados por el algoritmo. En particular, el Ejem-
plo 9.6 muestra 8 variedades compactas planas diagonales con holonomı́a Z3

2

de dimensión 24, con anillos de cohomoloǵıa no isomorfos de a pares, tenien-
do cuatro de ellas una estructura compleja Kähler y las otra no.

Estos resultados son parte del trabajo [LMR], en el cual trabajé conjun-
tamente con los Profesores Roberto Miatello y Juan Pablo Rossetti, ambos
pertenecientes a la FaMAF, Universidad Nacional de Córdoba.
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CAṔıTULO 1

Notación y definiciones básicas

Denotaremos por Z, Q, R, C y H, respectivamente, al anillo de enteros
racionales, al cuerpo de los números racionales, reales, complejos y al álgebra
de división real de cuaterniones. Sea F = R,C o H. En H tomaremos la R-
base canónica {1, i, j, k} y w = a + bi + cj + dk 7→ w̄ = a − bi − cj − dk su
conjugación canónica. Denotaremos Qp al cuerpo de los números p-ádicos y
Zp a sus enteros.

Para R un anillo asociativo con unidad, denotaremos M(m × n; R) al
conjunto de todas las matrices m× n con coeficientes en R y abreviaremos
M(m×m;R) por M(m; R). Escribiremos Rm haciendo referencia al conjunto
M(m× 1;R) con la estructura de R-módulo a derecha.

Llamaremos grupo general lineal, GL(m,F), al conjunto de matrices in-
versibles en M(m;F). Podemos pensar a Fm como un R-espacio vectorial
de dimensión rm, donde r = dimR(F). Luego, GL(m,F) coincide con las
R-transformaciones lineales g : Fm → Fm con detR(g) 6= 0, que también son
F-lineales, i.e. que conmutan con la acción escalar a derecha de F. El grupo
especial lineal, SL(m,F), es el grupo derivado de GL(m,F). Cuando F es
conmutativo (F = R o C), SL(m,F) coincide con las matrices en M(m;F)
de determinante 1.

1.1. Formas F-hermı́ticas

Diremos que una matriz Q ∈ M(m;F) es hermı́tica si Q∗ = Q, donde
Q∗ = Q

t. Denotaremos, para x, y ∈ Fm y g ∈ M(m× n;F),

Q(x, y) = y∗Qx ∈ F,

Q[g] = g∗Qg ∈ M(n;F).

La función de Fm × Fm → F dada por (x, y) 7→ Q(x, y), es lineal en
la primera variable, conjugada-lineal en la segunda, y satisface Q(y, x) =
Q(x, y). A una función de Fm → R del tipo x 7→ Q[x], la llamaremos forma
F-hermı́tica; en particular, si F = R,C,H, entonces será forma cuadrática,
forma hermı́tica compleja o forma hermı́tica cuaterniónica según correspon-
da.

A una forma F-hermı́tica dada por Q, la llamaremos no degenerada si
Q es inversible, y definida positiva si Q[x] > 0 para todo x ∈ Fn.

Una forma hermı́tica Q no degenerada define el Q-grupo unitario U(Q,F)
y el Q-grupo especial unitario SU(Q,F), como

U(Q,F) = {g ∈ GL(m,F) : Q[gx] = Q[x] ∀x ∈ Fn+1}(1.1)
= {g ∈ GL(m,F) : Q[g] = Q},

SU(Q,F) = U(Q,F) ∩ SL(m,F).(1.2)

15



16 1. NOTACIÓN Y DEFINICIONES BÁSICAS

Esta notación es muy similar a la adoptada en [Wo].
Si Q = Im la matriz identidad m × m, el Q-grupo unitario U(Q,F)

coincide con el grupo ortogonal O(m), el grupo unitario U(m) y el grupo
simpléctico unitario Sp(m), según que F = R,C,H. El hecho es similar con
los grupos especiales correspondientes. En general no usaremos la notación
clásica O(m), SO(m), . . . , pues pretendemos trabajar con F arbitrario.

Si Q = Ip,q =
(

Ip

−Iq

)
con p + q = m y pq > 0, los Q-grupos uni-

tarios para F = R,C,H, corresponden a los grupos (indefinidos) ortogonales
O(p, q), unitarios U(p, q) y simpléctico unitarios Sp(p, q), de signatura (p, q).

En general, si Q es una forma no degenerada, entonces U(Q,F) es conju-
gado a U(Im,F) si y sólo si Q o −Q es definida positiva. En caso contrario,
existen únicos p ≥ q > 0 con p + q = m, tales que U(Q,F) es conjugado a
U(Ip,q,F).

1.2. Formas O-hermı́ticas

Consideraremos Q-subálgebras K de F tales que dimQ(K) = dimR(F)
y K ⊗Q R = F. Un Z-orden (o simplemente un orden) de una Q-álgebra
K, es un subanillo que contiene a 1, es finitamente generado, y contiene a
una Q-base de K. Se sabe que todo orden en K está contenido en un orden
maximal. Fijaremos O un orden maximal de K.

Observación 1.1. En el caso F = R se cumple que K = Q y O = Z.
Si F = C, K es necesariamente una extensión cuadrática imaginaria de
Q. Más precisamente, existe un único D ∈ N libre de cuadrados tal que
K = Q(

√−D). En este caso, nuevamente existe un único orden maximal
el cual es O = Z[ω], donde ω =

√−D si D 6≡ 3 mód 4 o ω = 1+
√−D
2 si

D ≡ 3 mód 4.
El caso F = H no es tan simple como los anteriores. El álgebra K

resulta ser un álgebra de cuaterniones sobre Q. Luego, K es generado por
dos elementos α y β tales que αβ = −βα y α2 = −a, β2 = −b, con a y b
números racionales positivos.

A diferencia que en los casos donde K era un cuerpo de números, exis-
ten más de un orden maximal. Por ejemplo, si O es un orden maximal en
K, entonces uOu−1 también lo es para todo u ∈ K×. Como ejemplo, es
conveniente pensar en los enteros de Hurwitz, dados por

{a + bi + cj + dk ∈ H : a, b, c, d ∈ Z ó a, b, c, d ∈ Z+ 1
2}.

Buenas referencias son [MR] y [Kr].

En este trabajo consideraremos formas hermı́ticas no degeneradas Q en
M(m;O). Notemos que Q[x] ∈ O y Q[x] = Q[x] para todo x ∈ Om, por lo
tanto

Q[x] ∈ Z ∀x ∈ Om.

Definición 1.2. Sea Q ∈ M(m;O) hermı́tica no degenerada. Diremos
que la forma Q representa a ` ∈ Z si existe x ∈ On tal que Q[x] = `. Más
generalmente, diremos que la forma Q representa a la forma L ∈ M(n;O)
(con n < m) si existe X ∈ M(m× n;O) tal que Q[X] = L.
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Representaciones de enteros negativos por formas
hermı́ticas de signatura (n, 1)

En este caṕıtulo consideraremos matrices en M(n + 1;F) hermı́ticas no
degeneradas de signatura (n, 1), de la forma

(2.1) Q = diag(A,−b) =
(

A
−b

)
,

donde b ∈ N y A ∈ M(n;O) es una matriz hermı́tica definida positiva. Para
` ∈ Z, estamos interesados en los elementos que representan a ` por Q según
la Definición 1.2, es decir, los vectores x ∈ On+1 tales que Q[x] = `.

Para ` ∈ Z definimos

R(Q, `) = {x ∈ On+1 : Q[x] = `}.(2.2)

Como la forma Q es indefinida, el conjunto R(Q, `) es vaćıo o tiene una
cantidad infinita de elementos. Como nuestra intención es contar el número
de soluciones, nos restringiremos a un subespacio compacto. Para t > 0
definimos

Rt(Q, `) = {x ∈ R(Q, `) : |xn+1| ≤ t},(2.3)
rt(Q, `) = #Rt(Q, `).(2.4)

El objetivo en este caṕıtulo es dar una fórmula asintótica
de rt(Q,−`) para t → ∞, donde ` ∈ N y Q representa a
−`.

La herramienta principal a usar será el teorema de puntos reticulares de
Bruggeman, Miatello y Wallach ([BMW]). Para esto primero necesitamos
crear un contexto apropiado, en el que sea equivalente contar soluciones
de nuestra ecuación con contar puntos reticulares. Los espacios geométri-
cos serán los hiperbólicos, tanto reales, complejos y cuaterniónicos, usando
el modelo de Klein. Luego de aplicar el teorema de puntos reticulares de
[BMW], tendremos que “limpiar” la fórmula resultante usando resultados
de la teoŕıa anaĺıtica de formas cuadráticas.

En cada una de las siguientes secciones iremos introduciendo nuevos
conceptos y resultados provenientes de áreas como la geometŕıa, análisis,
teoŕıa anaĺıtica y aritmética de números, etc. Al final de cada una de las
secciones formularemos un teorema que aplica las nociones introducidas, con
el objeto de deducir una fórmula para rt(Q,−`). A medida que avancemos
iremos perdiendo generalidad, tal como restringir el cuerpo F a los número
reales, por la inexistencia de resultados generales en todas las áreas.

17



18 2. REPRESENTACIONES DE ENTEROS POR FORMAS HERMÍTICAS

2.1. Espacios hiperbólicos n-dimensionales

Los espacios simétricos Riemannianos de rango real 1 y curvatura nega-
tiva son los espacios hiperbólicos Hn

F, donde F es R, C, H, o los números de
Cayley O para n = 2. Este último caso no lo tendremos en cuenta. Existen
varios modelos para Hn

F, por ejemplo los conocidos modelos de Poincaré del
semiplano y semiespacio superior para H2

R y H3
R.

Para introducir nuestro modelo, denotaremos PFn+1 = (Fn+1r{0})/F×,
el espacio proyectivo n-dimensional sobre F, y para x ∈ Fn+1 r {0}, [x] de-
notará el elemento correspondiente en PFn+1. Esta notación no debe con-
fundirse con Q[x] = x∗Qx según la Sección 1.1.

Definición 2.1. El Q-modelo de Klein de Hn
F, está determinado por

(2.5) Hn
F(Q) =

{
[x] ∈ PFn+1 : x ∈ Fn+1 y Q[x] < 0

}
,

con la distancia entre dos puntos [x], [y] ∈ Hn
F(Q) dada por

(2.6) cosh
(
d([x], [y])

)
=

|Q(x, y)|
|Q[x]| 12 |Q[y]| 12

.

Para más detalles, como la descripción del elemento de ĺınea ds2, ver
[Mo, §19], o [EGM1, §1.5] para el caso n = 3.

El grupo U(Q,F) definido en (1.1) actúa en Hn
F(Q) de la siguiente man-

era: si g ∈ U(Q,F),

Hn
F(Q) −→ Hn

F(Q),

[x] 7−→ g([x]) = [gx].

Por (2.6), la acción resulta ser una isometŕıa. Más aún, las siguientes suce-
siones son exactas:

{1} −→ Z(U(Q,F)) −→ U(Q,F) −→ Iso(Hn
F(Q)) −→ {1},

{1} −→ Z(SU(Q,F)) −→ SU(Q,F) −→ Iso+(Hn
F(Q)) −→ {1}.

Sea en+1 = (0, . . . , 0, 1)t ∈ Fn+1. Luego, [en+1] ∈ Hn
F(Q) pues Q[en+1] =

−b < 0. La estructura de espacio simétrico de Hn
F(Q) puede verse como

U(Q,F)[en+1]\U(Q,F),

donde U(Q,F)[en+1] denota el subgrupo de U(Q,F) estabilizado por [en+1].
Más precisamente,

U(Q,F)[en+1] =
{(

g0

c

)
: g0 ∈ U(A,F), |c| = 1

}

∼= U(A,F)×U(1,F).

Consideremos Γ = U(Q,F)∩M(n+1;O), el cual es un subgrupo discreto
de U(Q,F).

A partir de ahora comenzaremos a aplicar lo introducido en esta sección
a nuestro problema. Por el momento consideremos ` ∈ Z arbitrario. Si g ∈ Γ
y x ∈ R(Q, `), entonces gx ∈ R(Q, `), ya que gx ∈ On+1 y

Q[gx] = x∗g∗Qgx = x∗Qx = Q[x] = `.

Luego, el grupo Γ actúa por multiplicación a izquierda en R(Q, `).
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Lema 2.2. El conjunto R(Q, `) tiene una cantidad finita de Γ-órbitas.

Demostración. Resulta como una aplicación del Teorema 6.9 de [BHC],
el cual dice lo siguiente.

Teorema 2.3 (Borel y Harish-Chandra). Sea G un grupo algebraico
reductivo definido sobre Q, π : G → GL(V ) una representación racional
definida sobre Q, L un lattice en VQ invariante por GZ, y X una órbita
cerrada de G. Entonces X ∩ L consiste de un número finito de órbitas de
GZ.

Para nuestro caso tomemos G = U(Q,F) y V = Rϑ(n+1) donde ϑ =
dimR F. Consideremos la inclusión Fn+1 ↪→ V inducida por la inclusión
canónica de F ↪→ Rϑ, y la estructura racional VQ de V tal que la imagen L

de On+1
K es un lattice en VQ. Sea π : G → GL(V ) la inclusión canónica y X

la imagen del conjunto {x ∈ Fn+1 : Q[x] = `} en V . Entonces se cumplen
todas las hipótesis, por lo tanto X ∩ L tiene un número finito de órbitas
de GZ = Γ, lo cual prueba el lema pues X ∩ L corresponde a R(Q, `) en
Fn+1. ¤

A partir de ahora fijemos ` ∈ N tal que la forma Q representa a −`. Sea F
un conjunto de representantes de las (finitas) Γ-órbitas de R(Q,−`). Luego,
para cada x ∈ R(Q,−`) existen y ∈ F y g ∈ Γ tales que gy = x. Notemos
que [x], [y] ∈ Hn

F(Q) pues Q[x] = Q[y] = −` < 0 y que g([y]) = [gy] = [x].
Esto implica

cosh d
(
[en+1], g([y])

)
=

∣∣Q(
en+1, x

)∣∣
|Q[en+1]|1/2 |Q[x]|1/2

=
|xn+1| b1/2

`1/2
,(2.7)

donde x = (x1, . . . , xn+1)t ∈ On+1.
Fijemos t > 0 y tomemos r > 0 tal que cosh(r) = `−

1
2 b

1
2 t. La ecuación

(2.7) nos dice que

|xn+1| ≤ t ⇐⇒ d
(
[en+1], g([y])

) ≤ r,

lo que implica que

Rt(Q,−`) =
⋃

y∈F

{
gy : g ∈ Γ, d

(
[en+1], g([y])

) ≤ r
}

.

Para y ∈ On+1, sea Γy = {g ∈ Γ : gy = y} el estabilizador de y en Γ. Ahora
estamos en condiciones de formular el teorema principal de esta sección sobre
el cardinal de este conjunto.

Teorema 2.4. Sea Q ∈ M(n + 1;O) hermı́tica de signatura (n, 1) de la
forma (2.1), y sean t > 0 y ` ∈ N tal que Q representa a −`. El número
rt(Q,−`) de elementos x ∈ On+1 tales que Q[x] = −` y |xn+1| ≤ t está dado
por

(2.8) rt(Q,−`) =
∑

y∈F

|Γy|−1
∣∣{g ∈ Γ : d

(
[en+1], g([y])

) ≤ r
}∣∣ ,

donde r = arccosh(`−
1
2 b

1
2 t).
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2.2. Teorema de puntos reticulares

El objetivo en esta sección es introducir los teoremas de puntos reticu-
lares que luego aplicaremos a la fórmula (2.8). Para Λ subgrupo discreto de
Iso+(Hn

F(Q)) de covolumen finito, estos teoremas dan fórmulas asintóticas
de

(2.9) N([x], [y]; r) = # {g ∈ Λ : d([x], g([y])) ≤ r} ,

para r →∞. Primero necesitamos introducir cierta notación. Sea

−∆ : C∞0 (Λ\Hn
F(Q)) −→ L2(Λ\Hn

F(Q))

el Laplaciano sobre Hn
F(Q). Identificaremos −∆ con el elemento de Casimir

de SU(Q,F)0, la componente conexa de SU(Q,F). Sean 0 < λ1 ≤ · · · ≤
λN (N ≥ 0) los autovalores excepcionales (contados con multiplicidad)
del operador de Casimir con correspondientes autofunciones ortonormales
ϕ1, . . . , ϕN . Denotamos por 2ρ a la suma de las ráıces positivas del grupo de
Lie SU(Q,F)0, más precisamente, ρ = (n− 1)/2, n, 2n + 1 para F = R,C,H
respectivamente. Definimos

(2.10) νj =
√

ρ2 − λj

lo que implica 0 < νN ≤ νN−1 ≤ · · · ≤ ν1 < ρ. Sea c(ν) la c-función
de Harish-Chandra y ζ = Vol(K/M) donde K es el subgrupo compacto
maximal de SU(Q,F) y M es el centralizador de A en K, donde SU(Q,F) =
NAK es una descomposición de Iwasawa. En el caso real, tenemos que ζ =
Vol(Sn−1) = 2πn/2/Γ(n/2), donde Sn−1 denota la esfera (n−1)-dimensional
de radio 1 y Γ(·) la función Gama.

El siguiente teorema trata el caso Hn
R, y fue probado en [LP] por P. Lax y

R. Phillips en 1982 y mejorado el término del error en [Le] por B. M. Levitan
en 1987.

Teorema 2.5 (Lax y Phillips [LP]; Levitan [Le]). Asumiendo la nota-
ción de arriba, para F = R resulta

(2.11) N([x], [y]; r) =
2−(n−1) Vol(Sn−1)

(n− 1)Vol(Λ\Hn
R(Q))

e(n−1)r+

+ π
n−1

2

N∑

j=1

Γ(νj)
Γ(n−1

2 + νj + 1)
ϕj([x])ϕj([y]) e

(
n−1

2 +νj

)
r + O

(
ern n−1

n+1

)
,

cuando r →∞ (notar que aqúı Γ corresponde a la función Gama).

En el año 1999, Bruggeman, Miatello y Wallach, en [BMW], generali-
zaron el teorema anterior a todos los espacios simétricos de rango real uno.

Teorema 2.6 (Bruggeman, Miatello y Wallach [BMW]). Asumiendo
la notación de arriba, para F = R, C o H, resulta

(2.12) N([x], [y]; r) =
2−(n−1) ζ

2ρ Vol(Λ\Hn
F(Q))

e2ρr+

+ 21−nζ
N∑

j=1

c(νj)
νj + ρ

ϕj([x])ϕj([y]) e(ρ+νj)r + O
(
er(2ρ n

n+1
+ε)

)
,
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cuando r →∞, para todo ε > 0.

Los términos principales en las fórmulas (2.11) y (2.12) coinciden cuando
F = R, tal como se muestra en [BMW, Remark 4.2]. Más aún, en el término
del error la única diferencia es la letra ε en (2.12) que no está en (2.11).

En [BMW, Remark 4.2(iii)] explica que (2.12) es invariante por difer-
entes múltiplos positivos de la métrica Riemanniana.

Son inútiles debido al error los términos de la suma sobre j en (2.11)
tales que

n− 1
2

+ νj ≤ n
n− 1
n + 1

(
⇐⇒ νj ≤ (n− 1)2

2(n + 1)

)
.

Lo mismo ocurre con los términos en (2.12) tales que

ρ + νj < 2ρ
n

n + 1

(
⇐⇒ νj < ρ

n− 1
n + 1

)
.

Nuestra intención es abreviar estas fórmulas, permitiendo que el error crezca
hasta el punto en que sólo quede el término principal. Sea τF definido como

τ =





n− 1
2

+ ν1 si ν1 ≥ (n− 1)2

2(n + 1)
y F = R,

ρ + ν1 si ν1 ≥ ρ
n− 1
n + 1

y F = C,H,

2ρ
n

n + 1
+ ε en caso contrario,

(2.13)

donde ε es cero si F = R o cualquier valor positivo si F = C,H. Cuando
decimos “en caso contrario” incluye el caso en que ν1 no exista, es decir, no
haya autovalores excepcionales. Abreviaremos τ en lugar de τF cuando no
haya lugar a confusión.

Luego, las fórmulas (2.11) y (2.12) se reducen a

N([x], [y]; r) =
2−(n−1) ζ

2ρ Vol(Λ\Hn
F(Q))

e2ρr + O (erτ ) ,(2.14)

Podemos ver en (2.13) que el error en (2.14) depende del primer autovalor
no nulo de Λ. No existen muchas acotaciones inferiores de λ1, y las que
existen son para el caso real. El siguiente teorema fue probado por J. Cogdell,
J.-S. Li, I. Piatetski-Shapiro y P. Sarnak en [CLPS], e independientemente
por J. Elstrodt, F. Grunewald y J. Mennicke en [EGM2].

Teorema 2.7. Sea Q dada por (2.1) con F = R. El primer autovalor
no nulo de −∆ sobre Γ\Hn

R cumple

λ1 ≥ 2n− 3
4

,

para todo n > 2.

Existen muchos resultados para el caso real de dimensión dos, pero
nosotros no los usaremos en este trabajo ya que nuestros resultados valen
para n > 3.
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Observación 2.8. Bajo las hipótesis del teorema anterior, aplicándolo
a (2.10), tenemos que

ν1 ≤
√(

n− 1
2

)2

− 2n− 3
4

=
n− 2

2
.

Más aún, en el pero de los casos, si ν1 = n−2
2 , tenemos que ν1 cumple con

la condición de (2.13) para todo n ≥ 3, lo cual implica que (2.14) vale para
τ = n− 3/2.

Ahora procedemos a aplicar lo visto en la sección hasta ahora, con el
objetivo de precisar una fórmula para rt(Q,−`), esto es, aplicar (2.14) a
(2.8). Sea Γ0 = SU(Q,F)0 ∩ M(n + 1;O). Denotemos por κ = κQ a la
cantidad finita de Γ0-coclases de Γ. Tomemos {g1, . . . , gκ} un conjunto de
representantes de Γ/Γ0. Luego, (2.14) aplicada al par de puntos [en+1] y
gj([y]) = [gjy], nos dice que

#
{
g ∈ Γ0 : d

(
[en+1], g([gjy])

) ≤ r
}

=
2−(n−1)ζ

2ρ Vol(Γ0\Hn
F(Q))

e2ρr + O (erτ ) .

Sumando en 1 ≤ j ≤ κ, sabiendo que Vol(Γ0\Hn
F(Q)) = κVol(Γ\Hn

F(Q)),
resulta que

#
{
g ∈ Γ : d

(
[en+1], g([y])

) ≤ r
}

=
2−(n−1)ζ

2ρ Vol(Γ\Hn
F(Q))

e2ρr + O (erτ ) .

Aplicando esta última ecuación a (2.8), resulta

(2.15) rt(Q,−`) =
2−(n−1)ζ

2ρ Vol(Γ\Hn
F(Q))

( ∑

y∈F

|Γy|−1
)

e2ρr + O (erτ ) .

Dado que er ∼ 2 cosh(r) = 2 b1/2`−1/2t, podemos reemplazar el error actual
por O(tτ ). Más aún, tenemos que e2ρr = 22ρbρ`−ρt2ρ + O(tτ ), y como el
término que acompaña a e2ρr en el lado derecho de (2.15) no depende de t,
resulta que también podemos reemplazar e2ρr por 22ρbρ`−ρt2ρ. Esto prueba
el siguiente teorema.

Teorema 2.9. Sea Q ∈ M(n + 1;O) hermı́tica de signatura (n, 1) de la
forma (2.1), y sean t > 0 y ` ∈ N tal que Q representa a −`. El número
rt(Q,−`) de elementos x ∈ On+1 tales que Q[x] = −` y |xn+1| ≤ t, está dado
por

(2.16) rt(Q,−`) =
22ρ−(n−1) bρζ

2ρ `ρ Vol(Γ\Hn
F(Q))

( ∑

y∈F

|Γy|−1
)

t2ρ + O (tτ ) ,

donde τ está dado por (2.13). En el caso F = R y n > 2, vale para τ = n− 3
2 .

2.3. Masa de la representación

El término
∑

y∈F |Γy|−1 en (2.16) es llamado la masa de la representación
Q[x] = −`. Calcular este número es el objetivo de esta sección. Lamentable-
mente nos tendremos que restringir al caso F = R por no tener conocimientos
de la existencia de trabajos análogos al de Siegel en los casos hermı́ticos.
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Nuestra referencia principal será [Si2, Ch. IV] de C. L. Siegel, la cual
desarrolla la teoŕıa de representaciones de enteros por formas cuadráticas
enteras indefinidas, generalizando el número de representaciones de una for-
ma cuadrática entera definida positiva a la medida del grupo de unidades de
Γ.

Escogemos v ∈ Rn y R ∈ M((n + 1)× n;R) tales que la matriz

W =
(−` v

vt R

)

tiene signatura (n, 1). Para y ∈ Rn+1 tal que Q[y] = −`, denotemos por
U(Q,R)y al subgrupo de elementos U ∈ U(Q,R) tal que Uy = y. Notemos
que el estabilizador de y en Γ es Γy = U(Q,R)y∩GL(n+1,Z). Consideremos
las superficies

S(Q,W ) = {X ∈ M(n + 1;R) : Q[X] = W},
S∗(Q,W, y) = {X = (y |Y ) ∈ M(n + 1;R) : Q[X] = W}.

El grupo U(Q,R) actúa por multiplicación a izquierda sobre S(Q,W ), al
igual que el grupo U(Q,R)y sobre S∗(Q,W, y). Tomamos un elemento de vo-
lumen dω en S(Q, W ) tal que

∣∣det(WQ−1)
∣∣1/2 dω es invariante por U(Q,R).

Análogamente tomamos dω∗ en S∗(Q,W, y), donde
∣∣det(WQ−1)

∣∣1/2 dω∗ es
invariante por U(Q,R)y (ver la primera página de [Si1] o [Si2, Ch IV §5,§6]).

Siegel, en [Si1], define la medida de la representación de −` ∈ Z por Q
como

(2.17) µ(Q,−`) =
∑

y∈F

Vol(Γy\S∗(Q, W, y))
Vol(Γ\S(Q,W ))

.

Llamemos Aq(Q,−`) (q ∈ N) al número de soluciones enteras, incon-
gruentes módulo q, de la ecuación Q[x] ≡ −` mód q; más precisamente

Aq(Q,−`) = #{x ∈ Zn+1 mód q : Q[x] ≡ −` mód q}.
Para un número primo positivo p, definimos la densidad p-ádica local de la
representación de −` por Q, como

(2.18) δp(Q,−`) = ĺım
j→∞

Apj (Q,−`)
pnj

,

donde j recorre los números naturales.
El siguiente teorema es llamado la fórmula de la masa (o peso) de Siegel

(ver [Si1, Theorem 1]).

Teorema 2.10. Si n > 3 entonces

(2.19) µ(Q,−`) =
∏
p

δp(Q,−`),

donde p recorre el conjunto de los número primos.

Ahora comenzaremos a aplicar esta teoŕıa a nuestro trabajo, asumiendo
que n > 3. Necesitamos obtener a partir del Teorema 2.10 el valor del
término

∑
y∈F |Γy|−1.
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Por [Si2, Ch IV, Thm 7] resulta

(2.20) Vol(Γ\S(Q,W )) =
Vol(Γ\Hn

R(Q))
| detQ|(n+1)/2

n∏

j=1

πj/2

Γ(j/2)
.

Sea F(y) un dominio fundamental de la acción de Γy sobre S∗(Q,W, y).
Por definición

Vol(Γy\S∗(Q,W, y)) =
∣∣∣∣
det W

det Q

∣∣∣∣
1/2 ∫

F(y)
dω∗,

pero la medida sobre S∗(Q,W, y) es Γy-invariante, por lo que

Vol(Γy\S∗(Q,W, y)) =
1
|Γy|

∣∣∣∣
det W

detQ

∣∣∣∣
1/2 ∫

S∗(Q,W,y)
dω∗.

El Teorema 6 de [Si2] nos dice que
∫

S∗(Q,W,y)
dω∗ = | detQ|−n/2 `−(n−1)/2 |det W |−1/2

n∏

j=1

πj/2

Γ(j/2)
.

De esta forma, tenemos que

(2.21) Vol(Γy\S∗(Q,W, y)) =
1

|Γy| | detQ|(n+1)/2 `(n−1)/2

n∏

j=1

πj/2

Γ(j/2)
.

Reemplazando (2.20) y (2.21) dentro de (2.17), obtenemos que

µ(Q,−`) =
1

`
n−1

2 Vol(Γ\Hn
R(Q))

∑

y∈F

|Γy|−1.

Ahora podemos obtener una fórmula para el término
∑

y∈F |Γy|−1. Reem-
plazándolo en (2.16), recordando que el caso real tenemos que 2ρ = n− 1 y
ζ = Vol(Γ\Hn

F(Q)), obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.11. Sea Q ∈ M(n + 1;Z) simétrica de signatura (n, 1) de la
forma (2.1) con n > 3, y sean t > 0 y ` ∈ N tal que Q representa a −`. El
número rt(Q,−`) de elementos x ∈ Zn+1 tales que Q[x] = −` y |xn+1| ≤ t,
está dado por

(2.22) rt(Q,−`) =
b

n−1
2 Vol(Sn−1)

n− 1

(∏
p

δp(Q,−`)

)
tn−1 + O (tτ ) ,

donde τ está dado por (2.13). Además (2.22) también vale para τ = n− 3
2 .

Vemos que este resultado coincide con [RT, Theorem 3] para el caso
particular de F = R y Q = In,1 (∴ b = 1), para n > 3. Ellos siguieron traba-
jando con esta fórmula, calculando expĺıcitamente el término

∏
δp(In,1,−`)

en su caso particular, escribiéndolo de una manera elegante usando Series
L de Dirichlet. En nuestro caso, debido a la generalidad de la forma Q,
daremos sólo un método para calcular cada término δp(Q,−`), y veremos
algunos ejemplos.



2.4. DENSIDADES LOCALES 25

2.4. Densidades locales

En esta sección pretendemos calcular expĺıcitamente δp(Q,−`), la densi-
dad p-ádica local dada por (2.18), incluido en la fórmula del Teorema 2.11,
y aśı terminar de dar una fórmula expĺıcita para rt(Q,−`) en el caso F = R.
Para esto haremos uso del trabajo [Ya] de T. Yang, que calcula estos térmi-
nos.

Asumiremos que para cada p primo, la matriz p−1Q no es entera, esto
es, que p−1Q[x] no siempre es entero para x ∈ Zn+1. Escribamos −` = αpa

con a ∈ N0 y α ∈ Z no divisible por p.
Recordemos que Qp y Zp denotan al cuerpo y a los enteros p-ádicos

respectivamente. Además,
(

a
b

)
denotará el śımbolo de Hilbert.

2.4.1. Caso p > 2. Podemos asumir que la matriz Q es Zp-equivalente
a una matriz de la forma

(2.23) diag(ε1p
l1 , . . . , εn+1p

ln+1)

tales que εi sean coprimos a p y que 0 = l1 ≤ l2 ≤ · · · ≤ ln+1. Para cada
k ≥ 0, consideraremos

H(k) = {1 ≤ i ≤ n + 1 : li − k < 0 es impar},
h(k) = #H(k),

dk = k + 1
2

∑

li<k

(li − k),

vk =
(−1

p

)[h(k)/2] ∏

i∈H(k)

(
εi

p

)
,

fk =





−1
p

si h(k) es par,
(

α

p

)
1√
p

si h(k) es impar.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el Teorema que usaremos en
esta sección. Éste es una adaptación a nuestro caso de [Ya, Thm. 3.1].

Teorema 2.12 (Yang [Ya]). Bajo la notación introducida recién, tene-
mos

(2.24) δp(Q,−`) = 1 + (1− p−1)
∑

0<k≤a
h(k) es par

vk pdk + va+1fa+1 pda+1 .

2.4.2. Caso p = 2. Por [Ca, Lemma 8.4.1], una matriz simétrica no
singular S sobre Q2 es Z2-equivalente a una matriz de la forma

(2.25)

(
ε12l1

. . .
εL2lL

)
⊕

(
M⊕

i=1

ε′i 2
mi

(
0 1

2
1
2 0

))
⊕




N⊕

j=1

ε′′j 2nj

(
1 1

2
1
2 1

)
 ,

donde εh, ε′i, ε′′j ∈ Z∗2, lh,mi y nj son todos enteros. Tal como supusimos
al comenzar la sección, es necesario que el menor entero de lh,mi y nj sea
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cero. Notemos que L+2M +2N = n+1. La forma cuadrática inducida por
(2.25) es

Q[x] =
L∑

h=1

εh2lhx2
h +

M∑

i=1

ε′i2
miyi,1yi,2 +

N∑

j=1

ε′′j 2
nj (z2

j,1 + zj,1zj,2 + z2
j,2),

para

x = (x1, . . . , xL, y1,1, y1,2, . . . , yM,1, yM,2, z1,1, z1,2, . . . , zN,1, zN,2)t ∈ Zn+1
2 .

Para cada k > 0, consideraremos

H(k) = {1 ≤ h ≤ L : lh − k < 0 es impar},
h(k) = #H(k),

pk = (−1)
∑

nj<k(nj−k)
,

ε(k) =
∏

h∈H(k−1)

εh,

dk = k + 1
2

∑

lh<k−1

(lh − k + 1) +
∑

mi<k

(mi − k) +
∑

nj<k

(nj − k),

γk =

{
0 si lh = k − 1 para algún h,
1 caso contrario,

µk = α 2a−k+3 −
∑

lh<k−1

εh.

Además se tiene (
2
x

)
=

{
(2, x)2 si x ∈ Z∗2,
0 caso contrario,

ψ es el carácter ‘canónico’ x 7→ e−2πiλ(x) de Q2, donde λ : Q2 → Q2/Z2 ↪→
Q/Z, y χC es la función caracteŕıstica del conjunto C.

Con esta notación podemos enunciar el siguiente teorema, que es una
adaptación a nuestro caso de [Ya, Thm. 4.1].

Teorema 2.13 (Yang [Ya]). Bajo la notación introducida recién, tene-
mos

(2.26) δ2(Q,−`) = 1 +
∑

0<k≤a+3
h(k−1) es impar

γkpk

(
2

µkε(k)

)
2dk−3/2

+
∑

0<k≤a+3
h(k−1) es par

γkpk

(
2

ε(k)

)
2dk−1ψ

(µk

8

)
χ4Z2(µk).

2.4.3. Aplicación. Estamos en condiciones de resumir lo visto en esta
sección.

Teorema 2.14. Sea Q ∈ M(n;Z) simétrica de signatura (n, 1) de la
forma (2.1) con n > 3 tal que p−1Q no es entera para todo p primo, y sean
t > 0 y ` ∈ N tal que Q representa a −`. El número rt(Q,−`) de elementos
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x ∈ Zn+1 tales que Q[x] = −` y |xn+1| ≤ t, está dado por

(2.27) rt(Q,−`) =
b

n−1
2 Vol(Sn−1)

n− 1

(∏
p

δp(Q,−`)

)
tn−1 + O (tτ ) ,

donde τ está dado por (2.13) y δp(Q,−`) está dado por (2.24) y (2.26) según
corresponda. Además (2.27) también vale para τ = n− 3

2 .

2.5. Ejemplos

En esta última sección aplicaremos nuestras fórmulas a ejemplos con-
cretos. Comenzaremos con la forma cuadrática Lorentziana In,1, la cual fue
estudiada en [RT]. Veremos que nuestros resultados coinciden con estos, y
además trabajaremos con otras formas cuadráticas con sólo un poco más de
trabajo.

2.5.1. Forma Lorentziana. Tomemos

(2.28) Q = In,1 =
(

In

0 −1

)
.

En este caso tenemos que b = 1 en (2.27). El único término que no conocemos
es el producto de las densidades p-ádicas locales. Comencemos a calcular la
p-densidad local para p > 2.

Supongamos que p es un primo impar. Aqúı, según (2.23), tenemos que
εi = 1 para todo 1 ≤ i ≤ n, εn+1 = −1 y li = 0 para todo i. Luego tenemos
que

H(k) =

{
[[1, n + 1]] si k es impar,
∅ si k es par,

y h(k) =

{
n + 1 si k es impar,
0 si k es par,

Esto implica que

dk =
1− n

2
k y vk =





1 si k es par,(
−1
p

)[n+1
2

]+1
si k es impar.

Para simplificar la fórmula (2.24), debemos separar en casos dependiendo
la paridad de n. Usemos la siguiente notación, recordando que −` = αpa,
con α y p coprimos:

σ =





(
(−1)(n−1)/2

p

)
si n es impar,(

(−1)(n−2)/2α
p

)
si n es par,

y r =

{
p−((n−1)/2) si n es impar,
p−(n−1) si n es par.

Sea n impar. Se prueba que pdk = rk y vk = σk para todo k. Notemos
que h(k) es par para todo k, aśı fk = −1/p, y por (2.24) tenemos que

δp(In,1,−`) = 1 + (1 + p−1)
a∑

k=1

σkrk − σa+1ra+1

p
(2.29)

=
a∑

k=0

(σr)k − 1
p

a+1∑

k=1

(σr)k

=
(σr)a+1 − 1

σr − 1

(
1− σr

p

)
.
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Sea n par. Se prueba que pdk = r
k
2 y que

vk =





1 si k es par,(
−1
p

)n+1
2 si k es impar.

En este caso vale que h(k) es par si y sólo si k es par. Luego (2.24) implica
que

δp(In,1,−`) = 1 + (1 + p−1)
∑

0<k≤a
k par

r
k
2 + va+1fa+1r

a+1
2 .

Pero se puede comprobar que

va+1fa+1r
a+1
2 =

{
−r

a+1
2 /p si a es impar,

σr
a+1
2 /p1/2 si a es par.

Entonces, si a es impar tenemos que

δp(In,1,−`) = 1 + (1 + p−1)

a−1
2∑

j=1

rj − r
a+1
2 /p(2.30)

=

a−1
2∑

j=0

rj − 1
p

a+1
2∑

j=1

rj

=
r

a+1
2 − 1
r − 1

(
1− r

p

)

=
r

a+1
2 − 1
r − 1

(
1− p−n

)
,

y si a es par tenemos que

δp(In,1,−`) = 1 + (1 + p−1)

a
2∑

j=1

rj +
σ

p
1
2

r
a+1
2(2.31)

= r
a
2 +

a
2
−1∑

j=0

rj − 1
p




a
2∑

j=1

rj − σp
1
2 r

a+1
2




= r
a
2 +

r
a
2 − 1
r − 1

− 1
p

(
r
r

a
2 − 1
r − 1

− σp
1
2 r

a+1
2

)

=
r

a
2 − 1
r − 1

(
1− r

p

)
+ r

a
2

(
1 +

σ

p
1
2

r
1
2

)

=
r

a
2 − 1
r − 1

(
1− p−n

)
+ r

a
2

(
1 + σp

−n
2

)
.

Estas densidades ya hab́ıan sido calculadas por Siegel (ver [RT, Lemma 11]).

Ahora calculemos δ2(In,1,−`). Aqúı, según (2.25), tenemos que L = n+1,
M = N = 0, εi = 1 para todo 1 ≤ i ≤ n, εn+1 = −1, y li = 0 para todo i.
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En este caso tenemos que

H(k) =

{
[[1, n + 1]] si k es impar,
∅ si k es par,

h(k) =

{
n + 1 si k es impar,
0 si k es par,

dk =

{
1 si k = 1,

k − (k−1)(n+1)
2 si k > 1,

ε(k) =

{
1 si k es impar,
−1 si k es par,

pk =1 y γk =

{
0 si k = 1,

1 si k > 1,

Supongamos que −` no es par. En este caso a = 0, y como además
γ1 = 0, (2.26) implica que

(2.32) δ2(In,1,−`) = 1 +
3∑

k=2,
h(k−1) impar

(
2

(−1)k+1µk

)
2k− (k−1)(n+1)

2
− 3

2

+
3∑

k=2,
h(k−1) par

(
2

(−1)k+1

)
2k− (k−1)(n+1)

2
−1 ψ

(µk

8

)
χ4Z2(µk)

=





1 +
3∑

k=2

2−
(k−1)(n−1)

2 ψ
(µk

8

)
χ4Z2(µk) si n es impar,

1 +
(

2
−µ2

)
2−

n
2 + 21−n ψ

(µ3

8

)
χ4Z2(µ3) si n es par.

Trabajemos con µk para seguir calculando (2.32).

µk = −23−k`− (n− 1) =

{
−2`− (n− 1) si k = 2,
−`− (n− 1) si k = 3,

por lo tanto

(2.33) χ4Z2(µk) =





1 + (−1)
n−3

2

2
si k = 2 y n impar,

0 si k = 3 y n impar,
1 + (−1)

n+l−1
2

2
si k = 3 y n par.

Reemplazando (2.33) en (2.32), notamos que solamente nos interesa el valor
de ψ(µ2/8) cuando n ≡ 3 mód 4. Similarmente, ψ(µ3/8) cuando n es par y
n + l ≡ 1 mód 4. No es dif́ıcil ver que

(2.34) ψ(µk) =

{
(−1)

−2l−n+1
4 si k = 2 y n ≡ 3 mód 4,

(−1)
1−(n+l)

4 si k = 3, n par y n + ` ≡ 1 mód 4.

Sólo resta calcular, cuando n es par, el valor de
(

2
−µ2

)
= (2,−µ2)2. Usando

por ejemplo el Teorema 1 del Caṕıtulo III de [Se], obtenemos rápidamente



30 2. REPRESENTACIONES DE ENTEROS POR FORMAS HERMÍTICAS

que

(2.35)
(

2
−µ2

)
=





−1 si n ≡ 0 mód 8,
1 si n ≡ 2 mód 8,
1 si n ≡ 4 mód 8,
−1 si n ≡ 6 mód 8.

Finalmente, reemplazando en (2.32) los valores de (2.33), (2.34) y (2.35),
obtenemos que

(2.36) δ2(In,1,−`) =





1 si n ≡ 1 mód 4,
1 + (−1)

−2`−n+1
4 2−

n−1
2 si n ≡ 3 mód 4,

1− 2−
n
2 + (−1)

1−(n+`)
4 21−n ωn,` si n ≡ 0 mód 8,

1 + 2−
n
2 + (−1)

1−(n+`)
4 21−n ωn,` si n ≡ 2 mód 8,

1 + 2−
n
2 + (−1)

1−(n+`)
4 21−n ωn,` si n ≡ 4 mód 8,

1− 2−
n
2 + (−1)

1−(n+`)
4 21−n ωn,` si n ≡ 6 mód 8,

donde

ωn,l =

{
1 si n + ` ≡ 1 mód 4,
0 si n + ` 6≡ 1 mód 4.

Finalmente, para este caso donde ` es impar, el valor de δ2(In,1,−`)
está dado por la siguiente tabla.

1 3 5 7
0 1 + 2−

n
2 + 21−n 1 + 2−

n
2 1 + 2−

n
2 − 21−n 1 + 2−

n
2

1 1 1 1 1
2 1 + 2−

n
2 1 + 2−

n
2 − 21−n 1 + 2−

n
2 1 + 2−

n
2 + 21−n

3 1− 2−
n−1

2 1 + 2−
n−1

2 1− 2−
n−1

2 1 + 2−
n−1

2

4 1 + 2−
n
2 − 21−n 1 + 2−

n
2 1 + 2−

n
2 + 21−n 1 + 2−

n
2

5 1 1 1 1
6 1− 2−

n
2 1− 2−

n
2 + 21−n 1− 2−

n
2 1− 2−

n
2 − 21−n

7 1 + 2−
n−1

2 1− 2−
n−1

2 1 + 2−
n−1

2 1− 2−
n−1

2

Aqúı la primer fila indica ` mód 8 y la primer columna n mód 8. También
puede escribirse por la fórmula

(2.37) δ2(In,1,−`) = 1 + 2
1−n

2 sen
(

(n + 1 + 2`)π
4

)
+ 21−n ξ(n,−`),

donde

ξ(n,−`) =





1 si n + ` ≡ 1 mód 8,
−1 si n + ` ≡ 5 mód 8,
0 en caso contrario.

Más aún, calculando de manera similar en el caso en que −` ≡ 2 mód 4,
i.e. −` es par pero no divisible por 4, (2.37) también vale. El caso en que
−` es divisible por 4 sale de igual manera, aunque requiere más cuentas
(ver [RT, Theorem 9]).

Ratcliffe y Tschantz fueron los primeros en calcular la 2-densidad local
para este caso particular de la forma cuadrática Lorentziana In,1. Además
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escribieron en [RT, Theorem 12] el valor de
∏

p δp(In,1,−`) de manera ex-
pĺıcita, haciendo uso de series L de Dirichlet.

Finalmente, para n > 3, ` ∈ N y t > 0, el número rt(In,1,−`) de elemen-
tos x = (x1, . . . , xn+1)t ∈ Zn+1 tales que

x2
1 + · · ·+ x2

n − x2
n+1 = −` y |xn+1| ≤ t,

está dado por

(2.38) rt(In,1,−`) =
Vol(Sn−1)

n− 1

(∏
p

δp(Q,−`)

)
tn−1 + O

(
tn−

3
2

)
,

donde δp(Q,−`) con p > 0 está dado por (2.29), (2.30) y (2.31) según cor-
responda, y δ2(Q,−`) está dado por (2.37) si ` no es múltiplo de 4 o como
en [RT, Thm 9] si 4 divide a `.

Las Tablas I–V en [RT] muestran, para valores pequeños de `, cálculos
numéricos de rt(In,1,−`) para varios números t grandes, comparando al
mismo tiempo el valor de rt(In,1,−`)/tn−1 con el coeficiente principal de
(2.38).

2.5.2. Forma Jq = diag(I4,−q) con q primo impar. En este ejem-
plo consideraremos la forma cuadrática dada por

Jq =
(

I4

−q

)
,

donde q es un número primo positivo impar. Aqúı tenemos que n = 4, A = I4

y b = q.
Al igual que en el ejemplo de la forma Lorentziana, lo único que resta de

calcular es el producto de las densidades locales. Para simplificar el cálculo
de la 2-densidad local, asumiremos que el número −` es impar.

Sea p > 2 primo diferente de q. Escribamos −` = α pa, con α y p
coprimos. Siguiendo (2.23) tenemos que εj = 1 para todo 1 ≤ j ≤ 4, ε5 = −q
y lj = 0 para todo j. Por esta razón, los elementos H(k), h(k), dk y fk quedan
igual que en el ejemplo de la Subsección 2.5.1, y el único que resulta diferente
es

vk =





1 si k es par,(−q

p

)
si k es impar.

Trabajando de manera análoga como en el ejemplo anterior, obtenemos que

(2.39) δp(Jq,−`) =





(1− p−4)
p−

3(a+1)
2 − 1

p−3 − 1
si a es impar,

(
1− p−4

) p−
3a
2 − 1

p−3 − 1
+

1+
(
−αq

p

)
p−2

p
3a
2

si a es par.

Ahora calculemos δ2(Jq,−`). Recordemos que −` es impar, por lo que
según lo tomado en la Subsección 2.4.2, tenemos que a = 0 y α = −`.
Además tenemos que L = 5, M = N = 0, εi = 1 para todo 1 ≤ i ≤ 4,
ε5 = −q, y li = 0 para todo i. Nuevamente los valores de H(k), h(k), pk,
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dk, γk, son los mismos que en el ejemplo anterior, con n = 4. Los elementos
diferentes son

ε(k) =

{
1 si k es par,
−q si k es impar

y µk = −23−k`− 4 + q,

para todo k > 1.
Luego, (2.26) y algunos simples cálculos implican que

δ2(Jq,−`) = 1 +
(

2
−qµ2

)
2−2 + ψ

(µ3

8

)
χ4Z2(µ3) 2−3(2.40)

= 1− (−1)
`−q
2 2−2 − 1+(−1)

q−`
2

2 (−1)
q−`
4 2−3

=





1 + 2−2 si q − ` ≡ 2 (mód 4),
1− 2−2 − 2−3 si q − ` ≡ 0 (mód 8),
1− 2−2 + 2−3 si q − ` ≡ 4 (mód 8).

Ahora supongamos p = q. Nuevamente escribamos −` = α qa, con α y
q coprimos. Según (2.23) tenemos que εj = 1 y lj = 0 para todo 1 ≤ j ≤ 4,
ε5 = −1 y l5 = 1. Esto implica que

H(k) =

{
[[1, 4]] si k es impar,
{5} si k es par,

dk =
1− 3k

2
,

h(k) =

{
4 si k es impar,
1 si k es par,

vk =
(−1

q

)k+1

.

Luego, por (2.24) tenemos que

(2.41) δq(Jq,−`) = 1 + (1− q−1)
a∑

k=1
k impar

q
1−3k

2 +
(
−1
q

)a
fa+1 q

1−3(a+1)
2

= 1 +
1− q−1

q

[a−1
2

]∑

j=0

(q−3)j +
(
−1
q

)a
fa+1 q

1−3(a+1)
2

=





1 +
1− q−1

q

q−
3a
2 − 1

q−3 − 1
+ q−

3a
2
−2 si a es par,

1 +
1− q−1

q

q−
3(a+1)

2 − 1
q−3 − 1

+
(

l

q

)
q−

3(a+1)
2 si a es impar.

Finalmente obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.15. Sea Jq = diag(I4,−q) ∈ M(5;Z) con q un número primo
impar, ` ∈ N impar y t > 0. El número rt(Jq,−`) de elementos x ∈ Z5 tales
que Jq[x] = −` y |x5| ≤ t, está dado por

(2.42) rt(Jq,−`) =
2π2 q3/2

3

(∏
p

δp(Jq,−`)

)
t3 + O

(
t5/2

)
,

donde δp(Jq,−`) está dado por (2.39), (2.40) o (2.41) según corresponda.
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En el caso particular en que ` = 1, tenemos

(2.43) rt(Jq,−1) =
2π2q3/2

3
(1 + 2−2)(1 + q−2)

∏

p6=2,q

(
1 +

(
q
p

)
p−2

)
t3

+ O
(
t5/2

)
,





CAṔıTULO 3

Representaciones de formas hermı́ticas definidas
negativas de rango q por Ip,q sobre F

En este caṕıtulo consideraremos la matriz hermı́tica canónica no dege-
nerada de signatura (p, q), es decir

(3.1) Ip,q = diag(Ip,−Iq) =
(

Ip

−Iq

)
.

Asumiremos que p ≥ q > 0 y denotaremos n = p + q.
Para L ∈ M(q;O) una matriz hermı́tica definida positiva, estamos in-

teresados en los elementos que representan a −L por Ip,q según la Definición
1.2 (pág. 16), es decir, las matrices X ∈ M(n× q;O) tales que

Ip,q[X] = −L.

Sea

R(Ip,q,−L) = {X ∈ M(n× q;O) : Ip,q[X] = −L}.(3.2)

Al igual que en el caṕıtulo anterior, podemos notar que como la forma Ip,q

es indefinida, el conjunto R(Ip,q,−L) es vaćıo o tiene una cantidad infinita
de elementos.

En este caso no daremos inmediatamente una condición de pertenencia
(dependiente de un parámetro t > 0) a las soluciones X (ver (2.3)). Aqúı no
hay una elección canónica y trataremos varios casos en la Sección 3.3.

3.1. Espacios simétricos

Consideraremos los espacios simétricos

B
(p,q)
F = U(Ip,q,F)/

(
U(p;F)×U(q;F)

)
,

donde pq > 0. Estos son comúnmente llamados de Tipo BD I, Tipo A III y
Tipo C II, para F = R,C,H respectivamente (ver [He, Chap. X, Table V]).

Para introducir el modelo que usaremos para este espacio denotaremos

B̃(p,q)
F = {X ∈ M(n× q;F) : Ip,q[X] = −Iq} .

El grupo U(q;F) = U(Iq,F) actúa por derecha en B̃(p,q)
F pues si h ∈ U(q;F)

y X ∈ B̃(p,q)
F , entonces

Ip,q[Xh] = h∗X∗Ip,qXh = h∗(−Iq)h = −Iq[h] = −Iq.

Al espacio de coclases lo denotaremos como

(3.3) B(p,q)
F = B̃(p,q)

F /U(q;F).

Para X ∈ B̃(p,q)
F , denotemos por [X] la clase de X en B(p,q)

F .

35
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El próximo paso es darle a B(p,q)
F la estructura de espacio simétrico de

B
(p,q)
F . Claramente el grupo U(p, q;F) = U(Ip,q,F) actúa por multiplicación

a izquierda en B̃(p,q)
F y esta acción baja al cociente

B(p,q)
F −→ B(p,q)

F ,

[X] 7−→ g([X]) = [gX].

Sea E = (0p,q, Iq)t ∈ M(n×q;F). Tenemos que E ∈ B̃(p,q)
F pues Ip,q[E] = −Iq.

Proposición 3.1. El subgrupo U(p, q;F)[E] de U(p, q;F) de elementos
que fijan a [E] coincide con

{(
g1

g2

)
: g1 ∈ U(p;F), g2 ∈ U(q;F)

}
∼= U(p;F)×U(q;F)

y la acción de U(p, q;F) sobre B(p,q)
F es transitiva.

Demostración. Sea g ∈ (B(p,q)
F )[E]. Entonces [gE] = [E], es decir,

existe h ∈ U(q;F) tal que gE = Eh. Escribiendo g = ( g1 g2
g3 g4 ), la igualdad

gE = Eh implica que g2 = 0 y g4 = h. Además Ip,q[g] = Ip,q lo cual implica
(

Ip

−Iq

)
=

(
g∗1 g∗3
0 h∗

) (
Ip

−Iq

)(
g1 0
g3 h

)
=

(
g∗1g1 −g∗3h
−h∗g3 −h∗h

)
,

por lo tanto g1 ∈ U(p;F) y g3 = 0 pues Iq y h son matrices inversibles. Esto
prueba la primera afirmación.

Ahora probemos la transitividad. Es suficiente mostrar que para X ∈
B̃(p,q)
F existe g ∈ U(p, q;F) tal que g([E]) = [X]. Llamemos xp+1, . . . , xn los

vectores columnas de X. Por el Teorema de Witt (ver [O’M, Thm. 42:17]),
la aplicación ep+i 7→ xp+i (1 ≤ i ≤ q), se extiende a una isometŕıa de Fn a
Fn con respecto a la forma hermı́tica Ip,q. Luego, existen y1, . . . , yp vectores
de Fn tales que la matriz g = (y1, . . . , yp, xp+1, . . . , xn) ∈ U(p, q;F), la cual
claramente cumple que gE = X. ¤

Finalmente, esta proposición induce una biyección

B(p,q)
F

∼= U(p, q;F)/U(p, q;F)[E],

la cual recibe la estructura de espacio simétrico B
(p,q)
F inducido por el auto-

morfismo involutivo g 7→ Ip,qgI−1
p,q de U(p, q;F). El libro [KN, Ch. XI, §10]

describe este modelo en el caso hermı́tico complejo.
Ahora describiremos para este modelo la función distancia asociada con

la métrica (U(p;F) × U(q;F))-invariante. Fijemos [X], [Y ] ∈ B(p,q)
F . Deno-

taremos
λ1 = λ1([X], [Y ]) ≥ · · · ≥ λq = λq([X], [Y ])

los valores singulares de la matriz A = X∗Y , esto es, los autovalores de√
A∗A, o equivalentemente de

√
AA∗. Para ver que está bien definida, to-

memos X1 = Xh1 y Y1 = Y h2 con h1, h2 ∈ U(q;F). Entonces A1 = X∗
1Y1 =

h∗1X
∗Y h2 y por lo tanto

√
A∗1A1 =

√
h∗2Y ∗Xh1h∗1X∗Y h2 =

√
(Ah2)∗(Ah2),

matriz cuyo autovalores coinciden con los de
√

(Ah2)(Ah2)∗ =
√

AA∗.
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Ahora denotemos ψ1 ≤ · · · ≤ ψq, los ángulos hiperbólicos entre [X] e
[Y ], dados por

ψj = ψj([X], [Y ]) = cosh−1(λj).

Finalmente,

(3.4) d([X], [Y ]) =
√

ψ2
1 + · · ·+ ψ2

q .

Todo esto puede encontrarse en [Ne], en donde está desarrollado detallada-
mente el caso dual U(p + q;F)/(U(p;F)×U(q;F)).

Notemos que para q = 1, este modelo es el del hiperboloide n-dimen-
sional, el cual es muy similar al modelo de Klein tomado en el caṕıtulo
anterior. Además fácilmente se ve que las fórmulas de las distancias (2.6) y
(3.4) coinciden.

3.2. Teorema de puntos reticulares

En esta sección introduciremos el teorema de puntos reticulares que usa-
remos en este caso, obtenido por A. Gorodnik y A. Nevo ([GN1] y [GN2]).
Primero introduciremos notación desde [GN1, §1.1 y §1.2].

Sea G un grupo semisimple no compacto y Γ un subgrupo discreto de
G de volumen cofinito. Fijemos cualquier métrica Riemanniana invariante a
izquierda en G y tomemos

Ωε = {g ∈ G : d(g, e) < ε}.
Sea mG una medida de Haar a izquierda sobre G.

Definición 3.2. Una familia creciente {Gt}t>0 de subconjuntos acota-
dos de Borel de G se llaman admisibles, si existe c > 0 tal que para todo t
suficientemente grande y ε suficientemente pequeño

Ωε ·Gt · Ωε ⊂ Gt+cε,

mG(Gt+ε) ≤ (1 + cε) ·mG(Gt).

Definición 3.3. Sea βt la medida de probabilidad sobre G obtenida co-
mo la restricción de la medida de Haar sobre Gt, normalizada por mG(Gt).
Se dice que la acción tiene una brecha espectral fuerte si cada factor simple
tiene una brecha espectral. Los conjuntos Gt (y los promedios βt) serán lla-
mados balanceados si todo factor simple H y todo subconjunto compacto Q
de su complemento, se cumple que βt(QH) → 0. Además, Gt serán llama-
dos bien balanceados si la convergencia es en una tasa espećıfica (para más
especificaciones ver [GN1, §3.5]).

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema de puntos reticu-
lares a usar en este caṕıtulo.

Teorema 3.4 (Gorodnik y Nevo [GN1]). Sea G un grupo de Lie semi-
simple conexo con centro finito, y ningún factor compacto no trivial. Sea Gt

una familia admisible de conjuntos, y sea Γ un lattice de G. Consideramos
la medida de Haar mG normalizada de manera que en cualquier dominio
fundamental de Γ en G sea uno.
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1. Si Γ es un lattice irreducible, o los conjuntos Gt son balanceados,
entonces

ĺım
t→∞

|Γ ∩Gt|
mG(Gt)

= 1.

2. Si (G/Γ,mG/Γ) tiene una brecha espectral fuerte, o los conjuntos
Gt son bien balanceados, entonces, para todo ε > 0

|Γ ∩Gt|
mG(Gt)

= 1 + Oε

(
exp

(−t(θ − ε)
dimG + 1

))
,

donde θ > 0 depende de Gt y la brecha espectral de G/Γ, via

θ = ĺım inf
t→∞ −1

t
log ‖πG/Γ(βt)‖L2

0(G/Γ).

3.3. Aplicaciones

Como mencionamos en la introducción de este caṕıtulo, no existe una
manera canónica de tomar una condición aritmética sobre los coeficientes
de las matrices X ∈ R(Ip,q,−L) que se traduzca en una condición sobre
los puntos reticulares g ∈ Γ que involucre la distancia. De todas maneras,
en esta sección lograremos aplicar varias veces el Teorema 3.4, obteniendo
cotas superiores e inferiores para varias condiciones aritméticas diferentes.

3.3.1. Soluciones en R(Ip,q,−L) y puntos reticulares. Escribi-
mos L = StS con S ∈ GL(q;F). Si X ∈ R(Ip,q,−L) tenemos que

Ip,q[XS−1] = −Iq, por lo tanto XS−1 ∈ B̃(p,q)
F .

Usaremos este hecho para incluir los elementos que queremos contar dentro
del espacio simétrico B(p,q)

F , para luego contar puntos reticulares bajo cierta
condición.

Sea Γ = U(Ip,q,F) ∩GL(n,O). Notemos que Γ actúa por multiplicación
a izquierda en R(Ip,q,−L).

Lema 3.5. El conjunto R(Ip,q,−L) tiene una cantidad finita de Γ-órbi-
tas.

Demostración. Resulta de la misma manera que el Lema 2.2, aunque
adaptando ciertas cosas tales como G = U(Ip,q,F), V = Rϑ.n.q y la repre-
sentación π : G → GL(V ) que debe ser la inducida por la acción de G de
multiplicar a izquierda en M(n× q;O). El resto es análogo. ¤

Sea F un conjunto de representantes de las coclases de la acción de Γ
sobre R(Ip,q,−L). Luego si X ∈ R(Ip,q,−L) existen g ∈ Γ e Y ∈ F tales
que X = gY . Rápidamente notamos que

(3.5) R(Ip,q,−L) =
⋃

Y ∈F

{gY : g ∈ Γ}.

La dificultad para este caso en que q > 2, es que la fórmula (3.4) de la
distancia no es lineal con respecto a los ángulos hiperbólicos ψj . Luego, no
se puede practicar nuevamente el método de la fórmula (2.7) como cuando
q = 1. Por lo tanto, daremos conteos con distintas condiciones.
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Introduciremos más notación para poder aplicar el Teorema 3.4. Denote-
mos G = U(Ip,q,F), Γ = G∩GL(n,O), K = U(Ip,F)×U(Iq,F). Para r > 0
e Y ∈ F fijos, sea

GY,r = {g ∈ G : d([E], g · [Y S−1]) < r}(3.6)
= {g ∈ G : d(eK, g · yK) < r},

donde [Y S−1] ↔ yK es la identificación con respecto a la biyección B(p,q)
F ↔

G/K.

Proposición 3.6. Los conjuntos GY,t son admisibles.

Demostración. Resulta del primer inciso del Teorema 3.14 de [GN1],
aunque en un contexto más amplio. ¤

También usaremos varias veces la fórmula de la distancia entre [E]
y [XS−1], donde X ∈ R(Ip,q,−L). Si X =

(
V
U

) ∈ R(Ip,q,−L) donde
V ∈ M(p × q;R) y U ∈ M(q;R), y denotamos λ1, . . . , λq a los autovalores
singulares de US−1, entonces por (3.4) tenemos

(3.7) d([E], [XS−1]) =

√√√√
q∑

j=1

(
cosh−1(λj)

)2
.

3.3.2. Primera aplicación. Comenzaremos con un ejemplo sencillo
pero de poca utilidad aritmética. Para r > 0 contaremos el cardinal del
conjunto

R1(Ip,q,−L, r) = {X ∈ R(Ip,q,−L) : d([E], [XS−1]) < r}
Análogamente a (3.5), tenemos que

(3.8)
∣∣R1(Ip,q,−L, r)

∣∣=
∣∣∣∣∣
⋃

Y ∈F

{gY : g ∈ Γ, d([E], g · [Y S−1]) < r}
∣∣∣∣∣

=
∑

Y ∈F

|{gY : g ∈ Γ, d([E], g · [Y S−1]) < r}|

=
∑

Y ∈F

1
|ΓY |

∣∣{g ∈ Γ : d([E], g · [Y S−1]) < r}∣∣,

donde ΓY = {g ∈ Γ : gY = Y }. Usando (3.6) podemos escribir a (3.8) como
∣∣R1(Ip,q,−L, r)

∣∣ =
∑

Y ∈F

|ΓY |−1 |GY,r ∩ Γ|.

Finalmente el Teorema 3.4 implica que

(3.9)
∣∣R1(Ip,q,−L, r)

∣∣ ∼
∑

Y ∈F

|ΓY |−1mG(GY,r).

El motivo por el que aseguramos al principio de esta subsección que este
ejemplo tiene poca utilidad aritmética, es que la condición impuesta a la
solución X de Ip,q[X] = −L no tiene una traducción muy útil. Ésta, por
(3.7), está dada por √√√√

q∑

j=1

(
cosh−1(λj)

)2
< r,
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en la cual no se ve ninguna expresión simple que dependa de los coeficientes
de la matriz X.

3.3.3. Segunda aplicación. La estrategia en este caso será ‘encerrar’
el conjunto a contar, por otros dos conjuntos que śı tengan condiciones más
‘aritméticas’.

Sabemos que
‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ √

q ‖x‖2,

donde ‖x‖1 =
∑q

1 |xj | y ‖x‖2 = (
∑q

1 xj)−1/2, para x ∈ Rq. Esta desigual-
dad y (3.7), aplicados a ψ = (ψ1, . . . , ψq) = (cosh−1(λ1), . . . , cosh−1(λq)),
aseguran que

(3.10) d([E], [XS−1]) ≤ ‖ψ‖1 ≤ √
q d([E], [XS−1]).

Comencemos por el caso q = 2 por ser más simple. Si aplicamos cosh a la
desigualdad del lado izquierdo, resulta que

cosh(d([E], [XS−1])) ≤ cosh(ψ1 + ψ2) = cosh(ψ1) cosh(ψ2)+

+ sinh(ψ1) sinh(ψ2) = λ1λ2 +
√

λ2
1 − 1

√
λ2

2 − 1 ≤ 2λ1λ2.

Análogamente, aplicando cosh en la derecha, resulta que

cosh(
√

2 d([E], [XS−1])) ≥ cosh(ψ1 + ψ2)

= λ1λ2 +
√

λ2
1 − 1

√
λ2

2 − 1 ≥ λ1λ2.

Uniendo ambas tenemos
1
2 cosh(d([E], [XS−1])) ≤ det(US−1) = λ1λ2 ≤ cosh(

√
2 d([E], [XS−1]).

Se ve luego de algunas cuentas que para q arbitrario obtenemos

(3.11)
det(S)
2q−1

cosh(d([E], [XS−1])) ≤ det(U)

≤ det(S) cosh(
√

q d([E], [XS−1]).

Esta desigualdad nos permitirá encerrar nuestro conjunto a contar por
otros contables por el Teorema 3.4. Para r > 0 definimos

(3.12) R2(Ip,q,−L, r) = {X =
(

V
U

) ∈ R(Ip,q,−L) : | det(U)| ≤ r}.
Para cada Y ∈ F , (3.11) implica

∣∣{X ∈ Γ · Y : | det(S)| cosh
(√

q d([E], [XS−1])
) ≤ r

}∣∣

≤
∣∣∣R2(Ip,q,−L, r) ∩ Γ · Y

∣∣∣

≤
∣∣∣
{

X ∈ Γ · Y : |det(S)|
2q−1 cosh

(
d([E], [XS−1])

) ≤ r
}∣∣∣ .

Tomando

t1 = t1(r) = q−1/2 cosh−1

(
r

| det(S)|
)

,

t2 = t2(r) = cosh−1

(
2q−1r

| det(S)|
)

,
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por (3.6), podemos reescribirla como

(3.13) |ΓY |−1|GY,t1 ∩ Γ| ≤ |R2(Ip,q,−L, r) ∩ Γ · Y | ≤ |ΓY |−1|GY,t2 ∩ Γ|.
Finalmente obtenemos

(3.14)
∑

Y ∈F

|ΓY |−1|GY,t1 ∩ Γ| ≤ |R2(Ip,q,−L, r)| ≤
∑

Y ∈F

|ΓY |−1|GY,t2 ∩ Γ|.

El Teorema 3.4 asegura que |GY,r ∩ Γ| ∼ mG(GY,r) para cada Y ∈ F y
r suficientemente grande, por lo tanto

(3.15)
∑

Y ∈F

|ΓY |−1mG(GY,t1) ≤ |R2(Ip,q,−L, r)| ≤
∑

Y ∈F

|ΓY |−1mG(GY,t2).

3.3.4. Tercera aplicación. En este caso supondremos q = 2. Es-
cribimos X =

(
V
U

) ∈ R(Ip,2,−L) con U =
(

a b
c d

)
. Al igual que en la Segunda

aplicación tenemos que

d([E], [XS−1]) = ‖ψ‖2 ≤ ‖ψ‖1 = cosh−1(λ1) + cosh−1(λ2).

En este caso usaremos el hecho de que la función cosh−1 es cóncava, por lo
que cumple

cosh−1(λ1) + cosh−1(λ2) ≤ cosh−1

(
λ1 + λ2

2

)
.

Esto implica que

cosh
(
d([E], [XS−1])

) ≤ λ1 + λ2

2
= 1

2 Tr(US−1).

Para r > 0 definimos

R3(Ip,2,−L, r) = {X =
(

V
U

) ∈ R(Ip,q,−L) : Tr(US−1) < 2r}.
El inconveniente es que la condición Tr(US−1) < 2r no depende únicamente
de las coordenadas a, b, c, d de la matriz U . Para poder obtener un resultado
más preciso, a partir de ahora supondremos que L = kI2, para algún k ∈ N.
Luego S =

√
kI2 y Tr(US−1) = 1√

k
Tr(U).

Ahora tenemos

|R3(Ip,2,−kI2, r)| =
∣∣∣
{

X =
(

V
U

) ∈ R(Ip,2,−kI2) : Tr(U) < 2
√

k r
}∣∣∣

≤
∣∣∣
{

X ∈ R(Ip,2,−kI2) : cosh
(
d([E], [ 1√

k
X])

)
< r

}∣∣∣ .

Llamando t1 = t1(r) = cosh−1(r) podemos escribir

|R3(Ip,2,−kI2, r)| ≤
∣∣∣∣∣
⋃

Y ∈F

{
g · Y : d([E], g · [ 1√

k
Y ]) ≤ t1

}∣∣∣∣∣

=
∑

Y ∈F

|ΓY |−1 |{g ∈ Γ : d([E], g · [ 1√
k
Y ]) ≤ t1}| =

∑

Y ∈F

|ΓY |−1 |GY,t1 ∩ Γ|.

Nuevamente, el Teorema 3.4 aplicado a esta fórmula implica que

(3.16) |R3(Ip,2,−kI2, r)| ≤
∑

Y ∈F

|ΓY |−1mG(GY,t1).
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3.3.5. Valor del término mG(GY,r). Vemos que en las fórmulas fi-
nales (3.9), (3.15) y (3.16) de las aplicaciones, siempre aparece el término
mG(GY,t) para cierto t que depende de r. Lamentablemente no hay cálculos
expĺıcitos, pero śı asintóticos, por lo que sólo mencionaremos uno, [GO, Cor-
rollary 5.8]. Notemos que mG(GY,r) = mG(GE,r). Abreviaremos Gr = GE,r.

Para enunciar este teorema necesitamos introducir algo de notación. Sea
G un grupo de Lie semisimple conexo no compacto con centro finito y G =
KA+K una descomposición de Cartan. Sea a el álgebra de Lie de A y ‖ · ‖
la norma en a inducida por una métrica Riemanniana invariante d sobre
el espacio simétrico K\G, es decir, ‖y‖ = d(K, exp(y)K) para y ∈ a. Para
t > 0, sea at = {y ∈ a : ‖y‖ < t}. Sea ρ = 1

2

∑
α∈Φ+ mαα, donde Φ es un

sistema de ráıces del álgebra de Lie g de G, Φ+ el subconjunto de las ráıces
positivas, y mα la multiplicidad de la ráız α. Sea δ = máx{2ρ(y) : y ∈ a1}.

Proposición 3.7 (Gorodnik y Oh). Para algún C > 0 tenemos que

(3.17) mG(Gt) ∼ C · t(rnkR(G)−1)/2 eδt.

Además, al no estar expĺıcita la constante C de la proposición, no lo-
graremos mejorar demasiado nuestras fórmulas.
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Parte 2

Constante de Hermite





CAṔıTULO 4

Notación y definiciones básicas

En esta segunda parte consideraremos un cuerpo de números K sobre Q
de grado m. Denotaremos por dK a su discriminante y por hK a su número
de clase. Además OK será su anillo de enteros. Escribimos m = r + 2s
con σ1, . . . , σr y σr+1, . . . , σm los embeddings reales y complejos de K en C
respectivamente.

4.1. Formas de Humbert

Definición 4.1. Una forma de Humbert definida positiva de dimensión
n sobre K es una (r + s)-tupla

S = (S1, . . . , Sr+s),

donde S1, . . . , Sr son matrices simétricas reales definidas positivas de dimen-
sión n y Sr+1, . . . , Sr+s matrices hermı́ticas complejas definidas positivas de
dimensión n. Al conjunto de tales formas lo denotaremos PK,n. Abreviare-
mos a tales formas simplemente como formas de Humbert n-dimensionales.

Sea S una forma de Humbert n-dimensional. Para v = (v1, . . . , vn) ∈ On
K

la evaluación de la forma S en el vector entero v está dada por

S[v] =
r∏

i=1

Si[vσi ] ·
(

r+s∏

i=r+1

Si[vσi ]

)2

,

donde

vσi = (vσi
1 , . . . , vσi

n )t y Si[v] = v∗Siv

con v∗ = v̄t. Su determinante d(S) está dado por

d(S) =

(
r∏

i=1

detSi

)(
r+s∏

i=r+1

det Si

)2

.

Si b es un ideal fraccionario en OK , denotaremos por [b] a su clase en
el grupo de clases JK de K, y N(b) su norma. Si β ∈ K, N(β) es la norma
del elemento β ∈ K, el cual coincide con la norma del ideal fraccionario
generado por β.

Sea v = (v1, . . . , vn) ∈ On
K un vector n-dimensional con coordenadas en

OK . Denotaremos al ideal entero v1OK + · · ·+ vnOK por 〈v〉. Diremos que
v es un vector unimodular si 〈v〉 = OK .
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4.2. Alturas torcidas

Denotaremos AK , o simplemente A si no hay lugar a confusión, al anillo
de adeles de K. Además, M(K) denotará el conjunto de valuaciones de K.
Para cada v ∈ M(K), Kv será la completación de K en v y Ov será el
subanillo compacto maximal de Kv cuando v es finito.

Sea αv la medida de Haar sobre Kv tomada de tal manera que αv(Ov) =
1 si v es finita; αv es la medida de Lebesgue usual de R si v es real y el doble
de la medida usual sobre C si v es compleja. Denotaremos | |v al valor
absoluto en Kv normalizado de tal manera que αv(xC) = |x|vαv(C), donde
C es cualquier subconjunto compacto de Kv de medida no nula.

Para x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn
v , la altura local Hv(x) está definida por

Hv(x) =





(
n∑

i=1
|xi|2v

)1/(2m)

si v es real;
(

n∑
i=1

|xi|v
)1/m

si v es compleja;
(

máx
1≤i≤n

|xi|v
)1/m

si v es finita.

Para g ∈ GLn(A), la altura torcida global Hg es definida por

Hg(x) =
∏
v

Hv(gx), x ∈ Kn.



CAṔıTULO 5

Constante proyectiva de Humbert-Hermite

La constante de Hermite tradicional de dimensión n puede ser definida
por la fórmula

(5.1) γn = máx
A

mı́n
x∈Znr{0}

xtAx

(detA)1/n
,

donde A recorre todas las formas cuadráticas definidas positivas. Existen
varias generalizaciones de esta constante (ver [Co] y [Wa2]). El objetivo de
este caṕıtulo es introducir una nueva generalización y buscar relaciones con
las ya existentes.

Esta nueva constante será definida sobre un contexto más amplio que las
formas cuadráticas: las formas de Humbert. A partir de ahora, y por el resto
del caṕıtulo, K será un cuerpo de números. Sea S una forma de Humbert
n-dimensional sobre K, según lo introducido en la Sección 4.1.

Definición 5.1. El mı́nimo proyectivo de S está dado por

(5.2) µp(S) = ı́nf
v∈On

K

S[v]
N(〈v〉)2 .

Además, la constante proyectiva de Humbert-Hermite es

(5.3) γp
K,n = sup

S∈PK,n

µp(S)
d(S)1/n

.

La denominación proyectiva proviene naturalmente del hecho que el fac-
tor

S[v]
N(〈v〉)2

es invariante por multiplicación por escalares.
En cada sección de este caṕıtulo introduciremos una o varias constantes

que generalizan la constante de Hermite clásica (5.1), y luego finalizaremos
con un teorema que las relaciona con nuestra constante γp

K,n. En la primera
introduciremos la constante clásica de Hermite sobre formas de Humbert
definida por M. I. Icaza (ver [Ic]) y la constante unimodular. En la segunda
sección veremos la contante de Thunder, y finalmente, en la tercera, la cons-
tante de Watanabe para grupos algebraicos reductivos y representaciones
K-racionales fuertes de estos grupos.

5.1. Constante clásica de Hermite y unimodular

Primero consideremos la generalización clásica de la constante de Her-
mite para formas de Humbert. Sea S una forma de Humbert de dimensión
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n sobre K. Llamaremos el mı́nimo canónico de S al número

(5.4) µ(S) = ı́nf
v∈On

Kr{0}
S[v].

Usando este mı́nimo, M. I. Icaza (ver [Ic]) definió la constante de Hermite-
Humbert de K de dimensión n como

(5.5) γK,n = sup
S∈PK,n

µ(S)
d(S)1/n

.

La teoŕıa de reducción de formas de Humbert sobre cuerpos de números
asegura que γK,n < ∞. Más aún, el ı́nfimo de (5.4) y el supremo de (5.5),
existen y son realizados. Claramente γQ,n coincide con la constante de Her-
mite clásica γn.

Ahora introduzcamos una variación de la constante anterior. Se llama
mı́nimo unimodular de S al número

(5.6) µu(S) = mı́n
〈v〉=OK

S[v],

es decir, al valor mı́nimo tomado por la forma de Humbert sobre los vectores
unimodulares (ver Caṕıtulo 4). Se dice que v ∈ On

K r {0} es un vector mini-
mal de S si S[v] = µ(S). En general, un vector minimal no necesariamente
es unimodular, tal como mostró A. M. Berge (ver [BI, §2]).

En analoǵıa con (5.5), uno define la constante de Hermite-Humbert uni-
modular por

(5.7) γu
K,n = sup

S∈PK,n

µu(S)
d(S)1/n

.

En este caso el supremo de (5.7) no siempre es realizado ya que incluso
algunas veces da ∞, tal como veremos más adelante.

Ahora presentamos el siguiente teorema que relaciona las constantes
γp

K,n, γK,n y γu
K,n dadas por (5.3), (5.5) y (5.7).

Teorema 5.2. Tenemos que

(5.8) γp
K,n ≤ γK,n ≤ γu

K,n.

Además, valen las igualdades cuando hK = 1.

Demostración. La desigualdad de la izquierda es clara pues µp(S) ≤
µ(S) para toda forma de Humbert S, desde que N(〈v〉)2 ≥ 1 para todo
v ∈ On

K . La de la derecha resulta porque el máximo de (5.7) es tomado sólo
sobre los elementos v ∈ On

K unimodulares, en cambio en (5.5) es tomado
sobre todos los elementos no nulos de On

K .
Ahora supongamos que hK = 1. Primero probemos que si v ∈ On

K es
minimal, entonces es unimodular. Como OK es principal, existe β ∈ OK tal
que 〈v〉 = βOK . Pero v/β ∈ On

K por lo tanto S[v] ≤ S[v/β] = S[v]/N(β)2

lo que implica que N(β) = 1 y por lo tanto v es unimodular.
Para probar las igualdades es suficiente probar que µp(S) = µ(S) =

µu(S). Sea v un vector minimal, entonces N(〈v〉) = 1, por lo tanto µp(S) =
µ(S). La segunda es clara. ¤
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En el Caṕıtulo 6 calcularemos la constante γp
K,2 para varias extensiones

cuadráticas imaginarias K de Q, y veremos que γp
K,2 < γK,2 para la mayoŕıa

de los casos en que hK > 1, pero no en todos (ver la Tabla 0.1). Además
veremos que γu

K,2 = ∞ si y sólo si hK > 1.

Corolario 5.3. Tenemos que γp
K,n < ∞. Por lo tanto el supremo y el

ı́nfimo en (5.3) pueden ser reemplazados por máximo y mı́nimo, i.e.

γp
K,n = máx

S∈PK,n

mı́n
v∈On

K

S[v]
N(〈v〉)2 d(S)1/n

.

5.2. Constante de Thunder

J. Thunder mostró que la constante clásica de Hermite (5.1) puede es-
cribirse como

γn = máx
g∈GLn(AQ)

mı́n
x∈Pn−1(Q)

Hg(x)2m

|det(g)|2/n
AQ

;

recordemos que m = dimQ(K) = r + 2s. Llamaremos constante de Thunder
n-dimensional sobre K a

(5.9) γn(K) = máx
g∈GLn(AK)

mı́n
x∈Pn−1(K)

Hg(x)2m

| det(g)|2/n
AK

.

En [Th], Thunder mostró que tal constante existe, dio una cota inferior y
otra superior, y probó una generalización de la desigualdad de Mordell.

Teorema 5.4. Tenemos que

γp
K,n ≤ γn(K)m.

Demostración. El grupo GLn(A) puede descomponerse como

GLn(A) =
hK⋃

i=1

GLn(A∞) λi GLn(K)

donde GLn(A∞) = GLn(K∞)
∏

v-∞GLn(OKv) (ver [OW]) y GLn(K∞) =∏
v|∞GLn(Kv) es considerado como un subgrupo de GLn(A). Podemos

asumir que λ1 ∈ GLn(A∞). Esto implica que la constante de Thunder se
puede reescribir como

(5.10) γn(K) = máx
1≤i≤hK

µi,

donde

(5.11) µi = máx
g∈GLn(K∞)

mı́n
x∈Knr{0}

Hgλi(x)2

| det(gλi)|2/(nm)
A

.

Por otro lado, podemos interpretar a una forma de Humbert S como
una sucesión {Sv : v|∞}, con Sv una matriz n × n, simétrica o hermı́tica
definida positiva, según v sea real o compleja. Cada Sv puede ser escrito
como g∗vgv para algún gv ∈ GLn(Kv), y NK(〈x〉) =

∏
v-∞Hv(x)−1 para todo

x ∈ Kn r {0}. Por lo tanto,

(5.12) γp
K,n = sup

g∈GLn(K∞)
ı́nf

x∈Knr{0}
Hg(x)2m

|det(g)|2/n
A

.
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Esto implica que γp
K,n = µm

1 . Finalmente (5.10) y (5.11) prueban el teorema.
¤

5.3. Constante de Watanabe

De manera similar a la sección anterior, T. Watanabe mostró que la
constante clásica de Hermite (5.1) puede escribirse como

γn = máx
g∈SLn(R)/SLn(Z)

mı́n
x∈Znr{0}

‖π1(g)(x)‖2
∞,

donde (π1, V1) denota la 1-representación exterior de GLn y ‖·‖∞ la métrica
Eucĺıdea usual en V1(R) = R. Escogiendo una función altura apropiada ‖·‖AQ
sobre GL(V1,AQ)V1(Q) y un vector de peso máximo v1 ∈ V1(Q), entonces
γn es adélicamente escrito como

γn = máx
g∈SLn(AQ)/SLn(Q)

mı́n
γ∈SLn(Q)

‖π1(gγ)v1‖2
AQ .

Luego, reemplazando SLn, (π1, V1) y v1 por un grupo algebraico reductivo
conexo arbitrario G sobre K, una representación K-racional fuerte (π, Vπ)
y un vector de peso máximo x0 ∈ Vπ(K), respectivamente, él definió

(5.13) γG
π = máx

g∈G(A)1/G(K)
mı́n

γ∈G(K)
‖π(gγ)x0‖2/m

A .

Llamaremos a esta constante, la constante de Watanabe n-dimensional sobre
K de la representación (π, V ) del grupo G.

Watanabe en [Wa1] mostró que tal constante existe usando la teoŕıa
de reducción de Borel, dio una cota inferior, y luego en [Wa3] probó una
generalización de la desigualdad de Mordell. Para el caso en que G = GLn

y π = π1, la constante γG
π coincide con γn(K).

Observación 5.5. En general, si tomamos Q un subgrupo K-parabólico
de G y una representación π : G → GL(Vπ) tal que el estabilizador de la
ĺınea de peso máximo sea Q, entonces

γG
π = máx

g∈G(A)1
mı́n

x∈Q(K)\G(K)
Hπ(xg)2,

donde Hπ es la función de altura global de Vπ.

Teorema 5.6. Especializando en G = SLn y π = ρ la representación
natural de SLn, tenemos que

(5.14) γp
K,n =

(
γSLn

ρ

)m
.

Demostración. Sea g ∈ GLn(K∞). Para cada v | ∞ existe av ∈ Kv

tal que det(avgv) = 1. En particular, la matriz hv = avgv está en SLn(Kv).
Definimos h ∈ SLn(K∞) ≤ SLn(A) tomando hv = avgv para todo v | ∞ y
hv = 1 para todo v -∞. Entonces para cada v | ∞ tenemos que

Hhv(x)2 = Hv(avgvx)2 = |av|2/m
v Hv(gvx)2 =

Hgv(x)2

| det(gv)|2/(mn)
v

.

Como SLn tiene la propiedad de aproximación fuerte (asumiendo que n ≥ 2),
resulta que SLn(A) = SLn(A∞)SLn(K). Ahora podemos reescribir (5.12)
como

(5.15) γp
K,n = máx

h∈SLn(A)
mı́n

x∈Knr{0}
Hh(x)2m.
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Finalmente, comparando la ecuación en la Observación 5.5 y (5.15), y
teniendo en cuenta que SLn(A) = SLn(A)1 porque SLn es semisimple, el
teorema queda probado. ¤





CAṔıTULO 6

Cálculo de γp
K,2 para extensiones cuadráticas

imaginarias

El objetivo del presente caṕıtulo es calcular, para K una extensión
cuadrática imaginaria de los números racionales, la constante proyectiva
de Hermite

(6.1) γp
K,2 = sup

S∈PK,n

ı́nf
v∈On

K

S[v]
N(〈v〉)2 d(S)1/n

(ver la Definición 5.1). Ya mencionamos en la introducción que la constante
clásica γK,2 dada por (5.5) ha sido calculada en varios casos (ver la Tabla 0.1
en la pág. 8). Para el caso de la constante unimodular γu

K,2 dada por (5.7),
tenemos que γu

K,2 = ∞ si y sólo si hK > 1 (ver [Ma]).
Además buscaremos las formas extremas respectivas, las cuales las defi-

nimos en general de la siguiente manera.

Definición 6.1. Las formas de Humbert que son un máximo local (ab-
soluto) de la aplicación

S 7−→ µp(S)
d(S)1/n

son llamados formas extremas proyectivas (absolutas).

En todo este caṕıtulo, K será una extensión cuadrática imaginaria de
los números racionales Q(

√−D), donde asumimos que D > 0 es un entero
libre de cuadrados. Consideraremos la Z-base de OK que consiste de 1 y ω
donde ω = (1 +

√
Di)/2 si −D es congruente a 1 mód 4, y ω =

√
Di en caso

contrario.
La primera sección introducirá el contexto geométrico en el que traba-

jaremos. La segunda mostrará parte del trabajo de Mendoza, que permite
obtener una fórmula reducida de (6.1). La Sección 6.3 ayudará a calcular la
formula obtenida, por medio de un algoritmo que trabaja para todos los ca-
sos. En la Sección 6.4, como ejemplo, implementamos el método a los casos
K = Q(

√−1), K = Q(
√−3) y K = Q(

√−39). Este último es no trivial pues
tiene número de clase igual a cuatro. Finalmente, la última sección muestra
la Tabla 6.1, que reúne para todos los cuerpos tales que |dK | < 70, la cons-
tante γp

K,2 y los puntos extremos proyectivos absolutos, los cuales permiten
obtener las formas extremas proyectivas absolutas usando el Teorema 6.3.

El Teorema 0.1 y la Tabla 0.1 en la Introducción, resumen los resultados
obtenidos en este caṕıtulo.
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6.1. Espacio hiperbólico tridimensional

El objetivo de esta sección es introducir el contexto geométrico en el
cual trabajaremos. Veremos que las formas hermı́ticas binarias están en co-
rrespondencia con los puntos del espacio hiperbólico tridimensional H3 y
las formas extremas estarán en correspondencia con los vértices de ciertas
superficies en H3.

Recordemos que PK,2 denota el conjunto de formas de Humbert bina-
rias definidas positivas sobre K. Siguiendo la Definición 4.1, los elementos
de PK,2 corresponden a 1-tuplas S = (S1) donde S1 es una forma hermı́tica
binaria definida positiva. Además, d(S) = (detS1)2. Simplemente identifi-
caremos una forma de Humbert S ∈ PK,2 con un elemento en el conjunto

{(
a b
b̄ c

)
∈ M2(C) : ac− |b|2 > 0, c > 0

}
.

En este caso, si v = (α, β)t ∈ O2
K , entonces

S[v] =
((

ᾱ β̄
) (

a b
b̄ c

)(
α
β

))2

=
(
a|α|2 + bᾱβ + b̄αβ̄ + c|β|2)2

,

d(S) =(detS)2.

La evaluación y el determinante es el cuadrado de la evaluación y determi-
nante canónico.

Consideremos la acción del grupo GL2(C) sobre PK,2 dada por

S 7→ g · S = | det g| (g−1)∗ S (g−1).

Notemos que cada elemento en GL2(C) deja invariante al conjunto

PK,2(∆) = {S ∈ PK,2 : d(S) = ∆},
para todo ∆ > 0.

Sea H3 el espacio hiperbólico (real) tridimensional. Usaremos el modelo
del semiespacio superior del espacio eucĺıdeo tridimensional, dentro de C×R,
i.e.

H3 = {(z, ζ) ∈ C× R : ζ > 0}.
Existe una acción natural de GL2(C) sobre H3 dado por

(6.2) g · (z, ζ) =

(
(az + b)(cz + d) + ac̄ζ2

|cz + d|2 + |c|2ζ2
,

| det g| ζ
|cz + d|2 + |c|2ζ2

)
.

Observación 6.2. En realidad la acción dada por (6.2) no parece natu-
ral. Podemos pensar al espacio hiperbólico tridimensional como el subcon-
junto de elementos de los cuaterniones H, que tienen la k-coordenada igual
a cero y la j-coordenada mayor a cero, i.e.

H3 = {z + ζ j ∈ H : z ∈ C, ζ > 0}.
La correspondencia entre los modelos es (z, ζ) ↔ z + ζ j.

Ahora, la acción (6.2) se convierte en

(6.3) g · P = (aP + b)(cP + d)−1,

donde P ∈ H3, g =
(

a b
c d

) ∈ GL2(C) con determinante positivo, y el inverso
del elemento cP + d es tomado en H. Es simple chequear que esta acción
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está bien definida, esto es, g · P en (6.3) vive en H3. Si g ∈ GL2(C) no
tiene determinante positivo, entonces g · P es definido por (ε g) · P , donde ε
satisface |ε| = 1 y det(ε g) > 0.

Ahora, esta acción luce similar a la acción de Möbius de SL2(R) sobre
H2. Para una situación más general ver [EGM, Prop. 5.1].

Restringiremos nuestra atención al subgrupo SL2(C) de GL2(C). Éste
actúa sobre H3 por isometŕıas. De hecho, PSL2(C) es el grupo completo de
isometŕıas de H3 que preservan orientaciones.

Teorema 6.3. El mapeo Φ : PK,2 → H3 definido por

Φ
(

a b
b̄ c

)
=

(
−b

a
,

√
∆(S)
a

)
,

es GL2(C)-equivariante. Además, el mapeo Φ∆ = Φ|PK,2(∆) : PK,2(∆) → H3

es una biyección para todo ∆ > 0. La función inversa de Φ∆ está dada por

Ψ∆(z, ζ) =
√

∆
ζ

(
1 −z
−z̄ |z|2 + ζ2

)
.

Demostración. Simples cálculos. ¤
La acción de GL2(C) sobre H3 se extiende sobre el borde de H3. Iden-

tificamos este borde con P1(C) = C ∪ {∞}, donde los elementos en C co-
rresponden a los elementos en C×R con segunda componente igual a cero.
Esta acción es precisamente la clásica acción de Möbius. A partir de ahora,
un punto en el espacio hiperbólico extendido P ∈ H3 lo escribiremos como
P = (z, ζ) con z ∈ C y ζ ≥ 0 (si P 6= ∞), o P = ∞.

Definición 6.4. Llamaremos a λ ∈ P1(C) una cúspide si λ ∈ K ⊂ C
o λ = ∞. Al conjunto de cúspides lo identificaremos con P1(K). Para λ ∈
P1(K), la escribiremos siempre como λ = α/β con α, β ∈ OK si λ ∈ K, o
λ = 1/0 si λ = ∞.

Notemos que el subgrupo GL2(K) preserva el conjunto de cúspides.
Siguiendo la teoŕıa clásica, asociaremos a cada cúspide λ = α/β el ele-

mento del grupo de clase JK de OK representado por el ideal fraccionario
〈α, β〉. Se ve fácilmente que este mapeo está bien definido. Más aún, este
mapeo identifica cúspides SL2(OK)-equivalentes e induce una biyección entre
SL2(OK)\P1(K) y JK (ver [EGM1, §7.2] en la Bibliograf́ıa de la Parte 1).

Usualmente restringiremos la acción al subgrupo discreto SL2(OK) de
GL2(C). Estos grupos son llamados los grupos de Bianchi. La órbita de la
acción restringida de SL2(OK) sobre el conjunto de cúspides está en corres-
pondencia con los elementos del grupo de clase de OK .

6.2. Resultados de Mendoza

Ahora estamos en condiciones de describir la estrategia de Mendoza
([Me]). Comenzamos introduciendo la definición de distancia entre un punto
P = (z, ζ) ∈ H3 y una cúspide λ, la cual está dada por

(6.4) d(P, λ) =
|βz − α|2 + |β|2ζ2

ζ N〈α, β〉 .
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Esta definición no depende de la elección de α y β, como veremos en las
siguientes observaciones.

Observación 6.5 (Interpretación geométrica). Sea λ ∈ K. El número
Nλ = N〈α, β〉/|β|2 no depende de la elección de los enteros α y β con
λ = α/β. Ahora podemos escribir a (6.4) como

d(P, λ) =
|P − λ|2

ζ Nλ
.

Si λ y µ son dos cúspides, denotaremos con S(λ, µ) al conjunto de puntos
en H3 tales que son equidistantes a estas cúspides, más precisamente,

S(λ, µ) =
{
P ∈ H3 : d(P, λ) = d(P, µ)

}
.

Estos conjuntos resultan ser semiesferas o planos perpendiculares al borde C,
es decir, planos geodésicos en H3. En particular, S(∞, λ) es una semiesfera
centrada en λ con radio

√
Nλ.

Observación 6.6 (Interpretación aritmética). Tomemos S = Ψ∆(P ) ∈
PK,2(∆) y v = (α, β)t ∈ O2

K donde λ = α/β. Entonces

(6.5) d(P, λ)2 =
S[v]

∆ N〈α, β〉2 =
(

v∗Sv√
∆ N〈α, β〉

)2

.

Además de poder relacionar la distancia con la evaluación de una forma de
Humbert, (6.5) implica la siguiente proposición.

Proposición 6.7. Si g =
(

a b
c d

) ∈ M2(OK) con det(g) 6= 0, P ∈ H3 y
λ = α/β ∈ P1(K), entonces

d(g · P, g · λ) =
| det g| N〈α, β〉

N〈g(α, β)〉 d(P, λ).

En particular d(g · P, g · λ) = d(P, λ) para todo g ∈ SL2(OK).

Otra consecuencia de (6.5) es precisamente la explicación de porqué tra-
bajamos en este contexto geométrico considerando H3 con la distancia (6.4).
La constante proyectiva γp

K,2 dada por (6.1) cumple la siguiente ecuación.

(6.6) γp
K,2 = sup

P∈H3

ı́nf
λ∈P1(K)

d(P, λ)2.

En el resto de esta sección probaremos resultados sobre la existencia de esta
constante y de reducción de la misma, que usaremos luego para calcularla
expĺıcitamente.

Un número positivo c ∈ R es llamado una constante de reducción supe-
rior para el cuerpo K, si para cada P ∈ H3 existe al menos una cúspide λ
de K tal que d(P, λ) ≤ c. La constante de reducción superior óptima es el
ı́nfimo de todas las constantes de reducción superior.

Teorema 6.8 (Mendoza [Me]). Sea P ∈ H3.
1. Para cada número real c > 0, existe sólo un número finito de cúspi-

des λ tales que d(P, λ) ≤ c.
2. El número

√
|dK |/2 es una constante de reducción superior.
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3. Sea η : H3 → R la función dada por

(6.7) η(P ) = mı́n
λ∈P1(K)

d(P, λ).

Entonces η es continua e invariante por la acción de SL2(OK).
4. La función η alcanza un valor máximo absoluto sobre H3, el cual

coincide con la constante de reducción superior óptima.

Demostración. Ver en [Me], Teorema 1.1.12 para 1, Teorema 1.2.2
para 2 y §2 para 3 y 4 ¤

Aplicando este teorema a (6.6) tenemos que

(6.8) γp
K,2 ≤

|dK |
2

.

Ejemplo 6.9. En algunos casos vale la igualdad en (6.8), y en éstos
es posible determinar γp

K,2 con cierta facilidad. Ilustraremos esto en el caso

K = Q(
√−1). Tomemos P0 =

(
1+i
2 , 1√

2

)
∈ H3. Queremos mostrar que

η(P0) =
√

2.
Por un simple cálculo obtenemos que d(P0,∞) =

√
2. Luego, es suficiente

probar que d(P0, λ) ≥ √
2 para todo λ ∈ K. Por (6.4), esto es equivalente a

mostrar que
|P0 − λ|2 ≥ Nλ,

para todo λ. Si λ cumple que |1+i
2 − λ|2 ≥ 1

2 , entonces |P0 − λ|2 = |1+i
2 −

λ|2 + 1
2 ≥ 1 ≥ Nλ. Sino, entonces |1+i

2 −λ|2 < 1
2 , lo que implica que λ /∈ OK ,

por lo tanto |P0−λ|2 = |1+i
2 −λ|2 + 1

2 ≥ 1
2 . Pero 1

2 ≥ Nλ (ver el Lema 6.21).

Sabemos que vale la igualdad en (6.8) en los casos D = 1, 2, 3, 11, 19, 43,
67, 163 (todos los casos tales que hK = 1 excepto D = 7), D = 6 (hK = 2),
y D = 17 (hK = 4).

Ahora presentamos otro resultado de Mendoza, el cual nos ayudará a
reducir la igualdad en (6.6).

Definición 6.10. Sea λ ∈ P1(K). El conjunto minimal H(λ) de λ es el
conjunto de puntos en H3 tales que su distancia a λ es menor o igual a la
distancia a cualquier otra cúspide. Más precisamente,

H(λ) = {P ∈ H3 : d(P, λ) ≤ d(P, µ) ∀µ 6= λ}.
Observación 6.11. Es claro que la función η(P ) = d(P, λ) para todo

P ∈ H(λ). Además, recordando la Observación 6.5, podemos interpretar al
conjunto H(∞) como la clausura del conjunto de puntos de H3 que están
arriba de todas las semiesferas S(∞, λ) para todas las cúspides finitas λ.

Abreviemos Γ = SL2(OK) y h = hK . Además denotemos Γ(λ) al es-
tabilizador de λ en Γ. Es claro que Γ(λ) deja invariante a H(λ). Sean
{λ1, λ2, . . . , λh} un conjunto de representantes de las SL2(OK)-órbitas en
el conjunto de cúspides.

Por la regla de transformación dada en la Proposición 6.7, no es dif́ıcil
ver que

Γ · (H(λ1) ∪ · · · ∪H(λh)
)

= H3.
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Sea Ti un dominio fundamental de H(λi) bajo la acción de Γ(λi). Luego,
es claro que el conjunto

T1 ∪ · · · ∪ Th

es un dominio fundamental de H3 bajo la acción de Γ. Esto nos dice que si
queremos calcular el máximo global de η, como es invariante por SL2(OK)
por el Teorema 6.8, es suficiente determinar su máximo sobre este dominio
fundamental. Aśı

γp
K,2 = máx

1≤i≤h
máx
P∈Ti

d(P, λi)2.

Aún podremos reducir más la ecuación para γp
K,2. Para esto denomine-

mos conjunto de incidencia minimal al conjunto formado por la unión de
los bordes de todos los conjuntos minimales. Más precisamente,

(6.9) M =
⋃

λ

∂H(λ) =
⋃

λ 6=µ

H(λ) ∩H(µ).

Lema 6.12 (Mendoza [Me]). Si η alcanza su máximo local en un punto
P , entonces P está en M.

Demostración. Sea M = η(P ). Supongamos que P /∈ M. Como M
es cerrado, existe una bola abierta (eucĺıdea) B con centro en P y radio r
contenida en H3rM. Llamemos λ a la única cúspide tal que η(P ) = d(P, λ)
(ver Observación 6.11). Entonces es evidente que existe un punto P1 en la
bola B tal que d(P1, λ) > d(P0, λ) = η(P0), lo cual contradice la hipótesis
de máximo local. ¤

El conjunto de incidencia minimal M fue introducido para calcular ho-
moloǵıas enteras y racionales de grupos de Bianchi. Esto es aśı pues M es
un retracto celular de dimensión 2 de H3 que es invariante por SL2(OK).
Para más información ver [Me] y [Vo].

Este lema junto con la Proposición 6.7 transforma (6.6) en

(6.10) γp
K,2 = máx

P∈M
η(P )2 = máx

1≤i≤hK

máx
P∈T̃i

d(P, λi)2,

donde T̃i denota un dominio fundamental de ∂H(λi) bajo la acción de Γ(λi).
La siguiente sección estará destinada a determinar los conjuntos T̃i, los cuales
fueron estudiados en [Vo] por K. Vogtmann.

Concluimos esta sección con la traducción de la noción de forma ex-
trema en este contexto geométrico. Los puntos en los cuales la función η
tiene un máximo local (absoluto) serán llamados puntos extremos (absolu-
tos). Siguiendo [Me], los puntos extremos coinciden con los vértices de M.
Luego, por Definición 6.1 y las definiciones de η y d, tenemos la siguiente
proposición.

Proposición 6.13. El mapeo Φ definido en el Teorema 6.3 identifica
formas extremas (absolutos) con puntos extremos (absolutos).
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6.3. Resultados de Vogtmann

Esta sección contiene un resumen de parte del trabajo hecho K. Vogt-
mann en [Vo]. Estos resultados nos ayudarán a encontrar dominios funda-
mentales convenientes T̃i de ∂H(λi) bajo la acción de Γ(λi), los cuales son
necesarios para calcular γp

K,2 usando (6.10). Más aún, los vértices de estos
conjuntos determinarán los puntos extremos.

Dado una cúspide finita λ, asociamos a ésta el menor número natural n
tal que α = nλ ∈ OK y la matriz

L =
(

α 1
n 0

)
.

Para λ = ∞, tomamos α = 1, n = 0 y L = Id2 la matriz identidad. Los
elementos λ, n, α, L se mantendrán fijos en lo que resta de este caṕıtulo.

El siguiente teorema será la herramienta principal para encontrar nues-
tros dominios fundamentales. Éste es un algoritmo para construirlo.

Teorema 6.14 (Vogtmann [Vo]). Asumamos |dK | > 4. Sea λ ∈ P1(K).
Sea P un dominio fundamental para el lattice n〈α, n〉−2 en C. Un dominio
fundamental de ∂H(λ) bajo la acción Γ(λ), está dado por la unión de las
celdas

H(λ) ∩H(L(γ/m)),
tales que

(i) m es un entero tal que 0 < m < N〈α, n〉(−dK/2);
(ii) γ ∈ OK y γ/m ∈ P;
(iii) dim

(
H(λ) ∩H(L(γ/m))

)
= 2.

Este dominio será denotado por I(λ).

El teorema usa la palabra “celda” pues la intersección de dos conjuntos
minimales es, o un punto, o un segmento de geodésica, o una porción acotada
de un plano geodésico.

Cuando |dK | > 4, el grupo Γ(∞) coincide con el grupo de traslaciones de
C por elementos en OK . Cuando |dK | ≤ 4 (i.e. D = 1, 3) existen unidades en
K diferentes de ±1. Por lo tanto el conjunto Γ(∞) contiene más elementos
que las traslaciones por OK , más precisamente, algunas rotaciones depen-
diendo de D. En la Sección 6.4 consideraremos estos casos como ejemplos,
usando el mismo teorema.

Cuando el cuerpo K tiene número de clase 1, entonces existe una sola
órbita sobre el grupo SL2(OK) en el conjunto de cúspides. Luego, (6.10) nos
asegura que para calcular γp

K,2 es suficiente determinar un dominio funda-
mental para Γ(∞)\M. El Teorema 6.14 nos dice cómo hacerlo.

Más aún, los puntos extremos son puntos en donde la función η obtiene
un valor máximo local, pero

(6.11) η(z, ζ) =
1
ζ

para todo (z, ζ) ∈ H(∞).

Entonces, como el dominio I(∞) es una unión de celdas de la forma H(∞)∩
H(µ) para ciertos µ, los puntos en donde la función (6.11) toma sus valores
máximos locales son en los que tiene ζ-coordenada mı́nima localmente, y
éstos coinciden con los vértices de I(∞).
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En el caso general, debemos determinar hK dominios fundamentales de
la acción de Γ(λi) sobre ∂H(λi), para cada [λi]. Desafortunadamente, si
λ 6= ∞, el conjunto minimal H(λ) no luce tan ordenado como H(∞), pues
este último es “visto” desde arriba, y la función η está dada por (6.11).

Para compensar esta desventaja, Vogtmann introdujo las siguientes no-
ciones. Consideremos la λ-distancia desde un punto P ∈ H3 a una cúspide
µ definida como

(6.12) dλ(P, µ) = d(L(P ), L(µ)).

Como en la sección previa, para µ, ν ∈ P1(K) definimos

Sλ(µ, ν) = {P ∈ H3 : dλ(P, µ) = dλ(P, ν)} y

Hλ(µ) = {P ∈ H3 : dλ(P, µ) ≤ dλ(P, ν) ∀ ν ∈ P1(K)}.
El conjunto Hλ(µ) es llamado conjunto λ-minimal de µ. Notar que

(6.13) L(Hλ(µ)) = H(L(µ)).

Observación 6.15. Al igual que en la Observación 6.11, Sλ(∞, µ) es
una semiesfera centrada en µ = γ/δ con radio

√
N〈L(γ, δ)〉
N〈α, n〉 |δ|2 .

Más aún, Hλ(∞) es el conjunto de puntos en H3 que viven por encima de
todas las semiesferas Sλ(∞, µ) para toda cúspide finita µ.

Proposición 6.16. El grupo L−1Γ(λ)L actúa en ∂H3 r {∞} = C por
traslaciones por elementos del ideal fraccionario n〈α, n〉−2. Más precisa-
mente,

(6.14)
{(

ε ε−1x
0 ε−1

)
: ε ∈ K×, x ∈ n〈α, n〉−2

}
.

Demostración. Ver [Vo, Prop. (4.7)]. ¤

En la Sección 6.4 nos encargaremos de determinar I(λ) para ciertos cuer-
pos K particulares. De todas maneras, si la cúspide λ es finita, no seguiremos
de manera precisa el algoritmo dado por el Teorema 6.14 por las desventa-
jas que recién mencionamos. De todas maneras, notemos que el conjunto
I(λ) es formado por la unión, sobre algunas cúspides γ/m, de los conjuntos
H(λ)∩H(L(γ/m)). Por lo tanto, L−1(I(λ)) resulta ser la unión de los con-
juntos L−1(H(λ) ∩ H(L(γ/m))) sobre las cúspides γ/m que satisfacen (i),
(ii) y (iii) del Teorema 6.14. Más aún, por (6.13), tenemos que

L−1(H(λ) ∩H(L(γ/m))) = Hλ(∞) ∩Hλ(γ/m).

Análogamente al caso λ = ∞ (Observación 6.11), el conjunto Hλ(∞) ∩
Hλ(γ/m) es la porción de semiesfera Sλ(∞, γ/m) que vive fuera de todas las
semiesferas S(∞, µ), con µ cualquier cúspide finita. Esto permite encontrar
estos subconjuntos de manera similar al caso λ = ∞. Resumimos todo lo
anterior en la siguiente observación para luego citarla.
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Observación 6.17. Para una cúspide finita λ, debemos encontrar un
dominio fundamental Iλ para ∂Hλ(∞) bajo la acción de L−1Γ(λ)L, usando
el mismo algoritmo dado por el Teorema 6.14. Finalmente resulta

L(Iλ) = I(λ).

En principio es necesario determinar hK dominios fundamentales dife-
rentes. Vogtmann notó que hay algunas simetŕıas entre ellos. Por ejemplo,
usando que

dλ̄

(
(z̄, ζ), µ̄

)
= dλ

(
(z, ζ), µ

)
,

uno puede obtener fácilmente el siguiente lema.

Lema 6.18. El conjunto Hλ(∞) es la reflexión de Hλ̄(∞) con respecto
al plano Im z = 0.

Este resultado es muy útil para ciertos cuerpos. Por ejemplo, suponga-
mos que existe una cúspide λ tal que JK = {[∞], [λ], [λ̄]} ' Z3 (hK = 3),
donde denotamos [µ] a la clase del ideal 〈γ, δ〉 para una cúspide µ = γ/δ ∈ K.
Luego, por el lema, no es necesario determinar Hλ̄(∞) si ya conocemos
Hλ(∞). Más aún, para determinar γp

K,2 es suficiente encontrar el mı́nimo de
η en ∂H(∞) y en ∂H(λ).

Otra simetŕıa más complicada sigue del siguiente teorema.

Teorema 6.19 (Vogtmann [Vo]). Sea λ una cúspide tal que [λ]2 = 1.
Si µ y ν son cúspides tales que [µ][λ] = [ν], entonces existe g ∈ GL2(OK)
tal que

g
(
H(µ)

)
= H(ν).

Idea de la demostración. Escribimos λ = α/β. Desde que [λ]2 = 1,
uno puede probar que existe una matriz

(6.15) g =
(

x y
z w

)
∈ GL2(OK) tal que

{
〈α, β〉 = 〈x, y〉 = 〈z, w〉,
|det(g)| = N〈α, β〉,

y que induce un isomorfismo g : OK ⊕OK −→ 〈α, β〉 ⊕ 〈α, β〉. Esto implica
que

〈g(s, t)〉 = 〈xs + yt, zs + wt〉 = 〈s, t〉〈α, β〉 para todo (s, t) ∈ O2
K ,

por lo que concluimos que [g ·µ] = [µ][λ] = [ν] y N〈g(s, t)〉 = N〈s, t〉N〈α, β〉.
Escribiendo µ = γ/δ y aplicando la Proposición 6.7, resulta

d(g · P, g · µ) =
( | det g|N〈γ, δ〉

N〈g(γ, δ)〉
)

d(P, µ) = d(P, µ).

Por lo tanto g lleva H(µ) a H(g · µ). Luego, la primera afirmación queda
probada desde que cualquier conjunto minimal asociado a una cúspide puede
ser mapeado por un elemento de SL2(OK), a otro conjunto minimal de una
cúspide equivalente por SL2(OK) (ver [Vo, Proposition 5.2]). La segunda
afirmación es clara. ¤

Observación 6.20. Supongamos que [λ] es no trivial tal que [λ]2 = 0.
Sea g dada por (6.15), la matriz construida como en la demostración del teo-
rema anterior. Podemos asumir que satisface g(∞) = λ. Si T̃∞ es un dominio
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fundamental de Γ(∞)\∂H(∞), el Teorema 6.19 dice que g(T̃∞) es un do-
minio fundamental para la acción de Γ(λ) sobre ∂H(λ). Estas observaciones
facilitarán los cálculos de γp

K,2 pues

máx
P∈∂H(λ)

d(P, λ)2 = máx
P∈T̃∞

d(g · P, g · ∞)2(6.16)

= máx
P∈T̃∞

d(P,∞)2

= máx
(z,ζ)∈T̃∞

1
ζ2

,

y entonces no es necesario calcular máxP∈∂H(λ) d(P, λ)2 pues debemos cal-
cular el lado derecho. Por un argumento similar, para cualquier µ existe
g ∈ GL2(K) tal que g(H(µ)) = H(ν) donde [ν] = [λ][µ]. Finalmente, el
mı́nimo de η sobre ∂H(ν) es igual al mı́nimo sobre ∂H(µ).

Concluimos esta sección con un lema de teoŕıa algebraica de números
que nos ayudará a acotar el tamaño de las semiesferas Sλ(µ, ν).

Lema 6.21. Sea µ = γ/m una cúspide finita, donde m es el menor
natural tal que mµ ∈ OK . Entonces

N〈L(γ,m)〉 = N〈αγ + m,nγ〉 ≤
{

m λ = ∞,

n2m λ 6= ∞.

Demostración. Ver [Vo, Lemma 4.3]. ¤

6.4. Ejemplos

Hemos introducido todos los ingredientes y resultados necesarios para
calcular γp

K,2 y encontrar las formas extremas para cualquier K. Para esto
hay que encontrar el dominio fundamental I(λ) de Γ(λ)\∂H(λ) v́ıa el algo-
ritmo de Vogtmann (Teorema 6.14). De todas maneas, cuando |dK | crece, la
determinación de este dominio fundamental se vuelve más dif́ıcil. La razón
puede ser resumida aśı: cuando |dK | crece, el número complejo ω está cada
vez más lejos de 0 y, por lo tanto, más conjuntos H(λ) ∩ H(L(γ/m)) son
necesarios, según el Teorema 6.14.

A continuación realizaremos tres ejemplos. Los dos primeros serán bá-
sicos pues serán los de menor discriminante, esto es, K = Q(

√−3) y K =
Q(
√−1). El último será K = Q(

√−39), el cuerpo con número de clase igual
a 4 de determinante mı́nimo. Recordemos que para δ, β ∈ OK , [δ/β] denota
la clase del ideal 〈δ, β〉 en grupo de clases JK .

6.4.1. K = Q
√−1. El anillo OK = Z[i] es llamado el anillo de enteros

de Gauss y ω = i. En este caso el grupo de clases JK es trivial, por lo que
toda cúspide es Γ-equivalente a∞. Esto nos dice que es suficiente determinar
un dominio fundamental de M = ∂H(∞) bajo la acción de Γ(∞). Para
esto, primero usaremos el Teorema 6.14, aunque el hecho que no se cumpla
la hipótesis |dK | > 4 nos obligará a trabajar un poco más luego de obtener
I(∞).

Fijemos como dominio fundamental para el lattice Z[i], el clásico con-
junto

P = {x + yi : 0 ≤ x, y < 1}.
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Como mencionamos en la Observación 6.11, el conjunto H(∞) es la clausura
del conjunto de puntos que viven “arriba” de todas las semiesferas S(µ,∞),
donde µ una cúspide finita. También mencionamos (Observación 6.5) que la
semiesfera S(µ,∞) tiene radio

√
Nλ, el cual es igual a 1 para el caso µ = 0

1 .
Además es fácil comprobar que las semiesferas S(µ,∞) y S(µ+β,∞) tienen
el mismo radio para cualquier β ∈ Z[i].

La Figura 6.1 muestra la semiesfera S(0,∞) en el medio, rodeada por
las ocho semiesferas S(µ,∞) con µ ∈ {±1,±i,±(1 ± i)}. Llamemos A al
casquete de S(0,∞) que sobresale (parte oscura). Se puede ver por simples
cálculos que los cuatro vértices de A son los puntos

(6.17)
(
±1

2
± i

2
,

1√
2

)
.

Llamemos P0 =
(
(1 + i)/2, 1/

√
2
)
, el cual es el mismo que en el Ejemplo 6.9,

en donde se presentó un cálculo de γp
K,2 diferente.

Consideremos para este caso el subgrupo de Γ dado por

Γ0 =
{(

1 β
0 1

)
: β ∈ Z[i]

}
.

Notemos que por (6.14), Γ0 tiene ı́ndice 4 en

Γ =
{(

ε β
0 ε−1

)
: ε ∈ {±1,±i}, β ∈ Z[i]

}
.

Nuestro primer objetivo es probar que el conjunto A es un dominio funda-
mental para ∂H(∞) bajo la acción de Γ0. Para esto, primero probemos que
A = H(∞) ∩ H(0), verificando que todo punto de A está fuera (o sobre)
cualquier semiesfera S(µ,∞) con µ una cúspide finita. En el gráfico se mues-
tra que esto es cierto para S(µ,∞) con µ ∈ {±1,±i,±1± i}, y es claro que
también vale para todos los demás µ ∈ Z[i].

Figura 6.1. I(∞) para K = Q(
√−1)
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Sea µ = δ/k con δ ∈ Z[i] y k ∈ N mı́nimo tal que kµ ∈ Z[i]. Supongamos
que k ≥ 2. Por el Lema 6.21, la semiesfera S(µ,∞) tiene radio

√
Nµ =

√
N〈δ, k〉

k2
≤ 1√

k
.

Pero claramente los puntos en A con coordenada zη mı́nima son los vértices
(6.17). Dicha ζ-coordenada mı́nima es 1/

√
2 ≥ 1/

√
k para todo k ≥ 2. Esto

implica que la esfera S(µ,∞) a lo sumo incluye algún vértice de A, pero
nunca ningún punto de A puede estar del mismo lado de µ con respecto a
la semiesfera. Esto prueba que H(0) ∩H(∞) = A.

Por el momento, a partir de la Observación 6.11, sabemos que H(∞)
está contenido en la clausura del conjunto de puntos por encima de las
semiesferas S(µ,∞) con µ ∈ Z[i]; a tal conjunto lo denominaremos J . Con
la misma prueba que recién, si λ /∈ Z[i] es una cúspide finita, se ve que la
semiesfera S(λ,∞) a lo sumo contiene a un punto de J , más precisamente a
un elemento de la Γ0-órbita de P0 por Z[i], lo que implica que dim(H(λ) ∩
H(∞)) = 0.

Hasta ahora sabemos que A es un dominio fundamental para Γ0\∂H(∞).
Con esto estamos en condiciones de calcular γp

K,2. Por (6.10) tenemos

(6.18) γp
K,2 = máx

P∈A
d(P,∞)2 = d(P0,∞)2 =

1
(
√

2)2
= 2.

Un conjunto de representantes de las clases de Γ0\Γ son las matrices
(

i
1

)
,

(−1
1

)
,

(−i
1

)
,

(
1

1

)
.

La primera de ellas genera a las demás, y actúa en H3 por una rotación por
π/2 (90 grados) alrededor el eje de la coordenada ζ. Esto implica que un
dominio fundamental de M bajo la acción de Γ es la intersección de A con
el primer cuadrante {(z, ζ) ∈ H3 : Re(z) > 0, Im(z) > 0}.

En particular, los vértices de A son todos Γ-equivalentes a P0, por lo
que la única forma extrema de determinante ∆ > 0 salvo equivalencia por
Γ es la inducida por P0, que aplicando la Proposición 6.7 resulta

S = Ψ(P0) =
√

2∆
(

1 −1+i
2

−1−i
2 1

)
.

Más precisamente, para ∆ = 1,

S [( α
β )] = 2

(|α|2 − Re
(

1+i
2 ᾱβ

)
+ |β|2)2

.

6.4.2. K = Q
√−3. El anillo OK = Z[

√−3] es llamado el anillo de
enteros de Eisenstein, y ω = 1+

√
3i

2 . Nuevamente el grupo de clases JK es
trivial. Otra vez aplicaremos el Teorema 6.14, a pesar de que K no cumpla
la hipótesis |dK | > 4. Fijamos

P = {x + yω : 0 ≤ x, y < 1},
como dominio fundamental para el lattice OK . Análogamente al caso an-
terior, las semiesferas S(µ + β,∞) tienen radio igual a 1 para cualquier
β ∈ Z[i].
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Figura 6.2. I(∞) para K = Q(
√−3)

La Figura 6.2 muestra la semiesfera S(0,∞) en el medio, rodeada por
las seis semiesferas S(µ,∞) con µ ∈ {±1,±ω,±(1 − ω)}. Llamemos A al
casquete de S(0,∞) que sobresale (parte oscura). Sea P0 =

(
i/
√

3,
√

2/
√

3
)
,

el cual es un vértice de A. Consideremos

Γ0 =
{(

1 β
0 1

)
: β ∈ OK

}
.

En este caso Γ0 tiene ı́ndice 3 en Γ, por haber precisamente tres unidades
en OK . Veamos que A = H(∞) ∩ H(0), verificando que todo punto de A
está fuera (o sobre) cualquier semiesfera S(µ,∞) con µ una cúspide finita.
En el gráfico se muestra que esto es cierto para S(µ,∞) con µ ∈ OK .

Sea µ = δ/k con δ ∈ OK y k ∈ N mı́nimo tal que kµ ∈ OK . Supongamos
que k ≥ 2. La semiesfera S(µ,∞) tiene radio

√
Nµ =

√
N〈δ, k〉/k2 ≤ 1/

√
k

por el Lema 6.21. Pero para k ≥ 2, se tiene que 1/
√

k <
√

2/3, donde√
2/3 es el valor mı́nimo de la coordenada ζ que toman los puntos de A.

Esto implica que todos los puntos de A están en el “lado de afuera” de las
semiesferas S(µ,∞) y por lo tanto H(0) ∩H(∞) = A.

Con la misma prueba que arriba, resulta que A es un dominio funda-
mental de M bajo la acción de Γ0. Luego, por (6.10), tenemos que

(6.19) γp
K,2 = máx

P∈A
d(P,∞)2 = d(P0,∞)2 =

3
2
.

Finalmente, la matriz ( ω
1 ) genera un conjunto de tres representantes

de Γ0\Γ, y actúa en H3 por una rotación por 2π/3 (120 grados) alrededor
el eje de la coordenada ζ. Esto implica que un dominio fundamental de M
bajo la acción de Γ es la intersección de A con {(z, ζ) ∈ H3 : Re(z) >
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Figura 6.3. I(∞) para K = Q(
√−39)

0, Im(z)+Re(z) > 0}. En particular, los vértices de A son todos GL2(OK)-
equivalentes a P0, pero P0 y P̄0 no son Γ-equivalentes, tal como lo muestra
la Tabla 6.1 en la página 74.

Finalmente, las únicas formas extremas de determinante ∆ > 0 salvo
equivalencia por Γ, son

S1 = Ψ(P0) =

√
∆
2

(√
3 −i
i

√
3

)
, S2 = Ψ(P̄0) =

√
∆
2

(√
3 i
−i

√
3

)
.

Más precisamente, para ∆ = 1,

S1,2 [( α
β )] = 1

2

(√
3|α|2 ± 2iRe (ᾱβ) +

√
3|β|2

)2
.

6.4.3. K = Q
√−39. Aqúı ω = (1 +

√
39i)/2. El grupo de clases JK

de K es isomorfo al grupo ćıclico de orden 4. El elemento θ = [ω/2] es un
generador. Usaremos la siguiente realización de JK :

JK =
{

θ0 = [∞], θ1 =
[ω

2

]
, θ2 =

[
1 + ω

3

]
, θ3 =

[
1 + ω

2

]}
.

Para cada cúspide λ en {∞, ω/2, (1 + ω)/3, (1 + ω)/2}, encontraremos un
dominio fundamental Iλ para ∂Hλ(∞) bajo la acción de L−1Γ(λ)L tal como
lo explicamos en la Observación 6.17.

Si escribimos a una cúspide µ como δ/k, estaremos asumiendo que k es
el menor entero positivo tal que kµ ∈ OK .
♣ Caso λ0 = ∞. Fijamos P = {x + yω ∈ C : 0 ≤ x, y < 1} como el
dominio fundamental para el lattice OK . Por el Teorema 6.14, necesitamos
considerar solamente los conjuntos H(∞)∩H(γ/m) para 0 < m < 39/2 < 20
y γ = a + bω con 0 ≤ a, b < m.
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Mencionamos en la Observación 6.11 que H(∞) es el conjunto de puntos
que vive por encima de todas las semiesferas S(µ,∞) con µ una cúspide
finita. Dibujamos las semiesferas S(δ/k,∞) para 1 ≤ k ≤ 3 tales que δ/k
está en P, o “cerca” de P para encerrar el dominio.

Recordemos que por la Observación 6.5, la semiesfera S(δ/k,∞) tiene ra-
dio igual a la ráız cuadrada de Nδ/k = N〈δ, k〉/k2. Además, es fácil chequear
que el radio de S(δ/k + β,∞) es

√
Nδ/k para cualquier β ∈ OK .

El dibujo obtenido se muestra en la la Figura 6.3. Una breve descripción
es la siguiente:

el hexágono oscuro más grande llamado A está sobre la semiesfera
S(0,∞), la cual tiene radio 1;
los paralelogramos oscuros más pequeños llamados B y E están
sobre las semiesferas S((1 + ω)/3,∞) y S((2 + 2ω)/3,∞) respecti-
vamente, las cuales tienen radio 1/

√
3;

los paralelogramos oscuros más grandes C y D están sobre las
semiesferas S(ω/2,∞) y S((1 + ω)/2) respectivamente, las cuales
tienen radio 1/

√
2;

las demás semiesferas S(δ/k,∞) no oscuras ni denotadas con ningu-
na letra no satisfacen δ/k ∈ P. Pero éstas encierran las partes os-
curas en las que estamos interesados.

Nuestro objetivo es probar que

A = H(0) ∩H(∞), B = H
(

1+ω
3

) ∩H(∞),

C = H
(

2+2ω
3

) ∩H(∞), D = H
(

ω
2

) ∩H(∞),

E = H
(

1+ω
2

) ∩H(∞).

Más aún, probaremos que la unión de estas 2-celdas serán el dominio fun-
damental I(∞) dado por el Teorema 6.14. Denotaremos por J0 la unión de
todas ellas. En la Figura 6.4 hemos dibujado la proyección ortogonal de J0

sobre C con las coordenadas expĺıcitas de los vértices.
La Observación 6.11 nos dice que el conjunto H(γ/m) ∩H(∞) son los

puntos dentro de S(γ/m,∞) que están fuera de todas las demás semiesferas
S(δ/k,∞). Supongamos que para una cúspide γ/m ∈ P con 1 ≤ m ≤ 3,
la semiesfera S(γ/m,∞) no aparece en la Figura 6.3 (por ejemplo γ/m =
1/2, ω/3). Esto quiere decir que, o H(γ/m) ∩ H(∞) es vaćıo, o que su
dimensión es menor a dos.

Para mostrar que J0 = I(∞) es suficiente probar que cualquier semies-
fera S(δ/k,∞) no cubre estrictamente ningún punto de J0, es decir que
puede contener puntos de J0 pero no puede intersecar ningún punto del
abierto comprendido por encima de J0. Esto parece imposible pues existen
infinitas cúspides δ/k, pero el radio de S(δ/k,∞) decrece cuando k crece.

La semiesfera S(δ/k,∞) tiene radio
√

N〈δ, k〉/k2, por lo tanto menor o
igual que 1/

√
k, por el Lema 6.21. Vimos que el mı́nimo de la coordenada ζ

de los puntos de J0 es
√

3/
√

39, el cual es realizado en P5. Si 1/
√

k ≤ √
3/
√

39
entonces claramente S(δ/k,∞) no estará sobre ningún punto de J0. Esto nos
asegura que es suficiente mostrar que S(δ/k,∞) no cubre ningún punto de
J0 para k < 13.
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Figura 6.4. Proyección de I(∞) sobre C para K = Q(
√−39)

P1
P2

P3

P4

P5

P6

P7
P8

P9

P10

P11

P12
P13

0

ω/2 (1+ω)/2

(1+ω)/3

2(1+ω)/3 P1 = (−z6, ζ6), P2 = (−z5, ζ5),

P3 = (−z6 + 1, ζ6), P4 = (z6 − 1, ζ6),

P5 = (z5, ζ5) =
(

6i√
39

,
√

3√
39

)
,

P6 = (z6, ζ6) =
(

1
2 + 9i

2
√

39
,
√

9√
39

)
,

P7 = (−z9 + ω, ζ9), P8 = (z5 + 1, ζ5),

P9 = (z9, ζ9) =
(

12i√
39

,
√

12√
39

)
,

P10 = (−z5 + ω, ζ5), P11 = (z9 + 1, ζ9),

P12 = (−z6 + ω, ζ6),

P13 = (−z5 + 1 + ω, ζ5).

Esto nos dice que es necesario chequear que sólo una cantidad finita
de semiesferas no cubren ninguna parte de J0. Después de realizar estos
cálculos, los cuales no incluimos por una cuestión de espacio, concluimos
que

J0 = I(∞).

♣ Caso λ1 = ω/2. La matriz asociada a λ1 introducida al comienzo de la
Sección 6.3 es

L =
(

ω 1
2 0

)
.

Se puede verificar que

(6.20) 2〈ω, 2〉−2 = 2Z⊕ 1−ω
2 Z.

Fijamos P = {x + y(1− ω)/2 ∈ C : 0 ≤ x, y < 1} como un dominio
fundamental en C bajo la acción de L−1Γ(λ1)L.

De manera análoga que en caso anterior, consideraremos las semiesferas

Sλ1(δ/k,∞)

para 1 ≤ k ≤ 4 y δ/k en P o cerca de P para encerrar el dominio. Las
semiesferas Sλ1(γ/m,∞) con γ/m ∈ P, como uno puede ver en el gráfico
resultante, son Sλ1(0,∞) y Sλ1(ω/2,∞), ambas de radio 1/

√
2, y Sλ1(1,∞)

de radio igual a 1. Argumentos similares como los usados en el caso pre-
vio, siguiendo la Observación 6.15, prueban que la parte visible de estas
semiesferas son Hλ1(0) ∩Hλ1(∞), Hλ1(ω/2) ∩Hλ1(∞) y Hλ1(1) ∩Hλ1(∞)
respectivamente. Denotamos por J1 la unión de todas ellas. La Figura 6.5
exhibe la proyección ortogonal de J1 sobre C y las coordenadas expĺıcitas
de los vértices.

Para probar que J1 coincide con Iλ1 , es suficiente probar que cualquier
semiesfera Sλ1(δ/k,∞) no cubre estrictamente ningún punto de J1. Un análi-
sis similar al hecho en el caso anterior muestra que hay una cantidad finita
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Figura 6.5. Proyección de Iω/2 sobre C para K = Q(
√−39)

Q1

Q2

Q3

Q4

Q5

Q6

Q7

Q8

Q9

0

(1+ω)/4

1

Q1 = (w1, ξ1) =
(
−1

4 − 9i
4
√

39
,
√

12√
39

)
,

Q2 = (−w5, ξ5),

Q4 = (w1 + 2, ξ1),

Q3 = (w5 + 2− 1+ω
2 , ξ5),

Q5 = (w5, ξ5) =
(
−1

4 + 15i
4
√

39
,
√

3√
39

)
,

Q6 = (−w1, ξ1),

Q7 = (w1 + 1+ω
2 , ξ1),

Q8 = (−w5 + 1+ω
2 , ξ5),

Q9 = (w5 + 2, ξ5).

de casos para chequear. Por falta de espacio no incluimos estos cálculos, pero
se concluye que

J1 = Iλ1(∞).

♣ Caso λ2 = (1 + ω)/3. Notemos que [λ2]2 = 1. Luego, siguiendo la Idea de
la demostración del Teorema 6.19, tomamos

g =
(

1 + ω 2− ω
3 −1− ω

)
.

Esta matriz satisface los requerimientos dados en (6.15) pues 〈α2, n2〉 =
〈1 + ω, 3〉 = 〈2 − ω,−1 − ω〉, det(g) = 3 = N〈α2, n2〉, donde α2 = 1 + ω,
n2 = 3 y por lo tanto λ2 = α2/n2. Más aún, g(∞) = λ2 y g (λ2) = ∞.
Finalmente, El Teorema 6.19 implica que

H(λ2) = g(H(∞)).

Esto implica que el conjunto g(I(∞)) es un dominio fundamental para
∂H(λ2) bajo la acción de Γ(λ2). Este conjunto coincide con el dominio fun-
damental I(λ2) por el Teorema 6.14, para cierta elección de P.
♣ Caso λ3 = (1 + ω)/2. El Lema 6.18 asegura para este caso que ∂Hλ3(∞)
es la reflexión de ∂Hλ1(∞) con respecto al plano Im(z) = 0, pues [λ3] =
θ−3 = θ = [λ1].

Luego, por la Observación 6.17, el conjunto Iλ1 coincide con el dominio
fundamental Iλ3 para cierta elección de P.

En este momento podemos asegurar que todo punto del conjunto de
incidencia minimal M (ver (6.9)) es Γ-equivalente a un punto de uno de los
siguientes conjuntos

I(∞), I(λ2) = g(I(∞)),

I(λ1) =
(

ω 1
2 0

)
(Iλ1) , I(λ3) =

(
1 + ω 1

2 0

)
(Iλ3) .
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Figura 6.6. Puntos extremos módulo SL2(OK)-
equivalencia para K = Q(

√−39)

I(∞) Iω
2

I 1+ω
2

Los vértices marcados por la misma figura (cuadra-
dos, ćırculos o triángulos) son equivalentes por
GL2(OK), y los que tienen distinto color (blanco o
negro) son sólo SL2(OK)-equivalentes.

Sea I la unión de estos cuatro conjuntos. No podemos asegurar que este
conjunto I sea un dominio fundamental de M bajo la acción de Γ, pero es
evidente que todo punto de M es SL2(OK)-equivalente a un punto de I.

El siguiente paso es determinar un conjunto de representantes de los con-
juntos de vértices de I bajo la acción de Γ. Esto lo hacemos pues recordemos
que el conjunto de vértices de I son los puntos extremos (ver la Defini-
ción 6.1), los cuales están en correspondencia con las formas extremas (ver
Proposición 6.13).

Claramente {P1, P2, P5, P6, P7, P9} es un conjunto de representantes de
los vértices de I(∞) bajo la acción de Γ(∞). Notemos que el grupo GL2(OK)
es generado por los elementos de Γ y la matriz

(−1
1

)
, la cual actúa sobre

H3 como (z, ζ) 7→ (−z, ζ). Esto nos dice que los pares (P2, P5), (P1, P6) y
(P7, P9) son GL2(OK)-equivalentes, por lo tanto {P5, P6, P9} son un conjunto
de representantes de los vértices de I(∞) bajo la acción GL2(OK). Estos
hechos están ilustrados en el gráfico de la izquierda de la Figura 6.6.

Los vértices de g(I(∞)) son de la forma {g(Pj) : 1 ≤ j ≤ 13}. Se puede
chequear fácilmente que la 2-celda sobre S((1 + ω)/3,∞) es llevada sobre
śı misma por g. Más precisamente,

g(P5) = P8, g(P8) = P5, g(P6) = P6, g(P7) = P7.

Por otro lado, también es fácil chequear que ghg−1 ∈ Γ para todo h ∈ Γ. Esto
implica que dos puntos son Γ-equivalentes si y sólo si sus correspondientes
imágenes sobre g son Γ-equivalentes. Estos hechos fuerzan a que cualquier
vértice en g(I(∞)) sean Γ-equivalente a algún vértice en I(∞).

Sea L = ( ω 1
2 0 ). Por (6.14) y (6.20) tenemos que

L−1 Γ(λ) L =
{
±

(
1 2a + 1−ω

2 b
0 1

)
: a, b ∈ Z

}
.

Describimos la acción de L−1 Γ(λ1) L sobre los vértices de Iλ1 en la Figu-
ra 6.6. Se puede chequear que todos los vértices en Iλ1 son equivalente por
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L−1 Γ(λ1) L a uno de {Q1, Q2, Q5, Q6}. Además,

L(Q1) = P9, L(Q2) = P10, L(Q5) = P5, L(Q6) = P7.

Esto nos dice que cada uno de los vértices de I(λ1) = L(Iλ1) es Γ-equivalente
a un vértice de I(∞), es decir, a uno de los puntos de {P1, P2, P5, P6, P7, P9}.
La misma prueba vale para λ3.

Finalmente concluimos que los puntos {P1, P2, P5, P6, P7, P9} son los
puntos extremos de la acción Γ. Estos puntos contienen toda la informa-
ción necesaria para obtener la constante de Humbert-Hermite proyectiva
γp

K,2 y las formas extremas proyectivas, para K = Q(
√

39i).
Por (6.10), γp

K,2 = máxP∈I η(P )2. Pero este máximo es realizado en un
vértice de I, los cuales son Γ-equivalentes a los vértices de I(∞), sin que
cambie el valor de η pues ésta es Γ-invariante. De esta forma obtenemos que

(6.21) γp

Q(
√−39),2

= máx
j∈{1,2,5,6,7,9}

d(Pj ,∞) = máx
j∈{1,2,5,6,7,9}

1
ζ2
j

=
39
3

= 13.

Para concluir listamos las formas extremas proyectivas (ver Definición
6.1) de determinante 1, aplicando el mapeo Ψ = Ψ1 del Teorema 6.3 a los
representantes de los puntos extremos bajo la acción de Γ:

Ψ
(
± 6i√

39
,
√

3√
39

)
=

( √
13 ∓√12i

±√12i
√

13

)
,

Ψ
(
± 15i√

39
,
√

9√
39

)
=

(√
13/3 ∓5i
±5i 2

√
39

)
,

Ψ
(
± 12i√

39
,
√

12√
39

)
=

(√
13/4 ∓√12i

±√12i 2
√

13

)
.

Todas estas formas realizan su mı́nimo en (1, 0), el cual es el vector asociado
con la cúspide ∞ = 1/0.

6.4.4. Tabla de resultados. El mismo procedimiento que en los
ejemplos anteriores funciona para obtener la constante γp

K,2 de Humbert-
Hermite proyectiva y las formas extremas proyectivas para cualquier cuerpo
de números cuadrático imaginario K. La Tabla 6.1 muestra los resultados
para todos los cuerpos K que cumplen |dK | < 70. En la última columna
sólo incluimos los puntos extremos proyectivos absolutos pues la cantidad
de éstos crece demasiado cuando |dK | sube, siendo imposible incluirlos en la
tabla.
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K,2 PARA EXTENSIONES CUADRÁTICAS IMAGINARIAS

Tabla 6.1. Puntos extremos

−dK D γp
K,2 hK ptos. proy. extrem. abs.

3 3 3/2 1
(± i√

3
,
√

2√
3

)

4 1 4/2 1
(

1
2 + i√

4
,
√

2√
4

)

7 7 7/3 1
(± 2i√

7
,
√

3√
7

)

8 2 8/2 1
(

1
2 + 2i√

8
,
√

2√
8

)

11 11 11/2 1
(± 3i√

11
,
√

2√
11

)

15 15 15/5 2
(± 5i√

15
,
√

5√
15

)

19 19 19/2 1
(± 6i√

19
,
√

2√
19

)

20 5 20/4 2
(± 4i√

20
,
√

4√
20

)

23 23 23/5 3
(± 8i√

23
,
√

5√
23

)

24 6 24/2 2
(

1
2 ± 4i√

24
,
√

2√
24

)

31 31 31/3 3
(± 11i√

31
,
√

3√
31

)

35 35 35/5 2
(± 10i√

35
,
√

5√
35

)

39 39 39/3 4
(± 6i√

39
,
√

3√
39

)

40 10 180/13 2

(
1
2 ± 22i

3
√

40
,
√

26
3
√

40

)
,(± 1

6 ± 6i√
40

,
√

26
3
√

40

)

43 43 43/2 1
(± 16i√

43
,
√

2√
43

)

47 47 47/5 5

(± 18i√
47

,
√

5√
47

)
,(± 29i

2
√

47
,
√

5
2
√

47

)
ω
2

51 51 51/2 2

(± 7i√
51

,
√

2√
51

)
,(± 10i√

51
,
√

2√
51

)

52 13 52/3 2

(± 7i√
52

,
√

3√
52

)
,(

1
2 ± 6i√

52
,
√

3√
52

)

55 55 176/19 4

(± 35i
4
√

55
,
√

95
4
√

55

)
,(± ( 3

10 + 19i
2
√

55
),

√
95

5
√

55

)
,(± ( 7

10 + 19i
2
√

55
),

√
95

5
√

55

)

56 14 56/6 4

(
1
2 ± 6i√

14
,
√

6√
56

)
,(

1
2 + 53i

11
√

14
,

√
6

11
√

56

)
1+ω

3

59 59 59/2 3

(± 23i√
59

,
√

2√
59

)
,(

1
2 + 23i

2
√

59
,
√

2
2
√

59

)
2+ω

3

67 67 67/2 1
(± 20√

67
i,
√

2√
67

)

68 17 68/2 4

(
1
2 ± 7i

2
√

17
,
√

2√
68

)
,(

1
2 + 95i

18
√

17
,
√

2
9
√

68

)
1+ω

3

Todo punto extremo vive en H(∞) excepto cuando el punto tiene una
cúspide µ como sub́ındice, lo cual indica que el punto está en H(µ).
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Parte 3

Sumas de cuadrados y variedades
isospectrales





CAṔıTULO 7

Notación y definiciones básicas

En este caṕıtulo introduciremos herramientas y resultados conocidos con
los que trabajaremos en el resto de esta parte. Comenzaremos explicando la
relación entre lattices (o ret́ıculos) en el espacio eucĺıdeo y formas cuadráticas
definidas positivas. La siguiente sección introducirá las definiciones básicas
sobre isospectralidad entre variedades Riemannianas. Luego introduciremos
los grupos de Bieberbach, estudiando de las variedades compactas planas,
la teoŕıa general de sus anillos de cohomoloǵıa y sus respectivos espectros.

7.1. Formas cuadráticas y lattices

Comenzaremos considerando formas cuadráticas sobre el cuerpo de los
número reales. Éstas están parametrizadas por matrices cuadradas simétri-
cas, pues son de la forma

A[x] = xtAx =
∑

1≤i,j≤n

ai,j xixj =
∑

1≤i≤n

ai,i x
2
i +

∑

1≤i<j≤n

2ai,j xixj ,

donde A = At = (ai,j) ∈ M(n;R) y x = (x1, . . . , xn)t ∈ Rn.
La forma es no singular si det(A) 6= 0. En este caso su dimensión es n.

La forma A es definida positiva si A[x] > 0 para todo x 6= 0.
Dos formas cuadráticas definidas positivas A y A′ con igual determinante

se dicen equivalentes si existe una matriz U ∈ GL(n,Z) tal que

A′ = UAU t.

Notar que las formas A y A′ representan a los mismos números sobre Zn.
Diremos que la forma A es entera si A[x] ∈ Z para todo x ∈ Zn, lo cual

es equivalente a que ai,i ∈ Z y 2ai,j ∈ Z para todo i y j.

En este trabajo llamaremos lattice a todo Z-submódulo de Rn de rango
n. Si Λ es un lattice existe una base {λ1, . . . , λn} de Rn tal que Λ = Zλ1 ⊕
· · ·⊕Zλn. Ésta será llamada una base entera de Λ y la matriz M construida
colocando como filas los vectores de una base entera, será llamada una matriz
generadora de Λ. La matriz A = MM t es llamada una matriz de Gram de
Λ. El determinante de Λ es det(A) = det(M)2.

Diremos que dos lattices Λ y Λ′ son equivalentes si

M ′ = UMB,

donde U ∈ GL(n,Z) y B ∈ O(n). En particular, si M1 y M2 son matrices
generadoras de Λ, entonces existe U ∈ GL(n,Z) tal que M1 = UM2 y tal
que A1 = UA2U

t.
Consideraremos al espacio vectorial Rn con el producto interno canónico

〈x, y〉 =
∑

i xiyi y su base ortonormal canónica {e1, . . . , en}. Diremos que
un lattice Λ es entero si 〈λ, λ′〉 ∈ Z para todo λ, λ′ ∈ Λ.

79
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Existe una correspondencia entre las formas cuadráticas reales definidas
positivas de dimensión n y los lattices en Rn. Sea Λ es un lattice con base
entera λ1, . . . , λn. Entonces, si λ =

∑
i xiλi ∈ Λ tenemos

‖λ‖2 = ‖x1λ1 + · · ·+ xnλn‖2 =
n∑

i=1

n∑

j=1

xixj 〈λi, λj〉

= xtMM tx = A[x],

donde x = (x1, . . . , xn)t. Si tomamos otra matriz generadora M ′ = UM de
Λ (U ∈ GL(n,Z)), resultará la forma cuadrática A′ = UAU t, la cual es
equivalente a A. Además, si Λ es un lattice entero, la forma A es entera.

Rećıprocamente, si A es una forma cuadrática definida positiva de di-
mensión n, por el teorema de descomposición existe M tal que A = MM t,
la cual define un lattice.

7.2. Variedades isospectrales

A una variedad Riemanniana M le podemos asociar el operador de
Laplace-de Rham, el cual es la generalización del operador de Laplace ∆ =∑n

j=1
∂2

∂x2
j

en Rn. Este operador se define como

∆ : C∞
c (M) → L2(M), ∆(f) = d∗d(f).

donde d es la derivada exterior y d∗ es la coderivada. Sólo consideraremos
variedades Riemannianas compactas por lo que ∆ : C∞ → L2(M). Más ge-
neralmente, para cada 0 ≤ p ≤ n = dim(M), podemos definir el p-operador
de Hodge-Laplace sobre p-formas suaves, como

∆p : Ωp(M) → Ωp(M), ∆p(ω) = d∗d(ω) + dd∗(ω).

El p-espectro de la variedad M se define como el conjunto

(7.1) specp(M) = {(λ, dλ) : λ ≥ 0 es autovalor de ∆p y dλ = dimHλ > 0}
donde Hλ es el autoespacio del operador ∆p asociado a λ. Usualmente se
llama simplemente espectro a spec0(M).

Definición 7.1. Sea M1 y M2 variedades Riemannianas. Las variedades
M1 y M2 se dicen p-isospectrales (solo isospectrales para p = 0) si

specp(M1) = specp(M2).

Además, M1 y M2 se dicen fuertemente isospectrales si todos los operadores
eĺıpticos autoadjuntos naturales sobre las variedades son isospectrales.

Observación 7.2. Los p-operadores de Hodge-Laplace son operadores
eĺıpticos autoadjuntos naturales, por lo que dos variedades fuertemente isospec-
trales son en particular p-isospectrales para todo p.

Ahora introduciremos el método de Sunada, centrándonos en cómo apli-
carlo a variedades compactas planas. Si G es un grupo y g ∈ G, denotaremos
por [g] a la G-clase de conjugación de g.

Definición 7.3. Si G es un grupo finito y F , F ′ son subgrupos de G,
(G,F, F ′) es llamado un triple de Sunada si existe una biyección ϕ : F ↔ F ′
tal que ϕ(x) = gxxg−1

x , para algún gx ∈ G. Equivalentemente, #([g] ∩ F ) =
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#([g] ∩ F ′) para cada g ∈ G, donde [g] denota la clase de conjugación de g.
En este caso diremos que F y F ′ son casi-conjugados en G.

Teorema 7.4. (T. Sunada [Su]). Sea M una variedad Riemanniana
compacta. Si G ⊂ Iso(M) y F , F ′ son subgrupos de G actuando libremente
sobre M tales que (G,F, F ′) es un triple de Sunada, entonces F\M y F ′\M
son fuertemente isospectrales (ver [DG]).

Definición 7.5. Las variedades F\M y F ′\M (fuertemente isospec-
trales) construidas por el teorema anterior son llamadas Sunada-isospectra-
les.

7.3. Grupos de Bieberbach

Una variedad plana es una variedad Riemanniana con curvatura constan-
temente nula. El cubrimiento universal de una variedad plana completa es el
espacio Eucĺıdeo. Esto se usa para probar los teoremas de Bieberbach de que
todas las variedades compactas planas son finitamente cubiertas por toros.
Más aún, todas ellas son de la forma Γ\Rn donde Γ es un grupo discreto y
cocompacto de Iso(Rn) libre de torsión, i.e. un grupo de Bieberbach.

7.3.1. Definición. El grupo de isometŕıas de Rn está dado por

Iso(Rn) = O(n)nRn,

con la operación dada por

(B, b) · (B′, b′) = (BB′, B′b + b′),

y la acción sobre Rn por

(B, b) · v = B(b + v).

Escribiremos a cualquier elemento γ ∈ Iso(Rn) de la forma γ = BLb, con
B ∈ O(n) y Lb la traslación por b ∈ Rn. En este caso, BLb · B′Lb′ =
BB′LB′b+b′ .

Un subgrupo discreto y cocompacto Γ de Iso(Rn) es llamado un grupo
cristalográfico. Si además Γ es libre de torsión, entonces Γ es llamado un
grupo de Bieberbach. Tales grupos actúan de manera propia y libremente
discontinua. Luego MΓ = Γ\Rn resulta una variedad compacta plana.

Las traslaciones de un grupo de Bieberbach Γ forman un subgrupo nor-
mal abeliano maximal de ı́ndice finito, LΛ, donde Λ es un lattice de rango
máximo en Rn que es estable por B para todo BLb ∈ Γ, i.e. BΛ = Λ.
Además se tiene la sucesión exacta corta

0 → Λ → Γ → Ψ → 0

donde Ψ = Λ\Γ es un grupo finito llamado grupo de holonomı́a de Γ, el cual
determina el grupo de holonomı́a lineal de la variedad Riemanniana MΓ.
Consideremos r : O(n)nRn → O(n) la proyección a la primera coordenada.
El grupo F = r(Γ) es llamado grupo puntual de Γ, el cual es isomorfo a Ψ.

Existe una acción de Ψ sobre Λ inducida por la acción de Γ por conju-
gación. Esta define una representación entera de Ψ llamada la representación
de holonomı́a. Se puede ver a la variedad MΓ = Γ\Rn como un cociente del
toro Tn = Λ\Rn bajo la acción libre de Ψ por isometŕıas: MΓ

∼= Ψ\Tn.
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Observación 7.6. Hay una cantidad finita de grupos de Bieberbach
para cada dimensión n, salvo isomorfismo. Más aún, Γ1

∼= Γ2 si y sólo si Γ1

y Γ2 son conjugados en Aff(Rn) = GL(n)nRn.

Ejemplos 7.7. Veamos algunos ejemplos simples de grupos de Bieber-
bach y sus variedades asociadas.

1. Toros planos. Las variedades compactas planas más simples son
los toros planos TΛ = Λ\Rn, con Λ un lattice en Rn y grupo de
holonomı́a trivial.

2. Botella de Klein. Sea

Γ =
〈
BL e2

2
, LZ2

〉
, donde B =

(−1
1

)
.

Si γ = BLb entonces γ(x, y) = (−x, y + 1
2) y tenemos γ2 = Le2 . El

cociente Γ\R2 es la variedad comúnmente llamada botella de Klein.
3. Variedad de Hantzsche-Wendt. Hay diez grupos de Bieberbach en

dimensión n = 3, salvo isomorfismo. Las variedades asociadas son
llamadas platycosm (universos planos, ver [RC]). Entre ellas está la
variedad de Hantzsche-Wendt o didicosm. Ésta puede ser definida
como

Γ =
〈
γ1 = B1L e1+e2

2

, γ2 = B2L e2+e3
2

, LZ3

〉
,

donde

B1 =
(

1 −1
−1

)
y B2 =

(−1
1 −1

)
.

Tenemos que F = {Id, B1, B2, B12 = B1B2} ∼= Z2
2.

7.3.2. Anillos de cohomoloǵıa de variedades compactas planas.
Como mencionamos en la introducción, en los próximos caṕıtulos estamos
interesados en pares o familias de variedades fuertemente isospectrales (por
lo tanto p-isospectrales para todo p), las cuales tendrán los mismos números
de Betti, pero que tengan anillos de cohomoloǵıa no isomorfos de a pares.

El anillo de cohomoloǵıa sobre Q de una variedad compacta plana MΓ

con grupo de holonomı́a Ψ ' F puede ser calculado usando la sucesión
espectral de Hochschild-Serre, la cual da

(7.2) H∗(MΓ,Q) ∼= Λ∗F (Qn),

el anillo de F -invariantes en la Q-álgebra exterior Λ∗(Qn) (ver [Hi]). Usare-
mos las abreviaturas

Λ∗F =
n∑

p=0

Λp
F (Qn) y Λp

F = Λp
F (Qn),

para 0 ≤ p ≤ n. En particular, dim(Λp
F ) = βp es el p-ésimo número de Betti

de la variedad MΓ.

Observación 7.8. Notemos los siguientes hechos.

1.
n∑

r=p
Λr

F es un ideal en Λ∗F , para cada p.
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2.
n∑

r=1
Λr

F es un ideal maximal de Λ∗F y cualquier elemento η en Λ∗F r
n∑

r=1
Λr

F es inversible. Para comprobar esto, tomemos η = 1+δ ∈ Λ∗F
tal que δ tiene componente de grado cero nula, i.e. δ0 = 0. Entonces

(1 + δ) ∧
( n∑

i=0

(−1)i δ ∧ · · · ∧ δ︸ ︷︷ ︸
i

)
= 1,

por lo tanto
n∑

i=0

(−1)i δ ∧ · · · ∧ δ︸ ︷︷ ︸
i

∈ Λ∗F .

Para diferenciar dos anillos de cohomoloǵıa tenemos que buscar in-
variantes de estas álgebras. Para un grupo de Bieberbach con grupo de
holonomı́a trivial, tenemos el grupo de derivaciones y automorfismos del
álgebra exterior Λ∗ calculado en [Dj]. La estructura de la subálgebra Λ∗F de
Λ∗ puede ser mucho más complicada.

Ejemplos 7.9. Veamos los anillos de F -invariantes para los Ejemplos 7.7.
1. Toros planos. Como los toros tienen grupo puntual trivial, entonces

el anillo de invariantes Λ∗F es toda el álgebra exterior Λ∗(Qn).
2. Botella de Klein. Tenemos que F ∼= Z2 y

Λ∗F = span{1, e2} ∼= Q[x]/〈x2〉.
3. Hantzsche-Wendt. Es fácil comprobar que

Λ∗F = span{1, e1 ∧ e2 ∧ e3} ∼= Q[x]/〈x2〉.
Dentro de la Sección 9.2 veremos ejemplos más complicados.

7.3.3. Espectro de variedades compactas planas. En esta sub-
sección determinaremos el espectro (ver (7.1)) de las variedades compactas
planas Γ\Rn, donde Γ es un grupo de Bieberbach. Comenzaremos por el
caso más simple de los toros planos. Sea Λ un lattice entero en Rn (ver
Sección 7.1) y Λ∗ el lattice dual de Λ, i.e.

Λ∗ = {v ∈ Rn : 〈v, λ〉 ∈ Z ∀λ ∈ Λ}.
Para cada v ∈ Λ∗, definimos la función

fv : Rn → C dada por fv(x) = e2πi〈v,x〉.

Claramente la función fv es Λ-invariante, por lo tanto induce una función
desde TΛ = Λ\Rn a C. Además

∂

∂xj
fv = 2πivjfv, por lo tanto −∆fv = −

n∑

j=1

(2πi)2v2
j fv = 4π2‖v‖2 fv.

Se prueba que 〈fv, fv′〉 = 0 si y sólo si v 6= v′, y por el teorema de Stone-
Weierstrass resulta que el conjunto {fv : v ∈ Λ∗} es un sistema ortogonal
completo de L2(TΛ).

Luego, para cada µ ≥ 0, el autoespacio de −∆|TΛ
con autovalor 4π2µ

está dado por
Hµ = spanR{fv : v ∈ Λ∗µ},
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donde Λ∗µ = {v ∈ Λ∗ : ‖v‖2 = µ}. Finalmente,

spec(TΛ) = {(4π2µ,NΛ(µ)) : µ ≥ 0, NΛ(µ) = #Λ∗µ = dimHµ > 0}.

Ahora supongamos que Γ es un grupo de Bieberbach con lattice de
traslaciones Λ = Rn ∩ Γ. Si γ = BLb ∈ Γ, con B ∈ O(n), b ∈ Λ ⊂ Rn,
tenemos que

(7.3) (fv ◦ γ)(x) = fv(γ(x)) = e2πi〈v,Bx+Bb〉 = e2πi〈B−1v,b〉 fB−1v(x),

por lo tanto cada elemento de Γ preserva Hµ. Esto implica que

(7.4) L2(Γ\Rn) ∼= L2(Λ\Rn)Γ = ⊕
∑

µ

HΓ
µ,

dondeHΓ = {f ∈ H : f◦γ = f ∀ γ ∈ Γ}. Para cada µ sea NΓ(µ) = dimHΓ
µ,

el cual también suele ser denotado por dµ,Γ. Por (7.4) se tiene

spec(MΓ) = {(4π2µ,NΓ(µ)) : µ ≥ 0, NΓ(µ) > 0}.
Ejemplo 7.10. Sea Γ el grupo de Bieberbach que induce la botella de

Klein, el cual fue definido en el ı́tem 2 de los Ejemplos 7.7. En este caso

Λ = Λ∗ = Z2, F =
{
Id2 = ( 1

1 ) , B =
(−1

1

)}
.

Sea µ ∈ N tal que NΛ(µ) > 0, lo que es equivalente a que pueda escribirse
como suma de dos cuadrados. Tomemos f =

∑
v∈Λµ

αvfv ∈ HΓ
µ, o equiva-

lentemente f ∈ Hµ tal que f ◦BL e2
2

= f . Luego tenemos que

f ( x
y ) = f

(
BL e2

2
( x

y )
)

= f
( −x

y+ 1
2

)
=

∑

v∈Λµ

αv fv

( −x
y+ 1

2

)

=
∑

(a,b)∈Λµ

α(a,b) e2πi(−ax+by+b/2) =
∑

(a,b)∈Λµ

α(a,b) (−1)b f(−a
b ) ( x

y )

=
∑

(a,b)∈Λµ

α(−a,b) (−1)b f(a
b )

( x
y ) .

Esto prueba que

α(a,b) = (−1)b α(−a,b) ∀ (a, b) ∈ Λµ.

No es dif́ıcil ver que esta condición implica que el espacio vectorial real HΓ
µ

está generado por (la restricción a MΓ de) las funciones

f(0,b)(x, y) = e2πiby si b es par,
(
f(a,b) + f(−a,b)

)
(x, y) = 2 e2πiby cos(2πax) si a ∈ N y b es par,

(
f(a,b) − f(−a,b)

)
(x, y) = 2 e2πiby sen(2πax) si a ∈ N y b es impar.

Notemos que la dimensión deHΓ
µ se ha reducido, pues los vectores (0, b) ∈

Λµ con b impar han desaparecido y los vectores (a, b) y (−a, b) cuentan ahora
como una dimensión en lugar de dos. Esto último lo hemos graficado en la
Figura 7.1.
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Figura 7.1. Gráficos de espectros de toro plano y la botella
de Klein
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Finalmente, se puede verificar que

NΓ(µ) =





NΛ(µ)/2 si µ no es un cuadrado,
NΛ(µ)/2− 1 si µ = c2 con c impar,
NΛ(µ)/2 + 1 si µ = c2 con c par.

Ejemplo 7.11. Ahora sea Γ el grupo de Bieberbach que induce la va-
riedad de Hantzsche-Wendt, dada en el ı́tem 3 de los Ejemplos 7.7. En este
caso Λ = Λ∗ = Z3 y

F =
{

Id3, B1 =
(

1 −1
−1

)
, B2 =

(−1
1 −1

)
, B12 = B1B2 =

(−1
−1

1

)}
.

Sea µ ∈ N tal que NΛ(µ) > 0, lo que es equivalente a que pueda escribirse
como suma de tres cuadrados. Similarmente al caso anterior, se puede probar
que f =

∑
v∈Λµ

αv fv ∈ HΓ
µ si y sólo si





α(a,b,c) = (−1)a−b α(a,−b,−c)

α(a,b,c) = (−1)b−c α(−a,b,−c) ∀ (a, b, c) ∈ Λµ.

α(a,b,c) = (−1)c−a α(−a,−b,c)

De manera similar, pero con muchas más cuentas necesarias, resulta que HΓ
µ

es generado por la unión de los conjuntos

{f(a,0,0) + f(−a,0,0), f(0,a,0) + f(0,−a,0), f(0,0,a) + f(0,0,−a) : a ∈ 2N0},
{f(a,b,c) + (−1)a−b f(a,−b,−c) + (−1)b−c f(−a,b,−c) + (−1)c−a f(−a,−b,c) :

(a, b, c) ∈ N0 × N0 × Z con al menos dos de ellos no nulos}





CAṔıTULO 8

Pares de variedades fuertemente isospectrales

Para A una forma cuadrática entera definida positiva y µ un número
entero, el problema de contar el número de representaciones NA(µ) de µ
por A, se traduce en el lenguaje de lattices (ver la Sección 7.1) a contar el
número NΛ(µ) de vectores λ ∈ Λ tal que ‖λ‖2 = m. El cálculo de estos
números se facilita introduciendo la serie theta asociada, la cual es

ΘΛ(z) =
∑

λ∈Λ

q〈λ,λ〉 =
∑

x∈Zn

qA[x] =
∞∑

µ=0

NA(µ) qµ,

donde q = eπiz. Se prueba que ΘΛ(z) es una función holomorfa en z para
Im(z) ≥ 0.

Ahora supongamos que el lattice Λ es autodual (i.e. Λ = Λ∗). Entonces
el número de representaciones de µ por A, es decir el número de vectores
x ∈ Zn tales que A[x] = µ, coincide con la dimensión del autoespacio de
∆TΛ

con autovalor 4π2µ, esto es,

(8.1) NA(µ) = NΛ(µ) = dimHµ.

Pensaremos a los grupos de Bieberbach como una generalización de las
formas cuadráticas enteras definidas positivas. Sea Γ un grupo de Bieberbach
con lattice de traslaciones Λ = Γ ∩ Rn y grupo puntual F = r(Γ).

Pensaremos a Γ como el lattice Λ (o la forma cuadrática
A) munido al grupo F actuando en los vectores del lattice
Λ.
Dado µ ∈ N, diremos que Γ representa a µ si NΓ(µ) > 0,
y éste número será precisamente el número de veces que
Γ representa a µ.
Además, definimos de manera análoga la Serie de Theta
de Γ como

ΘΓ(z) =
∑

λ∈F\Λ
q〈λ,λ〉 =

∞∑

µ=0

NΓ(µ) qµ.

Ahora estamos en condiciones de explicar nuestro objetivo en este caṕıtu-
lo. Un problema clásico es el de encontrar dos lattices enteros que represen-
ten los mismos números, o equivalentemente, que tengan la misma función
theta. Hemos visto en el comienzo de la Subsección 7.3.3 que lattices en-
teros autoduales que representan los mismos números inducen toros planos
isospectrales. Estamos interesados en encontrar variedades compactas planas
isospectrales, lo cual se puede pensar como grupos de Bieberbach que repre-
senten lo mismos números (la misma cantidad de veces).

87
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A partir del método de Sunada obtendremos grupos de Bieberbach Γ y
Γ′, que inducen variedades compactas planas fuertemente isospectrales. En
particular ellas son p-isospectrales para todo 0 ≤ p ≤ n, por lo tanto sus
números de Betti coinciden

dimΛp
F = βp(Γ) = βp(Γ′) = dim Λp

F ′ .

Vemos que los anillos de formas invariantes por sus grupos puntuales Λ∗F
y Λ∗F ′ , tienen la misma dimensión en cada grado, aunque no por esto estas
álgebras deben ser isomorfas.

Nuestro objetivo es buscar pares de grupos de Bieberbach
con variedades asociadas fuertemente isospectrales con anil-
los de cohomoloǵıa no isomorfos.

8.1. Grupos de Bieberbach de tipo diagonal

Para cumplir el objetivo recién propuesto, restringiremos nuestra búsque-
da a variedades compactas planas que provienen de grupos de Bieberbach
de tipo diagonal, esto es, con grupo puntual de matrices diagonales con ±1
en sus entradas, y por lo tanto isomorfo a Zk

2 para algún k. Estos grupos
son los que tienen la acción de holonomı́a más simple entre aquellos grupos
de Bieberbach con grupo de holonomı́a Zk

2.

8.1.1. Definición y construcción. Un grupo de Bieberbach Γ es
llamado de tipo diagonal si existe una Z-base ortonormal {e1, . . . , en} del
lattice Λ tal que para cualquier elemento BLb ∈ Γ, Bei = ±ei para 1 ≤
i ≤ n. Por conjugación por una matriz ortogonal, si es necesario, podemos
asumir que el lattice Λ de Γ es el lattice canónico Zn. De esta manera, el
grupo puntual F contiene matrices diagonales con ±1 como coordenadas no
nulas.

Lema 8.1. Sea Γ = 〈γ1, . . . , γk, Lλ : λ ∈ Zn〉 un grupo de Bieberbach de
tipo diagonal, con γi = BiLbi, donde bi ∈ Rn y Biej = ±ej, para cada i, j.
Entonces Γ puede ser conjugado por una traslación Lµ, µ ∈ Rn, a un grupo
Γ′ tal que 2b ∈ Zn para cualquier γ = BLb ∈ Γ′.

El lema anterior nos permite asumir que cada elemento γ ∈ Γ puede ser
escrito de una única manera como γ = BLbLλ, donde las coordenadas de b
son 0 o 1/2 y λ ∈ Zn.

Ahora veamos algunas condiciones suficientes para obtener un grupo de
Bieberbach de tipo de diagonal. Para 1 ≤ i ≤ k, consideremos Bi ∈ M(n;R)
matrices diagonales con ±1 en sus entradas y bi vectores de Rn con 0 o 1/2
en sus entradas. Definamos

F = 〈Bi : 1 ≤ i ≤ n〉,(8.2)
Γ = 〈BiLbiLλ : 1 ≤ i ≤ n y λ ∈ Zn〉.(8.3)

Sea I = {i1, . . . , ih} ⊂ {1, . . . , k} con h elementos diferentes. Denotaremos
BI = Bi1 . . . Bih (si h > 0) y B∅ = Idn. Luego F = {BI : I ⊂ {1, . . . , k}}.
Tomemos bI ∈ {0, 1

2}n, como los únicos vectores tales que (bI)j ≡
∑

i∈I(bi)j

mod Z para todo j si h > 0, y b∅ el vector nulo. Notemos que bi = b{i} para
todo i.
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Proposición 8.2 (Dotti y Miatello [DM]). Supongamos que el grupo F
dado por (8.2) es isomorfo a Zk

2 y no contiene a −Idn. Además asumamos
que se cumple la siguiente condición:

(8.4) para cada I 6= ∅, ∃j : (bI)j = 1
2 y Bj,j = 1.

Entonces el grupo Γ dado por (8.3) es un grupo de Bieberbach de tipo dia-
gonal.

Demostración. Resulta de [DM, Proposition 2.1]. Notar que la condi-
ción (i) de [DM, Proposition 2.1] es canónicamente cumplida para este caso,
pues aqúı sólo estamos considerando grupos diagonales. ¤

8.1.2. Isospectralidad. En general, para aplicar el método de Suna-
da (Teorema 7.4) en el contexto de variedades compactas planas arbitrarias
MΓ y MΓ′ , tomamos M = Λ\Rn, F y F ′ los grupos puntuales de Γ y Γ′ que
actúan en M por la acción de los grupos de holonomı́a Λ\Γ y Λ′\Γ′, y un
grupo finito G ⊂ Iso(Rn) adecuado que contenga a ambos. Entonces F y F ′
actúan libremente en M y F\M ≈ Γ\Rn = MΓ, F ′\M ≈ Γ′\Rn = MΓ′ .

Ahora trabajemos en el caso diagonal. Usaremos las siguientes defini-
ciones durante el resto del trabajo.

Definición 8.3. Sea F un subgrupo de GLn(Z) de tipo diagonal, es
decir, todos sus elementos son matrices diagonales con ±1 en sus entradas.
Para B ∈ F definimos

nB = dim(Rn)B = #{1 ≤ i ≤ n : Bei = ei}, .(8.5)

Si 0 ≤ s ≤ n, definimos

cs(F ) = #
{
B ∈ F : nB = s

}
.(8.6)

El vector
(
c0(F ), . . . , cn(F )

)
será llamado el patrón de F .

Definición 8.4. Sea Γ un grupo de Bieberbach de tipo diagonal. Si
BLbLλ ∈ Γ, con b ∈ {0, 1

2}n y λ ∈ Zn, definimos

nB, 1
2

= #{1 ≤ i ≤ n : Bei = ei y b · ei = 1
2}.(8.7)

Para 0 ≤ t ≤ s ≤ n, los números de Sunada de Γ estás definidos por

cs,t(Γ) = #
{
BLb ∈ F : nB = s y nB, 1

2
= t

}
.(8.8)

Observación 8.5. Si Γ es un grupo de Bieberbach, entonces es libre de
torsión, por lo tanto nB ≥ 1 para todo B ∈ F . Se puede comprobar que

cn,0(Γ) = 1, cs(F ) =
∑

t

cs,t(Γ) y
∑
s,t

cs,t(Γ) = |F |.

Los números cs,t serán usados para probar la isospectralidad de varias
variedades compactas planas de tipo diagonal.

Teorema 8.6. [MR2, Proposition 3.5] Sean Γ y Γ′ grupos de Bieber-
bach de tipo diagonal. Entonces MΓ y MΓ′ son Sunada-isospectrales (ver
Definición 7.5) si y sólo si Γ y Γ′ tienen los mismos números de Sunada, es
decir, cs,t(Γ) = cs,t(Γ′) para todo 0 ≤ t ≤ s ≤ n.
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Terminamos esta subsección con un teorema que asegura que el método
de Sunada es la única forma de encontrar variedades compactas planas de
tipo diagonal isospectrales. Ver [MR3, Remark 3.12] para más información.

Teorema 8.7. [MR3, Proposition 3.11] Si Γ y Γ′ son grupos de Bieber-
bach de tipo diagonal, entonces MΓ y MΓ′ son variedades isospectrales si y
sólo si son Sunada-isospectrales.

8.1.3. Sus anillos de cohomoloǵıa. Ahora pasemos a estudiar el
anillo de cohomoloǵıa a este tipo particular de grupos de Bieberbach. Note-
mos por (7.2) que este anillo sólo depende del grupo puntual F , y no del
resto de Γ. Por esto trabajaremos de una manera más general, sólo asum-
iendo que F es un subgrupo de GLn(Z) de tipo diagonal, i.e. sus elementos
son matrices diagonales con ±1 en sus entradas. Luego F ∼= Zk

2 para algún
1 ≤ k ≤ n. Por Proposición 8.2 tenemos que si F proviene de un grupo de
Bieberbach Γ, entonces −Idn /∈ F .

Definición 8.8. Dado un subconjunto ordenado I = {i1, . . . , ip} ⊂
{1, . . . , n}, denotaremos eI = ei1 ∧ . . . ∧ eip ∈ Λp

F . La forma eI es llamada
primitiva si no puede ser obtenida como producto de formas F -invariantes
de grado menor que p. Denotaremos por Pp

F al conjunto de todas las formas
primitivas de grado p, por Λp

F,prim al subespacio generado por Pp
F y por Pp,F

al cardinal de Pp
F .

Claramente el conjunto de todos las formas primitivas es un conjunto
generador de Λ∗F de cardinalidad

∑n
p=0 Pp,F . Veremos que esta cardinalidad

es mı́nima entre todos los conjuntos generadores de Λ∗F .

Teorema 8.9. Dado F un subgrupo finito de tipo diagonal de GLn(Z),
sea G un conjunto de generadores del álgebra Λ∗F . Entonces #G ≥ ∑n

p=0 Pp,F .
Más aún, si G es un conjunto generador minimal, entonces #G =

∑n
p=0 Pp,F .

Demostración. Denotemos por

(8.9) Gp = {η =
n∑

r=p

ηr ∈ G : ηr ∈ Λr
F , ηp 6= 0},

i.e. los elementos en G que tienen componente minimal no nula de grado p.
Claramente G0 es no vaćıo, pues sino no podŕıamos obtener el elemento 1

como suma de productos de elementos de G. Luego, usando los elementos del
conjunto G0, podemos eliminar la componente de grado cero de todas ellos
excepto de uno, restándoles un múltiplo escalar. Aśı, podemos reemplazar
el conjunto generador inicial G por otro conjunto generador con la misma
cardinalidad, tal que G0 = {η(0)} tiene solo un elemento con η

(0)
0 = 1.

Ahora, la menor componente en Λ1
F de los elementos en G1 debe generar

Λ1
F , de otra manera no podŕıa generar el subespacio Λ1

F con sumas y pro-
ductos en G. Aśı podemos seleccionar un subconjunto S1 de G1 con P1,F

elementos, tal que la componente no nula de grado minimal genere Λ1
F . Más

aún, podemos sustraer por combinaciones lineales de elementos en S1 a la
componente de grado de los elementos en G1rS1. Luego, nuevamente reem-
plazamos el conjunto por otro conjunto (también denotado) G que cumple:

#G0 = 1;



8.2. CONSTRUCCIÓN DE REPRESENTACIONES CASI-CONJUGADAS 91

#G1 = P1,F ;
genera Λ∗F ;
tiene la misma cardinalidad que el inicial.

Finalmente, reemplazando los elementos en S1 por combinaciones linea-
les de ellos, podemos asumir que sus términos de menor grado vaŕıan en el
conjunto de F -invariantes ej ’s, es decir, por el conjunto de todas las formas
primitivas ej ∈ Λ1

F .
De manera similar podemos asumir inductivamente que hemos reem-

plazado el conjunto generado original G por otro conjunto de la misma car-
dinalidad tal que Gr es igual a Pr,F para cada r ≤ p y el término de menor
grado de los elementos en Gr, corren por el conjunto de formas primitivas
eJ ∈ Λr

F con |J | = r.
Ahora consideremos los elementos en Gp+1. Necesariamente deben haber

al menos Pp+1,F de ellos, tales que su (p + 1)-componente, junto con sumas
de productos de elementos en Gr con r ≤ p, generen todo Λp+1

F . Nuevamente
podemos sustraer de los elementos en Gp+1, combinaciones lineales de pro-
ductos exteriores de elementos de menor grado tal que su término de menor
grado vive en el espacio generado por Pp+1

F . De hecho, podemos fijar un
subconjunto de cardinalidad Pp+1,F tal que sus términos de grado mı́nimo
son una base del espacio Pp+1

F . Finalmente, por argumentos de álgebra li-
neal, podemos cambiar este conjunto por uno tal que sus términos de grado
mı́nimo corran exactamente por las formas invariantes eJ ∈ Pp+1

F .
De esta misma manera, en n pasos, obtenemos un nuevo conjunto de

generadores de la Q-álgebra Λ∗F de cardinalidad
∑n

p=1 Pp,F ≤ #G. Clara-
mente si G es minimal, entonces

∑n
p=1 Pp,F = #G. Esto completa la prueba

del teorema. ¤
Corolario 8.10. Sean F y F ′ subgrupos finitos de tipo diagonal de

GLn(Z). Si, Λ∗F y Λ∗F ′ son isomorfas como Q-álgebras, entonces

(8.10)
n∑

p=1

Pp,F =
n∑

p=1

Pp,F ′ .

Más aún, si son isomorfas como Q-álgebras graduadas, entonces Pp,F =
Pp,F ′ para todo 0 ≤ p ≤ n.

Demostración. Por el teorema previo,
∑n

p=1 Pp,F es la cardinalidad
de un conjunto generador minimal en Λ∗F , por lo tanto éste debe ser un
invariante bajo isomorfismos. La segunda afirmación es clara. ¤

8.2. Construcción de representaciones casi-conjugadas

En esta sección construiremos pares de representaciones casi-conjugadas
las cuales nos permitirán construir grupos de Bieberbach de tipo diagonal
isospectrales que tendrán anillos de cohomoloǵıa no isomorfos. Estas repre-
sentaciones jugarán el papel de los subgrupos F de GLn(Z) de tipo diagonal.

Definición 8.11. Un monomorfismo ρ : Zk
2 → GLn(Z) tal que Im(ρ)

es un subgrupo de tipo diagonal de matrices diagonales será llamado una
representación entera diagonal de Zk

2, o simplemente una representación
diagonal de Zk

2.
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Un carácter de Zk
2 es un homomorfismo χ : Zk

2 → {±1}. El conjunto

de todos los caracteres es denotado por Ẑk
2
∼= Zk

2. Algunas veces, será con-
veniente identificar caracteres de Zk

2 con subconjuntos de {1, . . . , k}. Sea
f1, . . . , fk la base canónica de Zk

2. Para I ⊂ {1, . . . , k} denotaremos χI :
Zk

2 → {±1}, el carácter dado por

χI(fi) =

{
−1 if i ∈ I,

1 if i /∈ I,
para 1 ≤ i ≤ k.

Aśı χI1χI2 = χI14I2 para I1, I2 ⊂ {1, . . . , k}, donde I14I2 = (I1∪I2)r (I1∩
I2) denota la diferencia simétrica de conjuntos.

A partir de ahora fijaremos un orden total ≺ en Ẑk
2 (o equivalentemente

en los subconjuntos de {1, . . . , k}) con el único requerimiento que χ∅ = 1
sea el primer elemento.

Cualquier representación diagonal n-dimensional de Zk
2 puede ser des-

compuesta como una suma ρ =
∑

I qIχI , con qI ∈ N0 y n =
∑

I qI , donde
la suma recorre todos los subconjuntos de {1, . . . , k}. Rećıprocamente, si
r = 2k, para cada elección de números qI ∈ N0, definimos la representación
diagonal ρ =

∑
I qIχI tal que

(8.11) ρ(f) = diag
(

χJ1(f), . . . , χJ1(f)︸ ︷︷ ︸
qJ1

, . . . , χJr(f), . . . , χJr(f)︸ ︷︷ ︸
qJr

)
,

para f ∈ Zk
2, donde los caracteres χJi están ordenados por ≺. Si ρ es una

representación diagonal que se descompone como
∑

I qIχI , y ρ′ es la re-
presentación inducida por esta elección de coeficientes qI dada por (8.11),
entonces ρ y ρ1 son representaciones equivalente, más aún, sólo difieren en
una permutación de ı́ndices.

Definición 8.12. Para ρ una representación diagonal de Zk
2, denotare-

mos por F a la imagen Im(ρ) ∼= Zk
2 de ρ, y por BI = ρ(fi1 . . . fih) ∈ F donde

I = {i1, . . . , ih} ⊂ {1, . . . , k} con h > 0 y B∅ = Idn.

A modo de abreviatura, para I = {i1, . . . , ih} ⊂ {1, . . . , k}, usualmente
escribiremos

(8.12) Bi1...ih , qi1...ih , χi1...ih , q0, χ0, en lugar de BI , qI , χI , q∅, χ∅,

respectivamente.
Sean ρ y ρ′ representaciones diagonales de Zk

2. Es fácil chequear que
estas representaciones son equivalentes si y sólo si los grupos F y F ′ son
conjugados en O(n). Por ejemplo, ρ = 2χ1 + χ2 + χ12 y ρ′ = χ1 + 2χ2 + χ12

son dos representaciones diagonales equivalentes de Z3
2. La equivalencia entre

las representaciones se logra por el automorfismo α de Z3
2 dado por f1 ↔ f2,

i.e. ρ ◦ α = ρ′. Además F ′ = QFQt donde

Q =
(

1
1

1
1

)
.

Necesitaremos algo más de notaciones. Para p ≥ 1, sea

(8.13) Ap =
{{I1, . . . , Ip} : χI1 . . . χIp = 1 y ningún subproducto propio

de ellos es igual a 1
}

.
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Ejemplo 8.13. En Z3
2 hay ocho caracteres:

χ0, χ1, χ2, χ3, χ12, χ13, χ23, χ123.

Se puede comprobar que

A1 =
{{χ0}

}
,

A2 =
{{χ1, χ1}, {χ2, χ2}, {χ3, χ3}, {χ12, χ12},
{χ13, χ13}, {χ23, χ23}, {χ123, χ123},

}
,

A3 =
{{χ1, χ2, χ12}, {χ1, χ3, χ13}, {χ1, χ23, χ123}, {χ2, χ3, χ23},
{χ2, χ13, χ123}, {χ3, χ12, χ123}, {χ12, χ13, χ23},

}
,

A4 =




{χ1, χ2, χ3, χ123}, {χ1, χ2, χ13, χ23}, {χ1, χ3, χ12, χ23},
{χ1, χ12, χ13, χ123}, {χ2, χ3, χ12, χ13},
{χ2, χ12, χ23, χ123}, {χ3, χ13, χ23, χ123},



 ,

Ap = ∅, para todo p ≥ 4.

Por razones de estética, a los elementos de Ap los hemos expresado como
conjuntos de caracteres y no de subconjuntos de {1, 2, 3}.

La siguiente proposición da algunas fórmulas que serán usadas en la
siguiente sección para calcular los elementos primitivos de ciertos grupos de
Bieberbach de tipo diagonal.

Proposición 8.14. Sea ρ =
∑

I qIχI una representación diagonal de
Zk

2.
(i) El número Pp,F de formas F -invariantes primitivas de grado p (ver

Definición 8.8) está dado por las siguientes expresiones:

P0,F = 1, P1,F = q∅, P2,F =
∑

I 6=∅

(
qI

2

)
,(8.14)

Pp,F =
∑

{I1,...,Ip}∈Ap

qI1 . . . qIp para 3 ≤ p ≤ k + 1,(8.15)

donde Ap es como en (8.13). Más aún, Pp,F = 0 para todo p > k+1.
(ii) Si βp = dim Λp

F para 0 ≤ p ≤ n, entonces

β0 = P0,F = 1, β1 = P1,F , β2 =
(

q∅
2

)
+ P2,F ,

β3 =
(

q∅
3

)
+ q∅P2,F + P3,F ,

β4 =
∑

∅6=I

(
qI

4

)
+

∑

∅6=I1≺I2

(
qI1

2

)(
qI2

2

)
+ q∅P3,F +

(
q∅
2

)
P2,F +

(
q∅
4

)
+ P4,F .

En particular, si q∅ = 0, entonces
(8.16)

β1 = 0, β2 = P2,F , β3 = P3,F , β4 =
∑

∅6=I1≺I2

(
qI1

2

)(
qI2

2

)
+ P4,F .

Demostración. Claramente P0,F = 1. Por (8.11), el grupo F actúa
sobre cada ej ∈ Rn por un carácter de F = Zk

2, digamos ψj . Por lo tanto,
para cualquier p, las formas invariantes indescomponibles de grado p son de
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la forma ei1 ∧ ei2 . . . ∧ eip donde los correspondientes caracteres satisfacen
ψi1 ψi2 . . . ψip = 1 y ellos son primitivos si y sólo si ningún subproducto
propio de los ψij es igual a uno. Ahora, si escribimos χIj = ψj para algún
Ij ⊂ {1, . . . , k}, la condición anterior es equivalente a {I1, . . . , Ip} ∈ Ah, y
consecuentemente (8.15) sigue. Más aún, en esta situación, es necesario que
ψi1 , ψi2 , . . . , ψip−1 sean linealmente independientes, por lo tanto p − 1 ≤ k.
Esto completa la prueba de (i).

Las expresiones en (ii) pueden ser fácilmente obtenidas de (i). ¤
Aplicando (8.15), para p = 3 y 4, al Ejemplo 8.13 en donde F ∼= Z3

2,
tenemos

(8.17) P3,F = q1 q2 q12 + q1 q3 q13 + q1 q23 q123 + q2 q3 q23

+ q2 q13 q123 + q3 q12 q123 + q12 q13 q23,

(8.18) P4,F = q1 q2 q3 q123 + q1 q2 q13 q23 + q1 q3 q12 q23 + q1 q12 q13 q123

+ q2 q3 q12 q13 + q2 q12 q23 q123 + q3 q13 q23 q123.

Esta fórmula para P4,F será usada más adelante para probar el no isomor-
fismo de los anillos de cohomoloǵıa de variedades compactas planas isospec-
trales con holonomı́a Z3

2.

La siguiente noción será usada en la construcción de variedades planas
isospectrales.

Definición 8.15. Diremos que dos representaciones diagonales ρ y ρ′
son casi-conjugadas si los subgrupos F = Im(ρ) y F ′ = Im(ρ′) son casi-
conjugados, esto es, si existe una biyección φ : F → F ′ que preserva la clase
de conjugación en O(n).

Notemos que como los únicos autovalores de los elementos de F y F ′
son ±1, la condición en la definición es equivalente a requerir que, para cada
0 ≤ s ≤ n,

(8.19) cs(F ) = cs(F ′) ,

en la notación de (8.6).
Dada ρ =

∑
I qIχI , nuestro próximo objetivo es realizar una pequeña

perturbación a ρ para construir una representación diagonal ρ′ de Zk
2 tenien-

do el mismo conjunto de nB’s con sus multiplicidades, más precisamente, ρ′
satisfará

nB′I = nBI
para todo I ⊂ {1, . . . , k} con I 6= {1}, {2},

nB′1 = nB2 y nB′2 = nB1 .

Aśı ρ y ρ′ serán casi-conjugadas. Asumiremos primero que k = 3 y ρ es
una representación diagonal fija de Z3

2. Las ecuaciones de arriba inducen
un sistema lineal de ocho ecuaciones con ocho variables q′0, q

′
1, . . . , q

′
123 la

cual resulta no-singular. Tomando u = q′1 − q1, podemos escribir la (única)
solución del sistema como

q′0 = q0, q′1 = q1 + u, q′13 = q13 + u, q′12 = q12,

q′3 = q3, q′2 = q2 − u, q′23 = q23 − u, q′123 = q123,
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bajo la condición
q′1 + q′13 + 2u = q′2 + q′23.

Notemos que ρ′ será una solución tal que q′I ∈ N∪ {0} para cada I si y sólo
si u = (q′2 + q′23 − q′1 − q′13)/2 ∈ Z y q1 + u, q2 − u, q13 + u, q23 − u ∈ N∪ {0}.

Veremos en el Teorema 8.17 que este método se generaliza a todo k ≥
3 y da un procedimiento para construir pares de representaciones casi-
conjugadas. Antes veamos una definición para resumir las hipótesis de este
teorema.

Definición 8.16. Sea ρ =
∑

I qIχI una representación diagonal de Zk
2

tal que el número

(8.20) u =
1

2k−2


 ∑

2∈I, 1/∈I

qI −
∑

1∈I, 2/∈I

qI


 sea un entero,

que
qI − u ≥ 0 si 2 ∈ I, 1 /∈ I

y que
qI + u ≥ 0 si 1 ∈ I, 2 /∈ I.

Definimos el flip de ρ como

(8.21) ρ′ =
∑

I

(qI + uδI)χI , donde δI =





1 si 1 ∈ I, 2 /∈ I,

−1 si 2 ∈ I, 1 /∈ I,

0 caso contrario.

Es simple chequear que ρ′ es nuevamente una representación diagonal
de Zk

2 en el sentido de Definición 8.11. Si decimos que ρ′ es el flip de ρ,
estaremos asumiendo que la representación ρ cumple con las hipótesis de la
definición.

Teorema 8.17. Sea ρ =
∑

I qIχI una representación diagonal de Zk
2.

Si ρ′ es el flip de ρ entonces

nB1 = nB′2 , nB2 = nB′1 , nBI
= nB′I para todo I 6= {1}, {2}.(8.22)

En particular, ρ y ρ′ son representaciones casi-conjugadas.

Demostración. Usaremos los siguientes hechos. Para cada subconjun-
to I ⊂ {1, . . . , k} tenemos que

nBI
=

∑

J : χJ (fI)=1

qJ , nB′I =
∑

J : χJ (fI)=1

(qJ + uδJ).(8.23)

Además, si I = {i1, . . . , is} entonces

(8.24) χJ(fI) = χJ(fi1) . . . χJ(fis) = (−1)#(J∩I),

pues χJ(fj) = −1 si y sólo si j ∈ J .
Ahora comencemos a probar (8.22). Usando (8.21), (8.23) y (8.24) tene-

mos que

nB′2 =
∑

2/∈J

(qJ + uδJ) =
∑

1/∈J, 2/∈J

(qJ + uδJ) +
∑

1∈J, 2/∈J

(qJ + uδJ)

=
∑

1/∈J, 2/∈J

qJ +
∑

1∈J, 2/∈J

qJ + 2k−2u,
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pues existen exactamente 2k−2 subconjuntos de {1, . . . , k} que contienen al
elemento 1 y no al 2. Usando (8.20) concluimos que

nB′2 =
∑

1/∈J, 2/∈J

qJ +
∑

1/∈J, 2∈J

qJ =
∑

1/∈J

qJ = nB1 .

Con un argumento similar podemos chequear que nB′1 = nB2 .
Ahora, para I ⊂ {1, . . . , k}, por (8.23) se sigue que

nB′I − nBI
=

∑

χJ (fI)=1

uδJ = u




∑
χJ (fI )=1

1∈J, 2/∈J

1−
∑

χJ (fI )=1

1/∈J, 2∈J

1


 .

Ahora es simple ver que si I 6= {1}, {2}, las sumas en la parte derecha son
ambas iguales a 2k−2. Esto completa la demostración del teorema. ¤

Observaciones 8.18.
1. Si u = 0 entonces ρ y su representación flipeada ρ′ coinciden.

Cuando u 6= 0, en algunos extraños casos las representaciones
ρ y ρ′ pueden resultar equivalentes. Por ejemplo, si escogemos
ρ = χ1+2χ2+χ3+χ12+χ23, obtenemos ρ′ = 2χ1+χ2+χ3+χ12+χ13

la cual es equivalente a ρ.
2. Es posible usar cualquier par I1, I2 de subconjuntos no vaćıos de
{1, . . . , k} en lugar de I1 = {1}, I2 = {2}, para producir un flip,
aunque las condiciones cambiarán. De todas maneras no se encuen-
tran pares de representaciones casi-conjugadas nuevas. Más pre-
cisamente, si obtuvimos ρ2 como un flip arbitrario de ρ1, existen
representaciones τ1 y τ2 tales que: ρi es equivalente a τi y τ2 es el
flip de τ1.

8.3. Resultado principal

Estamos en condiciones de probar el resultado principal de este caṕıtu-
lo. Usaremos resultados de las secciones previas, principalmente el Coro-
lario 8.10 y el Teorema 8.17 para construir diversos pares de variedades
planas de tipo diagonal Sunada-isospectrales con anillos de cohomoloǵıa
diferentes.

Antes veamos algunos hechos que podemos conocer de una variedad
compacta plana MΓ a partir de los coeficientes de su representación de
holonomı́a.

Lema 8.19. Sea ρ =
∑

I qIχI una representación diagonal de Zk
2, y sea

MΓ cualquier variedad compacta plana con representación de holonomı́a ρ.
Entonces MΓ es orientable si y sólo si para todo 1 ≤ j ≤ k,

(8.25)
∑

I:j∈I

qI es par.

Más aún, si qI es par para todo I ⊂ {1, . . . , k}, entonces MΓ tiene una
estructura de Kähler invariante. Similarmente, si qI ∈ 4Z para todo I ⊂
{1, . . . , k}, entonces MΓ tiene una estructura hiperkähler.
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Demostración. La primera afirmación sigue del hecho que

det(Bj) = (−1)
∑

I:j∈I qI

para cada j.
En cuanto a la segunda afirmación, si todos los coeficientes qI son pares,

entonces podemos definir una estructura compleja J sobre Rn (n = 2m)
tomando J(e2i−1) = −e2i, J(e2i) = e2i−1 para cada 1 ≤ i ≤ m. Por (8.11),
esta estructura compleja conmuta con la acción del grupo puntual, por lo
tanto ésta baja a una estructura compleja Kähler sobre MΓ.

Además, si cada qI es divisible por 4, entonces podemos definir una
estructura compleja adicional J ′ sobre Rn tomando

J ′(e4i−3) = e4i−1, J ′(e4i−2) = −e4i,

J ′(e4i−1) = −e4i−3, J ′(e4i) = e4i−2,

para 1 ≤ i ≤ m/2. Nuevamente esta estructura compleja J ′ conmuta con
la acción de holonomı́a y anticonmuta con J . De esta manera el par J, J ′
define una estructura hiperkähler sobre MΓ. ¤

Ahora estamos en situación de probar el resultado principal de este
caṕıtulo.

Teorema 8.20. Para k ≥ 3 y n > 3 · 2k−2 existen pares de grupos de
Bieberbach Γ,Γ′ de tipo diagonal de dimensión n con F ∼= F ′ ∼= Zk

2 tales que
cumplen simultáneamente con las siguientes caracteŕısticas:

(1) las variedades MΓ y MΓ′ son Sunada-isospectrales, por lo tanto
fuertemente isospectrales;

(2) β1(MΓ) = β1(MΓ′) = 0;
(3) cuando n es par, MΓ es Kähler y MΓ′ no lo es;
(4) sus anillos de cohomoloǵıa H∗(MΓ) y H∗(MΓ′) son no isomorfos

como álgebras graduadas sobre Q;
(5) cuando 3 ≤ k ≤ 5 se tiene que P4,F < P4,F ′, P5,F < P5,F ′ y

Pk+1,F = 0 < Pk+1,F ′, lo cual implica que sus anillos de coho-
moloǵıa no son isomorfos como Q-algebras.

Demostración. El primer paso es construir las grupos de Bieberbach.
Comenzaremos por sus grupos puntuales F y F ′, los cuales los obtendremos
por representaciones flipeadas.

Fijamos k ≥ 3 y n > 3 · 2k−2. Sea

(8.26) ρ = 2k−2χ1 +
∑

2∈I, 1/∈I

2χI + qχ3,

donde q = n − 3 · 2k−2. Se puede chequear que ρ es fiel por contener a los
caracteres χ1, χ2, χ23, . . . , χ2k. Para esta ρ, la ecuación (8.20) da

u =
1

2k−2

(
2 · 2k−2 − 2k−2

)
= 1,
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pues hay 2k−2 subconjuntos I ⊂ {1, . . . , k} tales que 2 ∈ I y 1 /∈ I. Ahora
el Teorema 8.17 implica que ρ y su representación flipeada

ρ′ = 2k−2 χ1 +
∑

1∈I, 2/∈I

χI +
∑

2∈I, 1/∈I

χI + qχ3(8.27)

=
(
2k−2 + 1

)
χ1 +

∑
1∈I, 2/∈I,

I 6={1}

χI +
∑

2∈I, 1/∈I

χI + qχ3

son casi-conjugadas.
Debemos construir los grupos de Bieberbach Γ y Γ′ con grupos pun-

tuales F = Im(ρ) y F ′ = Im(ρ′) de tal manera que MΓ y MΓ′ son variedades
Sunada-isospectrales. Para I ⊂ {1, . . . , k} denotaremos por qI y q′I los coe-
ficientes de ρ y ρ′ respectivamente. Tomamos

b1 = 1
2el1 , donde l1 =

∑
I≺{2}

qI + 1,(8.28)

b2 = 1
2(el2 + el̃2

), donde l2 =
∑

I≺{2,3}
qI + 1, l̃2 =

∑
I≺{3}

qI + 1,(8.29)

bm = 1
2elm , donde lm =

∑
I≺{1}

qI + m− 2 y 3 ≤ m ≤ k.(8.30)

Al igual que para la Proposición 8.2, para cada I ⊂ {1, . . . , k}, tomemos
bI como los únicos vectores en {0, 1

2}n tales que (bI)j ≡
∑

i∈I(bi)j mod Z
para cada j. Definimos b′1, . . . , b

′
k y b′I para cada I de la misma manera que

bI , reemplazando qI por q′I . Denotaremos γI = BILbI
y γ′I = B′

ILb′I para
cada I ⊂ {1, . . . , k}.

Finalmente consideramos

Γ = 〈γI : I ⊂ {1, . . . , k}, LZn〉,
Γ′ = 〈γ′I : I ⊂ {1, . . . , k}, LZn〉.

Para probar que Γ es un grupo de Bieberbach, por la Proposición 8.2, es
suficiente chequear la condición (8.4).

En la Tabla 8.1 mostramos (en notación columna) parte de las matrices
B1, . . . , Bk junto con los vectores b1, . . . , bk. Incluimos sólo las filas l1, l2,
l̃2, l3, . . . , lk, como fueron definidas en (8.28), (8.29) y (8.30), pues éstas son
las únicas filas que tienen una componente no nula para al menos un bi,
1 ≤ i ≤ k.

Aśı, la Tabla 8.1 muestra que la condición (8.4) se cumple para cualquier
I que tiene un solo elemento. Ahora asumamos que I ⊂ {1, . . . , k} y |I| > 1.
Si 1 /∈ I, entonces es claro que al menos una de las coordenadas l3, . . . , lk
de bI (las cuales están en el espacio fijo por BI) es igual a 1

2 . Similarmente,
si 1 ∈ I y 2 /∈ I, entonces (bI)l1 = 1

2 y BI(el1) = el1 ; si 1 ∈ I, 2 ∈ I y
3 ∈ I entonces (bI)l2 = 1

2 y BI(el2) = el2 ; si 1 ∈ I, 2 ∈ I y 3 /∈ I entonces
(bI)l̃2

= 1
2 y BI(el̃2

) = el̃2
.

Aśı, queda probado que Γ es un grupo de Bieberbach Γ. La prueba para
Γ′ es análoga usando la misma tabla. Ahora pasemos a probar los diferentes
ı́tems.

Para chequear la Sunada-isospectralidad de MΓ y MΓ′ , usaremos (8.5),
(8.7), (8.8) y el Teorema 8.6. Como ρ y ρ′ vienen de un flip, las ecuaciones
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Tabla 8.1. Notación columna para Γ.

Conjunto del
carácter

Coor-
denada B1 B2 B3 B4 . . . Bk

χ1 l3 −1 1 1 1
2

1 . . . 1
χ1 l4 −1 1 1 1 1

2
. . . 1

...
...

...
...

...
...

. . .
...

χ1 lk −1 1 1 1 . . . 1 1
2

χ2 l1 1 1
2
−1 1 1 . . . 1

χ23 l2 1 −1 1
2

−1 1 . . . 1

χ3 l̃2 1 1 1
2

−1 1 . . . 1

en (8.22) se cumplen. Esto claramente implica que

nBI , 1
2

= nB′I , 1
2

para todo I 6= {1}, {2}.
Finalmente, no es dif́ıcil comprobar que

nB1, 1
2

= nB2, 1
2

= nB′1, 1
2

= nB′2, 1
2

= 1,

por lo tanto los números de Sunada cs,t(Γ) y cs,t(Γ′) coinciden para todo
0 ≤ t ≤ s ≤ n. Esto prueba 8.20.

Es inmediata la prueba de 8.20 usando la Proposición 8.14, pues q0 = 0.
Por Lema 8.19, se ve inmediatamente que MΓ tiene una estructura

Kähler pues qI es par para todo I. Por otro lado, en el caso de Γ′ tenemos
que

P2
F ′ =

{
ei ∧ ej : l3 ≤ i < j < l3 + 2k−2

}
∪

{
ei ∧ ej : l̃2 ≤ i < j < l̃2 + q

}
.

Notemos que P2
F ′ involucra solo los elementos ei tales que i ∈ [[l3, l3 +2k−2−

1]] ∪ [[l̃2, l̃2 + q − 1]] y estos conjuntos no llenan todo el intervalo [[1, n]]. Por
ejemplo, ellos no incluyen al ı́ndice l2. Esto rápidamente implica que el pro-
ducto exterior de n

2 veces el subespacio Λ2
F ′ no puede contener a el2 por lo

tanto
∧n/2

1 Λ2
F ′ = 0 pues Λn

F ′ es de dimensión 1. Esto implica que MΓ′ no
puede admitir una estructura Kähler. Esto prueba 8.20.

Resta probar 8.20 y 8.20. Para abreviar, escribiremos simplemente Pp y
P ′

p en lugar de Pp,F y Pp,F ′ . Comencemos por probar que P ′
4 > P4. Por (8.15)

tenemos P4 =
∑

qI1 . . . qI4 donde la sumatoria es sobre todo {I1, . . . , I4} ∈
A4 (ver (8.13)). No es dif́ıcil ver que si {I1, . . . , I4} ∈ A4 con qI1 . . . qI4 > 0,
entonces los ı́ndices Ij deben estar en (8.26) y no deben ser igual a {1} ni
a {3}. Entonces Ij = {2} ∪ Ĩj con Ĩj ⊂ {3, . . . , k} para todo j = 1, 2, 3, 4,
aśı qIj = 2. Por lo tanto P4 es 24 veces el número de elecciones de cuatro
subconjuntos diferentes Ĩ1, . . . , Ĩ4 ⊂ {3, . . . , k} tales que χ

Ĩ1
. . . χ

Ĩ4
= 1. Se

ve que existen 2k−2 elecciones para Ĩ1, 2k−2 − 1 elecciones para Ĩ2, 2k−2 −
2 para Ĩ3 e Ĩ4 está determinado por lo anteriores. Un simple argumento
combinatorio nos muestra que

(8.31) P4 = 24 2k−2(2k−2 − 1)(2k−2 − 2)
4!

.
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Análogamente, P ′
4 =

∑
q′I1 . . . q′I4 donde la sumatoria es sobre todos los

elementos en A4. Para probar que P ′
4 ≥ P4, sólo será necesario contar y

sumar algunos de los términos de esta sumatoria. Para cualquier Ĩ1, Ĩ2, Ĩ3 ⊂
{3, . . . , k} con Ĩ1 6= Ĩ2, tomamos

I1 = {2} ∪ Ĩ1, I2 = {2} ∪ Ĩ2, I3 = {1} ∪ Ĩ3, I4 = I14I24I3,

donde I4J = (I∪J)\(I∩J). Se puede chequear que {I1, . . . , I4} ∈ A4. Hay(
2k−2

2

)
elecciones para el par Ĩ1, Ĩ2. Para Ĩ3 hay 2k−2 elecciones, pero cuando

consideramos Ĩ4 tenemos que dividir por dos. Ahora, tenemos que tomar en
cuenta los coeficientes q′Ii

, los cuales son todos uno excepto q′1 = 2k−2 + 1.
Por lo tanto

(8.32) P ′
4 ≥

(
2k−2

2

)(
q′1 +

2k−2 − 2
2!

)
=

2k−2(2k−2 − 1)
2

2k−33.

Combinando (8.31) y (8.32) concluimos que

P ′
4 − P4 ≥ 2k−2(2k−2 − 1)

(
2k−33

2
− 24(2k−2 − 2)

4!

)
> 0.

Esta desigualdad P4 < P ′
4 es suficiente para probar 8.20.

Ahora probaremos que P ′
5 > P5. Consideremos {I1, . . . , I5} ∈ A5 tal que

qI1 . . . qI5 > 0. Notemos que Ij 6= {1} para todo j = 1, . . . , 5, pues el número
1 tiene que ocurrir un número par de veces. Más aún, el ı́ndice {3} ocurre una
vez. Entonces, cambiando el orden si es necesario, podemos escribir I5 = {3}
y Ij = {2} ∪ Ĩj con Ĩj ⊂ {3, . . . , k} para 1 ≤ j ≤ 4. Aśı qI5 = q (recordar
que q es un coeficientes de ρ, ver (8.26)) y qIj = 2 para j = 1, . . . , 4.

Por lo tanto P5 es igual a 24q veces el número de posibilidades de tener
cuatro subconjuntos distintos Ĩ1, . . . , Ĩ4 ⊂ {3, . . . , k} tales que χ

Ĩ1
. . . χ

Ĩ4
=

χ3 y donde ningún subproducto de dos de ellos sea igual a χ0 ni a χ3.
Nuevamente, por un argumento combinatorio similar, tenemos

P5 = 24 q
2k−2(2k−2 − 2)(2k−2 − 4)

4!
.

Ahora podemos proceder de manera similar como en la demostración de
(8.32) fijando I5 = {3} y definiendo I4 = I14I24I34I5, obteniendo

P ′
5 ≥ q

2k−2(2k−2 − 2)
2

(
q′1 +

2k−2 − 2
2!

)
.

Consecuentemente obtenemos que P ′
5 > P5, como lo hab́ıamos asegurado.

Ahora probemos que Pk+1 = 0. Supongamos que existe un conjunto
A = {I1, . . . , Ik+1} ∈ Ak+1 tal que qI1 . . . qIk+1

> 0. Notemos que cualquier
subconjunto de {χI1 , . . . , χIk+1

} teniendo k elementos es linealmente inde-
pendiente en Ẑk

2. Por la construcción de ρ, {1} 6∈ A. Cuando k +1 es par, es
claro también que {3} 6∈ A, aśı todo Ij ∈ A está en la unión de {2} y un sub-
conjunto de {3, . . . , k}. Esto contradice la independencia lineal mencionada
arriba. De manera similar, cuando k + 1 es impar, sigue que {3} ∈ A. Los
restantes k elementos Ij ∈ A son tales que 2 ∈ Ij y 1 6∈ Ij , de esta forma no
pueden ser linealmente independientes, lo cual da una contradicción.

Ahora mostremos que P ′
k+1 > 0. Cuando k + 1 es par, es claro que

el producto entre χ1, χ13, χ14, . . . , χ1k, χ2, χ23...k es igual a χ0 mientras que
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ningún subproducto de ellos es igual a χ0, por lo que el conjunto de ı́ndices
correspondiente pertenecen a Ak+1. Cuando k + 1 es impar, lo mismo es
cierto, con χ3 en lugar de χ13. Como todos los coeficientes correspondientes
q′I en ρ′ son positivos, la afirmación sigue.

Para probar que los anillos de cohomoloǵıa son no isomorfos como Q-
álgebras abstractas, es suficiente, por el Corolario 8.10, mostrar que

n∑

p=1

Pp <
n∑

p=1

P ′
p.

Sabemos por la Proposición 8.14 que P0 = P ′
0 = 1, P1 = P ′

1 = 0 y Pp = P ′
p =

0 para p > k + 1. De esta forma, para p = 2, 3, Pp = dim(Λp
F ) = βp(MΓ)

y P ′
p = dim(Λp

F ′) = βp(MΓ′) pues q0 = 0. Además βp(MΓ) = βp(MΓ′) para
todo p pues Γ y Γ′ son Sunada-isospectrales, por lo tanto P2 = P ′

2 y P3 = P ′
3.

Finalmente, como hemos probado que P4 + P5 + P6 < P ′
4 + P ′

5 + P ′
6 para

3 ≤ k ≤ 5, se sigue que Λ∗F y Λ∗F ′ no son isomorfos como Q-álgebras. Esto
completa la demostración del teorema. ¤

Terminamos este caṕıtulo con dos preguntas abiertas que no pudimos
responder.

Preguntas abiertas 8.21.
1. Nosotros esperamos que los anillos de cohomoloǵıa de las variedades

construidas en el teorema sean no isomorfos para todo valor de k, y
no sólo para 3 ≤ k ≤ 5. Por argumentos similares, podemos todav́ıa
probar el no isomorfismo para algunos valores más de k > 5 pero el
argumento se vuelve mucho más complicado. Nos parece de interés
encontrar una prueba elegante válida para todos los valores de k.

2. Podŕıa ser posible construir por métodos similares, familias arbi-
trariamente grandes de variedades fuertemente isospectrales tenien-
do anillos de cohomoloǵıa no isomorfos (siempre que a k, y por lo
tanto a n, les sea permitido crecer arbitrariamente).





CAṔıTULO 9

Ejemplos de variedades isospectrales

Terminamos esta parte con este caṕıtulo de ejemplos de pares y familias
de variedades compactas planas isospectrales con anillos de cohomoloǵıa no
isomorfos.

En la primera sección explicaremos un algoritmo que desarrollamos para
clasificar las representaciones diagonales agrupadas según si son o no casi-
conjugadas. Éste es el primer paso para construir las variedades con coho-
moloǵıas diferentes. Las Tablas 9.1, 9.2, 9.3 muestran algunos resultados
obtenidos por el algoritmo para representaciones de Z3

2 y Z4
2 y dimensión

n ≤ 15.
En la segunda sección estudiaremos detalladamente algunos ejemplos

interesantes. El Ejemplo 9.4 usa las representaciones diagonales de Z4
2 casi-

conjugadas (no equivalentes) de dimensión mı́nima, la cual es n = 7. Las
variedades tienen anillos de cohomoloǵıa pequeños, los cuales se muestran en
la Tabla 9.4. El Ejemplo 9.5 estudiará el mismo par de grupos de Bieberbach
que construimos en la prueba del Teorema 8.20, para el caso k = 3 y n =
8. Para finalizar, el Ejemplo 9.6 muestra una familia de ocho variedades
isospectrales con holonomı́a Z3

2 de dimensión 24. Probaremos que sus anillos
de cohomoloǵıa no son isomorfos de a pares, calculando el número P4,Fj (Γj),
usando (8.18).

9.1. Algoritmo

En esta sección introduciremos un algoritmo que nos permite encontrar
todas las familias de representaciones casi-conjugadas de dimensión n de Zk

2,
para k y n fijos.

Recordemos que por (8.19), dos representaciones diagonales ρ y ρ′ son
casi-conjugadas si y sólo si cs(ρ) = cs(ρ′) para todo 0 ≤ s ≤ n, y que
llamamos a la (n + 1)-tupla (c0(ρ), . . . , cn(ρ)) el patrón de ρ. El algoritmo
puede ser descrito como sigue.

Algoritmo 9.1. Sea k ≥ 3 y n ∈ N. Este algoritmo devuelve todas
las representaciones diagonales n-dimensionales no equivalentes de Zk

2 agru-
padas en conjuntos, donde dos representaciones están en el mismo conjunto
si son casi-conjugadas.

1. Inicialmente patterns y reps son listas vaćıas. reps será una lista
de listas de representaciones.

2. Corremos sobre todas las representaciones diagonales n-dimensio-
nales ρ de Zk

2 y obtenemos su patrón.
3. Verificamos si el patrón de ρ está en patterns o no.

103
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Tabla 9.1. Todas las familias Fk,n
j de representaciones casi-

conjugadas para k = 3 y n ≤ 11.

n Reps. P4,F Reps. P4,F Reps. P4,F

7 F3,7
1

[3,1,1,1,0,1,0] 3
[2,2,2,1,0,0,0] 0

8 F3,8
1

[3,2,1,1,0,1,0] 3
[2,2,2,2,0,0,0] 0 F3,8

2
[3,1,1,1,1,1,0] 7
[2,2,2,1,1,0,0] 4

F3,9
1

[4,2,1,1,0,0,1] 8
[3,3,2,1,0,0,0] 0 F3,9

3
[3,3,1,1,1,0,0] 3
[3,2,2,2,0,0,0] 0 F3,9

5
[3,1,1,1,1,1,1] 15
[2,2,2,1,1,1,0] 12

9
F3,9

2
[4,2,1,0,1,1,0] 8
[3,3,2,0,1,0,0] 0 F3,9

4
[3,2,1,1,1,1,0] 11
[2,2,2,2,1,0,0] 8

F3,10
1

[4,3,1,1,1,0,0] 3
[4,2,2,2,0,0,0] 0 F3,10

4
[4,2,1,1,1,1,0] 14
[3,3,2,1,1,0,0] 6 F3,10

7
[3,2,2,1,1,0,1] 19
[2,2,2,2,2,0,0] 16

10 F3,10
2

[4,2,2,1,0,1,0] 8
[3,3,2,0,2,0,0] 0 F3,10

5
[4,2,1,0,1,1,1] 17
[3,3,2,0,1,1,0] 9 F3,10

8
[3,2,1,1,1,1,1] 23
[2,2,2,2,1,1,0] 20

F3,10
3

[4,2,1,2,0,1,0] 8
[3,3,2,2,0,0,0] 0 F3,10

6
[3,3,1,1,1,1,0] 15
[3,2,2,2,0,1,0] 12

F3,11
1

[5,3,1,1,1,0,0] 3
[5,2,2,2,0,0,0] 0 F3,11

7
[4,3,1,2,0,1,0] 8
[3,3,2,3,0,0,0] 0 F3,11

12
[4,2,2,1,0,1,1] 26
[3,3,2,0,2,1,0] 18

F3,11
2

[5,3,1,1,0,0,1] 15
[4,4,2,1,0,0,0] 0 F3,11

8
[4,3,1,1,1,1,0] 19
[4,2,2,2,0,1,0] 16 F3,11

13
[4,2,1,1,1,1,1] 29
[3,3,2,1,1,1,0] 21

F3,11
3

[5,3,1,0,1,1,0] 15
[4,4,2,0,1,0,0] 0 F3,11

9
[4,2,2,1,0,0,2] 32
[3,3,3,1,0,0,1] 27 F3,11

14
[3,3,2,1,1,0,1] 27
[3,2,2,2,0,2,0] 24

11
F3,11

4
[5,2,2,1,0,0,1] 20
[4,3,3,1,0,0,0] 0 F3,11

10
[4,2,1,2,1,1,0] 20
[3,3,2,2,1,0,0] 12 F3,11

15
[3,3,1,1,1,1,1] 31
[3,2,2,2,0,1,1] 28

F3,11
5

[5,2,2,0,0,1,1] 20
[4,3,3,0,0,1,0] 0 F3,11

11
[4,2,2,1,1,1,0] 20
[3,3,2,1,2,0,0] 12 F3,11

16
[3,2,2,1,1,1,1] 35
[2,2,2,2,2,1,0] 32

F3,11
6

[4,3,2,1,0,1,0] 8
[3,3,3,2,0,0,0] 0

Si no está, lo agregamos a patterns al final y también agreg-
amos en reps una nueva entrada la cual es una lista teniendo
a ρ como su único elemento.
Si el patrón de ρ coincide con alguna entrada en patterns,
digamos la j-ésima, entonces miramos las representaciones que
están en la j-ésima entrada de reps y chequeamos si alguna
de ellas es equivalente a ρ. Si alguna lo es no hacemos nada.
Si no, agregamos ρ a esta j-ésima lista.

Las Tablas 9.1, 9.2, 9.3 muestran algunos de los resultados obtenidos con
la ayuda de una computadora. Ellos contienen sólo representaciones ρ tales
que −Idn /∈ Im(ρ) y tales que ρ no tienen vectores fijos (i.e. q0 = 0), pues
estamos más interesados en variedades (que en orbifolds) teniendo primer
número de Betti igual a cero. Por simplicidad, hemos abreviado, para k =
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Tabla 9.2. Todas las familias F̃k,n
j de representaciones casi-

conjugadas para k = 3 y n ≤ 15.

n Reps. P4 Reps. P4 Reps. P4

12 F̃3,12
1

[5,3,1,1,1,1,0] 23
[5,2,2,2,0,1,0] 20
[4,4,2,1,1,0,0] 8
[4,3,3,2,0,0,0] 0

F̃3,12
2

[4,3,2,1,0,1,1] 35
[4,2,2,2,0,2,0] 32
[3,3,3,2,0,0,1] 27

F̃3,12
3

[4,2,2,1,1,0,2] 44
[3,3,3,1,1,0,1] 39
[3,3,2,0,2,2,0] 36

13 F̃3,13
1

[5,3,1,1,1,1,1] 47
[5,2,2,2,0,1,1] 44
[4,4,2,1,1,1,0] 32
[4,3,3,2,0,1,0] 24

F̃3,13
2

[4,3,2,1,1,1,1] 59
[4,2,2,2,1,2,0] 56
[3,3,3,2,1,0,1] 51

F̃3,13
3

[4,2,2,1,1,1,2] 68
[3,3,3,1,1,1,1] 63
[3,3,2,1,2,2,0] 60

F̃3,14
1

[6,3,2,1,0,1,1] 51
[6,2,2,2,0,2,0] 48
[5,4,3,1,0,1,0] 15
[4,4,4,2,0,0,0] 0

F̃3,14
3

[5,3,2,2,1,1,0] 47
[4,4,2,2,2,0,0] 32
[4,3,3,3,1,0,0] 27

F̃3,14
5

[5,3,2,1,1,1,1] 71
[5,2,2,2,1,2,0] 68
[4,4,2,1,2,1,0] 56
[4,3,3,2,0,2,0] 48

14 F̃3,14
2

[5,3,3,1,0,1,1] 63
[5,3,2,0,2,2,0] 60
[4,4,3,0,2,0,1] 48

F̃3,14
4

[5,3,2,0,1,1,2] 79
[4,4,3,0,1,1,1] 67
[4,4,2,0,2,2,0] 64

F̃3,14
6

[4,3,2,1,2,1,1] 83
[4,2,2,2,2,2,0] 80
[3,3,3,2,2,0,1] 75

F̃3,14
7

[4,2,2,2,1,2,1] 92
[3,3,3,2,1,1,1] 87
[3,3,2,2,2,2,0] 84

F̃3,15
1

[6,4,1,2,1,1,0] 44
[6,3,2,3,0,1,0] 36
[5,5,2,2,1,0,0] 20
[5,4,3,3,0,0,0] 0

F̃3,15
5

[5,4,2,2,0,1,1] 68
[5,3,2,3,0,2,0] 60
[4,4,3,3,0,0,1] 48

F̃3,15
9

[5,3,2,1,1,1,2] 111
[4,4,3,1,1,1,1] 99
[4,4,2,1,2,2,0] 96

F̃3,15
2

[6,4,2,1,1,1,0] 44
[6,3,3,2,0,1,0] 36
[5,5,2,1,2,0,0] 20
[5,4,3,0,3,0,0] 0

F̃3,15
6

[5,3,3,1,1,1,1] 95
[5,3,2,1,2,2,0] 92
[4,4,3,1,2,0,1] 80
[4,3,3,2,0,3,0] 72

F̃3,15
10

[4,3,3,2,1,1,1] 107
[4,3,2,2,2,2,0] 104
[3,3,3,3,2,1,0] 99

15

F̃3,15
3

[6,3,2,1,1,1,1] 83
[6,2,2,2,1,2,0] 80
[5,4,3,1,1,1,0] 47
[4,4,4,2,1,0,0] 32

F̃3,15
7

[5,3,2,2,1,0,2] 92
[4,4,3,2,1,0,1] 80
[4,3,3,3,0,2,0] 72

F̃3,15
11

[4,3,2,2,1,2,1] 116
[3,3,3,3,1,1,1] 111
[3,3,2,3,2,2,0] 108

F̃3,15
4

[5,4,2,1,1,2,0] 68
[5,3,3,2,0,2,0] 60
[4,4,3,0,3,1,0] 48

F̃3,15
8

[5,3,2,2,1,1,1] 95
[4,4,2,2,2,1,0] 80
[4,3,3,3,1,1,0] 75

3, 4 respectivamente,

[q1, q2, q3, q12, q13, q23, q123] =
∑

I

qIχI ,

[q1, q2, q3, q4, q12, q13, q14, q23, q24, q34, q123, q124, q134, q234, q1234] =
∑

I

qIχI .

En las tablas, para cada representación incluimos el valor de P4,F de formas
primitivas de grado 4, cuando k = 3, y el valor de P4,F y P5,F , cuando k = 4.



106 9. EJEMPLOS DE VARIEDADES ISOSPECTRALES

Tabla 9.3. Todas las familias Fk,n
j de representaciones casi-

conjugadas para k = 4 y n ≤ 9.

n Reps. P4 P5 Reps. P4 P5

7 F4,7
1

[2,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0] 1 0
[2,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0] 1 2

F4,8
1

[3,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0] 3 0
[2,2,2,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] 0 0 F4,8

3

[2,1,1,1,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0] 3 2
[2,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0] 3 4
[2,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0] 3 08

F4,8
2

[2,2,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0] 1 0
[2,2,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1] 1 4

F4,9
1

[3,2,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0] 3 0
[2,2,2,1,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] 0 0 F4,9

8

[3,1,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0] 7 4
[2,2,2,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0] 4 4
[2,2,2,1,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0,0] 4 0

F4,9
2

[3,2,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0] 1 0
[3,2,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1] 1 6 F4,9

9
[3,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,1,0] 3 6
[2,2,2,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0,0] 0 0

F4,9
3

[3,2,1,1,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,0] 3 0
[2,2,2,2,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0] 0 0 F4,9

10
[3,1,1,1,0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0] 7 6
[2,2,2,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1] 4 8

9 F4,9
4

[3,2,1,1,0,0,0,1,0,1,0,0,0,0,0] 2 0
[3,2,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1] 2 6 F4,9

11

[2,2,1,1,1,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0] 5 4
[2,2,1,1,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0] 5 6
[2,2,1,1,0,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0] 5 2
[2,2,1,1,0,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0] 5 0

F4,9
5

[3,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0] 3 0
[2,2,1,1,2,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0] 0 0 F4,9

12
[2,2,1,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,0] 8 4
[2,2,1,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0] 8 0

F4,9
6

[3,1,1,1,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0,0] 7 0
[2,2,2,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0] 4 0 F4,9

13

[2,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0] 7 8
[2,1,1,1,1,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0] 7 6
[2,1,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0,0,0] 7 4

F4,9
7

[3,1,1,1,1,0,0,1,1,0,0,0,0,0,0] 7 4
[2,2,2,1,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0] 4 4 F4,9

14
[2,1,1,1,1,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0] 7 4
[2,1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0,1,0] 7 0

La Tabla 9.1 muestra todas las familias de representaciones casi-conjuga-
das de Z3

2 de dimensión n ≤ 11. Todas ellas terminan siendo pares. Por otro
lado, para n = 12, hay 19 familias, de las cuales 16 son pares. Por razones
de espacio, en la Tabla 9.2 mostramos, para n ≤ 15, todas las familias que
tienen más de dos elementos, omitiendo los pares casi-conjugados. Cuando
la holonomı́a crece a Z4

2, el número de familias también crece. Por ejemplo,
para n = 9 hay 14 familias, mostradas en la Tabla 9.3. Para n = 10 hay 32
familias, una de ellas conteniendo 6 representaciones.

Observaciones 9.2.

(i) Uno puede chequear que todos los pares en la Tabla 9.1 pueden ser
obtenidas en un paso por el ‘método del flip’ (Teorema 8.17). De
todas maneras, esto no siempre ocurre para k = 3, por ejemplo para
n = 12. De hecho, es simple chequear que la primera representación
[5, 3, 1, 1, 1, 1, 0] y la cuarta [4, 3, 3, 2, 0, 0, 0, 0] en F̃3,12

1 no pueden
ser obtenidas por un flip. Esto es el ejemplo de dimensión mı́nima
con esta propiedad para k = 3.
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Cuando k = 4 la situación es muy diferente. Es simple chequear
que la mayoŕıa de los pares en la Tabla 9.3 no pueden ser obtenidas
flipeando (por ejemplo F4,7

1 , el primer par en la tabla).
(ii) Recordemos que el Corolario 8.10 y la Proposición 8.14 nos dicen

que P4,F (respectivamente P4,F +P5,F ) es un invariante del álgebra
Λ∗F bajo el isomorfismo cuando k = 3 (respectivamente k = 4)
respectivamente. Notemos que en todos los ejemplos en las tablas,
estos números son diferentes, lo cual muestra que tienen álgebras
de formas invariantes no isomorfos.

Pregunta abierta 9.3. Las tablas muestran diversos ejemplos de fa-
milias de representaciones casi-conjugadas tales que el correspondiente anillo
de F -invariantes son no isomorfos entre ellas. Nosotros creemos que siempre,
dado cualquier par de representaciones casi-conjugadas no equivalentes, el
anillo de F -invariantes en el álgebra exterior son no isomorfos entre si. Esto
ocurre en todos los ejemplos que hemos obtenidos computacionalmente, que
son más que los mostrados en las tablas.

9.2. Ejemplos expĺıcitos

En esta sección exhibiremos varias familias de variedades fuertemente
isospectrales en dimensiones bajas, mostrando diversas caracteŕısticas en
sus anillos de cohomoloǵıa, en particular el no isomorfismo entre ellos.

Ejemplo 9.4. Aqúı definiremos dos grupos de Bieberbach Γ y Γ′ de
dimensión n = 7 con grupo de holonomı́a Z4

2. Sus representaciones de
holonomı́a son de dimensión mı́nima para k = 4, con anillos de cohomoloǵıa
no isomorfos, obtenidos por el Algoritmo 9.1 (el par F4,7

1 en la Tabla 9.3),
las cuales son

ρ = 2χ1 + χ2 + χ3 + χ4 + χ23 + χ24 ,

ρ′ = 2χ1 + χ2 + χ3 + χ4 + χ12 + χ234 .

Los correspondientes grupos de Bieberbach tienen generadores BiLbi (1 ≤
i ≤ 4) los cuales son dados en la notación columna de la siguiente manera:

Γ :

B1 B2 B3 B4

−1 1 1 1
2

1
−1 1 1 1

1 1
2

−1 1 1
1 1 1

2
−1 1

1 1
2

1 1
2

1 1
2

−1
1 −1 −1 1 1

2

1 −1 1 −1

Γ′ :

B1 B2 B3 B4

−1 1 1 1
2

1
−1 1 1 1

1 1
2
−1 1 1

1 1 1
2

−1 1
1 1

2
1 1

2
1 1

2
−1

−1 −1 1 1 1
2

1 −1 −1 −1

Comparando los números de Sunada vemos que las correspondientes
variedades son Sunada-isospectrales. De hecho se puede chequear que, en
ambos casos, los número de Sunada no nulos son c5,1 = c3,1 = c1,1 = 1,
c5,2 = c4,2 = c4,1 = c3,1 = 2, y c2,1 = 4.

Los anillos de invariantes son mostrados en la Tabla 9.4. Ellos son no
isomorfos por el Corolario 8.10, pues el total de elementos primitivos es
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igual a 5 para F y a 7 para F ′. Notemos que Λ2
F ∧ Λ3

F = Λ5
F mientras que

Λ2
F ′ ∧ Λ3

F ′ = 0.

Tabla 9.4. Invariantes para F y F ′.

p Λp
F Pp,F Pp,F ′ Λp

F ′ βp

0 span{1} 1 1 span{1} 1
1 0 0 0 0 0
2 span{12 } 1 1 span{12 } 1
3 span{346, 357 } 2 2 span{136, 236 } 2
4 span{4567 } 1 1 span{3457 } 1
5 span{ 12346, 12357 } 0 2 span{14567, 24567 } 2
6 span{ 124567 } 0 0 span{ 123457 } 1
7 0 0 0 0 0

Aqúı abreviamos 12 en lugar de e1 ∧ e2 y aśı sucesivamente. Los elementos
primitivos están en negrita.

Ejemplo 9.5. Ahora asumamos que Γ y Γ′ son los grupos de Bieberbach
definidos como en la prueba del Teorema 8.20 con k = 3 y n = 8 (q = 2).
Las correspondientes representaciones diagonales coinciden con el par F3,8

1
en la Tabla 9.1. Ellos son

ρ = 2χ1 + 2χ2 + 2χ23 + 2χ3 ,

ρ′ = 3χ1 + χ13 + χ2 + χ23 + 2χ3 .

Los grupos de Bieberbach asociados de tipo diagonal en notación columna
son:

Γ :

B1 B2 B3

−1 1 1 1
2−1 1 1

1 1
2
−1 1

1 −1 1
1 −1 1

2
−1

1 −1 −1
1 1 1

2
−1

1 1 −1

Γ′ :

B1 B2 B3

−1 1 1 1
2−1 1 1

−1 1 1
−1 1 −1

1 1
2

−1 1
1 −1 1

2
−1

1 1 1
2
−1

1 1 −1

El Teorema 8.20 probó que las variedades MΓ y MΓ′ son Sunada-isos-
pectrales, que H∗(MΓ) 6∼= H∗(MΓ′) como anillos abstractos, y además que
MΓ es Kähler, mientras que MΓ′ no lo es.

Ahora estudiaremos en más detalle las propiedades de estas variedades
por cálculos directos, i.e. sin apelar al Teorema 8.20. Primero, no es dif́ıcil
ver que las formas invariantes por F y F ′ son las dadas en la Tabla 9.5.

Usando la Tabla 9.5, es simple ver que

Λ2
F ′ ∧ Λ2

F ′ = span{ e1 ∧ e2 ∧ e7 ∧ e8, e1 ∧ e3 ∧ e7 ∧ e8, e2 ∧ e3 ∧ e7 ∧ e8 }
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Tabla 9.5. Invariantes para F y F ′.

p Λp
F Pp,F Pp,F ′ Λp

F ′ βp

0 span{1} 1 1 span{1} 1
1 0 0 0 0 0
2 span{12, 34, 56, 78 } 4 4 span{12, 13, 23, 78 } 4

3 span
{
357, 367, 457, 467
358, 368, 458, 468

}
8 8 span

{
147, 247, 347, 567
148, 248, 348, 568

}
8

4 span
{

1234, 1256, 1278
3456, 3478, 5678

}
0 3 span

{
1456, 2456, 3456
1278, 1378, 2378

}
6

5 span





12357, 12358
12367, 12368
12457, 12458
12467, 12468





0 0 span





12347, 12348
12567, 12568
13567, 13568
23567, 23568





8

6 span
{

123456, 123478
125678, 345678

}
0 0 span

{
123456, 145678
245678, 345678

}
4

7 0 0 0 0 0
8 span{ 12345678 } 0 0 span{ 12345678 } 1

Aqúı abreviamos 12 en lugar de e1 ∧ e2 y aśı sucesivamente. Los elementos
primitivos están en negrita.

y que P4
F ′ = { e1 ∧ e4 ∧ e5 ∧ e6, e2 ∧ e4 ∧ e5 ∧ e6, e3 ∧ e4 ∧ e5 ∧ e6 }, por lo

tanto P4,F ′ = 3. Más aún,

Λ2
F ′ ∧ Λ2

F ′ ∧ Λ2
F ′ = 0.

Esto claramente implica que MΓ′ no puede admitir una estructura de Kähler.
Ahora miremos a MΓ. Tenemos

Λ2
F ∧ Λ2

F = Λ4
F ,

Λ2
F ∧ Λ2

F ∧ Λ2
F = Λ6

F ,

Λ2
F ∧ Λ2

F ∧ Λ2
F ∧ Λ2

F = Λ8
F = span{ e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e8 }.

Por estas razones es claro que los anillos de cohomoloǵıa no son isomorfos
como álgebras graduadas. Por otro lado, el hecho de que Λ2

F ∧Λ2
F = Λ4

F nos
dice que P4,F = 0. Pero P4,F ′ = 3, entonces el Corolario 8.10 implica que
Λ∗F y Λ∗F ′ no pueden ser isomorfos como álgebras.

La estructura compleja sobre R8 dada por
{

Je2j−1 = −e2j ,
Je2j = e2j−1,

(1 ≤ j ≤ 4),

conmuta con la acción de holonomı́a de F , por lo tanto induce una estructura
compleja Kähler sobre MΓ con forma de Kähler

Ω = e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4 + e5 ∧ e6 + e7 ∧ e8.

Notemos también que
1
24

Ω ∧ Ω ∧ Ω ∧ Ω = e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ e8.
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Como MΓ es Kähler existe una acción natural del grupo SL(2,C) so-
bre H∗(MΓ)C ' Λ∗(Cn)F la cual da la descomposición de Lefschetz de
H∗(MΓ)C. Tenemos los operadores L, L∗ dados por L(X) = Ω∧X, L∗(X) =
cp∗L∗(X) sobre Λp(MΓ), con cp una constante. Una forma η tal que L∗η = 0
genera un SL(2,C)-módulo de dimensión n − p + 1. La descomposición en
submódulos irreducibles es

(9.1) H∗(MΓ)C ' π5 ⊕ 3π3 ⊕ 8π2 ⊕ 2π1.

Para verificar esto notemos que 1 genera el siguiente submódulo irreducible
de dimensión 5: span{ 1, Ω, Ω ∧ Ω, Ω ∧ Ω ∧ Ω, Ω ∧ Ω ∧ Ω ∧ Ω }. Más aún,
e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4, e1 ∧ e2 − e5 ∧ e6 y e1 ∧ e2 − e7 ∧ e8 son 2-formas anuladas
por L∗ y cada una genera un submódulo irreducible de dimensión 3. Por
ejemplo, en el caso de e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4 tenemos:

Ω ∧ (e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4) = e1 ∧ e2 ∧ e5 ∧ e6 + e1 ∧ e2 ∧ e7 ∧ e8

− e3 ∧ e4 ∧ e5 ∧ e6 − e3 ∧ e4 ∧ e7 ∧ e8 ,

Ω ∧ Ω ∧ (e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4) = 2 (e1 ∧ e2 ∧ e5 ∧ e6 ∧ e7 ∧ e8

− e3 ∧ e4 ∧ e5 ∧ e6 ∧ e7 ∧ e8) .

Aśı Ω ∧ Ω ∧ Ω ∧ (e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4) = 0, por lo tanto el SL(2,C)-módulo
generado por e1 ∧ e2 − e3 ∧ e4 tiene dimensión 3.

Similarmente, una base para las 4-formas anuladas por L∗ es

e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 + e5 ∧ e6 ∧ e7 ∧ e8 − e1 ∧ e2 ∧ e5 ∧ e6 − e3 ∧ e4 ∧ e7 ∧ e8,

e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 + e5 ∧ e6 ∧ e7 ∧ e8 − e3 ∧ e4 ∧ e5 ∧ e6 − e1 ∧ e2 ∧ e7 ∧ e8.

Estas 4-formas generan un módulo trivial.
Más aún, la dimensión del espacio de p-formas en Ker(L∗), con p ≤ n,

es βp
0 = βp − βp−2, el cual es un invariante topológico. Esto implica que

β1
0 = 1, β2

0 = 4− 1 = 3, β3
0 = 8− 0 = 8, β4

0 = 6− 4 = 2, βp
0 = βn−p

0

para todo p. Se ve que todos los vectores en Ker(L∗) del mismo grado p ≤ 4
generan un módulo irreducible de dimensión 4− p + 1.

Notemos que las variedades dobladas MdΓ, MdΓ′ son ambas variedades
de Kähler isospectrales de dimensión 16, pero sus anillos de cohomoloǵıa
son todav́ıa no isomorfos. Más aún, por el el Lema 8.19, MdΓ es hiperkähler
pero MdΓ′ no lo es.

Ejemplo 9.6. Como ejemplo final, consideraremos una familia de ocho
variedades compactas planas de dimensión 24 con grupos puntuales isomor-
fos a Z3

2. Esta familia fue también encontrada usando el algoritmo explicado
en la sección anterior. Los coeficientes q

(j)
I de las representaciones ρj para

1 ≤ j ≤ 8, son dados en la Tabla 9.6. Denotaremos por Fj el grupo puntual
dado por la Definición 8.12 de ρj .

Ahora mostraremos que, como en el Teorema 8.20, para cada repre-
sentación diagonal ρj de Z3

2 uno puede encontrar vectores b
(j)
i de dimensión

24, con coordenadas en {1
2 , 0} (1 ≤ i ≤ 3, 1 ≤ j ≤ 8) tales que los grupos

resultantes Γj = 〈B(j)
i L

b
(j)
i

, LZn〉 sean grupos de Bieberbach.
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Tabla 9.6. Representaciones ρ1, . . . , ρ8.

q0 q1 q2 q3 q12 q13 q23 q123

ρ1 0 10 6 3 2 1 1 1
ρ2 0 10 6 2 2 2 2 0
ρ3 0 10 5 4 3 0 1 1
ρ4 0 10 4 4 4 0 2 0
ρ5 0 9 7 4 2 1 1 0
ρ6 0 9 6 5 3 0 1 0
ρ7 0 8 8 4 2 2 0 0
ρ8 0 8 6 6 4 0 0 0

Tabla 9.7. Grupos de Bieberbach Γ1, . . . , Γ8 en notación columna.

Conjunto del
carácter B1 B2 B3 B12 B13 B23 B123

χ1 −1 1 1 1
2
−1 −1 1

2
1 1

2
−1 1

2

χ2 1 −1 1 1
2
−1 1 1

2
−1 1

2
−1 1

2

χ3 1 1
2

1 1
2

−1 1 −1 1
2
−1 1

2
−1

χ12 −1 1
2
−1 1 1 1

2
−1 1

2
−1 1 1

2

χ13 −1 1 −1 −1 1 −1 1
χ23 1 −1 −1 −1 −1 1 1
χ123 −1 −1 −1 1 1 1 −1

Para escoger los vectores b
(j)
i , fijaremos el siguiente orden en Ẑ3

2:

χ0 ≺ χ1 ≺ χ2 ≺ χ3 ≺ χ12 ≺ χ13 ≺ χ23 ≺ χ123.

Elegimos los vectores b
(j)
I para todo 1 ≤ j ≤ 8, de tal manera que la

primera fila de cada carácter sea como en la Tabla 9.7 y las otras filas no
contengan ningún 1

2 .
Para ver si Γj = 〈B(j)

i L
b
(j)
i

, LZn〉 (1 ≤ j ≤ 8) son grupos de Bieberbach

tenemos que verificar la validez de la condición (8.4) de la Proposición 8.2.
Como los coeficientes q

(j)
1 , q

(j)
2 , q

(j)
3 y q

(j)
12 son todos positivos para todo j,

resulta que la condición en (8.4) se cumple.
Veamos que estas variedades MΓj (1 ≤ j ≤ 8) son Sunada-isospectrales.

Usando la Tabla 9.6 y la Tabla 9.7, no es dif́ıcil chequear que los números
nBI

están dados por:

nB1 nB2 nB3 nB12 nB13 nB23 nB123

ρ1 10 14 18 6 8 12 4
ρ2 10 14 18 4 8 12 6
ρ3 10 14 18 6 8 12 4
ρ4 10 14 18 8 6 12 4
ρ5 12 14 18 6 8 10 4
ρ6 12 14 18 8 6 10 4
ρ7 12 14 18 6 10 8 4
ρ8 12 14 18 10 6 8 4

.
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Esto nos dice que los patrones (c0(ρj), . . . , c24(ρj)) (ver Definición 8.3) coin-
ciden para todo 1 ≤ j ≤ 8. Los números ci(ρj) que no son nulos son c4 =
c6 = c8 = c10 = c12 = c14 = c18 = 1. Más aún, por nuestras elecciones de los
vectores b

(j)
I , los números de Sunada no nulos para todo Γj son c4,1 = c6,1 =

c8,1 = c10,2 = c12,2 = c14,1 = c18,2 = 1.
Para comparar sus anillos de cohomoloǵıa consideremos el álgebra Λ∗Fj

de Fj-invariantes para cada j. La Proposición 8.14 (i) nos dice que P0,Fj = 1,

P1,Fj = 0 y Pp,Fj = 0 para todo p ≥ 5 y todo j, pues q
(j)
0 = 0 y k = 3. Más

aún P2,Fj = β2(MΓj ), P3,Fj = β3(MΓj ). Como las variedades son fuertemente
isospectrales (por ser Sunada-isospectrales), todas las variedades tienen los
mismos números de Betti, por lo tanto todos ellos tienen los números P2 y
P3 iguales. Calculamos los más simples:

P2,F8 =
(
8
2

)
+

(
6
2

)
+

(
6
2

)
+

(
4
2

)
= 64, P3,F8 = q

(8)
1 q

(8)
2 q

(8)
12 = 192.

Por el Corolario 8.10, sólo resta mostrar que los valores de P4,Fj son
todos diferentes, para aśı probar que las álgebras Λ∗Fj

no son isomorfas de
a pares. Ahora, calculando P4,Fj por medio de (ii) en la Proposición 8.14,
obtenemos

j 1 2 3 4 5 6 7 8
P4,Fj 371 368 335 320 191 135 128 0 ,

por lo tanto nuestra afirmación queda probada.
Finalmente, por el Lema 8.19, las variedades MΓ2 , MΓ4 , MΓ7 y MΓ8

tienen una estructura Kähler pues sus representaciones diagonales tienen
todos sus coeficientes pares. No es dif́ıcil probar, como en la prueba de 8.20
del Teorema 8.20, que las demás variedades no pueden ser Kähler.
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