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Resumen

En el caso homogéneo, el tinico comportamiento de curvatura que atin no se entiende es
Ricci negativa y existe evidencia que una caracterizacion algebraica de grupos de Lie que
admiten métricas invariantes a izquierda de curvatura de Ricci negativa estd muy lejos de
nuestro alcance por el momento. En este trabajo se analiza el espacio de las derivaciones
de una algebra de Lie nilpotente n fija, tales que la extension soluble correspondiente tiene
una métrica de curvatura de Ricci negativa; trabajamos con el cono abierto y convexo C(n)
introducido por Lauret - Will (2019) con el objetivo de responder la pregunta: ;Cudles son
las algebras de Lie solubles con nilradical n fijo, que admiten una métrica de curvatura
de Ric < 07, analizamos conjeturas acerca de este conjunto en ejemplos de dimensiones
bajas. Por otro lado se muestran resultados respecto al calculo del cono C(n) en dlgebras
de Lie especiales, como ser Heisenberg, filiforme y libre dos pasos nilpotente.

Abstract

In the homogeneous case, Ricci negative is the only curvature behavior which is still not
understood and there is evidence that an algebraic characterization of Lie groups having a
Ricci negative left invariant metric is out of reach at the moment. We analyze the space of
all the derivations of a given nilpotent Lie algebra n, such that the corresponding solvable
extension has a metric with negative Ricci curvature; we work with the open and convex
cone C(n) introduced by Lauret - Will (2019) in order to answer the question: Which are
the solvable Lie algebras with a fixed nilradical n admitting a Ric < 0 metric?, we study
conjectures about this subset in examples of low dimensions. On the other hand, we prove
some results on the cone C(n) for special Lie algebras, like Heisenberg, filiform and free
2-step nilpotent Lie algebra.

Palabras clave: Grupo de Lie - Soluble - curvatura - Ricci - negativa.
Clasificacién: 2010 Mathematics Subject Clasification: 53C20 - 53C30 - 22E25.
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1. INTRODUCCION

Dado un grupo de Lie G, por sus propiedades geométricas y algebraicas siempre se
espera una estrecha relacién entre condiciones de curvatura de métricas Riemannianas
invariantes a izquierda en G, la topologia del grupo y también la estructura de su algebra
de Lie g. Se sabe que en el caso general no hay obstrucciones topolégicas en una variedad
diferenciable M para la existencia de una métrica Riemanniana completa de curvatura de
Ricci negativa, y en el caso homogéneo, este comportamiento de curvatura es el tinico que
aun no se entiende (ver [NNI5, Introduction]).

Para algebras de Lie de curvatura Sec < 0 su estructura estd dada por un algebra de
Lie nilpotente junto con una derivaciéon positiva, més atn cualquier variedad homogénea
Riemanniana con Sec < 0 es isométrica a una métrica invariante a izquierda en un grupo
de Lie soluble simplemente conexo (ver [AWT76l, (W64l [H74]). En el caso Ric < 0, grupos
de Lie no solubles entran en juego.

En la década de los 80, Dotti-Leite-Miatello [D82), [DL82, [DLMB84] probaron que los
Unicos grupos de Lie unimodulares que pueden admitir métricas de curvatura Ric < 0 son
los semisimples no compactos y que la mayoria de los grupos de Lie simples no compactos
admiten métrica de Ric < 0, con excepciones en dimensiones bajas cuya existencia o no de
tal métrica permanece abierta. Ademads, Jablonski-Petersen [JP17] determinaron que un
grupo de Lie semisimple que admita métrica Ric < 0 no puede tener factores compactos.

En 2016, Will construyé ejemplos de grupos de Lie que admiten métrica de Ric < 0,
estos no son ni semisimples ni solubles [W17, [W18]. Por otro lado, en [W18] se demuestra
que cualquier grupo de Lie semisimple, no-compacto que admite métrica Ric < 0 puede
ser el factor de Levi de un grupo de Lie no-semisimple con métrica Ric < 0y en [LW19] se
prueba que cualquier grupo de Lie compacto y semisimple puede ser el factor de Levi de
un grupo de Lie que admite métrica Ric < 0. Todo esto muestra que una caracterizacién
algebraica de grupos de Lie que admiten métrica de Ric < 0 esta bastante lejos de nuestro
alcance por el momento.

El estudio del caso soluble fue iniciado por Nikolayevsky-Nikonorov [NNI15] en 2015.
Ellos obtuvieron la siguiente condicién suficiente para que un grupo de Lie soluble S con
algebra de Lie s, admita métrica de Ric < 0:

Existe Y € s tal que ad Y[R > 0, es decir que Re Spec(adY|,) > 0, donde n es el
nilradical de s.

También probaron una condicién necesaria en [NN15|:

Existe Y € s tal que tradY >0y adY\;R(n) > 0, donde 3(n) es el centro de n.

Todo esto motiva la siguiente pregunta.

Pregunta 1: ;Qué algebras de Lie nilpotentes pueden ser el nilradical de un algebra
de Lie soluble que admite métrica Ric < 07

Tal algebra de Lie se llamara nilradical Ricci negativo la cual se abreviard como RN-
nilradical. Como la existencia de una derivacién positiva es suficiente, cualquier algebra de
Lie 2-pasos nilpotente o de dimensién < 6 es RN-nilradical. Ademés fue probado en [DL19]
que cualquier algebra de Lie nilpotente de dimensién = 7 que admite una derivaciéon no
nilpotente es RN-nilradical.

Ejemplos en [DL19] sugieren que una caracterizacion estructural de nilradicales Ricci
negativos puede ser inviable por lo que la Pregunta 1 parece ser muy ambiciosa. Conside-
ramos entonces la siguiente:

Pregunta 2: Dada un édlgebra de Lie n, ;Cuédles son las dlgebras de Lie solubles con
nilradical n que admiten una métrica Ric < 07

En el contexto de grupos de Lie solubles, se define en [LW2] las derivaciones fuertemente
Ricci negativas de un dlgebra de Lie nilpotente n.
3



Definicion 1.1. Una derivacion D de un algebra de Lie nilpotente n tal que trD > 0
se dice fuertemente Ricci negativa si la extension soluble unidimensional sp = Rf @& n
(ad f], = D) admite un producto interno de curvatura de Ricci negativa tal que D' = D

v fLn

Sea t(n) el toro maximal de dervaciones diagonalizables de n, definimos como t(n) s, C
t(n) a todas aquellas que sean fuertemente Ricci negativas. En [LW2] se define también un
cono abierto y convexo de derivaciones que cumplen la definiciéon anterior de la siguiente
manera:

C(n) i= (Room (G - [1) N Dg(n) + Dg(n)=0) N ()i,
y se prueba que valen las siguientes inclusiones,

t(0) frn N (M) gen € C(1) C t(0)

donde t(n)gen, son aquellas derivaciones del toro maximal genéricas (ver Seccién [2| para
maés informacion). Por lo anterior se espera que valga lo siguiente:

Conjectura 1: C(n) = t(n) fpy,.

El siguiente teorema es el resultado principal de este trabajo que asegura la validez de
la Conjetura 1 para algebras de Lie nilpotentes de dimensién < 5.

Teorema 1.2. Para toda dlgebra de Lie nilpotente n de dimension < 5,
C(n) = t(n) frn.

Esto aporta nuevas evidencias para conjeturas propuestas en [NN15, [DL19, LW?2]. Una
de tales conjeturas dice que una caracterizacién completa de algebras de Lie solubles que
admiten métrica de Ric < 0 deberia tener la siguiente forma:

Conjectura 2: [NN15] Para cada élgebra de Lie nilpotente n, existe un cono abierto
y convexo C C t(n) tal que un &lgebra de Lie soluble s con nilradical n admite
métrica de Ric < 0 si y sélo si existe Y € 5 tal que ad Y|F € C.

En la Seccién 2] se presenta la definicién de derivaciones Ricci negativas y fuertemente
Ricci negativas (ver [DL19, LW2]) y también la construccién del cono abierto y convexo
C(n), para cada élgebra de Lie nilpotente n, que parametriza un subconjunto de extensiones
solubles unidimensionales de n que admiten métricas de Ric < 0. Desarrollamos también
conjeturas acerca de dicho subconjunto ([LW2]).

En la Seccién 3 calculamos dicho cono para todas las dlgebras de Lie nilpotentes de
dimensién = 5 y en la Seccién 4 se prueba el Teorema [1.2

En las secciones subsiguientes calculamos explicitamente el cono para algebras de Lie
especiales, como ser Heisenberg, filiforme, libre y algunos ejemplos particulares en dimen-
siones bajas asociados a grafos.

2. PRELIMINARES

En esta seccion definimos las derivaciones Ricci negativas y fuertemente Ricci negativas
y enunciamos conjeturas acerca de estos conjuntos de derivaciones siguiendo lo estudiado
en [LW2]. También estudiamos la aplicacién momento de una representacién dada que
parametriza a las dlgebras antisimétricas y enunciamos un teorema visto en [DLI19] que
nos permite caracterizar las derivaciones fuertemente Ricci negativas en funcion de esta
aplicacién. Presentamos también la construccion de un cono abierto y convexo que sera el
elemento mas estudiado en el trabajo.
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2.1. Derivaciones Ricci negativas. Sea n un dlgebra de Lie nilpotente. Para cada D €
Der(n) consideramos la descomposicién aditiva de Jordan tal que:

D=D*+D%+Dp" [D¥D¥ =0, [DD"=0, [D¥ D"=0,

donde D® es diagonalizable (sobre R), D'} es diagonalizable sobre C con autovalores ima-
ginarios y D" es nilpotente. Sabemos que D", D®, D'® € Der(n). Un subespacio abeliano
maximal de derivaciones diagonalizables (sobre R) se llama toro mazimal de n y se denota
t(n), este es unico salvo conjugacién por automorfismos de n.

Para responder la Pregunta 2, nos enfocamos primero en las extensiones solubles uni-
dimensionales.

Dada n un édlgebra de Lie nilpotente, se tiene que cada D € Der(n) define un édlgebra
de Lie soluble

sp=Rfén

con corchete de Lie dado por el producto semi-directo tal que ad f|, = D.

Definicién 2.1. Una derivaciéon D de un algebra de Lie nilpotente n con tr D > 0 se dice
Ricci negativa si el algebra de Lie soluble sp admite un producto interno de curvatura
de Ricci negativa. Denotamos por Der(n),, el conjunto de todas las derivaciones Ricci
negativas de n.

Notemos que cualquier n que admita una derivaciéon Ricci negativa es RN-nilradical, la
validez de la reciproca no se conoce.

Como Der(n),,, parametriza el conjunto de todas las extensiones unidimensionales so-
lubles de n que admiten métrica Ric < 0 nos interesa saber qué clase de conjunto es.

A partir de la Definicién [2.1] se tiene la siguiente lista de consecuencias:

e Der(n),, es abierto en Der(n) y es un cono (es decir Rsg-invariante).

e Der(n),, es Aut(n)-invariante.

e Der(n)¥ := {D® : D € Der(n),,} es un cono abierto en el subespacio invariante
por automorfismos de n Der(n)® := {D® : D € Der(n)}. No sabemos si D¥ es
también Ricci negativa para toda D € Der(n),.

e Der(n)¥ = Aut(n) - t(n),,, donde

t(0)n = Der(n)® N t(n)

Notemos que Der(n)® = Aut(n) - t(n) pues cualquier derivacién diagonalizable
pertenece a algin toro maximal.

e {(n),, es un cono abierto en t(n).

e Kl grupo de Weyl

(1) W(n) := Naug(n) (((1))/Cauen) (Hn))

actia en t(n),, por conjugacién, donde N y C' denotan el normalizador y centra-
lizador respectivamente.

En caso de ser vélida la Conjetura 2, debe cumplirse que D € Der(n),, si y sélo si
DR € Der(n),,. Esto implicarfa que t(n),, = Der(n),, N t(n) y por lo tanto debemos
entender el conjunto t(n),, para dar una respuesta a la Pregunta 2.

2.2. Representacién A?(R")*®R" y la aplicacién momento. Para entender el resul-
tado de la seccién siguiente y del que hacemos fuerte uso en el trabajo debemos estudiar
la aplicacién momento, que proviene de la teoria geométrica de invariantes, y la represen-
tacién V := A2(R")* @ R, que parametriza el espacio de todas las dlgebras antisimétricas
de dimensién n.
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Existe una accién natural de GL,(R) en V dada por g-u := gu(g—*-,g~!+), cuya derivada
define una representacion de gl,(R) en V, 0 : gl,(R) — End(V) definida por:

O(E)=E-p=FEu(,)—puE,)-ptE),  Eecgl,(R), peV.
Notemos que F - = 0 siy sélo si E € Der(n).
Lema 2.2. Si{e',...,e"} es una base de (R™)* dual a la base candnica {e1, ..., e, } entonces

{pije == (e" N é?) ® ek 1<i<j<n,1<k<n} esbase de V formada por vectores
pesos de la representacion 6.

Demostracion. i, es la forma bilineal de R™ definida por p;jx(€i, €5) = —pijr(ej, €i) = ex
y cero en los otros casos. Los pesos correspondientes estan dados por
E]; = Fy, — By — Ejj S tn, 1 <7,

donde F,s denota la matriz cuyo tnico coeficiente distinto de cero es 1 en el lugar rs y t”
es el conjunto de todas las matrices n x n diagonales. Como [#(E),0(F)] = 0([E, F]) =0
para toda E € t" tenemos que diagonalizan simultdneamente, es decir que existe {vy, ..., v, }
base de V' de vectores pesos tal que:

H(EJ)’UZ = OJZ'(E)’UZ‘ VE e "

donde a1 ..., : t"" — R.
Sea X := 0(E)pijr = Epigr(-,-) — pijr(E-, ) — pijr(-, E-).
Si

ai

an,
consideramos r < s tal que
Aeres) =0 V(r,s) # (i,5) v Aei,ej) = (ar — ai — aj)eg.
Por lo tanto
O(E) ik = iji(E)pijr
donde Oéz‘jk(E) = <Ekk - E Ej]; E> U
Observemos que el producto interno candnico de R™ determina productos internos

canénicos en V' y en gl (R) tal que {p;j1} v {Ei;} son bases ortonormales.
La aplicacién momento de la representacién dada es la aplicacién O(n)-invariante

m:V\ {0} — sym(n),
definida por

(2) (m(n), E) = iz (E-pp),  peV {0}, E€sym(n),
o equivalentemente, para cualquier X,Y € R",
(3) (mWX,Y) = =3 (X, e),e5) ((Yoei), e5) + 5 D (uleirey), X)(uleiref),Y).

Estamos usando gl,(R) = so(n) @ sym(n) como descomposicién de Cartan, donde so(n) y
sym(n) denota el subespacio de las matrices antisimétricas y simétricas respectivamente.

Observacion 2.3. m estd bien definido en el espacio proyectivo P(V) y trm(u) = —1 para
todo p e V.
6



Demostracion. P(V) =V/ ~ donde paratodov,w eV v~w & w=cv, c#0.
Dada
ha

h:

h
tenemos que h - piir = T}kzj”j’f‘

Por lo tanto h - [uijr] = [b - pije] = [pijk]
Ademsds, como se tiene que I - u = —u para todo u € V donde I es la identidad,

trm(u) = (m(p). 1) = Tyl -pop) = 1

1]
O

2.3. Derivaciones fuertemente Ricci negativas. La siguiente condicién sobre una
derivacién fue estudiada en [DLI19].

Definiciéon 2.4. Una derivaciéon D de un algebra de Lie nilpotente n tal que tr D > 0 se
dice fuertemente Ricci negativa si el algebra de Lie soluble sp admite un producto interno
de curvatura de Ricci negativa tal que D! = Dy f 1 n. Denotamos por Der(n) frn al cono
de todas las derivaciones fuertemente Ricci negativas de n.

De esta definicién surge la pregunta de qué clase de conjunto es este cono Der(n) ¢y, y
si serd abierto en Der(n)®.

El siguiente resultado caracteriza a las derivaciones fuertemente Ricci negativas en
término de la aplicacién momento vista en la seccién anterior.

Fijamos una base {e;} de n tal que t(n) C Dg(n) donde Dg(n) denota el espacio vectorial
de todos los operadores de n cuya matriz en términos de {e;} es diagonal. Notemos que el
espacio vectorial n se identifica con R™ usando la base {e;} y entonces podemos utilizar las
definiciones de la seccién anterior. En particular, los productos internos de la definicién de
la aplicacién momento son los candnicos, es decir los que hacen ortonormales a las bases
ei@ely (et Nel) @ ey

Para cada u € A%n* ® n definimos el siguiente politopo convexo en Dg(n)

CH,, := CH(F} : c(u)}; #0),

donde Fj; es la matriz diagonal con entradas —1 en ¢,j, 1 en k y cero en todas las demés

entradas, c(u)i-“j son las constantes de estructuras de u y CH denota la capsula convexa

generada por estas matrices.
Notemos que FZ; = m(p;ji). Se prueba en [DL19, Section 3.2] que

(4) Diag (m (Dg(m)=0 1) ) = CH,,  Diag (m (Dg(n)=0 - 1)) = CHE,

donde Diag(A) denota la parte diagonal de la matriz A.
Sea Gp la componente conexa del subgrupo centralizador de D en GL(n) y sea gp su
algebra de Lie.

Teorema 2.5. [DL19, Corollary 3.4] Sea n un dlgebra de Lie nilpotente con corchete de
Lie [-,-] y consideremos D € t(n) tal que tr D > 0. Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(i) D es fuertemente Ricci negativa.
(ii) D € Rsom (Gp - [-,-]) N Dg(n) + Dg(n)>o-
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(iii) D € Ryom (GD I ]) N Dg(n) + Dg(n)so.

(iv) D € Rsgm (GD [ ]) N af + Dg(n)so, donde af? C Dg(n) es cualquier cdmara
de Weyl de Gp.

Notemos que todos los conos del teorema dependen de D y son abiertos en Dg(n) pues
el espacio de matrices diagonales positivas Dg(n)~¢ lo es. Por otra parte el cono en (iv) es
convexo por propiedades de convexidad de la aplicacién momento (ver [HS10]).

Como no sabemos si Der(n) ., es abierto en Der(n)® tampoco sabemos si el cono

t(n) frpn := Der(n) g, N t(n)

es abierto en t(n). Notemos que el grupo de Weyl, W (n) (ver (1)), acttia también en t(n) .,
pues Der(n) ., es Aut(n)-invariante.

Se prob6 en [NNI5, [N16] que el cono t(n)¢., es abierto en t(n) y convexo para las
algebras de Lie Heisenberg y filiformes, por lo que surge la siguiente conjetura:

Conjetura 3: El cono t(n) ., es abierto en t(n) y convexo.

2.4. Un cono abierto y convexo de derivaciones Ricci negativas. Mantenemos la
base {e1,...,e,} de n fija tal que t(n) C Dg(n). Notemos que t(n) es el complemento
ortogonal en Dg(n) del conjunto {FZ; : ci-“j # 0} donde cfj son las constantes de estructuras
del corchete [-, -] de n.

Sean aq,...,qr € t(n)* los pesos de t(n) y sean=mn; & --- @ n, la descomposicién de n
en subespacios pesos, esto es:

DX = o;(D)X, VX €n;, D €t(n).

Definicién 2.6. D € t(n) es una derivacién genérica si a;(D) # a;(D) para todo i # j.
Sea t(n)gen €l subconjunto de todas las derivaciones genéricas, el cual es abierto y denso
en t(n).

Si Gyn) denota la componente conexa del centralizador de t(n) en GL(n), entonces
Gyw) C Gp para toda D € t(n) y vale la igualdad de conjuntos si y sélo si D € t(n)gen-

En el caso libre de multiplicidad, es decir si dimn; = 1 para todo i, Gy estd dado por
el toro conexo T' := Dg(n)s( con algebra de Lie Dg(n). Notemos que el espacio t(n) es
libre de multiplicidad si y sélo si existe al menos una derivacién D € t(n) con autovalores
todos diferentes.

Definimos

(5) C(n) == (Room (G - 1) NDe(m) + De(n)>0) N ()i,

donde t(n)y>o := {D € t(n) : tr D > 0}. Por Teorema (iv) podemos usar cualquier
cdmara de Weyl a;. C Dg(n) de Gyy,) en vez de Dg(n) para definir C(n).

Sea O(n) el grupo ortogonal relativo al producto interno que hace a {e;} ortonormal.
Definimos el subgrupo de W(n) dado por

(6) Wort(n) := Naugmnom) (1)) /Cautmynom) (t(n))
y lo llamamos grupo ortogonal de Weyl.

Se prueba en [LW2] que W,,+(n) actiia en C(n) por conjugacién, y que Ci(n) := {D €
C(n) : tr(D) = t} es un politopo convexo W, -invariante para todo ¢t > 0. Ademads se
prueban las siguientes inclusiones,

Proposicién 2.7. C(n) es un cono abierto y convero en t(n) tal que

(7) €)oo ) 4(0)gen € C(n) C t(n) g
8



Esta proposicién motiva la siguiente conjetura vista en la Introduccion:
Conjectura 1: C(n) = t(n) fpy,.

Veremos en la Seccién [] que esto vale para dlgebras de Lie nilpotentes de dimensién
<5.

Por resultados vistos en [LW2| sélo necesitamos que t(n),, sea abierto en t(n) para
probar las Conjeturas 2 y 3.

Resumimos ahora los conos en el toro maximal t(n) C Der(n) que consideramos hasta
el momento
(8) t(n) 2 t(n)ry 2 Der(n),, Nt(n) D t(n) ¢y 2 C(n).
Se sabe que todos ellos son abiertos excepto t(n) #, y C(n) es el Ginico que se sabe convexo.

2.5. Bases nice. El siguiente tipo de base facilita las cuentas a realizar para obtener la
curvatura de Ricci de un dlgebra de Lie.

Definicién 2.8. Una base {ey,...,e,} de un dlgebra de Lie se dice nice si todo corchete
[ei, €] es un miltiplo escalar de algin elemento ey, en la base, y dos corchetes diferentes
[ei, €}, [er, es] pueden ser miltiplos no nulos del mismo ey, solamente si {7, j} and {r,s}
son iguales o disjuntos.

Se prueba en [LW13] (ver también [DL19, Lemma 3.12]) que una base {e;} es nice si y
sélo si

(9) m (De(m)=0- [ ]) = CH.,
Luego, si {e;} es una base nice, tenemos que

y la igualdad vale si t(n) es libre de multiplicidad, pues en este caso Gyy) = Dg(n)so vy
Dg(n) es la inica cAmara de Weyl.

3. CALCULO DEL CONO EN ALGEBRAS DE LIE DE DIM < 5

A continuacién calculamos y graficamos los conos para dlgebras de Lie nilpotentes de
dimensién 5 que presentamos en el cuadro siguiente:

n Corchetes de Lie

n pler,ea) =es,  pler,e3) =es,  pler,eq) =ep

ny | pler,ez) =es,  plerez) =es,  pleres) =es,  plez,e3) =es
n3 pler, e2) = eq, p(ez, e3) = es, pler, es) = es

ny pler,e2) =es,  ples,eq) =es

ns uler,es) = es, pler,es) = ey, u(es, e3) = es

ng pler,e2) =es,  pler,e3) =es

ny p(er, e2) = es

ng p(er, e2) = es, per,e3) = eq

CuAaDRrO 1. Algebras de Lie nilpotentes de dimensién 5



3.1. Caso n;. Seael dlgebra de Lie n; de dimensién 5 definida por la base {ej, €2, €3, €4, 5}
v los corchetes

pler, es) = e3, per, es3) = e, pler, eq) = es.

Sea
dy
da
D= ds S t(nl).
dy
ds

Como D es derivacién de n; debe verificarse
d3=dy+do, 2di+dy=dy, 3di+dy=d5

Es decir,
dy
da
D= di + ds
2d1 + do
3d; + do

Notemos que tr(D) = 7dy + 4dy y que D|3(n1) = 3dy + do. Por Definicién D es
genérica si y solo si

dl 7& d27 dl 7& _d27 d2 7é _2d17 ledQ # 0

Vemos que el caso genérico es libre de multiplicidad por lo que Gp =T =Dg(n)soy T - i
esta dado por

A(e1, e2) = aes, (e, e3) = Peu, Ae1,eq) = ves

donde «, 8,7 > 0. De la definicién de la aplicacién momento (ver (3)) se tiene que

a2 — 22
1 —

mA) = s —f2 +a?

o 4[24y 42482

= W(QQF& + B2 Fis + 77 FY)

Luego m(A) = m(T - p) = CH(FY},, Fiy, F},), esto también lo sabfamos de () pues la
base es nice.

Tenemos entonces de la definicién que D € C(ny) C t(ny) si y sélo si D = aFy, +
bEL +cFY + E y tr(D) > 0, donde a,b,¢ > 0y E es una matriz diagonal definida positiva.
Esto implica

( di+a+b+c>0 (1.1)
do+a>0 (1.2)
di+do—a+b>0 (1.3)
2d1 +do—b+c¢c>0 (1.4)
3di1+da—c>0 (1.5)

10



De la tltima desigualdad obtenemos 3d; +dz > 0 y sumando las tultimas tres ecuaciones
2dy + do > 0.
Notemos que de (1.5), (1.4), (1.1), existe ¢ > 0 tal que

3di+do>c>—-2dy—dos+b;—di—a—0>
y esto pasa por (1.3) si y sélo si existe b > 0 tal que
5d1 +2de >b> —dy —da+a; —4d; —dy—a
Finalmente si y sélo si por (1.2), existe a > 0 tal que
6dy + 3do > a > —9d1 — 3ds ; do

y siy s6losi 15d; + 6de > 0 y 6dy + 4do > 0.
Luego el sistema anterior es equivalente a
3dy +dz >0
2dy +dy >0
5di 4+ 2de > 0
3d1 +2dy > 0

Tengamos en cuenta que este sistema implica tr(D) = 7dy + 4ds > 0 pues 5(3d; + 2d2) +
2(3dy + d2) > 0. De todo lo anterior, las ecuaciones que definen a C(n;) son las siguientes
(ver Figura |1)):

3di1 +dy >0 3di1 +2dy > 0
do
5
doy = —3d
‘\ A
\
\ Y ;
tr(D) >0 \‘ C(ny)
‘\1
v
0 d
21 1 2 i 5 !
(\\
\\\ (12 = —-%dl

FIGURA 1. C(ny)
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3.2. Caso ny. Sea el dlgebra de Lie ny de dimensién 5 definida por la base {e1, €2, €3, €4, 5}
v los corchetes

p(er, e2) = es, p(er,e3) = e, pler, eq) = es, p(ez2, e3) = es.

Sea
dy
dy
D= ds S ’L(HQ) .
dy
ds

Como es derivacién de ny debe verificarse
di+dy=d3, 2di+dy=dy, 3di+ds=d;, dy+d3=ds.

Es decir que

dq
2d;
D = 3d;
4d,
5dy

ademds D € t(ng)gen siy solo si di # 0. En este caso Gp =Ty T - pu estd dado por
ey, e2) = aes, ey, e3) = Pey, A(er, eq) = ves, A(ez, e3) = nes,

donde «, 3,v,n > 0.
Se tiene que

02— 22
A 1 _a2_n2
= 52 2, 2
m(A) a? + 32 + 2 4 7? P
v’
1 23 | p2pA | 255 255
= —5——5——>5(a"F F F E53).
a2+ﬁ2+72(a 1o + 07 Fi3 + 0 i+ 07 Fy)

Ast, m(A) = m(T - p) = CH(FY, Fy, Fy, F3y).

Luego, D € C(ng) C t(ng) siy sélosi D = aF}y+bFk +cFYy+dFy;+ F cona,b,c,d > 0
y E € Dg(n2)>o0.

Esto implica que D € C(ng) siy sélo si d; > 0, ver Figura

C(nz)

FIGURA 2. C(ng)
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3.3. Caso n3. Sea el dlgebra de Lie n3 de dimensién 5 definida por la base {ej, €2, €3, €4, €5}
v los corchetes

p(er, e2) = ey, p(ez, e3) = es, p(er,es) = es.
Sea
dq
do
D= ds S t(ng).
dy
ds

Como es derivaciéon de ng debe verificarse
di +dy =dy, do+d3=ds, di+dy=ds.

Lo que implica
dy
da
D = 2d;
dy + da
2dq + do

Notemos que tr(D) = 6d; + 3d2 y que Dly,) = 2d1 + da. D es genérica si y sdlo si
dy #dg, di # —da, dy#2dy, di,d2#0.

Y en este caso D tiene autovalores diferentes por lo que t(ng) es libre de multiplicidad y
Gp =T, T - i esta dado por:

e, e2) = aey, ez, e3) = fes, A(e1,eq) = ves,
donde «, 8,y > 0.

—042—’)/2
1 —OéQ—ﬁQ )
m\) = ————1— -
W a? 4 32 + 2 v 2 4 o
B2+
2 4 2 175 2 15
= ———F—F——(a°F F. Fyy).
a2+52+72(a 12+6 23+7 14)

Luego m(\) = m(T - p) = CH(F},, FY, F},).
Tenemos entonces que D € C(n3) C t(ng) siy sélo si D = aF}, + bFy; + cFPy + E con
a,b,c >0y E € Dg(n3)>o. Y esto implica

di+a+c>0 (3.1)
do+a+b>0 (3.2)
2d1+b>0 (3.3)
di+dy—a+c>0 (3.4)
(2d1 +d2 —b—c>0 (3.5)

La ltima desigualdad implica 2d; + d2 > 0 y sumando las tltimas tres obtenemos
5dy1 + 2ds > 0.
Notemos que de (3.5), (3.2) , (3.3), existe b > 0 tal que

2d1 +do —c>b>—2dy; —dy+a
13



y esto pasa siy sélo si 4dy + d2 > 0 y por (3.4) si existe a > 0 tal que

di+do+c>a>-2dy—2dys+c; —dy —c
Finalmente si y sélo si 3d; 4+ 3dy > 0.
Luego el sistema anterior es equivalente a

2d1 +do >0

5dy + 2dy > 0

dy +dy >0

4dq +do > 0

El cono C(n3) queda entoces definido por (Figura (3)):

4d; +dy > 0 dy +ds > 0.

Ademés estas ecuaciones implican tr(D) > 0 pues (4dy + dg) + 2(d1 + d2) > 0

da
“ dg = —4d1
1
A Q
Voo
1
1
1
v o
V&
\ 2l
tr(D) >0 1 C(n3)
1
1
L
1
1
\}
0%, dy
_]. - ]L P
.
.
.
A
~
.
.
.
.
.
A Y
.
.
.
.
A Y

FIGURA 3. C(n3)

3.4. Caso ny. Sea el dlgebra de Lie ng de dimensién 5 definida por la base {e1, ez, e3, €4, €5}
v los corchetes

pler,e2) = es, p(es, eq) = es.

Sea

dq

Como es derivacion de ng debe verificarse

ds = dy +da, ds=d3z+ds.
14



Lo que implica
dq
ds — dy
D= ds
ds — ds
ds
Notemos que tr(D) = 3d5 y que D|yy,) = ds = d1 +da = d3 +dys. D es genérica si y sdlo si
dy #d3, di#ds, d3Fds, di,dg#0, ds#di+ds, dsF#2di, dsF# 2ds.

En el caso genérico Gp = T pues t(n4) es libre de multiplicidad y T - j1 estd dado por:
)\(61) 62) = «e€s, )\(635 64) = 665
donde «, 8 > 0.

Como la base es nice, m(\) = m(T - p) = CH(F},, F3,). Tenemos entonces que D €
C(ny) C t(ng) siy sdlo si D = aF}y + bF, + E con a,b > 0 y E una matriz diagonal
definida positiva. La condicién de tr(D) > 0 ya se cumple por la condicién necesaria de
INN15] pues C(ng) C t(n4)fm.

La definicién de C(ny4) implica:

( di+a>0 (4.1)
ds —di+a>0 (4.2)
d3s+b>0 (4.3)

ds —d3+b>0 (4.4)
ds—a—b>0 (4.5)

Notemos que de (4.5), (4.1), (4.2), existe a > 0 tal que
ds —b>a>—dy; —ds+d;
y esto pasa si y sélo si por (4.3), (4.4) existe b > 0 tal que
di+ds >b>—ds,—ds+ds ; 2ds—dy >b>—ds,—ds+ds

Luego el sistema anterior es equivalente al que sigue y son estas las ecuaciones que definen
acC (1‘14)
di+ds+ds >0

2ds +dy —d3 >0
2ds — di +d3z >0
3ds —dy —dg >0
Para un desarrollo méas detallado y graficos ver Secciéon
3.5. Caso nj5. Sea el dlgebra de Lie ng de dimensién 5 definida por la base {eq, €2, €3, €4, 5}
y los corchetes
pler,e2) =es,  pler,es) =es,  plez,e3) = es.

Sea
dy
do
D= ds S ’L(l‘l5> .
dy
ds

Como es derivacion de ns debe verificarse

di +do =ds, 2dy+do=dy, di+2ds=ds.
15



Lo que implica

da
D= di + da
2dy + do
di + 2ds

Notemos que tr(D) = 5d + 5d2 y que Dl;,) > 0 implica 2d; +dy > 0y dy +2d2 > 0. D
es genérica si y sélo si

di # —da, di,da #0, di #do.

En el caso genérico Gp = Gyn,) y D tiene cinco autovalores diferentes por lo que t(n;) es
libre de multiplicidad y Gyu;) =T'. Luego, T - p estd dado por:

A(er,e2) = aes, (e, e3) = Peu, ez, e3) = ves

donde «, 8,y > 0.

_a2_62
1 ot = 2 2, 2
m\) = ——— —B—~%+a
2
v
1 2 3 2 2 15
—_ — F F F .
a2+52+72(a o+ BTF + )

Ast, m(A) = m(T - p) = CH(F}, Fy, FY;). Tenemos entonces de la definicién que
D € C(ns) C t(ns) siy sélo si D = aF, + bFy + cF3y + E y tr(D) > 0, donde a,b,c > 0
y E es una matriz diagonal definida positiva, esto implica:

di+a+b>0 (5.1)
dy+a+c>0 (5.2)
di+da—a+b+c>0 (5.3)
2d1 +dos —b>0 (5.4)

dy +2dy — >0 (5.5)

De las ultimas dos desigualdades dy + 2d2 > 0 y 2d; + ds > 0, sumando las iltimas tres
obtenemos di + do > 0.
Notemos que de (5.4), (5.1), (5.3), existe b > 0 tal que

2d1 +do >b>—-di—dyo+a—c; —di—a
y esto pasa por (5.2) si y sélo si existe a > 0 tal que
3di +2do+c>a>—-3d; —dy; —ds —c
Finalmente si y s6lo si por (5.5), existe ¢ > 0 tal que
dy + 2dy > ¢ > —6dy — 3ds ; —3d; — 3ds

siysélosi7dy +5dy >0 y 4dy 4+ 5de > 0.
16



Luego el sistema anterior es equivalente a

di +2dy >0
2dy +ds >0

di+ds >0
7d1 + 5dy > 0
4dy + 5ds > 0

Tenemos entonces las ecuaciones que definen a C(ns) (ver Figura [4)):

di+2dy >0 2dy + do > 0,
estas implican tr(D) > 0.
da
‘\ d2 = —2d1

\‘\ 3
“\ 2

9 C(ns)
\“1
tr(D) >0/ \&

O‘ S dy
_1 ~“~l £
Sso. | do = —%d

FIGURA 4. C(n3)

3.6. Caso ng. Sea el dlgebra de Lie ng de dimensién 5 definida por la base {eq, e, €3, €4, €5}
y los corchetes

pler, e2) = e, wler, es) = es.

Notemos que ng puede ser la representacion en algebras de Lie del siguiente grafo:

Ficura 5. Grafo de ng
17



Sea

Como es derivacion de ng debe verificarse
dy =dy +da, ds=dy+ds.

Lo que implica
dy
da
D= ds
dy + da
dy +ds
Notemos que tr(D) = 3d; +2dz+2d3 y que D|;s) > 0 implica di+dz > 0y di+dz > 0.
D es genérica si y sélo si

di #dg, dy#d3, doF#d3, dyi,da,d3#0.

En el caso genérico se ve que t(ng) es libre de multiplicidad y Gyng) = T, T' - p estd dado
por:

Aer, e2) = aey, Ae1, e3) = Bes.
donde «, 5 > 0. De la definicién de la aplicacién momento (ver ) se tiene que
—052 o /82
1 o’
m\) = ——— —3?

BQ
1 2 14 2 15
= 70424’52(0[ Fiy + B7FY3).

Luego m()\) = m(T - p) = CH(F},, F};). Tenemos entonces que D € C(ng) C t(ng) si y
s6lo si D = aF}, + bFY; + E y tr(D) > 0, donde a,b > 0 y E matriz diagonal definida
positiva, esto implica:

di+a+b>0 (6.1)
dy+a>0 (6.2)
ds+b>0 (6.3)

di+dy—a>0 (6.4)

dy+ds—b>0 (6.5)

De las ultimas dos desigualdades, d; +ds > 0y di + d3 > 0.
Notemos que de (6.5), (6.3), (6.1), existe b > 0 tal que

di+d3s>b>—ds; —di—a
y esto pasa siy sélo si dj + 2ds > 0y de (6.4) existe a > 0 tal que
di+dy >a>—-2dy —d3; —ds

siysolosi3di +do+ds >0 y dy+2dy>0.
18



Luego el sistema anterior es equivalente a
di+dy >0
dy +d3s >0
di+2d3 >0
di +2ds >0
3dy +dy +d3 >0
Este sistema implica tr(D) > 0 pues (dy +da)+ (d1 +ds) +2(dy +2d3) +2(dy +2d2) + (3d1 +

dy + d3) > 0. Como el cono C(ng) es invariante por multiplo escalar positivo, podemos
considerar tr(D) =1 tal que las ecuaciones de C;(ng) son:

1—2dy —dy —2d3 >0

1—2d; —2dy —ds >0

1—2d; —2ds >0

1—2d; —2d3 >0

1—dy—ds>0

Es decir que C1(ng) es un poligono de cinco lados cuyos vértices son:
0,3,0) (0,0.3) (L-3.-3) (=553 (=5353)

Para poder graficarlo en el plano trasladamos todos los vectores al subespacio tal que
3dy + 2dy + 2d3 = 0 y consideramos la base ortonormal { % (1, —%, —%) , %(0, 1, —1)}.

Si (a,b,c) es tal que 3a + 2b + 2¢ = 1 las coordenadas de este vector trasladado al
subespacio respecto la base ortonormal dada serédn:

a=(@-DVE v s=vE(arr-b)

En esta base las coordenadas de los vértices son (ver Figura @:

(E2) (WE-9) (WE)
<_10 17 \/§> <_10 17 _ﬂ>
1 87 6 21 8 6

da
1
1
0L n
1 21 Mgy ¥
(_§73a§) PR
e-7T | Teeal - 11
i --"(1’._5’_5)
| e dy
1y 0 - 1
e a--
(_l 1 2) By el
373’3 (nn 1
(YUY
1
X

Ficura 6. C; (nﬁ)
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3.7. Caso ny7. Seael dlgebra de Lie n7 de dimensién 5 definida por la base {ej, €2, €3, €4, 5}
y el corchete
p(er, e2) = es.

Sea
dy
da
D= ds S t(n7).
dy
ds
Como es derivacién de ny debe verificarse d3 = dy + ds. Luego
dy
da
D= di + do

dy
ds

Notemos que D es genérica si y sélo si
di,dy #0, di #do, dy#dy, diF#ds, doF#dy, da#ds,
dy #ds, dy+dy#dy, di+dy #ds.

En este caso D tiene todos autovalores diferentes por lo que t(n7) es libre de multiplicidad
Y Gingy =T, T - p estd dado por

Ae1, e2) = aes
donde o > 0.

_ 3
—F12.

Tenemos entonces de la definicién que D € C(ny) C t(ny) siy sélosi D =aF}, + E
con a > 0 y F matriz definida positiva. Esto implica

di+a>0 (7.1)
dy+a>0 (7.2)
di+d2—a>0 (7.3)
dy >0 (7.4)

ds >0 (7.5)

Notemos que de (7.1), (7.2), (7.3), existe a > 0 tal que
di+ds >a>—di; —do

y esto pasa siy sélosi 2dy +da >0 y di+2dy >0
Por lo que las ecuaciones que definen al cono C(n7) seran:

2d1 +do >0, di+2do>0, dy>0 y ds>0.

Como dy + da > 0, la condicién de tr(D) > 0 se cumple.
Comparar con el dlgebra de Lie nilpotente de dimensién 4 estudiada en [DL19, Example

3.6].
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3.8. Caso ng. Sea el dlgebra de Lie ng de dimensién 5 definida por la base {ej, e, €3, €4, €5}
v los corchetes
pler, e2) = es, ple1,e3) = eq.
Sea
dy
da
D= ds S f(ng).
dy
ds

Como es derivacion de ng debe verificarse
d3 =dy+ds, dqy=dy—+ds.

Luego
dy
d2
D = Cll + d2
2dy + do
ds

vy D es genérica si y sélo si
di #da, di#ds, dyFds, di# —da, di,dy#0.
En el caso genérico Gp = Gy(ng) y como es libre de multiplicidad Gy,g) = T'. Del hecho
que T - i esta dado por:
A1, e2) = aes, A1, e3) = Bey
donde «, 8 > 0 y la base es nice se tiene:
m(A) = m(T - u) = CH(F}y, Fi).

Entonces D € C(ng) C t(ng) siy s6lo si D = aFy, + bF; + E y tr(D) > 0 donde a,b > 0
v E matriz diagonal definida positiva.
Esto implica

( di+a+b>0 (8.1)
do+a>0 (8.2)
di+dy—a+b>0 (8.3)
2di1+dy—b>0 (8.4)

ds >0 (8.5)

Notemos que de (8.4), (8.1), (8.3), existe b > 0 tal que
2di+do >b>—-dy—a; —di —do+a
y esto pasa por (8.2) si y sélo si existe a > 0 tal que
3d1 +2dy > a > —3dy —da ; —do

Finalmente si y sélo si 6dy +3dy >0 y 3d; + 3ds > 0.
Luego el sistema anterior es equivalente a
2d1 +dy >0
3dy +2dy >0
di+do >0

ds >0
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Es decir que las ecuaciones que definen al cono C(ng) son las siguientes (notar que implican
tr(D) > 0):

2d1 +dy >0 di+dy >0 ds >0
Comparar este ejemplo con [DLI9, Example 3.7].

4. PRUEBA DEL TEOREMA 1.2

En esta seccién demostramos el Teorema [1.2| enunciado en la Introduccion, el cual es el
resultado principal del trabajo. Para ello enunciamos y probamos algunos lemas técnicos
que nos permitieron reducir las cuentas a realizar en la demostracion del teorema.

Lema 4.1. Sean a,b subespacios de t(n). Si eviste f € Woy(n) tal que faf~' = b;
entonces,

ant(n) sy, CC(n) siy solo si bNt(n) s, CCn).

Demostracion. Sea D € b N t(n) sy, entonces f~1Df € ant(n) C C(n), por hipétesis.
Luego se tiene que D € fC(n)f~! = C(n) pues C(n) es W, invariante. O

Lema 4.2. Sea n un dlgebra de Lie nilpotente con corchete p. Si C(n) es el cono definido
en , entonces
Cn®R) =C(n) x Rso.

Demostracion. Sea D € t(n ® R)gen, entonces
p=|
d

donde D1 € t(n)gen vy d € R tal que d ¢ Spec(D1), notemos que Gy, = Gp,. En este caso
Gp = Gyngr) ¥ estd dado por:

h=| ©o

, con a > 0.
a
Como Gp - i1 estd dado por los corchetes que define Gp, - it se tiene que

(@) = | e

|0
Luego por Teorema D eCm®R)siysdlosi D€ Rugm(Gp - 1) NDg(n®dR) +Dg(nd
R)~0, es decir si y sélo si existen r,t > 0, h € Gp y F1 € Dg(n)so tal que
Dy =rm(h - p) + Ey
d =t
Es decir que C(n @ R) = C(n) x Rsp. O
Lema 4.3. Sea n un dlgebra de Lie nilpotente con corchete i, y supongamos que t(n) fr, =

C(n). Si

D1

D= € t(n@R)fm,
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y se cumple que d ¢ Spec(Dy), entonces D € C(n @ R).
Demostracién. Por Lema [4.2] se tiene que
CmaR)=Cn) xRy = t(n)frn X Rxq

Dada D € t(n ® R) ., como en la hipdtesis; se ve con cuentas similares a la prueba del
lema anterior, que D € t(n) ¢, X Rso. O

A continuacion presentamos la demostracién del teorema, en la cual se utilizan también
cuentas realizadas en la Seccién [3

Teorema 4.4. Para toda dlgebra de Lie nilpotente n de dimension < 5,
t(n) g, = C(n).
Este es el Teorema [[.2] enunciado en la Introduccién.

Demostracion. Estudiamos las derivaciones de n no genéricas, si estas son fuertemente
Ricci negativas tenemos que probar que pertenecen al cono. Es decir que si una derivacion
de n es no genérica y no pertenece al cono, entonces no puede ser fuertemente Ricci
negativa.
Ademas como C(n) es convexo, si las derivaciones no genéricas estan dentro de él, ya se
sabe que son fuertemente Ricci negativas y no hay que realizar un andlisis més detallado.
Analizamos una a una las lgebras de Lie nilpotentes de dimensién 5 presentadas en el

Cuadro[1l

(1) Caso my
Segun lo realizado en la Seccion [3.1] se tiene que la tnica derivacién no genérica
de traza positiva que no pertenece a C(ny) (salvo multipo) es

-1
2
Dy = 1
0
-1
pero de la condicién necesaria demostrada en [NNI5] sabemos que no es fuerte-
mente Ricci negativa pues, Do\é(nl) =—-1<0.

(2) Caso ng
En este caso la tnica derivacion no genérica es la nula y esta no es fuertemente
Ricci negativa (no tiene traza positiva).
(3) Caso n3
Por lo visto en la Seccién se tiene que, salvo multipo

es la unica derivacién no genérica de traza positiva que no pertenece a C(nsz). En
este caso Gp, la componente conexa del centralizador de D en GL(n3) esta dado
por:

a b

H = q , con det:=ad— bc# 0.
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Tenemos que

H - p(er,er) = Hu(%el i %62) = p§2t64

H - pu(es,e2) = Hu(— di e1+ 755, 11762> pi’;;te4

H - pu(eg,e3) = Hu(%eg, %eg) = E(bel + des)

H - u(er,eq) = Hu(%el — 255, %64) = Tdet(bel + des)

H - ples,es) = Hu(—er + f4es, tes) = =L (bey + des)

y por esto, Gp - i queda definido por :
A1, e2) = aeq, Aes,e2) = Pesa, A(ez,e3) = ver + &es

Ae1,eq) = Ter +mes,  Aes,eq) = Lep — Tes.
De la definicién de la aplicacién momento (ver (3))) tenemos:

—a? 42242 Mis
) _042_62_72_52
m()\) = W —’)/2—52
024227222
M;s —B2+E24n2 -2
donde,
2 262 2d?
Mis=af+1t—n7 =¥ — TN+ 1T = — QZethd— r2d6t2bd_ r2det2bd 2bd

bd( 2d6t2 + 2det2 + 7"2det2 + )
Luego, m(Gp - u) NDg(ng) # 0 si y sélo si bd = 0 es decir, sib =06 d = 0, esto
implica
T=0A (B,7,t=0 6 a,§,n=0).
Se tiene que m(Gp - ) N Dg(ng) = CH(Fyy, F3y, F7y) U CH(Fy,, Fog, Fyy).
Asi, por Teorema (iv), D € t(ng) fry siy s6lo si D = aFgy + bFsgy + cFY + F
con a,b,c >0y FE € Dg(n)sg. Esto implica
1-b—c>0
—14+a+b>0
2+b>0
0—a+c>0
l1+a+c>0

De la primera y segunda ecuacion obtenemos a > ¢ y de la cuarta a < ¢ lo que
es absurdo. Con esto concluimos que D ¢ t(n3) ¢, y por lo tanto se cumple que

t(n3)frn = C(I’lg).

(4) Caso ny

Tenemos que D es derivacién de ny si y sélo si

dy
ds — dy
D= ds
ds — d3
ds
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Y los casos no genéricos son cuando
di=dg; di=ds; dy=ds; d1=0; d3=0;
ds =dy+ds; di=ds —dy; dz=ds—ds.
Defnimos los subespacios de t(n4), a, = {D € t(n4) : d1 = 0}, by, = {D € t(ny) :

d3 =0}, ¢ ={D € t(ng) : di = ds}, 9, = {D € t(n4) : d3 = ds}, notemos que
existen f,g,h € Wort(ng) tal que a, = f~1b,f = g 'c,g = h~10,h, donde

1 1
1 -1

-1

Por Lemabasta probar que a,Nt(ny) ¢, C C(ny) para probar los casos dy = ds,
dy = d5 y d3 = 0.
Sea

ds
D= ds € a, Nt(nyg)
ds — d3
ds

En este caso Gp, la componente conexa del centralizador de D en GL(ny) esta
dado por:

, con det:=ad—bc#0.

c d
Asi Gp - 1 queda definido por :
Ae1,e2) = aes + PBes,  Aes,eq) =ve2 +Ees,  Aler, e5) = Tea — aes

pues,

H- N(elv 62)
H - N(€37 64)

H,u(%el, ey — Les) = Iﬁ(bez + des)
Hu(%eg, %64) = q%(bez + des)
H - p(er,es) = H,u,(%el, —Les+ Les) = —Iﬁ(beg + des)

De la definicién de la aplicacién momento (ver (3)) tenemos:

—2a%—B2—72
) 7232442 Mos
m(A) = e e o
2
Mas —T2 5% 4€3
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donde,

Mys = aff —at+v{ —at+aff = pfj;zbdﬂL A bd + #bd

p2det?
_ 2d? 202 1
- bd(172de752 + p2det? + q27’2)'

Luego, m(Gp - u) NDg(ny) # 0 si y sélo si bd = 0 es decir, sib=0 6 d = 0, esto
implica
a=0 A (y,7=065,£=0).
Se tiene que m(Gp - u) N Dg(ny) = CH(F3,, FZ) U CH(F},, F3,).
Asi, por Teorema (iv), D € t(ng) gy siy sélo si D = aF§, + bFf + E con
a,b> 0y E € Dg(n)so. Esto implica

0+b6>0
ds—a—b>0
ds+a>0
ds—ds+a>0
ds+b>0

y esto vale si y sélo si 2ds +ds > 0, 3ds —ds > 0y ds + d3 > 0.
Estas son ecuaciones de C(n4)Na, por lo que concluimos que a,Nt(nyg) ¢, C C(N4).
Para analizar los casos no genéricos dy = d3 y ds = dj +d3, definimos j, = {D €
t(ng) :dy =dg} y t, ={D € t(ny) : d5s = di +d3}. Es claro que existe t € Wy¢(ng)
tal que j, = t*1€4t, donde

1

Estudiamos el caso di = d3 para luego usar el Lema y concluir acerca del
caso no genérico ds = dy + ds. Sea

dq
ds — dy
D= dq € j, Nt(ny)
ds — dy
ds
donde Gp estd dado por:
a b
p q
H=]c d , con dety:=ad—bc#0ydety :=ps—rq#0.
T s

t
Se tiene que Gp - 1 queda definido por :

e, e2) = aes, A(ei,eq) = Pes, A(es,eq) =ves, A(es,e2) = Ees.
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_ _ _c s __r _ ds+cr
- H'u detq €1 detq €3, dets €2 dets 64) - t( detidets )65

_ _c __q D _ 4(—dgq—cp
dety €1 dety €3, deto €2 + deto 64) - t( detidets )65

(e1,€2) (
H - (e, eq) (
H - pi(es,es) = Hp(—z2-e1 + 753, — €2 + 7h-e4) = H( 2L )e;
H - p(es, e2) (

_ ) a s o r _ —bs—ar
- HM det1 €1 + det1 €3, deto €2 deto 64) - t(detldetg )65

De (3) tenemos:
—a?-p? M3

m) = 2 | s ey

a2+ﬂ2+,y2+§2
donde M3 = —af — By y Moy = —af —7¢.
Luego, m(Gp - 1) N Dg(nsg) # 0 sty sélo si (a,7)L(&,B) v (o, 7)L(B,€) esto
pasasiysélosia=0Ay=006¢& =405
Se tiene que m(Gp - ) N Dg(ny) = CH(FLy, F33) U CH(FY, Fyy, Fry, F33).
Asi, por Teorema (iv), D € t(ng) frp siy s6lo si D = aFPy + bFy; + E con
a,b>0y FE € Dg(ng)>o. Esto implica

di+a>0
ds—di+b>0
di+b>0
ds—di+a>0
ds—a—b>0

y esto vale si y sélo si 2d5 > 0, 3ds — 2d; > 0y ds + 2d; > 0.
Son ecuaciones de C(ng) Nj, por lo que concluimos que j, N t(ng) g, C C(N4).
Queda por estudiar los casos p, = {D € t(ny) : dy =ds—d1} ym, = {D € t(ny) :
ds = d5 — ds}, estos son andlogos pues existe ¢ € Wo,+(ng) tal que p, = ¢ 'myq,
donde
1

1
Por Lema [4.1] basta estudiar el caso dy = d5 — d;. Sea

dy
dy
D= ds €Ep, N t(n4)fm
ds — d3
2d,
donde Gp esta dado por:
a b
c d
H = P , con det:=ad— bc#D0.
q
r
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Es decir que en este caso Gp - p estd dado por A(eq,ez) = aes y A(es, eq) = Pes
con a, f > 0y valen las cuentas hechas en la Seccién [3.4] para el caso genérico.
Analizamos a continuacién lo que ocurre con la intersecciéon de los subespacios

vistos en este caso, ver Cuadro

Subespacios Derivacién Conclusion
0 d
a, Nby, D= "0 4 ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ny)
5 ds
%0
as My D = ( d3 . ) 0 en el centro, no puede ser frn.
" 0
® 4
a; Mo, D= ’ ds o ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ny)
ds
ds
0
b, Ney D= ds ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ny)
ds
d1
—d
b, N0, D = ( Yo ) 0 en el centro, no puede ser frn.
0
0
ds
0
¢, Ny, D = ds . ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ny)
ds
0
) ds .
igNay D = 0. igual a a, N b,
5 s
0
) ds .
isN by, D = 0 igual a a, N b,
5 ds
ds
. 0 .
g My D= ds igual a ¢, N0,
ds
ds
0
s N0y D= ds igual a ¢, N0,
ds
0
ds )
€, Na, D = ds . igual a a, N0,
ds
ds
0
£, Nb, D= 0. igual a ¢, Nb,
5 ds
ds
0 .
5 .
0
ds .
ds
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Subespacios Derivaciéon Conclusion
d1
dy
iaNEy D= di dy > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ny)
d
" 94,
%
pyNay D= d3 . > igual al caso a, Nc,
° 0
dq
d
p,Nby D = "o o dy > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ny)
' 2dq
%
paNcy D = d3 J > igual al caso a, N¢,
* 0
dy
d
P, N0y D= " ody dy > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ny)
0
2d1
d1
d )
PNy D= d1 igual al caso €, N1,
d
' 2d1
di
dy )
P, Ny D = dy 4 igual al caso €, N[,
" 2d;
0
2d3 )
m, Nay D = ds . ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ny)
: 2d3
d1
—d .
m, N by, D = ( "o > igual al caso b, N0,
0
0
2d3
m, Ny, D= ds . ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ny)
: 2d3
di
—d .
m, N0, D= ( ) ) igual al caso b, N0,
0
0
di
dy )
m, N, D = d igual al caso €, N[,
d
" 2dy
dy
d )
m, N, D= d1 igual al caso €, N1,
d
' 2d1
di
dy )
p,Nmy D = d 4 igual al caso €, N[,
1
2d

CUADRO 2. Caso ny

Con esto vimos qué ocurre en todos los casos de derivaciones de ng no genéricas,
se tiene entonces que t(ng)frn = C(ny4).
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(5) Caso nj
Por Seccién [3.5] no hay que realizar un mayor anélisis pues todas las derivaciones
no genéricas de traza positiva pertenecen a C(ng) y podemos concluir que son
también fuertemente Ricci negativas.

(6) Caso ng
Por cuentas realizadas en la Seccién [3.6] tenemos que D es derivacién de ng si y
solo si
dy
da
D= ds

di + da
dy +ds
Y los casos no genéricos son cuando se da alguna de las siguientes igualdades:
di =0; da =0; d3 =0; dy =dy; dy =d3; dy =d3; di +dy =ds; di +d3 =da.
Sea ag = {D € t(ng) : di = 0}. Cualquier derivacién de ag N t(ng) estd dada por
0
do
D= ds
d2
ds

En este caso Gp, la componente conexa del centralizador de D en GL(ng) estd
dado por:

H= P q|, condety:=ad—0bc#0ydety:=ps—qr#D0.
c d
r s

Asi Gp - 4 queda definido por :
A(e1, e2) = aeg + Beq,  Aer,e3) = ves + &es

Ae1,eq) = Tea —aeyq, A(ep,es) = tes — yes

pues,
H-M(€1,62):Hu(%ehﬁ@_ﬁ%):%@_i_%%
H N(€1,€3):H,u(%el,desitgeg)_d;“jeg)):%eg_'_%ef)
H - pler, eq) = Hu(ber, —gbes + g8e4) = —7loes — 7e,
H.M(el’%):H'u(%el’_ﬁeg_}—&%):_%%—tfezeg

De la definicién de la aplicacién momento (ver (3))) tenemos:

20232942 g2 722
2 —B%472 May
m(A) = 2 —&2 442 M3
‘ ‘ Moy +B2—72
M35 202

donde Moy =2a(fB — 1) y Mss = 2v(§ — 1)
Luego, m(Gp - p) N Dg(ng) # 0 si y sélo si bd =0y gs = 0 es decir, si y sdlo si
[a=0A (71=065=0)]y[y=0A (t=06&=0)].
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Se tiene que m(Gp - 1) NDg(ng) = CH(Fy, F3) UCH(FY, Fis) UCH(FTy, Fi3)U
CH(F1247 F135)

Asi, por Teorema (iv), D € ag Nt(ng) s siy sélo si D = aFfy + bF + E
con a,b >0y E € Dg(ng)so. Esto implica

O+a+b>0
do—a>0
d3—b>0
do+a>0
d3+b>0

y esto vale si y s6lo si dy > 0y d3 > 0. Estas son ecuaciones de C(ng) N ag por lo
que concluimos que ag N t(ng) fr, C C(ng).

Para analizar los casos no genéricos do = 0y ds = 0, definimos bg = {D € t(ng) :
do = 0} y ¢g = {D € t(ng) : d3 = 0}. Es claro que existe f € Wy(ng) tal que
bg = fcgf, donde

1

Por Lema [1.T] basta ver el caso da = 0 para resolver también el caso dz = 0. Sea

dy
0
D= d € bs N ¢(n6) frn
dy
dy +d3
G p esta dado por:
a b
b
H = q , con det:=ad— bc# 0.
c d
T
Como
2
H - pler, e2) = Hulgger = e pe2) = pigzer + piers
H - M(el, 63) = Hu(%el — ﬁ@h %63) —1 ql(?;te‘G
2
H - pez, ea) = Hu(g ez, — g1 + j5€a) = g1 + pppea
H - pules,ex) = Hu(Ger —gaer + Gigea) = s

Se tiene que Gp - pu queda definido por :

)\(617 62) = aeq + /8647 A(eh 63) = 7Yé€s,

Aeg,eq) = Eep + aeq,  Aes,eq) = Tes.
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De (3) tenemos:

—B2+£2—2 My
2 _2a2_62_52
_ 2_ 2
=5 —2_r
Al Mg B2—r2 g2
2472

m(\)

donde M4 = 20 + 2Ba + 1
Luego, m(Gp - 1) N Dg(ng) # 0 si y sélo si

My = 22 bd + 22 bd + "2 bd

pZdet? p2det? q?%det?
_ 26> 2d? 2y
- bd(deet2 + p2det? + q2) =0.

Esto implica b = 0 6 d = 0. Es decir que m(Gp - 1) N Dg(ng) # 0 si y sélo si
a=0A[(B=0yy=0)6(=0yT=0)

Asf, m(Gp - p) N Dg(ne) = CH(Fyy, F§,) U CH(FYy, FTy).

Por Teorema (iv), D € t(ng) fry siy sélo si D = aFg, +bFs; + E con a,b > 0
y E € Dg(ng)so. Esto implica

dl—a>0
0O+a>0
ds+b>0
di+a+b>0
di+d3—b>0

v esto vale si y sélo si dy + 2d3 > 0, 3dy +d3 >0y dy > 0.

Son ecuaciones de C(ng) N bg por lo que concluimos que bg N t(ng) £, C C(ng).

Quedan aun estudiar los casos no genéricos cuando: di = ds, di = d3, d1 +d3 =
da, di + do = d3 y dy = d3 y las intersecciones entre los anteriores.

Utilizando la misma f € W, (ng) definida en este caso podemos ver que si
06 = {D S t(ng) tdy = Clg},jg = {D € t(nﬁ) cdp = dg}, tc = {D € t(nﬁ) i dy +ds =
da}, lg ={D € t(ng) : di + d2 = d3}, entonces

0 =f"Yief yte=f"ef

El caso cuando ds = d3 lo estudiamos aparte.
Veamos primero que 06 N t(ng) fr, C C(ng). Sea

dq
dy
D= ds € 0N ’t(ﬂG)
2dy
dy +ds

En este caso Gp, la componente conexa del centralizador de D en GL(ng) esta
dado por:

H = P , con det:=ad— bc#D0.
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= Hu(-4 b da—b
H - pler, e2) = Hu(gger — ggea, — g1 + gee2) = Sz qea
H = =b a 1 _ br
. u(eg, 63) H,u(detel + deteg, peg) = pdet65

H - piles,e3) = Hu(Fher — e, ses) = p‘fizt%

Se tiene que Gp - pu queda definido por :

e, e2) = aeq, M(ez,e3) = fes, A(er,e3) = yes.
De tenemos:

—a?— 92 Mo
Mo —a? — 3*

2 _52_72

m(\) = W ,

+6% ++2
donde M5 = —v0.
Luego, m(Gp - u) N Dg(ng) # 0 si y s6lo si v = 0 6 B = 0. Se tiene que
m(Gp - p) N Dg(ng) = CH(FYy, F5y) U CH(FY, FTy).

Asi, por Teorema (iv), D € t(ng) frp, si y sélo si existe a,b > 0, E € Dg(ng)>o
tal que D = aF}, + bFy; + E. Esto implica

di+a>0
di+a+b>0
ds+b>0
2di —a >0
di+d3s—b>0

y esto vale si y sélo si 3dy > 0, dy +d3 >0, dy +2d3 >0y 4d; + d3 > 0.

Son ecuaciones de C(ng) N dg por lo que concluimos que 6 N t(ng) frn, C C(ng) y
por Lema también podemos concluir que jg N t(ng) rn, C C(ng).

Continuando con el otro caso no genérico, sea

dy
da
D= ds et N ’t(t‘lﬁ)
dy + ds
d2
En este caso Gp estd dado por:
p
a b
H = q , con det:=ad— bc#DO.
r

c d

Asi Gp - 4 queda definido por :

)\(61’ 62) = (e4, )‘(617 63) = /862 + Yeés, )\(617 65) = 5645
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pues,

<

H - p(er,er) = Hu(z%el, %62 — J565) = ]ﬁr&;

H - p(er,e3) = HM(%el, %63) = p*lq(bez + des)

H - plex, e5) = Hu(ger, —ggea + ges) = — pierea

De la definicién de la aplicacién momento (ver (3)) tenemos:

—a2—B2A2_g?
9 —a2+p? Mas
—_ _62_72
|)‘|2 +a24¢2
Mas +72 €2

m(A)

Mas = —a& + 7 = slmbd + —3bd
= bd(m + )
Luego, m(Gp - ) NDg(ng) # 0 si y s6lo si bd = 0 es decir, si b =06 d = 0, esto
implica
B=0NE=06a=0Avy=0.
Se tiene que m(Gp - u) N Dg(ng) = CH(FL, F};) U CH(FE, FiY).
Asi, por Teorema (iv), D € t(ng)fry, si y sélo si D = aFE + bFs + E con
a,b> 0y FE € Dg(ng)>o. Esto implica
di+a+b>0
do—a>0
ds+a>0
di+dos—b>0
d2 +b>0
y esto vale si y sélo si di +dy > 0, di + 2ds > 0, do +dg > 0y 2d; + 2d2 > 0.

Estas son ecuaciones de C(ng)N€g por lo que concluimos que €sNt(ng) 7, C C(ne)

y le N t(ng) s C C(n6).-
Para el tltimo caso, sea pg = {D € t(ng) : da = ds}, y sea

dy
da
D= da € pg Nt(ng)
dy + do
dy + da
Gp esté dado por:
t
a b
H= c d , con dety :=ad—bc# 0y dety :=ps— qr #0.
P q
r s
Como,

H - pler, e9) = Hu(er, g5-e2 — go=e3) = i (pea + res) — 75 (qea + ses)

H - p(ey,es) = Hu(%el, _Wbtl‘f? + #tleg) = —ﬁ(pezl +res) + ﬁ(q&; + ses)
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Se tiene que Gp - pu queda definido por :

/\(61, 62) = aeyq + ,365, /\(61, 63) = yeq4 + 565.

De (3) tenemos:

Y R 2 2
) —« _B M23
m()\) = W M23 _'72 - 52
+012 + ’}/2 M45
Mys B% 4+ &

donde My3 = —ay — By Mys = aff + €.

Luego, m(Gp - u) N Dg(ng) # 0 si y sélo si («,&)L(v,8) y (a,§)L(B,7) esto
pasasiysélosia=0AE=006y =43

Se tiene que m(Gp - 1) N Dg(ng) = CH(FY,, Fy) U CH(FY, Fy, Fiy, F7).

Asi, por Teorema |[2.5|(iv), D € t(ng) sy siy s6lo si existe a,b > 0, E € Dg(ng)>o
tal que D = aFY}, + bF; + E. Esto implica

di+a+b>0
do+a>0
do+b>0
di+do—b>0
di+do—a>0

y esto vale si y sélo si dy +ds > 0, di + 2d2 > 0 y 3dy + 2d2 > 0.
Son ecuaciones de C(ng) N pg por lo que concluimos que pg N t(ng) frn, C C(n).
El estudio de la interseccion de los casos vistos es muy similar al realizado en el
Cuadro [2 para el caso ng y no lo escribiremos.
Por todo lo anterior se tiene: C(ng) = t(ng) frp.
(7) Caso ny
Segun lo estudiado en la Seccién D € t(n7) siy solo si

dq
do
D = dy + dsy
dy

Y los casos no genéricos se dan cuando

dy =0; do =0; dy =do; di = dy; di = ds; do = dy;

do =ds; dy =ds; di +do =dy; di +do = ds.

Sean a, = {D € t(ny) : di = da}, b, ={D € t(ny) : do = du}, ¢, = {D € t(ny) :
diy =ds}, 9, ={D € t(ny) : do = ds}, notemos que existen f,g,h € W (n7) tal
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que a, = f_1b7f = g_1c7g = h_lb7h, donde

1

Por Lema basta probar que a, N t(n7) C C(ny) para probar los casos dy = ds,
d2:d5yd2:d4.
Sea

do
D = di + do €a,N t(n7)
dy
ds

En este caso Gp, la componente conexa del centralizador de D en GL(n7) esta
dado por:

, con det:=ad— bc# 0.

Como,

d
H - (e, e9) = Hu(gher — fea, 1ea) = e

b b
H - plea,eq) = Hu(gez, — ger + g564) = ies
Se tiene que Gp - p queda definido por :

Aer,e2) = aes, A ez, eq) = Pes.

De (3) tenemos:

m(A) = P2 +a? + (2

My — B2

donde M4 = af.
Luego, m(Gp -p) N Dg(ny) # 0 siy sélo si « = 06 f = 0. Se tiene que
m(Gp - ) N Dg(n7) = {F5} U {F,}.
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Asi, por Teorema (iv), D € t(n7) 4, si y sélo si existe a > 0, E € Dg(n7)>o
tal que D = aF3, + E. Esto implica

di >0
do+a>0
di+do—a>0
di+a>0

ds >0

y esto vale si y sélo si 2dy +do > 0y di 4+ 2do > 0 con di > 0.

Son ecuaciones de C(n7) N a, por lo que concluimos que a, N t(n7) frp, C C(n7).

Notemos que en los casos j, = {D € t(ny) :ds =ds} y b, ={D € t(n7) : dy =
da}, Gp - u estd dado por A(eg, ea) = aes con o > 0 y valen las cuentas hechas en
la Seccién para el caso genérico.

Los casos ¢, = {D € t(ny) : d; = 0} y p, = {D € t(ny) : do = 0} son andlogos
en el sentido que existe f € W,,+(n7) definida en este caso tal que f~lp,f = ¢&,.
Veamos que €, N t(n7) f, C C(n7). Sea

En este caso Gp esta dado por:

p

o

QU

, con det:=ad—bc#0.

Como,

<

H - pler,er) = H,u(l%el, %62 — J5e3) = p(glet (beg + des)

H - u(ey,e3) = H,u(%el, —ﬁeg + J5e3) = —]ﬁ(beg + des)
Se tiene que Gp - u queda definido por :
Ae1, e2) = aea + Pes,  A(e1,e3) = yea — aes.
De tenemos:
902 — % — 42
2 _52 + 72 M23
2

m(A) = 2 M3 B2 — 2
0

donde M3 = 2a(8 — 7).
Luego, m(Gp - ) N Dg(ny) # 0 si y s6lo si @ = 0 6 8 = . Se tiene que
m(Gp - ) NDg(nr) = CH(F, Fiy) U CH(FY, Fiy, F, Fy).
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Asi, por Teorema H(iv), D € t(n7) frp siy solo si existe a, b > 0, E € Dg(n7)>o
tal que D = aF}, + bF% + E. Esto implica

a+b>0
do+a—b>0
do—a+b>0
dy >0

ds >0

y esto vale si y sélo si do > 0y dy,ds > 0.
Son ecuaciones de C(n7) N, por lo que concluimos que €, N t(n7) ¢, C C(n7).
Queda por analizar el caso [, = {D € t(ny) : di + da = d4} y las intersecciones
entre los casos vistos Es facil ver que este caso es andlogo a m, = {D € t(ny) :
dy + d2 = ds}. En este caso D € t(n7) estd dada por:

d
da
D = dy +ds cl,N t(n7)
dy + da
ds
y Gp, la componente conexa del centralizador de D en GL(n7) queda definida por:
p
q
H= a b , con det:=ad—bc# 0.
d c
r

Como,

H - p(ey,e2) = H,u(%el, %eg) = %(aeg + cey)

Se tiene que Gp - u queda definido por :
Aer, e2) = aes + Pey.
De tenemos:
_a2 _ ﬁQ
5 —042 _ B2

= A2 Msy 2

donde M3y = af.
Luego, m(Gp - u) N Dg(nz) # 0 si y s6lo si « = 0 6 B = 0. Se tiene que
m(Gp - p) NDg(n7) = {Fih} U {Fy}.
Asi, por Teorema (iv), D € t(n7) gy si y sélo si existe a > 0, E € Dg(n7)>o
tal que D = aF}, + E. Esto implica
di—a>0
do—a >0
di+ds >0
di+do+a>0

ds >0
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y esto vale si y s6lo si 2d; +ds > 0, di +2dy > 0, dy +do > 0y ds > 0 y estas son
ecuaciones de C(n7) N [,.

En el analisis de la interseccién de casos, surgieron algunos que requieren un
mayor estudio. Vemos estos a continuacién y dejamos el resto de las intersecciones
sin escribir dado que resultan analogos a los ya realizados para el caso ny.

Para analizar los casos no genéricos a, N ¢, y b, N9, notemos que existe f €
Wort(n7) tal que a, N, = f~1(b,N0,)f, donde

1
Por Lema basta ver el caso a, N c,. Sea

dq
do
D = di + ds €a7ﬂc7ﬂt(n7)
dq
dy
Gp estd dado por:
a b ¢
p
H= q
d e f
g h g
Se tiene que Gp - 1 queda definido por :
Ae1, e2) = aes
De ([3) tenemos:
—a2
1 a2
m()\) = g @ +a? .

Asi, m(Gp - 1) N Dg(ne) = Fiy.
Por Teorema (iv), D € t(n7)py, siy sélo si D = aFy + E cona > 0y
E € Dg(ny)so. Esto implica

di+a>0

do+a>0

di+do—a>0

di >0

di >0

y esto vale si y sélo si di + 2dy > 0, 2d; +dy > 0y dy > 0.
Son ecuaciones de C(n7) Na, N ¢, por lo que concluimos que a, N ¢, Nt(n7) ¢y, C
C(I‘W).
Analicemos ahora el caso a,Nm, que es analogo a los casos b,Nm,, ¢, N[, 2,NI,
en el sentido que existen f,g,h € Wort(n7) tal que a, Nm, = f~1(b, Nm,)f =
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g (e, NL)g =h"1(0,N1,)h, donde

1 1 1

-1 1 -1
f = 1 ) g = 1 ) h = 1
1 -1 1
1 1 -1
Por Lema basta probar que a, N m, N t(ng)frn, C C(ng) para probar los otros
casos. Sea
dy
do
D= ds € a, Nm, Ntn7)frp
dy
ds

Gp esté dado por:

a b

t
H = D ql, con detl:=ad—bc#0 y det2:=ps—rq+#0.
c d
r s
Como
H - p(er,er) = Hp(ﬁel — T €4, %62) = ﬁ(peg + res)
H - pu(eq,e9) = Hu(—%ﬂel + o €4, %62) = —%(peg + res)

Se tiene que Gp - u queda definido por :
A(e1,e2) = aez + Bes,  A(es, e2) = ves + Ees.
De tenemos:

—a?—p2 My
2 —042—B2—'y2—§2
= — a2+4~2 Mss
’)‘|2 My ! e i
Mss B2+£2

m(A)

donde My = —ay — By M35 = aff + ¢

Luego, m(Gp - 1) N Dg(n7) # 0 si y sélo si («,§)L(y,8) v (., §)L(B,7) esto
pasasiysélosia=0AE=06v==1p0.

Notemos que a = 0 A ¢ = 0 implica (d =0y r=0) 6 (b=0y p=0), es decir
que si a =0A & =0, entonces también =06 v = 0.

Ast, m(Gp - pn) N Dg(nr) = {Fp,} U{Fjp} U CH(FYy, 7y, Fi, ).

Por Teorema (iv), D € t(n7)py, siy sélo si D = aF}y + E cona > 0y
E € Dg(n7)s0. Esto implica

di—a>0
do—a>0
ds >0
di >0

ds+a>0
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y esto vale si y sélo si di +ds > 0, do +ds > 0 y ds > 0, recordemos que en
este caso ds = di + d2. Es decir que son ecuaciones de C(n7) N a, N m, por lo que
concluimos que a, Nm, N t(n7) ¢, C C(n7).

Queda por estudiar el caso j, N[, y para ello definimos

dy
do
D = dy €j,NLNtny)
dy
dy
Gp estd dado por:
p
q
H = a b ¢
d e f
g h j

Se tiene que Gp - u queda definido por :
Aer, e2) = aes + Pey + ves.
De tenemos:
—a?— 242
1 —a2_B2_42
m()\) =— +a? My Mss |,
o Mszq B2 Mys
M35 Mas ~2
donde M3y = af3, M35 = ay 'y Mys = 3.
Por esto m(Gp - ) N Dg(ny) D siysélosi («a=0AB=0)6 (a=0A~y=0)
6(B=0A~y=0).
Asi, m(Gp - 1) N Dg(ne) = {F5} U{Fih} U {F}.
Por Teorema [2.5( (iv), D € t(n7) s si y sélo si D = aF, + E cona > 0y
NS Dg(n7)>0.
Esto implica

di+a>0
do+a>0
d4 —a>0
dy >0
dy >0
y esto vale si y s6lo si di +dg > 0, do +dg >0y dg > 0. Recordemos que en este
caso dy = dj + da.
Son ecuaciones de C(n7) Nj, N[, por lo que concluimos que j, N[, N t(n7) ¢y, C
C(n7).
De todo lo anterior decimos que C(n7) = t(n7) frp.-
(8) Caso ng
Tenemos que D es derivacion de ng si y sélo si
dy
da
D = dy + da
2dy + do
ds
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Por Lema y lo hecho en [DL19L Ejemplo 3.7], vamos a estudiar los casos no
genéricos cuando

dy = ds; do = ds; dy + dy = ds; 2dy + do = ds.

No existe f € Wy,(ng) tal que conjugue algunos de estos subespacios en otro, por
lo que habra que analizar cada caso en particular.

Sean ag = {D S f(ng) tdp = d5}, bg = {D € t(l‘lg) tdy = d5}, g = {D € ’L(l‘lg) :
dy +dy =ds}, 03 ={D € t(ng) : 2d; + d2 = d5}.

Queremos probar ahora que ag N t(ng) frr, C C(ng).

Sea

dy
do
D= di + da € agNt(ng)
2d1 + do
dq

En este caso Gp, la componente conexa del centralizador de D en GL(ng) esta
dado por:

H = q , con det:=ad— bc# 0.

c d
Asi Gp - 1 queda definido por :

e, e2) = aez, A(e1,e3) = Pes, A(es,ea) =ves, Aes, ez) = Eeu,
pues,

1 ):ﬂ

H - pler, e2) = Hu(%el et €59 p€2 5det €3
H - pler,e3) = Hu(f-er — Ses, %63) = qgite4
H - pes, e2) = Hu(—Zge1 + f5es, Sea) = —ibes
H - p(es, e3) = Hu(—g5e1 + 465, 7€) = —qute4

De la definicién de la aplicacién momento (ver (3)) tenemos:

—a?—p2 M5
9 —a2—2
= — +a2752+,\/27§2
2
’)‘| +B32+xi?
Mis e e

2 2
M15 = vy + ,85 = _bd(lﬁ + (]227)

Luego, m(Gp - ) NDg(ng) # 0 si y sélo si bd = 0 es decir, si b =06 d = 0, esto
implica
(a=0ANB=0)6(y=0AE=0)
Se tiene que m(Gp - u) N Dg(ng) = CH(F5;, Fis) U CH(F},, FiY).
Asi, por Teorema (iv), D € t(ng) s, si y sélo si D = aFys + bFss + E con
a,b> 0y FE € Dg(ng)>o. Esto implica
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di >0

d2+a>0
di+dy+b—a>0
2d1 +do—b>0
di+a+b>0

y esto vale si y sélo si 2dy +do >0, dy +do >0y d; > 0.
Estas son ecuaciones de C(ng)Nag por lo que concluimos que agNt(ng) ¢, C C(ng).
Veamos ahora el caso da = d5 es decir, probemos que bg N t(ng) rrn C C(ng).
Sea

dy
da
D= dy +do € b, Nt(ng)
2d1 + do
d2
En este caso Gp estd dado por:
p
a b
H= q , con det:=ad— bc# 0.
r
c d

Asi Gp - i queda definido por :

)\(81’ 62) = Qaes, )\(61, 63) = /864a )‘(elv 65) = 7é€s,

pues,
H - pler,e2) = Hulger, a2 — gqes) = ﬁqa&
H - per,e3) = Hu(Le, tes) = Lrey
H - uerses) = Hp(er —ge + iges) = ~piacs

Por (3) tenemos:

a2 — B2 2
9 —042 M25
m()\) = ﬁ +@2 - 62 + '72
Mps —?
donde Mass = ay. Luego, m(Gp - ) NDg(ng) # D siy sélosia=06~=0.
Se tiene que m(Gp - 1) N Dg(ng) = CH(F, F) U CH(F},, FiY).
Asi, por Teorema (iv), D € t(ng) s, siy sélo si D = aFjy + bF{s + E con
a,b> 0y E € Dg(ng)~o. Esto implica
di+a+b>0
dy >0
di+do+a—-bb>0
2di +do—a>0
do+b>0

y esto vale si y sélo si di +ds > 0, 2dy +do > 0y dy > 0.
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Estas son ecuaciones de C(ng) N bg y entonces, bg N t(ng) trn C C(ng).
Para el préximo caso, cuando di 4 da = ds, notemos que D € cg N t(ng) sy, estd
dado por:

dq
do
D= di + ds
2dq + ds
dy + da

Si D € t(ng) frn, entonces debe cumplir la condicién necesaria de ser positiva en el
centro, por lo que tendriamos que d; +ds > 0y 2d; +do > 0, y estas son ecuaciones
del cono C(ng) por lo realizado en la Seccién Luego podemos concluir que
cg N t(ng) frn C C(ng).
Para estudiar ahora el siguiente caso, trabajamos en el subespacio 9§ = {D €
’t(t‘ls) :2dy +do = d5}. Sea,
dq
do
D= di + ds € 03 N t(ng)
2d1 + do
2dy + do

Gp estd dado por:
H= r , con det:=ad— bc#D0.

Como,

H - puler,e2) = H,u(;l)el, 2€2) = 7a€3
H - pler,e3) = Hu(er, Les) = p%(aezl + ces)

Se tiene que Gp - u queda definido por :
Aler,e2) = aes,  A(er, e3) = Bes + ves.
De ({3]) tenemos:
_a2 _ ﬁQ _ 72
2
ta?— g2 — 2

= e
Al +8%  Mys
My +?

m(A)

donde My5 = Bv. Luego, m(Gp - 1) N Dg(ng) # D siysélosi B=06~=0.
Se tiene que m(Gp - u) N Dg(ng) = CH(FY,, Fy) U CH(F},, F};).
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Asi, por Teorema [2.5((iv), D € t(ng) frp, si y sélo si existe a,b > 0, E € Dg(ng)>o
tal que D = aF}, + bF}; + E. Esto implica
di+a+b>0
do+a>0
di+do—a+b>0
2dy +do >0
2d1 +dy —b>0
y esto vale si y s6lo si di + da2 > 0 y 2dy + d2 > 0, las cuales son ecuaciones de
C(l‘lg).

Queda ver ahora qué ocurre en la interseccién de los subespacios genéricos, para
ello definimos: jg3 = {D € t(ng) : di = da}, tg = {D € t(ng) : d1 = —da}, ps =
{D € t(ng) : di =0}, mg = {D € t(ng) : d2 = 0} y presentamos el Cuadro |3 a
continuacién.
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Subespacios

Derivacién

Conclusién

ag N bg 2ds ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ng)
3d
5 i
ds
0
agMNecg D = ( ds od ) ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ng)
5 ds
ds
—d
ag N 0g D= °0 . Lo estudiamos a continuacién.
5 s
ds
. d5 .
ag MNjs D= 2d5 igual al caso ag M bg
3d
5 i
ds
_d5 .
ag M €g D = ( 0 . ) igual al caso ag M dg
5 ds
0 d
2
ag M pg D= da 0 en el centro, no puede ser frn.
d
0
ds
0
ag Nmg D= ds o ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ng)
5 d5
0 d
5
bg Ncg D= ( ds J ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ng)
5 d5
0
ds
bg N 0g D= ( ds . igual al caso bg N ¢y
5 i
ds
) ds .
bg Njg D= 2ds igual al caso ag M bg
3d
5 i
—ds
ds
bg N &3 D= o tr(D) = 0, no puede ser frn.
5 d5
0
ds
bg N ps D= ds . igual al caso bg N ¢y
5 i
dy
0
bg N'mg D= dy y 0 en el centro, no puede ser frn.
2
"o
0
ds
cg M 0g D= ds 4 igual al caso bg N ¢y
5 d5
di
dy
cg Nig D= 2d; ; dy > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ng).
3d1
2d;
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Subespacios Derivacién Conclusion
dy
—d
cg M g D= Yo . 0 en el centro, no puede ser frn.
"o
0
ds
cg M Ps D= ds igual al caso bg N ¢y
5 d5
ds
0
g Nmg D= ( ds o igual al caso ag M cg
5 i
dy
d
03 Mg D = ' 2d; d dy > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ng)
3
" 34,
ds
—d
0g N Eg D= ( °0 J igual al caso ag N dg
) d5
0
ds
03 M ps D= ( ds . igual al caso bg M cg
5 i
di
0
0g Nmg D= ( di o dy > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ng)
! 2d1
di
0
jg N g D = ( di od dy > 0y ds > 0 por cond nec, cumple las ecuaciones de C(ng)
1 s
%
jg N pg D= < 0 0 ) 0 en el centro, no puede ser frn.
ds
%
jg Nmg D = ( 0 0 ) igual al caso jg N pg
ds
"
ts N pg D= ( 00 > igual al caso jg N pg
ds
%
g Nmg D = < 00 ) igual al caso jg N pg
ds
%
pg Nmg D= ( 0, > igual al caso jg N pg
ds

CuaDpRrO 3. Caso ng

Nos queda por ver entonces el caso ag N g. Sea

ds

_d5

€ agMogn t(ng)
ds
ds

Notemos que no pertenece a C(ng) pues dj + dy = 0.
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En este caso Gp esta dado por:

a b ¢
p
H= q , con det:= jae — jdb — gce — haf + hdc + gbf # 0.
d e f
g h j
donde,
je—hf jb—hc bf—ce
jae—jdb—gce—haf+hdc+gbf 1 jae—jdb—gce—haf+hdc+gbf  jae—jdb—gce—haf+hdc+gbf
p
-1 _ 1
H = . q .
- jd—=gf _ ja—ge fa—dc
]aef]dbfg%eclfhaf+hdc+gbf Jaef]dbfg%efh%erhchrgbf jae—jdb—gce— haf+hdc+gbf
—g¢ a—g ea—d
jae—jdb—gce—haf+hdc+gbf jae—jdb—gce—haf+hdc+gbf  jae—jdb—gce— haf+hdc+gbf

Asi Gp - v queda definido por :
Aer,e2) = ares,  A(er,e3) = Brer +y1es + Eres
Aeq, e2) = agez,  A(eq, e3) = Baer + Y2eq + E2e5
A(es,e2) = azez,  A(es,e3) = Bze1 + y3eq + E3e5

pues,
H - pler, e2) = Hu(Pzler + PG en + M5ies, fea) = 250 qes

H - uler,e3) = Hu(jedeﬁf + ]ddeffq + h‘éetgeeg,, %63) sze};f (be1 + eeq + hes)
H - p(ey,e) = Hu(jbd_efcel + 18e, + hzetgbes, *62) Jide@cqe

H - ples,es) = Hu(2o ey + 1% 9%, 4 hadbe, 3) = sze}éc(bel + eeq + hes)
H - plenses) = Hu(Mbes + Loty + eszthe, o) = Mot

He ) = Hp(b=ce fa—dc ca—db,, ) — blce

Hp

det €1t g €4+ g €5 63 adet (b€1+€€4+h65)

Por (3) tenemos:

—af -~ - +63+63 Miq Mis
2_,2_42
—af—aj—aj
) = 2 21002402382 _32_g2_~2_ .2 2 2 2 .2
m = |)\|2 ajtajtaz—B7—B5-B5—7{ -3 —73 €1 —€3—€3
My v +v3—03 -5 —¢3 Mys
M5 Mys el +e5—af-83 -3
donde

My = Biy1 + Bay2 + B3y3 — arae — 182 — 112 — 1o,

M5 = B1&1 + B2&o + B3&3 — aras — B183 — y173 — &13,
Mys = v1&1 + 7282 + 71383 — anaz — P23 — Y273 — £263.

Reemplazando, tenemos que

o 2 b—he)2 —ce)? . . €
Mg = be [(] B )P+ (jb—he)>+(bf —ce) } — (je — hf)(jb — he) [de§§p2 LB 2}

q>det?

M5 = bh [(je—hf)Q+(jb—hc)2+(bf—ce)2} _ (]e - hf)(bf — ce) [degﬁ + b2+h2_262]

q%det? det?q

2

My, = eh [(je_hf)2+(jb_hc)2+(bf_ce)2} — (jb— he)(bf — ce) [def{ng + b2+h2t62}

q2det? det?q
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Luego, m(Gp - u) N Dg(ng) # (0 si y sélo si

(b,e, f=0
b,e,c=0
b,h,7 =0
b,h,c=0
h,e,j =0
h,e,f =0

Se tiene que m(Gp - u)NDg(ng) = CH(Ey,, Fi3) UCH(F},, Fi3) UCH(FS,, Fi)U
CH(FY), Fi3) U CH(Fgy, Fig) U CH(E, Fis).

Asi, por Teorema ﬁ (iv), D € t(ng) sy, si y sélo si D = aF}, + bFjy + E con
a,b> 0y FE € Dg(ng)>o. Esto implica

ds —b>0
—ds +a>0
—a+b>0
ds+a+b>0
ds >0

De las dos primeras ecuaciones obtenemos a > by de la tercera b > a lo que es

absurdo, por lo tanto D ¢ t(ng) frn.
Finalmente podemos concluir que t(ng) s, = C(ng) y finalizamos la demostracién

del teorema.
O

5. ALGEBRA DE LIE DE HEISENBERG

En esta seccién realizamos el estudio detallado del cono C(n) definido en para el
algebra de Lie de Heisenberg de dimension 2n + 1, estudiamos casos especiales con n = 2
y n = 3 y generalizamos resultados obtenidos.

Sea ho, 11 el dlgebra de Lie de Heisenberg, definida por la base {ej,ea,...,e2,41} y los
corchetes:
pler,e2) = eant1, ples,eq) = e€ani1, ..., f(€2n-1,€2,) = €2 41.
Sea
dy
da
D= € t(h2n+1)'
dan+t1

Como D es derivacién de hop, 41 debe verificarse

dy +do = dopt1, d3+ds=doms1, ..., dop—1+doy = dopt1.
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Es decir que t(h2,+1) queda definido por

dq
dpy1 — dr
do
dpy1 — do

dn
dn+1 - dn

dn+1

Notemos que tr(D) = (n+ 1)dnt1 ¥ Dlj(hyps1) = dnt1-
D es genérica si y sélo si

di#0 Vi=1...n+1, di #dpnt1 YVi=1...n, di%dj st i # g,

di+dj #dpy1 Vi, j=1...n, i#j.
En este caso D tiene todos autovalores diferentes por lo que t(hay,+1) es libre de multi-
plicidad y Gyy,,,,) =T, Gp - p estéa dado por:
Aler,e2) = areany1, A(es,eq) = azeant1, ..y Al€2n—1,€21) = neantt,
donde a; > 0. Se tiene que
2

o
704%
—ad
2
2 —Qy
)\ —_
N =
—a2
_a%
af+a3+...a2
2
= L RFE 4 a3F Tk 0,

Luego por Teorema D genérica pertenece a t(hap41) frn Siy s6lo si existen aq, as, . .. an >
0y E € Dg(bant1)>0 tal que

D=a F3™ ¢ aoF ™ v e, Pt + E
Es decir si y sdlo si
( di+a >0
dnt1 —di+a1 >0
do+ag >0
dnt1 —da2+ag >0

dp +an >0

dn+1—dn+an>0
dnt1 —a1—ag—...—ap >0

Esto ocurre, si y sdlo si existe a; > 0 tal que

dpy1 — a2 — ... —ap > a1 > —dy,dy — dpy
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si y sélo si existe as > 0 tal que
di+dpy1—as—...—ap > ay > —da,do — dnpt1
2dpy1 —dy —ag— ... —ap > ag > —do,dy — dpi1
y esto pasa si y solo si
dpy1+di+de—az3—...—a, >0 2dpi1+di—do—a3—...—ap >0

2dpy1 —di+do—a3—...—ap >0 3dpy1 —di —do—az—...—ap >0

si y sélo si existe az > 0 tal que

dnt1+di+dos—ag — ... —ap >as > —ds,d3 — dpt1
2dpy1 —di —do—ag — ... —ap > a3 > —ds,ds — dpy1
2dpt1 —di+do—ag— ... —ap > a3 > —ds,ds — dpy1
3dpy1 —di —do—ag — ... —ap > ag > —ds,d3 — dnpt1

y esto pasa si y soélo si

dpy1+di+do+ds—ag—...—ap >0 2dpt1+di+do—ds—ag—...—ap >0
2dpi1+dy —do+ds—as—...—ap, >0 3dpi1+di—do—ds—ag—...—a, >0
2dp41 —dy+do+ds—ag—...—a, >0 3dpy1—di+do—ds—ag—...—ap >0
3dpy1—dy—do—ds—ag—...—an >0 ddpy1 —dy—de—ds—ag— ... —ap >0

Siguiendo este proceso n veces obtenemos 2" ecuaciones que definen al cono C(hap41)-
Proposicion 5.1. Sea honi1 el dlgebra de Lie de Heisenberg y consideremos

dq
dp1 — dr
do
dpy1 — da
D = - . € t(hQn+1)-
dp
dn+1 - dn

dn+1
Entonces las ecuaciones que definen al cono C(han11) son 2™ y estan dadas por las siguien-
tes:
kdn+1id1ﬂ:d2ﬂ:...idn >0,

donde k =1,...,n+ 1 y para cada k hay (,;_‘1) ecuaciones que son todas las formas de
elegir k — 1 signos menos en losd; cont=1,...,n.

Vamos a estudiar ahora Cp(hop+1) = C(hont1) N{tr(D) = p} en dimensiones bajas para
luego poder generalizarlo.
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5.1. C3(b5). En b5 tenemos que t(hs) estd definido por
D = Dg(d1,d3 — dy,da, d3 — da,d3)

donde dj,ds,ds € R. Como tr(D) = 3d3 si consideramos C3(h5) tenemos que ds = 1.
Reemplazando en las ecuaciones del cono tenemos que Cs(hs) esta definido por:

14+dy+dy >0 do > —d; — 1
2+4+dy—ds >0 do <2+ dq
2-dy+dy>0 dy > dy —2
3—di —ds >0 do < 3—d

Es decir que C3(hs) es un cuadrado regular de lado v/8 y centro situado en (%, %) Ver
imagen a continuacion.

do
5
(3:35)
l.‘
o
I' “
" \‘
I' 1 ~‘
’ 1 ‘\
3 1y .7 5 1
(—5,3) < . >(3,3)
N ’ A
1
rd
2 1., 1 4
\ rd
N\ rd
1N, ’
I
A rd
\~ 7
[ ]
13
915, 79
P

FIGURA 7. C3(bs)

Sea Dy = (%, %, %, %, 1) si repetimos lo anterior para D — Dy, obtenemos
di +dy > —2
—di +dy <2
—dy +dy > —2
di+da <2

Es un cuadrildtero centrado en el origen que dista en 2 de cada uno de sus vértices, dicho
en otras palabras es la bola de radio 2 de la norma de L;.

5.2. C4(h7). Para este caso tenemos que t(h7) estd definido por
D = Dg(dy,dy — dy,d2,ds — d2,d3, dg — d3, ds)

donde dy,d2,ds,dy € R. Como tr(D) = 4dy si consideramos C4(h7) tenemos que dy = 1.
Reemplazando en las ecuaciones del cono tenemos que Cy(h7) esta definido por:

1+di+dy+ds>0 3—di —do+d3 >0
2—di+dy+ds>0 3—di+dy—d3>0
2+dy —do+ds >0 34+di —do—d3s >0
2+di+dy—ds >0 4—dy—dy—ds >0

Si repetimos lo mismo para D = D — Dy con Dy definida como antes obtenemos:
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g+d1+d2+d3>0 g—d1—d2+d3>0
Dt dy >0 D i+ dy—dy >0
g+d1—d2+d3>0 g+d1—d2—d3>0
g+d1+d2—d3>0 g—d1—d2—d3>0

Se ve que estas ecuaciones definen un octaedro regular centrado en el origen y cuya
distancia a sus vértices es g, ver Figura

/_____’—-"1 / I
I | 4 ! .

F1GUrA 8. Ca(by)

5.3. Generalizacién a C,11(hop41)- En o,y tenemos que t(ho,11) estd definido por
D = Dg(d1,dny1 — di,d2,dny1 —da,y . .. s dp, dpy1 — dny dig)
donde di,d2,ds, ... ,dy+1 € R. Como tr(D) = (n + 1)d,41 si consideramos Cp1(h2nt1)

tenemos que dp+1 = 1. Reemplazando en las ecuaciones del cono tenemos que Cp41(H2n+1)

esté definido por:
( 1+di+do+...+d, >0

2—di+do+...+d, >0
24+di —do+...4+d, >0

24+di+do+...—d, >0
3—di—do+...+d, >0

3—di+dy+...—dp, >0

3+di+...—dp—1—dp, >0

((n+1)—di—dy+...—dy >0
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Repitiendo lo anterior y si hacemos d; = d; — % para i = 1...n obtenemos:

( 22 4 di+ .+ dy >0
22— di+ .. +dy >0

22 4 di+ . —dp1 —dy >0

%H—Jl—cig+...—dn>0

De todo lo anterior obtenemos:
Proposicion 5.2. Dada hon41 el dlgebra de Lie de Heisenberg, consideramos

dq
dpy1 — dy
do
dpi1 —da
D= . € t(hZTL-‘rl)a
dp
dn+1 - dn

dn+1
se tiene que

Cn+1(h2n+1) - (%77%) = {D € t(hQ’Vl'f'l) : ’Jl, +...t ’Jn‘ < nT—i_Q} )

Luego obtenemos que Cp41(h2nt1) — (%, e %) es un hiperoctaedro de dimensién n,
es decir un politopo cuyos vértices son todas las permutaciones de (i"TH, 0,0,...,0) y

cumple que es la capsula convexa de sus vértices. El hiperoctaedro es el politopo dual del
hipercubo por lo que su grupo de simetrias estd dado por el grupo hiperoctaédrico de orden
nl2m,

6. ALGEBRA DE LIE FILIFORME L,

A continuacion calculamos explicitamente C(L,) para todo n € N, comparamos resul-
tados con los obtenidos en [NN15].

Sea L, el dlgebra de Lie filiforme, definida por la base {ej,ea,...,e,} v los corchetes:
pler,e2) =es, upler,es) =eq, ..., pler,en—1)=ep.
Sea
dy
d2
D = € t(Lp)
dn,

Como D es derivacién de L,, debe verificarse:

di+do=d3, dy+d3=2d1+ds=dy, ..., d1+dn,1:(n72)d1+d2:dn.
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Es decir que t(L,,) queda definido por

dy
d
di + do
D = 2dy + dy

(n — 2)d1 + doy

Notemos que tr(D) = (Z?:_fi +1)d1 + (n —1)da y que Dly,,) = (n — 2)d1 + da.
D es genérica si y sélo si:

dl,dg#o, dl#dg, dg#*jdl V]:1H*3

En este caso D tiene todos autovalores diferentes por lo que t(Ly,) es libre de multipli-
cidad y Gyyz,) =T y T - pu estd dado por:

)\(el,ei):aieiﬂ Vi=2...n—1

donde a; > 0. Se tiene que

2 2
—ay— ... —

—a%
+a5 — a3
2

2 +ai — a3

m(A) = m

=CH(Fj/' Vi=2...n-1).
Luego por Teorema D genérica pertenece a t(Ly,) try iy s6lo si existen ag, as, ..., an—1 >
0y E € Dg(L,)>o tal que
n—1
D=> aF'+E
i=2
Es decir si y sélo si

di+as+...+a,-1>0

do+as >0
(d1+d2)—a2+a3>0
(2d1—|—dg)—a3+a4>0

(n — 3)d1 +dy —ap—2+ap—1 >0
L (n—2)d1+d2—an_1>0

Esto ocurre, si y sélo si existe a,—1 > 0 tal que

(n—2)dy +dy > ap—1>—(n—3)dy —da+ an—2,
—di— a9 — ... — Gp_2
si y sélo si existe a,—2 > 0 tal que
[(n—2)+ (n—3)]d1 +2d2 > ap—2 > — (n—4)d; — da + an_3,
[-1—(n—2)]dy —dy—as — ... — an—3
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si y sélo si existe a,—3 > 0 tal que

[(n—2)4+ (n—3)+ (n —4)]d1 + 3d2 > apn—3 > —(n — 5)d1 — d2 + an—4,
[-1-2n—=2)—(n—=3)]di —(14+2)de —ag — ... —an—4

Continuando con este proceso obtenemos que existe ag = Ap—(n—3) > 0 tal que

[(n—2)—|—(n—3)+(n—4)+...—|—3—|—2]d1—|—(n—3)d2>a3>—d1—d2—|—a2,

[-1-(n—4)(n—=2)—(n—=5)(n—3)—(n—6)(n—4)—...=3]d1 —(1+24+3+...+(n—4))d2—as

si y sélo si existe as > 0 tal que

n—1 n—2 n—3
[Z(n —i)| di 4 (n —2)dy > ag > —do, [1 =) i- l)i] dy — (Z z) ds

=2 =2 =1

Finalmente, si y sélo si

n—1
[Z(n—z) dy+(n—1)d2 >0 Yy

=2

1—|—Zz—1z—|—z n—1)

Ahora, como se tiene que

2

d1+[()(n_2)—|—(n—2) dy >0

n—1 o
;(n—i)z(n_l)n_2 Y ;z—l 2n —9n—|—13)_1_(”_2)2(”_1)

El sistema de ecuaciones anterior es equivalente a:

(n—2)d1—|—d2>0
[(n—2)+ (n—3)]d1 +2d2 >0
[(n—2)+(n—3)+(n—4)]d1+3d2>0

(n—2)+(n—3)+ (1 —4)+...+3+2d + (n—3)ds >0

n—1
D> (n—i)| di+ (n—2)dz >0
i=2
—1 -2
(”)2(”)d1 +(n—1)dy >0
—1)(n—2
%(m? —9n+13)ds + %dg >0
Veamos ahora que
J _ _
n_222i:2(” Z)>” 2 s n>j

i—1 = 2

2 _ —
n_2>n(2n 9n+13)>n 2

- 3(n—1)(n—5§) -2

VY n>3.




Esto vale pues

ja(n — i) AR Lt n—2
j—1 20-1) j-1— 2
Lo ti—2-2(G-1)
2~ 20— 1)
2 _ .
PN e B
27 20-1)
Sn>j
y también
2+j-2 2
n—2>n_7 7 e 2<it2
2(5 — 1) 2

es decir que se verifica para todo j > 2.
Las otras desigualdades son equivalentes a probar:
1 3
nd—6n?+11n—12>0 vy §n3+§n2—n—620 Vn>3
Si las consideramos como funciones cibicas de nimeros reales f(4) > 0 en ambos casos
y las funciones son crecientes a partir de x = 4, por lo tanto se cumple y obtenemos lo
siguiente (Ver Figura E[):

Proposicion 6.1. Sea L, el dlgebra de Lie filiforme, si consideramos

dq
da
di +ds
D = 2d; + dy IS ’L(Ln),
(TL — 2)d1 + dy
entonces, las ecuaciones que definen al cono C(Ly,) son:
(n—1)(n—2)

(n—2)d1+d2>0 d1+(n—1)d2>0.

2

Segin [NN15| estas ecuaciones son las que definen a t(Ly) tr, por lo que concluimos lo
siguiente.

Corolario 6.2. C(L,) = t(Ly,) frn, para todo n > 3.
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dy = —

(n—i)dl d2
5)
1
1
L
L 3
1
1
1
' 9
T J
1
1
1
‘o
(V4]
1 -
' C(L})
o
1,
1
1
\
01 dy
-1 ¢ 1 2 4 5
\
A}
‘\
A}
\
\
-\
\
A}
\
\
\
\
\
1
A}
\
\
\
dy = —"5=dy

Ficura 9. C(Ly,)

7. ALGEBRA DE LIE LIBRE 2-PASOS NILPOTENTE

Consideramos en esta seccion el algebra de Lie libre 2-pasos nilpotente £,,. Notemos que

base {e1, €2,

aunque en el caso general las ecuaciones del cono C(¢,,) se pueden expresar de manera mas
Sea ¢, el algebra de Lie libre 2—pasos nilpotente de dimensién

sencilla que en el algebra de Lie de Heisenberg, no encontramos una generalizacién regular
del politopo C¢(¢,,) debido a que este dlgebra tiene menos simetrias.

; €n,y 212, 213,

n(
} y corchetes
pler, e2) = 212,

%1) definida por la
p(er, e3) = 213, ; pes, ej) = zij,
Sea
dq
da
D =

dn(n+1)

2
Para que D sea derivacién de ¢, debe verificarse
di +dg = dn+1,

dy +d3 = dp+2,
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Es decir que t(¢,) queda definido por

dq
do

di—l-dj

Notemos que tr(D) = ndy + ndy + nds + ... +nd, y que D es una derivacién genérica si
y solo si
di#0 Vi=1...n, di#d; sii#j, di+dj#dp+d si{i,j}#{k, 1}
En este caso Gp = T = Dg(l,)>0 vy T - ju esta dado por
Aei,ej) = aijples, e;)
donde a;j = —ajy;, o =0y a;; > 0.

2 2 2
T TGy T T Gy

2 2 2
+as; + oz, — ... — a3,

2 2 2
tan tags+.. +ag,

2
= Qg
(Al

2 2 g
= W(Z i Fii)

i<j
Tenemos entonces que si D es génerica, D € t(¢,,) es fuertemente Ricci negativa si y
solosi D =37, s a;;Fy] + E donde a;; > 0y E € Dg(fy)>0 es decir:
di +a2+aiz+...+a, >0
do+aig+ao3+...+as, >0
ds +aiz+ass+ ... +as, >0

dp +a1n+aoy + ...+ ap_1n >0

di+dj—aij>0

y esto ocurre si y sdlo si existe aja > 0 tal que
di+do>a10>—di —a13— ... —aip, —do—as3—...— asp
siy sélo si dy + do > 0 y existe ajz > 0 tal que
di+ds >ai3>—-2dy—dy—ai4— ... —aip, —d3—as3—ass—...— asy
si y sélo si dy + ds > 0 y existe ajq > 0 tal que

di+dy>ag>—-3dy —dy—d3—ai5—...—a1n, —dy—ao4—0asq—...— Qn
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Continuando de este modo obtenemos que lo anterior vale si y sélo si dy +dp,—1 >0y
existe a1, > 0 tal que

dy +dp >a1p,>—(n—1)dy —de—ds — ... —dp_1, —dn—ag, —a3, —...— Gp_1p
siysélosidy +d,>0,nd +do+ds+...+d, >0y existe azg > 0 tal que
do+d3 > a9y > —dy —2dy —agg — ... —aoy, —di—2d3—az4—...— asp
siy sélo si do + ds > 0 y existe agq > 0 tal que
do+dy > agqg > —dy —3do —ds —ags — ... —agp, —di—2dy—azs—...— ap
repetimos el proceso tal que ds + d,,—1 > 0 y existe ag, > 0 tal que
do+dy > a9, >—di—(n—1)dy—ds—...—dp—1, —di—2d,—asy,—...— an_1n

siysdlosids+d,>0,dy +ndy+ds—+...+d, >0.
Siguiendo de esta forma finalmente obtenemos que d,,_s + d,, > 0,
di+do+ds+...+ndy—o+dy—1+d, >0y existe a,—1, > 0 tal que

dn1+dy > apm_1n>—di—do—dg—...— (n — l)dn_l, —di —do—...dp_o— (TL — l)dn
siysélosidi +do+ds+...+ndp—1+d, >0y di+do+ds+...+nd, > 0.
Proposicion 7.1. Sea ¢, el dlgebra de Lie libre 2-pasos nilpotentes, y sea

dq
do

di—i-dj

Entonces, las ecuaciones que definen al cono C(£y) son :
(ndy +do+...+d, >0
di+nda+...4+d, >0

di+do+...+nd, >0
di+dj>0 Vl#]
Queremos estudiar ahora C,(¢,), como tr(D) = nd; + ndz + ... + nd,, consideramos
di +da+...+d, =1, es decir tr(D) = n.

Corolario 7.2. Las ecuaciones que definen a Cp(y) son:
l1+(n—1)d; >0 Vi
di+d; >0 Vi#j
di+de+...+d, =1

7.1. C3(¢2). De lo anterior, las ecuaciones de Ca(¢2) son:

dy > —1
do > —1
di+dy >0
di+dy=1
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FIGUrA 10. Cq(43)
7.2. C3(¢3). Las ecuaciones de C3(¢3) son:
di +d
dl > _% 1 + 2 > 0
d 1 di+ds >0
2273 do+ds >0
ds > —1
2 di +dy+d3=1

Esto implica que C3(¢3) es un poligono de seis lados en el plano dj + da + d3 = 1 cuyos

vértices son:
111 1 1 11 11 11 11
(-3L3) (L-3) (Lzp-z) L-33) (G-31) (331

Para poder graficarlo en el plano trasladamos todos los vectores al subespacio tal que
d1 + do + d3 = 0 y consideramos la base ortonormal § = {%(1, —1,0), %(1, 1, —2)} Si
(a,b,c) es tal que a + b+ ¢ = 1, las coordenadas de este vector trasladado al subespacio
respecto la base § son:

a—>b a+b 1

En esta base las coordenadas de los vértices son:

(6-6) (-5 (£.4) (F-8) (F-6) (661

y se tiene:

da

[u=1

dy

Ficura 11. Cs(¢3)
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7.3. C4(¢4). Las ecuaciones en este caso son:
dy,dy, d3,dy > —1%
di+dy >0 di+d3 >0 di+dy >0
do+ds >0 do+dy >0 ds3+ds >0
diy +dy+d3+ds=1

Es decir que C4(¢4) es un poliedro de diez caras en el hiperplano dy + dy + ds +dy = 1
cuyos vértices son:

(1’ 07 07 0) (07 17 07 0) (07 07 17 O) (O’ 07 07 1)

1 1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 1
(3333 (3333 (3333
1 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 1
(3:-333) G-3%H3) (5-333)
1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1
(3333 (333 (3333
2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1
(3.3.3.73) (333 (333 —3)

Para graficarlo en el espacio trasladamos los vectores
ds + d4 = 0 y consideramos la base ortonormal

B = {%(17 _17 07 0)7 %(07 07 17 _1)7 %(15 17 _17 _1)}

Si (a,b,c,d) es tal que a + b+ ¢+ d = 1, las coordenadas de este vector trasladado al
subespacio respecto la base 3 son:

al subespacio tal que dy + ds +

= 2(a-b), v=YQ2c+a+b—1) y d=a+b—}
En esta base las coordenadas de los vértices son:

(-Z-%-)  Lo-bh (- %% %)
(£ % -1 (88D (F.0-)
0.-%.5) (%%  (F-%))

(70 (fF 0%

Si los enumeramos de izquierda derecha comenzando en 0 para terminar el el vértice
nimero 15 se tiene que las caras estan delimitadas por las siguientes poligonales:

di+dy=0 2,8,7,3,4,6. do+dy=0 0,9,8,2,15,13.
di+ds=0 1,11,10,3,4,5. di+dy=0 1,14,15,2,6,5.
dy+d3=0 0,9,7,3,10,12. ds+dys=0 0,13,14,1,11,12.
di =—% 4,5,6. dy =—% 7,8,9.
d3 =—% 10,11,12. dy=—1 13,14,15.

y obtenemos el siguiente poliedro:
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FIGURA 12. Cy4(ly4)

8. CONOS VARIOS: ALGEBRAS DE LIE ASOCIADAS A GRAFOS

A continuacion estudiaremos el cono C(n) definido en (5)) para dlgebras de Lie de grafos
conexos de cuatro vértices. Primero notemos que el adlgebra de Lie libre ¢4 representa al

grafo siguiente, y ya fue estudiada en la Seccién [7]}

4 7 3
o © |,
1 5 2

Ficura 13. Grafo de ¢4

8.1. Ejemplo 1. Sea el dlgebra de Lie g de dimensién 8 definida por la base {e1, e, . ..

v los corchetes
le1,e2] =e5, [e2,e3] =e6, [e3,ea] =e7, [e1,eq] = es.

Esta es la representacion en algebras de Lie del siguiente grafo:

4 7 3
8 6
1 5 2

Figura 14. Grafo de g
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Sea D derivacién de g,

dq
do
ds
d4 dl 4 dg € t(gl)
dy + d3
ds + dy
dy 4 dy

Notemos que tr(D) = 3(dy + d2 + d3 + da). En el caso genérico se ve que t(g;) es libre
de multiplicidad y Gyg,) = T', como la base es nice, por @ se sabe que

m(T ’ lu) = CH(F1527 F2637 F??4a F184)
Tenemos entonces que D € C(g1) C t(g1) siy sdlo si D = aFp, + bFS; + cF, + dFYy + F

y tr(D) > 0, donde a,b,c,d > 0 y E matriz diagonal definida positiva.
Esto implica

(di+a+d>0 (8.1.1)
dy+a+b>0 (8.1.2)
d3+b+c>0 (8.1.3)
dy+c+d>0 (8.1.4)

di+da—a>0 (8.1.5)

dy+d3—b>0 (8.1.6)
d3+dy—c>0 (8.1.7)
\d1+d4—d>0 (8.1.8)

Las ultimas cuatro desigualdades implican
di+doy >0, do+d3 >0, d3s+dy >0y dy +dyg > 0.
Notemos que de (8.1.5), (8.1.1), (8.1.2), existe a > 0 tal que
di+dys>a>—-d—d; —dy—b

y esto pasa siy sélo si existe b > 0 tal que

do+ds >b>—ds—c; —d; — 2ds
siy sélo si dy 4+ 3de +ds > 0y de (8.1.7) existe ¢ > 0 tal que

ds+dy>c>—dy—d; —dy — 2d3
Finalmente, si y sélo si da + 3d3 + ds > 0 y de (8.1.8) existe d > 0 tal que

dy+dy >d>—-2d; —dy ; —ds — 2dy

Lo que implica 3d; + ds + dqy > 0 y dy + d3 + 3d4 > 0.
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Luego el sistema anterior es equivalente a
di+ds >0
do+d3 >0
ds+dy >0
di+dy >0
3dy +do+dy >0
di +3ds 4+ ds >0
do + 3ds +dg >0
di+ds+3ds >0

Como sabemos que el cono C(g1) es invariante por multiplo escalar positivo, podemos
considerar tr(D) = 3 tal que dy + da + d3 + dy = 1. Las ecuaciones de C3(g1) seran:

1—ds—ds>0
1—di—dsy >0
1—di—d2>0
1—do—ds >0

1+2d; —ds >0
14+2dy —dy >0
142d3—d; >0
14+2d4y —ds >0

Es decir que C3(g1) es un poliedro de ocho caras en el hiperplano d; +ds +ds +dy =1
cuyos vértices son:

(2,-1,1,-1)  (1,-1,2,-1)  (=1,2,—-1,1)  (=1,1,-1,2)
(1,0,0,0)  (0,1,0,0)  (0,0,1,0)  (0,0,0,1)

Para graficarlo en el espacio trasladamos los vectores al subespacio tal que d; + do +
ds + d4 = 0 y consideramos la base ortonormal

B={501,-1,0,0), 5(0,0,1,-1),3(1,1,-1,-1)}

Si (a,b,c,d) es tal que a + b+ ¢+ d = 1 las coordenadas de este vector trasladado al
subespacio respecto la base 3 seran:

o= @(a—b), v = @(20—1—&—%1)—1) y §=a+b—3
En esta base las coordenadas de los vértices son:

CEVEY  (VER-D  (EVED (VB -
(@,0,%) (_ﬁ O’%) (Q?v—%) (Oa_g —%)

)

)

D=

y obtenemos el siguiente poliedro:

65



Ficura 15. Cs(g1)

8.2. Ejemplo 2. Sea el dlgebra de Lie g de dimensién 9 definida por la base {eg, ea, ..., e9}
v los corchetes

le1,ea] = €5, [ea,e3] =es, [es,eq] =er, [e1,eq] =eg, [e2,e4] = eg.

Esta es la representacién en algebras de Lie del siguiente grafo:

4 7 3
8 6
9
1 5 2

F1cura 16. Grafo de (g2)

Sea D derivacién de g,

dy
da
ds
dy
D= di + da € t(g2)
do + d3
ds + dy
dy +dy

ds + dy

Notemos que tr(D) = 3dy +4ds + 3d3 +4dy. Anélogo al ejemplo anterior se ve en el caso
genérico que t(gz) es libre de multiplicidad y Gy,) = T, ademds como la base es nice, por
sabemos que
m(T - p) = CH(F152,F263, F374, Fry, F3y).-
Tenemos entonces que D € C(ga) C t(g2) siysélosi D = aFPy+bFS+cFl +dFS +eF)+F
y tr(D) > 0, donde a,b,¢,d,e >0y E € Dg(g2)>o-
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Esto implica

di+a+d>0 (8.2.1)
dy+a+b+e>0 (8.2.2)
d3+b+c>0 (8.2.3)
dy+c+d+e>0 (8.2.4)
di+dy—a>0 (8.2.5)
dy+d3s—b>0 (8.2.6)
ds+ds—c>0 (8.2.7)
di+dys—d>0 (8.2.8)
do+ds—e>0 (8.2.9)

Las tultimas cinco desigualdades implican
di+doy >0, do+d3 >0, ds+dy >0, di +dgs >0y do+dy > 0.
Notemos que de (8.2.5), (8.2.1), (8.2.2), existe a > 0 tal que
di+do>a>—-dy—d; —do—b—e
y esto pasa si y sélo si existe b > 0 tal que
do+d3s>b>—ds—c; —dy —2dy — e
si y sélo si de (8.2.7) existe ¢ > 0 tal que
d3+dy>c>—dg—d—e; —dy — 2d3
siy sélo si dg 4+ 3ds + dy > 0y de (8.1.8) existe d > 0 tal que
dy+dy>d>—-2dy —dy; —d3 —2dy—e
Lo que implica 3d; + da + dgy > 0. Ademads de (8.2.9) existe e > 0 tal que
dy+dy >e>—dy —d3—3dy ; —di —3da — d3

Y asi obtenemos dy + do + d3 +4dy > 0 y di + 4ds + d3 + dg > 0.
Luego el sistema anterior es equivalente a

di+ds >0

do +d3 >0

ds+dy >0

di+dy >0

do+dy >0
do+3ds+dy >0
3di+do+dy >0
dy+do+dsg+4dy >0

di+4dy +ds+dy >0
67




Como el cono C(gz2) definido en es invariante por multiplo escalar positivo, podemos
considerar tr(D) = 3d; + 4da + 3ds + 4dy = 1. Las ecuaciones de C;(g2) seran:

cuyos vértices son:

1
6

(%?_%7%7%) (ga gagaé)

Para graficarlo en el espacio trasladamos los vectores al subespacio tal que 3d; + 4dy +

1—2d; —3dy — 3d3g — 4dy >0
1—3dy —3de — 2d3s — 4dy > 0
1—3d; —4dy — 2d3 — 3d4 >0
1—3d; —4ds — 3ds — 3d4 > 0
1—3d; —3dy —3ds — 3ds > 0
1—3d1 —3do —3d4 >0
1—3d2—3d3—3d4>0
1—2d1—3d2—2d3>0
1—2dy —2d3 —3d4 >0
Es decir que C;(g2) es un poliedro de nueve caras en el hiperplano 3d; +4da+3d3+4ds = 1

1 1 1 1 1 1 1
(5> —1001005) (G035 107
(%70,070)

Ghh-b G

3ds + 4d4 = 0 y consideramos la base ortonormal

~3), 22— (-9 f12,41,f12)}

vV 205

~10)

Si (a,b,c,d) es tal que 3a + 4b+ 3¢+ 4d = 1 las coordenadas de este vector trasladado al

S

ubespacio respecto la base (3 seran:

=R b-d), v=vEA-T -

c+2) Yy 8 =v2050(5 —

En esta base las coordenadas de los vértices son:

(

(_

V212582 725\/82) (ﬁ _125/82 725\/82) (7 f \/ \/ )
12 3444 >~ 861 120 3444 > 861 287
( _ /82 55v/82 ) (0 53v82 _ 582 )
» T 5740 1722 » 71722 0T 574

V2 4732 95x/87) ( V2 10332 25@)

9 7 5166 ’ 5166 T 79 5166 ° 5166

y obtenemos el siguiente poliedro:

(i 10332 25@) (Q 47/82 9582

9 7 5166 ° 5166

F1caura 17. Ci(g2)
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8.3. Ejemplo 3. Sea el dlgebra de Lie g3 de dimensién 7 definida por la base {eq, ea, . ..

v los corchetes
[e1, e2] = e5, [e2, e3] = eg,

[637 64] = e7.

Es la representacion en algebras de Lie del siguiente grafo:

FIGURA 18. Grafo de (g3)

Sea D derivacién de gs,

ds + d3

ds + dy

Notemos que tr(D) = 2dy + 3ds + 3ds + 2dy4). Se ve en el caso genérico que t(gs) es libre
de multiplicidad y Gyg,) = T', ademds como la base es nice

m(T - ) = CH(FTy, Fyy, Fyy).
Tenemos entonces que D € C(g3) C t(gs) si y sélo si D = aFp, + bFgy + CF374 By

tr(D) > 0, donde a,b,c > 0 y E matriz diagonal definida positiva. Y esto implica

( di+a>0
do+a+b>0
ds+b+c>0

dis+c>0
di+dy—a>0
do+d3—b>0
dz3+dys—c>0

Las tultimas tres desigualdades implican dy + dy > 0, da +ds > 0y d3 + dg > 0.

(8.3.1)

Notemos que de (8.3.5), (8.3.1), (8.3.2), existe a > 0 tal que
di+dy >a>—dy; —do—b

y esto pasa siy sélo si 2d; + d2 > 0y de (8.3.6) existe b > 0 tal que

do+ds >b>—di —2dy ; —c—ds

si y sélo si dy + 3ds + d3 > 0 y existe ¢ > 0 tal que

ds+dy>c>—dy—2d3; —dy
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Lo que implica d3 + 2ds > 0 y do + 3ds + dq > 0.
Luego el sistema anterior es equivalente a

di+ds >0
ds+dy >0
dag+d3 >0
2dy +ds > 0
2d4 +d3 >0
di+ 3dy +dg >0
do + 3ds 4+ dg >0

Como el cono C(g3) es invariante por multiplo escalar positivo, consideramos tr(D) = 1

tal que las ecuaciones de C1(gs) serdn:
(1 —dy —2dy —3d3 —2d4 >0
1—2d; —3do —2d3 —dqy >0
1—2dy — 2dy — 2d3 — 2d4 > 0
1—2dy —3d3 —2dy >0
1—2d1—3d2—2d3>0
1—dy —2d3 —2d4 >0
1—2dy —2dy —dy >0

Es decir que C1(g3) es un poliedro de siete caras cuyos vértices son

(070707%) (%707070) (0707%7_%) (_i7%7070)

R )

11

1

(%7_%7%>_%) (_6757_57%)

Para graficarlo en el espacio trasladamos los vectores al subespacio tal que 2d; + 3ds +

3d3 + 2d4 = 0 y consideramos la base ortonormal

_Ja 1 1
8= {3(1,0,0, —1), ﬁ(—3,4,0, -3), m(—& -9,17, —6)}
Si (a,b,c,d) es tal que 2a + 3b+ 3¢+ 2d = 1 las coordenadas de este vector trasladado al

subespacio respecto la base 8 seran:

a=La—d), v=YA0b+Lc-8) y 5=1442

En esta base las coordenadas de los vértices son:

(37 —

(_\/i 1334 _@) (\/5 _13/34 _@) ( 2 19v34 2 442)

4077340 0T 170
(ﬁ _ V34
3 30

4 340 170

I 9

37510 ° 510
y obtenemos el siguiente poliedro:
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Ficura 19. Ci(gs3)

8.4. Ejemplo 4. Sea el dlgebra de Lie g4 de dimensién 7 definida por la base {ej, ea, ..., e7}
y los corchetes

le1, e2] = e, le1, e3] = eg, le1,e4] = e7.

Es la representacién en dlgebras de Lie del siguiente grafo:

F1cura 20. Grafo de (g4)

Sea D derivacién de g4,

dy
do
ds
D= dy S t(g4)
dy + do
dy +d3

dy + dy

Notemos que tr(D) = 4d; + 2da + 2d3 + 2d4 = 2(2d; + d2 + d3 + d4). Se ve en el caso
genérico que t(g4) es libre de multiplicidad y Gy4,) = T', ademas como la base es nice por

m(T - i) = CH(F},, Fly, Fl,).
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Tenemos entonces que D € C(gs) C t(gs) si y s6lo si D = aF}y + bF% + cFf, + E y
tr(D) > 0, donde a,b,c > 0 y E matriz diagonal definida positiva. Y esto implica

di+a+b+c>0 (8.4.1)
dy+a>0 (8.4.2)
d3s+b>0 (8.4.3)
dy+¢>0 (8.4.4)

di+dy—a>0 (8.4.5)
di+ds—b>0 (8.4.6)
| di+di—c>0 (8.4.7)

Las ultimas tres desigualdades implican dy + do > 0, dy +ds > 0 y di + d4 > 0. Notemos
que de (8.4.5), (8.4.1), (8.4.2), existe a > 0 tal que

di+ds >a>—-di—b—c; —ds
y esto pasa siy sélo si di + 2d2 > 0y de (8.4.6) existe b > 0 tal que
di+ds>b>—-2dy —dy—c; —ds
si y sélo si dy + 2d3 > 0 y existe ¢ > 0 tal que
di+dy>c>-3d1 —dy—ds; —dy
Lo que implica di + 2d4 > 0 y 4d; + da + d3 + dg > 0.

Luego el sistema anterior es equivalente a
di+dy >0
di+d3 >0
di+ds >0
di +2dy >0
di +2ds >0
di+2dy >0
\4dy +do +ds+dg >0

Consideremos tr(D) = 2 tal que 2d; +ds +d3+dy = 1 y entonces, las ecuaciones de C2(g4)
son:

1—d1—d3—d4>0
1—dy—do—dy >0
1—d1—d2—d3>0
1+do—dy —ds—dy >0
14+dg—diy—do—dy >0
14+dy—dy —do—d3 >0
1+2dy >0

Es decir que Ca(g4) es un poliedro de siete caras cuyos vértices son:

(0,1,0,0)  (0,0,1,0)  (0,0,0,1)

(*%7%%’1) (*%a ) (*
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Para graficarlo en el espacio trasladamos los vectores al subespacio tal que 2d; + ds +
ds + d4 = 0 y consideramos la base ortonormal

_ ) 1 6(_1 _1 1
/B - {75(0’ 1a 07 _1)7 73(17 _17 07 _1)7 7(_57 6 17 6 )}
Si (a,b,c,d) es tal que 2a + b+ ¢+ d = 1 las coordenadas de este vector trasladado al
subespacio respecto la base 3 son:

a=Rb-d, 7=%(b-d=5+5) v o=1/5c—3)

En esta base las coordenadas de los vértices son:

E -2 -0 ©oti
(

(_ﬁ 2v3 3 7) (07_\/34 7)

4> "3 10V6 25V 6
y obtenemos el siguiente poliedro:

Fraura 21. Ca(g4)

8.5. Ejemplo 5. Sea el dlgebra de Lie g5 de dimensién 8 definida por la base {e1, ea, ..., eg}
v los corchetes

le1,ea] = €5, [e1,e3] =es, [e1,eq] =er, [e3,eq] = es.

Esta es la representacion en algebras de Lie del siguiente grafo:

F1GurA 22. Grafo de (gs)
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Sea D derivacién de gs,

dq
do
ds3
d4 dl 4 dg € t(g5)
dy +ds
di +dy
ds + dy

Notemos que tr(D) = 4d; + 2dz + 3ds + 3d4). En el caso genérico se ve que t(gs) es libre
de multiplicidad y Gyg,) =T y como la base es nice, por @D se sabe que

m(T ’ lu) = CH(F1527 F1637 Ff4a F384)
Tenemos entonces que D € C(gs) C t(gs) si y sdlo si D = aFy, + bFY + cFf, + dFS, + F

y tr(D) > 0, donde a,b,c,d > 0 y E matriz diagonal definida positiva.
Esto implica

di+a+b+c>0 (8.5.1)
dy+a >0 (8.5.2)
ds+b+d>0 (8.5.3)
dy+c+d>0 (8.5.4)
di+dy—a>0 (8.5.5)
dy+ds—b>0 (8.5.6)
di+di—c>0 (8.5.7)
ds+dy—d>0 (8.5.8)

\

Las ultimas cuatro desigualdades implican
di+dy >0, di+d3 >0, di+ds >0y ds+dy>0.
Notemos que de (8.5.5), (8.5.1), (8.5.2), existe a > 0 tal que
di+ds >a>—-di—b—c; —ds

y esto pasa siy sélo di + 2do > 0 y si existe b > 0 tal que

di+d3>b>—d3s—d; —2dy —dy—c
si y sélo si de (8.5.7) existe ¢ > 0 tal que

di+dy>c>—dy—d; —=3dy —dy —d3
Finalmente, si y sélo si 4dy + d2 + d3 + ds > 0 y de (8.5.8) existe d > 0 tal que

d3+dsy >d>—dy —2ds ; —di — 2dy

Lo que implica dy + 3ds + d4 > 0 y dy + d3 + 3d4 > 0.
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Luego el sistema anterior es equivalente a
( di+dy >0
di+d3 >0
di+dg >0
ds+dy >0
di +2dy >0
4dy +do +ds+dy >0
di +3ds+dy >0
di+ds+3dy >0

Como el cono C(gs) es invariante por multiplo escalar positivo, consideramos tr(D) = 1.
Las ecuaciones de C(gs) serdn:

1—3d; —dy—3ds —3dy >0
1—3d; —2de —2d3s — 3dg > 0
1—3d1 —2ds — 3ds — 2d4 > 0
1—4d; —2de —2d3 — 2d4 > 0
1—3d; —3ds —3ds >0
1—do—2d3—2dy >0
1—3d; —2do —2d4 >0
1—3dy —2d2 —2d3 > 0

Es decir que C3(g5) es un poliedro de ocho caras en el hiperplano 4d; + 2ds +3d3+3dy = 1
cuyos vértices son:

(0,0,0,5) (0,0, 3,0)
(_%7%a%7%) (_%’%’%’%)
11 11 111 1
(6’ 12> 6’3) (6’ 127 3> 6)
11 11 1 11 1
(37 6 6’6) (37 6°6° 6)
(0,%,0 0) ( 3537%7%)

Para graficarlo en el espacio trasladamos los vectores al subespacio tal que 4d; + 2do +
3ds + 3d4 = 0 y consideramos la base ortonormal

5:{\/( —~2,0,0), A=(—6,-3,10,0), —1=(12,6,9, 29)}

Si (a,b,c,d) es tal que 4a + 2b+ 3¢+ 3d = 1, las coordenadas de este vector trasladado al
subespacio respecto la base 3 son:

a=VBa+2d+ec)— 1), =VIA5(G + 52d — 555) y 5= V1102(—& + k)

En esta base las coordenadas de los vértices son:

(ﬁ /145 «/W) (@ _ 13V/145 L102)

60> 1740 116 60’ 580 ° 348
(729\/5 149/145 _17 110 ) (729\/5 2691145 _5\/1102)
420 12180 420 12180 2436
V5 /145 V5 V145 /1102
(ﬁ7_ 58 0 116 ) (ﬁ’ 58 7 116 )

(3\/5 13145 /1102 ) (3\/5 145 1102)

20 580 348 20 » 1740 > 116
(_11\/5 _ 19145 \/1102) (_3\/5 194145 _\/1102)
60 1740 ° 348 20 » 1740 348

y obtenemos el siguiente poliedro:
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Ficura 23. Ci(gs)
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