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Resumen

Sea L el espacio de lineas orientadas de R? o del espacio hiperbélico H3. Se
estudia la controlabilidad del sistema de control en £ dado por la condicion de
que una curva de lineas orientadas describa en cada instante, a nivel infinitesimal,
un helicoide de paso prefijado. El sistema se describe con precisién como cierto
subfibrado de T'L sobre £ (que no es topolégicamente trivial) y resulta controlable

salvo en el caso euclideo con helicoide plano (paso infinito).

Abstract

Let £ be the space of oriented lines of R? or hyperbolic space H3. We study
the controllability of the control system in £ given by the condition that a curve
of oriented lines describes at each instant, at the infinitesimal level, a helicoid with
prescribed pitch. The system is defined precisely as a certain subbundle of T'L over
L (which is not topologically trivial) and turns out to be controllable except in the

Euclidean case with flat helicoid (infinite pitch).
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Capitulo 1

Introduccién y presentacion de los resultados

Sea o € R. El helicoide en R? de velocidad angular a en posicién estdndar es la

superficie parametrizada

bo : R? — R?, 0o (8,t) = scos (at) e; + ssen (at) es + tes.

paso
2T
O

Un helicoide en R? de velocidad angular « es una superficie parametrizada con-
gruente a ¢, por una transformacién rigida de R3, es decir una transformacién que
preserva la distancia y la orientacion.

Un concepto relacionado con la velocidad angular de un helicoide es el de paso.
Recordemos que el paso de un helicoide en R? es la altura de una vuelta completa,
medida de manera paralela al eje. Asi, el paso de un helicoide de velocidad angular
a # 0 es igual a 2m/a. Por supuesto, el paso y la velocidad angular se determinan
mutuamente. Si a = 0, o sea si la superficie es un plano, decimos que tiene paso

infinito.
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El problema que nos interesa, enunciado de manera vaga, es el siguiente: Fijamos
a € R. Dadas dos rectas orientadas ¢; y ¢, en R3, ;se puede mover ¢; hasta llegar a
/5 de tal manera que la superficie barrida, en cada instante, a nivel infinitesimal, se
parezca a un helicoide de velocidad angular «?

El ambito natural para plantear el problema de manera precisa es el de la teoria
de control.

Sea N una variedad diferenciable. Asignar un subconjunto A, de T, N a cada
q € N, con ciertas propiedades, determina un problema de control: Dados p,q € N,
jexiste una curva v en N que los une y tal que v/(t) € A, para todo t? Un caso
muy estudiado es cuando A, es un subespacio vectorial o un subespacio afin de T, V.

Sea L el espacio de las rectas orientadas de R?, que es una variedad diferenciable
de dimensién cuatro donde el grupo de transformaciones rigidas de R? actia transi-
tivamente. El problema planteado al comienzo se traduce en definir cierto subfibrado
A del fibrado tangente T'L. Para mayor generalidad, lo estudiamos para una forma
espacial de dimensién tres, o sea, ademds de R3, consideramos el espacio hiperbélico
H?3 y la esfera S3, tomando lineas orientadas y circulos maximos orientados, respec-
tivamente. Tratamos, en lo posible, los tres casos en simultaneo, pero la respuesta
para el caso esférico no la encontramos ain y trabajaremos en ello en un futuro
proximo.

Para k = 1,0,—1, sea M, la forma espacial de dimension tres de curvatura

gaussiana constante x, es decir,
M, =5% My=R> y M_ el espacio hiperbdlico H>.

Denotaremos por 7, a la geodésica en M, con velocidad inicial v.

Sea G, el espacio de geodésicas orientadas de M, salvo parametrizaciones, o sea,
G. ={lo] | 0 : R — M, es una geodésica de rapidez unitaria en M},

donde oy ~ 09 si 01 (t) = 09 (t + to) para todo ¢ y para algin ¢, € R.
El grupo de isometrias de M, actia transitivamente en G, y esto induce una
estructura diferenciable en G, de dimensién cuatro, que lo hace difeomorfo a 7'S?

para k = 0, —1, y a S? x S? para k = 1.
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Presentamos ahora la definicién de sistema de control, que tomamos de la sub-
seccién 2.6 en [9], inspirada en [1] y [2] (subseccion 2.1).

Esta definicién, que se adecua mejor a nuestro problema, es més general que la

mas usual (que requiere que A sea un subfibrado vectorial o vectorial afin, y muchas

veces esta planteado localmente en R”, sin involucrar cuestiones globales).

DEFINICION 1. Un sistema de control en una variedad diferenciable N es un

subfibrado (A, 1) del fibrado tangente T'N,

ALt TN

N

N.

Una curva suave 7 : (a,b) — N se dice admisible si para todo t € (a,b) se
cumple que ' (t) € t(A). Un sistema de control en N se dice controlable si para

cada par de puntos en N existe una curva admisible a trozos que los une.

Antes de presentar el sistema de control que nos interesa, necesitamos las si-

guientes definiciones.

DEFINICION 2. Fijamos o € R. Dados { € G, p € { y A € T,M, unitario

ortogonal a ¢, la superficie parametrizada a-helicoidal con rayo inicial { y

eje YA,

. 2
qﬁzp’A :R*— M,,

se define como sigue: Supongamos que { = [o] con o (0) = p y sea B = A x o' (0).

Entonces
¢Zp,A (87 t) = Yeos(at)Vi+sen(at)B; (3)

donde t — V; y t — B, son los traslados paralelos a lo largo de v4 de o' (0) y B,

respectivamente.
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paso
2T

En otras palabras, el eje sale perpendicularmente a ¢ desde p € £ con velocidad
inicial A, y los rayos rotan con velocidad angular constante o a medida que avanzan

sobre el eje con rapidez unitaria.

DEFINICION 3. Fijamos o € R. Dados {,p, A como arriba, definimos la curva

a-helicoitdal con rayo inicial { y eje v4 mediante
Iy,a:R—G,, [y, (t) = [s = O A (s,t)] :

DEFINICION 4. Para k = 0,1,—1 y a € R sea A el subconjunto de TG, dado
por

A = {welocidades iniciales de curvas a-helicoidales en G} .
Ahora podemos definir el sistema de control a-helicoidal en G,..

PROPOSICION 5. La proyeccion candnica A* — G, es un fibrado. Mds ain, la

inclusion o+ AY — TG, es un subfibrado y esto da el sistema de control

AgLTgK

NI

G-
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A continuacién describimos las fibras tipicas del fibrado A — G, para los dis-

tintos valores de k = 0, —1 y de « genérico.

PROPOSICION 6. Sea k = —1,0 y supongamos que o® # k. La fibra tipica del

fibrado A% es homeomorfa al cilindro R x S*.

La siguiente proposicién refuerza la idea de que el problema que estudiamos es

de indole global y da cuenta de la necesidad de trabajar en un contexto invariante.

PROPOSICION 7. Sea k = —1,0 y supongamos que o # rk, entonces el fibrado A%
sobre G, no es topologicamente trivial, es decir, la variedad AS no es homeomorfa

a G, X F, donde F¢ es la fibra tipica de A — G,..

K

EJEmMPLO 8. a) Las curvas L7, as €s decir las curvas puramente a-helicoidales,
son claramente admaisibles.

b) En R3, la curva de rectas que barre un hiperboloide de una sola hoja es ad-
misible para el sistema 1§ (con pardmetros apropiados). Esto también vale para su-

perficies andlogas en H? 1y S3.

Ahora estamos en condiciones de enunciar nuestro resultado principal.
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TEOREMA 9. Sea a € R. Para k = —1,0, las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

a) El sistema de control (A$, 1Y) es controlable.

b) Se cumple que o # k.
c¢) Para cada £ € G, la fibra tipica de A sobre ¢ es una subvariedad sustancial

de ng,i.

d) La fibra tipica de A$ tiene dimension dos.
Mas precisamente: Si k = —1, el sistema es controlable para todo «. Para el caso
k=0, el sistema es controlable si a # 0, y st a = 0, una curva admisible de rectas

orientadas consiste de rectas paralelas.

(Una subvariedad de un espacio vectorial se dice sustancial si no esté contenida

en ningun subespacio afin.)

OBSERVACION 10. El teorema posiblemente sea vdlido para k = 1 (por ello ele-
gimos esa presentacion del apartado (b)). En este caso, si a = £1, una curva
admisible en Gy probablemente consista de circulos mdzimos en una fibracion de

Hopf. Esperamos trabajar en esto en el futuro cercano.

En esta primera etapa exploratoria, probaremos la controlabilidad del sistema
exhibiendo curvas admisibles explicitas que unen dos lineas dadas. Mas adelante
intentaremos recurrir a herramientas mas fuertes, como el Teorema de la Orbita de
Sussmann (ver [16]).

En el dltimo capitulo se demuestran las proposiciones y los teoremas de la intro-

duccién. Adelantamos algunos ingredientes.

- En general usamos el modelo del hiperboloide de H?, v a veces los modelos de

la bola de Poincaré y del semiespacio superior.

- Aprovechamos la invariancia del problema, recurriendo extensivamente a va-

riedades presentadas como cocientes de grupos de Lie.

- El caso de mayor dificultad es el de hallar una curva admisible a trozos que

una dos rectas orientadas que se intersecan.
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- Las variaciones infinitesimales de geodésicas parametrizadas partiendo de una
geodésica o se describen mediante campos de Jacobi a lo largo de o; estos representan

vectores en Tj;G,. Nuestra ecuacién relevante es

Ly =ar@xo'©), 170 =1

Para finalizar la introducciéon comentamos un problema relacionado. Sea N una
variedad diferenciable. Dada una familia F de curvas distinguidas, se puede plan-
tear una variacién del asi llamado problema de Ozford (también llamado problema
de Kendall): Encontrar la cantidad minima de trozos en F de curvas continuas que
llevan un punto inicial a un punto final de M, ambos arbitrarios. El problema ori-
ginal fue propuesto en [10] para el caso de una esfera rodando sobre el plano sin
deslizamiento ni giro sobre el punto de contacto y la familia F consiste en rodar a lo

largo de rectas (ver también [12]). El andlogo en nuestro contexto es tomar N = G,

y F el conjunto de curvas a-helicoidales puras.






Capitulo 2

Preliminares

2.1. Variedades homogéneas

La referencia general para esta seccién es el libro [17].
Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable que posee una estructura de

I son ambas diferenciables. Para

grupo tal que las funciones (g, h) — ghy g — g~
g € G, denotamos por L,, R, : G — G las multiplicaciones por ¢ a izquierda y
a derecha, respectivamente, es decir, L, (k) = gk y R, (k) = kg. Ambas resultan
aplicaciones suaves.

El Algebra de Lie g de G se define como el espacio tangente de GG en la identidad
e, es decir, g = T,.G.

La aplicacién exponencial exp : g — G se define mediante exp (X) = (1),
donde v : R — G es el tinico morfismo de grupos tal que 4/ (0) = X. Se cumple que
la curva t — exp (tX) es el inico morfismo suave de R en G con velocidad inicial
X, luego v (t) = exp (tX).

Sea N un conjunto y sea G un grupo. Una acciéon de GG en N es una aplicacion

G x N — N, denotada por (g,p) — ¢ - p, tal que
ep=p y (gh)-p=g-(h-p)

para todo p € N y todo g,h € G. El subgrupo de isotropia de GG en un elemento
p € N es el subgrupo G, = {g € G : gp = p}.

Si - es una accién del grupo G en N, cada elemento g € GG induce una biyeccion
q — ¢g-q de N. En adelante, por abuso de notacion, a veces identificaremos esta
biyeccién con el elemento g.

Si K es un subgrupo de G, se define el cociente G/K como el conjunto de
coclases, es decir, G/K = {gK : g € G}. La traslacién a izquierda en G/K estd
bien definida por L, : G/K — G/K, L, (hK) = ghK.

11
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Una accion se dice transitiva si para todo par de puntos p,p2 € N existe g € G

tal que g - p1 = ps. Si este es el caso, la aplicacién
(2.1.1) F,:G/G, — N, F,(9Gp) =g - p,
resulta biyectiva.

TEOREMA 11. Sea K un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G. Entonces G /K
admite una unica estructura diferenciable tal que la proyeccion candnica G — G/ K
es una submersion suave. Ademds, dim (G/K) = dim G —dim K y para todo g € G,

la traslacion a itzquierda Ly es suave.

Supongamos que G actia transitivamente en N. Si p,q € N, los grupos de
isotropfa resultan conjugados, es decir, existe k& € G tal que G, = kG k™!. Si
ademas G, es cerrado, por el teorema anterior, G /G, resulta una variedad. Entonces
la biyeccién (2.1.1) nos permite copiar la estructura diferenciable a N, de manera

independiente de p. Cuando esto sucede, N se dice una variedad homogénea.

PROPOSICION 12. Sea x : G x N — N una accién suave y transitiva de un
grupo de Lie G en una variedad diferenciable N y sea p € N. Entonces el subgrupo

de isotropia G, es cerrado en G y la aplicacion (2.1.1) es un difeomorfismo.

PROPOSICION 13. Sea K un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G y sea @ :
G — G/K la proyeccion candnica. Si € y g son las dlgebras de Lie de K y G,
respectivamente, y p es un subespacio de g complementario a £, o sea g =*€ & p,

entonces dw.|, : p — TxG/K es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Recordemos que si una transformacién lineal T : U — W
es suryectiva y V' es un complemento de ker (T"), entonces T'|,, : V. — W es un
isomorfismo.

Veamos que ¢ = ker (dw,), probando la doble contencién. Sea X € ¢, luego
X —

£, exp (tX). Se sigue que

d d
dw,. (X) = pr w (exp (tX)) = 7| exXP (tX)K =0,
0 0

pues exp (tX) € K para todo t. Asi, & C ker (dw,).
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Por otro lado, sabemos que

dim Tk (G/K) =dimG/K = dim G — dim K = dim g — dim £ = dim p.

13

Supongamos que £ estd estrictamente contenido en el nicleo de dw,, o sea,

ker (dw,.) = t ® py1, donde p = p; @ po. Luego, como ya mencionamos

dwel,, : p2 = Tk (G/K)

es un isomorfismo, pero dimps < dimp = dim T (G/K), lo cual es absurdo.

O

Este resultado es de suma utilidad ya que nos permite analizar elementos del

espacio tangente a una variedad homogénea a través de sus respectivas identifica-

ciones en el espacio vectorial p. Asimismo, podemos realizar ciertos endomorfismos

de T, N como endomorfismos de p, lo que posibilita un enfoque mas algebraico.

Sea GG un grupo de Lie con algebra de Lie g y sea g € GG. Se define el operador

Ad (g) : g — g por

Ad(g) = d(LyRy1), = d(Ry1Ly), .

PROPOSICION 14. Sean G, K, g, € como en la Proposicion 13, sea p un com-

plemento Ad(k)-invariante de € para todo k € K. Entonces, bajo las hipdtesis y

la notacion de la Proposicion 12, con G, = K y F, = F, el siguiente diagrama

conmuta:
) Adk) )
dwe|p dwe\p
(2.1.2) TK(é/K) TK(é/K)
(dF) K (dF)x
N M N

es decir, para todo X € p se cumple que dk,dFrdw,. (X) = dFxdw, (Ad (k) (X)).
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DEMOSTRACION. Sea X € p. Podemos escribir X = %‘Oexp (tX). Por la regla

de la cadena tenemos que
(2.1.3) dk,dFrdw,. (X) =

(ko F o) (exp (tX)) = | kexp (tX) (p).

4
dt|, .

Por otro lado,
dFkdw,. (Ad (k) (X)) = dFgdw. (dRk-1), (dL), (X)

(Fowo Ry-10Ly) (exptX)

dt|,
d -1
= — F(k:exp(tX)k: K),
dt|,
que resulta igual a (2.1.3), como se deseaba. O

En lo que sigue definiremos los conceptos de fibrado y subfibrado, y daremos

algunos ejemplos que seréan utilizados mas adelante.

DEFINICION 15. Dadas tres variedades diferenciables E, M y N, una submersién
m: E — M se dice un fibrado de FE sobre M con fibra tipica N si para cada
p € M existen un entorno abierto U de p en M y un difeomorfismo ¢ : 7= (U) —
U x N (llamado trivializacion local) tal que ¢ (x) € {q} x N para todo q € U y

xr € ' {q}, o equivalentemente, tal que el siguiente diagrama sea conmutativo:

U) -2 U x N

.

U.

Por ejemplo, si M es una variedad diferenciable de dimension m y T'M es su
espacio tangente, entonces la proyeccién canoénica es un fibrado sobre M con fibra

tipica R™.

DEFINICION 16. Sean m : By — M y 7y : By — M dos fibrados sobre la
variedad diferenciable M con fibras tipicas Ny y No, respectivamente. Una subvarie-
dad v : By — FE5 se dice un subfibrado de my sobre M si existe una subvariedad

f + Ny — Ny que satisface la siguiente propiedad: Para todo p € M existen un
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abierto U de M que contiene a p y trivializaciones locales ¢y : m; " (U) — U x Ny y

¢y iyt (U) = U x Ny, de By y Ey respectivamente, tales que

(2.1.4) prorogyt = (Id, f).

En particular, se cumple que w01 = ;. En efecto, basta verificar la igualdad en
el dominio de una trivializacién cualquiera, digamos, ;' (U). Aplicamos miembro

a miembro en (2.1.4) la proyeccién p; sobre el primer factor de U x Ny y obtenemos

pLogaoLod; =p.

La expresién deseada resulta de componer a derecha con ¢; y de la identidad 7y =

P10 Po.

En la siguientes proposiciones mencionamos ejemplos conocidos de subfibrados,

que seran de utilidad.

PROPOSICION 17. Si H es un subgrupo cerrado del grupo de Lie K y K, a su

vez, es un subgrupo cerrado del grupo de Lie G, entonces la proyeccion canonica

G/H — G/K es un fibrado con fibra tipica K/H.

PROPOSICION 18. Sea N una wvariedad diferenciable y sea G un grupo de Lie
que actia transitivamente en N. Dados p € N y u € T,N, sea K el subgrupo de
isotropia de G en p y sea H = {h € G : dh, (u) = u}. Suponemos que H y K son

cerrados en G. Entonces la proyeccion candnica
{dg, (u) 1 g€ G} = N

es un fibrado con fibra tipica K/H. Ademds, la inclusion
{dgy (u) : g€ G} - TN

es un subfibrado sobre N.
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2.2. Las formas espaciales de dimension tres

De ahora en adelante denotaremos la base canénica de R? por {eg, €1, e, e3}. De
igual manera, si z € R?*, escribiremos = = (x¢, z1, To, T3) 0 T = Toeg + T1€1 + Toey +

T3€3.

DEFINICION 19. Para k = 0,1, —1, sea M, la forma espacial de dimension

tres de curvatura gaussiana k, o sea, My = R3,

My={peR": (p,p), =1} y M_y={peR':(pp)_,=—1,p >0},
donde
(2.2.1) (@, ), = KxoYo + T1Y1 + Toyo + T3Ys3,

la cual induce una métrica riemanniana en M, para vk = +1. Esto es, M es la

esfera S3 y M_y el espacio hiperbdlico H3.
Para tratar los tres casos simultaneamente, a veces convendra identificar
R3560+R3:{p€R4:p0:1}.

Para k = +1, dado p € M,, el espacio tangente T, M, se identifica con p- =
{¢eR*: (g,p), =0} C R,

DEFINICION 20. Dada una curva suave o en M, y un campo X a lo largo de o,

se define la derivada covariante de X a lo largo de o por
X)),
t

Si la derivada covariante de X es cero para todo t, el campo X se dice paralelo

DX d
(=P -
o (t)=Fo) ( I

donde P, (v) =v — Kk (v,p), p.

a lo largo de o.

Notar que P, es la identidad para k = 0 y la proyeccién ortogonal sobre p* =

T,M, para k = £1 (pues (p,p), = K).
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LEMA 21. Dada una superficie parametrizada 1 (s,t) en M,, se cumple

D d D d
E% (8,1&)—@@1#(8,1&)

Para una curva suave o en M, y v € T, My, el teorema de existencia y unici-
dad de ecuaciones diferenciales ordinarias asegura la existencia de un tnico campo
paralelo V' a lo largo de o con V (t,) = v, que se denomina el transporte paralelo

de v a lo largo de o, y resulta de norma constante.

DEFINICION 22. Una curva v en M, es una geodésica si su velocidad ' es
paralela a lo largo de vy, es decir,

D~/

dt

PROPOSICION 23. Dado v € T,M,, existe una tnica geodésica con valor inicial

0.

p y velocidad inicial v. A esta geodésica la denotaremos por ~y,. En particular,

7 (0) =p y 7, (0) = v.

DEFINICION 24. Una isometria ¢ de M, es un difeomorfismo ¢ : M,, — M,

que preserva la métrica, es decir,

(doy (u) , dp (v)),, = (u,v),
para todo p € M, y todo u,v € T,M,.

Denotamos G, = Isog (M,;), la componente conexa de la identidad del grupo de
isometrias de M,..

Sea O (4) el grupo de automorfismos del producto interno (, ), y O (1, 3) el andlo-
go para (,) ;.
PROPOSICION 25. Con la identificacion R3 = eq + R3, se cumple que

1 0
Go = ca€R? AcSO@3),,
a A

G =S5S0(4)={AcO(4):detA=1},

G.1=0,(1,3)={A€O(1,3) :det A =1, (Aeg), > 0}.
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En particular, todos los G,, mencionados son subgrupos de Gly (R).

DEFINICION 26. Una base orientada {u,v,w} de T,M, es positiva si, respecto
a la orientacion candnica de R*, {p,u,v,w} es una base positiva.

Dado un subconjunto ortonormal {u,v} de T,M,, se define el producto cruz
u X v entre u y v como el Unico vector w que cumple que {u,v,w} es una base

ortonormal positiva de T,M,.
Por ejemplo, la base {ej, €5, e3} de T, M, es positiva y e; X e3 = e3.

PROPOSICION 27. a) Las isometrias llevan geodésicas en geodésicas y campos

paralelos a lo largo de curvas en campos paralelos a lo largo de curvas.

b) Dados p,q € M, y bases ortonormales positivamente orientadas {uy, us, us}
y {vi,va,v3} de T,M, y T,M,, respectivamente, entonces eriste g € G, tal que

g(p) =q ydg, (u;) = v; para todo i =1,2,3.

DEFINICION 28. Un campo de Jacobi a lo largo de una geodésica o : R — M,
es un campo a lo largo de o de la forma

J(S) = E 0¢(87t>7

donde ¢ : R x (=6,0) — M, es una variacion por geodésicas de o, es decir, una
aplicacion suave tal que ¢ (s,0) = o (s) y s — ¢ (s,t) es una geodésica de M, para

todo t € (—6,0).

Antes de presentar la expresion general de un campo de Jacobi a lo largo de una
geodésica en M, nos conviene introducir una notacién comun para las funciones

trigonométricas e hiperbdlicas.

DEFINICION 29. Se definen las funciones cos, y sen, de la siguiente manera:

cost k=1 sent k=1
Cos, T = 1 k=0 Y sen,t =< t k=20

cosht x=-1 senht k= —1.
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Se cumple que cos, 0 =1y sen, 0 = 0. También, para todo s,t,
2
K

a) cos? s+ rsen?s =1,

o

) cos.t = —ksen,t y  senl t = cos,t,
c) cosy (t 4+ 8) = cos, tcos, s — Ksen, t seny s,
d) sen, (t + s) = sen, t cos, s + sen, s cos, t,

e) cos, y sen, son funciones linealmente independientes.

Un campo de Jacobi J a lo largo de una geodésica o y ortogonal a ¢’ de M,

satisface

D*J
En particular, J queda determinado por los valores de J (0) y ZZ (0). Més ann,
tenemos una expresion explicita: Si J (0) = u + ao’ (0) y 2 (0) = v + bo’ (0), con

a,be R, u,vedod (O)L, entonces
(2.2.3) J (s) = cos, (5) U(s) + sen, (s) V(s) + (a + sb) '(s),

donde U,V son campos paralelos a lo largo de o con U (0) =uy V (0) =

2.3. Espacio de geodésicas orientadas de M,

En esta seccion se define el espacio G, de geodésicas orientadas en My, se le da
una estructura diferenciable y se presentan algunas propiedades.
Sea G, el espacio de las geodésicas orientadas de M, salvo parametrizaciones, o

sea
G. ={[o] | 0 : R — M, es una geodésica de M, de rapidez unitaria},

donde dos geodésicas 0,5 estan relacionadas si para todo t se cumple o (t) =
7 (t + to) para algun ty € R.
Por abuso de notacién diremos que un punto p estd en ¢ € G, si para alguna

parametrizacién o de ¢ existe un ¢, tal que p = o (o).

PROPOSICION 30. El grupo de isometrias G, actia transitivamente en G, me-

diante g - [o] = [g o o].
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DEMOSTRACION. Veamos primero que - es, en efecto, una accién. Sean g, h €

Gy vy sea [o] € Gy,
g-(h-[o]) =g-lhoo]=[go(hoo)]=I[(goh)oa]=gh-[o]
y si I es la identidad en G, entonces
I-[o]=[Io0o]=]0].
Sean ahora [o1], [02] € G,. Por la Proposicién 27 existe g € G, tal que
9(01(0)) =02(0) vy  dgo, ()01 (0) = 05(0).

Luego, por la Proposicién 23 tenemos que [g o 01] = [03], y por lo tanto G, actia

transitivamente en G,.. O

A continuaciéon definimos una geodésica de M, en buena posicién, que serd de
utilidad mas adelante.

Sea 0 la geodésica en M,, definida por
(2.3.1) 0o (s) = cos, $ €g + sin, s €.

Veamos que o0y es efectivamente una curva en M, y que es una geodésica.
Claramente es una curva en M,, pues para £ = 0 tenemos oq (s) = ey + se;

(recurrimos a la identificacién R? = ey + R?) y para xk = +1,

(cosy, s €9 +sin, s €1,c08, S €9 +sin, s e1), = K COS- s +sen’ s = K

(con cos, s > 0 para todo s si kK = —1). Para ver que o es una geodésica calculamos
D D

—| o0 (r) = —| (—kKsen,r eg+ cos, 1 e1)

dr dr|,

d
e PO'Q(S) (%

= —£ (cos, s €9+ sen, s e1) + k” (K cosy s + sen., s) (cos, s g + sin, s e7)

(—Ksen,r eg+ cos, el))
S

= —rk (cos, s eg +sen, s 1) + K (cos, s €y + sin, s 1)
= O7

como debia ser.
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. . [A 0
Para A, B € R**?  denotamos por diag (A, B) a la matriz € R4,

0, B
donde 0, denota la matriz 2 x 2 con entradas todas cero.

Extraemos la siguiente proposicién de [6] y escribimos la prueba.

PROPOSICION 31. El subgrupo de isotropia de G, en [og] es

(2.3.2) K, ={diag (R, (t),B):t€R, Be SO (2)},
donde

cos,t —rsen,t
(2.3.3) R, (t) =

sen, t COS t

DEMOSTRACION. Sea A = diag (R, (t),B) para algint € Ry B € SO (2). De
la Proposicién 25 es inmediato que A € G,. Veamos que estd en la isotropia de

[00], es decir, que A fija la trayectoria de g, sin cambiar su orientacién. Tenemos

A - [oo] = [Aoy] donde

Aoy (s) = diag (R, (t), B) (cos, s eg + sin, s e;)
= (cos, t cos, § — Ksen, tsen, s) eg + (sen, t cos, § + cos, tsin, s) €1
= cos, (s +t)eg +sen, (s +t) e

=09 (s+1).

Asi, [Aog] = [00], que es lo que buscabamos.

Sea ahora A un elemento del subgrupo de isotropia de G, en [0y, entonces
AO'O (S) = 0y (S + 80)

para todo s y algin sy € R. Puesto en forma matricial, se tiene

A A COSy, S cosy (s + so)

= )
Ayy Ao sin,, s sin, (s + sg)
Asgr Asg COSy, S 0

A41 A42 sin,{ S 0
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Igualando entrada a entrada, de la independencia lineal de cos, y sin, resulta

RR (So) C
09 B

(2.3.4) A=

Y

donde C'y B son matrices reales 2 x 2. Ahora consideramos los casos K = 1,0, —1.
10

Para k = 0, los elementos de Gy tienen la forma cona € Ry
a D
00 .
D € SO (3). Luego C = para ciertos z,y € R. Ahora, de DD = I3 se
Ty

deduce que C =0y B € SO (2).
Para k = +1, por la Proposicion 25, G, esta contenido en el grupo de automor-

fismos de (,), , es decir, en
{AeR™ : ATP,A=P.},
donde P, = diag (@, I3), con @, = diag(k, 1). Luego

ATPRA _ RH (SO)T QHRH (30) RN (So)T an _ Qn 0

CTQ.R,(sy) CTQ.C+ BB 0 I

Como R, (sy) y Qx son inversibles resulta C' = 0. Se sigue que BTB = I, luego
B € O (2). Pero como tanto la matriz A en (2.3.4) como Ry, (s¢) tienen determinante

igual a 1, B € SO (2). O
COROLARIO 32. FEl subgrupo K, es cerrado en G,.

DEMOSTRACION. La afirmacién resulta de que SO (2) es compacto y que para
k = 0,—1, si R, (t,) converge, entonces la sucesién ¢, también converge, pues la

funcion sen,, es un homeomorfismo de R. [

Por este corolario, se satisfacen las condiciones del Teorema 11. Asi, el cociente
G/ K, posee una estructura diferenciable, la cual podemos copiar al espacio de

geodésicas orientadas de M.

DEFINICION 33. La estructura diferenciable en G es la inducida por la biyeccion

(2.3.5) F:G. /K, — G, F(gKy) =g - oo,
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donde o es la geodésica de M, definida en (2.3.1) y el cociente G/ K, estd munido

de la estructura diferenciable dada por el Teorema 11.
PROPOSICION 34. La proyeccion I : T*M,, — G,., T (u) = [y.] es suave.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 27, G, actia transitivamente en T M,.. Sea
L, el subgrupo de isotropia en e; € T,,M, (My = R3 = ¢y + R?), que consiste de los
elementos de K, como en (2.3.2) con t = 0. Entonces, la aplicacién F : G,./L, —
T M, dada por F (9L) = dge, (e1) es un difeomorfismo por la Proposicién 12.

Por otro lado, la tnica aplicacién 7 que hace conmutativo el diagrama

Go/Le —L 1T,
s I1
G /K, —L g,
estd dada por 7 (gL,) = gK,. En efecto,
F(ﬁ- (gLn)) =F (gKn) =go° [00]
y también,
1 (F(gLe)) = T (dg (e1)) = [vagcen] -

Luego las dos expresiones coinciden pues Ygq(e;) = g © 09. En consecuencia, 7 es

suave por la Proposicion 17 y de alli se deduce que II es suave, como se deseaba. [l

COROLARIO 35. Dada una superficie parametrizada ¢ en M, tal que s — ¢ (s,t) =
o1 (8) es una geodésica de M, para cada t € R entonces la aplicacion t — [¢;] es

suave.

DEMOSTRACION. Es inmediata de la proposicién anterior pues

o =11 (52 0.0).

La siguiente proposicién provee otra presentacion de G, para k = 0, —1.
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PROPOSICION 36. [3] Para k = 0,—1, la variedad diferenciable G, es difeomorfa

aTS?.

Sélo describimos el difeomorfismo (ver la Proposicién 4.14 en el articulo citado).
Sea,
¢:T(T M) =TS*> =G,
la aplicacién definida como sigue: Sea u € T, M, = S* y v € T, M, = R® con
v € ut = T,S?, entonces ¢ (u,v) = [’YU(l)}, donde U es el transporte paralelo del

vector u a largo de 7,.

Para k = 0,1, —1 denotamos por g, el dlgebra de Lie de G. De [6] tenemos que

0 —ra®
Ok = cxeR* B"=-B
T B

El algebra de Lie de K, es

t. = < diag , cs,teR
t O s 0

Para vectores columna z,y € R? llamamos

(2.3.6) Z(x,y) =

PROPOSICION 37. El subespacio

P =det {Z(z,y) € g : 7,y € R*}
de g, es un complemento Ad (K,)-invariante de .

DEMOSTRACION. De las definiciones de g,, €. vy p. es inmediato que p, es un
complemento de €.

Veamos ahora que p, es invariante por Ad (K,). Sea diag (R, (t),B) € K.
Como R, (t)' = R, (—t) y B~' = BT, tenemos que

Rn (t) 02 02 (—Iil‘, _y>T
02 B (z,y) 02

Ad
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es igual a
0, R, (t) (—kBux, —By)T
(Bl’, By)Rn (_t) 02

que esta en p, pues
(Bz, By)R, (—t) = (cos,t Bx —sen, t By, ksen,t Bx + cos,t By)
y por otro lado,
R, (t) (—=kBz, —By)" = — (k (cos, t Bx —sen, t By), ksen, t Bz + cos,t By)" .
Por lo tanto,
Ad (diag (Rx(t),B)) Z(z,y) = Z (cos,t Bx —sen, t By, ksen,t Bx + cos,t By)
como queriamos. O

A continuacién presentamos el espacio tangente a G, en un punto ¢ en términos
de campos de Jacobi a lo largo de o.

Sea o una geodésica completa de M, de rapidez unitaria y sea J, el espacio
de todos los campos de Jacobi a lo largo de o0 que son ortogonales a o’.
En [14] se demuestra la siguiente proposicién para el caso hiperbélico. La prueba se

puede adaptar a los casos euclideo y esférico.

PROPOSICION 38. Eziste un isomorfismo candnico, bien definido,

_ 4
- dt],

donde o, es cualquier variacion de o por geodésicas de rapidez unitaria asociada a

J.

(237) 15 - jo‘ — ﬂa]gﬁy TU(J)

[Ut] )

Extraemos de [5] la siguiente proposicién, que nos permitird usar la anterior

incluso si el campo de Jacobi a lo largo de o no es ortogonal a o’.

PROPOSICION 39. Sea ¢ : R? — M, una aplicacién suave tal que para cada
teR, s @(s,t) =qer p1(s) es una geodésica de rapidez unitaria y sea J el campo

de Jacobi a lo largo de ¢y asociado. Entonces

(2.3.8) T (JY) = % ) [pe],
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donde JN (s) = J (s) — (J (s), 4 (5)),. ¢4 (s), 0 sea la proyeccion ortogonal de J (s)

sobre el complemento ortogonal de f (s).



Capitulo 3

El sistema de control helicoidal de paso fijo en G,

Para comenzar este capitulo, repetimos algunas definiciones de la introduccién,

que son centrales en este trabajo.

DEFINICION 2. Seana € R y ¢ € G.. Dadosp € { y A € T,M, unitario ortogonal
a l, definimos ¢y p a4 : R* — M,, la superficie parametrizada a-helicoidal con
rayo inicial { y eje v4 como sigue: Suponer que ¢ = [o] con o (0) = p y sea

B = A x o' (0). Entonces

¢Zp,A (S; t) = Yeos(at)Vi+sen(at) By (3)

donde Vi y By son los traslados paralelos entre 0 y t de o’ (0) y B, respectivamente,

a lo largo de 4.

DEFINICION 3. Dados {,p, A como arriba, definimos 7,4 R—= G, la curva

a-helicoidal con rayo inicial { y eje v4 mediante
(3.0.1) Lo, a(t)=[s— ¢, (s,1)]
Esta curva resulta suave por el Corolario 35.

DEFINICION 4. Para k = 0,1,—1 y a € R sea A% el subconjunto de TG, dado

por
A% = {(FZP,A)/ (0): L e Gy,pel,AecT,M, unitario ortogonal a é} ,

es decir, el conjunto de todas las velocidades iniciales de curvas a-helicoidales en

Gr.-

PROPOSICION 40. El grupo G, actia transitivamente en A® mediante la dife-

rencial.

27



28 3. EL SISTEMA DE CONTROL HELICOIDAL DE PASO FIJO EN G,

Antes de la prueba sera conveniente que consideremos /¢, p, A en buena posicién,

como sigue:
by = [o0] , Po = eo =00 (0), Ag=e3 y By = Ap x 04, (0) = e,

donde oq (s) = cos, s €y + sin, s €1, como en (2.3.1). Llamamos T’y a la curva en G,

definida por
(3.0.2) Lo =T7 0 40
y denotamos también por X, la velocidad de I'y, es decir,

d
(3.0.3) X, = —| T (t) € T4,G.
dt |,

DEMOSTRACION. Sabemos que G, actiia en G, y recordemos que podemos pen-
sar a g € (G, como una funcién suave. Esto induce la accion de G, en T'G,, mediante
g-v =dg (v), donde v € T;G,,. Veamos primero que esta acciéon preserva A%. Sean
g€ Gy, =0l €Gs,p=0(0)y A€ T,M, unitario ortogonal a ¢’ (0). Veamos que

g-1%,.4(0) € A2 y para ello verificamos que

9T, (0) =T gp).dgy () (0) -

Notemos que la curva I'y) 4(p).dg,(4) €std bien definida pues G, actia en G,
M, y T,M,. Ademas, las isometrias llevan campos paralelos en campos paralelos y
preservan longitudes.

Tenemos que

d
dge (T4 (0)) = T (goTepa)(t)
0
= a . [3 > g © Ycos(at)Vi+sen(at)B: (3)}
= % [S = Veos(at)dg, (Vi) +sen(at)dgy(Bt) (S>] )
0

donde V, B son como en la Definicion 2, pues como las isometrias llevan geodésicas

en geodésicas, dado un vector u en T, M, se cumple que g o v, = Vig, (u)-
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Como V; y By son los transportes paralelos a lo largo de o de ¢’ (0) y B respec-
tivamente, dg, (V;) y dg, (B:) resultan los transportes paralelos a lo largo de g o o
de dg, (¢’ (0)) v dg, (B) = dg, (¢’ (0)) x dg, (A) respectivamente. Luego

d
dgy (F;Z,p,A (0)) = E Fg(f)y(p),dgp(A) (t) )
0

que es lo que queriamos ver.
Finalmente, nos ocupamos ahora de la transitividad de la acciéon. Dado un ele-
mento de Ay, digamos Iy , , (0), la existencia de g € G tal que g - X, =T, 4 (0)

se deduce de la Proposicién 27. O]

Recordamos de la introduccién las definiciones de sistema de control y del sistema

de control objeto de este trabajo.

DEFINICION 1. Un sistema de control en una variedad diferenciable N es un

subfibrado (A, 1) del fibrado tangente TN

ALt TN

Nk
N.
Una curva suave 7 : (a,b) — N se dice admisible si para todo t € (a,b) se

cumple v' (t) € ¢ (A). Un sistema de control en N se dice controlable si para cada

par de puntos en N existe una curva admisible a trozos que los une.
Sea H, («) el subgrupo de isotropia en X, de la accién de G, en A?.

PROPOSICION 41. La proyeccidn candnica AY — G, es un fibrado con fibra
tipica K./H, (o). Mds ain, la inclusion & : AY — TG, es un subfibrado y esto da

el sistema de control
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DEMOSTRACION. De la Proposicion 40 sabemos que A% = {dg,, (Xa) : g € G}

Luego la afirmacion se deduce de la Proposicion 18. 0
Llamamos
0 —(a)" 0 «
(3.0.4) €y = (ax) =7 , € P,
af 0 1 0

LEMA 42. Para cadat € R, sea S; € Gy, dado por

COS, t 0 0 —ksen,t
0 cosat —senat 0
St =
0 senat cosat 0
sen, t 0 0 cos, t

Se tiene que Sy = exp (t&,) y ademds, para todo s,t € R se cumple que
Sio0 (s) = B4 o Ao (s,t).

DEMOSTRACION. Notemos primero que, en efecto, Sy = exp (t£,) para todo t,
pues Sy = Ss 0.5, para todo s,ty ) = &,.

Fijamos t y verificamos que S;o0 (s) y ¢, ,, 4, (5,t) coinciden como funciones de
s. Como ambas son geodésicas con el mismo valor inicial cos, t ey + sen, t e3, basta

ver que poseen la misma velocidad inicial. Calculamos

d d
- StO'O (S) = St -

as |, 7o| 90 (s) = Steqr = cos (at) e; + sen (at) e,

0

que es igual a

d| . d
%‘Ogbfo,po,Ao (S7t) - %

“Ycos(at)Vi+sen(at) Bt (S> = COs (Oét) Vi + sen (Oét> By,
0
y como V; = ey, By = ey para todo ¢, resulta la igualdad deseada. 0

En el siguiente lema usamos notacién de (2.3.5), (3.0.4) y (3.0.3).

LEMA 43. El isomorfismo d (F o w)1|pﬂ e — T0,Gx lleva el vector &, en X,,.
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DEMOSTRACION. Notemos primero que por las proposiciones 13y 37, d (F o w),]| b
es efectivamente un isomorfismo.

Sea S; como en el Lema 42. Calculamos

, d d
d(Fow)I(éa):d(Fow)I(So):E FowoSt:E Sy [oo],
0 0

que por el mismo lema resulta igual a % ‘0 Ty (t) = X, U

A continuacién describimos explicitamente el subgrupo H, («).

PROPOSICION 44. a) Supongamos que a® # k. Si k = —1,0, entonces H, (o) =
{I} y si k=1 entonces H,(a) = {£I}.

b) Para o = %1 wale
Hy (a) = {ding (R (—as), B (5)) 5 € R},

HO (O) = {dlag (RO (S) ) ]2) LS € R} ’
donde R, se definid en (2.5.9).

DEMOSTRACION. Como claramente H, (o) C K, por el lema anterior y por la

conmutatividad del diagrama de (2.1.2) adaptado a nuestro caso,

Ad (k)

K ’ K

(3.0.5) d(F o @)ql,, d(F o @)1lp,

dk,

14,6 ———— T1,Gs;,

encontrar los elementos k € G, tales que dky, X, = X, equivale a hallar los k € K
tales que Ad(k) (£.) = &a-
Como las multiplicaciones a izquierda y a derecha por k son lineales en R**4,

resulta Ad(k) (&,) = ké,k™L. Sea k € K., o sea,

(3.0.6) k=
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como en (2.3.2). Calculamos

NI I I
(3.0.7) - 02 — R (1) (a3)" Ba (—s)
Ry (s)a$R, (—t) 0, ’

que coincide con &, si y solo si Ry (s)a$ = a$ R, (t) para todo t. Como

COSS —sens 0 « —sens «coss
sens coss 1 0 CoSS asens
y ademas
0 « cos,t —kKsen,t asen,t «acos.t
= ?
1 0 seny t COS, t cos,t —ksen,t

Ad (k) (€&,) = & sty solo si
—sens = aseny t, COS § = COSy t y asen s = —k sen, t.

Ahora separamos por casos.

Si k =0y a=0, entonces coss = 1y luego

b Ry (t) 09
0y I
Sik=1y a= =1, entonces coss = cost y asens = —sent. Asi,
= R1 (—OzS) 02
02 Rl (S)
Sea ahora k # o?. Si k = —1, tenemos coss = 1 = cosht; si kK = 1y a # *£1,

coss =cost =+1ysi k=0 con a#0secumple que coss =1y sens = 0. Asi, en

los casos k = —1,0 obtenemos k =1 y k = +1 en el caso k = 1. 0

PROPOSICION 45. Para todo { € G, la fibra de A sobre £ es una subvariedad

sustancial de T,G,, si y solo si a® # k.
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DEMOSTRACION. Recordemos de la introduccién que una subvariedad N de un
espacio vectorial W se dice sustancial si no esté contenida en ningin subespacio afin
propio de W. Si ademés W posee un producto interno (,) y p es un elemento de N,
entonces la subvariedad es sustancial si (¢ — p,u) = 0 para todo g € N solo cuando
u = 0.

Por la homogeneidad, basta analizar la fibra de A% sobre ¢y € G,.

Supongamos primero que o? # k. Por la Proposicién 41 sabemos que la fi-
bra tipica es K,/H, (), que es una subvariedad sustancial de Tj,G,. si y solo si
{dky, (X,) : k € K,} no esté contenido en ningiin subespacio afin de Ty, G,, ya que
1* (kH, («)) = dky, (X4). Ahora bien, por el diagrama (3.0.5) basta analizar cudndo
{Ad (k) (&) : k € K, } es una subvariedad sustancial de p,,. En este espacio vectorial

consideramos el producto interno auxiliar
(Z(X.Y).Z(U.V)) = (X,U) + (Y, V).

Sea ahora u € p,. Por la definicién en la Proposicion 37 existen x,y, z, w tales
que
x 2
u=2z ,
w Y
Basados en (2.3.2) nos convendra denotar k (s,t) la matriz de (3.0.6). Por (3.0.7)

tenemos que Ad(k (s,t)) (£4) — &q es igual a
02 (a2)" = Ry (1) (a2)" Ry (=)
Ry (s)af R, (—t) — af 02

Sea ahora f, : R> — R la funcién definida por

fu(s,t) = (Ad (k (5,1)) (§a) = Eas ) -

Supongamos que f, = 0, entonces se cumple que < % = % = 0. Mediante un calculo

sencillo se tiene que

6f“ (5,0) =coss (ay —x)+sens (—az—w) =0,

9u (5,0) = coss (ky — ax) +sens (—aw — kz) = 0.
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Por la independencia lineal de cos y sen nos queda el siguiente sistema de ecua-

ciones lineales:
ay—x =0, ky—ar=0 —az—w=0—aw—kKkz=0,

que cuando o? # k solo posee la solucién trivial para (x,y,z,w), y por lo tanto
u = 0. Asi, en este caso, la subvariedad es sustancial.

2

Para finalizar, si o = k, la subvariedad no es sustancial pues, llamando

uw=7 , ,

con un calculo largo se verifica que f,, = 0. O

En la siguiente proposicién describimos las fibras tipicas del fibrado AY — G,
para los distintos valores de Kk = 0, —1 y de a genérico.

Denotamos por F2 la fibra tipica del fibrado ¢ : AY — TG,.

PROPOSICION 6. Sea k = —1,0 y supongamos o # k. Entonces F es homeo-

R

morfa al cilindro R x S*.

DEMOSTRACION. La fibra tipica estd dada por K, /H,(«), pero por la Proposi-
ci6én 44 el grupo H, («) es el grupo trivial, por lo que F¢ resulta ser K. Luego, por

(2.3.2), la fibra tipica es homeomorfa a R x S! si k =0, —1. O

PROPOSICION 7. Sea k = —1,0 y supongamos o* # k, entonces el fibrado A2
sobre G, no es topoldgicamente trivial, es decir, la variedad A% no es homeomorfa

a G, x F2.

DEMOSTRACION. Para ver que A% y G, x F® no son homeomorfos, calculamos
sus grupos fundamentales, que son un invariante topoldgico.

Sabemos que G, actia transitivamente en A% con subgrupo de isotropia H, («).
Pero por la Proposicién 44, H, (a) es trivial en el caso que consideramos, a? # .

Luego podemos identificar A® = Gy. Por la caracterizacién de G,; de la Proposicion
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25 tenemos

T (A§) = m (Go) =m (SO (3) x R?) =7 (SO (3)) = Zs,

m (A%) =m (G_1) = (O, (1,3)) = Zo.

Por otra parte, por la Proposicién 36, G, es homeomorfo a T'S? para k = —1,0.
Notemos que T'S* = (T (5% —{S})) U (T (S* — {N})), donde S y N son los po-
los sur y norte, respectivamente. Como la esfera menos un punto es paralelizable,
T (5% —{S}) y T (5% — {N}) resultan homeomorfos a R? x R? que es simplemente
conexo. Como la interseccién de ambos conjuntos es arcoconexa, por el Teorema

14.14 de [4], T'S? resulta simplemente conexo. Asi, por la proposicién anterior,
71 (G X F2) = m (TS? x R x §1) = m, (5) = Z.
En consecuencia, A% no es homeomorfo a F* x G, si a? # k. O

Ahora damos una condicién suficiente, en términos de campos de Jacobi, para

que un vector tangente a G, sea admisible (recordemos que T, es el isomorfismo

definido en (2.3.7)).

PROPOSICION 46. Sea o una geodésica en M, y sea J € J,. Si ||J(0)]| =1y

%(0) = aJ (0) x o' (0)

entonces T, (J) € Ti5G. es un vector tangente admisible para el sistema de control

«
L.

DEMOSTRACION. Llamamos ¢ = [0], p =0 (0) y A = J (0). Basta verificar que
TU (J) = = [S = ¢Zp,A (S7t)} )

o equivalentemente, que el campo de Jacobi L a lo largo de ¢ asociado a la variacién

¢§ .4 coincida con J. Notemos que por hipétesis [|Al| = 1, por lo que ¢7, 4 estd bien

definida.
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Calculamos
d o
L (O) = % . ¢Z,p,A <07 t)
== % Ovcos(at)V,g+sen(at)Bt (0)
d
= — t
pn 0%4( )
=A
Ademas,
DL D| d
—(0) = —| = cos(at)Vi+sen(at) By
o (0)=— | G|, Teostanisen(an) 3 (s)
D| d (s)
= 7| 5 cos(at)Vi+sen(at)B: S
dt|, ds 07 (at)Vitsen(at) B
= —| cos(at)V; + sen (at) B;
dt|,
= aB.

Ahora bien, A = J (0) y aB = aJ (0) x ¢’ (0), que por hipdtesis resulta ser ZZ (0).

Asf, J(0) = L(0) y ££(0) = Z£(0) y en consecuencia L = J por (2.2.2). O

Si bien el resultado anterior es de suma utilidad a la hora de hallar curvas
admisibles en nuestro sistema de control, no siempre se trabaja con campos de Jacobi
ortogonales. El siguiente lema sumado a la Proposicién 39 nos permiten adaptar la
proposicién anterior a cualquier campo de Jacobi, sea o no ortogonal (el campo JV

fue definido en la Proposicién 39).

LEMA 47. Sea t — ¢; una variacion por geodésicas de rapidez unitaria en M, y

sea J el campo de Jacobi asociado a lo largo de ¢y. Entonces

DJ DJN

ds (0) = ds (0)-

DEMOSTRACION. Como ||¢; (0)|| = 1, derivando con respecto a t tenemos que

(308) 0= & @GO, -2(F) d0.40) .

K
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Ahora calculamos

DJN D / /
i = 2] T6) =7 (6),6 (516 (5)

El dltimo término se anula pues ¢y es una geodésica. Pero, por la misma razén,

(705,66 (60, ) 6 (0) = (0). 64 0, 2

09256 (s).-

0

d , _/D| d ,
Z 0@ o= (7| F ewa0)
Dl
=( = 0), ¢ (0
(7l as0)
que es cero por (3.0.8). Asi, la identidad enunciada es valida. U
A continuacién vemos que en el caso k = 0, a = 0 vale la reciproca de la

Proposicién 46. Serd de utilidad para tratar el tnico caso donde el sistema no es

controlable.

LEMA 48. Sean l = [1] € Gy y J € J;. Entonces T, J es admisible para el sistema

de control 1§ si y solo si J es unitario y paralelo.

DEMOSTRACION. Si J es unitario y paralelo, entonces ||.J (0)|| = 1y £Z(0) = 0.
Luego, como a = 0, se cumplen las condiciones de la proposicién anterior, por lo
que T (J) resulta admisible.

Reciprocamente, supongamos que 7 (J) es admisible. Podemos escribir 7 (s) =
q + sw, con w unitario.

Por hipétesis, existen p € ¢, digamos p = 7 (s,) = ¢+ s,w, y A unitario ortogonal
a w, tales que

Ty =L [sos ol 1 (s,0)] = 2

) =7 [s — gbg’p’A (s — So, t)} )

0

Pero ¢, 4 (s — $o,t) = p+tA+ (s — s,) w, que en ¢ = 0 coincide con 7. Sea ahora .J
el campo de Jacobi a lo largo de 7 asociado a esta variacion por geodésicas unitarias,

es decir,

pHtA+ (s —s,)w = A.
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Como J € J, y T, es un isomorfismo, resulta que J = J = A, y por lo tanto es

unitario y paralelo. ([l
PROPOSICION 49. El sistema 13 no es controlable.

DEMOSTRACION. Notemos primero que una curva suave en Gy, definida en un
intervalo abierto I de R, es de la forma ¢ — [oy] para cierta superficie parametrizada
¢ Rx I — R®con ¢(s,t) = o4(s). Esto es parte de la Proposicién 3 en [14]
(enunciada para el caso hiperbdlico, pero valida en general).

Como para cada t, s — ¢ (s,t) es una recta en R?, existe v : I — S? tal que
o(s,t) = ¢(0,t) 4+ sv(t). Calculamos el campo de Jacobi J; a lo largo de o, asociado

a la variacion ¢ y obtenemos

Ji(s) = d%’ (0(0,7) + sv(r)) = %(O,t) + sv'(1).

Si la curva t — [0y] es admisible para el sistema ], por el Lema 47 y el lema

anterior, se cumple que

V(1) =2 0) = 2 ) =0

para todo t. Asi, v resulta constante y por lo tanto toda curva admisible a trozos
para el sistema 1) consta de rectas paralelas. En consecuencia, el sistema no es

controlable. O

En la siguiente proposiciéon enunciamos con precision y damos detalles del Ejem-
plo 8 (b) de curvas admisibles en G, que no son helicoidales puras. Para el caso
euclideo se obtienen a través de la parametrizacion reglada del hiperboloide de

una hoja. Sera til en la demostracion del resultado principal de este trabajo.

PROPOSICION 50. Sea r > 0 y sea p = cos, 1 ey +sen,r e;. Sea o la geodésica

en M, con o (0) = p y velocidad inicial

o' (0) = —senf es + cosf es,
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con =5 <0 < %. Para A > 0 definimos E; € Gy, dado por
0 0 0
cos At —sen At 0

1
0
0 senAt cosAt 0
0 0 0 1

Sea T : (a,b) — G, la curva de geodésicas en M, definida por T (t) = [s — Eo (s)].
Entonces, si

Asenfcos,r =« Yy Acosfsen,r =1,

la curva I' es admisible.

OBSERVACION 51. Si k =0,—1 o r < %, despejando de manera conveniente, se

obtiene
(3.0.9) 0 = arctan (atan, ),

y ast la proposicion provee una familia a un pardmetro r de curvas admisibles.

DEMOSTRACION. Veamos primero que I (0) es admisible. Consideramos el cam-

po de Jacobi J a lo largo de o asociado a la variacién de geodésicas (s,t) — Eio (s).
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Por la Proposicién 39, IV (0) =T, (JN ) Ahora, por las proposiciones 46 y 47, si

DJ

3.0.10 —=
(3.0.10) s

O =alO)xo'(0) v [/NO)]=1

entonces I (0) es admisible.

Calculemos primero J» (0). Tenemos que

d
J(0) = —1| E;(0(0))
dt|,
= | cosT €o + sen, r (cos (At) e; + sen (At) ez)
0
= Asen,r és.

Se sigue que

JN(0) = Asen, 1 €3 — (Asen, r ey, —sen @ ey + cosd e3), (—send ey + cosf e3)
= Asen, r es + Asen, rsenf (—senf ey + cosf e3)

= Asen, rcosf (cosf ey + senf e3).

Asi, ||JV (0)|| = 1 si Asen, rcos6 = 1. Calculamos

d

75| Eilo(s) = B’ (0)

0

= —send (—sen (At) e; + cos (At) e2) + cos b es.

Sea ahora P, la proyeccién dada en la Definicién 20. Obtenemos

DJ D| d
0= 2| 2| R
7 0 ds|, dt|, +(0(s))
al d
~_p 2 & g
G| 5| B @)

= P, (Asen® e;)
= Asenf ey — k (Asend ey, p), p
= Asenf e; — Axsenfsen, r (cos, r eg + sen, r e1)

= Asenf cos, r(—ksen,r ey + cos, 1 €1).
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Veamos que JV (0) x ¢’ (0) = W, donde
W = —ksen,r ey + cos,r €.

Se verifica que {J% (0), ¢’ (0) , W} es un subconjunto ortonormal de 7, M,.. Debemos
comprobar que es una base positiva de T, M,, es decir, que {p, JN(0),0'(0), W} sea
positiva (ver la Definicién 26), o equivalentemente, que la base {p, W, JN(0), 0 (0)}
de R* lo sea. Ahora bien, la matriz de los elementos de esta tltima base respecto de

la base candnica es

diag (R, (r), R (0)),

cuyo determinante es cos? r + rksen?r = 1.

En consecuencia, la ecuacién (3.0.10) resulta
Asen B cos, r (—Ksen, r eg+ cos,r e1) = a(—Ksen, r ey + cos, T e1),

o de manera equivalente,

Asenfcos,r = .

Finalmente, I (0) es admisible si
Asenf cos,r =« y Acosfsen,r = 1.

Veamos ahora que I () es admisible para todo ¢. Calculamos

a
dt

4
dt

d d
Et0+t0 (8) EtOEtU (8) = Eto E Et(T (8) .
0

EtO_ (S) = = —
0 dt 0

to

La afirmacién resulta de que 4| o [8 = Eio (s)] es admisible y de que G preserva

A, 0

Si k = 0,1, la distancia entre las trayectorias de dos geodésicas en M, se realiza
por un segmento geodésico (que se reduce a un punto si se intersecan), que resulta
ortogonal a ambas. En el espacio hiperbdlico existen pares de geodésicas para las
cuales lo anterior no vale. Se trata de geodésicas disjuntas cuyas trayectorias estan a
distancia cero, las llamadas geodésicas asintéticas (nos permitimos esta nocién méas

general que la usual, sin tomar en cuenta la orientacién).
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PROPOSICION 52. Si para todo B € [0,7] existen £,¢' € G, que se cortan en
el dngulo B y una curva admisible a trozos que las une, entonces el sistema L es

controlable.

DEMOSTRACION. Debemos mostrar que dos geodésicas arbitrarias £; y £, en G,
pueden unirse por una curva admisible a trozos. Supongamos que ¢; no es asintética
a l5. Sea E un segmento geodésico que realiza la distancia entre ellas. Supongamos
que E(0) =p € by y E(lo) € lo. Luego I'y | 1) es una curva admisible cuyo valor
en t, es una geodésica orientada /3 que corta a fs en cierto angulo 6 € [0, 7.

Tomando 8 = 6, existen £ y ¢’ como en la hipétesis. Por la homogeneidad pode-
mos suponer que son £y y £3. Asi, por hipétesis, existe una curva I admisible a trozos
que une f con f3. Yuxtaponiendo Iy () con I', obtenemos una curva admisible

a trozos que une ¢; con fs.

TA

0 rop

Sean ahora o y 7 dos geodésicas asintéticas en H?, que presentamos en el modelo

del semiespacio superior. Podemos suponer que estan en buena posicion:
o (s)=(0,0,¢€%) y  T(s)= (7”,0, eis)

(salvo reparametrizaciéon que preserva la orientacién). Sean p > r, p = (0,0, p) =
o (logp) y A= (p,0,0), que es un vector unitario en T,,og ) H* ortogonal a o’ (log p).

Ahora, la trayectoria de 74 es una semicircunferencia euclidea vertical centrada en
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cero, de radio p. Luego, como p > r, la curva a-helicoidal en G, con rayo inicial [o]
y €je 4, interseca a la imagen de 7, es decir, existe algin ¢; tal que [ = I'jg, (1)
interseca a [7] en un dngulo #. Nuevamente, por homogeneidad, podemos suponer
que las curvas ¢ y ¢’ asociadas a 6 son [ y [7], y andlogamente al caso anterior, el

sistema es controlable. O

En la siguiente proposicién usaremos el modelo de la bola de Poincaré para el
espacio hiperbdlico, por lo que presentamos algunas notaciones.

El modelo consiste en presentar a H® como la bola B3 = {p € R®: ||p|| < 1},
donde las geodésicas por cero son intersecciones de rectas en R?® con la bola y las
restantes son arcos de circunferencia perpendiculares al borde de B3. Ademaés, aqui,
la métrica hiperbdlica es conforme a la euclidea, es decir, el angulo entre dos geodési-
cas es el angulo entre sus velocidades, vistas como vectores de R3. Dados p # ¢ en

el borde de la bola, denotamos por ¢ (p, q) la geodésica orientada de p a gq.
PROPOSICION 53. Para (k,a) = (—1,0) el sistema (% es controlable.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 52, dado 6 € [0, 7] basta encontrar dos
geodésicas orientadas ¢/ y ¢ que se intersecan con angulo # y una curva admisible a
trozos que las una.

Consideramos el modelo de la bola de Poincaré para el espacio hiperbdlico. Nos
conviene escribir R® = CxR. Sean £ = ¢ ((—1,0),(1,0)) y ¢ = ¢ (— (¢7,0) , (¢, 0)).

Sean ahora
0 =c ((ei29/5,0) ’ (€i9/5’0)) y 0y =c (<€i30/5’ 0) ’ (€i49/5,0)) ‘

Sea E el segmento geodésico que realiza la distancia entre ¢ y /1, que existe pues
¢ y ¢ no son asintéticas. El traslado paralelo a lo largo de E de la velocidad de ¢
coincide con la velocidad de ¢ (como a = 0, esto da una curva a-helicoidal pura).
Asi, ¢ se alcanza desde ¢ mediante una curva admisible en G_;. De manera similar,

se alcanza (5 desde (1 y ¢ desde /(5.
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O

Para finalizar, demostramos el resultado principal de este trabajo, enunciado en
la introduccién. Para comodidad de la lectura lo enunciamos nuevamente a conti-

nuacion.

TEOREMA 9. Sea o € R. Para k = —1,0, las siguientes afirmaciones son equi-

valentes:
a) Bl sistema de control (A%, 1%) es controlable.

b) Se cumple que a® # k.

c¢) Para cada £ € G, la fibra tipica de A$ sobre € es una subvariedad sustancial

de TyG,.

d) La fibra tipica de A$ tiene dimension dos.

DEMOSTRACION. La equivalencia entre (b) y (c¢) se demostré en la Proposicién

Por la Proposicién 41, la fibra tipica de A2 esta dada por K,/H, («). Luego
la equivalencia entre (b) y (d) se deduce del Teorema 11, pues dim K, /H, (o) =

dim K, — dim H,, (o) y dim H,, («) se puede calcular con la Proposicién 44.



3. EL SISTEMA DE CONTROL HELICOIDAL DE PASO FIJO EN G, 45

Veamos que (a) implica (b). En la Proposiciéon 49 probamos que el sistema no
es controlable cuando (x,a) = (0,0), que es el tnico caso donde a? = k. Luego, si
el sistema es controlable, necesariamente o # x .

Ahora verifiquemos que (b) implica (a). Supongamos que o # k. El caso k = —1
y a = 0 fue probado en la Proposicion 53. Sea ahora o # 0.

Sea 8 € [0,7]. Por la Proposicién 52, basta encontrar dos lineas que se cortan
en el angulo # y una curva admisible a trozos que las una. Una de las lineas serd
la geodésica o de la Proposicion 50 y la curva buscada sera la yuxtaposicion de la
curva [' de la misma proposicién, seguida de cierta curva helicoidal pura, o sea, de
la forma 3.0.1.

Sea I' la curva definida en la Proposiciéon 50. Vimos que esta curva es admisible

si se cumplen

Asenfcos,r=a y  Acosfsen,r =1,

y llamemos ¢ =T (%), el rayo del hiperboloide después de dar media vuelta, es decir,
al cabo de recorrer ¢ = 3.

Sea p(t) = cos, (t — 1) ey + sen, (t — r) e;. Notemos que como p (0) € £,y p' (0)
es ortogonal a ¢, podemos definir ¥ : [0,2r] — G, como la curva a-helicoidal con

rayo inicial £ y eje v, () = p, es decir

V(1) = T70),00) (1) -

Supongamos que V¥ (t) = [r], con 7 (0) = p ().

Por la definicién de ¥, es inmediato que ¥ (0) = ¢, por lo que es posible yuxta-
poner I' con V.

Tanto I" (0) como W (2r) son clases de geodésicas orientadas en M, que pasan por
p (2r), por lo que nos interesa calcular el dngulo entre sus respectivas velocidades y

encontrar condiciones suficientes para que ese dngulo sea 3. Usando la definicién de
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L% 0.0 (0) calculemos 73, (0):
d

d a
% . ¢Z,p(0),p’(0) (57 27') = % . Yeos(2ar) Vay+sen(2ar) Ba, (3)

= cos (2ar) Vo, + sen (2ar) B,
= sen (0 — 2ar) ex + cos (0 — 2ar) e3.
La tltima igualdad vale pues Vo = 7 (0) y By = p' (0) x 75 (0), y asi,
Vo=senf eg+cosfes y By=—cosf ey~ senb es;

luego, como ambos son ortogonales a p’ (0), sus transportes paralelos a lo largo de
p son constantes.
Como la velocidad ¢’ (0) estaba dada por sen (—0) ey + cos (—6) es, el dngulo

comprendido entre I' (0) y W (2r) es, salvo multiplos de 27,
0 —2ar — (—0) = 20 — 2ar.

Por (3.0.9), podemos tomar § = arctan (« tan, r). Remplazar 6 en la expresién

de arriba nos permite definir la funcion
Bas (r) = 2arctan (a tan, r) — 2ar,
que, como consideramos « # 0, cumple

lim B (r) = F signo («) oo.

r—4oo
Claramente esto implica que es suryectiva, puesto que es continua. Esto quiere
decir, que dado 8 € [0, 7], siempre existen 6, A y r tal que ¥ yuxtapuesta con I'
es una curva admisible a trozos para el sistema ¢ que une dos lineas en G, que se

cortan en el angulo S. O
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