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RESUMEN

Esta tesis presenta una nueva formulacién del Método Indirecto de Elementos de Contorno
(IBEM), basada en el principio de los trabajos virtuales, para el andlisis de estructuras
de barras enterradas en medios eldsticos semi-infinitos. A diferencia de las formulaciones
convencionales del IBEM, la propuesta en este trabajo permite la evaluacién de matrices
de rigidez simétricas para el continuo, las cuales a su vez pueden ser definidas en términos
de variables convencionales del andlisis estructural (desplazamientos y fuerzas generaliza-
das). La formulacién propuesta permite la introduccién de grados de libertad rotacionales
en el esquema de interpolacién con un costo numérico adicional minimo. Mediante la for-
mulacién propuesta, se desarrolla la implementaciéon numérica mediante un elemento de
dos nodos que permite analizar el comportamiento de estructuras enterradas planas, so-
metidas a cargas en su plano. Las predicciones del elemento desarrollado son validadas
mediante resultados publicados en la literatura para pilotes aislados y grupos de pilotes
sin vinculacion. Finalmente, se estudia la rigidez dindmica de un pértico enterrado, some-
tido a cargas verticales, laterales y momentos. Los resultados obtenidos muestran que el
comportamiento de un pértico enterrado no siempre puede ser modelado mediante resul-
tados correspondientes a pilotes aislados, atin cuando se utilicen los factores de interaccién

dindmica para grupos de pilotes propuestos por Gazetas y colaboradores ([10]).
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ABSTRACT

This thesis presents a new formulation of the Indirect Boundary Element Method (IBEM)
based on the principle of virtual work for the dynamic analysis of frame structures buried in
semi-infinite elastic media. Unlike conventional IBEM formulations, the present one leads
to symmetric stiffness matrices for the continuum domain that may be defined in terms
of conventional structural analysis variables (i.e., generalized displacements and lumped
forces). It is shown that, in the context of the present formulation, rotation degrees of
freedom (DOF) may readily be introduced in the interpolation scheme with very little
additional computational effort. By means of the present formulation, a two-node element
with three DOF per node is defined for the analysis of plane frames buried on a half-space
subjected to in-plane loads and moments. In order to show the consistency of the present
formulation with well established results, the static and dynamic stiffness of a single piles
and pile groups, as evaluated by means of the present formulation, is compared with other
results from the literature. Finally, the dynamic stiffness of a single buried frame under
vertical and horizontal loading is studied. The analysis shows that the stiffness of the full
frame may not always be accurately estimated by means of results for single piles, even
though proper dynamic interaction factors devised by Gazetas et al. ([10]) are taken into

account.
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RESUME

Cette these présente une nouvelle formulation de la Méthode Indirecte des Elements de
Contour (IBEM), basée sur le principe des travaux virtuels, pour ’analyse des structures
de poutre enterrées dans des milieux elastiques semi-infinis. La proposition de ce tra-
vail, a différence des formulations conventionnelles de cette méthode (IBEM), permet
I’evaluation des matrices de raideur symetrique pour le continu, lesquelles peuvent étre
définies a la fois, comme des variables conventionnelles de 'analyse structurelle (déplace-
ments et forces généralisées). La formulation proposée permet l'introduction des degrés
de liberté de rotation dans le schéma d’interpolation, avec un cout numérique aditional
minime. Au moyen de la formulation proposée, on developpe I'application numérique par
moyen d’un élément de deux noeuds ce qui permet d’analyser le comportement des struc-
tures plates enterrées, soumises a des charges dans leur plan. Les prédictions de 1’élément
developpé sont vérifiées au moyen des resultats publiés dans la literature pour des pilotis
isolés et des groupes de pilotis sans liaison. Finalement, on étudie la raideur dynamique
d’un treillis enterré, soumis a des charges verticales, latérales et moments. Les résultats
obtenus montrent que le comportement d’un treillis enterré ne peut pas toujours étre mo-
delé au moyen des résultats correspondants a des pilotis isolés, méme quand on utilise les
facteurs d’interaction dynamique pour des groupes de pilotis proposés par Gazetas et ses

collaborateurs ([10]).
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Generalidades

El anélisis dinamico de estructuras de barras enterradas ha suscitado gran interés en la
ingenieria durante los dltimos 30 anos, lo cual se ve reflejado en la cantidad de publica-
ciones en el tema que han surgido durante ese lapso. Las estructuras consideradas en este
trabajo consisten esencialmente en vigas, columnas y pérticos, en general, inmersos en me-
dios eldsticos continuos de extension semi-infinita. La relevancia del estudio de la rigidez
dinamica de este tipo de estructuras es probablemente mé&s notable en los problemas de
vibraciones de fundaciones profundas de méquinas, casos en los que es de vital importancia
contar con un método adecuado y expeditivo para determinar las caracteristicas de rigidez
y disipacién de la fundacién. De mds estd decir que un incorrecto comportamiento de las
fundaciones para maquinaria industrial puede traducirse en costos que largamente superan
al de la estructura en si, lo cual da la pauta de que es necesario contar con métodos que

permitan realizar analisis adecuados y precisos para este tipo de estructuras.
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La complejidad del problema subyace en el hecho de que las estructuras consideradas
en este trabajo se encuentran inmersas en un medio semi-infinito, caracteristica esencial
de este tipo de problemas que dificulta la aplicacién del Método de Elementos Finitos—
comunmente referido por su acrénimo en inglés, FEM (por ejemplo, [38], [3])-al menos en
su formulacién convencional. Es asi que se ha recurrido a métodos de analisis alternativos
a fines de analizar este tipo de estructuras; desde modelos simplificados del tipo viga sobre
fundacion eldstica (por ejemplo; [22], [33]) hasta complejas soluciones analitico-numéricas

del continuo (por ejemplo, [12], [32], [17]).

Dentro del espectro de métodos alternativos desarrollados para analizar el compor-
tamiento dindmico de estructuras enterradas, aquellos que han demostrado ser eficientes
y versétiles son los que derivan del marco general del Método de Elementos de Contorno—
comunmente referido por su acrénimo en inglés, BEM (por ejemplo, [5], [1])-, dado que
éstos no requieren la discretizacién del continuo sino de las superficies en donde las con-
diciones de borde son no triviales; esto es, diferentes a las de la funcién fundamental
utilizada. Dentro del marco general del BEM, existen dos tipos de formulaciones, a saber;
las formulaciones directas del BEM (conocidas como DBEM) y las formulaciones indirec-
tas (IBEM), donde la terminologia ha sido tomada de [1]. La diferencia fundamental entre
ambas formulaciones yace en las variables utilizadas; la formulacién directa trata con des-
plazamientos y tensiones, mientras que la indirecta trata con desplazamientos y fuentes
distribuidas. Una diferencia practica de importancia entre estas formulaciones es que la
integral de contorno de la formulacién directa se extiende a todas las superficies donde las
condiciones de borde difieren a las de la solucién fundamental de una carga puntual en
un espacio infinito, mientras que la correspondiente a la formulacién indirecta se extiende
a todas las superficies donde las condiciones de borde difieren a las de la solucion funda-
mental utilizada, siendo esta tultima arbitraria. De esta manera, la formulacién indirecta
contempla la posibilidad de utilizar soluciones fundamentales para un semiespacio (es de-

cir, un medio continuo semi-infinito), y asi evitar la necesidad de discretizar la superficie
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del mismo.

Inicialmente, el estudio de la rigidez dindmica de estructuras de barras enterradas
se vio limitado a pilotes verticales y grupos de pilotes. El trabajo pionero de Mattes y
Poulos ([19]) introdujo la aplicaciéon del IBEM (aunque no formalmente) para estable-
cer una relacién numérica entre las fuerzas de interaccién entre el suelo y el pilote y los
desplazamientos del eje del mismo para el caso estatico. Sen y colaboradores ([32]) intro-
dujeron formalmente el uso del IBEM para establecer una relacién numérica al igual que
Mattes y Poulos; es decir entre fuerzas de interaccién y desplazamientos en el eje, para
el caso dindmico. Combinando las relaciones numéricas antes mencionadas con soluciones
analiticas que gobiernan el comportamiento del pilote, estos autores lograron obtener las
fuerzas de interaccién entre el suelo y el pilote en correspondencia con condiciones de bor-
de impuestas en el extremo superior del mismo. De esta manera, los autores determinan
la rigidez dindmica del pilote mediante la integracion de las fuerzas de interaccion y de
inercia en toda la longitud del pilote. Estos primeros trabajos estan orientados exclusiva-
mente a la obtencion de la rigidez del pilote definida en funcién de los grados de libertad
del extremo superior del mismo, y no pueden directamente ser aplicadas al estudio general
de la rigidez de estructuras de barras enterradas. Cabe destacar, también, el trabajo de
Mamoon ([17]), quien siguiendo el esquema general de célculo propuesto por Sen y co-
laboradores, estudia el comportamiento de pilotes y grupos de pilotes verticales. Si bien
Mamoon propone una aproximacién para evaluar el efecto de la inclinacién del pilote con
respecto a la normal a la superficie del semiespacio, ésta consiste simplemente en realizar
un cambio de coordenadas de las variables mecéanicas, lo cual no tiene en cuenta la falta

de perpendicularidad entre el eje del pilote y la superficie del semiespacio.

No fue sino hasta fines de la década del 90 que un método sistemético para el andlisis
dindmico de estructuras de barras enterradas fuera desarrollado. Coda y colaboradores ([7],

[6]) introdujeron la idea de acoplar modelos obtenidos mediante el FEM para la estruc-
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tura con los correspondientes modelos obtenidos mediante el DBEM para el semiespacio
mediante una técnica de subregiones. Esta formulacién—si bien de gran versatilidad para
el estudio de los problemas aqui considerados—posee una caracteristica inherente que difi-
culta su aplicacién para el estudio de estructuras de barras inmersas en semiespacios. Esta
caracteristica se deriva del hecho de que la formulacién propuesta por Coda y colaborado-
res es directa (DBEM), por lo cual existe la necesidad de modelar las condiciones borde
en la superficie (por ejemplo, libre, pavimentada, etc.). Es entonces necesario realizar una
discretizaciéon de la superficie del semiespacio hasta una cierta distancia, lo cual se traduce
en un importante costo computacional y de modelacién. Adicionalmente, se requiere un
andlisis de convergencia para cada caso en particular a fines de determinar la distancia
hasta la cual la superficie debe ser modelada a fines de obtener resultados representati-
vos del fenémeno, lo cual adquiere una predominante relevancia en problemas dindmicos
que involucran propagacién de ondas. Otros inconvenientes que plantea la formulacién
propuesta por Coda y colaboradores es que, dado que se basa en técnicas de colocacion,
resulta en matrices de rigidez no simétricas para el continuo y no puede considerar grados
de libertad rotacionales, dado que estos tltimos no son variables explicitas del mismo. Esta
dltima limitacién resulta en la imposibilidad de modelar el comportamiento torsional de
un pilote aislado. A pesar de estas limitaciones, es la opinién del autor que el trabajo de
Coda y colaboradores puede ser considerado como un punto de inflexién en la tendencia
de los métodos de andlisis dinamico de estructuras de barras enterradas, ya que muestra
como es posible combinar un modelo convencional de estructuras de barras obtenido me-
diante el FEM con un modelo obtenido mediante el BEM para el continuo en una manera

sistemdtica y computacionalmente atractiva.
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1.2 Metodologia y enfoque

El objetivo de este trabajo es presentar una nueva formulacién alternativa del IBEM basa-
da en el principio de trabajos virtuales (PTV) que permite la determinacién de matrices de
rigidez dindmica del continuo en el dominio de las frecuencias (esto es, para cargas armoni-
cas) compatibles con las matrices de rigidez convencionales para el andlisis de estructuras
de barras obtenidas mediante el FEM. A diferencia de la formulacién propuesta por Coda
y colaboradores, la formulacién presentada en este trabajo permite la evaluacion de matri-
ces de rigidez simétricas para el continuo, definidas en funcién de las variables mecanicas
convencionales de la teoria de estructuras que intervienen en la definiciéon de la matriz de
rigidez de la estructura de barras (esto es, valores nodales de desplazamientos, rotaciones,
fuerzas puntuales, y momentos). De esta manera, la matriz de rigidez correspondiente al
continuo puede ser superpuesta con la correspondiente a la estructura mediante el método
de rigidez. Se demuestra en este trabajo que la simetria de la matriz de rigidez estd garan-
tizada por propiedades de simetria de la formulacion y por la reciprocidad de los sistemas

eldsticos.

Por otra parte, a diferencia de la formulacién propuesta por Coda y colaboradores, la
presente formulacién no requiere la discretizaciéon de la superficie del semiespacio, lo que
se traduce en un considerable ahorro tanto computacional como de modelacién. Mediante
la formulacién presente, la interpolacion de desplazamientos en el continuo puede o no
ser realizada mediante las mismas funciones de interpolacién utilizadas para los elementos
estructurales. De esta manera, es posible realizar interpolaciones tanto compatibles como

incompatibles.

A diferencia de los trabajos anteriormente mencionados, la formulacién presentada
en este trabajo tiene la generalidad suficiente como para permitir la definicién de una

gran variedad de elementos de contorno, con diferentes cantidades y tipos de nodos (por

31



ejemplo, dos nodos de desplazamientos y tres nodos de fuerzas distribuidas) a fines de
permitir interpolaciones de orden superior tanto de las fuerzas de interaccién como de
los desplazamientos. A modo de ejemplo, se detalla la implementacion de un elemento
de dos nodos con tres variables de desplazamientos nodales (dos desplazamientos y una
rotacién) y dos variables de fuerzas distribuidas por nodo con superficies de interaccién
tanto circular (pilotes cilindricos) como plana (por ejemplo, vigas de fundacién). Este ele-
mento permite modelar el comportamiento dindmico tridimensional de estructuras planas
enterradas sometidas a cargas en el plano de la estructura. Los aspectos tridimensionales
de la respuesta del pértico plano sometido a cargas en su plano relativos al fenémno tri-
dimensional de radiacién, son tenidos en cuenta mediante la utilizacién de un tensor de

Green correspondiente a un semiespacio.

A fines de validar los resultados obtenidos mediante la formulaciéon presente, se es-
tudia el comportamiento de pilotes verticales individuales y en grupo y se comparan los

resultados con valores publicados en la literatura por distintos autores.

1.3 Organizacion de la Tesis

En el Capitulo 2 del presente trabajo se introduce el tensor de Green, herramienta esencial
para el andlisis numérico por medio del IBEM. En este capitulo, se discuten los tensores
de Green disponibles en la literatura para medios continuos semi-infinitos. Este capitulo
propone un tensor de Green aproximado que satisface el requisito de reciprocidad de los
sistemas eldsticos, para el andlisis de estructuras enterradas en medios homogéneos con
relacion de Poisson, v = 0,5. Este tensor aproximado puede ser evaluado en forma cerrada

con muy bajo costo numérico.

En el Capitulo 3 se presenta una formulacion simétrica del IBEM basada en el prin-
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cipio de trabajos virtuales. La formulacion parte de la ecuacién general del IBEM y de
interpolaciones del tipo de elementos finitos para las variables incégnitas (desplazamientos
y fuerzas de interaccién). Mediante el principio de trabajos virtuales, se encuentra una re-
lacién entre cargas nodales consistentes y desplazamientos nodales generalizados a través
de una matriz de rigidez para el dominio del continuo. Esta matriz puede ser definida en
las mismas variables que las cominmente utilizadas para la modelacién de estructuras de
barras. De esta manera, se obtiene la matriz de rigidez del sistema continuo-estructura
mediante la superposicién de las matrices de rigidez correspondientes a cada dominio. La
matriz de rigidez resulta simétrica, propiedad que resulta de la consistencia de la formu-

lacién y de la propiedad de reciprocidad de los sistemas eldsticos.

En el Capitulo 4 se desarrolla la implementacion numérica de la formulacién pro-
puesta para un elemento de dos nodos, el cual permite la modelaciéon del comportamiento
de estructuras planas sometidas a cargas en el plano. Si bien el elemento es plano, la na-
turaleza tridimensional del continuo es tenida en cuenta por el tensor de Green utilizado,
ya que éste corresponde a soluciones analiticas para los desplazamientos debidos a cargas
puntuales en un semiespacio. Se encuentra que la evaluacién de los elementos de la matriz
de rigidez requiere una integracién de cuatro dimensiones. Sin embargo, se muestra que
es posible introducir una aproximacion a fines de reducir la integracién requerida a tres
dimensiones. Esto resulta en una muy ligera pérdida de simetria, la cual a los fines practi-
cos no es significativa y puede ser ignorada. Se especifican las ecuaciones para superficies

de interaccién cilindricas y rectangulares planas.

El Capitulo 5 discute los resultados obtenidos mediante el elemento desarrollado
para distintos ejemplos de aplicacién practica. Por una parte, se realiza la validacién
de los resultados cotejando las predicciones de la formulacién propuesta con resultados
publicados en la literatura para el caso de pilotes individuales y grupos de pilotes sometidos

tanto a cargas estaticas como dinamicas. Por otra parte, se estudia la rigidez dindmica de
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pilotes inclinados y se pone a prueba la validez de aproximaciones frecuentemente usadas
en la ingenieria geotécnica practica para evaluar la rigidez de pilotes inclinados a partir de
resultados correspondientes a pilotes verticales. Se estudia, también, la rigidez dinamica
de un pértico enterrado, sometido a cargas verticales, laterales y momentos. Este capitulo
muestra cémo simplificar modelos cuya respuesta es simétrica o antisimétrica considerando

estas propiedades tanto para la respuesta de la estructura como para la del continuo.

En el Capitulo 6 se resumen las conclusiones obtenidas de este trabajo con respecto
a la formulacién y a la modelacién de problemas de estructuras de barras enterradas. Se
discuten también posibles futuras lineas de investigacién que pueden desprenderse de este

trabajo.
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Capitulo 2

Funciones de Green

2.1 Generalidades

Las funciones de Green pueden ser definidas como la respuesta de un sistema en un punto
dado a un estimulo unitario aplicado en el mismo u otro punto, el cual es generalmente
representado mediante una funcién § de Dirac. En el contexto de este trabajo, el sistema
en cuestion es el semiespacio eldstico, la respuesta es un desplazamiento y el estimulo es
una carga armonica unitaria. De esta manera, las funciones de Green consideradas en este
trabajo son desplazamientos debidos a cargas unitarias y las variables que intervienen en

T
su definicion son, el vector posicién de la carga, X = { X VY Z] , el vector posicion

T
del punto de campo (donde los desplazamientos son evaluados), x = {x y z] , v la

frecuencia circular de la carga, w.
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2.1.1 Respuesta en frecuencia

Dado que el objetivo de este trabajo es el estudio de la rigidez dinamica de estructuras
enterradas, es conveniente trabajar en el dominio de las frecuencias. Para ello, se asume
que todas las variables mecdnicas involucradas que evolucionan en el tiempo (léase, des-
plazamientos, velocidades, aceleraciones, fuerzas, etc.) se encuentran en régimen. Por lo

tanto, la variacién temporal de una variable genérica, F (t), estd dada por:
F(t) = F (wp) - et (2.1)

donde i = +/—1 es la constante imaginaria, wg la frecuencia circular de la evolucién
arménica, y F (wg) la amplitud espectral de la variable en el dominio de las frecuencias.
En este trabajo las variables utilizadas son las amplitudes espectrales, F' (w), en las cuales

por razones de simplicidad, se omitira el simbolo de la frecuencia circular, w.

2.1.2 Tensor de Green

En un espacio tridimensional, los vectores de desplazamientos y de cargas pueden des-
componerse en tres direcciones ortogonales, de manera tal que existen nueve funciones de
Green, ya que hay tres componentes de desplazamientos para cada una de las componen-
tes de la carga unitaria. Las funciones de Green generalmente se definen en forma de un

tensor de campo, cominmente llamado tensor de Green, G, de la siguiente manera:

Gz (%, X) Guy (x,X) Gy (x,X)
G(x,X)= |Gy (x,X) Gy (x,X) Gy (x,X) (2.2)
G (x,X) Gy (x,X) Gz (%,X)

donde las componentes Gy, (x, X) del tensor son las funciones de Green correspondientes
al desplazamiento en el punto de campo determinado por el vector posiciéon x y segin la

direccién m debido a una carga unitaria en el punto determinado por el vector posicién

36



X y actuando segun la direccién n. La Figura 2.1 muestra esquematicamente el sistema
de coordenadas empleado para la descripcién del continuo y ejemplifica la definicién de la

componente Gy, (x,X). Las importancia de las funciones de Green es que mediante ellas

Figura 2.1: Sistema de coordenadas para la definicién de las funciones de Green

es posible construir la solucion a problemas de valores de contorno en sistemas lineales, y

es a partir de ellas que se formula el método general de elementos de contorno.

2.1.3 Reciprocidad del tensor de Green para sistemas elasticos

Una propiedad fundamental del tensor de Green para sistemas eldsticos es la reciprocidad.
Esta propiedad establece que el desplazamiento en el punto x segin la direccién m debido
a una carga unitaria aplicada en el punto X segiin la direccion n es igual al desplazamiento
en el punto X segtn la direccion n debido a una carga unitaria aplicada en el punto x segin
la direccién m. Esto es una consecuencia del teorema de Betti-Rayleigh (por ejemplo, [13])
para el comportamiento dindmico de sistemas linealmente eldsticos. De esta manera, la

reciprocidad puede expresarse matematicamente de la siguiente forma:

G (x,X) = GT (X,x) (2.3)
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2.2 Problemas estaticos

Uno de los resultados fundamentales de la teoria de la elasticidad es la solucién del pro-
blema de una carga puntual actuando en un espacio eldstico de extensién infinita. Esta
solucién es conocida como la solucién de Kelvin, y puede encontrarse en cualquier libro
sobre elasticidad (por ejemplo, [26]). Sobre la base de esta solucién, es posible determinar
otras soluciones fundamentales de la teoria de la elasticidad, conocidas en la literatura co-
mo “nucleos de deformacién” ([15]), siendo la solucién de Kelvin uno de éstos. La utilidad
de los ntucleos de deformacién es que éstos permiten construir soluciones a otros proble-
mas usando técnicas de superposicién. Mindlin ([21]) obtiene la solucién al problema de
una carga actuando en el interior de un semiespacio mediante una combinacién lineal de
potenciales en correspondencia con seis nicleos de deformacién. Los coeficientes de la com-
binacion lineal son obtenidos mediante la imposicién de las condiciones de superficie libre
y equilibrio global. Otros autores han extendido estas técnicas de superposicién mediante

el uso de potenciales para el caso de semiespacios estratificados ([8]).

2.3 Problemas dinamicos

Es habitual atribuir a Stokes la extensién de la solucion de Kelvin para el caso dindmico,
considerando la accién transitoria de una carga concentrada en el espacio y que comienza
a actuar en t = 0. Esta solucién es frecuentemente citada en la literatura como “solu-
cién dindmica de Kelvin”. La solucién de Stokes puede ser especificada para una carga
armonica, haciendo uso de la transformada de Fourier. Es decir, se especifica la solucién
de Stokes para una carga impulsiva, ¢ (¢), la cual tiene componentes unitarias en todas las

frecuencias y se evalia la transformada de Fourier de los desplazamientos resultantes. La
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solucién puede escribirse entonces como ([16]):

1 or Or
Gomn = — < 0pml1 — Bj —— —— 2.4
dmp { ! Y0, Oy, } (24a)
i 1\ etk K2/ 1\ e—tkpr
! ( ker k?rz) r +k§ <kpr+k12,r2) r ( )
3i 3\ etk k2 /03 3 e~ikpr
B (1.3 _ p (31 —1 2.4
! < ker k§r2> r +k:§ <kpr+k§r2 > r (2.4c)

donde p es el médulo de corte, 0,y es el operador delta de Kronecker, r = |x — X| es la
distancia radial entre el punto de aplicacién de la carga y el punto donde se evalian los
desplazamientos, mientas que ks y kj, son los nimeros de ondas de corte (S) y volumétricas

(P), respectivamente, definidos como:

ks = % (2.5a)
w

ky = 2.5b

P Vp ( )

donde V; y V, son las velocidades de propagacién de las ondas S y P, respectivamente.
Es importante remarcar que los términos de propagacién, e **", cumplen las condiciones
de radiacién siempre y cuando la convencién del signo del exponente ¢ wgt establecida en
(2.1) sea respetada. A fines de modelar la disipacién material del medio continuo, se puede
hacer uso del principio de correspondencia ([4]). Este principio establece que es posible
modelar el comportamiento viscoelastico de materiales en el dominio de las frecuencias
introduciendo valores complejos dependientes de la frecuencia para las constantes elasti-
cas del continuo, esto es, médulo de corte, p* (w), y médulo volumétrico, K* (w), en las

ecuaciones resultantes para materiales elasticos. Las constantes complejas se relacionan

con las reales de la siguiente manera:
p (w) = p [1 4 2ifs (w) sgn (w)] (2.6a)
K* (w) = K [1+2i8), (w) sgn (w)] (2.6b)

donde i y K son las constantes eldsticas reales, s (w) y £y (w) (> 0) son las relaciones

de amortiguamiento para las ondas de corte y volumétricas, respectivamente, las cuales
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a su vez pueden ser funciones de la frecuencia. Para los problemas considerados en este
trabajo, es practica habitual considerar que la disipacién en el medio continuo se produce
mediante un mecanismo de amortiguamiento que puede ser modelado como histerético,
por lo que las relaciones de amortiguamiento usadas en este trabajo no son funciones de
la frecuencia. Es importante remarcar que la convencion de signos establecida en (2.6a) y
(2.6b) estd intimamente relacionada a la establecida para el exponente iwt en (2.1), ya

que solamente de esta manera la solucién (2.4a) decae para r — oo.

2.3.1 Semiespacio homogéneo con superficie libre

Este problema fue estudiado por primera vez por Lamb en 1904 ([14]), quien obtuvo la
solucién al problema de una carga armoénica aplicada en la superficie de un semiespa-
cio elastico—frecuentemente llamado “problema dindmico de Bousinessq”. Basado en la
reciprocidad dindmica de los sistemas elasticos, Lamb determiné los desplazamientos su-
perficiales producidos por una carga aplicada en el interior del semiespacio (por ejemplo,
[30]). La solucién de Lamb, sin embargo, no permite evaluar los desplazamientos en el

interior del semiespacio debidos a cargas interiores.

Desde el trabajo pionero de Lamb, un gran nimero de investigadores han encontrado
soluciones analitico-numéricas al problema de una carga armoénica en el interior de un
semiespacio. Cabe destacar, entre otros, el trabajo de Kobayashi y Nishimura (por ejemplo,
[32]), quienes obtienen la solucién en forma de un tensor de Green del espacio completo
(esto es, la solucién de Stokes) méas un término que requiere evaluar numéricamente una
integral impropia. Estos autores proponen expresiones asintéticas a fines de evaluar las
integrales impropias como la diferencia entre la correspondiente a la expresién asintética
(la cual puede ser evaluada analiticamente) y una funcién residual que tiene un fuerte

decaimiento, ya que la expresién asintética tiende a la expresion exacta rapidamente.
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Miés recientemente, Mamoon ([16], [2]), basdandose en los conceptos de Mindlin, pro-
pone una extensién del método de superposicién antes mencionado para el caso dinamico.
De esa manera, obtiene las contrapartes dinamicas de los nicleos de deformacién utiliza-
dos por Mindlin para el caso estatico, mediante diferenciacién de la soluciéon fundamental
de Stokes. A fines de obtener una solucién para el semiespacio, Mamoon utiliza los mis-
mos coeficientes utilizados por Mindlin para realizar la superposicién de los nicleos de
deformacion. La solucién asi obtenida tiene la caracteristica de que tiende a la solucién de
Mindlin para frecuencias bajas. Sin embargo, el autor ha verificado que esta solucién no
es rigurosa, dado que los coeficientes de superposicion propuestos por Mindlin son estric-
tamente vélidos para el caso estatico, y no garantizan el cumplimiento de las condiciones
de borde en la superficie del semiespacio para frecuencias distintas de cero. A modo de
ilustracion, para el caso de un semiespacio con médulo de Poisson, v = 0,50, la expansion
en series en términos de la frecuencia adimensional, ay = wr/Vs, de las tensiones de corte
en el plano de la superficie del semiespacio de la componente G, propuesta por Mamoon
resulta:

1 1 r2 42272
Trzlz=0 — — | —3%

2 i3 4
_— — @) 2.7
gl I =N ZZ)% ap + ap + O(ag) (2.7)

107r

donde r = </ (x — X)?* 4 (y — Y)? es la distancia radial sobre un plano horizontal entre el
punto de aplicaciéon la carga y el punto en donde se evaliian los desplazamientos y Z es la
coordenada vertical del punto de aplicacién de la carga. La ecuacién 2.7 muestra que la
condicién de borde 7,,|.—¢o = 0 no se cumple para frecuencias ag # 0. Es decir que, aunque
no explicitamente indicado en el trabajo de Mamoon, esta solucién es estrictamente una

aproximacion para bajas frecuencias.

Cabe notar que el tensor de Green propuesto por Mamoon estd dado por expresiones
analiticas cerradas y términos que requieren integracién numérica de funciones altamente
oscilatorias. Sin embargo, para el caso en que el continuo tiene una relaciéon de Poisson,

v = 0,5, la solucién esta dada enteramente por expresiones analiticas; es decir, los términos
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que requieren integraciéon numérica se anulan para v = 0,5.

2.3.2 Semiespacio estratificado con superficie libre

Kausel ([11]) propone una solucién analitico-numérica en forma explicita para el tensor
de Green en medios eldsticos estratificados de profundidad finita. Ain cuando esta solu-
cién es estrictamente aplicable a semiespacios de profundidad finita, puede ser extendida
para analizar semiespacios de profundidad infinita mediante la técnica de “profundidad
variable” ([34]). La solucién de Kausel es analitica en planos paralelos a la superficie del
semiespacio (direccién horizontal) y numérica en la direccién perpendicular a la misma
(direccién vertical). Del hecho que la solucién sea una aproximacién numérica en la di-
reccién vertical, surge que esta solucién no corresponde estrictamente a la de una carga
puntual, sino méas bien a la de una carga consistente que representa los efectos de una
carga distribuida en la direccion que se aproxima en forma numérica. Esta diferencia
no tiene importancia si los desplazamientos son evaluados en puntos cuya distancia al de
aplicacién de la carga es mucho mayor a la distancia sobre la cual se encuentra distribuida
(esto es, la discretizacién vertical), lo cual puede entenderse como una consecuencia del
principio de Saint Venant. Sin embargo, en aplicaciones del BEM, es necesario contar con
una funcién de Green que represente la singularidad existente cuando el punto de evalua-
cién de los desplazamientos tiende al punto de aplicacién de la carga. La funcién de Green

propuesta por Kausel para una carga vertical actuando en la posicion vertical del nodo

mn

T puede escribirse

n y el desplazamiento vertical en la posicién vertical del nodo m, G
como:
12N
2
Gt = 2 oot HY (k) (2.8)
=1

)

donde ¢7" es la componente vertical del nodo m del modo , H(()2 es la funciéon de Hankel
de segunda clase y de orden cero, klR es el nimero de onda de Rayleigh del modo I,

y p es la distancia radial horizontal entre el punto de aplicacién de la carga y el de
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evaluacién del desplazamiento. Dado que la variacién en la direccién horizontal de la
solucién de Kausel esta dada por una funciéon de Hankel de segunda clase y de orden cero,
la singularidad para p — 0 es del tipo logaritmica (por ejemplo, [20]), la cual es consistente
con el tipo de singularidad existente en las proximidades de una carga distribuida sobre una
linea. Por otra parte, es importante destacar que la singularidad se produce para p — 0,
indistintamente de la posiciéon vertical relativa entre los puntos de aplicacién de la carga
y del desplazamiento, lo que implica que estas funciones de Green poseen singularidades
no existentes en el problema real. De esta manera, la solucién de Kausel encuentra una

aplicacién limitada en el BEM.

Msés recientemente, Pak y Guzina ([23]) proponen una solucién para el tensor de
Green en medios elasticos estratificados mediante el uso de funciones potenciales de des-
plazamientos. El método de solucién seguido por estos autores es similar al de Kausel,
con la diferencia de que Pak y Guzina resuelven el problema sin recurrir a interpolaciones
numéricas en la direccién vertical. La solucién se obtiene por integracién analitica de ex-
presiones asintdticas e integracién numérica mediante cuadratura de Gauss de funciones
residuales cuyo decaimiento es fuerte. Esta solucién es estrictamente valida para cargas
puntuales, y es capaz de captar la singularidad existente en la cercania de la aplicacién de

la carga.

2.3.3 Semiespacio pavimentado y confinado

A partir del tensor de Green para un espacio infinito (esto es, la solucién de Stokes,
(2.4a)) es posible construir el correspondiente a problemas cuyas condiciones de borde en
la superficie son tales que la solucién tiene caracteristicas de simetria o antisimetria con
respecto a este plano. El problema conocido como del semiespacio pavimentado es uno de

estos casos, ya que el mismo se define como un semiespacio cuyas condiciones de borde en
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la superficie son las siguientes ([31]):
Uz |z=0 = Uy|2=0 =0 (2.9a)
Ozlz=0 =0 (2.9b)

Para los desplazamientos debidos a una carga vertical aplicada en el punto X, estas con-
diciones de borde pueden ser automaticamente satisfechas si se consideran los efectos de
una carga en un espacio infinito aplicada en X y una carga del mismo signo aplicada en
T
X+ W, donde W = [0 0 2 Z] . Esta carga aplicada en X+ W es comunmente llamada
“imagen especular”. Para los desplazamientos debido a una carga horizontal aplicada en
X, estas condiciones de borde son automaéaticamente satisfechas si se consideran los efectos
de una carga en un espacio infinito aplicada en X y una imagen especular de signo contra-
rio (Figura 2.2a). De esta manera, el tensor de Green para un semiespacio pavimentado,
GP, puede determinarse en funcién del tensor de Green del espacio infinito de la siguiente

manera.

GP (%,X) = Gz (%, X) + Gz (x, X + W) (2.10a)
GP (%, X) = Gz (%, X) = Gz (x, X + W) (2.10D)
Gzy (%, X) = Gy (%, X) = Gy (x, X + W) (2.10c)

Otro problema cuyas condiciones de borde son tales que permiten la obtencion de la
solucién por medio de la superposicion directa de soluciones de Stokes es el indicado en la
Figura 2.2b. Este problema sera definido en este trabajo como “semiespacio confinado”.

Las condiciones de borde para el semiespacio confinado son:
uz‘z:O =0 (2.11&)
Ta:z|z:0 = Tyz|z:0 =0 (211b)

Similarmente al caso del semiespacio pavimentado, estas condiciones de borde son satisfe-

chas automéaticamente si a la carga vertical se le superpone una imagen especular positiva
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Figura 2.2: a) Semiespacio pavimentado; b) Semiespacio confinado

y a la carga horizontal una imagen especular negativa (Figura 2.2b). El tensor de Green

para un semiespacio confinado, G¢, puede escribirse como:

G’ncwz (X7 X) = sz (X7 X) - sz (X, X + W) (212&)
GG (%,X) = Gz (%, X) + G (x, X + W) (2.12b)
GSy (%,X) = Gy (%, X) + Gy (x, X + W) (2.12¢)

2.3.4 Tensor de Green aproximado para un semiespacio homogéneo con

superficie libre

La implementacién numérica del IBEM requiere de la evaluacién del tensor de Green en
un gran nimero de puntos en la superficie de interaccion entre el continuo y la estructura.
Esto se traduce en la necesidad de contar con expresiones para el tensor de Green cuya
evaluacién tenga un costo numérico minimo compatible con la aproximacién necesaria del
andlisis a realizar. Para los problemas dindmicos en semiespacios homogéneos con superfi-

cie libre, no hay disponible un tensor de Green exacto cuya evaluacion pueda realizarse en

45



forma cerrada. Sin embargo, es posible obtener un tensor de Green aproximado, G4, com-
binando adecuadamente ciertas componentes de los tensores del semiespacio pavimentado,

GP, y confinado, G%, de la siguiente manera:

Ge (x,X) Gp, (x,X) G (x,X)

A_
G" = ¢l (x,X) Gf,(x,X) G (x,X) (2.13)

GE(x,X) GL(xX) GL(xX)]

Esta definiciéon para el tensor de Green aproximado es tal que verifica la propiedad de
reciprocidad de los sistemas eldsticos, (2.3). Los valores del tensor de Green aproximado
son muy cercanos a los correspondientes a su contraparte exacta para el caso en que el
continuo tiene una relacién de Poisson, v = 0,5. Las Figuras 2.3 a 2.14 muestran las
componentes del tensor de Green de Kausel, Mamoon, y el aproximado para una relacién
de Poisson, v = 0,5'. Puede verse que el tensor propuesto por Mamoon coincide con el de
Kausel (exacto) para frecuencias bajas (ap < 0,2), mientras que la versién aproximada,
GA, arroja valores ligeramente inferiores. Sin embargo, cabe notar que en el rango de
frecuencias considerado, G# resulta ser una mejor aproximacién al tensor exacto que el
propuesto por Mamoon. Puede concluirse entonces que, a fines de evaluar el tensor de
Green de un semiespacio homogéneo con v = 0,5, puede utilizarse el tensor de Green
aproximado, con una pequena pérdida de exactitud, la cual es altamente compensada por el
ahorro computacional resultante. Esto es asi ya que las funciones de Green involucradas en
el tensor de Green aproximado son expresiones analiticas cuya evaluacion puede realizarse

en forma cerrada.

Desde un punto de vista préactico esta solucién es de interés, ya que en muchas

aplicaciones de la ingenieria el medio continuo es un suelo saturado. El comportamiento

1La solucién de Kausel no permite la evaluacién del tensor de Green para el caso en que v = 0,5, ya que
para ese valor algunos coeficientes de las matrices utilizadas para la solucién del problema de autovalores
resultan infinitos. De esta manera, para la evaluacién de los ejemplos considerados mediante la solucién de

Kausel, se utiliza una relacién de Poisson, v = 0,45.
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dindmico de los suelos saturados es no-drenado, ya que la variacién temporal de la carga
tiene usualmente una escala temporal varios 6rdenes inferior a la escala temporal del
problema de difusién de presiones de poros (o consolidacién) en el suelo. Dado que el fluido
saturante posee un modulo eldstico volumétrico, K,,, mucho mayor al correspondiente
al esqueleto material del suelo, mientras que el médulo de corte del fluido, p,, = 0, el
comportamiento del suelo a bajas deformaciones puede modelarse con un material elastico
cuyo modulo de corte es igual al del suelo y una relacion de Poisson, v = 0,5. Por otra
parte, es frecuente encontrar perfiles de suelos en donde los estratos superficiales tienen una
relacién de sobreconsolidacién, OC R, muy grande, mientras que este valor se va reduciendo
con la profundidad. Estos casos se dan en suelos cuyo mecanismo de preconsolidacién
es predominantemente mecéanico o por disecacién. Para estos casos, el médulo de corte

generalmente se mantiene relativamente constante en zonas cercanas a la superficie.

2.4 Singularidad del tensor de Green

Como se menciona en parrafos anteriores, el problema de una carga puntual actuando
en un medio elastico es un problema singular en el sentido de que las tensiones y los
desplazamientos son indefinidos (o infinitos) en el punto de aplicacién de la carga. Esto
es de particular importancia, ya que los métodos de elementos de contorno generalmente
requieren evaluar numéricamente integrales en la zona de aplicacién de una carga. Para el
caso estatico, en la cercania de la aplicacién de la carga, la solucién de Mindlin (carga en
un semiespacio) tiende a la solucién de Kelvin para el espacio infinito. Cabe destacar que
dado que el problema de Kelvin carece de escalas, el término proximidad no tiene sentido

en el mismo.

Para el caso dinamico es interesante destacar que las soluciones pueden ser expresadas

en funcién de la frecuencia adimensional, ag = wr/V;, por lo que el comportamiento de las
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soluciones dindmicas en la proximidad de la aplicacién de la carga tiende al de la solucién
estatica. Esto es asi ya que cualquiera de las dos situaciones—léase ag — 0 6  — O—causa
el mismo efecto en la expresion de la solucién dinamica. Es decir que todo lo dicho en

cuanto a las singularidades para el caso estatico es también valido para el caso dinamico.
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Capitulo 3

Formulacion simétrica del IBEM

3.1 Introduccion

El problema de la interaccién dindmica de estructuras de barras y medios continuos se
enmarca dentro de la teoria general de la propagacién de ondas elasticas. Este tipo de pro-
blemas es frecuentemente estudiado mediante métodos numéricos de dominio—elementos
finitos o diferencias finitas—, los cuales se basan en la discretizacion del dominio estudiado
en un ndmero finito de elementos o celdas ([5]). Una de las dificultades més reconocidas
de estos métodos es que son solamente aplicables a problemas cuyos dominios son finitos.
De esta manera, los problemas de interaccién con medios continuos con alguna dimensién
infinita sélo pueden analizarse si se introducen bordes ficticios a una cierta distancia de
la zona de interés del problema. La posicién y naturaleza precisas de estos bordes ficticios
tiene muy poca influencia en los resultados para problemas estaticos, mientras que en el
caso de problemas de propagacién de ondas (esto es, problemas dindmicos) los bordes fic-
ticios pueden alterar notablemente la naturaleza del problema, ya que las ondas emitidas

se reflejan en los mismos y vuelven hacia la fuente, lo que puede dar origen a procesos
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aparentes de resonancia que no son reales. Otra dificultad de este tipo de métodos es que
requieren un gran esfuerzo de modelacién, ya que requieren la discretizacién del volumen
de continuo que rodea a la estructura hasta el borde ficticio. A pesar de las mencionadas
dificultades, los métodos numéricos de dominio permiten la soluciéon de una gran variedad

de problemas con geometrias arbitrarias.

Otra forma de solucionar problemas de interaccién dindmica continuo-estructura es
mediante métodos analiticos (por ejemplo [37]). Sin embargo, éstos son solamente viables
para problemas de valores en el contorno de geometria sencilla. L.os métodos de elemen-
tos de contorno combinan las ventajas de los métodos analiticos con las de los métodos
numéricos de volumen, es decir que son métodos numeéricos aplicables a geometrias arbi-
trarias y que no requieren de la modelacion del continuo, sino de las superficies en donde

existen fuerzas de interaccion.

3.2 Formulacion general del IBEM

El comportamiento elastodindamico en régimen estacionario de un medio elastico continuo

(sin considerar fuerzas de volumen) puede ser descripto mediante la ecuacién de Helmholtz:

0
V- ou+puViu+w?pu=0 (3.1)

(A+p) oz,

T
donde A y p son las constantes elasticas de Lamé y u = [u : Uy U Z} es el vector despla-
zamiento. El planteo del problema se completa con la introduccién de las condiciones de
borde naturales y esenciales. La solucién a la ecuacién 3.1 puede encontrarse en términos

de fuentes distribuidas, ¢ (X), de la siguiente manera (por ejemplo, [1], [5], [32]):
u(xw) = /G (x, X,w) - ¢ (X,w) dQ(X) (3.2)

donde G (x,X,w) es el tensor de Green cuyas componentes estan definidas como los des-

plazamientos resultantes a la accién de una fuente cuya resultante total es unitaria (esto
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es, pd) =1) y Q es la superficie en donde actian las fuentes. Cabe destacar que en (3.2)
el diferencial de superficie, df2, aparece como funcién de X indicando que la integracién

es realizada con respecto a esta variable.

Es fécil ver que (3.2) es solucién de (3.1), para una distribucién de fuentes, ¢ (X),
arbitraria ya que las componentes del tensor de Green son soluciones fundamentales de
(3.1). De esta manera, conociendo el tensor de Green para la fuente utilizada, el problema
se reduce a determinar la distribucién de fuentes, ¢ (X), que verifica las condiciones de
contorno del problema. Es decir que la solucién del problema se obtiene planteando las con-
diciones en el contorno. En los problemas de interaccion suelo-estructura es generalmente
conveniente utilizar fuerzas distribuidas como fuentes. De esta manera, las componentes

del tensor de Green son desplazamientos debidos a fuerzas unitarias.

La ecuacion (3.2) es la base del método indirecto de elementos de contorno, IBEM, y
puede ser también entendida como una simple superposicién de fuentes. La designacion de
“indirecto” reside en el hecho de que las fuentes distribuidas no necesariamente representan
variables de interés del problema sino funciones auxiliares a partir de las cuales es posible

expresar la solucién, u (x,w), y sus derivadas (tensiones) por diferenciacion:

0 0
axiu (x,w) = / &CiG (%, X,w) - ¢ (X,w) dQ (X) (3.3)

De esta manera, el problema de valores en el contorno queda definido por las ecuaciones
(3.2) v (3.3). Mediante las mismas es posible determinar la distribucién de fuentes que
satisfaga las condiciones de borde esenciales y naturales. La solucién numérica median-
te el IBEM se realiza discretizando las fuentes distribuidas mediante aproximaciones de
elementos finitos. Luego, se establece una relaciéon numérica entre desplazamientos y ten-
siones a través de los valores nodales de las fuentes distribuidas evaluando las expresiones
(3.2) y (3.3) en puntos de colocacién (por ejemplo, [5], [1]). Cabe notar, sin embargo, que
la singularidad de la derivada del tensor de Green en la ecuacién (3.3) es de un orden

mayor a la del mismo, lo cual se traduce en que la integral (3.3) no puede ser evaluada
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directamente en puntos de colocacién cercanos a las cargas (por ejemplo, [1], [5]). Como
se detallard en la siguiente seccién, la formulacién propuesta en este trabajo no utiliza la
ecuacioén (3.3), ya que utiliza como fuentes las fuerzas distribuidas en la superficie de inte-

raccion continuo-estructura, sobre las cuales se plantea las condiciones de borde naturales.

El método directo, por el contrario, opera con las variables y sus derivadas sin la

necesidad de introducir fuentes auxiliares (por ejemplo, [1]).

3.3 Formulacion simétrica del IBEM para estructuras en-

terradas en medios continuos

3.3.1 Dominio del problema

En los problemas de estructuras enterradas en medios continuos, el dominio puede des-
componerse en dos subdominios, cada uno de ellos con caracteristicas individuales que
facilitan su analisis mediante métodos particulares. Para el subdominio representado por
el continuo, es conveniente realizar el andalisis mediante el IBEM, dadas las ventajas discu-
tidas anteriormente de este particular método para este tipo de problemas. Por otra parte,
para el subdominio constituido por la estructura, el método de andlisis mas conveniente
es el FEM. Es decir que el analisis del problema completo requiere de una formulacién
del IBEM que permita realizar un anélisis acoplado con el modelo FEM correspondiente
a la estructura. Convenientemente, el dominio del problema puede ser descompuesto de
la siguiente forma (ver Figura 3.1): el medio continuo, (a), menos el material “excavado”,
(b), mas el material de la estructura, (c). Dada la geometria de la estructura, la cual coin-
cide con la del material excavado, cabe notar que es posible modelar el problema como

un semiespacio sin zonas excavadas—es decir, un semiespacio que se denomina extendido,
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Figura 3.1: Subdivision del dominio: Semiespacio extendido

[16]-y una estructura constituida mediante un material ficticio cuyas propiedades eldsticas
y densidad de masa son iguales a la diferencia entre el material de la estructura (c) menos
el material excavado del continuo, (b). De esta manera, es posible considerar el problema
como la superposicién de un semiespacio extendido més la estructura constituida por el

material ficticio.

Desde un punto de vista préactico en las aplicaciones de dinamica de fundaciones, el
continuo (suelo) tiene valores de médulos eldsticos mucho menores a los correspondientes
a la estructura, mientras que las densidades de masa de ambos materiales son del mismo
orden de magnitud. Vale decir que, en este tipo de aplicaciones, puede suponerse a la
estructura constituida por un material cuyas propiedades elasticas sean iguales a las del
material real, mientras que la densidad de masa es igual a la diferencia entre ambos

materiales.

3.3.2 Interaccién continuo-estructura

Debido a la accion de las cargas exteriores en el sistema, tanto el continuo como la estruc-

tura se deforman, generando fuerzas de interaccién entre ambos dominios. Estas fuerzas
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de interaccién se encuentran distribuidas sobre las superficies que dividen ambos domi-
nios. La superficie de interaccion sera designada en este trabajo mediante la letra € y
comprende a todas las caras de los elementos de barra que se encuentran en contacto con
el continuo. Las fuerzas de interaccion serdan designadas mediante un vector, f¢, donde
el supraindice “c” significa que las fuerzas son acciones sobre el continuo. Cabe destacar
que tanto el vector de fuerzas de interaccién, f¢, como el vector desplazamientos, u, son

incégnitas del problema.

La geometria de la superficie de interaccion, €2, estd definida por una funcién que
mapea las coordenadas locales, s y r, en las coordenadas geométricas, x (Figura 3.2).
La coordenada local s define el eje del pértico, mientras que r define la posicién en la
direccién transversal al eje. Las variables que definen las coordenadas seran representadas
por un grupo identificado por letras mindsculas (por ejemplo, s, r, X) y otro por letras
mayusculas (S, R, X). El grupo identificado por letras mintisculas se refiere a puntos en
donde se evalian desplazamientos y el correspondiente a las maysculas se refiere a puntos
en donde se aplican fuerzas. De esta manera, se asume que existen funciones de mapeo

tales que:

x=x(r,s) (3.4a)
X =X(R,S) (3.4b)
donde x y X son vectores de coordenadas que definen la posicién en la superficie de
interaccion en el sistema cartesiano global. Las funciones de mapeo tienen idéntica forma

analitica, propiedad que serad designada en este trabajo como “simetria de mapeo”:

x (a,b) = X (a,b) (3.5)
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Figura 3.2: Definicién de la superficie de interaccién, 2

3.3.3 Interpolacién de fuerzas y desplazamientos

La solucién del problema es buscada en términos de interpolaciones del tipo de elemen-
tos finitos de las variable incégnitas (esto es, desplazamientos y fuerzas de interaccién).
A diferencia de la formulacion convencional del FEM, en la formulacién del IBEM las
tensiones no se evalian mediante diferenciacién del campo de desplazamientos. En ese
aspecto, el IBEM es andlogo a las técnicas hibridas del FEM, las cuales buscan la solucién
del problema interpolando tanto los desplazamientos como las tensiones. Sin embargo, en
la presente formulacién no intervienen las tensiones en forma explicita, sino a través del
tensor de Green, cuyas componentes son desplazamientos debidos a fuerzas puntuales. De
esta manera, las tensiones intervienen a través de su resultante, la cual es representada

mediante una fuerza distribuida.

Las funciones de interpolacién usadas son definidas por vectores de coordenadas ge-
neralizadas que representan valores nodales, estando los nodos ubicados sobre el eje de la

estructura (definido por las coordenadas sy S). En general, el esquema de interpolacién de
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desplazamientos y fuerzas de interaccion sobre la superficie de interaccién puede escribirse

como (por ejemplo, [3]):

~

£ (R, ) = HS (R, S) - f° (3.6a)

u‘(r,s) =H (r,s)-a° (3.6Db)

T T
donde f¢ = [ fe fy fz} es el vector de fuerzas distribuidas, u¢ = [Ux u, uz} es

el vector de desplazamientos, H? es la matriz de interpolacién de fuerzas, y HY es la
matriz de interpolacién de desplazamientos en la superficie de interaccién del continuo.
Los vectores f¢ y 0° son las coordenadas nodales generalizadas de fuerzas de interaccién y
desplazamientos, respectivamente. Cabe destacar que la interpolacién de desplazamientos
y fuerzas pueden realizarse sobre distintos conjuntos de nodos. La Figura 3.3 muestra
esquematicamente las variables del problema y su interpolacién para un elemento con

superficie de interaccién cilindrica.

Interpolacion de desplazamientos

Se asume que las secciones transversales de los elementos de viga no sufren deformacio-
nes en el plano de la seccién, lo cual se traduce en que el patréon de desplazamientos en la
superficie de interaccién queda completamente definido por el desplazamiento (tres compo-
nentes) y por la rotacién del centro de gravedad de la seccién (dos componentes asociadas
a la flexién y una a la torsién). De esta manera, las coordenadas nodales generalizadas
estan dadas por los desplazamientos del centro de gravedad, las rotaciones flexionales del
mismo, y la torsionales del centro de torsion. A fines de obtener una formulaciéon com-
patible, es necesario utilizar las mismas matrices de interpolacién tanto para el analisis
de la estructura mediante el FEM como para el analisis del continuo mediante el IBEM.
En este punto es importante diferenciar el problema de elementos de vigas solicitados

en la direccién axial y transversal y el de solicitaciones torsionales. La diferencia funda-
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interpoladon de interpolad6n de
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fuerzas desplazamientos
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ut .
du
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du

Figura 3.3: Interpolacién de las fuerzas distribuidas reales y virtuales (f¢y of) y desplaza-

mientos analiticos, interpolados y virtuales (u€, u® y du) (esquemético)
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mental es que en el primer caso las variables involucradas son desplazamientos y fuerzas
distribuidas, variables explicitas del dominio continuo, mientras que en el segundo caso
las variables involucradas son rotaciones y momentos torsores, variables no explicitamente
definidas en el continuo. Consecuentemente, cabe destacar que en general no es posible
definir las matrices de interpolacion para el continuo y la estructura mediante una tnica
expresion analitica. Sin embargo, es posible definir matrices para cada uno de los dominios

que impliquen campos de desplazamientos compatibles entre el continuo y la estructura.

A fines de ilustrar la interpolacién de desplazamientos para un caso concreto, se con-
sidera un elemento cuya superficie de interaccion es cilindrica (Figura 3.4) y estd sometido
a solicitaciones torsionales y axiales (por ejemplo, un pilote de seccién circular o anular).
Para el dominio del continuo, la interpolacién de los desplazamientos en la superficie de

interaccion estd dada por:

- _ - 1
s 0 —(1—3)Rysin(4) 0 —5R,sin(4) :1
Uy | = 0 (1— %) R,cos (Rp) 0 fFRycos (RLP) , (3.7)
w| |1-2 0 ] 0 "
L~ L 4 g2
donde la matriz de interpolacién puede escribirse como:
0 —(1=3)Rysin(4) 0 —5R,sin(4)
HY (r,s) = 0 (1 )R cos( ) 0 #Rpcos <R—p) (3.8)
1— 4 0 i 0

Para el dominio de la estructura, las variables involucradas son los desplazamientos axiales

y las rotaciones torsionales. De esta manera, la interpolacién puede escribirse de la siguiente

manera. o
ul
9 0 1-5 0 = o
= n i (3.9)
u 1-% 0 & 0f [|u?
92
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/Z\_> X, Uy

Y, Uy / \

P -

u, 6!

Figura 3.4: Ejemplo de elemento cilindrico con desplazamientos axiales y rotaciones tor-

sionales
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donde la matriz de interpolacién de desplazamientos para el dominio de la estructura, HY,
, esta dada por:

0 1- 0

e

(3.10)

=
—~
Va)
N—
I

o e

1—- % 0 o
Si bien las matrices de interpolacién dadas por (3.8) y (3.10) no tienen igual expresién
analitica, ambas conducen a campos de desplazamientos compatibles en la superficie de

interaccién.

Interpolacion de fuerzas

En el caso de la interpolacién de fuerzas distribuidas existe la dificultad de que para el
andlisis de los elementos de viga la teoria convencional no considera la distribucién de las
cargas en la superficie de la misma, sino el efecto neto de la misma sobre cada seccion. De
esta manera, la distribucién de fuerzas puede suponerse, en una primera aproximacion,
como constante sobre el perimetro de la seccién transversal. Sin embargo, la formulacién
es general y permite la definicién de esquemas de interpolacién de fuerzas arbitrarias. Este

punto es tratado en méas detalle en capitulos subsiguientes.

3.3.4 IBEM: Obtencion de la matriz de rigidez del continuo mediante

el PTV

Una vez definida la interpolacion de las variables de interés, se busca una relacién numérica
entre el vector de desplazamientos y el de fuerzas de interaccién distribuidas. Para el
dominio de la estructura esta relacién es encontrada mediante el FEM (por ejemplo, [38],

[3]). Esta relacién estd dada por la siguiente expresion:

K¢ - u® = P° (3.11)

66



en la cual K¢ es la matriz de rigidez dindmica de la estructura, u® es el vector de despla-
zamientos generalizados que definen la interpolacién de desplazamientos de la estructura,
y P¢ es el vector de cargas consistentes. Este tltimo esta relacionado con el vector de
fuerzas distribuidas ya que el trabajo virtual de ambos sistemas de fuerzas en correspon-
dencia con un campo de desplazamientos virtuales dado por una interpolacién igual a la
usada para los desplazamientos reales es idéntico (por ejemplo, [3]). Cabe destacar que las
componentes del vector de cargas consistentes son fuerzas generalizadas (es decir, fuerzas

y momentos) puntuales.

Para el dominio del continuo, la relaciéon numérica es determinada mediante el IBEM.
Los desplazamientos en el continuo causados por la accién de las fuerzas de interaccién, f€,
pueden ser evaluados mediante la ecuacién (3.2), considerando a las fuerzas de interaccién
como fuentes distribuidas. Esto es posible dado que las fuerzas de interaccién distribuidas
en un elemento diferencial de superficie, d€2, pueden ser consideradas como una carga
puntual aplicada en el semiespacio extendido. De esta manera, los desplazamientos en el

continuo estan dados por:
™ (x) = / G (x,X (R, S)) - £ (R, S) (R, S) (3.12)
Q

donde la variable frecuencia ha sido omitida a fines de simplificar la notacién, u® es el
campo de desplazamientos definido analiticamente, el diferencial de superficie, df2, apare-
ce como funcién de las coordenadas R y S indicando que la integracién es realizada con
respecto a estas variables, y el dominio de integracién es la superficie de interaccién, §2.
Para una cierta interpolacién de fuerzas y vector de coordenadas generalizadas de fuer-
zas de interaccion, es posible evaluar los desplazamientos en cualquier punto del dominio
mediante la ecuacién (3.12). De esta ecuacién se desprende que la variacién de los des-
plazamientos en el dominio estd dada por la convolucién del tensor de Green y el campo
de fuerzas de interaccién interpolado. Es decir que la variacion de la versién analitica del

campo de desplazamientos estd dada por la forma analitica del tensor de Green, mientras
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que la variacién de los mismos en la versién numérica (3.6b) estd dada por las funciones
de interpolacién. En este sentido, se entiende que el campo de desplazamientos numérico
es discreto, ya que es funcion de un numero finito de coordenadas nodales generaliza-
das. De esta manera, es necesario introducir un procedimiento de discretizacién a fines de
aproximar el campo de desplazamientos analitico (3.12) mediante su contraparte numérica

(3.6D).

Discretizacion del campo de desplazamientos

FEn la gran mayoria de las formulaciones del BEM para problemas elastodindmicos—sino
en todas—, es practica comun realizar la discretizacion de desplazamientos mediante la
evaluacion directa de la ecuacién (3.12) en las coordenadas nodales (por ejemplo, [17],
[6]). Este procedimiento es conocido en la literatura como “método de colocacién” (por
ejemplo, [5], [1]), v puede ser considerado como el procedimiento de discretizaciéon mas
simple. Este método, a pesar de su atractiva simplicidad, es en muchos casos inadecuado,
ya que ignora la variacion de la variable y solo considera su valor puntual. Por otra parte,
este método generalmente conduce a matrices no simétricas, y no permite la definicién de

grados de libertad rotacionales.

Existen otras formulaciones del BEM para problemas de potencial (principalmente
en el campo de ingenierfa electrénica) que no utilizan el método de colocacién y se basan
en principios energéticos (por ejemplo, [1]). Algunas de estas formulaciones conducen a
matrices de contorno simétricas. Sin embargo, el hecho de que las matrices de contorno sean
simétricas no implica automéaticamente que la matriz de rigidez lo sea. Como sera detallado
en subsiguientes capitulos, la simetria de la matriz de rigidez resulta de una serie de

condiciones que cumple la formulacién.
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La formulacién propuesta en este trabajo discretiza los desplazamientos mediante
el principio de trabajos virtuales (PTV). El sistema de fuerzas virtuales consiste en un
campo de fuerzas de interaccién virtuales definidas sobre la superficie de interaccién de la
siguiente manera:

6f¢ (r,s) = Hf (1, s) - of¢ (3.13)

Es importante resaltar que, a fines de realizar la interpolacion de fuerzas virtuales, §f¢, se
utiliza la misma matriz de interpolacién que para el caso de las fuerzas de interaccién, f€.
La formulacion propuesta establece que el trabajo virtual del sistema de fuerzas virtuales
(3.13) en correspondencia con los campos de desplazamientos (3.6b) y (3.12) es idéntico.
El trabajo virtual en correspondencia con el campo de desplazamientos analiticos, (3.6b),
resulta:

SW = /Q 68 (1, $)]7 - 1™ (x (r, 8)) d2 (1, ) (3.14)

Reemplazando (3.6a), (3.12) y (3.13) en (3.14), el trabajo virtual en correspondencia con

el campo de desplazamientos analiticos resulta:

SW = [5?0}T-/Q/Q[H; (r9)]" G (x(r,5), X (R,S))-H (R, S) d(R, S) d (r. 5) - F°
(3.15)

Definiendo la matriz de contorno, B, como:
B= / / [H5 (r.5)]” - G (x (r.5) . X (R, 9)) - HS (R, S) d2 (R, S) d(r,5)  (3.16)
oJa
el trabajo virtual, 0W, puede escribirse como:
~ 1T ~
SW = [5#‘] B-fe (3.17)

Con respecto a la ecuacién (3.17) cabe destacar que, para un sistema de fuerzas virtuales
dado, el trabajo virtual es funcién de las fuerzas de interaccién y de la matriz de contorno,
B. Cabe notar también que la matriz B es cuadrada y esta integramente determinada por
el dominio de integracién la interpolacion de fuerzas y el tensor de Green, esto es; la inter-

polacién de los desplazamientos no interviene en su definicién. La matriz B serd designada
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en este trabajo como “matriz de pseudoflexibilidad”, por razones que seran explicitadas

en la seccién siguiente.

Por otra parte, el trabajo virtual en correspondencia con el campo de desplazamientos

discreto esta dado por:
W = / [0F¢ (r, 5)]T - u® (x (r,5)) dQ (1, s) (3.18)
Q

Reemplazando (3.6b) y (3.13) en (3.18), el trabajo virtual en correspondencia con el campo

de desplazamientos discretos resulta:
1T T )
SW = [5f0} : / [ (r,)] " HE (r,5) dOQ (r,5) - &° (3.19)
Q
Definiendo la matriz de contorno, A, como:
C T (&
A E/Q [Hf (r, s)] -HS (r,s) dQ (1, s) (3.20)
el trabajo virtual, 0W, puede escribirse como:
. 1T
SW = [5f0} A (3.21)

Del andlisis de la ecuacién (3.21) se desprende que, para un sistema de fuerzas virtuales
dado, el trabajo virtual es funcién del vector de desplazamientos y la matriz de contorno,
A. Por otra parte, la matriz A resulta generalmente rectangular y estd determinada por
el dominio de integracién, la interpolacién de fuerzas y la correspondiente a los despla-
zamientos, esto es; el tensor de Green no interviene en su definiciéon. La matriz A —maés
precisamente su transpuesta—es frecuentemente designada en la literatura como “matriz
de condensacién” (en inglés: lumping matriz), por razones que serdn detalladas en los

parrafos subsiguientes.

Igualando el trabajo virtual en correspondencia con el campo de desplazamientos

analitico (3.17) y el correspondiente al campo de desplazamientos discreto (3.21):
~ 1T - ~ 1T
[MC} B-f = [6f"’} A& (3.22)
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Considerando que las fuerzas virtuales son arbitrarias, (3.22) puede escribirse como:
B-f°=A @ (3.23)

Las formulaciones convencionales del BEM para problemas elastodindmicos conducen a
expresiones matriciales similares a (3.23). Sin embargo, la naturaleza de las matrices de
contorno de la formulacién propuesta en este trabajo es sustancialmente diferente a la de
las correspondientes a las formulaciones convencionales. Una de las diferencias précticas es
que en la formulacién propuesta, la matriz de condensacién es en general rectangular y, por
lo tanto, no inversible. Es decir que mediante (3.23) no es posible, en general, determinar
el vector de desplazamientos generalizados debido a la accién de un sistema de fuerzas
distribuidas especificado. Mediante (3.23), sin embargo, es posible obtener el vector de
fuerzas de interaccién correspondiente a un vector de desplazamientos dado, ya que la

matriz de pseudoflexibilidad es inversible:
Bl A a¢=f° (3.24)

A fines de obtener una relaciéon numérica entre el vector de desplazamientos y un vector de
cargas consistentes, equivalente a la obtenida para la estructura (3.11), es necesario deter-
minar un vector de cargas consistentes en correspondencia con las fuerzas de interaccién
sobre el continuo, P¢. Esto se logra, al igual que para el caso de la estructura, igualando
el trabajo virtual de ambos sistemas de fuerzas—distribuidas y puntuales—en correspon-
dencia con un campo de desplazamientos virtuales definido mediante la misma matriz de

interpolacién que los desplazamientos reales (3.6b):
du(r,s) =HS (r,s) - 0 (3.25)
El trabajo virtual del sistema de fuerzas distribuidas (3.6a) estd dado por:
SW = /Q [6u(r,s)|T - £ (R, S) dQ(r,s) (3.26)

Introduciendo (3.6a) y (3.25) en (3.26), el trabajo virtual en correspondencia con el sistema
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de fuerzas distribuidas resultas:

W = [6a)" - / [HS (r,s)]" - H$ (R, S) dQ(r,s) - f° (3.27)
Q

Teniendo en cuenta la definicién de la matriz de condensacién (3.20), la ecuacién (3.27)
puede escribirse como:

oW = [oa)" - AT . f° (3.28)

Por otra parte, el trabajo virtual en correspondencia con el sistema de cargas consistentes
resulta:

W = [6a]" - P° (3.29)

Igualando el trabajo virtual (3.28) con (3.29), y para desplazamientos virtuales arbitrarios,

la relacion entre el vector de fuerzas distribuidas y el vector de cargas consistentes resulta:
AT . fe=p° (3.30)

Del anélisis de la ecuacién (3.30) se desprende que en general no es posible determinar
las fuerzas distribuidas en correspondencia a un vector de cargas consistentes dado, ya
que la matriz de condensacion es en general rectangular. La designaciéon de “matriz de
condensacién” se vuelve evidente en la ecuacién (3.30), ya que la mediante la misma, se

puede obtener las cargas puntuales equivalentes a un campo de fuerzas distribuidas.

Premultiplicando (3.24) por AT e introduciendo (3.30), se obtiene una relacién entre

el vector de desplazamientos y el de cargas consistentes:
AT Bl A a¢=P° (3.31)

Dada la similitud de las ecuaciones (3.11) y (3.31), la matriz de rigidez del continuo puede
escribirse como:

K'=AT . B7!1.A (3.32)

De esta manera, (3.31) resulta:

K® ¢ = P° (3.33)
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3.4 Propiedades de la matriz de rigidez del continuo

3.4.1 Matriz de pseudoflexibilidad

La designacién de B como “matriz de pseudoflexibilidad” adquiere sentido en la expresiéon
para la matriz de rigidez (3.32). Del andlisis de la misma se desprende que la matriz de
rigidez del continuo es igual a la inversa de la matriz de pseudoflexibilidad expresada en
un sistema de coordenadas cuya matriz de transformacion es la matriz de condensacion.
Es en este sentido en que la matriz B puede entenderse como una matriz de flexibilidad
expresada en coordenadas “distribuidas”, cuya transformacién mediante las matrices de
condensacién se traduce en una matriz de rigidez en coordenadas “puntuales”. Como se
menciona en parrafos anteriores, cabe destacar que en la definiciéon de esta matriz sélo
interviene la interpolacién de fuerzas distribuidas; es decir que una vez determinada la
matriz de pseudoflexibilidad para un esquema de interpolacién de fuerzas distribuidas
dado, puede evaluarse la matriz de rigidez del continuo en correspondencia con distin-
tos esquemas de interpolacién de desplazamientos simplemente realizando el cambio de

coordenadas mediante las matrices de condensacién correspondientes.

Como se verd en capitulos subsiguientes, la mayor parte del esfuerzo numérico re-
querido corresponde a la evaluacién de la matriz de pseudoflexibilidad. Es decir que para
un esquema de interpolacién de fuerzas distribuidas dado, la utilizacién de esquemas de
interpolacién de desplazamientos de orden superior (por ejemplo, mediante desplazamien-
tos nodales y giros) no se traduce en un sustancial incremento del costo computacional en

comparacién con esquemas de primer orden (interpolaciones lineales).
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3.4.2 Forma de la matriz de rigidez

Cabe destacar que la matriz de rigidez resulta cuadrada, ya que tanto las variables de
desplazamiento como las de cargas puntuales se encuentran definidas sobre un tnico con-
junto de nodos, aun cuando la interpolacién de fuerzas distribuidas sea realizada sobre un
conjunto de nodos distinto al correspondiente a los desplazamientos. La vinculaciéon entre
ambos conjuntos de nodos viene dada por la matriz de condensacion, ya que es esta tltima
quien vincula las fuerzas distribuidas con las cargas puntuales. El tamano de la matriz de
rigidez viene dado por la cantidad de coordenadas utilizadas para realizar la interpolacién

de los desplazamientos.

3.4.3 Simetria de la matriz de rigidez

Una propiedad muy importante de la matriz de rigidez obtenida mediante la formulacién
propuesta es que ésta resulta simétrica. La simetria de la matriz de rigidez del continuo
estd garantizada por la simetria de la matriz de pseudoflexibilidad, ya que tomando la

transpuesta de (3.32):

K" =AT . BT.A (3.34)

Si la matriz de pseudoflexibilidad es simétrica, también lo serd su inversa, lo que nos

permite escribir (3.34) como:

K" =AT . Bt A (3.35)

Es decir que para probar que la matriz de rigidez es simétrica es suficiente con probar que
la matriz de pseudoflexibilidad posee dicha propiedad, lo cual puede verificarse evaluando

la transpuesta de su definicién (3.16):

T= CTST-TXTS . HS - '
B —/Q/Q[Hf(v )" -G (x(r,s),X(R,S)) - H} (R, S) dQ (R, S) d(r,s) (3.36)
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Introduciendo la propiedad de simetria del mapeo (3.5), (3.36) resulta:
BT — / / [HS (R, 9)]" - GT (X (r,5),x(R.S)) - HS (r,5) d2 (R, S) d(r,s) (3.37)
QJQ

Haciendo un cambio de las variables de integracion (R, S) 2 (r,s), (3.37) puede escribirse

T= <(r,s)]" - GT x(r,s)) - HS r,s )
B —/Q/Q[Hf(, )" -G (X (R,S),x(r,s)) - H (R, S) dQ(R,S) dQ(r,s) (3.38)

Por ltimo, introduciendo la propiedad de reciprocidad del tensor de Green, (2.3), (3.38)

resulta:
T= < (r,5)]" - x(r,s . HS s '
B _/Q/Q[Hf(’ )" -G (x(r,5),X (R, S)) - H (R, S) dQ(R,S) dQ(r,s)  (3.39)

De la comparacién entre (3.16) y (3.39), se desprende que la matriz B es simétrica, esto

es:

B =B" (3.40)

Dado que, como se vera en capitulos subsiguientes, la mayor parte del esfuerzo numérico
esta asociado a la evaluacién de la matriz de pseudoflexibilidad, la propiedad de simetria
se traduce en un significativo ahorro numeérico, ya que mediante ella es posible evaluar los
términos ubicados por debajo de la diagonal principal como transpuestos de los términos

ubicados por encima de dicha diagonal.

Si bien la formulacion propuesta considera exclusivamente elementos de barra, el
procedimiento puede ser generalizado para desarrollar elementos en correspondencia con
placas y elementos de volumen enterrados, a fines de obtener matrices de rigidez simétricas
para los mismos. La extensién surge naturalmente considerando la superficie de interaccion

y esquemas de interpolacién de elementos finitos usados para estos elementos.
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3.5 Acoplamiento entre el continuo y la estructura

Compatibilidad

Como se mencioné anteriormente, la compatibilidad entre los desplazamientos del conti-
nuo y de la estructura no puede ser establecida en forma directa. Esto es asi ya que los
desplazamientos del continuo estén definidos en la superficie de interaccién, mientras que
los correspondientes a la estructura estan definidos sobre el eje de la misma. Sin embargo,
la generalidad de la formulacion propuesta permite la definicién de esquemas de inter-
polacién consistentes para ambos dominios—es decir, esquemas de interpolacién definidos
por un tnico conjunto de desplazamientos nodales. De esta manera, la compatibilidad de

desplazamientos es establecida de la siguiente manera:
“=u‘=1 (3.41)

donde 1 es el vector de desplazamientos nodales del sistema continuo-estructura, el cual

coincide con los vectores de desplazamientos nodales de ambos dominios.

Equilibrio

El planteo del equilibrio entre las fuerzas distribuidas adolece de la misma dificultad que el
correspondiente a la compatibilidad de desplazamientos; esto es, las fuerzas distribuidas en
el continuo estan definidas sobre la superficie de interaccién, mientras que para el caso de la
viga solo se considera su accién neta concentrada en el eje de la misma. Sin embargo, dado
que los vectores de cargas consistentes son estaticamente equivalentes a los sistemas de

fuerzas distribuidas, el equilibrio puede ser impuesto directamente de la siguiente manera:

P°+P¢ =P (3.42)
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donde P y P son los vectores de cargas aplicadas al continuo y a la estructura, respec-

tivamente, y P es el vector de cargas externas al sistema continuo-estructura.

Matriz de rigidez del sistema continuo-estructura

Combinando las ecuaciones (3.11), (3.33), (3.41), y (3.42), la formulacién numérica del

problema completo (esto es, estructura y continuo acoplados) puede escribirse como:

K-4=P (3.43)

donde K es la matriz de rigidez del sistema:

K = K°+K* (3.44)

En la ecuacién (3.41) se ha asumido que los desplazamientos en el continuo son interpolados
por los mismos vectores de desplazamiento; es decir que se utilizan tanto grados de libertad
translacionales como rotacionales. Si éste no es el caso, y para realizar la interpolacién de
desplazamientos en el continuo no se utilizan grados de libertad rotacionales, la ecuacién
(3.44) es todavia vélida, siempre y cuando se realice una condensacién estatica de los

grados de libertad rotacionales de la matriz de rigidez de la estructura.
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Capitulo 4

Elemento de dos nodos para el
analisis de poérticos planos sujetos

a cargas en el plano

4.1 Generalidades

En este capitulo se presenta un elemento de dos nodos para analizar pérticos enterrados
contenidos en un plano, sometidos a solicitaciones contenidas en dicho plano. Cabe des-
tacar que, ain cuando el problema considerado es plano, la naturaleza tridimensional del
continuo es tenida en cuenta por el tensor de Green utilizado, ya que este tltimo contiene

soluciones fundamentales del semiespacio.

En el caso de problemas planos es, por definicién, solamente necesario considerar
desplazamientos verticales, u,, y horizontales, u,, donde 2"y & representan un sistema

coordenado local tal que el eje del elemento es paralelo a la direccién 2’ (Figura 4.1). Dado
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X' gjeindeformado

Figura 4.1: Intrerpolacién de desplazamientos en el eje del elemento

que el campo de desplazamientos virtuales en la formulacién presente es interpolado por
la misma matriz que la correspondiente a los desplazamientos reales, las fuerzas distri-
buidas relevantes al problema estdn también contenidas en dicho plano. Esto es asi ya
que no hay trabajo virtual asociado a las componentes de fuerzas normales al plano de la
estructura. De esta manera, las componentes de las fuerzas distribuidas de interés en este
tipo de problemas son las que existen en la direccién vertical (f,) y horizontal (f,). Los
elementos que definen la identidad del elemento son las funciones de interpolacién usadas
tanto para los desplazamientos como para las fuerzas distribuidas. La superficie de inter-
accién puede tomar diversas formas geométricas, sin embargo ésta serd considerada como
una caracteristica secundaria del elemento; la identidad de este 1dltimo estd dada por las
funciones de interpolacién utilizadas. En las implementaciones numéricas presentadas en

este trabajo, sin embargo, solo se consideran superficies rectangulares planas y cilindricas.

4.1.1 Interpolacién de desplazamientos

Dado que es de interés realizar una interpolacion de desplazamientos para el continuo que

sea compatible con la correspondiente a los elementos de viga de la estructura. Es decir que
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el patrén de desplazamientos en el continuo se encuentra restringido por las interpolaciones
generalmente utilizadas para elementos de barra. La formulacién convencional del elemento
de barra utiliza polinomios de Hermite de tercer orden para aproximar la distribucién
de desplazamientos transversales al eje de la viga, y funciones lineales para aproximar
la distribucién de desplazamientos axiales (Figura 4.1). Estas funciones de interpolacién
representan la solucion homogénea exacta de las ecuaciones diferenciales de la eldstica
para solicitaciones transversales y axiales estaticas. Con respecto a la interpolacion de los

desplazamientos en la superficie de interaccién existen dos alternativas:

1. Considerar que los desplazamientos sobre la curva definida por la interseccion de la
superficie de interaccién con la seccion transversal de la viga en consideracion son

constantes e iguales al desplazamiento del eje de la viga.

2. Considerar que los desplazamientos sobre dicha curva consisten en una componente
constante, dada por el desplazamiento en el eje de la viga, mas una componente
variable resultante del giro de la seccién, el cual es a su vez calculado mediante la

derivada de la funcion de interpolacion de desplazamientos del eje de la viga.

A fines de ilustrar los conceptos arriba mencionados, la matriz de interpolacién de

desplazamientos resultante de la alternativa 1 para un elemento de viga de longitud L.,

resulta: ) o

12 0

0 (1+2i> <1—i>2
S S 2
He©) — 0 Le (1 B 7&) (4.1)

= 0
o (-2 ()

o (@) (@)

mientras que para el caso de la alternativa 2, y para un elemento de viga con superficie de

interaccion cilindrica de radio, R, la matriz de interpolacién de desplazamientos puede
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escribirse como:

_ T
1-7 0
2
6R.sin(7) (s — L) 75 (1+22) (1- 1)
2
in (L L. 3s=Le R ( _ i)
HZ(S) - Re Sin (R) (S e) L2 Le L. (4'2)
I 0
2
—6R, sin (%) (s — L) £ (3 _ gf) <f>
2
rontee () (501
En ambos casos el vector de coordenadas generalizadas de desplazamientos esté dado por:
T
fcle)r — Uglc ui ol “325 ug 92] (4.3)

4.1.2 Interpolacién de fuerzas

Para la interpolacién de fuerzas tanto transversales como axiales en la direccién longi-
tudinal (es decir, sobre la coordenada s) del elemento se utilizan funciones lineales. En
la direccién transversal (sobre la coordenada r), existen diversas alternativas para rea-
lizar la interpolacién. La forma més general de realizar la interpolacién en la direccién
transversal es mediante expansién en series de Fourier, siendo la amplitud de cada com-
ponente arménica una coordenada generalizada del vector de fuerzas distribuidas. Los
coeficientes de la expansion de Fourier no son calculados explicitamente, sino que su in-
cidencia es tenida en cuenta por la formulacién de la siguiente manera; i) al evaluar el
trabajo virtual del campo de desplazamientos interpolado y las fuerzas virtuales; ii) al
evaluar el trabajo virtual de los desplazamientos correspondientes al campo de fuerzas
interpolado y las fuerzas virtuales; y iii) al evaluar el trabajo virtual del campo de fuerzas
interpolado y los desplazamientos virtuales. La incidencia de iii) es en el vector de cargas
consistentes, mientras que la incidencia de i) y ii) es en la matriz de rigidez del continuo.
La habilidad de realizar la interpolacién de fuerzas en la direccién transversal en forma

implicita es una caracteristica distintiva de la presente formulacién, en contraste con las
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formulaciones convencionales del IBEM. Otros autores (por ejemplo, [17], [35]) proponen
formulaciones axilsimétricas del DBEM en las cuales el problema general puede ser des-
acoplado en subproblemas asociados con distintos nimeros de Fourier y con condiciones
de borde transformadas. En la presente formulacion, el problema general no necesita ser

desacoplado y puede ser resuelto en forma directa.

Atn cuando la formulacién permite realizar interpolaciones generales en el sentido
transversal, para el elemento presentado en este capitulo se asume por razones de simpli-
cidad que las fuerzas de interaccién se encuentran uniformemente distribuidas. Es decir

que la matriz de interpolacién de fuerzas distribuidas asumida puede escribirse como:

H{ = (4.4)
0 -2 0 £
donde el vector de coordenadas generalizadas de fuerzas de interaccion es:
A T
feler = [fi/ b2 f?] (45)

4.2 Evaluacion de la matriz de condensacion

De la definicién de la matriz de condensacién, (3.20), puede verse que la misma puede ser
evaluada mediante el ensamblaje de matrices de condensacién elementales, A(®), siguiendo
las reglas convencionales del FEM. La matriz A(®) puede ser evaluada en forma cerrada
introduciendo la matriz de interpolacién de desplazamientos, (4.1) o (4.2), y la correspon-
diente a la interpolacién de fuerzas de interaccion, (4.4), en (3.20). Cabe destacar que la
matriz de interpolacién de desplazamientos (4.1) y la indicada en (4.2) para un elemen-
to con superficie de interaccién cilindrica, conducen a idénticas matrices de condensacién
elementales. Esto es asi ya que la unica diferencia entre ambas matrices de interpolacién

de desplazamientos se encuentra en la introduccion de la componente antisimétrica de
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desplazamientos axiales debidos al giro de la seccién, la cual no produce trabajo virtual

neto dado que las fuerzas de interaccion se encuentran uniformemente distribuidas.

La matriz de condensacién elemental en coordenadas locales, A(¢), resulta:

L. 0 0 %L O 0
0 95Le 55L%2 0 5L —35L2
Ale)— 1) 207 207 2077 80 (4.6)
iL. 0 0 L. 0O 0
3 172 7 172
| 0 g5le 5L 0 gpLe —gpll]

donde I'(®) representa la longitud de la interseccién de la superficie de interaccién con el

plano de la seccién transversal del elemento (es decir, el perimetro del contorno).

La relacién entre las coordenadas generalizadas de desplazamientos en coordenadas

locales y globales se puede escribir en términos de una matriz de rotacién de desplaza-

)

. e . .
mientos, RY(L , de la siguiente manera:

ﬁc(e)/: Rq(f) . ﬁc(e) (47)

donde la matriz de rotacion de desplazamientos estd dada por:

cos (a(e)) sin (a(e)) 0 0 0 0
—sin (a(e)) cos (a(e)) 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
R(®) = (4.8)
0 0 0 cos (a(e)) sin (a(e)) 0
0 0 0 —sin (a(e)) cos (a(e)) 0
i 0 0 0 0 0 1_

donde a'® es el dngulo que el eje del elemento, =, subtiende al eje = global (Figura 4.2).
Por otra parte, la relacion entre las coordenadas generalizadas de fuerzas de interaccién
en coordenadas locales y globales puede escribirse en términos de una matriz de rotacién

(e)

. .« s e . .
de fuerzas de interaccién, Rf , de la siguiente manera:

peler = R . ) (4.9)
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Figura 4.2: Definicién del dngulo de orientacién, a(®)

donde la matriz de rotacion de fuerzas de interaccion puede escribirse como:

cos (a(e)) sin (a(e)) 0 0
& (e) (e) 0 0
Rgce) _ sin (a ) cos (a ) (4.10)
0 0 Cos (a(e)) sin (a(e))
0 0 —sin (a(e)) cos (a(e))

Cabe destacar que idénticas matrices de rotacion son definidas para los sistemas de

desplazamientos y fuerzas virtuales, es decir:

stie) — Rz(f) coal® (4.11a)
sfele)r — R;e) . §Fele) (4.11b)

Introduciendo (4.7) y (4.11b) en la expresién para el trabajo virtual de los desplazamientos

reales (3.21):
~ T T “ T
SW = |:5fc(€):| . [ (e)] A RO o) = [5f¢(e)} CA@ e (4.12)
donde la matriz de condensacién elemental en coordenadas globales, A(®), resulta:

T
Ale) — [R<e)} A R (4.13)



Otra forma de obtener la matriz de condensacién en coordenadas globales es introduciendo
(4.9) y (4.11a) en la expresién para trabajos virtuales del sistema de fuerzas de interaccién

reales, (3.28):
STV — [(m(e)r. [Rﬁf)f' [ A(e)f R0 = [5ﬁ<e>]T. [A(e)r @ (414)

donde la matriz de condensacién elemental en coordenadas globales resulta idéntica a la

indicada en (4.13).

4.3 Evaluacion de la matriz de pseudoflexibilidad

La definicién de la matriz de pseudoflexibilidad es tal que sélo involucra a la interpolacién
de fuerzas distribuidas. Dado que la interpolacién de las dos componentes (z y z) de estas
fuerzas se realiza mediante el mismo tipo de funciones (lineales), no es necesario distinguir
entre coordenadas locales y globales. A diferencia de la matriz de condensacién, la matriz
de pseudoflexibilidad no puede ser ensamblada a partir de matrices elementales, ya que
si bien en su definicién intervienen productos de funciones de interpolacion definidas por
tramos, éstas estan evaluadas sobre distintas variables (x y X), las cuales se relacionan
mediante la convolucién a través del tensor de Green. Por otra parte, la integracion nece-
saria para su evaluacion no puede en general realizarse en forma analitica, por lo cual hay

que recurrir a integracién numérica mediante cuadratura de Gauss.

Para el problema plano en consideracién solamente es necesario considerar cuatro

componentes del tensor de Green:

Gur (%,X) Gz (x,X)
G= (4.15)
G.r (x,X) G (x,X)

donde la expresién analitica de cada una de las funciones G, (x,X) depende de las

caracteristicas del continuo en consideracién (por ejemplo, homogéneo, estratificado, etc.).
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Designando i y j a los nodos de interpolacién de fuerzas de interaccién, los elementos de

la matriz de pseudoflexibilidad resultan:
Bai-1951 = /Q /Q N () G (x(r,5) X (R, S)) Nj (S) d(R, S) d(r,s) ~ (4.16a)
% J
Bactgy = [ [ Ni(s) Gun (x(r05) X (R )) N (5) d9UR.S) d2(rs)  (4.160)
% J
Baigjo1 = /Q /Q N (s) Gao (x (r,8) X (R, S)) N; () d (R, ) d2(r,s)  (4.16¢)
% J

By 2; :/ / Ni(s) G, (x(r,s),X(R,S)) N; (S) dQ(R,S) d(r,s)  (4.16d)
o, /9,

donde N; y N; son funciones lineales definidas por tramos que son iguales a uno cuando
son evaluadas en los nodos ¢ y j, respectivamente, y cero en los deméas nodos. Dado que
las fuerzas de interaccién han sido asumidas uniformes sobre el perimetro de la seccién, N;
y NN; son solamente funciones de la coordenada s. Las integrales en las expresiones (4.16)
estdn definidas sobre las superficies de interaccién €2; y €);, las cuales se definen como la
superficie de interaccién del elemento desde el nodo i—1 hasta i+1y desde j—1 hasta j+1,
respectivamente. El significado fisico de los coeficientes de la matriz de pseudoflexibilidad
puede entenderse de la siguiente manera: By;_1 21 estd dado por la integral del producto
de la funcién de forma N; y los desplazamientos verticales resultantes de la aplicacion
de un sistema de fuerzas distribuidas verticales dado por N; (Figura 4.3). Es decir que
son una medida de los desplazamientos en las proximidades del nodo i debidos a fuerzas

distribuidas en las proximidades del nodo j.

Cabe destacar, por otra parte, que la evaluacién de las expresiones (4.16) requiere
la evaluacién de integrales de cuatro dimensiones. Sin embargo, a fines de reducir la in-
tegracion requerida en una dimension, puede realizarse una aproximacion ad-hoc. Esta
aproximacién consiste en reemplazar la funcién de mapeo x(r,s) (3.4a) por una funcién
aproximada, X(s), que en vez de mapear la superficie de interaccién, mapea el eje del ele-

mento. Al introducir esta funcién de mapeo aproximada en (4.16), la integracién requerida
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Figura 4.3: Interpretaciéon fisica de los elementos de la matriz de pseudoflexibilidad,

Baoi—12j-1

es de tres dimensiones, lo cual se traduce en un significativo ahorro computacional. Esta
aproximacion implica asumir que el desplazamiento en el semiespacio extendido evaluado
en el gje del elemento es igual al desplazamiento promedio sobre el perimetro de la seccion.
Al introducir la funcién de mapeo aproximada, se pierde la simetria de mapeo indicada
en (3.5), por lo cual la simetria de la matriz de rigidez no puede ser garantizada. Sin
embargo, la pérdida de simetria es muy débil, lo cual puede es evidenciado por el ejemplo
de la Figura 4.4, donde se muestra la evaluacién de los elementos Bo; 121, y B2j_12i—1,
mediante la funcién de mapeo rigurosa x(r, s) y su contraparte aproximada, X(s). Puede
verse que la diferencia relativa entre los valores asociados a la funcién de mapeo rigurosa y
los correspondientes a la contraparte aproximada estd por debajo del 1% para el ejemplo
en cuestion, mientras que la pérdida de simetria es también insignificante (0.6 % en este
ejemplo). Por otra parte, el esfuerzo computacional asociado a la utilizacién de la funcién
de mapeo aproximada es considerablemente inferior al correspondiente a la utilizacién de
la funcién de mapeo rigurosa. Cabe destacar que esta aproximacion es introducida a priori
por las formulaciones convencionales del BEM para el andlisis de estructuras de barras
enterradas, ya que las mismas utilizan métodos de colocacién sobre el eje del elemento en

el semiespacio extendido (por ejemplo, [7], [6], [17], [19], [16]). Introduciendo la funcién de
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By 1z = 0.3757n"
B;.124 = 0.3757n7
Bai-1,2j-1 = 0.3774m?
Bzj-12-1 = 0.3796m?

Figura 4.4: Ejemplo de pérdida de simetria debido a integracion reducida

mapeo aproximada, las ecuaciones (4.16) pueden escribirse de la siguiente manera:

Byi12j-1 =Ti1 (I1F + 12§7) + Ty (I37F + 1457) (4.17a)
Boi—1,95 = Dioy (T157 + 1277) + T (I377 + 1477) (4.17b)
Byipj1 = Tiy (1] + I257) + Ty (I37 + I457) (4.17¢)

Byigy =Ti1 (115} + 1257) + T (I35} + 1457) (4.17d)

donde I';_1 y I'; son los perimetros de la seccién definidos desde el nudo i — 1 al i y desde

el ¢ al i 4 1, respectivamente. Las integrales T137", 127", 135" y 14}

ij o L4 s estdn dadas por:

’L]7

g = [ / / S G (R(5),X (R, ) oL dT (R) dS ds (4.18)
J Si1 Si — Si—1 Sj—ijl

J+1 — _ .
r2nn = / / ST G % (5), X (R, S)) S0 gr (R) dSds  (4.18b)

Ty S — Si—1 Sj_Sj+1
Si+1 S, _ a- — .
3 = / / ’ / STSHL (% (s), X (R, S)) 597V gD (R) dSds (4.18¢)
Sj—1 ;1 Si = Si+l S;— S
si+1 fSj+1 -
4 = / / ' STSHL (% (s), X (R, S)) 9L g1 (R) dSds (4.18d)
S; r; Si — Sitl S; —Sjt1
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La evaluacién numérica de las integrales (4.18) depende de la geometria de la superficie
de interaccién del elemento, la cual esta dada por la funcién de mapeo, X (R, S), y de las
funciones de Green representativas del problema en estudio. Las variables de integracién
s y S indican la posicién sobre el eje del elemento, mientras que R especifica la posicién
sobre el perimetro de la seccién. Por lo tanto, es la integracién con respecto a esta ultima
variable (dI" (R)) la que depende de la forma de la superficie de interaccién; la integracién
con respecto a r ha sido realizada multiplicando los valores de B por los correspondientes
perimetros, como se indica en (4.17). Es decir que en la evaluacién de las integrales (4.18)
interviene la forma de la superficie de interaccion del elemento ubicado entre los nodos
j—1y j para las integrales (4.18a) y (4.18¢) y la forma de la superficie de interaccién del

elemento ubicado entre los nodos j y j + 1 para las integrales (4.18b) y (4.18d).

4.3.1 Elementos con superficie de interaccién cilindrica

Estos elementos son utiles para modelar pilotes de seccién circular. Para la evaluacién de las
integrales (4.18) en correspondencia con elementos cilindricos de radio, R,, es conveniente
utilizar un sistema de coordenadas locales R y S de tipo polar, donde S representa el eje
del elemento y R el arco del perimetro circular. Para un elemento comprendido entre los

nodos j y j+ 1, (Figura 4.5) la funcién de mapeo estéd dada por:

—sin (a(e)) sin (%)
Xj41—

J
R
e Xis+ R, cos (F) (4.19)

cos (a(e)) sin (R%)

X (R, 8) =X, +

donde X; y X1 son los vectores posicién de los nodos j y j+1, respectivamente y L) esla
longitud del elemento. A modo de ilustracién, para un pilote vertical (es decir, ald) = /2)

de seccién cilindrica, cuyo eje coincide con el eje Z, (es decir, X;, Y}, X;411,Y41 = 0) la
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Figura 4.5: Elemento plano con superficie de interacciéon cilindrica

funcién de mapeo resulta:

— R, sin (R%)
x(©) (R,S) = R, cos <R%) (4.20)

Z + ]+1(C>Z]S

La funcién de mapeo aproximada, por otra parte, no depende de la forma de la superficie

de interaccién y estd dada por:

%) (5) = x; + T g (4.21)

Para las superficies de interaccién cilindricas, la integracién indicada en (4.18) se realiza

con respecto al sistema de coordenadas polares, por ejemplo (4.18a) resulta:

2R _ L
iy — / / / TETSL G (s), X (R, S)) YL qR dSds  (4.22)
i Sj = Sj-1

Es importante resaltar que las funciones de Green para desplazamientos debidos a cargas
puntuales tienen una singularidad de orden O (1/|r|), donde r = x — X. Es decir que, a
fines de realizar la integracion numérica, es necesario identificar aquellas integrales que
contengan singularidades en su dominio. En el caso de los elementos con superficie de

interaccién cilindrica con funcién de mapeo aproximada, no existen singularidades. Esto
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Figura 4.6: Elemento plano con superficie de interaccién rectangular

es asi ya que la funcién de mapeo aproximada X (s) no intersecta a X (R, S), es decir:
X (s) — X (R,S)| # 0V s,R,S, dado que X (s) mapea el eje de la viga mientras que
X (R, S) mapea la superficie de interaccién, la cual no contiene al eje para elementos con

superficie de interaccién cilindrica.

4.3.2 Elementos con superficie de interaccion rectangular

Estos elementos son particularmente tutiles para modelar vigas de fundacién, cuya super-
ficie de interaccion es la superficie inferior de la viga. A fines de evaluar las integrales
(4.18) en correspondencia con elementos rectangulares de ancho, b, se usa un sistema de
coordenadas locales R y S de tipo cartesiano, donde S representa el eje del elemento y
R la distancia normal desde el eje del elemento sobre la superficie de interaccién (Figura
4.6). Para un elemento comprendido entre los nodos j y j + 1, (Figura 4.5) la funcién de

mapeo estd dada por:
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X
X (R,S) = X; + %s +R|1 (4.23)

0

Para una viga superficial de, cuyo eje coincide con el eje X, (es decir, Z;,Y;, Zj11, Y41 = 0)

la funcién de mapeo resulta:

. Xjr1—=X;
Xj+ =S

X (R, S) = R (4.24)

0

Dado que la funcién de mapeo aproximada no depende de la forma de la superficie de
interaccion, es idéntica a la indicada en (4.21). Para las superficies de interaccién rectan-
gulares, la integracién indicada en (4.18) se realiza con respecto al sistema de coordenadas

cartesianas locales, por ejemplo (4.18a) resulta:

nyn = / / /5_5“ G (%(5), X (R, S)) 2 =27 4R 4§ds  (4.25)
;1 J-b 8i— i1 S;—Sj-1

En el caso de los elementos con superficie de interaccién rectangular con funciéon de mapeo
aproximada, existen singularidades. Esto es asi ya que la funciéon de mapeo aproximada
X (s) intersecta a X (R, S), es decir: |x(s) — X (R,S) =0V s = S,R = 0, dado que
X (s) mapea el eje de la viga mientras que X (R, S) mapea la superficie de interaccion,
la cual contiene al eje. Asumiendo que todos los elementos son rectangulares y que los
nodos son numerados secuencialmente, existen cuatro casos de integracion, lo cuales estan
ilustrados en las Figuras 4.7, 4.8, 4.9 y 4.10. El caso a) (Figura 4.7) corresponde a
la situacién en donde no se encuentran singularidades en el dominio de integraciom, y
por lo tanto en este caso la integracién puede realizarse directamente como se indica en
(4.18). En el caso b) (Figura 4.8) existe una zona del dominio de integracién que posee
singularidades. Esta zona corresponde al dominio de integracion de I3; es decir que, para
este caso, I1, I2 e 14 pueden evaluarse como se indica en (4.18), mientras que para la

evaluacién de I3 es necesario recurrir a integracion singular. En el caso c¢) (Figura 4.9),
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Figura 4.7: Caso a): Integracién regular; |i — j| > 1

region de integrad6n

singular j+1‘(\
- S S
Figura 4.8: Caso b): Integracion singular; i = j — 1
region de integrad6n >
singular jri=ivr T Ss

Figura 4.9: Caso c): Integracién singular; ¢ = j
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region deintegragon e Ss
singular i+1

Figura 4.10: Caso d): Integracién singular; i = j + 1

similarmente, existen dos zonas del dominio de integraciéon que poseen singularidades; las
cuales corresponden a las integrales 11 e I4. Es decir que en este caso, I2 e I3 pueden
evaluarse como se indica en (4.18), mientras que para la evaluacién de I1 e 14 es necesario
recurrir a integracién singular. Por tltimo, en el caso d) (Figura 4.10) el dominio de
integracion singular corresponde a la integral I2, por lo cual, en este caso, 12 debe ser

evaluada mediante el proceso de integracién singular descripto a continuacién.

Integracion singular

A fines de realizar la integracién numérica en los casos en que existen singularidades, se
recurre a un esquema de integracién polar (por ejemplo, [18]). A continuacién se detalla
la implementacion de este esquema para la integracion singular de 1, siendo la imple-

mentacion para las otras integrales totalmente andloga. La integral I1 puede escribirse

Ccomao:
%5 —s8i1
I1mn — 2l 4.2
w= | s (4.26)
donde:
~ S— 84
Z(s)= Gmn (X(8),X(R,S)) =———dQ (R, S) (4.27)
Q1 Sj—Sj-1
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P S s

Figura 4.11: Esquema de integracién singular

Cabe destacar que la funcién Z (s) no posee singularidades, ya que representa los des-
plazamientos debidos a una carga distribuida. Por lo tanto, la integracién en (4.26) no
contiene singularidades en su dominio y puede evaluarse mediante cuadratura de Gauss

de la siguiente manera:

Si — Si—1 147
npm == 5 : Zp: 5 PT (sp) wp (4.28)
donde:
sp = Si +2Sz—1 i S; —282‘—1% (4.29)

donde p es el indice que identifica los puntos de Gauss, 7, son las coordenadas candnicas
de los puntos de Gauss (—1 < 7 < 1) y w, son los pesos de los puntos de Gauss (por
ejemplo, [3]). La evaluacién de Z (s,), por otra parte, requiere integracién singular, ya que
X (sp) se encuentra sobre el dominio de integracién, ;1. El valor de Z (s,) representa el
desplazamiento del punto X (s,) debido a la carga distribuida aplicada en §;_;. A fines de
eliminar la singularidad en la evaluacién de Z (s,), se define un sistema de coordenadas
polares (Figura 4.11) con origen en X (sp,) y cuyas variables radiales, p, y angulares, (3, son
definidas sobre el dominio de integracién rectangular €2;_;. Dada la simetria del problema,

la evaluacién de 7 (s) puede plantearse de la siguiente manera:

7(s) :/Q []dQ =2 {/Q L] dQ+/QH ] dQ+/Qm ] dQ+/QW ] dQ}

(4.30)

i—1
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o bien:

T(s) =2 {T1+ T2+ T3+ T4} (4.31)

Utilizando el sistema de coordenadas polares ilustrado en la Figura 4.11, 71 resulta:

B e _ S-S
11_14 (A Gonn (%50) X (R (p.0). 8 (p.0))) g — g pdpdd (432
donde:
B =tan! <b> (4.33a)
b 2(Sj — sp) '
R(p, ) = p sin () (4.33b)
S (p. B) = s+ p cos () (4.330)

La integral (4.32) no posee singularidades en su dominio, ya que la singularidad de orden
O (1/p) de las funciones de Green es suavizada por el Jacobiano de la transformacién a
coordenadas polares, el cual es igual a p. A fines de evaluar (4.32) mediante cuadratura
de Gauss, es necesario introducir una transformaciéon que elimine la existencia del limite

variable en (4.32):

=T (4.34a)

941 (
2 cos (C”LTlﬁl)

El Jacobiano de la transformacién resulta:

p= S — sp) (4.34b)

-1

9 o¢ By 0
J= o Op — 2 (4.35)
a9 Biptan(B)  Sj—sp
op  Op 2 2 cos(B)
Introduciendo la transformacién, la integral (4.32) resulta:
1,1 941
+ 5= (55 —sp) — 55—
:[1:/ / Gonn (% (5,) . X (R (¢, 0), 5 (9))) 2 25(,18,81’) =
-1J-1 J j—1
2
— 1
G k. Y G (4.36)

sfen(s)]
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donde:

R(C,0) = tan <C s 1@1) v . L5, =) (4.37a)
911
S (19) = Sp + T (S] - Sp) (4.37b)

De esta manera, Z1 puede ser directamente evaluada mediante cuadratura de Gauss. Para
la evaluacion de 72, 73 e 74, se sigue un procedimiento andlogo al correspondiente a Z1,
siendo la tnica diferencia los limites de integracién y, consecuentemente, las transforma-
ciones para eliminar los limites variables. Los detalles de la evaluacién de 72, 73 e 74,

estan dados en el Apéndice A.

Una vez obtenidos los valores de 71, 72, 73 e 74, el valor de I 1?}” puede ser obtenido
mediante (4.28). La obtencién de I2{}", I3[}" e I4]M" es completamente andloga a la

descripta para [ 1;?”
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Capitulo 5

Ejemplos de aplicacién

En el presente Capitulo se presentan los resultados obtenidos de la implementaciéon com-
putacional del elemento plano de dos nodos obtenido mediante la presente formulacion.
Se presentan dos tipos de ejemplos; ejemplos de validaciéon y de aplicacién. Dado que en
la literatura sélo existen resultados establecidos para pilotes verticales y grupos de pilo-
tes, los ejemplos de validacién estédn referidos a este tipo de estructuras. Los ejemplos de
aplicacién considerados en este capitulo corresponden al andlisis de la rigidez dindmica de

un pértico enterrado y al andlisis de la rigidez dindmica de un pilote inclinado.

5.1 Ejemplos de validacién

5.1.1 Generalidades

A fines de validar la presente formulacién y el elemento propuesto, se estudia el compor-

tamiento tanto estatico como dindmico de un pilote vertical aislado, de seccién circular
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de radio, R, y longitud, L, enterrado en un suelo homogéneo con moédulo de corte, u,
y médulo de Poisson, v = 0,5 (Figura 5.1). Se estudia, ademds, el comportamiento tan-
to estatico como dinamico de grupos de pilotes verticales en términos de los conocidos

factores de interaccién (por ejemplo, [26], [24], [10]).

Para el comportamiento estatico de pilotes aislados, los resultados mas establecidos
en la literatura son los dados por Mattes y Poulos ([19]) y por Randolph y Wroth ([29]),
para el caso de fuerzas axiales, y por Poulos ([25]) y Randolph ([28]) para el caso de soli-
citaciones laterales. Para el comportamiento dinamico de pilotes aislados, por otra parte,
los resultados de Mamoon y colaboradores ([17], [16]) y Gazetas ([9]) son frecuentemente
citados en la literatura especializada. A fines de realizar la comparacién de los resultados,
es practica habitual comparar los valores estaticos por una parte y los valores dindamicos,
normalizados con respecto a la componente estatica por otra. Dado que muchos resulta-
dos de rigidez dindmica en la literatura estan presentados de esta forma (adimensional),
los resultados obtenidos mediante la presente formulacion seran presentados de la misma

manera.

A fines de estudiar el comportamiento estatico de grupos de pilotes sin vinculacion, los
resultados obtenidos mediante la formulacién propuesta son cotejados con los indicados
por Poulos ([24]), en términos de los conocidos factores de interaccién. Los resultados
correspondientes al comportamiento dindmico de grupos de pilotes son a su vez comparados
con los propuestos por Gazetas y colaboradores, quienes extienden al caso dindmico el
concepto del factor de interaccién inicialmente sugerido por Poulos para el comportamiento

estatico.
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Figura 5.1: Pilote vertical de seccién circular, sometido a cargas en su extremo superior

5.1.2 Rigidez estatica de pilotes aislados

A fines de comparar la rigidez estatica del pilote, se definen los siguientes coeficientes

adimensionales de rigidez:

Kz

ky = 5.38a
2= R, ( )
Kx

kx = 5.38b
= (5.38b)

Kxx
kxx = 5.38¢
o (5.380)

donde el coeficiente kyz corresponde a la rigidez axial, kx a la rigidez lateral sin restricciones
al giro en el extremo superior y kxx a la rigidez lateral con giro restringido en el extremo

superior. Los coeficientes de rigidez dados por Mattes y Poulos se presentan de la forma:

2L 1
k=—(1 — 5.39
R (9T (5:39)

donde los valores de I, estan dados en una serie de gréficos en escalas logaritmicas. Cabe

destacar, por otra parte, que la rigidez lateral dada por Poulos considera una superficie
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ky kx kxx
EEs |L/D| (1) | (2) | @) | (D) |2 | G| @) | @O
10 26.0 | 27.8 | 285 | 83 | 10.0 | 10.0 | 13.1 | 16.8 | 15.9

50 15 [29.1)277(293 | 9.0 | 10.0 | 10.0 | 13.6 | 16.8 | 15.9

20 328272303 | 93 |10.0 100|133 | 16.8 | 159

10 | 36.3 395|383 |10.2 | 121 | 12.1 | 16.3 | 20.5 | 20.1

200 15 | 43.8|44.7 449 | 11.1 | 12.1 | 12.1 | 17.1 | 20.5 | 20.1

20 | 47.8 | 47.6 | 48.6 | 10.7 | 12.1 | 12.1 | 17.6 | 20.5 | 20.1

10 | 41.2 | 453 | 434 | 13.5| 15.3 | 15.7 | 22.1 | 25.8 | 26.7

1000 15 | 53.3]56.0| 554|153 |15.3 | 15.7 | 22.6 | 25.8 | 26.7

20 | 614|650 |65.2|14.6 | 15.3 | 15.7 | 23.3 | 25.8 | 26.7

Tabla 5.1: Coeficientes de rigidez estética de pilotes: (1) Mattes y Poulos; (2) Randolph;

3) formulacién propuesta
(

de interaccion rectangular con un ancho igual al didmetro del pilote. Randolph y Wroth,
por otra parte, presentan expresiones cerradas para la evaluacién de los coeficientes de
rigidez en funcién de las caracteristicas geométricas y mecédnicas del pilote y el suelo. Las
expresiones presentadas por estos autores son obtenidas mediante principios mecanicos
y calibraciones con modelos de elementos finitos. La Tabla 5.1 muestra los resultados
obtenidos por los mencionados autores y los correspondientes a la formulacién propuesta
en este trabajo para los coeficientes de rigidez de pilotes verticales, considerando un rango
usual de esbeltez, L/D (D = 2R,) , y un rango usual de relacién de rigidez, E,/Es, donde
E, y E, son los médulos elésticos del pilote y del suelo, respectivamente. Puede verse que
los resultados obtenidos por la presente formulacién son consistentes con los obtenidos por

otros autores, particularmente con los obtenidos por Randoph y Wroth.

En la Figura 5.2 se dan los desplazamientos axiales del pilote, normalizados con res-

pecto al desplazamiento en el extremo superior del mismo, para el caso de una carga
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Figura 5.2: Desplazamientos verticales normalizados de un pilote de

L/D =15; E,/E, = 200; v = 0,5
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Figura 5.3: Desplazamientos horizontales normalizados de un pilote de seccién circular con

L/D =15; E,/E, = 200; v = 0,5

103



vertical. Puede verse que los resultados obtenidos mediante la presente formulacién son
consistentes con los presentados por otros autores. La Figura 5.3 muestra los desplaza-
mientos laterales del pilote, normalizados también con respecto al desplazamiento en el
extremo superior, para el caso de una carga lateral sin restriccién al giro en el extremo
superior, una carga lateral con restriccion al giro en dicho extremo, y un momento fle-
xionante en el extremo superior. En la misma Figura, se dan los valores indicados por
Randolph, los cuales esencialmente coinciden con los obtenidos mediante la formulacién
propuesta, excepto en las proximidades de la longitud activa, L., (ver detalles en [28])

donde la solucién de Randolph considera un punto fijo.

5.1.3 Rigidez dinamica de pilotes aislados

A fines de establecer una comparacion entre los resultados obtenidos mediante la formula-
cién propuesta para pilotes individuales y los correspondientes a otros autores, se definen
los siguientes coeficientes de rigidez dindmica normalizados con respecto a la rigidez estati-

ca:

KD (w) i kL (w) = Kfiw (2)0) (5.40a)
kD (w) + ikl (w) = fff(a;(i)()) (5.40b)
K )+ i ) = (5.40¢)

donde los supraindices ‘r’ e ‘4’ indican que se trata de la componente real o imaginaria,
respectivamente. De esta definicion, se desprende que los coeficientes dindmicos para fre-
cuencia cero son idénticamente iguales a la unidad. Consecuentemente, estos coeficientes
tienen componente real unitaria e imaginaria nula, atin cuando se considere la existencia de
amortiguamiento histerético. Esta forma de presentar los resultados es convencional en la

literatura especializada en el tema de rigidez dindmica de pilotes (por ejemplo; [17], [32]),
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yva que indica la variacién de la rigidez dindmica con respecto al valor estatico, discutido
en la seccién anterior. Las Figuras 5.4, 5.5, 5.6 y 5.7, muestran los resultados obtenidos
mediante la formulacién propuesta para los coeficientes adimensionales de la matriz de
rigidez dinamica del pilote. Cabe destacar que la matriz de rigidez dindmica del pilote,
definida por los grados de libertad indicados en la Figura 5.1, resulta simétrica, lo cual
es una consecuencia de la simetria de la formulaciéon. En estas Figuras, se dan también
los valores obtenidos por Mamoon y colaboradores ([16], [17]), v los sugeridos por Gaze-
tas ([9]). Cabe destacar que los valores sugeridos por Gazetas corresponden a expresiones
simplificadas, basadas en calibraciones con modelos rigurosos, que consideran una compo-
nente de rigidez real constante e igual al valor estatico. La componente imaginaria, por
otra parte, es asumida linealmente creciente con la frecuencia (es decir, asume un modelo
de amortiguamiento linealmente viscoso para el sistema pilote-suelo), lo cual representa
una aproximacion de la realidad. Del analisis de las Figuras 5.4, 5.5, 5.6 y 5.7, se desprende
que los valores obtenidos mediante la formulacién presente para la rigidez dinamica de un
pilote aislado, son consistentes con los obtenidos por otros autores. Las Figuras 5.8, 5.9 y
5.10 muestran las componentes reales e imaginarias de los desplazamientos de un pilote
aislado sometido a cargas arménicas del tipo e®? para el caso de una carga axial, lateral

y momento, respectivamente.

5.1.4 Grupos de pilotes: Factores de interaccion

A fines de evaluar la consistencia de la presente formulacion con resultados establecidos
en la literatura para el caso de grupos de pilotes, se estudia el coeficiente de interaccion,
a, en la direccién vertical. Este coeficiente fue inicialmente definido por Poulos ([24]) para

el comportamiento estéatico de pilotes verticales sin vinculacién como (Figura 5.11):

_ desplazamiento en el pilote 2 debido a una carga unitaria en el pilote 1

o= 5.41
desplazamiento en el pilote 1 debido a una carga unitaria en el pilote 1 ( )
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Mamoon y otros
| Gazetas
formulacidn propuesta

Figura 5.4: Coeficiente de rigidez dindmica vertical (L/D = 15; E,/Es; = 1000; pp/ps =

0,7, v =0,4—0,5; 8 = 0,05)
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Figura 5.5: Coeficiente de rigidez dindmica horizontal (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps

0,7, v =0,4—0,5; 3 =0,05)
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Gazetas = e
formulacidon propuesta

Figura 5.6: Coeficiente de rigidez dinamica de acoplamiento entre la horizontal y la rota-

cional (L/D = 15; E,/E, = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,4 — 0,5; 3 = 0,05)

2
| Gazetas 00—
formulacidn propuesta
1.6 +
8 1.2 + real
X
0.8
imaginaria - L
0 T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.7: Coeficiente de rigidez dindmica rotacional (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps =

0,7; v = 0,4 — 0,5; 8 = 0,05)
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Figura 5.8: Componentes reales e imaginarias de los desplazamientos axiales normalizados
debidos a una carga axial armonica de frecuencia adimensional, ag = 1 (L/D = 15;

E,/Es =1000; p,/ps = 0,7; v =0,5; 5 = 0,05)
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Figura 5.9: Componentes reales e imaginarias de los desplazamientos horizontales norma-
lizados debidos a una carga transversal armonica de frecuencia adimensional, ag = 1 sobre
un pilote con giro libre en el extremo superior (L/D = 15; E,/E; = 1000; p,/ps = 0,7,

v =0,5; 3 =0,05)
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Figura 5.10: Componentes reales e imaginarias de los desplazamientos horizontales nor-
malizados debidos a una carga transversal armonica de frecuencia adimensional, ag = 1
sobre un pilote con giro restringido en el extremo superior (L/D = 15; E,/E; = 1000;

pp/Ps = 0777 V= 0a5a /8 = 0705)
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Figura 5.11: Definicién del factor de interaccion, «, para el caso estatico

Mediante este coeficiente es posible estudiar el comportamiento de grupos de pilotes sin
vinculacién mediante técnicas de superposicién. Gazetas y colaboradores ([10]) extienden

la definiciéon de Poulos para el caso dindamico de la siguiente manera:

., desplazamiento en el pilote 2 debido a una carga unitaria dindmica en el pilote 1
a'+iat =

desplazamiento en el pilote 1 debido a una carga unitaria estatica en el pilote 1
(5.42)

donde o y o son las componentes real e imaginaria, respectivamente, de los coeficientes
de interaccién en funcién de la frecuencia. Las Figuras 5.12 y 5.13 muestran los valores
de estos coeficientes para cargas axiales y laterales, respectivamente, en funcién de la
frecuencia adimensional, by = w C/Vg (ver Figura 5.11). En estas Figuras se presentan
los valores evaluados mediante la formulacién propuesta junto a los indicados por Gazetas
para el caso dinamico y Poulos para el caso estatico. Puede verse que las predicciones de
la formulacién propuesta son consistentes tanto con las obtenidas por Gazetas como con

las indicadas por Poulos.
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Figura 5.12: Factor de interaccién vertical para un grupo de dos pilotes verticales en

funcién de la frecuencia adimensional by = wC/Vs (L/D = 15; E,/ Es = 1000; p,/ps = 0,7,

v =0,5; 8 =0,05)
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Figura 5.13: Factor de interacciéon horizontal para un grupo de dos pilotes verticales en

funcién de la frecuencia adimensional by = wC/Vs (L/D = 15; E,/ Es = 1000; pp/ps = 0,7;

v =0,5; 8 =0,05)
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5.1.5 Conclusiones

Del analisis de los ejemplos de validacion detallados en los parrafos anteriores, puede
concluirse que los resultados obtenidos mediante la implementacion numérica de la presente
formulacion son completamente consistentes con resultados establecidos en la literatura.
Esto es asi, tanto en los casos estaticos y dinamicos de pilotes aislados como en los casos

estaticos y dinamicos de grupos de pilotes verticales sin vinculacién.

5.2 Ejemplos de aplicacién

En esta secciéon se detallan algunos ejemplos de aplicacién préactica de la presente formu-
lacién para el andlisis de estructuras enterradas. El objetivo de estos ejemplos es mostrar
la convergencia y robustez de la presente formulacion, por una parte, y las caracteristicas
particulares de problemas cuyas soluciones rigurosas no se encuentran en la literatura. Los
ejemplos presentados son: i) matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado y ii) rigidez

dinamica de un pértico enterrado.

5.2.1 Matriz de rigidez dinamica de un pilote inclinado

Se entiende en este trabajo por pilotes inclinados aquellos cuyo eje forma un angulo,
d (Figura 5.14a), con respecto a la direccién normal al plano limitante del semiespacio
en el cual se encuentra inmerso. La relevancia de este ejemplo es que no se encuentran
en la literatura resultados para pilotes inclinados, mientras que es practica comun en la
ingenierfa geotécnica ([27], [36], [17]) determinar la rigidez (estédtica o dindmica) de pilotes
inclinados mediante una transformaciéon de coordenadas de la matriz de rigidez de un

pilote vertical-mds especificamente; cuyo eje es normal a la superficie del terreno. Esto
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P, P,

Figura 5.14: Pilotes inclinados: a) situacién real; b) idealizacién frecuentemente asumida

implica asumir que la situacién ideal en la Figura 5.14b representa a la situacion real

ilustrada en la Figura 5.14a.

Mediante la presente formulacién, es posible obtener la matriz de rigidez rigurosa del
pilote inclinado de la Figura 5.14a, definida en los grados de libertad translacionales en la

direccién vertical, Z, y horizontal, X, y rotacional en el plano XY, 6:

K=1K;x Kzz Kz (5.43)

Cabe destacar que la matriz de rigidez (5.43) es simétrica, existiendo una pequena pérdida
de simetria debido a la introduccién de la funciéon de mapeo aproximada. Sin embargo,
al igual que para el caso ilustrado en la Figura 4.4, la pérdida de simetria es muy débil,
lo cual puede ser observado en la Figura 5.15, la cual ilustra los coeficientes de rigidez
de acoplamiento Kzg y Kpz en funcién de la frecuencia adimensional, ag = wD /Vg. Del

andlisis de esta Figura, puede concluirse que la matriz de rigidez es, a fines practicos,
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Figura 5.15: Pérdida de simetria debida a la utilizacién de la funcién de mapeo aproximada

para un pilote inclinado § = 15° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/E, = 1000;

pp/ps = 0777 V= 0757 € = 0)

simétrica. Por otra parte, es interesante destacar que la formulacién propuesta considera
explicitamente los grados de libertad rotacionales, a diferencia de las consideradas por

otros autores (por ejemplo, 7], [17]).

Las Figuras 5.16 a 5.21 muestran la variaciéon de los coeficientes de la matriz de
rigidez dindmica de un pilote inclinado a § = 15° con respecto a la vertical (Figura 5.14a),
evaluados mediante la presente formulaciéon y utilizando la aproximacion sugerida por
Poulos y Davies y otros autores ([17]), consistente en realizar un cambio de coordenadas
a la matriz de rigidez en correspondencia con un pilote vertical. Las Figuras 5.22 a 5.27
muestran la variacién de estos coeficientes para un pilote inclinado a § = 30° con respecto
a la vertical, evaluados mediante la presente formulacién y utilizando la aproximacién

antes mencionada.

Del anélisis de las Figuras 5.16 a 5.27 se desprende de que la aproximaciéon cominmen-
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te adoptada en la ingenieria geotécnica es muy buena para la evaluacién de los coeficientes
de rigidez tanto directa como de acoplamiento para pequenas inclinaciones. Para grandes
inclinaciones, por otra parte, esta aproximacién presenta diferencias del orden del 5% pa-
ra los coeficientes de rigidez de acoplamiento, mientras que las diferencias son menores al

1.6 % para el caso de los coeficientes de rigidez directa.

5.2.2 Rigidez dinamica de un portico enterrado

Este ejemplo, si bien de naturaleza simple, sirve para ilustrar las caracteristicas esenciales
del comportamiento dinamico de las estructuras de barras enterradas. El pértico analizado
(Figura 5.28) consiste en dos pilotes de seccion circular con radio, Rp, y longitud, L, y
una viga de conexién superficial de seccién rectangular con ancho, b, y longitud, C. Las

propiedades geométricas y mecanicas consideradas para este ejemplo estdan dadas en la

Tabla 5.2.
Longitud [m] Suelo Estructura
12 Vs | 200 m/s 2769 m/s
C 4 v 0.5 0.15
Rp 0.4 p | 1800 kg/m3 | 2400 kg/m?
b 1.6
h 0.4

Tabla 5.2: Parametros geomtricos y mecédnicos del pértico analizado

A fines de estudiar la respuesta del pértico enterrado a cargas externas, se estudia la
matriz de rigidez del mismo definida en términos de los grados de libertad del nudo central
de la viga de conexién, por una parte, y en términos de los grados de libertad del nudo
correspondiente a la unién pilote-viga. El anélisis se realiza en un rango de frecuencias, f,

entre 0 y 50 Hz.
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Figura 5.16: Componente Kx x de la matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado a

d = 15° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.17: Componente Kxz de la matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado a

d = 15° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.18: Componente Kxg de la matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado a

d = 15° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.19: Componente K7z de la matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado a

d = 15° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.20: Componente K7y de la matriz de rigidez dinamica de un pilote inclinado a

d = 15° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.21: Componente Kyg de la matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado a

d = 15° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.22: Componente Kx x de la matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado a

d = 30° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.23: Componente Kxz de la matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado a

d = 30° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.24: Componente Kxg de la matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado a

d = 30° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.25: Componente K7z de la matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado a

d = 30° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.26: Componente K7y de la matriz de rigidez dinamica de un pilote inclinado a

d = 30° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; 5 = 0)
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Figura 5.27: Componente Kyg de la matriz de rigidez dindmica de un pilote inclinado a

d = 30° con respecto a la vertical (L/D = 15; E,/Es = 1000; p,/ps = 0,7; v = 0,5; § = 0)
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Figura 5.28: Pdrtico enterrado: a) superficie de interaccién; b) estructura

Cargas aplicadas en el nudo central de la viga

La situacién analizada en esta seccién estd ilustrada en la Figura 5.29, donde los grados
de libertad de desplazamientos estan definidos en el mismo sentido que las cargas. A fines
de obtener una soluciéon numérica mediante la formulacién propuesta, se discretiza a cada
uno de los elementos estructurales (esto es, pilotes y viga) en 6 elementos de 2 nodos y se
utilizan 6 puntos de integracién de Gauss para cada dimension de integracion. La matriz

de flexibilidad y de rigidez pueden escribirse como:

Fxx 0 Fxy Kxx 0 Kxyp
F=|0 F; 0| K=F'=| 0 Kz 0 (5.44)
Fox 0 FEp Kox 0 Ky

ya que no existe acoplamiento entre las cargas verticales y los desplazamientos horizon-
tales (por simetria) y entre las cargas horizontales y los desplazamientos verticales (por
antisimetria). La matriz de flexibilidad del pértico en funcién de la frecuencia, definida en
las variables de la Figura 5.29, estd dada en las Figuras 5.30 a 5.33. La matriz de rigidez,

obtenida mediante inversion de la de flexibilidad, estda dada en las Figuras 5.34 a 5.37. Del
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andlisis de las Figuras 5.31 y 5.35, puede verse que la pérdida de simetria debida al uso de
la funcién de mapeo aproximada es débil, y a fines préacticos, la matriz de rigidez resulta

simétrica.

Del anélisis de los resultados obtenidos, cabe destacar las siguientes caracteristicas

de los coeficientes de la matriz de rigidez del portico enterrado analizado en esta seccion:

1. La mayor disipacién se da para la direccién lateral, ya que la interseccion de las
componentes real e imaginaria se da para una frecuencia de 20 Hz (Figura 5.34); la
cual es menor a la correspondiente a las direcciones vertical y rotacional (Figuras
5.36 y 5.37). Esto contradice a lo encontrado para el caso de pilotes aislados (Figuras
5.5y 5.4), para los cuales existe mayor disipacién en la direccién axial. La razén de
esta aparente inconsistencia es la siguiente. Dado que los pilotes son muy rigidos
en su direccién axial, el pértico, al ser sometido a cargas verticales, responde con
deformaciones muy localizadas en la zona de la viga, mientras que las amplitudes
(como se verd més adelante) de los desplazamientos en los pilotes son muy bajas.
Por otra parte, al ser la viga muy rigida en su direccién axial, los desplazamientos
laterales de los pilotes asociados a cargas laterales son importantes, generandose de
esta manera una importante disipacién a través de los mismos. De esta manera, la

disipacién es mayor en el sentido lateral.

2. La menor disipacién se da para la direccién rotacional, ya que las componentes real
e imaginaria de Kyy no se intersectan en el rango de frecuencias considerado (Figura
5.37). Esto es consistente con lo indicado por Gazetas para el caso de un disco rigido
sobre un semiespacio eldstico ([9]). Gazetas explica que este fenémeno se debe a que,
para el caso de las oscilaciones verticales o laterales, las ondas emitidas estan en fase
y por lo tanto alcanzan grandes distancias desde la fuente, lo cual estd asociado con

un valor alto de amortiguamiento por radiaciéon. Cuando las oscilaciones son del tipo
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de las producidas por un momento, las ondas emitidas estdn en contrafase y, por
lo tanto, tienden a cancelarse a medida que se alejan de la fuente, lo cual Gazetas
llama el “principio dindmico de Saint Venant”. El caso estudiado en esta seccién
es totalmente analogo, ya que, debido a la accion del momento, los pilotes sufren
desplazamientos que se encuentran en contrafase, y por lo tanto producen ondas que
no logran alcanzar grandes distancias desde la fuente, lo cual estéd asociado a un bajo
nivel de amortiguamiento por radiaciéon. Otra forma de entender este fenémeno es
considerando que la accién del momento es equivalente—lejos de la fuente—a la de un
doblete; el cual produce desplazamientos que se atentan en la direccién radial con 72
(siendo r la distancia radial a la fuente), mientras que los producidos por una fuerza
puntual se atentian con r~!. Esto es asi ya que un doblete puede entenderse como
dos fuerzas puntuales separadas una longitud infinitesimal y de intensidad infinita,

de manera tal que el momento producido es finito. Por lo tanto, los desplazamientos

asociados al doblete resultan ser la derivada de los asociados a la fuerza puntual.

. El acoplamiento entre los desplazamientos laterales y los giros, en términos de flexi-
bilidad, es negativo, mientras que para otros problemas clasicos de interaccion suelo
estructura estos coeficientes son positivos (Figura 5.38). El signo negativo puede ser
explicado muy simplemente en términos del desplazamiento lateral debido al mo-
mento (Fxgp), ya que la restriccién al giro impuesta por los pilotes en la unién con
la viga es tal que se generan momentos de empotramiento eldstico negativos en los

pilotes, los cuales producen desplazamientos horizontales negativos.

. El acoplamiento discutido en el punto anterior es débil. La influencia del acopla-

miento puede ser definida en términos porcentuales como:
eox [%] =100 |Fiy/ (Fx Fgy)| (5.45)

siendo este valor el error porcentual en que se incurre si se evalian los términos

de rigidez directa como la inversa algebraica de los de flexibilidad. Para el ejemplo
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Figura 5.29: Pértico enterrado sometido a cargas en el centro del tramo

estudiado en esta seccidn: epx [%] < 3% en el rango de frecuencias analizado, lo

cual muestra la debilidad del acoplamiento.

A fines de realizar un andlisis de la convergencia de los resultados para la matriz de
rigidez del pértico, se estudian los valores de los términos de rigidez directa (Kxx, Kzz y
Kyp) resultantes de la utilizacién de distinta cantidad de elementos y puntos de integracion
de Gauss. Las Figuras 5.39 a 5.41 muestran los valores de los términos de rigidez directa
para una malla con 6, 12, y 18 elementos para la estructura completa. Puede verse que para
el caso de los coeficientes K77 y Kgg, la soluciéon en correspondencia con las tres mallas
es muy cercana en el rango de frecuencias estudiado; lo cual indica la rapida convergencia
y robustez de la presente formulacién. Sin embargo, la solucién obtenida mediante 6 y 12
elementos pierde calidad para frecuencias mayores a 20-30 Hz para el caso del coeficiente
Kxx. Las Figuras 5.42 a 5.44 muestran los valores de los términos de rigidez directa
para tres esquemas distintos de integracién numérica; con 2, 4 y 6 puntos de Gauss por
dimension de integracién. Del andlisis de estas Figuras se desprende que las soluciones
correspondientes a 2, 4 y 6 puntos de Gauss son practicamente idénticas, a excepcion del

caso del coeficiente Kxyx, para el cual la soluciéon en correspondencia con 2 puntos de
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Figura 5.30: Coeficiente Fxx de la matriz de flexibilidad del pértico enterrado sometido

a cargas en el centro de la viga
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Figura 5.31: Coeficiente F'xgy de la matriz de flexibilidad del pértico enterrado sometido a

cargas en el centro de la viga
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Figura 5.32: Coeficiente Fzz de la matriz de flexibilidad del pértico enterrado sometido a

cargas en el centro de la viga
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Figura 5.33: Coeficiente Fyg de la matriz de flexibilidad del pértico enterrado sometido a

cargas en el centro de la viga

127



1600
1400 + . . .
Imaginaria
1200 +

real

K"y K o [MN/mY]
N (o)} o] S
o o o o
o o o o

200 A

f [HZ]

Figura 5.34: Coeficiente Kxx de la matriz de rigidez del pértico enterrado sometido a

cargas en el centro de la viga
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Figura 5.35: Coeficiente Kxg de la matriz de rigidez del portico enterrado sometido a

cargas en el centro de la viga

128



1000
900 | real
800
700 4
600
500 4

400 . L
imaginaria

K" 2z, Kizz [MN/m]

300 A
200 A

100 A

f [Hz]

Figura 5.36: Coeficiente K7 de la matriz de rigidez del poértico enterrado sometido a

cargas en el centro de la viga
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Figura 5.37: Coeficiente Kyg de la matriz de rigidez del portico enterrado sometido a cargas

en el centro de la viga
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Figura 5.38: Signo del término de acoplamiento, Fyx, para problemas de interaccién suelo-

estructura: a) disco rigido; b) pilote aislado; ¢) pértico enterrado

Gauss difiere en un 5% de la obtenida con 4 y 6 puntos.

Las componentes reales e imaginarias de la deformada del pértico en correspondencia
con cargas arménicas unitarias del tipo ¢! de 0 y 50 Hz, actuando segtn las direcciones
lateral, vertical y rotacional, estan dadas en las Figuras 5.45, 5.46 y 5.47, respectivamente.
Con respecto a las deformadas, cabe aclarar que los desplazamientos nodales estdn unidos
por lineas rectas solamente a los fines de la representacién gréafica, mientras que la for-
mulacion estrictamente considera interpolaciones de tercer grado para los desplazamientos

transversales.

Cargas aplicadas en la unién pilote-viga

La situacion analizada en esta seccion estd ilustrada en la Figura 5.48, donde los grados

de libertad de desplazamientos estan definidos en el mismo sentido que las cargas. La
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Figura 5.39: Influencia del niimero de elementos en el coeficiente Kxx de la matriz de

rigidez del pértico enterrado
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Figura 5.40: Influencia del nimero de elementos en el coeficiente Kz de la matriz de

rigidez del portico enterrado
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Figura 5.41: Influencia del nimero de elementos en el coeficiente Kgg de la matriz de

rigidez del pértico enterrado
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Figura 5.42: Influencia del niimero de puntos de Gauss en el coeficiente Kx x de la matriz

de rigidez del portico enterrado
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Figura 5.43: Influencia del nimero de puntos de Gauss en el coeficiente K7z de la matriz

de rigidez del portico enterrado
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Figura 5.44: Influencia del ntimero de puntos de Gauss en el coeficiente Kyg de la matriz

de rigidez del portico enterrado
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Figura 5.45: Deformada del pértico sometido a una carga lateral unitaria (magnificacién

de 2-10%) en el centro de la viga
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Figura 5.46: Deformada del pdrtico sometido a una carga vertical unitaria (magnificacién

de 2 -10%) en el centro de la viga
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Figura 5.47: Deformada del pértico sometido a un momento unitario (magnificacién de

3-10%) en el centro de la viga

soluciéon numérica de este problema es obtenida mediante la discretizacién de los elementos
estructurales (esto es, pilotes y viga) en 6 elementos de 2 nodos cada uno y se utilizan
6 puntos de integracién de Gauss para cada dimension de integracién. La respuesta del
sistema, al igual que en el ejemplo anterior, es estudiada en términos de la matriz de

flexibilidad y rigidez, definidas como:

Fxx Fxz Fxg Kxx Kxz Kxog
F=|F;x Fuy Fpo| K=F'=|Kyx Kzz Kz (5.46)
Fox Fyz Fyg Kox Koz Kpg

Este problema, a diferencia del anterior no posee caracteristicas de simetria o antisi-
metria, por lo cual la tanto la matriz de rigidez como la de flexibilidad no contienen ceros.
Sin embargo, puede anticiparse lo siguiente: dado que la rigidez axial de la viga es mucho

mayor que la lateral de los pilotes, la respuesta del pértico a una carga horizontal en la
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Figura 5.48: Pértico enterrado sometido a cargas en la unién pilote-viga

unién pilote-viga (Figura 5.48) debe ser muy similar a la del mismo sometido a una carga
horizontal aplicada en el centro del tramo de la viga (Figura 5.29). Ya que en este dltimo
caso el término Fxz = 0, puede anticiparse que el término de acoplamiento Fxz (y por

ende su reciproco, Fzx) para el ejemplo en cuestién sea muy débil.

La matriz de flexibilidad del pértico en funcién de la frecuencia, definida en las
variables de la Figura 5.48, estd dada en las Figuras 5.49 a 5.54. La matriz de rigidez,
obtenida mediante inversion de la de flexibilidad, estd dada en las Figuras 5.55 a 5.60. Las
Figuras 5.50, 5.51 y 5.53 muestran que la pérdida de simetria resultante del de la funcién de
mapeo aproximada es débil, y a fines practicos, la matriz de flexibilidad resulta simétrica.
A idéntica conclusién puede arribarse con respecto a la matriz de rigidez considerando las

Figuras 5.56, 5.57 y 5.59 .

Del analisis de los resultados obtenidos, se observan las siguientes caracteristicas de

los coeficientes de la matriz de rigidez del pértico enterrado sometido a cargas en la unién
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pilote-viga:

1. Las caracteristicas disipativas son andlogas a las analizadas en el ejemplo anterior
(carga en el centro del tramo de la viga); la mayor disipacién se da para las cargas
laterales y la menor corresponde al momento. Esto responde a las mismas razones

explicitadas anteriormente.

2. El acoplamiento entre los desplazamientos laterales y los verticales en términos de
flexibilidad es, en general, distinto de cero y de signo negativo. El hecho de que sea
distinto de cero responde al esfuerzo de corte en la viga de conexion, ya que este

esfuerzo se transmite en forma de esfuerzo normal hacia los pilotes.

3. El acoplamiento entre los desplazamientos laterales y los verticales, en términos de
flexibilidad, es débil. Esto puede ser cuantificado extendiendo la ecuacién (5.45)
para este caso, con la salvedad de que para el ejemplo actual esta ecuacion no indica
estrictamente el error porcentual entre los términos de rigidez con y sin acoplamiento.

El valor de ezx [ %] para el rango de frecuencias considerado es ezx [ %] < 1%.

4. El acoplamiento entre los desplazamientos laterales y los giros en términos de flexi-
bilidad es, a diferencia del ejemplo anterior, positivo. Esto se debe a que, si bien la
deformada producida por una carga horizontal en ambos ejemplos es practicamente

idéntica, la variable 0 esta definida en una seccién distinta para cada ejemplo.

5. El acoplamiento entre los desplazamientos laterales y los giros, en términos de flexi-
bilidad, es importante. Esto puede ser cuantificado, al igual que en el punto anterior,
extendiendo la ecuacion (5.45) para este caso, haciendo la misma salvedad. El valor

de egx [ %] para el rango de frecuencias considerado es 10 % < ezx [ %] < 16 %.

6. El coeficiente de flexibilidad, Fxx, es practicamente idéntico al obtenido para el

caso de la carga en el centro del tramo, mientras que el coeficiente de rigidez, Kx x,
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correspondiente al ejemplo considerado difiere en un 10 % del obtenido para el ejem-
plo anterior. Esto es asi ya que los términos de acoplamiento, Kyx, a diferencia del

ejemplo anterior, son importantes.

7. El acoplamiento entre los desplazamientos verticales y los giros es, en general, dis-
tinto de cero y de signo negativo. El hecho de que sea distinto de cero responde,
nuevamente, a la existencia de la viga de conexién entre los pilotes, ya que es ésta
la que distribuye el momento aplicado entre ambos pilotes en forma de momentos
flectores y esfuerzos axiales. Estos 1ltimos son los causantes de los desplazamientos
axiales de los pilotes, siendo el signo negativo del desplazamiento vertical del pilote
sobre el cual se definen los grados de libertad consistente con el del momento externo

aplicado (Figura 5.48).

8. El acoplamiento descripto en el punto anterior es débil, siendo el valor de €29 [ %] <

3 % para el rango de frecuencias considerado.

Las deformadas del pértico debidas a cargas armonicas unitarias de 0 y 50 Hz, ac-
tuando segun las direcciones lateral, vertical y rotacional, estan dadas en las Figuras 5.45,
5.46 y 5.47, respectivamente. Al igual que para el ejemplo anterior, las deformadas en
las Figuras 5.45, 5.46 y 5.47 han sido graficadas uniendo los nodos desplazados mediante
lineas rectas, mientras que la formulacion estrictamente considera interpolaciones de tercer

grado para los desplazamientos transversales.

Comparacién con aproximaciones Dado que no se encuentra en la literatura una
solucién rigurosa del problema del pértico enterrado sometido a cargas dinamicas, en esta
seccién se analiza la bondad de las aproximaciones usuales, disponibles en la literatura
especializada, para modelar el comportamiento de este tipo de estructuras en funcién del
comportamiento individual de sus componentes. Para ello, se considerard en forma separa-

da el problema de la determinacién de la rigidez lateral, K x, vertical, Kz, y rotacional, Ky,
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Figura 5.49: Coeficiente Fxx de la matriz de flexibilidad del pértico enterrado sometido

a cargas en la union pilote-viga
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Figura 5.50: Coeficiente Fxz de la matriz de flexibilidad del pértico enterrado sometido a

cargas en la unién pilote-viga
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Figura 5.51: Coeficiente F'xy de la matriz de flexibilidad del pértico enterrado sometido a

cargas en la unién pilote-viga
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Figura 5.52: Coeficiente Fzz de la matriz de flexibilidad del pértico enterrado sometido a

cargas en la unién pilote-viga
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Figura 5.53: Coeficiente Fzy de la matriz de flexibilidad del portico enterrado sometido a

cargas en la unién pilote-viga
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Figura 5.54: Coeficiente Fyg de la matriz de flexibilidad del pértico enterrado sometido a

cargas en la unién pilote-viga
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Figura 5.55: Coeficiente Kxx de la matriz de rigidez del pértico enterrado sometido a

cargas en la unién pilote-viga
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Figura 5.56: Coeficiente Kxz de la matriz de rigidez del pértico enterrado sometido a

cargas en la unién pilote-viga
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Figura 5.57: Coeficiente Kxg de la matriz de rigidez del portico enterrado sometido a

cargas en la unién pilote-viga
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Figura 5.58: Coeficiente K77 de la matriz de rigidez del portico enterrado sometido a

cargas en la unién pilote-viga
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Figura 5.59: Coeficiente Kyg de la matriz de rigidez del portico enterrado sometido a cargas

en la unién pilote-viga
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Figura 5.60: Coeficiente Kyg de la matriz de rigidez del portico enterrado sometido a cargas

en la unién pilote-viga
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Figura 5.61: Deformada del pértico sometido a una carga lateral unitaria (magnificacién

de 2 - 10%) en la unién viga-pilote
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Figura 5.62: Deformada del pdrtico sometido a una carga vertical unitaria (magnificacién

de 2 -10%) en la unién viga-pilote
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Figura 5.63: Deformada del pértico sometido a una momento unitario (magnificacién de

3-10%) en la unién viga-pilote

del pértico de la Figura 5.48, considerando que no existe acoplamiento con los restantes
grados de libertad. Es decir, se busca determinar la inversa algebraica de los coeficientes

de flexibilidad dados en las Figuras 5.49, 5.52 y 5.54:

Kx =Fyx (5.47a)
Ky =F, (5.47b)
Ko =Fy' (5.47c)

Rigidez vertical, Kz A fines de determinar la rigidez vertical del pértico de la
Figura 5.48, una aproximacion ingenieril puede consistir en considerar la contribucién del
pilote sobre el cual se aplica la carga, Kp, considerando que éste se encuentra aislado,
mas la correspondiente a la viga de conexién sometida a un patrén de desplazamientos

como el de la Figura 5.64, Kp. La rigidez dindmica de la viga puede estimarse mediante
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Figura 5.64: Aproximacién considerada para la estimacion de la rigidez vertical, Kz =

Kp+ Kp

la siguiente expansién de primer orden en términos de w?:

12 By I, 213
Kp=—pi——w=mAC 5.48
B 3 w 35Pb b ( )

donde Ej I es la rigidez flexional de la seccién de la viga, C la longitud, pp la densidad
de masa y Ap el drea de la seccién transversal de la misma. Considerando la rigidez de
un pilote aislado més la contribucién de (5.48) resulta en una estimacién de la rigidez de
la estructura, la cual estd dada junto a los resultados rigurosos presentados en la seccién
anterior en la Figura 5.65. Puede verse que los resultados en correspondencia con la solucién
aproximada son bastante cercanos a los obtenidos mediante el modelo riguroso, en el rango
de frecuencias considerado, lo cual muestra la consistencia de los resultados. Por otra parte,
la componente imaginaria del modelo aproximado es menor (16 % para f = 50Hz2) a la
indicada por el modelo riguroso, lo cual indica que la disipacién introducida por la viga

de conexién no es tenida en cuenta por el modelo aproximado.
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Figura 5.65: Rigidez vertical, Kz, segtin el modelo aproximado y el riguroso

Rigidez lateral, Kx A fines de obtener una aproximacién para la rigidez lateral
del portico, pueden utilizarse los resultados correspondientes a pilotes aislados e introdu-

ciendo los factores de interaccién dindmica de Gazetas y colaboradores ([10]). Para ello,

es necesario realizar las siguientes hipétesis:

1. La carga horizontal es tomada por ambos pilotes en igual proporcién.

2. La viga de fundacién es o bien infinitamente rigida (giro restringido) o bien infini-

tamente flexible (giro no restringido).

3. El efecto de interaccion pilote-suelo-pilote es tenido en cuenta mediante los factores

de interaccién dindmica, «, los cuales son supuestos validos para las condiciones de

giro restringido y no restringido.

4. El fenémeno de propagacién de ondas en la viga es despreciable, por lo cual este

elemento sélo contribuye a la rigidez dindmica mediante su inercia.
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Mediante estas hipdtesis, la rigidez dindmica lateral para la hipotesis de viga infini-
tamente rigida puede ser estimada de la siguiente manera:
xx (@) + " Fyx (0)
2 ; - 2
[Fiex W)+ ar Fix (0)]" + [Fix (W) + af Fyy (0)]

tx (W) + o' Fiy (0)
[Fix (@) + 0" Fi (0] + [Fiey (@) + i Fiy (0)]

K% (w) =2 — WA, Cpy (5.492)

K (w) = —2

(5.49b)

donde los supraindices ‘v’ e ‘i’ indican componentes real e imaginaria, respectivamente, y
los coeficientes Fx x son definidos como la inversa algebraica del coeficiente de rigidez de
un pilote aislado con restriccién al giro; esto es: Fxx = K)}ﬁ( Para estimar la rigidez en
correspondencia con la hipétesis de giro libre, las ecuaciones 5.49 deben contener los valores

estrictos de los coeficientes de flexibilidad F'x x; es decir que para este caso, Fxx = Fxx.

Los coeficientes de interaccién dindmica para este caso, tomados del trabajo de Ga-
zetas y colaboradores, estan dados en la Figura 5.66. Cabe destacar que los valores dados
por Gazetas no corresponden estrictamente al caso en estudio; sin embargo, Gazetas mues-
tra que el efecto del médulo de Poisson, v, y de la relacién longitud-didmetro, L/d, son

despreciables para este caso.

La Figura 5.67 muestra la rigidez dindmica lateral aproximada, obtenida mediante
las ecuaciones (5.49), y la correspondiente al modelo riguroso del pértico enterrado. Puede
verse que la tendencia de las componentes real e imaginaria son similares y que las hipdtesis
de giro restringido y no restringido son limites superior e inferior, respectivamente, a los
valores obtenidos mediante el modelo riguroso. Por otra parte, cabe notar que de no
contarse con el modelo completo del portico enterrado, el rango de incertidumbre entre los
limites superior e inferior antes mencionados ronda el 50 % con respecto al valor medio.

Esta incertidumbre sélo puede ser reducida recurriendo al modelo del pértico completo.

Es interesante también evaluar la incidencia de los factores de interaccion dindmica

introducidos en el andlisis aproximado. La Figura 5.68 muestra la rigidez dindmica lateral
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Figura 5.67: Rigidez lateral, Kx, segiin el modelo aproximado y el riguroso
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Figura 5.68: Rigidez lateral, Kx, segin el modelo riguroso y el aproximado sin tener en

cuenta la interacciéon dindmica entre pilotes

aproximada considerando o = 0 (sin interaccién) en todo el rango de frecuencias y la
correspondiente al modelo riguroso del pértico enterrado. Puede verse que la tendencia
de las componentes resultantes del modelo aproximado es, en este caso, distinta de la
correspondiente al modelo del pértico completo, lo cual resalta la utilidad de los factores de
interaccién dindamica de Gazetas. Cabe notar que la componente real resultante del modelo
aproximado para la hipdtesis de giro no restringido es muy cercana a la correspondiente al
modelo del pértico completo para bajas frecuencias. Sin embargo, para este mismo rango
de frecuencias la componente imaginaria evaluada por el modelo aproximado considerando

giro no restringido difiere en un 100 % con la resultante del modelo del pértico completo.

Modelacién de problemas simétricos/antisimétricos

Es préactica comun en la ingenieria estructural simplificar los problemas que poseen carac-

teristicas geométricas, mecanicas y de solicitaciones tales que la respuesta de la estructura
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resulta simétrica o antisimétrica. En el ejemplo del pértico enterrado sometido a solicita-
ciones tales como las indicadas en la Figura 5.29, la respuesta de la estructura a la carga
vertical es simétrica, mientras que la correspondiente a las cargas laterales y el momen-
to es antisimétrica. En esta seccién se analizan alternativas para modelar las respuestas
antisimétricas, mientras que los conceptos generales derivados del anélisis pueden ser di-

rectamente extendidos para el caso de las respuestas simétricas.

A fines de modelar la respuesta asimétrica (Figura 5.69a), un criterio simplista con-
sideraria la respuesta de la mitad de la estructura inmersa en el continuo, introduciendo
la condicién de borde apropiada en la seccién en la cual se corta la misma (Figura 5.69b).
Este criterio simplista considera solamente la antisimetria estructural, mientras que ignora
la respuesta antisimétrica del continuo. Las Figuras 5.70 y 5.71 muestran los coeficientes
de flexibilidad evaluados mediante el modelo completo y considerando antisimetria estruc-
tural. Puede verse que los resultados obtenidos mediante la consideracion de antisimetria
estructural difieren notablemente de los correspondientes al modelo completo, lo cual re-

sulta de no haber introducido la antisimetria de la respuesta del continuo.

Un criterio riguroso para modelar problemas antisimétricos debe considerar la anti-
simetria, tanto de la respuesta de la estructura como de la del continuo, con respecto al
plano de simetria de la estructura (Figura 5.69¢c). Esto puede llevarse a cabo introduciendo
la propiedad de antisimetria en el tensor de Green utilizado. Para ello puede definirse un
tensor de Green antisimétrico, G*, con respecto al plano vertical introduciendo imagenes
espejo de las componentes del tensor de Green del problema en consideracién, G. Para
el caso estudiado, el tensor de Green antisimétrico se obtiene sumando a la fuente (carga

aplicada) una imagen espejo (Figura 5.74) positiva, para el caso de carga horizontal, y
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negativa para el caso de carga vertical, esto es:
ix (%, X) =Gix (x,X) + Gix (x, X+ T) (5.50a)
7 (%,X) = Giz (x,X) = Giz (x, X+ T) (5.50D)

donde T = [—C’ 0 ()].

Teniendo en cuenta tanto la antisimetria de la respuesta estructural como la del
continuo, la solucién obtenida es idéntica a la del portico completo. Esto puede visualizarse
teniendo en cuenta que, de la definicién del tensor de Green antisimétrico (5.50), la matriz
de pseudoflexibilidad es evaluada teniendo en cuenta las cargas en la otra mitad de la
estructura, las cuales vienen dadas por las imagenes espejo. De esta manera, es posible
reducir el problema numérico en gran medida introduciendo una simple modificacion al

tensor de Green sin introducir aproximaciones que reducen la calidad de la solucién.

Si el problema es del tipo simétrico (por ejemplo, carga vertical en el centro del

tramo), el tensor de Green simétrico a utilizar esta dado por:
ix (%, X) =Gix (x,X) - Gix (x, X+ T) (5.51a)

7 (x,X) =Gz (x,X) +Giz (x, X+ T) (5.51b)
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Figura 5.69: Problema antisimétrico: a) modelo completo; b) modelo con antisimetria

estructural; ¢) modelo con antisimetria completa (continuo y estructura)
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Figura 5.71: Coeficiente de flexibilidad Fpy segiin el modelo completo y considerando an-

tisimetria estructural
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Figura 5.72: Coeficiente de rigidez Kx segin el modelo completo y considerando antisi-

metria estructural
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Figura 5.73: Coeficiente de rigidez Ky segin el modelo completo y considerando antisime-

tria estructural

[l

cR %
1
a
_'§x+c

Y ___

Figura 5.74: Definicion del tensor de Green antisimétrico mediante imagenes espejo
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Capitulo 6

Conclusiones y recomendaciones

En este capitulo se resumen las conclusiones resultantes del trabajo de investigacién des-
cripto en esta disertacién. Las mismas se pueden dividir en tres grupos, a saber: i) respecto
a la formulacién; ii) respecto a la modelacién de problemas; y iii) respecto a futuras in-

vestigaciones.

6.1 Formulacion del IBEM

1. Este trabajo propone una formulacién novedosa del método indirecto de elementos
de contorno, basada en el principio de trabajos virtuales. El hecho de que la for-
mulacién sea planteada a partir de este principio se traduce en la posibilidad de
utilizar interpolaciones compatibles para el dominio del continuo y de la estructura,

caracteristica esencial de la formulacién propuesta que la diferencia de otros trabajos.

2. Mediante la formulacién propuesta, es posible obtener una matriz de rigidez del con-
tinuo definida en variables convencionales del andlisis estructural. Esta matriz puede

ser superpuesta con la correspondiente a la estructura mediante el conocido método
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de rigidez directa. La superposicién de ambas matrices permite la definicién de una
matriz de rigidez global, mediante la cual es posible realizar el anélisis acoplado del

sistema suelo-estructura.

Mediante la matriz de rigidez global, es posible determinar la rigidez dindmica del
suelo-estructura en forma sistematica y directa, a diferencia de otros trabajos que
determinan la rigidez mediante integracién de fuerzas de interaccion y de inercia.
Por su caricter sistematico, la formulacién propuesta es una herramienta poderosa

y de gran generalidad para la implementacién computacional.

La matriz de rigidez obtenida mediante la formulacién propuesta resulta simétrica;
caracteristica poco comun en formulaciones de métodos de contorno. La simetria de
la matriz de rigidez refleja la consistencia de la formulacién y la reciprocidad de los
sistemas elasticos. Esta propiedad se traduce en un notable ahorro numérico, ya que
mediante la misma, es posible evaluar los coeficientes debajo de la diagonal principal

como transpuestos de los ubicados por encima de la misma.

La formulacién propuesta puede considerar semiespacios homogéneos o estratificados
con condiciones de borde arbitrarias, siempre y cuando se disponga del tensor de
Green para el problema a analizar. Esta caracteristica es inherente a los métodos de
contorno indirectos. En este trabajo, sin embargo, sélo se presentan resultados para

semiespacios homogéneos.

Mediante la formulacion propuesta, se presenta un elemento de dos nodos para el
analisis tridimensional de pérticos planos sometidos a cargas en el plano. Si bien el
elemento es plano, la naturaleza tridimensional del problema es tenida en cuenta por

el tensor de Green utilizado.

A fines de obtener los coeficientes de la matriz de rigidez, es necesario realizar una
integracion de cuatro dimensiones. Sin embargo, estas integrales pueden ser conver-

tidas en integrales de tres dimensiones introduciendo una aproximacién en la funcién
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6.2

de mapeo. La introduccion de dicha aproximacién se traduce en una muy débil pérdi-
da de simetria en la matriz de rigidez; la cual a fines practicos puede ser considerada

simétrica.

El elemento propuesto es validado en este trabajo mediante la comparacién de las
predicciones del mismo para la rigidez, tanto estatica como dindmica, de pilotes
individuales y grupos de pilotes. Los resultados obtenidos mediante el elemento pro-

puesto son totalmente consistentes con los indicados por otros autores reconocidos.

La robustez y convergencia de la formulacién son puestas a prueba mediante el
andlisis de un portico enterrado en un semiespacio el cual es sometido a cargas
laterales, verticales y momentos. Los resultados obtenidos muestran que se encuentra
una solucién satisfactoria con relativamente pocos elementos y con cuatro puntos de

integracion de Gauss.

Modelacién de estructuras de barras enterradas

. El costo numérico asociado a la evaluacién de la matriz de rigidez del continuo

es proporcional al asociado a la evaluacién del tensor de Green. Para el problema
de un semiespacio pavimentado o restringido, las funciones de Green estan dadas
por expresiones cerradas, cuya evaluacién es directa. Para semiespacios homogéneos
con superficie libre y v = 0,5, este trabajo propone la utilizaciéon de un tensor
de Green aproximado, cuyas componentes son tomadas de los tensores de Green
correspondientes al semiespacio pavimentado y restringido. Este tensor aproxima a
la solucién numérica rigurosa de Kausel ([11]) satisfactoriamente. La solucién dada
por Mamoon ([2]) para este caso, sélo es 1til para muy bajas frecuencias, mientras
que sus resultados difieren notablemente de los de Kausel para frecuencias mayores.

Por otra parte, la formulacién propuesta posee la generalidad suficiente como para
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incorporar tensores de Green asociados a problemas de medios estratificados ([23]).

En la ingenieria geotécnica, es practica habitual determinar la matriz de rigidez de
pilotes inclinados mediante una transformacion de coordenadas de la correspondiente
a un pilote vertical. Esto fue inicialmente propuesto y validado por Poulos y Madhav
([27]) sobre la base de resultados numéricos para el caso estatico. Mamoon y colabo-
radores ([17]) extienden este concepto al caso dindmico, asumiendo que el cambio de
coordenadas responde a una solucién exacta. Este trabajo analiza la hipdtesis asumi-
da por estos autores para el caso dindmico mediante ejemplos numéricos para pilotes
inclinados. Se encuentra que la aproximacién resulta razonable, particularmente para

los términos de rigidez directa.

Los ejemplos considerados en este trabajo muestran que las estimaciones para la
rigidez dindamica de un pértico enterrado sobre la base de la rigidez de los elementos
individuales pueden resultar en valores muy lejanos a los resultantes del analisis
del pértico completo, lo cual resalta la relevancia y utilidad practica de la presente

formulacién.

Es posible realizar simplificaciones en el modelo cuando la respuesta de la estructura
es simétrica o antisimétrica. La simplificacién consiste en considerar la simetria o
antisimetria tanto en la respuesta estructural como en la del continuo. La respuesta
estructural simétrica o antisimétrica es modelada siguiendo las reglas convencionales
del analisis estructural, mientras que la respuesta del continuo es modelada mediante
la modificacién del tensor de Green introduciendo imagenes espejo. Mediante estas
consideraciones, es posible obtener resultados idénticos a los correspondientes al
modelo completo, con un esfuerzo computacional y de modelacién sustancialmente

menor al asociado al mismo.
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6.3 Recomendaciones para futuras investigaciones

1. La generalidad de la formulacién propuesta se presta al desarrollo de una variedad de
elementos con distintas superficies de interaccion. Esta tesis muestra la formulacién
de un elemento plano de dos nodos con superficie de interaccién cilindrica para
pilotes o vigas de seccién circular o rectangular para vigas superficiales de seccién
rectangular. Su extensién a fines de modelar el comportamiento de vigas de seccién

rectangular completamente enterradas es inmediata.

2. A fines de modelar el comportamiento torsional de pilotes de gran didmetro, es po-
sible desarrollar la implementacién numérica de la formulacién propuesta para un
elemento de dos nodos con superficie de interaccién cilindrica sometido a torsion.
Algunos aspectos para modelar la torsién de pilotes—tales como las funciones de in-
terpolacién de fuerzas y desplazamientos—son introducidas en este trabajo, mientras
que los aspectos relacionados a la integracién numérica necesitan ser investigados
en mayor detalle. El autor considera que para este caso es posible introducir una
funcién de mapeo aproximada a fines de eliminar la singularidad de la integracién
sobre la superficie cilindrica y reducir la integral de cuatro dimensiones a una de
tres dimensiones. Esto podria lograrse mapeando una superficie muy cercana pero
no coincidente con la de interaccién, introduciendo la simetria rotacional del proble-
ma y realizando un proceso de diferenciacién numérica a fines de obtener la integral

correspondiente a la superficie.

3. Es de interés investigar la posible extensién de la formulacién propuesta para modelar
el comportamiento de placas y elementos de volumen inmersos en medios continuos.
El esquema general de la formulacién propuesta se presta al andlisis de elementos de
diversa naturaleza. Esto puede lograrse introduciendo la superficie de interaccién y
esquema de interpolacién particular para cada elemento en la formulacién propuesta,

la cual permite la evaluacion de matrices de rigidez simétricas para los mismos.
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Apéndice A

Evaluacion de las integrales

singulares 72, 73 e 74

A.1 Integral 72

Utilizando el sistema de coordenadas polares ilustrado en la Figura 4.11, 72 resulta:

5 [T S-S
2= [ [T G (R(5) X (R (5.8 (03) g~ pdpds (A1)
1 J0 J J—1

donde (1, R(p,5) v S (p,) estdn dados en las ecuaciones (4.33). La integral (4.32) no
posee singularidades en su dominio, ya que la singularidad de orden O (1/p) de las funciones
de Green es suavizada por el Jacobiano de la transformacion a coordenadas polares, el cual
es igual a p. Se introduce la siguiente transformacion para eliminar la existencia del limite

variable en (A.1) a fines de evaluar esta expresién mediante cuadratura de Gauss:

5B 5+ 05
B = ¢+ 5

5 (A.2a)

p= b (1+9) (A.2b)

I B, Z48
4 sin (ZTIC+ 2T1>
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El Jacobiano de la transformacién resulta:

-1

a¢ ¢ 3 A 0
J= | | _ 2 (A.3)
9 9 _p5—h b
o Op 2 tan(8)  4sin(B)
Introduciendo la transformacién, la integral (A.1) resulta:
sp + s 1+9) -8,
1 P Axtaxrl(L;51 C+L;B1) ( )T
12— [ [ G ((5) X (RC9) .5 () —
-1J-1 J J—1
41
— p1) d¢dv (A4)
™ _ s 2
sin(2251C+2;B1> 72 ( )
donde:
b
(¢, 9) 1 (149) (A.5a)
b
S(9) =sp+ (1+9) (A.5D)

A.2 Integral 73

Mediante la introduccién del sistema de coordenadas polares de la Figura 4.11, 73 resulta:
52 2 sm(ﬁ ~ S] 1
13 = n (X (sp), X (R (p, ), 5 (p. 3))) 75 pdpdp (A.6)
S; J

donde:

B2 = tan~"! (M) o (A.7)

Se introduce la siguiente transformacién para eliminar la existencia del limite variable en

(A.6) a fines de evaluar esta expresién mediante cuadratura de Gauss:

ﬁ2—* 5+ B2
B = ¢+ 5

p= b (1+9) (A.8D)

4sin (@%H %ﬂz)

(A.8a)
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El Jacobiano de la transformacién resulta:
-1

% K o 0

J=|" o = (A.9)
U NY) _pBP—3 b
o Op 2 tan(B8) 4sin(B)

Introduciendo la transformacién, la integral (A.1) resulta:

Sp—|— 3 _Eb 15 (1"‘79) —Sj_l
1 1 4tan(%4+2T2>
13 = mn X 7X 719 ) v
3= [ [ Gun&(5) X(R(C9).5 @) 5 55
b2 v+1 T
L S 8o — 5 dc av (A.10)
sin <B2T2C+ 242-ﬂ2> 32 ( 2)
donde:
R(G8) = 5 (1+9) (A118)
S (9) = sp + b (1+9) (A.11b)

A.3 Integral 74

Introduciendo las coordenadas polares, Z4 resulta:

L S—S;_
74 = / / Y G (R(5) X (R(p.8),5 (0.0)) 52— pdpdB (A12)
2 J0 j j—1

Similarmente a los casos anteriores, se introduce la siguiente transformacién para elimi-
nar la existencia del limite variable en (A.12) a fines de evaluar esta expresién mediante

cuadratura de Gauss::

T — (2 T+ (2

— A.13
p=" T (A130)
9+1
p= (Sj—1—sp) (A.13b)
2 cos (—”E& ¢+ LJ;BZ>
El Jacobiano de la transformacion resulta:
-1
% % 32 O
J= |7 o = (A.14)
R 2ptan(8)  Sj_1—sp
8 Bp 2 2 cos(f)
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Introduciendo la transformacion, la integral (A.12) resulta:

S 941 S'_ — S, ) — S,_
1= [ [ G Gl X (RG0),50) 3 g o,
(r = B) (Si =5 O+ 1) .
()
donde:
R(¢,9) = tan (C;ml) T (s - s) (A 160)
SW) = 19; L (85— 5) (A.16D)

De esta manera, 72, 73, e Z4 pueden ser directamente evaluada mediante cuadratura de

Gauss.
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