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RESUMEN

En esta tesis se presenta el desarrollo de un elemento cuadrilatero de cuatro
nudos para el analisis de laminas delgadas con geometrias arbitrarias. La prin-
cipal caracteristica del elemento es que los tnicos grados de libertad son los
desplazamientos traslacionales de la superficie media y para el calculo del cam-
po de curvaturas se recurre a una parcela de cinco elementos (el elemento y los
cuatro adyacentes). El campo de curvatura se asume constante en cada elemen-
to, y resulta dependiente de la posicion de todos los doce nudos de la parcela.
Dichas curvaturas se expresan en funciéon de la interpolacion isoparamétrica de
los gradientes sobre el contorno del elemento y del salto del gradiente normal.
A su vez, el término correspondiente al gradiente normal se expresa en funciéon
del angulo entre los vectores normales al lado en cada elemento. Asi, el campo
de curvaturas permite tratar geometrias con quiebres y ramificadas. En algunas
problemas puede producirse una configuracién deformada de flexiéon sin energia
asociada, lo que se controla a través de un esquema de estabilizacion artificial.
El comportamiento membranal resulta de una interpolaciéon bilineal estandar
de la geometria dentro del elemento. A los fines de obtener un elemento efi-
ciente para el analisis con integracion explicita de las ecuaciones de movimiento
se utiliza un tnico punto de integracion en el centro del elemento. Para evitar
la apariciéon de modos espurios de deformacion (hourglass) se incluyen fuerzas
membranales provenientes de un esquema de estabilizacion fisica. Con motivos
de extender las capacidades del elemento formulado se incluyen relaciones de
restriccion que permiten unir dichos elementos de lamina con elementos de soli-
do. El elemento se denomina BBS(Q (de su acrénimo en inglés Branching Basic
Shell Quadrilateral), estd basado en una formulacion Lagrangiana total, es no
conforme y fue implementado en cédigos con integracion explicita e implicita
de las ecuaciones de movimiento. Se presentan varios ejemplos numéricos en
régimen lineal, no lineal geométrico y no lineal material, a los fines de evaluar
las caracteristicas de convergencia. Los resultados obtenidos muestran que el
elemento converge en todos los casos a la soluciéon correcta.






DEVELOPMENT OF A ROTATION-FREE THIN SHELL QUADRILATERAL ELEMENT
FOR THE TREATMENT OF ARBITRARY GEOMETRIES WITH LARGE STRAINS

by
Carlos Federico Estrada

SUMMARY

In this thesis a four-node quadrilateral finite element for the analysis of thin
shells with arbitrary geometries is presented. The main feature of the element
is that the translational displacements of the middle surface are the only de-
grees of freedom and for the computation of the curvature tensor a patch of
five elements (the element and the four adjacent elements) is defined. The cur-
vature field, assumed constant within the element, is expressed in terms of the
deformation gradient at the element boundary and is dependent on the position
of the twelve nodes included in the patch. Such curvatures are expresed as a
function of the isoparametric interpolations of the gradients at the side and the
jump of the normal gradient. As well, the normal gradient is expressed as a
function of the angle between the normals at each mid-side points. This allows
to treat kinked and branching surfaces. In some problems a bending deformed
configuration may occur without associated energy and a cost-effective pertur-
bation stabilization scheme is used to control it. The membrane behavior results
from a standard bilinear interpolation of the geometry within the element. With
the aim of an efficient element in codes with explicit integration of the momen-
tum equations, one point quadrature is used in the element area. To avoid the
appearance of spurious deformation modes (hourglass modes) membrane forces
resulting from a physical stabilization technique are included. With the aim to
extend the capacities of the proposed element a special purpose multipoint con-
straint is included to allow the combination with solid elements. The element
denoted BBSQ (for Branching Basic Shell Quadrilateral) is based on a Total
Lagrangian Formulation, is non-conforming and has been implemented in codes
with implicit and explicit integration of the momentun equations. To assess the
element performance and convergence properties a set of numerical examples
are presented, including geometrically linear and non linear problems with large
strain plasticity. The results obtained show good convergence properties to the
correct values.






DEVELOPPEMENT D’UN ELEMENT DE COQUE QUADRILATERE SANS DEGRE
ROTATIONNEL POUR LE TRAITEMENT DES GEOMETRIES ARBITRAIRES AVEC DE
GRANDES DEFORMATIONS

par
Carlos Federico Estrada

RESUME

Dans cette thése se présente le développement d’un élément quadrilatére de qua-
tre noeuds pour l'analyse de coques minces avec les géométries arbitraires. La
principale caractéristique de 1’élément est que les seuls degrés de liberté sont les
déplacements traslacionales de la surface moyenne et pour le calcul du domaine
de courbures on recourt a une parcelle de cing éléments (I’élément et les quatre
adjacentes). Le domaine de courbure est assumé constante dans chaque élément,
et s’avére dépendant de la position de tous les douze noeuds de la parcelle. Ces
courbures sont exprimées en fonction de 'interpolation isoparamétrique des gra-
dients sur la découpe de 1’élément et du saut du gradient normal. A son tour,
le terme correspondant au gradient normal est exprimé en fonction de ’angle
entre les vecteurs normaux au coté dans chaque element. Ainsi, le domaine de
courbures permet de traiter les géométries avec fais faillite et ramificadas. Dans
certaines des problémes peut se produire une configuration déformée de flexion
sans énergie associée, ce qui est controlé a travers un schéma de stabilisation ar-
tificielle. Le comportement membranal résulte d’une interpolation bilineal stan-
dard de la géométrie dans I’élément. Aux fins d’obtenir un élément efficace pour
I’analyse avec intégration explicite des équations de mouvement on utilise un
seul point d’intégration dans le centre de I’élément. Pour éviter I’apparition de
maniéres espurios de déformation (hourglass) on inclut des forces membranales
provenant d’'un schéma de stabilisation physique. Avec des motifs d’étendre les
capacités de ’élément formulé on inclut des relations de restriction qui perme-
ttent d’unir ces éléments de lame avec des éléments de solide. L’élément est
appelé BBS(Q (de son acronyme en anglais Branching Basic Shell Quadrilater-
al), est basé une Formulation Lagrangienne Totale, est non conforme et a été mis
en oeuvre dans des codes avec intégration explicite et implicite des équations de
mouvement. Plusieurs exemples numériques en régime linéaire, non linéaire se
présentent matériel géométrique et non linéaire, aux fins d’évaluer les caractéris-
tiques de convergence. Les résultats obtenus montrent que 1’élément converge
dans tous les cas a la solution correcte.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Generalidades

El empleo de estructuras laminares se extiende a un gran nimero de pro-
blemas en ingenieria civil, aerondutica, mecanica, naval, entre otras. Sumado
a ello los diversos problemas relacionados con la producciéon industrial. Asi,
por ejemplo, desde un automoévil tipico que consta de aproximadamente 3.000
partes, pasando por un Boeing 777 con 100.000 partes, hasta un submari-
no nuclear moderno con aproximadamente 1.000.000 de partes (ver Cottrell
et al. (2009)), las estructuras laminares constituyen un importante porcenta-
je de dichas disenos. Debido a que estas estructuras delgadas resisten funda-
mentalmente por su forma, en su diseno o verificaciéon es esencial considerar
modelos que representen adecuadamente las caracteristicas no lineales del com-
portamiento cinematico y mecanico. En la actualidad, el anélisis no lineal de
elementos finitos es un componente esencial del diseno. En muchos casos, se
realizan ensayos destructivos para analizar cada una de las partes y el conjunto
estructural, con altos costos que podrian disminuirse al simplificar el ntmero
de ensayos gracias a la experiencia obtenida mediante simulaciones numéricas.
Asi, los disenos de sistemas de ingenieria sofisticados estan basados sobre analisis
computacionales y simulaciones numéricas. Por ejemplo, una aplicaciéon suma-
mente extendida en la industria (especialmente la industria automotriz), son los
procesos de conformado de laminas metélicas (embuticion, estampado). Resulta
imprescindible en estos casos considerar, ademés de la no linealidad geométri-

ca, plasticidad con deformaciones importantes (de moderadas a grandes) y la
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interaccion con los utiles (matrices, prensas, pisadores). Otra aplicacion es la
busqueda de una forma estructural adecuada y optimizada, lo que a su vez con-
duce a la necesidad de evaluar la sensibilidad a imperfecciones geométricas de
dichas formas 6ptimas. Cuando el estado tensional es de compresiéon en zonas
de la lamina, es necesario ademas investigar la posibilidad de una falla por ines-
tabilidad. Para los rangos de geometria y de tipos de materiales empleados en
la industria, esa inestabilidad muchas veces ocurre en el campo plastico de com-
portamiento del material, de modo que resulta muy interesante el estudio de
problemas de inestabilidad a partir de estados elasto-plasticos. Un tercer aspec-
to de mucho interés corresponde al comportamiento de estructuras laminares
construidas con materiales compuestos sometidas a acciones dindmicas, princi-
palmente de impacto. En estos casos suele ser necesario considerar fenoémenos
de delaminacion, o separacion entre las capas del compuesto. Se han realizado
extensos desarrollos en estas areas, lo que se ve correspondido con abundante
literatura sobre el tema y congresos destinados exclusivamente a estos temas,
donde tienen amplia participacion grupos de investigacion de las marcas lideres

en las diferentes industrias.

A la luz de los numerosos problemas de diseno y analisis la tecnologia de
elementos finitos de lamina no ha dejado de producir nuevas formulaciones que
intentan dar soluciones a dichos problemas. Asi, hoy en dia, el objetivo de la
tecnologia de elementos es la de desarrollar precisamente elementos con mejor
prestaciones particularmente para el rango no lineal. Esta tesis se encuadra per-
fectamente dentro de la tecnologia de elementos de lamina con especial énfasis

en el comportamiento no lineal geométrico y del material.

1.2. Antecedentes

Las primeros desarrollos de elementos de lamina se basaron en la teoria de
Kirchhoff-Love, sin embargo, pocos elementos fueron aceptados en la practica
ingenieril debido principalmente a las dificultades que acarrea la condicién de
continuidad C'. Esto motivé a numerosos autores a explorar nuevas formula-
ciones basadas en la teoria de Reissner-Mindlin. La principal diferencia entre
ambas formulaciones es la condicién de la normal después de la deformaciéon. Asi,
en la teorfa de Kirchhoff-Love las normales a la superficie media permanecen

normales después de la deformacion, condicion que puede en muchas estruc-
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turas de placas y laminas delgadas reproducir las caracteristicas esenciales de
deformacion. Por otro lado, la teoria de Reissner-Mindlin relaja la condicién de
ortogonalidad de la normal a expensas de introducir el efecto de la deformacion
por corte el cual tiene vital importancia en placas y laminas gruesas. Desafor-
tunadamente los elementos de placa y lamina de Reissner-Mindlin sufren de

bloqueo por corte para problemas con pequeno espesor.

La idea de desarrollar elementos de lamina delgada basados en la teoria
de Kirchhoff-Love, evitando los problemas de continuidad C*, dio origen a téc-
nicas numéricas para el anélisis de laminas que incluyen tnicamente los gra-
dos de libertad (GdL) traslacional (denominado rotation-free). El desarrollo de
dichas técnicas numéricas esta intimamente ligado con el método de diferen-
cias finitas (DF), ver por ejemplo Ugural (1981), Bushnell y Almroth (1971),
Bushnell (1984). Las dificultades obvias del método de DF son el tratamiento
de las condiciones de borde y los problemas derivados del uso de mallas no es-
tructuradas. Sin embargo, la idea de desarrollar elementos de ldminas sin GdL
rotacionales no es nueva y varios intentos se han reportado (mayormente so-
bre elementos triangulares). Asi, el primer intento fue probablemente debido a
Nay y Utku (1972) quienes derivaron un elemento de placa triangular usando
una aproximacion cuadrética para describir el campo de deflexiones de cada
nodo en funcién de los nodos de la parcela que rodea al nodo en cuestion. Unos
pocos afios después Barnes (1977) propuso un método para derivar un elemento
de placa triangular con las deflexiones nodales como los tnicos GdL basando
el célculo de las curvaturas en términos de las rotaciones normales a los pun-
tos medio de cada lado determinada en funcién de las deflexiones nodales de
los elementos adyacentes. Este método fue explorado por Hampshire y Chan
(1992) asumiendo que los lados estan articulados, y que la rigidez flexional esta
representada por resortes torsionales que resisten el giro a lo largo de dicho
lado. Phaal y Calladine (1992a,b) propusieron una clase similar de elementos
triangulares de placa y lamina sin GdL rotacionales. Yang et al. (1993) derivo
una familia de elementos triangulares de este tipo para el analisis de estampado
de laminas basado en una formulaciéon similar a la propuesta por Hampshire y
Chan (1992). Brunet y Sabourin (1994) formularon una aproximacion diferente
para computar el campo de curvatura constante en cada tridngulo en términos
de los seis desplazamientos nodales. El triangulo fue exitosamente implementa-
do en un c6digo con integracion explicita de las ecuaciones de movimiento para

el analisis no lineal. Rio et al. (1994) utilizé un concepto de rigidez flexional de
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lado articulado para derivar un elemento triangular para problemas explicito de

estampado de laminas.

Omnate y Cervera (1993) propusieron un procedimiento general combinan-
do conceptos de elementos finitos y volimenes finitos para derivar elementos
triangulares y cuadrilateros de placa delgada con la deflexion como tnica varia-
ble nodal. En ese trabajo se desarroll un elemento triangular simple y compet-
itivo denominado BPT' (de su acréonimo en inglés Basic Plate Triangle). Estas
ideas fueron extendidas y formalizadas por Onate y Zarate (2000) al derivar un
elemento triangular de placa BPT y lamina BST (de su acréonimo en inglés
Basic Shell Triangle) sin GdL rotacionales. Los ingredientes basicos del método
son una formulacion mixta del tipo Hu-Washizu, una discretizacion estandar con
triangulos de tres nodos, una interpolacion lineal del campo de desplazamiento
para cada tridngulo y una aproximacion del tipo volimenes finitos para com-
putar el campo de curvaturas. Una extension del elemento BST para el analisis
no lineal de laminas fue implementado en un cédigo explicito por Onate et al.
(2002) usando una formulacion Lagrangeana Actualizada y un modelo consti-
tutivo hipoeléstico. Una formulacién para grandes deformaciones del elemento
BST usando una descripcion Lagrangeana Total fue presentada por Flores y
Onate (2001) dando origen a un elemento con excelentes prestaciones deno-
minado LBST. Una extension de esta formulacion con una mejora sustancial
en el comportamiento membranal de estos elementos se logré utilizando una
aproximacion cuadratica sobre la parcela de cuatro elementos (Flores y Onate
(2005)), dando lugar a un elemento con comportamiento similar al triangulo de
deformacion lineal pero sin los problemas de bloqueo membranal que presenta
este ultimo. En la Referencia Onate y Flores (2005) se presenta un amplio rango
de aplicaciones que muestra el excelente comportamiento membranal y flexional
de este tltimo elemento. Dichos elementos suponen que la superficie de la lami-
na es suave y que no hay cambios bruscos en la rigidez flexional, lo cual surge
de la forma en que se interpola la geometria. Posteriormente Flores y Onate
(2006) presentaron un elemento para laminas bidimensionales (basicamente de
revolucion) en el cual esta tltima restriccion fue levantada, de tal forma que es
posible considerar ldminas con quiebres e incluso ramificadas. Una extension a
problemas tridimensionales, usando nuevamente triangulos, ha sido presentada
por Flores y Onate (2007) lo cual implica un aumento importante en el cam-
po de aplicacion, incluyendo la industria acronautica entre otras. En todos los

casos se ha usado un tnico punto de integraciéon en la superficie y un niimero
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variable de puntos de integracion en el espesor de acuerdo a la aplicacion. Estos
elementos se han implementado en codigos comerciales (STAMPACK (2006))
y se han utilizado extensivamente para simulaciones de embuticién de laminas

delgadas con excelentes resultados.

Cabe destacar que la idea de prescindir de las rotaciones como GdL se ha
extendido, en los tdltimos anos, a otras aproximaciones. Asi, las aproximaciones
son muy diversas, una muy promisoria y que ha adquirido importancia tulti-
mamente es la basada en el concepto de “Isogeometria” (Cottrell et al. (2006);
Hughes et al. (2005); Benson et al. (2010); Kiendl et al. (2010)) asociada a
funciones usadas en los sistemas de CAD. Uno de los objetivos aqui es utilizar
una tnica definicion geométrica (NURBS) a los fines de simplificar los proce-
dimientos de refinamiento. Una segunda aproximacién, que comparte algunas
ideas con la anterior en lo referido a la interaccion con los sistemas de CAD,
que no esta limitada a problemas lineales y facilita el tratamiento del contacto,
es el concepto de “Superficies de Subdivision” (Cirak y Ortiz (2000, 2001)). Los
esquemas de subdivisién construyen superficies suaves a partir de una malla de
control inicial usando un proceso de refinamiento repetitivo. Una vez generada
la malla, para evaluar las curvaturas en cada elemento (tridngulo), se utiliza
una parcela regular de doce elementos sobre la que se define una funcién de
interpolacion especial. La tercera aproximacion, ya no asociada con los sistemas
CAD (Wells y Dung (2007)), es a través del uso de técnicas de "Galerkin Dis-
continuo". Las formulaciones de laminas sin rotaciones con esta técnica es un

tema actual de investigacion.

En esta tesis seguiremos una aproximacion con mayores antecedentes den-
tro del Método de Elementos Finitos (MEF) (Onate y Cervera (1993); Sabourin
y Brunet (1993)) que consiste en evaluar la curvatura usando una parcela de
elementos formada por el elemento sobre el cual se desea evaluar las deforma-
ciones y los inmediatamente adyacentes (parcela de 4 elementos triangulares o 5
elementos cuadrilateros). En problemas tridimensionales los principales desarro-
llos ha sido con elementos triangulares, y no existe un desarrollo exhaustivo de
elementos cuadrilateros. El trabajo de Onate y Cervera (1993) sugiere la posi-
bilidad de considerar elementos de placa delgada cuadrilateros pero no indica
los detalles y menos atin provee de resultados. La primera aproximaciéon men-
cionada (Cottrell et al. (2006)) incluye la utilizacién de superficies de control

de cuatro lados nuevamente para placas. El primer elemento cuadrilidtero para
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laminas delgadas sin GdL rotacionales fue presentado por Brunet y Sabourin
(2006) como una extension de un elemento triangular. La formulacion utiliza
una parcela de cinco cuadrilateros y calcula deformaciones de flexion normales
a los lados comunes a partir de sus giros relativos, las cuales son luego inter-
poladas usando coordenadas de area. Adicionalmente a las cuatro angulos de
giros evaluados a cada lado del elemento principal de la parcela se adicionan
dos dngulos internos para evitar posibles modos de alabeos. La formulacion im-
plica una integracion paso a paso de las deformaciones dentro de un sistema
corotacional, una formulacién Lagrangena Actualizada y una relaciéon consti-
tutiva hipoelastica. Un segundo elemento cuadrilatero para laminas delgadas
sin GdL rotacionales fue presentado por Flores y Estrada (2007). La formu-
lacion es una extension de los elementos triangulares desarrollados previamente
(Flores y Onate (2001, 2005)). La diferencia principal con la aproximacion pre-
sentada por Brunet y Sabourin (2006) es que se trabaja directamente con la
obtencion de la primera y segunda forma fundamental de la superficie en base
a una formulacion Lagrangeana Total que permite utilizar un modelo consti-
tutivo hiperelastico. Otro aspecto importante en los desarrollos presentados en
esta tesis esta intimamente ligado al uso de un solo punto de integraciéon para
evaluar el campo flexional. La definicién de la curvatura utilizando el promedio
de los gradientes en los lados permite observar que pueden existir configura-
ciones geométricas con una variaciéon alternada de la curvatura que conducen a
un valor nulo de la curvatura promedio (ver Flores y Estrada (2007)). Lo cual
implica que pueden aparecer configuraciones deformadas sin energia asociada
(modo flexional de deformacién espurio). Para mantener un so6lo punto de in-
tegracion en el elemento (curvatura constante) es necesario entonces realizar
alguna estabilizacion de este modo flexional. Uno de los primeros antecedentes
sobre elementos sin GdL rotacionales puede verse en el trabajo Flores y Onate
(2006) donde se desarrolla un elemento de viga/lamina bidimensional sin rota-
ciones que utiliza una aproximacion lineal de la curvatura entre los dos nudos
del elemento. Alli aparece el mismo problema si se utiliza un tnico punto de
integracion, lo cual ha sido resuelto reescribiendo la curvatura como el valor
obtenido en el punto de integracién mas una componente de estabilizacion. Un
segundo aspecto que se desprende del uso de un solo punto de integracion para
el campo membranal son los ya conocidos modos de hourglass. Los principales
desarrollos de técnicas para estabilizar dichos modos en laminas se deben a
Belytschko y colaboradores (Belytschko et al. (1992); Belytschko y Leviathan
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(1994a,b)). La estabilizacion consiste en el adicionado de fuerzas elementales que
pueden obtenerse en base a diferentes técnicas, como métodos de perturbacion,

principios variacionales mixtos, etc.

1.3. Motivacién y Objetivos

A la luz de los antecedentes, en los tltimos 10 anos (principalmente) se
han desarrollado elementos de laminas sin GdL rotacionales para problemas
tridimensionales que incluyen fuertes no linealidades, geométricas y del mate-
rial. La ventaja de estos elementos es la simplicidad de su definiciéon geométrica
y eficiencia computacional. Curiosamente la mayoria los elementos desarrollados
hasta ahora son, principalmente, tridngulos de tres nudos con GdL exclusiva-
mente traslacionales. Si bien los elementos triangulares son més versatiles para el
tratamiento de geometrias complejas, en geometrias mas sencillas los elementos
cuadrilateros son mas eficientes. Resulta interesante y es motivo de investigacion
desarrollar un elemento de lamina cuadrilatero sin grados rotacionales. Asi, en la
presente tesis, se formula un elemento competitivo y para ello es necesario salvar
algunos aspectos que permitan obtener un elemento de lamina versatil frente a
diferentes problemas ingenieriles de interés. Por supuesto, siempre pensando en

aplicaciones que incluyan no linealidades geométricas y del material.

Todas las formulaciones, para el calculo de las curvaturas, recurren a
definir una parcela de elementos a partir del propio elemento y los adyacentes,
con lo cual es factible definir una medida de la curvatura en el elemento en base
a diferentes interpolaciones. Debido a su simplicidad, estos elementos presen-
tan algunas limitaciones asociadas a las hipotesis de comportamiento de estos

elementos:

a) rigidez uniforme o de variacion suave
b) superficie tnica y suave sin cambios abruptos de la normal

¢) union con otro tipo de elementos (vigas, solidos).

A partir de lo expuesto arriba podemos, asi pues, enunciar los objetivos de esta

tesis.
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Objetivos Generales

El objetivo general comprende dos partes:

a) el desarrollo de herramientas computacionales para el analisis de laminas

delgadas

b) la simulacién de ejemplos numéricos para validar la herramienta computa-

cional y mostrar su efectividad.

Adquirir los objetivos generales propuestos permitiria disponer de una herra-
mienta computacional adecuada para el tratamiento en régimen elasto-plastico

con grandes deformaciones de ldminas delgadas.

Objetivo Especifico

El objetivo especifico de esta tesis es desarrollar un elemento de lamina
cuadrilatero sin GdL rotacionales para el tratamiento de geometrias arbitrarias.
El elemento deberé ser capaz de tratar cambios pronunciados de rigidez entre
elementos, geometrias no necesariamente suaves (quebradas) e incluso laminas
ramificadas. Como objetivo especifico secundario se tratara a través de rela-
ciones de restriccion adecuadas la union de elementos de ldmina con sélido. Los
desarrollos precedentes se realizaran dentro de un marco que incluya compor-

tamiento geométrico no lineal y material anisétropo elasto-pléstico.

1.4. Contenido de la Tesis

La tesis consta de 11 capitulos. En el primer capitulo se presentan las ge-
neralidades del tema. Se realiza una introduccion de antecedentes de elementos

de lamina y se presentan la motivacion y los objetivos de la presente tesis.

En el Capitulo 2 se explica el modelo de lamina de Kirchhoff-Love. El capi-
tulo incluye los fundamentos matematicos y mecénicos necesarios para abordar
la teoria no lineal de laminas delgadas. Por cuestiones de completitud al final
de dicho capitulo se presenta la teoria de lamina de Reissner-Mindlin como una

generalizacion de la de Kirchhoff-Love.
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En el Capitulo 3 se da inicio al analisis de los antecedentes de lamina. El
capitulo se divide en dos partes. Parte I: Elementos de lamina clasicos, donde se
incluyen los elementos tipicos de Kirhhoff-Love, Reissner-Mindlin y elementos
de Lamina-Soélido. En la Parte II: Elementos de lamina alternativos: Superficie
de Subdivision, Isogeometria, Galerkin Discontinuo y Elementos de lamina sin

grados de libertad rotacionales.

Los Capitulo 4 y 5 constituyen la parte central de la presente tesis. En el
primero de dichos capitulos se presenta la formulacién de un elemento cuadrila-
tero basico para el tratamiento de laminas suaves. En el Capitulo 5 se formula
un elemento para el tratamiento de geometrias arbitrarias. Partiendo de la for-
mulacion previa se redefine el campo de curvatura y las fuerzas de estabilizacion

obteniéndose un elemento competitivo.

En el Capitulo 6 se presenta una formulacion de restriccion multipunto
con el objetivo de acoplar elementos de s6lido con elementos de lamina. Este tipo
de formulacién es muy utilizada en modelos que responden globalmente al com-
portamiento de laminas cuando se pretende realizar un analisis local detallado

con elementos de so6lidos a los fines de captar comportamientos tridimensionales.

En el Capitulo 7 damos inicio al primero de cuatro capitulos dedicados
a los ejemplos numéricos. En este capitulo se muestra el comportamiento del
elemento de lamina propuesto para el rango lineal elastico. Se analiza la sensibi-
lidad de los esquemas estabilizacién y se resuelven casos ingenieriles de interés.

Se abordan ejemplos con geometrias suaves, quebradas y ramificadas.

En el Capitulo 8 se analizan varios ejemplos no lineales mostrando las
capacidades de la formulacion propuesta. Se abordan problemas que incluyen no
linealidad geométrica, pandeo, plasticidad con grandes deformaciones, impactos,
cargas dindmicas, autocontacto, entre otros. Los resultados se comparan con
otras formulaciones y /o datos experimentales a los fines de contrastar el acuerdo

obtenido con el elemento de lamina propuesto.

El Capitulo 9 se dedica a ejemplos numéricos usando la restriccion mul-
tipunto descrita en el Capitulo 6. Se muestra a través de algunos ejemplos la
utilidad de poder acoplar elementos tridimensionales de sélido con el elemento
de lamina propuesto en el Capitulo 5. La unién lamina-solido permite tratar

estructuras de interés para la préactica ingenieril.

Por ultimo con el Capitulo 10 damos fin a una serie de capitulos abocados
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a ejemplos numéricos. Este capitulo incluye la simulaciéon numérica de una de
las aplicaciones mas importante de la industria. Dichas aplicaciones son el es-
tampado de laminas muy utilizado, por ejemplo, en la industria automotriz. Asi
se analizan varios casos de embuticion que incluyen la definiciéon del material,
la definicion de las herramientas, el tratamiento del contacto entre las partes,

la recuperacion elastica, entre otras.

Finalmente, en el dltimo capitulo, se senalan las conclusiones y recomen-

daciones para trabajos futuros.



Capitulo 2

Modelo de Lamina de
Kirchhoftf-Love

2.1. Introduccion

Damos aqui inicio a los aspectos béasicos de la teoria de lamina delga-
da, empezando por los fundamentos matematicos de la geometria diferencial de
laminas y de la mecéanica del soélido. Nos introducimos en la descripcion cine-
matica, pasando por la descripcion de los esfuerzos hasta llegar a las ecuaciones
constitutivas. Este capitulo no pretende ser exhaustivo, por el contrario, pre-
sentaremos un resumen de la teoria clasica de lamina. Una descripcion detallada
puede encontrarse en Mollmann (1981); Calladine (1983); Ciarlet (2000), entre
otros. Aqui, pues, seguiremos la elegante formulacién de la teoria de Reissner-
Mindlin presentada por Simo y Fox (1989); Simo et al. (1989) pero aplicada a
Kirchhoff-Love. También pueden encontrarse el modelo de Kirchhoff-Love y al-
gunos aspectos computacionales en los trabajos de Cirak y Ortiz (2001); Bischoff
et al. (2004); Onate y Flores (2005), entre otros.

Por motivos de completitud en el dltimo apartado presentaremos las ca-
racteristicas principales del modelo de lamina de Reissner-Mindlin. Veremos en
dicho apartado que la teoria de lamina de Kirchhoff-Love es un caso particular
de la teoria de Reissner-Mindlin al relajar las condiciones de las normales a la

superficie media.
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2.2. Fundamentos matematicos y mecanicos

2.2.1. Aspectos basicos de la geometria diferencial de lami-

nas

Damos aqui comienzo a una breve introducciéon de la teoria de la geome-
tria diferencial aplicada a laminas. En este apartado definiremos la notacion
utilizada en las subsecuentes secciones y proveeremos algunas féormulas basicas

necesarias para derivar las diferentes expresiones matematicas.

2.2.1.1. Concepto de lamina y superficie media

Una ldmina delgada es un cuerpo limitado por dos superficies que se
encuentran separadas por una distancia pequena. Una superficie en el espacio

tridimensional queda representada por la parametrizacion

o =" (6,€) (2.1)

donde ° (&1, £?%) es el vector posicion de un punto dado sobre dicha superficie.
Las coordenadas convectivas, &1, €2 representan una parametrizacion tnica de
una posicion especifica y cada posicion sobre la superficie esta asociada con un

tinico par de coordenadas {¢', &2} (ver Figura 2.1).

&3
]

Superficie
superior

- /"
- =
i
/,’f/’ g .
~ Superficie

AT Superficie ~ media
1 X inferior

Figura 2.1: Geometria de una lamina.
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Denotando por 5 (€1, £?) el vector unitario normal a la superficie, el vector

posiciéon de un punto dado en un cuerpo tridimensional se denota por
X (61,6,8%) = ¢° (¢1,€6°) + %5 (¢4, €6%) (2.2)

Se presume de aqui en mas que el cuerpo bajo consideracién contiene una

superficie media como un subconjunto de modo que

X (£,€%,0) = X [gs_o= 9°(¢", &) (2.3)
h(€h€%) h(E,&?)
Ee|- 5y (2.4)

con h (€', €?) el espesor de la lamina.

2.2.1.2. Vectores bases covariantes y directores

Los vectores bases covariantes se obtienen a partir de la derivada parcial
del correspondiente vector posicién con respecto a las coordenadas convectivas

en cada caso

0X
o« = = Xy 2.
Go = 5o (2.5)
a o
A =Galoo= 5o = (2.6)

donde se introduce la convenciéon de subindices griegos para representar los
ntmeros 1 y 2 y la notacién con coma para denotar las derivadas parciales con
respecto a £%. A partir de (2.5) y (2.6) se tiene

X
= —— 2.
Ga,ﬂ 850‘6’55 ( 7)
82g0°

Se menciond previamente que la normal unitaria a la superficie en un
punto dado de coordenadas (&', £2) era t3 (¢!, £%). Como ¢° es funcion de &'y €2,
solamente se puede computar directamente dos vectores bases covariantes sobre
la superficie media ¢?, . Por lo tanto, si se necesita un espacio tridimensional

tangente para una superficie bidimensional, 4 tiene que ser construida de alguna
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manera. Una forma posible es definir

] o
go— P X P
3

=T < o (29)
| 2 X @2, ||

En el contexto de la teoria de laminas, el vector ¢4 normalizado, definido

en la ecuacion (2.9) se denomina director.

2.2.1.3. Primera forma fundamental
El tensor métrico de la superficie media, se define por
Aap = piy - Pl = Apa (2.10)
Los cuales cumplen la siguiente condicion
A AN = 65 (2.11)

donde A,p y AP son tensores simétricos covariantes y contravariantes de orden

dos, respectivamente.

La longitud de una linea infinitesimal sobre la superficie media que conecta

dos puntos con coordenadas curvilineas £* y £ + dé® se determina como
(ds)® = Agpdeede? (2.12)

donde el segundo miembro del lado derecho A,z es la primera forma fundamen-

tal de la superficie media.

2.2.1.4. Segunda forma fundamental

Como se menciond previamente el vector director, t3, y los vectores para-
lelos ¢?, al plano tangente en un cierto punto de la superficie media cumplen
con la siguiente relacion

pr, -t =0 (2.13)

diferenciando esta ecuacion con respecto a £* se tiene

(P?a . tglﬁ + “P?,Boc . tg — O (214)
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Definiendo la curvatura Gaussiana como

1 Bagdeode?
—_—= " 2.15
R~ A,gdedc? (2.15)
Se desprende de (2.14) y (2.15) la segunda forma fundamental de una

superficie como
Baﬁ == (P?a : tg/lg = _SO?,Ba . tg = Bﬁa (216)

B, es un tensor covariante simétrico de orden dos.

2.2.2. Aspectos basicos de la mecanica del continuo

Damos aqui comienzo a una breve introducciéon de la teoria matemati-
ca de la mecéanica del continuo no lineal aplicada a la teoria de lamina. En
este apartado definiremos la notacién utilizada en las subsecuentes secciones
y proveeremos algunas férmulas bésicas necesarias para derivar las diferentes

expresiones matematicas.

2.2.2.1. Proceso de deformacion

El punto de partida es la introduccién de un conjunto 8 de puntos conec-
tados MM, los cuales se identifican con un cuerpo. La superficie, o el borde de
un cuerpo es denotado como 08. Las posiciones de B, esto es, de sus puntos
materiales individuales en el espacio, se denomina configuracion y puede ser

definida formalmente como
x:(3B,t) > 6 (2.17)

donde t es el seudo tiempo que parametriza las sucesivas configuraciones. El
mapeo x asocia un tnico vector posicion € R? en el espacio tridimensional

con cada punto material M€ B y un tiempo ¢ € [t,, 0.

Vamos a definir dos configuraciones. Primero la configuracion para el tiem-
po t = t,, denominada configuracion de referencia, la cual es habitualmente
entendida como el estado indeformado de la estructura. Siguiendo la conven-
cion habitual de la mecanica del continuo, se marcaréa las cantidades referidas
a la configuracion de referencia con letras maytusculas, tales que, por ejemplo,

X denota el vector posicion de un punto material en su desplazamiento para
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el tiempo t = t,. Las componentes X* de X = X'¢; son por lo tanto también

denominadas coordenadas materiales del cuerpo.

La segunda configuracion es la configuracion actual del cuerpo para un
tiempo dado t > t, puede ahora ser formulada como un mapeo desde la confi-

guracion de referencia hasta el espacio R?,

d:(X,t) =R (2.18)

En este sentido, un proceso de deformacion puede ser entendido como

una secuencia continua de configuraciones ® (X, t). Las cantidades referidas a

la configuracion actual (o deformada) son escrita en letras mintsculas. Para el

vector posicion de un punto material 9; identificado por su vector posicion X
al tiempo t = t, escribimos

x=o(X,t) (2.19)

Por otro lado, usaremos €2 y I, respectivamente, para la denominacion del
dominio del problema, esto es, el cuerpo B vy su borde 0B, respectivamente
b b b b

porque esta notaciéon se conforma con aquella cominmente encontrada en la

literatura relacionada con el MEF.

2.2.2.2. Gradiente de deformacion

Como se ilustra en la Figura 2.2, los desplazamientos son definidos como la
diferencia entre los vectores posicion en la configuracion actual y de referencia,

respectivamente,
u(X,t)=x(X,t) - X (2.20)

Para la descripcion de la deformacion actual del cuerpo, se necesita in-
formacion acerca de la forma del elemento de volumen diferencial. Matemética-
mente, esta informacion esta representada por el espacio tangente tridimensional
del correspondiente punto material. Los vectores base covariantes, asociados con
aquellos espacios, son definidos como g, = 0z /9¢", donde las derivadas parciales
son tomadas con respecto a las coordenadas curvilineas convectivas £!. De igual
forma se definen los vectores base contravariante G* = (9¢'/0X). La relacion
entre los vectores de la base covariante de ambas configuraciones se obtiene por

aplicacion de la regla de la cadena
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ox Oox 0X
0 _ IO _p.g, 2.21
9i 7 9¢i T 9X o¢i (2:21)
donde
ox ox ; Oz ok ;
F= 9x=ax,%¢ = garoxi ©°
ox  o&r . ,
bad et = . v 2.22
aeF ® 8X’e g, 2G ( )

se denomina el gradiente de deformacion material. Dicho tensor transforma un

vector material dX en un vector espacial d y es un tensor no simétrico.

Configuracién de
referencia

Configuracion

X2

Figura 2.2: Configuracion de referencia y actual.

Los vectores de base covariante y contravariante en ambas configuraciones

pueden ser transferidos con la ayuda de las siguientes formulas

g = F-G, g=F".G
G = F'.g Gi=F"'.g, (2.23)

Los dos primeros procedimiento, mapean las cantidades de la configura-
cién de referencia a la actual, y se denominan operaciones de push forward, las

otras son denotadas como pull back.

Resolviendo las ecuaciones (2.23) para F' proveen un par de formulas muy
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utilizadas para computar el gradiente de deformaciéon y su inversa

F = gz®G27 F_T:gi®Gi7 F_IZGi®gi7
FT' = G'®g, (2.24)

Para que sean efectivas las transformaciones en las ecuaciones (2.24) el
gradiente de deformacion debe ser invertible para lo cual se requiere su deter-
minante sea no nulo, J = Det(F'). Por otra parte, el mapeo asociado con F

debe ser continuo y positivo semidefinido
J=Det(F)>0 (2.25)

Mecéanicamente, esta condiciéon imposibilita la auto penetracion del material.

2.2.2.3. Medida de deformacién y de tension

De las numerosas medidas de deformacion, convenientes para la descrip-
cién de problemas que envuelven grandes deformaciones, utilizaremos el tensor

de deformaciones de Green-Lagrange

1
E=—-(FT-F-1 2.2
5 ( ) (2.26)
o en forma alternativa
1
E = §(C_I> (2.27)
1
=3 (U? -1) (2.28)

donde C' es el tensor derecho de deformaciones de Cauchy-Green y U es el

tensor de estiramiento derecho.

Haciendo uso de la descomposicién espectral, los tensores C' 'y U, se

pueden expresar en forma alternativa como
3
C = ) Nroor, (2.29)
a=1

3
U = ) Aroa®r, (2.30)
a=1
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donde los A\, y 7, son los autovalores y autovectores del tensor U. Luego el

tensor de deformaciones E puede expresarse como

E =

[e%

(A= 1)ra @74 (2.31)

3
=1

La medida de tension energéticamente conjugada (a través del Principio
de Trabajos Virtuales) de E es el sequndo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
S. Asumiendo la existencia de un potencial elastico, el tensor elastico de cuarto

orden se obtiene como ,
azwmt ( E)

OEOE

donde W (E) es la energia interna de deformacion. Para un material del tipo

D= (2.32)

St. Venant-Kirchhoff, D establece una tnica relacion entre E y S como

S=D:E (2.33)

2.3. Descripcion Geométrica

2.3.1. Descripcion cineméatica

Antes de comenzar con la descripcion geométrica y finalizar con las ecua-
ciones constitutivas es importante definir las hipotesis sobre la que se basa el

modelo de lamina de Kirchhoff-Love.
Las hipoétesis son:
1. Las fibras a la superficie media antes de la deformacién permanecen nor-

males a dicho superficie después de la deformacion.

2. Las componentes de tension en la direcciéon normal a la superficie media
son despreciables frente a las componentes de tension en el plano de la

lamina.

3. El espesor de la lamina no permanece constante durante la deformacion.

Veremos a medida que se desarrolla la descripcion geométrica que las hipotesis

1 y 3 definen el campo de desplazamiento a través del espesor de la placa y
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la segunda hipotesis define la relacion tension-deformacion (estado plano de

tensiones) de la lamina.

Consideremos una lamina delgada cuya superficie media indeformada ocu-
pa un dominio €° en el espacio Euclidiano R® con un borde I'°. A cada punto
de la superficie media se le asigna un espesor h° como la distancia (medida a lo
largo de la direccion t4) entre la superficie superior e inferior de la lamina. Las
posiciones X y & de un punto de la lamina en las configuraciones indeformada y
deformada pueden ser escrita respectivamente a través de los vectores posicion
(ver (2.2))

X (€,6,6%) = ¢° (€1.€) + €45 (€1.€) (2.34)

z (£,6%,8) = (£.6) + €N (€. 67) (2.35)

El producto &3\ es la distancia entre un punto del cuerpo y la superficie
media en la configuracion deformada. Esto implica una deformacion constante
en la direccion normal asociada al pardmetro A\ que relaciona el espesor entre

la configuracion actual y de referencia, esto es

h
A= (2.36)

Como se anuncio en la tercer hipotesis, el espesor no permanece constante,
sino que por el contrario, puede tener una variacién suave. El parametro A no
se lo considera como una variable independiente y se lo computa a través de

consideraciones puramente geométricas (comportamiento isdcoro).
Un sistema convectivo es definido en cada punto sobre 2° y €2 como

0X  0p°

ot 0X
_ _ 3 Ulg —_ 7 _ 40 2.
Go = S =05 Gi=gm =t (2.37)
dr Oy +€38()\t3) ox _ At (2.38)

ga = 8€a - aga aga g3 = 8_53

Esto puede ser particularizado para los puntos sobre la superficie media

como

G, (&=0) = o7, (2.39)
9, (8=0) = ¢, (2.40)
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A continuacién definiremos el campo de desplazamientos con cierta gene-
ralidad para después particularizarlo a través de la primer hipotesis fundamental
enunciada méas arriba. Teniendo en cuenta las expresiones (2.34), (2.35) y que
el vector director t3 gir6 de la configuracion de referencia a la actual mediante

un tensor de rotacion A, obtenemos

p = ’+v (2.41)
t; = At] (2.42)

Luego el campo de desplazamientos es

u = x— X =@’ +v+ ML — ¢° —
= v+ &N -1t (2.43)

Ubicando nuevamente nuestra mirada en la primer hipotesis, y para que
dicha hipotesis realmente se cumpla, se requiere que el director sea ortogonal
a la superficie media en la configuraciéon deformada, en términos matematicos
esto se logra si

ts -, = (ALS) - (7, +v1s) =0 (2.44)

Como consecuencia de la hipotesis sobre las normales, la condicion (2.44)
puede cumplirse si el director en la configuracion de referencia y actual es cons-

truido a partir de los vectores base de la superficie media como

o o
jo— P X P
3

’X 9
_ . 2ty = P11 X P
| 7 x % |

=T T2 (2.45)
| @1 X @ ||

respectivamente. Luego, la parametrizacion del vector rotaciéon no es necesaria,
ya que el director actualizado se obtiene via ecuacion (2.45). Esta es la diferencia
sustancial entre un modelo de ldmina de Kirchhoff-Love y un modelo del tipo

Reissner-Mindlin.
2.3.2. Deformaciones de la superficie media
Hasta ahora, se consider6 la condiciéon de que las secciones planas per-

manecen rectas asi como la normales permanecen rectas y deformables en la

direccion del espesor. Nuestro proximo paso seré definir las deformaciones que
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experimenta la superficie media de una lamina delgada.

En particular para las expresiones cineméticas de las ecuaciones (2.34) y

(2.35) el gradiente de deformacion (2.22) se expresa como

F = (po+&80t3), ®G) +M;0 G’
= P, G+ (M), ®G" + M3 ® G’ (2.46)

y la derivada del vector director de la lamina t3 se obtiene de (2.45) como

5 (@rg X as + a1 X ayg) - as] (2.47)

1
tyo = j(al’a X @y + a; X @yy)
a
J

El producto F*F = U? = C se escribe de la siguiente manera

U? = [G*"®p,+EG"® (), + \G® @ t]

[cp,ﬁ 9 G+ (My)y © G° + My ® G3]

= (P 9) (G*@C) +€ [0+ )y + 015 ()., | (G @ GF)
(

) [(Ma), - Ots),,] (G2 @ 6%) + X2 (60 0 G (2.48)

que puede ser expresado en forma matricial (relativo a la base dual {Gl, G G? })

como

PP P 0
U? = Py Py Py 0
0 0 A2

2(P/1 * ()\tg)/l (P/l ° ()\t3)’2 + (P/Q ° ()\tg)/l O

+& | iy - (At3)1p + g - (At3)y 21y - (A3)g 0

0 0
(Ats)y - (Ats),  (Ats)sy - (Ats)y
2\ 2
+ (53) ()‘tS)q ’ (At3>'2 (/\t3)/2 ’ ()‘t3)/2 0 (2-49)
0 0 0

La primera forma fundamental de la superficie se escribe como

Uop = Qo Q3= Pi, " Prg (2.50)
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y las curvaturas (segunda forma fundamental) de la superficie media como

bag = % (9% typt+ppe t3’a) = oty
Notar que la identidad
% (Po-tys+@g tya) = @ tys (2.52)

se mantiene porque las condiciones de normalidad ¢, - t3 = 0 se satisfacen

en forma exacta por construccion (ver ecuacion (2.45)). Luego, despreciando los
_ : . 2 o

términos asociados con la derivada A, y (£3)7, el tensor derecho de estiramiento

puede ser escrito como

(an -+ 2b11§3)\) (CL12 + 2b1253)\) 0
[]2 == (a12 + 2b12§3/\) (a22 + 262253/\) 0 (253)
0 0 A2

La expresion de arriba de U? es util para computar diferentes medidas de

deformacion Lagrangeanas.

En la configuracion de referencia, se define el tensor F°como

F° = o), @G*+6t5, G+t G® (2.54)

Los cuales permiten definir un tensor unitario, 1°, y un tensor de curvatu-

ra, B° como

1° = ApG G +G* @G Aus =), @ ¢y (2.55)

1
B° = B,G*®G”; Bas = 5 (@0, - 155 + @75 - £3,)(2.56)

Escribiendo la expresion (2.30) como U? = U2 + U} donde

ayp aip 0 251153)\ 2512§3>\ 0
U2=| a; ayp 0 U; = | 201263\ 205083A 0 (2.57)
0 0 N 0 0 0
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Luego los tensores de deformacion Lagrangeanos E y K relativos a la base dual
{Gl, G?, G?’}son, respectivamente, dados por
FE =

(U:-1°) K=_(U;-B (2.58)

1 1
2 2

El primero de (2.58) se conoce como tensor de deformacion de Green
Lagrange, el segundo de (2.58) es simplemente el tensor de cambio de curvatura.

En forma matricial se expresan como

a1 — A aa — Ao 0
E = 5 | @2 Az ax—Axn 0 (2.59)
0 0 -1
& (Ab11 — Bi1) & (Abja — Bpa) 0
K = 53 ()\512 - Bl2> 53 ()\522 - 322) 0 (2.60)
0 0 0

2.4. Esfuerzos Resultantes

A los fines de computar las esfuerzos generalizados de la lamina, se parte
de la descomposicion espectral de U (2.30). Adoptando las medidas de tension

y deformaciéon de Hencky se definen las deformaciones logaritmicas como

3
E,, = Z In(Ao) T @7p (2.61)
a=1

Las cuales permiten computar, como se mostrara en la secciéon de ecuaciones
constitutivas, el tensor de tensiones de Hencky T'. Definiendo el tensor de

Hencky rotado como
T, =R, TR} (2.62)

donde R, = [ry 75 73] es el tensor rotacion, es factible calcular las componentes

del segundo tensor de Piola-Kirchhoff como

Sl = —(Tu,  [Sil,, = Sdda/A0)

N Tz ) Y

o (2.63)

Finalmente, el tensor S puede ser computado como
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S=> [Silasra®rs (2.64)

Luego, las tensiones resultantes (fuerzas y momentos) pueden ser obtenidas

por integracion a través del espesor original del segundo tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff

he /2 h/2
N = / Sude® M = / Spuae3de® (2.65)
—ho/2 —ho /2

donde &3 es la distancia actual del punto de la lamina a la superficie media, y

| (G1 X Gs) - G |
(A, < Ay) - Ay | (2.66)

tiene en cuenta la curvatura de la lamina en el calculo del volumen elemental.

2.5. [Ecuaciones de equilibrio

Procederemos a formular las ecuaciones de movimiento del cuerpo de la
lamina en forma débil. En el caso estatico, la energia potencial total del cuerpo

de la lamina toma la forma

h/2
/ / Mdeon + Hext Hint + Hext (268)
o h0/2

donde, para un material elastico, W es la densidad de energia de deformacion
por unidad de volumen, Il.,; es el potencial de las fuerzas externas aplicadas.
Para el equilibrio, la energia potencial del cuerpo de lamina es estacionario, esto

€S
(SH == 5Hznt -+ 6Hext == 0 (269)

Aqui

/2 g he /2
8L = / /  SF pd€*dQ° = / / P §FpdQ° (2.70)
o ho/2 aF o ho/2

donde P es el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff.
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La introduccion de la cineméatica de la lamina (2.46) dentro de (2.70)

conlleva a la expresion del trabajo interno

h°/2
O / / [0, © G+ €3 (\t3),, ® G + oty @ G?] ude*d)°
o ho/2

h°/2
/ / L [€ (6Mts),, ® G + 603 © GP] pd€>dSY’ (2.71)
oJ—ho/2

introduciendo el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoft S dado por la
relacion P = F'S

he/2
My = / / FS : §FudedQe

,ho/2

he /2
= / / S : FTSFpude3dqe

he /2

h°/2
= / / { (FT6F + 6F"F) | pd&*dQ°

he /2

h°/2
= / / §5U2udf3d§2° (2.72)

he /2

diferenciando (2.48) reemplazando en (2.72) y despreciando el término asociado

con (£3)” se tiene

h°/2
5Hint / / {SO/ (SCP/B + 5‘10/04 . LP/IB

he /2
+€3 |:(P/ . ()\5-[;3)/,3 + 5(P/a . ()\t3>//3
+pis - (AGts),, + 5% (Ms)o]} (G ® GP) pd€®dQ°

/0 /h 2 53 (€ [0 (0Xs),5 + 015 (00t3),, | (G* @ G7)

h0/2
+ 200X (G° @ G3) } pd€?dsy (2.73)

Adicionalmente, las variaciones d& y 0\ se suponen independientes, luego (2.69)

se desacopla en dos ecuaciones



Modelo de Kirchhoff-Love 27

h°/2 1
/ / S: §{¢/a'6cp/6+5¢la'cp/lg

_ho/2
€3 [cp,a C(ABt3)5 + 51 - (M),
i (Mt3), + 0is - (M), ]} (G ® GP) pdg®d

+6Ileq = 0 (2.74)
h°/2
/ / / [go,a (0At3),5 4 @i ((Mtg),a} (G*® G")
o ho /2
+ 2X6A (G“ ® G?) } pd&*dQ° =0 (2.75)

Introduciendo la derivada (Adt3) ; = Agdts + Adtz 5 y despreciando el

primer término se obtiene en (2.74)

h°/2
// {sof - 0pig + 0pig - P
o ho/2

+)\€ [ Pro - 5'[53/5 + 5<pla . tglﬁ
+ig Otya + 005 tya] } (G* © GP) pnd€3dQ°
+6Meg = 0 (2.76)

De igual manera, para la segunda ecuacion de equilibrio (2.77), introducimos

(0At3),, = 6Ntz + 0ty v despreciando el primer término se obtiene

h0/2 1
/ / § 5 € [pbys + 9 s0Mga] (G2 @ G)

—ho/2
+ 200 (G® @ GP) } pdg?dQ’ = 0 (2.77)

La primera de las ecuaciones anteriores establece el equilibrio de la super-
ficie media de la lamina y la segunda de las ecuaciones (2.77), hace cumplir el
equilibrio a través del espesor de la lamina. Sin embargo, no es esta la ecuacion
utilizada para alcanzar equilibrio sino que el equilibrio a través del espesor es
forzado al recurrir al estado plano de tensiones. La ecuacion (2.76) puede ser

simplificada, ain mas, al introducir los esfuerzos generalizados proveniente de
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(2.65) obteniéndose

1
51_[ = / {N : 5 ((P/a . 5@/5 + (S(P/a . (P/ﬁ)
1
+M 5)\53 [go/a . (Stglﬁ + 550/01 . t3//3
‘I‘QO/[; * (Stgla + (590/ﬁ * t3’0{j| } (Ga ® Gﬁ) dQO
0Ty = 0 (2.78)

Notando que la variacion de (2.50) y (2.51) se escriben como

5(1,04/3 = 5SO/O¢ . CP/IB + (P/a . 5(,0/5 (279)
1
(Sbaﬁ = 5 (590@ . t3/5 + Poq 5'[53/5) (280)

Luego, (2.78) se puede escribir finalmente como
5H:/ (N:0E+ M :6K)dQ° + 61l =0 (2.81)
donde 0K es el tensor virtual de curvatura y 6 E es el tensor virtual de defor-

macion de Green-Lagrange en la superficie media.

En lo que respecta al trabajo virtual externo 611.,;, consideremos la lamina
sujeta a fuerzas de cuerpo b, y a una presion p actuando en la superficie media
(2 =0y u = 1) de dicha lamina. Luego, la expresion del trabajo externo se

expresa coio

he /2
My = — / / b8 (p + E3Nty) pde3dsr?

he /2

—/ p - 6pdQ)° (2.82)

De (2.82) puede definirse los siguientes esfuerzos externos generalizados

o he /2 o he /2
N = / buds* +p M = / bucdde? (2.83)

—ho /2 —he/2

que permiten reescribir la expresion (2.82) como

0y = — / (N -0 + M - \ots) dQ° (2.84)
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Asi, pues, el trabajo total realizado se obtiene sumando (2.81) y (2.84) en
(2.69)

oI = / (N:S6E+M:0K — N -8¢+ M - \t3) dQ2° =0 (2.85)

2.6. Ecuaciones Constitutivas

En esta secciéon se termina de completar la cinematica del cuerpo de-
formable de la lamina a través de las ecuaciones constitutivas. Estas tltimas
relacionan las tensiones y deformaciones que caracterizan el comportamiento
del material bajo la aplicacion de fuerzas o cargas. Tomaremos como ejemplo
dos modelos: un modelo hipereldstico que no es otra cosa que un modelo elastico

de alto orden y un modelo elasto-plastico para grandes deformaciones.

Los ejemplos de materiales hiperelastico son las gomas. La principal carac-
teristica de este modelo es la presencia de una funcién de energia de deformacion
1 que describe por definicion, la energia de deformacion por unidad de masa de
un cuerpo indeformado. Si se tiene un material perfectamente eldstico que no
produce entropia local y un caso especifico de un proceso puramente mecanico

(isotérmico), se puede obtener

0 :g InJ)? Z B [ JF (é )\?1’_1> —3] (2.86)

donde K es el modulo volumétrico del material, J es el determinante de U,
N, p; y a; son los parametros del material, y1; y «; son niimeros reales de modo

que a;p; >0 (Vi=1, N) y N es un entero positivo (ver Ogden (1972)).

Las medidas de tensioén asociadas con las deformaciones principales loga-

ritmicas son denotadas por (3;. Estas pueden ser computadas notando que

N 3
_ | o et 1L
~ 5] K (InJ)+ XY ] [ ‘ . z_: ] (2.87)

p=1

definiendo

3
ap =Y A (2.88)
j=1
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lo cual da

N
_a e, 1
Bi=K(InJ)+ Y ppJ 3 [/\i —gap} (2.89)

p=1

Los valores de (3;, expresados en las direcciones principales de deformacion,

permiten evaluar las tensiones en el sistema de coordenadas convectivas como

3
i=1
donde T es el tensor de tensiones de Hencky, que permite calcular usando las

operaciones correspondientes las tensiones generalizadas en (2.65).

Para tratar plasticidad de metales donde las deformaciones elasticas son
pequenas las deformaciones logaritmicas permiten de una manera razonable
realizar una descomposicion aditiva de las componentes elésticas y plasticas

Ccomo
E, = E, + E", (2.91)

Adoptando una relacion lineal constante entre las tensiones (planas) de

Hencky y las deformaciones logaritmicas elasticas se obtiene
T=DE;, (2.92)

que permite calcular usando las operaciones correspondientes las tensiones ge-
neralizadas (2.65).

Estas ecuaciones constitutivas son integradas usando un algoritmo de re-
torno mapeado estandar. Se elije la siguiente funcion de fluencia de Mises-Hill

con endurecimiento isotrépico no lineal
(G+H)TY + (F+ H)Tyy — 2HT ) Toy + 2NT? = K (g, + €P)" (2.93)

donde F, GG, H y N definen la forma no isotrépica de la superficie de fluencia y
los parametros k, €, y n definen su tamano como una funcién de la deformacion

plastica efectiva e?.

La funcion de fluencia de Mises-Hill tiene la ventaja se ser simple y per-
mite, como una primera aproximacion, tratar laminas delgadas de acero rolado

con anisotropia plana y transversal.
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2.7. Modelo de Lamina de Reissner-Mindlin

El modelo de lamina de Reissner-Mindlin se diferencia del modelo de
Kirchhoff-Love en la hipotesis que hace referencia a la direccion de las normales.
De esta manera, el vector director t3 no necesariamente coincide con la normal a
la superficie media después de la deformacion, lo que permite tener en cuenta las
deformaciones por corte. Como se expresara antes, puede considerarse a la teoria

de Kirchhoff-Love como un caso particular de la teoria de Reissner-Mindlin.

Asi, el campo de desplazamientos es el mismo que para el modelo de
Kirchhoff-Love

u = x— X =¢° +v+ENAL — p° — 35
= v+ M-It (2.94)

pero relajando la ecuacion de restriccion (2.44)
ts - pro = (AL3) - (¢, +via) # 0 (2.95)
Luego, la deformacioén por corte se calcula como
ts o —t3 0, = (AL9) - (¢, +va) —t3- 90, =7 — 7. (2.96)

Notese que en la expresion anterior se supone un caso general donde el vector

t$ no es necesariamente normal a la superficie media inicial.

El trabajo total realizado se obtiene sumando a (2.85) la contribucion

debida al corte
oIl = / (N:SE+M:5K+Q:0G— N -dp+ M- \t3) dQ2° =0

donde @ es el esfuerzo de corte generalizado y dG es el tensor virtual de defor-

maciones por corte. El tensor de deformaciones por corte se expresa como

) 0 0 Y1 — 5
G = 3 0 0 Yo — VS (2.97)

m=—"n n2-7% 0






Capitulo 3

Antecedentes de Elementos de

Lamina

3.1. Introducciéon

Los antecedentes de elementos de laminas son numerosos y siguen en cons-
tante crecimiento. En parte, debido a un conjunto de problemas numéricos que
surgen de la discretizacion de las ecuaciones de gobierno. Por otro lado, debido
también a las exigencias de aplicaciones numéricas cada vez més complejas que
requieren elementos de lamina robustos. En la actualidad no existe un tnico
elemento que permita tratar todos los poblemos numéricos en forma satisfac-
toria. En otras palabras, elementos que muestran un buen comportamiento en
ciertos tipos de problemas, no lo hacen en otros. Asi, a la hora de optar por
un tipo de elemento es necesario conocer el problema de lamina que se intenta
modelar. Por ejemplo, un aspecto importante a la hora de elegir un elemento
es la esbeltez de la lamina. Si la misma es gruesa deberemos elegir elementos
que consideren las deformaciones por corte, en caso contrario, usaremos una
formulacion que desprecie la influencia de dichas deformaciones. Otro aspecto
es el régimen de trabajo que puede ser lineal o presentar no linealidad, sea esta
geométrica y/o del material. En el caso de una no linealidad geométrica aso-
ciada a problemas con grandes desplazamientos y giros o problemas con nivel
de deformaciones elevado y no linealidad material, tendremos en cuenta que
ciertos elementos pueden comportarse bien para un tipo de problema pero no

para otros. Asi, por ejemplo, un elemento que tiene buen comportamiento en
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régimen lineal no necesariamente se comporta en forma adecuada en régimen
no lineal. Otro aspecto a tener en cuenta a la hora de elegir un elemento es
el tipo de geometria presente en el problema de interés. Puede darse el caso
que se intenta modelar una superficie suave o una que presenta quiebres, dis-
continuidades y/o ramificaciones. Podriamos tener la necesidad de modelar un
problema de lamina con elementos estructurales como rigidizadores modelados
con elementos vigas o la necesidad de realizar una anélisis de lamina unidos
a elementos solidos, y nuevamente habra elementos buenos y malos para estos
tipos de problemas. Pueden existir problemas asociado con la malla o sensibi-
lidad a las mismas. Elementos que muestran buen comportamiento en mallas
estructuradas con elementos con buena relaciéon de aspecto, no lo hacen cuando

las mallas presentan elementos distorsionados.

En definitiva, hoy por hoy, no existe un tinico elemento que sea capaz de
modelar todos los problemas ingenieriles. Si la pregunta es ;Cuél es el mejor ele-
mento de lamina? La respuesta puntual no existe atn, pero la pregunta podria
formularse de otra manera para encontrar una respuesta. Por ejemplo, digame
usted ;Qué problema de lamina quiere resolver? entonces seguramente exis-
ten una o varias formulaciones para tratar de manera correcta el problema en

cuestion.

A continuaciéon se presentaran en forma breve diferentes formulaciones
de laminas. El capitulo se divide en dos partes, Parte I donde se incluyen los
elementos de laminas clésicos como ser los elementos de Kirchhoff, Reissner-
Mindlin y elementos de lamina-soélido. En la Parte II se agrupan otras alter-
nativas que, por un lado, corresponden a una nueva generacion de elementos,
y por otro, forman partes de “nuevos paradigmas” en el diseno de elementos
de lamina. En la mayoria de los antecedentes analizados nos restringimos a

desplazamientos infinitesimales.

3.2. Parte I: Elementos de lAmina clasicos

Entiéndase la denominacion de “clasicos” para las formulaciones de ele-
mentos de laminas que son de pleno conocimiento y han adquirido madurez en

la practica ingenieril.
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3.2.1. Elementos de LaAmina de Kirchhoff-Love

Las diferentes teorias de laminas se diferencian principalmente en la hipote-
sis sobre el giro de las normales a la superficie media. De esta manera, la teoria
clasica de laminas delgadas de Kirchhoff-Love determina que dichas normales se
mantienen rectas y ortogonales a la deformada de dicha superficie. En un con-
texto general del MEF, y como consecuencia de dicha hipotesis, encontraremos
que los elementos de laminas requieren de continuidad C! debido a la existencia
de derivadas segunda de los desplazamientos transversales en la expresion del

principio de trabajos virtuales (PTV) .

Por un lado, encontraremos que los desplazamientos en el plano medio de
la lamina, u$ y u§ requieren de continuidad C°, y por otro lado, los desplaza-
mientos fuera de dicho plano, u; y uy exigen que la flecha us tenga continuidad
C*. De esta manera, se asegura continuidad estructural y el campo de despla-

zamiento de la lamina se puede expresar como (ver Apéndice A)

8u§ (Xl, XQ) 5
0X,

ous (X1, Xo)
X,

uy = U?(Xl,Xg)—

U2 = Ug(Xl,XQ)_ (31)

Uus = ug (Xl, XQ)

Vemos asi, desde un punto de vista del MEF, que el nimero de variables
nodales de un elemento de lamina de n nodos es de 5n. Los GdL son: la flecha
ug y sus dos giros 1 = Ju}/0X; y P2 = 0uf/I0Xs, sumado a estos los del
plano medio u§ y u§. Considerando un elemento de lamina inicialmente plano
podemos separar las contribuciones provenientes del “estado flexional” y del
“estado membranal”. Concentrandonos en los términos de flexién vemos que
el desplazamiento transversal uz se aproxima dentro de cada elemento con el

siguiente polinomio
Uz = o +042X1 —|—043X2—|—O(4X12+045X1X2—|—... (32)

donde los «; se obtienen al invertir el sistema de 3n ecuaciones a partir de haber

impuestos condiciones en los nodos de desplazamiento uz y de giros 51 y Ss.

A esta altura de las cosas, estamos en condiciones de dilucidar algunos

problemas inherentes a los elementos de lamina de Kirchhoff-Love. En primer
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lugar, la eleccion de los términos del polinomio (3.2) posee varias alternativas.
Cada una de dicha alternativas da origen a un elemento de lamina diferente.
Pero muchos de ellos sin éxitos en la practica ingenieril. Si se satisfacen todas
las condiciones de continuidad C? la formulacién se denomina “conforme”, pero
no se garantiza con ello, necesariamente, un buen comportamiento del elemento.
Ademas puede dar origen a una formulacion demasiada costosa desde el punto
de vista computacional. Existen diferentes técnicas para alcanzar la conformidad
de la formulaciones, entre ellas, la de imponer las curvaturas como parametros
nodales adicionales. Otra alternativa se basa en la imposicion de la continuidad
de la derivada normal utilizando variables de giros adicionales definidas en los
lados del elemento y técnicas similares. Sin embargo, pese al esfuerzo por al-
canzar conformidad en las formulaciones, los elementos de lamina conformes no
son muy populares por las dificultades que presentan para su utilizaciéon en el
analisis de lamina con geometria arbitrarias. Una alternativa es la de no cumplir
con todos los requisitos de continuidad, dando origen a los elementos de ldmina
“no conformes”. Algunas de las formulaciones utilizando esta técnica han da-
do buenos resultados en la practica. Un aspecto importante en estos casos es
mostrar que al refinar las mallas las soluciones obtenidas convergen a la solucion
correcta. Una tercera alternativa consiste en las aproximaciones “mixtas” donde
las incognitas son desplazamientos, tensiones o deformaciones y al igual que la
alternativa anterior la condiciéon de convergencia con el refinamiento de la malla

es fundamental.

Otro problema que poseen los elementos de Kirchhoff-Love es de “incom-
patibilidad” de desplazamientos a lo largo de lados comunes de elementos no
coplanares propio de una superficie quebrada o ramificada. Como ya hemos
apuntado, la existencia de derivadas segunda en la expresiéon del PTV obliga a
cumplir con los requisitos de continuidad C! para los desplazamientos transver-
sales a la superficie media, y por otro lado, los desplazamientos del campo
membranal en dicha superficie exigen una condiciéon de continuidad C°. Lo que
desde un punto de vista del MEF es como trabajar con dos tipos de elementos
diferentes. Por ejemplo, en la unién a noventa grados de dos elementos de lami-
nas, se observa que en el lado comun a los dos elementos se produce una clara
incompatibilidad en los desplazamientos verticales, que seran de continuidad C°
o C' segtin consideremos al elemento vertical u horizontal, respectivamente. Es-
ta incompatibilidad se traduce en una rigidizacion de la estructura y solo puede

evitarse refinando las mallas o empleando elementos que tengan una variacion
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polinémica del mismo grado para todos los desplazamientos nodales.

Existe otro problema en los elementos de lamina delgada que no esta aso-
ciado con una caracteristica inherente de las formulaciones, sino mas bien con
un problema de “nivel de acoplamiento” que se sucede entre la parte membranal
y flexional. En determinadas situaciones puede producirse un fenémeno deno-
minado “bloqueo membranal”. Basicamente el bloqueo se produce al someter un
elemento aislado o una malla a un estado de flexion dominante. El efecto del
acoplamiento que se da en los elementos planos cuando se ensamblan las matri-
ces se traduce en la aparicion de deformaciones membranales en una situacion
en la que deberfan ser practicamente nulas y tienden a sobrerigidizar la solu-
cion numérica. Sin embargo, existen diferentes técnicas para contrarrestar el
problema en cuestiéon. Uno de las mas utilizadas es la integracion reducida de
los términos de membrana en la matriz de rigidez que es equivalente a utilizar
un campo de deformaciones de membrana impuesto determinado, algo similar
a lo que sucede con la integracion reducida del cortante en elementos de lamina

de Reissner-Mindlin como se vera en el siguiente apartado.

Como se comentd antes, existen diferentes formulaciones de elementos
de laminas de Kirchhoff-Love pero muy pocas son aceptadas en la préactica
ingenieril. A continuacién se mencionan algunos ejemplos de los elementos de
laminas mas populares. Una mayor informacion de las diferentes formulaciones

pueden encontrarse en los libros de Onate (1992) y Zienkiewicz y Taylor (2000).

Un repaso réapido sobre algunos de los principales desarrollos de elemen-
tos muestra que los elementos de lamina de Kirchhoff-Love de mayor aceptacion
son los triangulares no conformes por ser menos engorrosos que los elementos
conformes. Por ejemplo, un elemento de ldmina no conforme bastante popular
y que ha sido objeto de estudio es el que resulta de combinar el sencillo trian-
gulo de deformaciéon constante de tres nodos para el campo membranal, con
el elemento de placa triangular de tres nodos y nueve GdL desarrollado por
Cheung et al. (1968) (ver Figura 3.1a). Otra combinacién de gran interés por su
sencillez, es utilizar para la parte flexional el elemento triangular de seis nodos
(seis incognitas nodales) propuesto por Morley (1971) (ver Figura 3.1b). Esta
formulaciéon ha sido objeto de estudio en problemas con grandes deformaciones

(Peric y Owen (1981)).

En lo que respecta a los elementos de placas rectangulares los hay con-

formes y no conformes, pero lamentablemente son muy limitados en la practica,



38 Cap.3

ya que sus formulaciones fallan para geometrias arbitrarias o formas cuadrilate-
ras irregulares. Sin embargo, si se mantienen en su forma rectangular son muy
precisos como ser el elemento de ldmina no conforme que resulta de combinar
un elemento rectangular de tensiéon plana de cuatro nodos con el elemento de
placa de cuatro nodos desarrollado por Melosh (1961, 1963) y Zienkiewicz y
Cheung (1964).

Otra posibilidad de interés y que se vera con mas detalles en la siguiente
seccion, es combinar los elementos de tension plana cuadriléteros y triangulares
con elementos de placa discreto de Kirchhoff-Love (DK) desarrollados a partir
de las hipotesis discretas de Kirchhoff-Love. La formulacion de elementos de
lamina no es tan inmediata debido a las caracteristicas de los elementos DK.
Sin embargo, se ha comprobado que combinando el sencillo elemento triangular
de tres nodos de tensiéon plana con el elemento de placa triangular DKT, se
obtiene un elemento de lamina plana de Kirchhoff-Love con buenas prestaciones

debido a la extremada simplicidad de su geometria.

3 3
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Figura 3.1: Elementos de lamina triangular no conformes: (a) CKZ y (b) Morley.

3.2.2. Elementos de LAmina de Reissner-Mindlin

La hipotesis fundamental que distingue a la teoria de Reissner-Mindlin de
la teoria de Kirchhoff-Love es sobre el giro de las normales a la superficie media.
Las normales después de deformada la lamina no permanecen necesariamente
normales a dicha superficie media. Por lo tanto, la teoria de Reissner-Mindlin
conduce a problemas de continuidad C° y desde la 6ptica del MEF es factible

cumplir con facilidad las condiciones de continuidad entre elementos.

Asi, pues, al igual que la teoria de Kirchhoff-Love encontraremos que

los desplazamientos de la superficie media u§ y u$ exigen continuidad C°, y
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también que los desplazamientos fuera del dicho plano u; y uy exigen la misma
continuidad a través del desplazamiento normal u3. De esta forma se garantiza
la continuidad estructural y el campo de desplazamiento de la lamina se expresa

de la siguiente manera (ver Apéndice A)

uy = U? (Xl,XQ> — Zﬂl (Xl,XQ) (33)
Uy = ug (Xl, X2> — 262 <X17 XQ) (34)
Us = Ug (Xl,X2> (35)

donde [, y 2 son los dngulos que definen el giro de la normal y se expresan

como
ous
= + 3.6
Io X, 4! ( )
ous
— + 3.7
Bo X, V2 (3.7)

donde v, y 72 son los giros adicionales de las normales al no permanecer ne-
cesariamente ortogonales a la superficie media. Las ecuaciones (3.6) y (3.7)
muestran claramente que los giros de las normales 3; y S no pueden obtener-
se tnicamente en funcién de la pendiente del plano medio, como ocurria en la
teoria de Kirchhoff-Love. Vemos asi, desde un punto de vista del MEF, que el
nimero de GdL nodales son 5n. Donde los giros 51 y (> son GdL independien-

tes, siendo ésta la principal diferencia entre la teoria de Reissner-Mindlin y la

de Kirchhoff-Love.

Al hacer menos restrictiva la hipotesis de ortogonalidad de la normal, y
mirando las cosas desde el punto de vista de la flexion, los elementos de lamina de
Reissner-Mindlin necesitan aproximar tres variables nodales independientes u3 y
los f3,. Debido a la continuidad C?, los elementos de Reissner-Mindlin utilizan
polinomios de menor orden en comparacion con los elementos de Kirchhoff-
Love. Por lo tanto, y en general, son més sencillos de llevar al rango no lineal
geométrico. Ademés, es sabido que los elementos mas eficientes en el analisis de
problemas elasto-plasticos son aquellos de bajo orden de interpolaciéon. Por otro
lado, los desplazamientos en el plano medio u® requieren de continuidad C°,
por lo que naturalmente resulta facil ensamblar la contribucién membranal a la
flexional. Esto dltimo evita utilizar diferentes 6rdenes de interpolacion para cada
una de las contribuciones y facilita, por ejemplo, el tratamiento de superficies

quebradas. Sin embargo, debe hacerse notar que la cantidad de pardmetros
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necesarios para conseguir una soluciéon similar a la obtenida con elementos de
continuidad C! es mayor. En otras palabras, se necesitan mallas mas finas para
obtener el mismo resultado. Ademas, los elementos de continuidad C!, utilizan
polinomios de mayor orden lo que se traduce en una mejor aproximacion con

menor cantidad de elementos.

El verdadero problema de los elementos de laminas de Reissner-Mindlin
estda intimamente ligado a la hipotesis fundamental de las normales. Asi, como
hemos enunciado antes, al deformarse la ldmina dichas normales no son nece-
sariamente ortogonales a la superficie media lo que introduce el efecto de la
deformacion por cortante transversal, permitiendo el analisis de laminas grue-
sas. Los problemas surgen naturalmente cuando la influencia del corte empieza
a ser despreciable, tal es el caso de laminas delgadas o muy delgadas (mem-
branas) dando origen a un blogueo numérico. Este bloqueo numérico se produce
como consecuencia de un aumento espurio de la energia de deformacion que
deberia ser nula o despreciable. De las expresiones (3.6) y (3.7) surge que en
una situacién donde el angulo de corte deberia ser cero, las funciones de forma
se ven imposibilitadas de cumplir con la condiciéon de yus — 5 ~ 0. Lo que se

traduce en una sobrerigidizacion de la solucion numeérica.

Afortunadamente se propusieron distintas aproximaciones para solucionar

este problema

» Técnicas de integracion reducida/selectiva. La técnica de integracion re-
ducida subintegra la matriz asociada al corte y flexion y la integracion
selectiva subintegra la de corte tnicamente. Al utilizar estas técnicas es
necesario analizar la singularidad de la matriz o matrices del elemento, co-
mo consecuencia de utilizar menos cantidad de puntos que los necesarios.
Si no se satisface las condiciones de singularidad aparecen mecanismos
inducidos por la subintegracion. Se dice que un elemento tiene un meca-
nismo cuando puede adoptar una posiciéon deformada, compatible con las
condiciones en los apoyos, sin consumir energia de deformacién. Dichos
mecanismos adicionales pueden o no propagarse por la malla, dependien-
do de que sean o no compatibles entre elementos y con las condiciones
de contorno. Por consiguiente, paralelamente al estudio de la singularidad
de la matriz de rigidez, hay que comprobar cuidadosamente si aparecen
mecanismos , y si son propagables. Esta técnica fue ampliamente utiliza-

da (y lo sigue siendo en muchas ocasiones) pero no funciona en todos los



Antecedentes 41

casos, resultando en elementos que no son robustos.

= Técnicas de deformaciones de cortante impuestas. Tienen una mejor fun-
damentacion desde el punto de vista tedrico, por lo cual permite una mayor
justificacion. Los resultados obtenidos son en general muy buenos y han
dado lugar a un avance significativo de este tipo de elementos, que en
general se presentan como los de uso estandar a pesar de las desventajas

mencionadas.

Existen otros problemas sobre los elementos de lamina de Reissner-Mindlin,
pero dichos problemas no estan ligados a caracteristicas inherentes a la formu-
lacion, sino que dependen del grado de acoplamiento de las matrices de flexion
y membrana. El grado de acoplamiento en elementos planos de ldminas se pro-
duce tras el proceso de ensamblaje. Asi, pues, pueden aparecer problemas de
bloqueo por corte y membrana, en cuyos casos la integracion reducida de las
matrices evitara el bloqueo de la solucion. Puede darse el caso donde el grado
de acoplamiento entre la parte flexional y membranal es débil, en cuyo caso el

bloqueo se daria por corte tinicamente.

También es importante resaltar, que al igual de lo que sucedia con los ele-
mentos de Kirchhoff-Love, pueden aparecer problemas debidos tnicamente al
campo membranal. Asi, en situaciones donde el comportamiento es puramente
flexional deberian ser nulas o muy bajas las deformaciones membranales. Por
lo tanto, un mal comportamiento de la formulacion membranal que no logre
representar dicho estado produciria un bloqueo numérico. En definitiva, es re-
comendable siempre un cierto grado de subintegracion del campo membranal

para evitar un posible mal comportamiento del elemento.

Seguidamente mencionaremos algunos elementos de lamina de Reissner-
Mindlin. Existen varias formulaciones, pero a esta altura de las cosas, este capi-
tulo no pretende hacer hincapié en la casuistica, sino mas bien darle completitud
a través de algunos ejemplos. Para una mayor informacion de las diferentes for-
mulaciones pueden visitarse los libros de Onate (1992) y Zienkiewicz y Taylor
(2000), entre otros.

Un repaso sobre algunos de los principales elementos cuadrilateros, nos
lleva a un elemento sencillo de lamina que resulta de combinar el elemento
de tension plana isoparamétrico de cuatro nodos con integracion reducida del

campo membranal, con el elemento de placa desarrollado por Bathe y Dvorkin
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(1985). Asi, el elemento de lamina interpola con funciones bilineales la geometria
y el campo de movimientos y las deformaciones de cortante en forma lineal (ver

Figura 3.2). Debido a su robustez y precision su popularidad ha sido creciente.
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Figura 3.2: Elemento de placa de Reissner-Mindlin cuadrildtero basado en campos de
deformaciones de cortante impuestas.

En cuanto a los elementos triangulares desarrollados la mayoria se basan
en la técnica de deformaciones de cortante impuestas. Entre los mas populares
estd el triangular de seis nodos con un campo de deformaciones de cortante
lineal con variacion cuadratica para el campo membranal, la flecha y los giros
desarrollado por Zienkiewicz et al. (1990) (ver Figura 3.3a). Una version mejo-
rada del anterior es el elemento triangular que consiste en una variaciéon lineal
del campo membranal, la flecha, y una interpolaciéon cuadratica incompleta para
los giros y el campo de deformaciones de cortante impuesto es lineal en cada ele-
mento, pero las deformaciones de cortante tangenciales se suponen constantes

a lo largo de cada lado (ver Figura 3.3b).
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Figura 3.3: Elementos de placa de Reissner-Mindlin triangulares: (a) TCCL y (b) TLCL.

Una alternativa de interés son los elementos de lamina DK. Estos elemen-
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tos fueron creados para evadir los requisitos de continuidad C! de los elementos
de lamina delgada vistos en la seccion anterior. Para tal fin, se toma un ele-
mento de lamina de continuidad C cualquiera al que se obliga el cumplimiento
de la hipoétesis de Kirchhoff-Love de deformacién transversal nula en una serie
de puntos, de manera que la energia de deformacion por cortante efectiva sobre
el elemento sea nula. Entre los elementos de lamina, un elemento triangular de
gran versatilidad es el DKT desarrollado por Batoz et al. (1980); Batoz (1982);
Batoz y Dhatt (1990) (ver Figura 3.4a). La principal caracteristica del elemento
es que se satisface la hipotesis de Kirchhoff-Love a lo largo de todo el contorno
del elemento, lo que justifica la exclusion de la energia de deformacion de cor-
tante en el calculo de la matriz de rigidez, con lo que el elemento se comporta
efectivamente como un elemento de lamina delgada a pesar que el punto de
partida de la formulacién es un elemento triangular de Reissner-Mindlin de seis
nodos. Entre los elementos cuadrilateros el mas exitoso es el elemento de lami-
na de Irons (1976); Irons y Ahmad (1980) denominado “semi-loof” (ver Figura
3.4b). Este y otros elementos se basan en imponer la nulidad de la integral de
las deformaciones de cortante transversal sobre el elemento como una condicién

discreta més para obtener que dichas deformaciones sean efectivamente nulas.

3.2.3. Elementos de Lamina-Sélido

Los elementos de lamina-so6lido son elementos curvos obtenidos a partir de
una degeneracion de los correspondientes elementos de solido. En esencia, dicho
elementos consisten en tomar un elemento solido y aplicarles las hipotesis de
lamina de Reissner-Mindlin. Por lo tanto, sufriran de los mismos inconvenientes
para analisis de laminas de pequeno espesor que los de lamina plana delgada, y
de nuevo hay que hacer uso de técnicas de integracion selectiva de deformaciones
de cortante (y membranal) impuestas para mejorar su comportamiento. Dicho
elementos son, en general, la mejor alternativa para obtener elementos curvos.
Si bien la primer alternativa que se utilizdé para analizar laminas curvas fue el
uso de elementos solidos, la alternativa de mejor aceptacion, y que fue motivo

de investigacion por varios autores es efectivamente la de lamina-solido.

En la Figura 3.5 se muestra un soélido tridimensional cuadratico y su
degeneracion en el correspondiente elemento de lamina. Dos caracteristicas geo-

métricas definen el elemento de lamina-solido, la definicion de una superficie
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Figura 3.4: Diferentes elementos de placa DKT: (a) DKT y (b) semi-loof.

media y las fibras que limitan lateralmente las secciones transversales. En la
definicion de la geometria, y debido a su naturaleza curva, resulta conveniente
definir un sistema de coordenadas curvilineas o naturales &, 7, (. En dicho sis-
tema ( es una coordenada lineal en la direcciéon del espesor y coincidente con la
direccion de t3 en cada nodo, £ y n son dos coordenadas curvilineas definidas
sobre la superficie de referencia, variando todas ellas entre +1 y —1 en las caras
extremas del elemento. Luego, desde el punto de vista del MEF, y utilizando
una formulacion isoparamétrica, las coordenadas de un punto ¢ dentro del ele-
mento pueden definirse interpolando las coordenadas de los nodos mediante las

funciones de forma por la expresion siguiente

. h
©=> Ni(&n) {w? + Cétw}
I=1

donde ¢} es la superficie media, h; es el espesor en cada nodo y ts, el vector

nodal.

Dentro de la definiciéon de la geometria resulta relevante la definicion del
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vector nodal t3, . Este vector, cuyo origen esta en la superficie media, puede
calcularse de dos maneras diferentes. Una alternativa es usar como direccion
las coordenadas globales de los pares de puntos de las superficies superior e
inferior en cada nodo. Dichas coordenadas se obtienen como interseccion de la
fibra del nodo I con las respectivas superficies de la lamina. Cabe resaltar que
esta direccion no es necesariamente ortogonal a la superficie de referencia. Otra
alternativa, utilizada en laminas de superficie lisa y espesor constante, consiste
en definir £3 como un vector ortogonal a la superficie media. Para ello basta con
efectuar el producto vectorial de los vectores tangentes a dicha superficie en el
nodo. Notese, en la primer alternativa, que la hipotesis de las normales antes de
la deformacién no son necesariamente perpendiculares a la superficie media. No
asi, con la segunda alternativa. Asi, pues, si el vector t3, se calcula con el primer
procedimiento el modelo que se estaria utilizando serfa el correspondiente a una
teoria de Reissner-Mindlin modificada (ver Belytshchko et al. (2000); Simo y
Fox (1989))

Figura 3.5: Aproximacion por sélido degenerado.

El campo de desplazamientos se obtiene al igual que en los elementos
planos de laminas de Reissner-Mindlin. En cada nodo, sobre la superficie de re-
ferencia, se definen cinco GdL independientes: los tres desplazamientos u{, ug, 13
y los dos giros de la normal Sx,y Sx,. El calculo de esfuerzos, es tal vez, el rasgo
més distintivo entre los elementos de lamina-sélido y los elementos de lamina
planos, sean estos de Kirchhoff-Love o Reissner-Mindlin. Luego, el calculo de
las tensiones y deformaciones se realizan sobre un volumen elemental y no sobre
la superficie de referencia. En otras palabras, dichos elementos de lamina-so6lido
operan siempre con tensiones y deformaciones en vez de con sus valores generali-
zados. Surgen inmediatamente que es dificil identificar de antemano las distintas

contribuciones de membrana y flexion en la deformacion del elemento. Ademaés
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la coordenada normal ( tiene cierto grado de dependencia con los términos del
integrando de la matriz elemental. Dichas dependencias son: dependencia del
sistema de coordenadas local, dependencia de las deformaciones, dependencia
del diferencial de volumen y en problemas no lineales existe un tltimo tipo de

dependencia con ( debida a la variacion de las deformaciones en el espesor.

Desafortunadamente los elementos de lamina-sélido sufren de los mismos
inconvenientes para analisis de laminas de pequeno espesor que los de ldmina
plana. Por un lado, la incapacidad de reproducir en el limite las condiciones
de lamina delgada, esto es, deformacion de cortante transversal nula. Por otro
lado, incapacidad de reproducir estados de flexién pura, esto es, la condiciéon de
esfuerzo membranal nulo. También vimos en la secciéon de laminas gruesas que
para sortear las incapacidades se pueden utilizar dos técnicas. La integracion
reducida/selectiva de los términos de cortante y membrana y la utilizacion de

deformaciones de cortante y membrana impuestas.

Un repaso rapido sobre las principales formulaciones que utilizan inte-
gracion reducida/selectiva, encontramos el cuadrilatero de cuatro nodos con
integracion selectiva. Es un elemento simple y ha sido motivo de investigacion
por su facilidad para ser llevado a régimen no lineal. Si bien con la integracion
selectiva se eliminan gran parte de los mecanismos espureos, mantiene cinco de
ellos que desgraciadamente son propagables. Estos mecanismos pueden elimi-
narse con técnicas de estabilizaciéon como las propuestas por Belytschko et al.
(1992); Belytschko y Leviathan (1994a,b). Con lo cual resulta un elemento sim-

ple y de bajo costo computacional.

Entre los elementos que utilizan la técnica de deformaciones de cortante
impuestas, un elemento exitoso es el elemento de lamina cuadrilétero de 4 nodos
desarrollado por Dvorkin y Bathe (1984). Este elemento utiliza el mismo campo
de deformaciones de cortante transversal lineal que el correspondiente elemento

de placas mencionado en secciéon 3.3.2 (ver Figura 3.2).

En el dltimo tiempo ha resurgido la idea de utilizar elementos de sé6lido
(donde se incluyen unicamente GdL traslacionales) para simular laminas. Un
inconveniente que presentan los elementos de sélido, ademas de los ya antes
mencionados (bloqueo por corte y membranal), es el bloqueo volumétrico al
tratar materiales eldsticos quasi-incompesibles o materiales elasto-plésticos con
flujo pléstico isocoro (tipico de los metales). En muchos casos el objetivo es

lograr modelos que requieran de un sélo elemento en el espesor de la lamina.
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Entre las primeras aproximaciones de este tipo podemos mencionar los trabajos
de Parisch (1995); Hauptmann y Schweizerhof (1998), entre otros. Asi a la luz
de lo expuesto, se han desarrollado numerosos elementos de sélidos a los fines
de evitar los diferentes bloqueos indicados. Un repaso rapido sobre las princi-
pales formulaciones (ver Schwarze y Reese (2009) donde se indica un detallado
estado del arte de este tipo de elementos) permite dividir las formulaciones en
dos grandes grupos. Por un lado, las formulaciones en deformaciones natura-
les impuestas ANS (de su acréonimo en inglés Assumed Natural Strain) y por
otro, las formulaciones que utilizan deformaciones impuestas mejoradas EFAS
(del acronimo en inglés Enhanced Assumed Strain) con la inclusion de distin-
tos GdL internos que se condensan localmente. Para solucionar el problema de
bloqueo por corte transversal, la aproximaciéon mas utilizada es la de Dvorkin
y Bathe (1984) cuando se realiza integracion completa (ver por ejemplo Haupt-
mann y Schweizerhof (1998); Vu-Quoc y Tan (2003) y una variacion de la misma
cuando se realiza integracion reducida (ver por ejemplo Cardoso et al. (2008)).
Para solucionar el bloqueo membranal se han desarrollados elementos con am-
bos tipos de formulaciéon. El bloqueo volumétrico se soluciona habitualmente
usando integracion reducida/selectiva (ver por ejemplo Doll et al. (2000); Har-
nau y Sheweizhorf (2002)). En el plano de la lamina se utilizan 1 6 4 puntos de
integracion. En el primer caso se requiere estabilizacion para evitar los modos
de hourglass. En tanto que en el espesor de la lamina se utilizan por lo menos
2 puntos de integracion ( a veces hasta 7 en problemas elasto-plasticos) para

captar los efectos de flexion.
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Figura 3.6: Subdivision recursiva de una topologia complicada: (a) malla de control,
(b) un paso de refinamiento, (c¢) dos pasos de refinamiento y (d) superficie limite (Jorg y
Ulrich (2008)).
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3.3. Parte II: Elementos de lamina alternativos

En esta seccion damos inicio a nuevas posibilidades de analisis a través
de nuevos elementos de laminas formulados en los tltimos anos. Respecto a
los elementos anteriores, a los cuales hemos denominado clasicos, existen una
brecha importante en el tiempo y veremos que los elementos que se describen a

continuacion caen dentro de nuevos paradigmas dentro del MEF.

3.3.1. Subdivisiéon de Superficies

El esquema de Subdivision de Superficies consiste en construir una super-
ficie suave a través de un procedimiento repetitivo de refinamiento, empezando
desde una “malla de control”. Existen dos tipos de esquemas de refinamiento,
uno denominado “esquema de interpolaciéon” donde los nudos de la malla ori-
ginal se mantienen fijo y solo se computan las posiciones de los nuevos nudos,
como consecuencia, los nodos viejos y los nuevos intervienen en la generacion
de la superficie limite. El otro se denomina “esquema de aproximacion” donde
se computa las posiciones de los nudos nuevos y también los de la malla origi-
nal, por lo tanto en la interpolacién de la geometria no intervienen los nudos
originales. Este segundo esquema permite obtener superficies mas suaves que el
primero. Ejemplos de los esquemas de subdivisiéon por aproximacion son: Cat-
mull y Clark (1978), Doo y Sabin (1978), Loop (1987), entre otros. Todos ellos
permiten generar una superficie limite con continuidad C? excepto en los vér-
tices extraordinarios donde la continuidad es del tipo C*. Por ejemplo, en la
Figura 3.6 se muestran diferentes pasos de refinamiento partiendo de una malla

original a través de un esquema de aproximacion del tipo Catmull-Clark.

Basado en los esquemas de subdivision Cirak y Ortiz (2000) introdu-
jeron un nuevo paradigma para el andlisis elementos finitos de lamina delgada
(Kirchhoff-Love) basados sobre una combinacion de “Subdivision de Superficie”
y MEF| la cual se extendi6 a problemas con grandes deformaciones en Cirak y
Ortiz (2001). La aproximacion puede ubicarse dentro de la aproximaciones iso-
geométricas e incluso considerarse un trabajo pionero del tema. La generacion
de la malla es parte de la aproximacion y se realiza usando un esquema de subdi-
vision del tipo Loop, uno de cuyos méritos es que cada nuevo nudo generado por

cuadriseccion (cada tridangulo es dividido en cuatro) es regular, quedando como
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nudos irregulares sélo aquellos que existan en la definicion geométrica inicial.
Desde el punto de vista del MEF se utiliza un solo punto de Gauss para el cilculo
de los esfuerzos membranales y flexionales. Otra caracteristica de la formulacion
es la ausencia de GdL rotacionales, que la hace econémica desde el punto de
vista computacional. El esquema tipo Loop computa la posiciones nodales de
los nuevos vértices, como asi también las posiciones nodales de los vértices de la
malla vieja. Para ello se utilizan reglas de refinamiento donde se distinguen dos
casos: Los vértices nuevos asociados a los ejes de la malla original, y los vértices
viejos de la malla original (ver Figura 3.7). Cada iteracion del procedimiento
consiste en dos etapa. La primera, la malla es refinada por una cuadrisecciéon de
todos los elementos. Segundo, se computan las nuevas posiciones de los nodos
como una combinacién lineal de las posiciones de los nodos viejos de la malla
no refinada. Por sucesivos refinamiento, la superficie converge a una superficie
continua limite. El proceso de subdivision es estrictamente local, y después del
paso de subdivision, las nuevas coordenadas del vértice depende tinicamente de

las coordenadas previas de un pequeno nimero de nodos vecinos.

Las coordenadas de los nodos nuevos generados sobre los ejes de la malla

vieja se calculan como

3XE 4+ XE_, +3XE + XY,

XA+ = ' |

I=1,...,N (3.8)

Los vértices viejos adquieren una nueva posicion
X5 = (1 — Nw) XF + wX} + ...+ wXh (3.9)

donde X* son las posiciones nodales de la malla para el nivel & y X**! son
las respectivas posiciones para la malla k 4 1. La valencia del vértice, es decir
el nimero de ejes que concurren a el, se denota por N . Para elegir el valor
del pardmetro w se utilizan distintos esquemas que pueden encontrarse en el

mencionado trabajo de Cirak y Ortiz.

Para la evaluacion de las curvaturas en el centro de cada elemento se utiliza
una parcela regular de 12 elementos y una aproximacion no estandar desde el
punto de vista del MEF. Esta aproximacién se realiza en el plano paramétrico
usando polinomios “spline” de cuarto orden. Los polinomios utilizados aseguran
una superficie suave sobre todos los nudos regulares pero no sobre los irregulares.

Cuando uno de los nudos de elemento es irregular se realiza una subdivision local
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Figura 3.7: Refinamiento de una malla triangular por cuadriseccioén.

ficticia a fines de que el punto de evaluacion de la curvatura esté centrado en
una parcela regular. Para una parcela regular, la parametrizacion local de la

superficie se expresa como
12
X (¢,8) =Y N'(,6) X, (3.10)
I=1

donde I se refiere a la numeracion local de los nodos. La parametrizacion en
la ecuacion (3.10) también se utiliza para el campo de desplazamiento, por lo

tanto el analisis es isogeométrico. Localmente se tiene
12
w, (£,8) =) N (¢, &) w (3.11)
I=1
Luego el campo de curvaturas puede calcularse como
12
H:ZBI (£, &) u; (3.12)
I=1

donde B! es la matriz de deformacion flexional.

Para el tratamiento de las condiciones de borde es necesario definir una
capa de nodos ficticia. Debido a la definicién local del esquema de subdivision,
los desplazamientos en el borde son influenciados tinicamente por las posiciones
nodales de los nodos que rodean al nudo maestro, esto es, la primera capa de
nodos ubicados en el interior del dominio y la colecciéon de los nodos artificiales

justo afuera del dominio.
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Los trabajos de Cirak y Ortiz no puede encuadrarse dentro de las formula-
ciones estandar del MEF'. Si puede considerarse sus trabajos como pioneros en el
uso de herramientas disponibles en el CAD (de su acrénimo en inglés Computer
Aided Design) para realizar un anélisis numérico basado en un enriquecimiento
de la geometria. Una curiosidad, es que no se han realizados mayores desarrollos
con esta técnica, por lo menos no se han publicado articulos que usen los esque-
mas de subdivisién para realizar un analisis numérico. No ha sucedido lo mismo
con lo que actualmente se denomina “Anélisis Isogeométrico” que utiliza como
funciones base splines del tipo NURBS. Basicamente dentro de las herramientas
de disenio los NURBS han tenido mayor auge en los codigos de CAD y esa es
una de las explicaciones de porqué no se ha difundido el uso de subdivision de

superficies asociado al analisis numérico.

3.3.2. Isogeometria

Basados en el uso de NURBS ( de su acrénimo en inglés Non-Uniform
Rational B-Splines), Hughes et al. (2005) introdujo las funciones provenientes de
la descripcion de la geometria, como funciones base para el anélisis y lo bautizo
como “Anélisis Isogeométrico”. En el Anélisis Isogeométrico, por lo tanto, se
trabaja sobre un modelo geométricamente exacto al igual que en las formulacion
presentada por Cirak y Ortiz (2001), lo que ofrece otra posibilidad de cerrar la
brecha existente entre el diseno y el analisis al trabajar con el mismo modelo

geométrico.

En el Analisis Isogeométrico existen dos nociones de malla, la “malla de
control” y la “malla fisica”. La malla de control esté definida por los “puntos de
control” donde se definen los GdL. De esta manera, la malla de control queda
formada por elementos multilineales. En dos dimensiones estos son elementos
cuadrilateros bilineales, y en tres dimensiones son elementos hexaedros trilinea-
les. La malla de control no conforma la geometria real y puede verse como un
andamio que controla la geometria (ver Figura 3.8). Por otro lado, la malla fisi-
ca es una descomposicion de la geometria real. Hay dos nociones de elementos
en la malla fisica, la “parcela” y el “vector nodal”. La parcela puede ser vista
como un macro-elemento o subdominio (formada por muchos elementos). Cada
parcela tiene dos representaciones, una en el dominio natural y otra en el espa-

cio fisico. En dos dimensiones la topologia de la parcela es un rectangulo y en
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tres dimensiones un cuboide. A su vez, una parcela puede ser descompuesta en
vectores nodales. Los vectores nodales son puntos, lineas o superficies en una
topologia de uno, dos o tres dimensiones, respectivamente. Cada vector nodal
estd limitado por nodos. Esto define el dominio elemental donde las funciones
bases son suaves CP~™ donde p es el grado del polinomio y m es la multiplicidad
del nodo en cuestion. Los vectores nodales pueden ser pensados como microele-
mentos por ser la entidad més pequena. Tienen también una representaciéon en
el dominio natural y en el espacio fisico. Es importante resaltar las propiedades

de las funciones bases

» Constituyen una particiéon de la unidad, esto es, V&, n

SN R (6 =1 (3.13)
i=1 j=1

» El soporte de cada R; ; es compacto y contenido en el intervalo [&;, &1 pi1]

» Cada funcion base es no negativa, esto es, R; ; (£,17) > 0, V&, n.

ESPACIO FiSICO

Malla fisica

e Puntos de control

Figura 3.8: Ilustracién esqueméatica de una malla isogeométrica.

Contrariamente a lo ocurrido con los esquemas de subdivision el anélisis
isogeométrico se propagd en mayor medida a distintos campos del MEF. Uno
de los primeros analisis de lamina con elementos de tipo Kirchhoff-Love fue
presentado por Kiendl et al. (2009). La formulacion se plantea para el analisis
de problemas geométricos no lineales y los tinicos GdL son los desplazamientos.

Como es sabido, para obtener una discretizacion conforme de la teoria de lamina
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variacional de Kirchhoff-Love las funciones bases deben tener continuidad C*.

Esto se logra facilmente definiendo la superficie media de la lamina como

S(&n) = Z Z R ;j(&m) P (3.14)

i=1 j=1

con

_ N; (§) M; (n) wi
D ket Z;nzl N (§) M, (1) wip

donde £ y 1) son las coordenadas paramétricas que coinciden con las coordenadas

R ; (&) (3.15)

convectivas de la superficie media de la lamina. N y M son las funciones bases
del tipo B-spline, la cuales deben ser cuadréticas o de mayor orden, w son las

funciones de peso y P son los puntos de control.

Usando el método de Galerkin, los desplazamientos de la parcela i son ex-
pandidos en términos de las mismas funciones bases NURBS ( de aqui proviene
el nombre de “Analisis Isogeométrico”) usadas para definir la geometria de la

superficie media de la lamina, denominando

n m

u(§,n) = Z Z R ;(&m) wi (3.16)

i=1 j=1

donde wu; ; son las variables de control de desplazamiento. De esta manera el

campo de curvaturas puede calcularse en cualquier punto de la estructura como

K=Y Y B nuy (3.17)

i=1 j=1

En un segundo trabajo Kiendl et al. (2010) proponen un método alternati-
vo para tratar la union de varias parcelas, relajando la condicién de continuidad
entre ellas. La formulacién hace principal hincapié en el tratamiento de super-
ficies quebradas. Si se unen dos superficies en un quiebre pronunciado (esto es,
una coneccion del tipo CY con un plano tangente no comtn) el d4ngulo entre
las parcelas debe ser mantenido en la configuracion deformada, y en estos casos
se necesita de un tratamiento adicional. Para ello, Kiendl et al. utilizan una
aproximacion del tipo C? en la direccién transversal donde se unen dos parce-
las. Para mantener los angulos originales durante la deformacion se utiliza una
rigidez ficticia que solamente penaliza el cambio de dngulo durante la defor-

maciéon entre los puntos de control que definen la conecciéon entre dos parcelas
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adyacentes. Los valores de la rigidez flexional deben ser elegido adecuadamente,
en caso contrario un valor demasiado alto la matriz global de rigidez puede re-
sultar mal condicionada. Los resultados muestran ser competitivos tanto en el
rango lineal y no lineal geométrico. Una critica que puede hacerse al método es

el uso de una rigidez artificial que debe ser definida por el usuario.

Benson et al. (2010) presentaron una formulacion de lamina de Reissner-
Mindlin basada en un analisis isogeométrico. La cinemaética de la lamina esté
basada sobre el elemento de lamina degenerado desarrollado por Hughes y Liu
(1981a,b). Si bien la formulacion ha sido implementada a través de una sub-
rutina de usuario en el programa LS-DYNA, la actual implementaciéon no esté
del todo optimizada, pero un examen sobre la formulacién indica que el analisis
isogeométrica no deberia ser mas caro que los elementos Lagrangeanos que uti-
lizan polinomios con el mismo orden de interpolaciéon. Los resultados muestran
convergencia en el rango lineal y no lineal y un mejor comportamiento a medida
que se incrementa el orden de las funciones bases. En todos los casos, se uti-
liza una integracion completa, sin necesidad de realizar ninguna consideracion
para reducir el bloqueo por corte, sin embargo, por lo general, el orden debe
ser mayor a dos ya que se puede observar una pequena cantidad de bloqueo por
corte cuando se utiliza elementos cuadraticos. Se debe notar que la robustez
del analisis isogeométrico se incrementa con el orden. Esta robustez los hace
potencialmente atractivos para problemas con grandes deformaciones de interés

industrial incluyendo estampado de laminas, etc.

El uso de NURBS y Subdivisiéon de Superficies fueron descriptos a finales
de la década de los setenta, y actualmente son técnicas maduras que se usan
intensivamente en aplicaciones reales. Sin embargo, cada una de ellas fueron
pensadas para darle a los disenadores diferentes libertades. En pocas palabras,
NURBS ofrece control sobre la parametrizacion y suavidad de la superficie, pero
si existe una discontinuidad en la misma no puede ser localmente introducida o
controlada. En tanto que, el esquema de subdivision de superficie ofrece libertad
sobre topologias complejas. Esto ha llevado a diferentes industrias a establecer
una preferencia por una de las dos alternativas; los NURBS son dominantes para
el CAD vy las aplicaciones ingenieriles, mientras que la subdivisiéon de superfi-
cies son muy populares para el uso de animaciones y juegos de computadoras.
El método de subdivision de superficies no fue ampliamente utilizado hasta la

década de los noventas, para cuyo tiempo los NURBS ya habfan sido imple-
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mentados en la mayoria de los programas de CAD. Muchas de las falencias de
los NURBS pueden ser tratadas a través del uso de superficies de subdivision,
por lo que algunos entendidos del tema consideran que un futuro, el método de

subdivision reemplazara a los NURBS en las aplicaciones de CAD.

3.3.3. Galerkin Discontinuo

El origen del método de Galerkin Discontinuo (GD) es a principio de la
década del setenta. Reed y Hill (1973) desarrollaron este método para problemas
de transporte de neutrones. Este método se ha usado bastante en soluciones
numéricas de ecuaciones hiperboélicas, mayormente en problemas de dindmica
de fluidos. Durante la década del noventa el método de GD se extendi6 a otras
areas diferentes a la dinamica de fluidos, por ejemplo, a problemas de elasticidad.
En los ultimos anos ha habido un interés por llevar el método de GD aplicado

a la teoria de laminas.

El método de GD permite expresar en forma débil la continuidad del cam-
po de derivadas entre subdominios. Aplicando una integraciéon por partes de las
ecuaciones que gobiernan el problema se da origen a integrales de borde donde
se incluyen los saltos de discontinuidades entre dos subdominios adyacentes. El
rol de estos términos es forzar débilmente la consistencia y continuidad de las
incognitas del problema. En un contexto general del MEF, el salto de discon-
tinuidades se lleva a cabo entre los bordes de los elementos que conforman la
malla. Cuando se tratan problemas que involucran altos érdenes de derivacion,
el método de GD puede, también, ser visto como una herramienta 1util que

permite forzar requerimientos de continuidad de orden elevado en forma débil.

Entre las aplicaciones de la formulacion de GD en elementos de placa del
tipo Reissner-Mindlin, uno de los primeros trabajos fue propuesto por Brezzi
y Marini (2003) quienes desarrollaron un elemento de placa triangular no con-
forme. La formulacién propuesta trata los campos de desplazamiento y rota-
ciones como discontinuos. Al usar una aproximacion por GD se genera un ele-
mento finito de placa no conforme y libre de bloqueo por corte. Una desventaja
de la formulacion propuesta es el nimero de ecuaciones finales, las cuales resul-
tan mucho mayor que en el caso de usar el método de Galerkin continuo, lo que

reduce desde un punto de vista computacional su eficiencia.

Otra formulacion fue propuesta por Giizey et al. (2005) quienes desa-
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rrollaron un elemento de lamina degenerado de 4 nodos para el anélisis lineal
elastico. La formulacion propuesta utiliza una aproximacion discontinua para
los campos de desplazamiento y tension, los cuales son tratados como incégnitas
independientes. A través de las propiedades asociadas con la discontinuidades
entre elementos el método propuesto provee de un mecanismo adicional para
evitar el bloqueo por corte. Estas propiedades son introducidas por medio de una
definicion conveniente de flujos numéricos a través de las interfaces elementales.
En los ejemplos presentados se utilizan elementos cuadrilateros bilineales, sin
embargo, la formulacién presentada es un tanto general y facilmente extendible

a otros tipos de elementos y orden.

Entre los elementos de Kirchhoff-Love se encuentra el trabajo de Wells
y Dung (2007) quienes desarrollaron una formulacion para elementos de lami-
na triangulares sin GdL rotacionales y en un trabajo posterior Dung y Wells
(2008) extendieron sus ideas al rango no lineal geométrico. A través de un opera-
dor denominado “operador de elevamiento” convierten el salto o discontinuidad
de la incognita, a través de los bordes de los elementos, en campos definidos
en el interior de los mismos. Para lograr estabilizacion numeérica se penalizan
las discontinuidades, para lo cual, se introduce un parametro de estabilizacion
adimensional. El salto de la derivada normal en el borde de dos elementos adya-
centes se convierte en un campo de curvaturas adicional expresadas en el interior
del elementos a través de funciones de curvaturas definidas a partir del operador
de elevamiento y afectado por el parametro de penalizaciéon adimensional. La
operacion de elevamiento debe contener al menos todas las derivadas segunda
de las funciones sobre el interior del elemento. Para elementos triangulares esto
implica que el orden de las funciones de formas debe ser como minimo cuadréti-
ca. La aproximacion presentada por Wells y Dung (2007) muestra tener buen
comportamiento para los elementos ctibicos con un operador lineal. No sucede
lo mismo para los elementos de lamina cuadraticos. El método de GD muestra
en principio ser robusto a medida que el orden del elemento es mayor, al igual

de lo que sucedia en el Analisis Isogeométrico.

Noels y Radovitzky (2008) proponen una formulacion para elementos
cuadrilateros de lamina sin GdL rotacionales y analizan la convergencia del
método con elementos cuadrilateros cuadraticos y cibicos. Cuando se utilizan
funciones de forma cuadraticas es necesario utilizar subintegracion para evitar el

bloqueo membranal o técnica de deformaciones impuestas. Esto no es necesario
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si el orden del polinomio es mayor que dos. Asi, para el elemento cuadratico uti-
lizan una integracion reducida del campo membranal y flexional, mientras que,
para el elemento ctibico utilizan una integraciéon completa con una cuadratura
de Gauss de 4 x 4 sin observarse bloqueo numérico. Esta formulacion si es lle-
vada a placa coincide con la propuesta por Wells y Dung. Se demuestra que la
tasa de convergencia del método, considerando la norma energética, es igual a
un orden menor que el grado del polinomio utilizado en las funciones de forma,
lo cual indica que el método de GD es un buen candidato para problemas de
laminas que incluyan al menos funciones de forma cuadraticas, sin embargo, al
igual de lo que sucede con la formulacion de Wells y Dung, se observan conver-
gencia Optima para funciones de forma cubicas o mayores. Todos los ejemplos

mostrados corresponden al rango eléstico.

Las distintas formulaciones demuestran que el método de GD provee una
forma efectiva de generar elementos de laminas no conformes de alto orden. El
método es un buen candidato para problemas de laminas que incluyan al menos
funciones de forma cuibicas. Una critica que puede hacerse al método es la
necesidad de utilizar un coeficiente adimensional de penalizaciéon para alcanzar
estabilidad y consistencia. Tampoco se han realizados estudios sobre problemas
que incluyan una fuerte no linealidad geométrica y sobre todo material con
grandes deformaciones que permita observar si la formulacion de GD genera

elementos de laminas robustos.

3.3.4. Elementos de lamina sin GdL rotacionales

El desarrollo y la utilizaciéon de elementos finitos de laminas delgadas
sin rotaciones ha crecido notablemente en los tdltimos anos. Estos elementos
se basan en la teoria de Kirchhoff-Love y los mismos pueden ser vistos como
un regreso a los elementos de placa y lamina delgada originales. Asi, desde un
punto de vista del MEF, los elementos sin rotaciones han vuelto a enarbolar
la idea de usar los modelos de lamina de Kirchhoff-Love después de haber per-
dido popularidad con los elementos basados en modelos de Reissner-Mindlin.
Algunos elementos de este tipo han sido implementados con éxito en programas
comerciales (RADIOSS; STAMPACK (2006)), sin embargo, su uso no esta del
todo difundido. La ausencia de rotaciones como GdL los hace particularmente

eficientes y robustos para la simulacion de problemas de lamina delgadas donde
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se incluyan fuertes no linealidades geométricas y de material. El interés por for-
mular laminas sin rotaciones sigue siendo un tema de investigaciéon constante,
asi lo demuestran las nuevas corrientes de investigacion provenientes del Anélisis

Isogeométrico y del método de GD.

En esencia, el método consiste en definir una vecindad o parcela de ele-
mentos para interpolar la geometria y computar las curvaturas. Dependiendo de
coémo se interpola la geometria y como se calculan los campos de deformaciones
membranales y de curvatura, se obtienen distintas formulaciones. Una de las
caracteristicas fundamentales de los elementos sin GdL rotacionales es que son
“no conformes”. Desde un punto de vista del MEF, dichas formulaciones presen-
tan varias ventajas y algunas limitaciones dependiendo del tipo de aplicacion.

Por ejemplo, algunas de sus ventajas son:

= Tienen menor costo computacional debido que para una precision requeri-
da, el namero total de GdL en el modelo, es un poco menos que la mitad
comparado con otro elementos que incluyen las rotaciones como GdL. Es-

to implica un importante ahorro econémico de almacenamiento y tiempo

de CPU.

= Son particularmente eficientes para la simulacién de problemas de forma-
do de laminas (embuticiéon, estampacion, formado por estiramiento, etc
y la correspondiente recuperacion elastica) y para el andlisis de quasi-

membranas, entre otros

= Para laminas muy delgadas no se necesitan estrategias especiales para
lidiar con las deformaciones transversales. Esto es particularmente impor-
tante para estructuras inflables, velas solares y para estructuras quasi-

membranales.

= Los vectores de rotacion o las ternas locales, que son por lo general costosos
de parametrizar y adaptar, no son necesarios. No aparecen matrices no

simétricas.

= Las rotaciones y los GdL de alto 6rdenes son dificultosos de aplicar cuando
se usan condiciones de simetria, y cuando los elementos se juntan en es-
quinas e intersecciones. Ademas las condiciones de contacto se simplifican

cuando se remueven los GdL rotacionales.
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Las limitaciones provienen béasicamente por la teoria de lamina delgada utilizada

(Kirchhoff-Love) y por la ausencia de GdL rotacionales, podemos mencionar:

» Muestran cierta sensibilidad a la regularidad y orientaciéon de la malla.

= En elementos cuadrilateros aparecen modos de deformaciéon sin energia

asociada que obligan al uso de técnicas de estabilizacion.

» La combinacién directa de dichos elementos de lamina con otros elementos

finitos no es siempre directa, y requiere restricciones multipunto especiales.
= La programacion puede ser més implicada.

= Se desprecian las deformaciones de corte. Esto es una limitaciéon para

analizar laminas de materiales compuestos.

Entre los elementos triangulares sin rotaciones, las aproximaciones mas difun-
didas tienen en comun la utilizaciéon de una parcela de cuatro elementos que
incluye al elemento donde se ha de evaluar el tensor de curvaturas y los tres
elementos adyacentes (ver Figura 3.9). La principal diferencia entre las distintas
aproximaciones es como se interpola la geometria y las bases tedricas empleadas

para computar las deformaciones membranales y flexionales.

Figura 3.9: Parcela de elementos triangulares.

Un elemento conocido es el desarrollado por Phaal y Calladine (1992a,b).
Dicho elemento resulta de combinar el sencillo tridngulo de deformaciéon cons-
tante de tres nodo para el campo membranal, con un elemento de placa cuyo

campo de curvaturas se obtiene por medio de una parcela de cuatro elementos.
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En dicha aproximacion, se hace pasar una superficie de curvatura constante
sobre los cuatro elementos que forman la parcela, de modo tal, de asegurar
un valor uniforme del tensor de curvatura en todos los puntos de la vecindad.
Asi, el desplazamiento transversal sobre la parcela se escribe en funcién de un

polinomio cuadrético completo en dos dimensiones como

K K

U3z = Qo + CL1X1 + CLQXQ — % (X1)2 — % (X2)2 — I‘€12X1X2 (318)
donde X; (i = 1,2) son las coordenadas cartesianas ortogonales en el plano de
la placa referidas al centro del tridngulo central, ;; = —a)a(jg}j son las cur-

vaturas y a, son los coeficientes que definen el movimiento de cuerpo rigido.
Valuando (3.18) en cada nudo de la parcela se obtienen seis ecuaciones lineales,
que invirtiendo el sistema permiten expresar los coeficientes a,, y las curvaturas
ki; en funcion del desplazamiento normal al plano de referencia en cada nudo
ul. Desde el punto de vista operativo se trabaja tinicamente con las curvaturas
como incognita. Luego, la expresion (3.18) puede ser escrita en forma matricial
['wp } = Ck, donde w” agrupa a los desplazamientos normales al plano de refe-
rencia de los seis nudos que forman la parcela. C' es una matriz cuyos elementos
quedarian en funcién de las coordenadas cartesianas y K es el vector de curva-
turas. Relacionando los dngulos de rotacion de dos elementos adyacentes, «; y
a;t3 (ver Figura 3.10) con los desplazamientos y relacionando dichos édngulos
con las curvaturas se obtiene un sistema de 3 x 3 que puede ser invertido lo cual

permite expresar las medidas de deformaciéon como

K11
KR = K99 = B3><6 [wP} (319)

2:‘4;12

Esta aproximacion tiene un costo un poco superior a otras formulaciones
sin GdL rotacionales y tiene ademas como desventaja que su implementacion
en laminas generales (no suaves) y en particular su traslado a problemas no
lineales es més complejo y oneroso. También Onate y Cervera (1993) y Brunet
y Sabourin (2006) argumentan que esta formulacion es inconveniente debido a
la forma en que se tratan las condiciones de borde, béasicamente por los nodos

ficticios que deben ser introducidos fuera del dominio.

Otra aproximacion conocida es la propuesta por Sabourin y Brunet (1995)
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Z*

Figura 3.10: angulos entre dos elementos adyacentes.

quienes desarrollaron el elemento triangular S3. En dicho elemento utilizan
para el campo membranal el tridngulo de deformacién constante y aproximan
las curvaturas generalizadas como una superposiciéon de curvaturas normales
utilizando los tres pares de tridngulos formados por el elemento maestro y los
respectivos vecinos (ver Figura 3.11). Al igual que Phaal y Calladine usan la
relacion entre los angulos de rotacion y los desplazamientos (ver Figura 3.10)

de modo tal que las curvaturas normales se definen como

k lk

_ k
= (3.20)

K

luego, la curvatura generalizada se expresa como

Figura 3.11: Geometria de la parcela para calcular las curvaturas.
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K11 3 ny

lk:
Ka2 = E _m ng 0% = Biyg [’wP] (3.21)
2%12 k=1 2711712

donde los giros #* se pueden escribir en funcién de los angulos a; y a3 girados
por cada elemento que comparten un lado de la parcela. Numerosos ejemplos
que incluyen no linealidades y geometrias arbitrarias pueden verse en Sabourin
y Brunet (2006). El elemento S3 ha sido implementado en el codigo RADIOSS
y la principal aplicacion se centra en la simulaciéon de problemas de estampados

de laminas.

Otros elementos alternativos que han sido motivos de investigacion, son
las aproximaciones que basan el calculo del campo flexional en una integral sobre
el contorno. Dentro de esta propuesta se pueden incluir varias aproximaciones
en funcion de como se defina el gradiente sobre el contorno. Asi, encontramos
el elemento BST estandar desarrollado por Onate y Zarate (2000), donde para
el campo membranal utilizan el triangulo de deformacion constante y para el
campo de curvaturas, las mismas se definen como el promedio sobre el elemento

(basado en el elemento de placa plana de Onate y Cervera (1993))

B 1 82U3
AM AM 8X,8X]

dA (3.22)

Rij ==
expresion que integrada por partes resulta

1 8163
Rij = — =7 odl’ 2
ST /w "X, (3.23)

donde I' es el contorno del elemento con normal saliente n. La expresion de-
sarrollada para las tres componentes del tensor de curvatura en funcion de las

derivadas expresadas en un sistema local al contorno (n, s) es

2
K11 1 ni —TN1MN9 A
_ 2 on
ko | = [ | v me ol dr (3.24)
2K19 2niny N2 — n3 Os
1 2

La integral sobre el contorno se evalia numéricamente con un punto de
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integracion a la mitad de cada lado

9 k
K11 1 3 ni —TN1MN9 A k
_ § : k 2 on
K99 = _AM [ ny ninsg dug (325)
k=1 2 Js

2K192 2n1N9 n% —n;

donde el supraindice k indica evaluada en el lado k y ¥ es la longitud del lado.
Las interpolaciones utilizadas (lineal en cada elemento 6 cuadratica sobre toda

la parcela) conducen a que la contribucion de %% se anule, resultando

k
K11 3 ni

2%12

Para evaluar el gradiente, en cada elemento se interpola en forma lineal
los desplazamientos usando las habituales coordenadas de area L!. De esta ma-
nera los desplazamientos transversales a la superficie media se interpolan como
us (€,m) = S0_ LT (&,n)ub. Luego, el gradiente normal al lado (ver Flores
(2008)) se obtiene como el promedio de los gradientes de los elementos adya-

centes (el supraindice en maytuscula (M o K) indica evaluado en el elemento

Sl @] e

Este elemento ha sido extendido al tratamiento de grandes deformaciones

correspondiente)

pléasticas por Rojek y Onate (1998) en una formulacion Lagrangeana Actua-
lizada adecuada para coédigos explicitos y por Flores y Onate (2001) dentro
de una formulacion Lagrangeana Total, con excelentes resultados. A partir de
este ultimo trabajo surgieron otros que veremos a continuacién y que han ido
enriqueciendo las capacidades del elemento original BST. Cabe destacar que
dichos trabajos son fuentes de inspiracion para los desarrollos que se muestran

en la presente tesis.

De esta manera, surge el elemento EBST (de su acrénimo en inglés En-
hanced Basic Shell Triangle) desarrollado por Flores y Onate (2005). La prin-

cipal caracteristicas es que la geometria de la parcela formada por el elemen-
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to central y los tres elementos adyacentes se interpolan cuadraticamente. Se
asume un campo lineal de deformaciones membranales y un campo constante
sobre las componentes del tensor de curvaturas. De esta manera los despla-
zamientos transversales a la superficie media se interpolan como ug (§,7) =
Z?Zl LT (&,mn)ul vy el gradiente en el contorno se obtiene derivando la aproxi-
macién indicada y resulta independiente de los nudos que no pertenecen a los

elementos adyacente al lado k

a k 3
{ﬁ] — NESGES £ 3 Nl (3.28)
n
I=1

Entre otras aplicaciones, elemento asi formulado ha dado excelentes re-

sultados para el tratamiento de estructuras membranales.

Otro elemento basado en las formulaciones anteriores, pero extendido al
tratamiento de geometrias arbitrarias es el BBST (de su acrénimo en inglés
Branching Basic Shell Triangle) desarrollado por Flores y Onate (2007). En
dicho trabajo se extienden las capacidades de los elementos BST y EBST al
analisis de superficies quebradas y ramificadas. El gradiente normal en el con-
torno del elemento es el promedio ponderado de los gradientes de los elementos
adyacentes y el peso de cada contribucién es inversamente proporcional al area
de cada elemento. Esta aproximacion es idéntica a otras propuestas anteriores
(Sabourin y Brunet (1993); Guo et al. (2002); Sabourin y Brunet (2006))

n: (%)M LA <%) K] (3.29)

Los resultados numéricos muestran, ademas de poder tratar en forma

u)"_ 1
on |~ (AM 1 AK)

adecuada geometrias arbitrarias, mejor comportamiento del elemento frente a
mallas no estructuradas mejorando una de las principales debilidades de los

elementos de lamina sin rotaciones.

Como se coment6 antes, una de las principales criticas a estos elementos
es cierta sensibilidad a la regularidad y orientacion de la malla. Asi, Gardsback
y Tibert (2007) han analizado distintas formulaciones de elementos triangu-
lares sin rotaciones presentando en forma unificada las distintas alternativas
propuestas para el cilculo de las curvaturas y el tratamiento de las condiciones

de contorno. Entre los elementos analizados se encuentran el BST, EBST ,
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BBST y la aproximacion de Phaal y Calladine (1992b). En el mencionado tra-
bajo se hace un analisis de la sensibilidad de la curvatura calculada con las
dimensiones relativas de los elementos que conforman la parcela para las dis-
tintas aproximaciones. De esta manera se demuestra que el elemento EBST es
el méas sensible a la posicion relativa de los nudos, en tanto que el BBST es el
menos sensible, pero, solamente la aproximacion de Phaal y Calladine (1992b)
asegura la determinacion exacta de la curvatura para un elipsoide que pasa por
los seis nudos de la parcela. La conclusion principal de este trabajo es que la
mejor aproximacion es utilizar la propuesta de Phaal y Calladine (1992b) para
elementos interiores de la malla modificando el tratamiento de las condiciones de
contorno a los fines de aliviar la fuerte sensibilidad a la orientacion de la malla

que muestra dicha propuesta asi como evitar la utilizaciéon de nudos ficticios.

Si bien los resultados de Gardsback y Tibert (2007) muestran la sensibi-
lidad de los elementos sin GdL rotacionales cuando el tamano de los elementos
no es uniforme, siempre se refieren a mallas estructuradas. Asi, Flores (2008)
demuestra que el verdadero problema de este tipo de elementos sale a la luz
cuando se analizan los esfuerzos provenientes del campo flexional y sobre ma-
llas irregulares. La evaluacion de los esfuerzos flexionales en los nudos irregulares
se deteriora significativamente. La evaluacion del corte transversal puede dar lu-
gar a picos muy marcados y su deterioro es atin mayor. Bajos estas condiciones
la aproximacion de Phaal y Calladine (1992a) no muestra mejoras significativas

respecto al elemento BBST.

Una aproximacion diferente, también presentada en Onate y Zarate (2000),
consiste en evaluar la curvatura en los nudos, en lo que se llama “aproximacion
centrada en el nudo” en contraposiciéon con las anteriores que se denominan
“aproximacion centrada en la parcela’. Esta aproximacion desarrollada para
placas planas ha mostrado una mayor velocidad de convergencia. Basado en
esta idea una aproximacion reciente se debe a Ubach y Onate (2010) quienes
presentaron un nuevo elemento triangular donde el campo de curvaturas se
obtiene a partir de la informacién obtenida de una geometria enriquecida por
todos los elementos que forman la parcela y no sélo de aquellos que comparten
un lado (Figura 3.12a). En lugar de calcular una curvatura promedio, el enri-
quecimiento de la geometria permite obtener un valor preciso de la curvatura en
cualquier punto del tridngulo. En cuanto a los aspectos numeéricos, al elemen-

to lo caracterizan dos aspectos basicamente. Primero, la forma de calcular las
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normales en cada nodo del tridngulo central de la parcela. Para ello se obtiene
un “vector normal promedio” de todos los elementos que concurren al nodo (ver
Figura 3.12). El promedio ponderado se obtiene a través de factores de peso
definidos inversamente proporcional al tamano del elemento. Segundo, se uti-
liza una interpolacion cubica con cuatro puntos de integracion para la superficie
del triangulo y dos puntos de integraciéon en el espesor, lo que hace una cantidad
de ochos puntos de Gauss. Los ejemplos numéricos muestran que la formulacion
estd sujeta a posibles mejoras, entre ellas, la manera de calcular las normales
en los nodos, mejorar la capacidad del elemento para representar un campo de
curvatura constante en un caso general, la posibilidad de utilizar integracion
reducida y la posibilidad de extender la formulaciéon para el tratamiento de

superficies quebradas y /o ramificadas, entre otras.

Elemento maestro

(a) (b)

Figura 3.12: Parcela de elementos para la parte flexional: (a) elemento triangular lineal
y (b) elemento cuadrilatero lineal.

En lo que respecta a elementos cuadrilateros sin rotaciones, curiosamente
a diferencia de lo elementos triangulares, existen pocos desarrollos. Si bien en
el trabajo de Onate y Cervera (1993) se menciona y se presenta una parcela de
cinco elementos cuadrilateros no se obtienen resultados numéricos y los desarro-
llos hacen fundamentalmente hincapié el la formulaciéon de un elemento de pla-
ca triangular. El primer elemento cuadrilatero sin rotaciones del que se hayan
presentado resultado fue desarrollado por Brunet y Sabourin (2006) quienes
presentaron un elemento de lamina para pequenas y grandes deformaciones
denominado S4. Dicho elemento esta basado sobre una extension de las formu-
laciones presentadas por los mismo autores (Sabourin y Brunet (1993, 1995,
2006)) para elementos triangulares. Como en el caso del elemento triangular

las curvaturas generalizadas se obtienen como una superposicion de curvaturas
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normales para los cinco elementos que definen la parcela (ver Figura 3.13). Sin
embargo, la extension a un elemento cuadrilatero requiere de curvaturas inter-
nas adicionales con motivos de evitar modos de alabeo. Asi, se define un campo
de curvatura constante sobre el elemento, equivalente a utilizar un solo punto
de Gauss para evaluar dicho campo. De igual manera, y con la idea de desa-
rrollar un elemento de bajo costo, se utiliza también un solo punto de Gauss
para calcular el campo membranal, el cual se superpone con las deformaciones
flexionales usando un sistema corotacional. Bajo estas condiciones, el elemen-
to S4 presenta mecanismos espurios que son propagables. Asi, para el control
de los modos membranales (hourglass) se implementaron dos técnicas, estabi-
lizacion por perturbacion y estabilizacion fisica en base a los trabajos de Belyt-
shko et al. (1984); Belytschko et al. (1992); Belytschko y Leviathan (1994a,b).
Para el primer método de estabilizacion, los resultados muestran ser levemente
sensibles al valor del coeficiente de estabilizacion membranal, mientras que la
estabilizacion fisica le confiere al elemento una rigidez adicional mayor que el

método de control por perturbacion.

Figura 3.13: Parcela de elementos cuadrilateros.

Otra formulaciéon basada en conceptos similares a los de Ubach y Onate
(2010) sobre elementos de laminas cuadrilateros se debe a Linhard et al. (2007)
quienes proponen una formulaciéon general para obtener elementos de lamina sin
rotaciones. Si bien sus desarrollos se llevan a cabo para un elemento cuadrilatero
y triangular de cuatro y tres nodos, respectivamente, la formulacién puede ser
extendida a elementos de mayor orden. En esencia, la formulacion consiste en
calcular para cada nodo de un elemento un “vector normal promedio” de todos

los elementos que concurren al nodo (ver Figura 3.12). El promedio ponderado
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se obtiene a través de factores de peso definidos inversamente proporcional al
tamano del elemento, asi los elementos mas pequenos representan mejor la geo-
metria y, por ende, la curvatura de la superficie. Luego, el vector normal dentro
del elemento se genera por interpolaciéon de los vectores nodales calculados pre-
viamente. El campo vectorial normal resultante obtenido por la interpolacion,
el cual incluye la informacion geométrica de los elementos vecinos, generalmente
difiere del vector normal real. Aceptando esa aproximaciéon entre los vectores
normales se calcula la segunda forma fundamental de la superficie. Esta aproxi-
maciéon no permite describir cambios de curvaturas en el interior de un elemento
y como consecuencia aparecen en determinados problemas modos flexionales co-
mo los descritos por Flores y Estrada (2007). Para evitar dichos mecanismos
espurios se evalilan sobre el elemento isoparamétrico rotaciones adicionales las
cuales se obtienen a través de los angulos de inclinaciéon que forman los direc-
tores nodales respecto al plano tangente. Esto da origen al elemento mejorado
CEG (de su acronimo en inglés Curvature Calculation through Enhanced Ge-
ometry) cuyo campo de curvaturas estda formado por el campo de curvaturas
de la superficie isoparamétrica y las curvaturas adicionales. Al igual que la for-
mulacion presentada por Ubach y Onate (2010), el elemento desarrollado por
Linhard et al. (2007) permite tratar inicamente superficies suaves y los ejemplos

numéricos estan dentro del rango elastico.

3.4. Resumen

Con este capitulo dimos un pantallazo sobre las principales formulaciones
de elementos de lamina. Hicimos un repaso rapido de los elementos que hemos
denominado clasicos hasta llegar a los elementos alternativos. Como se coment6
antes, existen diferentes formulaciones, algunas han sido exitosas y motivo de

constante investigacion y mejora. Otras son recientes, por lo tanto, atin no han

sido del todo difundidas.

Queda claro que la idea de usar formulaciones sin GdL rotacionales ha
dado un vuelco a favor de las formulaciones de Kirchhoff-Love. Asi lo demuestran
el método de Superficies de Subdivision, el Anélisis Isogeométrico y el método
de Galerkin Discontinuo. Todos ellos cuando formulan elementos de Kirchhoff-
Love lo hacen pensando en laminas sin GdL rotacionales. Idea que nace con las

formulaciones, principalmente de: Phaal y Calladine (1992a) y Onate y Cervera
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(1993).

Los desarrollos de elementos cuadrilateros, como se muestran en la sec-
cion correspondiente a los elementos de ldmina sin rotaciones, son escasos y
en esta tesis se hace una contribuciéon en ese campo obteniéndose un elemento

competitivo.






Capitulo 4

Un Elemento Cuadrilatero Basico

4.1. Introducciéon

Como se indicara en la revision de antecedentes (Capitulo 3) en problemas
tridimensionales los principales desarrollos han sido con elementos triangulares
utilizando interpolaciones lineales sobre cada elemento. En todos los casos se ha
usado un tnico punto de integracion en la superficie y un nimero variable de
puntos de integracion en el espesor de acuerdo a la aplicacion. Estos elementos
se han implementado en codigos comerciales (RADIOSS; STAMPACK (2006))
y se han utilizado extensivamente para simulaciones de embuticion de laminas
delgadas con excelentes resultados. Asi, a diferencia de otras formulaciones, la
mayoria de los desarrollos han sido realizados sobre elementos triangulares, y no
existe un desarrollo exhaustivo de elementos cuadrilateros. En este capitulo se
desarrolla un elemento cuadrilatero de cuatro nudos para el anélisis de laminas

delgadas suaves. Las principales caracteristicas del elemento son:

= Los tnicos GAL son los desplazamientos traslacionales de la superficie
media y resulta de una extension del elemento triangular desarrollado con

anterioridad por Flores y Onate (2001).

= El comportamiento membranal resulta de una interpolacién bilineal es-
tandar de la geometria dentro del elemento. A los fines de obtener un
elemento eficiente para el analisis con integracion explicita de las ecua-
ciones de movimiento se utiliza un tnico punto de integracion en el centro

del elemento.
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= Para evitar la aparicion de modos espurios de deformacion en el plano de la
lamina (modos de hourglass) se incluyen fuerzas membranales provenientes

de un esquema de estabilizacion fisica.

» Para el calculo del campo de curvaturas se recurre a una parcela de cinco
elementos (el elemento y los cuatro adyacentes). El campo de curvatura se
asume constante en cada elemento, se expresa en funciéon de los gradientes
sobre el contorno del elemento y resulta dependiente de la posicién de los

doce nudos de la parcela.

= En algunas problemas puede producirse una configuracion deformada de
flexion sin energia asociada, lo que se controla a través de un esquema de

estabilizacion artificial.

» El elemento denominado BSQ (de su acrénimo en inglés Basic Shell
Quadrilateral) estd basado en una formulacion Lagrangiana Total y ha
sido implementado en codigos con integracion explicita e implicita de las

ecuaciones de movimiento.

El contenido de este capitulo es el siguiente. En la Secciéon 4.2 se presentan los
aspectos de la geometria donde se define la parcela de elementos y el sistema de
coordenadas a utilizar. El célculo de las curvaturas en funcion de las coordenadas
de los nudos de la parcela se presentan en la Secciéon 4.3. En la Seccion 4.4 se
describe un procedimiento de estabilizacion flexional. En la Seccién 4.5 se tratan
las condiciones de borde de flexion. El calculo de las deformaciones membranales
y el esquema particular de estabilizacion fisica se muestran en la Seccién 4.6 y
4.7, respectivamente. En las Secciones 4.8 y 4.9 se dan algunos detalles respecto
al calculo de de fuerzas nodales equivalentes y de la matriz de rigidez tangente,
respectivamente. Finalmente en la Seccion 4.10 y 4.11 se presentan los esquemas

de soluciéon implicita y explicita, respectivamente.

4.2. Definicion de la geometria del elemento

La geometria del elemento cuadrildtero queda definida por la posicion
(superficie media ¢) de sus cuatro nudos por lo que los tnicos GdL a utilizar
son las tres componentes de desplazamiento en cada nudo. Dentro de cada

elemento la posicion de la superficie media resulta de la habitual interpolacion
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bilineal

Iy

@ (m,m2) =Y N (n1,72) (4.1)

I=1
donde ¢! es la posicion de la superficie media en cada nudo y las N (n;,7,)
son las funciones de interpolacion bilineal (ver Apéndice B) definidas sobre el

elemento maestro en el sistema local (ver por ejemplo Zienkiewicz y Taylor
(2000)).

Para el calculo del tensor de curvaturas sobre un elemento M se utiliza una
parcela de cinco elementos formada por el elemento M y los cuatro elementos
adyacentes a sus lados. En la Figura 4.1a se muestra el orden de los nudos y la

definicion de las conectividades de la parcela de elementos.

n,
N,
A1 [~
11; ™ 4 ™ 13
I’]2 il
12 1] 2]

A

'ﬂz

5———6

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Definicion de la parcela de elementos, (b) sistemas de coordenadas
naturales.

= Los nudos y los lados en el elemento principal M estan numerados local-

mente de 1 a 4 en sentido antihorario.

» La numeracion de los lados se asocia posteriormente a puntos de evalua-

cion de una integral sobre el contorno.

= Los elementos adyacentes al elemento principal M estdn numerados em-

pezando con el ntimero asociado al contorno del lado comun.

= Los nudos de los elementos adyacentes que no pertenecen al elemento
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principal se han numerado consecutivamente en sentido antihorario em-

pezando por el elemento 1 (ver Figura 4.1b).

= Las conectividades de los elementos adyacentes son definidas comenzando

por los dos nudos comunes al elemento central.

Se utilizara la teoria clasica de laminas delgadas (ver el Capitulo 2) basada en
las hipoétesis de Kirchhoff-Love. La posicién original X de un punto arbitrario
fuera de la superficie media o se refiere a ésta a través de la normal a la misma

t3 v la distancia £ medida sobre la normal
X (6,6%,8) =29 (£1,8%) + & (¢, %) (4.2)

donde (&1, €?) definen un sistema de coordenadas curvilineas locales sobre la
superficie media original (indeformada) completado por la coordenada &3 nor-
mal al plano tangente. Supondremos que las coordenadas (£, £%) definen lineas
ortogonales sobre la superficie media (no necesariamente lineas de curvatura)
y que los parametros de Lamé asociados son la unidad. La motivacion para
definir este sistema coordenado especial esta directamente ligado con la imple-
mentaciéon numérica donde en cada punto de integracion se utiliza un sistema
cartesiano con las mismas propiedades. La posicion del punto en una configu-

racion deformada arbitraria se escribe como
4y (51’ 527 53) =@ (617 52) + 53)\t3 (617 52) (43)

donde A define el estiramiento de la fibra normal a la superficie media, el que

se supone constante en el espesor original °h de la lamina.

La evaluacion de la primera y segunda forma fundamental de la superficie
media en el elemento central de la parcela, requiere de la definicion del sistema
cartesiano mencionado en forma consistente sobre cada punto de la parcela
donde se evalie el gradiente 8—i = ¢, Para ello se propone lo siguiente:

U3

1. En el centro del elemento principal se define el sistema cartesiano de re-
ferencia (°t9,°t9,°t3) a partir de la normal

o

o 1 [ o o o A
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donde (Ocpf)m,o go?m) son las derivadas respecto a las coordenadas natu-
rales evaluadas en el centro del elemento (supraindice derecho 0) en la
configuracion de referencia (supraindice izquierdo o) y °A es el area del
elemento. Las dos direcciones cartesianas de referencia (°t),°t3) sobre el
plano normal a °t} se eligen arbitrariamente (por ejemplo en las direc-

ciones principales de ortotropia del material).

2. Similarmente, en cada punto medio de cada lado k del elemento principal

se tendra el plano tangente ("goffm ,° cpf“m) y su normal ¢}

1
ko k k
ot = 7 (°pf, x% i) (4.5)
donde Jy es el determinante jacobiano de la transformacion isoparamétrica
en la geometria original. La continuidad del sistema cartesiano definido en
el punto anterior, se logra a partir de la intersecciéon entre ambos planos

°tdx otk . ; ;
q" = m y el angulo a que forma con el sistema cartesiano de
3 3

referencia cosa = q* >t y sina = ¢* -° t3. Luego se elige el sistema
("t’f," t’;) sobre el plano (Ogof“m,o cpf“m) tal que forme el mismo angulo «

con la direccion q* (g% -° th = cosa y ¢* -° t§ = sina).

3. En los elementos adyacentes el gradiente se requiere so6lo en el centro de
cada lado comun con el elemento principal. Utilizando el mismo procedi-
miento anterior, pero ahora la referencia es el sistema local ("t’f," t’g) en
dicho lado dentro del elemento y la interseccién g* entre ambos planos es

naturalmente el lado comin a ambos elementos.

4.3. Evaluacion de las curvaturas

La segunda forma fundamental (tensor de curvaturas) de la superficie

media puede escribirse como (con «, 5 = 1..2)
K/OZB - _(p/aB . t3 (46)

De la misma forma que en los elementos triangulares (Onate y Flores

(2005)) las componentes del tensor de curvaturas se definen constantes en cada
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elemento y sus valores se calculan como la integral promedio sobre cada elemento

—1
Fas = 77 /)A Prog - tad A (4.7)

expresion que, integrada por partes, resulta (t; es constante a los fines de la

integral y se evalta en el centro del elemento)

~1
Fap = o7 / ) nsp,d Tt (4.8)

donde °T" es el contorno del elemento con normal saliente n sobre el plano tan-
gente, definida en la configuracion original con componentes ng sobre el sistema
cartesiano local. La expresion (4.8) desarrollada para las tres componentes del

tensor de curvatura es

K11 ny 0
—1 AN tO
RQQ = 5 / 0 To #n 3 d°T (49)
A Jor Pra -t
2:‘2?12 Ng N

La integral sobre el contorno se evalia numéricamente con un punto de

integracion a la mitad de cada lado

K11 1l ni 0 40 k

R | =5 S0 o : (4.10)
OF 1 Prg - 3

K12 ny My

donde el indice en mintscula k£ = 1..4 (ver Figura 4.1a) corresponde a cada
uno de los puntos de integracién utilizados a la mitad de cada lado y I* es la
longitud (original) del lado. La continuidad C" de la formulacion débil, requiere
de la continuidad del gradiente ¢/, entre elementos. En esta formulacion la con-
tinuidad se establece en forma discreta a la mitad de cada lado, para lo cual en
tales puntos el gradiente se define como el promedio entre el gradiente evalua-
do con la geometria del elemento principal M y el evaluado con la geometria
del elemento K adyacente al lado k (cuando es necesario precisar el elemento

correspondiente se indica entre paréntesis en la notacion)

1 Eol
el =3 [sofff) + cp,(ff)] =3 [cpfiﬁM) + ) (4.11)

Notar que la continuidad del gradiente tangente al lado ., esta asegurada por
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la interpolacion isoparamétrica y que solo el gradiente normal al lado ¢, es el

que se promedia.

La expresion de las componentes del tensor de curvatura resulta entonces

k
K ny 0 K k
711 ) 1 80/(1 )—1—4,0/( ) ~t§
K22 - E 1 0 ng (4.12)
~ 24 M 4 o)) g0
2FK12 ng Ny 2 / 3

Cada componente del tensor de curvatura puede escribirse también como
Kap = h’aﬁ ’ tg (413)

donde

k
2h.p = [ (90,5 ) + cp,(ﬁ > +ng <gof£4) + gof?)] (4.14)

|M~>

4.3.1. Variacion de la curvatura

Para el planteo de la forma débil de las ecuaciones de equilibrio se requiere

evaluar la variacion de las componentes del tensor de curvaturas, ésta resulta
SFap = Ohag - t3 + hos - 05 (4.15)

La segunda contribucién a la variacion de la curvatura, en esta formulacion, se
desprecia al igual que en los trabajos presentados por Flores y Ofate (2005)
y Onate y Flores (2005) . En el siguiente capitulo, sin embargo, se lo incluye
debido a que en algunos problemas dicho término no es despreciable. Siguiendo

con la expresion (4.15), el primer término requiere calcular

4
1 k
Shos = 5oz D 1F [na (55052“ + 6<p,(§)> + g (590,%4) + 5¢ff))]
k=1
4
{Z [na N + ngNL] 6u'
= I=1

4 k
+3 [ 30 4N a0 } (4.16)

J=1
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donde N'®es la funcién de forma del nudo local J en el elemento adyacente
K (analogamente para du’ ) De aqui la variacion de las curvaturas puede

finalmente escribirse como

4
(5/_€a5 = {Z naN/B + nﬁN/ :| (5’(1,1 tO
I=1 .
—l—Z[na N 4 N‘](K]éu to}
= Bb5up (4.17)

donde du? agrupa a las variaciones de los desplazamientos de los nudos de toda
la parcela (12 nudos y 36 GdL).

4.4. Estabilizacion flexional

La definiciéon de la curvatura utilizando el promedio de los gradientes en
los lados permite observar que pueden existir configuraciones geométricas con
una variacion alternada de la curvatura (una sinusoide de semionda igual a la
longitud del elemento) que conducen a un valor nulo de la curvatura promedio.
Lo cual implica que pueden aparecer configuraciones deformadas sin energia
asociada (modo flexional de deformacion espurio). Estrictamente este modo s6lo
puede aparecer en superficies planas, aunque puede ocurrir con baja energia en
superficies curvas. Para mantener un s6lo punto de integraciéon en el elemento
(curvatura constante) es necesario entonces realizar alguna estabilizacion de
este modo flexional. Flores y Onate (2006) han desarrollado un elemento de
viga/lamina bidimensional sin rotaciones que utiliza una aproximacion lineal
de la curvatura k, entre los dos nudos del elemento. Alli aparece el mismo
problema si se utiliza un tnico punto de integracion, lo cual ha sido resuelto
reescribiendo la curvatura como el valor obtenido en el punto de integracion
més una componente de estabilizacion. Esta tltima componente no es otra cosa

que la diferencia entre las curvaturas evaluadas en los nudos.

En este elemento cuadrilatero, la evaluacion de las curvaturas a partir de

las expresiones (4.13-4.14) permite descomponer al vector h,p en dos partes
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2h(l) = % 22: " (naga,ﬂ ) JFZZ’c (n (p,K)> (4.18)
L k=1

Zh; 2_0114 _i:lk (nggo, ) —i—Zlk (nago,ﬂ > (4.19)
| k=1

Notar que en QhSB) involucra a una integral sobre todo el contorno, donde en los
dos primeros lados se utilizan los gradientes evaluados en el elemento central
y en los otros dos lados el gradiente evaluado en los elementos adyacentes, e
inversamente para el vector thi;. Si el gradiente entre elementos fuera efectiva-
mente continuo ambas componentes coincidirian. En base a ello se ha propuesto

como técnica de estabilizacion penalizar la diferencia entre estas componentes

S _ (2 (1)
haﬁ = haﬁ — haﬁ (4.20)

a través de un tensor de curvaturas de estabilizacion

=hl,-t] (4.21)

4.4.1. Variacion de las curvaturas de estabilizacion

Para el planteo de la forma débil de la estabilizacion flexional se requiere
evaluar la variacion de las componentes del tensor de curvaturas de estabi-

lizacion, ésta resulta

s _ S .40 s 0
Ok = Ohgg-t3+ h.g- 0ty
_ (2) (1) 0 2) 1) 0
La segunda contribucién a la variaciéon de la curvatura de estabilizacion puede

en general despreciarse. De aqui la variacion de las curvaturas puede finalmente

escribirse como

5&55 = Bju’
— (B - B)

donde du? agrupa a las variaciones de los desplazamientos de los nudos de toda

la parcela (12 nudos y 36 GdL). Por lo tanto, de la misma forma en que se dividen



80

Cap 4

los vectores h,g, puede dividirse la matriz By, en (4.17), lo cual permite definir

la correspondiente matriz para estabilizacion By = Bl(f) — Bl(,l) lo que muestra

que el esfuerzo numérico para la estabilizacion flexional no seré significativo.

4.5.

Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno pueden clasificarse en:

. relativas al desplazamiento de la superficie media ¢, que son los GdL del

elemento por lo cual no ofrecen dificultades.

relativas a la rotacién de la normal ¢; al elemento alrededor del lado
(dependiente del gradiente en la direccién normal al lado ¢, ), que a su

vez pueden clasificarse en dos tipos:

= naturales: simplemente apoyado o libre

= esenciales: empotramiento o plano de simetria.

Sobre un elemento pueden aplicarse condiciones de contorno relativas al des-

plazamiento de la superficie media en cualquier punto de la malla, sean natura-

les (fuerzas) o esenciales (desplazamientos prescritos). Condiciones de contorno

referidas a la normal s6lo son admisibles en elementos sobre el contorno del

dominio, es decir en aquellos elementos en que sobre uno de sus lados no existe

el elemento adyacente. El tratamiento de tales bordes puede hacerse en base a

lo siguiente:

1.

2.

(M)

borde simplemente apoyado o libre: suponer que ¢, = ¢, ', con lo que
M K) 1k M)y 1k
1 ‘Pf(l : + 90/(1 ) _ ’(1 : (4.23)
2| o+l ol '

borde empotrado o condiciéon de simetria: suponer que ¢, = A, Oga,(y ),

donde Ocp,(éw ) es invariante durante el proceso de deformacion y A, es el
estiramiento de la superficie media de la lamina en la direccién normal
al lado. Este tltimo factor se introduce a los fines de considerar el esti-
ramiento de la superficie media y no tiene influencia en problemas lineales

o con pequenas deformaciones.
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plano de simetria

.

configuracion de referencia

Figura 4.2: Sistema Cartesiano local para el tratamiento de condiciones de simetrias.

En el segundo caso (ver Figura 4.2) la contribucion del gradiente en el

lado £ a los vectores h;; puede expresarse como

k 9 k
h11 ni —N1No o (M) k
-1, ) An %r,
h22 = oA l ny ning (M) (424)
2h12 2711712 n% — n% (P/s

la variacion de esta componente necesaria para el planteo de la forma débil

resulta
k ) k
hi 1 ny —ninz S\ o(P(M) F
0| hap OAlk nj ning ;SD(M? (4.25)
2h12 2711712 n% — n% s
donde por un lado
1
k(M
SeprM) = 7 (6u"T — du’) (4.26)
y por otro, siendo
o= (i) (127)
o, (M 1 M M)\ o (M
oA\, cp,(n ) = " (cp,(n ) 5go,(n )) cp,(n )
(M) ‘P’(M) (M)
= | %, @< | dp,
An
M ‘P/(M)
= | vl @ T ) D Niou! (4.28)
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Recordar que estas contribuciones son luego proyectadas sobre la direccion 3
(M)

para calcular las variaciones de las curvaturas, y notar que °p, "’ - tJ es el seno

del angulo rotado por la normal al elemento alrededor del lado empotrado.

4.6. Evaluacion de los esfuerzos membranales

Las caracteristicas especiales del elemento de lamina desarrollado requieren
la evaluaciéon del gradiente a la mitad de cada lado a los fines de calcular la
curvatura. Resulta ventajoso entonces usar esta informaciéon para calcular la
primera forma fundamental en el centro del elemento y desarrollar el esquema
de estabilizacion membranal. A partir del gradiente de la deformaciéon evaluado
a la mitad de cada lado k£ en la superficie media se tienen las componentes en

el plano del tensor derecho de Cauchy-Green C

aks = @l - Py (4.29)

Se propone definir el tensor métrico, a utilizar en el punto de integracién en
el centro del elemento, como un promedio ponderado de los tensores métricos

evaluados sobre cada lado

4 4
- 1 k o
Gup = 51 ; Jpak s ; Jp=4Jy = A (4.30)

Esta aproximacion promedio de la primera forma fundamental sobre el elemento
puede interpretarse como una aproximacion en deformaciones impuestas. Las
componentes del tensor de deformaciones de Green-Lagrange sobre la superficie

media en el centro del elemento pueden escribirse

11 &
faf T 504 ; i [acs = agg]
4
= o O e [oh— b
k=1
1
= 5 (C_Laﬁ — (5(15) (431)

con d,4 la delta de Kronecker.
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4.6.1. Variacion de los esfuerzos membranales

En tanto que la variacion de estas deformaciones, necesarias para el planteo

de la forma débil de las condiciones de equilibrio, resulta
1 o 5
0ap = 51 > Ik (N + Niyep,,)™ - ou (4.32)
k=1

En forma explicita

€1

4 4
1
Ol em | =72 0 | 0 NL| [ ofy - ou' @l - oul ]
1 4
=1 > JiBout = Byduf (4.33)
k=1

donde Bf;1 es la habitual matriz que relaciona para cada punto £ la variacion de
las deformaciones de Green-Lagrange con la variacion de los desplazamientos
de la superficie media

oe” = BF su’ (4.34)

y permite calcular la matriz B,, correspondiente a la aproximacion en defor-
maciones impuestas que relaciona deformaciones virtuales con desplazamientos

virtuales. El vector du® agrupa ahora sélo a los cuatro nudos del elemento.

4.7. Estabilizacion membranal

A los efectos de controlar la apariciéon de los modos espurios de deforma-
cion (hourglass), se definen deformaciones de Green-Lagrange de estabilizacion
como la diferencia entre el tensor métrico calculado a la mitad de cada lado y

el promedio ponderado

kS __

ers == (aks — Gap) (4.35)

Notese ademas que:

4 4
1 1,
> el = 3 > Jpaky - 5 Al =0 (4.36)
K=1 k=1
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4.7.1. Variacion de la estabilizacién membranal

La variaciéon de estas deformaciones resulta
(552‘2 = (N,Iago/ﬁ + N,Iﬁgo,a)k ou!
1 < :
1 1 i I
— o1 2 (Nips + Nigp,,) - du
=1

= B}You’ = B}, — B,,| 6u* (4.37)

donde puede observarse que Bfns es la diferencia B ]fn—Bm por lo cual el esfuerzo
adicional para la estabilizacién membranal también es minimo. A los fines de
controlar los modos membranales espurios se pueden utilizar tinicamente las

componentes cruzadas del tensor métrico como se veré en el siguiente capitulo.

4.8. FEvaluacion de las fuerzas residuales

Las fuerzas nodales equivalentes 7 (u) se obtienen de la expresion del

trabajo virtual interno sobre el volumen inicial °V’
T 1 o
u'r(u) = 5(5(3’ : Sd°V (4.38)
2%

donde S el el segundo tensor de Piola-Kirchhoff y el tensor derecho de Cauchy-

Green C puede aproximarse para puntos fuera de la superficie media como

C (&) = a+ 28R
Cop (§3) = Gap + 283Kap (4.39)

Definiendo los esfuerzos integrados en el espesor (con °h el espesor original)
N = lh Sdés (4.40)
M = / SAE3des (4.41)
oh
la expresion (4.38), considerando un punto de integracion, se simplifica a

du’'r (u) = °A (0e"N + 0r" M) (4.42)
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4.8.1. Fuerzas de estabilizacion membranal

Las fuerzas de estabilizacion membranal pueden obtenerse de definir una
energia interna de deformacion W, en funciéon del tensor de Green-Lagrange.
Si se utiliza un material de Kirchhoff con un tensor constitutivo elastico de

componentes D,g,s integrado en el espesor (incluye el espesor °h) se tiene

4

1
W= LS e s+ 5] Do [+ 5]
k=1

4
1
= §§a@Da557§75A + éocﬁDoz,B(s'y Z Jka?]gfyg
k=1
1 4
kS kS
+35 ;; Tke®S Dol (4.43)

donde el primer término es la energia asociada al tinico punto de integracion,
el segundo término se anula debido a (4.36) y el dltimo término corresponde
a la energia de deformacion de estabilizacion membranal W) Planteada en
funcion del tensor de elasticidad de cuarto orden, el esquema corresponde a una
estabilizacion fisica. Las “fuerzas de estabilizacion” resultan

N§§ = Smagw = JkSmDa,gg,y&é,y (444)
aB

notar que al haber impuesto » Jkggg = 0, entonces en todos los casos > N*¥5 =
0. Notar también que se ha introducido un factor de reducciéon de estabilizacion
membranal s,,. Un factor s, = 1 equivale a usar una integracién completa con
cuatro puntos de integraciéon no estandar ubicados en los puntos medio de cada
lado y conlleva a un comportamiento algo rigido especialmente para geometrias
inicialmente curvas. El valor del coeficiente de estabilizacion es bajo por lo que
el esquema de estabilizacion también puede clasificarse como un esquema de

perturbacion.

En tanto que las fuerzas nodales equivalentes resultan de la suma
4
sulrd = Z (55’3‘2]\755
k=1

o el
=du .

(B:, - B,,)" N¥ (4.45)

=~
I -~
—_
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Recordando que » | N, 55 = 0, las fuerzas nodales debidas a la estabilizacion

membranal resultan finalmente

-~

sulrd = su Z (B )T N* (4.46)

m
k=1

4.8.2. Fuerzas de estabilizacion flexional

Para el control del modo flexional espurio, a partir de (4.21), se pueden

definir momentos estabilizantes como:

E°h?
s S oS
MZs = sp B (/{aﬁ /{aﬁ) (4.47)

con E es el modulo de Young del material y s, un coeficiente mucho menor que

1. Las fuerzas equivalentes asociadas resultan

6upTr,§ = "AémgﬁMasﬁ
o S 0nrsS
— 245 (R) — b)) - 3M5, (4.48)

Para problemas elasto-pléastico el moédulo elastico £ (y Dag,s) usado para
la estabilizacion debe ser modificado como una funcién del flujo pléstico para
evitar una posible excesiva energia elastica de estabilizacion. En estos casos un
modelo hipoelastico para las fuerzas de estabilizacion es computacionalmente
mas conveniente, donde las fuerzas y momentos integrados de estabilizacion son
evaluados incrementalmente usando un médulo modificado computado como
una funcioén del flujo plastico integrado en el espesor de la lamina. Para técnicas
implicitas el modulo tangente es un subproducto del proceso de integracion por
lo tanto es posible disponer del mismo pero para un integrador explicito se debe

adoptar una simple proposicion.

4.9. Matriz de rigidez tangente

La matriz de rigidez tangente K se obtiene derivando (4.42), (4.46) y

(4.48) respecto a los desplazamientos. Como es habitual expresaremos a la ma-
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triz K como la suma de dos partes, material y geométrica.

5uTKAu:5uTa% (ro—l—rfn—irrf) Au

=0u" (Ky+ Kg)Au (4.49)

4.9.1. Rigidez material

La parte material debida a los esfuerzos en el centro del elemento depende
de la relacion constitutiva, en particular del modulo tangente algoritmico Dgp

y en forma estandar se escribe por la integral

K, = / / B'DgpBdA
°A

donde B = B,, + By, luego

B,

b

K$ = | B, B} | Dy [ A° (4.50)

La componente de la matriz de rigidez material debida a estabilizacion
membranal es )
K$p =50 Y Ji (BE) DSBS (4.51)
k=1
donde la matriz D es la habitual de elasticidad (estabilizacion fisica) escalada

por el coeficiente s,,.

En tanto que la matriz de rigidez material asociada a la estabilizacion

flexional resulta sencillamente:

E°h?

Ky, =s,°A
Mp = %6 79

(B})" B} (4.52)

4.9.2. Rigidez geométrica

De la contribucién membranal hay que considerar dos partes, la contribu-
cion proveniente de la integracion en el centro del elemento y la debida a la

estabilizacion membranal. La contribucién en el centro del elemento se expresa
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como
d
SuTKY, Awu=° A (05" N Aw
4 4 4
= ZZZ J [(N/lNll) N11 + (N/2N/2) N22

i
I

4 4 4 k
k| Nii Nig N
B Z(Sulzzjk [Nl{,N/ﬁ [ Nia Noo ] [ N,‘Z ] a
(4.53)

donde las Ny son los esfuerzos integrados en el espesor en el centro del elemento.

En forma similar la contribucion a la parte geométrica de la estabilizacion

membranal se expresa como

s SR N NN L
ou KGmAu:g ou E E N/l,N/Q NES S N Au
I=1 J=1 k=1 21 22 2
(4.54)

La contribucion a la rigidez geométrica de la parte flexional puede obte-
nerse en forma similar a las expresiones formuladas sobre un elemento triangular
(Flores y Onate (2001)), sin embargo, experimentos numéricos muestran que la
contribucion de la parte geométrica flexional no tiene importancia y por ende

no se la considera en la formulacién propuesta.

4.10. Esquema de solucién implicita

Para el paso n la configuracion ¢" y la deformaciones plésticas €, son
conocidas. La configuracion ¢" es obtenida adicionando a la configuracién ori-
ginal " = °p + u". Las tensiones son computadas para cada cuadrilatero
usando un solo punto de integracion en el centro y Ny puntos de integracion
(capas) a través del espesor. Se asume el clésico estado plano de tension plana
de la teoria de lamina delgadas, por lo tanto para cada capa se calculan tres

componentes de tension, (011,092, v 012) referidas al sistema local Cartesiano.

El computo del incremento de las tensiones es como sigue:
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1. Se evaltan los desplazamientos incrementales Au™ = K7.r" donde K
es la inversa de la matriz de rigidez tangente y r es el vector de fuerzas

residuales definido para cada elemento

2. Se actualiza la configuracién "' = " + Aut!

3. Se computa el tensor métrico aggl y las curvaturas nggl para la configu-

racion n + 1. Luego para cada capa k se computa el tensor derecho de

Cauchy-Green (ver las expresiones (2.61) y (2.62)).

n+l1 _ _n+1 n+1
C," =a"" +zux

4. Se computa las deformaciones totales (2.64) y elésticas (2.92) en cada
capa k
1
€Z+1 — 5[7102“

i = el Ll

5. Calcular las tensiones elasticas de prueba (2.93) en cada capa k

TZH =D [Ee]ZH

6. Chequear la condicion de plasticidad y el retorno a la superficie de fluencia

. . . . s . n+1
si es necesario, corregir las deformaciones plésticas [g,]," en cada capa

(pequenas deformaciones pléasticas)

7. Computar el vector del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff
n+1

o,y las tensiones generalizadas. Definiendo los esfuerzos integrados en
el espesor (con °h el espesor original)

°h Nr
N™ = > oWy

°h

M = N, ZO'ZHZka

donde W, es el peso a través del espesor en el punto de integracion. Notar
que 2 es la distancia actual de la capa a la superficie media y no la

distancia original. Sin embargo, para pequenas deformaciones plasticas
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esta distinciéon no es importante. Este computo de tensiones es adecuado
para un esquema implicito independiente del tamano del paso y es exacto

para un problema elastico.

8. Computar el vector de fuerza residual. Las fuerzas nodales equivalentes
r (u) se obtienen de la expresion del trabajo virtual interno sobre el vo-

lumen inicial °V. La contribucién del elemento es

n+1
n+1 N
,rnJrl — _0%/4 [ BT BT ]

y, los residuos de estabilizacion flexional y membranal son

IS

n+1
S OAZ[BZ?}S’T} MFSEED (4.55)
k=1
1 1
pSe) Z[BITQT}M NFS(n+1) (4.56)
k=1

4.11. Esquema de solucién explicita

Para simulaciones que incluyen grandes no linealidades, como ser las
condiciones de contacto sobre geometrias complejas o grandes inestabilidades
en problemas membranales, la convergencia es dificil de alcanzar con esquemas
implicitos. En aquellos casos un algoritmo de solucién explicita es tipicamente
mas ventajoso. Estos esquemas proveen la solucién para problemas dinamicos

y también para problemas estaticos si se elije un amortiguamiento adecuado.

Las ecuaciones dindmicas de movimiento a resolver son de la forma
r(u)+Cu+ Mu =0 (4.57)

donde M es la matriz de masa, C' es la matriz de amortiguamiento y % significa
la derivada respecto del tiempo (velocidad) y @ la aceleracion. La solucion se
obtiene a través del método de diferencia central. Para hacer al método com-
petitivo se utiliza una matriz de masa M diagonal y C' se toma proporcional a
M. Como es usual, la matriz de masa se arma asignando un cuarto de la masa

del elemento cuadrilatero a cada nodo en el elemento central.

El esquema de solucién explicita se puede resumir como sigue. Para cada
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paso del tiempo n los desplazamientos son computados como

1. Computar las fuerzas internas r". Esta sigue los pasos (2-8) descriptos

para el esquema implicito en la seccién previa.

2. Computar las aceleraciones al tiempo t,
"t = M;l [,r,n . Cunfl/Q}

donde M, es la matriz de masa diagonal.

3. Computar las velocidades al tiempo ¢,41/2

un+1/2 _ un—1/2 + "ot

4. Computar los desplazamientos al tiempo ¢,

un+1 —u® + un+1/26t

5. Actualizar la geometria de la malla.

6. Chequear las condiciones de contacto.






Capitulo 5

Un Elemento para el Tratamiento

de Geometrias Arbitrarias

5.1. Introduccion

En este capitulo se presenta una nueva formulacion basada en el elemento
BSQ presentada en el Capitulo 4 (Flores y Estrada (2007)). El nuevo elemento
se denomina BBS(Q (de su acréonimo en inglés Branching Basic Shell Quadri-
lateral). El principal objetivo de esta nueva formulacion es la de poder tratar
geometrias quebradas y ramificadas. Por lo tanto resulta indispensable modi-
ficar adecuadamente la forma en que se evalua el campo de curvaturas teniendo
en cuenta el cambio de material y espesor en la lamina, entre otros aspectos.
Colateralmente esto permite una mejora en el tratamiento de las fuerzas de

estabilizacién flexional.

El contenido de este capitulo es el siguiente. En la Seccidon 5.2 se describe
una nueva forma de tratar el campo de curvatura para el tratamiento de super-
ficies quebradas y ramificadas. En la seccién 5.3 se desarrolla un esquema de
estabilizacion flexional. En la Seccion 5.4 se tratan las condiciones de borde de
flexion. El tratamiento de geometrias arbitrarias se muestran en las Secciones
5.5 y 5.6, respectivamente. El céalculo de las deformaciones membranales y el
esquema de estabilizacién se muestran en la Seccion 5.7 y 5.8, respectivamente.
Finalmente, en las seccién 5.9 y 5.10 se dan detalles respecto al calculo de de

fuerzas nodales equivalentes y de la matriz de rigidez tangente.
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5.2. Evaluacion de las curvaturas

Partiendo de la misma definiciéon de la geometria realizada para el elemen-
to BS(Q resulta conveniente, a los fines de modificar el calculo del campo de
curvaturas, escribir la ecuacion (4.12) en términos del sistema local al contorno

(n, s), luego

k
— 2
K11 4 L —ning M \F o
R = - Zlk n? nin <Q0/(" ) +S0/(")> 't3( )
22 904 2 17e2 9 k(M) _tO(M)
2/%12 k=1 2711712 n% — n% Prs 3

(5.1)
M)

Notar que en general cpfer(b -tS(M) < 1 para cuadrilateros no muy distor-

k(M) _

s

sionados, en tanto que ¢ = —cpfﬂs(K) debido a la continuidad de la superficie

media.

Figura 5.1: Definicién de los gradientes normales en un punto medio de un lado del
elemento principal.

La proyeccion del gradiente normal al contorno en el elemento adyacente
K(K) -tg(M) puede interpretarse como el angulo entre
0(M)

sobre la normal al elemento ¢, ,
las direcciones tangente al elemento ¢y, ' en el centro y la direccion tangente



Elemento BBSQ 95

() (ver Apéndice C'). Esta interpretacion es

al elemento vecino sobre el lado gofl
valida para dngulos pequenios. De hecho, la expresion (5.1) expresa la curvatura
para el caso de superficies suaves. Sin embargo, estamos interesados en expresar
el campo de curvatura para el caso donde exista un quiebre o ramificacién, donde
el angulo indicado puede ser muy distinto del seno. Luego, resulta necesario
modificar la definicion de la expresion (5.1), utilizando efectivamente el angulo

indicado y no su seno (ver Figura 5.1).

Esta modificacion afecta tinicamente al término asociado con el gradiente

normal 90%10 . tg(M), para ello proponemos reemplazar esta proyeccion por la
suma
?TEK) . tg(M) = Q0,7EM) . tg(M) + )\Z(K) sin (27’“)
o M) 5D g Rk (5.2)

donde 2+v* es el angulo formado por la normal saliente del elemento principal

n*M) v la normal entrante del adyacente n*)
koL k(M) . k(K)
7" = gang (nFM) pME)) (5.3)
Reemplazando en (5.1), se tiene un nueva aproximacion numeérica de la
curvatura
- k
K11 4 ny —ning k(M)  ,0(M)
_ _ -1 Z G 2 m 3
K22 = o7 ny ning k(M) .tO(M)
2/2312 k=1 2’[11%2 n% — TL% s 3
k
n
+ n3 )\ﬁ(M)’yk
2n1ny
= k'+ k! (5.4)
donde
_ 0 9 k
K11 1A ny —ning (M) 0(M)
_ - n "3
K22 = oA Zlk nj n1na [ (M) 40(M) ] (5.5)
2/2512 k=1 2n1n2 n% — n% s 3



96 Cap.b

son las curvaturas en el elemento a partir de la interpolaciéon isoparamétrica y

B 1 9 k

K11 IR ny

/_ﬂ222 - a Z lk n% /\]:L(M)’}/k (56)
2/%12 k=1 2”1712

son las curvaturas que provienen del “salto” del gradiente normal.

Esto ocurre tanto en la configuracion original como en la deformada. Por

ello se tienen los cambios de curvatura

x=x"+x"= (") + (k' =2 K" (5.7)

5.2.1. Variacion de la curvatura

De la misma forma que se divide el vector x se divide la matriz B, que
relaciona incremento de desplazamientos con incrementos de curvaturas, que

resulta de la variacion de (5.7)

x = ox° + ox* (5.8)
Luego
B=B"+B! (5.9)

donde B' es la matriz que tiene en cuenta la variacion del salto del gradiente

normal entre el elemento principal y los vecinos.

5.3. Estabilizacion flexional

Aligual de lo que sucede con el elemento BS(@), aqui para mantener un solo
punto de integracion es necesario realizar una estabilizacion del modo flexional,
para ello si en cada lado k£ definimos el cambio de curvatura normal asociada

con la segunda componente de 5.7 como

xy =n"-x'-nt (5.10)
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en forma explicita

1 k
k n
X, = [ niny } X Xiz ' (5.11)
X12 X22 T2
desarrollando
XfL = Xh (”1)2 + 2xi2n1n2 + X%z (n2)2 (5‘12)

Y por otro lado definimos una aproximacion a la curvatura normal al lado

Ccomo 1
Xn = = (0" =) (5.13)

donde d* es la distancia del centro del elemento a la mitad del lado y °v* es el

angulo en la configuraciéon original.

Podemos con estos dos valores definir una curvatura de estabilizacion en

cada lado
X" = xE —xk (5.14)

lo cual implica que el esfuerzo numérico para la estabilizacion no es significativo.

La redefinicion de la curvatura (5.4) y la correspondiente a la curvatura
de estabilizacion (5.14) seran utilizadas para el tratamiento de superficies no

suaves.

5.3.1. Variacion de las curvaturas de estabilizacion

La variacion de (5.14)

5X) = oxt — ox; (5.15)
permite definir la matriz
B'® = B' _ B! (5.16)

Si bien el esfuerzo para el calculo de la curvatura de estabilizaciéon no es costoso
desde el punto de vista computacional, si resulta mas costosa la variacion (5.15),
es decir los calculos necesarios para calcular la BZ(S ) de estabilizacion, ya que

hay que proyectar B! en las direcciones de los lados.
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5.4. Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno relativas a la rotacion de la normal t§ al
elemento alrededor del lado (dependiente del gradiente en la direccién normal
al lado ¢,,,) s6lo son admisibles en elementos sobre el contorno del dominio, es
decir en aquellos elementos en que sobre uno de sus lados no existe el elemento
adyacente. Asi para bordes empotrados o condiciones de simetria, el vector
normal ¥ debe mantenerse fijo o restringido a moverse en el plano de simetria,

(M)

respectivamente. La normal n™) = °p,, ’ es invariante durante el proceso de

deformacion. Luego,

(PfCTSK) . tg(M) — 2/\n OcpfﬂrEM) . tg(M) _ SO/TEM) . tg(M)
o2 pfMD 4y g Nk ok (5.17)
de donde puede obtenerse la expresion de +*
)\k(K),yk ~ )\n O¢{€(M) . tg(M) _ LP?(M) . tg(M) (518)

Luego, la contribucién del lado £ al vector de curvaturas resulta

~ k ) k
K11 ni —ning o, k(M oM k

; e A S N
K22 Y] 5 ning k(M) ~tO(M) (5.19)
2:‘%12 2711%2 n% — n% s 3

El tratamiento de bordes simplemente apoyados (s.a.) es idéntico al ex-

plicado en la Seccion 4.5.

5.5. Tratamientos de quiebres

En este caso se busca establecer como formular los casos donde hay una
discontinuidad marcada en la normal (quiebre o pliegue) en la superficie original.
El tratamiento del quiebre debe tratarse en forma localizada en los puntos
medio de cada lado del elemento principal a los efectos de definir los sistemas
de referencia. Las direccion normal al lado del elemento adyacente se define a

(K)

partir del lado s* y de la normal Otlg correspondiente. Supongamos entonces

que en la configuracién original exista un angulo no nulo °¢* entre la normal
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del elemento principal °n*™) y la normal entrante al lado del elemento vecino

°nK) En el punto medio del lado correspondiente al elemento adyacente se

calcula el plano tangente ( gofny), QO%K)) y su normal "tlg(K). Alli, es posible

definir un triedro local con: la normal °t3(K), el lado comin s
K(K) — gh(M) o ot

k(M) v 1a normal

. Notar que s*M) y gk(K)

entrante al lado del elemento °n
estan a lo largo de la misma linea pero en sentido contrario. Luego es posible
definir el angulo que forman la normal al elemento principal °n ™) y la normal
entrante del elemento adyacente °n*%) obtenida previamente en el triedro local

al lado, como

coS o¢k _ onk(M) .o k(K) (520)
sin %¢F = —opFM) . ogh(F) (5.21)

donde el dngulo °¢* es medido alrededor del lado comun °s y es positivo en
sentido antihorario para su utilizacion en (5.4). En la Figura 5.2a se representa

el angulo medido entre las normales y es negativo segtn la convencién adoptada.

En la configuracion deformada (ver Figura 5.2b), a partir de la interpo-
lacion bilineal de la geometria puede evaluarse el gradiente, es decir el plano
tangente en el lado compartido por el elemento adyacente (Lp,n(lK), Lpﬁi?) que
se completa con la normal en el lado

k(K 1 k(K = k
69 = (@ el) A=l e )

Existiendo un lado comun
M) = A D = ) (5.23)

lo cual permite definir el vector normal entrante al lado del elemento adyacente

—1
nFI — —LPk(K)

N x thUD) = gFM) o k(KD (5.24)

k(K)

En la configuracion deformada los vectores n*™) y n*5) ya no formaran

un angulo °¢*, sino ¢* en la posiciéon que corresponda
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cosg® = n

sing? = —pFO0 . hE) (5.26)
que representa un cambio respecto a la configuraciéon original

Agh = ¢ — °¢" (5.27)

En la Figura 5.3a se ha utilizado para mayor claridad como punto de vista
la direccion s*M) tanto en la configuracion original como en la deformada. No-
tar que las normales estan asociadas al punto medio del lado considerado. Por
otro lado, el cambio de dngulo (5.27) que experimentan las normales en cada
borde deben garantizar que la secciéon normal de cada cuadrilatero en los lados
rote con el lado en cuestion, asegurando de esa manera la continuidad de la
lamina. Al respecto, en la Figura 5.3b se ha introducido, ademés de las con-
figuraciones original y deformada, una configuracion de referencia indeformada,
rotada respecto a la original un dngulo 5* definido como la rotacion de la arista,
s*M) El angulo entre las normales de la configuracion de referencia, denotadas
por RFM) v pkE) deben mantenerse a lo largo de todo el proceso, puesto que
se suponen que los elementos estdn empotrados entre si a lo largo del lado, es

decir, que las secciones normales giran solidariamente en el lado comtn.

FOM) 5 pkE) mantengan el angulo original °¢*

Para que las normales n
puede asociarse a cada elemento una rotaciéon v relativa a la rotacion de la

arista s, con la condicion
Agh = A 4 A (5.28)

donde 7*0 son las rotaciones relativas de las normales n*0 y cuyo valores in-

teresan para la obtencion de (5.4).

Las rotaciones +*0 se relacionan a partir de la condicion de equilibrio
a flexion en cada lado del elemento. En efecto, en el trabajo presentado por
Flores y Onate (2006) para el caso de vigas 2-D se obtienen las curvaturas
normales de cada lado del quiebre a través de una aproximaciéon basada en el
equilibrio a flexién en el nudo. Siguiendo con esta idea, se plantea el equilibrio

de momentos alrededor del lado (aproximado, ya que no incluye la curvatura
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(b)

Figura 5.2: Angulos entre dos elementos: (a) configuracion original y (b) configuracion
deformada.

en dicha direccion)

MFOM) = ke (5.29)
D(M)XI:L(M) _ D(K)be(K) (5‘30)

donde DU = Eh3/12 (1 —v?), siendo E el moédulo elastico, h el espesor de la
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\ N
— Original \ /
Deformada M Bk

Referencia

Figura 5.3: Cambios de dngulos respecto de la configuracion original.

lamina, v el coeficiente de Poisson. Luego,

ER3 (M) ,yk:(M) B ER3 (K) ,yk(K) (5.31)
(1 —v2?) dk(M) (1 —2?) A*(K) :

donde d* es la distancia del centro del lado al centro de elemento (ver eq.5.13).

En la referencia Flores y Onate (2007) las rotaciones relativas se relacionan
a través de la altura medida perpendicularmente al lado hasta el nudo opuesto
de cada elemento. De la expresion (5.31) d* se puede aproximar a través de la

relacion area-longitud de cada elemento

2AM) N 9 AK)
27 pk(M) o gk(M) — pEE) _ o gk(K)
D h =2d R h =2d (5.32)
y entonces
(M) (K)
Et?’ E k(M) _ Etg E k(K) 5.33
a-»a) 7 “\a-—wa) "’ (5:33)
o alternativamente
3 (M) 3 (K)
L1 oy _ (_BE 1 K(K) (5.34)
1—w)n) 7 1—w)n) 7 '

La expresion (5.33) o alternativamente (5.34) tiene en cuenta posibles
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cambios en el material y en el espesor de lamina entre dos elementos adyacentes.
El cociente entre el area del elemento y la longitud del lado permite definir la
rigidez de rotacion

R:(M)’Yk(M) = RIE) k() (5.35)

Luego, con la expresion (5.28) obtenida por continuidad y la expresion (5.35)
obtenida por equilibrio permite calcular la rotacion relativa del elemento adya-

cente como
’yk(K) _ Rk(M) A¢k _ rk(K)A¢k (5 36)
R:(M) + RK(EK) '

Notese que si el material y el espesor son homogéneos se obtiene

1
k(K) _ hFMM) ko 1 k
PO = A = —— A (5.37)
WEOD T ) I+

Que no es otra cosa que la distribucion del cambio de angulo en funciéon de las
alturas equivalentes, con lo cual se obtiene una aproximacién menos sensible a

mallas irregulares.

Por otro lado, suponiendo por un instante fija la direccion del lado s*M),

si denominamos:

» 35(M) ] 4ngulo girado por la normal saliente (M), &ngulo entre °n*M) y

k(M) ( k(M)>

n medido en sentido antihorario alrededor de s

» BE) el angulo girado por la normal adyacente entrante al lado k, an-
gulo entre *nf¥) y n*X) (medido en sentido horario alrededor de s,

equivalente a medirlo antihorario alrededor de s*(*).

El 4ngulo A¢* puede verse también como la diferencia entre los angulos rotados

por las normales alrededor del lado (usando como referencia la direccion s#(M))

AgF = g — gD (5.38)

en tanto que es posible definir el angulo girado por el lado intersecciéon como el

promedio ponderado de los giros

B = pk(M) gh(M) | .k(K) Gh(K) (5.39)
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Con esta definicion el lado (arista) rota 5% en tanto que la normal de

referencia n*™) rota —*M) respecto al lado (y*M) = gF — gF(M)) v ]a normal

(5) rota ++*5) respecto del lado. La definiciéon de los angulos S#(M)

k(M)

adyacente n*
y BFE) es conceptual, pues la direccion s no se mantiene fija en el espacio,
por lo cual no es posible medir *M) y gEE) en forma separada, de hecho lo
que se evalta es (5.25) y con esto se calculan v*(M) y ~*5) Sin embargo, las

variaciones de M) y g*E) s pueden calcularse sin problemas.

(K)

Introduciendo la definicion del angulo de rotacion v*) en la expresion

de la curvatura redefinida en (5.4) se tiene

k
K11 4 ni —N1N (M) ,0(M)
— _ —1 lk 2 (P’n ’ t3
R22 - oA Z ny ninsg o (M) -tO(M)
2k 19 k=1 2niny n? — n’ s 3
k
nt
+ | n? AHEO (5.40)
2711712

5.5.1. Variacion de la curvatura

Para evaluar las variaciones de las componentes del tensor de curvaturas
debe calcularse la variacion de los dos términos de la expresion (5.4). Para el
primer término obtenemos

5 (gof“““ : t§<M>) = G M) | SR 5400M) (5.41)

n n

mas
6 (@hM D) = Gt D 4 QA g (5.42)

Para el segundo término

5 (Ak(M),yk(K)) = NFOM) g R(E) | k() § \R(M) (5.43)

n

Donde los primeros términos de (5.41), (5.42) y (5.43) asociados a la
variacion del gradiente y del &ngulo relativo se obtienen de la siguiente manera.

Retomando la expresion que define el angulo relativo de giro v*) en (5.36)
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resulta
SR — pk(E) 5 (A¢k> _ k() (55k(K) _ (wk(M)) (5.44)
donde
k(M) k(M) k(M) KK _ k(K)  4k(K)
5 = NPt o = NG (5.45)
luego (5.43) queda
1
E(K) _ k(K k(K) | 4k(K) k(M) | k(M)
Gy = I ()\k(K)(SSO’n ty - /\k(M)(SQO’n 1 ) (5.46)

que para problemas lineales la expresiéon anterior es exactamente

SR — k() <5cpk(K) £h0) 5ok t’;(M)> (5.47)

n n

donde la variacion de los gradiente normales al lado son

4 k 4 k
SprM) = [Z N,i(M>5uJ<M>] S — [Z N,ﬁK)auJ(K)] (5.48)
J=1 J=1

De igual manera la contribucion de (5.42) se obtiene a partir de la variacion

del gradiente a lo largo del lado

2 k
1
SprM) — [Z N,‘§<M)5uJ<M>] — = (5uMt! — suh) (5.49)
J=1

De los segundos términos de (5.41), (5.42) y (5.43) los més importantes
son los dos primeros asociado a la variaciéon de la normal al plano 5tg(M). El
segundo término de (5.43) asociado al estiramiento en el plano SAM) en general

pueden despreciarse.

A . o o(M
Para el término asociado a la variacion de la normal al plano (5t3( ) se

tiene
oM
t3( b=\ (0, x @n,) (5.50)
El parametro A\ define el estiramiento de la superficie media de la ldmina
en la direccién normal como

A= — 5.51
oh ( )
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donde °h y h denota el espesor original y actual.

(5t0(M) = A (5909771 X (,09,72 + 909771 X (5g0/0772) + oA (909,71 X 909n2)
oA o
_ 0 0 0 0 M)
= A (590’771 X Py, + Prp < 590’772) )\ t3
~ . oA o
= A(=@0,0600 + &0 000 + 7t3 (5.52)

donde (,59a es la correspondiente matriz antisimétrica asociada al vector ¢f..
Como tg(M) : 5tg(M) = 0 y resolviendo 5t3( ) en componentes (&%W)) sobre la

base convectiva

oM)  _ 0 o(M) _ 0 ~0 0 0 ~0 0
Ot =y, Oty = A (e, - i, 06, o+, - By, Ol)

_ 0 0 0\ 40(M) 0
— )\ (—(P/nl X LP/’V]QCSCP/’VM) — —t3 * 550/771 (553)
o) 0 oM) 0 ~0 0 0 ~0 0
6t2 = SO/n2 . (Stg = )\ (_(P/,,72 . (P/n25(p/n1 + (P/nz . (P/nlacplnz)
o(M
= A=, x @0 30 ) = —t53M . 50 (5.54)
se obtiene
ota ™ = 510 st Mg (5.55)

donde @ son los vectores de la base contravariante definida en este caso como

@, = b, x tgM) (5.56)
e, = —Ag) x g (5.57)
Luego se obtiene
g™ = (—tg(M) : 6g09m> Py, + (—tg(M) -5<p9n2> P,
= —i (NG 4 NIOODG | (#M) . 5u 0D (5.58)

Sustituyendo esta tltima expresion en c,o, (5t y go, (5t
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obtiene

4
k(M oM JO)(M) k(M) ~
‘10’75 )(Stg( ) == —Z[N/ng )( )(P/,,E )'(,09771
J=1

+NIOOD D 0 } (tg(M),(;uJ(O)(M)) (5.59)

72
4

PN | 5000 —Z[N;’(O)(M)gof“(M)-gE?

m s m
J=1
LNIOEDGON . 58 T (800 55060 (5.60)

2

Finalmente sustituyendo estas expresiones en (5.41) y (5.42) se obtiene

5(905“”4 5t§<M>) iz\f, <t3 M) su >)

J=1
4
JO)(M) k(M) ~0
- Z [N’m PP
J=1
FNJOOOGID . B0 | (500 6u’ OO (5.61)

4
S (gaf“(M) , 5tg(M)> _ ZNIJ(k)(M) <tg(M) . 5uj(k)(M)>

S

J=1
4
JO)Y(M) k(M) ~o0
- [ g,
J=1

FNJOODGEOD 50 T (00 5u?O0D) (5.62)

Para el tratamiento de la variacion del estiramiento de la superficie media
(5.43)

n

1 (M) , g k)
- T (go, -0 )

1
SARD 6(cpf“(M) gof“(M))Q

N/J(k)(M)(pfﬂ(M) . S RO

I
|
=

<
M- 7
3
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Finalmente sustituyendo esta expresion en (5.43) se obtiene

n

k(M) 4
5 (AZ(M)VMK)) — k) [i:(K) ZN/{L(k)(K) (tlg(K) .6uJ(k)(K)>
J=1

4
_ ZN,J(’“)(M) (t’;(M) ) 5uJ(k)(M)>]
J=1

k(K) 4
g 2 N (o 0) (o)
n J=1

5.6. Tratamiento de ramificaciones de laAmina

El caso anterior, cuando dos elementos forman una superficie quebrada
es un caso particular de ramificaciéon. En otras palabras, en el caso general
tendremos n elementos concurriendo a una misma arista s. Con motivos de
explicar el tratamiento de cascaras ramificadas supongamos que el lado inter-
seccion sea el primer lado de cada uno de los elementos que se intersectan y
que la orientacion del lado sea la misma para todos, como muestra la Figura
5.4. Denominemos por I y J a los nudos que definen el lado y que los restantes
nudos de los (K =1, ...,n) cuadrilateros sean los nudos k y [. En la configura-
cion original, en el punto medio del lado comiin °s se calcula el plano tangente

(Ocpgf), 2 de cada elemento y su normal Oth)

)

. Luego, se define para cada

, el lado comun °s y la normal al

lado en el plano del elemento °nc) = s x° t:())K). Finalmente, entre la normal

elemento un triedro local con: la normal OtéK

saliente del elemento K y la normal entrante del elemento K + 1 permite definir

(k =1,..,n — 1) angulos independientes entre °n*) y °n(E+1) os cuales se
definen en la configuracion original como
cos °pF = opf) . op(K+D (5.64)
sin Ogbk _ _o,n(K—‘rl) . OtéK) (565)

En la configuracién deformada, a partir de la interpolaciéon bilineal de
(K) | (K)

la geometria pueden evaluarse los gradientes (¢, ', @, '), es decir los planos
tangentes sobre el lado comiin s que se completa con la normal a cada lado

K 1 K) (K K) (K
t{") = 7 (%(m), <P5n2)> Jo=l o) o) | (5.66)
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Figura 5.4: Ramificacién de elementos.

que en conjunto con el lado comun s

J I
2 @ — @
ST =~ F (5.67)

permite definir los vectores normales salientes al lado

1
n) = /\—Lp,(sK) x ) = s x ¢ (5.68)
y con ellos los nuevos angulos
cospf = nE) . pED (5.69)
singt = —pED L¢P (5.70)

que representa un cambio respecto a la configuracion original

At = —°pf  k=1,..n—-1 (5.71)

Como la direcciéon s rota en el espacio, no hay una referencia fija para
medir el angulo %) rotado por cada elemento. Luego se puede asumir que el

primer elemento no rota (3" = 0) y computar el resto de las rotaciones usando
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el primer elemento como referencia. Esto conduce a
BI=3" Agm (5.72)

La rotacion del lado s en si mismo se define como el promedio ponderado

N 1 n n
B = sy 2 R840 = 305 (5.73)
L=1 K=1 K=1
donde )
R
K) — (5.74)
r = .
> p BE)

Con lo cual la rotacion relativa 7% del elemento K respecto del lado s
se define como la diferencia entre el angulo rotado por la arista 3 y el angulo

rotado por el elemento 5)
= - p™ (5.75)

Luego, la definicion de 4) permite completar la evaluacion de la cur-

vatura en (5.4) para cada lado del elemento en cuestion.

5.6.1. Variacion de la curvatura

Para evaluar las variaciones de la curvatura debe calcularse la variacion
de la componente del gradiente normal al lado sobre la normal al elemento (de

manera similar a (5.43)), que esta compuesto de dos partes

5 ()\(K),Y(K)) = AF)5y(F) 4 4 (F)§\F) (5.76)

n

donde el término de importancia es el primero.

Retomando la expresion (5.75), se obtiene

B = 55— 585

1 “ 1
= |l ) =3 gl (M) (5.77)
M=1

n
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con este resultado (5.43) queda

K) (K _ (K)  4(K) K (M)
5 (AIAI) = |5l 4K _ AU § 0 A(Ma £
M=1
Ay FI A (5.78)

donde 550,(% son las variaciones de los gradientes normales calculados sobre el

plano tangente a cada cuadrilatero; en forma estandar

4
dpin) =3 NI gul ) gl Z N (5.79)

De esta forma, la variacion del angulo 70 resulta

4
5 () [ZNﬁmfsum-tgm

n

Z iT(M _NJ(M)5 J(M) gM)]
M=1J=1

+ EIgAK) (5.80)
esto permite evaluar las variaciones de las curvaturas en los distintos elemen-
tos utilizando, donde la forma de ¢ ()\ )”y(K ) sobre cada uno de los lados
dependera de si el lado es parte de una tnica superficie (suave o no) (5.47) o

corresponde a una linea de ramificacion (5.78).

5.7. FEvaluacion de los esfuerzos membranales

La evaluacion de los esfuerzos membranales y su respectiva variacion
siguen los mismos pasos descriptos para la formulacion del elemento BSQ (ver
Seccién 4.6). Sin embargo, un andlisis detallado de la propuesta original muestra
que a los efectos de controlar la aparicion de los modos espurios de deformacion
(hourglass), alcanza con definir las deformaciones de Green-Lagrange de esta-
bilizacién como la diferencia entre las componentes cruzadas del tensor métrico
calculado a la mitad de cada lado y el promedio ponderado.

kS

ers = = (afy — an) (5.81)

l\DI»—t
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Notese ademas que:
. 1 o 1
> ey = 5 > Jrdk, — 5 A =0 (5.82)
K=1 k=1

En la Figura 5.5 se da una interpretacion de la manera en que las compo-
nentes cruzadas alcanzan para estabilizar la distorsion producida por el modo
membranal espurio. Si bien el modo espurio implica la apariciéon de deforma-
ciones longitudinales, estas no pueden aparcer en forma independiente de las
deformaciones de corte, por lo cual el control de dichas deformaciones de corte

es suficiente para evitar el crecimiento de los modos espurios.

Figura 5.5: Modos de hourglass.

La variaciéon de estas deformaciones resulta

1« i
551{;5 — (N111S0/2 _I_ N/I2(P/1)k N 5“1 - a Z JZ (N/11§0/2 _I_ N/I24P/1) * (5’“11

=1

= Bjéu’ = [Bf, — By] u* (5.83)

donde puede observarse que B¥ es la diferencia B%, — B, siendo BY, y By las
matrices que relacionan tinicamente la variacion de las componentes cruzadas de
cada lado con el vector de desplazamiento du®. Notese que el esfuerzo adicional

para la estabilizacion membranal es minimo.
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5.8. Evaluacion de las fuerzas residuales

La evaluacion de las fuerzas nodales equivalentes 7 (u) se obtienen de
forma idéntica a la presentada en la Secciéon 4.8. Resulta interesante destacar
algunos cambios que se manifiestan en la evaluacion de las fuerzas de estabi-
lizacion membranal. Asi, las fuerzas de estabilizacion membranal se obtienen de
la energfa interna de deformacion W, (ver Seccion 4.8.1) en funcion del tensor
de Green-Lagrange. Luego, considerando tinicamente las componentes cruzadas

se obtiene
OWs

Sy —ra
&S
0eis

donde G es el modulo de corte y s, el coeficiente de estabilizacion membranal.

NF = = JusmGetS (5.84)

Por lo tanto, las fuerzas nodales equivalentes resultan de la suma

4

eT,.S _ kS NS

ur, = E 0eis N5
k=1

'S

= 5uTy  (BY, ~ By) N (5.85)

k=1

Recordando que Y N5 = 0, las fuerzas nodales debidas a la estabilizacion

membranal resultan finalmente

T
url =su’ ) (BY,) N¥ (5.86)

e
Il -~
—

Para el control del modo flexional espurio, a partir de (5.14), se puede
definir el momento estabilizante como:
E°n?

MlcS =5
12

[(Xk(S) B oxk(S))] (5.87)

con E es el médulo de Young del material y s, un coeficiente menor que 1. Las

fuerzas equivalentes asociadas resultan
4
5upTrbS = sult°A Z 5Xk(S)MkS
k=1

4
= ou°A> BT MM (5.88)

k=1
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Notese que en un proceso elasto-plastico las fuerzas de estabilizacion
flexional si bien son bajas siguen siendo elasticas. Un esquema que incluya las
deformaciones plasticas en dichas fuerzas flexionales de estabilizacion , asi como
estan formuladas, seria costoso y se perderia parte de la economia computacio-

nal.

5.9. Matriz de rigidez tangente

Para el esquema implicito la matriz de rigidez tangente K se obtiene
siguiendo los mismos pasos presentados en la Secciéon 4.9. Resultando levemente
cambiadas las matrices de rigidez material y geométrica debida a la parte de

estabilizacion. Asi la parte material debida a la estabilizacion membranal es

4
T
K3y, = snG Y Ji (BIY) B (5.89)
k=1

En tanto que la matriz de rigidez material asociada a la estabilizacion

flexional resulta sencillamente

E°n?

KS —s°A
My = S A0

(BESHT BES) (5.90)

En lo que respecta a la rigidez geométrica proveniente de la estabilizacion

membranal se expresa como

k
Au’ (5.91)

La contribucion a la rigidez geométrica de la parte flexional se muestra
en el Apéndice D por completitud, sin embargo, dicha contribucién no se la

incluy6 en el codigo implicito por los mismos motivos indicados en la Seccion

4.9.2.



Capitulo 6

Acoplamiento Lamina-Sélido

6.1. Introducciéon

En este capitulo se presentan algunos desarrollos cuyo objetivo es poder
unir elementos de laminas con elementos de so6lidos. Este tipo de restriccion
es muy utilizada en modelos que responden globalmente al comportamiento
de laminas cuando se pretende realizar un analisis local detallado con elemen-
tos de solidos a los fines de captar comportamientos tridimensionales. En la
modelizacion de s6lidos en general y de estructuras en particular es mucha ve-
ces necesario incluir relaciones de restriccion entre distintos GdL. Estas surgen
habitualmente en simulaciones diversas cuando se combinan elementos estruc-
turales (viga o lamina) con elementos de solidos. En general estas restricciones
conducen a describir la evolucion de algunos GdL del modelo, a los que se de-
nominan esclavos en funcién de otros GdL del modelo a los que se denominan
maestros. Si los problemas a abordar son geométricamente no lineales las restric-
ciones también lo seran, lo cual requiere una actualizacion acorde de la geometria
y de la relacién tangente (incremental) entre GdL esclavos y maestros. En los
elementos estructurales estandar (vigas, laminas, conectores diversos, etc), que
incluyan sistemas nodales locales asociados en su evolucion a GdL rotacionales,
estas restricciones se introducen directamente entre nudos y en general en forma
independiente de los elementos. En el caso de utilizar elementos que no incluyan
sistemas nodales locales (rotation-free) no es posible introducir este tipo de res-
triccion directamente entre nudos y resulta necesario incluir informacién sobre

la geometria de los elementos involucrados (ver Flores (2007)).
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Los desarrollos que se presentan abajo estan orientados a su implemen-
tacion en un codigo con integracion explicita e implicita de las ecuaciones de
movimiento con capacidad para el tratamiento de no linealidades muy fuertes
ya sea geométricas, de material y contacto. El contenido de este capitulo es el
siguiente. En la Seccion 6.2 y 6.3 se definen los aspectos bésicos y la geometria
en la unién lamina-sélido, respectivamente. En la Secciéon 6.4 se presenta la
evaluacion de la curvatura. La transferencia de fuerzas equivalentes a los mo-
mentos y la implementacion en un coédigo implicito y explicito se muestran en

las Secciones 6.5 y 6.6 respectivamente.

6.2. Aspectos basicos de la unién lamina-sélido

Hay tres aspectos que es necesario considerar en el elemento de lamina
sobre el lado que se une al elemento so6lido. Es necesario que los dos nudos que
definen el lado de un elemento de lamina (K y L en la Figura 6.1) se hayan
definidos como nudos esclavos de los nudos que definen la cara (1 — 4 de la
figura) del solido. Es decir que el nudo K se mantendra a distancia relativas
invariantes de los nudos 1 y 2, en tanto que el nudo L se mantendra a distancias

relativas invariantes del los nudos 3 y 4.

1. La evaluacion de las deformaciones membranales (primera forma funda-
mental). Las fuerzas nodales equivalentes resultantes asociadas a los nudos
K y L pasan en forma estandar a los nudos 1—4 a través de las restricciones

impuestas por la condiciéon nudo sobre una arista (ver Flores (2007)).

2. La evaluacion de la curvatura se realiza como si el lado estuviera empo-
trado, donde la normal n, al plano de empotramiento se actualiza paso a

paso en funcién de las coordenadas de los nudos 1 — 4.

3. La evaluacion de fuerzas residuales debidas a flexion.

Podria mencionarse un cuarto aspecto que cobra relevancia cuando se requiere
implementar la formulacién propuesta en un cdédigo implicito: esto es, la variacion
) k(M -
del angulo entre t3( ) (normal al elemento) y ¢* (normal a la cara del solido),

alrededor del lado s que da lugar a una redefinicion de la matriz B,,.
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Figura 6.1: Definicién de la geometria en la unién lamina-sélido.

6.3. Definicion de la geometria en la unién lamina-

s6lido

En la definicion de la geometria de la unién lamina-sélido, lo natural es
que los nudos del sé6lido estén ubicados en la direcciéon normal al elemento de

lamina tg(M)

a una distancia igual a la mitad del espesor. La formulacién no
impone esta condicién pero es deseable. Por otro lado, en general es necesario
utilizar 2 6 mas elementos de sélido en el espesor de la lamina a los fines de
captar correctamente la flexion. El desarrollo que sigue supone que la relacion se
establece con los nudos extremos del s6lido es decir aquellos que estan ubicados
en la superficie inferior y superior de la lamina y que los nudos intermedios del
solido se relacionan a través de restricciones tipo nudo sobre una arista (ver

Flores (2007).)

Las coordenadas de los nudos K y L sobre la superficie media de la ldmina
(@) definen en el plano paramétrico asociado al cuadrilatero (cara del solido)
de coordenadas {x v &, que son constantes durante el proceso de deformacion

e implican una restriccion del tipo master-slave. De tal forma que en todo
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momento se satisfaga

1-— 1-—
CPK — ( 2§K> CUI + ( 2§K> w2 — a/Klajl +CLK2$2 (61)

1— 1—
ol = (—&) x® + (—&) z! = a3z’ + apax’ (6.2)

2 2

donde x es la posicion actual, con x' la correspondiente a cada nudo del cua-

drilatero.

A los fines de no introducir singularidades en el modelo parece altamente
recomendable que la posicion de los nudos 1 (4) y 2 (3) correspondan a posiciones
coincidentes con la superficie inferior y superior de la lamina (es decir separados
por una distancia igual al espesor °h), de tal forma que resulten las coordenadas
¢k = & = 0y los coeficientes a;; = % Mas atn, para mantenerse dentro de
las hipotesis de la teoria de ldminas la configuraciéon original del cuadrilatero
debiera ser plana y ortogonal al plano de la superficie media de la lamina. En

condiciones ideales (X' indica coordenadas originales)

Punto Posicion
1 X! = xK _ %Otlg(M)
2 X?=XX+ 7}1 ogh(M) (6.3)
3 X=Xty gh oy M)
4 x4 - xL_ %Ot’;(M)

donde debido a una posible curvatura inicial la normal a la ldmina en el contorno

°t* (medido en el s6lido) no coincide con la normal al elemento de lamina Otg(M).

Naturalmente los desplazamientos incrementales y /o virtuales responden

a las expresiones similares

suf = axidut + agsdu’ (6.4)

5’U,L = CI,L35’U,3+(IL4(S’U,4 (65)

De esta forma las fuerzas nodales equivalentes de los nudos esclavos K y
L se reparten en funcién de los coeficientes a;; sobre los correspondientes nudos

maestros.
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Lo anterior alcanza para articular el elemento de lamina sobre el elemento
de solido. Para empotrar uno sobre el otro, esto es, para que haya transmision
de momentos flectores, es necesario evaluar el cambio de angulo entre la normal

tlg(M) al elemento de lamina y la normal ng al cuadrilatero (cara del solido).

6.4. Evaluaciéon de la curvatura

Recordando la expresion que define las curvaturas en el elemento de lami-

na cuadrilatero

B 1 ) k
K11 4 ny
—1
K22 ) Zlk n; Atk (6.6)
2/%12 k=1 271177,2

Donde al angulo v; resulta de comparar la configuracion original con la deforma-

k(M) (M)

k .
da. Usando la normal al contorno n =8 Xty ’ y considerando la normal

del s6lido n entrante a la cara del mismo, en la configuraciéon original se tendré

un angulo inicial

cos °p; = °nFD . op, (6.7)

sin °¢; = —°mFM) . ops (6.8)

con la notacion previa el angulo °¢; se mide alrededor del lado s en direccion

(M)

. . k . A s
antihoraria desde °t; 7 a °t5. Con la misma definicién de dngulo sobre la geo-

metria deformada se tiene

cosg;, = n ‘Mg (6.9)
sing; = —nFD . ¢ (6.10)

lo cual permite definir a ~; como el cambio de dangulo
Vi = i —° ¢ (6.11)

La normal entrante al cuadrilatero se requiere en el centro del lado C' (ver Figura

6.2), de coordenadas paramétricas:

£ = 5(Ex +&) ne=0 (612)
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Usando la habitual interpolacion bilineal

4
z(&n) = Y N(&na' (6.13)
-1
Ox .
— (&) = DY _Ni&na' (6.14)
o =
Ox -
(&) = Y NyEna' (6.15)
" I=1
las N1 (&,m) son las funciones de interpolacion bilineal definidas sobre el ele-
mento maestro, cuadrado de lado 2 en (£,7) = [—1..1]
1
NU(Em) = L+ +n'n) (6.16)
I
Nig(€&m) = = (1+n'n) (6.17)
I
N(em) = L+€e (6.18)

Luego, la normal n, (saliente a la cara del solido) resulta de

15/5 X Q’,‘/n (619)

ng= ———
| e X @ |

(1)K 2

Figura 6.2: Definicion de coordenadas paramétricas.

En el caso particular (conveniente y consistente) de que el cuadrilatero
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original esté definido por (6.3) en la configuracion original se tiene

X, = i(—Xl X2 XP - XY = +%t§(M) (6.20)
X, = i(—Xl X2 XD - XY = +%lit’§(M> (6.21)

y ambas normales son exactamente opuestas
—om, = %s x i) = opk(D) (6.22)

En forma mas general se puede utilizar el lado s y la direccion x/¢ en el
centro del lado (n = 0) lo cual da lugar a expresiones sencillas tanto para la

configuracion original como la deformada

s = xf — 2" (6.23)
1
Te = (—z' + 2* + 2* — o) (6.24)

6.5. Transferencia de fuerzas equivalentes a los

momentos

A partir de los esfuerzos flexionales (m;;) se calculan las fuerzas nodales
equivalentes (r!) usando las expresiones habituales de la formulacion del ele-
mentos de lamina, como si el lado estuviese empotrado, y luego se procede de

la siguiente manera:

1. A partir del tensor de momentos en el elemento, se calculan las compo-

nentes de momento flector y torsor en las direcciones locales al borde

m, = mnn% + mggng + 2m12n1n2 (625)

mg = (m22 — mu)nlng + m12<n% — n%) (626)

mi1
2 2
My | ny ny  2ning 6.97
mg —Ningz NNz N7 — Ny
mia

donde (nq,n2) son las componentes cartesianas locales de la normal al lado



122

Cap.6

2. De las fuerzas nodales equivalentes previamente calculadas r, se eliminan

las asociadas al momento torsor. Estas fuerzas son un par aplicado en los

nudos K y L en la direcciéon normal al elemento tg(M) de valor igual al

momento m

<
I

K ri— mstg(M) (6.28)

L= pb o) (6.29)

S
Il

El objetivo es reemplazar las fuerzas normales al plano de la lamina que
aparecen en la teoria de Kirchhoff (asociadas a una parte del corte efectivo)
por fuerzas paralelas al plano de la lamina que coincidan con la direccién

de las tensiones que producen el momento torsor

Se definen cuatro puntos ficticios ubicados a una distancia :I:%t’;(M) sobre
y bajo los puntos K y L del lado en los cuales se ubican las siguientes

fuerzas (estaticamente equivalentes al momento flector y torsor)

Punto Posicion Fuerza f
) h %l
1 xt = — Etlg(M) — ﬁ(mnns +mss)  (6.30)
, h %l
2 2 =X 4 —t5™ 4 Z(man,+ms)  (6.31)
2 2h
/ h °lg
3 xd =t + Etg(M) + ﬁ(mnns +mgs)  (6.32)
/ h °l
4 4 _ L k(M) _ s ‘
T =z 2t3 5h (mpns +mgs)  (6.33)

Estos cuatro puntos ficticios en principio debieran corresponderse con los
puntos 1 — 4. Sin embargo a los fines de una mayor generalidad, no se
supone esto ultimo y se proyecta cada punto I’ sobre el cuadrilatero
definido por 1 — 4, dando lugar a posiciones (£7,m;) con lo cual se trans-

fieren las fuerzas asociada mediante
’l"év = NN(fj,n[)fI (634)

donde las NV (&7, n;) son las habituales funciones de interpolacion bilineal

y r¥ indica la contribucién del nodo ficticio I" al nudo del sélido N
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6.6. Implementaciéon en un coédigo implicito y ex-

plicito

La opcion implementada en el modelo explicito sigue los pasos descriptos
en la seccion anterior, donde la normal n, al plano de empotramiento se ac-
tualiza paso a paso en funciéon de las coordenadas de los nudos 1 — 4. Para la
implementacion en el modelo implicito es necesario ademas de lo anterior eva-

luar las fuerzas nodales equivalentes en funcion de la variacion de dicha normal.

La contribucion del lado coincidente con el solido a la variacidén de las

curvaturas se obtiene de la siguiente manera

B 1 ) k
K11 4 ny
-1
0| Ra | =g DA D § (AR@D R (6.35)
2/7{12 k=1 2n1n2

lo cual requiere determinar

§ (ARODAKY = SARM Ak | \ROM) 5k (6.36)

n

El primer término tiene una influencia menor en las ecuaciones de equi-
librio y puede en general despreciarse. El segundo término es la variacion del
angulo entre £ (normal al elemento) y t* (normal a la cara del solido),
alrededor del lado s

1

Recordar que & ~ t° es la "normal” a la ldmina medida sobre la cara del
so6lido. Donde dx/; es la variacién de las coordenadas en la direccion t°. Para el

caso ideal, la direccion t° en el plano paramétrico coincide con la direcciéon +&

1 —l+x?+axd— ! 4ae
ts = — Y — == 638
N T —al v et rad— 2t | 2h (6.38)
' 1 1 dxt + dx? + dx® — dxt

At 2h 2h

Finalmente (6.37) queda
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A 1
k(M)s k _ \n _ k(M) k(M)
Aoy = N N - 0T )\Q(M)dcp,n t, (6.40)
La implementacion requiere también poder evaluar la matriz B = [B,,, By

en forma completa para el célculo de la matriz de rigidez material. En el caso
més general hay que considerar la posibilidad que dos lados del elemento estén
asociados a elementos de solidos (equina), sin embargo un mismo elemento no

tendra simultaneamente un lado sobre arista y un lado ramificado.

Los pasos a seguir son los siguientes:

1. determinar el tamano de B y ordenar las conectividades

2. calcular B,, y con los factores correspondientes transferir los nudos en

aristas a los nudos maestros

3. calcular B con los lados sobre aristas como si estuvieran empotrados y
con los factores correspondientes transferir los nudos en aristas a los nudos

maestros.

4. Calcular las componentes asociados al segundo término de la expresion
(6.40).



Capitulo 7

Problemas Lineales

7.1. Introduccién

En este capitulo se da inicio a una serie de ejemplos numéricos con mo-
tivos de mostrar las capacidades del elemento de ldmina propuesto en el ran-
go lineal elastico. Para los esquemas de estabilizacion membranal y flexional
se han utilizado (salvo indicado expresamente) los coeficientes s,, = 0,015 y
sy = 0, 05 respectivamente. Dichos valores serdn adoptados por defecto para to-
dos los ejemplos numéricos incluidos en este capitulo y en los subsiguientes. El
elemento BBSQ ha sido implementado en el codigo implicito ALPHA (2010) y
en el codigo STAMPACK (2006) con integracion explicita de las ecuaciones de
movimiento. En los ejemplos numéricos desarrollados en este capitulo y en los

subsiguientes se utilizan con fines comparativo los siguientes elementos

» Elemento cuadrilatero de 4 nudos S4R presente en el programa ABAQUS
(2006). El elemento es deformable por corte con 5 GdL por nudo. Este
elemento se incluye a los fines de realizar comparaciones con un elemento

finito estandar (esto es, que incluya rotaciones) de amplia utilizacion.

» Elemento S4 (Brunet y Sabourin (2006)). La formulacion utiliza una
parcela de cinco cuadrilateros. La formulacién presentada implica una
integracion paso a paso de las deformaciones dentro de un sistema corota-
cional, una formulacién Lagrangeana Actualizada y una relaciéon consti-

tutiva hipoelastica.

» Elemento LBST estandar (Flores y Onate (2001)). El gradiente en el
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contorno del elemento es el promedio de los gradientes de los elementos

adyacentes.

» Elemento BBST (Flores y Onate (2007)). El gradiente normal al contorno
del elemento es el promedio ponderado de los gradientes de los elementos
adyacentes. El peso de cada contribucion es inversamente proporcional al

area de cada elemento.

» Elemento QUAD (Simo et al. (1990)). Elemento cuadrilatero bilineal con
deformaciones transversal por corte con 5 GdL por nudo. Los resultados
numeéricos obtenidos con este elemento se utiliza en varios ejemplos como

referencia numeérica.

En varias ocasiones también se mostraran los resultados obtenidos con el ele-
mento BSQ (Flores y Estrada (2007)), de caracteristicas similares al BBSQ,

para el tratamiento de superficies suaves.

7.2. Prueba de la parcela

El comportamiento membranal naturalmente pasa la prueba de la parcela
pues se utiliza una interpolacién isoparamétrica. Para el comportamiento a
flexion, la formulacién no permite momentos como cargas nodales debido que el
elemento no tiene GdL rotacional, por lo tanto no es posible fijar un estado de
carga que conduzca a un estado de momentos flectores constantes sobre toda
la parcela. Si es posible establecer un estado de carga asociado a un momento
torsor constante. Dicho estado se impone a través de una carga puntual aplicada
en la esquina de un rectangulo con el el resto de las esquinas simplemente apo-
yadas. La Figura 7.1 muestra dos tipos de mallas estructuradas posibles, una
regular y otra irregular. Con mallas regulares el elemento pasa exactamente la
prueba de la parcela, pero no la pasa estrictamente para los casos de mallas ir-
regulares, aunque los resultados numéricos convergen rapidamente a la solucion
correcta. Esto puede apreciarse en la Tabla 7.1 donde se muestran los despla-
zamientos verticales del punto de aplicacion de la carga, normalizados respecto
al valor correcto. Se comparan los resultados con los obtenidos con el elemento
BSQ y S4 para ambos tipos de mallas e igual cantidad de grados de libertad.

Este ejemplo no muestra diferencias significativa entre una formulacion y otra.
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Malla regular Malla irregular
No. de elementos BBSQ BSQ S4 BBSQ BSQ S4
4 1,0000 1,0000 1,0000 0,9990 0,9827 1,0650
16 1,0000 1,0000 1,0000 0,9870 0,9879 0,9945
64 1,0000 1,0000 1,0000 0,9949 0,9954 0,9969
256 1,0000 1,0000 1,0000 0,9985 10,9985 0,9990

Tabla 7.1: Prueba de la parcela flexional (Mjs constante). Desplazamientos normaliza-
dos del punto bajo la carga.

A

Figura 7.1: Mallas de elementos finitos para la prueba de la parcela a torsiéon uniforme.

7.3. Placas cuadradas

En este caso se considera el analisis de placas cuadradas bajo carga uni-
forme y bajo una carga puntual en el centro con condiciones de borde empotra-
do y simplemente apoyado. El objetivo es estudiar la convergencia de la parte
flexional. En todos los casos se discretiza s6lo un cuarto de placa debido a la
simetria y se usan mallas estructuradas regulares. En las Tablas 7.2 y 7.3 se
muestran los valores normalizados de los desplazamientos verticales del punto

central de la placa para las distintas condiciones de bordes y de carga.

Los resultados muestran una convergencia satisfactoria. Por ejemplo, para
el caso de placa simplemente apoyada (s.a.) bajo carga uniforme, para un
nimero de GdL de 64 el error es del orden del 1,10% lo cual es aceptable
si se tiene en cuenta que los elementos poseen tnicamente GdL traslacional (la
tercera parte de los GAL de un elemento estandar de placa plana) y que se esta
usando un solo punto de integraciéon. En el caso de bordes empotrados se ha
observado que se activa el modo espurio de flexion, lo que hace imprescindible

usar un coeficiente de estabilizacion flexional. Para el caso de la carga puntual
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Carga uniforme

s.a. empotrado

No. de GAL s, =0,05 sp = 0,05

4 1,1392 2, 6252
16 1,0416 1,5044
64 1,0104 1,1388

256 1,0025 1,0325

1024 1,0007 1,0095

Tabla 7.2: Desplazamientos normalizados del punto central de la placa cuadrada bajo
carga uniforme.

Carga puntual

s.a. empotrado
No. de GdL sp=0,00 s,=0,25 s =0,00 s,=0,01
4 1,8741 2,9429 2,9700 2,9767
16 1,3285 1,7519 1,7678 1,7804
64 1,0974 1,2102 1,2339 1,2514
256 1,0268 1,0520 1,0645 1,0724
1024 1,0070 1,0113 1,0181 1,0209

Tabla 7.3: Desplazamientos normalizados del punto central de la placa cuadrada bajo
carga puntual.

con bordes empotrados se incluyen resultados obtenidos con diferentes valores
de s, con una relacion de 5 entre ellos. Alli puede observarse la baja sensibilidad

de los desplazamientos medidos con respecto al coeficiente sy,.

7.4. Placa rombica

Este ejemplo se utiliza habitualmente para observar el comportamiento del
elemento al distorsionar su forma. Una placa rémbica con dos de sus extremos
s.a. y los restantes libres es sometida a una carga transversal uniforme ¢q. La
placa tiene todos sus lados de igual longitud 1 y una inclinaciéon de 60° medido
desde el eje horizontal. La Tabla 7.4 muestra el desplazamiento vertical del
punto central de la placa. Los resultados se comparan con los obtenidos con el
elemento BSQ y S4 y se han normalizado respecto a la solucion tedrica obtenida
por Razzaque (1973) con w = 0,007945q/D donde D es la rigidez flexional de
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No. de GdL BBSQ BSQ S4

4 2,0877 2,0559 2,1498
16 1,1662 1,1851 1,2029
64 1,0154 1,0248 1,0306
256 0,9908 0,9987 1,0008
1024 0,9940 0,9946 0,9960

Tabla 7.4: Desplazamiento vertical del punto central.

la placa. El elemento BBS() presenta buena convergencia y tampoco en este

caso hay diferencias significativas con el elemento S4.

7.5. Barra de Cook

Este problema puramente membranal se incluye para estudiar el esquema
de estabilizacion membranal propuesto. Este ejemplo contiene una cantidad
importante de energia de corte y también distorsion en el elemento. La Figura
7.2a muestra la geometria de la barra empotrada en uno de sus extremos y un
esfuerzo de corte distribuido en el extremo libre. En la Figura 7.2b se muestra
el desplazamiento vertical normalizado del punto C' (punto medio del extremo
libre) en funcién del nimero de nodos para diferentes valores del coeficiente de
estabilizacién membranal s,,. Los resultados obtenidos con el elemento bilineal
estandar con cuatro puntos de integracion se incluyen como referencia. Se puede
ver que para mallas mas finas los resultados convergen al valor esperado para
cualquier valor de s,,. Para el ejemplo un valor de s,, = 0,15 es 6ptimo, sin
embargo, se adopta como valor de coeficiente membranal s,, = 0,015 y es el

adoptado por defecto para los ejemplos numéricos.

7.6. Viga torsionada a 90°

En este caso se analiza una viga empotrada torsionada a 90° bajo una car-
ga puntual aplicada en el extremo libre. Este ejemplo se utiliza frecuentemente
para evaluar la correcta integracion en el espesor de elementos basados en la
aproximacion de sdlido degenerado. Se consideran dos casos, uno con la carga

normal a la ldmina y otro con la carga aplicada en el plano de la misma. Se han



130 Cap.7

R
16

o

o

© _ <
5 E=1 <
g v=0,33

Ll

=
N
al

[y

o
~
al

—— S,,=1.00
—— 5,=0.15
—@— S,=0.015
—>—§,=0.00

—MB—— Estandar

o
3

Desplazamientos normalizados Punto C
T

NUmero de nodos
(b)

Figura 7.2: Barra de Cook. Prueba membranal.

analizado dos mallas una gruesa de 12 x 2 y una fina de 48 x 8 elementos. La
longitud de la viga es de 12, el ancho 1,1, en tanto que el modulo elastico es
E =2,9 x 10 y relaciéon de Poisson es v = 0,22. El espesor es h = 0,32. En la
Figura 7.3 se muestra la geometria de la viga y la malla més gruesa con 12 x 2
elementos. Asi, en la Tabla 7.5 y 7.6 se muestran los valores normalizados de
los desplazamientos del punto de aplicacion de la carga segtn la direcciéon de la
fuerza sea saliente o colineal al plano de la viga, respectivamente. Se comparan
con los resultados obtenidos con los elementos BSQ, BBST, S4 y S4R. Los
valores estdn normalizados respecto a la solucién analitica de 1,754 x 1073 para
el desplazamiento fuera del plano y 5,424 x 1073 para el desplazamiento en el

plano.
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N r/p

/

Figura 7.3: Viga Torsionada a 90°. Malla de 12 x 2 elementos.

Notese que el error para la malla de 48 x 8 elementos es del orden del
0,17 % para la direccion de la carga normal al plano y del 0,55% en la di-
reccion del plano. Ademaés si se compara con un elemento como el S4R donde
se tiene el doble de GdL por nudo que el elemento propuesto, los resultados
son satisfactorios. Si se compara los resultados obtenidos con el BBS(Q y los
obtenidos con el S4 las diferencias son ahora significativas. Por ejemplo, para
la malla de 48 x 8 el error de la solucién obtenida con el elemento S4 es del
4,5% que es mayor al error obtenido con el elemento BBS(Q. Otro aspecto que
debe notarse es que al pasar de la malla gruesa a la fina todos los elementos
se acercan notoriamente a la solucion de referencia salvo el S4 que mantiene

errores del orden del 5 %.

Lamina gruesa

Normal al plano

Malla BBSQ BSQ BBST S4 S4R

12x 2 1,0982 1,0661 1,0787 0,9742 0,9918
48 x 8 1,0017 0,9889 0,9960 1,0551 0,9991

Tabla 7.5: Desplazamientos normalizados fuera del plano.

Léamina gruesa

En el plano
Malla BBSQ BSQ BBST S4 S4R

12x2  1,0064 1,0088 1,0046 1,1661 1,0029
48 x8  0,9945 0,9947 0,9906 0,9453 0, 9986

Tabla 7.6: Desplazamientos normalizados en el plano.



132 Cap.7

Punto A
Malla BBSQ BSQ LBST S4R

4 x4 1,3806 11,3307 0,7401 1,2101
8 x 8 1,0823 1,0756 0,8849 1,0531
16 x 16 1,0186 1,0189 0,9652 1,0154
32x32  1,0041 1,0050 0,9910 1,0074

Tabla 7.7: Desplazamientos normalizados.

7.7. Techo cilindrico

En la Figura 7.4 se muestra la geometria de este ejemplo ampliamente uti-
lizado para evaluar elementos de lamina debido al complejo estado membranal
resultante. El techo cilindrico, de espesor h = 3,0 cargado por su peso propio
w = 0,625 por unidad de &area, esta soportado por dos diafragmas rigidos en
sus extremos. Las propiedades elasticas del material utilizado son: moédulo de
Young E = 3 x 10 y coeficiente de Poisson v = 0,0. Unicamente un cuarto del
techo se modela debido a la simetria. En la Tabla 7.7 y Tabla 7.8 se muestra los
desplazamientos verticales normalizados para los puntos A y B indicados en la
Figura 7.4, se incluyen los valores obtenidos con los elementos BSQ, LBST y
S4R. Los valores exactos usados para normalizar los resultados son u4 = 0, 5407

y up = —3,610 los cuales fueron tomados de la Referencia (Huang (1989))

Figura 7.4: Techo cilindrico bajo peso propio.

Los resultados muestran una convergencia satisfactoria y el error obtenido
es ya ingenierilmente aceptable para 800 GdL. Si se compara con los resultados
obtenidos con el elemento triangular sin rotaciones que membranalmente es

de deformacion constante (LBST) para la misma cantidad de GdL el error
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Punto B
Malla BBSQ BSQ LBST S4R

4 x4 1,2119 11,2058 0,7559 1,1905
8 x 8 1,0488 11,0479 0,8827 1,0460
16x16  1,0110 1,0112 0,9639 1,0122
32x 32 1,0019 1,0022 0,9899 1,0049

Tabla 7.8: Desplazamientos normalizados.

obtenido con el BBS() es menor. Los resultados correspondientes al elemento
triangular pueden verse en el trabajo de Flores y Onate (2001) y corresponden
a la malla A mostrada en dicho trabajo. Asi con el BBS(@) se obtienen errores
del 1.9% para el punto A y del 1.1% para el punto B, en tanto que para el
elemento LBST se obtiene un error del orden del 3.5 %.

7.8. Viga empotrada de seccién Z

Este es un benchmark recomendado por NAFEMS (1990). Corresponde a
una viga en voladizo de seccién abierta en forma de Z sometida a un momento
torsor de 1,2 MNm aplicado en el extremo libre. El momento torsor se aplica
por dos fuerzas de corte de 0,6 MN uniformemente distribuidas sobre cada ala
(ver Figura 7.5). El material es elastico lineal con un moédulo de elasticidad de
E = 210 GPa y una relaciéon de Poisson v = 0,3. El espesor de la lamina es
de t = 0,1 m. La solucién objetivo es la tension axial o,, = —108 MPa en la

superficie media del punto A.

4

A ST | 1m
2.5m 2m
Sl L 1m

Figura 7.5: Viga empotrada de seccion Z. Geometria.

Se han considerado dos mallas, una gruesa con 24 (8 en la direccion lon-
gitudinal y 1 por cada tramo en la direccion transversal) y una malla fina de

480 elementos (32 en la direcciéon longitudinal y 5 por tramo en la direccion
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transversal). Los valores obtenidos se muestran en la Tabla 7.9. Los valores in-
dicados se obtienen por extrapolacion desde los cuatro puntos de Gauss mas

cercanos al punto A.

Notar que los resultados obtenidos con el elemento S4R muestran una
convergencia lenta y un error para la malla fina de —10% en comparacion con
el 2,5 % del elemento propuesto. Notese que en este ejemplo se ve el potencial

del BBSQ que permite tratar una superficie de lamina quebrada con resultados

satisfactorios.
Malla BBSQ BBST S4R
Gruesa —54,735(-50,7%) —95,3(—11,8%) —50,480(—53 %
Fina —110,69(2,5 %) —106,3(—1,6%) —96,732(—10%

Tabla 7.9: Resultados para la viga de seccién Z. Tensiones en la direccion x.

7.9. Lamina de revolucion ramificada

Este ejemplo corresponde a una lamina de revoluciéon ramificada y tiene
por objeto mostrar el comportamiento del elemento BBS(Q cuando mas de dos
elementos concurren a una arista. La geometria de la lamina se muestra en la
Figura 7.6. Los espesores son diferentes en las tres partes que conforman la
estructura. El material es isétropo con E = 107 y v = 0, 3. El domo esférico y el
cilindro inferior estan sujeto a una presién interna P = 1000, que es equilibrada
por fuerzas iguales aplicadas en los extremos de los cilindros. Unicamente un
cuarto de la geometria es dicretizada debido a la simetria usando dos tipos de
mallas. En ambos casos el domo esférico es modelado con 324 elementos (36
elementos a lo largo de la union). La malla fina incluye 432 elementos para
el cilindro superior 864 para el cilindro inferior, uniformemente espaciado a
lo largo del meridiano (12 elementos en el cilindro superior y 24 en la parte
superior). La malla pobre tiene exactamente la mitad de elementos y estan
también uniformemente espaciados a lo largo del meridiano (6 elementos en la

parte superior y 12 en la parte inferior).
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Figura 7.6: Lamina ramificada de Krauss. Geometria R = 20, L; = 20, Ly = 10,
h1 = 0,37 hg = 074, y h3 = 075

La Figura 7.7 muestra el desplazamiento normal en la pared del cilindro.
Los resultados son comparados con una solucién convergida de elementos finitos
(Flores y Godoy (1990)) (una solucién analitica es posible también). Se puede
ver que para la malla pobre la solucién numérica tiene un buen acuerdo con la

solucion convergida.

0.15
| v BBSQ - 36
L \4 BBSQ - 18
A4 Convergida
0.1+
= |
0.05
| T
10 15

Figura 7.7: Lamina ramificada de Krauss. Desplazamiento normal a lo largo del cilindro.
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Figura 7.8: Puente recto en cajon bajo carga puntual. Geometria de la seccion transver-
sal. E =25 GPa, v = 0,15, L = 40 m.

7.10. Puente en cajoén recto

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un puente recto en cajon.
En la Figura 7.8 se muestra la seccion transversal y las propiedades del material.
El puente tiene una longitud total de 40 m y los extremos se suponen restringidos
todos los desplazamientos en el plano de la seccion y libres los desplazamientos
longitudinales. El puente ha sido sometido a una carga puntual P = 1000 kN
alternativamente en los puntos A (borde) y C' (centro). Se discretizé la mitad
de la luz con 20 elementos, en tanto que en la seccién transversal se han incluido
30 elementos. A los fines comparativos se muestran resultados obtenidos usando
el elemento de lamina S4R sobre las mismas discretizaciones utilizadas para el

presente elemento.

En la Figura 7.9 se presentan los desplazamientos verticales de las superfi-
cies superior e inferior de la seccion central cuando la carga se aplica en el punto
central C'. En la Figura 7.10 los desplazamientos de las superficies superior e
inferior cuando la carga se aplica en el punto A. La comparaciéon con el elemento
S4R de ABAQUS (2003) muestra idéntico patron de desplazamiento y que el

presente elemento es ligeramente mas flexible.

7.11. Puente curvo de seccion celular

En este ejemplo se estudia el comportamiento de un puente celular simple-
mente apoyado en los extremos (se restringen los desplazamientos en el plano de
la seccion). La Figura 7.11 muestra la seccion transversal y las propiedades del

material. El puente se extiende sobre un angulo de un radian, el radio del puente
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Figura 7.9: Puente recto en cajon bajo carga puntual (Punto C). Desplazamiento ver-
tical de la seccién central.
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Figura 7.10: Puente recto en cajon bajo carga puntual (Punto A). Desplazamiento
vertical de la seccion central.

es de 30,1 m y en los extremos se suponen restringidos todos los desplazamientos
en el plano de la seccion y libres los desplazamientos longitudinales. El puente
ha sido sometido a una carga puntual P = 1000 kN en el centro. Se discretizo
la mitad de la luz con 10 elementos, en tanto que en la seccién transversal se
han incluido 34 elementos. Se ha comprobado con resultados obtenidos usando

elementos de laminas S4R (cuadrilateros de cuatro nudos) sobre las mismas
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discretizaciones usadas para el presente elemento. En la Figura 7.12 se muestra
la deformada de la seccion central para las dos mallas; los resultados obtenidos

son casi idénticos a los obtenidos con el elemento S4R.

11MN

0.2 ? 0.15

— |- | -

24

12 b 54 | 5.4 12

Figura 7.11: Puente curvo celular bajo carga puntual: (a) geometria de la seccion
transversal. £ =25 GPa, v =0,15, R=30,1 m, 8 =1 rad.

~NEek

-

Figura 7.12: Puente curvo celular bajo carga puntual: deformada de la seccion central.

7.12. Discusion de Resultados

En este capitulo se mostro diferentes ejemplos en el rango lineal elésti-
co. Se empezo6 por la prueba de la parcela y se mostré que el elemento pasa
dicha prueba para mallas regulares. Sin embargo, para mallas irregulares no
supera la prueba numérica pero muestra una clara convergencia al refinar la
malla. Se analizaron distintos casos de placa para diferentes casos de carga y
condiciones de borde y se estudi6 la sensibilidad de los resultados al variar los
coeficientes de estabilizacion flexional. Se cotejé que para mallas medias a finas
los resultados son practicamente independientes del valor adoptado para dicho
coeficiente. Se analiz6 un ejemplo puramente membranal (barra de Cook) y
los resultados mostraron convergencia al valor esperado para las mallas finas.
Entre otros ejemplos, se resolvieron varios casos de laminas con superficies que-

bradas y ramificadas con una adecuada precision, permitiendo resolver casos
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interesantes de la ingenieria estructural. EI BBS(Q mejora las capacidades del
BS(@ al poder abordar casos con geometrias arbitrarias El elemento BBS(@
mostréd ser competitivo respecto de las formulaciones difundidas y aceptadas en
la practica ingenieril, como asi también, frente a formulaciones de caracteristi-
cas similares al elemento propuesto. Veremos en el siguiente capitulo, al abordar

los problemas no lineales, la verdadera capacidad de la formulacién propuesta.






Capitulo 8

Problemas No Lineales

8.1. Introducciéon

Damos inicio aqui a la simulacién numérica de problemas no lineales. El
elemento BBS() fue pensado y creado basicamente para abordar los problemas
que incluyan rango no lineales, sean estos de material y/o geométricos. La idea
del capitulo es mostrar que, sobre un amplio abanico de situaciones o problemas
ingenieriles, el BBS(Q) tiene la capacidad de dar soluciones correctas y competi-
tivas frente a otras formulaciones que estan aceptadas en la préctica ingenieril.
Asi se comparan los resultados numéricos obtenidos con la formulacion presen-
tada en esta tesis con datos experimentales y/o datos numéricos. Estos tltimos
corresponden a algunos de los elementos de laminas enunciados en el Capitulo
7 entre ellos el S4R, S4, LBST, BBST y QUAD. Asi mismo, se compara en
algunos ejemplos los resultados numéricos obtenidos con el BS(@) con el fin de

mostrar las mejoras del BBS(Q.

8.2. Viga empotrada con forma de Z

Este ejemplo es propuesto como un benchmark en NAFEMS (1993). Se
trata de un voladizo en forma de Z sometido a una carga conservativa en
el extremo libre. Este ejemplo se utiliza para evaluar el comportamiento con
grandes desplazamientos y grandes rotaciones, acciones membranales y flexio-

nales, rigidizacién por traccién y cambio de signo del momento. La Figura 8.1
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muestra la geometria original y la carga.
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Figura 8.1: Viga empotrada en forma de Z. Geometria.

Se ha utilizado una malla de 2 x 36 elementos. En la Figura 8.2 se repre-
senta el desplazamiento del punto de aplicacion de la carga versus la carga, y
en la Figura 8.3 el momento flector en el punto A versus la carga. Los resulta-
dos se comparan con los obtenidos con el elemento BS(Q) y S4R. El momento
flector corresponde al calculado en el punto de Gauss adyacente al punto A.
Los resultados muestran una muy buena concordancia con los valores esperados
para la malla utilizada. Notese que el elemento BSQ logra captar los resultados
numeéricos con bastante precision a pesar de la geometria quebrada. Sin em-
bargo, para una geometria con quiebres mas pronunciado dicha formulacién es

deficiente.

4000
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Figura 8.2: Viga Z empotrada: carga vesus desplazamiento.
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Figura 8.3: Viga Z empotrada: momento flector en A versus carga.

8.3. Casquete esférico con cargas puntuales

Este ejemplo es utilizado para evaluar el comportamiento de los elementos
de laminas con curvatura inicial ante posibles problemas de bloqueo membranal.
La geometria consiste en un casquete esférico de radio r = 10 y un espesor

= 0,04 con un agujero de 18° en su polo cuyo borde se encuentra libre al
igual que su borde inferior. Por simetria se modela un cuarto del casquete el
cual estda sometido a un par de fuerzas una entrante y la otra saliente. Las pro-
piedades elasticas del material son £ = 6,825 x 10" y v = 0,3. En la Figura
8.4a se muestra la geometria deformada de la malla con 256 elementos para un
factor de carga igual A = 100. En la Figura 8.4b se muestra el desplazamiento
del punto de aplicaciéon de la carga en funciéon del factor de carga y se compara
con resultados obtenidos con el elemento S4, con el elemento S4R y los publi-
cados en Simo et al. (1990) usando un cuadrilatero incluyendo deformaciones
de corte transversal QU AD. Noétese el muy buen acuerdo que se logra con el
elemento BBS(Q) comparado con los valores de referencia. En este ejemplo se
ven importantes diferencias con los obtenidos con el elemento S4 (Brunet y
Sabourin (2006)) los cuales difieren notablemente de los valores esperados, en
particular para los valores més bajos del factor de carga. En este ejemplo se
han considerado ademés diferentes combinaciones de los coeficientes s,, y sy,

incluyendo los valores estandar, a los fines de observar la sensibilidad de los
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resultados a tales coeficientes. En la Figura 8.5a se presenta el desplazamiento
normalizado del punto A para un factor de carga A = 100 para diferentes valores
de s,,, mientras que en la Figura 8.5b se muestran los valores para diferentes
valores del coeficiente flexional s, Los ejemplos indican que la sensibilidad es
importante para mallas muy gruesas, pero que esta se reduce notoriamente al
refinar la malla, de tal forma que para una malla razonable (16 x 16) para el

tipo de problema la sensibilidad es baja.

7 <
SRR
G IR
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O  QUAD
6~ ® S4R A
A s4
- — — - BSQ

S BBSQ A
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0 | | | |

0 20 40 60 80 100
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(b)

Figura 8.4: Casquete esférico. (a) Geometria y configuracion deformada para A = 100,
(b) desplazamiento del punto de aplicacion de la carga versus el factor de carga .



Problemas No Lineales 145

1.15
N

ﬁ\\

AN .
_rgu 1.1[;\\ N
N L ~> N
= ~ >
] L SN\
g | \\\ \\
5 105 <
c S AN
o F RN
c F ~
[7] L M
A% 1 D“‘\:::‘\
T =0
= L
2 L - {} -s,=1,00
a 095 -/ -5,=015 ——

L S,,= 0,015

r - - $,=0,00

0ol ! \ Ll
500 1000 1500

Numero de nodos
(a)
1.15

1.1‘2\

1.05

—
T T

Desplazamiento normalizado

0.95 = L} -S, =1,00
— -S, =0,25
S, =0,05
— 4> -s, =001
I 1 1 1 T |
500 1000 1500
Numero de nodos

(b)

Figura 8.5: Casquete esférico. Desplazamientos para A = 100 usando diferentes coefi-
cientes de estabilizacion con diferentes mallas.

0.9

8.4. Inflado de una esfera

Este ejemplo ha sido tomado de la Referencia (Needleman (1977)) donde
se simula el inflado de una esfera sometida a presion interna. El comportamien-
to es puramente membranal pero en grandes deformaciones. Nuevamente la
geometria inicial curva permite observar posibles problemas de bloqueo mem-
branal. En esta simulacion numérica se utilizan los datos de la geometria y de
los parametros del material utilizados en la Referencia. (Cirak y Ortiz (2000)).

La esfera tiene un radio °R = 1 y un espesor °h = 0,02 en la configuracion
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inicial. Se considera un material de Mooney-Rivlin con py = 40 y pe = —20.
En la Figura 8.6a se muestran tres mallas de elementos utilizadas para evaluar
la convergencia donde por simetria se considera un octavo de la esfera. En la
Figura 8.6b se grafica el radio en funciéon de la presion interna para las tres

mallas y se incluye la solucion analitica

°h dW _ 8°h
°R~? dy - °R~?

p= (7= 1) (11 — p27®)

Se puede ver que con aun pocos grados de libertad se obtienen resultados
aceptables. El valor final (presion interna p = 4) corresponde a una relacion de
espesor radio de h/R = 0,00024.

Presion
N
I

Exacta
NGL=12
NGL=42
NGL=156

-
o1
>0

(b)

Figura 8.6: Inflado de una esfera con un material de Mooney-Rivlin. (a) Malla de
elementos usada en el analisis, (b) radio en funcion de la presion interna de inflado.
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8.5. Cilindro en forma de pera

La respuesta a grandes deflexiones del cilindro en forma de pera sometido
a un acortamiento uniforme en su extremo fue propuesto en NAFEMS (1993).
Las principales caracteristicas de este benchmark son no linealidad geométrica,
comportamiento con pérdida de rigidez al inicio y endurecimiento paulatino
hasta alcanzar la carga de pandeo, redistribucion de tensiones e interaccion
entre la respuesta membranal flexional. La Figura 8.7 muestra la definiciéon de
la geometria y los datos del material. En este ejemplo se adopta como coeficiente
de estabilizacion flexional s, = 0, 1. Debido a la simetria, se discretiza un cuarto
del cilindro con 1250 elementos BBS(Q. El acortamiento uniforme en el extremo
del cilindro se lleva a cabo controlando el desplazamiento con longitud de arco

en 45 pasos (maximo acortamiento es de 0, 45).

R=1,0
L=0,8
t= 0,01
E = 1,0x10
v=10,3

Figura 8.7: Cilindro en forma de pera. Geometria y propiedades del material.

La Figura 8.8a muestra la carga total axial como funcién del desplaza-
miento normal del punto A, localizado a la mitad del cilindro, sobre el plano de
simetria. La Figura 8.8b muestra la configuraciéon deformada cuando se alcanza
la carga limite 2433 que se encuentra dentro del rango sugerido de 2437 4+ 3 %.
Estos valores se comparan con los valores objetivos obtenidos con el elemento
S4R.

8.6. Cinta en forma de L

La estabilidad de este ejemplo numérico ha sido investigado por numerosos

autores (ver por ejemplo Argyris et al. (1979) y Simo et al. (1990) usando
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Figura 8.8: Cilindro en forma de pera: (a) desplazamiento del punto A versus la carga
axial; (b) deformada para la carga limite 2433.

elementos vigas y de laminas. Las propiedades del material son £ = 71240 y
v = 0,3; la longitud total de la cinta es [ = 240, el ancho de la cinta b = 30
y el espesor h = 0,6. La cinta estd sometida a una carga contenida en su
plano en el extremo libre. La Figura 8.9a muestra la trayectoria normalizada
postcritica la cual es obtenida a través del método de longitud de arco. Primero
se alcanza un punto de bifurcacion y luego se produce un cambio de trayectoria

siguiendo un camino postcritico. El valor de la carga critica es A\, = 1,175.
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Se compara con los resultados obtenidos con elementos triangulares cuadraticos
con deformacion por corte (34 elementos 510 GdL) (Flores et al. (1995)) con un
valor de \.. = 1,163. El comportamiento del presente elemento es un poco mas
rigido que el tridngulo cuadratico pero tiene mejor propiedades de convergencia.

La Figura 8.9b muestra la cinta deformada usando un modelo con 129 elementos.

20

Carga Normalizada L/Lcr
=
o
\

| ! | | |
Og 20 40 60 80 100 120
Desplazamiento Normalizado w/h

(a)

Figura 8.9: Cinta en forma de L: (a) desplazamientos normalizados del punto 1 vs.
la carga normalizada, (—) tridngulo cuadratico, (¢) BBSQ; (b) geometria y deformada
para A/A.. = 1,61
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8.7. Domo esférico

Otro ejemplo ampliamente utilizado para evaluar la convergencia de ele-
mentos de ldmina con pequenas deformaciones elasto-plasticas es un domo es-
férico empotrado, sometido a una carga escaléon. La carga es una presion uni-
forme de 600 psi y se aplica en la parte superior del domo. Para el analisis se
han utilizados tres mallas de 75, 147 y 243 elementos, de las cuales se muestra
la mas gruesa en la Figura 8.10 donde ademés se indican los pardmetros geomé-
trico y del material. Se considera un cuarto del domo por simetria y se realizan

separadamente un analisis elastico y un anéalisis elasto-pléstico.

E=10,5 x 10° Ib/plg®
k,=24 x 10° Ib/plg®

) — 3 2
k',=210 x 10 Ib/plg

o =26,67°
R =22,27 plg. |

h=041plg. ' &=2,45x10"Ibs’/plg*

Figura 8.10: Domo esférico bajo presion impulsiva: (a) parametros geométricos y del
material; (b) malla con 75 elementos.
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Figura 8.11: Domo esférico bajo presion escalon: historia del desplazamiento vertical
del punto central. (a) material elastico; (b)material elasto-plastico.

En la Figura 8.11a y b se grafica el desplazamiento vertical del punto
central del domo en funcién del tiempo para los dos casos de material elastico y
elasto-plastico, respectivamente. Los resultados se comparan con los resultados
numeéricos obtenidos con el elemento S4R usando una malla de 243 elementos.

Puede notarse como se logra un mejor acuerdo a medida que se refina la malla.
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Recordar que el BBS(Q solo tiene tres GAL por nudo (la malla de 243 elementos
tiene 465 GdL) en contraste con el elemento de lamina S4R que incluye seis

GdL por nudo por lo cual los resultados son satisfactorios.

8.8. Panel cilindrico

En este caso se trata de un panel cilindrico sometido a una velocidad ini-
cial de v, = —5650 plg/s que simula el efecto de la detonacion de un explosivo.
El material se considera elasto-pléstico perfecto en régimen de grande defor-
maciones. El panel se supone empotrado a lo largo de todos los bordes y por
simetria se modela la mitad del cilindro. Se utilizan dos densidades de malla
de 6 x 16 y 18 x 48 elementos. En la Figura 8.12 puede observarse los datos
geométricos. En la 8.13 la configuracion deformada para cada una de las mallas

correspondientes al tiempo de 1 mseg.

E = 10,5x10° Ib/plg?
p= 2,5x10" Ib s’/plg*

k.= 44 000 Ib/plg’
k,= 0 Ib/plg®

Figura 8.12: Panel cilindrico bajo carga impulsiva. Geometria.

En la Figura 8.14 se grafica el desplazamiento vertical en funcién del tiem-
po para dos puntos ubicados sobre el eje de simetria a la distancia de y = 6, 28
ey = 9,42 pulgadas respectivamente. En la figura se han incluido los resulta-
dos correspondiente a ambas mallas y se compara con los datos experimentales.
Notese que para la malla fina se tiene un muy buen acuerdo con los datos

experimentales.

En la Tabla 8.1 se muestra el valor del desplazamiento vertical corres-

pondiente al tiempo de anélisis de £ = 0,4 ms para las dos mallas adoptadas.
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Figura 8.13: Panel cilindrico bajo carga impulsiva. Mallas deformadas para el tiempo
t = lms.
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Figura 8.14: Panel cilindrico bajo carga impulsiva. Desplazamiento vertical versus tiem-
po de dos puntos a lo largo de la linea de simetria.

Se comparan con la solucién numeérica obtenida por Stolarski et al. (1984) a
través de un elemento de lamina triangular curvo y una malla de 16 x 32 y los
resultados numéricos obtenidos con los elementos triangulares LBST y BBST
para una malla de 18 x 48 elementos respectivamente. También se compara con

resultados experimentales reportados en Balmer y Witmer (1964). Existe un
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Elemento/Malla y = 6,28 plg y=09,42 plg

BBSQ 6 x 16 —1,440 —0.938
BBSQ 18 x 48 —1,314 —0,697
LBST 18 x 48 —1,181 —0, 587
BBST 18 x 48 —1,170 —0, 586

Stolarski —1,183 —0, 530
Experimental —1,280 —0,700

Tabla 8.1: Desplazamientos verticales.

buen acuerdo entre los valores obtenidos con el elemento BBS(Q y los datos ex-
perimentales. Los resultados numéricos obtenidos con otros elementos muestran

una mayor discrepancia con los datos experimentales.

8.9. Pandeo de una columna con auto contacto

Este ejemplo ilustra el pandeo de una columna comprimida entre dos
platos rigidos. La columna tiene seccién en forma de cruz. Los extremos de la
columna estan unidos a dos platos rigidos. Uno de los platos esta fijo en el
espacio y el otro se traslada y rota durante 7 ms para pandear la columna.
La columna esta hecha de acero con un modulo de elasticidad de £ = 200
GPa y un coeficiente de Poisson v = 0,3. La densidad es de 7850 kg/m3. El
comportamiento elasto-plastico esta gobernado por la funciéon de fluencia de Von
Mises con un valor limite inicial de o, = 250 MPa y endurecimiento isétropo
lineal o, = 450 MPa. El plato mévil se mueve verticalmente a una velocidad
uniforme de 50 m/s y rota alrededor del eje y a una velocidad uniforme de
78,54 rad/s (dngulo final 31,5°). Se adopté como coeficiente de estabilizacion
flexional un valor de s, = 0,1. En la Figura 8.15a se ve la geometria original
y la malla utilizada de 400 elementos. En las Figuras 8.15b y ¢ se ven las
configuraciones deformadas a la mitad y al final del proceso. Este ejemplo ha sido
tomado del manual de ejemplos de ABAQUS; uno de los principales aspectos a
considerar es el autocontacto de la lamina y con los platos. Las configuraciones
obtenidas con el presente elemento y las obtenidas con el elemento S4R son muy
similares. Para este ejemplo se utiliza un programa con integracion explicita de

las ecuaciones de movimiento.
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(c)

Figura 8.15: Pandeo de una columna con seccion en forma de cruz: (a) configuracion
inicial; (b) deformada para 3,5 ms; (c) deformada para 7,0 ms.

8.10. Discusion de Resultados

En este capitulo mostramos a través de varios ejemplos la exactitud y la

estabilidad de las soluciones alcanzada por el BBS(Q@Q. En problemas no linea-
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les el BBS(Q es un elemento atractivo por usar un solo punto de Gauss tanto
para el campo membranal como para el flexional. Esto implica, desde un punto
de vista computacional, un bajo costo de calculo. Sin embargo, el precio que
paga la formulacion por usar integracion reducida es que requiere de un esque-
ma de estabilizaciéon para el campo membranal y flexional. Los esquemas de
estabilizacion membranal y flexional mostraron ser eficaces frente a problemas
fuertemente no lineales. La forma de tratar, en la formulacién propuesta, el
campo de curvaturas junto con el esquema de estabilizacion flexional mostraron
ser robustos. Asi lo demuestran los ejemplos del cilindro en forma de pera y de
la cinta con forma de L. donde la formulacién del BS() muestra problemas de
convergencia. Si bien los esquemas de estabilizacion utilizan fuerzas elésticas,
en procesos no lineales, muestran tener poca influencia en la solucién numérica
a medida que se refinan las mallas como lo demuestra el ejemplo del casquete
esférico con cargas puntuales. Entre otros ejemplos, se incluye un problema con
auto contacto (ver el ultimo caso) donde se muestra la potencialidad de la for-
mulacién propuesta para resolver un caso donde la geometria final resulta muy

deformada.



Capitulo 9

Problemas de Acoplamiento

Lamina-Sélido

9.1. Introducciéon

Este capitulo se dedica a mostrar diversas aplicaciones usando un acopla-
miento lamina-soélido. En el area de la mecanica del los s6lidos, para la simu-
lacion de problemas de laminas, muchas veces sucede que la geometria se ve
interrumpida por un cambio brusco en el espesor o una de las dimensiones del
solido deje de ser mucho menor que la otra. Asi encontramos en la practica
ingenieril las laminas de hormigén con rigidizadores, el analisis de codos de tu-
berias, procesos industriales que involucran laminas con costuras, entre otros.
La combinacién de elementos de lamina y de sélido permite mejorar distintos
aspectos de los modelos a los fines de lograr simulaciones confiables y mas realis-
tas. Por ejemplo, en las zonas donde se utilizan elementos de sélido es plausible
utilizar relaciones constitutivas efectivamente tridimensionales y no restringirse
a modelos de tension plana. Este tipo de restricciones multipunto esta orientado
también a modelos que responden globalmente al comportamiento de laminas
y se pretende realizar un analisis local detallado con elementos de solido a los

fines de captar comportamientos tridimensionales.

En este capitulo se muestran distintos ejemplos de acoplamiento de lami-
nas delgadas utilizando el elemento cuadrilatero BBS(@) y el elemento sélido
basado en una formulacién Lagrangeana Total con una aproximacion clasica de

deformaciones transversales impuestas para laminas gruesas (ver Flores y Onate
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(2010)). La gran mayoria de los ejemplos pueden compararse con los resultados
presentes en los trabajos de Flores (2007); Flores y Onate (2010).

9.2. Placa empotrada bajo carga uniforme

Una placa cuadrada empotrada en su contorno es sometida a una carga
uniformemente distribuida en toda su superficie. La carga aplicada es de tipo
escalon y se analiza el comportamiento en el primer ciclo de movimiento no-
amortiguado. El lado de la placa es 10 y el espesor de 0,4. El material se
considera elastico lineal con propiedades F = 0,5 x 10° v = 0,5y 6§ = 1,00.
La carga aplicada ¢ = 0, 8. Se considera cineméatica no-lineal. La discretizacion
en el plano de la placa se realiza en forma uniforme con 20 divisiones por lado

sobre un cuarto de la geometria total imponiendo las condiciones de simetria.

Se hicieron tres modelos uno exclusivamente con elementos de lamina, otro
solo con elementos de solido y un tercer modelo acoplado con aproximadamente
la mitad de la superficie modelada con elementos de ldmina y la otra mitad con
elementos de so6lido. Para los modelos de sélido se usaron elementos hexaedros
de 8 nudos y se utilizaron 3 elementos en el espesor de la lamina. En los modelos
con solidos, en los bordes empotrados se permitioé la contraccion en la direccion
normal a la lamina. En la Figura 9.1a se muestra la discretizacion utilizada en

el caso acoplado y la deformada (5X) para el instante ¢t = 0, 1.

En la Figura 9.1b se muestra, para los tres modelos, el desplazamiento
vertical del punto central de la placa y del punto correspondiente donde se
acoplan los modelos. Puede verse que los tres modelos dan resultados casi coin-
cidentes. El ejemplo muestra que el modelo acoplado captura correctamente el

comportamiento flexional.

9.3. Unién de un tubo y una placa

En este caso se analiza la unién entre un tubo y una placa con un cédigo
implicito. El tubo de radio 10 mm y espesor 0,75 mm estd unido a una placa
cuadrada de 100 mm de lado y 1 mm de espesor. El radio del filete de la

interseccion es de 1 mm. Debido a la simetria del problema se modela sélo la
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Figura 9.1: Modelo de la placa acoplando elementos de lamina y solido. (a) Geometria
deformada. (b) Respuesta dinamica.

mitad. Tanto el tubo como la placa estdn hechos de aluminio con £ = 69 x 103
MPa, v = 0,3, y p = 2740 Kg/m3.

Se consideraron dos modelos: uno con solo elementos de lamina donde se
utilizé una malla fina en la zona de interseccién pero sin considerar el radio del

filete; y un segundo modelo donde se acoplaron elementos de lamina y elementos



160 Cap.9

Figura 9.2: Unién de un tubo con una placa. Configuracion deformada (20X) para el
modelo acoplado.

Figura 9.3: Contornos de desplazamiento transversal en la superficie media de la placa
para ambos modelos: s6lo lamina (arriba) y modelo acoplado (abajo).

de so6lido de 8 nudos. La malla de solidos, que modela detalladamente el filete,
se extiende 10 mm a lo largo del tubo y hasta un radio de 25 mm en el plano de
la placa. Se usaron 4 elementos en el espesor lo que permite calcular con buena
precision la concentracion de tensiones en el filete. La Figura 9.2 muestra la con-
figuracion deformada (magnificada por 20) para el modelo acoplado. La Figura
9.3 muestra los contornos de desplazamientos normales a la placa en la zona

central (cuadrado de 65 mm) para ambos modelos. El circulo en la figura indica



Problemas de Lamina-Soélido 161

la parte de la placa modelada con elementos de continuo. Los desplazamientos
obtenidos con el modelo acoplado son levemente menores. Puede notarse que

no hay diferencias significativas entre el modelo de laminas y el acoplado.

9.4. Ovalamiento de un codo

Un tubo de radio r = 19,83 cm y espesor t = 1,041 cm, empotrado en un
extremo y formado por un tramo recto de 182, 9 cm un codo a 90° de radio 60, 95
cm y un segundo tramo recto de 60,96 cm, estd sometido a un giro impuesto
en su extremo libre. Este giro se impone sobre todos los nudos de la seccion
extrema de tal forma que se mantiene plana y circular. El tubo puede estar
sometido a una presion interna y se consideran entonces dos casos a) p =0y b)
p = 3,45 MPa. La flexién produce un ovalamiento principalmente en la zona del
codo. Las propiedades del material constitutivo son: £ = 194 GPa, v = 0, 264,
p = 7800 kg/m? y plasticidad asociada (Von Mises) con endurecimiento isétropo
gobernado por la relacion oy = 5,71 x 10® (e + 0, 006)0’1 . Se consideran dos
tipos de modelos uno exclusivamente con elementos de lamina y otro acoplado
donde la zona del codo se modeld con elementos de so6lido de 8 nudos con una
aproximacion clasica de deformaciones transversales impuestas para laminas
gruesas. Se utiliz6 una discretizacion para el modelo de lamina con 336 elementos
y 5 puntos de integraciéon en el espesor de la lamina a los fines de captar la
flexion elasto-plastica. Para el modelo con s6lidos se utilizaron 3 elementos en

el espesor.

La Figura 9.4 muestra la geometria final del codo donde se grafican los con-
tornos de deformaciones plésticas efectivas sobre el codo. Los valores maximos
son del orden de 0,024. Se ha incluido en el mismo contorno de deformaciones
sobre la malla media con sélo elementos de lamina con fines comparativos. En

los modelos so6lo se ha discretizado la mitad del tubo debido a la simetria.

En la Figura 9.5 se ha graficado el momento resistente en funcién de
la rotaciéon impuesta para ambos casos de carga (con y sin presion). Puede
notarse que no hay diferencias significativas entre el modelo de laminas y el
acoplado. Esto indica el buen comportamiento del elemento de sélido al no
bloquear por corte. Los resultados mostrados en la Figura 9.5 indican un buen

comportamiento de la restriccion multipunto propuesta.
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9.5. Estampado de una lamina con costura

Este ultimo ejemplo corresponde al estampado de una lamina formada por
dos tramos de distinto espesor unidos por una costura. La lamina inicialmente
es plana con una longitud de 150 mm de largo y esté constituida por un tramo
de 0,60 mm y otro de 0,80 mm de espesor. Debido a la simetria se modela
un cuarto de la geometria y se utiliza una malla regular de 30 x 16 y 30 x 14
elementos de lamina correspondiente a cada parte unida. Para la costura se

emplean 60 elementos de sélido con un solo elemento en el espesor.

En la Figura 9.6a se muestra la geometria final correspondiente a un viaje
del punzén de 20 mm y la malla de elementos utilizada. Las herramientas son
tratadas como rigidas y los detalles geométricos y el material han sido tomado
de la Referencia NUMISHEET’93 (1993). El material es acero dulce (IF) con
modulo de Young F = 2,06 GPa y una relacion de Poisson v = 0, 3. Se utiliza la
funciéon de fluencia de Von Mises con endurecimiento isotrépo no lineal definido
por g, (¢?) = 565,32 (0,007117 + ¢?)****” [MPal. Se define una friccion uniforme
de 0,162 para todas las herramientas. En la simulaciéon se considera la fuerza
del pisador de 19,6 KN. En la Figura 9.6b se han graficado las deformaciones
pléasticas efectivas sobre la lamina y sobre la costura. Los valores méximos son
del orden de 0,4. Noétese como el campo de deformaciones plasticas mantiene

cierta continuidad a ambos lados de las laminas a través de la costura.

Figura 9.4: Codo sometido a flexion. Deformada final (X = 1). Contorno de deforma-
ciones plésticas efectivas sobre la cara externa del codo.
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Figura 9.5: Codo sometido a flexion. Momento resistente en funcién de la rotacion
impuesta. (a) sin presion interna. (b) con presion interna.

9.6. Discusion de Resultados

Se ha presentado una formulacion para el tratamiento de restricciones mul-
tipunto cuando se utilizan elementos de lamina sin GdL a rotacion (BBSQ).

Esta formulaciéon se ha implementado en dos cédigos, uno con integracion ex-
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Figura 9.6: Estampado de una lamina con costura. (a) Deformacion final de la lamina
obtenida en la simulacion. (b) Campo de deformaciones plésticas efectivas.

plicita y otro con integracion implicita de las ecuaciones de movimiento. Los
ejemplos muestran la potencialidad de la restriccion multipunto propuesta. El
éxito de los resultados se debe al tipo de elementos acoplados: por un lado, el
elemento de lamina propuesto en esta tesis, y por otro, al elemento de sélido
que usa una técnica clasica de deformaciones impuestas para evitar el bloqueo

por corte transversal al modelar estructuras laminares.



Capitulo 10

Problemas de Estampado de

Laminas

10.1. Introducciéon

El proceso de embuticiéon de ldminas es una técnica importante de ma-
nufacturacion. En dicho proceso la lamina a embutir es sujetada a través de
pisadores, y luego, un punzoén se mueve con el fin de embutir la misma contra
la matriz. Varios aspectos interesan conocer durante el proceso de embuticion,
entre ellos, la carga necesaria para llevar a cabo la operacion del estampado,
la prediccion de la distribucion de las deformaciones y de las deformaciones
limites (para predecir zonas de estriccion), la fuerza de apriete de los pizadores,
entre otras. Se puede ver que, desde un punto de vista numérico, dichos anélisis
son complicados en el sentido que requieren considerar grandes deformaciones
plasticas, una adecuada descripciéon de la respuesta del material no lineal, el
tratamiento de contacto (friccion) entre las herramientas y la lamina, entre otros
aspectos. En algunas situaciones de embuticiéon, cuando dicho proceso finaliza
y las herramientas se remueven, se produce un cambio de la geometria impor-
tante debido a los esfuerzos residuales. Este cambio se lo denomina recuperacion
elastica (springback). Predecir en forma numérica la geometria final constituye

también un aspecto importante en el proceso de fabricacion de piezas.

En este capitulo se muestran distintos ejemplos de embuticién de laminas
delgadas utilizando el elemento cuadrilatero BBSQ. Los resultados se com-

paran con algunos de los elementos mencionados en el Capitulo 7 y valores
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experimentales a los fines de mostrar la competitividad de la formulacién pro-
puesta en esta tesis. En los casos donde amerita se incluye también el anélisis

de la recuperacion elastica.

10.2. Estampado con un punzén esférico

Este ejemplo fue propuesto por Lee et al. (1990), consiste en el estampado
de una ldmina delgada, originalmente plana y circular, con un punzén esférico.
La lamina se asume fija entre el pisador y la matriz impidiendo el deslizamiento
entre las herramientas. Dicha condicién es propicia para que el material sufra un
estiramiento severo, con la consecuente formacion de una zona de estriccion y
rotura. La definicion de la friccion entre el punzon y la lamina es determinante en
la simulacion numérica. La geometria y las propiedades del material se muestran
en la Figura 10.1. El material de la ldmina es un acero dulce con £ = 6,9 x 1019
Pa, v = 0,3 y una tension de fluencia g, = 5,89 x 10® (0,0001 + ¢?)**'® [Pa.
Se adopta un coeficiente de friccién g = 0, 15. Se utiliza una malla fina de 400

elementos BBS( para modelar un cuarto de la geometria debido a la simetria.

Figura 10.1: Geometria del punzon esférico y la lamina circular.

La Figura 10.2a muestra la fuerza del punzéon en funcién de su viaje. En
la misma figura se compara con la soluciéon numérica obtenida con los elementos
triangulares LBST y BBST. La Figura 10.2b muestra la distribucién de espe-

sores para diferentes desplazamientos del punzoén. Los resultados se muestran
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unicamente para el BBS(Q). Cabe aclarar que existe un excelente acuerdo con

los espesores obtenidos con los elementos LBST y BBST.
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Figura 10.2: Punzon esférico: (a) Fuerza y viaje del punzén. (b) Estiramiento de la
lamina para distintos viajes del punzon.



168 Cap.10

10.3. Embuticién profunda de una lAmina cuadra-
da

Este ejemplo puede encontrarse en NUMISHEET’93 (1993). La Figura
10.3 muestra la definiciéon geométrica de las herramientas. La forma original
de la lamina es cuadrada y plana con una longitud de 150 mm y un espesor
de 0,78 mm. Las caracteristicas del material corresponde a un acero dulce y
las propiedades pueden encontrarse en NUMISHEET 93 (1993). La fuerza del
pisador es de 19,6 kN. Debido a la simetria se modela un cuarto de la geometria
y se utiliza una malla regular con 30 elementos por lado. Se analizan dos etapas,
la primera correspondiente a la embuticiéon propiamente dicha y la segunda la

recuperacion elastica una vez quitadas las herramientas.

% 85
! 35 2 PUNZON PISADOR
i 35 50
: 7 43
i
! R8
|
i N
! R=12
i VE R5
<
xo
w'e 2 48
> 4
R=10 xZ
o g2
PUNZON X :

Figura 10.3: Embuticién profunda de una lamina cuadrada. Definicién de la geometria.

En la Tabla 10.1 se muestran los deslizamientos de la diagonal DD y de
los bordes de simetria DX y DY (ver Figura 10.4) para dos viajes del punzon
de 15 mm y 40 mm respectivamente. Se comparan los resultados numéricos
obtenidos con los elementos BBST y S4 y datos experimentales. Los resultados
obtenidos con el BBS(Q y el BBST muestran las mismas diferencias con los

valores experimentales promedios.
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Figura 10.4: Embuticion profunda de una lamina cuadrada. Geometria deformada.

DD

AN
A XN
WALALK XX
WAL XDXOXORN

Elemento viaje del punzén 15 mm viaje del punzon 40 mm
Malla DX DY DD DX DY DD
BBSQ 6,37 6,37 3,19 29,52 29,51 16,14
BBST 6,14 6,14 3,11 29,58 29,58 15,50
S4 6,11 6,09 2,89 26,77 26,43 15,10
Ezxperimental 6,17 6,12 3,24 27,96 27,95 15,36

Tabla 10.1: Embuticién de la lamina cuadrada [mm].

15 —

10 —

Fuerza sobre el punzén kN

e

Figura 10.5: Ejemplo de Numisheet’93, fuerza sobre el punzon.
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Desplazamiento punzén mm

40



170 Cap.10

La Figura 10.5 muestra la fuerza sobre el punzén obtenida para ambas
formulaciones, préacticamente los esfuerzos son similares. En tanto que la Figu-
ra 10.6a y b muestra la deformacion (logaritmica o natural) en la direccion
transversal (espesor) a lo largo de la diagonal DD y a lo largo de la linea de
simetria DX, en ambos casos desde el centro de la lamina hasta el borde exter-
no. Los resultados se comparan con datos experimentales y el acuerdo logrado
con el BBS() es aceptable.

En este ejemplo se analiza una segunda estrategia con el fin de analizar
la recuperacion elastica. Durante la estrategia de recuperacion puede llevarse
a cabo el analisis numérico de dos formas diferentes, esto es, incluyendo las
deformaciones plasticas durante la estrategia o considerando la recuperacion
puramente elastica. Los resultados numéricos muestran diferencias entre ambas
metodologias. La elecciéon de la metodologia numérica més adecuada requiere
de un analisis detallado del ensayo experimental de la embuticién, por ejemplo,

la manera en que se quitan las herramientas.

Asi, en la Figura 10.7a y b y 10.7c y d muestra los desplazamientos rela-
tivos al final de estrategia de recuperacion eléstica considerando o no las defor-
maciones plasticas, respectivamente. Puede notarse que el caso sin intervencion
de las deformaciones plasticas muestra una mayor recuperacion elastica. Si bien
no se tienen resultados experimentales los resultados numéricos de la formu-
lacién propuesta muestran un buen acuerdo con los obtenidos con el elemento

triangular.

10.4. Estampado de una cinta con recuperacion

elastica

Este ejemplo puede encontrase en la Referencia (NUMISHEET?93 (1993)).
El principal objetivo de este ejemplo es analizar la recuperacion eléstica de la
lamina después de quitar las herramientas. La Figura 10.8a muestra la geome-
tria del problema. Debido a la simetria se modela un cuarto de la geometria
y la malla de cuadrildteros empleada en la simulacion corresponde a una ma-
lla regular de 10 x 100 elementos. Los pardmetros geométricos que deben ser
medidos y comparados con los datos experimentales se muestran en la Figura

10.8b. Dos materiales diferentes se utilizan en las simulaciones: acero dulce y
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Figura 10.6: Ejemplo de Numisheet’93, deformacion logaritmica en el espesor: (a) a lo
largo de la diagonal, (b) a lo largo de la linea de simetria.

aluminio. Una definiciéon completa de estos materiales pueden ser encontrados
en NUMISHEET"93 (1993). El material se asume elasto-plastico. Para la com-
ponente elastica se asume un comportamiento isotropo y para la componente
plastica una funcién de fluencia ortétropa con endurecimiento isétropo. Para

las simulaciones se utiliza una fuerza del pisador de 2,45 kN.
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Figura 10.7
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considerando tnicamente deformaciones el
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La Figura 10.9a muestra los parametros geométricos obtenidos por dife-

rentes grupos para el material acero. También se muestran los valores prome-

dios experimentales y los obtenidos con el elemento BBS(Q y el elemento tri-
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Figura 10.8: Estampado de una cinta: (a) geometria y malla de elementos finitos, (b)
parametros geométricos para medir el springback.

angular BBST. En dicha figura la nomenclatura spb-p y spb-e se refiere a la
recuperacion elastica considerando o no las deformaciones plésticas, respecti-
vamente. La configuracion deformada después de quitada las herramientas se
muestra en la Figura 10.9b correspondiente a la simulacién con y sin deforma-
ciones plasticas durante la estrategia. En la Figura 10.10a y 10.10b se muestran

los resultados experimentales y numéricos para el material aluminio.

A la luz de los resultados numéricos obtenidos, la formulacién propuesta
muestra, para este ejemplo, un comportamiento similar al elemento triangular
y similares dispersiones con los resultados experimentales. Cuando no se tiene
en cuenta las deformaciones pléasticas durante la segunda estrategia, la recu-
peracion elastica es mayor y puede verse en el parametro que mide el radio
de curvatura. Las mayores diferencias entre los resultados numéricos y experi-
mentales se observan en el valor del pardmetro geométrico que mide el radio
de curvatura promedio. Es importante destacar que los datos experimentales

muestran también una fuerte dispersion.

10.5. Embuticién de un riel en forma de S

Este ejemplo corresponde al estampado de una lamina cuya forma final
es la de un riel en forma de S. Este ejemplo fue propuesto en la reunién NU-
MISHEET 96 (1996). La simulacion comprende dos partes, la primera es el es-
tampado del riel S y la segunda el quitado de las herramientas y la recuperacion

elastica. En este ejemplo es mas marcada la influencia de la flexion, lo cual se
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Figura 10.9: Estampado de una cinta: (a) comparacion con resultados experimentales
(acero); (b) deformada después de la recuperacion elastica.

asocia con una mayor recuperacion elastica al quitar las herramientas. En la
Figura 10.11 se muestra la geometria final y la malla de elementos utilizada. Se
utiliz6 una malla con 9000 elementos cuadrilateros. Se comparan los resultados
numéricos con los obtenidos con el elemento triangular BBST (correspondiente
a una malla de 6000 elementos) y con resultados experimentales. Las herramien-
tas son tratadas como rigidas y los detalles geométricos y el material pueden
ser encontrado en NUMISHEET’96 (1996). El material es acero dulce (IF) con
modulo de Young E = 2,06 GPa y una relacion de Poisson v = 0, 3. Se utiliza la
funcion de fluencia de Von Mises con endurecimiento isotrépo no lineal definido
por o, (e?) = 5450, 13 + ¢?]”**" [MPa]. Se define una friccion uniforme de 0, 15

para todas las herramientas. En la simulacién se considera una fuerza del pisado
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Figura 10.10: Estampado de una cinta: (a) comparaciéon con resultados experimentales
(aluminio); (b) deformada después de la recuperacion elastica.

de 10 kN.

En la Figura 10.12 se compara la fuerza del punzoén durante el estampado
obtenida con el elemento BBS() y con el elemento BBST. Se compara también
con los valores experimentales y dos promedios de simulaciones numéricas. En
este caso puede verse que el elemento BBS() muestra un comportamiento mas
flexible.

En la Figura 10.13 se muestra la coordenada Z a lo largo de la linea
B — G después de la recuperacion elastica para el elemento BBST y el BBS(Q)
respectivamente. Puede observarse que la superficie superior del riel no per-

manece plana sino que muestra ciertas arrugas. Asi, se muestran los distintos
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(a) (b)

Figura 10.11: (a) Estampado de un riel en forma de S. (b) Deformacion final de la
lamina obtenida en la simulacion (9000el.)
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Figura 10.12: Estampado de un riel en forma de S: fuerza del punzon versus el avance
del punzon.

perfiles teniendo en cuenta o no las deformaciones pléasticas. Si se incluyen las
deformaciones plasticas durante la recuperacion elastica (curva denominada co-
mo BBSQ spb-p y BBST spb-p) la respuesta numérica muestra ser mas flexible.
Los resultados numéricos muestran para el elemento BBST un muy buen acuer-
do, en tanto que para la formulaciéon propuesta es necesario utilizar una malla
muy fina para poder captar con mejor precision la rugosidad de la superficie del
riel. Sin embargo, dicho disentimiento con los resultados experimentales mues-

tra dispersiones similares a las obtenidas con otras formulaciones no incluidas
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en el presente trabajo.
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Figura 10.13: Coordenadas Z a lo largo de la linea B — G al final del estampado.

10.6. Embuticiéon profunda de una lamina circu-

lar

En este ejemplo, presentado en NUMISHEET’99 (1999), se muestra el
comportamiento del elemento BBS(@) en grandes deformaciones y plasticidad
anisotropica. El ejemplo consiste en una embuticiéon profunda de una ldmina
circular de acero dulce mediante un punzén esférico de radio 50 mm (R,). El
radio original de la lamina es de 100 mm (R;). La profundidad de la embuticion
es de 85 mm y la fuerza sobre los pisadores es de 80 kN. Para obtener un proceso
exitoso de embuticién, es esencial controlar el deslizamiento entre la lamina y
el pisador y la matriz. Si el deslizamiento se restringe demasiado, el material
puede sufrir estriccion y, por el contrario, si se permite que se deslice facilmente,
el material desarrollara tensiones de compresion circunferencial elevadas, cau-
sando un producto con arrugas. La funciéon de fluencia adoptada corresponde
a la propuesta por Hill (1948) y se considera la funcion potencial asociativa y
no asociativa. Las propiedades pueden encontrarse en NUMISHEET?99 (1999).
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Para tratar el problema elasto-pléstico se utilizan cuatro puntos de integracion
en el espesor. Se modela un cuarto de la geometria debido a la simetria y en
el cuarto de malla de la ldmina circular se utilizaron 3124 elementos BBSQ.
Las herramientas se modelan como superficies rigidas, el punzoén se modela con
2730 triangulos y 1439 puntos. Para la matriz se utilizan 490 cuadrilateros y
744 puntos. El pisador se modela con 120 cuadrilateros y 155 puntos. La Figu-
ra 10.14a muestra las perspectivas de las herramientas y la Figura 10.14b la

deformada final de la malla de elementos cuadrilateros.

(a) (b)

Figura 10.14: Embuticion profunda de una lamina circular: (a) herramientas; (b) geo-
metria deformada.

Modelo Estampado [mm]

Seccion A  Seccién B Seccién C

BBSQ — NA 30,78 32,18 29,01
BBSQ — A 26,18 29,29 24,56
BBST — NA 30, 25 31,77 28,45
BBST — A 27,92 30,54 26,15
Experimental 30,75 32,30 30,00

Tabla 10.2: Embuticién profunda de la lamina circular.
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Figura 10.15: Resultados del ejemplo del NUMISHEET: (a) deformaciones meridionales
E; a lo largo de la direccion transversal de rolado (meridiano A); (b) deformaciones
anulares Ey a 45° de la direccion de rolado (meridiano B); (c¢) deformaciones en el espesor
E5 a lo largo de la direccion de rolado (meridiano C).
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Los resultados reportados estan asociados con tres meridianos distintos:
A a 90° de la direcciéon de rolado, B a 45° de la direccién de rolado y C' en
la direccion de rolado. Los resultados numéricos se comparan con un conjunto
de resultados experimentales reportado por Thyssen Krupp Stahl AG (quienes
propusieron el ejemplo y proveyeron las muestras de laminas). También se com-

paran con resultados numéricos obtenidos con el elemento triangular BBST.

En la Tabla 10.2 se comparan los resultados numéricos obtenidos con
el elemento BBS(Q) y BBS'T correspondientes a diferentes desplazamientos de
puntos ubicados en el borde de la lamina para los tres meridianos. Los valores
obtenidos con el modelo no asociativo estan muy proximos a los valores experi-
mentales, en tanto que, los valores con un material asociativo difieren un poco

respectos de los experimentales.

En las Figura 10.15a se muestra las deformaciones meridionales (E;) a
lo largo del meridiano A. En la Figura 10.15b se muestra la deformaciéon cir-
cunferencial (E3) sobre el meridiano B y en la Figura 10.15¢ la deformacion en
direccion al espesor (E3) a lo largo del meridiano C. Los datos experimentales
muestran un comportamiento erratico a lo largo de los meridianos, especial-
mente en lo que respecta a las deformaciones en direcciéon al espesor. A la luz
de los resultados, los datos numéricos muestran mejor acuerdo con los datos

experimentales especialmente cuando se usa plasticidad no asociativa.

120 —

100 -

80 —

Krupp
— o BBST-A
—<7— BBST-NA
— e BBSQ-A
——%— BBSQ-NA

40

Fuerza del punzon [KN]

20

| |
40 60 80

Viaje del punzén [mm]

Figura 10.16: Resultados del ejemplo del NUMISHEET. Fuerza del punzén versus el
viaje del punzon.
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Finalmente la Figura 10.16 muestra la resistencia del punzéon versus el
viaje del mismo. En relacion con los datos experimentales se observa al final
de la carrera una leve discrepancia. Los resultados numéricos muestran menor
valor de resistencia debido quizéas a una incorrecta definiciéon de la friccién con

las herramientas.

10.7. Discusion de Resultados

En este capitulo se mostro la simulacion numérica a través del BBS(Q de
uno de los procesos de manufacturacion (estampado de laminas ) mas impor-
tante. Los resultados muestran un elemento capaz de reproducir y captar, via
numérica, los diferentes aspectos de un proceso de embuticién. Dichos aspectos
incluyen el estampado en si mismo y la recuperacion eléstica una vez quitadas las
herramientas. Los esquemas de estabilizacion mostraron ser robustos especial-
mente cuando se simula el quitado de las herramientas (recuperacion elastica).
El esquema de estabilizacion flexional se comporta adecuadamente y es estable.
El ejemplo del estampado con el punzon esférico muestra que la formulacién con-
duce a resultados correctos y similares a los obtenidos con el elemento LBST y
BBST. En dicho ejemplo una definicion correcta del coeficiente de friccion es
fundamental. En el clasico ejemplo de la embuticion de la lamina cuadrada el
acuerdo logrado con los datos experimentales es satisfactorio. En dicho ejemplo
se muestra una segunda estrategia con el fin de mostrar la recuperacion elastica y
se compara numéricamente con el elemento triangular BBST'. El ejemplo mues-
tra la posibilidad de involucrar o excluir las deformaciones plasticas durante la
segunda estrategia. Asi los resultados muestran diferencias entre las dos posibi-
lidades. La importancia de las deformaciones plasticas durante la recuperacion
elastica amerita un analisis mas detallado de la forma en que se remueven las
herramientas al final de la estrategia del estampado. En el ejemplo del estam-
pado de la cinta, caracterizado por tener una marcada recuperacion elastica, los
resultados numéricos muestran una formulacién competitiva y con bajo costo
computacional. En otro ejemplo, se analiza el estampado de un riel en forma
de S que se caracteriza por su forma geométrica distorsionada. Forma geomé-
trica que provoca la formacion de una superficie arrugada y desde un punto de
vista computacional puede provocar la aparicion de pequenas inestabilidades

numéricas que se manifiestan a través de oscilaciones espaciales. Oscilaciones
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que pueden destruir la soluciéon numeérica en elementos que usan esquemas de
estabilizacion. Asi, por ejemplo, el esquema de estabilizacion propuesto para el
BS(@ muestra en ciertas condiciones de descarga inestabilidades producidas por
dichas oscilaciones. Si bien el elemento propuesto BBS() presenta discrepancia
con los datos experimentales respecto de la forma final de la superficie del riel,
el esquema de estabilizacion controla efectivamente la propagacion dinamica de
los modos flexionales. Finalmente, en el ejemplo del estampado de una lamina
circular la formulacién muestra ser fiable y los resultados mejoran notablemente

si se considera un material con un flujo potencial no asociativo.

Con este capitulo damos fin a una serie de problemas numeéricos, pasan-
do por casos lineales con diferentes geometrias hasta casos no lineales, con el
afan de mostrar que el BBS(@ es uno de los primeros elementos cuadrilateros
sin rotaciones existente que puede brindar soluciones ingenieriles de diferentes

indoles y con resultados fiables respecto de otras formulaciones.



Capitulo 11

Conclusiones y Recomendaciones

para Trabajos Futuros

11.1. Sintesis de los desarrollos presentados en

esta tesis

El desarrollo principal de esta tesis es la formulaciéon de un elemento de
lamina cuadrildtero sin GdL rotacionales para el tratamiento de geometrias
arbitrarias con grandes deformaciones. Resulta de interés realizar una recapi-
tulacion de las diferentes etapas involucradas en la desarrollo del elemento de

lamina propuesto y que se resumen en:

Definicion de la geometria del elemento: la misma queda definida por la
posiciéon de sus cuatro nudos y los tnicos GdL a utilizar son las tres compo-
nentes de desplazamiento en cada nudo. Dentro de cada elemento la posiciéon de
la superficie media resulta de la habitual interpolacion bilineal. Para el célculo
del tensor de curvaturas se utiliza una parcela de cinco elementos formada por
el elemento principal y los cuatro elementos adyacentes a sus lados. Para la
evaluacion de la primera y segunda forma fundamental de la superficie media
en el elemento central de la parcela requiere de la definicion del sistema carte-
siano definido en forma consistente sobre cada punto la parcela donde se evalte
el gradiente. Asi, se define el sistema cartesiano en el centro del elemento, si-
milarmente en los puntos medios de cada lado. En los elementos adyacentes el

gradiente se requiere solo en el centro de cada lado con el elemento principal.
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FEvaluacion de las curvaturas: una vez integrada por partes la ecuacion
de la curvatura obtenemos una expresion para las tres componentes del tensor
de curvaturas. La integral sobre el contorno se evaliia numéricamente con un
punto de integracion a la mitad de cada lado. Para el caso de superficies suaves,
la continuidad del gradiente entre elementos se establece en forma discreta a la
mitad de cada lado, para ello, en tales puntos el gradiente se calcula como el
promedio entre el gradiente evaluado con la geometria del elemento principal y
el evaluado con la geometria del elemento adyacente al lado en cuestion. Vimos
que la proyeccion del gradiente normal al contorno en el elemento adyacente
sobre la normal al elemento puede interpretarse como el seno del angulo entre
las direcciones tangente al elemento en el centro y la direccion tangente al
elemento vecino sobre el lado. Esta interpretacion alternativa es vélida para
angulos pequenos. Sin embargo, estamos interesados en expresar el campo de
curvatura para el caso donde exista un quiebre o ramificaciéon, donde el angulo
indicado puede ser muy distinto del recto. Luego, resulta necesario modificar la
definiciéon de la expresion, utilizando efectivamente el dngulo indicado y no su
seno. Esta modificacion afecta inicamente al término asociado con el gradiente
normal. Resultando en una nueva aproximacién numérica de la curvatura, la
cual estd formada por dos partes: las curvaturas en el elemento a partir de
la interpolacion isoparamétrica y las curvaturas que provienen del “salto” del
gradiente normal. Luego por variacion de la curvatura, de la misma manera en
que se divide el vector de curvaturas se divide la matriz que relaciona incremento

de desplazamientos con incrementos de curvaturas.

Estabilizacion flexional: vimos que para mantener un sélo punto de inte-
gracion es necesario realizar una estabilizacion del modo flexional, como conse-
cuencia de la existencia de modos flexionales espurios. Dichos modos son dani-
nos y destruyen facilmente la soluciéon numérica. Para ello, si en cada lado del
elemento principal definimos el cambio de curvatura normal asociada con la
segunda componente (la proveniente del salto del gradiente normal) como la
proyeccion normal sobre cada lado. Y por otro lado, definimos una aproxima-
cion a la curvatura normal al lado a través del &ngulo que forman las normales y
la distancia del centro del elemento a la mitad del lado. Podemos con estos dos
valores definir una curvatura de estabilizaciéon en cada lado como la diferencia
entre ellas. Lo cual implica que el esfuerzo numérico para la estabilizaciéon no es
significativo. Si bien el esfuerzo de estabilizacién no es costoso desde el punto

de vista computacional, lo que seguramente es més costoso es la variacion, es
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decir los calculos necesarios para calcular la matriz que asocia los incremen-
tos de curvaturas de estabilizacion con los incrementos de desplazamientos, que

resulta de proyectar en las direcciones de los lados.

Condiciones de contorno: vimos que las condiciones de contorno pueden
clasificarse en relativas al desplazamiento de la superficie media, que son los
GdL del elemento por lo cual no ofrecen dificultades. Y relativas a la rotacion
de la normal al elemento alrededor del lado, que a su vez pueden clasificarse en
dos tipos: naturales como ser simplemente apoyado o libre y esenciales como
ser empotramiento o plano de simetria. Asi, sobre un elemento pueden aplicarse
condiciones de contorno relativas al desplazamiento de la superficie media en
cualquier punto de la malla, sean naturales (fuerzas) o esenciales (desplazamien-
tos prescritos). Condiciones de contorno referidas a la normal s6lo son admisibles
en elementos sobre el contorno del dominio, es decir en aquellos elementos en

que sobre uno de sus lados no existe el elemento adyacente.

Tratamientos de quiebres: los quiebren se tratan en forma localizada en
los puntos medio de cada lado del elemento principal a los efectos de definir
los sistemas de referencia. En primer lugar, definimos las direcciones normales
salientes del elemento principal y las direcciones normales entrantes al lado del
elemento adyacente. Luego, es posible definir el &ngulo que forman la normal al
elemento principal y la normal entrante del elemento adyacente obtenida pre-
viamente en el triedro local al lado, a través del angulo medido alrededor del
lado comun (similarmente en la configuracion deformada). Posteriormente, el
cambio de angulo entre ambas configuraciones puede asociarse a cada elemen-
to a través de una rotacion relativa a la rotacion de la arista y cuyo valores
interesan para la obtenciéon de la curvatura. Las rotaciones relativas se relacio-
nan a partir de la condicién de equilibrio a flexion en cada lado del elemento.
Se plantea el equilibrio de momentos alrededor del lado (aproximado, ya que
no incluye la curvatura en dicha direccion). Las rotaciones relativas se relacio-
nan a través de la distancia medida perpendicularmente al lado hasta el centro
de cada elemento. Luego, dicha distancia se puede aproximar a través de la
relacion area-longitud de cada elemento. Obteniéndose asi una expresiéon que
tiene en cuenta posibles cambios en el material y en el espesor de lamina entre
dos elementos adyacentes. El cociente entre el area del elemento y la longitud
del lado permite definir la rigidez de rotaciéon. Luego, con el cambio de dngulo

obtenido por continuidad y la expresion obtenida por equilibrio permite calcular
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la rotacion relativa del elemento adyacente. Que no es otra cosa que la distribu-
cioén del cambio de angulo en funciéon de las alturas equivalentes, con lo cual se
obtiene una aproximaciéon menos sensible a mallas irregulares. Vimos también
el tratamiento de ramificaciones de lamina. El caso anterior, cuando dos ele-
mentos forman una superficie quebrada es un caso particular de ramificacion.
En otras palabras, un caso general tendremos varios elementos concurriendo a

una misma arista.

Para evaluar las variaciones de las componentes del tensor de curvaturas
debe calcularse la variacion de los dos términos de la expresion de la curvatu-
ra. El proveniente del gradiente normal de la interpolacion isoparamétrica y el
proveniente del salto del gradiente. A su vez, la variaciéon de este ultimo térmi-
no permite evaluar las variaciones de las curvaturas en los distintos elementos
utilizando, dependiendo de si el lado es parte de una tunica superficie (suave o

no) o corresponde a una linea de ramificacion.

FEvaluacion de los esfuerzos membranales: Las caracteristicas especiales
del elemento de ldmina desarrollado requieren la evaluacion del gradiente a la
mitad de cada lado a los fines de calcular la curvatura. Vimos que resulta venta-
joso entonces usar esta informacion para calcular la primera forma fundamental
en el centro del elemento y desarrollar el esquema de estabilizacion membranal.
A partir del gradiente de la deformacion evaluado a la mitad de cada lado en
la superficie media se tienen las componentes en el plano del tensor derecho
de Cauchy-Green. Se propone definir el tensor métrico, a utilizar en el punto
de integracion en el centro del elemento, como un promedio ponderado de los
tensores métricos evaluados sobre cada lado. En tanto que la variacion de estas
deformaciones, necesarias para el planteo de la forma débil de las condiciones de
equilibrio, da origen a la habitual matriz que relaciona para cada punto medio
la variacion de las deformaciones de Green-Lagrange con la variacion de los des-
plazamientos de la superficie media y permite calcular la matriz correspondien-
te a la aproximacién en deformaciones impuestas que relaciona deformaciones
virtuales con desplazamientos virtuales. El vector de desplazamientos agrupa

solamente a los cuatro nudos del elemento.

Estabilizacion membranal: A los efectos de controlar la aparicion de los
modos espurios de deformacion (hourglass), alcanza con definir las deforma-
ciones de Green-Lagrange de estabilizacion como la diferencia entre las com-

ponentes cruzadas del tensor métrico calculado a la mitad de cada lado y el
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promedio ponderado. La variacion de estas deformaciones es la diferencia de las
matrices evaluadas en cada lado del elemento y la matriz en el centro. Dichas
matrices son las que relacionan tnicamente la variaciéon de las componentes
cruzadas de cada lado con el vector de desplazamiento. Vimos que el esfuerzo

adicional para la estabilizacion membranal es minimo.

FEvaluacion de esfuerzos residuales: Las fuerzas nodales equivalentes se
obtienen de la expresion del trabajo virtual interno sobre el volumen inicial en
funcion del segundo tensor de Piola-Kirchhoff y el tensor derecho de Cauchy-
Green C. Vimos que este ultimo puede aproximarse para puntos fuera de la
superficie media. Luego, definimos los esfuerzos integrados en el espesor origi-
nal. Las fuerzas de estabilizacion membranal pueden obtenerse de definir una
energia interna de deformacion en funciéon del tensor de Green-Lagrange. Asi,
el término correspondiente a la energia de deformacion de estabilizacién mem-
branal planteado en funcién del tensor de elasticidad de cuarto orden, permite
obtener un esquema correspondiente a una estabilizacion fisica. Vimos que con-
siderando tinicamente las componentes cruzadas alcanza para definir las fuerzas
de estabilizacién membranal. Para el control del modo flexional espurio se de-
fine un momento estabilizante en cada lado del elemento principal a partir de
definir la diferencia entre el cambio de curvatura normal y la aproximacion a
la curvatura normal a través del dngulo que forman las normales y la distancia

del centro del elemento a la mitad del lado.

Matriz de rigidez tangente: para el esquema implicito la matriz de rigidez
tangente se obtiene derivando las expresiones de las fuerzas nodales provenientes
de los esfuerzos flexionales y membranales y sus respectivas fuerzas de estabi-
lizacion respecto a los desplazamientos. Obteniéndose la rigidez material cuya
parte material debida a los esfuerzos en el centro del elemento depende de la
relacion constitutiva, en particular del moédulo tangente algoritmico, la com-
ponente de la matriz de rigidez material debida a estabilizacion membranal y
la matriz de rigidez material asociada a la estabilizacion flexional. La rigidez
geométrica resulta de la contribuciéon membranal y flexional. Dentro de la con-
tribucion membranal se consideran dos partes, la contribuciéon proveniente de la

integracion en el centro del elemento y la debida a la estabilizacion membranal.

Cabe mencionar que dentro de los desarrollos presentados en esta tesis
se incluy6 también el tratamiento de restricciones multipunto cuyo objetivo es

poder unir elementos de lamina con elementos de sélido. Para la transferencia de
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los esfuerzos membranales, las fuerzas nodales equivalentes resultantes asociadas
a los nudos de la lamina sobre la cara del s6lido, pasan en forma estandar a los
nudos que forman la cara del solido a través de las restricciones impuestas por la
condicién nudo sobre una arista. Para la evaluacion de la curvatura se considera
como si el lado estuviera empotrado, donde la normal al plano de empotramiento
se actualiza paso a paso en funcién de las coordenadas de los nudos de la cara del
solido. La transferencia de fuerzas equivalentes a los momentos se lleva a cabo
usando las expresiones habituales de la formulacion del elementos de ldmina,

como si el lado estuviese empotrado.

Finalmente se presentaron varios ejemplos numéricos con el fin de con-
validar la formulacién propuesta. El elemento formulado se implementé en un
c6digo implicito y explicito. Se analizaron: problemas lineales, problemas no

lineales, problemas de lamina-so6lido y problemas de embuticiéon de laminas.

11.2. Conclusiones

Las principales conclusiones de esta tesis son:

= Debido a la forma de tratar el quiebre entre dos elementos, considerando
en el célculo de las rotaciones relativas espesor, material y tamano de los
elementos involucrados en la parcela, la sensibilidad a la regularidad y

orientacion de la malla se ve disminuida.

= Desde el punto de vista de la flexion, el elemento muestra muy buen
comportamiento para pequenas deformaciones y es un poco més flexible

para grandes deformaciones.

» En la formulacién propuesta la continuidad C! se establece en forma dis-
creta en cada punto medio del cuadrilatero, por lo tanto, como conse-
cuencia de la no conformidad, para laminas muy delgadas, no se necesitan

estrategias especiales para lidiar con las deformaciones transversales.

= Como consecuencia del uso de un solo punto de Gauss en el campo flexio-
nal, aparecen modos de energia espurios cuya forma es de una semionda

y es propia de los elementos cuadrilateros sin rotaciones.
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» Estrictamente, los modos flexionales, puede aparecer solamente sobre su-
perficies planas, sin embargo se observo en algunos casos numéricos que
dichos modos espurios pueden ocurrir con una baja energia de deformaciéon

en superficies curvas.

= El efecto del esquema de estabilizacion flexional sobre los resultados numéri-
cos, en general, muestra baja sensibilidad a medida que se refinan las
mallas. Similar conclusion se obtiene para el esquema de estabilizacion

membranal.

= Para una precision requerida, el niimero total de GdL en el modelo, es un
poco menos que la mitad comparado con otro elementos que incluyen las
rotaciones como GdL. Por lo tanto, como resultado de usar iinicamente los
desplazamientos como GdL y solamente un punto de Gauss, el tamano de

las matrices y el tiempo de calculo de CPU se reducen considerablemente.

= A laluz de los resultados, el elemento BB.S(Q) permite tratar problemas con

grandes deformaciones y geometrias arbitrarias de manera satisfactoria.

11.3. Aspectos originales

Los principales desarrollos de elementos de lamina sin rotaciones han sido
sobre elementos triangulares y muy poco sobre elementos cuadrilateros. Dentro
del MEF, encontramos unos pocos elementos cuadrilateros de esta naturaleza,
entre ellos, Brunet y Sabourin (2006) y Linhard et al. (2007) (ver Capitulo 3).
En este sentido la tesis aporta una nueva formulacién. Asi, en el Capitulo 4 se
presenta la formulaciéon de un elemento cuadrilatero basico limitado al anélisis
de superficies suaves con grandes deformaciones (ver Flores y Estrada (2007)).
Y en el Capitulo 5 se formula un nuevo elemento con mayores prestaciones
que su antecesor que permite, entre otras cosas, el tratamiento de geometrias
quebradas y ramificadas. A la luz de lo expuesto, resulta interesante puntualizar
los aspectos originales de esta tesis, aspectos que estan intimamente relacionados
con la formulacion del elemento de lamina propuesto y que pasamos a describir

a continuacion:

» La forma de evaluar la segunda forma fundamental, la cual esta formada

por dos partes: las curvaturas en el elemento a partir de la interpolacion
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isoparamétrica y las curvaturas que provienen del “salto” del gradiente

normal.

El esquema de estabilizacion flexional, el cual se define como la diferencia
entre dos curvaturas. Una de ellas, es la definida como la proyecciéon nor-
mal sobre cada lado de la curvatura proveniente del salto del gradiente
normal. Y la otra, la curvatura aproximada definida a través del dngulo

que forman las normales y la distancia del centro del elemento a la mitad
del lado.

El esquema de deformaciones impuestas para la membrana, obtenido a
partir del gradiente de la deformaciéon evaluado a la mitad de cada lado
en la superficie media. De esta forma se propone definir el tensor métrico,
a utilizar en el punto de integracién en el centro del elemento, como un

promedio ponderado de los tensores métricos evaluados sobre cada lado.

El esquema de estabilizacion membranal, que define las deformaciones
de Green-Lagrange de estabilizacion como la diferencia entre las compo-
nentes cruzadas del tensor métrico calculado a la mitad de cada lado y el

promedio ponderado.

El tratamiento de un quiebre, el cual se define a través de las rotaciones
relativas a través de la distancia medida perpendicularmente al lado hasta
el centro de cada elemento. Luego, dicha distancia se puede aproximar a
través de la relacion area-longitud de cada elemento. Obteniéndose asi,
una expresion que tiene en cuenta posibles cambios en el material y en el

espesor de ldmina entre dos elementos adyacentes.

El tratamiento de ramificaciones como un caso general del tratamiento de
un quiebre. Dicho aspecto permite resolver diferentes problemas ingenie-

riles de interés.

La uniéon con elementos de sélido a través del esquema de restriccion
multipunto descripto. Las restricciones no se incorporan directamente,
por el contrario, resulta necesario incluir informacién sobre la geometria

de los elementos involucrados.
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11.4. Recomendaciones para trabajos futuros

= Para el tratamiento de los esquemas de estabilizacion una alternativa a
explorar es el uso de una formulaciéon corotacional. En problemas elasto-
plastico un esquema de estabilizaciéon que contemple la no linealidad seria
mas correcto. En este caso un modelo hipoeléastico permitiria evaluar in-
crementalmente las fuerzas y momentos estabilizantes utilizando un mo-
dulo modificado en funcién del flujo plastico integrado en el espesor de la

lamina.

= Imponer una restriccion multipunto que permita adosar o solapar los ele-
mentos de laminas entre si. Este tipo de restriccion es importante en dis-
tintas tipologias estructurales, por ejemplo, en piezas aeronauticas donde
se usan materiales compuestos formadas por varias capas pegadas y/o

remachadas entre si.

= Analizar el campo de esfuerzos, sobre todo el esfuerzo de corte para ma-
llas no uniformes y sobre todo en mallas no estructuradas, con el fin de
investigar mas a fondo el comportamiento del elemento propuesto frente

a estos tipos de mallas.

= A partir de la segunda forma fundamental resulta interesante analizar la
alternativa de plantear una formulaciéon utilizando la proyeccion del gra-
diente sobre la derivada del director. De esta forma el campo de curvatu-
ra se obtiene integrando por parte la derivada del director y manteniendo

constante el plano tangente a la superficie media en el centro del elemento.

= Para el tratamiento de geometrias suaves y en problemas dominados por
esfuerzos membranales se podria formular un elemento de ldmina cuadrila-
tero usando una interpolacion cuadratica para la geometria de la parcela.
De esta forma se tendria un elemento de lamina mejorado desde un punto

de vista membranal y con posibles mejoras en el campo flexional.

= Por tultimo, se considera interesante la implementacion de la formulacion
propuesta en un coédigo implicito que permita tratar, ademas de la no
linealidad geométrica, la no linealidad material. Dicha implementacion
permitiria analizar otros casos de interés ingenieril que no se abordaron

con el codigo explicito.






Apéndice A

Modelos de placa lineal

A.1. Modelo de Placa de Kirchhoff-Love

Para el caso de una teoria lineal de placa, podemos elegir el sistema glo-
bal Cartesiano (X', X% X?) en lugar del sistema de coordenadas convectivas

(€1,£2,€3) para parametrizar las ecuaciones de la lamina. Luego el vector de

T
desplazamiento del plano medio se define como v = [ 0 0 wug } donde u§ es

el desplazamiento transversal de la ldmina, y los vectores bases covariantes se
T

T
expresan como @,; = [ 1 0 ug, } Y Py = [ 0 1 ug, ] . Despreciando los

cuadrados y productos de derivadas se obtiene

.0 .0 1
Y X Py [ Y31 a2 } ~ o o
ts = - 12 ~ [ —ugy —ug, 1 } (A1)

|11 X Py (14 u?, +ud,)

T
Luego, el campo de desplazamientos u = [ Uy Us Uz ] queda

u = v+&(ty -9

O _ugll
= O + 53 _Ug/2 (AQ)
us 0

donde u$,,, son los angulos de rotacién S, que definen el giro de la normal £;.
Esto es cierto debido a la restriccion impuesta a la hipotesis de las normales

de la teoria de Kirchhoff-Love. Asi, la restriccion segin (2.44), para el caso de
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placas, se expresa como
(At3) (5, + via) = 0 (A3)

donde A, es el tensor de rotacion linealizado, expresado como

1 0 ©?2
A= 0 1 —-e! (A.4)
—62 o' 1

y ©% son las componentes del vector rotacion infinitesimal. Luego (A.3) queda

@2 + ug;l - O (A5)
_@1 + 'U/§/2 == O (A6)

A.2. Modelo de Placa de Reissner-Mindlin

La diferencia fundamental entre los modelos de placa de Reissner-Mindlin
y Kirchhoff-Love es la restricciéon impuesta al las normales al plano medio cuan-
do se deforma la placa. Asi, la hipotesis para el caso de Reissner-Mindlin relaja la
condiciéon (A.3) al permitir que las normales, al final de la deformacion, no sean
necesariamente normales al plano medio. Como consecuencia de dicha hipotesis

la condicion (A.3) se expresa como
ts - Pra = (Aﬁtg) ’ (QOf)a + ’U/a) = Yo (A7)

donde ~,, son los giros adicionales (deformaciones por corte) de las normales.

Luego los dngulos de rotacion pueden expresarse como
/Bl = Ugll + " 52 = Ug/g + V2 (A8)
Finalmente el campo de desplazamientos queda

u = v+§3(t3—t§)
0 - (ugq + ”Yl)
= 0 | +& | —(ugy+72) (A.9)

o
usg 0



Apéndice B

Funciones de interpolacion y

evaluacion del gradiente

Las funciones de interpolacion bilineal N' (£, ) definidas sobre el elemento

maestro (ver por ejemplo Zienkiewicz y Taylor (2000)), cuadrado de lado 2 en
(€,m) = [-1..1] son

Nen) = (48 (14+9")
1

NL(&n) = gZ(lJrnIn)
I

NyEm) = T+

donde ({I ' ) son las coordenadas de cada nudo en el plano paramétrico, asi

resultan las N7 (¢,n) y sus derivadas

nudo | ¢ | nf Nt Ny N! | N,
L -1]-150-90A-n) | —30-n) | -30-8| 1
2| 1|1 ;0+90Q=-n)| 300-n) | —30+8 | —3
3] 111130490 +n) | 30+4m) | 0+ | 3
411 11 50-90+n) | —30+n) | ;0-§] —
Notar que

Qe = O+ NPren
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con
o = 411 (o' + & +¢° — ") (B.1)
A = L) (B2
preg = }1 (' = +¢° — ") (B.3)



Apéndice C

Proyecciéon del gradiente normal en

funcién de un angulo

Como se coment6 en el Capitulo 5, al tratar el gradiente normal proyecta-

do en la direccion del director t;(K), es posible definir dicha expresion en funcion

del angulo que forman las normales de dos elementos adyacentes. Asi,

00 = (U0 ) 0y (0 ) g (C)
QI ghU) (Lpggw) _ni(M)) niOD . h)
+ <<pf,§M) : si> st th) (C.2)
donde n*™) es la normal saliente del elemento maestro al lado en cuestion y
s es la direccion del lado. Como s° es ortogonal a tlg(K) y ademas son vectores
unitarios || £5) ||=|| ni®) ||=1
PIOD AU <¢5£LM> ‘,ni(M)) i) ghO)

= (cpfflM) : ni(M)> sin (2;) (C.3)
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Por otro lado

n n

B = NOD [0 QI0D) N O0y [0 5] (c)
FON g0 _

i) [
I i (M
= ch,fl ). [8 X t3( )} (C.5)

siendo s’ y té(M) ortogonales y n'™) = s? x té(M), luego de (C.5) se obtiene

A0 2 N

Luego (C.3) queda
@i M) ghUOD o NI gy (2+,) o

n



Apéndice D

Matriz de rigidez geométrica

flexional

La contribucién a la rigidez geométrica de la parte flexional puede obte-
nerse en forma similar a las expresiones formuladas sobre un elemento triangu-
lar (Flores y Onate (2001)). Los siguientes desarrollos se muestran a los fines
de completar la formulacién propuesta, sin embargo, experimentos numéricos
muestran que la contribuciéon de la parte geométrica flexional no tiene impor-

tancia, por ende, no se la implementd computacionalmente.

0

SuT Ko Au = A (6r)" MAu
U
k

4 nl —MN11M2

= [Mn Moo Mlz}zlk n% ning

k=1 2niny n? — n3

) k
Als QOfC(M)-tO(M) ny
Als ZEM> ti(M) + n3
Prg " b3 2”17’1/2
AN (D.1)

Empezaremos por el primer término, mas precisamente por las expresiones de
A [5 (goijM) . tg(M)>] y A [5 (cpfcs(M) . tg(M)>] que tienen formas parecidas. De-

sarrollando para la primera de las dos expresiones anteriores, se tiene por un



200 Apéndice D

lado

n

A5 (@MY = Aot 400 4 oM 5]
(5«;:5“”“) A0 AR 5000

_H;SOk(M Atg(M) i SOﬁEM) N <5tg(M)> (D.2)

A
A

Notar que A (&pk(M)) = 0. El segundo y tercer término son de la forma

4
AgEMD . 5000 _ {Z NE®OD AuK(k)(M)}

<
ﬂ‘
=
l‘

~0 K (k)(M
+NIOGD <t3< ) 90,772)] NEBODAQKBHOD (D 3)

Luego, la contribucion del segundo y tercer término de la ecuaciéon (D.2)
a la matriz de rigidez geométrica flexional (teniendo en mente, también, los
mismos términos correspondientes a A [(5 (goiEM) -tg(M))]) tiene la siguiente

forma flexional

4 0(M) ~0
t X @
T NI O J(0)(M 3
Sul K%, Au Z (d2" [ ,ng D) IO >} an P
=1 3 © P
k
4 nl —1N1MNo
[ My My Mo ] Z n% nina
k=1 2niny n? — n’
4 ( )(M)
Z Ay O (D.4)
K=1 ’s

El altimo término de (D.2) go,( -A (5tg(M)> es mas complicado. En el

Apéndice E se muestra que A <5t3 > puede ser resuelto en la base convectiva.
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Su expresion resulta

A@ﬁm)zzApﬁmL¢%+Apﬁ }@W+Aptmhﬁm
S (?;39% 2@ ) [&pPT ( o )®t°(M)) Acp?nﬁ] $200

(2903, ) 3

[590, <go,7m ® tO(M ) Ago,%] 90'% (D.5)

k(M)

El vector A <5tg(M)> seré usado en conjuncién con ¢, =’ luego

A(SE)- 00— — (.30 )5 (50 20) gt | 0. 10
+ [59093; ( M & cp/ > Acp/%} Lp/nB cpfc(M)
+ [5909772 <go,7m ® t5 ™) ) Al ] Doy L or M)
(@, 0, ) (B0 k) (£ 6100
= ot + (@0, oM (M o) Apn,
+ (@0 o) (@0, s

(D.6)

que puede expresarse como

4 4 4 4
() = 35T S S N [ O] s

(D.7)

con

nl;ﬁ _ [_aaﬁbks <tg(M) 2 tg( ) L b8 (¢ ( M) o 80 > | pha (SB/ 2 tO(M))}

(D.8)
donde se ha utilizado la definicién del tensor métrico contravariante
a ~0 -1
B = Lp/ﬂa X 90/77[3 = (aa5> (D9)
y
bk3 — tg(M) . (PZC(M) bka _ 9’59 (PfC(M) bkﬁ 80 o k(M) (D].O)

Finalmente (teniendo en mente la contribucion del término <pf€7§M) -A <5tg(M)>)
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se obtiene

TL% —1N1MNo

4
(S’U,TK%[)QAU = |: M11 M22 M12 :| Z n% n1no

k=1 2niny 3 — nj

24: 24: 24: 24: OGN NEOOD [, 70)00) 7

A [5 ()\k(M),yk)] - A [)\Z(M)gfyk(K) + fyk(K)(;/\fL(M)}
— A)\Q(M)éyk(m + A’Yk(K)é)\Z(M)
FAM A (§FED) AR A (GARED)

El primer y segundo término son de la forma

4
A/\ﬁ(M)éyk(K) — T M) ZN/ k)(M) ) A KO

no K=l

&

k(K) k)(K)

[ i 2V ( u00)

no =1

4
gt o (50 )
At e=

n n

k(K)

(D.11)

(D.12)

J
4 4
T 1 JK (k) (K k(K k(M
= T 03 () {AMK)an D) (409 g k00

1
— iy N0 (00 sof“(M))} Niy PO AKOD - (D.13)

] 4 4 4
Su" KGpAu = | My My Mo ]Z % n3 Z Z(éuJ(k)(K))T
i k=1

n
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(D.14)

El tercer término

n

1 (K 1 k(M k(M
)\k(M)A(d,Yk(K)) - )‘Z(M)Tk(K)<W5SO ) At3 )\k(M)&Plé )-Atg( )
T ~
ZZ (100 T[N 500 5110

— k(D) k(K{
A J=1K=1

k(K
+ NI (tguo 2 ¢k<K)>} NI R 7 g K () ()

n

4 4
J(k)( (k) (M) (Jk(M) o ~k(M)
T S0 ST (5000 [0 (00 @ )

" J=1 K=1
ISNCLD (k ~kM>>} N AuK(k)(M)} (D.15)

Luego la contribuciéon a la matriz de rigidez resulta

4 nj ’ 4 4 .
ou’ K G Au = [Mu Mo, Mu]z ) ns Z Z((Su‘](’“)(M))
k=1 Inyng | J=LE=1
k(M) o ~k(M)
NZOOD yawan | B E Py IR0 A g ()
'm tk(M) ~k(M) 'n
3 ® P
) k
n 4 4
A\EM) k() 1 y -
A (k)(K)
NG o | D) (u )
n 2NN J=1 K=1
k(K) o ~k(K)
t; Qe J(k) (K
Nn(1 )K) Nngk)(K) ] i(K) ~kn(1K) N’n( ) )AUK(k)(K)
t3 ® (P/?72
(D.16)
Finalmente el cuarto término se expresa como
4 4
k(K k(M J(k M J(k)(M) K(k)(M) K(k)(M
(E)A (5)\ ) k(M Z 5u (k)( N;) N A FI(M)
An =1 K=1

(D.17)
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y su respectiva contribucion a la matriz geométrica flexional resulta

k
4 k(K) n%
T K 7 2
k=1 n 2n1n2
4 4
3 (5 BI0YT N0 NGO AuK(k)(M)}
/n n
J=1 K=1

(D.18)

Luego la matriz de rigidez geométrica (D.1) es la suma de las cuatro
contribuciones (D.4), (D.11), (D.16) y (D.18). Expresiones similares pueden

obtenerse para la matriz de rigidez geométrica de la parte correspondiente a la
estabilizacion flexional.
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Calculo del incremento de la

variacion del vector director

El calculo de A <(5tg(M)> se deriva aqui
o(M oM ~0
sty = (—t3( ). 5go9na> P,
_ [(&E’na ® tg(M)> 5509”&} (E.1)
donde el indice griego repetido indica suma (« = 1,2)

A () = —[(ag, @ 88Y) + (&9, 2 A8 | sgt,

7, 7,

= [~ (a%h, @ 88™) + (&, @ @, ) (5 - %), )| 66,

Notando luego que

P Py = Oap (E.2)
Ag?a?na : gof)nﬁ = —QNOP% : Acp?nﬁ (E.3)
Gh, 1 =0 (B.4)
~ M ~ M
Acp,ona : tg( )= —909% : Atg( ) (E.5)
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y resolviendo Af,é?na en la base convectiva
~0 ~0 ~0 ~0 o(M)\ Lo(M
A(plna — - [(‘pl'ﬂa . A(Ppnﬁ) 80'775 + <(P/77 At3( )) ( )]

_ ~0 ~0 0 (M) (M)

— (&, 2 @,) agh, + (8" 0 &), ) At
se puede expresar

oM ~ ~ ~ o(M)\ Lo(M oM
A(ag™) = {[(@h. - ah,) 8, + (&0, - 8) £07] @ 8100
~ ~ o(M
+ (4,09% ® go?nﬁ> (tg( ). Ag?, )}5909%
= {(@. - 26h,) (@5, @81) + (@5, - A8 (500 2 £0)

. ( L0(M) A ) (CD,% 2 SNO/W.,) } 56 (E.6)

Reemplazando Atg(M) se obtiene

M ~ M ~ M ~
A (51&2( )> = {(cp?% . Acp?nﬂ> (go ® to( )) 509% . [(tg( ). A(PPWB) (P9n6:|
(tg(M) ® tg(M)) + (t3 WA ) <§5977a ® @9,76) 5(,09%}

77 90' )'<O(M AS"' )
30
"Na
— >V 0 0(M) 0 \ ~0 ~0 ~0
(‘P’na ' Agox,w) < 3 &P’nﬁ) Prng — (Qo’na ® ‘P’ma>
0 $0(M)) (~0 ~0 0 ~0
&P’na Rz ) <90’77a ' AQO’%) Prng + (5“0’% ' 90’%)
M ~ ~ ~ oM
t3 ") - AS"?%) 50977(1 - <909na ® ‘Ppma) (6909% 'tS( ))

o(M ~ o(M ~
— [&p% <t3( ‘e @, > Ago,nﬁ} Py + [59093; (go/,m ® o )> Ago,onﬁ] P

~ ~ M M
- (cpf)na ® 4,09%> [6909,3; <t§< )& 2™ >) Acp,,w} £000) (E.7)
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