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Caṕıtulo 1

Introducción

En ciencias de la computación, muchas situaciones pueden ser modeladas por medio de
estructuras relacionales o requieren el uso de estas: un grafo, una base de datos, el flujo de
ejecución de un programa, el manejo de memoria dinámica o simplemente las relaciones entre
varios elementos. Por este motivo, comprender y razonar con lenguajes que describan este tipo
de estructuras resulta ser muy importante, ya que por medio de estos podemos extraer nueva
información al ser utilizados en situaciones como las mencionadas anteriormente.

Uno de los formalismos más utilizados para razonar sobre estas estructuras relacionales son
las lógicas modales [1,2]. Las lógicas modales son una familia de lenguajes que extienden la lógica
proposicional con nuevos operadores que describen diferentes modos de verdad, usualmente
llamados modalidades. Los mismos incluyen temporalidad [3], creencia [4], conocimientos [5] y
obligaciones [6], solo por mencionar algunas. Una de las ventajas de las lógicas modales es que
en general proveen un buen balance entre la expresividad y el comportamiento computacional.
Esto ha dado lugar a que los lenguajes modales sean muy populares en la práctica y muy
utilizados en su aplicación para realizar tareas de razonamiento, es decir, aquellas tareas que
nos permiten inferir propiedades a partir de fórmulas expresadas en un lenguaje determinado.
Un ejemplo de esto es el caso de la lógica temporal lineal (LTL), que ha resultado ser importante
en el proceso de model checking y verificación de software ya que permite expresar fácilmente
las propiedades que deben cumplir los sistemas reactivos [7, 8].

Por otro lado, las lógicas modales tienen otra ventaja. Nos brindan la posibilidad de definir o
elegir el operador más adecuado a nuestras necesidades y estudiarlo utilizando las herramientas
clásicas de la lógica modal. Es por este motivo que elegimos la “perspectiva modal” en este
trabajo: estudiaremos desde una perspectiva modal, los procedimientos para una variante de
lógica de separación [9].

1.1. Lógicas modales dinámicas

Las lógicas modales han sido utilizadas para representar diferentes conceptos. En particular,
un concepto que nos resulta interesante estudiar en ciencias de la computación, es el de cambio
o evolución de nuestros objetos de estudio. Ejemplos de esto son los cambios de estado de
un programa, actualizaciones de valores en una base de datos o la evolución de la memoria.
Si utilizamos lógicas modales para razonar sobre este tipo de situaciones, una alternativa es
modelar el escenario de todos los posibles cambios de nuestros objetos y sistemas, y luego utilizar
operadores modales que exploren estas situaciones. Sin embargo, esto resulta inconveniente en
la práctica ya que el espacio de posibilidades puede resultar demasiado grande. Es por eso que
recientemente se ha estudiado en profundidad una nueva familia de lógicas modales dinámicas,
que permiten modificar la estructura subyacente a medida que se evalúa una fórmula. Ejemplos
de estos son los frames reactivos [10], las lógicas modales de sabotaje [11–15] y las lógicas
de anuncios públicos [16]. Además, otros tipos de operaciones que actualizan la relación de
accesibilidad del modelo han sido investigadas desde un punto de vista abstracto en [17–23],
mientras que conexiones con lógicas epistémicas han sido establecidas en [24–27]. De la misma
manera, es posible también estudiar otras lógicas dinámicas desde un punto de vista modal.
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Un caso particular de lógicas dinámicas particularmente interesantes son las lógicas de sepa-
ración (SL, por sus siglas en inglés), un conjunto de lenguajes dinámicos que surgieron como una
extensión de la lógica de Hoare para razonar sobre programas con estructuras de datos muta-
bles [9]. Si bien las expresiones de SL se interpretan sobre una abstracción del heap denominada
estado abstracto, que esencialmente modela las celdas de memoria y sus contenidos, dichas abs-
tracciones también pueden ser representadas como modelos relacionales de lógica modal, donde
la relación es finita y funcional. Esta reinterpretación permitió expresar tanto propiedades mo-
dales como de separación y dio origen a una nueva familia de lenguajes denominada Modal
Separation Logics (MSL) [28,29].

En [29] se investigan diferentes combinaciones de operadores modales y de separación de
manera incremental, y se realiza un análisis minucioso del impacto de la inclusión de cada una de
ellos en la complejidad computacional de sus tareas de inferencia. Para ello se introduce primero
el lenguaje básico, que contiene el operador modal 3 junto a la constante emp y el operador de
conjunción de separación ∗ (MSL(∗,3)), provenientes de las SL. Se demostró que el problema
de model checking para este lenguaje es polinomial, y que el problema de satisfacibilidad es NP-
completo. Análogamente, se demuestra lo mismo para el fragmento donde se incluye el operador
de diferencia 〈6=〉 [30] en vez de 3 (MSL(∗, 〈6=〉)). Sin embargo, combinando ambos fragmentos o
incluyendo los operadores restantes como −∗, la complejidad se incrementa o, más aún, termina
siendo indecidible: para el fragmento MSL(∗,3, 〈6=〉) el problema de satisfacibilidad es Tower-
completo, mientras que para el lenguaje completo incluyendo −∗, dicho problema es indecidible.

1.2. Modal Separation Logics y fórmulas elementales

Como se mencionó anteriormente, las lógicas de separación comenzaron recientemente a
estudiarse desde el punto de vista modal. En [29] se estudia la complejidad computacional
de diferentes combinaciones de operadores modales y operadores de separación, interpretados
sobre modelos relacionales. Esto nos da una perspectiva acerca de cuáles fragmentos son tra-
tables computacionalmente a la hora de diseñar sistemas de prueba para estas lógicas. En [31]
se comienza con el estudio de sistemas de prueba para dos fragmentos de MSL. El primero,
MSL(∗,3), combina los operadores ∗ y emp de las lógicas de separación con el 3 clásico de
la lógica modal. El segundo, MSL(∗, 〈6=〉), considera el operador de diferencia 〈6=〉 en vez de
3. Al considerar el operador dinámico ∗, diseñar sistemas de prueba se vuelve particularmente
complejo. Es por eso que se utiliza una técnica similar a los axiomas de reducción utilizados
en lógicas dinámicas epistémicas [32–34]. Básicamente, la técnica consiste en transformar toda
fórmula del lenguaje dinámico en una fórmula sin el operador dinámico, y luego axiomatizar el
fragmento sin dicho operador. De esta manera obtenemos una axiomatización para el lenguaje
completo. Para ello en el caso de las MSL, se definen las fórmulas elementales.

Las fórmulas elementales son un conjunto de fórmulas que describen propiedades básicas
sobre la estructura de los modelos de MSL(∗,3) y MSL(∗, 〈6=〉), con el objetivo de crear una
axiomatización de estos fragmentos. Si bien en dicho trabajo se establece que las fórmulas
elementales son un fragmento de MSL, se demuestra que toda fórmula en MSL(∗,3) es lógica-
mente equivalente a una disyunción de fórmulas elementales de una determinada forma. Este
resultado no solo nos permite hablar de fórmulas elementales y fórmulas de MSL(∗,3) indis-
tintivamente sino también de analizar la satisfacibilidad de una fórmula en MSL(∗,3) con solo
ver su equivalente en fórmulas elementales. En [31] se presenta un sistema a la Hilbert para
razonar sobre MSL(∗,3) mediante fórmulas elementales. Sin embargo, este tipo de sistemas no
suelen ser usables en la práctica, y menos aún, apropiados para ser implementados. Es por eso
que en este trabajo nos enfocaremos en el estudio de sistemas de tableaux [35].

1.3. Cálculos de tableaux

En términos generales, un algoritmo de tableaux es un procedimiento en el que se decide
la satisfacibilidad de una fórmula dada utilizando la satisfacibilidad de sus subfórmulas, por
medio de reglas de inferencia previamente establecidas. Dicho procedimiento toma una fórmula
como entrada, decide si es satisfacible o no y, en caso afirmativo, devuelve un modelo el cual
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satisface dicha fórmula.
Esencialmente, el algoritmo utiliza una estructura de datos con forma de árbol (a la cual

llamamos tableaux), el cual tiene como ráız la fórmula dada en la entrada y como ramas las
subfórmulas de la misma a medida que el algoritmo va aplicando las reglas de inferencia. De-
pendiendo del tipo de lógica con la que se esté tratando, el tableaux puede tener caracteŕısticas
adicionales. Por ejemplo, para la lógica modal usualmente se usan etiquetas, las cuales agre-
gan la posibilidad de modelar más fácilmente el razonamiento local sobre modelos relacionales,
propio de la lógica modal.

1.4. Objetivos

Teniendo en cuenta lo mencionado anteriormente, el objetivo central de este trabajo con-
sistirá en definir un cálculo de tableaux para lenguajes modales dinámicos, en particular para
MSL(∗,3). Para ello, introduciremos brevemente los conceptos básicos de MSL(∗,3) y las
fórmulas elementales y, basándonos en el resultado demostrado en [31], desarrollaremos un
cálculo de tableaux etiquetado basado exclusivamente en fórmulas elementales. Esto nos permi-
tirá lidiar con un fragmento más manejable del lenguaje original. Una vez definido este cálculo,
demostraremos que es completo y correcto.

1.5. Organización

El trabajo constará de dos partes. En la primera (sección 2) nos ocuparemos de introducir
los conceptos principales referidos a la lógica MSL(∗,3) y las fórmulas elementales, tanto su
definición sintáctica y como semántica. Además de ello, explicaremos de qué manera ambas
lógicas tienen el mismo poder expresivo.

En la segunda (sección 3) utilizaremos los resultados de la sección anterior para definir el
procedimiento de tableaux para un cierto tipo de fórmulas elementales. En esta incluiremos las
reglas de derivación, los conceptos de rama saturada, abierta y cerrada y las demostraciones
de completitud y corrección. Finalmente, en la sección 4 discutiremos el trabajo realizado y las
posibles ĺıneas de trabajo futuro.
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Caṕıtulo 2

MSL(∗,3) y fórmulas elementales

2.1. Introducción

En esta sección describiremos tanto sintáctica como semánticamente las dos componentes
fundamentales de este trabajo: la primera son las lógicas modales de separación (MSL por
sus siglas en inglés), que surgen de la combinación de dos familias de lógicas: (1) las lógicas
modales [1, 2] que son una extensión de la lógica proposicional; y (2) las lógicas de separación
que son una extensión de la lógica de Hoare que permiten razonar sobre programas de bajo
nivel que utilizan estructuras de datos mutables [9]. Espećıficamente trabajaremos sobre la
lógica modal de separación que denotaremos como MSL(∗,3), el cual tiene los operadores 3 y
∗, y la constante emp.

Por otro lado, la segunda parte importante son las fórmulas elementales (o como se define en
[31], core formulae). Estas fórmulas describen las propiedades esenciales que tienen los modelos
de MSL(∗,3). Si bien estas últimas están definidas como una extensión de MSL(∗,3), por
lo demostrado en [31], sabemos que las mismas son definibles en MSL(∗,3). Más aún, toda
fórmula en MSL(∗,3) es equivalente a una combinación Booleana de fórmulas elementales.
Esto último nos conducirá a la parte central del trabajo en la próxima sección.

2.2. Sintaxis y semántica de MSL(∗,3)

Sea PROP = {p, q, . . .} un conjunto infinito enumerable de śımbolos proposicionales. Las
fórmulas de MSL(∗,3) están definidas por la siguiente gramática:

φ ::= > | p | emp | ¬φ | φ ∧ φ | 3φ | φ ∗ φ,

donde p ∈ PROP. Además tenemos que:

⊥def
= ¬>;

φ1 ∨ φ2
def
= ¬(¬φ1 ∧ ¬φ2);

2φ
def
= ¬3¬φ;

φ1 ⇒ φ2
def
= ¬φ1 ∨ φ2.

Un modelo es una tupla M = 〈N,R,V〉 tal que:

el conjunto de los números naturales N es el conjunto de mundos,

R ⊆ N× N es finita y determińıstica ((l, l′) ∈ R y (l, l′′) ∈ R implica l′ = l′′),

V : PROP→ P(N) es una valuación.
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Sea M = 〈N,R,V〉 y l ∈ N, la relación de satisfacción |= está definida como:

M, l |= > def⇔ siempre

M, l |= p
def⇔ l ∈ V(p)

M, l |= emp
def⇔ R = ∅

M, l |= ¬φ def⇔ M, l 6|= φ

M, l |= φ1 ∧ φ2
def⇔ M, l |= φ1 y M, l |= φ2

M, l |= 3φ
def⇔ M, l′ |= φ, para algún l′ ∈ N tal que (l, l′) ∈ R

M, l |= φ1 ∗ φ2
def⇔ 〈N,R1,V〉, l |= φ1 y 〈N,R2,V〉, l |= φ2,

para alguna partición {R1,R2} de R.
Sea φ una fórmula en MSL(∗,3), diremos que φ es satisfacible si existe un modelo M y un

mundo l ∈ N tal que M, l |= φ. Una fórmula φ es insatisfacible si no es satisfacible. Además,
dada una fórmula φ y un modelo M, si para todo mundo l se tiene que M, l |= φ, escribiremos
M |= φ. Diremos que φ es válida si para todo modelo M tenemos que M |= φ. Finalmente,

definimos R(l)
def
= {l′ ∈ N | lRl′}. A continuación introduciremos una serie de ejemplos que

servirán para ilustrar el poder expresivo de MSL(∗,3).
Debido a la definición de los modelos, la fórmula 3> ∗ 3> es insatisfacible en MSL(∗,3).

Esto se debe a que la relación R es, por definición, una relación funcional, por lo tanto no es
posible separar el modelo en dos partes disjuntas tal que en cada una de ellas, el mundo actual
tenga un suecesor (recordar que el operador ∗ mantiene el mismo punto de evaluación en cada
una de las partes).

Consideremos ahora la fórmula 33¬3> ∗ >. La misma es satisfacible en los siguientes
modelos, en el mundo l0 correspondiente:

M1
l0 l1 l2

M2

l0 l1 l2

M3
l0 l1 l2 l3

Esto se debe a que podemos particionar el modelo en dos partes, una que contenga dos
aristas, que cumplirán con la parte 33¬3> y otra que cumplirá trivialmente >.

Consideremos ahora la fórmula (p1∧3(p2∧3(p3∧. . .3(pn∧2 ⊥) . . . ))) a la cual denotaremos
como truncatedn. Dicha fórmula es satisfacible por modelos de la siguiente forma desde el
mundo l:

p1

l

p2
. . .

pn

La misma establece que existe un camino de tamaño (n− 1). Notar que el determinismo en
la relación de accesibilidad, fuerza a que el camino sea entre n mundos distintos.

La expresividad de MSL(∗,3) incluso puede definir la fórmula loop2, que interpretada en
el mundo l, establece un modelo que contiene exactamente un ciclo de longitud dos que incluye
a l:

(¬emp ∗ ¬emp) ∧ ¬(¬emp ∗ ¬emp ∗ ¬emp) ∧333> ∧ ¬(¬emp ∗333>) ∧ ¬3(¬emp ∗333>)

l l′

La primera parte de la expresión, (¬emp ∗ ¬emp) ∧ ¬(¬emp ∗ ¬emp ∗ ¬emp), describe que el
modelo tiene al menos dos aristas y no más de tres, lo cual nos dice que hay exactamente dos
aristas. La segunda parte, 333>, describe que desde el mundo l podemos movernos a través
de la relación al menos tres veces. Esto establece que dicho mundo tiene un sucesor a distancia
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3, lo cual significa que existe un ciclo, aunque éste aún puede ser de tamaño 1. La tercera parte,
¬(¬emp ∗ 333>), establece que si sacamos una o más aristas, cualquiera sean, la propiedad
de la segunda parte no se cumple. Por lo tanto, la posibilidad de que l esté en un ciclo de
longitud uno queda descartada pues si existiera dicho ciclo, entonces no importaŕıa sacar la
arista restante. Esto nos ayuda a deducir que, a través de la relación, nos podemos mover del
mundo l a otro l′ distinto. Sin embargo, l′ puede tener una arista hacia śı mismo o hacia otro
mundo l′′ y no hacia l. Pero la posibilidad de un tercer mundo l′′ no seŕıa factible ya que solo
hay dos aristas y según la segunda parte, tenemos que desde l podemos movernos a través de la
relación al menos tres veces. Ahora bien, para evitar que l′′ tenga un ciclo en śı mismo, tenemos
la cuarta parte de la expresión, ¬3(¬emp∗333>), que establece que si nos movemos al mundo
l′ y quitamos al menos una de las dos aristas, cualquiera sea, no podremos movernos a través
de la relación al menos unas tres veces. Lo cual nos permite decir que la arista que va desde
l′ justamente va a l, puesto que si suponemos lo contrario entonces podŕıamos descartar una
arista (en este caso, lRl′).

2.3. Sintaxis y semántica de las fórmulas elementales

Las fórmulas elementales son un tipo de fórmulas en MSL(∗,3) introducidas en [31] que si
bien son simples, describen propiedades esenciales de los modelos. Más aún, capturan exacta-
mente todo aquello que es expresable en MSL(∗,3). Dichas fórmulas elementales están divididas
en dos familias: una denominada fórmulas size que expresan el tamaño del modelo (es decir el
número de ejes por la relación de accesibilidad entre mundos) y otra llamada fórmulas grafo
que describen la forma que tiene el modelo desde el mundo actual. Como se establecerá más
abajo, estas fórmulas son lo suficientemente expresivas para capturar MSL(∗,3).

Para las fórmulas size se introducen las expresiones de la forma size ≥ β que son verdaderas
sii R tiene al menos β pares (β ∈ N0). Un literal size es una fórmula de la forma size ≥ β o
¬size ≥ β (o equivalentemente size < β). Cada combinación Booleana de literales size es una
fórmula size. La expresión size = β es una abreviación de size ≥ β ∧¬size ≥ β+ 1. Por otro
lado, cada fórmula grafo es una expresión derivada del elemento G no terminal de la siguiente
gramática:

` := > |⊥| p | ¬p Q := ` | Q ∧Q G := |Q,..., Q〉 | |Q,..., Q] | |Q,..., Q,..., Q ,

donde p ∈ PROP, y G debe contener al menos una conjunción Q. Abusando de la notación,
diremos que Q es una conjunción de literales (a pesar de poder tener śımbolos ⊥ y >). Dado
que estaremos trabajando con relaciones finitas y débilmente funcionales (o determińısticas),
las fórmulas grafo representan caminos que satisfacen una conjunción de literales Q en cada
posición. Una fórmula de la forma |Q1,..., Qn〉 expresa que hay un camino de longitud n, en
el cual todos los mundos son distintos, y que luego del (n + 1)-ésimo mundo, el camino pue-
de continuar o no. A este tipo de fórmulas las llamaremos fórmulas continuadas. La fórmula
|Q1,..., Qn] establece que hay un camino de longitud n − 1, en el cual todos los mundos son
distintos y que el último de estos no tiene sucesor. A este tipo de fórmulas las llamaremos

fórmulas truncadas. Finalmente, la fórmula de la forma |Q1,..., Qi,..., Qn expresa que hay un
camino de longitud n − 1 con mundos todos distintos, y que hay un ciclo que incluye desde el
i-ésimo mundo hasta el n-ésimo. A este tipo de fórmulas las llamaremos fórmulas ćıclicas. En
la Figura 2.1 ilustramos las clases de modelos especificadas por cada tipo de fórmula grafo.

Q1 Q2

. . .
Qn

. . .
Q1 Q2

. . .
Qn Q1

. . .
Qi

. . .
Qn

Figura 2.1: Modelos para las fórmulas grafo |Q1,..., Qn〉, |Q1,..., Qn] y |Q1,..., Qi,..., Qn , respec-
tivamente.

Escribiremos |Q1,..., Qn? para referirnos a cualquier tipo de fórmula grafo y ](|Q1,..., Qn?)
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para denotar el tamaño del grafo de |Q1,..., Qn? definido de la siguiente forma:

](|Q1,..., Qn〉)
def
= n ](|Q1,..., Qn])

def
= n−1 ](|Q1,..., Qi,..., Qn )

def
= n.

Teniendo en cuenta lo anterior, definiremos la semántica de las fórmulas elementales. Dado
un modelo M = 〈N,R,V〉 con las mismas caracteŕısticas definidas en la subsección anterior,
l ∈ N, extenderemos la relación |= a las fórmulas elementales de la siguiente forma:

M, l |= size ≥ β def⇔ card(R) ≥ β
M, l |= |Q1,..., Qn〉

def⇔ existen l1,..., ln+1 distintos tales que l=l1Rl2R...Rln+1,
y para todo j ∈ [1, n],M, lj |= Qj

M, l |= |Q1,..., Qn]
def⇔ existen l1,..., ln distintos tales que l=l1Rl2R...Rln,

R(ln) = ∅ y para todo j∈ [1, n], M, lj |= Qj

M, l |= |Q1,..., Qi,..., Qn
def⇔ existen l1,..., ln distintos tales que l=l1Rl2R...RlnRli

y para todo j ∈ [1, n],M, lj |= Qj

Dado que las fórmulas size son independientes del mundo en el que se encuentren en el
modelo, podemos decir que M, l |= size ≥ β sii M |= size ≥ β. Además, introducimos una
notación que utilizaremos a lo largo de este trabajo, |Q1,..., Qn↑lk (con lk ∈ N) definido de la
siguiente forma:

M, l |= |Q1,..., Qn↑lk
def⇔ existen l1,..., ln distintos entre śı y con respecto a lk

tales que l=l1Rl2R...lnRlk y para todo j ∈ [1, n], M, lj |= Qj

A este tipo de fórmulas las llamaremos fórmulas enlace. Una observación interesante de esta
notación es que expresiones como |Q↑lk no satisfacen la relación M, lk |= |Q↑lk puesto que el
mundo actual y el mundo fijo (en este caso lk) son los mismos. Por lo tanto, no es posible decir
que exista un mundo l1 distinto a lk tal que l1Rlk y M, l1 |= Q. Para facilitar la lectura de las
fórmulas grafo en algunas partes del trabajo, escribiremos |Q1, α,Qn〉 cada vez que querramos
decir |Q1,..., Qn〉 estableciendo que α denota 0 o más conjunciones Q’s. Lo mismo haremos con
las demás fórmulas grafo. Vale aclarar que ambas notaciones son intercambiables.

Lema 1. (Reescritura) Sea n− i+ 1 ≥ 2 y α una secuencia de 0 ó más conjunciones:

M, l |= |Qi, α,Qn〉 ⇔ existen li, li+1 distintos tales que l=liRli+1,
M, li |= Qi y M, li+1 |= |α,Qn〉

M, l |= |Qi, α,Qn] ⇔ existen li, li+1 distintos tales que l=liRli+1,
M, li |= Qi y M, li+1 |= |α,Qn]

M, l |= |Qi, α,Qj ,..., Qn , i 6= j ⇔ existen li, li+1 distintos tales que l=liRli+1,

M, li |= Qi y M, li+1 |= |α,Qj ,..., Qn
M, l |= |Qi, α,Qn , ⇔ existen li, li+1 distintos tales que l=liRli+1,

M, li |= Qi y M, li+1 |= |α,Qn↑li

M, l |= |Qi, α,Qn↑lj , ⇔ existen li, li+1 distintos entre śı y li 6= lj
tales que l=liRli+1, M, li |= Qi y M, li+1 |= |α,Qn↑lj

Demostración. Notar que la demostración se basa en aplicar la definición de |= en cada caso.

2.4. Equivalencia

Hasta ahora hemos presentado dos tipos de fórmulas que a priori, expresan propiedades
diferentes en los modelos. Sin embargo, gracias a [31], sabemos que efectivamente existe una
equivalencia entre estas. En pocas palabras, para cada fórmula elemental existe una contraparte
lógicamente equivalente en MSL(∗,3) y, a su vez, que cada fórmula en MSL(∗,3) es equivalente
a una combinación Booleana de fórmulas elementales.

Para el primer caso, se definió para cada fórmula elemental ψ, la extensión ext(ψ) en
MSL(∗,3) tal que:

ext(size ≥ 0)
def
= > y ext(size ≥ β)

def
=

β times︷ ︸︸ ︷
¬emp ∗ · · · ∗ ¬emp,
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ext(|Q])
def
= Q ∧ ¬3>. Para n ≥ 2, ext(|Q1, Q2,..., Qn])

def
= Q1 ∧3ext(|Q2,..., Qn]),

ext(|Q1,..., Qn〉)
def
= ext(|Q1,..., Qn,>]) ∗ >,

ext(|Q1,..., Qn ) está definida como la fórmula

> ∗ (ext(size = n) ∧3n+1> ∧ (ext(|Q1,..., Qn]) ∗ >) ∧ ¬3(ext(size = 1) ∗3n>)),

donde 30φ
def
= φ y 3i+1φ

def
= 33iφ. Para i > 1, ext(|Q1,..., Qi,..., Qn ) es

> ∗
(
ext(size = n) ∧3n+1> ∧ (ext(|Q1,..., Qn]) ∗ >)∧
3i−1(ext(size = i−1) ∗ ext(|>,...,> (n−i+1)))

)
.

Esta definición describe una traducción de fórmulas elementales a fórmulas en MSL(∗,3),
y se puede concluir la siguiente propiedad:

Lema 2. [31] Toda fórmula elemental φ es lógicamente equivalente a ext(φ).

Para la dirección opuesta, se introdujeron “axiomas de reducción” (para más detalles ver
[33]), que permitieron transformar cualquier fórmula en MSL(∗,3) en una combinación Boo-
leana de fórmulas elementales. Gracias a esta transformación, la axiomatización para fórmulas
elementales resulta un sistema completo para MSL(∗,3).

Lema 3. [31] Sea φ una fórmula en MSL(∗,3), existe una fórmula elemental ψ tal que:

1. ψ =

n∨
i=1

ϕi con ϕi = (Gi ∧ size ≥ βi) ó (Gi ∧ size ≥ βi ∧ ¬size ≥ αi),

2. ψ y φ son equivalentes.

Teniendo en cuenta el Lema 3, dada una fórmula φ en MSL(∗,3) y su fórmula elemental
equivalente ψ, tendremos que una será satisfacible (resp. válida) si y solo si la otra es satisfacible
(resp. válida). Esto nos garantiza que, para determinar la satisfacibilidad (resp. validez) de φ,
basta con ver la de su fórmula elemental ψ equivalente.

Corolario 4. [31] Las fórmulas elementales tienen el mismo poder expresivo que MSL(∗,3)

Con respecto a la complejidad de la lógica en [29] se demostró:

Proposición 5. El problema de satisfacibilidad para MSL(∗,3) es NP-completo.

Vale destacar que la transformación de fórmulas en MSL(∗,3) a fórmulas elementales pro-
duce una explosión exponencial en el tamaño de la fórmula. Por lo tanto, diseñar algoritmos efi-
cientes basados en fórmulas elementales no es una tarea trivial. En este trabajo nos ocuparemos
de definir un cálculo eficiente para fórmulas elementales sin preocuparnos por la complejidad
del mismo para decidir la satisfacibilidad de MSL(∗,3).

En la siguiente sección, introduciremos un cálculo de tableaux para decidir si una fórmula
elemental es satisfacible.
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Caṕıtulo 3

Cálculo de Tableaux para
fórmulas elementales

3.1. Introducción

En esta sección, describiremos un procedimiento de tableaux para fórmulas de la forma
ψ =

∨n
i=1 ϕi con ϕi = (Gi ∧ size ≥ βi) ó (Gi ∧ size ≥ βi ∧ ¬size ≥ αi) incluyendo las reglas

de derivación y los conceptos de rama cerrada, abierta y saturada. Además, demostraremos que
si este cálculo, para una determinada fórmula, termina teniendo una rama abierta y saturada,
entonces dicha fórmula será satisfacible. También demostraremos que la rećıproca vale. En otras
palabras, demostraremos que el cálculo es completo y correcto respectivamente.

3.2. Reglas

Para la definición de este cálculo, utilizaremos un etiquetado con los números naturales.
Este etiquetado, cuando hablemos más adelante de un determinado modelo, representarán los
mundos del mismo. Por convención y para futuras demostraciones, cada vez que querramos
hacer un cálculo de tableaux de una fórmula ψ, empezaremos desde la etiqueta 1. Es decir que
la ráız de nuestro árbol será el par (1 : ψ).

Además, dado que este cálculo será para fórmulas de la forma ψ =
∨n
i=1 ϕi con ϕi =

(Gi ∧ size ≥ βi) ó (Gi ∧ size ≥ βi ∧¬size ≥ αi), se tendrá un cierto orden en la aplicación de
las reglas de derivación. En dicho orden, se empezará por aplicar la regla para la disyunción ∨.
Utilizando pattern matching, definimos la regla que deberá aplicarse:

i : ϕk ∨
∨
j 6=k ϕj

i : ϕk | i :
∨
j 6=k ϕj

∨ para ϕj ’s

Como la fórmula es finita, esta regla podrá aplicarse una cantidad finita de veces y con
ello, tendremos un número finito de ramas las cuales tendrán exactamente una única fórmula
ϕk cada una. En el caso de ψ, que tiene n disyuntos, el total de ramas también será n. Para
estas fórmulas ϕk aplicaremos otro tipo de reglas teniendo en cuenta que tienen necesariamente
alguna de las siguientes estructuras: (G ∧size ≥ β) ó (G ∧size ≥ β∧¬size ≥ α). Estas reglas
serán:

i : G ∧ size ≥ β
i : G

size ≥ β
∧(I)

i : G ∧ size ≥ β ∧ ¬size ≥ α
i : G

size ≥ β
¬size ≥ α

∧(II)

Notar que escribimos los literales size sin etiqueta puesto que hablan de propiedades globales
que son independientes de la etiqueta en la que estén.

En este cálculo no hay reglas para aplicar en literales size. Por lo tanto, después de este
punto, solo tendremos reglas para el par (i : G). Dichas reglas dependerán directamente de la
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forma de la fórmula grafo G y estarán definidas de manera recursiva con un caso base y uno o
dos casos recursivos. Para el caso de las fórmulas continuadas, tendremos las siguientes reglas
por pattern matching:

i : |Qi〉
i : Qi

iR(i+ 1)
size ≥ 1

Continuada I

i : |Qi, α,Qn〉
i : Qi

iR(i+ 1)
size ≥ n− i+ 1
i+ 1 : |α,Qn〉

Continuada II

En la primera regla contemplamos el caso en el que la fórmula es un camino de longitud
uno y en la segunda para cuando el camino es de una longitud mayor o igual a dos. Notar que,
si aplicamos la regla del caso recursivo una cantidad finita de veces, eventualmente llegaremos
al caso base. Además, como estamos utilizando un cálculo con etiquetas, tendremos elementos
del tipo iRj. Estos denotan que la etiqueta j es accesible directamente v́ıa la etiqueta i. Una
consecuencia negativa de estas definiciones es la populación de literales size, los cuales en su
mayoŕıa resultan innecesarios. Si por ejemplo, G = |Q1, Q2, Q3〉, tendŕıamos en la misma rama
los elementos size ≥ 3, size ≥ 2 y size ≥ 1 cuando el más representativo de los tres seŕıa el
primero. Esto es inevitable puesto que por la definición de nuestro cálculo, no se puede llevar
una cuenta dinámica de cuál es el máximo ĺımite inferior. Sin embargo, este defecto en nuestro
cálculo no nos supondrá una dificultad a lo largo de este trabajo. De manera similar, para las
fórmulas truncadas tendremos las siguientes reglas:

i : |Qi]
i : Qi

Truncada I

i : |Qi, α,Qn]

i : Qi
iR(i+ 1)

size ≥ n− i
i+ 1 : |α,Qn]

Truncada II

Sin embargo, para las fórmulas ćıclicas, tendremos una situación ligeramente diferente:

i : |Qi
i : Qi
iRi

size ≥ 1

Ćıcl. I

i : |Qi, α,Qj ,..., Qn
i : Qi

iR(i+ 1)
size ≥ n− i+ 1

i+ 1 : |α,Qj ,..., Qn

Ćıcl. II i : |Qi, α,Qn
i : Qi

iR(i+ 1)
size ≥ n− i+ 1
i+ 1 : |α,Qn↑i

Ćıcl. III

En este caso tendremos no solo uno sino dos casos recursivos. El primero es común a los
anteriores mientras que el segundo introduce la notación de las fórmulas enlace mencionada en
la sección anterior. Esta introducción en la notación tiene sentido puesto que queremos que el
cálculo ‘recuerde’ por medio del enlace ↑i, que el último mundo que contenga la conjunción Qn
esté enlazado al mundo i. Dado que las reglas sobre las fórmulas grafo están definidas de una
forma recursiva y que ninguna de las fórmulas continuadas o truncadas tienen un mecanismo
de ‘memorización’, resulta imposible definir un ciclo sin necesitar crear una estructura auxiliar
comprensible. Por otra parte, este segundo caso recursivo nos fuerza a definir un caso base y un
caso recursivo para las fórmulas enlace a pesar de que estemos hablando de una simple notación
auxiliar:

i : |Qi↑j

i : Qi
iRj

Enlace I

i : |Qi, α,Qn↑j

i : Qi
iR(i+ 1)

i+ 1 : |α,Qn↑j

Enlace II

En el caso de estas fórmulas, no es necesario poner en la definición recursiva que (size ≥
n − i + 1) como en los anteriores puesto que, para que aparezcan fórmulas enlace, antes debe
haber aparecido una fórmula ćıclica. Al existir una fórmula ćıclica previa, habrá un literal size
mucho más restrictivo, lo cual hará innecesario agregar más literales size una vez utilizada dicha
regla. Además, como consecuencia del segundo caso recursivo de las fórmulas ćıclicas, siempre
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se tendrá en todos los casos de las fórmulas enlace que j < i. Como sucede con las fórmulas
continuadas, si aplicamos la regla del caso recursivo una cantidad finita de veces en cualquiera
de estas fórmulas, eventualmente también llegaremos al caso base. Por lo tanto, ya no podremos
aplicar reglas referidas a las fórmulas grafo y lo único que nos quedará serán las conjunciones
de literales. En ese caso, usaremos una única regla:

i : ` ∧Q
i : `
i : Q

∧ para literales

3.3. Ramas cerradas, abiertas y saturadas

Hasta ahora hemos introducido las reglas que posee este cálculo y la noción de que un
tableaux para una fórmula es un árbol que se va a ir actualizando conforme se vayan aplicando
las reglas. Generalmente un tableaux termina con múltiples ramas y estas pueden estar cerradas
o abiertas. Para este cálculo una rama B es cerrada si y solamente si sucede al menos una de
las siguientes situaciones:

(i :⊥) ∈ B para algún i ∈ N

(i : p), (i : ¬p) ∈ B para algún i ∈ N, p ∈ PROP

size ≥ β, ¬size ≥ α ∈ B con α ≤ β

¬size ≥ 0 ∈ B

Por otro lado, una rama es abierta si no es cerrada y una rama está saturada si no se le pueden
aplicar más reglas.

3.4. Completitud

Cuando definimos un cálculo de prueba para una lógica, es natural que el mismo sea una
procedimiento válido para la tarea de inferencia correpondiente. En este caso, hablamos de
decidir satisfacibilidad de una fórmula. En particular, debemos demostrar que un tableaux con
ráız (1 : ψ) tiene una rama abierta y saturada, si y solo si la fórmula ψ es satisfacible. Cada
dirección de este “sii” recibe el nombre de completitud y corrección, respectivamente. En esta
sección nos ocuparemos de la primera, mientras que la segunda será el objeto de estudio de la
siguiente.

Un cálculo de tableaux es completo si para cualquier fórmula, se cumple lo siguiente: si
el tableaux construido para esta fórmula tiene una rama abierta y saturada, entonces dicha
fórmula será satisfacible. Intuitivamente, esto significa que el cálculo encuentra solo fórmulas
satisfacibles. Para el lector con conocimientos en teoŕıa de prueba, esta terminoloǵıa puede
sonar incorrecta, dado que en dicha área los conceptos de corrección y completitud pueden
verse intercambiados. Sin embargo, en este trabajo nos apegaremos a la terminoloǵıa utilizada
más frecuentemente en tableaux.

En nuestro caso, el cálculo de tableaux está definido para fórmulas de la forma
∨n
i=1(Gi∧Si)

con Si = size ≥ βi ó (size ≥ βi∧¬size ≥ αi). Sin embargo, antes de probar completitud para
las fórmulas elementales de este tipo, probaremos una serie de lemas que serán importantes.

Lema 6. Sea Q una conjunción de literales, B una rama tal que es abierta y saturada, MB =
〈N,R,VB〉 un modelo tal que:

1. R es una relación cualquiera

2. para todo p ∈ PROP : VB(p) = {i | (i : p) ∈ B}

Si (i : Q) ∈ B, entonces MB, i |= Q.
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Demostración. Por definición de V, se tiene que para cada p ∈ PROP : (i : p) ∈ B ⇔ i ∈ V(p).
Un dato importante a tener en cuenta es que Q no contiene subfórmulas ⊥ ya que si contuviera
alguna de ellas, la rama B estaŕıa cerrada. Debido a que Q es una conjunción de literales de la
forma >, p y ¬p, para demostrar MB, i |= Q basta con probar los casos bases anteriores y el
caso inductivo para el conector ∧:

MB, i |= > se cumple en todo momento.

Sea p ∈ PROP : (i : p) ∈ B
⇔ i ∈ V(p)

⇔MB, i |= p.

Sea p ∈ PROP : (i : ¬p) ∈ B, como B no es cerrada

⇒ (i : p) 6∈ B
⇔ i /∈ V(p)

⇔MB, i 6|= p

⇔MB, i |= ¬p.

Sean `, Q′ tales que (i : ` ∧ Q′) ∈ B. Como B es saturada, ya se ha aplicado la regla ∧
para literales. Por lo tanto, (i : `), (i : Q′) ∈ B. Por hipótesis inductiva, MB, i |= ` y
MB, i |= Q′. Luego por definición, MB, i |= (` ∧Q′).

∴ MB, i |= Q.

Lema 7. Sea B una rama tal que es abierta y saturada, MB = 〈N,RB,V〉 un modelo tal que:

1. RB tal que card(RB) = máx({ω | size ≥ ω ∈ B} ∪ {0}) = γ

2. V es una valuación cualquiera

Entonces:

Si size ≥ β ∈ B, entonces MB |= size ≥ β.

Si ¬size ≥ α ∈ B, entonces MB |= ¬size ≥ α.

Demostración. Como B no es cerrada, tendremos que por cada ocurrencia de size ≥ β y
¬size ≥ α en dicha rama, siempre se tendrá que α > β. Incluso, si ¬size ≥ α ocurre en B,
α > 0. Luego:

Si size ≥ β ∈ B,

⇒ por definición, card(RB) = γ ≥ β
⇔MB |= size ≥ β

Si ¬size ≥ α ∈ B, como card(RB) = γ

⇔ por definición, size ≥ γ ∈ B ó γ = 0

⇒ como B no es cerrada, α > γ

⇔ α > card(RB)

⇔MB |= ¬size ≥ α

Con esto procederemos a demostrar completitud:

Teorema 8. (Completitud) Sea ψ =
∨n
i=1(Gi∧Si) con Si = size ≥ βi ó (size ≥ βi∧¬size ≥

αi). Si un tableaux para ψ tiene una rama abierta y saturada, entonces ψ es satisfacible.

Demostración. Como hemos dicho anteriormente, al ser ψ una fórmula con n disyuntos, por la
regla ∨ tendremos n ramas, cada una de estas con exactamente una única fórmula (Gk ∧ Sk).

Sean:
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B la rama abierta y saturada de la hipótesis

(GB ∧ SB) el único disyunto en B tal que (1 : (Gk ∧ Sk)) ∈ B (pues empezamos en (1 : ψ))

γ = máx({ω | size ≥ ω ∈ B} ∪ {0})

m = máx(γ − ]GB)

Construiremos un modelo MB = 〈N,RB,VB〉 tal que:

1. RB = Bas ∪ Ext tal que

Bas = {(i, j) | iRj ∈ B}
Ext = {(a1, a2), ..., (am−1, am), (am, a1)} con ai 6= aj cada vez que i 6= j

ningún ai en Ext aparece en Bas
ningún ai en Ext aparece como etiqueta en B

(notar que RB es débilmente funcional)

2. para todo p ∈ PROP, VB(p) = {i | (i : p) ∈ B}

Nuestro objetivo principal a partir de aqúı será demostrar que MB, 1 |= ψ. Para esto será
necesario probar que, para cada φ, si (i : φ) ∈ B para algún i ∈ N, MB, i |= φ. Sin embargo,
dado que ψ =

∨n
i=1(Gi ∧ Si), cualquier fórmula φ tal que (i : φ) ∈ B para algún i ∈ N será

necesariamente de alguna de las siguientes formas: una disyunción que contenga a (GB ∧ SB)
(φ =

∨
k Gk ∧ Sk), la fórmula (GB ∧ SB), GB o una fórmula grafo derivada de GB. Por lo tanto,

demostrar que MB, 1 |= ψ se reduce a probar las siguientes dos proposiciones:

si S es un literal size tal que S ∈ B, entonces MB |= S

si G es una fórmula grafo tal que (i : G) ∈ B para algún i ∈ N, entonces MB, i |= G

Para probar la primera, solo hará falta ver las definiciones establecidas para γ, Bas y Ext y
las reglas para las fórmulas grafo. En efecto, tendremos que Bas ∩ Ext = ∅, card(Bas) = ]GB y
γ ≥ ]GB. Luego:

card(RB) = card(Bas) + card(Ext)
= ]GB +m

= ]GB + (γ − ]GB)

= γ

Gracias al Lema 7 tenemos garantizado que para cualquier literal size S tal que S ∈ B,
MB |= S. La demostración de la segunda proposición es por inducción en el tamaño de la
fórmula grafo G. Comenzamos con los casos base:

Si (i : |Q〉) ∈ B, como B está saturada:

1. (i : Q) ∈ B: por Lema 6, MB, i |= Q

2. iR(i+ 1) ∈ B: por definición de Bas, iRB(i+ 1)

3. size ≥ 1 ∈ B: por Lema 7, MB |= size ≥ 1

Luego tenemos que existen distintas l1 = i, l2 = i+ 1 tales que l1R
Bl2 y MB, l1 |= Q. Por

definición de |=, MB, i |= |Q〉.

Si (i : |Q]) ∈ B, como B está saturada:

1. (i : Q) ∈ B: por Lema 6, MB, i |= Q

Dado que estamos en el caso |Q], sabemos que no hay otra fórmula grafo de otro tipo en
la rama y que i es una etiqueta, podemos decir que:

1. iRj 6∈ B para todo j ∈ N
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2. (i, j) 6∈ Bas para todo j ∈ N
3. (i, k) 6∈ Ext para todo k ∈ N

∴ RB(i) = ∅. Luego tenemos que existe l1 = i tal que RB(l1) = ∅ y MB, l1 |= Q. Por
definición de |=, MB, i |= |Q].

Si (i : |Q ) ∈ B, como B está saturada:

1. (i : Q) ∈ B: por Lema 6, MB, i |= Q

2. iRi ∈ B: por definición de Bas, iRBi
3. size ≥ 1 ∈ B: por Lema 7, MB |= size ≥ 1

Luego tenemos que existe l1 = i tal que l1R
Bl1 y MB, l1 |= Q. Por definición de |=,

MB, i |= |Q .

Si (i : |Q↑j ) ∈ B, como B está saturada:

1. (i : Q) ∈ B: por Lema 6, MB, i |= Q

2. iRj ∈ B: por definición de Bas, iRBj

Dado que la ocurrencia de una fórmula enlace depende de que haya habido antes una
fórmula ćıclica y que esto implica que la etiqueta j debió haber sido introducida antes que
la etiqueta i, tenemos que j < i. Luego existe l1 = i tal que l1R

Bj, l1 6= j y MB, l1 |= Q.
Por definición de |=, MB, i |= |Q↑j .

Ahora solo nos quedan los casos inductivos.

Si (i : |Qi, α,Qn〉) ∈ B, como B está saturada:

1. (i : Qi) ∈ B: por Lema 6, MB, i |= Qi

2. iR(i+ 1) ∈ B: por definición de Bas, iRB(i+ 1)

3. size ≥ n− i+ 1 ∈ B: por Lema 7, MB |= size ≥ n− i+ 1

4. (i+ 1 : |α,Qn〉) ∈ B: por hipótesis inductiva MB, (i+ 1) |= |α,Qn〉

Dado que i 6= i+ 1, usando el Lema 1, MB, i |= |Qi, α,Qn〉.

Si (i : |Qi, α,Qn]) ∈ B, como B está saturada:

1. (i : Qi) ∈ B por Lema 6, MB, i |= Qi

2. iR(i+ 1) ∈ B por definición de Bas, iRB(i+ 1)

3. size ≥ n− i ∈ B por Lema 7, MB |= size ≥ n− i
4. (i+ 1 : |α,Qn]) ∈ B por hipótesis inductiva MB, (i+ 1) |= |α,Qn]

Dado que i 6= i+ 1, usando el Lema 1, MB, i |= |Qi, α,Qn].

Para el caso de las fórmulas ćıclicas, tenemos que realizar un análisis por casos dependiendo
de la forma de la misma, tal como se han diferenciado en la definición de las reglas.

Si (i : |Qi, α,Qj ,..., Qn ) ∈ B, como B está saturada:

1. (i : Qi) ∈ B por Lema 6, MB, i |= Qi

2. iR(i+ 1) ∈ B por definición de Bas, iRB(i+ 1)

3. size ≥ n− i+ 1 ∈ B por Lema 7, MB |= size ≥ n− i+ 1

4. (i+ 1 : |α,Qj ,..., Qn ) ∈ B por hipótesis inductiva MB, (i+ 1) |= |α,Qj ,..., Qn

Dado que i 6= i+ 1, usando el Lema 1, MB, i |= |Qi, α,Qj ,..., Qn .

Si (i : |Qi, α,Qn ) ∈ B, como B está saturada:
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1. (i : Qi) ∈ B por Lema 6, MB, i |= Qi

2. iR(i+ 1) ∈ B por definición de Bas, iRB(i+ 1)

3. size ≥ n− i+ 1 ∈ B por Lema 7, MB |= size ≥ n− i+ 1

4. (i+ 1 : |α,Qn↑i) ∈ B por hipótesis inductiva MB, (i+ 1) |= |α,Qn↑i

Dado que i 6= i+ 1, usando el Lema 1, MB, i |= |Qi, α,Qn .

Si (i : |Qi, α,Qn↑j ) ∈ B, como B está saturada:

1. (i : Qi) ∈ B por Lema 6, MB, i |= Qi

2. iR(i+ 1) ∈ B por definición de Bas, iRB(i+ 1)

3. (i+ 1 : |α,Qn↑j ) ∈ B por hipótesis inductiva MB, (i+ 1) |= |α,Qn↑j

Dado que la ocurrencia de una fórmula enlace depende de que haya habido antes una
fórmula ćıclica y que esto implica que la etiqueta j debió haber sido introducida antes que
las etiquetas i e i+ 1, tenemos que j < i y j < i+ 1. Por lo tanto, i e i+ 1 son distintos
con respecto a j. Como también i 6= i+ 1, usando el Lema 1, MB, i |= |Qi, α,Qn↑j .

∴ MB, i |= G para todo (i : G) ∈ B.
∴ MB, i |= φ para todo (i : φ) ∈ B.
∴ MB, 1 |= ψ y ψ es satisfacible.
∴ El cálculo es completo.

3.5. Corrección

En la sección anterior demostramos que el cálculo definido es completo. Esto quiere decir,
que si el cálculo no cierra para una determinada fórmula, entonces dicha fórmula es satisfacible.
Sin embargo, también nos interesa la conversa. Intuitivamente, esto significa que el cálculo no
cierra cuando recibe como entrada una fórmula satisfacible. Esta propiedad es conocida como
corrección, la cual será abordada en esta subsección.

Teorema 9. Sea ψ una fórmula de la forma
∨n
i=1(Gi ∧ Si) con Si = size ≥ βi ó (size ≥

βi∧¬size ≥ αi), si ψ es satisfacible, entonces en el cálculo de tableaux tiene una rama abierta
y saturada.

Demostración. Sea M = 〈N,R,V〉 un modelo tal que M, l |= ψ. Dado que ψ es una disyunción,
se tiene que para algún k, M, l |= Gk ∧ Sk. Por lo tanto, Gk ∧ Sk es satisfacible. Si analizamos
el tableaux saturado, la rama en donde aparece Gk ∧Sk debeŕıa estar abierta. Supongamos que
no lo está.

Sea K la rama saturada y cerrada en la que se encuentra Gk ∧ Sk, debeŕıa cumplirse alguna
de las siguientes condiciones:

1. (i :⊥) ∈ K para algún i ∈ N

2. (i : p), (i : ¬p) ∈ K para algún i ∈ N, p ∈ PROP

3. size ≥ β, ¬size ≥ α ∈ K con α ≤ β

4. ¬size ≥ 0 ∈ K

Sin embargo, dependiendo de cada caso, llegaremos a una contradicción con la hipótesis.

1. Esto implica que la conjunción Qi de donde proviene (i :⊥) es insatisfacible, lo que
implicaŕıa que Gk ∧ Sk también lo es.

2. Con el mismo razonamiento del punto anterior, llegamos a la misma contradicción.

3. Esto implica que Sk = (size ≥ βk ∧ ¬size ≥ αk) puesto que es la única forma de que
aparezca un literal size con una negación en dicha rama.
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Si αk ≤ βk, Sk es insatisfacible y por lo tanto Gk ∧ Sk también.

Si αk ≤ β tal que size ≥ β deriva de la parte Gk, tendremos que β es a lo sumo
](Gk). Como consecuencia de que Gk∧Sk es satisfacible, el modelo M tendrá al menos
](Gk) aristas. Si αk ≤ β con β ≤ ](Gk), tendremos que Gk ∧ Sk es insatisfacible.

4. Necesariamente Sk = (size ≥ βk ∧ ¬size ≥ 0). Pero por definición de |=, Gk ∧ Sk es
insatisfacible.

Por lo tanto, si ψ es satisfacible, el tableaux para dicha fórmula tiene una rama abierta y
saturada y el cálculo es correcto.

Finalmente, vale la pena mencionar que el cálculo termina independientemente de la fórmula
de entrada, y que lo hace en tiempo polinomial. Se omiten los detalles de este aspecto.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones y trabajos futuros

4.1. Recapitulación

En este trabajo se ha propuesto un cálculo de tableaux etiquetado para una familia de
fórmulas llamadas ‘fórmulas elementales’. Las mismas son un fragmento de la lógica de sepa-
ración con operadores modales MSL(∗,3) introducida en [29]. Dichas fórmulas, introducidas
en [31], realizan un tratamiento sintáctico de las propiedades semánticas estudiadas en [29],
estableciendo qué fórmulas en MSL(∗,3) permiten solo expresar propiedades espećıficas sobre
la forma y el tamaño del modelo. En particular, las fórmulas elementales son suficientes para
capturar todo el poder expresivo de MSL(∗,3). Luego de haber propuesto dicho cálculo, se
demostró que es completo y correcto.

Una ventaja de este algoritmo por sobre el sistema de [29], es que facilita su tratamiento
computacional, es decir, implementación, estudio de complejidad, etcétera. Si bien con este
cálculo se puede conjeturar que el problema satisfacibilidad para este tipo de fórmulas está
en P, esto no implica que el problema de satisfacibilidad MSL(∗,3) esté también en P. Esto
sucede debido a que la traducción de MSL(∗,3) a fórmulas elementales contiene una explosión
exponencial en el tamaño de la fórmula original. Es más, en [29] se demuestra que el problema de
decidir si una fórmula de MSL(∗,3) es satisfacible es NP-completo. Esto se consigue definiendo
un algoritmo de model checking en tiempo polinomial y demostrando una propiedad de modelo
acotado.

Finalmente, conjeturamos que es posible definir un algoritmo en ExpTime para decidir la
satisfacibilidad de fórmulas en MSL(∗,3). Por un lado, dada una fórmula en MSL(∗,3) pode-
mos construir la fórmula elemental equivalente (potencialmente con un tamaño exponencial con
respecto a la original), según lo demostrado en [31]. Luego, es posible correr nuestro algoritmo
polimonial sobre dicha fórmula.

4.2. Trabajos futuros

En paralelo con la realización de este trabajo, mediante una pasant́ıa en el LSV, ENS Paris-
Saclay bajo la supervisión de Stéphane Demri, se comenzó a estudiar la complejidad de algunos
fragmentos de MSL(∗,3, 〈6=〉), la lógica MSL(∗,3) enriquecida con la modalidad 〈6=〉, definida
como:

M, l |= 〈6=〉φ⇔M, l′ |= φ, con l 6= l′.

Dado que el problema de satisfacibilidad para MSL(∗,3, 〈6=〉) tiene una complejidad Tower-
complete1 [29], empezamos a analizar ciertos fragmentos de MSL(∗,3, 〈6=〉) con menor expre-
sividad conectados por medio de conectores Booleanos ∨, ∧ y ¬.

El objetivo de este trabajo es demostrar que la complejidad del problema de satisfacibi-
lidad para la combinación Booleana de fórmulas pertenecientes a los fragmentos MSL(∗,3),
MSL(∗, 〈6=〉) y MSL(3, 〈6=〉) está en NP, una complejidad mucho menor que Tower. Demos-
trar esto se reduce, gracias a los resultados en [29] que nos permiten trabajar sobre modelos

1Para detalles sobre la clase de problemas Tower, ver [36]
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pequeños, a demostrar la siguiente conjetura:

Conjetura 10. Sean φ1, φ2 y φ3 tres fórmulas de las lógicas MSL(∗,3), MSL(∗, 〈6=〉) y
MSL(3, 〈6=〉) respectivamente, y Mf = 〈W,R,V〉 un modelo finito con l ∈W. Entonces, exis-
te un algoritmo de model checking tal que en tiempo polinomial puede determinar si Mf , l |=
φ1 ∧ φ2 ∧ φ3.

Por otro lado, junto con Raul Fervari, estaremos trabajando en mi tesis doctoral acerca de
Lógicas Epistémicas con Estrategias. En la misma se buscará desarrollar lenguajes provistos
de agentes capaces de aprender estrategias, es decir, una cierta serie de acciones que puede
hacer bajo determinadas condiciones para llegar a un objetivo. Si bien este trabajo no está
directamente relacionado con lógicas de separación, seguiremos enfocados en el estudio de ciertas
operaciones dinámicas en lógica modal.

4.3. Pensamientos personales y agradecimientos

Este trabajo me ha abierto un mundo de grandes posibilidades. No solo por tener la opor-
tunidad de trabajar con Fervari y Demri, sino también por entender lo que significa trabajar
en el ámbito cient́ıfico en términos de cooperación y horizontalidad más allá de los defectos
que pueda tener y efectivamente tiene. El futuro es realmente incierto y lleno de desaf́ıos. Pero
siempre existirá la oportunidad de aprender, crecer y “progresionar”.

En principio quiero agradecer a Ignacio Queralt y Luciana Benotti que me han dado el
empujón inicial para empezar a buscar un tema para mi trabajo final de licenciatura. A Alek-
sey Boulchouk por haberme animado a presentarme a las Becas de Est́ımulo a las Vocaciones
Cient́ıficas, una beca de investigación del Consejo Interuniversitario Nacional para estudiantes
de grado. A mis compañeros de carrera, que son muchos para nombrarlos. Si bien nuestros
caminos han divergido y convergido en diferentes tiempos, agradezco much́ısimo el tiempo que
he pasado con ustedes. A mi familia, en especial a mis padres, por el apoyo incondicional y
la formación que me han dado para ser la persona que soy ahora. A Raul Fervari y a Stépha-
ne Demri por haber podido tener la enriquecedora oportunidad de haber trabajado y seguir
trabajando y aprendiendo con ellos.

Por supuesto, quiero agradecer Consejo Interuniversitario Nacional por haber becado este
trabajo de investigación. Al centro de estudiantes de la facultad y a las demás agrupaciones
estudiantiles, a la FaMAF, a la Universidad Nacional de Córdoba. Y finalmente a la educación
pública, gratuita y de calidad que he podido tener a lo largo de estos cinco años.
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