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Resumen

Para determinar cuan bosonico es el comportamiento de pares de fermiones dis-
tinguibles interactuantes con interaccion de contacto en un sistema unidimensional
continuo se propusieron dos modelos: particulas libres y particulas en una trampa
armoénica. Para cada uno de ellos se determiné de manera analitica el estado fun-
damental de un sélo par mediante la resolucion de la ecuacion de Schrodinguer in-
dependiente del tiempo. A partir de dicho estado, se extrajo informaciéon acerca del
comportamiento bosénico del par interactuante en funciéon de la intensidad de la in-
teraccion. Se estudio el régimen atractivo para ambos modelos y también el régimen
repulsivo para particulas en una trampa armoénica.

En el régimen atractivo, se verific6 para ambos modelos que en el limite de inter-
accion muy fuerte los pares de fermiones se comportan como bosones ideales. Esta
situacion corresponde a una separacion caracteristica entre las particulas que compo-
nen el par muy pequena comparada con las dimensiones del sistema.

Por su parte, para particulas con interacciéon repulsiva en una trampa armoénica
se verifico que ain en el limite de interacciéon muy fuerte los pares de fermiones no
alcanzan a tener un comportamiento bosonico.

Abstract

To determine how bosonic is the behavior of pairs formed by distinguishable fer-
mions with contact interaction in a continuos one-dimensional system we proposed
two models: free particles and particles in a harmonic trap. For each one of them, we
analytically determined the ground state of a single pair solving the independent time
Schrodinguer equation. From this state, we extracted information about the bosonic
behavior of the interacting pair in relation to the interaction strength. We studied
the attractive regime for both models and also the repulsive regimen for particles in
a harmonic trap.

In the attractive regime, we verified for both models that in the strong interaction
limit the pairs behave as ideal bosons. This situation corresponds to a characteristic
separation between the particles of the pair very short compared with the dimensions
of the system.

For particles with repulsive interaction in a harmonic trap, we verify that even in
the strong interaction regime the fermion pairs do not behave as bosons.
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Capitulo 1

Introducciéon y motivaciones

Los sistemas de muchas particulas (many body) son de amplio interés en varios
campos de la fisica. La descripcion de muchos de estos sistemas resulta muy compleja,
sobre todo cuando se consideran interacciones entre las particulas que componen al
sistema. Una situacién usual en muchos problemas es aquella en que las particulas se
encuentran agrupadas formando particulas compuestas (dtomos, moléculas, pares de
Cooper, etc). Supongamos que tenemos una particula (o cuasi-particula) compuesta
por un nimero par de fermiones. Si consideramos a la funcién de onda del sistema
conjunto, sabemos que al intercambiar dos fermiones la funcién de onda cambia de
signo. Entonces, al intercambiar dos de estas particulas compuestas estariamos ha-
ciendo un namero par de intercambios entre fermiones, por lo que la funcién de onda
resulta simétrica ante el intercambio de dichas particulas compuestas. Esto, sumado
a que una particula formada por un nimero par de fermiones tiene espin entero, da
la impresiéon de que estas particulas compuestas podrian pensarse como bosones. Se
sabe que si las particulas componentes estan altamente entrelazadas esta particula
compuesta efectivamente se comporta como un boson [1, 2|. Se habla entonces de estas
particulas compuestas como bosones compuestos o cobosones (abreviatura en inglés
de composite bosons). Puesto que el grado de entrelazamiento es el que determina
cuan bosoénico es el comportamiento de una particula compuesta, el hecho de que las
particulas constituyentes estén fuertemente ligadas es una condicién suficiente pero
no necesaria para tratar a una particula compuesta como un bosoén perfecto. El entre-
lazamiento entre particulas puede presentarse de muchas otras formas no limitadas a
la posicion o el momento. Esta idea fue aplicada con éxito en varios modelos como
superconductividad de Bardeen-Cooper-Schrieffer 3], superfluidez del *He [3, 4, 5],
gases de Fermi ultrafrios interactuantes [6, 7, 8], y en condensados de Bose-Einstein
moleculares [9]. El formalismo de cobosones bésicamente consiste en dar una des-
cripcion del sistema (incluso en el limite termodinamico) a partir de una descripcion
microscopica de los bosones compuestos. El tratamiento de sistemas a temperatura
no nula con este modelo es una tarea de muy alta complejidad que no contemplare-
mos en este trabajo. S6lo nos limitaremos a describir el estado fundamental, es decir,
el estado del sistema a temperatura cero. Para describir el estado de N pares del
sistema, basta hallar el estado fundamental de un sélo par [10].

Un modelo de interés es el de bosones formados por dos fermiones en sistemas
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continuos unidimensionales. Experimentalmente, han sido logrados sistemas de ato-
mos frios confinados a una geometria unidimensional, que pueden modelarse mediante
potenciales armonicos elongados [11]. Los modos transversales se pueden llevar a sus
oscilaciones de punto cero, dando por resultado un sistema efectivo 1D. En el presente
trabajo estudiamos un sistema de fermiones interactuantes con interacciéon de a pares
de corto alcance. Es decir, cada fermién interacttua sélo con otro fermién, no con los
demés. La intensidad de esta interaccion se puede controlar experimentalmente me-
diante resonancias Feshbach [12], por lo que nos interesa estudiar las propiedades del
sistema en todo el régimen de interaccion. No obstante, son las interacciones atrac-
tivas las que mas interesan, pues se ha logrado describir gases de Fermi fuertemente
atractivos mediante super gases de Tonks-Girardeau formados a partir de pares de
fermiones fuertemente atractivos [13].



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo introducimos las herramientas que fueron usadas a lo largo de
este trabajo, de forma tal que sea lo mas auto-contenido posible. Primero, damos una
introduccion al formalismo de la segunda cuantizacién para sistemas de particulas
idénticas. Luego, describimos la descomposicion de Schmidt de un estado puro de un
sistema bipartito y como extraer de ella informacion acerca del entrelazamiento de ese
estado. Finalmente, mencionamos algunas nociones basicas de la teoria de cobosones
a partir de las herramientas introducidas.

2.1. Segunda cuantizacién y principio de simetria de
unitariedad
En esta seccion se sigue el Cap. 21 del libro Quantum Mechanics, 3" Ed., de E.

Merzbacher.
Sea K un observable cualquiera con autovalores {k;};>;. Denotamos por

|n17 ng, N3, >

al estado que representa al sistema con n; particulas en el autoestado de K con
autovalor k; (supongamos que no hay degeneracion), ny particulas en el autoestado
de K con autovalor ko, y asi sucesivamente. A esta base se la denomina base de Fock.
Para abreviar, denotaremos por

0) =10,0,0,...)
al estado vacio y
|k1,> = |n1 :O7"'7ni—1 :077’1,2- = 177%'-1—1 :O’>

al estado con una sola particula en el autoestado de K con autovalor k;.

Se definen los operadores de creacion y aniquilacion de particulas &I y a;, respec-
tivamente, como aquellos cuya accion sobre los elementos de la base de Fock es crear
o destruir una particula en el i-ésimo autovalor de K:
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CALZL |n1, ey M1y My M1y - - > XX |n1, ey, My + 1, MNia1, .- > , (2 1)
&7; |n1, B 7T P 17 O 17 P > X |77,1, ey, Ny — 1,7’Li+1, .. > .
Se define en particular
af[0) = [ki) ,
a; [k;) = 65510} , (2.2)

Ahora supongamos que elegimos otro operador para representar a nuestro sistema,
llamémosle L. En total analogia con lo que hicimos recién,

|lq> = ’ml :0,...,mq_1 :O,mq:17mq+1 :07>

denota al estado con una particula en el autoestado de L con autovalor /;. De igual
manera, definimos los operadores de creaciéon y aniquilacion en esta base de estados
de una particula:

BII M,y Mg, Mgy Mgy - 2) X M, ooy mg1,mg + 1m0,
l;q M, ey Mg, Mgy Mg, - -) X M, oo g1, my — Lm0
y
b 10) = ILg),
l;q |lp> = Ogp 10),
b, |0) = 0.

Veamos que

a0} = |ki) =Y L) (lki) =) (Iy|k:) b [0) .

q

Esta ecuacion se satisface si imponemos la condiciéon sobre los operadores

il = Y k) 23
q

Con esta ecuacion, estarfamos vinculando los operadores de creacion sobre una base de
estados de una particula respecto a los de la otra base via una transformacion unitaria.
La hipotesis que se hace es que la ec. (2.3) se satisface en todo el espacio de Fock,
no soélo en el subespacio generado por el estado vacio. Esto nos da una equivalencia
entre cualquier conjunto de estados de una particula que elijamos para representar a
nuestro sistema. A esto se lo conoce como principio de simetria de unitariedad. Esto
tiene que ver con la nocién de que crear una particula con ntimero cuantico k; es
equivalente a crear una particula con cualquiera de los nimeros cuanticos [,, cada
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uno contribuyendo en superposicion lineal con un factor ([,|k;).

Ahora consideremos que las particulas que componen nuestro sistema son indis-
tinguibles. Fisicamente, crear una particula en el estado con autovalor k; y luego otra
en el autoestado a autovalor k; debe ser equivalente a hacerlo en orden inverso, en el
sentido de que las probabilidades del sistema no deben alterarse frente al intercambio
de particulas. Esto implica que

i) =
stat o atal — (2.4)
i al ] M ] ’L 07
con 4 una constante de modulo 1. A partir de la ec. (2.3), tenemos que
0 =alal — palal =3 (ylk) (Ilky) (b;b; - ub;bg) . (2.5)
a,p
La ec. (2.5) solo se satisface para todo i, j si, para todo p, g, vale la igualdad
pEot it —
byb,, — pbybl = 0. (2.6)
Como (2.6) vale para indices p y ¢ arbitrarios, tenemos que
bt Pt
byby — pbyb), = 0. (2.7)

A partir de (2.6) y (2.7) concluimos que p = 1. Tomando el adjunto en (2.4) e
intercambiando los nombres de los indices (son arbitrarios) tenemos también que

Si ahora pensamos en la operacion de crear una particula en un estado y aniquilar
una particula en otro estado diferente, el orden en que hagamos estas acciones no
puede cambiar las probabilidades del estado resultante. Entonces, para ¢ # j,

0= aal —pata, = (killy) (Glky) (bqb; - ub},@) , (2.9)
q,p
con lo cual, para todo p # ¢,
byt — ubb, = 0,
y asi vemos que p = +1. Volviendo a la expresion (2.9), tenemos entonces que, para
L F 7
0= aal — pala, =3 (killy) (llky) ( babl — Mégéq) ,

q

lo cual implica que el operador

Ry —
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es independiente del subindice q. Aplicando este operador al estado vacio vemos que
A es el operador identidad. Con esto, tenemos que
a;af — pafa; =" (killy) (Ilk:) = 1. (2.10)
q
En las ecuaciones (2.4), (2.8), (2.9) y (2.10), el caso u = 1 corresponde a cuan-
do las particulas con las que trabajemos sean bosones, mientras que y = —1 se
aplica cuando las particulas son fermiones. Podemos agrupar estas ecuaciones en las
siguientes relaciones de conmutacion y anticonmutacion

a,af) =0
[a;, &j] = 0y; Bose-Einstein (2.11)
[a;,a;] =0

y
{al.a]} =0
{a;, d} = 0;; Fermi-Dirac, (2.12)
{ai,a;} =0

donde {A, B} = AB + BA denota la suma simétrica.

Hasta aqui hemos considerado la descripcion del sistema en términos de los nu-
meros de ocupacion de los autoestados de un observable K con espectro discreto.
Ahora supongamos que elegimos un operador de espectro continuo, en particular, el
operador posicion X. De acuerdo a la regla de transformacion (2.3), el operador que
crea una particula en el i-ésimo autovalor de K se escribe como

[e.e]

o — / da B ()i (), (2.13)
donde ®;(x) es la funcion de onda del estado |k;) y ¥T(x) denota al operador que crea
una particula en la posicion z. Haciendo la analogia con las ec. (2.11) y (2.12), para los
operadores de creacion y aniquilacion de particulas en la representacion coordenadas
tenemos

\i/(x), @T(x')} =0(x —2) Bose-Einstein (2.14)
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{U(z), Ut ()} = 0(z — o) Fermi-Dirac. (2.15)

2.2. Descomposicion de Schmidt y entrelazamiento

Supongamos que tenemos un sistema de dos particulas en una dimensiéon descripto
por el espacio de Hilbert H = H; ® Ho. Dadas 2 bases ortonormales {f.} vy {gm}
de H; v Ho, respectivamente, podemos representar cualquier funciéon de onda de H
como

O (11, 19) = Z Chm fn(®1) gm(22).

Segun Ref. [14, 15], existen bases ortonormales {¢,,} de H; v {(,} de Hs tales que la
funcion de onda del sistema bipartito se puede escribir como

O(21,72) = Y/ An bnl@1)Ca(2), (2.16)

con

| wdn@one) =om v [ deGla)ole) = G

A la descomposicion (2.16) se la denomina descomposicion de Schmidt, a las cons-

tantes no negativas v/, coeficientes de Schmidt y a las funciones ¢,, y (, modos de
Schmidt. Si pedimos la normalizaciéon

/ dxl/ dxs \(19(9317:1:2)|2: 1,

tenemos la condiciéon para los coeficientes de Schmidt

d =1

Ahora recordemos que la matriz densidad del sistema bipartito en el estado puro
descripto por la funcion de onda ® estd dada en la representacion coordenadas por

p(x,la .1'/2; L1, .%2) = (I)($1, .1'2)(19*(1’/1, xl2>

Con la ec. (2.16), si tomamos las trazas parciales tenemos que
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pi(x1, @) = / dry ®(z1, 29) " (21, 72) Z An On(21) 9 (1)

o0

N (2.17)
— [ s at) dnlat) = A ()
y, analogamente,
pa (T2, xh) :/ dxy (21, 22)P* (21, x)) Z A Co(@2)Cl ()
- (2.18)

— / 0y P2, 2) Con () = A Gon(2).

Con las ec. (2.17) y (2.18) vemos que los modos de Schmidt son los autovectores de
las matrices densidad reducidas y los coeficientes )\, sus autovalores, siendo iguales
para ambas matrices densidad. Interpretamos entonces a los modos de Schmidt como
los orbitales naturales de cada particula y a los coeficientes \,, como sus ocupaciones
[16, 17].

Hablemos ahora de entrelazamiento. Como sabemos, no toda funcién de onda de
un sistema bipartito se puede escribir como producto de funciones de onda individua-
les de cada parte:

(1, 79) = f(21)g(22). (2.19)

Cuando la funcion de onda puede escribirse de la forma (2.19) decimos que se trata
de un estado separable, y cuando no se puede decimos que es entrelazado. Viendo la
ec. (2.16), podemos notar que la distribucion de los coeficientes A, nos da informacion
de cuan entrelazado es el estado. Una cantidad que cuantifica el entrelazamiento de
un estado es la entropfa lineal, definida como

Sp=1-7P, (2.20)

donde

P="Tr (P1) = Z /\2

denota la pureza de las matrices densidad reducidas [18, 19, 20|. Para sistemas con-
tinuos estas matrices son de dimension infinita. Asi que supongamos que tienen di-
mension finita Rg. Se puede probar que la entropia lineal es minima cuando uno de
los coeficientes de Schmidt vale 1 y el resto 0, en cuyo caso el estado es separable y
St = 0, y maxima cuando la distribucion de las ocupaciones A, es uniforme, es decir,

Ap = RLS V n, donde nos queda
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Tomando ahora el limite para Ry — 0o vemos que la entropia lineal de un estado
méaximamente entrelazado en un sistema continuo vale 1.

Supongamos ahora que la funcién de onda tiene simetria ante intercambio de sus
particulas, es decir, ®(x1,z5) = ®(x2,z1). Entonces, los modos de Schmidt deben ser
los mismos para ambas partes del sistema, con lo que la descomposicion (2.16) nos
queda

O(z1,22) = Y/ An (1) P (2). (2.:21)

Esto simplifica la tarea de hallar la descomposicién de Schmidt, ya que en vez de
tener que hallar los modos de Schmidt para ambas partes del sistema s6lo habra que
hacerlo para una de ellas. Explicaremos adelante (Cap. 5) una manera de explotar
esta simetria para hallar los coeficientes y los modos de Schmidt.

2.3. Formalismo de bosones compuestos

Consideremos un sistema formado por pares de fermiones interactuantes de dis-
tintas especies, llamémosles a y b. Estos pares seran entonces nuestros cobosones. A
partir del Hamiltoniano de dos particulas, el estado fundamental, descripto por la
funcién de onda @, define al operador creacion

éT = / d:[}Z/ d.’L'l \ijl (fljl) \ilz (.TQ) (bo (mly .I'Q) )

con Wl () el operador que crea una particula tipo a en la posicion z y Wl (z) el
que crea una particula tipo b en la posicion x. Este serfa el operador que aplicado al
estado vacio crea un par en el estado descripto por ®y. Si @ tiene la descomposicion

de Schmidt
Py (21, 22) = Z \//\—nﬁbn(xl)gn(%),

podemos escribir al operador que crea un par en dicho estado como

A=Y VRl 2:2)

donde

bl = / b dz Ul (z) G (x)

oo

denotan los operadores que crean una particula tipo a y b, respectivamente, en el n-
ésimo modo de Schmidt de ®(. Tener en cuenta que estos son operadores fermionicos,
por lo que satisfacen las relaciones de anticonmutacion (2.12). Segtun Ref. [1], puede
verse a partir de éstas que
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[e,éf] =1 — A, (2.23)

A=Y"1, (agdn + ISLZSn) .

Para N pares podemos proponer el ansatz para el estado fundamental

con

("
IN) = =10}, (2.24)

XN NI
denominado ansatz de cobosones. El factor yy lo anadimos para tener normalizado el
estado |N). Para estudiar el caracter bosoénico del operador ¢f, debemos recordar las
relaciones de conmutacion de los operadores bosonicos y su acciéon sobre los estados
en el espacio de Fock. A partir de las relaciones de conmutacion (2.11) se puede ver
que, si ¢ fuera completamente bosonico, su accién sobre el estado de N cobosones
seria

Ehos |[N)Y = VN[N — 1) (2.25)

Dado que este operador no es totalmente bosénico, podemos escribir

¢INY = anyVN [N — 1) + |en), (2.26)
con (N — 1ley) = 0. Viendo que
(éT)N XN
N —1) = 0)=VN N
VXxn-1 (N —1)! XN-1
llegamos a que
ay = |2 (2.27)
XN-1
y
(enlen) = (N — 1) [A5L 4 (1 Ny, [ XY (2.28)
XN XN-1

Entonces, vemos que el operador de creaciéon de un cobosén tiene un caracter total-
mente bosonico cuando el cociente XN—;V“ tiende a 1.

Veremos ahora como esta relacionado este factor de normalizaciéon y con el en-
trelazamiento entre las particulas que conforman el par. A partir de la expresion del
operador de creacion de un cobosén en la base de Schmidt de la ec. (2.22), se puede
ver que

1 R N
XN = N <O| (C>N (CT) |0> = N! Z >‘p1/\p2 S )\PN' (2-29)

PN>PN—-1>...>P1

En particular, para 2 cobosones, tenemos que
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1 D [ At 2
xe= 5 O1@ () 10) =2 3 Apdp =1- 3 A% (2.30)
P2>p1 n
Vemos asi que el factor x, coincide con la entropia lineal, de acuerdo a la ec. (2.20).
Segun Ref. [21], a partir de la ec. (2.29) se puede calcular el factor xn mediante la
relaciéon de recurrencia

o i (—1)™ (N — D)IM (m) X n—m

— , (2.31)

con

Particularmente, podemos notar que M (1) =1y M(2) es la pureza. Dado que

1
~ NI
tenemos que yo = (0/0) = 1 y x1 = (0]é¢7|0) = 1 (para que el estado de un solo par
esté normalizado). En la ec. (2.31), usando que 0 < M(m) < M(2) para m > 2,
y habiendo visto que la pureza tiende a cero cuando el grado de entrelazamiento
entre las particulas que conforman el cobosén es muy alto, vemos que M (m) — 0
para m > 2, con lo cual yy — 1 V N, cuando los fermiones estdn maximamente
entrelazados.

Ademés de la entropia lineal, otra cantidad que cuantifica el entrelazamiento de
un estado puro es la entropia de Renyi, definida como

Ho = - 1 ~log (Z (Aiy“) , (2.32)

i

v ©f (@~ (& |0y,

con a > 0y en el limite « — 1 coincide con la entropia de Shannon [22]. A la
expresion (2.32) se la llama entropia de Renyi de orden «. Identificamos a los factores
M(m) en la ec. (2.31) como

M(m) = ed=m1m,

Cuando el entrelazamiento es maximo, la entropia de Renyi H, tiende a co para
cualquier orden «, en cuyo caso vemos que los factores M(m), m > 2, convergen
a cero. De este modo, vemos que el factor xyny queda expresado en términos de las
entropias de Renyi de érdenes 2 hasta N y de los factores de normalizacion para
menos de N pares. Con esto vinculamos el caracter bosonico del par de fermiones con
su grado de entrelazamiento.



Capitulo 3

Modelos trabajados

En este trabajo consideramos dos modelos continuos unidimensionales de pares de
fermiones distinguibles interactuantes, uno tipo a y otro tipo b, ambos de igual masa.
La interaccién que consideramos es tipo Delta de Dirac

‘/ab = Q(S(Qia — xb), (31)

con x, v x, las posiciones de las particulas a y b, respectivamente. Esto fisicamen-
te estaria modelando interacciones de corto alcance. Estos pares interactuantes los
estudiaremos en dos situaciones:

» Particulas libres con interaccion atractiva (fig. (3.1)): en primera instancia, su-
ponemos §2 < 0 en la ec. (3.1) y calculamos la funcién de onda del estado fun-
damental y su autoenergia para el caso en que las particulas no sientan ningtn
potencial méas que el de interaccion entre ellas. Como nos interesa una funcién
de onda que pueda ser normalizada, pedimos que las particulas no puedan estar
fuera de una region del espacio de ancho 2L. No es una caja de potencial en
el sentido que acostumbramos. Primero calculamos la funciéon de onda definida
en todo el espacio libre y a esa misma la restringimos al intervalo elegido y la
normalizamos alli adentro. Esta funcién no satisface continuidad en los limites
de dicha region, por lo que alli no tendria sentido fisico.

» Particulas en un potencial armonico (fig. (3.2)): Un modelo maés realista que el
anterior (pero mas dificil de tratar) es el de considerar a las particulas en una
trampa armonica. En este caso estudiamos tanto el régimen atractivo como el
repulsivo.

12
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‘/e:zt

B(z4,1p) = 0 E@(xa,xb) =0

. Q=-=———m0
E Vap = Qé(xufxb) , <0

Figura 3.1: Particulas libres con interaccion atractiva tipo Delta de Dirac restringidas
a una region del espacio de ancho 2L. No confundir con la caja de potencial usual,
aqui no pedimos continuidad a la funcién de onda ® en los bordes x = 4+ L de dicha
region.

Vext

Var = o(xq — xp)

- >

0 e

Figura 3.2: Particulas en una trampa armoénica con interacciéon tipo Delta de Dirac.
Para este modelo consideramos tanto el régimen atractivo como el repulsivo.

Lo que hay que hacer en cada caso es primero hallar el estado fundamental y
su energia para un sistema formado por un s6lo par de fermiones interactuantes.
A partir de éste, se construye el operador de creaciéon de un par como vimos en el
Cap. (2), Sec. (2.3). Estudiando las propiedades de este operador vimos que se puede
analizar el comportamiento bosonico de los pares de fermiones, incluso a medida que
aumentamos el nimero de particulas en el sistema.



Capitulo 4

Calculo del estado fundamental de un
par

En este capitulo calculamos la funcién de onda del estado fundamental y su energia
asociada para un sistema formado por dos particulas distinguibles con un potencial
de interaccion €2 §(z; — z2) para los dos modelos utilizados en este trabajo: particulas
libres restringidas a una caja y particulas en una trampa armonica. Luego, estudiamos
el comportamiento de la funcién de onda y su energia a distintos valores del parametro
de interaccion ).

4.1. Particulas libres restringidas a una caja

Recordemos que no estamos trabajando con una caja de potencial en el sentido
habitual de que exigimos a la funciéon de onda que se anule en los bordes. Estamos
pensando en particulas libres, y a la funcién de onda que obtengamos la restringimos
al intervalo [-L,L] y la normalizamos alli dentro. Esto, recordemos, se hace para poder
obtener una funcién de onda normalizable. Tenemos entonces el Hamiltoniano para
las dos particulas

h? 0? h? 0?

T1+T2
2

Tomando coordenadas centro de masa y relativa, R = y r = Iy — x1, podemos

reescribirlo como 2 2 g
H=—————— + Q0(r 4.2
2M OR? 2 0r? + () (42)
donde M = 2m es la masa total y u = 3 la masa reducida. Vemos que el término de
la energia del centro de masa corresponde a una particula libre. Dado que buscamos el
estado fundamental, consideramos al centro de masa con energia cinética cero, es decir,
®(°M) (R) = cte. Entonces, nos queda la ecuaciéon de Schrédinguer independiente del

tiempo

14
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h2
— 2—@” (r) + Q5(r)®(r)=EP(r). (4.3)
1
Las soluciones de esta ecuacion son exponenciales. Aqui s6lo analizaremos el régimen
atractivo {2 < 0. Buscando estados ligados la tinica solucion posible tiene la forma

®(r) oc e 2",

con ¢ una constante positiva. Pidiendo ahora la condicion de salto de la derivada

h? ! (A+ ! (n— _hQ (0T) —
5 (¥ (01) = (07) = 0 (0) = 20 (0).

3 = —55 y entonces

nos queda ¢ = —
D (21, x9) eanloi—wal, (4.4)

Exigiendo la normalizacion

/ dl‘g/ dl’lq)o (J/’l,l’g)? = ]_7

al restringir la funcioén de onda a (z1,z2) € [—L, L] x [-L, L] nos quedaria

L L
/ dl’g/ dl’lq)o ($1,$2)2 = 1,
—L —L

con lo cual la funcién de onda de un par nos queda

ce koo

Dy(x1,22) = ) 4.5
oler, o) V2 (2L + e % 1) (45)
y su energia
B2 (mQ > m?
Bo=—2 (ﬁ) = (4:6)

4.2. Particulas en una trampa armoénica

Ahora consideremos dos particulas en un potencial armoénico. Tenemos el Hamil-
toniano del sistema
20 R 9% mw? , mw?

2 L U Ll B A S O Y Y O S
2m Ox? 2m8x§+ g Ty (21— 2) (4.7)
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Al igual que para el problema anterior, se puede desacoplar el sistema en coordenadas
centro de masa y relativa

2 2 M 2 2 92 2
w0 o PO e a6, (4.8)

H=—
2M OR? * 2 2p 0r? 2

con M =2m, p =3, R= Wg—“ y r = x5 —x1. Al Hamiltoniano del centro de masa lo

identificamos como el de un oscilador armoénico simple. Se sabe que sus autofunciones
y autoenergias estan dadas por

M 1/4 R Mw\ Y2
M (R) = <m2—°‘()‘)2) e~ M5 H, ((%) R, (4.9)
mTh 2" (n!

1
E;LCM) = hw (n + 5) s (410)
conn=0,1,2,3,..., v H, los polinomios de Hermite [23|. Para la parte de la coorde-

nada relativa usamos de guia Ref. [24]. Llamemos € a los autovalores del Hamiltoniano
relativo. Tomando las variables adimensionales

21t 1/2
z=\— r
h )

1
— 4.11
27 ( )

_ 9 ()
7_7%} h )

la ecuacion de autovalores para el Hamiltoniano relativo nos queda

2

W)+ [At g = T =290 uale) 0. (4.12)

Segin Ref. [25], la ecuacion diferencial

1 22

"(2 A+ =—=1f(2)=0
)+ A = | )
tiene como soluciones linealmente independientes (lo son si A no es entero) a D,(2)
y Dx(—z), siendo D, una funcion especial conocida como parabélica cilindrica. La
ec.(4.12) tiene entonces la solucion general

Br(z) = ADy(z) + BDy(—z), 2<0

" CDa(2) + EDy(—2), z>0.

con A,B,C' y F constantes. Las parabdlicas cilindricas divergen para z — —o0o, por
lo que para tener estados ligados debemos tomar B = C' = 0. Notar ademés que la

(4.13)
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ec. (4.12) es invariante ante la inversion del eje z, por lo que sus soluciones seran
funciones pares e impares. De modo que A = +F. Para A = —F, la condicién de
continuidad en z = 0 exige que D,(0) = 0. Esto solo es posiblesi A\ = 2n+1, n € N.
Vale la pena mencionar la propiedad

Dy(z) e *Hy(2), N € N, (4.14)

donde Hy denota a los polinomios de Hermite. Esto nos dice que las soluciones
impares y sus autoenergias coinciden con las del oscilador arménico simple. Ahora,
para A = E tenemos las soluciones

D,(2) = ADx(]2]).

Veamos ahora los posibles valores de A en este caso. A partir de la ec. (4.12) y de la
paridad de la solucién se tiene la condicién

2D (07) = v Dy(0).
Proveyendo los valores en el origen

il
T

2

VT2
I(-3)

D,(0) D;(0)

N[>

nos queda la ecuacion

1-A
2
_2

2

(%)
F(-3)

No se puede despejar A en forma exacta de esta expresion, pero podemos ver grafica-
mente los valores que tomaria (ver fig. (4.1)).

v =—2V2 (4.15)

-5

-10

-15

-10

Figura 4.1: Valores permitidos de energia del Hamiltoniano relativo en funcién de la
energfa de interaccion de las particulas del par: A = ;= — % yy=

(4.7)).

10

£
hw

(

mw

)1/2 (ver ec.
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Notar que para el limite de interacciéon repulsiva muy fuerte, es decir v — 00,
los niveles de energia para el Hamiltoniano relativo son € = hw (n + %), con n impar,
y éstos poseen una doble degeneracion, siendo una de sus autofunciones impar (las
soluciones impares del oscilador arménico simple) y la otra par (las mismas funciones,
pero evaluadas en |z|) [24]. Dado que estamos interesados en el estado fundamental,
nos quedaremos con la curva correspondiente a A < 1. Para tener una idea de como
se ve la funciéon de onda de la coordenada relativa, en la fig. (4.2) se muestran los
graficos de algunas de estas funciones a distintos valores de A. Estas vienen dadas por

—~1/2

o [Te () Y (-3)
Byulz) = \@ = Dy (|2,

con v la derivada logaritmica de la funcion Gamma y donde pedimos la normalizacion

/ dz (I%el(z)Q = 1.

[e.e]

Recordemos que la energia asociada a la parte relativa de la funciéon de onda del
estado fundamental es creciente con A, que a su vez es creciente con 7y (ec. (4.11) y

(4.15)).

15

(I)rel (Z)

05 -

(a) Régimen de interaccion atractiva. (b) Régimen de interaccion repulsiva.

Figura 4.2: Gréfico de la funciéon de onda de la coordenada relativa del estado funda-

2pw € 1

n o 20 €8U

mental ®,(z), con z = ( )1/2 (ry — x1), para distintos valores de A =

energia asociada.

Podemos notar que, en el régimen atractivo, a medida que se intensifica la interaccion
entre las particulas menor es su separacion caracteristica (que podriamos pensarla
como el ancho de la funcion ®@,,), lo cual tiene sentido. Por su parte, en el régimen
repulsivo, vemos que cuanto mas se repelen las particulas mas chico es ®,(0), lo
que nos dice que es menor la densidad de probabilidad de encontrarlas en la misma
posiciéon. También notamos que a mayor repulsiéon mayor es la separacion media entre
los fermiones del par (puede verse facil notando que los méaximos de ®,.; se encuentran
maés alejados del origen a medida que aumenta la energia de interaccion), la cual nunca
llega a ser infinita pues la presencia de la trampa armoénica lo impide.
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Ahora, la funcién de onda del estado fundamental del sistema seria el producto
de las funciones de las coordenadas centro de masa y relativa correspondientes a sus
minimas energias, y la energia del sistema la suma de las energias individuales. Nos
queda

E0:%+M(A+%)ZM(A+1). (4.16)

T+
Qo (21, 22) = CDBCM) (%) Dper (22 — 71)

- (%) rvmm g o ((5) o).
(4.17)

4.3. Aproximaciones asintéticas de las funciones de
onda y sus energias para casos limites de la ener-
gia de interaccion

Hay 3 casos limites de particular interés:

= Interaccion nula: Q =0
= Interaccion repulsiva muy fuerte: {2 — oo

» Interaccion atractiva muy fuerte: ) — —o0

4.3.1. Interaccién nula

Para €2 = 0, al no haber interaccion entre las particulas, deberfamos tener un
estado separable. Veamos que, en este limite

Depia(T1, T2) x lim e 5 lz1—as| = cte.
caja\t1l, 42
c—0

Para que quede normalizada hay que tomar

1
(I)caja(xly 232) = ﬁ

Respecto a la funcion de onda de la trampa armonica, viendo la fig. (4.1) notamos
que la interaccion nula corresponde a A = 0. Teniendo la propiedad de la ec. (4.14),
nos queda

_mw 2 _mwi, .0)2 _mw (2 .2
q)trampa(xl>$2) X € 4n (CC1+.Z’2) e 4n (Il IQ) = e 2h <$1+‘T2>‘
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Normalizandola nos queda

mw 1/2 1 _mw (2,2
(I)trampa($1>$2) — <T> ﬁe 2h (ac1+x2),
Efectivamente, nos quedan estados separables. Respecto a las energias, simplemente
resultan 0 para la caja y hw para la trampa.

4.3.2. Interacciéon repulsiva muy fuerte

En este trabajo no estudiamos el régimen repulsivo para particulas libres restrin-
gidas a una caja. Para la trampa armoénica sin embargo, a pesar de tener repulsion
entre las particulas, seguimos teniendo estados ligados debido a la presencia del po-
tencial cuadratico. Viendo la fig. (4.1) tenemos que este caso corresponde a A =1,y
con la propiedad de la ec. (4.14) nos queda

(961-"-902)26—%(131—962

_mw 2
(I)trampa(xlyxZ) xX e TZ?L} ) ’1’1 — IE2|.

Una vez normalizada queda

mw>1/2 1 —me (43443)

<I>trampa(frlax2) = (T ﬁe 2h

|l‘1 — T9]|.

4.3.3. Interaccidén atractiva muy fuerte

Ahora analizamos el caso {2 — —o0. Aunque para dar un sentido de cuan grande
es este valor hay que compararlo con alguna cantidad que tenga las mismas unidades.
Para el caso de la caja podemos considerar el parametro cL = —mT%L, y para la trampa

- . . 1/2 . )
armoénica usamos el anteriormente definido v = % (%) 2 Es decir, ademés de que
la interaccion es muy fuerte, estamos pensando que la caja es cada vez més ancha y

la trampa cada vez més débil (w chico). Veamos que, para cL grande,

cL—o0 C — Sz -z 1 mQ 1/2 mQ o1 —xo
q)caja(x1>$2) - A/ 1L ezl 2l = E <_2_h2) e2n2 | . (4.18)

La energia, por su parte, vemos que decae cuadraticamente con € (ver ec.(4.6))

I (mA L mQ?
@R m\2m2 ) T 4R

Para la trampa armonica, viendo nuevamente la fig. (4.1) nos damos cuenta que
también la energia tiende a —oo. Pero tratemos de ver con qué comportamiento. Para
ello, nos sera 1util la aproximacion asintotica (Ref. [25]):

1

I(z) &= 2re 2" 2,
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Con esto, la ec. (4.15) nos queda

2

YR -2V = Am — VZ' (4.19)

En la fig. (4.3) se muestra como esta aproximacion resulta buena a medida que 7 <<
—1.

-10 - —

15 y .

-10 -8 -6 -4 -2 0

Figura 4.3: Aproximacién de A\ por una parabola para interaccion atractiva muy fuerte.

Recordando que Ey = hw(A + 1), lo de arriba nos lleva a que

m§? m§?
Etrampa ~ — 4FL2 + hw ~ — 4h2 .

En cuanto a la funcion de onda de un par en la trampa armonica, podemos usar el
limite asintotico .
A—r—oco € N2 —VNz|
Dy(|z]) /> ——(—XA)"“e ,
(1) ()

lo que nos deja

(I)trampa($1,$2) oc e dn (@1t ) e_m( h ) |1 —z2|

Adecuadamente normalizada queda

1/4
(I)trampa(xlyl?) —wo <%>1/2 <_%> @_Tg ($1+I2)2@_\/—7>\(Tr)%w)1/2|$1—:r2 .
T

h

Usando la ec. (4.19) y denotando b = (%) Y2 ala amplitud caracteristica del oscilador
armoénico, la funcién de onda nos queda
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® y——00 1\ —(mge2)? mQ\ " MY |1 —zs
trampa(xlaIQ) —_— ﬁ € 2b —2—77:2 €e2n . (420)

Comparando las expresiones de las ec. (4.18) y (4.20), vemos que la parte de la funcion
de onda correspondiente a la coordenada relativa es la misma para ambos modelos
en este limite. En cuanto a la parte del centro de masa, tenemos

1/4
HEW 1+ o _ 1 v q)ECM) T1+ T2 _ L / €_<%)2-
caja 2 \/ﬁ rampa 2 7Tb2

. . 1/2 :

Notar que para w pequeno, la amplitud b = (i) /2 del oscilador se hace grande y
. / heo ~ e .

su energia B = =¥ pequena. Esto nos dice que la posicion del centro de masa

tiene una dispersion muy grande comparada con la separacion caracteristica entre las

particulas del par, y una energia muy pequena comparada con la de interaccion entre

los fermiones constituyentes.




Capitulo 5

Meétodos

En este capitulo ilustramos diferentes métodos que usamos para calcular el factor
de normalizacion ys para el ansatz del estado fundamental del sistema formado por
dos pares de fermiones interactuantes a partir de la funciéon de onda que describe un
par individual. Uno de ellos, como vimos, es la descomposicion de Schmidt (Cap. 2,
Sec. 2.3), que ademés nos permite calcular los cocientes % que interesan para el
estudio del comportamiento bosénico de los pares interactuantes cuando se incrementa

el nimero de particulas del sistema.

5.1. Ansatz de cobosones para dos pares

De acuerdo a la expresion (2.30) vista en la introduccion, dada la funciéon de onda
®q (1, z2) de 2 fermiones distinguibles, uno de tipo a y otro de tipo b, se puede evaluar
el factor yo a partir de:

X2 = 5 (012(E0) 5.1)

donde el operador de creacién de un par, é', viene dado por
éT = / dCL’Q/ d.l’l \ifl ([El) \ifz (lL‘Q) CI)O (ZL‘h ZL’Q) s

donde Wi (z) y W] (x) son los operadores que crean en la posicion z una particula tipo
a y b, respectivamente. En el Cap. 4 vimos que, para los modelos que trabajamos, la
funcion de onda tiene una dependencia de la forma

.7)1+l’2

5 )éb(!l’l — a2]).

Para no lidiar con el valor absoluto |r; — 5|, resulta conveniente establecer una
relacion de orden entre las particulas que componen el par. Es importante notar que,
si dividimos la region de integracion en zo > x; y 22 < z1 (ver fig. (5.1)) podemos
escribir

@0(5[)1, 513'2) = (I)(CM) (

23
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0o T2 . R
éT = / dl’g / dJZl\I/L (Il) \I]Z (C(]Q) q)g (5(71, .752)
) 1 . R
+ / dl‘l / dl’gqfl ([L’l) \Ifz (Ig) q)() ((L’l, {Eg) (52)
00 T2 . . . .
:/ dl’2/ day {0 (1) W (2) + W () W] (1)} g (1, 25) ,

donde intercambiamos los nombres de las variables de integracion en la integral sobre
la region xo < x1 y usamos que ®g (x1, z3) = Dy (w2, 7).

A
O
22 X

x2<x1

X2

\/

’
\ ’
-
\\/
’
s

Figura 5.1: Regiones o < 1y 9 > 7.

Podemos reescribir la expresion para el operador de creacién de un par como

* o [ g el B (w) +
¢ = / dx / e e B
—o0 ? —00 ' \/§

Si hacemos el cambio para la funcién de onda

‘i’l (2) ‘I’zt (33'1)\/5%(

Ty, xQ) )

by — \/E(I)O,

nos queda
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= ) ¥ () + ¥ (0 8]
éT:/ dl‘g/ da, a(xl) b("EQ)\_/‘_§ a(xQ) b<x1>(1>0($1,1’2). (53)

Notar que al hacer este cambio para la funcién de onda su condicién de normalizacion

queda
1 00 00 ) 00 T2 )
1= 5 d.TQ d.fl?l (I)o(l'l, .CCQ) = dl’g d[[’l (I)()(.Z'l, xg) .

Ahora definamos el operador

A A

A \I/:rl (l’l) \ijz (ZEQ) +

ST (zy, 1) = 7 (5.4)

Analicemos la expresion

Para entender como se trabajan este tipo de operaciones veamos uno de estos térmi-

nos. Veamos X R R X
(0], () By (24) W (21) ] (22) ]0) .

A partir de las relaciones de anti-conmutacion

K>

{¥, (@), 9] (2)} = 0(a' — ),
{0y (2), 0] (2)} = 8(a" — ),

més que operadores que actiian sobre distintas especies de particulas conmutan y que
(0] ¥t =0y W |0) =0, tenemos que:

Haciendo un calculo analogo para los demés términos nos queda

(015 (), 24) ST (w1, 22) |0) = 0 (2} — 1) 6 (&), — 22) + 0 (2}, — 22) 6 (2, — 1) . (5.6)
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Vemos entonces que

%) xh ) o R R
(0] ¢¢t10) :/ dx’Q/ dx’l/ dxg/ dxy (05 (2, 2h) ST (x1,29) [0) B¢ (2}, 2h) P (1, 72)

== / dﬂfg/ d.Z'l @0(331,.’172)2 =1.

Notar que, al hacer la integraciéon ffooo dx}, f_mf; dx’y, el término 0 (z4 — x1) 6 (2] — x2)
no contribuye:

%) xh
/ dwé/ dxy 0 (2 — 21) 0 (2] — 22) g (2, 25)

= / drhd (x5 — x1) O (xh, — 13) §g (29, 25) = 0,

—00

pues 1 < 3. Vemos entonces que la definicion del operador creacion mediante la
ec. (5.3) sigue siendo consistente con la condicion de normalizacion para el estado de
un par (0] ¢ef|0) = 1.

Ahora escribamos los operadores de creacion y aniquilacion de 2 pares. Nos interesa
establecer una relaciéon de orden en las coordenadas de las particulas del sistema,
similar a como hicimos en (5.3). Esto debido a que al haber definido un orden en las
posiciones de las particulas para cada par debemos ser consistentes y tomar en cuenta
el orden ahora para las posiciones de las 4 particulas. En la fig. (5.2) se muestran las
maneras en que podemos ordenar las 4 particulas de nuestro sistema, si en primera
instancia sélo nos fijamos a qué par pertenece cada particula, y no de qué especie es.
Tomando en cuenta estos 6 posibles 6rdenes en las posiciones de las particulas de
cada par, podemos escribir

Para no marearnos con notacion, interpretemos estos términos. Por ejemplo, St (3, x4)§ ETRED)
me crea primero un par en (z1,2s) y luego otro en (xs,z4), St(za,24) ST(x1, 23) me
crea el primero en (x1,23) y el segundo en (x9,24), y asi de forma anéloga para los
demés términos. A modo de guia, el lector puede revisar la ec. (5.7) acompanandose
de la tabla de la fig. (5.2), observando que en la expresion para (¢7)? contemplamos las
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® Primer par

® 06 o @® Segundo par

------------------------------- X1 < X< X3< X4

Figura 5.2: Todas las posibles formas de ordenar 4 particulas, 2 tipo a y 2 tipo b,
en una dimension. Vemos que hay 6 formas de disponer las 4 particulas, si solo nos
fijamos a qué par pertenece cada una, ignorando de qué especie son. Para cada una de
estas maneras, hay 4 formas de decidir de qué tipo es cada particula, dado que cada
par cuenta con una particula de cada especie. En la figura se muestra un ejemplo de
esto para uno de los 6 casos posibles.
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posibles maneras de crear los 2 pares ordenando los casos de la misma forma en que lo
hicimos en la tabla. Ejemplo: en la 1" fila de la tabla tenemos las particulas creadas
por el operador ST($3,$4)ST($1, 73), en la 29 las creadas por S'T(xg,m) S’*(xl, x3), ¥y
asi sucesivamente. Ahora nos podemos preguntar: ;dara lo mismo en qué orden decida
crear los pares en las distintas posiciones?; Da igual crear primero un par en (x1,22) y
luego otro en (3, x4) que hacerlo al revés? Para responder esta pregunta, basicamente
hay que analizar si los operadores S 2o, 15)y St (2., xs) conmutan. Aqui, llamaremos
a, B, vy o a4 indices distintos arbitrarios entre 1, 2, 3 y 4. Veamos el producto

SN (a, 25) ST (2, 25)

= % <\ifl () \i’zT, (zp) + \i’L (wp) \i,;r ($a)> (\I/l () \ifz (25) + \1;2 (z5) @,Z (:1:7)> ‘
(5.8)

Recordemos que los operadores de creaciéon fermionicos anti-conmutan:

(2), 0 ()} = 0
(0] (2) 0 ()} = 0.

A A

Asi, vemos que [\PT (20) V) (z5) , W1 () 0] (x(;)] = (. Como [\ifl, \i/;g} = 0, también

a

tenemos que

Asi, llegamos a que

St(zw, x5), ST(,, 5)| = 0. (5.9)

Esta relacion de conmutacion refleja la simetria de intercambio ante dos pares de
la funcién de onda del sistema, ingrediente que, como mencionamos, es clave para
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estudiar si se pueden modelar como bosones compuestos. Con esto, podemos reescribir
el operador de creacion de 2 pares de la ec. (5.7) como

= 2/ d.ﬁlﬁ4/ dﬂfg/ dﬂfz/ dxl{S Z’l,.Q?g) ($5,$4) (130 (1‘1,.2?2) (I)o (373,274)

+ Sf (21, x3) St (wg, 24) o (21, x3) Do (2, T4)

+ ST(21, 24) St (g, x3) Po (21, 24) Po (22, 23)}.
(5.10)

Similarmente, tenemos el operador de aniquilaciéon de 2 pares:

_2/ dx4/ dx3/ d$2/ dxl{s 5, ) ($17$2)q)0 (2}, 23) Po (a5, 24)
/

+ (I27 $4) S(xlv l‘é) CI)O (1‘1, {Eg) <D0 (xIQ’ l‘il)
+ g(xéa x;’)) S(xlh xil) CI)O (xlla 5(721) CI)U (J’J27 Ii%)}

(5.11)

Vemos que, para obtener (0|¢(¢7)?|0), hay que estudiar términos de la forma
(015 (e, @) S(aty, 7ly) ST (was w5) STy, 5)[0) (5.12)
con o, ', v y 0" otros 4 indices distintos entre 1, 2, 3 y 4, donde a su vez cada

operador S y St tiene 2 términos ¥, ¥, o \IJT\I/ , segin corresponda, como se indica
en la ec. (5.4). Al hacer esto, apareceran productos de la forma

U0, Ul v, 0, ol wl
(omitimos las posiciones en que van evaluados los operadores para que la notacion

no sea engorrosa, es solo para mostrar qué operadores aparecen). Para simplificar un
poco la tarea, podemos usar que

(0] U W, Wl Wl W, 0, UT T [0) = (0] W, W, U0t |0) (0] T, 0, Wi 0] (0) . (5.13)

Luego, mediante las relaciones de anti-conmutaciéon que vimos para operadores fer-
mioénicos, tenemos que

(2l = 7a) = Ul(za)a(wly)| ¥l (25)[0)

o ) A (5.14)
=6 (aly — 25) 0 (why — wa) — (O1Wa(ah) (o) Wa (2 ) W (2)]0)
=0 (zhy — xa) 6 (v —x5) — 0 (aly —x3) 0 (2 — 3a) .

Como regla nemotécnica, podemos pensar a esto como un determinante
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§(2l, —x4) 0(zl, —xp)

(O, () U, () UF (0) U (25) |0) = det . (5.15)
0(xfy — o) (s — xp)

El célculo para particulas tipo b es idéntico. En resumen, cuando hagamos (5.12)
tendremos muchos términos de la forma

O(xly — x4)0 (2 — x5) 6 (2, — x,) 0 (x5 — x5) . (5.16)

Pero tenemos una relacién de orden en las coordenadas:
T < Ty < T3 < T4 y Ty < wy < wy < xl.

Entonces, cuando hagamos la integracion

) x) xh xh
/ dxﬁl/ dxé/ dxg/ dz! | (5.17)

s6lo sobreviviran los términos que contengan
(T =) =62, — 1) 0 (ah, — x2) 6 (x — 23) 8 (), — 24) (5.18)

donde definimos @ = (1,20, @3, 24) y @' = (2, xh, x4, 2}). Ahora bien, al hacer
(0]¢2(e")2|0) tendremos 3 x 3 = 9 términos de la forma (5.12). Lo que sigue es ver
para cada uno de ellos cuantas veces aparece el término o (7/ — 7) y con qué signos.
Por ver un par de ejemplos, consideremos los casos

(015 (w5, 24) S, 25) ST (w1, o) S (w3, 24)[0)

y
(015 (ay, ) S, ) ST (w1, 5) ST (w5, 24)[0) .

Para estudiar cuantas veces aparecera el término ¢ (?’ — 7) en cada caso, podemos
elaborar tablas como se muestra en las fig. (5.3) y (5.4). Alli, en la tabla derecha
ponemos las 4 posibles maneras en las que pueden ser creadas las particulas una vez
definidas qué posiciones ocupara cada par y, similarmente, en la tabla izquierda, las
4 posibles formas de destruirlas una vez definido en qué posiciones se destruirén los
pares. En principio, tendremos que combinar todas las posibles formas de crear las
4 particulas con todas las posibles formas de destruirlas. Sin embargo, razonamos
que tendréan contribuciéon no nula sbélo aquellas combinaciones para las que se esté
destruyendo el mismo tipo de particula en las posiciones primadas que las que se
crean en sus analogas posiciones sin primar, de lo contrario no aparecera el término
) (7’ — 7) Asi, por ejemplo, en la fig. (5.3) vemos que son 4 las combinaciones en
las que apareceré ¢ (7’ — ?), mientras que en la fig. (5.4) observamos que solo hay
dos combinaciones que contribuyen de manera no nula.
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O Particulas tipo a
® Particulas tipo b

A

5(3737332) S(fﬂi;iﬂ’g) ST(%’l,xz) ST($3,$4)

Ty Tq|To
O=—0|0
®@—0 0
@<—>0O 0
O=—>0| 0

T4
O
[
o
O

Ol e el
® 0 OO
@O0 el
CYeolloX 15

Figura 5.3: Tabla derecha: estas son las posibles formas en las que se pueden crear 2
pares, cada uno formado por una particula tipo a y una tipo b, pidiendo que un par
ocupe las posiciones (1, x3) y el otro (z3,x4). Tabla izquierda: analogamente, estas
son las formas de destruir 2 pares, uno en (2, z5) y el otro en (x4, 2;). Unimos con
flechas aquellas combinaciones para las que se estén destruyendo particulas en las
posiciones primadas analogas a las posiciones sin primar donde fueron creadas.

O Particulas tipo a
® Particulas tipo b

A

5(33/2’ Iﬁl) S(Ilp :ch) ST(%, T32) gT(fU:&, T4)

) T1|ra|r3|Ty
e~—=0 000
[ ) ® OO0 O
O 0e0 e
O=—>0|0|0 |0

0O e e
® e OO\
0 ® O

Figura 5.4: Tabla derecha: estas son las posibles formas en las que se pueden crear 2
pares, cada uno formado por una particula tipo a y una tipo b, pidiendo que uno de
ellos ocupe las posiciones (z1,x9) v el otro (z3,x4). Tabla izquierda: analogamente,
estas son las formas de destruir 2 pares, uno en (25, x}) y el otro en (2, #%). Unimos
con flechas aquellas combinaciones para las que se estén destruyendo particulas en
las posiciones primadas analogas a las posiciones sin primar donde fueron creadas.
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Pero ademés de ver cuantas veces aparece una contribuciéon no nula hay que ver con
qué signo aparece ¢ (7/ — 7) Para eso, hacemos uso de la regla nemotécnica (5.15)
y procedemos para cada combinacion que contribuye como se indica en las fig. (5.5)
y (5.6). El procedimiento seria el siguiente

1. Dibujamos 4 particulas a seguidas de 4 particulas b.

2. Arriba de estas 4 particulas de cada especie escribimos el operador SS§tST que
corresponda al caso que estamos analizando.

3. Vemos en la tabla las posiciones de las particulas, y escribimos la operacion
que crea y destruye estas particulas, ordenando los operadores ¥ y W' segtin
aparecen en SSSTST (ej: en la fig. (5.5) hay una particula tipo b en 2}, entonces
me fijo en qué orden se encuentra z/ en la operacion SSSTST y anoto W, (x))
abajo del circulo negro que ocupa esa posicion).

4. Hacer uso de la regla nemotécnica (5.15) para ver el signo con que aparece

5 (7 —7).

O Particulas tipo a
@ Particulas tipo b

Sl zh|zh i |mo|ws|aa S(ah,x)) S(ah,25) §'(ar,20) ST (wsma) Sz, wh) S(ag, wh) 812y, 22) ' (2, 20)
00|00=—00 00 > 0O @) O @) (] [ ] ] [ )
Y e T IR R ) W) W ) (o) B (o) B ) B a)
® 0 -
cle[#[o~=C[e @t -2 (a4 - (@} )
det . det
0(d - 22) (B = 2a)) 5(ah — 1)
+0(x) — x1)0(zh — w2)d(2h — w3)d(xy — x4)
Figura 5.5: Procedimiento para ver con qué signo aparece

d(x) —x1) 0 (2 —2) 0 (¢ — x3) 6 (2, —x4) en las contribuciones no nulas para

el caso <0|§(x’1, xh) S(mé, x}) S’T(arl, T3) gT(x;),, x4)]0).

O Particulas tipo a
@ Particulas tipo b

wleblotles  wafosmms S8 )8 ars) 81 arze) Slahea)Slehoeh) S zere) §'(ey: a0
00000 0|00 >0 (@) (@) (@) (] (] (] [ )
ole [ JIoJi®l[ J > NG 7\ T \r I\ '\ -\
DG P e NCALNEAHENLCH IR ACAI ACAL HENIHED
SROT=RIS | @ s || (@D
det det

5(ay — zs) '

+ () — x1)0(xh — w2)d(aly — x3)d(x)y — x4)

Figura 5.7: Analisis de los casos de la forma S'(xfy,q:g) S’(xﬁl,x/’g) St (20, x5) ST (24, 25)
para ver como aportan sus contribuciones no nulas.
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O Particulas tipo a
@ Particulas tipo b

h|xhlaslxy  m|ra|ws|za S(a, ) S(a.2y) ' (wr,w) SHag,wa)  Slahoad) Sy, ah) Sz, w2) 57 (w3 24)
00 00=—=00|0|®@—> O O O O [ ) [ ) (] [ )
ololele eloleo . t
elel00 oOlelo]e U, (25) Wo (24) W) (2) Uf (23) Ty (@) Wy, (2) O] (1) B} ()
ole[ejo~=o0le[e]|0 e G| | @t - oz
det . det
ozt — ) (e — 1)
— () — 21)0(xh — w2)0(xh — x3)0(x) — x4)
Figura 5.6: Procedimiento para ver con qué signo aparece

O (zy —x1) 0 (vy — x9) 6 (23 — x3) 0 (v)y — x4) en las contribuciones no nulas para
el caso (0|S(xh, x4) S(x), ) St(x1, z5) ST(xs, 24)]0).

O Particulas tipo a

@ Particulas tipo b
LA To|xp| 2y |Ts S(l/’;l_g)s(l_:kl;)ST(EIj)ST(IWI_()) S(l_éI'S)S(Ifkl_,‘)sw(l“u)s‘r(ﬁIﬂ)
0000=—0/0/0|0 > O O O O (] [ ) (] [ )
OO0 @@ 00|00 N N X . . . .
0000 Olelo|e W, (25) ¥, (’17£y)‘p(z( (!)‘Iﬂ(ld) '1’1(1;)‘1’1(1—7)‘1”(’ 1)‘I’f(1w)
00000 |0|0|0® 5 (al, — xs)

det .det

ozl — zq) '

—6(zy —x1)0(2y — w2)6 (25 — 503)5(354 —x4)

Figura 5.8: Analisis de los casos de la forma S’(x’ﬁ, ) S(x,, !) St(zo, 25) ST(2, 5)
para ver como aportan sus contribuciones no nulas.

Una vez entendimos como es el procedimiento, en principio habria que hacerlo para los
9 términos (5.12). Pero no sera necesario. Ver que podemos agrupar estos 9 términos
en 2 tipos de casos:

S(ﬂvgaxﬁ;)S(fpfg)ST(%,@)ST(%,M) R A R
5(55/1,35%)k?(x/z,fl?i;)?T($2>$4)§T($17$3) 5(55/7»553)5(35;@5)ST(fva,xﬁ)ST(%,xé)
S(:Ui,%il)S(.’L‘IQ,LEg)ST(QZQ,.I‘3)ST(;U17JZ4)

‘Sj(x/bz/2>S(mgaxil)ST(x1>x3)‘S:’T(x27x4) )

S(Illvxé)‘?(Iévxil)ST($17I4)‘ST(I27‘I3>

S<x/1’xg)S('r/%xil)ST($17ZE2>ST<$3’$4) Giod oI St o OF &t

~ A A~ A S S S sy S ?
S(ay, x3) Sy, 24) (w1, 24) SH (w2, 3) (5. 5) 520 73) (T, 25) 57, 25)
‘S(x/bxiL)‘S(xéaxg)‘?T(xl?x?)‘S:T(x&x‘l)

S<x/17x£l)5<xl27xg>ST($17'T3)ST(;E27$4) )
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En la fig. (5.7) podemos ver que en los términos de la forma

A A ~ ~

S(ar,, vp) S(ah, 25) S (wa, 25) ST (24, 25)

aparecen 4 contribuciones no nulas. Se puede ver que en todas ellas ¢ (7’ — 7) va
con un signo +. En la fig. (5.8) identificamos que los términos de la forma

S(z%,zg)g(f ') S (2, 25) (2, 25)

) My

tienen 2 contribuciones no nulas, y se ve que en ambas o (?’ — 7) va con un signo
—. Asi, nos queda que

(0] S(22,, z%5) S(xly, 2) ST (2, 5) ST (1, 25) |0) = (—) A45(2 =) =6(2" = 7)
y
(01806t 5) $(01%) 81 ) 810, 25) 0) = (5 ) (=2)8(2' =) = = 3 3(2" = ),

Luego, volviendo a la ec. (5.1), y viendo las expresiones (5.10) y (5.11) para los
operadores (éT)Q y ¢2, nos queda la expresion para o

oo T4 z3 2
X2 = 2/ dl‘4 / dI3/ deg / dxl{(bg (1}1, ZL‘Q)Q (D() (1'3, ZL’4)2 + (I)O (Il, 1'3)2 (I)O (ZEQ, l‘4)2

+ @ (24, $4)2 D¢ (2, 96’3)2 — g (21, 22) Pg (23, 24) Po (21, 23) o (22, T4)
— (96’17 $2) O (9537 $4) 0% (351, $4) 0% (iUQ, 1’3)
(

— g (x1, x3) Po (22, 24) Pg (21, T4) Po (22, 3) }.
(5.20)

5.2. Obtencion de Y, a partir de la pureza

Otra forma de calcular el factor x, es a partir del célculo de la entropia lineal del
estado que, recordemos esta definida como

X2:1_7):17

con P = Tr(p?) la pureza. Veamos entonces como calcular la pureza a partir de
la funcién de onda que describe al par en el estado fundamental. Consideremos el
sistema formado por un par de fermiones en el estado descripto por la funcion de
onda real ®¢(z,,xp), normalizada segin

/ dxa/ dxy Po(z4,15)* = 1.
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En la base coordenada, la matriz densidad de este sistema seria
(25| @ (23] p|7a) ® |s) = Po(a, ;) Po(Ta, ). (5.21)

Si tomamos la traza parcial sobre el espacio de Hilbert de la particula tipo b, nos
queda la matriz densidad reducida para la particula tipo a

po = / dy (x| p |23) | (5.22)
con lo cual -
(2| pu 7a) = / dzy Do (2., ) Bo (e 71). (5.23)

Tomando ahora la traza de la matriz densidad reducida al cuadrado, nos queda la
pureza como

P = / dzx, ( :va|pa |z,)

/ iz, / 0, (2] pu |22) (2] o |a)

:/ d:xa/ d:vfl/ d:vb/ dxy (2, 1p) Do, 1) Po (24, 27,) Po(x), ).
(5.24)

Cambiando los nombres a las variables de integracion por x; = x,, T2 = xp, T3 = T,
y x4 = x}, nos queda la expresion para la pureza

P = / dﬂ?l/ d.CCQ/ d.flfg/ d$4(I)()(.Tl,xz)q)o(.l’g,IQ)q)()(l’g,%4)@0(%1,1‘4).

(5.25)
Con esto nos queda
X2=1-P=1
/ d$1/ dﬁz/ d$3/ dxy (21, 22)Po(xs, 24) o (21, 24) Po(23, T2).
(5.26)

Notar que aqui no usamos la simetria de intercambio ante las particulas del par
interactuante de la funcion de onda. Por lo que si cambiaramos el 1 en esta expresion
por la integral de la normalizacion

1 = / dflfl/ d[L‘Q/ dl’g/ dl’4q>()(l‘1,l'2)2q)o(l'3,l‘4)2,

y estableciéramos un orden en las variables de integracion, deberiamos llegar a la
expresion (5.20).
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5.3. Implementacién de la descomposicion de Sch-
midt

Los métodos anteriormente descriptos permiten obtener el factor de normalizacién
X2 a partir del calculo de una integral, lo cual los hace préacticos para ese objetivo.
Pero, ademas, estamos interesados en calcular los cocientes ¥+ para lo cual es
necesario conocer los coeficientes de Schmidt del estado fundamental (ver Cap. (2),
Sec. (2.3)). En esta seccién mostramos una manera de implementar numéricamente
la descomposicién de Schmidt para las funciones de onda que nos interesan en este
trabajo, estas son, funciones reales y simétricas ante intercambio de sus particulas.

Si la funcién de onda de dos particulas, @, es real y ademéas simétrica ante inter-
cambio de las particulas, tiene su descomposicion de Schmidt de la forma

(I)o 3517552 Z Un, ¢n T ¢n(932) (5-27)

/ d[L‘l/ dl’g (1)0 ((L’l,l‘g)Q = 1,

y donde las funciones reales ¢,, forman una base ortonormal [14]. Aqui, |v,| = VA,
serfan los coeficientes de Schmidt. Esto impone la condicién sobre los coeficientes v,

Zugzl.

n

con

Sea {U;} una base de funciones reales de una variable. Podemos escribir
) = ZCMU](:B)
J

con lo cual
<I>0 (131, Z‘Q) = Z Un Cznc]nUl<I1)UJ (x2)7

n7l7]

y hay que exigir

/ Dn ()P (2 d:c—zcm/ 2)d . (5.28)

Ahora,

:/ / ¢n($1)¢o($171’2)¢n($2)d$1d$2
= chn/ / 1'1 @0 wl,wQ)Uj(xQ)dmlde Cin-
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Definiendo la matrices
[A]; = / / Ui(21)®o(21, 22)Uj(22)dardzy  y  [S];; = / Ui(2)U;(x)dx,

podemos escribir

Vn = chz [A]ij Cjn = o AT Y Opn = ZCZZ [S]ij Cjm = ZTSC_)W (5.29)
i,j i,J

con 51) un vector columna cuyos elementos son [¢,]; = ¢j,. A la matriz S se la llama
matriz de overlap. En sintesis, nos queda el problema de autovalores generalizado

Ae =v,Se,. (5.30)

En la practica claro no podemos trabajar una matriz de dimension infinita, por lo
que sera necesario truncarla hasta obtener una normalizaciéon

2N
E v, ~ 1
n

tan buena como sea posible. De esta forma, podemos calcular el factor y, como

X2 = 1- iAiv
n=0

con )\, = 2. Luego, a partir de la relaciéon de recurrencia (2.31), podemos obtener
los valores de los factores yn para N > 2 pares de fermiones.



Capitulo 6

Resultados

En los capitulos anteriores obtuvimos la funciéon de onda de un par de fermiones
en el estado fundamental para cada modelo trabajado y vimos céomo, a partir de
ella, calcular x5 y como implementar la descomposiciéon de Schmidt para calcular los
cocientes M entre las constantes de normalizaciéon. Aqui procedemos a mostrar y
comentar 1os resultados obtenidos.

6.1. Particulas restringidas a una caja

6.1.1. Calculo via el ansatz de cobosones para dos pares

Si restringimos la funciéon de onda a la caja (z1,29) € [—L, L] x [—L, L], vimos
que ésta viene dada por

ce sl

V2L +e2L — 71’

L x9
/ dl'g/ dl’lq)o ($1,$2)2 = 1.
—L —L

Usando la expresion (5.20), el factor x, nos queda

X2 = 2 (20L+€_26L / dx4/ dacg/ dxg/ dxq

{ec(ng:m)ec(xz; z3) +€c(x3 1) c(x4 zg)+€c(x4 1) c(a:g z2)

‘I)o(%,IQ)

normalizada segin

— ealwa—m1) o5 (wa—ws) o5 (w3 —a1) o5 (za—w2) _ 5 (w2—a1) o5 (va—a3) o5 (2a—21) o5 (23—22)

— eslws—z1) %(904—%2)65($4—11)€§(w3—22)}.

D

Esta integral multiple se puede evaluar de forma analitica, dando por resultado

38
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et ((2cL — 7)4cL + 31) — 16 *L(cL(cL +2) +4) + 1

= 6.1
s 2 (e2L(2cL — 1) + 1)° (6.1)
1
0.8 | |
0.6 T
X2
04 .
0.2 T
O | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80
cL
Figura 6.1: factor s en funciéon de cL = —mth , con € la energia de interaccion.
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Figura 6.2: Comportamiento asintético de y, para cL << 1.
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Figura 6.3: Comportamiento asintético de yo para cL >> 1.

En la fig. (6.1) se muestra un grafico de y2 en funcién del pardmetro cL. Vemos
que, a medida que aumenta el ancho de la caja y la energia de interaccion entre las
particulas del par, éstas se tornan mas entrelazadas. Se puede ver que se tienen las
aproximaciones asintoticas

Xo R~ 4 (cL)2, para cL. << 1,
45
Y 1
Xz%l—gc—L, para cL >> 1.
En las fig. (6.2) y (6.3) se muestran estas aproximaciones. Recordemos que el parame-
tro ¢ = —";L—,? es la inversa del ancho de la funcién de onda de la coordenada relativa.

Esto nos dice que, en el limite de una caja muy grande comparada con la separacion
caracteristica entre los fermiones, el par como un todo puede modelarse como un bo-
son. En el otro caso limite, cL — 0, vemos que xo — 0. Esto corresponde al caso
de interaccion nula entre las particulas, en el cual vimos que el estado del par resulta
separable.

6.1.2. Calculo de Yy a partir de la pureza

Vimos que una manera alternativa para calcular ys es calculando primero la pureza
Py, a partir de ella, obtener xy» como 1 — P. Esto no requiere establecer un orden
en las particulas de mi sistema, ya que la pureza es una propiedad intrinseca de la
funcion de onda del par. De todas formas, podemos evitarnos el valor absoluto |z —x1]|
escribiendo a la funciéon de onda como
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ce z(@1—22) ce z(@2—1)
@([El - .172) +
V2 (2cL + e~2cL — 1) V2 (2cL + e~2¢L — 1)

L L
/ dZEQ/ d$1 (I)() ((L’l,ZL‘Q)2 = 1.
—L —L

A partir de la expresion (5.20), la pureza queda

@(IQ - $1)7
(6.2)

‘1)0@1,902) =

la cual normalizamos a

L L L L
7) == / dxl/ d(lfg/ dI‘g/ dl‘4 (I)()(l’l,JIQ)‘I)Q(ZE:;,1’4)(1)0(5131,.%‘4)(1)0(1‘3,132).
—L —L —L —L

Esta integral puede resolverse, y nos da

7)_4620L(4CL2—|—100L—|—7)+64CL(206L—29)—|—1 (6.3)
(e2¢L (2¢L — 1) 4+ 1)° . .

Se puede verificar que 1 — P coincide con la expresion anterior encontrada para y, en
la ec. (6.1).

6.1.3. Calculo de los cocientes 2+

Recordemos que si se dispone de los coeficientes de Schmidt de un estado puede
calcularse el factor de normalizaciéon yn para N pares a partir de la relacion de
recurrencia

N (—1)™ (N — DM (m) X N—m
w=Y" ) ((N_)m)!( XN-m

con

Procedemos a calcular los coeficientes de Schmidt para distintos valores de cL. Para
este punto se utilizaron como base de funciones las BSplines. Basicamente, son un
conjunto de funciones linealmente independientes que permiten aproximar cualquier
funcién definida en un intervalo finito en términos de polinomios a trozos. Se definen
a partir de la cantidad n de funciones linealmente independientes que deseemos, el
grado d de los polinomios a trozos aproximantes y un conjunto de n+d+ 1 valores en
el intervalo donde definamos la funcion a aproximar llamados knots. A los coeficientes
del desarrollo de la funcién en términos de funciones base BSplines se los llama puntos
de control. En el Apéndice A se muestra una breve idea de qué son las BSplines,
cémo se definen y los knots que usamos. Adimensionalizamos las posiciones a la

longitud L, definiendo las variables y; = %+ e yo = %2, con lo cual la funciéon de onda
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adimensionalizada queda

cL e~ T lvi—vl
V2 (2cL + e~2L 1)

Si usamos las funciones base BSplines de grado d, los elementos de matriz serian

®0<y17y2) = (y1,y2) € [_171] X [_17 1]’

1 1
Al = B; 4 knots B d knots(Y2)dyrdys. 6.4
[A];; /1 /1 dk t(yl)\/2 Gl ey et (y2)dyrdy> (6.4)

Estas integrales pueden resolverse analiticamente, aunque claro se vuelven mas com-
plicadas a medida que aumentemos el grado de las BSplines que usemos. Es por eso
que para esta parte se usaron BSplines de grado cero. Tomando n puntos de control,
las funciones base quedan

1, yG[—l—i—Q%, —1—1—2%)
Bz‘,O,k’nots(y) = . .
0, y¢[-1+ 2L, -1+ 251,

parai=0,...,n— 1. Con esto, tenemos los elementos de matriz

cL
8 w1, 1 C_
+1), -
\/2(20L+e—2CL—1)< cL n)’ J

K (cosh(é)fl)ef CLliz_j‘
: . , ULF ]

V/2(2cL+e—2eL—1) cL

En cuanto a los elementos de matriz de overlap, vemos que son

1
2
[SL] — / Bi,()Jcnots(y)Bj,U,knots(y) dy = 52]5

1

De esta forma, podemos evaluar analiticamente los elementos de matriz de A en
funcién de cL y el namero de puntos de control. Aqui, se tomaron entre 1000 y 5000
puntos de control para cL hasta 125, pidiendo siempre un error relativo en s menor
o igual que 1075,

Podemos analizar la distribucion de los coeficientes A, (que son los coeficientes
de Schmidt al cuadrado) para distintos valores de el parametro cL y de la entropia
lineal, para ver de una manera gréafica cuan entrelazadas estdn las particulas que
componen al par interactuante. En la fig. (6.4) podemos ver como dicha distribucion
se va haciendo méas uniforme a medida que aumenta el grado de entrelazamiento.
También podemos analizar los modos de Schmidt. En la fig. (6.5) se muestran las
graficas de los primeros 4 modos de Schmidt, escritos en la base de BSplines de grado
0, en funcién del parametro adimensional y = 7. Podemos ver que estos modos no
son simétricos alrededor del origen, a pesar de que el sistema que consideramos si es
simétrico ante la inversién del eje x. Sin embargo, si invertimos la posiciéon de una
sola de las particulas del par y no cambiamos la posicion de la otra, vemos que el
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sistema fisicamente es diferente. Esta asimetria se puede apreciar en la forma de las
graficas de los modos. Para visualizar graficamente la descomposicion de Schmidt del
estado fundamental, en las fig. (6.6) y (6.7) se muestra la diferencia entre el estado
fundamental y su desarrollo en modos de Schmidt. Como podemos ver, cerca de los
extremos de la caja la aproximacion es menos precisa que en el interior.

En cuanto a los cocientes %, en la fig. (6.8) se muestran los valores obtenidos
para los distintos valores de cL que tomamos para N desde 1 hasta 5. Vemos como
todos estos convergen a 1 para cL — oo. También vemos que % < =21,
Esto nos dice que a medida que agreguemos particulas a nuestro sistema, los pares

de fermiones interactuantes tendran un comportamiento cada vez menos bosonico.

0.3 03
0.25 0.25
0.2 0.2
An An
0.15 0.15
0.1 | 01
0.05 0.05
o s . . . . o [T . . .
o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100
mn n
(a) cL =12, S, =0,8 (b) ¢cL =25,5,=0,9
0.35 0.35
03 03
0.25 0.25
02 0.2
An An
0.15 0.15
01t o1l
0.05 m“l""mm 0.05 |-
. - ‘ ‘ qu"l"]lll]]ﬂllllllﬂluluu .
o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100
n n
(¢) cL =50, Sy, = 0,95 (d) cL =125, Sy, = 0,98

Figura 6.4: Distribucién de los ntimeros de ocupaciéon A, de los orbitales naturales
para fermiones interactuantes restringidos a una caja.
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0.03 B
0.03 | 1
0.02 B
0.025 |- 4
—~~ 0.01 b
ooz r 1 =
*@o 015 | 4 =°
: ‘S:Ovol B
0.01 | 4
-0.02 b
0.005 [ B
-0.03 4
0 -1 -0.5 :& 0.5 1 -1 -0.5 ﬁ 0.5 1
(a) Primer modo (b) Segundo modo
0.03 " | 0.03 " ‘ ‘ ‘ "
0.02 |- 1 0.02 - b
/\0'01 I b 0.01 |- b
=, =
I\l \; 0
%-0,01 I b \S\'O,Ol r 7
-0.02 - 1 0.02 - 7
-0.03 b -0.03 B
-1 -0.5 :[OJ 0.5 1 -1 -0‘.5 g U‘.S ‘1
(c) Tercer modo (d) Cuarto modo

Figura 6.5: Modos de Schmidt para particulas en una caja para cL=7.5 y n = 2000
puntos de control.
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(¢) cL=15 (d) cL=30

Figura 6.6: Diferencia entre el estado fundamental y su desarrollo en modos de Sch-
midt con los primeros 30 modos.
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02

o
z1/L

(c) cL=15

Figura 6.7: Diferencia entre el estado fundamental y su desarrollo en modos de Sch-

midt con los primeros 30 modos (representacion ampliada en el intervalo [—£, £]).

0.1 ! ! ! ! ! !
60 80 100 120
cL

Figura 6.8: Cocientes <=+ en funcién del parametro c¢L = —
la caja y §2 la energia de interaccion.

mQL
2

XN+1

con 2L el ancho de
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6.2. Fermiones interactuantes en una trampa armo-
nica

Dado que la funciéon de onda de un par de fermiones en la trampa armoénica
esta definida en términos de funciones especiales como son las parabélicas cilindricas,
podemos darnos cuenta de antemano de la dificultad de hallar una expresion analitica
para xs, ya sea en funcién de la energia de interaccion o de la energia del estado
fundamental. Asi que en principio habra que evaluar integrales numéricamente. Pero
antes, intentemos trabajar aparte los casos Q2 =0, Q@ — —oo y 0 — oo (recordar

que el potencial de interaccion era Qd0(xq — x3)), para los cuales la funcion de onda
si estd dada en términos de funciones elementales.

6.2.1. Q=0

Recordemos que en el régimen de interaccién nula tenemos un estado separable
dado por la funcién de onda

1/2
Buama(o22) = (T57) e )

h

la cual estd normalizada a

/ dzg/ de‘l(I)Q ([L’l,l‘g)Q = 1.

Vimos que el factor ys puede calcularse como

x2e=1-"P,

con la pureza dada por

P:/ d$4/ dl’g/ dl’z/ dl’l (Do(l'l,l’g)@o(l’g,i&;)@o(l’b$4)(I)0($3,.I'2).

En este caso, tenemos un estado separable, pues la funcién de onda puede escribirse
de la forma ®g(z1, x2) = ¢(x1)p(x3), por lo que la pureza queda

P = /00 dzy /00 dxs /OO dzs /OO dz, ¢($1)2¢($2)2¢($3)2¢($4)2 = 1.

Como esperabamos, la entropia lineal da cero para estados separables, por lo que es
totalmente invalida la aproximacion de cobosones en este régimen.
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6.2.2. Q) — —

En este limite, vimos que la funcién de onda esta dada por

1/2 1/4 e \1/
(Ptrampa(117$2) ; \/_ ( h ) / (_%) 6_%($1+m2)267H(T)1 2‘:“7127

T

la cual esta normalizada a

/ dl’z/ dl’l CI)U (ill'l,.%'g)z = 1.

Aqui adimensionalizamos las coordenadas y al funciéon de onda a la amplitud carac-

teristica del oscilador armonico: y = (%)1/ 2. Algo que nos serd muy util es que

lim 2vV=Xe 2VA" =6(r), r > 0.

A——00

Con esto, identificamos que

o0 1
Do (y1,y2) 2 i \/ie 2(1+y2)? d(ly1 — v2l)-

Recordemos la expresion hallada para x, en la ec. (5.20). Ver que, habiendo estable-
cido la relaciéon de orden y; < yo < y3 < a4,

2
Do (y1,Y2)*Po(ys, ys)* = \/;6_é{(y1+y2)2+(y3+y4)2}5(y2 — 11)0(ya — y3), (6.5)

2

Do (Y1, y3)*Po(ya, ya)* = \/ie_é{(y1+y3)2+(y2+y4)2}5(?/1 — ¥3)0(y2 — Ya),
T
2

q’o(yl,y4)2‘l’o(y27 y3)2 = \/je_;{(y1+y4)2+(y2+y3)2}5(?/1 - y4)5(y2 - y3),
T

Do (Y1, y2)Po (Y3, Y1) Po (Y1, y3) Po (Y2, Ya)
8\

_ 22 i t2)? +(ys+ya) +(wrtus) >+ (v2+ya)*} o~V = My2—y1Hva—ystys—yi+ya—ya}
T
:_Qe—*{(yﬁrw) H(ys+ya)*+(1+ys) +(v2+ya)*} .~ 2V = X(ya—y1)
T
4

— 2=\ e*i{(yl+y2)2+(y3+y4)2+(y1+y3)2+(y2+y4)2}5<y4 — 1),
T

'Esta Delta de Dirac estaria normalizada segtn [ d(r)dr = 1
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(I)O(yla yz)fbo(yg, y4)‘1>0(917 y4)¢’0(927 ?/3)
8 A

=——0c0¢
T

4

ek (y1+y2)2+(y3+y4)2+(y1+y4)2+(yz+ys)2}5<
™

—%{(y1+y2)2+(y3+y4)2+(y1+y4)2+(y2+y3)2}G—QH(y4—y1)

Yg — yl);

@0 (Y1, y3)Po(y2, Y1) Po(y1, ya) o2, ¥3)

— _Q e 1 {(1+ys)  + (W2 tua) >+ (W1 +ya)* +(w2+us)*} =2V =Xya—v1) ,—2v=A(ys—v2)

™

— 2 e*i{(y1+y3)2+(y2+y4)2+(y1+y4)2+(y2+y3)2}5(y4 —y1)8(ys — o).

(e

Dado que z7 < 23 < x3 < x4, el término (6.5) representa la situaciéon en la que
tenemos las 2 particulas de un par interactuante en la misma posiciéon x; = x5 y, a la
derecha de éste, otro par con sus 2 particulas en la posicion x3 = x4. En los demés
términos, dado que en todos ellos tenemos un factor §(y4 — y;1 ), esto corresponde a la
situacion con las 4 particulas en la misma posiciéon. Pero recordemos que estas parti-
culas son fermiones. El principio de exclusion de Pauli prohibe que haya 2 fermiones
idénticos ocupando el mismo estado, por lo que estos términos deben ser descartados,
ya que describen situaciones fisicamente prohibidas. Entonces, tenemos que

> Y4 2 2 2
Y o

Esto nos dice que en el limite de interaccion atractiva muy fuerte entre las particulas
del par en una trampa armoénica, éstas como un todo siguen un comportamiento
totalmente bosoénico. Este resultado concuerda con el de particulas en una caja, donde
vimos que en este régimen de la energia de interacciéon ambos modelos representan
fisicamente el mismo estado.

6.2.3. Q —

La funcion de onda en el limite de interacciéon repulsiva muy fuerte vimos que estéa
dada por
2 rmw mw

1/2
Bofern) =2 (F7) e H D ol

oo T2
/ d[[’g/ dZL‘1<DQ (1’1,1‘2)2 = 1.

) . . . L 1/2
Aqui, nuevamente utilizamos la adimensionalizacion y = (%) /2 2. De acuerdo a la
expresion (5.20) el factor y, seria:

normalizada con
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S Y4 Y3 Y2
oo o —o oo T

{2 — 11)* (s — y3)* + (s — v1)* (ya — 12)* + (Y2 — 1) (s — 12)°
— (Ya —y3) (W2 — y1) (Y — y1) (Ys — v2) — (ya — ¥3) (Y2 — v1) (Ya — v1) (3 — ¥2)
— (ya —y2)(ys — y1)(ya — y1)(ys — v2) }.

(6.7)
Esta integral es trabajosa, pero se puede calcular analiticamente. Da
) 5 2
lim yo = =~ + = (1 — V/3) ~ 0,367295314857. (6.8)
=00 6 m

Vemos que en este régimen Y, alcanza un valor intermedio entre 0 y 1.

6.2.4. Calculo numérico del factor y, para valores arbitrarios
de Q

Dado que tenemos una trampa armonica, la base que naturalmente se nos ocurre
usar es la de autofunciones del oscilador arménico:

Un(y) = ———== H,(y). (6.9)

Entonces, para hallar los coeficientes de Schmidt habré que calcular los autovalores
de la matriz

An,mZ/ / dy1dys Uy (y1)Po (Y1, Y2) Up (y2)

B 1 \/g T(—A\)
C Verrmptmla [T (352) = (-3)

| / / dyrdys Hy(y1) Ha(yo) e 3 (H8) o3t Dy (1) — ).

(6.10)

Por ser las autofunciones del oscilador armoénico ortonormales la matriz de overlap
es la identidad. Antes de proceder directamente con el célculo de estos elementos
de matriz para valores intermedios de 7, implementemos este procedimiento al caso
) — oo. Esto nos servira para comparar el resultado que obtengamos para ys a
partir de este método con el resultado exacto que ya conocemos. De esta forma, po-
dremos estudiar cuan grande debemos hacer la matriz A para obtener obtener mejores
precisiones y cuanto esfuerzo nos costaréd armar esta matriz a medida que aumente-
mos su tamano. Por otro lado, la funcién de onda en este limite tiene una expresion

analiticamente tratable, lo que nos permitiré obtener tamanos de A considerables. Re-
mw ) 1/2

cordemos entonces que la funcién de onda (ya adimensionalizada via y = ( ;

z)



CAPITULO 6. RESULTADOS 50

en este régimen estéd dada por

e %(yl +y2>

cI)trampa(yla y2> = ’yl - y2|7

-

donde usamos la normalizacion

/ dy2/ dy, D¢ (y17y2)2 = 1.

Tenemos entonces la expresion para los elementos de matriz

y1 +y2
/ / e i = el Hoon) Ho ) s

Dada la paridad de los polinomios de Hermite, vemos que
0, sin + mes impar

(2.2
foo fyz o (vi+d)
—0o0 J—00 n+

w2 2 n!m!

{Hn(y1) Hn(y2) + Hn(y2) Hin(y1) H(y2 — y1) dy1 dy2, sin + mes par.

An,m =

3

Usando ahora la propiedad

R H () = (1) 5[]

vemos integrando por partes que, para n,m > 2,

/ / iy Hy(y1) Hin(y2) (y2 — y1) dyr dys

2 n—2 a2
:/_m@ [6’92] 88% [e y2} dys.

Con esto, para n,m > 2y n+ m par,

2 o gm-l 21 Ot 2
A, =— [e’%} [e’”} dys.
’ =/l m! ot Oys b2

Integrando por partes podemos obtener la ttil propiedad

m
n+1

Apsimot = — An . (6.11)

Significa que basta con calcular los elementos diagonales y los de la primera columna
(pues (6.11) no vale para n o m igual a 0) para obtener todos los elementos de matriz
de A. En la fig.(6.9) se muestran el error relativo que tiene el yo obtenidoy 1—3_ v2 en
funcion del tamano al que truncamos la matriz A, en escala semi-logaritmica. Como
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vemos, es cada vez mas costoso lograr mejores normalizaciones y mejor precision en
el xo. Para valores arbitrarios de v no contamos con una relacién de recurrencia para
obtener los elementos de matriz de A como la que encontramos para v — oo. Es
importante notar que la cantidad de elementos de matriz a calcular creceréd como N2,
siendo A el tamano al que trunquemos la matriz, y cada uno de ellos es una integral
bidimensional que debe evaluarse numéricamente, lo cual hace atn mas costoso su
calculo.

T

10 - A A
— logy (%) —
sl —logy (1—;1/3) — i
6 - -
4+ i
2 - -
0
0 20 80 100

40 60 )
Tamano de la matriz

Figura 6.9: Analisis de la precision que obtenemos al truncar la matriz A. Llamamos
Axa
X2 . . . .
al error relativo que se obtiene para el yy calculado con los coeficientes de Schmidt.
Esta cantidad, tomada en — log;,, nos da una idea de cuantas cifras de precision se
alcanzan, mientras que 1 — > 2 nos dice qué tan buena es la normalizacion
obtenida.

Habiendo ya visto como aumenta el costo computacional para armar A a medida
que aumentemos su tamano, elegimos una cantidad a la cual truncaremos el nimero
de filas de A y luego hacemos un barrido en valores de \ para obtener puntos xs vs~y.
Para valores de 7y positivos (es decir, interaccion repulsiva) y paray < 0 pero pequeno
se trunco la matriz a 10 columnas, dando siempre 1 — Y 12 = O (107?). Para valores
de v negativos, rapidamente el estado fundamental toma un grado de entrelazamiento
considerable, y necesitariamos tamanos de la matriz A mas grandes para obtener més
coeficientes de Schmidt. Pero las integrales (6.10) se tornan muy dificiles de evaluar
para grados altos de los polinomios de Hermite, pues habria que integrar funciones
altamente oscilatorias. Por lo que deberemos buscar otra manera de hallar ys. La
mas directa es tomar la expresion integral (5.20) y evaluarla numéricamente. Esto se
hizo con 3 cifras significativas de precisiéon para hasta A = —100. Los valores de o
obtenidos se muestran en la fig. (6.10). Podemos ver que en el régimen atractivo el
factor yo comienza a mostrar un comportamiento asintotico. De haber podido obtener

X2 para energias de interaccion atractiva més fuertes, deberiamos ver que converge a
1.



CAPITULO 6. RESULTADOS 52

0.9

0.8
0.7
0.6
0.5

X2

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 6.10: Valores de y» obtenidos numéricamente en funcién del pardmetro v =

% (%)1/2. En linea de puntos se marca el valor asintético y, = % + %(1 —/3) para

el limite v — oo.

6.2.5. Calculo del cociente % entre las constantes de norma-
lizacién para la trampa en régimen atractivo

Como vimos, es muy costoso realizar la descomposicion de Schmidt para estados
altamente entrelazados si usamos la base de autofunciones del oscilador arménico. Asi
que, para obtener los coeficientes de Schmidt para valores de v negativos, recurrimos
nuevamente a las funciones base BSplines. Se usaron Splines de orden d =2y d = 3
con 100 + d puntos de control y las definimos en el intervalo [—2, 2] para las coorde-
nadas adimensionalizadas y; = (%)1/ 2 Ty € Yp = (%)1/ 2 xo (fuera de ese rango la
funcién de onda ya toma valores muy chicos), teniendo siempre valores de 1 — > v/2
de aproximadamente 1073, Sélo se pudo hacer la descomposicion de Schmidt para 5
valores méas de ~ respecto de los que se hicieron usando la base de autofunciones del
oscilador armonico, pues las integrales

[A]U - / / Bi,d,knots (yl)q)O(yh y2)Bj,d,knots(y2)dy1dy2

se hacen numéricamente muy dificiles de evaluar al tener ®; un comportamiento
abruptamente decreciente. Para tener una idea del grado de entrelazamiento del es-
tado mas entrelazado al que se le pudo calcular la descomposiciéon de Schmidt, en la
fig. (6.11 a) se muestra la distribuciéon de los nimeros de ocupacion A, de sus orbi-
tales naturales. Podemos compararlo con la distribucion de los A, para el estado en
el limite de interaccidon repulsiva infinita, este es, el estado méximamente entrelazado
en este régimen (ver fig. (6.11 b)).
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Usando nuevamente la relacién de recurrencia

Y (D)™ (N — 1M (m) X N—m

con

se obtuvieron los cocientes % para N desde 1 hasta 4. En la fig. (6.12) se muestran
estos valores. Para los valores que obtuvimos de estos cocientes vemos que no alcanza
a observarse el comportamiento asintético hacia 1.

(a) Régimen atractivo (b) Reégimen repulsivo

Figura 6.11: Ntimeros de ocupacion A, de los orbitales naturales en el limite de inter-
accion repulsiva infinita y para A = —6,75, v~ =5y S ~ 0,494.
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Figura 6.12: Cocientes ~—— entre las constantes de normalizacion para el ansatz de
N + 1 cobosones y el de N pares en la trampa armoénica con potencial de interaccion

Q0(z1 — z2). Aqui, v = -~ (%)1/2.



Capitulo 7

Conclusiones y trabajo a futuro

7.1. Conclusiones

En sintesis, analizamos el comportamiento bosénico de pares de fermiones dis-
tinguibles interactuantes en dos modelos unidimensionales continuos con interacciéon
tipo Delta de Dirac entre los fermiones del par: particulas libres restringidas a un
intervalo finito y particulas en una trampa armoénica. Se supusieron a los fermiones
constituyentes distinguibles y de la misma masa. Para el caso de un sblo par de fer-
miones en cada modelo pudo encontrarse una expresion analitica para la funcion de
onda exacta del estado fundamental del sistema y su energia, mediante el cual cons-
truimos el operador de creaciéon de un coboson en el estado fundamental en términos
de operadores de creacion de los fermiones constituyentes en la base coordenada.

Luego, consideramos el ansatz de cobosones para el estado de N pares, N > 2,
que consiste en la aplicaciéon repetida del operador de creacién de un cobosén. En
primera instancia, nos interesamos en el ansatz de N = 2 cobosones, para el cual
calculamos su factor de normalizacion y, que, recordemos, es la entropia lineal. Para
los modelos estudiados, esto se hizo en el régimen de interaccion atractiva para todo el
rango de valores de la energia de interaccion, hallando ys en funcién de un parametro
adimensional proporcional a la energfa de interaccion. Al ver la funcién de onda de un
par en cada modelo, puede verse que cuando este parametro negativo crece en moédulo
la separacion entre las particulas del par es cada vez mas pequena a comparacion del
ancho caracteristico del sistema. Para particulas libres restringidas a una caja, pudo
hallarse una expresion analitica para ys en funciéon de dicho parametro, mientras
que para la trampa armoénica solo pudo calcularse analiticamente para el caso limite
de interaccién infinitamente fuerte y también para interacciéon nula, por lo que tuvo
que calcularse numéricamente para algunos valores selectos. En ambos modelos, los
resultados muestran que cuando dicho parametro tiende a cero el par de fermiones no
puede ser descripto como un bosén, lo cual tiene sentido pues el estado de un par se
vuelve separable, mientras que para valores muy grandes 2 converge a 1. Esto nos dice
que, para los modelos estudiados, cuando la interaccion de contacto entre los fermiones
es atractiva y muy intensa los pares interactuantes se comportan como bosones. En
este caso, las particulas que componen al par se encuentran muy localizados alrededor
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de su centro de masa, es decir, tienen una separacion caracteristica muy pequena
comparada con las dimensiones del sistema.

Ademés del factor y», se busco calcular los primeros cocientes para algunos
valores de la energia de interaccion, para lo cual fue necesario reahzar la. descom-
posicion de Schmidt del estado de un par. Para particulas libres en una caja esto
pudo hacerse para grados de entrelazamiento lo suficientemente altos como para ver
el comportamiento asintotico a 1 de estos cocientes, mientras que para particulas en
una trampa armonica la dificultad numérica sélo nos permitié llegar hasta valores
de X}’j 1 donde atn no se nota el comportamiento asintotico. Si bien con tener que
X2 — 1 basta para ver que estos cocientes convergen también a 1, al estudiar el
comportamiento de ¥+ en funcion de la energia de interaccién vemos ctian bosoni-
cos son los pares para una misma energia de interacciéon a medida que aumentamos
la cantidad de pares en el sistema. Se puede ver que si dejamos fija la magnitud de
interacciéon entre los fermiones de distintas especies menos bosoénicos resultan estos
pares de fermiones. En otras palabras, para que al anadir pares de fermiones al siste-
ma la aproximacion de considerarlos como bosones compuestos siga siendo igual de
buena tendriamos que tener energias de interacciéon atractiva mas fuertes, es decir,
pares mas fuertemente acoplados.

También se estudié el comportamiento bosénico en el régimen repulsivo para pares
de fermiones en una trampa armoénica. Se pudo ver que a medida que aumenta la
energia de interaccion repulsiva entre los fermiones constituyentes, s crece desde cero
hasta llegar a un valor limite de ~ 0,367 para energia de interaccién infinita. Esto
nos dice que al tener una repulsion maéas fuerte, mas bosoénico es el comportamiento
de los pares, pues aumenta el entrelazamiento entre las particulas que constituyen el
par. Pero nunca llega a haber maximo entrelazamiento (es decir, yo = 1), por lo que
en principio podriamos pensar que en el régimen repulsivo el modelo de cobosones no
es una buena descripcion para el sistema.

XN+1

7.2. Proyecciones a futuro

Como proximos objetivos podriamos mencionar el de mejorar la precision numéri-
ca para hallar la descomposiciéon de Schmidt para un par de fermiones en una trampa
armoénica en el régimen atractivo cuando la energia de interaccion es més grande, es-
to nos permitiria obtener los cocientes xny11/xn cuando hay mayor entrelazamiento.
Por otro lado, podemos extender el trabajo a otros modelos similares a este o que
utilicen un formalismo parecido. Una posibilidad seria estudiar particulas en 3 di-
mensiones, comenzando por el caso isotréopico por simplicidad. Para los modelos que
utilizamos, sus anélogos en 3 dimensiones serian particulas libres con interacciéon Del-
ta de Dirac restringidas a una caja esférica, o particulas con interaccién de contacto
en un potencial armoénico isotropico. En esto ya estamos trabajando con resultados
prometedores.

Por otro lado seria interesante considerar la situacién en que los fermiones que
constituyen el par sean indistinguibles. En este caso es también posible desarrollar un
formalismo de cobosones en el cual el operador creacion ¢! se escribe en términos de la
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descomposicion de Slater del par de fermiones [26]. Un problema que ya esta resuelto
es el de hallar el estado fundamental para un sistema formado por N particulas indis-
tinguibles con interaccion de a pares tipo Delta en el espacio libre en una dimensién
[27]. Algo que resultaria interesante es calcular el ansatz de cobosones para dos pares
de fermiones interactuantes indistinguibles y compararlo con la solucién exacta para
4 particulas indistinguibles mediante el calculo de la fidelidad entre estos estados.

Dados dos estados puros [¢)) y |¢) se define su fidelidad como |(1)[¢)|* [15].
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Apéndice A
Funciones base BSplines

Supongamos que poseemos un conjunto de puntos por donde sabemos que pasa una
funcion. Existen varias formas de aproximar dicha funcién a partir de estos puntos.
Una de ellas es aproximarla por polinomios a trozos que pasan por estos puntos. A
estas curvas formadas por polinomios a trozos se las llama Splines.

A.1. Splines lineales

La aproximaciéon més simple de una funcién por una funcién continua a partir de
un conjunto de puntos por donde pasa es unir estos puntos por lineas rectas, y esa
curva formada por rectas a trozos serfa el Spline lineal. Si tenemos n reales (¢;)14),
con t; < t;11, y los valores (¢;)"_; que toma mi funcién en esos puntos, la recta que
une 2 puntos consecutivos (¢;,¢;—1) y (tiy1, ;) seria

p(tleio1, cisti tipn) = fin =t Ci-1 + e Ci.
tiv1 — 1 tiv1 — b

Definamos ahora la funcién escalén

Bio(t) = { :

, € [t tiy)
, caso contrario.

Tomando p; 1 (t) = p (t|ci—1, ¢; ti, tis1), podemos escribir la funcién Spline lineal como

ft) = Z pia(t)Bio(2). (A1)

A los valores (t;)"%; se les llama knots y a (¢;)7_; se los conoce como puntos de control.

A.2. Splines de grados mas altos

Supongamos que ahora queremos construir una curva formada por polinomios a
trozos de grado d. Estas curvas se construyen a partir de combinaciones convexas de
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los polinomios a trozos de grados mas bajos mediante el siguiente algoritmo: dados
d+ 1 puntos de control (¢;)9_, ,y 2d knots (t;)ite la curva Spline de grado d se

j=i—d+17
deﬁne recursivamente como
tivg—rs1 —t t—1t.;
pi(t) = T () ———p; (D), (A.2)
Citd—rt1 — tj Uitd—rt+1 — tj

parai—d+1r < j<iyl<r <d, y definiendo p;o = ¢; [28]. Una curva Spline de
grado d con n puntos de control (¢;)7_, y n+d — 1 knots (t;)!5, con t; < t;,, para

d+1<i1<nyt; <t parat <dei>n+1, esta dada por

f(t) = Z pia(t)Bio(t). (A.3)

i=d+1

A.3. Representacion de Splines en términos de las
funciones base BSplines

Existe una manera de reescribir la ec. (A.3) para que la funcién Spline quede
expresada en términos de los puntos de control ¢; y de funciones que se construyen
a partir de los knots t;, del grado d de los polinomios y del nimero n de puntos de
control. Veamos como construir dichas funciones. A partir de la relacion de recurrencia
(A.2), podemos escribir la curva Spline (A.3) como

HOESY {Mpi—l,d—l(t) + ipz‘,al—l(lf)} Bio(t)

S Ll — tiv1 — 1

- 5 (a0 + 2 ba0) pa ]

S Wi — tivo = tiy1

t—t,
Bn,()(t)pn,d—l(t) +

tapo —t
tn—‘rl —tn td—i—? - td+1

Bay1,0(t)pa,a-1(t).

Como estamos considerando a la funcién Spline definida en el intervalo [tgi1, tni1],
podemos considerar nula a la expresion

t—t, tgra — 1

Bn,O (t)pn,d—l (t> +
ZfnJrl - Zfn

————Ba+1,0(t)paa—1(t)
taye — tas1

dentro de dicho intervalo. Repitiendo esto y definiendo recursivamente las funciones

t—t, bivry — 1
ST gy g ), (A1)
Livr — 1 Ligrs1 — b
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para 1 < r < d, la curva Spline de grado d puede escribirse como
Ft) =) cBia(t). (A.5)
i=1

Es importante notar que para poder definir bien B,, 4 y B 4 es necesario anadir 2 knots
extra, que llamaremos t; y t,1441. A estas funciones B, 4 se las conoce como funciones
base BSplines. Hay que tener presente que estan definidas en funcién de los knots,
por lo que en principio deberiamos denotarlas B; 4 gnots, donde knots denota un vector
formado por las n + d + 1 componentes (ti)?jldﬂ. Siempre que omitamos knots en la
expresion de las funciones base sera porque ya tenemos en claro el conjunto de knots
que estemos manejando. Se puede demostrar que, dados n+d+ 1 knots, las funciones
base {B;4}", forman un conjunto de n funciones linealmente independientes [28].
Es decir, tenemos una base para expandir cualquier funciéon definida en un cierto
intervalo [t4i1,t,41] con una precision que mejora cuanto mayor sea el nimero de
puntos de control y el grado de los polinomios aproximantes que elijamos. Tomar
mas grande el grado de estos polinomios garantiza que la curva Spline tenga mayor
cantidad de derivadas continuas en el intervalo [tgi1, tn41] [28].

Nos sera de particular interés el caso donde tomemos los n + d + 1 knots en el
intervalo [a, b] como

a, 1<i<d
ti=q a+ = (b—a), d+1<i<n+1 (A.6)
b, n+2<i<n+d+1.

En la fig. (A.1) se muestran las funciones base BSplines de grado 0, 1, 2 y 3 en el
intervalo [0, 1] para n = 10 + d puntos de control con knots de la forma (A.6).

04 04
02 02
0.2 0.4 06 08 10 0

(a) BSplines de grado cero. (b) BSplines de grado uno.

(c) BSplines de grado dos. (d) BSplines de grado tres.

Figura A.1: Funciones base BSplines de hasta grado 3 definidas en [0,1] con 10 + d
puntos de control, d el grado del Spline.
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