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Resumen

Esta tesis concierne la clasificación de álgebras de Hopf punteadas de
dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteŕıstica
cero. Consideramos tanto álgebras de Hopf sobre grupos abelianos como no
abelianos y nos interesamos no sólo en la presentación de estas álgebras sino
también en sus propiedades, como sus representaciones y sus deformaciones
por cociclo.

Uno de los principales resultados de este trabajo es la clasificación de
todas las álgebras de Hopf punteadas de dimensión finita cuyo grupo de
elementos grupezcos es S4. También describimos todas las álgebras de Hopf
punteadas sobre S5 cuya trenza infinitesimal está asociada con el rack de
trasposiciones. Para esto, introducimos una familia de álgebras de Hopf pun-
teadas H(Q) sobre grupos no abelianos.

Investigamos los módulos sobre las álgebras H(Q) cuya restricción al
grupo de elementos grupezcos es suma directa de módulos de dimensión uno.
Usamos estos resultados para clasificar todos los módulos simples sobre las
dos álgebras de Hopf punteadas sobre S3. También encontramos el carcaj de
Gabriel, las cubiertas proyectivas de los módulos simples, y probamos que
no son de tipo de representación finito.

Clasificamos las categoŕıas módulo exactas e indescomponibles sobre la
categoŕıa de representaciones de todas las álgebras de Hopf con corradical
S3. Como consecuencia, calculamos todas sus extensiones de Hopf-Galois y
mostramos que las álgebras de Hopf sobre S3 y S4 son deformaciones por
cociclos de sus versiones graduadas.

Mostramos que un álgebra de Hopf punteada de dimensión finita tal
que su trenza infinitesimal es de tipo estándar está generada por elementos
casi primitivos y grupezcos. Este hecho es un paso clave en la clasificación
de las álgebras de Hopf punteadas sobre un grupo abeliano y coincide con
una conjetura de larga data planteada por Andruskiewitsch y Schneider.
También mostramos que las relaciones cuánticas de Serre se satisfacen en
cualquier álgebra de Hopf punteada corradicalmente graduada de dimensión
finita con trenza diagonal y determinamos cómo estas relaciones se levantan
en el caso estándar.
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Abstract

This thesis is about the classification of finite-dimensional pointed Hopf
algebras over an algebraically closed field of characteristic 0. We consider
both Hopf algebras over abelian and not abelian groups and we deal not only
with the presentation of the algebras defined but also with its properties,
such as their representation theory or their cocycle deformations.

One of the main results of this work is the classification of all finite-
dimensional pointed Hopf algebras whose group of group-likes is S4. We also
describe all pointed Hopf algebras over S5 whose infinitesimal braiding is
associated to the rack of transpositions. To this end, we introduce a family
of generic pointed Hopf algebras H(Q) over non-abelian groups.

We investigate the modules over the algebras H(Q) whose restriction
to the group of group-likes is a direct sum of 1-dimensional modules. We
use the results obtained to classify all simple modules over the two pointed
Hopf algebras over S3. We also find the Gabriel quivers, the projective covers
of the simple modules, and prove that they are not of finite representation
type.

We classify exact indecomposable module categories over the represen-
tation category of all Hopf algebras with coradical S3. As a byproduct, we
compute all its Hopf-Galois extensions and we show that the Hopf algebras
over S3 o S4 are cocycle deformations of their graded versions.

We show that a finite-dimensional pointed Hopf algebra such that its
infinitesimal braiding is of standard type is generated by group-like and
skew-primitive elements. This fact is a key step in the classification of poin-
ted Hopf algebras over an abelian group and it agrees with a long-standing
conjecture by Andruskiewitsch and Schneider. We also show that the quan-
tum Serre relations hold in any coradically graded pointed Hopf algebra over
an abelian group of finite dimension and determine how these relations are
lifted in the standard case.

Math. Subject Classification (2010): 16T05, 57T05, 13C60.
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4.4. Representaciones de álgebras de Hopf punteadas sobre S3 58

ix
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Introducción

Las primeras menciones al concepto de álgebras de Hopf se remiten a
la década del ’50, en donde son mencionadas en trabajos de Pierre Cartier
(1956) y Armand Borel (1953). Cartier introduce el concepto de hiperálge-
bra en [C], y reconocemos alĺı los axiomas que hoy definen a una biálgebra
coconmutativa, junto con un axioma adicional, que implica la existencia
de una ant́ıpoda. Por su parte, Borel, en [B], utiliza la expresión álgebra
de Hopf (algèbre de Hopf), para referirse a un álgebra con una estructura
extra de comultiplicación, que no es necesariamente coasociativa. Mientras
Cartier considera estas estructuras en relación a los trabajos de Jean Dieu-
donné sobre grupos algebraicos en caracteŕıstica positiva, Borel las utiliza
para estudiar la homoloǵıa de los espacios homogéneos. Estas dos ĺıneas
de investigación se entrecruzan luego en la década del ’60. A fines de esta
década (1969), Sweedler publica su libro [S] y es alĺı donde las álgebras de
Hopf se independizan para comenzar a ser estudiadas por sus propiedades
algebraicas intŕınsecas. Ver el art́ıculo [AFe] para más información sobre la
génesis y desarrollo de este concepto.

Sommerhäuser [So, Introduction] dice que un álgebra de Hopf es un álge-
bra para la cual se pueden tensorear módulos. Es ésta caracteŕıstica la que
hace que sus categoŕıas de representaciones den lugar a categoŕıas tensoria-
les finitas en el sentido de [ENO1, EO1]. En consecuencia, las álgebras de
Hopf tienen importantes aplicaciones en matemática y en f́ısica matemática.
De esta forma, por ejemplo, las álgebras de Hopf semisimples están presentes
de una manera fundamental en la teoŕıa de campos conformes racionales.
Además, las álgebras de Hopf no semisimples están relacionadas a teoŕıas
de campos conformes logaŕıtmicos [Ga].

Por su parte, los grupos cuánticos, introducidos en 1986 por Drinfeld en
su Conferencia [D], forman una clase particular de álgebras de Hopf. Los
mismos pueden ser presentados a partir de deformaciones en un parámetro
de álgebras universales de álgebras de Lie o de álgebras de funciones regula-
res de grupos algebraicos afines. También se los puede encontrar codificando
la simetŕıa de categoŕıas trenzadas, es decir, categoŕıas munidas de un pro-
ducto tensorial asociativo y conmutativo. El hecho destacable aqúı es que
la transformación de conmutatividad c : V ⊗W →W ⊗ V no es involutiva.
De esta forma, las álgebras de Hopf pueden hallarse en diversas áreas rela-
cionadas con la teoŕıa conforme de campos; por ejemplo, en invariantes de
variedades topológicas de dimensión baja. Aśı, en los últimos veinte años, las
álgebras de Hopf han atráıdo el interés de matemáticos de distintas áreas.

En particular, ha habido gran interés en problemas de clasificación de
álgebras de Hopf, ver por ejemplo [An]. Es natural esperar que resultados
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de clasificación sobre álgebras de Hopf de dimensión finita tengan un im-
pacto significante en las áreas mencionadas. Por otra parte, nuevos ejemplos
pueden ser descubiertos en dichos estudios de clasificación.

La clasificación de todas las álgebras de Hopf de dimensión finita sobre
un cuerpo algebraicamente cerrado k de caracteŕıstica cero es un problema
ampliamente abierto. Técnicas estrictamente diferentes son empleadas cuan-
do se trata con álgebras semisimples o no semisimples. En este último caso,
técnicas muy útiles se han desarrollado para el caso especial de las álgebras
de Hopf punteadas. En particular, un progreso significativo se ha alcanzado
en [AS2] en el caso de las álgebras de Hopf punteadas con grupo abeliano
de elementos grupezcos.

Un álgebra de Hopf punteada H está caracterizada por el hecho de que
su mayor subálgebra cosemisimple coincide con el álgebra de grupo de sus
elementos grupezcos, esto es, de los elementos g ∈ H tales que ∆(g) =
g⊗ g. Esta clase incluye las álgebras de grupo kΓ, Γ un grupo, y los núcleos
de Frobenius-Luzstig uq(g) [L], asociados a álgebras de Lie semisimples de
dimensión finita g y a ráıces de la unidad q. Cabe mencionar el “método
del levante” [AS1], como herramienta fundamental y principal estrategia

de clasificación de las mismas. Éste cuenta, a grandes rasgos, de tres etapas
bien diferenciadas, que bosquejamos a continuación (ver el cuerpo de la tesis
para una descripción detallada):

Dado un grupo G, determinar todos los módulos de Yetter-Drinfeld
sobre G tales que su álgebra de Nichols B(V ) es de dimensión finita.
Para cada V aśı, encontrar todas las álgebras de Hopf H tales que
grH = B(V )#kG.
Probar que todas las álgebras de Hopf punteadas sobre G están
generadas “en grado 1”.

Cuando este grupo no es abeliano, el problema se halla lejos de una
solución definitiva. Existe alguna esperanza en la falta de ejemplos: en esta
situación, las álgebras de Nichols tienden a ser de dimensión infinita, ver
por ejemplo [AF], [AFGV], [AZ], [AFZ]. No obstante, śı existen ejemplos
en los que las álgebras de Nichols son de dimensión finita. Sobre S4 estas
álgebras fueron determinadas en [AHS]: hay tres de ellas, todas relacionadas
a racks y cociclos. Cuando el cociclo es −1, hay dos álgebras de Nichols, una
correspondiente a la clase de conjugación de las trasposiciones y la otra a
la de los 4-ciclos, presentadas en [MS] y [AG], respectivamente. Cuando
el cociclo es no constante, el álgebra de Nichols respectiva fue definida en
[MS] e, independientemente, en [FK] como un álgebra cuadrática. Estas
tres álgebras de Nichols son una lista exhaustiva de álgebras de Nichols en
la categoŕıa de módulos de Yetter Drinfeld S4

S4
YD. En [AG2], una familia

de álgebras de Hopf punteadas fue definida; se mostró, a través del uso de
bases de Gröbner, que eran levantamientos del álgebra de Nichols asociada
a la clase de las conjugaciones y al cociclo constante. Siguiendo ideas de
ese trabajo, definimos en esta tesis las álgebras de Hopf H(Q), que serán
estudiadas desde diferentes perspectivas a lo largo de este trabajo, y a las
que utilizaremos para concretar resultados de clasificación.
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Hemos mencionado que la categoŕıa de representaciones de una álgebra
de Hopf es una categoŕıa tensorial. Dada una categoŕıa tensorial C, una cate-
goŕıa módulo exacta [EO1] sobre C es una categoŕıa Abeliana M equipada
con un funtor bi-exacto ⊗ : C ×M→M sujeto a axiomas naturales de aso-
ciatividad y unitariedad tal que, además, para cualquier objeto proyectivo
P ∈ C y cualquier M ∈M el objeto P ⊗M es nuevamente proyectivo.

Las categoŕıas módulo exactas, o representaciones de C, son objetos
muy interesantes para considerar. Están impĺıcitamente presentes en mu-
chas áreas de la matemática y de la f́ısica matemática como la teoŕıa de
subfactores [BEK], álgebras de Hecke afines [BO], extensiones de álgebras
de vértice [KO], [HuKo], álgebras de Calabi-Yau [Gi] y teoŕıa conforme
de campos, ver por ejemplo [BFRS], [FS], [CS1], [CS2]. Las categoŕıas
módulo han sido utilizadas en el estudio de categoŕıas de fusión [ENO1],
[ENO2], y en la teoŕıa de álgebras de Hopf (débiles) [O1], [M1], [N].

Los principales resultados y conceptos de la tesis están organizados de
la siguiente manera. En el caṕıtulo 1 recordamos las diferentes nociones
matemáticas existentes en la literatura clásica que serán utilizadas a lo largo
de la tesis. Hemos tratado de ser particularmente detallistas al respecto,
procurando que todos los conceptos que el lector encontrará en los resultados
que probamos en los caṕıtulos subsiguientes tengan su definición formal en
esta parte.

En el caṕıtulo 2 recordamos la definición y los conceptos relacionados
con las álgebras de Nichols. Transcribimos resultados de clasificación de
[A, H] y establecemos un resultado que ha sido asumido como cierto en la
literatura y del que no pudimos dar con una prueba en la misma, a saber que
las álgebras de Nichols asociadas a las trasposiciones en S5 son cuadráticas
como sus análogas en S4.

En el Caṕıtulo 3, introducimos el concepto de ql-datum Q y definimos
las álgebras H(Q) asociadas ya mencionadas y probamos algunos resulta-
dos generales sobre su estructura. Luego, las utilizamos para probar que
todas las álgebras de Hopf H con G(H) ∼= S4 están generadas en grado 1
y son efectivamente levantamientos de las álgebras de Nichols mencionadas
anteriormente. El teorema principal de este caṕıtulo es el siguiente:

Teorema 1. Sea H un álgebra de Hopf punteada de dimensión finita
con G(H) ∼= S4, H 6= kS4. Entonces H es isomorfa a una y sólo una de las
siguientes álgebras:

1. B(O4
2,−1)]kS4;

2. B(O4
4,−1)]kS4;

3. B(O4
2, χ)]kS4;

4. H(Q−1
4 [t]), para exactamente un t ∈ P1

k;
5. H(D[t]), para exactamente un t ∈ P1

k;
6. H(Qχ4 [1]).

Además, hasta el momento sólo dos álgebras de Nichols de dimensión
finita sobre S5 son conocidas. Describiremos asimismo todos sus levanta-
mientos. Observamos que nuestras pruebas no utilizan bases de Gröbner, en
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su lugar, desarrollamos parte de su teoŕıa de representaciones y combina-
mos este nuevo conocimiento con algunas técnicas de álgebras cuadráticas
para obtener estos resultados. Remarcamos que S4 es el segundo grupo no
abeliano que admite álgebras de Hopf punteadas no triviales de dimensión
finita y tal que la clasificación está completa, siendo el primero S3 [AHS].
También se han obtenido familias infinitas de levantamientos de álgebras de
Nichols para los grupos D4m, m ∈ N, en [FG].

En el caṕıtulo 4 nos dedicamos al estudio de la teoŕıa de representa-
ciones de las álgebras H(Q). En particular, nos concentramos en aquellos
módulos cuyas componentes G-isot́ıpicas son de dimensión 1 y clasificamos
los módulos indescomponibles de este tipo. Encontramos condiciones en un
G-carácter dado bajo las cuales éste puede ser extendido a una representa-
ción del álgebra. También estudiamos los módulos simples y las cubiertas
proyectivas de los mismos bajo ciertas condiciones en el ql-datum Q.

Luego, aplicamos estos resultados para clasificar los módulos simples
sobre las (dos) álgebras de Hopf punteadas sobre S3. Además, encontramos
sus cubiertas proyectivas y calculamos sus reglas de fusión, lo que nos lleva
a mostrar que el levantamiento no trivial no es cuasi-triangular. También
escribimos el carcaj de Gabriel y mostramos que estas álgebras no son de
tipo de representación finito.

El principal resultado del Caṕıtulo 5 es la clasificación de las categoŕıas
módulo exactas sobre la categoŕıa de representaciones de cualquier álgebra
de Hopf de dimensión finita con corradical kS3.

La clasificación de las categoŕıas módulo exactas sobre una categoŕıa
tensorial finita fija C fue desarrollada por varios autores:

1. Cuando C es el cociente semisimple de Uq(sl2) [KO], [EO2],
2. sobre las categoŕıas tensoriales de representaciones de los supergru-

pos finitos [EO1],
3. sobre Rep(D(G)), D(G) el doble de Drinfeld de un grupo finito G

[O2],
4. sobre la categoŕıa tensorial de representaciones de los grupos cuánti-

co pequeños de Luzstig uq(sl2) [M1],
5. y más generalmente sobre Rep(H), donde H es un levantamiento de

una espacio lineal cuántico [M2].

En este caṕıtulo, contribuimos a la lista de arriba en el caso de las
álgebras de Hopf punteadas sobre S3. Expĺıcitamente, tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 2. Sea G = S3. Sean H(Q) un álgebra de Hopf punteada
sobre G, H = grH(Q). Sea M una categoŕıa módulo exacta sobre Rep(H),
entonces existen

un subgrupo F < G y un 2-cociclo ψ ∈ Z2(F,k×),
un subconjunto Y ⊆ O3

2 invariante por la acción de F ,
una familia de escalares {ξC} compatible con (F,ψ, Y ),

tal que M ' B(Y,F,ψ,ξ)M. Aqúı B(Y, F, ψ, ξ) es una H-comódulo álgebra a
izquierda construida con los datos (Y, F, ψ, ξ).
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También mostramos que si H es un álgebra de Hopf de dimensión finita
con corradical kS3 o kS4 entonces H es una deformación por cociclo de grH.
Esto implica que hay una correspondencia biyectiva entre las categoŕıas
módulo sobre Rep(H) y Rep(grH).

Vimos que uno de los principales pasos del Método del Levante es probar
que todas las álgebras de Hopf punteadas sobre un grupo Γ están genera-
das por elementos grupezcos y casi primitivos o, equivalentemente, que el
álgebra (de Hopf) graduada asociada con respecto a la filtración corradical
está generado en grados cero y uno. Este problema ha sido resuelto para una
álgebra de Hopf de dimensión finita H sobre un grupo Γ en los siguientes
casos:

cuando H es co-triangular [AEG],
cuando Γ es abeliano y |Γ| no es divisible por 2, 3, 5, 7 [AS4],
cuando la trenza surge de algunos racks afines [AG2].

Ha sido conjeturado en [AS2, Conjecture 1.4] que esto vale para cualquier
H como arriba. Hemos dicho que en el caṕıtulo 2 lo probamos

cuando Γ es (isomorfo a) Sn, n = 3, 4, 5, completando un resultado
en [AG2],

mientras que nuestro principal resultado del Caṕıtulo 6, el Teorema 6.6 es
una respuesta positiva a esta conjetura

cuando la trenza es de tipo estándar.

En este caṕıtulo también mostramos que las relaciones cuánticas de Se-
rre se satisfacen en un álgebra de Hopf trenzada con trenza estándar y
calculamos los levantamientos de estas relaciones.

Los resultados de la tesis forman parte de diversos art́ıculos. Los resul-
tados del Caṕıtulo 3, que incluyen el Teorema 1, están en

Finite-dimensional pointed Hopf algebras over S4.
Garćıa, G. A. y Garćıa Iglesias, A.
Israel Journal of Mathematics, por aparecer.
Disponible en arXiv:0904.2558v2.

Los resultados del Caṕıtulo 4 se encuentran en

Representations of pointed Hopf algebras over S3.
Garćıa Iglesias, A.
Revista de la Unión Matemática Argentina 51 (1) pp. 51–78 (2010).
Disponible en arXiv:0904.2558.

El caṕıtulo 5, que incluye el Teorema 2, está basado en resultados de

Representations of the category of modules over pointed Hopf alge-
bras over S3 and S4.
Garćıa Iglesias, A. y Mombelli, M.
Enviado.
Disponible en arXiv:1006.1857v1.

Finalmente, el Caṕıtulo 6 trata sobre resultados en

Pointed Hopf algebras with standard braiding are generated in degree
one.
Angiono, I. y Garćıa Iglesias, A.
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Contemporary Mathematics, por aparecer.
Disponible en arXiv:1004.3312v1.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo fijamos la notación y recordamos los conceptos básicos
que constituirán el lenguaje del trabajo.

1.1. Convenciones

Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado y de carac-
teŕıstica cero. Todos los espacios vectoriales, álgebras y categoŕıas serán
considerados sobre k.

Para cada N > 0, GN denotará el conjunto de las ráıces N -ésimas pri-
mitivas de 1 en k. Fijamos i =

√
−1. Dado n ∈ N y q ∈ k, q /∈ ∪0≤j≤nGj ,

q 6= 0, denotamos(
n

j

)
q

=
(n)q!

(k)q!(n− k)q!
, donde (n)q! =

n∏
j=1

(k)q y (k)q =
k−1∑
j=0

qj .

Si V es un espacio vectorial y {xi}i∈I es una familia de elementos en V ,
denotamos por k{xi}i∈I al subespacio vectorial generado por ella. Si V y W
son dos k-espacios vectoriales denotamos por τ a la aplicación lineal “flip”,
τ : V ⊗W →W ⊗ V dada por τ(v ⊗ w) = w ⊗ v para todo v ∈ V, w ∈W .

Sean G un grupo finito, Ĝ el conjunto de sus representaciones irreduci-

bles. Sea Gab = G/[G,G], Ĝab = Hom(G,k∗) ⊆ Ĝ. Denotamos por ε ∈ Ĝab

la representación trivial. Si χ ∈ Ĝ, y W es un G-módulo, denotamos por
W [χ] a la componente isot́ıpica de tipo χ, y por Wχ al G-módulo simple
correspondiente.

El grupo simétrico en n letras será denotado por Sn y por Onj denotare-
mos a la clase de conjugación de todos los j-ciclos en Sn.

Sea S = {x1, . . . , xn} una familia de n elementos. Denotamos por F =
k〈x1, . . . , xn〉 al álgebra libre generada por S. Si r1, . . . , rm son polinomios
en F , escribimos k〈x1, . . . , xn | r1, . . . , rm〉 al álgebra presentada por gene-
radores en S y relaciones en r1, . . . , rm. Si A es un álgebra y S ⊂ A es un
subconjunto, denotaremos por 〈S〉 al ideal generado por S. Si S = {s}, de-
notamos 〈s〉 = 〈{s}〉. Para un álgebra A, AM, respectivamente AMA, deno-
tará la categoŕıa de los A-módulos a izquierda, respectivamente bimódulos,
de dimensión finita.

Denotaremos por k[X] al anillo de polinomios en una variable con coe-
ficientes en el cuerpo k. Para n ∈ N, [n2 ] denotará el mayor entero menor o
igual a n

2 .

1.2. Representaciones de álgebras

Sea B un anillo, M un B-módulo a izquierda.

1
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Definición 1.1. Una cubierta proyectiva de M es un par (P (M), f) con
P = P (M) un B-módulo proyectivo y f : P → M un morfismo esencial ,
esto es un morfismo suryectivo tal que para cada N ⊂M submódulo propio,
f(N) 6= M .

No explicitaremos el mapa f de la definición anterior cuando sea evi-
dente. Las cubiertas proyectivas son únicas salvo isomorfismos, y siempre
existen para k-álgebras de dimensión finita, ver [CR, Sección 6]. Más aún,

(1.1) BB ∼=
⊕
S∈B̂

P (S)dimS .

Sea B ahora una k-álgebra de dimensión finita, B̂ = {S1, . . . , Sn} una
lista completa de los B-módulos simples no isomorfos. Recordemos que B
se dice básica si dimSi = 1, ∀ i = 1, . . . , n.

Definición 1.2. Se dice que B es

de tipo de representación finito si existen sólo finitas clases de iso-
morfismo de módulos indescomponibles en BM,
de tipo de representación manso si B no es de tipo de representación
finito y hay, para cada número d ∈ N, finitos (B, k[X])-bimódulos
M1, . . . ,Mnd que son libres de rango finito como k[X]-módulos y tal
que todos salvo un número finito de B-módulos indescomponibles de
dimensión d contienen un B módulo de la forma Mi⊗k[X]/(X−λ),
para algún i = 1, . . . , nd y λ ∈ k,
de tipo de representación salvaje si no es de ninguno de los anteriores.

Existen herramientas combinatorias para determinar el tipo de repre-
sentación de un álgebra. Por ejemplo, se introduce la siguiente definición.

Definición 1.3. El Ext-Carcaj (también Carcaj de Gabriel) de B es el
carcaj ExtQ(B) con vértices {1, . . . , n} y dim Ext1

B(Si, Sj) flechas desde el
vértice i al vértice j.

Utilizaremos el hecho de que dados dos B-módulos M1,M2 existe un
isomorfismo de grupos abelianos

Ext1
B(M1,M2) = {clases de equivalencia de extensiones M1 por M2},

donde el elemento 0 está dado por la extensión trivial M1 ⊕M2.
Recordemos que dos álgebras X e Y son Morita equivalentes si existe

una equivalencia de categoŕıas XM∼= YM. B resulta equivalente Morita al
álgebra básica kExtQ(B)/I(B), donde kExtQ(B) es el álgebra de caminos
del carcaj ExtQ(B) y I(B) es un ideal contenido en el bi-ideal de caminos
de longitud mayor a 1.

Definición 1.4. Dado un carcaj Q con vértices V = {1, . . . , n}, su
diagrama de separación es el grafo no orientado cuyo conjunto de vértices
es {1′, . . . , n′, 1′′, . . . , n′′} y una arista i′—j′′ para cada flecha i→ j en Q.

Si B es un álgebra, hablamos del diagrama de separación de B para
hacer referencia al diagrama de separación de su Ext-Carcaj.

Teorema 1.5. [ARS, Teorema X.2.6] Sea B un álgebra de Artin con ra-
dical cuadrado cero. Entonces B es de tipo de representación finito (manso)
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si y sólo si su diagrama de separación es una unión disjunta de diagramas
de Dynkin finitos (afines). �

El siguiente lema es conocido por los matemáticos trabajando en el área
de teoŕıa de representaciones de álgebras. Incluimos una prueba aqúı por
completitud.

Lema 1.6. Sea J el radical de B. Entonces ExtQ(B) = ExtQ(B/J2).

Demostración. Primero, es inmediato que B̂ = B̂/J2. Sea S, T ∈ B̂.
Como cualquier B/J2-módulo es un B-módulo, tenemos Ext1

B/J2(S, T ) ⊆
Ext1

B(S, T ). Ahora, sea 0 → T ↪→ V � S → 0 un sucesión exacta de B-
módulos y sean x ∈ V , a1, a2,∈ J . Si x ∈ T ⊂ V , entonces a1x = 0 ⇒
a2a1x = 0. Si x /∈ T , entonces 0 6= x̄ ∈ V/T ∼= S y aśı a1x̄ = 0, esto es
a1x ∈ T , y por lo tanto a2a1x = 0. Aśı, la sucesión de arriba en B −M da
lugar a una sucesión exacta en B/J2 −M, lo que prueba el lema. �

1.2.1. Representaciones de kSn. En primer lugar, recordemos que
Sn, n ≥ 3, tiene un representación de dimensión uno no trivial, la llamada
representación signo, dada por

ρ : Sn → k, ρ(σ) = sgn(σ), σ ∈ Sn.

Ahora, Sn actúa en kn permutando los vectores de la base estándar
{e1, . . . , en}. El vector e = e1 + . . . + en es fijado por esta acción. El com-
plemento ortogonal, con respecto al producto interno canónico, al espacio
generado por este vector, con la acción restringida de Sn, es la represen-
tación estándar de Sn, esto es el módulo de Specht S(n−1,1) asociado a la
partición n = n − 1 + 1. La base canónica para este espacio está dada por
{v1, . . . , vn−1} para vi = ei − en. La acción en esta base está dada por:

(i, i+ 1) · vj = v(i,i+1)(j), si i < n− 1,

(n− 1, n) · vj =

{
vj − vn si j < n,

−vn si j = n,

Esta representación es fiel.

Si n ≥ 4, existe otra representación de Sn de dimensión (n − 1), que

es el módulo de Specht S(2,1n−2) ∼= S(n−1,1) ⊗ S(1n) asociado a la partición
n = 2 + 1 + · · · + 1, donde S(1n), el módulo asociado a la partición n =
1 + · · · + 1, es la representación signo. Para este módulo, fijamos la base
{wi}, con wi = vi ⊗ z, i = 1, . . . , n− 1, si S(1n) = k{z}.

En el caso n = 3, la representación estándar, la trivial y la signo son una
lista exhaustiva de los módulos simples sobre el álgebra de grupo. En esta
caso, la representación estándar tiene dimensión 2. Si fijamos {v, w} como
su base canónica, entonces esta representación está dada por las siguientes
matrices:

[(1, 2)] =

(
0 1
1 0

)
, [(2, 3)] =

(
1 0
−1 −1

)
, [(1, 3)] =

(
−1 −1
0 1

)
.
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1.3. Racks y 2-cociclos

Nuestra referencia para las propiedades de racks será [AG].

Definición 1.7. Un rack es un par (X,B), donde X es un conjunto no
vaćıo y B : X ×X → X es una función, tal que φi = iB (·) : X → X es una
biyección para todo i ∈ X que satisface:

iB (j B k) = (iB j)B (iB k), ∀i, j, k ∈ X.

Ejemplos 1.8. Los siguientes son ejemplos de racks

Sea X un conjunto y definimos iBj = j, ∀ i, j ∈ X. Entonces (X,B)
es un rack, conocido como el rack trivial .
Sea G un grupo, g ∈ G, y Og la clase de conjugación de g. Entonces,
si

xB y = xyx−1,

(Og,B) es un rack.
Serán de particular importancia en este trabajos los racks On2 de
trasposiciones en Sn y el rack O4

4 de 4-ciclos en S4.
Si (X,B) es un rack, entonces el rack inverso (X−1,B−1) [AFGV]
está dado por X−1 = X y iB−1 j = k, si iB k = j, ∀ i, j, k ∈ X−1.
En efecto, notar que

iB−1 (j B−1 k) = s⇔ iB s = j B−1 k

⇔ j B (iB s) = k.

Mientras que

(iB−1 j)B−1 (iB−1 k) = u⇔ (iB−1 j)B u = iB−1 k

⇔ iB ((iB−1 j)B u) = k

⇔ (iB (iB−1 j))B (iB u) = k

⇔ j B (iB u) = k ⇔ iB u = iB s

⇔ u = s,

ya que φj , φi son biyecciones.

Notar que los racks O4
4 y O4

2 en S4 no son isomorfos, ya que, para i ∈ O4
2,

siempre tenemos que φ2
i = id, y para i ∈ O4

4 φ
4
i = id, pero φ2

i 6= id.

Definición 1.9. Un rack (X,B) se dice indescomponible si no puede ser
descompuesto como la unión disjunta de dos sub-racks. Se dice que es fiel si
φi = φj sólo para i = j.

Definición 1.10. Sea (X,B) un rack. Un 2-cociclo q : X × X → k∗,
(i, j) 7→ qij es una función tal que

qi,jBkqj,k = qiBj,iBkqi,k, ∀ i, j, k ∈ X.

Ejemplos 1.11.

Sea (X,B) un rack, ξ ∈ k∗. Un mapa q : X ×X → k∗ constante

q ≡ ξ, i. e. qστ = ξ, ∀σ, τ ∈ X

es un 2-cociclo.
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[MS, Ex. 5.3] Sea (X,B) = On2 . Un 2-cociclo está dado por una
función χ : X×X → k∗ definida como, si τ, σ ∈ X, τ = (ij) y i < j:

χ(σ, τ) =

{
1, si σ(i) < σ(j)

−1, si σ(i) > σ(j).

1.4. Álgebras de Hopf

Desarrollaremos aqúı algunos de los conceptos básicos de la teoŕıa de
álgebras de Hopf y otras estructuras relacionadas. Nos servimos para ello de
referencias como [Mo], [Kh2] y [Sc].

Introduciremos primero el concepto de coálgebra, que en muchos sentidos
es un concepto dual al de álgebra (asociativa). Notemos que los axiomas
que definen a una k-álgebra asociativa con unidad pueden codificarse en la
conmutatividad de los siguientes diagramas:

A⊗A⊗A m⊗id //

id⊗m

��

A⊗A

m

��
A⊗A m

// A

A⊗A

m

��

k ⊗A

u⊗id
::ttttttttt

%%JJJJJJJJJJ A⊗ k

id⊗u
ddJJJJJJJJJ

yytttttttttt

A

(Asociatividad) (Unidad)

donde u : k → A es un morfismo de anillos cuya imagen está contenida en
el centro de A y m : A ⊗ A → A es la multiplicación. Notar que la unidad
en A está dada por 1A = u(1k).

Podemos entonces dualizar esta noción y obtener la siguiente definición.

Definición 1.12. Una k-coálgebra coasociativa con counidad es un k-
espacio vectorial no nulo C dotado de dos aplicaciones lineales, la comulti-
plicación o coproducto ∆ : C → C ⊗C y la counidad ε : C → k tales que los
siguientes diagramas conmutan:

C
∆ //

∆

��

C ⊗ C

∆⊗id

��
C ⊗ C

id⊗∆
// C ⊗ C ⊗ C

C

∆

��

'

yytttttttttt
'

%%JJJJJJJJJJ

k ⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C
ε⊗id

eeJJJJJJJJJ id⊗ε

99ttttttttt

Coasociatividad Counidad

Diremos que C es coconmutativa si τ ◦∆ = ∆ en C.

Definición 1.13. Sean C y D dos coálgebras con comultiplicación ∆C

y ∆D y counidad εC y εD respectivamente.
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(i) Una aplicación lineal f : C → D es un morfismo de coálgebras si
∆D ◦ f = (f ⊗ f)∆C y εC = εD ◦ f .

(ii) Un subespacio I ⊆ C es un coideal si ∆(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I y
εC(I) = 0.

Con esta definición es claro que I es un coideal de C si y sólo si el
k-espacio vectorial C/I es una coálgebra con la comultiplicación inducida
de ∆C . Notar que, al ser εC un morfismo de coálgebras, se sigue que el
subespacio C+ = Ker ε ⊆ C es un coideal de C.

Ejemplo 1.14. Sea X un conjunto. Entonces

k{X} = {
∑
x∈X

axex| ax ∈ k, ax 6= 0 para finitos x}

es una coálgebra coconmutativa. Su estructura está determinada por

∆(ex) = ex ⊗ ex y ε(ex) = 1, para todo x ∈ X.

Ejemplo 1.15. Si (A,m, u) es un álgebra de dimensión finita, usando
la identificación canónica (A⊗A)∗ ∼= A∗⊗A∗, A∗ resulta ser una coálgebra
con comultiplicación m∗ y counidad u∗. Expĺıcitamente,

m∗(f)(a⊗ b) = f(ab), u∗(f) = f(1), ∀ f ∈ A∗, a, b ∈ A.

Para trabajar con coálgebras usaremos la notación sigma de Sweedler: si
c es un elemento de una coálgebra (C,∆, ε), notaremos al elemento ∆(c) =∑

i ai ⊗ bi ∈ C ⊗ C de la siguiente forma

∆(c) = c(1) ⊗ c(2).

Por ejemplo, el axioma de coasociatividad de C dado por (∆⊗ id)◦∆ =
(id⊗∆) ◦∆, se puede expresar como

(c(1))(1) ⊗ (c(1))(2) ⊗ c(2) = c(1) ⊗ (c(2))(1) ⊗ (c(2))(2) = c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3),

para todo c ∈ C. Más aún, generalmente omitiremos los paréntesis de los
sub́ındices, teniendo entonces

∆(c) = c1 ⊗ c2.

Definición 1.16. Sea C una k-coálgebra. Un C-comódulo a derecha es
un k-espacio vectorial M dotado de un morfismo lineal ρ : M →M ⊗C tal
que los siguientes diagramas conmutan

M
ρ //

ρ

��

M ⊗ C

ρ⊗id

��
M ⊗ C

id⊗∆C

// M ⊗ C ⊗ C

M
ρ //

'

""EE
EE

EE
EE

EE
EE

EE
EE

EE
M ⊗ C.

id⊗ε

��
M ⊗ k

Análogamente se define un C-comódulo a izquierda. Las categoŕıas de
C-comódulos a derecha y a izquierda se denotarán porMC y CM respecti-
vamente. Un bicomódulo M es un comódulo a izquierda y a derecha tal que
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los morfismos de estructura son compatibles. Esto es, si δL y δR denotan las
coacciones a izquierda y a derecha respectivamente, entonces

(id⊗δR)δL = (δL ⊗ id)δR.

También usaremos la notación sigma de Sweedler para comódulos: si M
es un C-comódulo a derecha, entonces escribimos

ρ(m) = m(0) ⊗m(1) ∈M ⊗ C para todo m ∈M.

Análogamente, si M es un C-comódulo a izquierda con morfismo de estruc-
tura λ : M → C ⊗M entonces escribimos

λ(m) = m(−1) ⊗m(0) ∈ C ⊗M para todo m ∈M.

Ejemplo 1.17. Sea C = kG, G un grupo. Entonces M es un C-comódulo
(a derecha) si y sólo si M es un espacio vectorial G-graduado, esto es M =⊕
g∈G

Mg. En efecto, dado m ∈M , ρ(m) =
∑
mg ⊗ g, para (finitos) mg ∈M .

Se sigue de los axiomas que definen a la coacción ρ que (mg)h = δg,hmg

y por lo tanto ρ(mg) = mg ⊗ g. Si Mg = {mg : m ∈ M}, esto muestra
que la suma es directa. Por otra parte de los mismo axiomas se sigue que∑
mg = m y por lo tanto vale una implicación. La rećıproca es inmediata,

tomando ρ(m) = m⊗ g, para cada m ∈Mg.

Sean M y N dos C-comódulos a derecha con morfismos de estructura
ρM y ρN respectivamente. Una aplicación lineal f : M → N es un morfismo
de C-comódulos a derecha si ρN ◦ f = (f ⊗ id) ◦ ρM .

Definición 1.18. Sean C una coálgebra y M un C-comódulo a derecha.
Se define el conjunto de coinvariantes de C en M por

M coC = {m ∈M | ρ(m) = m⊗ 1}.
Análogamente, si M es un C-comódulo a izquierda, se define el conjunto

de coinvariantes de C en M por
coCM = {m ∈M | λ(m) = 1⊗m}.

Definición 1.19. Sea C una coálgebra.

(i) El conjunto de elementos de grupezcos de C es el conjunto

G(C) = {c ∈ C| c 6= 0 y ∆(c) = c⊗ c}.
(ii) Sean a, b ∈ G(C). El conjunto de elementos (a, b)-casi-primitivos de

C se define como

Pa,b = {c ∈ C| ∆(c) = a⊗ c+ c⊗ b};
en particular, k(a− b) ⊆ Pa,b y escribimos Pa,b = k(a− b)⊕ P ′a,b. A

los elementos en P1,1(H) se los denomina elementos primitivos.

Diremos que una coálgebra C es simple si no posee subcoálgebras propias
y diremos que es cosemisimple si es suma directa de subcoálgebras simples.

Definición 1.20. El corradical de C es la suma de todas las subcoálge-
bras simples de C y se denota por C0.

Definición 1.21. Si todas las subcoálgebras simples de C tienen dimen-
sión uno, entonces C se dice punteada y se tiene que C0 = k{G(C)}.
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Definición 1.22. Si C0 es el corradical de C, entonces se define recur-
sivamente Cn para n ≥ 1 como:

Cn = ∆−1(C ⊗ Cn−1 + C0 ⊗ C).

Esta filtración recibe el nombre de filtración corradical de C.

Una familia de subespacios {Cn}n∈N de C es una filtración de coálgebras
si

(i) Cn ⊆ Cn+1 y C = ∪n∈NCn.
(ii) ∆(Cn) ⊆

∑n
i=0Ci ⊗ Cn−i.

La filtración corradical {Cn}n∈N es una familia de subcoálgebras de C
que da una filtración de coálgebras, ver [Mo, Cap. 5], [S, Cap. IX].

El siguiente teorema, debido a Taft y Wilson [TW], está intŕınsecamente
relacionado con los métodos de clasificación de álgebras de Hopf punteadas,
ver 2.6.

Teorema 1.23. [Mo, Teorema 5.4.1] Sea C una coálgebra punteada,
con G = G(C). Entonces

1. C1 = kG⊕ (
⊕

g,h∈G
P ′g,h(C)).

2. Todo x ∈ Cn, n ≥ 1, puede escribirse como x =
∑

g,h∈G
xg,h, con

∆(xg,h) = xg,h ⊗ g + h⊗ xg,h + Cn−1 ⊗ Cn−1.

Definición 1.24. Una coálgebra C se dice graduada si C =
⊕

n≥0C
n

como espacios vectoriales y ∆(Cj) ⊆
∑

i+k=j C
i ⊗ Ck. Se dice que C es

corradicalmente graduada si la filtración corradical de C coincide con la
filtración asociada a su graduación.

Definición 1.25. Sean C una coálgebra y A un álgebra. El conjunto
Homk(C,A) tiene una estructura de álgebra con el producto de convolución
dado por

(f ∗ g)(c) = f(c(1))g(c(2)) para todo f, g ∈ Homk(C,A), c ∈ C.

En particular, esto dota a C∗ = Homk(C,k) de una estructura de álgebra.

Definición 1.26. Una 5-upla (B,m, u,∆, ε) se dice una biálgebra si
(B,m, u) es un álgebra, (B,∆, ε) es una coálgebra y se cumple alguna de las
siguientes condiciones equivalentes:

(i) ∆ y ε son morfismos de álgebras.
(ii) m y u son morfismos de coálgebras.

Como es de esperar, una aplicación f : B → B
′

entre biálgebras es un
morfismo de biálgebras si f es un morfismo de álgebras y un morfismos de
coálgebras. Un subespacio I ⊆ B es un bi-ideal si es un ideal bilátero y un
coideal. Al igual que antes, I es un bi-ideal de una biálgebra B si y sólo si el
k-espacio vectorial B/I es una biálgebra con las operaciones inducidas por
el cociente.
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Observación 1.27. Si B es una biálgebra y M , N son B-módulos,
entonces el espacio vectorial M ⊗ N es nuevamente un B-módulo, v́ıa la
acción diagonal · dada por la comultiplicación:

b · (m⊗ n) = ∆(b)(m⊗ n) = b1m⊗ b2n, ∀m ∈M,n ∈ N, b ∈ B.
Ejemplo 1.28. Sea O(Mn(k)) = k[Xij | 1 ≤ i, j ≤ n] el álgebra de

funciones polinomiales en la matrices de n×n. Como álgebra, O(Mn(k)) es
simplemente el anillo conmutativo de polinomios en n2 variables. O(Mn(k))
admite una estructura de coálgebra con la comultiplicación y la counidad
determinada por sus valores en los generadores del álgebra {Xij}1≤i,j≤n:

∆(Xij) =

n∑
`=1

Xi` ⊗X`j , y ε(Xij) = δij , para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

Definición 1.29. Sea (H,m, u,∆, ε) una biálgebra. Decimos que H es
un álgebra de Hopf si existe un elemento S ∈ Homk(H,H) que es la inversa
de la identidad idH con respecto al producto de convolución. Es decir, S
debe satisfacer las igualdades

S(h(1))h(2) = ε(h)1H = h(1)S(h(2)) para todo h ∈ H.
Tal S recibe el nombre de ant́ıpoda de H.

Si H es un álgebra de Hopf, la ant́ıpoda S resulta ser un morfismo lineal
antimultiplicativo y anticomultiplicativo, esto es

S(hk) = S(k)S(h), y ∆(S(h)) = S(h(2))⊗ S(h(1)), ∀h, k ∈ H.
Una aplicación f : H → K entre dos álgebras de Hopf es un morfismo

de álgebras de Hopf si f es un morfismo de biálgebras. Necesariamente, esto
implica la compatibilidad f(SH(h)) = SK(f(h)) para todo h ∈ H.

Observación 1.30. Si H es un álgebra de Hopf y M es un H-módulo,
entonces el espacio vectorial M∗ es nuevamente un H-módulo, con la acción
traspuesta · dada por la ant́ıpoda S:

(h · f)(m) = f(S(h)m), ∀h ∈ H, f ∈M∗,m ∈M.

Un subespacio I de H es un ideal de Hopf si I es un bi-ideal y S(I) ⊆ I.
Claramente, I ⊆ H es un ideal de Hopf si y sólo si el espacio vectorial
cociente H/I es un álgebra de Hopf. Por ejemplo, el coideal H+ = Ker ε es
un ideal de Hopf de H y se denomina el ideal de aumentación de H.

Ejemplo 1.31. Sea (H,m, u,∆, ε,S) un álgebra de Hopf. Consideremos
Hop el álgebra con la multiplicación opuesta y Hcop la coálgebra con la
comultiplicación opuesta, esto es,

∆cop(h) = h(2) ⊗ h(1) para todo h ∈ H.
Si S es biyectiva (por ejemplo, si H es de dimensión finita), se tiene que

(Hop,mop, u,∆, ε,S−1) y (Hcop,m, u,∆cop, ε,S−1) son álgebras de Hopf.

Ejemplo 1.32. Si (H,m, u,∆, ε,S) un álgebra de Hopf de dimensión
finita, entonces H∗ es un álgebra de Hopf. Es una biálgebra con el producto
dado por la la convolución y la comultiplicación m∗ del Ejemplo 1.15. Por
su parte, la ant́ıpoda S∗ está dada por:

S∗(f)(h) = f(S−1(h)), f ∈ H∗, h ∈ H.



10 1. PRELIMINARES

Ejemplo 1.33. Sea G un grupo. Entonces el álgebra de grupo k[G] es
un álgebra de Hopf con la ant́ıpoda determinada por

S(eg) = eg−1 , para todo g ∈ G.

Ejemplo 1.34. Sean g un álgebra de Lie y U(g) su álgebra envolvente
universal. Entonces U(g) es un álgebra de Hopf con la estructura determi-
nada por

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x, ε(x) = 0, S(x) = −x para todo x ∈ g.

Ejemplo 1.35. Sea N ≥ 2 un número entero y sea q ∈ k una ráız
N -ésima primitiva de la unidad. El álgebra de Taft T (q) es la k-álgebra

T (q) = k〈g, x | gN = 1, xN = 0, gx = qxg〉

T (q) posee una estructura de álgebra de Hopf determinada por

∆g = g ⊗ g, ∆x = x⊗ 1 + g ⊗ x,

T (q) es un álgebra de Hopf tal que G(T (q)) = 〈g〉 ' Z/(N).

Definición 1.36. Un álgebra de Hopf se dice punteada si la coálgebra
subyacente lo es.

Sea G un grupo. Si H es punteada y G(H) ∼= G, decimos que H es
punteada sobre G.

Ejemplo 1.37. Las álgebras de Hopf k[G], U(g) y T (q) de los Ejemplos
1.33, 1.34 y 1.35 son punteadas.

Observación 1.38. Usando la dualidad entre álgebras y coálgebras del
Ejemplo 1.15 y la Definición 1.25, se puede ver que un álgebra de Hopf H
de dimensión finita es punteada si y sólo si todos los H∗-módulos simples
tienen dimensión uno, es decir, si y sólo si H∗ es un álgebra básica.

Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita. Entonces H actúa en H∗

a izquierda y a derecha por

⇀: H ⊗H∗ → H∗, < h ⇀ α, x >=< α, xh >,

↼: H∗ ⊗H → H∗, < α ↼ h, x >=< α, hx >,

para todo h, x ∈ H, α ∈ H∗. Análogamente, H∗ actúa en H a izquierda y
a derecha por

⇀: H∗ ⊗H → H, β ⇀ h = h(1)β(h(2)),

↼: H ⊗H∗ → H, h ↼ β = β(h(1))h(2),

para todo β ∈ H∗ y h ∈ H.
Terminamos la sección con la siguiente definición, que será citada en el

trabajo. Recordemos que denotamos por τ al flip usual.

Definición 1.39. Un álgebra de Hopf H se dice casi coconmutativa si
la ant́ıpoda de H es biyectiva y existe un elemento invertible R ∈ H ⊗ H
tal que, para cada h ∈ H,

τ(∆(h)) = R∆(h)R−1.



1.5. EXTENSIONES DE HOPF GALOIS 11

H se dice cuasitriangular si además

(∆⊗ id)R = R13R23,

(id⊗∆)R = R13R12.

H es triangular si τ(R) = R−1.

Ver [Mo, Chapter 10] para más precisiones y ejemplos acerca de este
concepto.

1.5. Extensiones de Hopf Galois

Referimos al lector a [Bi] para los resultados de esta sección.

1.5.1. Comódulo álgebras.

Definición 1.40. Si H es un álgebra de Hopf, una comódulo álgebra (a
izquierda) es un álgebra A que es a su vez un comódulo a izquierda sobre
H y tal que la correspondiente coacción λ : A→ H ⊗ A es un morfismo de
álgebras.

Ejemplo 1.41. SeaA una kG-comódulo álgebra a izquierda,G un grupo.
Del Ejemplo 1.17 sabemos que A = ⊕g∈GAg es un espacio vectorial G-
graduado y que si ag ∈ Ag, entonces λ(ag) = g ⊗ ag. Luego λ(agbh)) =
gh⊗ agbh, para todo g, h ∈ G y 1 ∈ A1. Aśı A es un álgebra G-graduada.

Definición 1.42. Una subálgebra B ⊂ H se dice subálgebra coideal si
λ(B) ⊆ H ⊗B.

Si A es una H-comódulo álgebra v́ıa λ : A → H ⊗ A, diremos que un
ideal (a derecha) J es H-coestable si λ(J) ⊆ H ⊗ J .

Decimos que A es H-simple (a derecha), si no tiene ideales (a derecha)
H-coestables no triviales.

En particular, si B ⊂ H es una subálgebra coideal entonces B es H-
simple [M1, Proposition 1.6].

Definición 1.43. Si (A, λ) es un H-comódulo, la filtración corradical en
H induce una filtración en A, dada por An = λ−1(Hn⊗A). Esta filtración
se conoce como la serie de Loewy en A.

Si A es una comódulo álgebra, el álgebra graduada asociada grA es una
grH-comódulo álgebra. Más aún, se tiene que el álgebra A es H-simple a
derecha si y sólo si grA es grH-simple a derecha, [M1, Corollary 4.5].

Definición 1.44. Si H =
⊕
H i es a corradicalmente graduada de-

cimos que una subálgebra coideal a izquierda K ⊆ H es homogénea si
K =

⊕
Ki es graduada como álgebra, y para todo n, Kn ⊆ Hn y ∆(Kn) ⊆⊕n

i=0 H
i⊗Kn−i. K se dice conexa si K ∩H0 = k.

1.5.2. Objetos de Hopf-Galois. Si A es una H-comódulo álgebra,
el espacio de coinvariantes C = coHA resulta una subálgebra de A.

Definición 1.45. A se dice una extensión H-Galois a izquierda (de C)
si la aplicación canónica

can : A⊗C A
λ⊗id−→ H ⊗A⊗A id⊗m−→ H ⊗A
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es una biyección.
Una extensión H-Galois de k se dice un objeto de Galois.
Si L es otra álgebra de Hopf y A es una extensión L-Galois a derecha, de

manera tal que A es una bicomódulo álgebra y C = coHA = AcoL, entonces
se dice que A es una extensión (H,L)-biGalois de C. A se dice un objeto
(H,L)-biGalois si C = k.

Ejemplos 1.46.

1. H, vista como comódulo álgebra v́ıa la multiplicación es un objeto
(H,H)-biGalois.

2. Hemos visto que una comódulo álgebra A sobre kG es un álgebra G-
graduada. A es una extensión de Galois sobre kG si A es un álgebra
fuertemente graduada (i. e. AgAh = Agh, ∀ g, h ∈ G).

Definición 1.47. [D] Un 2-cociclo en H es una mapa lineal invertible
para la convolución σ : H ⊗H −→ k que satisface

σ(x(1), y(1))σ(x(2)y(2), z) = σ(y(1), z(1))σ(x, y(2)z(2))

y σ(x, 1) = σ(1, x) = ε(x), para cada x, y, z ∈ H. El conjunto de 2-cociclos
en H se denota por Z2(H). Cuando H = k[G] es un álgebra de grupo, es
fácil ver que Z2(k[G]) ' Z2(G, k∗). Notar no obstante que en general no hay
una estructura natural de grupo en Z2(H).

Si σ es un 2-cociclo, su inversa para la convolución, denotada σ−1, sa-
tisface

σ−1(x(1)y(1), z)σ
−1(x(2), y(2)) = σ−1(x, y(1)z(1))σ

−1(y(2), z(2))

y σ−1(x, 1) = σ−1(1, x) = ε(x), para cada x, y, z ∈ H.

Definición 1.48. Dado un 2-cociclo σ, se define el álgebra σH. Como
espacio vectorial, σH = H y el producto se define como:

x · y = σ(x(1), y(1))x(2)y(2), x, y ∈ H.

σH es un álgebra asociativa con 1 como unidad por la condición de cociclo.
En particular, si Γ es un grupo y φ ∈ Z2(Γ, k×) es un 2-cociclo el álgebra

de grupo torcida es el álgebra generada por el conjunto {eg : g ∈ Γ} y
relaciones egeh = φ(g, h)egh.

Ejemplo 1.49. Si H es un álgebra de Hopf y σ es un 2-cociclo, σH es
una H-comódulo álgebra a derecha con ∆ : σH −→ σH ⊗H como coacción.
Más aún, es un H-objeto de Galois a derecha.

1.5.3. Objetos de Hopf-Galois hendidos. Una clase importante
de objetos de Hopf-Galois son los denominados hendidos.

Observación 1.50. En inglés, el término para designar a los objetos
hendidos es cleft. Aśı, se habla de, por ejemplo, left cleft Hopf-Galois object
o right cleft Hopf-Galois object. Para simplificar la notación, y evitar la
cacofońıa en el primer caso, se podŕıa utilizar el adjetivo cleft sólo para los
objetos hendidos a izquierda e introducir el término cright, para los hendidos
a derecha.

Recordamos a continuación algunos resultados básicos sobre estos obje-
tos.
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Teorema 1.51. [BM, DT] Sea H un álgebra de Hopf y sea A un objeto
H-Galois a derecha. Son equivalentes:

1. existe σ ∈ Z2(H) tal que A ∼= σH como comódulo álgebras a iz-
quierda.

2. A ∼= H como H-comódulos a izquierda.
3. Existe un mapa H-colineal mapa invertible para la convolución φ :
H −→ A

Un objeto H-Galois se dice hendido si satisface alguna de las condiciones
enumeradas arriba.

Existen clases de álgebras de Hopf que son naturalmente hendidas.

Teorema 1.52. [CK, G] Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita
o punteada. Entonces cualquier objeto H-Galois es hendido.

1.5.4. El teorema de Schauenburg. El siguiente resultado, rele-
vante en śı mismo, es también una de las principales motivaciones para el
estudio de objetos de Hopf-Galois.

Teorema 1.53. [Sch2] Sean H, L dos álgebras de Hopf. Son equivalen-
tes

1. Existe una equivalencia k-lineal de categoŕıas monoidales

Comod(H) ∼=⊗ Comod(L)

2. Existe un objeto (H,L)-biGalois.

1.6. Categoŕıas abelianas y tensoriales

Recordaremos aqúı algunas nociones como la de categoŕıa abeliana y
categoŕıa tensorial. Escribiremos estos conceptos en toda su generalidad, si-
guiendo [ML], pero en la práctica nuestras categoŕıas abelianas y tensoriales
serán del tipo AM, HM, con A un álgebra, H un álgebra de Hopf.

Dada una categoŕıa C, denotamos por C(a, b) al conjunto de flechas entre
dos objetos a, b,∈ C.

Comenzamos recordando los siguientes conceptos básicos.

1. Una flecha m : a→ b en C es mónica si para cualquier par de flechas
f1, f2 : d → a tales que mf1 = mf2 se cumple que f1 = f2. Una
flecha h : a→ b es epi si para cualquier par de flechas g1, g2 : b→ c
tales que g1h = g2h se cumple que g1 = g2.

2. Un objeto t ∈ C es terminal (respectivamente inicial) si a cada objeto
a ∈ C existe una única flecha a→ t (respectivamente t→ a).

3. Un objeto nulo en C es un objeto que es a la vez terminal y final.
4. Supongamos que C tiene un objeto nulo. Un núcleo de una flecha f :
a → b es un ecualizador de las flechas 0, f : a ⇒ b. Expĺıcitamente,
k : s → a es un núcleo de f : a → b si fk = 0 y toda h : c → a
tal que fh = 0 se factoriza a través de k, es decir existe h′ : c → s
tal que h = kh′. Análogamente, un conúcleo de f : a → b es una
flecha u : b → e tal que uf = 0 y tal que toda flecha h : b → c tal
que hf = 0 se factoriza a través de u a través de una única flecha
h′ : e→ c.
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Para introducir el concepto de categoŕıa abeliana, necesitamos antes
recordar otros conceptos relacionados.

Definición 1.54. Una categoŕıa C es una Ab-categoŕıa si para cada par
de objetos a, b ∈ C se cumple que C(a, b) es un grupo abeliano (aditivo) tal
que la composición de flechas es bilineal con respecto a la suma.
C se dice Ab-categoŕıa sobre k, o k-lineal, si C(a, b) es un espacio vectorial

sobre k y la composición de flechas es k-bilineal.

Definición 1.55. Una Ab-categoŕıa C se dice aditiva si

C tiene objeto nulo,
C tiene biproductos binarios, esto es, para cada par de objetos a, b
de C, existe un diagrama

a
i1

// c
p1oo p2 //

b
i2

oo

con flechas p1, p2, i1, i2 tales que p1i1 = 1a, p2i2 = 1b, i1p1+i2p2 = 1c.

Definición 1.56. Una categoŕıa Abeliana C es una categoŕıa aditiva tal
que las siguientes condiciones son satisfechas

Toda flecha en C tiene núcleo y conúcleo.
Toda flecha mónica es un núcleo, y todo epi es un conúcleo.

Ejemplo 1.57. Sea A una k-álgebra. Entonces C = AM es una categoŕıa
abeliana con los núcleos y conúcleos habituales. Más aún, C es una categoŕıa
abeliana k-lineal.

Terminamos esta sección con las definiciones de categoŕıa monoidal y
tensorial.

Definición 1.58. Una categoŕıa monoidal es una colección de datos
(C,⊗,1, α, λ, ρ) donde C es una categoŕıa, ⊗ : C × C → C es un bifuntor,
1 ∈ Obj(C) y

αU,V,W : (U ⊗ V )⊗W → U ⊗ (V ⊗W )

ρU : U ⊗ 1→ U, λU : 1⊗ U → U

son isomorfismos naturales que satisfacen los siguientes axiomas:

1. Identidad del pentágono: Dados Vi ∈ Obj(C) (i = 1, 2, 3, 4), tenemos

(id1⊗α2,3,4)α1,23,4(α1,2,3 ⊗ id4) = α1,2,34α12,3,4.

2. Identidad del triángulo: Dados V1, V2 ∈ Obj(C), vale

ρ⊗ id = (id⊗λ)α1,1,2.

Una categoŕıa monoidal se dice aditiva si la categoŕıa subyacente C es aditiva
y, además, ⊗ es bilineal en los espacios de morfismos.

Dado un objeto X en una categoŕıa monoidal C un dual a derecha de X
es un objeto X∗ dotado de morfismos evX : X∗ ⊗ X → 1, y coevX : 1 →
X → X∗, tales que las composiciones tal que

λ−1
X (coevX ⊗ id)αX,X∗,X(id⊗ evX)rX = idX y

ρ−1
X∗(id⊗ coevX)α−1

X∗,X,X∗(evX ⊗ id)λX∗ = idX∗ .
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Los morfismos ev y coev se denominan la evaluación y la coevaluación,
respectivamente. Análogamente se define dual a izquierda.

Definición 1.59. Una categoŕıa monoidal C se dice ŕıgida si todo objeto
posee duales a derecha e izquierda.

Definición 1.60. Una categoŕıa tensorial es una categoŕıa abeliana k-
lineal monoidal y ŕıgida tal que sus funtores de estructura son k-lineales.

Ejemplos 1.61.

1. La categoŕıa de espacios vectoriales de dimensión finita sobre k es
una categoŕıa tensorial, con los funtores de estructura usuales.

2. Si A es un álgebra C = AMA es monoidal, son el producto dado
por ⊗A. Si A es semisimple, la categoŕıa de bimódulos de dimensión
finita es tensorial.

3. Sea H un álgebra de Hopf y sea C = HM la categoŕıa de módulos
de dimensión finita sobre H. Entonces C es tensorial. Los funtores
de estructura se detallan a continuación:
C es una categoŕıa abeliana k-lineal con objeto nulo, núcleos y
conúcleos usuales.
El objeto 1 de C está dado por el cuerpo de base k que es un
H-módulo v́ıa la counidad ε.
El bifuntor ⊗ : C×C → C es el producto tensorial usual (sobre k)
y la estructura de H-módulo está dada por la comultiplicación
de H.
Si V ∈ C, los duales a derecha e izquierda de V coinciden con el
dual lineal, y la estructura de H-módulo en V ∗ está dada por

(h · f)(v) = f(S(h) · v), h ∈ H, v ∈ V, f ∈ V ∗.

Cuando consideremos a HM como categoŕıa tensorial, la deno-
taremos por Rep(H).

Necesitaremos, en ciertas partes del trabajo, la noción adicional de cate-
goŕıa monoidal trenzada. La introducimos a continuación, y remarcamos que
el caso de nuestro interés será siempre el tratado en el ejemplo subsiguiente.

Definición 1.62. Una categoŕıa monoidal C es trenzada si existe una
familia de isomorfismos naturales ca,b : a ⊗ b → b ⊗ a para cada par de
objetos a, b ∈ C sujetos a los “axiomas del hexágono”:

αb,c,aca,b⊗cαa,b,c = (idb⊗ca,c)αb,a,c(ca,b ⊗ idc)

α−1
c,a,bca⊗b,cα

−1
a,b,c = (ca,c ⊗ idb)α

−1
a,c,b(ida⊗cb,c).

para todos los objetos a, b, c de C. C se dice simétrica si además se satisface
la relación cb,a = c−1

a,b para todo a, b ∈ C.

Dada una categoŕıa tensorial C, un álgebra (R,µ, ν) en C es un objeto
R ∈ C junto con morfismos µ ∈ C(R ⊗ R,R) y ν ∈ C(1, R) tales que los
axiomas de asociatividad y unidad usuales se satisfacen. Análogamente se
define la noción de coálgebra en C.

Si C es una categoŕıa trenzada y R es un álgebra en C, entonces se
puede dar una estructura de álgebra al producto R ⊗ R. En este caso, la
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multiplicación (R⊗R)× (R⊗R)→ R⊗R se define como

(r ⊗ s, t⊗ u) 7→
∑
i

rti ⊗ siu, con c(s⊗ t) =
∑
i

ti ⊗ si.

Eso permite definir biálgebras y álgebras de Hopf (trenzadas) en C.

Ejemplos 1.63.

1. La categoŕıa de espacios vectoriales es una categoŕıa simétrica, con
la trenza dada por el flip τ .

2. Si H es un álgebra de Hopf cuasitriangular, entonces HM es tren-
zada.

3. Si H es un álgebra de Hopf con ant́ıpoda biyectiva, entonces H
HYD

es una categoŕıa tensorial trenzada (ver Sección 1.7 a continuación).

1.7. Módulos de Yetter Drinfeld

En esta sección introducimos una categoŕıa que estará presente en di-
versas partes del trabajo y que provee un ejemplo de categoŕıa tensorial
trenzada (ŕıgida).

Definición 1.64. La categoŕıa de módulos de Yetter-Drinfeld (a izquier-
da) sobre H, HHYD se define como sigue: M es un objeto de H

HYD si y sólo si
existe una acción · tal que (M, ·) es un H-módulo (a izquierda) y una coac-
ción δ tal que (M, δ) es un H-comódulo (a izquierda), sujetas a la siguiente
condición de compatibilidad:

δ(h ·m) = h1m−1S(h3)⊗ h2 ·m0, ∀m ∈M,h ∈ H,

donde δ(m) = m−1 ⊗ m0. Si G es un grupo finito y H = kG, escribimos
G
GYD en lugar de H

HYD.

Sea H un álgebra de Hopf. La categoŕıa H
HYD es tensorial, con el pro-

ducto dado por el producto tensorial sobre el cuerpo k. Si M,N ∈ H
HYD

entonces M ⊗N ∈ H
HYD con la acción diagonal y la coacción

δ(m⊗ n) = m(−1)n(−1) ⊗m(0) ⊗ n(0) ∈ H ⊗M ⊗N.

Si la ant́ıpoda de H es biyectiva (en particular, si H = kG), la categoŕıa
H
HYD es ŕıgida (ver 1.6). Expĺıcitamente, sea M ∈ H

HYD con base lineal
{ei}ni=1 y base dual {ei}ni=1. Su dual (a derecha) M∗ es el k-espacio vectorial
dual de M con acción y coacción dadas por:

(h · f)(m) = f(S(h)m), f(−1) ⊗ f(0) =

n∑
i=1

S−1((ei)(−1))⊗ f((ei)(0))e
i,

para f ∈M∗, m ∈M . El dual a izquierda ∗M se define de manera análoga,
intercambiando los roles de S y S−1. Cuando H = kG, ∗M ∼= M∗.

Más aún, H
HYD es una categoŕıa trenzada (ver 1.6). Si M,N ∈ H

HYD
entonces una trenza está dada por

c(m⊗ n) = m(−1) · n⊗m(0), m ∈M, n ∈ N.
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Definición 1.65. Si R es una álgebra de Hopf trenzada en H
HYD se

define el biproducto de Radford o bosonización R#H como la siguiente
álgebra de Hopf. R#H = R ⊗ H como espacio vectorial, mientras que el
producto y el coproducto están dados, respectivamente, por

(r#h)(r′#h′) = r(h1 · r′)#h2h
′,

∆(r#h) = (r1#r2
(−1)h1)⊗ (r2

(0)#h2),

para r, r′ ∈ R, h, h ∈ H y donde ∆(h) = h(1) ⊗ h(2) es el coproducto de H,

∆R(r) = r1 ⊗ r2 es el coproducto (trenzado) de R, δ(r) = r(−1) ⊗ r(0) es la
coacción del módulo de Yetter-Drinfeld R y · denota la acción.

Referimos a [AS3] para más precisiones y propiedades al respecto de
estas álgebras de Hopf trenzadas.

Necesitaremos la siguiente definición, que incluimos aqúı por razones que
quedarán claras en el teorema que le sigue.

Definición 1.66. Un bimódulo de Hopf sobre un álgebra de Hopf H es
un bimódulo y un bicomódulo tal que las coacciones a izquierda y derecha
son mapas de bimódulos.

La categoŕıa de bimódulos de Hopf es denotada por H
HMH

H .

El siguiente teorema determina la estructura de los bimódulos de Hopf.

Teorema 1.67. [Sch1, Theorem 5.7][W] La categoŕıa de bimódulos de
Hopf H

HMH
H es equivalente a la categoŕıa de módulos de Yetter Drinfeld

H
HYD.

La equivalencia está dada por:

H
HMH

H 3 (M,⇀,↼, δL, δR) 7→ (coHM,
, δL) ∈ H
HYD

H
HYD 3 (N, ∗, λ) 7→ (N ⊗H, ., /, λ, ρ) ∈ H

HMH
H

donde denotamos por:

⇀, ↼ las acciones a izquierda y derecha de H sobre el bimódulo M ,
δL, δR las coacciones a izquierda y derecha de H sobre el bicomódulo
M ,

 la acción (a izquierda) de H sobre M dada por la conjugación:

h
 m = h1 ⇀m↼ S(h2), ∀h ∈ H,m ∈M,

∗, respectivamente λ la acción, respectivamente la coacción, H sobre
el módulo de Yetter Drinfeld N ,
. la acción diagonal de H sobre N ⊗H:

h . (n⊗ k) = h1 ⇀ n⊗ h2k, ∀h, k ∈ H,n ∈ N,

/ la acción de H sobre N ⊗ H por multiplicación a derecha en el
segundo tensorando,
ρ la coacción de H sobre N ⊗H por comultiplicación en el segundo
tensorando.
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1.8. Representaciones de categoŕıas tensoriales

Para los resultados y definiciones básicas de esta parte referimos a [EO1],
[O1].

Definición 1.68. Dada C = (C,⊗, a,1) una categoŕıa tensorial, una ca-
tegoŕıa módulo sobre C o una representación de C es una categoŕıa Abeliana
M equipada con un bifuntor exacto ⊗ : C×M→M junto con isomorfismos
naturales mX,Y,M : (X ⊗ Y ) ⊗M → X ⊗ (Y ⊗M), `M : 1 ⊗M → M que
satisfacen los siguientes axiomas de asociatividad y unidad:

mX,Y,Z⊗MmX⊗Y,Z,M = (idX ⊗mY,Z,M )mX,Y⊗Z,M (aX,Y,Z⊗ idM )

(idX ⊗`M )mX,1,M = ρX⊗ idM .

Ejemplos 1.69. Los siguientes son ejemplos de categoŕıas módulo.

1. Si (C,⊗,1) es una categoŕıa tensorial, entonces C es una categoŕıa
módulo sobre śı misma v́ıa ⊗.

2. Si H es un álgebra de Hopf y λ : A → H⊗A es una H-comódulo
álgebra a izquierda, entonces la categoŕıa de A-módulos a izquier-
da de dimensión finita, AM es una representación de Rep(H) ver
Ejemplos 1.61. La acción ⊗ : Rep(H) × AM → AM está dada por
V⊗M = V⊗M para cada V ∈ Rep(H), M ∈ AM. La estructura de
A-módulo en V⊗M está dada por la coacción λ.

Asumiremos que todas las categoŕıas módulo tienen una cantidad finita
de clases de isomorfismo de objetos simples. Una categoŕıa tensorial C se
dice finita si existen sólo finitas clases de isomorfismo de objetos simples, los
espacios C(−,−) son de dimensión finita sobre k y todo objeto es de longitud
finita y tiene cubierta proyectiva.

Una categoŕıa módulo es indescomponible si no es equivalente a la suma
directa de dos categoŕıas módulo no triviales. Una categoŕıa módulo M
sobre una categoŕıa tensorial finita C es exacta [EO1] si para cada objeto
proyectivo P ∈ C y cada M ∈M, el objeto P ⊗M es nuevamente proyectivo
en M.

Si M es una categoŕıa módulo exacta sobre C entonces la categoŕıa
dual C∗M = HomC(M,M), [EO1], es una categoŕıa tensorial finita. Existe
una correspondencia biyectiva entre el conjunto de clases de equivalencia de
categoŕıas módulo exactas sobre C y sobre C∗M, ver [EO1, Teorema 3.33].
En particular, esto implica que para cualquier álgebra de Hopf de dimensión
finita hay una correspondencia biyectiva entre las clases de equivalencia de
las categoŕıas módulo exactas sobre Rep(H) y Rep(H∗).

1.9. Categoŕıas módulo sobre álgebras de Hopf punteadas

Estamos interesados en las categoŕıas módulo exactas indescomponibles
sobre la categoŕıa de representaciones de un álgebra de Hopf de dimensión
finita.

Hemos visto en los Ejemplos 1.69 que las comódulo álgebras sobre un
álgebra de Hopf H determinan una representación de Rep(H). Rećıproca-
mente, si M es una representación exacta indescomponible sobre Rep(H)
entonces existe una H-comódulo álgebra a izquierda A H-simple a derecha
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con coinvariantes triviales tal que M ' AM como módulos sobre Rep(H),
[AM, Theorem 3.3].

Si A, A′ son dos H-comódulo álgebras a izquierda H-simples a derecha
tales que las categoŕıas AM, A′M son equivalentes como representaciones
sobre Rep(H), entonces existe una contexto Morita equivariante (P,Q, f, g).
Esto es, si U = grH, objetos P ∈ U

A′MA, Q ∈ U
AMA′ e isomorfismos de

bimódulos f : P ⊗A Q → A′ y g : Q ⊗A′ P → A tales que A′ ' EndA(P )
como comódulo álgebras. La estructura de comódulo en EndA(P ) está dada
por λ(T ) = T(−1) ⊗ T(0), donde

(1.2) 〈α, T(−1)〉T(0)(p) = 〈α, T (p0)−1S−1(p−1)〉T (p0)0,

para cada α ∈ H∗, T ∈ EndB(P ), p ∈ P . Ver [AM] para más detalles.

Sean G un grupo finito y H un álgebra de Hopf punteada de dimensión
finita con corradical kG. Supongamos que U = B(V )#kG, para V ∈ G

GYD.
Sea A una H-comódulo álgebra a izquierda H-simple a derecha con coinva-
riantes triviales.

Teorema 1.70. [M2, Teorema 3.3] Bajo las hipótesis de arriba, existen

1. un subgrupo F ⊆ G,
2. un 2-cociclo ψ ∈ Z2(F,k×),
3. un subálgebra coideal homogénea a izquierda K = ⊕mi=0Ki ⊆ B(V )

tal que K1 ⊆ V es un kG-subcomódulo invariante bajo la acción de
F ,

tal que grA ' K#kψF como U -comódulo álgebras a izquierda. �

La estructura de álgebra y la estructura de U -comódulo a izquierda de
K# kψF se da como sigue. Si x, y ∈ K, f, g ∈ F entonces

(x#g)(y#f) = x(g · y)#ψ(g, f) gf,

λ(x#g) = (x1g)⊗ (x2#g),

donde la acción de F en K es la restricción de la acción de G en B(V ) como
objeto en G

GYD.





Caṕıtulo 2

Álgebras de Nichols

En este caṕıtulo nos dedicamos a una clase de objetos que son de fun-
damental importancia en el resto del trabajo y en el ámbito general del
problema de clasificación de álgebras de Hopf (punteadas).

Destacamos una caracterización para el espacio de relaciones cuadráticas
que definen a estas álgebras. También, mostramos que este espacio coinci-
de con el espacio total de relaciones en el caso de las álgebras de Nichols
asociadas al rack de trasposiciones en S5 y a un cociclo no constante (dado).

2.1. Definición

Sea H un álgebra de Hopf. Si V ∈ H
HYD, entonces el álgebra tensorial

T (V ) admite una estructura única de álgebra de Hopf trenzada graduada
en H

HYD tal que V ⊆ P(V ).

Definición 2.1. El álgebra de Nichols B(V ) [AS2] es el cociente de
T (V ) por el elemento maximal I(V ) de la clase S de todos los ideales biláte-
ros homogéneos I ⊆ T (V ) tales que

I está generado por elementos homogéneos de grado ≥ 2,
I es un submódulo de Yetter-Drinfeld de T (V ),
I es un ideal de Hopf: ∆(I) ⊂ I ⊗ T (V ) + T (V )⊗ I.

I(V ) = ⊕n≥0I(V )n es un ideal de Hopf graduado. Si I(V )2 es el ideal
generado por I(V )2, entonces

(2.1) B̂2(V ) = T (V )/I(V )2

es la aproximación cuadrática del álgebra de Nichols B(V ).

Las álgebras de Nichols de dimensión finita satisfacen una dualidad de
Poincaré [AG, Section 6]: sea n el grado del espacio de integrales –es fácil ver
que éste es homogéneo con respecto a la N-graduación de B(V )–, entonces
dimBr(V ) = dimBn−r(V ) para cada r ∈ N. En particular, Bm(V ) = 0
para m > n; dimBn(V ) = 1 ya que dimB0(V ) = 1; y puesto que B(V )
está generada por B1(V ), tenemos que dimBr(V ) 6= 0 para 0 ≤ r ≤ n. Se
dice que n es el grado máximo de B(V ).

Existe una definición equivalente álgebra de Nichols, que resulta más
útil al momento de calcular las relaciones que la definen. Para darla, necesi-
tamos antes introducir los espacios vectoriales trenzados, que es el tema de
la próxima sección.

21
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2.2. Espacios vectoriales trenzados

Definición 2.2. Un espacio vectorial trenzado es un par (V, c), donde
V es un espacio vectorial y c ∈ Aut (V ⊗ V ) es una solución de la ecuación
de trenzas, esto es:

(c⊗ id)(id⊗c)(c⊗ id) = (id⊗c)(c⊗ id)(id⊗c).

Ejemplos 2.3.

1. Si H es un álgebra de Hopf con ant́ıpoda biyectiva, entonces cual-
quier V ∈ H

HYD es un espacio vectorial trenzado [Mo], ver Sección
1.7 para detalles sobre la trenza.

2. Sea V = k{x1, . . . , xθ} un espacio vectorial y q = (qij)i,j∈I ∈ kI×I
una matriz de elementos no nulos. Entonces la extensión lineal de la
aplicación c(xi ⊗ xj) = qijxj ⊗ xi, i, j ∈ I define una trenza en V .

Si (V, c) es un espacio vectorial trenzado, se define el espacio vectorial
trenzado dual como el espacio vectorial V ∗ = Homk(V, k) con la trenza dada
por f ⊗ g 7→ c∗(f ⊗ g), con

c∗(f ⊗ g)(x⊗ y) = (f ⊗ g)(c(x⊗ y))), f, g ∈ V ∗, x, y ∈ V.
Dado (V, c) un espacio vectorial trenzado, se extiende naturalmente la

trenza a c : T (V ) ⊗ T (V ) → T (V ) ⊗ T (V ). Si x, y ∈ T (V ), entonces el
conmutador trenzado es

(2.2) [x, y]c := multiplicación ◦ (id−c) (x⊗ y) .

Para definir el álgebra de Nichols asociada al espacio vectorial trenzado
(V, c), necesitamos desarrollar algunos preliminares. Consideremos el grupo
simétrico Sn y el grupo de trenzas Bn, con generadores {τ1, . . . , τn−1} y
{σ1, . . . , σn−1} respectivamente, con τi la trasposición (i, i+1), i = 1, . . . , n−
1.

Si (V, c) es una espacio vectorial trenzado, entonces es posible definir una
representación ρn : Bn → End(Tn(V )) del grupo de trenzas Bn en Tn(V )
como sigue:

ρn(σi)(x1 ⊗ . . .⊗ xn) = x1 ⊗ . . .⊗ c(xi ⊗ xi+1)⊗ xi+2 ⊗ . . .⊗ xn.
La sección de Matsumoto de la proyección canónica Bn → Sn, σi 7→ τi, es la
función definida en x ∈ Sn como sigue:

se escribe x = τi1 · · · τil en la forma más corta posible, y
se reemplazan los τi’s por los σi’s, i.e., M(x) = σi1 · · ·σil (no depende
de la escritura de x elegida).

El simetrizador cuántico Qn ∈ End(Tn(V )) está dado por

Qn =
∑
x∈Sn

ρn(M(x)).

Definición 2.4. El álgebra de Nichols asociada al espacio vectorial tren-
zado (V, c) es

B(V ) =
⊕
n≥0

Bn(V ) = k⊕ V ⊕

⊕
n≥2

Tn(V )/ kerQn

 .
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Con esta notación, la aproximación cuadrática B̂2(V ) definida en (2.1)
resulta ser el cociente T (V )/〈kerQ2〉.

Según las caracteŕısticas de la trenza c, los espacios vectoriales trenzados,
y sus álgebras de Nichols asociadas, presentan diferentes caracteŕısticas, y
se conocen más o menos de sus propiedades. A continuación enumeramos
algunos tipos de trenzas y listamos sus propiedades más relevantes.

2.2.1. Espacios vectoriales trenzados de tipo diagonal. La si-
guiente clase de espacios trenzados es de particular interés, como quedará cla-
ro en el Ejemplo 2.6.

Definición 2.5. Un espacio vectorial trenzado (V, c) es de tipo diagonal
con respecto a una base {xi}i∈I si existen escalares qij ∈ k× tales que

c(xi ⊗ xj) = qijxj ⊗ xi, i, j ∈ I.

La matriz q = (qij)i,j∈I se dice la matriz de la trenza.

Ejemplo 2.6. Sea Γ un grupo abeliano finito. Cualquier V ∈ Γ
ΓYD es

un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal. En efecto,

V =
⊕

g∈Γ,χ∈Γ̂

V χ
g ,

donde V χ
g = V χ ∩ Vg y

Vg = {v ∈ V | δ(v) = g ⊗ v},
V χ = {v ∈ V | g · v = χ(g)v para todo g ∈ Γ}.

La trenza está dada por

c(x⊗ y) = χ(g)y ⊗ x, para cada x ∈ Vg, y ∈ V χ, g ∈ Γ, χ ∈ Γ̂.

Rećıprocamente, cualquier espacio vectorial trenzado de tipo diagonal
puede ser realizado como un módulo de Yetter-Drinfeld sobre el álgebra de
grupo de un grupo abeliano.

2.2.2. Espacios vectoriales trenzados de tipo estándar. Dentro
de los espacios trenzados de tipo diagonal, existe una subclase que nos in-
teresará en detalle en el trabajo, que son los espacios vectoriales trenzados
de tipo estándar. Para dar su definición, necesitaremos algunos preliminares.
Referimos a los trabajos [A, AA] para más detalles sobre los resultados y
conceptos de esta subsección.

Sea V un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, con dimV = θ y
matriz de la trenza (qij)1≤i,j≤θ. Sea E = {e1, . . . , eθ} la base canónica de Zθ
y consideremos la forma bilineal

χ : Zθ × Zθ → k×, χ(ei, ej) = qij , 1 ≤ i, j ≤ θ.

Si F = {f1, . . . , fθ} es otra base de Zθ, entonces sea qF = (qFij)1≤i,j≤θ
dada por qFij = χ(fi, fj), 1 ≤ i, j ≤ θ. Aśı q = qE . Para i 6= j ∈ {1, . . . , θ},
consideremos el conjunto

MF
ij = {m ∈ N0|(m+ 1)qFii

((qFii )
mqFijq

F
ji − 1) = 0}.
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Ver página 1 para la notación. Si este conjunto no es vaćıo, sea mF
ij su

elemento minimal. También, sea mF
ii = 2, ∀ i. Sea sFi la pseudo-reflexión en

Zθ dada por

sFi (fj) = fj +mF
ijfi, j = 1, . . . , θ.

Notar que sFi (F ) es nuevamente una base de Zθ.
Sea G un grupo actuando en un conjunto X. Se define el grupoide de

transformación como G = G × X, con la estructura de grupoide dada por
(g, x)(h, y) = (gh, y) si x = h(y), y no definida en otro caso.

Definición 2.7. [AA, Definition 3.3] Consideremos el conjunto X de
todas las bases ordenadas de Zθ y la acción canónica de GL(θ,Z) sobre X.
El grupoide de Weyl W (χ) de la forma bilineal χ es el menor subgrupoide
del grupoide de transformación GL(θ,Z) × X que satisface las siguientes
propiedades:

(id, E) ∈W (χ),
si (id, F ) ∈W (χ) y si,F está definida, entonces (si,F , F ) ∈W (χ),

Sea P(χ) = {F : (id, F ) ∈ W (χ)} el conjunto de puntos del grupoide
W (χ). El conjunto

∆(χ) =
⋃

F∈P(χ)

F

es el sistema de ráıces generalizado asociado a χ.

Definición 2.8. [AA] La forma χ se dice estándar si para cada F ∈
P(χ), los enteros mF

ij están definidos, para cada 1 ≤ i, j ≤ θ, y m(sFk (F ))ij =
mij para todo i, j, k.

Un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal se dice de tipo estándar
si la forma χ asociada es de tipo estándar.

2.2.3. Espacios vectoriales trenzados asociados a racks.
Dado un rack X y un 2-cociclo q : X ×X → k∗, es posible generar una

trenza cq en el espacio vectorial kX con base {xi}i∈X por

cq(xi ⊗ xj) = qijxiBj ⊗ xi, ∀ i, j ∈ X.

Notar que esto generaliza el Ejemplo 2.3 2, que corresponde al rack trivial.
El espacio vectorial trenzado dual de (kX, cq) está dado por (kX−1, cq̃),

con

(2.3) q̃kl = qk kB−1l, k, l ∈ X−1.

En efecto, sea Y = {yi : i ∈ X} una base dual de {xi : i ∈ X}, y conside-
remos la forma bilineal 〈·, ·〉 definida como 〈xi ⊗ xj , yk ⊗ yl〉 = δi,lδj,k, para
i, j, k, l ∈ X. La trenza c∗ es entonces

〈xi ⊗ xj , c∗(yk ⊗ yl)〉 = 〈c(xi ⊗ xj), yk ⊗ yl〉

= qij〈xiBj ⊗ xi, yk ⊗ yl〉 = qijδl,iBjδk,i

= qk,kB−1lδkB−1l,jδk,i

y por lo tanto c∗(yk ⊗ yl) = qk,kB−1ly
kB−1l ⊗ yk.
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2.3. Álgebras de Nichols de tipo diagonal

Fijemos θ ∈ N, I = {1, . . . , θ} y (qij)1≤i,j≤θ una trenza de tipo diagonal
como arriba.

2.3.1. Diagramas de Dynkin generalizados. Dado un espacio vec-
torial trenzado de tipo diagonal, con trenza (qij)1≤i,j≤θ, existe un diagrama
de Dynkin generalizado [H] asociado. Este diagrama es un grafo con etique-
tas con vértices 1, . . . , θ, cada uno etiquetado con el correspondiente escalar
qii. Existe una arista entre dos vértices distintos i y j si qijqji 6= 1 y está eti-
quetada con este escalar.

Ejemplo 2.9. Consideremos el espacio vectorial generado por {x, y, z}
y q ∈ k∗ tal que q3 = 1. Entonces el diagrama correspondiente a la trenza:

c(x⊗ x) = qx⊗ x, c(x⊗ y) = y ⊗ x, c(x⊗ z) = q2z ⊗ x
c(y ⊗ x) = qx⊗ y, c(y ⊗ y) = y ⊗ y, c(y ⊗ z) = q2z ⊗ y
c(z ⊗ x) = qx⊗ z, c(z ⊗ y) = y ⊗ z, c(z ⊗ z) = q2z ⊗ z.

es

D = ◦q q ◦1
q2

◦q2 .

En el caso diagonal, los diagramas de Dynkin generalizados cuya álge-
bra de Nichols es de dimensión finita fueron clasificados en [H]. Dos espacios
vectoriales trenzados de tipo diagonal con el mismo diagrama de Dynkin ge-
neralizado inducen álgebras de Nichols isomorfas como espacios vectoriales.
Aśı, estos diagramas son particularmente útiles para chequear si una trenza
dada determina un álgebra de Nichols finita o no. Con este fin los utilizare-
mos en el caṕıtulo final.

2.3.2. Álgebras de Nichols de tipo estándar. Estaremos interesa-
dos en las trenzas de tipo estándar. En el caso en que el álgebra de Nichols
es de dimensión finita, la correspondiente matriz de Cartan C = (aij =
−mij)i,j∈{1,...,θ} es finita, ver [AA, Remark 3.7], [A, Theorem 4.1]. Esta
familia incluye propiamente a las trenzas de tipo Cartan consideradas en
[AS2] y [H].

Las trenzas estándar con álgebras de Nichols de dimensión finita están
clasificadas en [A]. En el mismo trabajo, se dan: la dimensión, una presen-
tación por generadores y relaciones y una base PBW para cada álgebra de
Nichols con esta tipo de trenza. A continuación recordamos este resultado
que será de vital importancia para el último caṕıtulo de nuestro trabajo.
Para hacerlo, necesitamos antes recordar la noción de hiperpalabras.

Fijemos una base {x1, . . . , xθ} de V (asumimos dimV <∞). Denotemos
por X al conjunto de palabras en las letras x1, . . . , xθ y las ordenaremos
usando el orden lexicográfico. Identificamos canónicamente a X con una
base de T (V ).

Definición 2.10. Decimos que u ∈ X es una palabra de Lyndon si u es
menos que cualquiera de sus finales propios. Esto es, u = xi para algún i o
para cada v, w ∈ X \ {1} tales que u = vw, tenemos u < w.
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Denotemos por L al conjunto de palabras de Lyndon. Se sigue que u ∈ L
si y sólo si existen v < w ∈ L tales que u = vw o u = xi, 1 ≤ i ≤ θ. Dada
u ∈ L\{x1, . . . , xθ} la descomposición de Shirshov u = vw con v, w ∈ L es la
única en la que w es el menor final entre todas las posibles descomposiciones.
Ver [Kh1] y las referencias del mismo.

Definición 2.11. Para cada u ∈ L consideramos un elemento [u]c ∈
T (V ), llamado la hiperletra [Kh1] correspondiente a u, definida inductiva-
mente por

[u]c =

{
u, si u ∈ X;
[[v]c, [w]c]c , si u = vw es la descomposición de Shirshov de u.

Recordar la definición del conmutador trenzado [·, ·]c, de la página 22.
Si α1, . . . , αθ es la base canónica de Zθ y consideremos la graduación

inducida por deg xi = αi, i = 1, . . . , θ, T (V ) resulta Zθ graduada. Para cada
α ∈ ∆+, fijamos xα = [l]c ∈ T (V ), para alguna palabra de Lyndon l de
grado α.

Teorema 2.12. [A, Theorems 5.14, 5.19, 5.22, 5.25] Sea V un espacio
vectorial trenzado de tipo estándar, de dimensión θ, tal que la matriz de
Cartan asociada C = (−mij)i,j∈{1,...,θ} es finita y sea ∆+ el correspondiente
sistema de ráıces.

El álgebra de Nichols B(V ) está presentada por generadores xi, 1 ≤ i ≤
θ, y las siguientes relaciones

xNαα = 0, α ∈ ∆+;

adc(xk)
1+mkj (xj) = 0, k 6= j, q

mkj+1
kk 6= 1;

si existen j, k, l distintos tales que mkj = mkl = 1, qkk = −1, entonces

[(adxk)xj , (adxk)xl]c = 0;

si existen k 6= j tales que mkj = 2,mjk = 1, qkk ∈ G3 o qjj = −1, entonces[
(adxk)

2xj , (adxk)xj
]
c

= 0;

si existen k, j, l distintos tales que mkj = 2,mjk = mjl = 1, qkk ∈ G3 o
qjj = −1, entonces [

(adxk)
2(adxj)xl, (adxk)xj

]
c

= 0;

si i, j determina una componente conexa de el diagrama de Dynkin de tipo
G2 y qkk ∈ G4 o qjj = −1, entonces[

(adxk)
3xj , (adxk)

2xj
]
c

=0,[
xk,
[
x2
kxjxkxj

]
c

]
c

=0,[[
x2
kxjxkxj

]
c
, [xkxj ]c

]
c

=0,[[
x2
kxj
]
c
,
[
x2
kxjxkxj

]
c

]
c

=0. �
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2.4. Álgebras de Nichols asociadas a racks

Sea X un rack finito, q un 2-cociclo. Denotaremos por B(X, q) –o, menos
frecuentemente, B(kX, q)– al álgebra de Nichols asociada al espacio vectorial
trenzado (kX, cq).

Si X es un rack finito, Bn(X, q)∗ ∼= Bn(X−1, q̃), para q̃ como en (2.3).
Además, si dimB(X, q) < ∞, entonces B(X, q)∗ ∼= B(X−1, q̃), ver [G4,
Lemma 2.6].

2.4.1. Cómputo de las relaciones cuadráticas. Sea R el conjunto
de clases de equivalencia en X × X para la relación generada por (i, j) ∼
(iB j, i). Sea C ∈ R, (i, j) ∈ C. Tomemos i1 = j, i2 = i, y recursivamente,
ih+2 = ih+1 B ih. Para cada C, existe n ∈ N tal que in+k = ik, k ∈ N. Sea
n(C) el mı́nimo de tales n; aśı C = {(i2, i1), . . . , (in(c), i1)} y n(C) = #C.

Sea R′ el conjunto de todas los C ∈ R que satisfacen

n(C)∏
h=1

qih+1,ih = (−1)n(C).(2.4)

En el resto del trabajo, escribiremos C = {i1, . . . , in(c)} en lugar de
C = {(i2, i1), . . . , (in(c), i1)}.

Lema 2.13. Una base para el espacio J 2 de relaciones cuadráticas de
B(X, q) está dado por

bC : =

n(C)∑
h=1

ηh(C)xih+1
xih , C ∈ R′,(2.5)

donde η1(C) = 1 y ηh(C) = (−1)h+1qi2i1qi3i2 . . . qihih−1
, h ≥ 2.

Demostración. Dada C ∈ R, sea UC el subespacio de kX⊗kX genera-
do por xi⊗xj , (i, j) ∈ C. Entonces J 2 = ker(cq+id) = ⊕C∈R ker(cq+id)|UC .

Tenemos det(cq + id)|UC =
∏n(C)
h=1 qih+1,ih(−1)n(C)+1 + 1. Si es 0, entonces bC

genera ker(cq + id)|UC . �

Observaciones 2.14. El cociclo constante q ≡ −1 evidentemente satis-
face (2.4), y ηh(C) = 1 para cada C ∈ R, h = 1, . . . , n(C).

Más generalmente, el cociclo constante q ≡ ω, para −ω una ráız l-ésima
de la unidad primitiva, y l|n(C), también satisface (2.4), y ηh(C) = (−ω)h−1

para cada C ∈ R, h = 1, . . . , n(C). Ver [AG, Lemma 6.13].

Es fácil ver que el cociclo χ de los Ejemplos 1.11 satisface (2.4) para
cada C ∈ R.

Cuando se consideran los racks On2 ,O4
4, una clase de equivalencia C ∈ R

puede tener solamente 1, 2, o 3 elementos, y aśı una relación cuadrática en
la base está compuesta de a lo sumo tres sumandos.

2.5. Álgebras de Nichols de módulos de Yetter-Drinfeld

Sean G un grupo finito, O una clase de conjugación en G y ρ : Gs →
GL(V ) una representación irreducible del centralizador Gs de un elemento
fijo s ∈ O. Fijemos una enumeración t1, . . . , tn de los elementos de O, con
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s = t1, y sea gi ∈ G, i = 1, . . . , n tal que gisg
−1
i = ti. Los módulos de

Yetter-Drinfeld irreducibles sobre G están en correspondencia biyectiva con
pares (O, ρ). Para tal par, el módulo M(O, ρ) correspondiente se define como⊕
i∈I

gi ⊗ V , con acción y coacción dadas por:

g · (gi ⊗ v) = gj ⊗ (ρ(γ)(v)), δ(gi ⊗ v) = ti ⊗ (gi ⊗ v),

para γ ∈ Gs tal que ggi = gjγ.
Cuando la representación ρ es de dimensión uno, el espacio vectorial

trenzado subyacente de M(O, ρ) es (kX, cq), donde X es el rack dado por
la conjugación en O y q : X ×X → k∗ es el 2-cociclo dado por

q(ti, tj) = ρ(γ), para γ ∈ Gs tal que gigj = gkγ.

Denotamos por B(O, ρ) el álgebra de Nichols de M(O, ρ).

2.5.1. Álgebras de Nichols sobre los grupos simétricos. A con-
tinuación establecemos algunos resultados conocidos acerca de las álgebras
de Nichols sobre los grupos simétricos S3 y S4. Además, contribuimos con
una prueba para el caso S5 y cociclo no constante.

Teorema 2.15. Sea 3 ≤ n ≤ 5.

1. Las álgebras de Nichols B(On2 ,−1) son de dimensión finita, de di-
mensiones 12, 576, 8294400, respectivamente. Además, se satisface

que B(On2 ,−1) = B̂2(On2 ,−1), ver (2.1).
2. Por su parte, se tiene que dimB(O4

4,−1) = 576 y también se satis-

face que B(O4
4,−1) = B̂2(O4

4,−1).

Demostración. Vemos (1). Los casos n = 3, 4 están en [MS, Ex. 6.4].
Para n = 5, el álgebra fue introducida, como álgebra cuadrática, en [MS].

Graña estableció que B̂2(V ) = B(V ) en [G3]. Su dimensión fue determinada
por Roos con el programa de computadora Bergman. (2) es [AG, Theorem
6.12], usando Bergman. �

En el caso de S3, B(On2 ,−1) es la única álgebra de Nichols de dimensión
finita [AHS, Theorem 4.5]. Corresponde al módulo M(O3

2, sgn⊗ sgn). El
siguiente teorema da la lista de todos los módulos irreducibles M(O, ρ) en
S4
S4
YD tales que B(O, ρ) es de dimensión finita.

Teorema 2.16. [AHS, Theorem 4.7] Las únicas álgebras de Nichols de
módulos de Yetter-Drinfeld sobre S4 de dimensión finita son, salvo isomorfis-
mo, B(O4

2, sgn⊗ sgn), B(O4
2, sgn⊗ε) y B(O4

4, ρ ). Todas tienen dimensión
576. �

Aqúı para el caso O = O4
4, s = (1234), denotamos por ρ el carácter

de Gs = 〈s〉 ∼= Z4 dado por ρ (s) = −1. Si O = O4
2 y s = (12), entonces

Gs = 〈(12), (34)〉 ∼= Z2 × Z2. Denotamos por ε y sgn las representaciones
trivial signo Z2, respectivamente.

Observación 2.17. Cuando n ≥ 6, si M 6= M(O5
2, sgn⊗µ) o M 6=

M(O5
2,3, sgn⊗ε) para µ ∈ {ε, sgn}, entonces el álgebra de Nichols asociada

es de dimensión infinita, [AFZ].
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Denotemos por O5
2,3 a la clase de conjugación del elemento (12)(345) en

S5. No se sabe si el álgebra de Nichols B(O5
2,3, sgn⊗ε) es de dimensión finita

o no. Éste es el único caso abierto en S5.

Observación 2.18. Notar que, para n ∈ N, q ≡ −1 y χ como en el
Ejemplo 1.11,

M(On2 , sgn⊗ sgn) ∼= (kOn2 , cq), M(On2 , sgn⊗ε) ∼= (kOn2 , cχ)

y

M(O4
4, ρ ) ∼= (kO4

4, c
q)

como espacios vectoriales trenzados.

Las álgebras de Nichols B(O4
2, χ), B(O5

2, χ) también son cuadráticas.
Esto ha sido asumido en la literatura, pero no hemos podido dar con una
demostración. Lo establecemos entonces en la siguiente proposición. En la
misma, utilizaremos operadores diferenciales asociados a un rack (X,B) en
un álgebra de Nichols B(X, q). Recordamos aqúı su definición. Consideremos
la base dual {x∗ |x ∈ X} a la base canónica X de kX. Extendemos el
morfismo x∗ a x∗ : B(X, q)→ k definiéndolo como 0 en Bm, la componente
homogénea de grado m de B(V ), para m 6= 1. Definamos δx : Bn → Bn−1

por δx = (id⊗x∗)∆, donde ∆ es la comultiplicación del álgebra de Nichols.
Estas derivaciones torcidas proveen una herramienta poderosa para deci-

dir si un elemento en el álgebra es cero, ya que para ver si α ∈ Bm es no nulo,
basta encontrar una sucesión de elementos xim , xim−1 , . . . , xi1 ∈ X de mane-
ra tal que δimδim−1 · · · δi1(α) 6= 0, donde denotamos δj = δxij , j = 1, . . . ,m.

Agradecemos a Mat́ıas Graña por proveernos de los cómputos necesarios
para terminar esta prueba.

Proposición 2.19. Sea n = 4, 5. Las álgebras de Nichols B(On2 , χ) son
cuadráticas y tienen dimensión 576, 8294400, respectivamente.

Demostración. Sea n = 4, B = B̂2(O4
2, χ). De acuerdo a [FK, Pro-

blem 2.3], el polinomio de Hilbert del álgebra B es

(2.6) PB(t) = [2]2[3]2[4]2,

donde se denota por [k] al polinomio 1 + t + t2 + . . . + tk−1. Aśı, dimB =
PB(1) = 223342 = 576. La Ecuación (2.6) también implica que el grado
máximo de B es 12. Si B12(O4

2, χ) 6= 0 tenemos B = B(O4
2, χ) por [AG,

Theorem 6.4 (2)]. Sea

a = x(12), b = x(13), c = x(14), d = x(23), e = x(24), f = x(34).

Consideremos abacabacdedf ∈ B12(kO4
2, χ). Usamos derivaciones junto con

el programa de computadora Deriva [G2] desarrollado por Mat́ıas Graña
para ver que

δcδbδcδaδbδdδcδbδfδdδfδe(abacabacdedf) 6= 0

y aśı B12(O4
2, χ) 6= 0.

Para n = 5, el resultado se sigue de manera análoga. En este caso el
polinomio de Hilbert es P (t) = [4]4[5]2[6]4, ver nuevamente [FK, Problem
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2.3]. Por lo tanto tenemos que dim B̂2(O5
2, χ) = 8294400 y que su grado

máximo es 40. Ahora, tomemos a, b, c, d, e, f como antes y

g = x(15), h = x(25), k = x(35), m = x(45).

Usando nuevamente Deriva, vemos que B40(O5
2, χ) 6= 0 ya que el

∇ =δkδmδfδmδeδhδfδeδcδhδeδhδgδkδcδbδmδdδc

◦ δeδmδgδeδkδgδcδhδeδgδkδdδeδgδkδbδaδdδcδaδb
satisface ∇(abadabadgabadabadgabagdabadgcechcechfkfm) 6= 0. �

Describimos ahora expĺıcitamente estas álgebras de Nichols:

B(On2 ,−1) = k〈x(ij), 1 ≤ i < j ≤ n|x2
(ij), x(ij)x(kl) + x(kl)x(ij), (ij) 6= (kl),

x(ij)x(jk) + x(jk)x(ik) + x(ik)x(ij), 1 ≤ i < j < k ≤ n〉;
B(On2 , χ) = k〈x(ij), 1 ≤ i < j ≤ n|x2

(ij), x(ij)x(kl) − x(kl)x(ij), (ij) 6= (kl),

x(ij)x(jk) − x(jk)x(ik) − x(ik)x(ij),

x(jk)x(ij) − x(ik)x(jk) − x(ij)x(ik), 1 ≤ i < j < k ≤ n〉;
B(O4

4,−1) = k〈xσ, σ ∈ O4
4|x2

σ, xσxσ−1 + xσ−1xσ,

xσxτ + xνxσ + xτxν , si στ = νσ y τ 6= σ 6= ν ∈ O4
4〉.

Observación 2.20. En [R], Roos muestra que las álgebras B(On2 , χ) no
son Koszul para n ≥ 3. No utilizaremos este resultado en nuestro trabajo,
pero nos parece meritorio de ser destacado. Cabe decir que tampoco son
Koszul las álgebras B(On2 ,−1), y que esto se sigue de una adaptación directa
de la prueba de Roos a este caso. Por su parte, B(O4

4,−1) tampoco resulta
Koszul, ya que como álgebra es isomorfa a B(O4

2,−1).

2.6. El Método del Levante

Sea H un álgebra de Hopf. Un conjunto de subespacios {Hn}n∈N es una
filtración de Hopf si es una filtración de álgebras y coálgebras tal que los
Hn son estables por la ant́ıpoda, para todo n. La filtración corradical de H
es una filtración de Hopf si y sólo si H0 es una subálgebra de Hopf H (por
ejemplo, si H es punteada).

En este caso, el graduado de H, grnH = ⊕n≥0 grnH, donde grnH =
Hn/Hn−1 y H−1 = 0, es un álgebra de Hopf (corradicalmente) graduada.
Consideremos π : grH → H0 la proyección homogénea. Tenemos los siguien-
tes invariantes de H:

R = (grH)coπ es el diagrama de H; es un álgebra de Hopf trenzada

en H0
H0
YD, y es una sub-objeto graduado de grH.

V := R(1) = P (R), con la trenza heredada de H0
H0
YD, se denomina

la trenza infinitesimal de H.

Se sigue que el álgebra de Hopf grH es el biproducto de Radford grH '
R#kG(H). La subálgebra de R generada por V es isomorfa al álgebra de
Nichols B(V ).

Sea Γ un grupo finito y sea H0 el álgebra de grupo de Γ. Los pasos
principales del Método del Levante [AS1] para la clasificación de todas las
álgebras de Hopf punteadas de dimensión finita con grupo Γ son:
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1. Determinar todos los V ∈ H0
H0
YD tal que el álgebra de Nichols B(V )

es de dimensión finita,
2. para tal V , calcular todas las álgebras de Hopf H tales que

grH ' B(V )]kΓ.

Decimos que H es un levantamiento de B(V ) sobre Γ ∼= G(H).
3. Decidir si cualquier álgebra de Hopf punteada de dimensión fini-

ta con grupo Γ está generada por sus elementos grupezcos y casi-
primitivos.

Observación 2.21. Un álgebra de Hopf H está generada como en 3. si
y sólo si su diagrama R está generado en grado uno y por lo tanto coincide
con el álgebra de Nichols B(V ) de la trenza infinitesimal V de H [AS1].
De hecho, se conjetura que el ı́tem 3 tiene respuesta afirmativa para toda
álgebra de Hopf punteada de dimensión finita [AS4, Conjecture 1.4].





Caṕıtulo 3

Álgebras de Hopf punteadas asociadas a racks

En este caṕıtulo introducimos una clase de álgebras de Hopf H(Q) aso-
ciadas a racks y cociclos, que serán las protagonistas en los caṕıtulos subsi-
guientes.

En esta parte, las utilizamos para estudiar las álgebras de Hopf pun-
teadas sobre los grupos simétricos. En particular clasificamos aquellas de
dimensión finita sobre S4 y determinamos todas aquellas de dimensión fini-
ta sobre S5 cuya trenza infinitesimal está asociada al rack de trasposiciones.

3.1. Generación en grado uno

Sean X un rack, q un 2-cociclo, y consideremos el espacio vectorial tren-
zado (V, c) = (kX, cq) asociado. Una realización de Yetter-Drinfeld de (V, c)
sobre un grupo G es una estructura de G-módulo de Yetter-Drinfeld en V de
modo tal que la trenza c coincida con la trenza en G

GYD y que los elementos
xi, i ∈ X de la base canónica de V sean G-homogéneos, esto es

δ(xi) = gi ⊗ xi, gi ∈ G, i ∈ X.
En particular, se sigue que necesariamente gi · xj = qijxiBj . La realización
se dice fiel si gi 6= gj , ∀ i 6= j ∈ X.

Definición 3.1. [AG2, Def. 3.2] Una realización de Yetter-Drinfeld
principal de (X, q) sobre un grupo finito G es una colección (·, g, (χi)i∈X)
de datos donde

· es una acción de G en X;
g : X → G es una función tal que

gh·i = hgih
−1 y gi · j = iB j;

la familia (χi)i∈X , con χi : G→ k∗, es un 1-cociclo, i. e.

χi(ht) = χi(t)χt·i(h), ∀ i ∈ X,h, t ∈ G,
tal que χi(gj) = qji.

La realización se dice fiel si g es inyectiva.

Observación 3.2. Una realización de Yetter-Drinfeld principal de (X, q)
sobre G determina una realización de Yetter-Drinfeld de (kX, cq), tomando

δ(xi) = gi ⊗ xi y h ⇀ xi = χi(h)xh·i.

Toda realización fiel proviene de una realización principal de este modo,
[AG2, Lemma 3.3].

En este caṕıtulo estaremos interesados en álgebras de Hopf punteadas
de dimensión finita H tales que su trenza infinitesimal proviene de una
realización de YD principal de un rack (X, q) sobre un grupo G.

33
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El siguiente teorema, que da una respuesta afirmativa a la conjetura
[AS4, Conjecture 1.4] en un caso particular de nuestro interés, es un pa-
so clave en la clasificación de estas álgebras de Hopf punteadas. Cuando
(X, q) = (On2 ,−1), n = 3, 4, 5 el resultado es [AG2, Theorem 2.1].

Teorema 3.3. Sea (X, q) un rack tal que dimB(X, q) <∞ y B(X−1, q̃)
es cuadrática. Sea H un álgebra de Hopf punteada de dimensión finita tal
que su trenza infinitesimal se obtiene de una realización de YD principal de
(X, q) sobre un grupo finito G.

Entonces el diagrama de H es un álgebra de Nichols, y consecuentemente
H está generada por sus elementos grupezcos y casi primitivos.

Demostración. Sean G = G(H), R el diagrama de H, de manera tal
que grH = R]kG. Tomemos S = R∗ el dual graduado. Por [AS4, Lema 5.5],
S está generada por V = S(1) yR es un álgebra de Nichols si y sólo si P (S) =
S(1), esto es, si S es un álgebra de Nichols. Ahora, B(V ) = B(X−1, q̃). Por
lo tanto, queremos ver que las relaciones en B(V ) = T (V )/JV se satisfacen
en S.

Por hipótesis, sólo tenemos que considerar relaciones en grado 2. Se
verifica fácilmente que, si r = bC ∈ J 2

V como en (2.5), entonces r es primitiva
y satisface c(r ⊗ r) = r ⊗ r, donde c es la trenza en G

GYD.
Como dimS < ∞, r = 0 para cada r, ya que de otro modo tendŕıamos

una copia del álgebra (conmutativa) de polinomios k[r] ⊆ S, y este álgebra
es de dimensión infinita. Por lo tanto, existe una proyección B(V ) � S,
P (S) = V = S(1) y S es un álgebra de Nichols. �

3.2. Las álgebras de Hopf H(Q)

En esta sección introduciremos una familia de álgebras de Hopf puntea-
das, que estudiaremos sistemáticamente a lo largo de todo el trabajo.

3.2.1. Levantamiento de relaciones cuadráticas.
Sea H un álgebra de Hopf punteada, y sean H0

∼= kG y H1 los primeros
términos de su filtración corradical. H0 actúa a izquierda (respectivamente a
derecha) en H1 por multiplicación a izquierda (respectivamente a derecha).
Por el Teorema de Taft y Wilson 1.23, tenemos que H1 = kG⊕

⊕
g,h∈G

P ′g,h(H).

H1 es un H0-bicomódulo con coacciones a izquierda y a derecha δL, δR res-
pectivamente dadas por

δL(g) = g ⊗ g, δR(g) = g ⊗ g, g ∈ G,
δL(x) = g ⊗ x, δR(x) = x⊗ h, x ∈ P ′g,h(H).

Ambas coacciones resultan ser mapas de H0 bimódulos y por lo tanto H1

es un H0-bimódulo de Hopf. Notar que H0 ⊂ H1 es un H0-subbimódulo
de Hopf y por lo tanto la proyección π : H1 → H1/H0 es un morfismo de
bimódulos Hopf sobre kG = H0.

En esta parte, fijamos

X un rack finito,
q un 2-cociclo en X,
G un grupo finito,
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H un álgebra de Hopf punteada de dimensión finita tal que su
trenza infinitesimal proviene de una realización de YD principal
(·, g, (χi)i∈X) de (X, q) sobre un grupo G.
R ∈ G

GYD tal que grH =
⊕

i≥0Hi/Hi−1 = R]kG, y

{xi}i∈X una base de R(1), compatible con la acción de G, esto es
tal que gj · xi = qjixjBi, ∀ i, j ∈ X.

Como antes, (grH)1
∼= R(1)#kG es un H0-bimódulo de Hopf. Más

aún, la identificación canónica γ : H1/H0
∼=−→ R(1)#kG es un isomorfis-

mo de bimódulos de Hopf. Como G es finito, podemos elegir una sección
σ : R(1)#kG→ H1 de bimódulos de Hopf de la composición γ ◦ π.

Lema 3.4. Sea σ : R(1)#kG → H1 una sección de γ ◦ π como arriba y
sean

ai = σ(xi]1) ∈ H1, i ∈ X,
entonces

(3.1) ai es (gi, 1)-primitivo y giajg
−1
i = qijaiBj , ∀ i, j ∈ X.

Demostración. Sea i ∈ X. Por el Teorema 1.23, podemos escribir a
a = ai como

a =
∑
g∈G

λgg +
∑
g,h∈G

ag,h,

para ciertos escalares {λg}g∈G en k y elementos ag,h ∈ P ′g,h(H) para cuales-
quiera g, h ∈ G. Utilizando las identidades

δL(a) = δL(σ(xi]1)) = (id⊗σ)(gi ⊗ (xi]1)) = gi ⊗ a,
δR(a) = δR(σ(xi]1)) = (σ ⊗ id)((xi]1)⊗ 1) = a⊗ 1,

obtenemos que a = agi,1 + λ1δgi,11.
Ahora gi 6= 1 pues en este caso tendŕıamos k[xi] ⊆ R y R es de dimensión

finita, puesto que H lo es. Por lo tanto, a ∈ P ′gi,1. �

Observación 3.5. Notar que si g satisface (3.3) como en el Lema 3.8
más abajo, entonces la afirmación del Lema 3.4 se cumple aún sin la hipótesis
de dimensión finita sobre H. En efecto, esta hipótesis es utilizada para mos-
trar que gi 6= 1, ∀ i ∈ X y esto contradice (3.3), pues tendŕıamos gi = gigi.

Análogamente, si X es fiel, |X| > 1 y iB i = i, ∀ i ∈ X, el lema también
se sigue, pues si gi = 1 para algún i, entonces giBj = gigjg

−1
i = gj implica

iB j = j, ∀ j ∈ X, lo que es una contradicción.

Sea R′ como en la Subsección 2.4.1 y F = k〈Xi | i ∈ X〉 el álgebra
asociativa libre en las variables {Xi}i∈X .

Definición 3.6. Para cada C ∈ R′, sea

(3.2) φC =

n(C)∑
h=1

ηh(C)Xih+1
Xih ∈ F

el polinomio cuadrático con ηh(C) como en (2.5).

Recordemos que el espacio de relaciones cuadráticas J 2 de B(X, q)
está generado por las relaciones bC = φC({xi}i∈X) para C ∈ R′. Es fácil
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ver que si (i, j), (k, l) ∈ C, entonces gjgi = glgk en G. Esto justifica la
notación en la siguiente definición.

Definición 3.7. Para cada C ∈ R′, definimos

aC = φC({ai}i∈X) ∈ H,
gC = gjgi ∈ G, para algún (i, j) ∈ C.

Lema 3.8. Para cada i ∈ X, sea ai ∈ H, como en el Lema 3.4 y supon-
gamos que g : X → G satisface:

(3.3) gi 6= gjgk, ∀ i, j, k ∈ X.

Entonces existen λC ∈ k, para cada C ∈ R′, normalizados por

(3.4) λC = 0, si gC = 1,

tales que:

aC = λC(1− gC) en H, C ∈ R′,(3.5)

λC = qki2qki1λkBC , ∀ k ∈ X,(3.6)

si C = {i1, . . . , in} ∈ R′ y k B C = {k B i1, . . . , k B in}.
Si X es fiel e indescomponible, y q es constante, entonces el 1-cociclo

(χi)i∈X es constante, χi = χ, para todo i ∈ X y un carácter multiplicativo
χ de G, y tenemos λC = χ2(t)λt·C , ∀ t ∈ G.

Demostración. Sea C ∈ R′. Es fácil ver que los elementos aC son
(gC , 1)-primitivos. En consecuencia, existen λC y λi ∈ k, para cada i ∈ X
tales que

aC = λC(1− gC) +
∑

i∈X: gi=gC

λiai.

La Condición (3.3) fuerza que λi = 0 para todo i ∈ X y aśı (3.5) se sigue. La
relación (3.6) se sigue aplicando ad(gk) a ambos lados de (3.5). En efecto,
sea C ′ = k B C = {i′1, . . . , i′n} y notemos primero que, como i′1 = k B i1,
i′2 = k B i2, entonces i′l = k B il. Ahora,

ad(gk)(aC) =

n∑
h=1

ηh(C)qkih+1
qkihakBih+1

akBih

=

n∑
h=1

ηh(C)qkih+1
qkihai′h+1

ai′h .

Ahora, tenemos que ad(gk)(aC) = 0 ⇔ aC = 0 ⇔ gC = 1 ⇔ gC′ = 1 y en
este caso λC = λC′ por (3.4). Si ad(gk)(aC) 6= 0, tenemos que, por otro lado,

ad(gk)(λC(1− gC)) = λC(1− gC′) =
λC
λC′

aC′ =
λC
λC′

n∑
h=1

ηh(C ′)ai′h+1
ai′h .
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pero

ηh(C ′) = (−1)h+1qi′2i′1 . . . qi′hi
′
h−1

= (−1)h+1qkBi2kBi1 . . . qkBihkBih−1

(2.4)
= (−1)h+1

h−1∏
k=1

qkik+1Bik

h−1∏
k=1

qik+1ik

(
h−1∏
k=1

qkik

)−1

= ηh(C)
h+1∏
k=3

qkik

(
h−1∏
k=1

qkik

)−1

= ηh(C)qkihqkih+1
q−1
ki1
q−1
ki2
.

Por lo tanto, ad(gk)(λC(1−gC)) = λC
λC′

q−1
ki1
q−1
ki2

ad(gk)(aC), de donde se sigue

(3.6).

Análogamente, la última relación se sigue aplicando ad(Ht) a ambos
lados de (3.5):

ad(Ht)(

n∑
h=1

aih+1
aih) =

n∑
h=1

χ2(t)at·ih+1
at·ih = χ2(t)at·C , y

ad(Ht)(λC(1− gC)) =
λC
λt·C

λt·C(1− gt·C) =
λC
λt·C

at·C ,

aśı λC = χ2(t)λt·C . �

Corolario 3.9. Con las hipótesis anteriores, asumamos que (X, q) es
(On2 ,−1), (O4

4,−1) o (On2 , χ). Sea ai como en (3.1). Entonces

aC = λC(1− gC) en H,

para C ∈ R′ y λC ∈ k como en el Lema 3.8.

Demostración. Para (X, q) = (On2 ,−1), esto es [AG2, Lema 3.4].
Ahora, seguimos la prueba alĺı expuesta para ver la Condición (3.3) en el
Lema 3.8 para (O4

4,−1). En este caso, para cada i, j, k ∈ X, gi actúa en la
base X por -1 veces una matriz de permutación (ya que el cociclo es q ≡ −1)
mientras que gkgl actúa como una matriz de permutación en la misma base y
aśı gi 6= gkgl. Consideremos ahora (On2 , χ). Asumamos que i, k, l ∈ X son ta-
les que gi = gkgl. Tomemos j ∈ X, entonces, iBj = gi ·j = gkgl ·j = kB(lBj)
y por lo tanto jikl = iklj, ∀ j ∈ X. esto implicaŕıa que ikl = id en Sn, lo
que no es posible. Aśı, el corolario se sigue del lema previo. �

Observación 3.10. Notemos que al trabajar con los racks de transpo-
siciones en On2 o O4

4, la Condición (3.6) determina la existencia de a lo sumo
3 escalares no nulos λC , digamos λ1, λ2, λ3, donde el sub́ındice está en co-
rrespondencia con el número de elementos en la clase C, ya que K permuta
las clases con la misma cardinalidad.

Cuando G = S4, la trenza infinitesimal de H, V , es uno de los módulos
M(O4

2, sgn⊗ sgn), M(O4
2, sgn⊗ε), o M(O4

4, sgn⊗ sgn), por el Teorema 2.16.

Dado V , si (X, q) son el rack y el cociclo asociados, las relaciones del
Corolario 3.9 se satisfacen en H para la realización (·, ι, q), donde
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ι : X ↪→ S4 es la inclusión,
· : S4 ×X → X es la acción dada por la conjugación y
q es o el cociclo q ≡ −1 o el cociclo q = χ como en los Ejemplos
1.11, según corresponda.

En este caso, gσ = Hσ, ∀σ ∈ X. Por lo tanto, por la condición de normali-
zación (3.4), tendremos λ1 = 0 o λ2 = 0 en el Corolario 3.9 de acuerdo a si
estamos trabajando con (On2 , q) o (O4

4,−1), respectivamente. En efecto, en
el primer caso, si C = {(σ, σ)}, σ ∈ On2 ,

gC = g2
σ = Hσ2 = H1 = 1,

mientras que en el segundo caso, si C = {(σ, σ−1), (σ−1, σ)}, σ ∈ O4
4

gC = gσgσ−1 = Hσσ−1 = H1 = 1.

Más aún, cuando el cociclo es q = χ, la Ecuación (3.6) determina λ2 = 0.
Por ejemplo, si C = {((12), (34)), ((34), (12))}, k = (12), tenemos que

k B C = C y qki2qki1 = χ(12)((12))χ(12)((34)) = −1.

3.2.2. Datos cuadráticos de levantamiento.

Definición 3.11. Un dato cuadrático de levantamiento, o ql-datum, Q
consiste de

un rack finito X,
un 2-cociclo q,
un grupo finito G,
una realización de Yetter Drinfeld principal (·, g, (χi)i∈X) de (X, q)
sobre G tal que g satisface (3.3),
una colección (λC)C∈R′ que satisface (3.4) y (3.6).

Definición 3.12. Dado un ql-datum Q, definimos el álgebra H(Q) por
generadores {ai, Ht : i ∈ X, t ∈ G} y relaciones:

He = 1, HtHs = Hts, t, s ∈ G;(3.7)

Htai = χi(t)at·iHt, t ∈ G, i ∈ X;(3.8)

φC({ai}i∈X) = λC(1−Hgigj ), C ∈ R′, (i, j) ∈ C.(3.9)

Aqúı, i1 = j, i2 = i, ih+2 = ih+1 B ih y φC es como en (3.2). Denotaremos
por aC el lado izquierdo de (3.9).

Lema 3.13. H(Q) es un álgebra de Hopf punteada, tomando

∆(Ht) = Ht ⊗Ht, t ∈ G
∆(aσ) = gσ ⊗ aσ + aσ ⊗ 1, σ ∈ X.

Demostración. Es fácil ver que la comultiplicación está bien definida,
ver Observación 3.5. Aśı, H(Q) está generada por elementos grupezcos y
casi primitivos; por lo tanto es punteada por [Mo, Lema 5.5.1]. �
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3.3. Clasificación de levantamientos de Nichols cuadráticas

3.3.1. Álgebras cuadráticas. Las álgebras de Nichols de dimensión
finta en S4

S4
YD están definidas por relaciones cuadráticas, ver Teorema 2.16.

Necesitamos conocer la dimensión las álgebras en las Definiciones 3.20, 3.21 y
3.22, para mostrar que son levantamientos de estas álgebras de Nichols. Para
hacer esto, primero desarrollamos una técnica sobre álgebras cuadráticas
para obtener una cota en las dimensiones.

Seguimos [BG] para nuestra exposición. Fijamos un espacio vectorial W ,
y sea T = T (W ) el álgebra tensorial. Esta álgebra presenta una graduación
natural T = ⊕n≥0T

n, con T 0 = k y Tn = W⊗n y una filtración creciente
inducida F i, con F i = ⊕j≤iT j .

Definición 3.14. Sea R ⊂W⊗W un subespacio y denotemos por J(R)
el ideal bilátero en T generado por R. El álgebra cuadrática (homogénea)
Q(W,R) es el cociente T (W )/J(R).

Análogamente, para un subespacio P ⊂ F 2 = k⊕W⊕W⊗W , denotamos
por J(P ) al ideal bilátero en P generado por R. El álgebra cuadrática (no
homogénea) Q(W,P ) es el cociente T (W )/J(P ).

Sea A = Q(W,P ) un álgebra cuadrática no homogénea. Entonces hereda
una filtración creciente An de T (W ). Expĺıcitamente, An = Fn/J(P ) ∩ Fn;
sea GrA = ⊕n≥0An/An−1 el álgebra graduada asociada, donde A−1 = 0.

Consideremos la proyección natural π : F 2 → W ⊗W con núcleo F 1

y fijemos R = π(P ) ⊂ W ⊗ W . Sea B = Q(W,R) el álgebra cuadrática
homogénea definida por R. Entonces tenemos un epimorfismo ρ : B → GrA.
Expĺıcitamente, sea ρ′ : T (W ) → GrA la aplicación inducida por el mapa
W ↪→ A1 � A1/A0. Sea x ∈ R ⊂ T 2. Entonces, existe x0 ∈ k, x1 ∈ W tal
que x − x1 − x0 ∈ P y por lo tanto x = x1 + x0 ∈ F 2/F 2 ∩ J(P ) = A2,
aśı ρ′(x) = 0 ∈ A2/A1, ya que x1 + x0 ∈ A1. Luego, ρ′ induce ρ : B =
T/J(R)� GrA.

Lema 3.15. Sea x = x0 − x1 ∈ P ∩ F 1 tal que x0 ∈ k y x1 ∈ W .
Entonces ρ(x1) = 0, y luego ρ se factoriza a través de un morfismo de
álgebras graduadas

ρx : B̃ = B/Bx1B → GrA,

y por lo tanto, dim GrnA ≤ dim B̃n, ∀n ≥ 0.

Demostración. En efecto, x1 + F 1 ∩ J(P ) = x0 ∈ k y aśı ρ(x1) = 0.
La última afirmación se sigue puesto que ρx es en epimorfismo de álgebras
graduadas. �

3.3.2. Aplicación al caso H(Q).

Proposición 3.16. Sea Q un ql-datum y sea H(Q) como en la Defini-
ción 3.12. Entonces

dim GrnH(Q) ≤ dim B̂n
2 (X, q) |G|.

En particular, dimH(Q) ≤ dim B̂2(X, q)|G|.

Para H = H(Q−1
n [t]) o H(Qχn[λ]) y n = 4, 5, la proposición implica:

dimH(Q−1
4 [t]),dimH(Qχ4 [λ]),dimH(D[t]) ≤ 243 <∞,
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dimH(Q−1
5 [t]),dimH(Qχ5 [λ]) ≤ 2153553 <∞.

Demostración. H(Q) es el álgebra cuadrática no homogénea Q(W,P )
definida por W y P , para W = k{ai, Ht : i ∈ X, t ∈ G} y P ⊂ k⊕W⊕W⊗W
el subespacio generado por

{He − 1, Ht ⊗Hs −Hts, Ht ⊗ ai − χi(t)at·i ⊗Ht,

aC − λC1 + λCHgigj , C ∈ R′, t, s ∈ G, i ∈ X}.

Sea R = π(P ). Expĺıcitamente, R ⊂W ⊗W es el subespacio generado por

{Ht ⊗Hs, Ht ⊗ ai − χi(t)at·i ⊗Ht, aC , C ∈ R′, t, s ∈ G, i ∈ X}.

Sea B = Q(W,R) el álgebra cuadrática homogénea definida por W y R.
Sea YG el álgebra linealmente generada por el conjunto {1, yt : t ∈ G}, con
unidad 1 y tabla de multiplicación:

ytys = 0, s, t ∈ G.

Si B̂2 = B̂2(X, q), entonces B ∼= B̂2]YG donde ] es la relación de conmuta-
ción (1]yt)(ai]1) = χi(t)at·i]yt, (1]1)(ai]1) = ai]1, t ∈ G, i ∈ X. Aśı tenemos

un epimorfismo ρ : B̂2]YG → GrH(Q).
Ahora, notemos que P ∩ F 1 = k{He − 1} y aśı, por el Lema 3.15, te-

nemos ρ(He) = 0 y un epimorfismo ρe : B̃ → GrH(Q), con B̃ = B/ByeB.
La relación de conmutación y el hecho de que los elementos {yt}t∈G son

ortogonales dos a dos, dan ByeB = B̂2ye ⊂ B. Esto implica

dimBn − dim(B̂n
2ye) ≥ dim GrnH(Q),

y, como dimBn = dim B̂n
2 (|G| + 1), tenemos dim B̂n

2 |G| ≥ dim GrnH(Q).
�

Aplicamos ahora la Proposición 3.16 para mostrar que todos los levan-
tamientos de cierto tipo de álgebras de Nichols cuadráticas son de la forma
H(Q).

Teorema 3.17. Sea X un rack, q un 2-cociclo. Sea H un álgebra de
Hopf punteada de dimensión finita, tal que su trenza infinitesimal es una
realización de YD principal (·, g, (χi)i∈X) de (X, q) sobre G := G(H) con g
cumpliendo (3.3). Asumamos que B(X, q), B(X−1, q̃) son cuadráticas y de
dimensión finita.

Entonces existe una colección (λC)C∈R′ que satisface (3.4) y (3.6) tal
que H ∼= H(Q), para el ql-datum Q = (X, q,G, (·, g, (χi)i∈X), (λC)C∈R′).

Demostración. Por el Teorema 3.3, gr(H) ∼= B(X, q)]kG. Por lo tan-
to, tenemos dimH = dimB(X, q)|G|. Por otro lado, por el Lema 3.8,
existe una colección {λC}C∈R′ y un epimorfismo H(Q) � H para el ql-
datum Q = (X, q,G, (·, g, (χi)i∈X), {λC}C∈R′). Aśı dimH ≤ dimH(Q).
Ahora, por la Proposición 3.16, dimH(Q) ≤ dimB(X, q)|G|. Por lo tan-
to, H ∼= H(Q). �

Hemos visto que los levantamientos de algunas álgebras de Nichols cua-
dráticas son de la forma H(Q). Ahora investigamos la rećıproca, esto es
cuándo H(Q) es un levantamiento.
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Sea Q = (X, q,G, (·, g, (χi)i∈X), {λC}C∈R′) un ql-datum; asumamos que
B(X, q), B(X−1, q̃) son cuadráticas y de dimensión finita. Por definición, el
grupo de elementos grupezcos G(H(Q)) de H(Q) es un cociente del grupo G
en el datum. Por lo tanto, si π : G� G(H(Q)) es el epimorfismo inducido,
cualquier H(Q)-módulo W es un kG-módulo tomando t ·w = π(t) ·w, ∀w ∈
W, t ∈ G.

Aśı, cualquier H(Q)-módulo es una suma directa de kG-módulos irredu-
cibles. Para i ∈ X, sea Ji = {k ∈ X : gi = gk}.

Proposición 3.18. Si existe una representación ρ : H(Q)→ EndM tal
que

(i) ρ|G(H(Q)) ◦ π : G→ End(M), es fiel;

(ii) ρ(ai) /∈ kρ(G(H(Q))), para cada i ∈ X; y

(iii) los conjuntos {ρ(aj)}j∈Ji son linealmente independientes para cada
i ∈ X;

entonces grH(Q) = B(X, q)]kG.

Demostración. Por (i), G(H(Q)) ∼= G. Ahora, grH(Q) ∼= B(W )]kG,
para un álgebra de Nichols de dimensión finita B(W ) ∈ G

GYD, por Teorema
3.3; y dimB(W ) ≤ dimB(X, q) por la Proposición 3.16. La aplicación

B(X, q) 3 xi 7→ āi ∈ H(Q)1/H(Q)0

define un morfismo φ : V → W ∈ G
GYD. Las Condiciones (ii) y (iii) hacen

de φ un mapa inyectivo. Aśı, tenemos un monomorfismo B(X, q) ↪→ B(W ),
ver [AS1, Cor 3.3]; y luego V ∼= W . �

Observación 3.19. Si i, j ∈ X, entonces ρ(ai) /∈ kρ(G) implica que
ρ(ajBi) /∈ kρ(G) por (3.8). Aśı, si X es indescomponible, entonces (ii) es
equivalente a

(ii’) ∃ i ∈ X tal que ρ(ai) /∈ kρ(G(H(Q))).

Por otro lado, si la realización es fiel (por ejemplo, si X es fiel), entonces
(iii) es automática, puesto que |Ji| = 1, ∀ i ∈ X.

3.4. Álgebras de Hopf punteadas sobre Sn
Aqúı aplicaremos los resultados de las secciones anteriores al caso par-

ticular del grupo simétrico Sn. Como hemos notado en la Observación 3.10,
en este caso los ql-datos

Q−1
n [t] = (Sn,On2 ,−1, ·, ι, {0,Λ,Γ}),
Qχn[λ] = (Sn,On2 , χ, ·, ι, {0, 0, λ}) y
D[t] = (S4,O4

4,−1, ·, ι, {Λ, 0,Γ});
para Λ,Γ, λ ∈ k, t = (Λ,Γ), son de particular interés.

Escribiremos las álgebras H(Q) para estos datos en detalle. En este
caso, las relaciones (3.5) para cada C ∈ R′ con la misma cardinalidad son
Sn-conjugadas. Aśı es suficiente considerar una única relación para cada C
con un número dado de elementos. Ver el Lema 3.27 para determinar los
isomorfismos entre las álgebras en la misma familia.
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Definición 3.20. [AG2, Definition 3.7] H(Q−1
n [t]) es el álgebra presen-

tada por generadores {ai, Hr : i ∈ On2 , r ∈ Sn} y relaciones:

He = 1, HrHs = Hrs, r, s ∈ Sn;

Hjai = −ajijHj , i, j ∈ On2 ;

a2
(12) = 0;

a(12)a(34) + a(34)a(12) = Γ(1−H(12)H(34));

a(12)a(23) + a(23)a(13) + a(13)a(12) = Λ(1−H(12)H(23)).

Definición 3.21. H(Qχn[λ]) es el álgebra presentada por generadores
{ai, Hr : i ∈ On2 , r ∈ Sn} y relaciones:

He = 1, HrHs = Hrs, r, s ∈ Sn;

Hjai = χi(j)ajijHj , i, j ∈ On2 ;

a2
(12) = 0;

a(12)a(34) − a(34)a(12) = 0;

a(12)a(23) − a(23)a(13) − a(13)a(12) = λ(1−H(12)H(23)).

Definición 3.22. H(D[t]) es el álgebra generada por elementos {ai, Hr :
i ∈ O4

4, r ∈ Sn} y relaciones:

He = 1, HrHs = Hrs, r, s ∈ Sn;

Hjai = −ajijHj , i ∈ O4
4, j ∈ O4

2;

a2
(1234) = Γ(1−H(13)H(24));

a(1234)a(1432) + a(1432)a(1234) = 0;

a(1234)a(1243) + a(1243)a(1423) + a(1423)a(1234) = Λ(1−H(12)H(13)).

3.4.1. Construcción de H(Q)-módulos. Sea ahora Q uno de los
ql-datos Q−1

n [t], Qχn[λ], n ≥ 4, o D[t]. Construiremos:

un H(Q−1
n [t])-módulo W (n) soportado en S(n−1,1) ⊕ S(2,1n−2);

un H(Qχn[λ])-módulo U(n) soportado en S(n−1,1);

un H(D[t])-módulo V soportado en S(3,1) ⊕ S(2,12).

Notemos que para Q = Qχn[λ] un único kSn-módulo irreducible basta.
Esto está relacionado con el hecho de que estas álgebras sólo dependen en
un parámetro λ. Hemos usado el programa de computadora Mathematica c©

para encontrar las representaciones. Aqúı, nos limitamos a dar una base
B de estos módulos y a escribir la matriz de cambio de base entre B y la
base canónica del kS4-módulo. También escribimos la matriz que define la
acción de a(12) o a(1234) con respecto a la base B. La acción del resto de los
elementos ai, i ∈ X puede ser deducida de ésta a través de las relaciones de
conmutación (3.8).

Sea t = (Γ : Λ) 6= (0, 0).

Proposición 3.23. Existe un H(Q−1
n [t])-módulo irreducible W (n) tal

que
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W (n) tiene una base {ξi, ζi}n−1
i=1 en la que

a12ξ1 = 2ζ1, a12ζ1 = 0,
a12ξ2 = 0, a12ζ2 = αn(t)ξ2,
a12ξj = 0, a12ζj = Γξj , j ≥ 3.

W (n) ∼=Sn S(n−1,1) ⊕ S(2,1n−2).

Aqúı, αn(t) = 2
(n− 2)Λ− (n− 3)Γ

n
.

Demostración. Sea n ≥ 4, fijemos b = bn = 2
2−n , y sea φn : W (n) →

S(n−1,1) ⊕ S(2,1n−2) el isomorfismo lineal definido, en la base {ξi, ζi}n−1
i=1 y

{vi, wi}n−1
i=1 por

[φn] =

(
Φn 0
0 Φn

)
, para [Φn] =


1 1 0 . . . 0
−1 1 0 . . . 0
0 b
...

... idn−3

0 b

 .

Definimos una estructura de kSn-módulo en W (n) de manera tal que φn sea
un isomorfismo de kSn-módulos. Aśı, definimos la acción de los elementos
Ht en este módulo. Por ejemplo, para 0n−1 ∈ kn−1×n−1 la matriz nula; ρij ,
para 2 < i < j < n, la matriz que intercambia las filas i y j, tenemos

[H(12)] =

(
α 0n−1

0n−1 −α

)
, [H(23)] =

(
β 0n−1

0n−1 −β

)
,

[H(ij)] =

(
ρij 0n−1

0n−1 −ρij

)
, [H(n−1n)] =

(
ω 0n−1

0n−1 −ω

) ,

donde αkl = δk,lηk, con η2 = −1, ηk = 1, k 6= 2 y [ω], [β] son, respectiva-
mente:


0

idn−1
...
0

0 0 −1 . . . −1

 ,



1
2

1
2 − b −1

2 0 . . . 0
1
2

1
2 + b 1

2 0 . . . 0
−1− b 1 + b− 2b2 −b 0 . . . 0
−b 1 + b− 2b2 −b
...

...
... idn−4

−b 1 + b− 2b2 −b


Aśı H(12)a12H(12) = −a12 = H(ij)a12H(ij) = H(n−1n)a12H(n−1n) y las rela-
ciones de conmutatividad se satisfacen. De estas matrices, podemos compu-
tar

[a13] =

(
0n−1 a13[1]
a13[2] 0n−1

)
, [a23] =

(
0n−1 a23[1]
a23[2] 0n−1

)
,
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donde a13[1] y a23[1] son, respectivamente, las matrices



Λ
2

Λ(n−4)+Γ(6−2n)
2(n−2)

Λ−Γ
2 0 · · · 0

Λ(n−4)+Γ(6−2n)
2n

Λ(n2−8n+16)+Γ(8n−24)
2n(n−2)

Λ(n−4)+Γ(6−n)
2n 0 · · · 0

(n−3)(Λ−Γ)
n−2

(n−3)(Λ(n−4)+Γ(6−n))
(n−2)2

Λ(n−3)+Γ(4−n)
n−2 0 · · · 0

Γ−Λ
n−2

Λ(4−n)+Γ(n−6)
(n−2)2

2Γ−Λ
n−2

...
...

... Γ idn−4
Γ−Λ
n−2

Λ(4−n)+Γ(n−6)
(n−2)2

2Γ−Λ
n−2


,



Λ
2

Λ(4−n)+Γ(2n−6)
2(n−2)

Γ−Λ
2 0 · · · 0

Λ(4−n)+Γ(2n−6)
2n

Λ(n2−8n+16)+Γ(8n−24)
2n(n−2)

Λ(n−4)+Γ(6−n)
2n 0 · · · 0

(Γ−Λ)(n−3)
n−2

(n−3)(Λ(n−4)+Γ(6−n))
(n−2)2

Λ(n−3)+Γ(4−n)
n−2 0 · · · 0

Λ−Γ
n−2

Λ(4−n)+Γ(n−6)
(n−2)2

2Γ−Λ
n−2

...
...

... Γ idn−4

Λ−Γ
n−2

Λ(4−n)+Γ(n−6)
(n−2)2

2Γ−Λ
n−2



,

y a13[2], a23[2] son tales que ambas tienen la j-ésima columna nula para
j > 3 y las primeras tres filas como sigue:

a13[2] =



1
2

n
2(n−2) −1

2
1
2

n
2(n−2) −1

2
n−3
2−n

n(3−n)
(n−2)2

3−n
2−n

1
n−2

n
(n−2)2

1
2−n

...
...

...
1

n−2
n

(n−2)2
1

2−n


, a23[2] =



1
2

n
2(2−n)

1
2

−1
2

n
2(n−2) −1

2
n−3
n−2

n(3−n)
(n−2)2

n−3
n−2

1
2−n

n
(n−2)2

1
2−n

...
...

...
1

2−n
n

(n−2)2
1

2−n


,

La acción de a34 difiere en los casos n = 4 o n > 4. Si n = 4,

a34ξi = 2δi,3ζi, a34ζ1 = Γξ1, a34ζ2 = (Λ− Γ
2 )ξ2, a34ζ3 = 0,

mientras que si n > 4 la acción está dada por:

[a34] =

(
0 a34[1]

a34[2] 0

)
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donde a34[2]ij = (δi,3 − δi,4)(δj,3 − δj,4) y

a34[1] =



0 0 0 0 . . . 0
8Λ+Γ(n2−2n−12)

n(n−2)
3Γ−2Λ
n

3Γ−2Λ
n 0 · · · 0

2(n−4)(3Γ−2Λ)
(n−2)2

Λ(4−n)+Γ(n−5)
2−n

Λ(4−n)+Γ(n−5)
2−n 0 · · · 0

2(n−4)(3Γ−2Λ)
(n−2)2

Λ(4−n)+Γ(n−5)
2−n

Λ(4−n)+Γ(n−5)
2−n 0 · · · 0

4(2Λ−3Γ)
(n−2)2

3Γ−2Λ
n−2

3Γ−2Λ
n−2

...
...

... idn−4
4(2Λ−3Γ)

(n−2)2
3Γ−2Λ
n−2

3Γ−2Λ
n−2


Podemos ahora chequear las relaciones cuadráticas. Primero, es claro que
a2

12 = 0. Resta ver el caso de las ecuaciones

(3.10) a12a34 + a34a12 = Γ(1−H(12)H(34))

(3.11) a12a23 + a23a13 + a13a12 = Λ(1−H(12)H(23))

Notar que en ambas ecuaciones, los lados izquierdo y derecho son cero cuando
se calculan en ξj , ζj para j > 3. La relación se verifica en el resto de los
generadores mediante una cuenta directa, aunque algo tediosa. Por ejemplo,
el lado izquierdo de (3.11) aplicado a ξ1 es

a12(
1

2
(ζ1 − ζ2) +

n− 3

n− 2
ζ3 +

1

2− n
∑
j>3

ζj)

+ a23(
1

2
(ζ1 + ζ2) +

n− 3

2− n
ζ3 +

1

n− 2

∑
j>3

ζj) + 2a13ζ1 =

= [−1

2
αn(t)ζ2 +

(n− 3)Γ

n− 2
ζ3 +

Γ

2− n
∑
j>3

ζj ] + [
Λ + Γ(n− 3)

2(n− 2)
ξ1

+
Λ(4− n) + Γ(n2 − n− 6)

2n(n− 2)
ξ2 +

(n− 3)(2Γ− Λ)

(n− 2)2
ξ3 +

(Λ− 2Γ)

(n− 2)2

∑
j>3

ξj

+
n− 3

2− n
(
Γ− Λ

2
ξ1 +

Λ(n− 4) + Γ(6− n)

2n
ξ2 +

Λ(n− 3) + Γ(4− n)

n− 2

+
2Γ− Λ

n− 2

∑
j>3

ξj) +
Γ

n− 2

∑
j>3

ξj ] + [2(
Λ

2
ξ1 +

Λ(n− 4) + Γ(6− 2n)

2n
ξ2

+
(n− 3)(Λ− Γ)

n− 2
ξ3 +

Γ− Λ

n− 2

∑
j>3

ξj)]

=
3Λ

2
ξ1 −

Λ

2
ξ2 +

(n− 3)Λ

n− 2
ξ3 +

Λ

2− n
∑
j>3

ξj .

Y esto equivale al lado derecho, ya que

H(12)H(23)ξ1 =
1

2
(−ξ1 + ξ2) +

n− 4

2− n
ξ3 +

2

n− 2

∑
j>3

ξj .

Finalmente, notar que a12 permuta los kSn-módulos S(n−1,1) y S(2,1n−2),
entonces W (n) es irreducible. �
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Proposición 3.24. Existe un H(Qχn[λ])-módulo irreducible U(n) tal que

U(n) ∼=Sn S(n−1,1).
U(n) tiene una base {ξi}n−1

i=1 en la que

a12ξ1 = 2
√
−λξ2, a12ξj = 0, j ≥ 3.

Demostración. Sea φn : U(n)→ S(n−1,1) el isomorfismo lineal defini-
do en la base {ξi}n−1

i=1 y {vi}n−1
i=1 por

[φn] =


1 1 0 . . . 0
1 −1 0 . . . 0
0 0
...

... idn−3

0 0

 .

Definimos como antes una estructura de kSn-módulo en U(n) de manera
que φn sea un isomorfismo de kSn-módulos. En particular, tenemos definida
aśı la acción de los elementos Ht en este módulo. Por ejemplo,

H(12)ξ2 = −ξ2, H(12)ξi = ξi, i 6= 2.

Las matrices H(ij) con 2 < i < j < n son matrices de permutación que
intercambian aij con aji. Cuando j = n, tenemos que la k-ésima fila de Hin

es la k-ésima fila de la identidad n − 1 × n − 1 mientras que la i-ésima es
(2 0 − 1 . . . − 1). De estas matrices se verifica que H(12)a12H(12) = −a12

y Hija12Hij = a12 para cada i, j /∈ {1, 2}, y es inmediato que [a12]2 = 0.
Ahora, para 0 = (0, . . . , 0) ∈ kn−4,

[H(13)] =


1
2 −1

2
1
2 0

−1
2

1
2

1
2 0

1 1 0 0
t0 t0 t0 idn−4

 , [H(23)] =


1
2

1
2

1
2 0

1
2

1
2 −1

2 0
1 −1 0 0
t0 t0 t0 idn−4

 .

Aśı, ya que a13 = H(23)a12H(23), a23 = −H(13)a12H(13), tenemos que, en la

base {ξi}n−1
i=1 , las matrices de estos elementos son, respectivamente,

Λ
4 −Λ

4
Λ
4 0 . . . 0

−Λ
4

Λ
4 −Λ

4 0 . . . 0
−Λ

2
Λ
2 −Λ

2 0 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 0

 ,


Λ
4

Λ
4

Λ
4 0 . . . 0

Λ
4

Λ
4

Λ
4 0 . . . 0

−Λ
2 −Λ

2 −Λ
2 0 . . . 0

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 . . . 0

 .

De esta descripción se sigue que [a12a23−a23a13−a13a12] = λ[1−H(12)H(23)].
Ahora, la matrix de a34 depende de si n = 4 o n > 4. En cada caso:

[a34] =

 0 0 0
0 0 0
−Λ 0 0

 , n = 4; [a34] =



0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 Λ

2
Λ
2 0 . . . 0

0 0 Λ
2

Λ
2 0 . . . 0

0 0 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 0 . . . 0


, n > 4.
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y siempre tenemos [a12][a34] = 0 = [a34][a12]. U(n) es claramente irreducible.
�

Proposición 3.25. Existe un H(D[t])-módulo irreducible V tal que

V ∼=S4 S
(3,1) ⊕ S(2,12).

V tiene una base {ξi, ζi}3i=1 en la que

a1234ξ1 = 2ζ1, a1234ζ1 = Γξ1,

a1234ξ2 = 2ζ2, a1234ζ2 = Γξ2,

a1234ξ3 = 0, a1234ζ3 = (Λ− Γ)ξ3.

Demostración. Sea φ : V → S(3,1) ⊕ S(2,12) el isomorfismo lineal defi-
nido, en la base {ξi, ζi}3i=1 y {vi, wi}3i=1 por

[φ] =


1 1 0 0 0 0
−1 1 0 0 0 0
0 −1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 −1 1

 .

Definimos una estructura de kS4-módulo en V para que φ sea un isomorfismo
de kS4-módulos. Tenemos aśı definida la acción de los elementos Ht en este
módulo. De la definición de la acción para a(1234) es fácil describir la acción
de a(1432), a(1243), a(1423) y verificar que en efecto define un H(D[t])-módulo.

Como a(1234) permuta S(3,1) y S(2,12), V es irreducible. �

Ahora estamos listo para probar la siguiente proposición, que provee un
prueba que no utiliza bases de Gröbner de un resultado en [AG2, Theorem
3.8], para H(Q−1

n [t]).

Proposición 3.26. Sea n ≥ 4, t ∈ k2, λ ∈ k. Sea An = H(Q−1
n [t]) o

H(Qχn[λ]).

G(An) ∼= Sn, An � kSn.
dimA4 = 243, dimA5 = 2153553.
G(H(D[t])) ∼= S4, H(D[t]) � kS4 y dimH(D[t]) = 243.

Por lo tanto, para n = 4, 5, el álgebra de Hopf graduada asociada a la fil-
tración corradical de H(Q−1

n [t]) (respectivamente H(Qχn[λ]),H(D[t])) es iso-
morfa a B(On2 ,−1)]kSn (respectivamente B(On2 , χ)]kSn, B(O4

4,−1)]kS4).

Demostración. En vista de la Proposición 3.18, se sigue del Teorema
2.16 y la Observación 2.17, junto con el Teorema 2.15 y la Proposición 2.19,
usando las representaciones definidas en las Proposiciones 3.23, 3.24 y 3.25,
según corresponda. �

3.5. Clasificación de álgebras de Hopf punteadas sobre S4

En esta sección probaremos uno de nuestros resultados principales. Nece-
sitamos antes el siguiente lema, que establece las clases de isomorfismo entre
las álgebras que pertenecen a una de las familias definidas en las Definiciones
3.20–3.22.
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Lema 3.27. Sea t, t′ ∈ k2. Entonces H(Q−1
n [t]) ∼= H(Q−1

n [t′]) si y sólo
si t 6= 0 y t = t′ ∈ P1

k o si t = t′ = (0, 0), y lo mismo vale para H(D[t]).
Finalmente, H(Qχn[λ]) ∼= H(Qχn[1]), ∀λ ∈ k∗ y H(Qχn[1]) � H(Qχn[0]).

Demostración. Sea Q = Q−1
n [t], Qχn[λ] o D[t]; Q′ = Q−1

n [t′], Qχn[λ′] o
D[t′]. Sea H = H(Q), H = H(Q′). Un isomorfismo φ : H → H ′ induce φ|Sn ∈
Aut(Sn) para n = 4, 5 según corresponda, y aśı tenemos una permutación
ϕ : X → X tal que φ(Hi) = Hϕ(i) y φ(ai) es (Hϕ(i), 1)-primitivo, para i ∈ X.
Más aún, φ se restringe a φ1 : H1 → H ′1 entre los segundos factores de la
filtración corradical, y aśı φ(ai) = ηa′ϕ(i) + µ(1 − Hϕ(i)), η, µ ∈ k. Cuando

X = On2 , la relación a2
i = 0 fuerza µ = 0, y para X = O4

4 la relación
a2
i = Γ(1 − H2

i ) hace que µ = 0 y Γ = η2Γ′. Por lo tanto, φ(ai) = ηaϕ(i).
Ahora, tomando en cuenta el resto de las relaciones cuadráticas, tenemos
que, para Q−1

n [t] como aśı también para D[t], t = η2t′; mientras que para
Q−1
n [λ] obtenemos λ = η2λ′. Aśı el resultado se sigue. �

Estamos listos para dar una prueba de nuestro resultado principal en
este caṕıtulo.

Teorema 3.28. Sea H un álgebra de Hopf punteada de dimensión finita
con G(H) ∼= S4, H 6= kS4. Entonces H es isomorfa a una y sólo una de las
siguientes álgebras:

1. B(O4
2,−1)]kS4;

2. B(O4
4,−1)]kS4;

3. B(O4
2, χ)]kS4;

4. H(Q−1
4 [t]), para exactamente un t ∈ P1

k;
5. H(D[t]), para exactamente un t ∈ P1

k;
6. H(Qχ4 [1]).

Demostración. En el Lema 3.13 hemos visto que las álgebras lista-
das son álgebras de Hopf punteadas. Hemos calculado su dimensión en la
Proposición 3.26. Rećıprocamente, sea H un álgebra de Hopf punteada de
dimensión finita con G(H) ∼= S4. Por el Teorema 2.16, la trenza infinitesimal
de H es isomorfa a M(O4

2, sgn⊗ sgn), a M(O4
2, sgn⊗ε) o a M(O4

4, ρ ). Como
todos estos módulos son auto-duales, H es isomorfa a una y sólo una de las
álgebras de Hopf en la lista por el Teorema 3.17, la Observación 3.10 y el
Lema 3.27. �

Observación 3.29. La clasificación de las álgebra de Hopf punteadas
de dimensión finita con G(H) ∼= S3, alcanzada en [AHS] usando [AG2] y
[AZ], puede ser probada alternativamente de este modo.

Concluimos el caṕıtulo describiendo en la siguiente proposición una sub-
clase de álgebras de Hopf punteadas de dimensión finita sobre S5. Se sigue
de la misma manera que el teorema anterior.

Corolario 3.30. Sea A un álgebra de Hopf punteada de dimensión
finita con G(A) ∼= S5 y sea M ∈ S5

S5
YD su trenza infinitesimal.

Si M ∼= M(O5
2, sgn⊗ sgn), entonces A ∼= H(Q−1

5 [t]), para exacta-
mente un t ∈ P1

k ∪ {(0, 0)}.
Si M ∼= M(O5

2, sgn⊗ε), entonces A ∼= H(Qχ5 [λ]), para un λ ∈ {0, 1}.
�



Caṕıtulo 4

Representaciones de álgebras de Hopf punteadas

En este caṕıtulo comenzamos el estudio de la teoŕıa de representaciones
de las álgebras H(Q) introducidas en el caṕıtulo anterior. Recordar la defini-
ción de un ql-datum Q de la Definición 3.11 y del álgebra de Hopf punteada
H(Q) construida en la Definición 3.12 en la página 38.

Investigamos los módulos cuya restricción al grupo de elementos gru-
pezcos es una suma de módulos de dimensión 1 y sus cubiertas proyectivas.
También caracterizamos a los módulos simples sobre una bosonización, bajo
ciertas condiciones.

Luego, aplicamos estos resultados a las álgebras de Hopf punteadas de
dimensión finta sobre S3. Obtenemos aśı la clasificación de sus módulos sim-
ples. Encontramos también los carcajes de Gabriel, las cubiertas proyectivas
de los módulos simples y mostramos que estas álgebras no son de tipo de
representación finito.

4.1. Módulos que son sumas de representaciones de dimensión 1

En esta sección, estudiaremos los H(Q)-módulos suyo G-módulo subya-

cente es una suma directa de representaciones en Ĝab.
Empezamos por fijar la siguiente notación. Dado un par (X, q), sea

(4.1) ζh(C) =


(−1)

h
2
−1

h
2
−1∏
l=1

qih−2l+1,ih−2l

 si 2|h,

(−1)
h−1

2

h−1
2∏
l=1

qih−2l+1,ih−2l

 si 2|h+ 1.

Notar que ζ1(C) = ζ2(C) = 1, ζh+1(C)ζh(C) = ηh(C), ver (3.2).

4.1.1. Módulos cuyo G-módulo subyacente es isot́ıpico.
Estudiamos primero las extensiones de caracteres multiplicativos de G

a H(Q).

Proposición 4.1. Sea ρ ∈ Ĝab. Existe ρ̄ ∈ homalg(H(Q),k) tal que
ρ̄|G = ρ si y sólo si

(4.2) 0 = λC(1− ρ(gigj)) si (i, j) ∈ C y 2|n(C),

y existe una familia {γi}i∈X de escalares tales que

γj = χj(t)γt·j ∀ t ∈ G, j ∈ X,(4.3)

γiγj = λC(1− ρ(gigj)) si (i, j) ∈ C y 2|n(C) + 1.(4.4)

49
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Si se satisface (4.2), entonces el conjunto de todas las extensiones ρ̄ de ρ
está en correspondencia biyectiva con el conjunto de familias {γi}i∈X que
satisfacen (4.3) y (4.4). En particular, si

(4.5) λC 6= 0⇒ ρ(gigj) = 1, C ∈ R′, (i, j) ∈ C.

entonces γi = 0, ∀ i ∈ X define un H(Q)-módulo. Más aún, esta es la única
extensión posible si, además,

(4.6) χi(gi) 6= 1, ∀ i ∈ X.

Observación 4.2. (a) Trabajaremos principalmente con álgebras de
Nichols para los cuales se satisface:

(4.7) χi(gi) = −1, ∀ i ∈ X.

En este caso, obviamente (4.6) se satisface y la clase Ci = {(i, i)} pertenece
a R′.

(b) Si X es indescomponible, usando (4.3) y el hecho de que ∀ i ∈ X
∃ t ∈ G tal que i = t · j, podemos reemplazar (4.4) por

γ2
j = λC(1− ρ(gj)

2)χj(t) si (i, j) ∈ C y 2|n(C) + 1.(4.4’)

Demostración. Asumamos que tal ρ̄ existe y sea γi = ρ̄(ai). Entonces
(4.3) se sigue de (3.8). En particular, para p, q ∈ X, tenemos ρ̄(apBq) =
χq(gp)

−1ρ̄(aq). Entonces, para C ∈ R′, (i2, i1) = (i, j) ∈ C, se sigue que

(4.8) γih = ρ̄(aih) =

{
(−1)

h−1
2 ζh(C)−1ρ̄(aj) si 2|h+ 1

(−1)
h
2
−1ζh(C)−1ρ̄(ai) si 2|h,

cf. (4.1). Consecuentemente,

(4.9) ρ̄(aih+1
aih) = (−1)h+1ηh(C)−1ρ̄(ai)ρ̄(aj)

y aśı (4.4) y (3.11) se siguen de (3.9). Rećıprocamente, si (3.11) vale y
{γi}i∈X es una familia que cumple (4.3) y (4.4), entonces definimos ρ̄ :
H(Q) → k como el único morfismo de álgebras tal que ρ̄(Ht) = ρ(t) y
ρ̄(ai) = γi. Si (4.6) se satisface, se sigue de(4.3) para t = gi que ρ̄(ai) =
0 ∀ i ∈ X es una condición necesaria. �

Definición 4.3. Sea ρ̄ una extensión de ρ ∈ Ĝab y γi = ρ̄(ai), γ =
(γi)i∈X ∈ kX . Entonces denotamos el H(Q)-módulo correspondiente por
Sγρ . Si γ = 0, tomamos Sγρ = Sρ.

Ahora determinamos todos los H(Q)-módulos cuyo G-módulo subya-

cente es isot́ıpico de tipo ρ ∈ Ĝab, cuando X es indescomponible y (4.6) se
cumple.

Proposición 4.4. Asumamos que X es indescomponible. Sea M un

H(Q)-módulo tal que M = M [ρ] para un único ρ ∈ Ĝab, dimM = n.
Entonces M es simple si y sólo si n = 1. Si, además, (4.6) se satisface,
M ∼= S⊕nρ .
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Demostración. Sea ρ̄ : H(Q) → EndM la representación correspon-
diente y Γj ∈ kn×n la matriz asociada a ρ̄(aj) en alguna base (fija). Como
en la prueba de la Proposición 4.1, {Γi}i∈X satisface (4.3). Aśı, si fijamos
j ∈ X, entonces para cada i ∈ X existe t ∈ G tal que Γi = χj(t)

−1Γj . Aśı,
existe una base {z1, . . . , zn} en la cual todas estas matrices son triangulares
superiores y por lo tanto k{z1} genera un submódulo M ′ ⊆ M . Si (4.6) se
satisface, entonces se sigue que Γi = 0, ∀ i ∈ X y aśı M ∼=

⊕n
j=1 Sρ. �

4.1.2. Módulos cuyo G-módulo subyacente es una suma de dos
componentes isot́ıpicas.

Sean ρ, µ ∈ Ĝab que cumplen (3.11), γ, δ ∈ kX que cumplen (4.3) y
(4.4) para ρ y µ, respectivamente. Empezamos esta subsección describiendo
módulos indescomponible que son extensiones de Sγρ por Sδµ. Por simplicidad
en el enunciado de (4.11) en el siguiente lema, introducimos la siguiente
notación. Sea C ∈ R′, j ∈ C y sea

αj(C) =

[
n(C)

2
]−1∑

r=0

χj(gj)
r, βj(C) =

[
n(C)+1

2
]−1∑

r=0

χj(gj)
r.

Notar que

βj =

{
αj , si 2|n(C),

αj + χj(gj)
[
n(C)+1

2
]−1, si 2 - n(C).

Lema 4.5. Sea V el espacio de soluciones {fi}i∈X ∈ kX del siguiente
sistema

fiµ(t) = χi(t)ft·iρ(t), i ∈ X, t ∈ G y(4.10)

(αj(C)δj − βj(C)γj)fi = −χi(gi)(αi(C)δi − βi(C)γi)fj ,(4.11)

C ∈ R′, (i, j) ∈ C. Entonces Ext1
H(Q)(S

γ
ρ , Sδµ) ∼= V y el conjunto de clases

de isomorfismo de H(Q)-módulos indescomponible tales que

(4.12) 0 −→ Sδµ −→M −→ Sγρ −→ 0 es exacta

está en correspondencia biyectiva con Pk(V ).

Demostración. Sea M = k{z, w} como en (4.12), con z ∈ M [ρ], w ∈
M [µ]. Entonces existe {fi}i∈X tal que

(4.13) aiz = γiz + fiw.

Entonces (4.10) se sigue de (3.8) y esto implica

fih =

{
(−χj(gj))

h
2
−1ζh(C)−1fi si 2|h,

(−χi(gi))
h−1

2 ζh(C)−1fj si 2|h+ 1,

ya que, para τ = ρ o τ = µ,

τ(gi2l+1
) = τ(gi2lgi2l−1

g−1
i2l

) = τ(gi2l−1
) = · · · = τ(gi1) = τ(gj),

τ(gi2l+2
) = τ(gi2l+1

gi2lg
−1
i2l+1

) = τ(gi2l) = · · · = τ(gi2) = τ(gi),
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y µ(gk)
ρ(gk) = χk(gk). Por lo tanto, si (i, j) ∈ C y n = n(C), (3.9) se satisface si

y sólo si
n∑
h=1

ηh(C)
(
fihδih+1

+ fih+1
γih
)

= 0, ∀C ∈ R′,

esto es, usando (4.8), (3.9) se satisface si y sólo si (4.11) se satisface.
Rećıprocamente, si {fi}i∈X cumple (4.10) y (4.11), entonces (4.13) junto

con aiw = δiw define un H(Q)-módulo que es una extensión de Sγρ por Sδµ.
M es indescomponible si y sólo si fi 6= 0 para algún i ∈ X. Asuma-

mos que M es indescomponible y sea M ′ = k{z′, w′} otro H(Q)-módulo
indescomponible que quepa en (4.12), con z′ ∈ M ′[ρ], w′ ∈ M ′[µ]. Sea
{gi}i∈X ∈ V la solución correspondiente de (4.10) y (4.11). Asumamos que
φ : M → M ′ es un isomorfismo de H(Q)-módulos. En particular, φ es un
G-isomorfismo y aśı existen σ, τ ∈ k∗ tales que φ(w) = σw′, φ(z) = τz′. Pero
entonces es fácil ver que σ, τ deben satisfacer gi = στ−1fi, i ∈ X. Esto es,
[fi]i∈X = [gi]i∈X en Pk(V ). La rećıproca es clara. �

Observación 4.6. Si X es indescomponible, entonces, salvo isomor-
fismo, existe a lo sumo un H(Q)-módulo indescomponible M como en el
Lema. De hecho, si existe uno, sea {fi}i∈X ∈ kX la correspondiente solución
de (4.10) y (4.11). Entonces, si fijamos j ∈ X y ti ∈ G es tal que i = ti · j,
i ∈ X, entonces

(4.14) (fi)i∈X = fj

(
χj(ti)

µ(ti)

ρ(ti)

)
i∈X
∈ kX ,

y aśı M está uńıvocamente determinado. En este caso, la existencia de la
solución es equivalente a (4.10) y

(αjδj − βjγj)
(
µ(ti)

ρ(ti)
+ χj(gj)

)
fj = 0;(4.11’)

si (i, j) ∈ C, C ∈ R′, i = ti · j.

Definición 4.7. Sea X indescomponible y Ext1
H(Q)(S

γ
ρ , Sδµ) 6= 0. Deno-

tamos al (único) H(Q)-módulo indescomponible correspondiente por Mγ,δ
ρ,µ .

Si γ = δ = 0, entonces (4.11’) es tautológico. Fijamos: Mρ,µ := M0,0
ρ,µ.

Asumamos que X es indescomponible y que G = 〈{gi}i∈X〉. Sea j un
elemento fijo en X. Definimos ` : G → Z, respectivamente ψ : G → k∗,
como

`(t) = mı́n{n : t = gi1 . . . gin , i1, . . . , in ∈ X},

respectivamente ψ(t) = χj(gj)
`(t), t ∈ G. Notar que τ(gi) = τ(gj), ∀ i ∈ X,

y entonces τ(t) = τ(gj)
`(t), para cualquier τ ∈ Ĝab, t ∈ G.

Lema 4.8. Con las hipótesis de arriba, si Ext1
H(Q)(S

γ
ρ , Sδµ) 6= 0, entonces

µ(s) = ψ(s)ρ(s), ∀s ∈ G.(4.15)

Por lo tanto ρ determina µ (y vice versa), y ψ es homomorfismo de grupos.
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Rećıprocamente, si (4.15) se cumple, podemos reemplazar (4.10) y(4.11)
por

fiχj(gj)
`(t) = χi(t)ft·i, i ∈ X, t ∈ G y(4.10’)

0 = fj(αjδj − βjγj)
(
χj(gj)

`(ti)−1 + 1
)
,(4.11”)

si (i, j) ∈ C, C ∈ R′, i = ti · j.

Demostración. Tomando i = j y t = gj en (4.10), y elevando a la
`(s)-ésima potencia, obtenemos (4.15). Lo que sigue es inmediato. �

Ahora mostraremos que no existen módulos simples M de dimensión 2
tales que M|G es suma de dos (necesariamente diferentes) componentes de
dimensión 1, siempre que se satisface lo siguiente:

(4.16) ∃C ∈ R′ con n(C) > 1.

Notemos que si (4.16) no se cumple y grH(Q) = B(X, q)]kG, entonces se
sigue que dimH(Q) = ∞, siempre que |X| > 1, ya que {(aiaj)n}n∈N es un
conjunto linealmente independiente en H(Q).

Lema 4.9. Asumamos que X es indescomponible, y que (4.7) y (4.16)

se satisfacen. Sean ρ, µ ∈ Ĝab, y sea M un H(Q)-módulo tal que M =
M [ρ]⊕M [µ], dimM [ρ] = dimM [µ] = 1. Entonces M no es simple.

Demostración. Asumamos que existe M simple como en la hipótesis.
Afirmamos primero que ρ 6= µ y que, si z ∈ M [ρ], entonces aiz ∈ M [µ]. En
efecto, sea aiz = u+ w con u ∈M [ρ], w ∈M [µ], entonces

Htaiz = ρ(t)u+ µ(t)w, χi(t)at·iHtz = χi(t)ρ(t)at·iz

y tomando t = gi, obtenemos

ρ(gi)u+ µ(gi)w = χi(gi)ρ(gi)(u+ w)
(4.7)
= −ρ(gi)u− ρ(gi)w.

Aśı u = 0; luego w 6= 0 pues M es simple. También,

(4.17) ρ(gi) = −µ(gi), i ∈ X.

Siguiendo un argumento simétrico, ai(M [µ]) = M [ρ].

Ahora, fijemos 0 6= z ∈M [ρ], 0 6= w ∈M [µ]; sea fi, i ∈ X, tal que aiz =
fiw. Entonces (fi)i∈X satisface (4.10), por (3.8). ComoX es indescomponible
y M es simple, tenemos fi 6= 0, ∀ i ∈ X. Necesariamente tenemos

(4.18) aiw = piz, para pi = f−1
i λi(1− ρ(gi)

2).

Notemos que pi 6= 0 o de otro modo aiw = 0, ∀ i ∈ X. Como en el caso de
la familia {fi}, la familia {pi} también satisface (4.10), con los roles de ρ y
µ intercambiados.

Asumamos que existe C ∈ R′, con n(C) > 1. Mostramos ahora que esto
contradice la existencia de M . Sea (i2, i1) = (i, j) ∈ C, entonces

aCz =

n(C)∑
h=1

ηhfihaih+1
w =

n(C)∑
h=1

ηhfih
λih+1

fih+1

(1− ρ(gih+1
)2)z.
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Sea t ∈ G tal que i = t · j y recordemos que ih = ih−1 B ih−2. Como
gs·k = gsgkg

−1
s , entonces

ρ(gih+1
)2 = ρ(gj)

2, ∀h.

Ahora, por (3.5), λih = λih−1Bih−2
= χih−2

(gih−1
)−2λih−2

, entonces

λih =

{
ζh(C)−2χj(t)

−2λj si 2|h,
ζh(C)−2λj si 2|h+ 1.

Además, por (4.10), tenemos

(4.19) fih =

ζh(C)−1χj(t)
−1µ(t)

ρ(t)
fj si 2|h,

ζh(C)−1fj si 2|h+ 1,

para cada h = 1, . . . , n(C). Por lo tanto, tenemos que:

(4.20) ηh(C)λih+1

fih
fih+1

=


µ(t)

ρ(t)
χj(t)

−1λj si 2|h,

ρ(t)

µ(t)
χj(t)

−1λj si 2|h+ 1.

Análogamente, si analizamos el elemento aCw, obtenemos

(4.21) ηh(C)λih+1

pih
pih+1

=


ρ(t)

µ(t)
χj(t)

−1λj si 2|h,

µ(t)

ρ(t)
χj(t)

−1λj si 2|h+ 1.

No obstante, notar que, si h > 1,

ηh(C)λih+1

pih
pih+1

= ηh(C)λih+1

λih(1− ρ(gih)2)fih+1

λih+1
(1− ρ(gih+1

)2)fih

= −ηh−1(C)χih−1
(gih)λih

fih+1

fih
(4.10)

= −ηh−1(C)λih
fih−1

fih

µ(t)

ρ(t)

(4.20)
=


−µ(t)2

ρ(t)2
χj(t)

−1λj si 2|h− 1,

−χj(t)−1λj si 2|h.

Y de esta igualdad junto con (4.21), obtenemos

(4.22) ρ(t) = −µ(t), si (i, j) ∈ C, t · j = i.

Pero, como iB i = i, tenemos que µ(git) = −ρ(git) y también

µ(git) = µ(gi)µ(t)
(4.17)

= −ρ(gi)µ(t) = ρ(gi)ρ(t) = ρ(git),

lo que es un contradicción.
�
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Asumamos que X es indescomponible. A continuación, describimos los
módulos indescomponibles que son sumas de dos componentes isot́ıpicas
diferentes, siempre que que (4.7) y (4.16) se cumplan.

Teorema 4.10. Sea ρ 6= µ ∈ Ĝab. Asumamos que X es indescomponible
y que tanto (4.7) como (4.16) se satisfagan. Sea M = M [ρ] ⊕ M [µ] un
H(Q)-módulo, con dimM [ρ], dimM [µ] > 0. Entonces M no es simple.

Más aún, M es una suma directa de módulos de la forma Sγρ , Sδµ, Mγ′,δ′
ρ,µ

y M δ′′,γ′′
µ,ρ, para varios γ, δ, γ′, δ′, γ′′, δ′′.

Demostración. Tomemos 0 6= z ∈ M [ρ]. Como en la primera parte
de la prueba del Lema 4.9, se sigue de (4.7) que ρ 6= µ y que, si 0 6= z ∈
M [ρ], entonces aiz ∈ M [µ]. Ahora, aiw = a2

i z = λi(1 − ρ(gi)
2)z, y aśı el

espacio k{z, w} es ai-estable. Como X es indescomponible, se sigue que es un
submódulo. Sea K = ker ai. Aqúı vemos a ai como un operador en EndM .
este subespacio es G-estable: si u ∈ K, u = z +w, con z ∈M [ρ], w ∈M [µ],
entonces 0 = aiu = aiz + aiw ⇒ z, w ∈ K, ya que aiw ∈ M [ρ], aiz ∈ M [µ].
Aśı ρ(t)z = Htz y µ(t)w = Htw ∈ K, ∀ t ∈ G. Por lo tanto G · u ⊂ K. Lo
mismo se satisface para I = igai. Sea T un G-submódulo tal que M = K⊕T
(recordemos que kG es semisimple). Sea

K = ker ai = K[ρ]⊕K[µ], T = T [ρ]⊕ T [µ], I = igai = I[ρ]⊕ I[µ].

Notemos que K 6= 0. En efecto, si K = 0, entonces el espacio k{z, w} seŕıa
un H(Q)-módulo simple de dimensión 2, lo que contradice el Lema 4.9.
Aśı K 6= 0. Entonces γi = 0, ∀ i ∈ X y a2

i ·M = 0. Notemos que en este
caso I[ψ] ⊆ K[ψ], para ψ = ρ o µ, y aśı tenemos K[ψ] = I[ψ]⊕ J [ψ]. Como
G-módulos, tenemos

M|G ∼=
⊕
ψ=ρ,µ

M [ψ] =
⊕
ψ=ρ,µ

I[ψ]⊕ J [ψ]⊕ T [ψ],

y esto induce la siguiente descomposición de H(Q)-módulos:

M ∼= J [ρ]⊕ J [µ]⊕ (I[ρ] + T [µ])⊕ (I[µ] + T [ρ]).

Sea ψ = ρ o µ. Si J [ψ] 6= 0, entonces (3.11) se satisface para ψ, y J [ψ]
es una suma de H(Q)-módulos de dimensión 1, por la Proposición 4.4. Sea
{w1, . . . , wk} una base de T [µ]. Entonces {aiw1, . . . , aiwk} es una base de
I[ρ]. En efecto, si z ∈ I[ρ], z = aiw, w ∈ T [µ], existen σ1, . . . , σk ∈ k tal que

w =
∑k

j=1 σjwj y entonces z =
∑k

j=1 σjaiwj . Si, por otro lado, {σj}kj=1 ∈ k
satisface 0 =

∑k
j=1 σjaiwj entonces

∑k
j=1 σjwj ∈ K[µ], y como K ∩ T = 0,

σj = 0∀ j = 1, . . . , k. Aśı I[ρ] + T [µ] =
⊕k

j=1〈wj〉 como H(Q)-módulos. Por

el Lema 4.5, para cada j = 1, . . . , k existen δj , γj ∈ k∗X tales que 〈wj〉 ∼=
M

δj ,γj
µ,ρ . Una afirmación similar se sigue para I[µ] + T [ρ]. Por lo tanto, exis-

ten mρ,mµ, mρ,µ,mµ,ρ ∈ N0, {ξj}
mρ
j=1, {πj}

mµ
j=1, {δj}

mρ,µ
j=1 , {γj}

mρ,µ
j=1 , {σj}

mµ,ρ
j=1 ,

{τj}
mµ,ρ
j=1 ∈ kX tales que

M ∼=
mρ⊕
j=1

S
ξj
ρ ⊕

mµ⊕
j=1

S
πj
ρ ⊕

mρ,µ⊕
j=1

M
δj ,γj
µ,ρ ⊕

mµ,ρ⊕
j=1

M
σj ,τj
µ,ρ ,
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donde mρ (respectivamente mµ) es no nulo sólo si (3.11) se satisface para ρ
(respectivamente. µ), ξj , πj satisfacen (4.3) y (4.4) para ρ, µ respectivamente.
Por otro lado, mρ,µ 6= 0 sólo si (4.10) se satisface para ρ, µ y δj , γj satisface
(4.11). Similarmente para mµ,ρ, σj , τj . �

4.1.3. El caso G = Sn, n ≥ 3.
Recordemos que los ql-datos:

Q−1
n [t] = (Sn,On2 ,−1, ·, ι, {0,Λ,Γ}), n ≥ 4;

Qχn[λ] = (Sn,On2 , χ, ·, ι, {0, 0, λ}), n ≥ 4;

Q−1
3 [λ] = (S3,O3

2,−1, ·, ι, {0, λ});
definen álgebras de Hopf punteadas sobre Sn, para n ∈ N según corresponda,
ver Caṕıtulo 4, [AG2, GG].

Observación 4.11. Notar que los racks On2 , n ≥ 3 son indescomponibles

y que (4.7) es satisfecha por ambos cociclos. En este case, Ĝab = {ε, sgn},
donde ε, respectivamente sgn, denotan las representaciones trivial y signo
respectivamente. En cualquier caso, (4.5) se satisface. Tengamos en cuenta
también que Sn = 〈On2 〉. En este caso, la función ` : G→ Z es bien conocida
y ψ : G → {±1} ⊂ k∗ coincide con la función signo, por (4.7). Más aún,
(4.16) se satisface en todo estos ql-datos.

Proposición 4.12. Sea A = H(Q−1
n [t]) o H(Q−1

3 [λ]). Sea M un A-
módulo tal que M|Sn = M [ε] ⊕ M [sgn], dimM [ε] = p, dimM [sgn] = q.
Entonces

1. M es simple si y sólo si M = Sε o M = Ssgn.
2. M es indescomponible si y sólo si M es simple o p = q = 1. En es-

te último caso, existen dos módulos indescomponibles no isomorfos,
denotados por Mε,sgn y Msgn,ε.

Demostración. Se sigue por las Proposiciones 4.1 y 4.4, y por el Lema
4.9 que Sε y Ssgn son los únicos dos módulos simples. La segunda afirmación
se sigue del Teorema 4.10 y del Lema 4.8. �

Proposición 4.13. Sea n ≥ 4. Sea M un H(Qχn[λ])-módulo tal que
M|Sn = M [ε]⊕M [sgn], con dimM [ε] = p, dimM [ε] = q, p, q ≥ 0. Entonces
M es indescomponible si y sólo si es simple si y sólo si M = Sε o M = Ssgn.

Demostración. La determinación de los módulos simples se sigue de
las Proposiciones 4.1 y 4.4 y del Lema 4.9. Por el Lema 4.8 no existen
extensiones entre los módulos de dimensión 1. Luego, la Proposición se sigue
del Teorema 4.10. �

4.2. Módulos simples sobre bosonizaciones

Sea G un grupo finito. Sea X un rack, q un 2-cociclo y asumamos que
existe una realización de YD de (X, q) sobre G. Denotamos por B(X, q) al
álgebra de Nichols correspondiente.

Consideremos la bosonización A = B(X, q)]kG. En lo que sigue asumi-
remos que B(X, q), y aśı A, es de dimensión finita.
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Proposición 4.14. Los módulos simples para A están en correspon-

dencia biyectiva con los módulos simples sobre G: dada ρ ∈ Ĝ, Sρ es el
A-módulo tal que

Sρ ∼= Wρ como G-módulos, y aiSρ = 0, ∀ i ∈ X.

Esta correspondencia preserva productos tensoriales y duales.

Demostración. Con la acción definida arriba, es claro que para cada

ρ ∈ Ĝ, Sρ es un A-módulo. Si B(X, q)+ denota el ideal maximal graduado
de B(X, q), entonces el radical de Jacobson J = J(A) está dado por J =
B(X, q)+]kG. En efecto J es un ideal nilpotente maximal (ya que A es
graduada y de dimensión finita) y A/J ∼= kG es semisimple. Esto también

muestra que la lista {Sρ : ρ ∈ Ĝ} es una lista exhaustiva de B(X, q)-módulos,
que son claramente no isomorfos dos a dos. La última afirmación se sigue ya
que ai (Sρ ⊗ Sµ) = 0 y S(ai) = −H−1

gi ai. �

4.3. Cubiertas proyectivas de módulos sobre levantamientos
cuadráticos

Fijemos G un grupo finito y H un álgebra de Hopf punteada sobre G.
Sea {ei}Ni=1 un conjunto completo de idempotentes ortogonales primitivos
para G y sea Ij = Hej , para 1 ≤ j ≤ N .

Lema 4.15. Ij = IndHkG kGej. En particular, si kGej ∼= kGeh como
G-módulos, entonces Ij ∼= Ih como H-módulos.

Más aún, H ∼=
⊕

ρ∈Ĝ I
dim ρ
ρ como H-módulos, donde Iρ = IndHkGWρ, y

aśı Iρ es un H-módulo proyectivo.

Demostración. Sea ψ : IndHkG kGej → H la composición del isomor-
fismo canónico H ⊗kG kG→ H con la inclusión H ⊗kG kGej → H ⊗kG kG.

Se sigue que Im ψ = Ij . Entonces Ij ∼= IndHkG kGej y Ij no depende del
idempotente ej sino el módulo simple Wρ = kGej . Por lo tanto, como

kG = ⊕Ni=1kGei, tenemos que H ∼=
⊕

ρ∈Ĝ I
dim ρ
ρ . �

Sea {Hn}n∈N la filtración corradical de H, ver 1.22 en la página 8,

grnH = Hn/Hn−1, grH = ⊕n≥0 grnH.

Sea R ∈ G
GYD tal que grH ∼= R]kG. Sea πn : Hn → grnH la proyección

canónica. Como cada Hn es ad(G)-estable, se sigue que πn es un morfismo de
G-módulos. Por ende existe una sección grnH → Hn y Hn

∼= grnH ⊕Hn−1

como G-módulos. Por un argumento inductivo tenemos que

Hn
∼= grnH ⊕ grn−1H ⊕ · · · ⊕ gr0H.

Y aśı se sigue que H ∼= grH como G-módulos. Más aún, se sigue que, si
consideramos la acción adjunta en kG, grH ∼= R⊗kG como G-módulos, v́ıa
la acción diagonal. Aśı, H ∼= R⊗ kG como G-módulos.

Proposición 4.16. Sea grH = R]kG.

1. Iε ∼= R como G-módulos.
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2. Asumamos que existe un H-módulo simple M tal que M|kG es un
G-módulo simple Wρ. Entonces P (M) es un sumando directo de Iρ.
En particular, si Iρ es indescomponible, entonces Iρ ∼= P (M).

3. Si H = R]kG, Iρ es la cubierta proyectiva de Sρ, ver Proposición
4.14.

Demostración. Sea Wε el G-módulo trivial. Como Iε = IndHkGWε y
H ∼= R⊗ kG, tenemos

(Iε)|G ∼= ((R⊗ kG)⊗kGWε)|G ∼= R|G.

Y aśı se sigue el primer ı́tem. Sea ahora M un H-módulo tal que M|kG = Wρ.
Si (P (M), f) es la cubierta proyectiva de M , tenemos el diagrama conmu-
tativo:

Iρ

π
����

τ

wwo o o o o o o

P (M)
f // // M

donde π : Iρ → M es la factorización de la acción · : H ⊗M → M a través
de H ⊗M � Iρ = H ⊗kGWρ. Como f(τ(Iρ)) = π(Iρ) = M y f es esencial,
tenemos un epimorfismo Iρ � P (M) y P (M) es un sumando directo de Iρ.
Aśı Iρ ∼= P (M), si Iρ es indescomponible.

Finalmente, asumamos que H = R]kG. Si P (Sρ) es la cubierta proyec-
tiva de Sρ, debemos tener dimP (Sρ) ≤ dim Iρ = dimR dimWρ. Pero vemos
que esto es en efecto un igualdad de las fórmulas:

dimH = dimR
∑
ρ∈Ĝ

dimW 2
ρ =

∑
ρ∈Ĝ

(dimR dimWρ) dimWρ,

dimH =
∑
ρ∈Ĝ

dimP (Sρ) dimSρ =
∑
ρ∈Ĝ

dimP (Sρ) dimWρ.

�

4.4. Representaciones de álgebras de Hopf punteadas sobre S3

En esta Sección investigamos la representaciones de las álgebras de Hopf
punteadas de dimensión finita sobre S3. Describiremos las álgebras Aλ,
λ ∈ k. Estas álgebras fueron introducidas en [AG2]. Expĺıcitamente, están
generadas por elementos Ht, ai, t, i ∈ O3

2; con relaciones

HtHsHt = HsHtHs, H
2
t = 1, s 6= t ∈ O3

2;

Htai = −atσiHt, t, i ∈ O3
2;

a2
12 = 0,

a12a23 + a23a13 + a13a12 = λ(1−H12H23).

Aλ es un álgebra de Hopf de dimensión 72. Si H es un álgebra de Hopf
punteada de dimensión finita con G(H) ∼= S3, entonces ya H ∼= kS3, H ∼= A0

o H ∼= A1 [AHS, Theorem 4.5], junto con [MS, AG, AZ].
Determinaremos todos los módulos simples sobre A0 y A1, junto con sus

cubiertas proyectivas y sus reglas de fusión. Mostraremos también que estas
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álgebras no son de tipo de representación finito y clasificaremos sus módulos
indescomponibles que satisfacen ciertas restricciones.

Observación 4.17. Notemos que para describir a un Aλ-módulo so-
portado en un G-módulo dado, basta describir la acción de a12, ya que
a13, a23 ∈ ad(G)(a12).

4.4.1. Teoŕıa de representaciones de A0.

Proposición 4.18. Existen exactamente tres A0-módulos simples. Éstos
son las extensiones Sε, Ssgn y Sst de los kS3-módulos simples.

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.14. �

4.4.1.1. Algunos A0-módulos indescomponibles.
Fijemos los kS3-módulos k{x} = Wε, k{y} = Wsgn, k{v, w} = Wst.

Lema 4.19. Existen exactamente cuatro A0-módulos indescomponibles
no simples no isomorfos de dimensión 3:

Mst,ε = k{x, v, w}, con a12 · v = x, a12 · x = 0;(i)

Mst,sgn = k{y, v, w}, con a12 · v = y, a12 · y = 0;(ii)

Mε,st = k{x, v, w}, con a12 · x = v − w, a12 · v = 0;(iii)

Msgn,st = k{y, v, w}, con a12 · y = v + w, a12 · v = 0.(iv)

En particular,

dim Ext1
A0

(Sst, Sσ) = dim Ext1
A0

(Sσ, Sst) = 1, σ ∈ {ε, sgn}.

Demostración. Por la Proposición 4.12, sabemos que tal A0-módulo
M debe contener una copia deWst. AśıM|S3

∼= Wε⊕Wst oM|S3
∼= Wsgn⊕Wst.

El lema se sigue ahora por una cuenta directa. �

Proposición 4.20. Los módulos indescomponibles no isomorfos que son
extensiones de Sst por śı mismo están indexados por P1

k. En particular, se

sigue que dim Ext1
A0

(Sst, Sst) = 1.

Demostración. Si {v1, v2, w1, w2} es una base de un tal módulo, y
tenemos que {v2, w2}|S3

= Wst, {v1, w1} ∼= Mst, entonces una condición
necesaria es que a12v2 = av1 + bw1, a 6= 0 o b 6= 0. Es fácil ver que esta
fórmula define de hecho A0-módulo indescomponible M(a,b) para cada (a, b)
y que dos de estos módulos, M(a,b) y M(a′,b′), son isomorfos si y sólo si ∃ γ 6= 0
tal que (a, b) = γ(a′, b′). �

4.4.1.2. Tipo de representación de A0.

Proposición 4.21. A0 es de tipo de representación salvaje.

Demostración. De los Lemas 4.8 y 4.19 junto con la Proposición 4.20,
vemos que el Ext-Carcaj de A0 es

•1 ++

��

•3kk

ww

hh

•2

XX 77
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donde hemos ordenado los módulos simples como: {Sε, Ssgn, Sst} = {1, 2, 3}.
Aśı, el diagrama de separación de A0 es

•1 •2′ •3

•3′

nnnnnnnnnnnnnnnn
•2 •1′

lo que implica que A0 es salvaje. �

4.4.2. Teoŕıa de representaciones de A1.
Investigamos ahora los módulos simples de A1, sus reglas de fusión y

cubiertas proyectivas, y también el tipo de representación de este álgebra.
4.4.2.1. Módulos que son suma de representaciones de dimensión 2.

Nos concentramos primero en aquellos módulos sobre A1 que son sumas de
representaciones estándar de kS3.

Lema 4.22. Sea Mst = k{v, w}. Entonces, las siguientes fórmulas defi-
nen cuatro A1-módulos no isomorfos soportados en Mst:

a12v = i(v − w), a12w = i(v − w);(i)

a12v = −i(v − w), a12w = −i(v − w);(ii)

a12v =
i

3
(v + w), a12w = − i

3
(v + w);(iii)

a12v = − i

3
(v + w), a12w =

i

3
(v + w).(iv)

Los denotaremos por Sst(i), Sst(−i), Sst(
i
3), Sst(− i

3), respectivamente. Son
todos módulos simples.

Demostración. Inmediata. �

Proposición 4.23. Sea p ∈ N y sea M un A1-módulo tal que M =
M [st], dimM = 2p. Entonces M es completamente reducible.

M es simple si y sólo si p = 1. En este caso, es isomorfo a uno de los
módulos Sst(i), Sst(−i), Sst(

i
3), Sst(− i

3).

Demostración. Sean {vi, wi}pi=1 copias de la base canónica de Wst

tal que {vi, wi}pi=1 es una base lineal de M . Sea v = (v1, . . . , vp), w =
(w1, . . . , wp). Ahora, deben existir matrices α, β ∈ kp×p tales que a12 · v =
αv+βw y aśı a12 ·w = −βv−αw, actuando con H12. Actuando con el resto
de los elementos Ht obtenemos:

a13 · v = −(α+ β)v + 2(α+ β)w, a13 · w = −βv + (α+ β)w,

a23 · v = −(α+ β)v + βw a23 · w = −2(α+ β)v + (α+ β)w.

Ahora,

0 = a2
12v = αa12 · v + βa12 · w = (α2 − β2)v + (αβ − βα)w,

y esto implica que α2 = β2, αβ = βα. Luego,

(a12a13 + a13a23 + a23a12) · v = (−5α2 − 4αβ)(v + w),

mientras (1−H12H13) · v = v + w,

y aśı −5α2 − 4αβ = id.
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Ahora, tenemos que, en particular, −5α − 4β = α−1 y por lo tanto
β = −5

4α−
1
4α
−1. Aśı,

α2 = β2 =
1

16
(5α+ α−1)2 =

1

16
(25α2 + α−2 + 10 id),

de donde se sigue (α2)−1 = −9α2 − 10 id y id = −9α4 − 10α2, lo que es
equivalente a

(4.23) (α2 +
5

9
id)2 =

16

81
id .

Esto nos da, en particular, que si θ ∈ k es un autovalor de α, entonces
θ ∈ L(α) := {±i,± i

3}. Ahora, sea α ∈ kp×p una matriz que satisface (4.23).
Un simple análisis de las posibles formas de Jordan J(α) de α da J(α) =
diag(θ1, . . . , θp), para algún θi ∈ L(α), i = 1, . . . , p. Si p > 1, obtenemos que
existe una base de M en la cual α (y consecuentemente β) es una matriz
diagonal, y por lo tanto M es completamente reducible.

Por otro lado, si p = 1, α ∈ {±i,± i
3} y β = ±α dan las estructuras de

módulo definidas en el Lema 4.22. �

4.4.2.2. Clasificación de módulos simples sobre A1. Ahora, presenta-
mos la clasificación de todo los A1-módulos simples.

Teorema 4.24. Sea M un A1-módulo simple. Entonces M es isomorfo
a uno y sólo uno de los siguientes:

Sε;
Ssgn;

Sst(i), Sst(−i), Sst(
i
3) o Sst(− i

3).

Demostración. Sabemos que los módulos listados son simples. En vis-
ta de las Proposiciones 4.12 y 4.23, nos resta analizar el caso en que

M|S3
= M [ε]⊕M [sgn]⊕M [st],

con dimM [ε] = n, dimM [sgn] = m, dimM [st] = p, n + m, p > 0. Sea
{x1, . . . , xn, y1, . . . , ym, v1, . . . , vp} una base de M tal que

k{xi} ∼= Wε, i = 1, . . . , n,

k{yj} ∼= Wsgn, j = 1, . . . ,m,

k{vk, wk} ∼= Wst, k = 1, . . . , p.

Usando la acción de H12, vemos que existen matrices α ∈ kn×m, β ∈ kn×p,
γ ∈ km×n, η ∈ km×p, a ∈ kp×n, b ∈ kp×m y c y d ambas en kp×p, tales que,
si x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , ym), v = (v1, . . . , vp), w = (w1, . . . , wp), la
acción de a12 está determinada por las siguientes ecuaciones:

a12 · x = αy + β(v − w), a12 · y = γx+ η(v + w)

a12 · v = ax+ by + cv + dw, a12 · w = −ax+ by − dv − cw.
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Deducimos como en la Proposición 4.23 la acción de cada aσ:

a13 · x = αy − βv, a13 · v = −2ax− (c+ d)v + 2(c+ d)w,

a13 · y = γx+ η(v − 2w) a13 · w = −ax− by − dv + (c+ d)w,

a23 · x = αy + βw, a23 · v = ax− by − (c+ d)v + dw,

a23 · y = γx+ η(w − 2v), a23 · w = 2ax− 2(c+ d)v + (c+ d)w.

Recordemos que basta encontrar un subespacio estable bajo la acción de a12

y los elementos Ht, por la Observación 4.17. Ahora,

0 = a2
12x = (αγ + 2βa)x+ (αη + β(c+ d))(v + w);

0 = a2
12y = (γα+ 2ηb)y + (γβ + η(c− d))(v − w);

0 = a2
12v = (bγ + (c− d)a)x+ (aα+ (c+ d)b)y

+ (aβ + bη + c2 − d2)v + (−aβ + bη + cd− dc)w;

0 = (a12a13 + a13a23 + a23a12) · x = (3αγ − 3βa)x− 3βby;

0 = (a12a13 + a13a23 + a23a12) · y = 9ηax+ 3(γα− ηb)y;

v + w = (a12a13 + a13a23 + a23a12) · v
= (−3aβ − 3bη − c2 − 4d2 − 2dc− 2cd)v

+ (3aβ + 3bη − 4c2 − d2 − 2dc− 2cd)w.

Entonces tenemos las siguientes igualdades:

(4.24)



0 = γα = αγ = βa = βb = ηa = ηb,

β(c+ d) + αη = 0 = η(c− d) + γβ,

bγ + (c− d)a = 0 = aα+ (c+ d)b,

d2 − c2 = aβ + bη, cd− dc = aβ − bη
3aβ + 3bη = −c2 − 4d2 − 2dc− 2cd− id

3aβ + 3bη = 4c2 + d2 + 2dc+ 2cd+ id .

De las últimas dos ecuaciones:

c2 − d2 = 2(aβ + bη), 5(c2 + d2) + 4(dc+ cd) = −2 id,

y aśı aβ + bη = 0, c2 = d2. Notar que la matriz de a12 en la base elegida es:

[a12] =


0 tγ ta − ta
tα 0 tb tb
tβ tη tc − td
− tβ tη td − tc

 .

Ahora hacemos la siguiente

Afirmación 4.4.1. Si α o γ tienen una fila nula, entonces M no es
simple.

En efecto, asumamos que (α11, . . . , α1n) = 0. Tenemos

a12 · x1 =
∑
j

β1j(vj − wj),
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si esto es cero, entonces 〈x1〉 ∼= Sε ⊂M y M no es simple. Si no, sea

v̄1 =
∑
j

β1jvj , w̄1 =
∑
j

β1jwj .

Aśı, a12 · x1 = v̄1 − w̄1 y como 0 = a2
12x1 tenemos que a12v̄1 = a12w̄1. Pero,

más aún, también tenemos que

a12v̄1 =
∑
i

(βa)1ixi +
∑
k

(β(c+ d))1k(vk + wk) = 0,

ya que βa = 0 y (β(c+d))1k = −(αη)1k = −
∑

l α1lηlk = 0. Entonces v̄1 = 0,
Sε ⊂M y M no es simple.

La afirmación cuando una fila de γ es cero se sigue análogamente, o
simplemente tensoreando con la representación Ssgn, ya que intercambia los
roles de α y γ.

Entonces vemos que, para que M sea simple, necesariamente debemos
tener tα, tγ inyectivas. Pero 0 = t(αγ) = tγ tα ⇒ α = 0. Aśı M no puede
ser simple si n,m > 0. Por lo tanto, nos quedan los casos (equivalentes, v́ıa
tensorear con Ssgn)

M|S3
= M [ε]⊕M [st], con dimM [ε] = n, dimM [st] = p, n, p > 0;

M|S3
= M [sgn]⊕M [st], con dimM [sgn] = m, dimM [st] = p, m, p > 0.

Asumamos que estamos en el primer caso. Aśı, las ecuaciones de arriba
devienen en:

(4.25)

{
aβ = βa = 0, β(c+ d) = 0, (c− d)a = 0,

d2 = c2, cd = dc, c(−5c− 4d) = id .

Ahora, en particular, si tβ es inyectiva, tenemos ta = 0 y aśı A1 ·M [st]  
M [st]. Pero si tβ no es inyectiva, podemos encontrar una combinación lineal
no trivial x de los elementos {xi}ni=1 que haŕıan de Sε = 〈x〉 un A1-submódu-
lo de M . �

4.4.2.3. Algunos A1-módulos indescomponibles.
Empezamos estudiando módulos indescomponibles 3-dimensionales. Co-

mo dicho en el Lema 4.19, se sigue que para un tal módulo M , se satisface
ya que M|S3

∼= Wε ⊕Wst o que M|S3
∼= Wsgn ⊕Wst. Tomemos x, y, v, w tales

que 〈x〉|S3
= Wε, 〈y〉|S3

= Wsgn, 〈v, w〉|S3
= Wst.

Lema 4.25. Existen exactamente ocho A1-módulos indescomponibles no
simples, no isomorfos de dimensión 3:

Mst,ε[±
i

3
] = k{x, v, w}, a12 · v = ± i

3
(v + w) + x, a12 · x = 0;(i)

Mst,sgn[±i] = k{y, v, w}, a12 · v = ±i(v − w) + y, a12 · y = 0;(ii)

Mε,st[±i] = k{x, v, w}, a12 · v = ±i(v − w), a12 · x = v − w;(iii)

Msgn,st[±
i

3
] = k{y, v, w}, a12 · v = ± i

3
(v + w), a12 · y = v + w.(iv)

Demostración. Es inmediato chequear que los objetos listados con en
efecto A1-módulos y que no son isomorfos entre śı. Ahora, asumamos que
M|S3

= Wε ⊕Wst, siendo el otro caso análogo.. Si M no es simple, entonces
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existe N ⊂M y necesariamente N|S3
= Wst o N|S3

= Wε. Entonces, el lema
se sigue especializando las ecuaciones en (4.24) a este caso. �

Proposición 4.26. Sea M un A1-módulo indescomponible no simple
tal que M|S3

= M [ε] ⊕M [st], con dimM [ε] = p, dimM [st] = q o M|S3
=

M [sgn]⊕M [st], con dimM [sgn] = p, dimM [st] = q para p, q > 0. Entonces
p = q = 1 y M es isomorfo a uno y sólo uno de los módulos definidos en el
Lema 4.25.

Demostración. Vemos el caso M|S3
= M [ε]⊕M [st], con dimM [ε] = p,

dimM [st] = q, p, q ≥ 1, ya que el otro se sigue de esto tensoreando con
Ssgn. Sean a, β, c, d como en la prueba del Teorema 4.24. Recordemos que
satisfacen el sistema de ecuaciones (4.25). Las últimas tres condiciones se ese
sistema implican, como en la prueba de la Proposición 4.23, que c, d puede
ser elegidos como

c =

(
δ 0
0 δ′

)
, d =

(
−δ 0
0 δ′

)
,

para δ ∈ kq1×q1 , δ′ ∈ kq2×q2 matrices diagonales con autovalores en {±i} y

{± i

3
}, respectivamente, q1 + q2 = q. Consecuentemente,

β =

(
β1 0
β2 0

)
, a =

(
0 0
a1 a2

)
, con a1β1 + a2β2 = 0,

a12 =


0 0 0 ta1 0 − ta1

0 0 0 ta2 0 − ta2
tβ1

tβ2 δ 0 δ 0
0 0 0 δ′ 0 −δ′
− tβ1 − tβ2 −δ 0 −δ 0

0 0 0 δ′ 0 −δ′

 .

Asumamos que q2 > 0. En este caso, ã =
(
ta1
ta2

)
debe ser inyectiva. De lo

contrario, podemos cambiar los elementos {vq1+1, . . . , vq, wq1+1, . . . , wq} de
manera tal que, para algunos q1 + 1 ≤ r < q, las últimas q − r columnas de
ã son nulas y en ese caso

M = 〈vq1−r+1, . . . , vq〉 ⊕ 〈xi, vj : i = 1, . . . , p; j = 1, . . . , q − r〉.
Aśı ã es inyectiva. Cambiemos la base {xi : i = 1, . . . , p} de forma tal que

a12 · vq1+i = xi +
i

3
(vq1+i + wq1+i), i = 1, . . . , q2.

Notemos que, como a12(vq1+i + wq1+i) = 0 para cada i y a2
12 = 0, entonces

a12 · xi = 0, i = 1, . . . , q2. Pero entonces

M =

q2⊕
i=1

〈xi, vq1+i〉 ⊕ 〈xq2+1, . . . , xp, v1, . . . , vq1〉.

Por lo tanto, si q2 > 0 y M es indescomponible, entonces q1 = 0, p = q2 = 1,
y esto no da los módulos del primer ı́tem del Lema 4.25.

Análogamente, si q1 > 0, β̃ = ( tβ1
tβ2 ) debe ser inyectiva, y q2 = 0. Si

v1, . . . , vp se eligen de modo que a12 · xi = vi − wi, i = 1, . . . , p, entonces
M =

⊕p
i=1〈xi, vi〉 ⊕

⊕q1
i=p+1〈vi〉 y por lo tanto p = q1 = 1, lo que nos da
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los módulos en el tercer ı́tem del lema. Los módulos en lo otros dos ı́tems se
siguen de éstos tensoreando con Ssgn. �

4.4.2.4. Producto tensorial de A1-módulos simples. Aqúı calcularemos
el producto tensorial de dos A1-módulos simples dados, y mostraremos que
resulta ser nuevamente un módulo indescomponible.

Primero, listamos todos los A1-módulos indescomponibles de dimensión
4. Notemos que si M es un tal módulo indescomponible, entonces necesaria-
mente tenemos M|S3

= Wε ⊕Wsgn ⊕Wst, por las Proposiciones 4.23 y 4.26.
En la base canónica, la matriz de a12 está dada por

[a12] =


0 γ a −a
α 0 b b
β η c −d
−β η d −c

 ,

para algunos α, γ, a, b ∈ k y c = d = ± i
3 o c = −d = i. Para cada c = θ ∈

{±i,± i
3} y para cada colección (α, β, γ, η, a, b) que define una representación,

denotamos por M(α, β, γ, η, a, b)[θ] al módulo correspondiente.

Proposición 4.27.

Sea θ = ± i
3 . Hay exactamente cuatro módulos indescomponibles no

isomorfos M(α, β, γ, η, a, b)[± i
3 ]. Están definidos para las siguientes

colecciones (α, β, γ, η, a, b):

1. (0, 0, 1, 0, 1, 0),

2. (0, 0, 1, 1, 0, 0),

3. (1, 0, 0, 0,∓2i
3 , 1),

4. (1, 1, 0,∓2i
3 , 0, 0).

Sea θ = ±i. Hay exactamente cuatro módulos indescomponibles no
isomorfos M(α, β, γ, η, a, b)[±i]. Están definidos para (α, β, γ, η, a, b)
en la siguiente lista:

1. (1, 0, 0, 0, 0, 1),

2. (1, 1, 0, 0, 0, 0),
3. (0,∓2i, 1, 1, 0, 0),

4. (0, 0, 1, 0, 1,∓2i).

La prueba que sigue es esencialmente la interpretación de las ecuaciones
(4.24) en este caso.

Demostración. Tenemos las siguientes identidades

(4.26) αγ = γα = 0, βa = βb = ηa = ηb = 0.

Asumamos que c = d = ± i
3 , entonces a las ecuaciones listadas arriba debe-

mos añadir:

0 = 2βc+ αη = aα+ 2cb, 0 = γβ = bγ.
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Calculamos las soluciones. Notemos que α = 0⇒ β = 0⇒ b = 0⇒ ηa = 0.
Entonces de acuerdo a si η = 0 o a = 0 tenemos:

a12 · x = 0,

a12 · y = γx,

a12 · v = ax+ c(v + w)

o


a12 · x = 0,

a12 · y = γx+ η(v + w),

a12 · v = c(v + w).

Notemos que, en cualquier caso, no podemos tener γ = 0, o el módulo seŕıa
descomponible. Aśı, podemos asumir que γ = 1, cambiando y por 1

γ y. Por

la misma razón, no podemos tener a = η = 0. En el primer caso, podemos
tomar a = 1, cambiando v por 1

av y en el segundo, cambiando v por ηv
podemos tomar η = 1.

Por otro lado, γ = 0⇒ α 6= 0; y , de acuerdo a si β = 0 o β 6= 0,

β = 0⇒


a12 · x = αy,

a12 · y = 0

a12 · v = ax+ by + c(v + w), para a = −2cbα−1

β 6= 0⇒


a12 · x = αy + β(v − w),

a12 · y = η(v + w),

a12 · v = c(v + w), para η = −2βcα−1.

En el primer caso podemos asumir α = b = 1, y aśı a = −2c y, en el segundo,
α = β = 1, y aśı η = −2c.

Asumamos que ahora c = −d = ±i, entonces a las identidades (4.26)
que teńıamos debemos sumar:{

0 = 2bγ + 2ca = γβ + 2cη

0 = aα = αη.

Encontramos las soluciones:

(i)


a12 · x = αy,

a12 · y = 0,

a12 · v = by + c(v − w).

(ii)


a12 · x = αy + β(v − w),

a12 · y = 0,

a12 · v = c(v − w).

(iii)


a12 · x = β(v − w),

a12 · y = γx+ η(v + w),

a12 · v = c(v − w),

β = −2ηcγ−1.

(iv)


a12 · x = 0,

a12 · y = γx,

a12 · v = ax+ by + c(v − w),

b = −2caγ−1.

Por lo tanto, cambiando convenientemente la base en cada caso (por un
múltiplo escalar de sus componentes), tenemos los cuatro módulos del se-
gundo ı́tem. �

Sea sgn : iR→ {±1}, sgn(it) = sgn(t).

Proposición 4.28. Tenemos los siguientes isomorfismos:

1. Sε ⊗ S ∼= S ∼= S ⊗ Sε para A1-módulo simple S;
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2. Ssgn ⊗ Sst(θ) ∼= Sst(ϑ), para θ, ϑ ∈ {±i,± i
3} con sgn(θ) = sgn(ϑ),

|θ| 6= |ϑ|;
3. Sst(θ)⊗ Ssgn

∼= Sst(ϑ), para θ, ϑ ∈ {±i,± i
3} con sgn(θ) = − sgn(ϑ),

|θ| 6= |ϑ|.
4. Sst(i)⊗ Sst(i) ∼= Sst(− i

3)⊗ Sst(
i
3) ∼= M(0, 2i, 1, 1, 0, 0)[−i],

Sst(i)⊗ Sst(−i) ∼= Sst(− i
3)⊗ Sst(− i

3) ∼= M(1, 0, 0, 0,−2 i
3 , 1)[ i

3 ],

Sst(i)⊗ Sst(
i
3) ∼= Sst(− i

3)⊗ Sst(i) ∼= M(0, 0, 1, 0, 1, 2i)[−i],

Sst(i)⊗ Sst(− i
3) ∼= Sst(− i

3)⊗ Sst(−i) ∼= M(1, 1, 0,−2 i
3 , 0, 0)[ i

3 ],

Sst(−i)⊗ Sst(i) ∼= Sst(
i
3)⊗ Sst(

i
3) ∼= M(1, 0, 0, 0, 2 i

3 , 1)[− i
3 ],

Sst(−i)⊗ Sst(−i) ∼= Sst(
i
3)⊗ Sst(− i

3) ∼= M(0,−2i, 1, 1, 0, 0)[i],

Sst(−i)⊗ Sst(
i
3) ∼= Sst(

i
3)⊗ Sst(i) ∼= M(1, 1, 0, 2 i

3 , 0, 0)[− i
3 ],

Sst(−i)⊗ Sst(− i
3) ∼= Sst(

i
3)⊗ Sst(−i) ∼= M(0, 0, 1, 0, 1,−2i)[i].

Demostración. Ítem (i) es inmediato.
Vemos el ı́tem (ii): sea θ ∈ {±i,± i

3}, Ssgn = k{z}; Sst(θ) = k{v, w},
a12 · v = cv + dw. Entonces (Ssgn ⊗ Sst)|S3

= Wst con la base canónica dada
por

u = z ⊗ v − 2z ⊗ w, t = 2z ⊗ v − z ⊗ w,

y entonces

a12u =
5c+ 4d

3
u− 4c+ 5d

3
t.

Aśı, la afirmación se sigue de acuerdo a si c = ±i o c = ± i
3 .

El ı́tem (iii) se sigue de manera análoga: en este caso

u = v ⊗ z − 2w ⊗ z y a12u = −5c+ 4d

3
u+

4c+ 5d

3
t.

Ahora, tenemos que calcular Sst(θ) ⊗ Sst(ϑ), para θ, ϑ ∈ {±i,± i
3}. Sea

Sst(θ) = k{v, w}, Sst(ϑ) = k{v′, w′}, a = v ⊗ v′, b = v ⊗ w′, c = w ⊗ v′, d =
w ⊗ w′. Primero,

Wst ⊗Wst
∼= Wε ⊕Wsgn ⊕Wst = k{x} ⊕ k{y} ⊕ k{v, w},

para x = 2a− b− c+ 2d, y = b− c, v = a− b− c, w = d− b− c. Ahora, si
a12 · v = αv + βw y a12 · v′ = α′v′ + β′w′, entonces

a12 · a = αa+ (β + α′)c+ β′d, a12 · b = αb− β′c+ (β − α′)d,
a12 · c = (α′ − β)a+ β′b− αc, a12 · d = −β′a− (α′ + β)b− αd;
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y aśı

a12 · x = (−α− 2β − 2α′ − β′)y + (2α+ β − α′ − 2β′)(v − w),

a12 · y =
1

3
(α+ 2β − 2α′ − β′)x+ (−2α− β + α′ + 2β′)(v + w),

a12 · v =
1

6
(2α+ β + α′ + 2β′)x+

1

2
(−2α− β − α′ − 2β′)y

+
1

3
(α+ 2β − 4α′ − 2β′)v +

1

3
(−2α− 4β + 2α′ + β′)w.

Para cada θ, ϑ ∈ {±i± i
3}, obtenemos las identidades en el ı́tem (iv) inser-

tando los correspondientes valores de α, α′, β, β′. �

Corolario 4.29. A1 no es cuasitriangular.

Demostración. Si H es un álgebra de Hopf cuasitriangular y M,N
son H-módulos, entonces M ⊗ N ∼= N ⊗M como H-módulos. Vemos que
esto no se satisface para A1 de, por ejemplo, el segundo y tercer ı́tem de la
Proposición 4.28. �

4.4.2.5. Cubiertas proyectivas. Recordemos que una base lineal para
A1 está dada por el conjunto: S = {xHt |x ∈ X, t ∈ S3} [AG], donde

X = {1, a12, a13, a23, a12a13, a12a23, a13a23, a13a12,

a12a13a23, a12a13a12, a13a12a23, a12a13a12a23}.

Proposición 4.30. Iχ es la cubierta proyectiva de Sχ, χ ∈ {ε, sgn}.

Demostración. En vista de la Proposición 4.16, sólo tenemos que ver
que Iχ es indescomponible. Trabajamos con χ = ε, siendo el otro caso análo-
go, o se sigue de tensorear con Ssgn. Sea eε =

∑
t∈S3

Ht ∈ A1, entonces es
claro que {xeε |x ∈ X} es una base de Iε. Más aún, si cambiamos esta base
por la siguiente:

{eε} ∪ {(a12a13a12a23 − a12a23)eε} ∪ {(a12 + a13 + a23)eε}
∪ {(a12a13a12 − a12a13a23 − a13a12a23 − a13 − 2a12)eε}
∪ {(a12 − 2a13 + a23)eε, (2a23 − a12 − a13)eε}
∪ {(a13a23 − a13a12)eε, (a12a13 − a12a23 + a13a23 − a13a12)eε}
∪ {(a12a13 + a12a23 + a13a12)eε, (−a12a13 + a13a23 − a13a12)eε}
∪ {(a12a13a12 + 2a12a13a23 − a13a12a23 + a12 − a13)eε,

(2a12a13a12 + a12a13a23 + a13a12a23 − a12 + a13)eε}
entonces podemos ver que

(Iε)|S3
∼= Wε ⊕Wε ⊕Wsgn ⊕Wsgn ⊕Wst ⊕Wst ⊕Wst ⊕Wst.

Ahora trabajamos con la acción de a12. Notemos que en la primera base, la
matriz de a12 es

E2,1 + E5,3 + E6,4 + E10,7 + E9,8 + E12,11,

donde Ei,j es la matriz cuyas entradas son cero excepto para (i, j)-ésima,
que es un 1. Es posible cambiar la base de manera tal que la descomposición
en S3-módulos simples se preserve y la matriz de a12 deviene en:
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[a12] =



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 −1 1 −1 1 −1 1 −1 1
1
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −2i −2i 2i 2i 0 0 0 0
− 1

12 0 0 0 i i 0 0 0 0 0 0
1
12 0 0 0 −i −i 0 0 0 0 0 0
− 1

12 0 0 0 0 0 −i −i 0 0 0 0
1
12 0 0 0 0 0 i i 0 0 0 0
1
12 0 − i

6 0 0 0 0 0 i
3 − i

3 0 0
− 1

12 0 − i
6 0 0 0 0 0 i

3 − i
3 0 0

1
12 0 i

6 0 0 0 0 0 0 0 − i
3

i
3

− 1
12 0 i

6 0 0 0 0 0 0 0 − i
3

i
3



.

Sea {x1, x2, y1, y2, v1, w1, v2, w2, v3, w3, v4, w4} esta nueva base. Asuma-
mos que Iε = U1 ⊕ U2, para U1, U2 A1-submódulos. Aśı, existe i = 1, 2,
λ 6= 0, µ ∈ k tal que x = λx1 + µx2 ∈ Ui. Actuando con a12 tenemos que
y1, v1 + v2 − v3 − v4 ∈ Ui. Como y1 ∈ Ui, actuando nuevamente con a12

tenemos que también v3 − v4 ∈ Ui y aśı v3 + v4 ∈ Ui (nuevamente por la
acción de a12). Por lo tanto v3, v4 ∈ Ui y luego x2, y2, x1, v1 + v2 ∈ Ui. Pero
entonces v1 − v2 ∈ Ui y aśı Ui = Iε. �

Nos resta encontrar las cubiertas proyectivas Pst(θ) de los A1-módulos
de dimensión 2 Sst(±θ), θ ∈ {i, i

3}. Como estos módulos son

Sst(i), Sst(i)⊗ Ssgn, Ssgn ⊗ Sst(i), y Ssgn ⊗ Sst(i)⊗ Ssgn,

ver Proposición 4.28, y Pst(θ) ∼= A1est(θ), tendrán todas las mismas dimen-
sión. Más aún, necesariamente tendremos dimPst(θ) = 6, ∀ θ, por (1.1).

Proposición 4.31. Sea P el kS3-módulo con base {x, y, u, t, v, w}, don-
de k{x} = Wε, k{y} = Wsgn, k{u, t} ∼= k{v, w} = Wst. Entonces P es un
A1-módulo v́ıa

k{x, y, u, t} ∼= M(0, 2i, 1, 1, 0, 0)[−i], a12 · v = x− 2iy + u+ t+ i(v − w).

Más aún P = Pst(i) es la cubierta proyectiva del módulo simple Sst(i).

Como consecuencia, tenemos Pst(− i
3) = Pst(i) ⊗ Ssgn, Pst(

i
3) = Ssgn ⊗

Pst(i) y Pst(−i) = Ssgn ⊗ Pst(i)⊗ Ssgn.

Demostración. La matriz de a12 en la base dada es

[a12] =


0 1 0 0 1 −1
0 0 0 0 −2i −2i
2i 1 −i −i 1 −1
−2i 1 i i 1 −1
0 0 0 0 i i
0 0 0 0 −i −i

 .
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Vı́a la acción de H13, H23 definimos las matrices de a13, a23 y entonces es
fácil ver que

[H12][a12] = −[a12][H12],

[a12]2 = 0

[a12][a13] + [a13][a23] + [a23][a12] = id6×6−[H12][H12],

y aśı P es un A1-módulo.
Ahora, es claro que U = k{x, y, u, t} es un A1-submódulo y que la pro-

yección canónica π : P � P/U da una proyección sobre Sst(i). Más aún,
esta proyección es esencial. En efecto, sea N ⊂ P un A1-submódulo, tal que
N/U ∼= Sst(i). En particular, existe λ 6= 0 ∈ k tal que λu + v ∈ P . Ahora,
a12(v+λu) = x−2iy+ (1−λi)u+ (−1 +λi)t+ i(v−w), y aśı x, y ∈ N . Pero
x ∈ N ⇒ u, v ∈ N y por lo tanto N = P . Consecuentemente, π : P → P/U
es esencial.

Ahora, si (Pst(i), f) es la cubierta proyectiva de Sst(i), tenemos el si-
guiente diagrama conmutativo

Pst(i)

f

��

g

vvl l l l l l l l l

P
π // // P/U

∼=
Sst(i).

Como π es esencial y π(g(Pst(i))) ∼= Sst(i) debemos tener g(Pst(i)) = P .
Pero entonces dimP = dimPst(i) = 6 y aśı g es un isomorfismo. Por lo
tanto, (P, π) es la cubierta proyectiva de Sst(i). La afirmación acerca de las
cubiertas proyectivas de los otros Sst(λ)’s es ahora evidente. �

4.4.2.6. Tipo de representación de A1. Mostramos que el álgebra A1

no es de tipo de representación finito. De las Proposiciones 4.12 y 4.23 se
sigue que Ext1

A1
(S, S) = 0 para cualquier A1-módulo S de dimensión 1,

y que existe una única extensión non-trivial de Sε por Ssgn, v.g. el A1-
módulo Msgn,ε. Lo mismo se satisface para las extensiones de Ssgn por Sε,
considerando el A1-módulo Mε,sgn. La Proposición 4.23 muestra que

Ext1
A1

(Sst(λ), Sst(µ)) = 0, ∀λ, µ ∈ {±i,± i

3
}.

Ahora, una extensión no trivial de uno de los módulos Sε o Ssgn por un A1-
módulo de dimensión 2 Sst(λ), o vice versa, debe provenir de un A1-módulo
indescomponible de dimensión 3 M . Hemos clasificado a tales módulos en el
Lema 4.25 y vemos entonces que:

dim Ext1
A1

(Sε, Sst(λ)) = dim Ext1
A1

(Sst(λ), Ssgn) =

{
1, si λ = ±i,

0, si λ = ± i
3 .

dim Ext1
A1

(Ssgn, Sst(λ)) = dim Ext1
A1

(Sst(λ), Sε) =

{
1, si λ = ± i

3 ,

0, si λ = ±i.

Sea {Sε, Ssgn, Sst(i), Sst(−i), Sst(
i
3), Sst(− i

3)} = {1, 2, 3, 4, 5, 6} un ordena-
miento de los A1-módulos simples. Entonces el Ext-Carcaj de A1 es:
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Proposición 4.32. A1 no es de tipo de representación finito.

Demostración. El diagrama de separación de A1 es D
(1)
5

∐
D

(1)
5 , con

D
(1)
5 el diagrama de Dynkin af́ın extendido correspondiente al diagrama de

Dynkin clásico D5. Por el Lema 1.6 tenemos que A1/J(A1)2 (un cociente
de A1) no es de tipo de representación finito (es, en efecto, manso) por el
Teorema 1.5, y por lo tanto tampoco lo es A1. �





Caṕıtulo 5

Representaciones de la categoŕıa de módulos sobre
álgebras de Hopf punteadas

En este caṕıtulo clasificamos las categoŕıas módulo exactas sobre la ca-
tegoŕıa de representaciones de las álgebras de Hopf punteadas de dimensión
finita sobre S3. Para esto, calculamos comódulo álgebras sobre álgebras de
Hopf punteadas sobre Sn. Además, probamos que las álgebras de Hopf pun-
teadas sobre S3 y S4 son deformaciones por cociclo de sus versiones gradua-
das.

5.1. Clases de equivalencia equivariantes de comódulo álgebras

En esta sección presentaremos cómo distinguir entre clases de equivalen-
cia de algunas comódulo álgebras sobre álgebras de Hopf punteadas y luego
aplicaremos este resultado a nuestros casos. Muchas de las ideas aqúı ex-
puestas están contenidas en [M1], [M2] aunque con menor generalidad.

Sean H un álgebra de Hopf y A una H-comódulo álgebra a izquierda,
ambas de dimensión finita. Hemos visto en 1.9, página 18, que las categoŕıas
HMA tienen un rol predominante en el problema planteado. En el siguiente
teorema condensamos tres importantes resultados de [Sk] que nos serán de
gran importancia en lo que sigue.

Teorema 5.1. Sean H y A como arriba. Entonces valen las siguientes
afirmaciones:

(i) [Sk, Theorem 3.5] Si A es H-simple y M ∈ HMA, entonces existe
t ∈ N tal que M t es un A-módulo libre.

(ii) [Sk, Theorem 4.2] M ∈ HMA es libre como A-módulo si y sólo
si existe un ideal maximal J ⊂ A tal que M/M · J es libre como
A/J-módulo.

En realidad, la conclusión del ı́tem (i) se encuentra en la prueba de [Sk,
Theorem 3.5]. En el ı́tem (ii), notar que si, en particular, A/J = k entonces
M/M ·J resulta trivialmente libre como k-módulo y una base de este espacio
vectorial puede levantarse a M ; es esta versión particular la que nos será de
utilidad.

Sea Γ un grupo finito y sea H un álgebra de Hopf punteada de dimensión
finita con corradical kΓ y filtración corradical H0 ⊆ H1 ⊆ · · · ⊆ Hm = H.
Supongamos que existe V ∈ Γ

ΓYD tal que grH = U = B(V )#kΓ.

Sean A,A′ dos H-comódulo álgebras a izquierda H-simples a derecha.
Consideremos las filtraciones {Ai}, {A′i} de A y A′ dadas por sus series de

73
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Loewy, ver Definición 1.43 en la página 1.43 y los respectivos graduados aso-
ciados grA y grA′. Por el Teorema 1.70 en la página 19, existen dos subálge-
bras coideales homogéneas K,K ′ ⊂ B(V )#k1, dos subgrupos F, F ′ ⊆ Γ y
dos cociclos ψ ∈ Z2(F,k×), ψ′ ∈ Z2(F ′, k×) tales que grA = K#kψF y
grA′ = K ′#kψ′F ′. En particular, A0 = kψF y A′0 = kψ′F ′.

El principal resultado de esta sección es el siguiente.

Teorema 5.2. Las categoŕıas AM, A′M son equivalentes como módulos
sobre Rep(H) si y sólo existe un elemento g ∈ Γ tal que A′ ' gAg−1 como
comódulo álgebras.

Demostración. Supongamos que AM∼= A′M como Rep(H)-módulos.
Luego, por [AM, Proposition 1.24] existe un contexto Morita equivariante
(P,Q, f, h). Esto es, existen objetos P ∈ H

A′MA, Q ∈ H
AMA′ e isomorfismos

de bimódulos f : P ⊗AQ→ A′, h : Q⊗A′ P → A y resultan A′ ' EndA(P )
como comódulo álgebras. La estructura de comódulo en EndA(P ) está dada
por λ : EndA(P )→ H⊗EndA(P ), λ(T ) = T(−1) ⊗ T(0) donde

(5.1) 〈α, T(−1)〉T(0)(p) = 〈α, T (p(0))(−1)S−1(p(−1))〉T (p(0))(0),

para cada α ∈ H∗, T ∈ EndA(P ), p ∈ P [M1, Lemma 1.26].

Para cada i = 0, . . . ,m definamos P (i) = Pi/Pi−1, donde {Pi}i≥0 de-
nota la filtración de Loewy y P−1 = 0. Consideremos el espacio vectorial
graduado grP = ⊕mi=0 P (i) y recordemos que U = grH y K#kψF = grA.
La estructuras de módulo y comódulos inducidas en grP lo hacen un objeto
de la categoŕıa UMK#kψF de manera directa. Sea δ : grP → U⊗ grP a la

coacción. En particular grP ∈ UMK aśı, por el Teorema 5.1 (ii) tenemos
que grP 'M⊗K, donde M = grP/(grP ·K+), puesto que K/K+ = k.

Tenemos que δ(grP · K+) ⊂ (U ⊗ grP )(K+ ⊗ 1 + U ⊗ K+), puesto

que K = k ⊕K+ y aśı el mapa δ induce una aplicación δ̂ : M → U ′ ⊗M ,
donde U ′ = U/UK+U . Notar que U ′ es un álgebra de Hopf punteada con
corradical kΓ, puesto que U es corradicalmente graduada y el ideal UK+U es
homogéneo y no corta a U0. M tiene también una estructura de kψF -módulo

dada por m · f = m · f , para f ∈ F , m ∈M . Esta acción está bien definida:
si m = n, entonces existen a ∈ grP , x ∈ K+ tales que m−n = a·x. Entonces
obtenemos que (m− n) · f = axf ∈ grP ·K+. Más aún, M ∈ U ′MkψF . En

efecto, δ̂ resulta una aplicación de kψF -módulos pues δ lo es.

Afirmación 5.1.1. Existe ζ ∈ Z2(U ′,k) tal que se tiene una equivalen-

cia de categoŕıas U ′MkψF ' U ′ζMkF .

En efecto, sea coresψ la extensión de ψ a Γ, ψ′ = cores resψ la restricción
de este cociclo a F . Entonces, si {gi}mi=1 es un conjunto de representantes de
las clases dobles FgF en G, vale la siguiente fórmula:

ψ′ =

(
n∑
i=1

[F : F ∩ giFg−1
i ]

)
ψ,

Ver [Br, Proposition III (9.5)]. En particular, kψ′F = kψF . Ahora, definimos
Ψ : U ⊗ U → k como ΨΓ×Γ = coresψ y como cero en el complemento de
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kΓ×kΓ en U ⊗U . Veamos que resulta un 2-cociclo, esto es, que se satisface
la ecuación Ψ(x(1), y(1))Ψ(x(2)y(2), z) = Ψ(y(1), z(1))Ψ(x, y(2)z(2)) para cada
x, y, z ∈ U . Notemos que si z /∈ kΓ, el lado izquierdo de esta igualdad es
cero. Ahora bien, el lado derecho es no nulo sólo si z(1) ⊗ z(2) ∈ kΓ × kΓ,
esto es, si z ∈ kΓ. Un análisis similar muestra que la igualdad en cuestión
se satisface trivialmente si x /∈ kΓ. Ahora, si x, z ∈ Γ, ambos miembros de
la igualdad son no nulos si y sólo si y ∈ kΓ. Ahora, por definición de Ψ, la
igualdad se sigue en general. Sea ζ = Ψ−1. Por [M1, Lemma 2.1] existe una

equivalencia de categoŕıas U ′ζMkF ' U ′M(kF )Ψ
y aśı la afirmación se sigue.

Como antes, por el Teorema 5.1 (ii) cualquier objeto de UΨ−1

MkF es un

kF -módulo libre. Luego existe un objeto N en U ′/U ′(kF )+M de manera tal
que grP ' N⊗K⊗kψF . De donde se sigue que dimP = (dimN)(dimA).
Similarmente podemos asumir que existe s ∈ N tal que dimQ = s dimA′.

Usando el Teorema 5.1 (i) existe t ∈ N tal que P t es libre como A-módulo
a derecha, esto es, existe un espacio vectorial T tal que P t ' T⊗A, luego

t dimN = dimT.(5.2)

Como P ⊗A Q ' A′ entonces P t ⊗A Q ' T⊗Q ' A′t, aśı se sigue que
s dimT dimA′ = t dimA′ y usando (5.2) obtenemos que s dimN = 1 de
donde dimN = 1 y aśı dimP = dimA.

Afirmación 5.1.2. Sea n ∈ P0, entonces P = n · A.

Notar que P0 6= 0. En efecto, si P0 = 0 y k ∈ N es el mı́nimo con Pk 6= 0,

entonces ∆(Pk) ⊂
∑k

j=0Hk−j ⊗ Pj = H0 ⊗ Pk, lo que es una contradicción.

Sea g ∈ Γ tal que δ(n) = g ⊗ n. Si J = {a ∈ A : n · a = 0}, entonces J
es un ideal a derecha de A. Veremos que J = 0. Sea a ∈ J y escribamos
λ(a) =

∑n
i=1 a

i ⊗ ai, de manera tal que el conjunto {ai : i = 1, . . . , n} ⊂ H
sea linealmente independiente. Ahora, {gai : i = 1, . . . , n} ⊂ H es también
linealmente independiente y tenemos 0 = λ(n · a) =

∑n
i=1 ga

i⊗n · ai. Aśı se
sigue que n ·ai = 0, ∀ i = 1, . . . , n, esto es, λ(a) ∈ H⊗J y J es H-coestable.
Como A es H-simple a derecha, J = 0. Por lo tanto, tenemos que la acción
· : k{n}⊗A → P es inyectiva y como dimP = dimA, la afirmación se sigue.

No es dif́ıcil ver que el mapa lineal φ : gAg−1 → EndA(P ) dado por
φ(gag−1)(n · b) = n · ab es un isomorfismo de H-comódulo álgebras.

Rećıprocamente, si A′ ' gAg−1 como comódulo álgebras y M ∈ AM,
entonces el conjunto gMg−1 tiene un estructura natural de A′-módulo de
manera que el funtor F : AM→ A′M, M 7→ gMg−1 resulta una equivalen-
cia de Rep(H)-módulos �

5.2. Subálgebras coideales de álgebras de Nichols cuadráticas

Una pieza fundamental de información para determinar comódulo álge-
bras es el cálculo de las subálgebras coideales homogéneas dentro del álgebra
de Nichols. Esto es parte del Teorema 1.70. El cálculo de subálgebras coidea-
les es un campo de investigación muy activo en la teoŕıa de álgebras de Hopf
y grupos cuánticos, ver por ejemplo [HK], [HS], [Kh2] y [KL].
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En esta sección investigamos las subálgebras coideales a izquierda ho-
mogéneas en álgebras de Nichols cuadráticas de dimensión finita, ver 2.4,
página 27.

Fijemos n ∈ N y X = {i1, . . . , in} un rack de n elementos. Consideremos
q : X×X → k∗ un 2-cociclo. Recordemos la notación de 2.4.1: denotamos por
R el conjunto de clases de equivalencia en X ×X para la relación generada
por (i, j) ∼ (i B j, i). A su vez, R′ es el subconjunto de las C ∈ R que
satisfacen (2.4), ver página 27. Recordemos que una base para el conjunto

de relaciones que definen a la aproximación cuadrática B̂2(X, q) del álgebra
de Nichos B(X, q) está indexada por R′. Asumamos que

(i, j), (i, k) ∈ C ⇒ j = k y (i, j), (k, i) ∈ C ⇒ k = iB j.(5.3)

Sea G un grupo finito y sea (·, g, (χi)i∈X) una realización de YD principal de
(X, q) sobre G, ver Definición 3.1. Recordar que, en particular, g : X → G es
una función sujeta a ciertos axiomas. En este caṕıtulo asumiremos además
que

g es inyectiva y R = R′.(5.4)

Sea 0 ≤ r ≤ n. Para cada subconjunto Y = {ij1 , . . . , ijr} ⊆ X de r

elementos denotemos por KY a la subálgebra de B̂2(X, q)#k1 generada por

xj1 , . . . , xjr . Para cada subálgebra coideal homogénea K ⊂ B̂2(X, q)#k1,
denotamos por StabK al subgrupo de G que la estabiliza. Fijamos H =

B̂2(X, q)#kG.

Proposición 5.3. Para cada conjunto Y = {ij1 , . . . , ijr} ⊆ X el álgebra
KY es una subálgebra coideal homogénea de H. Para cada tal elección, si
llamamos SY = {gi : i ∈ Y }, entonces

StabKY = SGY = {h ∈ G : hSY h
−1 = SY }.

Más aún, si K es una subálgebra coideal homogénea de H generada en
grado uno, entonces existe un único Y ⊆ X tal que

K = KY .
En particular, el conjunto de subálgebras coideales a izquierda homogéneas

generadas en grado uno de H dentro del álgebra B̂2(X, q)#k1 está en co-
rrespondencia biyectiva con el conjunto 2X de partes de X.

Demostración. Es claro que K = KY es una subálgebra coideal ho-
mogénea. Ahora, para describir StabK basta calcular el estabilizador del
espacio vectorial k{xj1 , . . . , xjr}. Pero h · xjk = χjk(h)xh·jk , k = 1, . . . , r y
xh·jk ∈ {xj1 , . . . , xjr} si y sólo si h · jk ∈ {j1, . . . , jr}, si y sólo si gh·jk = gjl
para algún l = 1, . . . , r. Y la primera parte de la proposición se sigue ya que
gh·jk = hgjkh

−1.
Ahora, sea K una subálgebra coideal homogénea generada en grado uno.

Si K = k entonces claramente K = K∅. Asumamos entonces que K 6= k.
Como K(1) genera K, tenemos que K(1) 6= 0. Consideremos un elemento no
nulo y =

∑
i λixi ∈ K(1), entonces

∆(y) = y ⊗ 1 +
∑
i

λiHgi ⊗ xi ⇒
∑
i

λiHgi ⊗ xi ∈ H0 ⊗K(1).
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Sea
∑

i λiHgi ⊗ xi =
∑

t∈GHt ⊗ κt, κt =
∑

j∈X ηtjxj ∈ K(1), ηtj ∈ k, ∀ t, j.
Como Ht = Hgj si y sólo si t = gj y gi = gj si y sólo si i = j, para

todo i, j ∈ X, t ∈ G, (5.4), entonces ηtk = 0 si t 6= gk para algún k ∈ X.
Denotemos ηij = ηgij , aśı,∑

i

λiHgi ⊗ xi =
∑
i,j

ηijHgi ⊗ xj .

Por lo tanto, λi 6= 0 implica ηij = δi,jλi y aśı κi = xi. Aśı, {xi |λi 6= 0} ⊂ K,
K(1) =

⊕
xi∈K(1)

k{xi} y por lo tanto si Y = {i ∈ X : xi ∈ K(1)} entonces

K = KY . Finalmente, si Y 6= Y ′ entonces se sigue de la inyectividad de g
que KY � KY ′ como subálgebras coideales. �

El siguiente lema general nos será útil en 5.2.1 para probar que ciertas
subálgebras están generadas en grado uno. Dado un rack X, recordemos la
noción de derivaciones δi, ver página 29, asociadas a cada elemento de la
base canónica {ei}i∈X . Si {ei}i∈X denota la base dual a esta base, entonces
δi = (id⊗ei)∆. Si i ∈ X denotamos por Xi al conjunto X \ {i}, y aśı kXi =
k{xj | j ∈ Xi}. Supongamos, además, que

(5.5) qii = −1, ∀ i ∈ X.

Esta condición se satisface, por ejemplo, si dim B̂2(X, q) < ∞ o X es tal
que iB i = i, por (5.4).

Lema 5.4. Sea K ⊂ B̂2(X, q)#k una subálgebra coideal homogénea de
H. Sea i ∈ X y supongamos que existe ω ∈ K tal que δi(ω) 6= 0. Entonces
xi ∈ K(1).

Demostración. Sean K =
⊕

sK(s), ω ∈ T (kX) e i ∈ X. En H,

ω = αi(ω) + βi(ω)xi, αi(ω), βi(ω) ∈ KXi .
Basta ver esto para un monomio ω. Lo vemos por inducción en ` = `(ω) ∈ N
tal que ω ∈ T `(kX). Si ` = 0, o ` = 1 esto es claro. Supongamos que vale
para ` = n − 1, para algún n ∈ N. Si `(ω) = n y ω = xj1 . . . xjn , caben dos
posibilidades, esto es j1 6= i o j1 = i. En el primer caso, sea ω′ = xj2 . . . xjn .
Aśı, `(ω′) ≤ n − 1 y por lo tanto existen αi(ω

′), βi(ω
′) ∈ KXi tales que

ω′ = αi(ω
′) + βi(ω

′)xi. Como xj1αi(ω
′), xj1βi(ω

′) ∈ KXi la afirmación se
sigue en este caso.

En el segundo caso, sea j = j2 y notemos que j 6= i, por (5.5). Por (5.4),
podemos considerar la relación

xixj = qijxiBjxi − qijqiBj ixjxiBj .
Aśı, si ω′′ = xj3 . . . xjn , ω = qijxiBjxiω

′′ − qijqiBj ixjxiBjω′′ y ambos suman-
dos pertenecen a T (kXi) +T (kXi)xi por lo visto en el caso anterior y aśı la
afirmación se sigue.

Sea π :
m⊕
s=0
H(s) ⊗ K(m − s) → H(m − 1) ⊗ K(1) la proyección lineal

canónica. Sean ω ∈ T (kX), i ∈ X y αi(ω), βi(ω) como arriba. Entonces,

π∆(ω) ∈ βi(ω)⊗ xi +
⊕
j 6=i
H⊗ xj .
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Notemos entonces que δi(ω) = βi(ω), y por lo tanto si δi(ω) 6= 0 se sigue
que xi ∈ K(1) utilizando (5.4) como en la prueba de la Proposición 5.3. �

Introducimos la siguiente notación. Sea Y ⊂ X un subconjunto y defi-
namos

RY0 = {C ∈ R : C ∩ Y × Y = ∅},
RY1 = {C ∈ R : | C ∩ Y × Y |= 1}, y
RY2 = {C ∈ R : C ⊆ Y × Y }.

Observación 5.5. En los racks que estamos considerando, para cual-
quier subconjunto Y ⊆ X, se cumple que R = RY0 ∪ RY1 ∪ RY2 . Además, si
f ∈ StabKY , entonces f · RYs ⊆ RYs para cualquier s = 0, 1, 2.

Recordemos la definición del polinomio cuadrático φC de la Definición
3.6, página 35. Con esta notación, recordemos también que una base para
el ideal de relaciones de B está dada por el conjunto {φC : C ∈ R′}, ver
Lema 2.13 en la página 27.

Definición 5.6. Para Y ⊆ X, sea TY el álgebra asociativa libre en las
variables {Tl}l∈Y . Definimos ϑC,Y ({Tl}l∈Y ) en T como
(5.6)

ϑC({Tl}l∈Y ) =


0, si C ∈ RY0 ;

TiTjTi + qiBj,i TjTiTj , si C ∈ RY1 , (i, j) ∈ C ∩ Y × Y ;

φC({Tl}l∈X), si C ∈ RY2 .

Definimos el álgebra LY como sigue

(5.7) LY = k〈{yi}i∈Y 〉/〈ϑC,Y ({yl}l∈Y ) : C ∈ R〉.

Observación 5.7. Si Y = X, entonces LX ∼= B(X, q).

Tomemos B una de las álgebras cuadráticas (de Nichols) B̂2(On2 ,−1),

B̂2(On2 , χ), o B(O4
4,−1). En cada caso, sea X = On2 , con q = −1, χ o

(X, q) = (O4
4,−1). Consideremos una realización de YD para (X, q) tal que

(5.4) es satisfecha (por ejemplo, aquellas en la Observación 3.10). Fijemos
H = B#kG.

Teorema 5.8. Sea Y ⊂ X. Entonces LY es una H-comódulo álgebra
con coacción dada por

δ(yi) = gi ⊗ yi + xi ⊗ 1, i ∈ Y.

Existe un un epimorfismo de H-comódulo álgebras LY � KY , generado por
la aplicación yi 7→ xi, i ∈ Y . Más aún, si n = 3, esto es un isomorfismo y
LY ∼= KY .

Demostración. Las relaciones que definen a LY se satisfacen también
en B. En efecto, sólo hay que chequear esto para el caso en que C ∈ RY1 ya
que en los otros casos o bien ϑC = 0 o bien ϑC = φC . Ahora, si C ∈ RY1
y (i, j) ∈ C ∩ Y × Y , sea k = i B j. Por la definición de RY1 , tenemos
que necesariamente k 6= i, j. Entonces, si multiplicamos la relación xixj −
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qijxiBjxi + qijqiBj ixjxiBj = 0 por xi a derecha y aplicamos a esta relación
al resultado, obtenemos

0 = xixjxi + qijqiBj i xjxiBjxi = xixjxi + qiBj ixj(xixj + qijqiBj i xjxiBj)

= xixjxi + qiBj i xjxixj .

Aśı, tenemos una proyección de álgebras π : LY � KY . Es inmediato verifi-
car que, para cada C ∈ R,

δ(ϑC,Y ({yl}l∈Y )) = ϑC,Y ({xl}l∈Y )⊗ 1 + gC,Y ⊗ ϑC,Y ({yl}l∈Y ),

donde

gC,Y =


0, si C ∈ RY0 ,
gigjgi si C ∈ RY1 , (i, j) ∈ C ∩ Y × Y,
gigj si C ∈ RY2 , (i, j) ∈ C.

Aśı, δ dota a LY de una estructura de H-comódulo que hace de π un mor-
fismo de comódulos.

Analizamos ahora el caso particular n = 3. Si |Y | = 1, el resultado es
claro. Supongamos entonces que Y = {i, j} ⊂ O3

2. Notemos que la aplicación
π es homogénea, y por lo tanto lo es el ideal ker(π). Si γ ∈ ker(π), π(γ) = 0
en B(O3

2,−1). Por la descripción del subespacio de relaciones de grado 2 del
Lema 2.13, tenemos que necesariamente deg γ ≥ 3. Ahora, si deg γ = 3,

γ = αyiyjyi + βyjyiyj = (α+ β)yjyiyj .

para α, β ∈ k. Entonces, π(γ) = 0 implica que α = −β y γ = 0. Finalmente,
podemos ver que no hay elementos γ ∈ LY con deg γ ≥ 4. En efecto, un
elemento de grado 4 seŕıa de la forma

γ = αyiyjyiyj + βyjyiyjyi = αyiyiyjyi + βyjyjyiyj = 0.

Esto muestra también que no hay elementos no nulos de grado mayor. Por
lo tanto, LY = KY . �

Observación 5.9. Si n 6= 3, entonces en general LY 6= KY . En efecto,
si n = 4, q = −1 y tomamos Y = {(13), (23), (34)} ⊆ O4

2, entonces resulta

LY ∼= k〈x, y, z : x2, y2, z2, xyx− yxy, yzy − zyz, xzx− zxz〉.

Ahora, en la subálgebra de B(O4
2,−1) generada por x = x(23), y = x(34),

z = x(13) tenemos la relación

(xyz)2 = x(23)x(34)x(13)x(23)x(34)x(13)

= −x(23)x(34)(x(23)x(12) + x(12)x(13))x(34)x(13)

= x(23)x(34)x(23)x(34)x(12)x(13)

+ x(23)x(12)x(34)x(13)x(34)x(13)

= x(23)x(23)x(34)x(23)x(12)x(13)

+ x(23)x(12)x(34)x(34)x(13)x(34)

= 0.

pero (xyz)2 6= 0 en LY . Probamos esto usando el programa de computadora
[GAP] con el paquete [GBNP]. Ver Proposición 5.12 (6), para una des-
cripción de KY en este caso.
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5.2.1. Subálgebras coideales de álgebras de Hopf sobre S3.
En esta parte daremos una descripción completa de todas las subálgebras
coideales a izquierda homogéneas deH = B(O3

2,−1)#kS3 dentro del álgebra
B = B(O3

2,−1)#k1.
Comenzamos mostrando en el siguiente teorema que estas subálgebras

coideales están generadas en grado uno, usando el Lema 5.4 y por lo tanto,
usando la Proposición 5.3, obtenemos una descripción de las mismas que
explicitaremos luego en el Corolario 5.11.

Teorema 5.10. Sea K una subálgebra coideal a izquierda homogénea de
H tal que K ⊆ B. Entonces K está generada en grado uno. En particular,
K = KY para un único Y ⊆ X.

Demostración. Sea ω ∈ K. Como K es homogénea y el grado máximo
en B es 4, tenemos que ω ∈ K(i), i = 0, . . . , 4. Veamos que en cada caso re-
sulta ω ∈ 〈K(1)〉. Los casos i = 0, 1 son claros. Utilizaremos las derivaciones
{δi}i∈O3

2
y el Lema 5.4 para ver los casos restantes.

Recordemos, de [AG], que una base para B está dada por

B = {1, a12, a13, a23, a12a13, a12a23, a13a23, a13a12,

a12a13a23, a12a13a12, a13a12a23, a12a13a12a23}.

Ahora, si ω ∈ K(2), ω 6= 0, existen α, β, γ, δ ∈ k tales que

ω = αa12a13 + βa12a23 + γa13a23 + δa13a12

Ahora, supongamos que, por ejemplo, δ(12)(ω) = 0, entonces

0 = αg12a13 + βg12a23 + δa13g12 = −αa23g12 − βa13g12 + δa13g12.

Esto es,

ω = βa12a23 + γa13a23 + βa13a12 = βa23a13 + γa13a23.

Se verifica entonces que δ(13)(ω) 6= 0 y δ(23)(ω) 6= 0, y por lo tanto tenemos
que a23, a13 ∈ K(1) y ω ∈ 〈K(1)〉. Lo mismo podemos concluir en los casos
δ(13)(ω) = 0 o δ(23)(ω) = 0.

Ahora, si ω ∈ K(3), existen α, β, γ ∈ k tales que

ω = αa12a13a23 + βa12a13a12 + γa13a12a23.

Si, por ejemplo δ(23)(ω) = 0, se sigue que ω = βa12a13a12. Aśı, δ(12)(ω) 6= 0
y δ(13)(ω) 6= 0 y por lo tanto ω ∈ 〈K(1)〉. Finalmente, si ω ∈ K(4), se sigue

que δi(ω) 6= 0 para cada i ∈ O3
2 y por lo tanto también ω ∈ 〈K(1)〉. La

conclusión final del teorema se sigue de la Proposición 5.3. �

Aplicaremos ahora el Teorema 5.10 junto con el Teorema 5.8 para descri-
bir expĺıcitamente todas las subálgebras coideales a izquierda homogéneas
de H = B(O3

2,−1)#kS3 dentro del álgebra B = B(O3
2,−1)#k1. También

calcularemos sus subgrupos estabilizadores. Recordemos que para n = 3 el
álgebra de Nichols coincide con su aproximación cuadrática y la única rea-
lización de YD es la que describimos en la Observación 3.10, en la página
37.

Corolario 5.11. La siguiente es una lista de todas las subálgebras
coideales a izquierda homogéneas propias de B(O3

2,−1)#k1:
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1. Ki = 〈xi〉 ∼= k[x]/〈x2〉, i ∈ O3
2;

2. Ki,j = 〈xi, xj〉 ∼= k〈x, y〉/〈x2, y2, xyx− yxy〉, i, j ∈ O3
2.

Los subgrupos estabilizadores no triviales de S3 son, en cada caso

1. StabKi = Z2
∼= 〈i〉 ⊂ S3;

2. StabKi,j = Z2
∼= 〈k〉 ⊂ S3, k 6= i, j.

Mientras que las dimensiones son 2 y 6, respectivamente. �

5.2.2. Subálgebras coideales de álgebras de Hopf sobre S4.
Aqúı, con la ayuda del programa de computadora [GAP], con el paque-
te [GBNP], calcularemos las subálgebras coideales generadas en grado uno
de las álgebras de Nichols de dimensión finita sobre S4, asociadas al rack
O4

2. El caso del rack de 4-ciclos O4
4 puede tratarse también por esta v́ıa.

Necesitamos establecer algunas notaciones y convenciones. Sea k〈x, y, z〉
el álgebra libre en las variables x, y, z. Fijamos los ideales

R±(x, y, z) = 〈x2, y2, z2, xy ± zx+ yz〉 ⊂ k〈x, y, z〉.
Por ejemplo, tenemos

B(O3
2,−1) ∼= k〈x(12), x(13), x(23)〉�〈R+(x(12), x(13), x(23))〉.

De acuerdo a esto, fijemos

B+
4 = B(O4

2,−1) y B−4 = B(O4
2, χ).

Recordemos que Y denota un subconjunto de O4
2.

Proposición 5.12. Sea ε = ± y Kε una subálgebra coideal a izquier-
da homogénea propia de Bε

4#k1, generada en grado uno. Entonces Kε es
isomorfa a una las álgebras en la siguiente lista:
dimKε(1) = 1,

(1) Y = {i},
Kε = k[x]/〈x2〉,

y dimKε = 2.

dimKε(1) = 2,

(2) Y = {i, j}, iB j = j,

Kε = k〈x, z〉/〈x2, z2, xz + εzx〉,
y dimKε = 4.

(3) Y = {i, j}, iB j 6= j,

Kε = k〈x, y〉/〈x2, y2, xyx− εyxy〉,
y dimKε = 6.

dimKε(1) = 3:

(4) Y = {i, j, k}, iB j = k,

Kε = k〈x, y, z〉/〈Rε(x, y, z)〉,
y dimKε = 12.

(5) Y = {i, j, k}, iB j 6= j, k, iB k = k

Kεi,j,k := k〈x, y, z〉/〈x2, y2, z2, xyx− εyxy, zyz − εyzy, xz + εzx〉,
y dimKε = 24.
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(6) Y = {i, j, k}, iB j, j B k, iB k /∈ {i, j, k},

KεY = k〈x, y, z :x2, y2, z2,

yxy − εxyx, zxz − εxzx, zyz − εyzy,
zxyz + yzxy + xyzx, zyxz + yxzy + xzyx

zxyxzx+ εyzxyxz, zxyxzy + εxzxyxz〉,

y dimKε = 48.

dimKε(1) = 4:

(7) Y = {i, j, k, l}, iB j = k, iB l = l;

KεY = k〈x, y, z, w :x2, y2, z2, w2,

zx+ εyz + εxy, zy + yx+ εxz, wz + εzw,

yxy − εxyx,wxw − εxwx,wyw − εywy,
wyx+ εwxz − εzwy,wyz + wxy − zwx
wxyz − zwxz,wxzw + xwxz,

wxyw + ywxy + xywx,wxyxz − εzwxyx,
wxyxwx+ εywxyxw,wxyxwy + εxwxyxw〉,

y dimKε = 96.
(8) Y = {i, j, k, l}, iB j 6= j, k, iB k = k, j B l = l,

KεY = k〈x, y, z, w :x2, y2, z2, w2, zy + εyz, wx+ εxw,

yxy − εxyx, zxz − εxzx,wyw − εywy,wzw − εzwz,
zxyx+ yzxy, zxyz + εxzxy,

wyx− εzwy − yxz + εxzw,wzx− εzxy − ywz + εxyw,

wyzxy − εywyzx− xyzwy + xyxzw,

wyzxw + zxywz − yxzwy − xwyzx,
wyzw − εzxwz − yzxw + yxwy + εxwyz − εxyzx〉,

y dimKε = 144.

dimKε(1) = 5:

(9) Y = {i, j, k, l,m}, i B j = k, i B l = m, j B l 6= l, k B m 6= m,
j Bm = m, k B l = l,

Kε = k〈x, y, z, w, u :x2, y2, z2, w2, u2, wz + εzw, uy + εyu,

zx+ εyz + εxy, zy + yx+ εxz,

ux+ εwu+ εxw, uw + wx+ εxu,

yxy − εxyx,wxw − εxwx,wyw − εywy, uzu− εzuz,
wyx+ εwxz − εzwy,wyz + wxy − zwx,
uzw − εwxz − xuz,wxyz − zwxz,
wxyw + ywxy + xywx,

wxyxz − εzwxyx,wxzw + xwxz,

wxyxwx+ εywxyxw,wxyxwy + εxwxyxw〉,

y dimKε = 288.
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Los subgrupos no triviales de S4 que fijan cada subálgebra son, en cada
caso, los siguientes:

1. Z2 × Z2
∼= 〈gi, gj〉 ⊂ S4 con iB j = j;

2. D4
∼= 〈gi, σ〉 ⊂ S4 (si, e.g., gi = (12), σ = (1324));

3. Z2
∼= 〈gk〉 ⊂ S4, k = iB j.

4. S3
∼= 〈gi, gj , gk〉 ⊂ S4, iB j = k;

5. Z2
∼= 〈gjgl〉, j 6= l, j B l = l;

6. S3
∼= 〈giBj , gjBk, gkBi〉 ⊂ S4;

7. Si Kε pertenece a los ı́tems (7) a (8) entonces StabKε = 1. �

Ejemplos 5.13. Damos un ejemplo de un subconjunto Y ⊆ O4
2 para

cada caso de la proposición anterior, para ilustrar. Notar que toda comódulo
álgebra KY ′ tal que Y ′ no está en la siguiente lista, es S4-conjugada a otra,
KY , con Y un conjunto en la lista.

1. Y = {(12)},
2. Y = {(12), (34)},
3. Y = {(12), (13)},
4. Y = {(12), (13), (23)},
5. Y = {(12), (13), (34)},
6. Y = {(12), (13), (14)},
7. Y = {(12), (13), (23), (14)},
8. Y = {(12), (13), (24), (34)},
9. Y = {(12), (13), (23), (14), (24)}. �

Observación 5.14. Sea Y ⊂ O4
2 y sea Z ⊂ O4

2 tal que O4
2 = Y t Z,

como conjuntos. Denotemos por Yj a uno de los subconjuntos del ı́tem j de
la Proposición 5.12, y por Zj al complemento correspondiente. Notar que
tenemos las siguientes biyecciones:

Z1
∼= Y9, Z2

∼= Y8, Z3
∼= Y7, Z4

∼= Y6, Z5
∼= Y5

y por lo tanto, tenemos que dimKY dimKZ = dimBε, para cada Y . Una
afirmación análoga se satisface en el caso X = O4

4.

5.3. Comódulo álgebras sobre álgebras de Hopf sobre Sn
En esta subsección construiremos H-comódulo álgebras como levanta-

mientos de las subálgebras coideales consideradas arriba.

5.3.1. B̂2(X, q)#kG-comódulo álgebras.
Sea Q = (X, q,G, (·, g, (χi)i∈X), (λC)C∈R′) uno de los ql-datos Q−1

n [t],

Qχn[λ], n ≥ 4, o D[t]. Sea H = B̂2(X, q)#kG.
Construiremos una familia de álgebras asociada a triples (Y, F, ψ), donde

Y ⊆ X es un subconjunto, F ≤ G es un subgrupo y ψ ∈ Z2(F,k×). Ba-
jo algunas hipótesis, estas álgebras poseen una estructura de H-comódulo
álgebras.

Estas familias son lo suficientemente generales para clasificar las repre-
sentaciones de las categoŕıas de módulos en nuestros casos.

Definición 5.15. Sean F < G un subgrupo y ψ ∈ Z2(F,k×). Sea Y ⊆ X
un subconjunto tal que F · Y ⊆ Y , esto es F < StabKY . Una familia de
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escalares ξ = {ξC}C∈R, ξC ∈ k es compatible con el triple (Y, F, ψ) si para
cualquier f ∈ StabKY ,

ξf ·C χ
2
i (f)χj(f) = ξC ψ(f, gigjgi)ψ(fgigjgi, f

−1), si C ∈ RY1 ,(5.8)

ξf ·C χi(f)χj(f) = ξC ψ(f, gigj)ψ(fgigj , f
−1), si C ∈ RY2 ,(5.9)

y además ξ está normalizada por las condiciones

ξC = 0, si C ∈ RY1 , (i, j) ∈ C, y gigjgi /∈ F,(5.10)

ξCi = ξCj = 0, si C ∈ RY1 y (i, j) ∈ C,(5.11)

ξC = 0, si C ∈ RY2 , (i, j) ∈ C y gigj /∈ F.(5.12)

Definición 5.16. Sean F < G un subgrupo, ψ ∈ Z2(F,k×), Y ⊆ X un
subconjunto tal que F ·Y ⊆ Y y sea ξ = {ξC}C∈R′ compatible con (Y, F, ψ).
A(Y, F, ψ, ξ) es el álgebra generada por {yl, ef : l ∈ Y, f ∈ F} y relaciones

e1 = 1,(5.13)

eres = ψ(r, s) ers, r, s ∈ F,(5.14)

ef yl = χl(f) yf ·l ef , f ∈ F, l ∈ Y,(5.15)

ϑC,Y ({yl}l∈X) =

{
ξC eC si eC ∈ F
0 si eC /∈ F

C ∈ R.(5.16)

Aqúı, ϑC,Y se definió en (5.6) y el elemento eC se define como

eC =


0, si C ∈ RY0 ,
egigjgi si C ∈ RY1 , (i, j) ∈ C ∩ Y × Y,
egigj si C ∈ RY2 , (i, j) ∈ C.

(5.17)

Si Z ⊆ X es un subconjunto F -invariante sea B(Z,F, ψ, ξ) la subálgebra
de A(X,F, ψ, ξ) generada por {yl, ef : l ∈ Z, f ∈ F}.

Observaciones 5.17. (a) Aplicando ad(f), f ∈ StabKY a la ecua-
ción (5.16) podemos deducir las ecuaciones (5.9), (5.8).

(b) En general, podemos tener B(Z,F, ψ, ξ) 6= A(Z,F, ψ, ξ).

Sea δ : A(Y, F, ψ, ξ)→ H⊗A(Y, F, ψ, ξ) la aplicación definida por

δ(ef ) = f ⊗ ef , δ(yl) = xl ⊗ 1 + gl ⊗ yl,(5.18)

para cada f ∈ F , l ∈ Y .

Proposición 5.18. A(Y, F, ψ, ξ) es una H-comódulo álgebra a izquierda
con coacción δ como en (5.18) y B(Z,F, ψ, ξ) es una subcomódulo álgebra
de A(X,F, ψ, ξ).

Demostración. Veamos primero que la aplicación δ está bien definida.
Es fácil ver que δ(efyl) = χl(f) δ(yf ·l eg) para cualesquiera f ∈ F, l ∈ X.
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Sea C ∈ RY2 y (i, j) ∈ C. En este caso ϑC = φC . Probaremos que
δ(φC({yl}l∈X)) = δ(ξC egigj ). Usando la definición del polinomio φC obtene-
mos que

δ(φC({yl}l∈X)) =

n(C)∑
h=1

ηh(C)xih+1
xih ⊗ 1 + xih+1

gih ⊗ yih

+ gih+1
xih ⊗ yih+1

+ gih+1
gih ⊗ yih+1

yih

= φC({xl}l∈X)⊗ 1 + gigj ⊗ φC({yl}l∈X)

= ξC gigj ⊗ egigj = δ(ξC egigj ).

La segunda igualdad se sigue ya que in(C)+1 = i1 y

gih+1
xih = qih+1ih xih+2

gih+1
, ηh(C)qih+1ih = −ηh+1(C).

Ahora, sean C ∈ RY1 , (i, j) ∈ C y i B j /∈ Y . En este caso la relación
(5.16) es yiyjyi − yjyiyj = ξC egigjgi . La prueba de que

δ(yiyjyi − yjyiyj) = ξCδ(egigjgi)

se verifica con una cuenta directa. Notar que la hipótesis ξCi = ξCj = 0

implica que y2
i = 0 = y2

j . �

Teorema 5.19. Sea Y ⊆ X un subconjunto F -invariante y supongamos
que A(X,F, ψ, ξ) 6= 0, entonces se satisfacen las siguientes afirmaciones:

1. A(X,G,ψ, ξ) es un H-objeto de Galois a izquierda.
2. Si ψ ≡ 1 y ξ satisface

(5.19) ξC =


−λC si λC 6= 0,

0 si λC = 0 y gjgi 6= 1,

arbitrario si λC = 0 y gjgi = 1.

entonces A(X,G, 1, ξ) es un objeto (H,H(Q))-biGalois.
3. B(Y, F, ψ, ξ)0 = kψF y luego B(Y, F, ψ, ξ) es una H-comódulo álgebra

a izquierda H-simple a derecha.
4. Existe un isomorfismo grB(Y, F, ψ, ξ) ' KY #kψF de comódulo álge-

bras.
5. Existe un isomorfismo B(Y, F, ψ, ξ) ' B(Y ′, F ′, ψ′, ξ′) de comódulo

álgebras si y sólo si Y = Y ′, F = F ′, ψ = ψ′ y ξ = ξ′.

Demostración. 1. Para probar que A(X,G,ψ, ξ) es una extensión de
Galois probaremos que el mapa canónico

can : A(X,G,ψ, ξ)⊗A(X,G,ψ, ξ)→ H⊗A(X,G,ψ, ξ),

can(x⊗ y) = x−1 ⊗ x0y, es suryectivo. Esto se sigue ya que

can(ef ⊗ ef−1) = f ⊗ 1, can(yl ⊗ 1− egl ⊗ eg−1
l
yl) = xl ⊗ 1,

para todo f ∈ G, l ∈ X.

2. Definamos el mapa ρ : A(X,G, 1, ξ)→ A(X,G, 1, ξ)⊗H(Q), por

ρ(ef ) = ef ⊗Hf , ρ(yl) = yl ⊗ 1 + egl ⊗ al, l ∈ X, f ∈ G.
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ρ está bien definido. En efecto, si C ∈ R y (i, j) ∈ C entonces

ρ(φC({yl}l∈X)) = φC({yl}l∈X)⊗ 1 + egigj ⊗ φC({al}l∈X)

= ξC egigj ⊗ 1 + λC egigj ⊗
(
1−Hgigj

)
.

Claramente si ξ satisface (5.19) entonces ρ(φC({yl}l∈X)) = ξC ρ(egigj ). La
prueba de que A(X,G, 1, ξ) es un (H,H(Q))-bicomódulo y un H(Q)-objeto
de Galois a derecha se sigue con una verificación inmediata.

3. Si A(X,F, ψ, ξ) 6= 0 entonces existe un grupo F con una proyección
F � F tal que A(X,F, ψ, ξ)0 = kψF . El mapa

A(X,F, ψ, ξ)0 ⊗A(X,F, ψ, ξ)0 → kF ⊗A(X,F, ψ, ξ)0

definido por ef⊗eg 7→ f⊗ψ(f, g) efg es suryectivo. Por lo tanto F = F . Esto
implica que B(Z,F, ψ, ξ)0 = kψF y por [M1, Proposition 4.4] se sigue que
B(Z,F, ψ, ξ) es una H-comódulo álgebra a izquierda H-simple a derecha.

4. Se sigue del Teorema 1.70 (3) que grB(Y, F, ψ, ξ) ' K#kψF para al-

guna subálgebra coideal a izquierda homogénea K ⊆ B̂2(X, q). Recordemos
que K se identifica con la subálgebra de grB(Y, F, ψ, ξ) dada por

{a ∈ grB(Y, F, ψ, ξ) : (id⊗π)δ(a) ∈ H ⊗ 1},

ver [M1, Proposición 7.3 (3)]. En loc. cit. también se prueba que la compo-
sición

grB(Y, F, ψ, ξ)
(θ⊗π)δ−−−−→ K#kψF

µ−→ grB(Y, F, ψ, ξ),

es el mapa identidad, donde

θ : H → B̂2(X, q), π : grB(Y, F, ψ, ξ)→ kψF

son las proyecciones canónicas y µ es la multiplicación. Ambos mapas son
biyecciones y ya que para cualquier l ∈ Y , (θ ⊗ π)δ(yl) = xl, entonces
K = KY .

5. Sea β : B(Y, F, ψ, ξ) → B(Y ′, F ′, ψ′, ξ′) un isomorfismo de comódulo
álgebras. La restricción de β a B(Y, F, ψ, ξ)0 induce un isomorfismo entre
kψF y kψ′F ′, aśı F = F ′ y ψ = ψ′. Como β es un morfismo de comódulos
es claro que Y = Y ′ y ξC = ξ′C para toda C ∈ R.

�

5.4. Deformaciones por cociclo

En esta parte demostraremos que las álgebras de Hopf punteadas sobre
S3 y S4 son deformaciones por cociclo de sus versiones graduadas. Para ello
utilizaremos el siguiente corolario del Teorema 5.19.

Corolario 5.20. Si A(X,G, 1, ξ) 6= 0 para algún ξ que satisfaga (5.19),
entonces

1. Las álgebras de Hopf B̂2(X, q)#kG, H(Q) son deformaciones por
cociclo una de la otra.

2. Existe una correspondencia biyectiva entre las clases de equivalencia
de categoŕıas módulo exactas sobre Rep(H) y Rep(H(Q)). �
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Observación 5.21. Notemos que bajo las hipótesis del Corolario 5.20,

obtenemos, en particular, que grH(Q) = B̂2(X, q)#kG, ya que esta última
es un cociente de la anterior.

Veremos que las álgebras de Hopf sobre S3 y S4 son deformaciones por
cociclo de sus versiones graduadas. Para ello utilizaremos el Corolario 5.20.
Necesitamos entonces, para X = On2 y G = Sn, n = 3, 4 según corresponda,
mostrar que existen comódulo álgebras A(X,G, 1, ξ) no nulas. Esto será el
corazón de las siguientes dos subsecciones.

5.4.1. Comódulo álgebras sobre álgebras de Hopf sobre S3.
Sean n = 3, H = B(O3

2,−1)#kS3. Listamos a continuación todas las
álgebras A(Y, F, ψ, ξ) construidas como en la Definición 5.16 para este caso.
Luego, mostramos que estas álgebras son no nulas. Aśı, combinando este
resultado con el Teorema 5.8, se sigue que obtenemos todas las H-comódulo
álgebras H-simples.

Definición 5.22. Sea n = 3. La siguiente es una lista de las álgebras
A(Y, F, ψ, ξ) para cada dato (Y, F, ψ, ξ) como arriba. En lo que sigue, i, j, k
denotan elementos en O3

2 y ξ, µ, η ∈ k. Para cada i ∈ O3
2 denotaremos por

gi al elemento i pensado como un elemento en el grupo S3.

1. Las álgebras de grupo torcidas

kψF,

para cada subgrupo F ⊆ S3, y cada 2-cociclo ψ ∈ Z2(F,k×).
2. El álgebra

A({i}, ξ, 1) =< yi : y2
i = ξ1 >,

con coacción determinada por

δ(yi) = xi ⊗ 1 + gi ⊗ yi.
3. El álgebra

A({i}, ξ,Z2) =< yi, h : y2
i = ξ1, h2 = 1, hyi = −yih >

con coacción determinada por

δ(yi) = xi ⊗ 1 + gi ⊗ yi, δ(h) = gi ⊗ h.
4. El álgebra

A({i, j}, 1) =< yi, yj : y2
i = y2

j = 0, yiyjyi = yjyiyj >

con coacción determinada por

δ(yi) = xi ⊗ 1 + gi ⊗ yi, δ(yj) = xj ⊗ 1 + gj ⊗ yj .
5. El álgebra

A({i, j},Z2) =< yi, yj , h :h2 = 1, hyi = −yjh,
y2
i = y2

j = 0, yiyjyi = yjyiyj >

con coacción determinada por

δ(h) = gk ⊗ h, k 6= i, j,

δ(yi) = xi ⊗ 1 + gi ⊗ yi, δ(yj) = xj ⊗ 1 + gj ⊗ yj .
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6. El álgebra A(O3
2, ξ, 1), generada por {y(12), y(13), y(23)} sujeta a las

relaciones

y2
(12) = y2

(13) = y2
(23) = ξ1,

y(12)y(13) + y(13)y(23) + y(23)y(12) = 0,

y(13)y(12) + y(23)y(13) + y(12)y(23) = 0.

La coacción está determinada por

δ(ys) = xs ⊗ 1 + gs ⊗ ys
para cada s ∈ O3

2.
7. El álgebra A(O3

2, ξ,Z2), generada por {y(12), y(13), y(23), h} sujeta a
relaciones

y2
(12) = y2

(13) = y2
(23) = ξ1, h2 = 1,

hy(12) = −y(12)h, hy(13) = −y(23)h,

y(12)y(13) + y(13)y(23) + y(23)y(12) = 0.

La coacción está determinada por

δ(h) = g(12) ⊗ h,
δ(ys) = xs ⊗ 1 + gs ⊗ ys,

para cualquier s ∈ O3
2.

8. El álgebra A(O3
2, ξ, µ, η,Z3), por {y(12), y(13), y(23), h} sujeta a rela-

ciones

y2
(12) = y2

(13) = y2
(23) = ξ1, h3 = 1,

hy(12) = y(13)h, hy(13) = y(23)h, hy(23) = y(12)h,

y(12)y(13) + y(13)y(23) + y(23)y(12) = µh,

y(13)y(12) + y(23)y(13) + y(12)y(23) = η h2.

La coacción está determinada por

δ(h) = g(132) ⊗ h,
δ(ys) = xs ⊗ 1 + gs ⊗ ys, s ∈ O3

2.

9. Para ψ ∈ Z2(S3,k×) el álgebra A(O3
2, ξ, µ, S3, ψ), generada por ele-

mentos {y(12), y(13), y(23)} ∪ {eh : h ∈ S3} sujeta a relaciones

ehet = ψ(h, t) eht, ehys = −yh·seh h, t ∈ S3, s ∈ O3
2,

y2
(12) = y2

(13) = y2
(23) = ξ1,

y(12)y(13) + y(13)y(23) + y(23)y(12) = µ e(123).

La coacción está determinada por

δ(eh) = h⊗ eh,
δ(ys) = xs ⊗ 1 + gs ⊗ ys, s ∈ O3

2. �

Lema 5.23. Sea n = 3. A = A(Y, F, ψ, ξ) 6= 0, para todo Y ⊆ X,
F ≤ S3, ψ ∈ Z2(F,k×) y toda familia ξ de escalares compatible con el triple
(Y, F, ψ).
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Demostración. El caso Y 6= O3
2 es claro. Consideremos entonces el

caso Y = O3
2. Notemos que cada una de estas álgebras es naturalmente un

kF -módulo a derecha v́ıa

a ↼ t = aet, a ∈ A(Y, F, ψ, ξ), t ∈ F.

Consideremos la representación inducida W = A(Y, F, ψ, ξ) ⊗kF Wε, donde
Wε = k{z} es el kF -módulo trivial. Sea

B = {1,y(12), y(13), y(23), y(13)y(12), y(12)y(13), y(12)y(23), y(13)y(23),

y(12)y(13)y(23), y(13)y(12)y(23), y(12)y(13)y(12), y(12)y(13)y(12)y(23)}

y consideremos el subespacio lineal V de W generado por B⊗z. Mostramos
que es un submódulo no trivial en los cuatro casos que restan, esto es cuando
F = 1,Z2,Z3 o S3. En todos estos casos, la acción de y(12) está determinada
por la matriz

y(12) =



0 ξ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ξ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ξ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ξ 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 ξ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ξ
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0


.

Ahora, tomemos F = S3, ψ ≡ 1. La acción de e(12) y e(13) está determi-
nada, respectivamente, por las matrices:

1 0 0 0 µ 0 0 µ 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 −µ 0 −µ 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 µ ξ 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 ξ −µ 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0 −µ
0 0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 µ
0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


y



1 0 0 0 0 µ µ 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 µ 0 ξ 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 −µ −µ 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 −µ ξ 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 −µ
0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 −1 0 0 0 0 µ
0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


.

Notemos que la acción de e(23) está dada por e(12)e(13)e(12). Para cada cociclo

ψ ∈ Z2(S3, k×), definamos ψ̃ ∈ Z2(A(Y, F, 1, ξ), k×), por

(5.20) ψ̃(et, es) = ψ(t, s), ψ̃(et, yl) = ψ̃(yl, et) = ψ̃(yl, yk) = 0,

para t, s ∈ S3 l, k ∈ O3
2. Entonces A(Y, F, ψ, ξ) = A(Y, F, 1, ξ)ψ̃. Por lo tanto

A(Y, F, ψ, ξ) 6= 0.

En el caso F = Z3, tenemos que calcular la acción de h, pero esta matriz
está dada por e(12)e(13) en el caso previo. Nos queda el caso F = 1. La acción
de h en este caso está dada por la matriz de e(12) arriba, para µ = 0.

Finalmente, usamos el programa de computadora Mathematica c© para
verificar que estas matrices satisfacen las relaciones que definen al álgebra
en cada caso. �

Proposición 5.24. Sea A una H-comódulo álgebra H simple. Entonces
A ∼= A, para alguna de las álgebras A listadas en la Definición 5.22.
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Demostración. En efecto, las hipótesis del Teorema 5.19 se satisfacen
en este caso. Sabemos que el álgebra de Nichols B(O3

2,−1) es cuadrática y
de dimensión finita. Además, para cada Y ⊆ O3

2, tenemos que LY = KY ,
por el Teorema 5.8. Finalmente, vimos en el lema anterior que las álgebras
A en cuestión son no nulas. �

5.4.2. Comódulo álgebras sobre álgebras de Hopf sobre S4.
Para X = O4

2 y G = S4, introduciremos a continuación tres familias
de álgebras A(X,G, 1, ξ). En el Lema 5.28 abajo mostraremos que estas
álgebras son no nulas.

Definición 5.25. Sean ψ ∈ Z2(S4, k×), α, β ∈ k.

1. A−1
ψ (α, β) es el álgebra generada por {yi, eg : i ∈ O4

2, g ∈ S4} con

relaciones

e1 = 1,

eres = ψ(r, s) ers, r, s ∈ S4,

eg yl = sgn(g) yg·l eg, g ∈ S4, l ∈ O4
2,

y2
(12) = α 1,

y(12)y(34) + y(34)y(12) = 2α e(12)(34),

y(12)y(23) + y(23)y(13) + y(13)y(12) = β e(132).

2. A4
ψ(α, β) es el álgebra generada por {yi, eg : i ∈ O4

4, g ∈ S4} con
relaciones

e1 = 1,

eres = ψ(r, s) ers, r, s ∈ S4,

eg yl = sgn(g) yg·l eg, g ∈ S4, l ∈ O4
4,

y2
(1234) = α e(13)(24),

y(1234)y(1432) + y(1432)y(1234) = 2α 1,

y(1234)y(1243) + y(1243)y(1423) + y(1423)y(1234) = β e(132).

3. Aχψ(α, β) es el álgebra generada por {yi, eg : i ∈ O4
2, g ∈ S4} con

relaciones

e1 = 1,

eres = ψ(r, s) ers, r, s ∈ S4,

eg yl = χl(g) yg·l eg, g ∈ S4, l ∈ O4
2,

y2
(12) = α 1,

y(12)y(34) − y(34)y(12) = 0,

y(12)y(23) − y(23)y(13) − y(13)y(12) = β e(132).

Observación 5.26. SeaQ = Q−1[t]. Es claro queA−1
ψ (α, β) es el álgebra

A(O4
2,S4, ψ, ξ) para la familia ξ = {ξC}C∈R donde ξC = ξi, si i = 1, 2, 3, es

constante en las clases C con la misma cardinalidad |C| = i y donde en este
caso ξ1 = α, ξ2 = 2α, ξ3 = β.
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Análogamente, si Q = Qχ[t], Aχψ(α, β) es el álgebra A(O4
2, S4, ψ, ξ) para

cierta familia ξ sujeta a condiciones similares a las del párrafo anterior. Lo
mismo ocurre para Q = D[t], A4

ψ(α, β) y A(O4
4, S4, ψ, ξ).

Ahora veremos que las familias de álgebras de la Definición 5.25 son no
nulas. Necesitamos antes el siguiente lema.

Lema 5.27. Sea Q uno de los ql-datos Q−1
4 [t], Qχ4 [λ] o D[t]. Tomemos

γ = 0 si Q = Q−1
4 . Entonces existe un epimorfismo de álgebras

H(Q)� H(Q−1
3 [λ]).

Demostración. Comencemos recordando que existe un epimorfismo
de grupos π : S4 � S3 dado por

(12) 7→ (12), (23) 7→ (23), (34) 7→ (12).

Se tiene que kerπ = 〈(12)(34), (13)(24), (23)(14)〉. Más aún, se sigue que
π(O4

2) = O3
2.

Sea I el ideal de H(Q) generado por H(12)H(34) − 1, y sea L = H(Q)/I,
tenemos

H(14)H(23) = ad(H(24))(H(12)H(34)) ⇒ H(14)H(23) = 1 en L,
a(34) = ad(H(14)H(23))(a12) ⇒ a(34) = a(12) en L.

Análogamente,

H(13) = H(24), a(14) = a(23) y a(24) = a(13) en L.
En estos ql-datos, la acción · : S4 × X → X está dada por la conjugación
y g : X → S4 es la inclusión ι, y entonces las relaciones (3.7) y (3.8) en la
definición de H(Q) son satisfechas en el cociente.

Es ahora fácil ver que las relaciones cuadráticas (3.9) que definen a H(Q)
devienen en el cociente las relaciones correspondientes que definen al álgebra
H(Q−1

3 [λ]). �

El siguiente lema muestra que las álgebras de la Definición 5.25 son no
nulas, ver Observación 5.26.

Lema 5.28. Sea Q como en el Lema 5.27. Asumamos que (Y, F, ψ, ξ)
satisface

(5.21) ξCi = ξCj , ∀ i, j ∈ Y.

Si Q 6= Qχ4 (λ) asumamos además que

(5.22) ξC = 2ξi, si i, j ∈ Y, iB j = j, y (i, j) ∈ C.
Entonces el álgebra A(Y, F, ψ, ξ) es no nula.

Demostración. Asumamos primero que ψ ≡ 1. Ahora, dado un datum
(Y, F, ψ, ξ), π(F ) < S3 y es fácil ver que π(Y ) es un subrack de O3

2.
Más aún, se sigue que ξ es compatible con el triple (π(Y ), π(F ), ψ). En-

tonces tenemos el álgebra A(π(Y ), π(F ), ψ, ξ). Como en el Lema 5.27, vemos
que si dividimos por el ideal generado por 〈efeg : fg−1 ∈ N〉, entonces tene-
mos un epimorfismo de álgebras A(Y, F, ψ, ξ)� A(π(Y ), π(F ), ψ, ξ). Hemos
visto que estas álgebras son no nulas enl Lema 5.23, y por lo tanto tampoco
lo es A(Y, F, ψ, ξ).
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Notemos que en el caso en que (Y, F, ψ, ξ) está asociado al ql-datum
Qχ4 (λ), la hipótesis (5.22) no es necesaria, ya que (5.9) implica que, si i, j ∈
Y , i B j = i y C ∈ R′ es la clase correspondiente, entonces ξC = 0, y esta
relación está contenida en el ideal por el cual dividimos.

El caso ψ 6= 1 se sigue ahora como en la prueba del Lema 5.23, exten-

diendo el cociclo ψ a un cociclo ψ̃ ∈ Z2(A(Y, F, 1, ξ), k×) como en (5.20). �

5.4.3. Deformaciones por cociclo sobre S3 y S4. Estamos ahora
en condiciones de probar el resultado principal de esta sección.

Teorema 5.29. Sea H un álgebra de Hopf punteada no trivial sobre S3

o S4. Entonces H es una deformación por cociclo de grH.

Demostración. Hemos dicho que las álgebras de Nichols de dimensión
finita sobre S3 y S4 coinciden con sus aproximaciones cuadráticas. Esto es
si H es un álgebra de Hopf punteada de dimensión finita sobre Sn, n = 3, 4,

entonces grH ∼= B̂2(X, q)#kSn. Por [GG, Main Theorem] sabemos queH ∼=
H(Q). Luego, el teorema se sigue del Corolario 5.20, ya que en los Lemas
5.23, 5.28 mostramos la existencia de objetos (grH(Q),H(Q))-biGalois no
nulos en estos casos.

Notar que cuando trabajamos con Q−1
4 [t] o D[t] la condición ξ2 = 2ξ1

en el Lema 5.28 no interfiere con la prueba, ya que, por ecuación (5.19) ξ1,
respectivamente ξ2, puede ser elegido arbitrariamente. �

Observación 5.30. En [Ma, Theorem A1] Masuoka probó que las álge-
bras de Hopf u(D, λ, µ) asociadas a un dato de tipo Cartan finito D que
aparece en la clasificación de Andruskiewitsch y Schneider [AS4] son defor-
maciones por cociclo de las álgebras de Hopf graduadas asociadas u(D, 0, 0).

Los Corolarios 5.20 (1) y 5.29 prueban un resultado similar para algunas
familias de álgebras de Hopf construidas a partir de álgebras de Nichols que
no son de tipo diagonal.

5.5. Representaciones de la categoŕıa de módulos sobre un
álgebra de Hopf punteada sobre S3

Fijemos G = S3, S4 y H(Q) un álgebra de Hopf punteada sobre G;
H = grH(Q). Sea A una H-comódulo álgebra A con grA = KY #kψF ,
F ≤ StabKY , ψ ∈ Z2(F,k∗). Sea Z tal que X = Y t Z como conjuntos.
Notemos que F ≤ StabKZ .

Lema 5.31. Bajo las hipótesis de arriba, existe una familia de escalares
ξ compatible con (X,F, ψ) tal que A ' B(Y, F, ψ, ξ) como comódulo álgebras.

Demostración. La proyección canónica

π : A1 → A1/A0 ' KY (1) = kY
es un morfismo de A0-bimódulos. Sea ι : kY → A1 una sección de π de
A0-bimódulos. Como los elementos {xl : l ∈ Y } están en la imagen de π
podemos elegir elementos {yl : l ∈ Y } en A1 tales que ι(xl) = yl para
cualquier l ∈ Y . Es fácil verificar que

λ(yl) = xl ⊗ 1 + gl ⊗ yl, ef yl = χl(f) yf ·l ef , f ∈ F, l ∈ Y.
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Como grA está generada por {xl, ef : l ∈ Y, f ∈ F} entonces A está ge-
nerada como álgebra por {yl, ef : l ∈ Y, f ∈ F}.

Ahora, sea B = A⊗KZ . Entonces B tiene una estructura de comódulo
álgebra para la cual la inclusión canónica A ↪→ A⊗ 1 ⊂ B es un homomor-
fismo. La estructura de álgebra es la siguiente: para i ∈ Y , j ∈ Z, f ∈ F ,

(yi ⊗ 1)(1⊗ yj) = (yi ⊗ yj);

(1⊗ yj)(yi ⊗ 1) =



qjiyi ⊗ yj + ξCeC ⊗ 1, si iB j = j;

qjiyjBi ⊗ yj − qjiqjBi jyiyjBi ⊗ 1 + ξCeC ⊗ 1,

si iB j 6= j, iB j ∈ Y ;

qji1⊗ yjBiyj − qjiqjBi jyi ⊗ yjBi + ξCeC ⊗ 1,

si iB j 6= j, iB j /∈ Y ;

(ef ⊗ 1)(1⊗ yj) = ef ⊗ yj ;
(1⊗ yj)(ef ⊗ 1) = χ−1

j (f)ef ⊗ yf−1·j .

Aqúı C se refiere a la clase C ∈ R′ tal que (j, i) ∈ C. Recordemos que
por definición ξC = 0 si gC /∈ F . Entonces la aplicación

(5.23) m : B → A(X,F, ψ, ξ), a⊗ x 7→ ax

es un epimorfismo de álgebras. Ahora, si

A 3 a 7→ a(−1) ⊗ a(0) ∈ H ⊗A y KZ 3 x 7→ x(−1) ⊗ x(0) ∈ H ⊗KZ
denotan a las coacciones correspondientes, definamos λ : B → H⊗B como
λ(a⊗x) = a(−1)x(−1)⊗a(0)⊗x(0). Es inmediato ver que λ está bien definida.
Hacemos esto caso por casa en la definición de la multiplicación de B dada
arriba. Por ejemplo, si iB j 6= j y iB j ∈ Y , entonces tenemos

λ(1⊗ yj)λ(yi ⊗ 1)

= (gj ⊗ (1⊗ yj) + xj ⊗ (1⊗ 1))(gi ⊗ (yi ⊗ 1) + xi ⊗ (1⊗ 1))

= (gj ⊗ (1⊗ yj))(gi ⊗ (yi ⊗ 1)) + (xj ⊗ (1⊗ 1))(gi ⊗ (yi ⊗ 1))

+ (gj ⊗ (1⊗ yj))(xi ⊗ (1⊗ 1)) + (xj ⊗ (1⊗ 1))(xi ⊗ (1⊗ 1))

= gjgi ⊗ (1⊗ yj)(yi ⊗ 1) + xjgi ⊗ (yi ⊗ 1)

+ qjixjBigj ⊗ (1⊗ yj) + xjxi ⊗ (1⊗ 1)

= gjgi ⊗ (qjiyjBi ⊗ yj − qjiqjBi jyiyjBi ⊗ 1 + ξCgC ⊗ 1)

+ xjgi ⊗ (yi ⊗ 1) + qjixjBigj ⊗ (1⊗ yj)
+ (qjixjBixj − qjiqjBi jxixjBi ⊗ 1)⊗ (1⊗ 1),

lo que coincide con λ(qjiyjBi ⊗ yj − qjiqjBi jyiyjBi ⊗ 1 + ξCgC ⊗ 1).
Aśı, B es una H-comódulo álgebra con

dimB = dimAdimKZ = dimKY dimKZ |F | = dimA(X,F, ψ, ξ),

por la Observación 5.14 y luego el mapa m en (5.23) es un isomorfismo. �

Formulamos ahora el principal resultado de este caṕıtulo. Nos restingi-
mos a G = S3. Para cada h ∈ G, sea ξhC = ξh−1·C . Recordemos que denota-
mos por B(Y, F, ψ, ξ) a la sub-comódulo álgebra de A(X,F, ψ, ξ) generada
por {yi}i∈Y , y que en este caso B(Y, F, ψ, ξ) = A(Y, F, ψ, ξ).
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Teorema 5.32. 1. Sea M una categoŕıa módulo indescomponible
y exacta sobre Rep(H(Q)), entonces existen
(i) un subgrupo F < G, y un 2-cociclo ψ ∈ Z2(F,k×),
(ii) un subconjunto Y ⊂ X tal que F · Y ⊂ Y ,

(iii) una familia de escalares {ξC}C∈R′ compatible con (Y, F, ψ),
tales que hay una equivalencia de módulos M' B(Y,F,ψ,ξ)M.

2. Sean (Y, F, ψ, ξ), (Y ′, F ′, ψ′, ξ′) dos familias como en 1. Existe una
equivalencia de categoŕıas módulo B(Y,F,ψ,ξ)M ' B(Y ′,F ′,ψ′,ξ′)M si y

sólo si existe un elemento h ∈ G tal que F ′ = hFh−1, ψ′ = ψh,
Y ′ = h · Y y ξ′ = ξh.

Demostración. 1. Por el Corolario 5.29 podemos asumir queM es una
categoŕıa módulo indescomponible y exacta sobre grH(Q) = H. Se sigue de
[AM, Theorem 3.3] que existe una H-comódulo álgebra a izquierda A H-
simple a derecha tal que M' AM. El Teorema 1.70 junto con el Teorema
5.10 implican que existe un subgrupo F < G, y un 2-cociclo ψ ∈ Z2(F,k×),
junto con un subconjunto Y ⊂ X, F · Y ⊂ Y , tal que grA = KY #kψF .
Aqúı A0 = kψF . Luego el resultado se sigue del Lema 5.31.

2. Asumamos que las categoŕıas módulo B(Y,F,ψ,ξ)M, B(Y ′,F ′,ψ′,ξ′)M son
equivalentes, entonces el Teorema 5.2 implica que existe un elemento h ∈ G
tal que B(Y ′, F ′, ψ′, ξ′) ' hB(Y, F, ψ, ξ)h−1 como H-comódulo álgebras.

El mapa de álgebras α : hB(Y, F, ψ, ξ)h−1 → B(h · Y, hFh−1, ψh, ξh)
definido por

α(hefh
−1) = ehfh−1 , α(hylh

−1) = χl(h) yh·l,

para cada f ∈ F , l ∈ Y , es un isomorfismo bien definido de comódulo álge-
bras . Luego B(Y ′, F ′, ψ′, ξ′) ' B(h · Y, hFh−1, ψh, ξh) y usando el Teorema
5.19 (3) obtenemos el resultado. �

Como una consecuencia inmediata del Teorema 5.32 tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 5.33. Los H-objetos de Galois son de la forma A(X,G,ψ, ξ).

Demostración. Sea A un H-objeto de Galois. Entonces AM es una
categoŕıa módulo exacta sobre RepH. Más aún, AM es indescomponible. En
efecto, en caso contrario existiŕıa un ideal bilátero propio J ⊂ A H-estable
[AM, Proposition 1.18]. Aśı, can(A ⊗ J) = can(J ⊗ A), lo que contradice
la biyectividad de can (ver Definición 1.45, en la página 11). Luego, por el
Teorema 5.32 existe un dato (X,G,ψ, ξ) tal que A ∼= A(X,G,ψ, ξ). �



Caṕıtulo 6

Álgebras de Hopf punteadas con trenza estándar

En este caṕıtulo mostramos que cualquier álgebra de Hopf punteada
cuya trenza infinitesimal es de tipo diagonal estándar, ver Definición 2.8
en página 24 está generada por sus elementos grupezcos y casi primitivos.
Mostramos también que las relaciones cuánticas de Serre se satisfacen en
cualquier álgebra de Hopf punteada de dimensión finita que es corradical-
mente graduada sobre un grupo abeliano Γ. Este resultado extiende el [AS4,
Lemma 5.4], donde se llega a esa conclusión en el caso Cartan. Finalmente,
determinamos cómo estas relaciones se levantan en el caso estándar.

6.1. Generación en grado uno

En esta Sección, Γ denotará un grupo abeliano finito y S =
⊕

n≥0 S(n)

un álgebra de Hopf trenzada graduada de dimensión finita en Γ
ΓYD tal que

S(0) = k1 y tal que está generada como álgebra por S(0) ⊕ S(1). Fijamos
una base {x1, . . . , xθ} de V := S(1), con xi ∈ S(1)χigi para algunos gi ∈ Γ y

χi ∈ Γ̂, y llamamos qij := χj(gi).
Mostraremos que dada una tal S, si V es un espacio vectorial trenzado

de tipo estándar, entonces S es el álgebra de Nichols B(V ) asociada a V .
En particular, obtenemos el principal resultado de este caṕıtulo, esto es que
cualquier álgebra de Hopf punteada de dimensión finita sobre Γ con trenza
infinitesimal de tipo estándar está generada por elementos grupezcos y casi
primitivos.

Empezamos probando en la siguiente Proposición que las relaciones
cuánticas de Serre adc(xi)

1+mij (xj) = 0 se satisfacen en S, no necesariamen-
te de tipo estándar. En la prueba utilizamos la clasificación de los diagramas
de Dynkin generalizados asociados a álgebras de Nichols de dimensión finita
de [H].

Proposición 6.1. Sea S como arriba. Entonces,

(6.1) adc(xi)
1+mij (xj) = 0, para todo i 6= j tal que q

mij+1
ii 6= 1.

Demostración. Supongamos que adc(xi)
1+mij (xj) 6= 0 para algún i 6=

j tal que q
mij+1
ii 6= 1 (y luego q

mij
ii qijqji = 1 por la definición de mij , ver

Definición 2.8).
Para empezar, comenzamos como en [AS4, Lemma 5.4]. Sean m = mij ,

q = qii, y1 := xi, y2 := xj y y3 := adc(xi)
1+m(xj). También,

h1 = gi, h2 = gj , h3 = gm+1
i gj ,

η1 = χi, η2 = χj , η3 = χm+1
i χj ,

95
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luego yk ∈ Sηkhk , 1 ≤ k ≤ 3. Notemos que y3 ∈ S es primitivo, ver [AS3,

Lemma A.1] Si W = k{y1, y2, y3}, entonces B(W ) es de dimensión finita.
En efecto, el álgebra k〈W 〉 ⊂ S y además k〈W 〉 � B(W ). Luego, como
dimS < ∞, tenemos que dimB(W ) < ∞. Calculamos la correspondiente
matriz de la trenza (Qkl = ηl(hk))1≤k,l≤3, y consideramos el correspondiente
diagrama de Dynkin generalizado:

(6.2) ◦qjj
q−m(m+1)q2

jj

JJJJJJJJJ

◦q

q−m
||||||||

qm+2 ◦qm+1qjj .

En consecuencia, este diagrama debeŕıa aparecer en [H, Table 2]. Con-
sideramos diferentes casos.

Caso I: QklQlk 6= 1 para todo 1 ≤ k < l ≤ 3.
Por [H, Lemma 9(ii)], 1 =

∏
k<lQklQlk = q2−m(m+1)q2

jj , y al menos uno
de los vértices está etiquetado con −1. Notemos que q 6= −1 porque en tal
caso m = 0 (asumimos qm+1 6= 1). También, qjj 6= qm+1qjj por hipótesis, y
por lo tanto exactamente uno de los vértices está etiquetado con −1.

Si qjj = −1, entonces 1 = (qm+1qjj)(q
−m(m+1)q2

jj) = −q1−m2
y

m = 1 por el mismo Lema, pero esto es una contradicción.
Si qm+1qjj = −1, entonces 1 = qqm+2 = qm+3 y

1 = qjj(q
−m(m+1)q2

jj) = q3
jjq
−m(m+3)+2m = q3

jjq
2m,

por el mismo Lema, luego

−1 = (−1)3 = q3
jjq

3m+3 = (q3
jjq

2m)qm+3 = qm+3,

lo que es una contradicción. Por lo tanto (6.2) no pertenece a este
caso.

Caso II : Q12Q21 = q−m = 1.
Aqúı m = 0, luego tenemos

(6.3) ◦q
q2
◦qqjj

q2
jj

◦qjj .

Si qjj = −1 entonces tenemos el subdiagrama conexo ◦q
q2 ◦−q . Note-

mos que este diagrama no tiene vértices etiquetados con −1 y las etiquetas
de los vértices son diferentes. También, el diagrama no es tipo Cartan finito
y no corresponde a los diagramas sin −1 en los vértices en las filas 5, 9, 11,
12, 15 de [H, Table 1], y luego los descartamos.

Si qjj 6= −1 pero q = −1 tenemos una situación análoga, por lo tanto
consideramos también q 6= −1 y (6.3) es un diagrama conexo de rango 3.

Si qqjj 6= −1, [H, Lemma 9(i)] implica que una de las siguientes condi-
ciones se satisface:

es de tipo Cartan finito, y por lo tanto contiene un subdiagrama de
Cartan A2. Entonces 1 = qq2 = (qqjj)q

2 o 1 = qjjq
2
jj = (qqjj)q

2
jj ,

luego q = 1 o qjj = 1;
q3 = 1, qjj , qjjq ∈ G6 ∪ G9 y qjjq

2
jj = 1 o q3

jj = 1, q, qjjq ∈ G6 ∪ G9

y qq2 = 1.
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Pero ninguno de estos casos es posible. En consecuencia, qqjj = −1. Mirando
a [H, Table 2] vemos que QiiQi3Q3i = 1 para algún i ∈ {1, 2} en todos los
casos. Como ambas situaciones son análogas, asumimos i = 1: q3 = 1. Por
[H, Lemma 9(iii)], una de las siguientes condiciones es verdadera:

q3
jj = 1, pero q3

jj = −q−3 = −1,

q4
jj = 1,
qjj = −q.

Obtenemos una contradicción, y por lo tanto m 6= 0.

Caso III: Q13Q31 = qm+2 = 1.
El diagrama correspondiente es:

◦q
q2
◦qjj

q−2q2
jj
◦q−1qjj .

Este diagrama es análogo a (6.3) cambiando qjj por qjjq
−1 y luego vemos

que no pertenece a [H, Table 2]. Por lo tanto qm+2 6= 1.

Caso IV: Q23Q32 = 1. Esto es, q2
jj = qm(m+1). Tenemos el siguiente

diagrama:

(6.4) ◦qjj
q−m

◦q
qm+2◦q

m+1qjj .

Por los casos anteriores, éste es un diagrama conexo de rango 3. Como m 6= 0
y qm+1 6= 1 tenemos q 6= −1. Analizamos las diferentes posibilidades para
los valores en los vértices:

qjj = qm+1qjj = −1: En tal caso, qm+1 = 1 y el diagrama es

◦−1
q ◦q q ◦−1,

pero éste no aparece en la lista de Heckenberger.

qjj = −1,qm+1qjj 6= −1: Por [H, Table 2], se sigue que tenemos que
1 = Q22Q23Q32 = qm+3 y el diagrama es

◦−q−2

q−1
◦q

q3 ◦−1.

También, 1 = q2
jj = qm(m+1) = q2m = q−6. Notar que q3 6= 1 pues qm 6=

1, y por lo tanto q ∈ G6. Pero este diagrama no pertenece a la lista de
Heckenberger.

qjj 6= −1,qm+1qjj = −1: Como en el caso previo, 1 = Q22Q21Q12 =
q1−m. Por la definición de m concluimos que m = 1 y el diagrama es como
en el caso anterior, donde nuevamente q ∈ G6 por la condición inicial del
caso IV, y tenemos la misma contradicción.

qjj,q
m+1qjj 6= −1: Por [H, Lemma 9(i)], una de las siguientes se satis-

face:

es de tipo Cartan. Por lo tanto q = qjj y m = 1, o q = qm+1qjj =
q−m−2. En ambos casos llegamos al mismo diagrama

◦q
q−1

◦q
q3 ◦q

3
.

Es fácil ver que no es de tipos A3, C3 porque q, q2 6= q3. Pero si fuera
de tipo C3, q = (q3)2 = q−3, lo que es una contradicción.
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qjj ∈ G3, q ∈ G6 ∪ G9 y 1 = q1−m = qjjq
2m+3. Entonces m = 1 y

q5 = q−1
jj , por lo tanto q15 = 1, pero esto es una contradicción con

q ∈ G6 ∪G9.
qm+1qjj ∈ G3, q ∈ G6 ∪ G9 y 1 = qjjq

−m = qm+3. Nuevamente
q15 = 1, lo cual es una contradicción con q ∈ G6 ∪G9.

En consecuencia (6.2) no es de tipo finito, lo que concluye la prueba. �

Los siguientes lemas muestran que si la trenza satisface algunas condi-
ciones relacionadas con trenzas de tipo estándar, entonces algunas relaciones
adicionales se satisfacen en S. Consideramos la presentación de álgebras de
Nichols de tipo estándar del Teorema 2.12, ver página 26. Como esta pre-
sentación no es minimal en algunos cases, necesitamos primero descartar
algunas relaciones redundantes en el siguiente lema.

Lema 6.2. Si existen j 6= k ∈ {1, . . . , θ} tales que mkj = 1, mjk = 2,
pero qjj /∈ G3 o qkk 6= −1, entonces

[
(adc xj)

2xk, (adc xj)xk
]
c

= 0.

Demostración. Para ver esto, por [A, Lemma 5.5(ii)] basta considerar
dos casos: qjj ∈ G3, qkk 6= −1, o qjj /∈ G3, qkk = −1. En el primer caso
tenemos

x3
j = 0, (adc xk)

2xj = x2
kxj − (1 + qkk)qkjxkxjxk + qkkq

2
kjxjx

2
k = 0.

En consecuencia tenemos

x2
jxkxjxk = (1 + qkk)

−1q−1
kj x

2
jx

2
kxj ,

y por [A, Lemma 5.5(i)] concluimos que
[
(adc xj)

2xk, (adc xj)xk
]
c

= 0 (po-
demos restringirnos a la subálgebra de Hopf generada por xj , xk para estar
bajo las condiciones de ese lema). La prueba para los otros casos es análo-
ga. �

Lema 6.3. Asumamos que existen j, k, l ∈ {1, . . . , θ} distintos tales que
qkk = −1, qkjqjk = q−1

kl q
−1
lk 6= 1, qjlqlj = 1. Entonces,

(6.5) x2
k = 0, [adc xj(adc xk(xl)), xk]c = 0.

Demostración. La primera ecuación se sigue rápidamente puesto que
x2
k es primitivo y el escalar asociado es 1. Esto implica que

(adc xk)
2xj = (adc xk)

2xl = 0.

Para la segunda ecuación, denotamos u := [adc xj(adc xk(xl)), xk]c, gu :=

gjg
2
kgl ∈ Γ, χu := χjχ

2
kχl ∈ Γ̂, q := qlkqkl. Por [A, Lemma 5.8], u es un

elemento primitivo.
Procedemos como en la prueba del lema previo. Supongamos que u 6=

0. Entonces la trenza de y1 = xj , y2 = xk, y3 = xl y y4 = u, con los

correspondientes elementos hi ∈ Γ, ηi ∈ Γ̂, corresponde a una en la que el
álgebra de Nichols asociada es de dimensión finita. Obtenemos el siguiente
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diagrama de Dynkin generalizado asociado a (Qrs = ηs(hr))1≤r,s≤4:

(6.6) ◦qjj
q−1

q2
jjq
−2

◦−1

q

◦qjjqll
q2
llq

2
◦qll .

Notemos que q = −1 implica que (6.6) contiene un diagrama del tipo (6.3)
como subdiagrama, lo que es una contradicción a la dimensión finita del
álgebra de Nichols asociada. Por lo tanto q 6= −1 y como cualquier tal
diagrama contiene un 4-ciclo, por [H, Lemma 12] tenemos q2

jjq
−2 = 1 o

q2
llq

2 = 1. Por la simetŕıa del diagrama podemos asumir qjj = ±q.
Si también qll = ±q−1, ya que Q44 = qjjqll 6= 1, entonces el diagrama

es de la forma ◦q
q−1 ◦−1

q ◦−q
−1 . Pero esto es una contradicción con

[H, Lemma 9(iii)]. Por lo tanto tenemos un diagrama conexo de rango 4:

◦±q
q−1 ◦−1

q ◦qll
q2
llq

2
◦qjjqll .

Supongamos que qjj = −q. Como Q11Q12Q21 6= 1, deducimos de [H, Table
3] que

0 = (1−Q3
11)(Q2

11Q12Q21 − 1) = (1 + q3)(q − 1),

pero descartamos este caso por [H, Table 3].
Por lo tanto qjj = q. Obtenemos que no existen diagramas en [H, Table

3] tales que Q22 = −1, Q11 = Q44Q
−1
33 = q 6= ±1, por lo tanto el diagrama

de arriba no pertenece a esa lista. Por lo tanto u = 0. �

Lema 6.4. Asumamos que existen j 6= k ∈ {1, . . . , θ} tales que mkj = 1,
mjk = 2. (a) Si qjj ∈ G3 y qkk = −1, entonces la siguiente relación se

satisface:

(6.7)
[
(adc xj)

2xk, (adc xj)xk
]
c

= 0.

(b) Si V es estándar y existen l 6= j, k ∈ {1, . . . , θ} tales que mjl = mlj = 0,
mkl = 1 y (1 + qkk)(1− q3

jj) = 0, entonces:

(6.8)
[
(adc xk)

2(adc xj)xl, (adc xj)xk
]
c

= 0.

Demostración. (a) Procedemos como en los lemas previos. Asumamos
que v :=

[
(adc xj)

2xk, (adc xj)xk
]
c
6= 0. Por [A, Lemma 5.9], v es un ele-

mento primitivo: notemos que x3
j = 0, o x2

k = 0, o q2
jjqjkqkj = qkkqjkqkj = 1

ya que S es de dimensión finita.
Llamemos y1 = xj , y2 = xk, y3 = v, y hi ∈ Γ, ηi ∈ Γ̂, i = 1, 2, 3

a los correspondientes elementos. En consecuencia, la matriz de la trenza
(Qrs = ηs(hr))1≤r,s≤3 corresponde a una en la lista de Heckenberger. El
diagrama de Dynkin generalizado asociado es

◦qjj q

q2 CC
CC

CC
CC

◦−1

◦q6

q3

{{{{{{{{

, q := qjkqkj .
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Como el diagrama es finito, Q33 = q6 6= 1, pero entonces esto contradice [H,
Lemma 9(iii)]. Por lo tanto, v = 0.

(b) Por el ı́tem previo, Lema 6.2 y [A, Lemma 5.9(b)],

w :=
[
(adc xk)

2(adc xj)xl, (adc xj)xk
]
c

es un elemento primitivo. Si suponemos que w 6= 0, trabajamos como en los
casos previos para cada diagrama posible tomando y1 = xj , y2 = xk, y3 = xl,

y4 = w, y hi ∈ Γ, ηi ∈ Γ̂, i = 1, 2, 3, 4 los correspondientes elementos: la
matriz de la trenza (Qrs = ηs(hr))1≤r,s≤3 corresponde a una en la lista de
Heckenberger.

qkk = −1, q2
jjqkjqjk = 1 = qkjqjkqklqlk: el diagrama correspondiente

para (Qrs) es

◦q
q−2

q2 DD
DD

DD
DD

◦−1
q2

q−4

◦qll

q4q2
llyyyyyyyy

◦qqll

, q := qjj .

Por [H, Lemma 9(ii)] q4 = 1. Entonces los vértices 1,3,4 determinan
un diagrama de tipo (6.3), que no está en lista de Heckenberger.
q2
jjqkjqjk = qkjqjk = qkkqklqlk = 1: el diagrama para este caso es

◦q
q−2

q2 CC
CC

CC
CC ◦q2

q−2

◦qll

q−4q2
llzz

zz
zz

zz
z

◦qqll

, q := qjj ∈ G3 ∪G4.

Si q4 = 1, nuevamente tenemos (6.3) como subdiagrama. Si q ∈
G3 tenemos qll = ±q2, porque no existen 4-ciclos. Como Q44 6= 1,
debeŕıamos tener qll = −q2, pero en tal caso tenemos un diagrama
conexo de rango 4 con m32 = 4, porque Q33 = −q2 y Q23Q32 = q2 ∈
G3, lo que es una contradicción.
qkk = −1, qjj = −qkjqjk ∈ G3, qkjqjkqklqlk = 1: el diagrama es

◦q
−q

q2 DD
DD

DD
DD

◦−1
−q2

q2

◦qll

qq2
llyyyyyyyy

◦qqll

, q := qjj ∈ G3.

No es de tipo finito por [H, Lemma 9(ii)].
qjj = −qkjqjk ∈ G3, qkkqkjqjk = qkkqklqlk = 1: ahora el diagrama es

◦q
−q

q2 CC
CC

CC
CC ◦−q2

−q
◦qll

q2q2
llyy

yy
yy

yy
y

◦qqll

, q := qjj ∈ G3.

Primero, qll = ±q2 porque no existen 4-ciclos y, segundo Q44 6= 1
por lo tanto qll = −q2. Transformando el diagrama por la simetŕıa
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en el vértice 4, es equivalente Weyl a

◦−1
q
◦1

−q
◦−q2

−q ◦qll ,

cuya álgebra de Nichols asociada no es de dimensión finita, una
contradicción.

En todos los casos obtenemos una contradicción, luego w = 0. �

Podemos ahora probar los resultados principales de este caṕıtulo: los
Teoremas 6.5 y 6.6.

Teorema 6.5. Sea S = ⊕n≥0S(n) un álgebra de Hopf graduada de di-
mensión finita en Γ

ΓYD, Γ un grupo finito, tal que S(0) = k1. Fijemos una

base x1, . . . , xθ de V := S(1), con xi ∈ S(1)χigi para algún gi ∈ Γ y χi ∈ Γ̂, y
llamemos qij := χj(gi). Asumamos que

S está generada como álgebra por S(0)⊕ S(1), y
V es un espacio vectorial trenzado estándar.

Entonces S ∼= B(V ).

Demostración. La proyección canónica T (V ) � B(V ) = T (V )/I(V )
induce una proyección

π : S � B(V ),

de álgebras de Hopf trenzadas graduadas, y aśı consideramos S = T (V )/I,
para algún ideal de Hopf trenzado graduado I de T (V ), generado en grados
≥ 2, I ⊆ I(V ).

Supongamos que I(V ) % I y sea x ∈ S de grado minimal k entre las
clases de los elementos x en I(V ) \ I. Como π es un morfismo de álgebras
de Hopf trenzadas, tenemos que

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x +

n∑
j=1

bj ⊗ cj ∈ kerπ ⊗ S + S ⊗ kerπ,

para algunos elementos homogéneos bj , cj ∈
⊕k−1

i=1 S
i, que satisfacen

deg(bj) + deg(cj) = k.

Podemos considerar para cada j que bj ∈ kerπ o cj ∈ kerπ. Si bj ∈ kerπ,
entonces bj = 0 por la hipótesis en k. Lo mismo ocurre si cj ∈ kerπ. En
consecuencia, x es primitivo en S.

Consideremos la presentación de I(V ) dada por el Teorema 2.12. En-
tonces, por la Proposición 6.1 y los lemas 6.2, 6.3 y 6.4, tenemos que nece-
sariamente x = xNαα para algún α ∈ ∆+, o existen j 6= k ∈ {1, . . . , θ} tales

que mjk = 3, mkj = 1, (1 − q4
jj)(1 + qkk) = 0,

(
qjj qjk
qkj qkk

)
es una trenza

estándar de tipo G2 y x = [u]c, ver 2.2.1, página 23, donde

u ∈ {x3
jxkxjxk, x3

jxkx
2
jxk, x2

jxkxjxkxjxk, x2
jxkx

2
jxkxjxk}.

Llamemos gx ∈ Γ, χx ∈ Γ̂ a los elementos asociados. Descartamos fácilmente
el caso x = xNαα , porque en tal caso

χx(gx) = qN
2
α

α = 1,
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(ord(qα) = Nα) y S es de dimensión finita (y en caso contrario tendŕıamos
k[x] ⊂ S).

Supongamos que x = [u]c. Sea η1 = χj , η2 = χk, η3 = χx, h1 = gj ,
h2 = gk, h3 = gx. Como en la prueba de los lemas previos, la trenza corres-
pondiente to la matriz (Qrs = ηs(hr))1≤r,s≤3 aparece en la lista de Hecken-
berger. Los posibles diagramas para los vértices j, k son

◦ζ
ζ

◦ζ3 , ζ ∈ G4;

◦ζ
−1
◦−1 , ζ ∈ G6;

◦ζ2
ζ

◦ζ7 , ζ ∈ G8;

◦ζ2
ζ3

◦−1 , ζ ∈ G8;

◦ζ
ζ5

◦−1 , ζ ∈ G8.

Salvo tres excepciones concluimos que todos los pares posibles de trenzas y
elementos u dan diagramas que no están en la lista de Heckenberger, ya sea
porque Q33 = 1 o

Q12Q21 6= 1, Q13Q31 6= 1 y Q23Q32 6= 1

y aśı es un triángulo pero
∏

1≤r<s≤3QrsQsr 6= 1.
Los cases restantes son:

1. ◦ζ
ζ

◦ζ3 , u = x3
jxkx

2
jxk,

2. ◦ζ
−1
◦−1 , u = x3

jxkxjxk,

3. ◦ζ
−1
◦−1 , u = x2

jxkxjxkxjxk,

y los correspondientes diagramas de (Qrs) son:

1. ◦ζ
ζ

◦ζ3
ζ
◦ζ3 ,

2. ◦ζ4
ζ2

◦ζ
−1
◦−1 ,

3. ◦ζ
ζ5

◦ζ
−1
◦−1 ,

pero son trenzas de Cartan asociadas a matrices de Cartan no finitas, lo que
es una contradicción. �

El siguiente teorema da una respuesta afirmativa a la Conjetura [AS2,
Conjecture 1.4] en nuestro caso. Como las trenzas de tipo estándar incluyen
propiamente a aquellas de tipo Cartan finito, este resultado extiende [AS4,
Theorem 5.5].

Teorema 6.6. Sea H un álgebra de Hopf punteada de dimensión finita
sobre un grupo abeliano Γ tal que su trenza infinitesimal es de tipo estándar.
Entonces H está generada por sus elementos grupezcos y casi primitivos.

Demostración. Sea grH = R#kΓ, V = R(1). Entonces H está ge-
nerada por sus elementos grupezcos y casi primitivos si y sólo si R es el
álgebra de Nichols B(V ). Sea S el dual graduado R∗ en G

GYD. Notemos que
S(1) = R(1)∗ tiene la misma trenza que R(1). Por [AS2, Lemma 5.5] basta
ver que S es un álgebra de Nichols. Esto se sigue del Teorema 6.5. �
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6.2. Levantamiento de las relaciones cuánticas de Serre

Sea B un álgebra de Nichols de dimensión finita de tipo estándar, con
trenza (qij)1≤i,j≤θ, θ el rango de B. SeaH un álgebra de Hopf punteada sobre
un grupo abeliano Γ tal que grH = B#kΓ. En esta sección mostramos que
las relaciones cuánticas de Serre en B se levantan a H como elementos en kΓ.
La prueba de este resultado es similar a la de la Proposición 6.1. Más aún,
distinguimos los casos en los que estas relaciones sólo pueden ser levantadas
como cero.

Sea mij como en la Definición 2.8. Para 1 ≤ i 6= j ≤ θ, sea

χij = ξ
mij+1
i χj , gij = g

mij+1
i gj .

Lema 6.7. Sea 1 ≤ i 6= j ≤ θ. Asumamos que q
mij+1
ii 6= 1. Entonces

(6.9) (χij , gij) 6= (χl, gl), ∀ 1 ≤ l ≤ θ.

Demostración. Asumamos que existe l tal que (6.9) se satisface. En-
tonces se sigue como en la prueba de la Proposición 6.1 que l = i o l = j, ya
que de otro modo obtendŕıamos un subdiagrama del diagrama D asociado
a la trenza que no seŕıa de tipo finito.

Ahora, l 6= j, ya que de otro modo χij(gij) = q
mij+1
ii qjj = χj(gj) = qjj y

q
mij+1
ii 6= 1. Pero si l = i, tendŕıamos

q2
ii = χi(gi)

2 = χi(gij)χij(gi) = q
2(mij+1)
ii qjiqij = q

mij+2
ii ,

ya que, como (qij) es de tipo estándar y q
mij+1
ii 6= 1, q

mij
ii qijqji = 1. Por lo

tanto, por la definición de mij , tenemos mij = 0. En este caso, qii = χi(gi) =
χij(gij) = qiiqjj , una contradicción. �

Sea ai ∈ Pχi1,gi
(H) tal que ai es enviado a xi ∈ B v́ıa A1 � A1/A0

∼=
B(1). En particular, se sigue que ad(ai)

mij+1(aj) ∈ P
χij
gij (H). Ver [AS2,

Appendix].
Si 1 ≤ i 6= j ≤ θ, denotemos por Dij al subdiagrama de D con vértices

i, j y por Qij a la submatriz correspondiente de (qkl)1≤k,l≤θ.

Proposición 6.8. Sean H, ai como arriba, 1 ≤ i 6= j ≤ θ. Asumamos

que q
mij+1
ii 6= 1. Entonces existe λ ∈ k tal que

ad(ai)
mij+1(aj) = λ(1− gmij+1

i gj).

Más aún, λ puede elegirse distinto de cero sólo en los siguientes cases:

1. mij = 3 y

(i) Dij = ◦q q−3

◦q3 , q ∈ G7 y Qij =
(
q q3

q q3

)
,

(ii) Dij = ◦ξ ξ−3

◦−1 , ξ ∈ G8 y Qij =
(
ξ −1
ξ −1

)
.

2. mij = 2 y

(i) Dij = ◦q q−2

◦q2 , q ∈ G5 y Qij =
(
q q2

q q2

)
,

(ii) Dij = ◦q q−2

◦−1 , q ∈ G6 y Qij =
(
q −1
q −1

)
.

3. mij = 1 implica



104 6. TRENZA ESTÁNDAR

(i) Dij = ◦qm q−m ◦q , q ∈ G2m+1 y Qij =
(
qm q
qm q

)
,

(ii) Dij = ◦q −q ◦−1 , q ∈ G4 y Qij =
(
q −1
q −1

)
,

(iii) Dij = ◦−ξ −ξ
−1

◦ξ ξ ∈ G3, y Qij =
(
−ξ ξ
−ξ ξ

)
,

(iv) Dij = ◦q q−1

◦q2 , q ∈ G8 y Qij =
(
q q2

q q2

)
.

4. mij = 0 implica

(i) Dij = ◦q ◦q−1 , q ∈ GN , N > 1 y Qij =
(
q q−1

q q−1

)
.

Demostración. Tenemos que Pεg,1(H) = k(1−g) y que si χ 6= ε enton-

ces Pχg,1(H) 6= 0 si y sólo si existe 1 ≤ l ≤ θ tal que (gij , χij) = (gl, χl), ver

[AS1, Lemma 5.4]. Como ad(ai)
mij+1(aj) ∈ P

χij
gij (H) entonces la primera

parte de la Proposición se sigue del Lema 6.7. Para la segunda parte, co-

mo λ puede elegirse 6= 0 sólo cuando χ
mij+1
i χj = ε, la Proposición se sigue

evaluando χij en gi y gj para determinar cuándo q
mij+1
ii qij = q

mij+1
ji qjj = 1,

tomando en cuenta que q
mij
ii qijqji = 1. Desarrollamos completamente el caso

mij = 3 para ejemplificar este método. Como q
mij+1
ii 6= 1 debe cumplirse,

quedan dos casos, a saber, aquellos correspondientes a los diagramas en
(1)(i) y (ii) en el enunciado de la proposición. Sea (qij)1≤i,j≤θ la trenza. En
el primer caso, tenemos qii = q, qjj = q3 y qijqji = q−3. Entonces

χ4
iχj(gi) = q4qij , χ4

iχj(gj) = q4
jiq

3.

Entonces, si χij = ε, tenemos 1 = q4qijq
4
jiq

3 = q4q3
ji y 1 = q4

jiq
3 = qjiq

−1.

Por lo tanto, qji = q, q7 = 1, qij = q−4 = q3.
En el segundo caso, tenemos qii = ξ, qjj = −1, qijqji = ξ−3, ξ ∈ G8.

Entonces, si ξij = ε, 1 = ξ4qij = −q4
ji. Entonces qij = −1 y qji = −ξ−3 =

ξ. �
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comódulo, 6

morfismo de, 7
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sistema de ráıces generalizado, 24
subálgebra coideal, 11

conexa, 11
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[ML] Mac Lane, S., Categories for the working mathematician, Springer-Verlag

(1971).
[Ma] Masuoka, A., Abelian and non-abelian second cohomologies of quantized en-

veloping algebras, J. Algebra 320 (2008), 1–47.
[MS] Milinski, A. y Schneider, H.J., Pointed indecomposable Hopf algebras over

Coxeter groups, Contemp. Math. 267, 215–236 (2000).
[M1] Mombelli, M., Module categories over pointed Hopf algebras, Math. Z., to

appear, preprint arXiv:0811.4090.
[M2] Mombelli, M., Representations of tensor categories coming from quantum

linear spaces, J. London Math. Soc., to appear.
[Mo] Montgomery, S., Hopf algebras and their action on rings, CBMS Lecture

Notes 82, American Math Society, Providence, RI, (1993)
[N] Nikshych, D., Non group-theoretical semisimple Hopf algebras from group ac-

tions on fusion categories, Selecta Math. 14 (2008), 145–161.



110 Bibliograf́Ia

[O1] Ostrik, V., Module categories, Weak Hopf Algebras and Modular invariants,
Transform. Groups, 2 8, 177–206 (2003).

[O2] Ostrik, V., Module categories over the Drinfeld double of a Finite Group,
Int. Math. Res. Not. 2003, no. 27, 1507–1520.

[O3] Ostrik, V., Module Categories Over Representations of SLq(2) in the Non-
Semisimple Case, Geom. funct. anal. Vol. 17 (2008), 2005–2017.

[R] Roos, J. E., Some non-Koszul algebras, Advances in geometry, 385-389, Progr.
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