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Resumen

Una de las caracteristicas mas importantes de un conjunto de ecuaciones en derivadas parcia-
les, que pretendan describir fisica, es que posean una formulacién de valores iniciales bien puesta.
Es decir, dados ciertos datos iniciales para algun tiempo inicial, las soluciones del sistema deben
cumplir las siguientes tres condiciones: existir localmente, ser Unicas y continuas en esos datos
iniciales. Esta propiedad es fundamental en problemas fisicos, debido a que garantiza el poder de
predictibilidad de la teoria.

Dentro de la clase de sistemas bien puestos, se encuentran los fuertemente hiperbolicos [1],
estos son los que estudiaremos en esta tesis. Consideraremos teorias en derivadas parciales de
primer orden, cuasi-lineales y con vinculos diferenciales. En estos casos, el nUmero de ecuaciones
es mas grande que el nimero de campos a resolver, por lo que no pueden aplicarse los métodos
standard para hiperbolicidad fuerte de la teoria de Kreiss. Para lidiar con este problema se intro-
duce un nuevo tensor, llamado reduccion. Este selecciona un subconjunto de ecuaciones con el
objetivo de usarlas como ecuaciones de evolucion para los campos a resolver. Cuando las mismas
resultan fuertemente hiperbolicas llamamos a esa reduccion hiperbolizador. Es de interés, tanto a
nivel tedrico como numérico, construir una teoria general que nos permita comprender qué con-
diciones garantizan la existencia (o la no existencia) de hiperbolizadores y obtener métodos para
construirlos. Es por ello que en esta tesis se responde parcialmente esa incognita.

Es conocido que el tensor que acompana a las derivadas primeras, llamado simbolo principal,
juega un papel importante en la teoria. Por lo que gran parte de la tesis es el estudio de sus
propiedades, que nos permite obtener informacion sobre como construir hiperbolizadores.

Como primer resultado [2], hemos encontrado que para teorias cuasi-lineales, una condicién
necesaria para que exista un hiperbolizador es que los valores singulares de ciertas familias mono-
paramétricas (¢) de perturbaciones del simbolo principal, sean solo de orden O (") o O (£?).
Por lo que hemos desarrollado un mecanismo que permite identificar, de un modo muy sencillo,
teorias mal puestas. Usando esta herramienta, hemos mostrado que las ecuaciones que describen
la electrodinamica de Force Free en su versién de potenciales de Euler y los fluidos cargados con
conductividad finita, son débilmente hiperbdlicas.

Como nuestro segundo resultado [3], hemos estudiado las teorias con coeficientes constantes,
y concluimos que una condicidon necesaria y suficiente para hiperbolicidad fuerte, es que exista
un angulo maximo 0 < 9 < 7, tal que los angulos principales de ciertos subespacios vectoriales
asociados al kernel por derecha y por izquierda del simbolo principal, estén acotados superiormente
por el mismo. Este resultado es alcanzado considerando la descomposicion de Kronecker de la
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parte principal y construyendo explicitamente los hiperbolizadores. Esto es posible debido a que
en teorias hiperbdlicas (no necesariamente fuertemente hiperbdlicas), esta descomposicién queda
limitada a solo dos tipos de bloques: bloques de Jordan y bloques que llamaremos de vinculos. Por
otro lado, cuando la condicién de angulo maximo se cumple, es posible observar que los bloques de
Jordan se vuelven diagonales y usar las mismas expresiones de la descomposicién para encontrar
explicitamente los hiperbolizadores punto a punto. Como ejemplo de aplicacién estudiamos la teoria
de Klein Gordon, mostrando su estructura de Kronecker y sus hiperbolizaciones.

Como tercer resultado [3], estudiamos teorias electrodinamicas no lineales, surgidas de lagran-
gianos arbitrarios en término de los invariantes electromagnéticos. Estas teorias presentan relacio-
nes de dispersion definidas en términos de dos métricas lorentzianas efectivas. Hemos probado
que estas teorias son simétricas hiperbdlicas (una clase dentro de las fuertemente hiperbdlicas) si
y solo si, los conos temporales de esas métricas efectivas tienen interseccién no vacia. Para ello
hemos construidos hiperbolizadores explicitos, llamadas simetrizadores [4]. Ademas hemos apli-
cado este resultado a ejemplos de interes fisico: a las teorias electromagnéticas de Born-Infeld,
Gauss-Bonnet y Euler-Heisenberg. Estas resultan simétricas hiperbolicas cuando ciertas restriccio-
nes sobre los campos electromagnéticos son impuestas. Por ultimo, hemos construido una teoria
electrodinamica de juguete, que resulta simétrica hiperbdlica, pero cuyos conos de propagacion no
tienen interseccién con los conos de la métrica de fondo.

Para finalizar, estudiamos la teoria de vinculos y su conexion con la descomposicion de Kronec-
ker del simbolo principal. En los casos mas simples de la descomposicién, obtenemos ecuaciones
de evolucion para el sistema subsidiario de vinculos y condiciones de integrabilidad necesarias para
que los vinculos se conserven. Estas ecuaciones parecen ser naturalmente fuertemente hiperbdli-
cas si el sistema original es hiperbolizable, por lo que en estos casos los vinculos se mantienen
satisfechos. Por otro lado, cuando la descomposicion de Kronecker se vuelve mas compleja, apa-
recen vinculos ocultos de mayores derivadas. Debido a que no hay una teoria asociada a estos
casos, no es posible asegurar que los mismos se conservan durante la evolucion.

Palabras claves:

Problema de valores iniciales- Sistemas cuasi-lineales - Sistemas de coeficientes constantes -
Simbolo principal - Vinculos diferenciales - Fuertemente Hiperbolico - Simétrico Hiperbdlico- Ecua-
ciones de evolucion - Hiperbolizadores - Descomposicién en valores singulares - Descomposicién
de Kronecker - Sistema subsidiario de vinculos - Vinculos ocultos - Force Free y potenciales de
Euler - Fluidos cargados con conductividad finita - Electrodinamica no lineal - Born-Infeld - Gauss-
Bonnet - Euler-Heisenberg.
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Capitulo 1

Introduccion

La mayoria de los modelos fisicos vienen dados en términos de ecuaciones en derivadas par-
ciales. Una pregunta importante es si cada uno de estos modelos tiene una formulacién de valores
iniciales que sea bien puesta o well posed en ingles. Esta condicién es la raiz de la fisica, ya que
garantiza el poder de predictibilidad de la teoria. Un conjunto de ecuaciones diferenciales se dice
bien puesto si: existe localmente alguna solucién, esta es Unica y es continua en el dato inicial [5].
Notemos que la primer condicién solo requiere la existencia local. En la segunda, cuando decimos
gue una solucién es "Gnica”, nos referimos a que la misma es Unica dentro de una cierta clase de
funciones. En principio consideraremos funciones suaves en Lo y con soporte compacto. La terce-
ra significa que si producimos pequenas perturbaciones en el dato inicial (pequenas en la norma
L5), la solucién se mantendra cercana a la solucion original, un requerimiento que esperamos las
teorias fisicas cumplan. De no ser asi, no podriamos corroborar que tal teoria corresponde a un
dado fenémeno, puesto que cualquier medicion fisicas siempre conlleva errores y no podriamos de-
cidir con que solucién comparar. Por otro lado, si tratdramos de resolver el problema numéricamente
los errores numéricos implicarian que paso a paso vamos cambiando de solucién, pero estas se
alejan las unas de las otras, por lo tanto cualquier resultado numérico representaria una mezcla de
soluciones distantes las unas de las otras, sin ningln sentido fisico.

En esta tesis estudiamos sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales de primer orden en
derivadas parciales que incluyen vinculos diferenciales (también de primer orden en derivadas) y
que pretenden describir fisica. A estos sistemas los llamamos sisternas generales de primer orden.
Estas teorias son de interés ya que la mayoria de las ecuaciones de la fisicas pueden llevarse a
esta forma. En particular estudiamos teorias fuertemente hiperbolicas. Esta clase de sistemas se
encuentra dentro de la clase de teorias bien puestas y estables ante términos de menores orde-
nes en derivadas (sin derivadas, en nuestro caso) [6], [7]. Un sistema particular, es fuertemente
hiperbélico dependiendo de su comportamiento en altas frecuencias. A grandes rasgos (profundi-
zaremos la definicién en el capitulo 2) si toda perturbaciéon de alta frecuencia posee velocidades
de propagacion finita y reales, entonces diremos que el sistema es hiperbdlico. Si ademas, cual-
quiera de esas perturbaciones, puede ser expandida punto a punto, en términos de ondas planas,
entonces el sistema es fuertemente hiperbdlico. Cuando el sistema solo sea hiperbdlico y no fuerte,
diremos que es débilmente hiperbdlico. Estos sistemas no son bien puesto ante cualquier tipo de
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perturbaciones de menores ordenes en las derivadas, por lo que son llamados mal puestos o ill
posed.

Generalmente, en fisica, estos sistemas aparecen como un conjunto de e ecuaciones diferen-
ciales, sobre una variedad M de dimensiéon n + 1, para ciertos u campos desconocidos, tal que
el nimero de ecuaciones es mayor o igual que el numero de campos e > u. La forma en la que
se trata esta clase de problemas es dividir este conjunto en dos subconjuntos, el de ecuaciones de
evolucion (u ecuaciones) y el de vinculos (c ecuaciones), tal que e = u + ¢. En donde, dada una
cierta foliacién >; local de M, parametrizada en términos del pardmetro ¢ que llamamos tiempo, el
problema de valores iniciales radica en resolver las u« ecuaciones de evolucion para los « campos
en t > 0, con dato inicial (en L9) sobre >;—q . Si este conjunto de ecuaciones de evolucién es
fuertemente hiperbdlico, entonces decimos que el sistema es fuertemente hiperbdlico (notese que
los vinculos son dejados de lado por el momento). La teoria para sistemas de evolucién ya ha sido
desarrollada, ver [6], [7], un andlisis mas completo puede encontrarse en [8], y un par de reviews
sobre estos temas desde un enfoque mas fisico en [9], [10].

Por otro lado, el papel que juegan los vinculos es el de restringir los datos iniciales (para los u
campos), que podemos seleccionar sobre Y;_, de tal forma que estos cumplan las ecuaciones de
vinculo. Sin embargo, podria suceder que las soluciones obtenidas (de las ecuaciones de evolucion)
cumpliendo los vinculos en tiempo ¢ = 0, fallen en cumplirlos para tiempos posteriores. Por lo
que parte del problema es probar que el sistema subsidiario de vinculos también evoluciona de
manera fuertemente hiperbodlica, de este modo, dado que los vinculos se cumplen sobre ;g ellos
permaneceran asi para tiempos posteriores por unicidad de la solucién.

Una pregunta que surge es: quienes son las ecuaciones de evolucion y de vinculos?. Ge-
roch en [4] muestra una forma geométrica y covariante de definir las ecuaciones de vinculos de
forma Unica. Sin embargo esto no puede hacerse con las ecuaciones de evolucién. Ya que, dado
un sistema de ecuaciones de evolucion arbitrario, siempre podemos combinarlo linealmente con los
vinculos (a esto proceso lo llamamos elegir una reduccioén del sistema) y obtener un nuevo sistema
de evolucion. En principio, esperamos que las soluciones de ambos sistemas sean las mismas,
ya que sumar términos de vinculos a la evolucion es como sumar “ceros”. Sin embargo, esto no
necesariamente es cierto, y en general sucede que diferentes reducciones pueden llevar a ecua-
ciones de evolucion fuerte o débilmente hiperbolicas. Esta ambigliedad ocurre debido a que en las
ecuaciones de evolucién hay mas grados de libertad que los fisicamente relevantes. De este modo,
una reduccién no fuertemente hiperbdlica, indica que la evolucién de los grados fisicos es intrinse-
camente mal puesta, y por lo tanto, no existe ninguna reduccién fuertemente hiperbdlica; o que
la evolucién de los grados de libertad extras, a sido mal elegida. Posibles consecuencias de este
segundo caso son: que los vinculos dejen de cumplirse fuera de la superficie inicial y por lo tanto
no obtenemos soluciones del sistema completo; o que las soluciones, de estos grados de libertad
extras, no sean continuas en el dato inicial, y por lo tanto, comparando soluciones obtenidas de
datos iniciales que cumplen los vinculos, inicialmente y en la evolucién, y datos cercanos a cumplir-
los inicialmente (eligiéndolos de frecuencias altas), estas se alejan las unas de las otras tan rapido
como queramos. En todos estos casos, ademas de la cuestion tedrica, es claro que no es posible
plantear ninguna implementacion numérica.



Capitulo 1. Introduccion

Todo lo anterior muestra que es de suma importancia encontrar un conjunto de ecuaciones de
evolucién fuertemente hiperbdlicas para cada teoria. Cuando esto sucede llamamos a esas reduc-
ciones hiperbolizaciones o hiperbolizadores. Por otro lado, este fenémeno a dado lugar a un sin
fin de trabajos en fisica, en donde para cada teoria se elije una hiperbolizacién especial, construi-
da para el problema especifico. Algunos ejemplos son: Ecuacién de onda [4], Electrodinamica [4],
Electrodinamica de Force Free [11],[12], Electrodinamica no lineal [13], Klein Gordon [4], Relatividad
General en sus distintas formulaciones [14], [15], [16], [17], etc.

Sin embargo no hay una teoria general sobre reducciones, ni sobre los sistemas subsidiarios de
vinculos que nos permita conocer de antemano, cuando existe una reduccién, o no existe ninguna, y
si esas reducciones preservan los vinculos o no. Por este motivo, esta tesis responde parcialmente
a la primer parte de este problema, es decir, a la construccion de una teoria general asociada a las
reducciones. Y comentamos que sucede con los sistemas subsidiarios en los casos mas simples.

En general este problema se traduce en un problema algebraico en primera instancia, pasando
después a un problema de suavidad de los campos. Nosotros nos concentraremos mayormente en
la parte algebraica. Mostrando, por ejemplo, en el caso de coeficientes constantes criterios nece-
sarios y suficientes que permiten decidir cuando un sistema tiene una hiperbolizacién y cuando no.
Estas condiciones se vuelven necesarias en el caso cuasi-lineal.

Un esquema de la tesis es el siguiente:

En el capitulo 2, introducimos la notacién que usaremos a lo largo de la tesis. Presentamos los
resultados conocidos sobre hiperbolicidad fuerte. Se introducen las reducciones y las ecuaciones
de evolucion. Se definen los vinculos de Geroch. Y se define hiperbolicidad fuerte para el caso de
coeficientes constantes, en términos del teorema de Matrices de Kreiss. Se generalizan estas ideas
para el caso cuasi-lineal. Por ultimo se define sistemas simétricos hiperbdlicos.

En el capitulo 3, empezamos con nuestro primer resultado, este trabajo es de mi autoria [2].
Usando la descomposicion en valores singulares para matrices no cuadradas, obtenemos una con-
dicién necesaria para la existencia de una hiperbolizacién en el caso cuasi-lineal. Hemos probado
que si algun valor singular de ciertas familias monoparamétricas (&) de perturbaciones, del simbo-
lo principal (termino con derivadas primeras del sistema de ecuaciones), es de orden O (55) con
[ > 2, entonces no existe ninguna hiperbolizacién del sistema. Esta condicion puede ser chequea-
da sin la necesidad de calcular los valores singulares, sino de forma simple e invariantes usando
bases de los nucleos por derecha y por izquierda del simbolo principal. Por otro lado mostramos
ejemplos de aplicacion: se observa como las perturbaciones de los valores singulares definen la
descomposicion de Jordan de una matriz de 2 x 2 y en lo que respecta a ejemplos fisicos, se
muestra que tanto la Electrodinamica de Force Free en termino de los potenciales de Euler, como
los fluidos cargados, con conductividad finita, son débilmente hiperbolicos.

En el capitulo 4, introducimos nuestro segundo resultado [3], este trabajo se realizo con el
Dr. Oscar Reula. En el mismo estudiamos sistemas generales de primer orden con coeficientes
constantes y mostramos una condiciéon necesaria y suficiente, para decidir cuando el sistema es
fuertemente hiperbdlico y encontrar reducciones explicitamente. Esta condicion se da en término de
los &ngulos principales entre los nlcleos por derecha e izquierda del simbolo principal. Por otro lado,
las reducciones resultan del tipo pseudo-diferencial o diferencial dependiendo de cada teoria. Y son
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construidas usando la descomposicion de Kronecker del simbolo principal. Esta descomposicion
también muestra como es la estructura algebraica de los vinculos. En el caso cuasi-lineal, estos
resultados se vuelven una condicién necesaria. Como ejemplo de aplicacién mostramos la teoria
de Klein Gordon.

En el capitulo 5, presentamos nuestro tercer trabajo [13], el mismo se realizo con la colabora-
cién de los Doctores Federico Carrasco, Erico Goulat y Oscar Reula. En este capitulo estudiamos
teorias non lineales electromagnéticas, surgidas de lagrangianos completamente arbitrarios cons-
truidos con los invariantes electromagnéticos de la teoria. Mostramos que la teoria es simétrica
hiperbolica si y solo si los conos temporales, surgidos de su relacion de dispersion, tiene inter-
seccioén. Para ello construimos explicitamente los hiperbolizadores/simetrizadores. Para cerrar este
capitulo, mostramos algunos ejemplos de aplicacién, ellos son: la electrodindmica de Born-Infeld,
Gauss-Bonnet, Euler-Heisenberg y una teoria de juguete. Aunque este fue el primer trabajo reali-
zado, el mismo se ubica en este capitulo debido a que es un ejemplo concreto de aplicacion, que
puede ser explicado en términos de la teoria general desarrollada en los capitulos previos.

En el capitulo 6, introducimos la relacién entre vinculos y la estructura de Kronecker del simbolo
principal. Siguiendo las ideas de Reula y Geroch [18, 4], conectamos algunos de sus resultados con
la descomposicion de Kronecker presentada en el capitulo 4. Cuando el sistema es hiperbolizable y
solo tiene vinculos de Geroch, encontramos las ecuaciones de evolucion del sistema subsidiario de
vinculos. Estas parecen ser naturalmente fuertemente hiperbdlicas. Ademas aparecen condiciones
de integrabilidad que involucran términos de menores ordenes en derivadas del sistema general.
Aunqgue no es conclusivo, cuando estas se satisfacen, los vinculos parecen conservarse durante
la evolucion. También se generaliza la definicién de Geroch de vinculos, y se observa que cuando
estos nuevos vinculos son parte del sistema, los mismos acarrean vinculos ocultos de mayores
derivadas. Todos ellos deben satisfacerse para obtener soluciones del sistema completo. Ejemplos
de estos casos son las ecuaciones de Killing y de tensores de Killing.

En el capitulo 7 se presenta un conclusion general de la tesis y se comenta sobre las lineas de
trabajo que quedan abiertas.

Por Gltimo, en el apéndice A se presenta la descomposicion en valores singulares y se explica
como realizarla. En el apéndice B se demuestra la invariancia de los ordenes de los valores singula-
res perturbados ante diferentes elecciones de los productos internos y se muestra un teorema para
el calculo del primer orden de perturbacién de los mismos. En el apéndice C se prueba el teorema
20 del capitulo 4, que incluye una equivalencia mas al teorema matricial de Kreiss. Para finalizar,
en el apéndice D se explica como realizar la descomposicién de Kronecker de un matriz pencil.
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Sistemas de ecuaciones en derivadas
parciales.

2.1. Introduccion.

Resolver un conjunto de ecuaciones diferenciales sujetas a un dato inicial o una condicién
de contorno, es comunmente llamado el problema de Cauchy. Estamos interesados en el primer
caso, es decir, el problema de valores iniciales. En particular estudiaremos teorias hiperbdlicas
con vinculos diferenciales. Es por ello, que en esta seccion, siguiendo los trabajos [4, 9, 2, 3],
introducimos las nociones de hiperbolicidad fuerte para las teorias cuasi-lineales de la forma

NAY (2,¢) Voo = J* (2, 0) (2.1)

Con dato inicial
%5, = 00 (2.2)

sobre alguna hipersuperficie Xg.

Consideramos las ecuaciones (2.1) sobre una variedad real M (espacio tiempo), con ¢ puntos
enlamismay tal que dim M = n+1. Los campos ¢ son secciones de un fibrado vectorial b — M,
estos son los que deseamos encontrar. Para cada z“ ellos son un elemento de la fibra' ®p, este
espacio vectorial tiene dimension dim(®z) = wu. Los simbolos 91 y J4 son tensores sobre b
dados por cada teoria fisica en estudio; cuando ‘ﬁﬁ“ es contraido con un co-vector [, es llamado
simbolo principal del sistema ‘ﬁﬁ“la. Las letras mindscula de imprenta a, b, ¢, ... representan indices
de espacio-tiempo, las letras griegas «, 3,7, ... representan indices de campos, tal que |a| :=
dim ("a”) = u y estamos usando la notacién de Einstein donde indices repetidos se suman.
Por Ultimo, las letras mayusculas de imprenta A, B, ... estan asociadas a un espacio vectorial no
completamente especificado que llamaremos el espacio de ecuaciones. Este espacio en general
es un producto multi-tensorial que incluye tensores en M y b, es decir una combinacion de indices
minUsculos de imprenta e indices griegos. Denotamos a este espacio por ¥, , cuya dimension es
dim(¥y) =|A4| =dim ("A”) =e.

'La dependencia en z* es suprimida, ya que siempre estaremos considerando elementos = en M genéricos. Lo
mismo sucede para el espacio ¥, definido a continuacion.



Capitulo 2. Hiperbolicidad Fuerte.

Ejemplo: Presentamos las ecuaciones de Maxwell sin fuentes, con espacio tiempo (M, g.5) ¥
tal que dim M =4

Ve, =0
ViFog =0
Donde (2%, Fge) € b,, Fye = Flge) 2. En este caso ¢® = Fy,, porlo que o = [de] y u = 6. Estamos

considerando que todos los indices se bajan y suben con la métrica y su inversa respectivamente.
Estas ecuaciones pueden escribirse como

a[d(;g]
mﬁava¢a = ( ;lédde > VaF4e =0 (2.3)
[f76 7
Donde ]
a[d5€
Aa g c
s:)/tcu _< Ff5g56 )) (2.4)

con el indice A = (c, [fbc]), talquee =4 +4 =8y J4 = 0.

En esta tesis consideramos casos en que el nimero de ecuaciones es mayor o igual al numero
de campos, esto significa que e > u (como sucede en el caso de Maxwell e = 8 > 6 = u). De
este conjunto de ecuaciones seleccionaremos u ecuaciones, que llamaremos de evolucion, y las
restantes como veremos seran vinculos diferenciales, que deberan cumplirse durante la evolucion.
Introducimos la definicién de vinculos en la seccién siguiente.

Fijemos un sistema de coordenadas z% = (t, zt ., x”) donde llamamos tiempo a la coor-
denada t, tal que la misma define una foliacién local de M por hipersuperficies 3, = {t = cte};
estas hipersuperficies tienen normal n, := V,t. Asociado al sistema de coordenadas, tenemos el
vector t* := (0;)“ que por construccion cumple que t%n, = 1. Esto nos permite definir el proyector
mf%; = 69 — t*n; (donde §9, es el mapeo identidad), tal que, m“btb = 0 = m9n,. De este modo,
podemos reescribir la ecuacion (2.1) en su versién en 3+1

Nt 0,07 + NA M’ 0007 = J* (2, 9) (2.5)

donde t*0, = Oy representa la derivada temporal, y m®,0, — 0; con i = 1,...,n representa
derivadas que no tiene proyeccion en las direccién temporal, es decir, derivadas sobre XJ; (para
cada t). Notemos que los términos de menor orden en las derivadas, surgidos de la conexién de
las derivadas covariantes, fueron absorbidos en J4. La expresion (2.5) puede reescribirse en el
sistema de coordenadas elegido como

N9 + N7 = T4 (2, 9) (2.6)

Supongamos que podemos encontrar h@A (z,¢), lo que de ahora en adelante llamaremos re-
duccién, tal que hé‘Améﬁna es invertible. El indice & es un indice multi-tensorial, tal que dim”&” =

®Los corchetes [ ] significan anti-simetrizacion y los paréntesis () simetrizacion. Ejemplo [ab] = 3; (ab — ba).
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dim ” «”. Esta reduccion permite seleccionar linealmente un conjunto de ecuaciones de (2.5) con-
6% -~
trayendo por ejemplo con ((h‘ﬁn)”) 5 h5A y obtener

thV,0° = — ((hfnn)*) Ryt 967 + ((hmn)*l) ShSAJA, 2.7)

« N
donde ((h‘ﬁn)_1> ; eslainversa de he M,
Llamamos a este conjunto de u ecuaciones, “ecuaciones de evolucion”, las mismas son ecua-
ciones para cada uno de los campos ¢“.

Ejemplo: Reduccién hé‘A de las ecuaciones de Maxwell.

Sea % := g% — )n“nb el proyector ortogonal a n%, una posible reduccion para

1
(—g*0Vat Vit
las ecuaciones de Maxwell es

le
=0 O
A 0 qrsesfbc
Sdonde o = (I, 7). Notemos que la dim ! = dim r = 3, ya que ¢ proyecta ortogonal a n°.
Por lo que contrayendo (2.3) con hé‘A obtenemos

qlcvdch =0
qTSESbeVbec -0

estas son 3 + 3 = 6 ecuaciones de evolucién, para los 6 grados de libertad de F,;,. Este sistema
es fuertemente hiperbdlico usando la definicién 5, cuando n, es elegido temporal, es decir, las
hipersuperficies >.; son espaciales. Estas ecuaciones pueden multiplicarse por h‘gA‘ﬁ@“na una vez
elegida la foliacion.

Escribiendo F; en términos de los campos eléctricos y magnéticos £* y B® y considerando
una métrica plana obtenemos las ecuaciones de Maxwell en su version clasica.

B=-VxE (2.8)
OtE =V xB

En esta tesis respondemos parcialmente en que casos existe hdA para que las ecuaciones
(2.7) sean un conjunto de ecuaciones fuertemente hiperbdlicas (con la definicion 5); cuando esto
sucede llamamos a h®, “hiperbolizacién o hiperbolizador”. En el caso de coeficientes constantes
el programa esta completo, ya que mostraremos condiciones necesarias y suficientes y la forma
explicita de construir h@A para que el sistema sea fuertemente hiperbdlico (capitulo 4) y por lo tanto
bien puesto. En el caso cuasi-lineal solo mostraremos condiciones necesarias, en particular, una
condicion clave, ver eq. (3.18) en el capitulo 3, que permite descartar sistemas no hiperbolizables.

Para cerrar esta seccion, hacemos un comentario sobre la notacion. Debido a que dim”&” =
dim”«”, de ahora en adelante identificaremos sus correspondientes espacios vectoriales (aunque
no necesariamente exista una identificacién natural), por lo que escribiremos a las reducciones
como h%y, suprimiendo el sombrero del indice «.

®Donde .44 es el tensor de Levi Civita.
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2.2. Vinculos de Geroch
Supongamos que existe un tensor CZ enk € b, talque en x
climlale) — o (2.9)
Si multiplicamos la ecuacién (2.5) por nquf1 obtenemos
nqu‘)Té{ambaﬁbW = nqCZlJA, (2.10)

el termino nchm@ana se anula por (2.9). La ecuacion resultante no tiene derivadas en la direccion
de n,, es decir, derivadas temporales 0;. Solamente aparecen derivadas 0; con ¢ = 1, ...n sobre
las hipersuperficies X, , es decir, esta ecuacion solo involucra los valores de ¢“ sobre ¥;. Por este
motivo llamamos a este tipo de ecuaciones (2.10), ecuaciones de vinculo.

Notemos que CZ, es independiente de la normal n,, ya que se define por la ecuacion (2.9). De
este modo, la expresién (2.10), es una expresion sobre cualquier hipersuperficie con normal n,.

Es importante resaltar que estos tensores Cl‘iA forman un espacio vectorial, en cada punto x,
donde ahora agregamos el indice I" para denotar los diferentes elementos de alguna base de este
espacio.

Por ultimo decimos que los vinculos estan completos, si para cada « € by cada n, no nulo en

7 (k) € M se cumple que

e=u-+c

donde ¢ = dim"1"”.

Combinando las ecuaciones (2.7) y las (2.10), esta condicion de completitud dice que el niUmero
de ecuaciones del sistema es tal que para cada ¢” tenemos una ecuacion de evolucion (estas
pueden estar acopladas) y el resto de las ecuaciones son vinculos diferenciales.

El procedimiento que elegimos para resolver el sistema (2.1) es: elegir un dato inicial ¢©| = ¢§
que cumpla las ecuaciones de vinculos (2.11) para todo I" en la hipersuperficie g,

ngCE Am@ambaquﬁg = nyCF ,J4, (2.11)

y utilizar las ecuaciones de evolucion (2.7) (numéricamente o analiticamente) para obtener los va-
lores de ¢ en las hipersuperficies ¥; para 0 < t < T hasta algun tiempo 7. Por Gltimo, chequear
que en cada hipersuperficie >; se siguen cumpliendo los vinculos (2.11). Para este ultimo punto
existen métodos analiticos como veremos en el capitulo 6, aunque numéricamente suele ser un
problema dificil de tratar.

Ejemplo: Vinculos diferenciales en las ecuaciones de Maxwell

“quA =nq (g, 0)

ngCy = ng (0,€"0)
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Contrayendo con (2.4) y simetrizando en el indice q y a obtenemos

a)ld 5¢] 1
( Ala) __ c 9 ¢ _ ald e d ela) __
clgotale) — (g <q70> ( 5{325;}561 ) _§<g[g1q+gq[g1 > —0

a)[dég]
Céimlz;‘\a) = (076b0f(q) < g"“)(sda@ ) _ gde(aq) _
[f-o

<

Entonces, los vinculos de las ecuaciones de Maxwell son

ad(se
nquAméyambavb¢ﬂy =Nq (gqc’ 0) ( g ) VaFye

a sdse
5[f5b 561
=n®VoFg =0
gad e
TLquAméyambavb(b"/ =n, (O, Ebch> 5{1 55[(;:8} VoFe
f c

= nqsadquaFde =0

escribiendo F,; en términos de los campos eléctricos y magnéticos y con métrica plana, estas
expresiones resultan en

V.E=0 (2.12)
V.B=0

Es posible mostrar que si las ecuaciones de evolucion para £ 'y B son (2.8), y elegimos un dato
inicial cumpliendo las ecuaciones de vinculos (2.12), estas se cumpliran durante la evolucién.

Notemos que en principio podemos sumar términos de vinculos a las ecuaciones de evolucién
obtenidas anteriormente, sin cambiar las soluciones, ya que si los vinculos se conservan el sistema
es el mismo. Por ejemplo

OB =-V xFE+yxy1V.E+ x2V.B
OF =V X B+ x3V.E+ x4V.B

Donde x; con i = 1,2, 3,4 son coeficientes a elegir. Estas ecuaciones pueden obtenerse simple-
mente tomando una reduccién diferente h$, (x;), sin embargo, malas elecciones de los coeficien-
tes x; podria significar reducciones no fuertemente hiperbdlicas. Y por lo tanto que el conjunto de
ecuaciones de vinculos dejen de cumplirse durante la evolucién.

2.3. Sistemas de coeficientes constantes sin vinculos.

Para el desarrollo de esta seccion seguimos los trabajos [6, 7, 9]. Consideramos el sistema
simplificado
N10007 + BL =0 (2.13)
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tal que ‘.th;a y %“}/ son constantes. Notemos que en este caso, ¢ = dim A = dima = w por
lo tanto tenemos el mismo nimero de ecuaciones que de campos. Utilizando n, y mba podemos
realizar la misma descomposicién que antes

NLna040T + MM, 007 + BLe = 0. (2.14)

Otra vez mbaab son las derivadas espaciales, es decir, derivadas sobre X4, por lo que reempla-
zamos mbaﬁb — 0; con ¢ = 1,..,n. Si ademas multiplicamos por la inversa de ‘ﬁ“}fna (elegimos

o
ng para que ‘ﬁ“}ﬁna tenga inversa), que llamamos ((‘ﬁn)_1> LY definimos

s = () )" e (2.15)
B = ((‘ﬁn)_1>aA B4 (2.16)

obtenemos el sistema de evolucion para los campos ¢
D™ + A% 0;¢" + B¢ = 0. (2.17)
Que esperamos resolver con dato inicial
g, , = (2 (2.18)

con f“ campos en Lo *.
Tomando transformada de Fourier de (2.17) en z* obtenemos su forma pseudo-diferencial

O10™ +iA% k9" + BT = 0. (2.19)

Llamamos “parte principal de las ecuaciones de evolucion” al termino A%}k‘l
Podemos escribir el dato inicial en términos de su transformada de Fourier

por lo que la Unica solucién en L de (2.19) es (ver [6] 0 [9])
0% (t, k) = e TATRABL) (1) (2.20)
y de (2.17) es
¢ (t,2") = (27:)”/2 /E) ekt e (ASKABY) £ () dn g (2.21)

Definicion 1 Decimos que el sistema (2.17) es bien puesto en Lo y estable ante términos de menor
orden en las derivadas (es decir, para cualquier matriz B% ), Si existe una vecindad de X, tal que
el sistema tiene solucion en Lo, esta es uUnica y continua en el dato inicial;

Esto es equivalente® a que existan constantes C' y  tal que

6% (¢, )|l < Ce™ |1 £]1, (2.22)

donde C'y k. son independientes de f¢.

“Diremos que un campo f* esta en Lo (%) si_HfHé = [ f* (@)Gapf’ (z') d"x < oo donde la barra significa
conjugar y G es una forma Hermitica (G = G sa), definida positiva sobre X que no depende de .
®Para la demostracion de la equivalencia, ver [6].
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Mostramos un par de ejemplos que nos permiten entender esta definicion.

Ejemplo 1: Consideramos el sistema

875(25 = 830(25

con ¢ : R? — Ry dato inicial ¢ (t = 0,2) = f (z) € Ls. Tomando la transformada de Fourier en
x, obtenemos

0,9 = ik
(en este caso A‘“jk:i — —k) cuya solucién es (ver 2.20)

o (t,k) =™ f (k).

Usando la identidad de Parseval® vemos que el sistema es bien puesto,

o Ml = =@ F @) = e[ 7], = || 7], = 171

yaque con C = 1y k = 0 cumplen la ecuacién (2.22). Notemos que estos coeficientes son

independientes de la frecuencia del dato inicial.

Ejemplo 2: Consideramos el sistema

at¢ = _iax¢

Igual que antes ¢ : R2 — Ry ¢ (t =0,2) = f(x) € Lo. Este ejemplo es mal puesto, como se
muestra a continuacion.
La soluciéon del mismo en Fourier es

é(u k) = ektf (k)

(con Acijkzi — ik). Supongamos que las frecuencias en f (x) estan acotadas, es decir, existe
una constante x > 0 tal que f (k) = 0 para todo k > . Entonces |e¥!| < ey por lo tanto
¢ (t,)]l, < €| f]l5- Sin embargo, esta desigualdad no puede obtenerse con  independiente
de las frecuencias, para datos iniciales arbitrarios. En particular, si perturbamos el dato inicial con
amplitudes pequefas pero con frecuencias cada vez mas altas, la soluciéon no puede ser acotada
como en (2.22).

Este ejemplo muestra que el efecto de que un conjunto de ecuaciones diferenciales sea bien
puesto 0 no, se manifiesta para altas frecuencias, ya que para bajas frecuencias siempre podemos

encontrar las cotas necesarias.

Ejemplo 3: Consideramos el sistema

1 1
8t¢:<0 1>aa:¢

“6,8) = [ ¢ (,0") Gapt? (t,2") A"z = [ 67 (1, ki) Gasd (6, k) d"k = (6,7).
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b1

donde ¢ = ( 5 ) tal que ¢; : R? — R con i = 1, 2. Debido a que

(1))
1)

no pueden existir C'y k, independientes de k, tal que (1 + |k|t) < Ce"t. Esto prueba que el

2

Jexp {—i (A%k:) t}| =

~ (1+ k1),

sistema no es bien puesto. Como veremos a continuacién, el problema del mismo es que A% (k)
no es diagonalizable.

Por otro lado, debido a que las ecuaciones para ¢ y ¢ esta desacopladas, este sistema podria
resolverse primero para ¢o; y después para ¢1, usando la solucién explicita de ¢ como fuente. De
este modo podriamos encontrar las cotas requeridas para ¢, y ¢2 por separado. El problema de

este mecanismo es que estamos buscando sistemas estables ante termino de menores ordenes

11
en las derivadas. Por ejemplo, si la ecuacion original es cambiada por d,¢p = 0 1 Oz +

1
Por lo que mismo no es bien puesto.

01
( 0 ) ¢ el sistema deja de estar desacoplado y no se puede encontrar una cota como (2.22).

Retomamos la teoria. Usando la solucion explicita (2.21), la desigualdad entre normas de matri-
ces y vectores |Q¢| < |Q| |u| y la identidad de Parseval concluimos que para que (2.22) sea cierto,
tiene que suceder que:

le_i(Aa;kﬁB%)t‘ < Cert

para todo ¢ > 0. Notemos que si consideramos t — ﬁ y tomamos |k| — oo, esto nos lleva a la
expresién

‘e*i(f‘“?’%i)t) <C (2.23)
donde l%i es tal que ‘k“ = 1. Si esta condicidn es cierta, es posible probar (ver [9]) que
i) < 0Bl vpeRMyte R

Por lo que concluimos que el sistema es bien puesto si y solo si se cumple la ecuacién (2.23),
que resulta en una condicién sobre la parte principal de las ecuaciones de evolucion, donde B%
no juega ningun papel. Antes de presentar condiciones necesarias y suficientes que garanticen la
ecuacién (2.23) vamos a introducir la definicion de hiperbolicidad.

Definicion 2 E/ sistema (2.13) se dice hiperbdlico si existe n,, tal que
1- ‘)“(“,‘Yana no tiene kernel.

2- Todos los autovalores de Aoﬁf k; son reales, para todo |k;| = 1.
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Cuando el sistema es hiperbolico, las velocidades de propagacion de la teoria son reales y no
se esperan crecimientos exponenciales en términos de las frecuencias, sin embargo si son posibles
crecimientos polinomiales. Esto no alcanza para garantizar que la teoria sea bien puesta, ni estable,
sin embargo es una condicion necesaria. Es por ello que usando el teorema de matrices de Kreiss
[19] y el trabajo de Strang [20], introducimos la definicién de hiperbolicidad fuerte, estableciendo
una serie de condiciones equivalentes. De todas estas, la condicién 4 es exactamente la eq. (2.23),
por lo que si el sistema es fuertemente hiperbdlico es bien puesto.

Definicion 3 El sistema (2.13) es fuertemente hiperbdlico si alguna de las siguientes cuatro condi-
ciones equivalentes se cumple:
1- Sistema (2.13) es hiperbdlico en alguna direccion n, y A"if l%i 7 es uniformemente diagonali-
zable: esto significa que para todo l%i existe SO;, (k) yC > 0 tal que
A%k, = S (l%) AP, (l%) (5—1)77 <k> con A", (fc) diagonal y tal que ‘S <l%>‘ ‘S‘l (l%)) <C.
2- Paratodo k; y todo s € C conIm s > 0, existe una constante C' > 0 tal que

C

Ims

-1
‘(AO;%@ — 56%) ‘ < (2.24)
3- Para todo k;, existe una forma Hermitiana H (l%)a 3 y una constante C' > 0 tal que
i) H (l%)naAaj/%iAes una forma Hermitica, es decir, H (k) A% k; = H (k)1 A%k;
i) Hy, > H(k)os > CHJ, >0 Vkq,
donde H (?7 es una forma Hermitica que no depende de k.
4-Para todo k; yt > 0 existe C > 0 tal que ’e_i("‘ava’“a)t‘ <C.

Cuando Ao‘jl%i es real, la Hermiticidad debe ser entendida como simetricidad.

Es importante mencionar que el simetrizador H (k),,, de la condicién 3, se construye usando
los autoespacios de A‘i}/%z es decir, la matriz Sap (k) Su forma explicita es

H(k)on = (F)ﬁa Ggy (S71)7, donde G, es una forma Hermitiana definida positiva, tal que
G 3, A también es una forma Hermitiana. Con esta eleccion de H (k) oy puede probarse facilmente
que la condicién 4) en 3, se cumple, sin embargo, debe elegirse G 3., convenientemente para cumplir
11).

A partir de ahora, llamaremos “débilmente hiperbdlicos” a los sistemas hiperbolicos pero no
fuertemente hiperbolicos.

Dentro de la clase de sistemas fuertemente hiperbdlicos, se encuentran los simétricos hiperbdli-
COsS.

Definicion 4 Decimos que el sistema (2.13) es simétrico hiperbdlico si se cumple la condicion 3 y
tal que H .z no depende de k.

En el caso que el sistema (2.13) tiene una fuente .J4 (¢,2) € C* acotada y con derivadas
acotadas, las definiciones anteriores no cambian.

"Usamos el sombrero k; para denotar que |k;

se mencione lo contrario.

= 1. Esta notacion sera usada a lo largo de todo el trabajo, salvo que
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2.4. Sistemas de coeficientes constantes con vinculos.

Consideramos ahora un sistema del tipo (2.1), es decir, con vinculos, pero mucho mas simplifi-
cado,
N10e¢7 = 0 (2.25)

con *ﬁ“}ﬁ constante y tal que e > wu. Ya hemos visto en la seccién anterior que para decidir la
hiperbolicidad fuerte del sistema solo es relevante el simbolo principal, donde los términos de menor
orden no tienen ninguna injerencia, es por esto que ahora no los agregamos.

En su version en 3+1 esta ecuaciones pueden escribirse como (2.14)

NAnq0s 7 + N2 M, 0567 = 0
Tomando una transformada de Fourier en las coordenadas z* obtenemos
NA,0107 + iM%, Y =0 (2.26)
donde kqt® = 0 (0 m®,ky = kq) &.
Elegimos un dato inicial ¢“[y,, = f* € Lo (¥o) tal que k.t = 0, que en su version en Fourier
es g&a . = fo‘ (k). Ya que la frecuencia en el dato inicial es arbitraria, buscamos soluciones de
0

(2.26) para toda frecuencia k, sin proyeccion en la direccion de n,.

Consideramos una reduccién h%, (n, k) tal que h“Am’f‘y‘lna es invertible (con inversa

«
<(h‘ﬁn)’1) B) y definimos las ecuaciones de evolucién del sistema como
N,0,07 + ih% N2k = 0 (2.27)

0 lo que es lo mismo
i = i (hn) ) Wi,

Este sistema es analogo al sistema (2.19) con 91" reemplazado por haA‘)T‘EY“ y no tiene vincu-
los. En este caso
(0%
Afta = () ™) W R, (2.28)
ol

Dado que estamos en la forma (2.19), damos lo siguiente definicién de hiperbolicidad fuerte, para
sistemas con vinculos.

Definicion 5 Decimos que el sistema (2.25) es fuertemente hiperbdlico si existe ng y h®y (n, k) tal
que AQB“ k. (definido en (2.28)) cumple cualquiera de las condiciones equivalentes de la definicion
3.

Debemos mencionar que en esta definicion, la reduccién h% (n, 12:) puede depender explici-

tamente de 12:, cuando esto sucede decimos que la reduccion es pseudo-diferencial. En el caso de
coeficientes constantes, la transformada de Fourier toma la forma simple (2.26) y por lo tanto las
ecuaciones de evoluciéon de los campos (2.27) tienen sentido pseudo-diferencial. Esto no genera

8Esporestoque ko, — k;coni=1,...,n.
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ningun conflicto a la hora de interpretar y resolver el sistema reducido. Por otro lado, en el caso
cuasi-lineal la transformada de Fourier es mas compleja (ya que aparecen convoluciones), por lo
cual no es claro cuales son las ecuaciones de evolucién si h% es pseudo-diferencial. En estos
casos creemos que podemos encontrar normas de energia pseudo-diferenciales de forma tal de
obtener los estimados necesarios (ver [9, 21, 22]). Ver como extrapolar los resultados de esta tesis
a esta clase de casos es una linea de trabajo que esperamos afrontar en algin momento.

2.5. Sistemas cuasi-lineales.

Siguiendo los trabajos [9] y [4] introducimos la definicion de fuertemente hiperbolico y simétrico
hiperbdlico en el caso cuasi-lineal. Previamente comentaremos sobre un caso intermedio, el de
coeficientes variables.

Consideremos las ecuaciones (2.13)° con ‘ﬁﬁa (t, "), %‘; (t,2") dependientes de las coorde-
nadas y sin vinculos (e = u). Este caso es llamado el de coeficientes variables. Como explicamos
antes, que el sistema sea bien puesto, es una propiedad que puede chequearse mirando soluciones
de altas frecuencias (o longitud de ondas cortas). De este modo, asumiendo algunas condiciones
de suavidad en ‘)Tﬁ“ (t,2"), ’Bﬁ (¢, "), los mismos pueden ser considerados constantes (por en-
tornos), para esas soluciones de altas frecuencias. Es decir, se aproxima el sistema de coeficientes
variables con sistemas de coeficientes constantes, evaluando m"}ﬁ y ‘B@ en puntos (to, mf)) de M.
Esto es llamado el congelamiento de coeficientes. Entonces, si todos los casos congelados son fuer-
temente hiperbdlicos, el sistema de coeficientes variables es fuertemente hiperbélico. Donde ahora
fuertemente hiperbdlico es definido usando la condicion 3 de la definicién 3 y ademas son reque-
ridas ciertas cotas y condiciones de suavidad en el simetrizador H,g (t,2%, k) y en A% (k,t, 2%,
gue no mencionaremos.

En el caso cuasi-lineal, ecuacion (2.29), con ‘Jt{‘ya (z,¢)y J* (x,$), también cumpliendo al-
gunas condiciones de suavidad y de cotas. Linealizamos el problema al rededor de una solucién
¢o Yy aplicamos la condicion de hiperbolicidad fuerte del caso de coeficientes variables. Entonces el
sistema es bien puesto en ¢ si los sistemas linealizados son fuertemente hiperbdélicos.

Explicitamente, consideremos el sistema cuasi-lineal, con e > u,

N (2, ¢) Dag” = J* (2, 0) (2.29)

donde los términos de menor orden en derivadas han sido absorbidos en JA. Analogamente a
(2.5), en su forma en 3+1 esta ecuacion es

N1, 0407 + N2 (2, ¢) m%,0,0" = J* (2,¢) con0<t<TyzecR" (2.30)

con ‘ﬂ{‘ya (z,9), J4 (x,¢) € C™, donde C™ es la clase de funciones C>, acotadas y con deriva-
das acotadas, en todos sus argumentos'®. Donde 7T es alguna constante tal que podemos encontrar
soluciones suaves de la ecuacion entre 0 < ¢t < T', es decir, consideramos tiempos finitos. Y con
algun dato inicial f¢ € C*°, con soporte compacto, parat = 0.

*También se puede incluir una fuente J* (¢,2") al sistema.
'%Para una definicion mas precisa, ver [6].
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Como mencionamos antes, linealizamos las ecuaciones alrededor de una solucién ¢/, obte-

niendo el sistema

N0 (2, 90) Brp” + N (w, 90) D™ + B, (2, do) 7 = 0.

La forma explicita de %’77 (z,¢0) no es importante en este punto (ver [9]). Por lo que definimos
fuertemente hiperbélico, como sigue.

Definicion 6 Decimos que el sistema (2.30) es fuertemente hiperbdlico en ¢g € C, si existe n,,
h%y (z, ¢0,1q) ¥y Hap (t,m, b0, k) € C™ una forma Hermitiana tal que, si A”‘ﬁ“ (t,z, 0, ng) ko €
C™ es definida como en (2.28), se cumplen las siguientes condiciones para todo (t, z) € [0, T]xR"™
y )l% =1:

1-H M]AO‘W“ l%a es una forma Hermitica
1 770 0

donde H gv es una forma Hermitica que no depende de (t, x, k) .

En principio esta definicion es muy parecida a la condicion 3 de la definicion (3), la gran diferen-
cia es que se requiere que H g sea infinitamente diferenciable, acotada y con derivadas acotadas.

Por otro lado, si H,;s no depende de l%, el sistema es llamado simétrico hiperbdlico. Sin embargo
presentamos esta definicion en el mismo modo que Geroch lo hace en [4], donde se asume que las
condiciones de suavidad y cotas se satisfacen, por lo que no son mencionadas en la definicién.

Definicion 7 El sistema (2.1) se dice simétrico hiperbdlico en ¢y € C™, si existe ng y hoa (x, ¢o)
tal que

1- para todo I, € T* M se cumple que h,, A‘J‘t’%"la es Hermitiana en a3

2- ha AN}, es definida positiva,

Notemos que hq 4, con el indice o abajo, es exactamente
1\ ¢
haa = Hya ((h90) 1) 17,
v

Un estudio detallado de los casos cuasi-lineales puede verse en [23].

2.6. Modos y velocidades caracteristicas.

Guiados por la idea de que las altas frecuencias controlan cuando la teoria es bien puesta.
En esta seccién consideramos el sistema cuasi-lineal (2.30) y perturbamos una solucién de fondo,
tal que esa perturbacién es de baja amplitud y alta frecuencia. El resultado de este proceso es la
ecuacion de la Eikonal, que nos permite definir la estructura caracteristica del sistema y nos indica
las velocidades de propagacién maximas posibles de una teoria.

Consideramos una solucién ¢€ de la ecuacioén (2.30) y con una perturbacién en forma de onda
plana, de pequefna amplitud y alta frecuencia

S(za)

¢ = ¢ +edpPei T (2.31)
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El efecto de pequena amplitud y alta frecuencia viene dado tomando ¢ — 0.
Desarrollando en serie de Taylor a primer orden en

8‘51’%“ (¢o, ) iS(a?)

‘ﬁf}ga (p,x) = ‘ﬂ%a (¢0, ) + 957 edple = +0 (52)

s(:)

LS (z® .S (x® .
Oa <¢€ T et )> = (amg 1 e T 0,508 1 i0Pe 8,8 (:ﬂ))

A 5(z®
JA(p,z) = JA (¢o, ) + 8W6¢66i ) +0 (&)

Por lo que
0= N4 (¢, 2) 0ud” — J* (¢, 2)
= <m,%a (b0, ) Datby — I (d0, ) + iK' (do, ) 567”5 9,9 <m>>

ONA (0, )
toloth

+e <m¢$ (¢, ) Dadp” + i 567

4 82 (am%}ja (¢07 l’)

A 40
5¢75¢Bei§3a5 _ W&{,ﬁ) eis(g )

25 (z)

570,00 e’ 2 >+O(52).

olonl

Usando que ¢ es solucion del sistema original y tomando el limite de £ — 0 obtenemos la llamada
ecuacion de la Eikonal para sistemas con vinculos

0 = Y (g0, 2) lade”, (2:32)
donde [, := 0,5 (). Sielegimos I (\), = —Ang + k, con kqt® = 0, esta ecuacion es
(_)‘mj%a ((bOa x) Ng + m%a (¢0: {L‘) ka) 5¢ﬁ =0 (2.33)

Notemos que estamos usando n, y k,, la misma notacioén que en el caso de coeficientes cons-
tantes, esto es asi ya que en ese caso, la perturbacién (2.31) es una solucion exacta del sistema
(2.27).

Llamamos a las soluciones \; (k) de (2.33), velocidades caracteristicas del sistema general o
autovalores generalizados; a los co-vectores solucion [ (\; (k)),, co-vectores caracteristicos; y a las
soluciones ¢ qﬁfB modos caracteristicos del sistema general o kernel por derecha de 9"(%“ (¢o,x) lg-

Asumamos que existe una hipebolizacién h%,, si contraemos (2.33) con
((mn)*l)w h®, obtenemos

) (=X0% + A%'kq) 6¢° = 0. (2.34)

De donde concluimos que las soluciones 7; (k), de esta ecuacién de la Eikonal reducida, son auto-
valores de Ao‘ﬁa ko y 067 autovectores. Las llamamos velocidades caracteristicas de las ecuaciones
de evolucion y modos de propagacion de las ecuaciones de evolucion respectivamente. Es facil ver
que {\; (k)} es un subconjunto de {7; (k)}, es decir, al reducir el sistema agregamos mas veloci-
dades de propagacion. Ademas, por condiciones de hiperbolicidad los 7; (k) son reales, por lo que
los \; (k) deben serlo también. Lo mismo sucede con los modos de propagacion, los generales
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estan incluidos en los de evolucion. Es posible probar que la maxima velocidad de propagacion de
las soluciones viene dada por el autovalor mas grande del conjunto {7; (k)} (ver [9, 24]). Por lo que
es claro como las reducciones pueden introducir velocidades de propagacion mayores que las fisi-
camente relevantes. Estas, en principio, deberan estar asociadas a propagaciones de los vinculos.
De este modo, si ellos se mantiene satisfechos durante la evolucion, esas velocidades propagan
amplitudes nulas, por lo tanto la velocidades de los grados de libertad fisicos vienen dadas por los
Ai (k).

Notemos que cuando el sistema es fuertemente hiperbolico tenemos en cada punto © € M
una base completa de modos caracteristicos del espacio vectorial ®p para cada direccién l%a. Por
lo que toda solucién puede escribirse punto a punto como una combinacién de ondas planas.

Gran parte de toda esta tesis es el estudio de la ecuacién (2.33), es decir, entender su estructura
para asi poder elegir reducciones especificas.



Capitulo 3

Condicion necesaria para
Hiperbolicidad Fuerte.

3.1. Introduccion.

Este capitulo esta basado en nuestro trabajo [2], donde se muestra una condicién necesaria
para que un sistema cuasi-lineal (ver seccion 2.5)

N (2,0) Dud” = T (2,9), (3.1)

con e > u, tenga una reduccion fuertemente hiperbdlica. Para ello usamos la descomposicién en
valores singulares (SVD, por sus siglas en ingles) de ‘It“‘ﬁ“la (ver apéndice A) en una vecindad de
co-vectores caracteristicos y concluimos que la forma en la que esos valores singulares tienden,
cuando nos acercamos a los covectores caracteristicos, permite detectar cuando no existe ningun
hiperbolizador h%, del sistema. Es decir, permite detectar sistemas débilmente hiperbélicos o mal
puestos. En el apéndice A describimos la teoria SVD en detalle. Incluimos este apéndice ya que
nuestro enfoque es un poco diferente al estandar, encontrado en la literatura.

Introducimos notacién y un par de definiciones que son pertinentes en este capitulo y en los
que siguen.

En cada punto del fibrado el simbolo principal es un mapeo entre los espacios vectoriales

gﬂ%ala :op — VU,
Aa
5¢° — (Wi'la) 60°

de campos y de ecuaciones. Para poder definir su descomposicién en valores singulares, necesi-
tamos dotar con productos internos a cada uno de estos espacios. Por lo que llamamos Ggag y
G1iap alos mismos ' en @ y ¥, respectivamente.

Por otro lado, consideremos el conjunto de planos S5 = {I(\), = —An, + ko } para todo k,
tal que k,t* =0,con |k| =1y A € C.

Mas especificamente nos concentraremos en vecindades de lineas reales de esos planos. Esas
lineas reales pertenecen a S,,, y son las mismas lineas que en s;Sa pero con A € R. La condicién

'Formas Hermitianas definidas positivas.

19
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k.t = 0 dice que k, y n, no son proporcionales, lo que implica que esas lineas y planos no
pasan por el origen para ningin A. Cada plano depende de algln k,, pero nosotros los llamamos
genéricamente [ (\),, para no complicar la notacién.

Ademas, llamamos kernel por derecha al subespacio de vectores d¢” tal que
(‘ﬁ%‘lla) d¢” = 0y kernel por izquierda a el subespacio de co-vectores X 4 tal que X 4 <‘ﬁ%‘lla) =
0°2.

Siguiendo los lineamiento del capitulo 2 definimos.

Definicion 8 El sistema (2.29) es llamado hiperbdlico si existe n,, tal que

1- ‘ﬁ%"na no tiene kernel por derecha.

2- Paracadaplanol()\), € S5, si ‘)T"‘ﬁ“l (A), tiene kernel por derecha no trivial entonces A es
real.

La condicién 1 es necesaria para que pueda existir 1%, tal que haA‘Jt/}fna sea invertible. Y
también implica que la dimension del kernel por izquierda de m%“na es ¢ = e — u, igual al nimero
de vinculos.

La condicién 2 es necesaria, ya que como explicamos en la seccién 2.6, los autovalores ge-
neralizados \; (l%) , soluciones de la ecuacion de la Eikonal (2.33), son un subconjunto de los

autovalores de A%'k,, que por la condicién de hiperbolicidad del sistema reducido tienen que ser
reales.

3.2. Resultados.

Como veremos mas adelante en este capitulo (ver Lema 13), m%‘ll (A), tiene kernel por dere-
cha cuando al menos uno de sus valores singulares se anula. Esto sucede cuando

Lema 9 Consideramosl()), € Sffa, y Ganp, G1ap cualquier par de productos internos en ®r y
W respectivamente, entonces el simbolo principal ‘ﬁ%‘ll (A)a tiene kernel por derecha si y solo si

p(I(N),) = \/ det (Gg‘”‘ﬁéﬁl (N),GrapMB ()\)b> ~0 (3.2)
donde G es la inversa de Gaap.

Notemos que este resultado no depende del par G'2,3, G145 que hayamos elegido.

Esta expresién nos permite conocer cuando la ecuacion de la Eikonal (2.33) tiene solucién. De
este modo, podemos calcular los autovalores generalizados de la teoria para cada punto (x, o, k:) .
Para ello, seleccionamos [ (\), = —An, + ko, por lo que la expresién (3.2), se transforma en una
ecuacion polinémica para A y \, donde su solucién define los diferentes autovalores generalizados

A (ko)

2E| subespacio Kernel por derecha esta compuesto por vectores que contraen con el indice bajo en el operador, y el
de kernel por izquierda por co-vectores que contraen con el indice alto.
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Por otro lado, consideramos cualquier 6 € [0, 27| fijo y una linea [ (\), € Sy, para algin
ng, Yy definimos las lineas dos-perimétricas extendidas I. g (\), = —eefng +1 (M), con ¢ real y
0 < |e| << 1. De este modo, el simbolo principal perturbado resulta

Nileg (V) = (A0 + Nhh,) — & (PNn, ) (3.3)

Moro et. al. [25] y Soderstrom [26] probaron que los valores singulares de este operador per-
turbado admiten una expansion de Taylor al menos hasta orden dos en |e| y también mostraron
formas explicitas para calcular el orden uno. Nosotros vamos a usar estos resultados para probar
los nuestros.

Consideremos primero el caso donde no hay vinculos. Es decir e = u y todas las ecuaciones
del sistema (3.1) deben ser consideradas como de evolucién. Llamamos a este caso, el “caso
cuadrado” ya que el simbolo principal mapea entre espacios de igual dimension, u = dim (®gr) =
dim (V) = e, y por lo tanto, fijando bases en los respectivos espacios, es una matriz cuadrada.

En este caso, como vimos en la seccién 2.3, la introduccién o no de h%,;, no modifica el kernel
por derecha de ‘ﬁ*%“l (A),, por lo que no consideraremos ninguna reduccién. Por otro lado, del
inciso 1 en la definicion 3, una condicién necesaria para que el sistema sea fuertemente hiperbdlico
es que Aaﬁal%a sea diagonalizable® con autovalores reales, por lo que el siguiente teorema muestra
una forma de garantizar esta condicion.

Teorema 10 E/ sistema (3.1) con e = u tiene Ao‘ﬁal%a diagonalizable y con autovalores reales si y
solo si las siguientes condiciones se cumplen

1- Existe n, tal que el sistema es hiperbdlico

2- Para cada lineal (\), € Sy, , consideramos la linea extendida l. g ()\), entonces el simbolo
principal perturbado ‘)”(‘45“1579 (X), tiene solo valores singulares de orden O (°) y O (g1).

En general, la primer condicion suele cumplirse, y la segunda suele fallar, por lo que es donde
mas cuidado se debe tener. Notemos que para el caso de coeficientes constantes, ademas de que
estas dos condiciones se cumplan, necesitamos la condicién de diagonalizacion uniforme y en el
caso cuasi-lineal condiciones de suavidad sobre H,,z3. Estas restricciones no son consideradas en
este capitulo, ya que solo estamos buscando una condicién necesaria.

En la seccion 3.4 mostramos ejemplos de aplicacion: una matriz de 2 x 2, vemos como los valo-
res singulares controlan su diagonalizacion y un ejemplo fisico, fluidos cargados con conductividad
finita, mostramos que estos son débilmente hiperbdlicos.

Consideremos ahora el caso de e > u. Llamamos a este caso, el “caso rectangular” ya que
ahora el simbolo principal mapea entre espacios vectoriales de diferente dimensién. Como fue
observado en la seccién 2.6, en general si consideramos cualquier [ (\), € Sy, y sumamos la
dimension del kernel por derecha de ‘ﬁ‘%“l (A), al recorrer sobre todo A € R, vemos que este
numero es menor que u. Es por esto que necesitamos la introduccién de alguna reduccion h?
para aumentar el conteo del kernel hasta u y obtener Aogll%a diagonalizable. El préximo teorema da
una condicién necesaria para que esto suceda.

3Cuando decimos diagonalizable, nos referimos a que en la descomposicién de Jordan el operador es diagonal.
También usaremos el nombre Jordan diagonalizable.
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Teorema 11 Cuando consideramos el sistema (3.1) las condiciones 1 y 2 del teorema 10 todavia
son necesarias.

Como ya mencionamos, esta condicién tiene importancia practica, ya que permite descartar
con simple calculos, aquellas teorias que no cumplen la condiciones requeridas por el teorema.
En la seccion 3.4 mostramos como ejemplo, que la Electrodinamica de Force-Free en su version
de potenciales de Euler es débilmente hiperbdlica, ya que no cumple la condicién 2 del teorema
y por lo tanto no admite ningun hiperbolizador. Ademas mostramos lo simple que resulta concluir
gue alguno de los valores singulares del simbolo principal es orden O (sl) con ! > 2, usando el
teorema 19.

3.3. Pruebas de los teoremas 10y 11.

Para probar nuestros resultados estudiaremos el simbolo principal 9t (x, ¢) I (2), =
— 2%, + NA%, con [ (2)

C), para algun n,, tal que iﬁ“}jna no tiene kernel por derecha. Y usaremos la siguiente notacion

(C .
« € Sy, (el cambio de A por z, es solo para recordar que z €
B (z,¢,n) == Nn, y BL (2,6, k) := N‘L%k,. Notemos que esos operadores cambian con
los puntos del fibrado (x, ¢, n) y (z, ¢, k) respectivamente. Pero como las condiciones que estamos
buscando son algebraicas, ellas valen punto a punto, por lo que a partir de ahora asumiremos que
Efa y B’i estan evaluados en algun punto particular y suprimiremos la dependencia explicita en
los mismos. Por Giltimo, definimos T4, (z) := N (z, )l (z), donde

(ZAa (Z) = —ZEfa + Bﬁ cdp — VU, (3.4)

Llamaremos o; [T (z)] a sus valores singulares para alguna eleccién de las formas Hermiticas
G14B Y G2qp- Y usaremos barras ‘?‘épara denotar conjugacion.

Como ya mencionamos antes, en esta seccion vamos a perturbar el operador (3.4), como en
(3.3), y estudiar los valores singulares perturbados. Algunas referencias son [25], [26], [27] y [28].

Nuestros primeros dos resultados son para operadores cuadrados. Vamos a mostrar que un
operador es Jordan diagonalizable si y solo si cada uno de sus valores singulares perturbados es de
orden O (%) y O (£'). Ademas, vamos a extender este resultado y mostrar que: un valor singular
perturbado es de orden O (sl) si y solo si el operador tiene un [—bloque de Jordan* (asociado a
algun autovalor), en su descomposicién de Jordan.

En el caso de operadores rectangulares, mostraremos que si un valor singular del simbolo
principal perturbado es orden O (sl) con | > 2 entonces el sistema no puede ser reducido a un
operador diagonalizable, es decir, la hiperbolicidad fuerte solo admite ordenes O (%) y O (¢'). Por
otro lado, concluiremos que si un valor singular es de orden O (5l) entonces cualquier reduccion
conduce a sistema reducido con un [—bloque de Jordan o mayor.

A1 0 O
4 , 0 .. 0 Ixi
Llamamos un [—blogue de Jordan a la matriz J; (\) = 0 0 1 € C'*" con autovalor A.
0 0 0 A
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3.3.1. Operadores cuadrados.

Consideremos espacios de igual dimension e = . Por simplicidad identificaremos ¥, con ®p,
pero en general no hay una identificacion natural. Sea el operador Taﬁ (z2) = —zEf_B =+ Boé :
br —> drconz € Cy Ej‘:ﬁ invertible (sin kernel por derecha). Llamamos \; con i € F' :=
{1,...,w} alos diferentes autovalores de (E;l): BV/B; q;, 75 @ sus multiplicidades geométricas y
algebraicas (g; < r;) respectivamente, y D) := {\; coni € F'}.

En el siguiente lema, usamos la SVD de ‘Zaﬁ (z) y mostramos para que z, el operador, tiene
valores singulares nulos y cuantos son

Lema12 1) ‘Iaﬁ (\;) tiene exactamente q; valores singulares nulos, los u — q; restantes son posi-
tivos.

2)o; [TJ‘B (z)} >0Vi=1,...,usiysolosiz ¢ Dy.

3) Consideremos cualquier conjunto L C C, entonces

0 [‘Iog (z)] >0 VzeCyVi=1,...,u
siysolosiDyNL = ¢.
Prueba. 1) Notemos que
T4 (2) = BY, (BT, T3 (2) = B, (207 — (BY'); B)

De donde concluimos que ker _der (faﬂ (z)) = ker _der (zé”’ﬁ — (EYY B’Yﬁ), por lo tanto
T¢% () tiene kernel solo cuando = es un autovalor de E{'B.
Por otro lado, la SVD de ¥ (z) es

T (2) = U% (2) 2% (2) (V) (2)

donde las matrices U, ¥ y V! depende de z. Pero ademés de las condiciones de ortogonalidad
(A1) y (A.2) vemos que U y V son invertibles para todo z € C. Entonces  (z) controla la dimen-
sién del kernel de ¥ (este argumento es valido para el caso rectangular también). Consideremos
ahora z = \;, sabemos de la definicién de ¢; que dim (ker _der (T ()\;))) = gi, pero por corolario
32, dim (ker _der (T (A;))) es el nimero de valores singulares nulos.

2) y 3) son casos particulares de 1). =

El operador E;lB es Jordan diagonalizable cuando ¢; = r; V¢, por lo que, del lema anterior,
vemos que esto solo es posible cuando la dimension del kernel por derecha de T% (N\i) Vi es
maxima, es decir, ;. Veremos que condiciones garantizan esta situacion, pero primero necesitamos
un Lema previo.

El punto 1 del siguiente Lema es valido para operadores rectangulares también. Este punto y el
resultado anterior justifican el lema 9.

Lema 13 1) Dado P : ®p — W, un operador rectangular con dim ¥, > dim ® . Entonces

Vdet (P*o P) = []6: [P (3.5)
i=1
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2) Consideremos el operador cuadrado ‘Iaﬁ (2) = —zE¢ s+ B"é : ®p — PR. Entonces
u u
det (T 0 T) = [ 61 [ES5] M — 2™ o |hw — 2™ = [ i [T% (2)] (3.6)
i=1 =

a
a’

Prueba. 1) Consideremos la SVD de P4 = (Up)é; (Ep)é (V)
(Ep)% e R*"y (Vp_l)aa € C**" (ver teorema 31). Entonces

Donde (UP)A e Cexe,

(P* o P), = G5 (Vi) (Bp)2 (Op) s, Graaa, (UP)Y (2R)E (V7))
= (Vp)%, 05°% (Sp)2 6,1 1, <2P>“i~:1 (veh)°!

«

donde hemos usado la condicién de ortogonalidad (Up)‘}fQGlAQAI (Up)igl1 = 04,4,
Gﬁa2 (VP )a2 _ V’B 5041042
Tomando determlnante y raiz cuadrada

\/det ((Pop),) = \/det (V)% 055 (Sp) 2 6,4,1, (Sp) 8 (V)T
= \/det (533d2 (Zp)jdé 01 A, 4, (EP)IL}S[ )

Hai [P‘g

i=1

2) Similarmente, tomando determinante de T* o ¥ obtenemos,

det (T 0 %) = \/ det (Gg%Tﬁ(z) Cron T (z))

—I\H* =\ =— _
\/det <G (z(;“ (557 ) BVP) Y, Gron B, (267 — (B7Y)", B@)
= \/det (G5" BT, G E],) %
_ ——1\* o7 _
\/det (25“,0 - (E7Y) ) BVP) det (20", — (B7Y)", BY,)

_ \/det (GS"ET,Gron EL) M — 2™ oo [A — 2™
=01 [FEy] ou [Ex] M — 2" o A — 2™

En la cuarta linea hemos usado que
det (25"5 — (B Bvﬁ) = (M= 2)" e (D — 2)

y en la dltima linea, el inciso 1 del Lema para F. Por lo tanto, concluimos

(Ho'i [E+]> A= 2w — 2™ = /det (TF 0 T) = 01 [F] ...00 [F]
=1
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Notemos que si ponemos z = A + € (con ¢ real y pequeio) en la ecuacién (3.6), enton-
ces el producto de los valores singulares es orden O (¢™). Ya que esos valores singulares tienen
expansion de Taylor en ¢, si todos los valores singulares son orden O (%) y O (£'), entonces ne-
cesitamos que r; de ellos se anulen cuando € — 0, es decir, necesitamos que r; de ellos sean
orden O (51). Por lo tanto, por el Lema 12, vale que q; = 1. Si ademas, esto es cierto para todo
\i (g; = ;) entonces (E;l)”7 B, es diagonalizable.

El siguiente teorema es una formalizacion de esta idea. Notemos que los ordenes de los valores
singulares son invariantes bajo diferentes elecciones de las formas Hermiticas G14B, G2ag, Sin
embargo, los valores singular no lo son. La prueba de esto se encuentra en el apéndice B.

Teorema 14 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) (E;l)n7 B, es Jordan diagonalizable.

2)T% (Ni) = —2E¢ 5 + B tiene r; valores singulares nulos para cada Aiconi € F.

3) Para cualquier 8 € [0,27] y 0 < |e| << 1 con ¢ real, los valores singulares del operador
perturbado T% (\; + ee'’) = T% (\i) — e’ E 5 son de la siguientes forma

o; [zaﬁ (Ai + geie)} =0; [T% (N)] + &e + O (%) conoj [T% (M)] #0 o

o5 [5% (N +2e?)| =& lel + O (%) cong; 0 (3.7)

Spara todo \; € D), es decir, ninguno de ellos es de la forma o [‘Zaﬂ (N + geia)} = O (') con
[ > 2.

Prueba. 1) <= 2) Esto es cierto, debido a que para cada autovalor, las multiplicidades geométri-
cas y algebraicas soniguales ¢; = r; Vi =1, ...,w .
3) < 1) Usando el lema 13

<HO'Z' [E+]> |)\1 — Z‘Tl |>\w — z‘ru’ =01 [—ZEJr + B} ...Oy [—ZEUr + B] . (3.8)
=1

Consideremos z = \; + €e'® con € menor que la distancia entre cualesquiera dos autovalores \;
e<min{|A\; —Ajl coni,j=1,...,w yi#j}. (8.9

Por lema 12, sabemos que ¢; valores singulares tienen que anularse para z = \; y € = 0. Suponga-
mos que ellos son los primeros g¢;, los llamaremos (UAi)j [-zE4+ + B], con j = 1, ..., q; entonces
podemos reescribir la ecuacion (3.8) del siguiente modo,

" = (O~ N B+ B) (@’ E)].ea(03,)q, (N E+B) (€ E)] ()] oy 4epio (310)

donde

p (Z) ’z:)\i—‘raeio‘ =

o¢;+1[—2E4++B]...ou[-2E4++B| | g teeif

u
(HO’Z‘ [E+]) ‘)\17}\1'7861.'”7‘1 .‘.|/\¢,17/\1‘766ia|”*1 |/\¢+17)\i7€6i(’ ‘T"+1 .‘.|/\w7/\¢7€ei” |Tw
i=1

®Notemos que los ordenes de los valores singulares perturbados son independientes de 6.



26 Capitulo 3. Condicion necesaria para Hiperbolicidad Fuerte.

Notemos que p (z)\zz/\#gem no se anula, por Lema 12, y no diverge para ¢ suficientemente
pequeiios debido a la condicién (3.9).

Sabemos del punto 2 en el teorema 34 (en el apéndice B), que para |¢| << 1 los ¢’s pueden
ser expandidos como

(03.); | (=XiBs + B) + (=B )]| = (o) [(- My + B) +e(~<"E,)]|
= lel& + 0 (%)

Donde los ¢; vienen dados por la ecuacion (B.4).
Si reemplazamos la ultima expresién en (3.10), obtenemos

‘8’7%‘—(]@' = 51"'5% p (Z)’z:)\i+€ei9 + 0O (8) (3'11)

Por lo tanto :

¢ 3) = 1) Por hipétesis £; # 0 para j = 1, ..., ¢;; entonces la ecuacion (3.11) solo puede
ser valida si ¢; = r; Vi = 1, ..., k (tomando ¢ suficientemente chico). Por lo tanto (E;l)n7 B”B es
diagonalizable.

¢1)=—3)Si (E;l)"v B% es diagonalizable, entonces r; = ¢; por lo que tomando € — 0,
obtenemos 1 = &;...&,, p(2)|._,, - Esto implica que §; # 0 paratodo j = 1, ..., g;. Debido r; = ¢
para todo z, concluimos la prueba del teorema. =

Una interpretacién de la condicién 3 del teorema anterior, es la siguiente, para toda matriz
cuadrada no Jordan diagonalizable, siempre es posible encontrar un autovector por derecha, tal
que la contraccién de este con todos los autovectores por izquierda es nula. Esto es imposible si el

operador es diagonalizable.

Veamos un ejemplo.

AL 0 0 0
0 )\1 1 0 1 B
B% = P2 P 3.12
p 0 0 N 1 (P (312)
0 0 0 XN /.-

y tal que E:ffﬁ = 5023 es la matriz identidad. Los autovectores por derecha son

e e

(v2)* = P%

(07

Q
o o o =
o O = O

y por izquierda
— p—1)¢ =
(@)o=(1000) (PH: @),=(000 1)
de donde, como dijimos
(ul,g)a (UQ)a =0 (3.13)
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Por otro lado, podemos usar la ecuacion B.4 para calcular el primer orden de perturbacion de
%G (M +ee?) = (—/\1Ej“_5 + B%) —ee'’ B¢ 5 que viene dado por los valores singulares de L/,

i (), e (10
Lk-—<(u;) >6ﬁ(<v1>ﬁ,<v2>ﬁ)—<0 0>,

con

a

es decir, §; = o; [ij}.
0 j . -~
Dado que ) es kenel de L”;, concluimos répidamente que &2 = 0. Por lo tanto

TY (M + ee'?) tiene un valor singular de orden O (£2), lo que significa que (E;l)n7 B’ = BY
no es diagonalizable, como claramente podemos ver de su expresién (3.12).

En el capitulo 4, introduciremos la nocién de angulos entre subespacios, y veremos que la
ecuacion (3.13), refleja el hecho de que uno de esos angulos es 7, condicién que no puede suceder
en un sistema fuertemente hiperbdlico.

Cuando los autovalores de (E;l)nw BVB son reales, podemos escribir el siguiente corolario del
teorema anterior.

Corolario 15 Las siguientes condiciones son equivalentes
1) (E;l)nw B’ es Jordan diagonalizable con autovalores reales.
2) Todos los valores singulares satisfacen

0 [T% (x+iy)] >0conz,yeRyy #0 (3.14)
Para cualquier 6 € [0,27] y0 < |e| << 1 cone real,
0 |3% (v +ize?)| = 0 [$% (@)] + & + O (%) cona; [3% (2)] #0 o
o [saﬁ (a: + iee”ﬂ —&le| +0(2) cong; #0 (3.15)

para cualquier x € R, es decir, ninguno de ellos es de la forma o [‘Iaﬂ (z+ z’z—:ew)} =0 (") con
[ >2.

Prueba. 1) = 2). Se sigue directamente del teorema 14.

2) = 1). Debido a que o; [T% (z)] >0ViyVze S={zeC/ Im(z)# 0}, entonces por
Lema 12, S N Dy = ¢. Por lo tanto los autovalores son reales. La segunda parte también se sigue
del teorema 14. m

Para terminar esta seccién, probamos el siguiente teorema

Teorema 16 T% (\; + c¢™) tiene un valor singular de orden O (') siy solo si
(E;l)nV BWH tiene un l—bloque de Jordan, con autovalor )\;, en su descomposicion de Jordan.

Prueba. Consideramos una base en la que (E;l)”7 BVB este en su forma de Jordan. En esta base
elegimos las formas Hermiticas Giap = diag(1,...,1) y Gaap = diag(1,...,1). Entonces el
calculo de o; [‘Z“B (A)} coni = 1,..,u se desacopla por bloques. Por lo tanto, solo tenemos que
estudiar los valores singulares de un [—bloque de Jordan. Es facil ver de la ecuacién (3.6), con
z = A+ €', que J; ()\) tiene un Gnico valor singular de orden O (5’) y que los otros son de orden
O (€"). Esto completa la prueba. m
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3.3.2. Operadores rectangulares.

En esta seccion consideramos e > u y mostramos el teorema 18; este provee una condicién
necesaria para reducir un operador rectangular a uno cuadrado, tal que el operador resultante es
Jordan diagonalizable. Este resultado, es también la prueba del teorema 11.

Necesitamos primero introducir un Lema (para una prueba ver [29]).

Lema 17 Consideremos los operadores Ty (z) = —2E4; + B’y : & — Wy,
h®, \I!L—MI)RyHB = h® ‘I : dp — PR entonces

0<o;[H%| < Ui[T%] max {o; [h%]}, (3.16)
8donde los valores singulares han sido ordenados de mayor a menor para cada operador.

Consideremos una reduccion suryectiva h® : W, — ®r, que no depende de z, del operador
T% (2) = zEAﬁ + BA dr — Yy, tal que E ‘3 o tiene kernel por derecha’ y h% +B es
invertible. Entonces, el teorema principal es:

Teorema 18 Supongamos que al menos uno de los valores singulares de ‘ZAB ()\ + se“’), con\ €
C, cumple que
o [‘IAB ()\ + eeieﬂ =0 (z-:l) conl > 2,
entonces, para cualquier reduccion h®, (definido previamente), existe al menos un valor singular de
@ T4 (A + ee') tal que

o [ O‘AT‘% ()\ —i—eeieﬂ =0(E™) conm>1>2.

Entonces ((hE+)_1> R BA no es diagonalizable, con ((hE+)_ > la inversa de h< Efﬂ/
g

Prueba Usamos el Lema 17 para T4 (A + ee™) y h*y T4 (A + ee'?),
sea c = méx{o; [h%]} (no se anula, ya que h% # 0 y no depende de )\), entonces por la
ecuacién (3.16)
) : 1

0 < 0i[h% T4 (A + 66’9)] < oi[TH ()\ + Ee’9>]6.
Debido a que para algin i , o; [S% (/\ + gew)] -0 (al) con [ > 2., concluimos
oilh* TG (A +e€?)] = O (™) conm > 1 > 2. Yaque Ce™ < &l para 0 < & << 1 es solo
posible sim > 1.

Aplicando el teorema 14 a

= huB% = = (W4 Eip)

®Los valores singulares son o;[H%] = \//\i "o H' 0Gao HJ|, 04[T%] \//\ ;' 0T 0G1oT]y

Y = \//\i [G1' ol o G20 h].Donde A; [K] son los autovalores de K.
"Notemos que, como en el caso cuadrado, un operador rectangular ‘3,'?3 tiene kernel por derecha cuando al menos un
valor singular se anula (ver prueba del Lema 12). Pero esto es equivalente a que se anule la ecuacion (3.5). Por lo tanto,
Ej_‘ﬁ no tiene kernel por derecha siy solo sidet (E} o E) = 01 [E4]...ou [E4] # 0.
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y recordando que hO‘AEj_‘ﬁ es invertible por hipétesis, concluimos que ((hEJF)*l)a h”AB% no es
diagonalizable. K

Este resultado considera perturbaciones de los valores singulares alrededor de los valores sin-
gulares nulos. Como vimos en el apéndice B, los ordenes de la perturbacion permanecen inva-
riantes bajo cualquier cambio de las Formas Hermiticas. Entonces el resultado no depende de las
particularidades de la SVD. =

3.4. Aplicaciones y ejemplos.

En esta seccién mostraremos como chequear las condiciones 1 y 2 del teorema 11, en ciertas
teorias.
Condicion 1: Como vimos anteriormente el sistema es hiperbdlico si las raices de

\/ det (Gm%ﬁﬂl (V)G MBI ()\)b> -0 (3.17)

para ), son reales. Donde [ (\), = —Ang + ko € Sffa para algun n, tal que ‘ﬁBﬁbnb no tiene kernel
por derecha. De este modo, las raices A, (l?:) son los autovalores generalizados® y [ (\,), los

co-vectores caracteristicos. Notemos que explicitamente ponemos la dependencia en k en Am-
Condicién 2: en general no es facil calcular los valores singulares de una matriz y menos hacer
una expansién en Taylor en €. Afortunadamente el siguiente teorema 19, muestra una forma simple
de realizar el calculo.
Asumiendo que la condicion 1 ya fue chequeada para n,. Entonces el simbolo principal
‘ﬁBﬁbl ()\m (l%))b tiene kernel por derecha y por izquierda. Liamemos V] ()\m (l%)) y

U5 (A () with i = 1,..., dim (ker izq (N4 (An),)) ¥ J = 1,

dim (ker _der (‘ﬁ/}ﬁn (Am),)) a cualquier base de esos espacios respectivamente”.

Teorema 19 Una condicién necesaria para que el sistema (3.1) sea fuertemente hiperbdlico es que
la siguiente matriz
L (Am) = U% () (2% 00) VI (M) (3.18)

no tenga kernel por derecha.
La definicion de sz- (Am) es equivalente a

L

N b

= (514B (O,Ul,Ug)% 61(;D‘JIDaana (0,‘/1)0%, (3.19)

en la ecuacion (B.4), en el apéndice B. En esta Ultima expresién tanto U como V' estan ortonor-
malizados, en las métricas G1ap = diag (1,..,1) y Gaapg = (1,...,1), siguiendo las ecuaciones
(A.1) y (A.2). Sin embargo esta normalizacién no es necesaria ya que f/,!y tiene kernel por derecha,

8Recordamos que k, es tal que %, =0 y ‘fc‘ = 1, en alguna norma definida positiva.
°Ellos son un conjunto de vectores linealmente independientes tal que ‘ﬁ‘:‘ll M), Vi(Am) = 0y
U Am) M4 (), = 0.
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si y solo si, Lji lo tiene. Y si if% tiene kernel por derecha, significa que uno de sus valores singu-
lares es nulo, por lo tanto algun valor singular de o; [M4%1 (A, 4 c€™) ] es de orden O (¢P) con
p > 2. Cuando esto sucede, concluimos usando el teorema 11, que el sistema en cuestion no tiene
ninguna reduccién fuertemente hiperbdlica.

Mostramos algunos ejemplos.

3.4.1. Ejemplo 2 x 2.

Consideramos la matriz

%(z)=—2E, +B:=— + e Cc 3.20
@=-smermms( g )4 () 320

tal que A1, A2 y k son constantes. Considerando los productos escalares G 2 = 612 = diag (1,1),
los valores singulares de ¥ (z) son

P ()] = oo () + /e @) — o~ M= — P

52 £ ()] = o () — YR @) — o~ APz ol
con .
w(z) = 5 (|z M F =N+ |f£]2)
una funcién de z con valores positivos o nulos. Notemos que o1 [T (2)] se anula solo cuando \; =
Ao yr=0.
La expansion de Taylor de o9 centrada en ;2 es'”:

A1 — A9
VIM = Aol + kP

o9 ()\1724-8)%04- ’8’—1—0(62)

Siguiendo el teorema 14

e B no es diagonalizable cuando A\; = A2 y K # 0. Enese caso o3 (A1 2 +¢) = O <\5|2>.

e B es diagonalizable para cualquier otro caso, en donde los valores singulares tienen ordenes
O(%u0(eh).

3.4.2. Electrodinamica de Force Free en la forma de potenciales de Euler

Es esta subseccion estudiamos la electrodinamica de Force Free en la forma de potenciales de
Euler [30, 31]. Cuando escribimos el sistema en su versiéon en primer orden, este es un sistema con
vinculos diferenciales. Veremos que es un sistema débilmente hiperbdlico.

El mismo resultado fue obtenido en primera instancia por Reula y Rubio [32]. Ellos llegaron a
esta conclusion usando los potenciales como campos; obteniendo un sistema de segundo orden en

"°Para calcular la expansion de Taylor usamos la identidad X —vX? — Y2 =1 (VX +Y — VX — Y)2 para X,Y
realesytalque X +Y, X -Y >0
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derivadas, que después es llevado a primer orden de forma pseudo-diferencial, sin producir vinculos
extras; y finalmente chequeando la falta de hiperbolicidad fuerte usando los criterios de Kreiss [1].

La ventaja de nuestra técnica es que usa los gradientes de los potenciales como campos, por lo
que directamente obtenemos un sistema de primer orden en derivadas parciales pero con vinculos.
A este sistema, le aplicamos el teorema 11 y vemos que la condicién 2 falla, por lo que concluimos
gue no existe ningun hiperbolizador.

En este sistema el tensor electromagnético F,;, es degenerador F,;j® = 0 y magnéticamen-
te dominado F := F,,F** > 0. Esas condiciones nos permites descomponer F,;, = ll[al%],
(ver [33, 34]) en termino de dos uno-formas I;, con ¢ = 1, 2. Para trabajos mas detallados de la
Electrodinamica de Force Free recomendamos [35, 36, 12, 34].

Un paso mas puede ser dado, Carter 1979 [30] y Uchida 1997 [31] probaron que existen dos
potenciales ¢1 y ¢o tal que l;, = V4 ¢;.

Con todo lo anterior, las ecuaciones de Force Free en su version de gradientes de potenciales
de Euler resultan

haV (117) =0
Vialjipy =0
con métrica de fondo g,;. De donde el simbolo principal es

(lla (ZQWL) — (11.12) ma) ((ll.ll) Mg — lla (llm))
(lga (lgm) — (lg.lg) ma) ((lllz) Mg — l2a (llm)) (Sl‘f
mlbsd 0 518
0 m[bég}

N (2, ) Mabd® =

«

Recordemos que cuando esta ecuacion se anula, es la ecuacion de la Eikonal (2.32).
a

ol
El espacio de campos, es 8—dimensional y viene dado por ¢ = 6[‘1’ . El espacio de
2

ecuaciones es 14—dimensional con co-vectores 0 X 4 = (0W, X, §Ys., 0 Zp.) donde 0y, = 0Y]pq
Y 0Zpe = 0Z}pq.-

1) Chequeemos primero que el sistema es hiperbdlico: consideremos n, temporal y normaliza-
do n,n® = —1, ya que los l;, pueden ser elegidos ortogonales (via una transformacién de gauge),
definimos un frame ortonormal {e;, @ = 0,1,2,3} con egy, = ng Y lia = lieiq @ = 1,2y tal que
gab = (—1,1,1,1). Consideremos los planos m (\), = —Aegq + ko € ng con A = ng € C,
ko = kieiq parai = 1,2,3 con k; reales y con Gyap = diag(1,...,1), Gg‘ﬁ = diag (1,...,1).
Usando la ecuacién (3.17) la estructura caracteristicas del simbolo principal esta dada por

0= \/ det (vaméﬂm (A, GrapNBm ()\)b>
2
= (|n0\2 + ki + k3 + k:§) |(=ng + &3)| ‘mag“bmb‘ 1213. (3.21)

Notemos que méf es real. Por lo que, la estructura caracteristica viene dada en términos de la
métrica de fondo y una métrica ¢¢* := diag (—1,0,0,1), es decir

0 = mag®my y 0= mag%bmb (3.22)
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Notemos que la introduccion de las métricas G y G2 (no naturales a la teoria) se refleja en la
aparicion de la métrica Euclidia g®mqamy, = |no|® + k3 + k% + k3.en (3.21).

De este modo, las velocidades de propagacion del sistema general son

)\1:|: (k) =Ny :i\/k%ﬁ-k%-‘rk%

Ao+ (k) = ng = £k,

todas reales, por lo que el sistema es hiperbdlico.

2) Chequeemos que la condicién 2, en el teorema 11 falla. Para este sistema, es posible calcular
los valores singulares. Solo mostramos el relevante (con ng real )

] = | N2 G- N2 0 H) R
=K+ k3 + (nd +k3) (1+13)

Notemos que este se anula cuando n2 — k% = 0.

Consideremos ahora la linea m (\), = —Aegq + ko € Se,, con A real, tal que k, = kiei, y

con autovalores caracteristicos A = 0, es decir, m (\), g%m (A = 0. Perturbando el valor

Jblro
singular en una vecindad de este co-vector

meg(A=0)q = —eeegq — Nega + ka \—o
6=0
obtenemos
1 1+3l3 1-13
o1 (5) ~ 752 ( ) ( )
\/k:2+52 1+ 313) \/k2—|—52 13)

Este valor singular es de orden O (52), por lo que, usando el teorema 11, no existe un hiperbo-
lizador y el sistema es débilmente hiperbdlico.

Como mencionamos antes, en general no es simple calcular los valores singulares explicita-
mente. Por lo que también vamos a usar el teorema 19 para llegar al mismo resultado.

Consideremos la misma linea m (\),,, entonces el simbolo principal resulta

N4 (N), = =A%, + N,

0 e 0 0
—12ep, O Bkiewa —lilakiea,
=—A [f d + b o]
€ Oa 0 kiej 0q 0
0 el 0 fepelsg)

Definimos L’; como en la ec. (3.18), para ello necesitamos calcular el kernel por izquierda y
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derecha de M“%m (A = 0),. El mismo resulta

1 0 0 0

0 0 0 0
oW 0 || eopeaa || eopesa | | e2pesa
0X B 0 0 0 0
e | < 0 0 0 >
0 Zpe 0 0 0

’ 0 ’ 0 ’ 0
€0[b€2q] €0[b€3a) €2[b€3a]
ol¢ 0
(5)-((4))
respectivamente.

Por lo que

L = (3.23)

o O O O o o o

que trivialmente se anula y por lo tanto tiene kernel derecho. Entonces, como dijimos antes, hay un
valor singular de orden al menos cuadratico en la perturbacién, y no existe ningun hiperbolizador.

Notemos que, si hacemos otra eleccién de n, fuera del cono de la métrica de fondo, entonces
existiran autovalores caracteristicos complejos y el sistema no sera siquiera hiperbdlico y por lo
tanto, el sistema no sera hiperbolizable.

3.4.3. Fluidos cargados con conductividad finita

En esta subseccion, estudiamos fluidos cargados con conductividad finita en su forma en primer
orden en derivadas, donde el bloque que sera relevante para nosotros en el simbolo principal no
tiene vinculos. Veremos que este sistema es débilmente hiperbdlico si la conductividad es no nula,
y fuertemente hiperbdlico cuando esta se anula. Este resultado esta de acuerdo con [37] capitulo
IX.



34 Capitulo 3. Condicion necesaria para Hiperbolicidad Fuerte.

El sistema es

u""Vpn +nVyu™ =0
U op + (p+p) Vaus = up JOF?
(p+p)uVau® + D’p = —h2J F¢
u"Vonq + gV + o F,"Vu® = ou®J,
vaFab — Jb
VaF*ab =0
J4 = qu® 4 oup F*

con métrica de fondo ggp y kY, = (6% + ubu.), uue = —1, Db := hP*V,, p = p(n,p). Aca p
es la densidad de energia propia del sistema, n la densidad de masa propia, u* la cuadri-velocidad,
q la densidad carga propia, p la presién del fluido y o la conductividad. Para ejemplos de estos
sistemas ver [38, 39, 40].

Las variables del sistema a evolucionar son (n, p,u’,q, F“b). Este es un sistema cuasi-lineal,
por lo que el simbolo principal en su version linealizada y de alta frecuencia resulta en

(Mfruia) 2 (x, ) 1,06 =

u.l 0 nl 0 on

0 u.l (p+p)np 0 op _0
Pnh " b (p4p) 0% (ud) 0 Sub

0 0 (g6 + o Fy™) by wll dq

C
c€ dab

l

A

(mElectro) aa (l’, ¢) la(5¢a = ( ¢ ) 5Fab =0

con ugdu® = 0. Notemos que a nivel del simbolo principal, la parte de los fluidos, desacopla de la
parte electrodindmica. Por lo que solo estudiaremos la parte de los fluidos, ya que es aqui donde la

hiperbolicidad fuerte se rompe. Esta parte del sistema no tiene vinculos.

on
. . . . dp i
El espacio de campos es 6—dimensional y viene dado por ¢ = S ; el espacios de
u
oq
ecuaciones es 6—dimensional también, con co-vectores
5X 4 = ( W 6X 6Y, 67 ) tal que §Y,u® = 0
La estructura caracteristica de la parte de los fluidos es
det (Mg ala) = — (p+1)* (lau®)* g%laly = 0 (3.24)
Esto significa que
lou® =10 y g%blalb =0
con gi‘b = (rimp" + pp) h — u®ub (esta métrica es lorentziana mientras se cumpla (pnTp)p” +

pp > 0).
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Por otro lado, la estructura caracteristica de la parte electrodindmica es
gablalb =0

La ecuacion l,u® = 0 corresponde a ondas materiales, g%blalb = 0 a ondas acusticas y
g“blalb = 0 a ondas electromagnéticas.

1) Chequeemos la condicion 1 del teorema 10. Consideremos una linea ( ()\)a = —Ang+kq €
S, CON N, = u, Y k, espacial, tal que k,u® = 0. Notamos en la ec. (3.24) que ‘ﬁj}lzid oa NO
tiene kernel por derecha cuando (p + p) # 0, ademas, el sistema es hiperbdlico para n, = u, si

n

(4 + p, > 0. Esto significa que las velocidades de las ondas acusticas v := ﬁpn +pp

son reales. Las velocidades caracteristicas del sistema general son

M (k)=0
Ao (k) = i\/ (orsyont20) 4
(p+p)
Azt (k) = £ k|
donde hemos elegido un frame ortonormal {e;, ¢ = 0,1,2,3} tal que epq = Ug y €14 = L

ﬁk“ka as
€24, €34 SON espaciales. En este frame, la métrica de fondo luce como g,y = diag (—1,1,1,1).

2) Veamos que la condicion 2 del teorema 10 falla. Usando el mismo frame anterior y eligiendo el
autovalor caracteristico A = 0, el simbolo principal a lo largo de lalineal (\), = —Ang,+k, € Sy,
es

NAYL(N), = AN, + Nk,

-1 0 nuyp 0
0o -1 0
=\ (p + P) uba i
0 0 —(p+pyg% O
0 0 qup+oF, " uy, —1
0 0 neyp 0
0 0 (p+p)ew 0
+ |k| " "
Pn€l  Dpe 0 0
0 0 qep+oF ey, 0

Calculamos el kernel por derecha e izquierda de M4 (\ = 0),, este es

oW 0 0 —(p+p)
oX | 0 0 n
§Y, | < esw || esa |’ 0 >
0Z 0 0
on 0 —Pp 0
dp | 0 Pn
sub | < 0|’ 0 Nk >
oq 1 0
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con egpéu’ =0y SulF,™e;1,, = 0. Entonces, siguiendo la ecuacion (3.18) tenemos

0 0 —(p+p)duer
Li=1|0 0 — (p+p) du’esq
0 —(rpp,+npp) 0
) i
Claramente Lji 0 = 0. Por lo tanto el sistema es débilmente hiperbdlico y no existe
0

ningun hiperbolizador.

Para realizar este calculo elegimos n, = wu,, es facil ver que la condiciéon 2 todavia falla pa-
ra cualquier eleccion temporal de n,, donde por temporal nos referimos, a temporal en las dos
métricas gabnana <0y gf”bnan(1 < 0. Ademas, si elegimos n, fuera de alguno de esos conos,
los autovalores generalizados se vuelven complejos y perdemos la hiperbolicidad. Por lo que este

sistema no admite ninguna hiperbolizacion.

3.4.3.1. Caso sin conductividad o = 0.

Finalmente, cuando la conductividad se anula o = 0, el kernel del sistema cambia y el mismo
se vuelve fuertemente hiperbdlico. No realizaremos el calculo completo de hiperbolicidad fuerte.
Solo comprobaremos que el problema del caso con conductividad finita desaparece. Para ello cal-
cularemos Lji sobre la misma linea [ ()),, del caso anterior, y verificando que ahora le- no tiene
kernel.

Considerando esta linea [ (\), en A = 0, las nuevas bases de los kernels por izquierda y
derecha son

oW 0 0 —(p+p) 0
oX | 0 0 n q
oY, B < e || esa | 0 ’ 0 >
6Z 0 0 0 —(p+p)
on 0 —Pp 0
op | 0 Pn
sub | < 0|’ e |7 e >
dq 1 0

Notemos que estos kernels, aumentan en 1 su dimension con respecto al caso anterior.

De este modo

0 0 —(p+p) 0
Lj- — 0 0 0 —(p+p)
‘ 0 —((p+ p) pp + npn) 0 0

—(p+p) —Png 0 0
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Calculando su determinante, vemos que

; n
det L7, = — (p+ p)* <(p+p)pn + pp) #0

Porlotantop+p # 0y Gip P + p, # 0. Como explicamos antes, la primer condicion
es una condicién necesaria para que ‘.TI‘;‘Z‘ZM oMa NO tenga kernel por derecha y la segunda limita
la posibilidad que la velocidad de propagacion de las ondas acusticas se anulen. Para concluir
completamente el resultado de hiperbolicdad fuerte, debemos completar el calculo de kernels y
chequear algunas condiciones de suavidad en el simetrizador, que no haremos aqui. Por lo que

concluimos la prueba.

3.5. Conclusiones.

En este capitulo hemos presentado una condicién necesaria que una teoria cuasi-lineal de
primer orden en las derivadas y con vinculos diferenciales, debe cumplir para que el sistema admita
un hiperbolizador. Si esta condicion, que es facil de computar, no se cumple, entonces la misma no
tiene un conjunto de ecuaciones de evolucién fuertemente hiperbdlicas.

Para encontrar esta condicién introducimos la descomposicion en valores singulares de familias
1-paramétricas del simbolo principal y estudiamos perturbaciones al rededor de puntos donde el
simbolo tiene kernel. Probamos que si esas perturbaciones, que se anulan en esos puntos, son
de orden 2 0 mas grandes, entonces no existe hiperbolizador para el sistema, ver teorema 11.
Hemos observado que esta idea se relaciona con alguna condicién de ortogonalidad entre ciertos
espacios vectoriales (ver ejemplo a continuacion de la prueba del teorema 14), en el siguiente
capitulo formalizaremos esta idea.

Como un resultado extra, mostramos que una matriz cuadrada tiene un [—bloque de Jordan
si y solo si, su version perturbada en el parametro ¢ tiene un valor singular de orden O (sl), ver
teorema 16. Este resultado puede ser extendido a matrices rectangulares. En el préximo capitulo
introduciremos la descomposicién de Kronecker y veremos como un valor singular de orden O (sl)
permite detectar la presencia de un [—bloque de Jordan dentro de esta nueva descomposicion.

También mostramos que aunque la SVD depende de dos productos internos, los ordenes
asintéticos de sus valores singulares son independientes de estos productos internos, por lo tanto,
esos ordenes capturan intrinsecamente la estructura del sistema.

Cuando el sistema tiene vinculos diferenciales, su simbolo principal es un operador rectangular,
por lo que en principio no es simple calcular su estructura caracteristica. Hemos propuesto una
forma de calcularla, conectando el kernel del operador con la nulidad de sus valores singulares, ver
Lema 9.

Hemos aplicado esos resultados a algunos ejemplos: una matriz de 2 x 2 para la cual hemos
estudiado su forma de Jordan usando los valores singulares perturbados. El segundo ejemplo es
la electrodinamica de Forces Free en términos de los potenciales de Euler, escrita en primer orden
en derivadas y con vinculos diferenciales. Usando nuestros resultados hemos comprobado que no
existe una hiperbolizaciéon para el sistema, siendo el mismo débilmente hiperbdlico. Realizamos
este calculo de dos formas diferente. Primero calculamos sus valores singulares y mostramos que
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en un punto en particular, uno de ellos es de orden O (52). Como segunda opcion, calculamos el
termino de primer orden en la expasién de Taylor usando los kenels por derecha e izquierda del
simbolo principal, ver teorema 19. Con esta segunda opcién solo podemos concluir que el valor
singular perturbado es de orden O (5l) con ! > 2. Sin embargo, esto es suficiente para decir que el
sistema es débilmente hiperbdlico. En general, es dificil calcular los valores singulares, por lo tanto
la segunda opcién simplifica de manera considerable el estudio de hiperbolicidad fuerte.

El ultimo ejemplo es un fluido cargado con conductividad finita. En este caso, es suficiente con-
siderar la parte de los fluidos que desacopla (por lo menos a nivel de simbolo principal) de la parte
electromagnética. Mostramos que el sistema no admite una hiperbolizacién cuando la conductividad
esta presente. Sin embargo el sistema resulta fuertemente hiperbélico en el caso de conductividad
nula.



Capitulo 4

Condiciones Necesarias y suficientes
para hiperbolicidad fuerte.

4.1. Introduccion

En este capitulo estudiamos el sistema de coeficientes constantes descripto en la seccién 2.4.
Todo este capitulo esta basado en nuestro trabajo [3]. Consideremos el sistema (reescribiremos
algunas expresiones)

Ne¢7 = 0 (4.1)

con %f‘ya constante y tal que e > w. Donde fijando las coordenadas z* = (¢, ") y tomando su
transformada de Fourier en las coordenadas espaciales obtenemos

N0 + Nk =0 (4.2)

con ng = V,t.
En este capitulo damos condiciones necesarias y suficientes (teorema 21) para que exista una
hiperbolizacion h?, de tal forma que el sistema

hNMA N, 0,67 + ik Nk, 7 =0 (4.3)
o lo que es lo mismo
810" = —i A% k0" (4.4)
con
A%k, = ((hs)”m)—l)a7 WA, (4.5)

sea fuertemente hiperbdlico segln la definicién 3. Ademas mostramos como construir explicita-
mente hiperbolizaciones h®,. Debido a que estamos en la version en Fourier, ec. (4.3), permitimos
reducciones que no solo sean combinaciones lineales de las ecuaciones originales, sino aquellas
que son pseudo-diferenciales, es decir, reducciones h% (k) que dependen explicitamente de la di-
recciones de Fourier k. Existe en la literatura una muy amplia gama de referencias sobre operadores
pseudo-diferenciales, algunas de ellas son [8, 21, 41, 42, 23, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52],
etc

39
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La teoria que vamos a desarrollar aca puede ser mas general, pero nos restringimos al caso
de coeficientes constantes ya que nos permite hacer afirmaciones y pruebas mas simples. Sin em-
bargo todo lo desarrollado en este capitulo aplica a sistemas cuasi-lineales. Es decir, solo lidiamos
con los problemas algebraicos, las condiciones de suavidad extras necesarias para una teoria mas
general no son consideradas.

Como se explico en la seccion 2.3, en esta clase de sistema esperamos soluciones en términos
de exponenciales (onda planas). Por lo que si proponemos qAW (t,z) = §¢p7 el (= )t como solucion
de (4.2), obtenemos el sistema

0= (N), 06" = (—AN2n, + Nk, ) 607 (4.6)

‘con I (\), = —Ang + ka € Sp,. Donde —ANn, + N4k, es llamado el matriz pencil [53]. La
estructura de esta ecuacién (y por lo tanto de las ecuaciones diferenciales) y sus soluciones son
simplificadas usando la descomposicion de Kronecker (ver [54], [55]). Es decir, esta descomposi-
cién, nos permite reconocer bloques asociados a la evolucion de los campos fisicamente relevantes,
bloques de Jordan, y bloques asociados a los vinculos diferenciales, llamados Lfl conm > 0. Es-
tos ultimos admiten diferentes reducciones, que nos permiten elegir las velocidades caracteristicas
que queramos para los modos asociados. Una técnica similar a la nuestra es usada en [56] para el
caso 1+1.

En general, La descomposicién de Kronecker tiene mas de dos tipos de bloques, pero las condi-
ciones de hiperbolicidad (ver definicién 8) los limitan a los dos mencionados. Por otro lado veremos
que el teorema 10 restringe los bloques de Jordan a solo versiones diagonales de los mismos.

Por ultimo, para ilustrar el poder de nuestra teoria, presentamos como ejemplo de aplicacion
(ver seccion 4.4), la teoria de Klein Gordon en su forma en derivadas primeras. Obtendremos su
descomposicion de Kronecker y mostraremos sus hiperbolizadores.

4.2. Resultados

En esta seccién presentamos dos teoremas. El primero se incorpora al mencionado teorema de
Kreiss (caso sin vinculos) y agrega una equivalencia mas a la lista de la definicién 3. La caracteristi-
ca nueva gue se incorpora en el mismo, es que se introduce la nocién de angulos entre subespacios
vectoriales, también llamados angulos canonicos o angulos principales (introducciones a este te-
ma puede verse en [57] y [58]). Estos angulos principales son cantidades geométricas que miden la
cercania entre dos subespacios vectoriales. El segundo teorema es una generalizacién de esta idea
al caso con vinculos, en donde se presentan condiciones necesarias y suficientes para garantizar
la hiperbolicidad fuerte del sistema.

Arrancamos considerando el caso sin vinculos donde A%k, viene dado por la ecuacion (2.15).

Llamamos 7; (k) con i € Fiy) = {1,...,w} alos diferentes autovalores de A%k,, y (I)EUC) ,

"Notemos que esta ecuacion también fue obtenida tomando un limite de alta frecuencia, para sistemas cuasi-lineales,
en la seccion 2.6.
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O : . o ,
(T}f( )> a sus correspondientes autoespacios® por derecha e izquierda®. Finalmente llamamos

. ) I
Tz(k) al subespacio que se obtiene de subir los indices de los co-vectores de (Tz(k)> con la

métrica G*4. Ya que Tf(k) y @E(k) son ahora subespacios de ®r, y tenemos la métrica G
positiva definida, podemos introducir &ngulos entre estos subespacios. Los mismos se encargan
de medir que tan cerca se encuentran el uno del otro. La cantidad de angulos es igual a la menor
dimension entre los dos subespacios involucrados. En este caso hay r, () angulos principales entre
Tf(k) y @E(k), ya que r, g := dim Tf(k) = dim @E(k).

Introducimos el primer teorema, cuya prueba se encuentra en el apéndice C. Un resultado de
Strang [20] sobre cotas de los autoespacios es necesario para probarlo.

Teorema 20 E/ sistema (2.17) es fuertemente hiperbdlico si y solo si este es hiperbdlico con res-
pecto a alginn,, y para todoi € F\; y todo k, tal que k,t* = 0, con |k| = 1, existe una constante
7i( <I>71§é (k)

Y < 3 tal que los angulos entre Y |/ k) y son menores a este.

La forma en la que se calculan los angulos es la siguiente. Para cada 7; (k), los cosenos de

esos angulos son los r, () valores singulares * de la matriz cuadrada

<Tﬁ(k)>lj — VG 0] (4.7)
donde {v*® € Tf(k)} y {6@%)]7 € @Z(k)}, con i, j € F{y), son bases ortonormales de cada subes-
pacio.

Usando este resultado previo como guia, retomamos el caso con vinculos e > wu. Consi-
deraremos el kernel por izquierda del simbolo principal ‘ﬁﬁ“l (Ai), Y lo proyectaremos usando
‘ﬁ"}ﬁnaGw para poder compararlo con el kernel por derecha, es decir, calcular los angulos entre
estos dos subespacios.

Fijemos un n,, tal que el sistema es hiperbdlico y consideremos la linea I(\), € Sy, - El nimero
y la multiplicidad geométrica (la dimensién del kernel por derecha) de los autovalores generalizados
depende de k,. Entonces, para cada k, llamamos \; (k) coni € Dy = {1,2,...,qq)} a los
diferentes autovalores generalizados y T, (k) @ la multiplicidad geométrica® correspondiente a cada
A (k). Notemos que en el caso cuasi-linear \; (k), g Y 7»,(x) pueden depender del los puntos
del espacio tiempo x y de los campos ¢; ya que estamos en el caso de coeficientes constantes
esta dependencia no aparece.

Llamamos \I/f(k)y <I>)1‘{(k) a los kernels por izquierda y derecha del simbolo principal, aso-

ciados a los autovalores generalizado \; (k). Ellos tienen dimensiones dim \If’zi(k) = Tyk) t

(k) _ T (k)- Usando MNAep,, mapeamos \Ifzi(k) en @', (el espacio dual a ®g),

. i
e —uy dim®y ,
y lo llamamos <<I>L1( )) . No es posible saber, en forma genérica, su dimensién. Pero ya que

/
dim (ker _izq (M“n,)) = e — u podemos acotarla r, ;) < dim (@21'(]‘7)) <e—u+ Ty k)

2De ahora en adelante el espacio dual a algun espacio vectorial es denotado con el simbolo ’.

85¢" es autovector por derecha, asociado al autovalor 7;, si (—néﬁ + A%“ka) 6¢” = 0y X, es autovector por
izquierda, también asociado al autovalor 7, si Xo (—7i65 + A%'ka) = 0.

“La métrica que usamos para definir los valores singulares es G2;; = diag(1, ..., 1) y su inversa.

®Obsérvese que se cambio la notacidn con respecto al capitulo anterior.
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Con estas definiciones, el teorema 11 de la seccion anterior es resumido de la siguiente forma®
ri(k) ! _ (™ !
L = \®r . (4.8)

/
Consideremos ahora el subespacio obtenido de subir los indices de los co-vectores de (q)zi(k))
(k) (k)

Aq (k)
R

Y i
con G*7, y llamemos a ese subespacio ®7**"’. Notemos que ®7*
L L

(%)

C ®p por lo que es posible

Ai(k)

definir angulos entre CIJEi(k) y CD}\Df . Para cada \; (k) y k, llamamos 0’ conj € Iy, =

{1, s 7“,\1-(1@)} a esos angulos. Estas cantidades geométricas son la respuesta a nuestro problema.

Teorema 21 E/ sistema de coeficientes constantes (4.1) es fuertemente hiperbdlico (admite al me-
nos un hiperbolizador), si y solo si, este es hiperbdlico con respecto a alguna direccion n,, y para
todo i € Dy, todo k4, cont®k, = 0 y |k| = 1, existe un angulo constante maximo 9 < % entre
Ai(k) Ai(k)
O y oL
La condicion (4.8) implica que para cada k, existe una métrica tal que los dngulos principales
entre (I)ii(k) y @}\{(k) son todos nulos, esto nos garantiza que podemos encontrar una reduccion h%
tal que Aaﬁ“ka definido como en la ec. (4.5) es diagonalizable y con autovalores reales. Sin embargo,
esto no es suficiente para garantizar hiperbolicidad fuerte, ya que para ello necesitamos garantizar
la diagonalizacién uniforme de AO‘Baka. La forma en la cumplimos esta condicion es pidiendo que

(k) estén acotados superiormente por 9 donde los mismos son definidos

los angulos principales «9])‘
con un producto interno global G5 (independiente de k).

Escrito en terminos de los cosenos de los angulos, esto es una cota inferior

min coS H;i(k) > costd >0 (4.9)
i€D (k) JEIN, (k) |k|=1
para todo k tal que t%k, = 0.
Los angulos principales se calculan igual que antes. Usando bases ortonormales de los espa-
Ai(k k)

cios 7' ) y @2;( construimos la matriz (T“(k)) ; que resulta de la contraccion de esas bases

con la métrica G, 3 y sus valores singulares’ son los cosenos de los angulos. Notemos que la matriz

Ai(k
es en general rectangular, ya que una base de @Ll( )

tiene 7y, () 0 mas elementos.

Asumiendo que la condiciones del teorema 21 valen, mostraremos como construir reducciones
h<, de tal forma que la degeneracién de los autovalores generalizados no cambie, y los nuevos
autovalores ( introducidos por h?%) puedan ser elegidos simples y diferentes a los del sistema
completo. Esas reducciones estaran de acuerdo con las hipétesis del teorema y nos permitiran

concluir la prueba.

®Sea {uf'} base de @?{(M y { X2 = X9 n, } base de ®,'®)_ Dado que por teorema 19,

0
donde 87 € R™:(® > "x;(®) es |a matriz identidad (esto se puede hacer de forma simple usando la SVD de L). En estas

) ) ) 5m
L] = XM nqud no tiene kernel por derecha, podemos cambiar las bases de modo tal que L? = ( " >

bases Gop = diag (1, ..,1) y concluimos la ecuacion (4.8).
"Usando métricas G177 = diag(1, ...,1) y G2;; = diag(1, ..., 1) para definir la adjunta.
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4.3. Prueba del teorema 21.

La prueba del teorema esta dividida en 5 subsecciones. En la subseccion 4.3.1 introducimos la
descomposicién de Kronecker del simbolo principal. En la subseccién 4.3.2, probamos el lema 22.
El mismo asegura que las hipdtesis de nuestro teorema 21 implican la valides del teorema 10 (del
capitulo anterior). En la subseccién 4.3.3, probamos el Lema 23. Este es conjunto de equivalencias
de condiciones necesarias y suficientes para la existencia de reducciones h“, que conduzcan a
A%k, diagonalizables, donde se muestra explicitamente las posibles formas de ~°%. En la sub-
seccién 4.3.4 presentamos el Lema 24. Este muestra que es posible encontrar reducciones tal que
los autovalores extras (agregados por la reduccion) de A%k, las velocidades de propagacion de
los vinculos, pueden ser elegidos simples y diferentes a las velocidades de propagacion fisicas de
todo el sistema. Finalmente en la subseccion 4.3.5, restringimos el tipo de reducciones para que los
angulos entre <I>2i(k), @?{(k) y Tf(k), @}\{(k) sean los mismos. De este modo, aplicando el teorema
20 a el sistema reducido concluimos la prueba.

4.3.1. Descomposicion de Kronecker de penciles.
Consideremos el simbolo principal o0 matriz pencil
NPL), = A (=0my) + (Wi, (4.10)

para n fijo y tal que [ (\), = —Ang + k, € Sy, con kqt® = 0y |k| = 1. En todo lo que sigue,
siempre consideraremos k, de este modo. La estructura de este matriz pencil viene dada como
mencionamos antes por la descomposicién de Kronecker [54], [55]. Esta consiste de cambios de
bases del espacio de campos y del espacio de ecuaciones, que dependen de k. y n,, pero que
son independientes del parametro \. Estas nuevas bases transforman el simbolo (4.10) en bloques
simples. Debido a que ’ﬁ‘j‘?”nb no puede tener kernel por derecha por la condicién de hiperbolicidad
(definicion 8), los bloques permitidos son solo dos, llamados:
a) J, (\;) —bloques de Jordan:

oA
T () = g . ? c cmxm
0 0 0 A=\

con \; los autovalores generalizados del sistema;
T .
b) L;,— blogue con m > 0:

/—Ln—

A0 0 0

1 A0 0
Lr=10 1 0 | e cmtlxm

00 A

00 0 1
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c) el caso LOT es una fila nula, lo incluimos como uno de los LT para simplificar notacién.
Ademas, una fila Lg representa que los vinculos no son todos independientes, por lo menos a nivel
de parte principal.

Un ejemplo simple

J(A) 0 0 0
0 Js(A) 0 0
N4 (), = 0 0 L2 0 i (4.11)
0 0 0 I
0 0 0 0
0 0O 0 0

En general la descomposicién de Kronecker incluye otros bloques (ver apéndice B de [3]), que
aparecen cuando ‘ﬁ”i}f’nb tiene kernel por derecha. Creemos que estos blogues estan relacionados
a libertades de gauge.

La estructura de Kronecker es Unica, sin embargo, en general existen diferente bases que con-
ducen a la misma estructura. En el apéndice D mostramos como encontrar los diferentes blogues
de M4PL(A),.

Es importante mencionar que la mayoria de los sistemas fisicos tiene solo bloques L{ y Lg.
Algunos ejemplos son la Electrodinamica de Maxwell, Electrodinamica no lineal, Electrodinamica
de Force Free, fluidos ideales, relatividad general, etc. De hecho, la definicién de los campos de
Geroch C% (ver seccion 2.2) son todos del tipo LOT y LT. Comentaremos mas sobre esto en el
capitulo 6.

4.3.2. Condicion necesaria para hiperbolicidad fuerte.

La descomposicién de Kronecker de *ﬁ%bl (A), (paracadal (\), = —Ang+kq € Sp,) muestra
que el kernel por izquierda del mismo, llamado ¥?, es expandido por un conjunto de ¢ = e — u
vectores x% (A) donde s € C, = {1,..,e —u} para cualquier \, y que este aumenta cuando
A = )\ (k). Llamamos autovectores generalizados a los nuevos T (k) vectores {(vf\)A} con

e Iyw = {1, '-'77“/\i(k)} necesarios para completar una base de \Ifﬁl Entonces, para cada
A=\ (k),

\Ilzi(k) = expan{(x},) A (Uf\i)A} cons € Cyyl e lym (4-12)

donde (x3,) , := X% (Ni (k).
Por otro lado, ‘ﬂ?f’l (A), solo tiene kernel por derecha cuando A = \; (k), este subespacio es
(k)

llamado <I>)1;f y es tal que
A; i .
oy k) — expan{(égb;‘ )} con j € Iy (4.13)
Notemos que dim \Ifzi(k) =e—u+ryr Yy dim Q)}\{(k) =T (k)-

Como fue estudiado en el capitulo anterior, si consideraremos las lineas dos paramétrica
leo(\), = —c€ng +1(X\), conereal, 0 € [0,27], 0 < e << 1 tenemos que

Tur1—j [ Meleo (N (k))a} = (&xw); e+ O (e?) conje Iy (4.14)
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8donde (5,\2-(1@))]- son los valores singulares de

- I U —~N\\ &
() = ({0 )t (322
m (X,\i)
(ver ec. 3.19) con I = (I,s), y {(ﬁf\i)A, (in)A} es una base ortonormalizada con respecto
(0%

. —~\;
aGAB = diag (1,...,1), de \If’\’(k) y ) es una base ortonormalizada con respecto a
L m

Gy = diag (1, ..., 1), de &),

Como vimos en el Teorema 10 una condicién necesaria para la hiperbolicidad fuerte del sistema
es que los valores singulares de M1 o (\; (k)), sean de orden O (£°) 0 O (£!), esto es equiva-
lente a que ninguno de los (f,\i(k))j se anule. Por lo que en el Lema siguiente mostramos que la
hipétesis (4.9), en el teorema 21, implica que los (fAi(k))j > 0 para todo j.

Lema22 Paratodoi € Dy, j € Iy, 1), con k, tal que k,t* = 0 y |k| = 1, si la ecuacion (4.9)
vale, entonces (& Ai(k))j > 0.

(k) )

Prueba. Recordemos que (I)i" es el mapeo de \I/é"(k en &y, usando mﬁ“naGM, por lo que
este subespacio es expandido por el siguiente conjunto (3.)” := (X3,) 4 NN, Gy (04)" =

(@l)\) A N4, GV, es decir,
<I>2i(k) - e:cpan{()%ii)”Y’ (@l&)”} cons € Cyyl e Iyp. (4.15)

Notemos que pueden haber vectores linealmente dependientes entre los (X§1)7 por lo que ellos
deberian ser removidos hasta obtener una base. Sin embargo, vamos a asumir que todos los (ﬁ\)v
son linealmente independientes y después trataremos el otro caso. Para calcular los angulos princi-

pales «9,;\1'(]“) entre @21'(]"’) y (I)?{(k) necesitamos ortonormalizar (en la métrica G ) la base mostrada
en (4.15), llamamos {(ﬁ\i)7 , (@f\z)'y} a esta nueva base. Dado que es un cambio de base, existe

una matriz @’ 7, con J = (s,1) y I = (m,n), invertible, tal que conecta las dos bases del siguiente

[y ) -6y )

. i (k i (k Xi(k
De este modo, los cosenos de los angulos cos ka( ) entre <I>LZ( ) y (I)RZ( ) son los valores

modo

>

singulares de la matriz
(P w) = ( (%)) )Gw (50m)" = @ ()" (4.16)
J (@,) J
Ya que estos cosenos no se anulan por hipétesis (eq. (4.9)), entonces los valores singulares de
L) no pueden anularse (tendria kernel por derecha de ser asi), como queriamos mostrar.

Si ahora los vectores {(5.)”} son linealmente dependientes, y elegimos un subconjunto li-
nealmente independiente de ellos, y realizamos el mismo proceso de recién. Encontramos una
ecuacion equivalente a (4.16), donde ahora existe una nueva matriz Q‘]] que ya no es cuadrada
(dim I > dim J). Usando el mismo argumento que antes concluimos la prueba. =

®Recordemos que los valores singulares son ordenados tal que o1 [N 1.0 (i (k)),] > o2 [0 (Ni (K)),] >
> o [0 (Vi (K)), ]
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4.3.3. Construyendo reducciones.

En esta seccion probamos el Lema 23 que tiene una serie de condiciones equivalentes y
ademas mostramos explicitamente como construir, usando la descomposicion de Kronecker del
simbolo principal, reducciones generales h%; que llevan a Aaﬁaka diagonalizables. Es importante
notar que si ‘ﬁ‘j‘f’l (A), tiene un J,, —bloque de Jordan con m > 2, entonces el sistema es intrinse-
camente mal puesto (si es hiperbdlico, entonces sera débilmente hiperbdlico). Sin embargo, si esos
bloques no aparecen, esta condicién todavia no es suficiente ya que otros problemas pueden apa-
recer. Uno de ellos, es que la reduccién de los bloques L,,, puede introducir bloques de Jordan no
diagonales. En general esta clase de reducciones dan un sistema subsidiaro de los vinculos mal
puesto. El otro problema ya lo mencionamos y es que Aaﬁa’ka no sea uniformemente diagonalizable.
En esta seccion solo lidiamos con el primer problema.

Lema 23 Sea el sistema (4.1) hiperbdlico en n,, entonces las siguientes condiciones son equiva-
lentes: Para cada lineal (\), = —Ang + ko € Sy,

i) Existe una reduccion h%, tal que A%k, es diagonalizable.

i1) La descomposicién de Kronecker del simbolo principal ‘ﬁéjl (M), tiene todos sus bloques
de Jordan de dimension 1.

iii) La SVD de M. o (\), a lo largo de las lineas extendidas I. o (), (ver seccién 3.2) solo
tiene valores singulares de ordenes O (%) y O (e'). Es decir, (& )\i(k))j > 0 paratodoi € Dy =

{12, qu s Y3 € Dy = {1, 2, mx k) )-
Prueba. La descomposicién de Kronecker del simbolo principal es
NN = A (- ) + (N4, (4.17)
=Y3 (2, ¢,n,k) K5 (N WS (2, ¢,n, k) (4.18)
donde  (\), = —Any, + ky € Sp,. Y, W son operadores invertibles® y
KB\ := X8 4+ M5B

es la matriz de Kronecker. Esta es una matriz con .J,, (A\;) —bloques de Jordan, LiT—bquues y
LOT—fiIas nulas. Las matrices I y M son Unicas (salvo reacomodamientos de los bloques), pero en
general pueden cambiar para diferentes valores de (n, k) '°, sin embargo esto no suele suceder en
los ejemplos fisicos estandar. Por otro lado, para (n, k) fijos, generalmente Y y W no son Unicos.
Ademas, ninguna de las matrices Y, W, I, M depende de \. Notemos que

Ny = Y RISWS y WPk = Y 5MEOWS.

1 =1

®Los indices By ade Y4 y W, respectivamente, deberia ser indices & y 3, ya que ellos solo rotulan elementos de
alguna base en sus respectivos espacios vectoriales. Sin embargo, los vamos a identificar con los indices sin sombrero
(aunque no necesariamente exista una identificaicion natural) ya que dim o« = dim & y dim B = dim B. Esto no juega

un papel importante en lo que sigue.
(x, ¢, n, k) en el caso cuasi-lineal.
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Proponemos la siguiente reduccion

hpc = Spawi(aH(gc (Y_I)C

5 (4.19)

con S cualquier forma bilineal invertible y H otra forma bilineal que depende explicitamente de K.
Mostramos como elegirla a continuacion.
El sistema reducido queda

C QTS TS
WS (), = A (SWEHscIWY, ) + (SPWa Hse MW,

Asumiendo por un momento

a) H(;ley es una forma Hermitiana definida positiva vy,

b) chMg es una forma Hermitiana.

Concluimos que @chIgW7, y W%chMgW% son formas Hermitianas donde la primera
es definida positiva. Invirtiendo SP‘YV[/if)[H(;chW?7 y llamando a su inversa ((SWHIW)_1>UT
vemos que

A%k, = — ( (SWHIW)_1>UT ( ST Hye MOW? )
== () ((H‘;ng)_l)w Hyoe MW, (4.20)

Entonces A“n“ka es Hermitizable (o simetrizable en el caso real) y por lo tanto diagonalizable y con
autovalores reales. Notemos que .S introduce grados de libertad en h”, ya que en principio es libre,
pero no juega ningun papel relevante en A“n“ka, puesto que se cancela.

Entonces, si asumimos la hipétesis i (que no lo hicimos hasta ahora) y encontramos H tal que
se satisfagan a) y b) habremos probado que it = 1.

Construyamos Hsc. Proponemos un H para cada uno de los bloques de Kﬁ‘] (A). Considere-
mos los blogues de Jordan diagonales primero, con autovalores reales por la condicién de hiperbo-
licidad. Si tenemos un .J,,, (\;) —bloque de Jordan elegimos H,4,, de m x m como cualquier matriz
Hermitica definida positiva.

Consideremos ahora los bloques (L%)ij coni =1,.m+1, j=1,...,mym > 1

Proponemos (HL5> ~con s =1, ..., m de la siguiente forma
S

A0 0 0
a1 a9 A Qa1 I %00
(HL;J @ =] “ - fm - Gmtl - Gmet2 0 1 0 | @21
o fmo Gmid Gm 00 .. A
Am  Am+4+1  Am+42 aom, 0 0 0 1

con todas sus componentes reales. Veamos que funciona.
Observemos que L%, puede ser dividida en dos partes L., = (/\ILE,; + MLT> con
m

100 0 00 0 0
01 0 0 100 0
Ir=100 0 [yMp=|01 0 0
00 0 1 00 .. 0
00 0 0 00 0 1



48

Capitulo 4. Condiciones Necesarias y suficientes para hiperbolicidad fuerte.

entonces
T\
(HLZJsi (Lin) ;)
ai a2 Gm Am+1
a9 QA Am+1  Am+2
== )\IL% + ML%
QA Am+1 Am+2
m Am4+1  Am42 a2m
al a9 (0799 a9 [07%%) Am+1
— a9 Qo Am+1 n Qo Am+1  Am+2
. Qo Am+1 [07%9 Am+1  Am+2
Gm Am41 a2m—1 Om+1  Om42 a2m
con
aj a9 (07999
as Am, Am+1
(9m)sa = (4.22)
am Am+1
G Am41 a2m—1
as Qo Am+1
A, Um+1  Gm42
(lm)da = (4.23)
A, Um+1  Om+2

Am+1  Gm+4-2 a2m,

Notemos la forma en cascada de HL% y que tanto g, como [, son simétricas. Esto es la
eleccion mas general de HL”Z;I. Para cumplir la condiciones a) y b) solo resta mostrar que g,, puede
ser elegida definida positiva, seleccionando los coeficientes de a;. Probaremos esto por induccién
en m. Cuando m = 1 la condicién de positividad es a; > 0. Asumiendo la hipétesis inductiva: g,
es positivo definido, agrandamos la matriz Hermitica a g,,+1 agregando una nueva columna y una

nueva fila
aq a9 ves [07%%) Am+1
as [07°% Am+1
(9m+1)5a = am Am+1 a2m—1
A, Am+1 a2m—1 a2m
Um+1 e a2m—1 a2m a2m+1

Aparecen solo dos nuevos coeficientes agy, ¥ a2m+1, que no estaban en g,,. Entonces, tenemos
que mostrar que los podemos seleccionar de tal forma que g,,,+1 sea definido positivo. Ya que gy, Si
lo es, y usando el criterio de Sylvester, solo tenemos que mostrar que det (gy,,+1) > 0. Expandiendo

el mismo a lo largo de la dltima columna obtenemos

det (gm_H) = a2m4+1 det (gm) + f (al, ceey an) >0

donde f es alguna funcién que no depende de agy,+1. Seleccionando ag,y, la funcién f (ay, ..., agm)
queda definida, y ya que det (g.,) > 0, la condicién de positividad de g,,,+1 Se garantiza eligiendo
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asm+1 tal que

f (al, ...,azm)

> —
a2m+1 det (gm)

Finalmente, para las filas nulas Lg, podemos elegir columnas de H arbitrarias. Estas no juegan
ningln rol en las ecuaciones de evolucién, sin embargo si lo hacen en la reduccion .

Un simple ejemplo de H es:

(H)sa K5 (V)

Hig,, 0 0 0 A B
0 Hyg,, 0 0 Ay B
0 0  Hpp 0 A By
0 0 0  Hpp As By
Idmy (A — A1) 0 0 0
0 Idm, A=X2) 0 0
x ; X ng I (4.24)
mi
0 0 0 0
0 0 0 0
Hid,, Idmg (A1) 0 0 0
_ 0 Hia,, Idm, (X2) 0 0 .25
0 0 Hpr LL, 0 '
0 0 0 Hpr LL,

donde Id,,, son matrices identidades de m; x m;, Hyr HLT2 elegidas como en (4.21), Hldmg,
m1 m

Hldm4 matrices Hermitianas arbitrarias definidas positivas y A;, B; con i = 1,2,3,4 blogues

arbitrarios.

Como mencionamos antes, en el formalismo de Geroch que incluye a la mayoria de los ejemplos
fisicos, no hay L% con m > 2, solo aparecen L{ y LOT. Estos tipos de bloques permiten ademas
la introduccién de reducciones mas generales, como mostramos a continuacion. Consideremos un
conjunto de bloques LT

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
LY 0 0 o0 0 1 0 0 0 0 0 0
o LT o0 o 0 0 0 0 0 1 0 0
=\ +
0 0 0 0 0 0
o 0 o L¥ 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0



50

Capitulo 4. Condiciones Necesarias y suficientes para hiperbolicidad fuerte.

En estos casos, el H mas general posible tiene la forma,

by 0 by O 0 b 0
by 0 beyr O 0 bys1 O
(1), -
1/5A .. 0 .. 0 0 0
bS 0 b2371 0 0 bs(s+1) 0
2
0 ¢ O Co 0 0 Cs
0 c2 0 cs41 O 0 ¢Cos1
+ 0 0 0 0
0 Cg 0 Cos—1 0 0 Cs(s+1)
2
donde,
LY o o o
o LT 0o o
I Il EEYC MR
0 0 0 LT
tal que
by BQ BS Cc1 Co Cs
by bsy1 . bas1 €2 Cs41 ... C2s5-1
(gl)éa - e e e e (gz)éa -
bs bos—1 ... bt Cs C25—1 ... Cs(s+1)
2 2

Ya que ambas son Hermitianas, eligiendo g;definida positiva concluimos la prueba.

1 < 111

Como mostramos en el apéndice B, el orden de perturbacién de los valores singulares de
‘ﬁﬁ“l&g (M), es invariante ante cambios de base y elecciones de productos internos. Por lo que
podemos elegir bases en las que ‘ﬁ"},”l (), = KZ ()). Si en esas bases consideramos productos
internos Gap = (1,...,1) y Goy = (1,...,1) el célculo de los valores singulares se desacopla en
bloques. Por lo que solo necesitamos chequear la forma de los valores singulares perturbados de
S (N)y L.

Los [—bloques de Jordan son de orden O (5l) por teorema 16, por lo tanto los valores singula-
res son de orden O (') siy solo si los blogues de Jordan son de dimension 1.

Por otro lado, los bloques Lf1 no tiene kernel por derecha para ningin A, es decir, sus valores
singulares perturbados son siempre de orden O (50). Para ver esto usamos la ecuacion (3.5)

det (((L5)) (LE)'}) = o2 [LE] o2 (L]
- (|)\|2)m + (\)\]2>m_1 e AP+1>0

donde los o; [Lfl] son los valores singulares de L., que nunca se anulan por la expresién anterior.
Como ejemplo

- <|)\\2)2 + (\)\12) +1>0.

=
= > O
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i = ii1)
Esta implicacién es exactamente el teorema 11. Con esto concluimos la prueba del Lema. =

4.3.4. Eligiendo los autovalores extras.

En la prueba anterior hemos construido familias de reducciones que hacen el sistema Hermiti-
zable, tal que
—1\7
Ay = ((homGna) ) hp ik, (4.26)

es diagonalizable con autovalores reales para todo k, con kqt* =0y |k| = 1.

Notemos que si hpC es una de esas reducciones, entonces también lo es
hy = ((h‘ﬁn)_1>7 @, ya que dan la misma matriz (4.26) (en este caso A M5, = ¢, con
8%, la matriz identid;d). Cuando fz”’B es escrita en términos de la descomposicién de Kronecker

(4.18) obtenemos
c

o (4.27)

== W, (0 e ()
po
con ((HI)*l) la inversa de chl(:;.

Este ljﬂB no depende de la matriz .S, mostrando que esos grados de libertad no juegan ningln
rol en las reducciones. Vamos a usar reducciones iﬂB de ahora en adelante'’. Recordemos que
cuando una reduccién es aplicada, el kernel del simbolo principal aumenta, este aumenta en m su
dimensién por cada bloque L. . Denotamos a los nuevos autovalores introducidos como {r; (k)}.
En principio, no podemos saber cuantos de ellos introducimos. Ademas dado que los L pue-
den cambiar cada cada k,, los nuevos autovalores también pueden hacerlo. Sea como sea, esto
siempre sucede con AVT?kb diagonalizable y autovalores reales.

Lema 24 Asumamos que se cumple cualquiera de las condiciones del Lema 23, entonces existe
h"; como en la ecuacién (4.27) tal que:

Para cada k,, todos los 7; (k) son diferentes entre ellos y diferentes de los autovalores genera-
lizados \; (k), es decir, son autovalores simples, de multiplicidad algebraica igual a 1.

Prueba. Consideremos la forma de fﬂB en la ec. (4.27). El bloque ﬁL% asociado a Lf1 en este

Ccaso es
0 0 am+1
. 0 1 0 o
HLT -
m 0
0O 0 0 1 a9y
con
ELm—i—l m+1
C~Lm—|—2 | Am+2
— Jdm
a2m ao2m

""El problema de estas reducciones h75 es que puede ser mas complicado (que con h'5) entender si produce ecua-
ciones de evolucion covariantes.
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donde g.,, y a; fueron definidos en la ec. (4.22). Entre todas las reducciénes posibles estamos bus-
cando aquellas para las cuales los autovalores de cada blogue son diferentes. Solo debemos elegir
a; de forma conveniente para que esto suceda. Notemos que si encontramos alguna reduccién de
este tipo, obtendremos que cada bloque reducido es diagonalizable. Esto significa que existen co-
eficientes a; satisfaciendo la condicion de positividad requerida en la subseccion previa. Por lo que
ya no los necesitaremos para el resto de la construccion.

Observemos que si ‘ﬁc,;bl (M), tiene un bloque Lfl en su descomposicion de Kronecker, enton-

ces,

det (chfﬁ?fz ()\)b>  det (ﬁ% L%;)

0 0 a A0 0 O
a
- . R 1 A 0 0
— det T m+2 0 1 0
0 0 0 1 a 00 A
a
2m 00 0 1
A0 0 Gmer
1 0 a
= det Gm+2
0 A
0 0 1 A+ aom
="+ &Qm)\m_l — dgmfl)\m_2 + ... = (~Im+3>\2 + (~Zm+2)\ — Amt1

Eligiendo cualquier conjunto con m nimeros reales diferentes, es facil seleccionar los coeficientes
a; tal que esos nimeros sean raices del polinomio anterior. Esto concluye la construccion. m

4.3.5. Cota inferior uniforme e hiperbolicidad fuerte.

Finalmente, con la ayuda de las reducciones hWB (ec. (4.27)), vamos a usar el teorema 20 para
concluir la prueba. Notemos que la reduccién h"c depende de las bases usadas en la descompo-
sicion de Kronecker, ya que depende de W e Y. Esas bases no son Unicas, por lo que usaremos

. . "p .
esta libertad para seleccionar 1’ apropiadas.
El sistema reducido es

70 3Ch a - —1\7 Cpa
WML, = =28, + Ak = =% — (W) ((HD ™) HooMSWS,  (4.28)

donde todavia tenemos la libertad de elegir W para nuestra conveniencia.
Este sistema tiene kernel cuando A = m; (k) y A = \; (k). Para poder aplicar el teorema

(%) antre los kernels T’L”(k),

20, necesitamos calcular los cosenos de los angulos cos 0™ (k) cos 6?])-‘
@g(k) y Tzi(k), @}\g(k) respectivamente y mostrar que ellos estan uniformemente acotados por
debajo.

Ya que cada 7; (k) es un autovalor simple de A"k, usando el teorema de la funcion implicita
es posible mostrar que cos 0™i(k) es continuo en kq, ¥ ya que k, pertenece a conjunto compacto

(|k| = 1), entonces cos 6™ (k) alcanza su minimo en ese conjunto. Estos son autovalores simples,
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por lo que sus cosenos no pueden anularse para ningun j (los correspondientes valores singulares
perturbados deben ser de orden O (')), por lo tanto el minimo posible tiene que ser positivo.
Notemos que para esta conclusién no necesitamos informacién acerca de W'.

Para finalizar la prueba, solo necesitamos calcular cos 9;\1'(’“) para cada A;(k). Notemos que
si un \; es simple, entonces podemos usar el mismo argumento de arriba, por lo que los casos
interesantes son cuando no tenemos bloques triviales. Dado que m; # \;, el kernel por derecha
@?{(k)
(4.28), Tzi(k), depende de W. Por lo que necesitamos acomodar W, para que los angulos que es-

es invariante ante la aplicacion de la reduccion. Sin embargo el kernel por izquierda de

tamos buscando coincidan con los angulos de la versién no reducida. Para ello, miramos el kernel
por izquierda del sistema completo (de ‘)Tc,;bl (X)) llamado \I’é’ Este kernel tiene un subespacio
invariante cuya dimension es independiente de A, y lo llamamos A()\). Este subespacio esta Uni-
camente definido, y es el espacio generado por un conjunto de vectores combinados linealmente
con potencias de A, que son introducidos en el apéndice D. El kernel aumenta su dimensién en r;
cuando A = )\; y para cada i. Por otro lado, el subespacio A()\;) tiene la propiedad que cuando

es proyectado con M%’n, G, es ortogonal al kernel por derecha CIJ}\{(IC) (

esta prueba se encuen-
tra en el apéndice E del trabajo [3]). Esta proyeccion es llamada Ay () y la proyeccion de \I/E
en ®p (usando fﬁ“,‘f’anm) es llamada @2 Por lo que usando la métrica G',3 podemos escribir
<I>2i = An(\) & (<I>’L\i)L como suma directa de Ay ()\;) y su espacio perpendicular dentro de <I>}\;
llamado (7). Ya que Ag()\;) es perpendicular a @}\%"(k) ya (®})L, los angulos entre (&) y
(ID)I‘{ son los mismos que los angulos entre (I)f y @%, que son lo que aparecen en la hip6tesis de
nuestro teorema y por lo tanto sus cosenos estan acotados con una cota positiva. Queremos ahora
elegir un W tal que T}\j (con sus vectores proyectados con G*7) coincide con (<I>2i)L y por lo tanto
sus respectivos angulos. Para hacer eso, elegimos un conjunto linealmente independiente de r;
vectores {v!; } en ¥} tal que ezpan{v!, M ’n,G"'} = (#7)L. Tomando ahora una base canéni-
ca de e — u vectores {x’} de A()\;), obtenemos una base para ‘1121 = expan{xy,vYy} (esta
base define W, ver apéndice D). Veamos que este conjunto de vectores es realmente linealmente
independiente. Supongamos que un vector en A(\;) es combinacién lineal de los otros x 4 = alle.
Contrayendo con 911, G obtenemos x A4 G = ayv!y M4y Gy podemos notar que
el lado izquierdo es un elemento de Ay ()\;) y el lado derecho de (<I>2i)L. Esto es absurdo ya que
€s0s espacios son perpendiculares, por lo que ambos lados deben anularse. Pero debido a que
asumimos que los {v91°n, G} son linealmente independientes, los a; deben anularse.

Usando esta base es facil ver que el IV resultante tiene la propiedad que ((I)Ei)L es el kernel
por izquierda del sistema reducido (bajando los indices con G), por lo que este coincide con Tf
y por lo tanto tienen los mismos angulos con respecto a <I>)1§g'. Esto concluye la prueba.

Para cerrar esta subseccion mostramos como aplicar este proceso en ejemplos practicos. Dado

un simbolo principal realizamos su descomposicion de Kronecker, de donde obtenemos una base
iy (vh), (4.29)

con x5 (A) = ((05,.) 4 — X (05, 1) 4 + X2 (65, 5) , — - — A6 4), un conjunto de vecto-
res que pertenecen al kernel por izquierda del simbolo principal, para todo A. Y los (lei)A son

tales que completan la base cuando A = ;. El subespacio expandido por {x% (\)} es lo que



54

Capitulo 4. Condiciones Necesarias y suficientes para hiperbolicidad fuerte.

arriba llamamos A()\). Entonces, para cada A; el kernel por izquierda del sistema completo es
Uy = expan{x% (M), (vi,) ,}- Esta base no es tnica, por lo que vamos a cambiar los ele-
mentos { (v} ) ,} por una nueva base {(@},) ,} para encontrar reducciones h?,. De la ecuacion
(4.27) vemos que una vez fijado el conjunto {(vf\i)A} la reduccion es también fijada, ya que Y y
W dependen de esos vectores. Como mencionamos arriba para i € Iy, ) elegimos 7, ) nuevos
vectores {(@ZM)A} tal que cuando ellos son proyectados en ®r, expanden (in(k))L. La nueva
base de \I/’L\ = expan{x? (M), (@f\i)A} es usada ahora para escribir A% como en la ecuacion

(4.27).

4.4. Klein Gordon.

En esta seccidn consideramos un espacio tiempo de Minkowski y estudiamos las ecuaciones
de Klein Gordon sobre el mismo. Mostramos que la descomponsicién de Kronecker del simbolo
principal tiene bloques 2 x Ji, 3 x LT y 3 x LOT con autovalores generalizados 1. Como fue
mostrado en [4], este sistema es simétrico hiperbdlico, por lo que existen reducciones fuertemente
hiperbdlicas. Mostraremos algunas de ellas.

La ecuacién de Klein Gordon es

gV Ve = 0.

La misma, puede ser escrita en primer orden, introduciendo nuevas variables
P = Va0 (4.30)

Obtenemos un sistema de nueve ecuaciones para cinco variables, (¢, ¢, ). Estas son

Vyd —¢p =0
Vo, =0
Viapp) =0

La ecuacién del kernel por derecha del simbolo principal (ecuacién de la Eikonal) es,

50 5
0 g? l()x)d< ¢>:O

o)
d sl

Eligiendo un co-vector temporal n, y lineas I, (\) = —Ang + ko € SSG, obtenemos la forma del
matriz pencil del simbolo principal,

s 0 50
A 0 g% ng + 0 g% kq
d sl d sl
0 5[b66] 0 5[b56}
estamos considerando n.n = —1, k.k =1,y n.k = 0.

Siguiendo el apéndice D, el kernel por izquierda es expandido por los co-vectores {(é) on’

<0i)0A ,—Apa + 014, —A (9’)0,4 + (91> 1A} con i = 1,2, que expanden el subespacio A()\), y
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los autovectores generalizados {v1 4, v24 } asociados a los autovalores generalizados
A+ = +£1 respectivamente. La base de Kronecker por izquierda viene dada por,

(é)oA - ( 0 0 ehibedp k. ) =1

(éi)OA = ( ghadey, (Li) ke, 0 0 ) 9

nkl )
0 0 Mo (L), by, ) =2
ViA = ( 0 —3Xx nlkd > —2

donde l;.k =1;n =10 Yy li.lj = 51']' con i,j = 1, 2
Con este conjunto, construimos la descomposicién de Kronecker como en la ecuacién (4.18)

Y4 (n,k) =
0 0 0 0 0 0 na —ko —lia loa O
~1 1 0 0 0 o 0 0 0 0 0
—npkg  —npkeg mplig  —kplig  —npleg Epleg 0 0 0 0 liplag
A-=1 0 00 0
0 A+1 0 0 0
0 0 X0 O
0 0 100 0 3 (n'+#)
0 0 0 X O 0 §(—n'+#)
KB\ = 0 0 0 1 0 We(nk)=| 0 i
0 0 0 0 X 0 15
0 0 0 0 1 —1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Siguiendo la ecuacion (4.27) las reducciones son:

1000 0 0 0 0 e d fi
010 0 0 0 0 0 e do fo
A=W 001 a 0 ag 0 a3 e3 d3 fz3 |V
00 0 a 1 by 0 by eq da fa
000 ag 0 by 1 c3 e5 ds fs

donde los coeficientes en hVB son funciones complejas arbitrarias de n y k, con la excepcién de a1,
b1 y c3 que son reales.
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Las ecuaciones pseudo-diferenciales de evolucion (parte principal) son

thg _ —c3 kbnaRcs”gac 10)

Or ¢y kbn®Rce ae —km™ + k™ — iag[Elbmanbka + ST Om
con ay = agg + tasr, ST = —asr (luly' — lyl*) + arlyl® + bilyly*, y RS cualquier vector
complejo.

Es instructivo escribir las reducciones diferenciales posibles. En coordenadas Cartesianas adap-
tadas el sistema es original es,

A = ¢o

Oypo = —0'¢;

Ordi = O0igo
Ci:=0;0—¢; =0
Cij == 005 =0,

Donde las ultimas dos ecuaciones claramente son vinculos diferenciales.
De este modo, las hiperbolizaciones diferenciales mas generales son obtenida tomando
ST =0yc3 = L'k;. Las ecuaciones para la parte principal resultan,

8t¢ = L261¢ — Rkaijk&-qﬁj = LiCi — ngijkcij
Do = —0'¢;
Oii = Dy + Rie 0 — ianre, ™ 9;m = Do + Rye"C; + iasre,” Cyj

Esta expresion claramente muestra que la libertad viene de agregar términos de vinculos al conjunto

original.

4.5. Conclusiones.

En este capitulo encontramos condiciones necesarias y suficientes que un sistema de primer
orden en derivadas, con vinculos diferenciales, tiene que satisfacer para tener una hiperbolizacién
(ver teorema 21). En el caso de coeficientes constantes, se explico como construir esas reduccio-
nes/hiperbolizaciones tal que las ecuaciones de evolucion (surgidas de las mismas), tienen una
formulacién de valores iniciales bien puesta. Contrario al tratamiento clasico, el sistema reducido
no es un sistema en derivadas parciales, este es un sistema pseudo-diferencial en general. Sin
embargo, la teoria usual aplica como se explico en la seccién 2.3.

Para alcanzar este resultado se introdujo el concepto de angulos principales entre subespa-
cios vectoriales y se mostrdé que toda la informacién de la hiperbolicidad fuerte del sistema queda
caracterizada por los mismos. Los subespacios pertinentes son el kernel por derecha del simbolo

principal y el kernel por izquierda (proyectado con ‘ﬁ“,‘f’anm, sobre ® ). De este modo, vimos que
el resultado principal del capitulo 4 es equivalente a que estos angulos (9;\1'(]“)) sean menores que
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5 - Esta condicion, nos permite construir reducciones, pero no es suficiente para concluir la hiper-
bolicidad fuerte del sistema reducido. Para ello, en el teorema principal de este capitulo (teorema
21), agregamos una condicién de uniformidad extra, que si garantiza la hiperbolicidad fuerte. Esta
condicién es la existencia una constante 1, tal que para todo k,, los dngulos estan uniformemente
acotados 0 < Hg\i(k) <Y< 3.

Es importante mencionar que una vez que el dato inicial es dado, la solucién del sistema reduci-
do es Unica, por lo que si el sistema completo tiene solucién, debe ser la misma que la obtenida del
sistema reducido. En general, esta situacion no ocurre, ya que si el dato inicial se da cumpliendo los
vinculos, la solucion obtenida puede no cumplirlos en tiempos posteriores. Por lo que todavia res-
ta mostrar que los vinculos se propagan consistentemente. Algunas ideas sobre la hiperbolicidad
fuerte del sistema subsidiario de vinculos son presentadas en el capitulo 7.

El hecho que el sistema reducido sea pseudo-diferencial puede traer un problema. No es claro
cuando el sistema tiene una propagacién causal, es decir, cuando existe una velocidad maxima de
propagacion. Claramente los autovalores de Aoglk:a son todos finitos, pero esto no necesariamente
significa que dado un dato inicial con soporte compacto esto se mantenga para tiempos posteriores.
De hecho, si el sistema reducido no es analitico en k,, entonces la soluciéon no puede tener soporte
compacto. Es decir, asumamos que elegimos un dato inicial con soporte compacto ¢, entonces su
transformada de Fourier <Z§8“ es analitica. Escribiendo el sistema como

(o3
1~ ias (),

su solucion es
¢ (k,t) = A MGR (k)

pero si Aaﬂ(k) es no analitica, tampoco puede serlo la solucién para tiempos finitos ¢. Entonces,
para reducciones no analiticas, la soluciéon no puede tener soporte compacto en tiempos posteriores
al inicial o saliendo de la superficie inicial. Creemos que la causalidad debe venir de reducciones
analiticas, una forma de ver esto es usando las ideas de [24]. En cualquier caso, es importante
desarrollar una teoria requiriendo condiciones necesarias y suficientes para la existencia de estas
reducciones.

Por otro lado, para encontrar reducciones no pseudo-diferenciales en el caso de coeficientes
variables o cuasi-lineales, podemos aplicar el esquema desarrollado en este capitulo, del siguiente
modo: trabajando en el fibrado cotangente (x, k), realizar la descomposicién de Kronecker del
simbolo principal, proponer reducciones del tipo (4.27), y usando las libertades en sus parametros
tratar de cancelar la dependencia en k,. Si esto es posible, obtendremos reducciones diferenciales
iL’YB (x, ¢). Esas posibles reducciones seleccionaran un conjunto de ecuaciones de evolucion

RN (2,0) Vud® = hpJ 4 (2, ¢) (4.31)

gue asumimos cumplen la condiciones de suavidad necesarias (ver seccién 2.5). Por otro lado,
este sistema tiene el simetrizador natural H,, := W%H(;CIQW% que automaticamente cumple
las condiciones 1y “2”'? de la definicién 6, si ademas cumple las condiciones de suavidad en

'23abemos que el simetrizador es definido positivo por construccion, pero no necesariamente uniformemente positivo,
por lo que esta condicion podria fallar. Ademas tampoco podemos asegurar que este acotado superiormente.
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sus variables (z, ¢“, k,), entonces el sistema (4.31) es fuertemente hiperbdlico. Por otro lado, si
R (x, ¢o) es una reduccion diferencial y Hy,) = W‘LH(;CIQW% es independiente de k, y suave

en sus variables, el sistema es simétrico hiperbodlico. En este Gltimo caso, el simetrizador de Geroch

del sistema completo, toma la forma ha 4 := W9, Hsc (Y‘l)a.



Capitulo 5

Electrodinamica no lineal.

5.1. Introduccion.

En este capitulo estudiamos teorias electrodinamicas no lineales (NLED, por sus siglas en in-
gles) surgidas de lagrangianos arbitrarios, definidos en términos de los invariantes electromagnéti-
cos. Las ecuaciones diferenciales que describen a estas teorias son cuasi-lineales y tienen vinculos
diferenciales. Mostramos que las mismas son hiperbolizables y que resultan en sistemas simétricos
hiperbolicos. Aunque es el primer trabajo que realizamos en el doctorado [13], este se ubica en el
capitulo 5 de esta tesis, ya que es un ejemplo de aplicacion, que se podria haber analizado con la
teoria de los capitulos 3 y 4. Sin embargo, el analisis usado para el mismo es previo al desarrollo
de esta teoria.

Las teorias NLED son relevantes en varias areas de la fisica. Por ejemplo, en QED, en don-
de la polarizaciéon de vacio conduce naturalmente a efectos no lineales efectivos descriptos por
lagrangianos del tipo de Euler-Heisenberg [59, 60, 61, 62, 63, 64, 65]. En algunos dieléctricos y
cristales, la interaccion entre las moléculas y los campos electromagnéticos pueden ser descriptos
por teorias no lineales electromagnéticas [66, 67]. Posibles consecuencias de NLED también han
sido exploradas en cosmologia y astrofisica. En particular, se cree que las no linealidades juegan
un rol importante en la descripcién del sector oscuro del universo [68, 69, 70, 71, 72, 73]; para
evitar singularidades cuando son acopladas a las ecuaciones de Einstein [74, 75, 76]; en la fisica
de agujeros negros cargados [77, 78, 79]. En teorias de mas dimensiones, el modelo no lineal de
Born-Infeld [80, 81, 82] tiene conexiones matematicas con la teoria de cuerdas [83]. Por Ultimo,
las teorias NLED también atraen la atencién, ya que ellas pueden responder algunas preguntas
relativistas de la propagacion de la luz, experimentales y teoricas.

Usando el formalismo geométrico de Geroch encontramos las hiperbolizaciones admitidas por
las teorias NLED y mostramos que ellas estan parametrizadas por un vector t?(z) (como sucede
en el caso lineal). Esta construccién nos permiti6 encontrar condiciones necesarias y suficientes
(que la teoria y sus campos deben satisfacer), para que las mismas tengan una formulacién de
valores iniciales bien puesta. La respuesta encontrada fue: el sistema es simétrico hiperbdlico, si
y solo si, los dos conos surgidos de la relacion de dispersion de las dadas teorias NLED tienen
interseccion no vacia. Cabe destacar que este resultado es independiente de la métrica de fondo
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y que estos conos estan asociados a dos metricas lorentzianas g‘f” y g%b (soluciones de la ecua-
cién de la Eikona). Por otro lado nuestra construccion también nos permite encontrar los conos de
causalidad (las maximas velocidades de propagacion) para cada hiperbolizacion. En general estos
conos dependen de la hiperbolizacién elegida, sin embargo, hemos encontrado que en estos casos
los mismos vienen dado por los conos de chlb (inversa de g‘f”), es decir, toda la informacion de la
propagacion puede obtenerse de la relacion de dispersion.

Por ultimo, mostramos cuatro ejemplos de aplicacion: las teorias electrodindmicas de Born-
Infeld, Gauss-Bonnet, Euler Eisenberg y un modelo de juguete. Encontramos que todos ellos son
simétricos hiperbdlicos ante ciertas restricciones sobre sus campos. Y que algunas de estas teorias
permiten velocidades de propagacion superluminicas. En particular, en el ejemplo de juguete, ve-
mos que el cono de propagacion es espacial para la métrica de fondo g,;. Es decir, esta clase de
teorias tienen su evolucion en direcciones espaciales para g, implicando que no las podriamos
acoplar con teorias con causalidad relativista.

5.2. Aspectos generales de la teoria.

5.2.1. Lagrangianos y ecuaciones de movimiento.

Consideremos un espacio tiempo (M, g) con dim M = 4, signatura (+, —, —, —) para la métri-
ca, y el tensor electromagnético Fy;, antisimétrico en sus indices. Definimos

- =

*
F := F®F, = 2(H? — E?) G:= F"®F, =4E.H (5.1)

estas son cantidades invqkriantes antes cambios de coordenadas, los llamamos invariantes elec-
tromagnéticos. Ademas Fy, = %nabchCd donde n4pcq €S €l tensor de Levi-Civita, y (E, ﬁ) los
campos electromagnéticos.

Consideremos ahora modelos no lineales electrodinamicos en vacio, dados por la accion,

S = /L(F, G)v/—g d*z, (5.2)

donde la densidad lagrangiana L£(F, G) es una funcién suave arbitraria de los invariantes F'y G, y
donde g := det(gqp)- Las ecuaciones de movimiento asociadas a este sistema son

V., (EFF“b + LigF“b> =0, ViaFhg = 0. (5.3)

V representa una derivada covariante asociada a la métrica gy Lx = g—f(. La primer ecuacion
es obtenida via un principio variacional, mientras que la segunda es introducida desde afuera. Esta
ultima garantiza la existencia de un potencial A, tal que Fy, = V[, Ay. También definimos las
siguientes cantidades

& :=2Lpp/Lp, & :=2Lpq/Lr, & :=2Lcc/Lr. (5.4)

que son de utilidad en todo el capitulo.
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5.3. Estructura caracteristica y métricas efectivas.

Consideremos la ecuacion de la Eikonal (2.32) para las ecuaciones (5.3), esta es una per-
turbacion de alta frecuencia sobre una solucion de fondo suave. Es conocido que la estructura
caracteristica obtenida de la misma esta controlada por dos métricas efectivas. Este resultado fue
obtenido en los 70 [84, 85], aunque recientemente Obukhov y Rubilar [86] obtuvieron el mismo re-
sultado interpretando a las ecuaciones (5.3) como ecuaciones electrodinamicas dentro de un medio
material con leyes constitutivas no lineales. Ellos mostraron que si X es una superficie caracteristica
descripta por S(z%) = const, los vectores normales [, =: 9,,.S vienen dados por las soluciones
de la siguiente ecuacién cuartica en [,

PH(x, ¢,1) := &P (2, ¢) Lylylelg = 0. (5.5)

Donde &4z, ¢) depende de la solucién de fondo ¢ y de los puntos = de M. Fisicamente,
(5.5) juega el rol de la relacién de dispersion para soluciones de onda de la version linealizada, y
da lugar a un tipo de “ecuacién de Fresnel” covariante [87, 88].

Para las teorias NLED consideradas aqui, vemos que debido a propiedades algebraicas, el
polinomio (5.5) se reduce a la forma simple

P*(z,¢,1) = al* + Qk*p* + Rp" (5.6)

con 12 = g®l,ly, p? = FAF " 1y, y

a:=(1+&G — &F — RG?/16) , (5.7)
Q:=2(& +& — RE/4), (5.8)
R:=4 (66— &) (5.9)

Es posible factorizar (5.6) en un producto de dos superficies de segundo orden (superficies
caracteristicas), dadas en términos de las formas cuadraticas

01" ()laly = 0, 05" (@)laly = 0, (5.10)
con las métricas efectivas
g% :=ag® + by FOF, (5.11)
95" =g + (ba/a) FLF", (5.12)
Cuyos parametros son'
A — VA
by = Q_;\F, by = Q2\F, A := Q% — 4aR. (5.13)

"Notemos que si a — 0 entonces by — 0 0 ba — 0y que si estas métricas dejan de tener sentido porque algtin
coeficiente diverge o se anula, siempre podemos rescalerarlas como §¢° = ig‘fb §2° = 2g5° donde z es lo que haga
falta para que las mismas tengan sentido. Los resultados que presentamos a continuacién son independientes de este

rescaleo.
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Como fue mostrado por Boillat [89], el discriminante A nunca es negativo, ya que A = 4(]\712 +
N3) con

Ny = (&1 — &) — RF/A4, Ny := 2§ — RG /4. (5.14)

por lo que las raices en los b; son siempre reales.

Por otro lado Obukhov y Rubilar mostraron que g‘fb y ggb son siempre Lorentzianas mientras
que g“b lo sea. Sin embargo, pueden existir combinaciones de los coeficientes (5.13) que vuelvan a
estas métricas degeneradas (no invertibles). El sistema no es simétrico hiperbolico en estos casos,
por lo que los mismos no son considerados (ver apéndice B de [13] para una prueba).

Definimos las correspondientes inversas de las métricas efectivas como g}zb y ggb tal que

919, = 0% ¥ 95°9%, = 04,

5.3.1. Estructura geométrica: conos y coconos.

Las métricas efectivas estan definidas ante transformaciones conformes. Sin embargo, las pro-

piedades geométricas de las mismas estan en sus conos, que no dependen de estas redefiniciones.
Llamamos Cj, al cono de g;, este es el conjunto de vectores temporales (futuros dirigidos)? con res-
pecto a la métrica g;. Y Cj, := int({ng € T;M| ngv® > 0,
Yot € Cgi})3 sus coconos duales. Es importante mencionar que dado que Cj, esta definido por la
meétrica ggb. El conjunto C'y; resulta de la coleccion de covectores obtenidos de bajar el indice a los
vectores de Cj, con g!, (puede haber un signo global de diferencia). Estudiaremos sus propiedades
geomeétricas, ya que ellos van a jugar un papel importante en la descripcion de hiperbolicidad.

Debido a que estas métricas dependen explicitamente de los campos electromagnéticos F;,
haremos dos distinciones que se corresponden a diferentes estructuras geométricas: i) el caso no
degenerados F? + G2 # 0y ii) el caso degenerado F' = G = 0 (ver [90]). Sin embargo no
explicitaremos los resultados para el caso degenerado, los detalles se encuentran en [13].

5.3.1.1. F,; no degenerado (F? + G? # 0)
En cada punto z € M una dos forma F;, tiene dos direcciones nulas principales ° y kb
([91, 92, 93]), estas son autovectores de F'} tal que F'¢l* = 44/ VG V4F2+92l“ y F¢k®

4 EEVEEEGE VTJerka (ver apéndice A de [13]). k% y [* son vectores nulos con respecto a las tres

métricas gqp, g}lb y g?lb, por lo que las clausuras de todos los conos los contienen. Estas di-
recciones nos permiten encontrar un frame ortonormal, donde E || H, tal que g, se reduce a
Nap := diag (+,—, —, —) y las métricas efectivas a

gt = (15— 13) = B (B +63)  gf"nany = ai (n§ —n3) — Bi (nf +n3) (5.15)

%Para los sistemas simétricos hiperbdlicos, una vez que el simetrizador es dado, adoptamos la convencién que los
conos futuros de las métricas efectivas, son aquellos que tienen interseccidn no vacia con los conos de propagacion. En
el caso que el sistema no sea simétrico hiperboélico consideramos todos los conos, dos por cada métrica, y nos referimos

a ellos como conos.
®Elegimos solo el interior para hacer los coconos duales un conjunto abierto y ponerlos en igualdad de condiciones

que los conos Cly, .
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coni=1,2y

ozl::a-i-bl% F—VF?+G? 513:a+b1% F+VF?+G?

(5.16)
o =142 (F-VFT+G?)  fri=1+82L (F+VF2+G?

Notemos que estos coeficientes esta definidos covariantemente ya que solo depende de los
invariantes 'y G.

A partir de ahora no consideraremos casos donde «; 0 3; se anulen, ya que como mencionamos
antes, en estos casos las métricas no son invertibles y el sistema no es simétrico hiperbdlico (ver
apéndice B de [13]). Entonces, dado que «;, 3; no se anulan, vemos que los conos efectivos estan
caracterizados por sus signos, por lo que introducimos dos cantidades utiles

Qi = Oéiﬁi coni = 1, 2
y presentamos una tabla mostrando todas las posibles combinaciones.

signo (av;)  signo (3;) signaturade g;  Vector temporal g;bt“tb Signo(£2;)

i) + + (+,———) t*=(1,0,0,0) a7'>0 +
i) - - (—+,++)  t*=(1,0,0,00 a7'<0 +
ii1) + - (4, +,+,—)  t*=(0,0,0,1) —aj'<0 -
iv) - + (== —+) t*=(0,0,0,1) —a;'>0

Notemos que la signatura de las métricas efectivas no necesariamente es compartida con la
métrica de fondo. En particular la norma de los vectores temporales depende de los campos de
fondo Fj; y no tiene un signo preferido. Los conos por otro lado, son independientes de como sea
la signatura.

Enunciamos la siguiente proposicion que se puede concluir de la tabla.

Proposicion 25 (i) Si€2; > 0, entonces Cy, N Cy, # 0. (con ngy, := diag (1,—1,—1,—1)).
(i) SiQ; < 0, entonces Cy;, N Cy # 0. (conogy := diag (—1,—1,—1,1)).

Por lo tanto, hay solo tres posibles configuraciones para los conos efectivos en 7,,M. Los tres
conos se intersecan (Fig.5.1a); ellos no se intersecan (Fig.5.1b); los dos conos efectivos se in-
tersecan entre ellos, pero no lo hacen con el cono de fondo (Fig.5.1c). Ademas, cuando ellos se
intersecan, es siempre posible ver que uno se encuentra incluido en el otro. El Lema siguiente
muestra esto

Proposicion 26 Cuando los conos se intersecan Cy, NCy, # () es decir signo (1) = signo (Q2),
entonces

0 C; € Gy,

(i) Cy, C Cy,

Prueba. Primero vamos a probar la siguiente desigualdad

a1fe <1< asf (6.17)
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@ >0y >0 (b)2: <0yQ2 >0 €)1 <0yQ2<0
Figura 5.1: Caso no degenerado F? + G? # 0. Posibles conos nulos de las métricas :

gL, (rojo); g2, (azul); ne (9ris).

la misma surge como una consecuencia algebraica de las definiciones (5.16).
Empecemos escribiendo los productos,

1
oy =1+ <(FN1 +GNy) — MW> , (5.18)
asf =1+ = <(FN1+GN2 +\/m\/m>

es trivial concluir de los mismos que s 31 > a1 B2. De estas expresiones ademas es posible probar
que,

—(1—a1) (1 — azfr) = = (GNy — FN>)* > 0. (5.19)

el

Por lo que la positividad del lado derecho, junto con la condiciéon as81 > «10s, fuerzan a la de-
sigualdad (5.17).
Definimos ahora dos cantidades auxiliares

= \/|Oéi/ﬁi‘, (5.20)

gue ayudan a capturan la nocion de “cuan abierto se encuentra un cono (o0 cocono) en una deter-
minada direccién”, en particular nosotros miraremos en la direccion ortogonal al plano definido por
las direcciones nulas.

Aunque, el calculo siguiente se hace en un frame particular, la conclusion de cual es el cono
interior y cual es el exterior, tiene un sentido geométrico y directamente se extrapola a cualquier
frame.

Asumamos que Cy, N Cy, # 0, es decir,
signo(1) = signo(§l2) (5.21)

esto es equivalente a
0 < Q1 = 1223

gue junto con (5.17), implica que a1 52 > 0y por lo tanto que 1 < 7s.
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Supongamos que 21 > 0y Q9 > 0y consideremos una transicién continua de un co-vector
temporal a uno espacial (con respecto a las métricas efectivas) parametrizado por = € [0, 1], en la
forma

ng (z) = (1 —x)(1,0,0,0) 4+ 2 (0, cos ¢, sin ¢, 0) (5.22)

con ¢ € [0,27). La idea es encontrar 1 y x5 tal que los co-vectores se vuelven nulos, es decir,
991, (2i)ny(x;) = 0 con i = 1, 2. La soluciones viene dadas por
1

= (5.23)
1+, !

Z;

que determina que =1 < x2.
Asumiendo ahora que €2; < 0, 2 < 0y considerando

ne(r) = (1 —x)(0,0,0,1) + x (0, cos ¢, sin ¢, 0)

obtenemos exactamente la misma conclusién 1 < xo.

Estos dos ultimos resultados nos permiten concluir que Cgl - CgQ como es afirmado en (i). La
prueba de (ii) es completamente analoga. m

Comentamos brevemente el caso degenerado F' = G = 0. En este caso, para cada punto
x € M existe una Unica direccion principal nula (nula con respecto a las tres métricas). Por lo
que es posible probar que las métricas efectivas siempre tienen interseccion Cy, N Cy, N Cy, # ¢
y Cg, N Cg, N Cy # ¢, inclusive con la métrica de fondo, y la inclusiones vienen dadas por (i)
Cq, € Cg, vy (i) Cg, € Cy, (ver [13], para una prueba). En la figura 5.2 presentamos como lucen

estas métricas en algun frame particular.

@0<b<b: (b) b2 < 0 < by (€)b2 <b1 <0

Figura 5.2: Caso degenerado F' = G = 0. Posibles conos nulos de las métricas :
gy (r0j0); g%y (azul); nay (gris).

5.4. Resultados principales.

Usando la definicion 7 de Geroch, mostraremos bajo que condiciones las teorias electromagnéti-
cas no lineales son simétricas hiperbolicas.
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Una vez que un hiperbolizador existe, como en la definicibn mencionada, sabemos que dado
cualquier dato inicial suave en una hipersuperficie (tal que n,, es normal a ella), una solucién local de
las ecuaciones diferenciales de evolucion existe. Ademas, ya que el conjunto de co-vectores n, para
el cual el hiperbolizador es definido positivo es abierto, siempre podemos elegirlos, en la vecindad
de un punto, tal que ellos forman hipersuperficies. Denotamos por C7; la coleccién de todos los
co-vectores n,, que satisfacen la condicion (2) de la definicion 7. Por lo que, C'7; es un cono abierto,
convexo* y no vacio. Es de esperar, y en los ejemplos fisicos conocidos sucede, incluido este, que
ese cono esta relacionado a la estructura caracteristica dada por la ecuacion (3.2), sin embargo las
posibles hiperbolizaciones pueden modificarlos. Introducimos la nocién de propagacion fisica en
este contexto. Las sefales de propagacion fisicas son el conjunto de vectores p?, tal que p®n, > 0
para todo n, € C7%;. Este conjunto de p® vectores también es un cono, convexo, cerrado y no vacio,
que denotados C'y, el cono dual a C7%;. Igual que antes este cono puede depender en principio de
la hiperbolizacion elegida.

Consideremos el simbolo principal del esta teoria, sobre una solucion de fondo F; y con métri-
ca de fondo ggp,

* * * 1
N — <— [ga"f,c + F,™ <§1Fbc + €2Fbc> + B, (&Fbc + €3Fbc> ; 2%”&])

CoN Gabed = % (gacgbd - gadgbc)-
Siguiendo la definicién 7, buscamos un simetrizador h, 4 tal que 5¢aha,4mé7m5¢" es simétrico

en 66 y 5¢". Sillamamos X = §¢* y Y% = §¢" tenemos que
NE"6¢° = <_ [Yam + Ay F,™ + BYFam} ,Yam>
donde
Ay = [G(F.Y) 4+ &(F.Y)] By :=[&(F.Y) 4+ &(F.Y)] (5.24)
tal que X.Y = X%Y,,.
En el caso lineal, cuando la teoria es la de Maxwell Ay = By = 0, el simetrizador resulta

haadg® = <ng, —XC;) e, (5.25)

donde t* es vector un temporal y futuro dirigido que parametriza las posibles hiperbolizaciones. El
simetrizador general también depende de un vector t%, el mismo es

haadd® = (Xaq , —XC; — AxFZ + BxF?]> 9. (5.26)

Notemos que recuperamos el simetrizador de Maxwell (5.25) cuando se apagan los términos no
lineales Ay = By = 0.
Usando (5.26), calculamos

8¢ haaMy 60" = (M, + N, + L") 4, (5.27)

*Un conjunto C' es convexo si para todo u, v € C, los elemento entre u y v pertenecen a C, es decir, tu -+ 1-tve
C paratodo t € [0,1].
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con
1
M,™ = (XY, Y, X,") + 5 (XY)5,,
qu = —(Aqua + AX}/qa)Fam — (ByX(z + Bxyg)Fam,
L = +{&(FX)(F.Y) + &[(F.X)(F.Y) + (F.Y)(F.X)] + &(F X) (F.Y)}3,"/2,

Esta expresion resulta simétrica en X e Y como queriamos mostrar. Notemos que el resultado
no depende del lagrangiano elegido.
Para concluir que hq 4 €s un hiperbolizador nos resta encontrar algun par (n,, t*) tal que

Heop(t,n) = hoa (t) )™ 1 > 0 (5.28)

es definido positivo (condicion 2 en la definicion 7). Debido a que H,,; depende de la solucién de
fondo ¢, existiran pares (n,,t%) tal que la ecuacion (5.28) es valida, cuando ciertas restricciones
sobre ¢ se cumplan. Como muestra el siguiente teorema.

Teorema 27 El sistema (5.3) es simétrico hiperbdlico, si y solo si, los conos efectivos (coconos
también) tienen interseccion no vacia, es decir, Cy, N Cy, # () (Cq, NCyq, # ()). Esta condicién se
cumple si y solo si

1
aifp =1+ 3 ((FNI + GNy) — /N + N3V F? + G2> >0 (5.29)

Este resultado revela un interesante aspecto geométrico de las teorias NLED respecto de la
hiperbdlicidad y ademas nos proveen una herramienta algebraica para monitoriar cuando esa pro-
piedad geométrica se cumple. Cabe mencionar que la condicién encontrada nos permite elegir o
restringir los posibles lagrangianos (a traves de los &;) y por lo tanto las teorias. Por ejemplo, tanto
en el caso de Maxwell como Born-Infeld N; = Ny = 0 por lo condicién se cumple trivialmente,
mostrando que ambas teorias son simétricas hiperbolicas.

Observemos que este resultado es independiente de la métrica de fondo, ya que su orientacion
con respecto a las métricas efectivas no juega ningun rol en la conclusion.

El proximo teorema muestra que cuando (5.29) es valido, no solo existe un par (ng,t*) sino
todo un rango de posibles elecciones.

Teorema 28 Una teoria satisfaciendo (5.29) admite una coleccion de hiperbolizadores (5.27) para-
metrizados por un vectort?, tal que t* € Cy, N Cy, = Cy,. Independiente de la eleccion particular
de t%, el cono de propagacion Cg es dado por la clausura de la unién de los conos efectivos, es
decir, Cry = Cy, U Cy, = Cy, .

Veremos en la prueba que el cono para n, es C’;l N C’;Q = Cgl, de este modo, usando la
definicion para el cono de propagacion concluiremos que C; = Cj; como es enunciado en el
teorema.

°Para obtener estas expresiones usamos las identidades X“?Yam = —1(X.Y)3, + XamY* y X Yop =
L(X.Y)8,8 — Xam Y.
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5.5. Pruebas de los teoremas 27 y 28

Notemos que H,z3(t,n) es linear en t* y n,. Por lo que, dado un par (t%,n9) satisfaciendo
H,s(to,n0) > 0, si mantenemos fijo por ejemplo ¢, va a existir un entorno alrededor de n, para
el cual H,g es definido positivo. Como ya mencionamos, ese entorno es un conjunto abierto y con-
vexo. El mismo razonamiento puede hacerse para los entornos de t*. Este resultado nos permitira
descartar algunas opciones posteriormente.

Solo probaremos los teoremas en el caso no degenerado F2? + G2 # 0. El caso degenerado
F = G = 0 resulta siempre simétrico hiperbdlico, debido a que los conos efectivos siempre tiene
interseccion no vacia. El esquema de la prueba es analogo al caso no degenerado (ver [13]).

Empezamos escribiendo a H,3(t,n) en una representacion conveniente. Dado que d¢“ =
X es una 2-forma, tiene 6 grados de libertad, por lo que podemos identifica el espacio de los
indices griegos con RS, de este modo H,g : RS x RS — R. Para hacer esto usamos alguna
eleccion conveniente de las bases. Un teorema conocido (ver [94]) asegura que si

Hop = Goy T,

donde G~ es un producto interno definido positivo en RS, entonces H 3 es definido positivo siy
solo si Twﬁ tiene todos sus autovalores positivos.

Es por esto que calculando los autovalores de T podemos encontrar los pares (t%,ng). Sin
embargo, no podemos realizar este calculo para t* y ng genéricos. Pero si es posible hacerlo
cuando ellos pertenecen a los planos definidos por las direcciones nulas principales. En el frame
elegido estos son:

tg = (to,o,o,tg) 3 nZ = (nO,O,O,ng).

Tomando G, = diag (1, .., 1), es posible calcular los 6 autovalores usando Mathematica, ellos
son:

A2 = (ng — n3) (to + t3)
X34 = (no + n3) (to — t3)
= (noto + nst3) aran
(

X6 = (noto + nats) f152

Notemos que para que A5 y \g sean positivos tiene que suceder que
signo(ayag) = signo(5152). Equivalentemente,

0 < aropfifBa = 1 (5.30)

Esa relacion implica que: i) signo(€21) = signo(§22), es decir, que los conos tiene interseccion
no vacias; ii) recordando que o182 < 1 < a3 (de la prueba de la proposicion 26) y por (5.30),
concluimos que a; B2 > 0. Que es exactamente la expresién (5.29).

Asumiendo (5.30), solo hay dos casos para analizar: €21, 22 > 0, que corresponde a la imagen
5.1a;y Q1,9 < 0, que corresponde a la imagen 5.1c.

Esos dos casos son considerados a continuacion,
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a. Si; >0coni=1,2,elegimos t? = (1,0,0,0), n% = (1,0,0,0) y obtenemos,

Mpe3a=1 ; A=aiae>0 ; Xg=152>0

b. Si; < 0coni = 1,2, elegimos t¢ = (0,0,0,1), n2 = (0,0,0,1) y obtenemos (una vez
que el simetrizador es multiplicado por (—1)),

M23a=1 ; ds=—-ajaa >0 ; Ag=—312>0

Esto nos lleva a concluir que (5.29) es una condicion suficiente para que el sistema sea simétrico
hiperbdlico. Para probar que es necesaria, debemos justifica que (¢, n?) pertenezcan al plano
definidos por las direcciones principales nulas, que llamaremos 7. Retomaremos esta parte de la
prueba después. Ahora nos concentraremos en estudiar cuales son las vecindades de (t%,n9)
donde la condicion de positividad todavia se preserva. Descartamos las opciones espaciales (con
respecto a las métricas efectivas) dentro de 7, ya que en este caso algunos autovalores se vuelven
negativos.

Por otro lado, es posible calcular el determinante de T% (con Mathematica), para n, y t* gene-

rales. Este resulta

det (T%) = Q1 (gi‘bnanb> (g%bnanb) (ngt®)? (g}lbt“tb> (ggbtatb) (5.31)
= M2 A

La siguiente discusion se basa en este resultado. Notemos primero que el par encontrado arriba
(t5,ng) cumple que tg € Cy, NCy, y ng € Cg, NCy, . En este caso todos los \; son positivos y por
lo tanto también el determinante (5.31). Si empezamos a mover (t%,ng) a partir de los originales,
los \; permaneceran positivos, por continuidad, hasta que alguno se anule, que solo puede suceder
cuando (5.31) se anule. Las casos en los que esto ocurre son: (a) n, se vuelve nulo en gcfb o} g%b;
(b) t* se vuelve nulo en g}lb 0 ggb; (c) t*ng = 0. Esto nos lleva a la siguiente proposicion.

Proposicion 29 Sit® € Cy, N Cy, yng € Cy, N Oy

50+ €ntonces t*ng > 0.

*

Prueba. Usando los resultados de la proposicion 26 vemos que Cy, € Cy, y Cg, € Cy,, por lo que

Cg, NCy, = Cy,
* * vk *
091 N ng - Cgl < Cﬂz
Resulta simple, recordando la definicion de cono dual, comprobar que sin, € Cy, C Cg, yt* €
Cy, se satisface que t*n, > 0. m
De este resultado concluimos que si t* € Cy, y n, € Cy, entonces H,g (n,t) es definido
positivo. Por otro lado, esto nos lleva a concluir que el cono de propacion de los campos fisicos es

Cu = 091 = égl U C_'gz

Nos resta mostrar que (5.29) es una condiciéon necesaria. Lo hacemos por contradiccién, asu-
mamos que Cy, N Cy, = 'y que existe un par (%, n9) tal que se satisface \; > 0, Vi = 1,2,.., 6.
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Si t2 (o ng) no pertenecen a ninguno de los conos (o coconos), entonces existe un entorno de ellos
donde la positividad se mantiene. Usando el mismo razonamiento del determinante (5.31), vemos
que ese entorno no forma un cono convexo, por lo que tenemos una contradicciéon. La misma vino
de suponer que existia (t2, n9) tal que A; > 0. Esto concluye la prueba.

5.6. Ejemplos.

En esta seccion presentamos cuatro ejemplos que ilustran el poder de los resultados presenta-
dos (para mas ejemplos ver [13]). En cada ejemplo, presentamos el lagrangiano asociado a cada
teoria y usando los teoremas 27 y 28, chequeamos cual son las condiciones para que estas sean
bien puestas (simétricas hiperbdlicas). Ademas mostramos cuales son los conos de propagacion de
los campos fisicos. Estos Ultimos seran clasificados en termino de ~; para el caso no degenerado
F? + G? = 0y b para el caso degenerado F' = G = 0. Como muestra el teorema 28 las veloci-
dades de propagacion vienen dadas por C‘gl, y pueden dividirse en los siguientes casos cuando el
sistema es no degenerados: (a) super-luminicas v < 1 donde C,, (0 C,) C Cy,; luminicas v = 1
donde Cy, = C), (0 Cy); sub-luminicas 71 > 1 donde Cy, C C;, (0 Cy).

Para el caso degenerado la propagacion es: (a) sub-luminicas, b; < 0 donde C_’gl - C_',,; (b)
luminicas b1 = 0 donde C), = Cy,; (c) super-luminicas 0 < by donde C), C Cy,

Para todos los ejemplos considerados, estamos usando un frame donde E || H, tal que
VF?24+G?—F _ E2 y VF?24+G?+F _ H2
4 = 4 =4

5.6.1. Born-Infeld.

La teoria de Born-Infeld es un ejemplo de electrodinamica no lineal que fue propuesto para
remover las divergencias de auto energia del electrén a nivel clasico. La idea fue usar generaliza-
ciones no lineales de la teoria de Maxwell, que se desvien de la misma para campos grandes. Esto
naturalmente introduce un cut off 3 limitando el campo eléctrico maximo al rededor de un carga
estatica, de este modo se evita la singularidad cuando » — 0. La expresion lagrangiana para esta

s F G?
L=p <\/1+252—1654+1>

Una de las propiedades importantes de la misma, es la ausencia de birrefringencia, ya que

teoria es

N1 = Ny = 0, [86]. Las dos métricas efectivas son idénticas por lo que la interseccién de los
conos es obvia, concluyendo que el sistema es simétrico hiperbdlico. Ademas, la propagacion de
los modos fisicos esta contenida en el cono de luz de la métrica de fondo, por lo que las velocidades
de propagacion son menores o iguales a la de la luz.

e Caso no degenerado F? + G? # 0

Antes de empezar el analisis de hiperbolicidad es importante notar que cuando
B2 — VIPEGESE 0L o0y si f2 < YVIEEEGTZE 1 se vuelve complejo. Esto restringe el

, . 2 2_ . . o
rango del campo eléctrico YI=E"=E — 2 < 52, que es consistente con la idea original.
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Por otro lado, las métricas efectivas estan conformemente relacionadas

B2+H2 B?_E? 2 2_ 12 2 2_ 2 .
donde g3* = <((,32+H)2(_132)2)) g, con o = W%E;f y b1 = ﬁ(E’ZHTQ? definiendo

of".
Es facil ver que 0 < a182 = 1, (y 0 < ajaef182 = 1) por lo que la teoria es simétrica
hiperbdlica.

(262+F)°
16(B2+H?)(8°—E?)
tivas tienen interseccion con la métrica de fondo, resultado que coincide (como mencionamos

> 0 entonces cuando E? < /32, las métricas efec-

Ademas, Q; = QLQ =4

mas arriba) con la condicién de un lagrangiano real.

Por otro lado

(1+’§—§)
Sl
(1-%)

de donde concluimos que 1 < *yf, es decir, este es un caso sub-luminico y solo estan permi-
tidas velocidades de propagacién menores a la de la luz.

e Casodegenerado FF =G =0

Estos casos son siempre simétricos hiperbdlicos, podemos comprobar la interseccion de los
conos observando que g%b = ggb, con by = —Bi < 0. Las velocidades de propagacion
también son menores a la de la luz.

5.6.2. Elctrodinamica de la teoria de Kaluza-Klein.

Analizamos dos ejemplos introducidos en [95]. Empezando con una métrica de Kaluza Klein
en 5 = d + 1 dimensiones, y agregando un termino de Gauss-Bonet (que en cinco dimensiones
no es un invariante topoldgico) a la acciéon de Einstein-Hilbert, concluyendo una teoria efectiva
electrodinamica en d = 3 + 1 dimensiones.

El lagrangiano resultante es

1 1 3
=——"F+— —1)F? - ZG? )
L 1 + T ((b ) 2G ) (5.32)

donde v es un parametro de perturbacion del Lagrangiano, asociado al término de Gauss-Bonet,
este es interpretado como una funcién de las cantidades fisicas (e, me, i, c) y b un pardmetro
asociado a términos en la accidn cuadratica en el escalar de Ricci. Este ultimo, es elegido para
evitar la propagacién de fantasmas.

La condicién de simétrico hiperbolico (5.29) a1 82 > 0 es equivalente a aja 3182 > 0, usare-
mos esta Ultima ya que es mas facil de calcular.

((F (1—4b) v +4)% — (57 — 2b7)% (F2 + G2)>

(2F~ — 2Fby 1 4) 2 >0

arazf1 82 =

Veremos bajo que condiciones esta desigualdad se cumple para diferentes elecciones de v y b
asociadas a las teorias.
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5.6.2.1. Electrodinamica de Gauss-Bonnet.

En esta teoria b = 1 y es interpretado como el primer orden de correccién a la relatividad
general dado por la teoria de cuerdas [96].
Con b = 1, la condicién de simétrico hiperbdlico se simplifica

arasfife = (1 —3H?y) (1 +37E?) >0 (5.33)
Debido a que el signo () no esta definido, esto da lugar a diferentes posibilidades.
e Si7y > 0laecuacion (5.33) implica H” < g-

e (i) Caso no degenerado.

e En este caso la métrica efectiva gﬁ‘b queda definida por los coeficientes
a1 =1—-3H?yy B =1+ 3yE? ylamétrica g3° = n es igual a la de fondo. Esto
muestra que la condicion de hiperbolicidad

Q= (1-3H%y) (1+3vE%) >0
es también una condicién para que el cono de n? este incluido en el de g‘fb. Ya que
|| 1 —3H?y
1>m = = >0
o \/w 1+ 37E?

permitiendo velocidades de propagacion fisicas super-luminicas.

e (ii) Caso degenerado.

b1 =3y>0
Por lo que también estan permitidas velocidades de propagacién super luminicas.

e Siy < 0 la condicion de energia dominantes se satisface y (5.33) implica que E? < ﬁ

resultado que esta de acuerdo con Gibbons y Herdeiro [95].

La métrica efectiva g; es conforme a la de fondo, por lo que tienen el mismo cono

e (i) Caso no degenerado:
i’ = (1 -3y (H? — E?))n®

e Por lo que la propagacion fisica viene dada por la métrica de fondo. Y g%b queda definida
. 2 2
por los coeficientes avy = 1 — 37(1_&/(%—2_]52)) y P =1+ 37%.
e (ii) Caso degenerado:

gi’ =n"
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5.6.2.2. Euler-Heisenberg

La teoria de Euler-Heisenberg tiene b = % y 7 < « la constante de estructura fina. Esta teoria
es un lagrangiano efectivo para QED debido a correcciones de Loops [60]

e Caso no degenerado.

¢  (7+3vH?) (7+3vH?) 5

5 (7-3vE?) (T—3vE?) ~— 6
743y H?2 2

(6 ((7731152) + 1) - p:?iE?)

El sistema es simétrico hiperbolico cuando:

0410426152 = 270 >0

(7+ 3yH?)

= (7—3vE?)

5 6
6 5

El andlisis de la velocidades de propagacion resulta muy complejo, por lo que no se presenta.

e Caso degenerado

Si~ > 0 entonces b; > 0y tenemos propagaciones mayores a la de la luz.
Si v = 0 recuperamos la teoria de Maxwell

Si v < 0 entonces b; < 0y solo son permitidas propagaciones menores a la de la luz.

5.6.3. Teoria de juguete.

El siguiente ejemplo, asi como Born-Infeld, tiene N1 = Ny = 0, por lo que sus métricas efecti-
vas son conformes entre ellas, y por lo tanto el sistema es simétrico hiperbdlico para cualquier valor
de los campos. Por otro lado, esta teoria tiene la extrafa propiedad, que los conos de las métricas
efectivas no se intersecan con el cono de la métrica de fondo. Su lagrangiano es

F
L=—
G
La teoria no esta definida para G = 0 por lo que no consideramos el caso degenerado.
Como mencionamos g{’ = —42%9‘2”’ donde los coeficientes de g4 son
2 2
Notemos que
(H? - E%)° F2
91201512—W2—4@<0

H * * * *
es negativo para todos los valores de los campos, por lo que Cy, N Ch = ¢y Cy N Cy # ¢. Esto
significa que los datos iniciales para los campos deben darse en hipersuperficies temporales con
respecto a la métrica de fondo, pero espaciales con respecto a las métricas efectivas, la evolucion
ocurre en direcciones temporales con respecto a estas ultimas.
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Por otro lado

_H
’Y1—E

por lo que los casos super-luminicos ocurren cuando |H| < | E]|.

5.7. Conclusiones.

En este capitulo se estudiaron las ecuaciones cuasi-lineales de la electrodinamica no lineal y se
encontr6 bajo que condiciones las mismas pueden reducirse a un conjunto de ecuaciones simétri-
cas hiperbdlicas. Este resultado se encuentra en el teorema 27, cuyo enunciado es: el sistema es
simétrico hiperbdlico si y solo si los conos temporales (Cy,) de las dos métricas efectivas g‘fb y
g%b, surgidas de la relacion de dispersion, tienen interseccion no vacia, es decir, Cj, N Cy # ¢.
Para demostrar el mismo, estudiamos primero las métricas efectivas usando las direcciones princi-
pales nulas de F;. Estas direcciones nos permitieron elegir frames particulares donde las mismas
lucen extremadamente simples y parametrizadas en términos de los coeficientes a1, 81 y ao, B2
que depende de los campos electromagnéticos Fy; (ver ecuaciones (5.16)). Encontramos cuando
estas métricas tienen interseccion con la métrica de fondo 1% y cuando ellas tienen interseccion
entre ellas en termino de condiciones algebraicas simples para sus coeficientes (ver proposicion
25). Vimos que cuando los conos efectivos tienen interseccion, estos se encuentran incluidos entre
ellos del siguiente modo Cg, € Cy, y Cy, C Cy, (ver proposicion 26). Por otro lado construimos
simetrizadores para las ecuaciones diferenciales del sistema, que no dependen del espacio de fase
(no depende de k). Y probamos que la condicién de positividad del simetrizador se cumple si y
solo si Cy, N Cj, # ¢. Esta condicion resulta en una expresion algebraica simple a1 82 > 0; que
puede ser monitoreada en cada teoria, confirmando en que caso si la hiperbolicidad se cumple o
no. También, usando la definicion de Geroch, en el teorema 28 se mostré que el cono de propaga-
cién fisica de cada teoria NLED viene dado por la clausura del cono temporal futuro de su métrica
efectiva g1 (Cy,).

Todas estas herramientas se aplicaron a cuatro ejemplos fisicos: la teoria electrodinamica de
Born-Infeld, la de Gauss-Bonnet, la de Euler-Heisenberg y un ejemplo de juguete. En todas estas,
encontramos restricciones sobre los campos electromagnéticos para que las mismas sean simétri-
cas hiperbolicas. Y obtuvimos que en las tres primeras sus métricas efectivas tienen interseccion
con la métrica de fondo 7)., pero que esto no sucede para el caso del modelo de juguete. En este
ultimo, la propagacién de los campos fisicos tiene la particularidad que se produce en una direccion
espacial con respecto a la métrica n,;. Sin embargo, esta teoria por si sola es perfectamente causal
y tiene una formulacién de valores iniciales bien puesta, cuyos datos iniciales deben ser elegidos a
lo largo de hipersuperficies temporales para la métrica de fondo. Por otro lado, se pudo comprobar
que en estos ejemplos hay casos donde los conos de g}lb (los de la propagacion fisica), contienen
al cono de la métrica de fondo y por lo tanto tenemos permitido propagaciones con velocidades
mayores a la de la luz, y casos donde el cono de fondo los incluye, solo permitiendo propagaciones
sub-luminicas (causalidad relativista).

Notemos que ninguna condicién de energia fue usada, ya que la condicién de simétrico hi-
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perbdlico depende de derivadas segundas del lagrangiano, mientras que las condiciones de energia
suelen depender solo de derivadas primeras. Hasta cierto punto, las condiciones de energia (a
través de la conservacion de energia-momento) estan relacionadas con la condicién de causalidad.
Por lo que su imposicion probablemente hubiera reducido el conjunto teorias, a solo aquellas donde
los conos efectivos tienen interseccidn con el cono del espacio tiempo.

Por ultimo comentamos que en el articulo [13], pueden encontrarse todas las pruebas no pre-
sentadas en este capitulo. En el mismo, también se muestra que en esta clase de teorias NLED, el
sistema de vinculos es integrable, es decir, si ellos se cumplen inicialmente, y el sistema de evo-
lucion es simétrico hiperbdlico, entonces ellos se siguen cumpliendo durante la evolucion. También
se muestran mas ejemplos de aplicacién.
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Capitulo 6

: T
Vinculos y bloque L.

6.1. Introduccion.

En este capitulo comentaremos sobre los avances realizados y sobre el trabajo en curso, aso-
ciado al estudio de los vinculos y su conexién con los bloques L7 .
Consideremos el caso cuasi-lineal

N (2,0) Dt = T (2,9) (6.1)

tal que este sistema tiene un tensor de Geroch C'%, con la siguiente propiedad

clildlo = o, 6.2)
Usando las mismas coordenadas (t,azi), que en los capitulos anteriores, con n, := V,ty

t* = (9)". La expresion
ngCaM0,¢7 — ngCLT4 = COMY 0,67 — CYTA =0 (6.3)

es una ecuacion de vinculo puesto que solo tiene derivadas 0; (con ¢ = 1,...,n) de los campos
(ya que nquZ\‘)”(@“na = 0). Esta ecuacién solo necesita los valores de ¢ sobre la hipersuperficie
Y = {t = cte} (ver seccién 2.2).

Por otro lado, usando la identidad (6.2), vemos que, sil (\), = —Ang + k4 € Sy, entonces
CHL(N), = —AChng + Chk, (6.4)

es kernel por izquierda de ‘Jt{‘yal (A),- Recordando que el grado en A de los vectores del kernel por
izquierda del simbolo principal (ver ec. (D.5)) define los tipos de bloques L,Tn en su descomposicién
de Kronecker, y observando que (6.4) es lineal en A, concluimos que ng representa un bloque LlT
en la descomposiciéon de ‘ﬁ“,‘y‘ll (A),- O también puede ser un bloque LOT, ya que si Cng = 0 (0
Cjkq = 0), el vector Cgl (/\)q se vuelve de orden 0 en \. Esto nos permite generalizar la idea,
para introducir tensores Cil“‘qm que se correspondan con bloques L% con m > 2 como sigue.
Definimos Cﬁf"‘q’” simétrico en todos sus indices,

Cfgl'"qm _ ng]l---‘]m) (65)

77
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tal que
clp-ampldla) — ¢ (6.6)

Entonces C% 9™ representa un bloque L%, cuando C%4"""ng, ...n,,, # 0, ya que
CHI L (N) (V)
Ademas

o, €8 de orden m en Ay también es kernel por izquierda de ‘ﬁ@“l (A)g-

Mgy Mgy ORI (MA9, 07 — J4) = C0 (MY 0,07 — J4) =0 6.7)

es la ecuacion de vinculo asociada.

Del mismo modo que ('} puede estar asociado a bloques LlT o LT, el tensor C‘jﬁ"'q’" puede
representar bloques LZT con0 <l <m.

A continuancion presentamos dos secciones, en la primera estudiamos la integrabilidad de los
vinculos cuando todos ellos son del tipo LlT o] LOT. Estos es la generalidad de los casos de los pro-
blemas fisicos. En la segunda, mostramos como cuando tenemos bloques L% aparecen vinculos
“ocultos”.

6.2. Integrabilidad de los vinculos L]y LT.

Consideremos un sistema como (6.1) tal que solo tiene tensores de Geroch Cl‘iA correspon-
dientes a bloques L'y L en la descomposicién de Kronecker del simbolo principal. El indice T
rotula los diferentes tensores.

Introducimos la siguiente notacién

(ba)
¢ =0
Qzllj“%z : CF‘Amﬁa Fo ba

I = Cra 0y’
de este modo, los vinculos del sistema, ec. (6.3), pueden escribirse como
oV 5 o A0 _
¢I‘ — Q‘:Faajgb - \SF - 0 (68)

Donde hemos introducido los campos 1, tal que si ellos son nulos en la hipersuperficie 3¢, las
ecuaciones de vinculos se cumplen sobre la misma.

A continuacion presentamos las ecuaciones de evolucion que los gobiernan. En funcién de ellas
obtenemos criterios para decidir cuando los mismos son conservados durante la evolucién de ¢“.

Este resultado es una combinacion “nueva” de las ideas presentadas por Reula en [18] y Geroch
en [4].

Afirmacién 30 Cuando el sistema (6.1) es fuertemente hiperbdlico con una hiperbolizacion h®, y
en la direccién n,, el sistema subsidiario de vinculos tiene la siguiente ecuacion de evolucion

Our = V{20 + (0a€85,0,6% — 0,3 69)

Si ademas para cadal (\), € Sy,, el simbolo principal ‘)?Afl (A),:

a’l
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(i) Solo tiene bloques LT en su descomposicién de Kronecker, entonces YriA es diagonalizable
con autovalores reales y queda definido por la ecuacion

ki€ A% k; = kYA e k; (6.10)

con AP k; definido como en la ec. (2.28).

Si ( (k) ,v™) son un par autovalor, autovector de A% k;, entonces (7r (k), QfOAjakjva) son el
correspondiente par de Yﬁ'Aki. Ademas, todos los autovalores de YliA surgen de la reduccion de
los blogues L"lr, y como vimos en el Lema 24, ellos pueden ser elegidos diferentes a los autovalores
generalizados \; (k) de todo el sistema.

(ii) Solo tiene bloques LT y LT, entonces YF"A queda definido por las ecuaciones

. . 1\ ;
viagh = e, () ) AT =3 (6.11)
e AW = viteY + el (6.12)
0 no esta completamente definido.

Antes de probar esta afirmacion comentaremos sobre la misma. Decimos que la “condicion de
integrabilidad” es valida, cuando, on shell se cumple la ecuacién

D4 Dy — 9,3 = 0, (6.13)

obsérvese que es el termino entre paréntesis en (6.9). Es posible que en el caso off shell la expre-
sién sea proporcional a las ecuaciones de evolucién hjm’%“aagbﬁ - thA o0 alos vinculos YA .

Asumiendo todas las condiciones de suavidad necesarias en el sistema (6.9) y que la condicion
de integrabilidad es valida, concluimos que: en el caso (i), el sistema subsidiario de vinculos es
fuertemente hiperbdlico y por lo tanto la Gnica solucién de los vinculos es 1r = 0 (dado que ¢°|,_,
es elegido para que wp\tzo = 0 inicialmente). En el caso (ii) no es posible asegurar que YliA sea
diagonalizable, por lo que no podemos concluir nada en principio. Sin embargo, suele suceder que
YriA no es Unico y que tenemos una cierta libertad para elegirlo (como se explica en la prueba
a continuacién), permitiendo elegirlo diagonalizable y con autovalores reales, de modo tal que el
sistema resulta fuertemente hiperbdlico y los vinculos son bien comportados.

Notemos que en el caso (i) y debido a la ecuacion (6.10), las velocidades de propagacion de los

vinculos (autovalores de Yﬁ'Aki) son un subconjunto de las velocidades de propagacion del sistema
de evoluciéon de ¢ (autovalores de Aﬁ(i k;). Los modos caracteristicos también son heredados
como se explica en (i).
Prueba. Probaremos primero la ecuacion (6.9). Debido a que el espacio de ecuaciones de evo-
lucion E< := hgMN420,¢° — hJ4 y el espacio de vinculos 1a := €},0;¢% — I} expanden el
espacio de ecuaciones. Cualquier combinacion lineal de las ecuaciones (6.1), debe ser combina-
cién lineal de E y ¥a. En particular, si contraemos (6.1) con C% , deben existir P y Y£4 tal que
(off shell)

PL E® — Yifya = € 8,0% + € 0,0% — I (6.14)
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Por lo que expresando )A como en (6.8) concluimos que

PLaE® = €007 + (EA€Y, + €, ) 0567 - i34 - 3t (6.15)
Consideramos esta expresion on shell (el lado izquierdo se anula) y derivando respecto de 0;
0 = ;€10 00" + €, 8,0;0% + AT D™ + 0,06 + ;YA + YiL0ha — O
usando la antisimetria de Cirja en 1, j, tenemos que
0 = 0,00 + E0,0i8" + 0,€, 0,6 + OY{ a + Vi 0oa — DT
= 0,€1, 010 + 0y (€9,0,0%) — OEP, 0™ + 0,€,0;0° + 0 Y12 ¥a
+ Y20 — 0:3h
dado que € = —¥% yyr = &Y 9;0* — 3L,
0 = 000" — 0; (vr + IP) — D€ 0i6" + 0,€Y, 0,0 + Vi a + Vi Oha — 0:3%
por lo que
Or = ViR 0ia + 0V A + 0:€,000" — 181,00 + 0,€7,0;0" — a3,

Solo resta probar que 9, (€,0,0%) = 9;€, 0,* — ACY. D™ + 8, €L ;6™ para concluir
(6.9). Veamos que esto es asi.

0u (et10°)
= 0u (€Fh0h0")
= 5, (6%‘;8@‘1 + ¢(F’Q8j¢a) +0; (C%Oaatqﬁa + ¢?aaj¢“)
=, (c%{xajw) +0; (e"&atw + Q’fja@ﬂﬁ“)
— €Y 9,6 + €% 0,0,6° + 0,€1%00° + 000" + HEL 9;6" + € 50,0
= — 0,81 ;6% + € 0,0,0 + ;€000 + €2 ;0,0 + ;€ D;¢°
= O] 0,0 + 0,0, 010° + 0L 90"
donde usamos que € =0, Qf% = —Qi]f(; y Qﬁipjaaiaj =0.
Comprobemos ahora que (6.10), (6.11) y (6.12) son correctas. Para ello consideramos la ecua-

cion off shell (6.15) y dado que E* = P, h§ 0N 8;¢° —Pﬁah%JA+P§ah%m’gaj¢5, concluimos
que

Pl hGovy = €,
Plé‘a jm%] = YIZ;AQOAJQ + ega

i pa A _ PIANO0  ~d
—ProhiyJ” = =Yr=JA —Jr



Capitulo 6. 6.2. INTEGRABILIDAD DE LOS VINCULOS L' Y LT.

81

De la primera ecuacién podemos despejar P}, invirtiendo h% 915,

= et (i)

reemplazando esta expresion en la tercera concluimos (6.11) y reemplazando en la segunda
0 . A 0 g
Q:%,YA’}g = YFZ cAja + Q:lf?a’
que es (6.12). Donde usamos que
. —1\7 .
AV = ((hmn) ) vy

Por lo que contrayendo con k;k; obtenemos (6.10).
Probemos (i): si todos los bloques de Kronecker de ‘Jt@“l (A), son LlT eso significa que no

existe W tal que W CL 4 k; = 0, ya que si existiera
1 1

AWFCI‘iAz (N)g=—CPa+ X

WFC%Ak'Z' == _CIQA

perteneceria al kernel por izquierda de ‘ﬁﬁal (A),» puesto que es combinacion lineal de elementos
del kernel. Pero —CIQA no depende de A, por lo que definiria un bloque Lg, que por hipétesis no
puede estar. Esto indica que CfAk:i tiene rango maximo, debido a que ‘ﬁ“}xo también tiene rango
maximo, concluimos que C%akj = — }Aki‘ﬁﬁo tiene rango maximo y por lo tanto la ecuacion
(6.10) define completamente a k; Y.

Por otro lado, si (7 (k) ,v®) son un par autovalor y autovector de Aﬁgkj entonces contrayendo
(6.10) con v%, tenemos que

k?iyl—z;AeoAjak‘jUa == kiQ:%QﬁAﬁgkjva
kYA eY ko = 7 (k) ki€il0”

Mostrando que (w (k) ,@%OBUB) son el correspondiente par para k:,-YIiA. Consideremos ahora
un par (A; (k) ,d¢*) autovalor, autovector generalizados del sistema completo. Es decir

(=i (k) 0 + Nlik;) 69 = 0,
contrayendo esta expresion con C%A obtenemos
(=X (k) €, + €V k) 60 = €Y kidp™ =0

Mostrando que Q%kiéqba es nulo, por lo que no puede ser un autovector de YFiAkZ-. Concluimos
que <7r (k), %Oﬁvﬁ) son el par surgido de la reduccion de los blogues LlT.

(ii) De la prueba (i) vemos que cuando el simbolo principal tiene alguna fila L{', el termino QZOAjak:j
no tiene rango méaximo. Supongamos que tenemos YliAki cumpliendo (6.10) y existe Wf%Aki tal que
Wik, €% _k; = 0 entonces Yi2k; + Wi k; también cumple (6.10). Por lo que esta ecuacion, no
define univocamente a YI’QAki. En general esta libertad es usada para elegir YliAki diagonalizable,
ver ejemplo 2 en [18].

Sin embargo, puede suceder que las expresiones (6.11) y (6.12) si definan completamente a
YIE'Ak:Z- (las mismas fueron probadas mas arriba). O que no lo hagan. =
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6.3. Vinculos ocultos y bloques L. conm > 2.

Consideremos solo la parte principal de la ecuacion de Killing 6(a£b) = 0 en R? y estudiemos
su problema de valores iniciales. Escribiéndola en coordenadas

8 0 ‘
9, O ( 0 ) -0 (6.16)
0 o, !

Observando el simbolo principal de esta ecuacion vemos que su descomposicion de Kronecker
es un bloque LQT. Aunque el calculo involucra el uso del kernel por izquierda del simbolo, haciendo
los reemplazos 9; — Ay 9, — 1 podemos reconocer el bloque LQT.

Por otro lado, si ¢ define la direccién de evolucién, vemos de (6.16) que ¥1 := 0,&1 = 0 es
un vinculo del sistema. Notemos que, derivando la segunda ecuacién respecto de J,, la tercera
respecto de J; y restandolas obtenemos

WPy 1= 0260 =0

Este termino es un vinculo oculto del sistema, puesto que corresponde a una variable diferente
a la que aparece en 1. Es posible generalizar esta idea y comprobar que en general los bloques
L2T tienen vinculos ocultos de orden 2 en las derivadas. Y que los sistemas con bloques Lﬁ tienen
vinculos ocultos de hasta orden m en las derivadas. De algiin modo, esto justifica que en sistemas
fisicos no aparezcan esta clase de bloques con m > 2.

Por otro lado, aunque no es necesario que la ecuacién de killing tenga una evolucién fuerte-
mente hiperbdlica, elijamos una de este modo y veamos que sucede con el sistema subsidiario de
vinculos.

En particular, elegimos la evolucion simétrica hiperbolica

% O ) g (6.17)
ax 8t 51

sumando un termino de vinculo v a la primera ecuacién de (6.16). Por lo que tomando derivadas
temporales de 1 y 12, y usando (6.17), es simple comprobar que el sistema subsidiario para los
vinculos es

Apby = —o
O = —0%h

Derivando la segunda expresion respecto de J; obtenemos una ecuacion de onda para 19
2 2
8t 1?2 = 8x1/}2

De donde concluimos que si 91|,_, = wg]tzo = 0 entonces ambos se mantienen nulos duran-
te la evolucién (6.17).
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6.4. Conclusiones.

En este capitulo hemos estudiado la conexién entre los bloques L%;, surgidos de la descompo-
sicion de Kronecker del simbolo principal, con los vinculos. Vimos que cuando los vinculos son del
tipo de Geroch, los bloques son del tipo Lg y L?. En este caso, obtuvimos una expresién explicita
para la evolucion del sistema subsidiario de vinculos ec. (6.9). Probamos que cuando los bloques
son solo del tipo LlT y las condiciones de integrabilidad (6.13) se cumplen, el sistema de vinculos
subsidiario parece tener una evolucion fuertemente hiperbdlica y por lo tanto los vinculos se con-
servan durante la evolucién. Aungue no mostramos los calculos en esta tesis, es posible probar que
las ecuaciones ADM, linealizadas, densitizadas y pseudo-diferenciales en el mismo formato que
las trabajadas en [41], tienen la siguiente estructura de Kronecker 8 x Ji, 4 X LT, donde el sis-
tema subsidiario de vinculos es fuertemente hiperbdlico y las ecuaciones de integrabilidad vienen
garantizadas por la identidad de Bianchi.

Cuando aparecen filas L', como en caso de Klein Gordon, estudiado en la seccion 4.4. El siste-
ma subsidiario de vinculos tiene un simbolo principal que no necesariamente esta completamente
definido, por lo que debe estudiarse en cada ejemplo particular, si con sus libertades extras, se
puede concluir una evolucion fuertemente hiperbdlica. En el caso de BSSN, también siguiendo los
lineamientos de [41], la estructura de Kronecker es 8 x J1, 7 x LT, 6 x LOT. En este caso, también
es posible ver que los vinculos se mantienen durante la evolucién.

Es interesante mencionar que en el caso de las teorias electrodinamicas no lineales, como las
estudiadas en el capitulo anterior, la conservacién de los vinculos se hizo comprobando la valides
de la condicion de integrabilidad (6.13), ver [13].

Por dltimo, también se generalizo la definicion de Geroch para vinculos, introduciendo los ten-
sores (6.5), asociados a bloques L% con m > 2. Se observo, usando un ejemplo, que cuando el
sistema tiene estos bloques Lfl, aparecen vinculos ocultos de hasta orden m en derivadas. Ejem-
plos de estos casos son la ecuaciones de Killing y de tensores de Killing. En dos dimensiones es
facil observar esta estructura. Aunque los calculos no fueron presentados aqui, es posible probar
que en mayores dimensiones estos bloques aparecen combinados con otros bloques LlT.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro.

En esta tesis hemos estudiado la teoria de ecuaciones diferenciales de primer orden en deri-
vadas parciales, en sistemas que tienen vinculos diferenciales. Mas especificamente, nos hemos
enfocado en encontrar criterios para decidir cuando este conjunto de ecuaciones diferenciales tie-
ne alguna reduccién, tal que el conjunto de ecuaciones de evolucion surgidas de la misma, es
fuertemente hiperbdlico y por lo tanto bien puesto. En el caso cuasi-lineal hemos encontrado una
condicion necesaria: los valores singulares perturbados (en un parametro €), del simbolo principal
de la teoria, deben ser solo de ordenes O (e°) y O (&'). Hemos mostrado que esta condicion es
muy facil de chequear, por lo que es una herramienta poderosa para descartar teorias. La mis-
ma nos a permitido mostrar que la teoria electrodinamica de Force Free escrita en su version de
potenciales de Euler y los fluidos cargados con conductividad finita son débilmente hiperbdlicos.

Por otro lado, en el caso de coeficientes constantes hemos encontrado una condicién necesaria
y suficiente para que el sistema tenga un hiperbolizador. Esta es, que los angulos principales entre
ciertos subespacios asociados al kernel por derecha y por izquierda del simbolo principal estén
acotados entre 0 y algin angulo maximo menor que 7. Cuando esto sucede, hemos mostrado
como construir explicitamente reducciones, tal que las velocidades de propagacién de los vinculos
pueden ser elegidas arbitrariamente. Para ello usamos la descomposicién de Kronecker del simbolo
principal, que en estos casos, solo presenta bloques de Jordan de dimensién 1 y bloques LZT Esto
nos permitid, encontrar reducciones para estos bloques y culminar con hiperbolizadores. Como
ejemplo de aplicamos, usando estas herramientas encontramos hiperbolizaciones para la teoria de

Klein Gordon.

Hemos estudiado la electrodindmica no lineal surgida de lagrangianos arbitrarios de los inva-
riantes electromagnéticos. Y hemos probado que estos sistemas son simétricos hiperbdlicos (cons-
truyendo explicitamente el hiperbolizador), si y solo si, los conos temporales de sus dos métricas
efectivas, surgidas de la relacion de dispersion, tienen interseccién no vacia. Esta condicion puede
garantizarse monitoreando una cantidad escalar que depende de los campos y nos permite co-
nocer en que sectores el sistema es simétrico hiperbdlico y en cuales no. Hemos aplicado esta
herramienta a diferentes ejemplos de interés fisico.

Por ultimo, hemos estudiado la conexién entre vinculos y bloques L. . Observamos que los
problemas fisicos, solo presentan vinculos del tipo de Geroch, es decir, solo con bloques LOT y LlT.
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Esto tiene sentido, ya que también hemos mostrado que la aparicion de bloques L% conm > 2,
introduce vinculos ocultos (que no aparecen en los problemas fisicos) al sistema, de hasta m de-
rivadas. Estos vinculos ocultos deben satisfacerse en el dato inicial y en la evolucion, de cualquier
solucién del sistema. De algun modo, los 1’s en estos bloques Lﬁ se corresponden a vinculos y
los A's representan derivadas temporales. Por otro lado, en los casos LlT y LOT hemos encontrado
ecuaciones de evolucién para el sistema subsidiario de vinculos, que parecen tener una evolucion
fuertemente hiperbdlica siempre que el sistema completo tenga una hiperbolizacion. Ademas, he-
mos encontrado una condicion de integrabilidad asociada a términos de menor orden en derivadas.
Es necesario que la misma se cumpla para que los vinculos se mantengan satisfechos fuera de la
superficie inicial.

El desarrollo de esta teoria, asociada a reducciones y a vinculos, todavia no esta completo. Por
lo que tenemos varias preguntas y nuevas lineas de trabajo, mencionamos algunas:

Estudiar las condiciones de suavidad y analiticidad en las reducciones, que generalicen nues-
tros resultados al caso cuasi-lineal. ;Es realmente necesaria la analiticidad para probar que las
velocidades de propagacion son finitas?.

Estudiar los vinculos ocultos asociados a bloques Lfl con m > 2y desarrollar una formulacion
de valores iniciales para los sistemas subsidiarios de vinculos. Calcular cuales son las condiciones
de integrabilidad en esos casos y comprender cuando tienen evoluciones fuertemente hiperbdlicas.
¢ Existen teorias fisicas relevantes que tengan esta clase de bloques y por lo tanto vinculos ocultos?

Estudiar la ventaja de introducir vinculos artificiales en teorias particulares que simplifique los
problemas y permitan obtener soluciones analiticas y/o nimericas. Lo interesante de esta idea, es
comprender como elegir estos vinculos para que solo produzcan bloques er y LOT (que no generan
vinculos ocultos) y con condiciones de integrabilidad satisfechas.

Estudiar la formulacion de valores iniciales del sistema G [g] = 0y Viap) = 0, para las
variables g.p vy &4, donde G es el tensor de Einstein, &, un vector de Killing y g4, la métrica del
sistema. Obtener ecuaciones de evolucién para el sistema subsidiario de vinculos y condiciones de
integrabilidad. Realizar el mismo estudio con tensores de Killing.

En el desarrollo de esta tesis, siempre estamos considerando que las libertades de Gauge ya
han sido fijadas antes de realizar nuestro andlisis. De este modo, obtenemos que la descomposicion
de Kronecker del simbolo principal se simplifica. Un resultado interesante seria, entender como se
relacionan las libertades de gauge de una teoria con los otros bloques de Kronecker no incluidos
aqui.

Estudiar como realizar extensiones de las teorias, incluyendo campos extras, a sistemas sin
vinculos y fuertemente hiperbolicos. De modo tal que cuando estos campos evolucionan trivialmente
nulos, obtenemos soluciones del sistema original. Dos ejemplos conocidos de este mecanismo son
el divergence cleaning para la electrodinamica de Maxwell [97], y el Z4 en el caso de las ecuaciones
de Einstein [98]. Contamos con un esquema propuesto por nosotros para realizar extensiones de
forma genérica. Para ello usamos la descomposicién de Kronecker del simbolo principal, y vemos
que cuando solo aparecen bloques LOT o LT, el esquema parece funcionar. Por otro lado, es posible
probar (usando las herramientas del capitulo 3), que para poder extender un sistema, el mismo tiene
que ser hiperbolizable, de otro modo, no es extendible. Por lo que toda la tecnologia desarrollada
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hasta aqui, sigue siendo necesaria.
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Apéndice A

Descomposicion en valores singulares

En este apéndice vamos a introducir la descomposicidn en valores singulares (SVD) para opera-
dores que mapean entre dos espacios vectoriales de dimension finita, tal que el espacio de llegada
tiene dimensién mayor o igual al de partida.

NG o — Uy
5¢° — N%se”
con e := dimV¥; > dim®r =: u. Para una introduccion en el tema ver [53], [99], [100], [29].
La caracteristica de esta descomposicion que mas aprovecharemos en este trabajo, es que nos
permite conocer las dimensiones de la imagen y del kernel de un operador en termino de cantidades
llamadas valores singulares. Ademas, en el caso de matrices cuadradas, nos da informacién acerca
de la descomposicién de Jordan, como es mostrado en la seccién 3.3 y en el caso de matrices
rectangulares de la descomposicion de Kronecker, como veremos en el capitulo 4.
Un problema de la SVD es que necesitamos introducir estructura extra al operador, es decir,
productos internos que llamaremos G2y G1ap en ®r y ¥, respectivamente '
Definimos la adjunta de un operador
n* :GQ_IO&/OGl : \I/L H(I)R
-1 o Bqr B
(M) = (Gy oMo G1)" ) = Gy N3ZGpa
donde GgﬂGgﬁv =0%y G{PGpo = (5%. Estos dltimos son los operadores identidad en ¢ y
U, respectivamente.
Combinando el operador y su adjunta, calculamos:
m*o‘ﬁ:Gz_lo‘ﬁ/oGlo‘ﬁ:@R — ®p
367 — G5 NEG1 AN 60

NoN'=No Gyl oM oGy: ¥y — U,

¢ — NG NEG el

'Un problema que suele aparecer con su introduccion cuando ellos son usados en espacios vectoriales sobre varie-
dades con métricas lorentzianas, es que estos pueden introducir expresiones no covariates.
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Ya que Go o DM* o Ny G1 o N o I* son formas Hermiticas semipositivas, D* o N y Do N*
son diagonalizables con autovalores reales y semipositivos (positivos o nulos). La raiz cuadrada de
esos autovalores son los valores singulares de 91y 9t* respectivamente.

Con esas definiciones, presentamos la descomposicion en valores singulares. De ahora en
adelante los indices mayusculas de imprenta con sombrero fl, B, ... son indices que corren de
1,...,e y los griegos con sombrero &, /3’, ... de 1,...,u a menos que se especifique lo contrario.
Esos indices etiquetaran diferentes autovectores dentro de alguna base.

Teorema 31 Consideremos I, M*, G1 y G2 como antes y tal que e > wu. Supongamos que
rango (M) = r (por lo que dim (ker _der (M)) = u — r), entonces la descomposicion en valo-
res singulares de ) es

A
>+ 0 .
A A —1\8
NG, =U% 0 o0 (v=h7,
0 0 5
X4+ 0
donde 0 0 € R*% con ¥4 = diag(o1,...,0,) € R™", talque oy > o9 > ... >
0 0 5
or >0yory1 = ... =gy = 0. Donde todos o; conl = 1, .., u son reales, y son llamados valores

singulares de N, ellos son las raices cuadrada de los autovalores de t* o 1.
Ademas, las columnas de U y V' son autovectores de las autobases de 1o 9" y 9M* o N
respectivamente tal que ellas son ortogonales

U4G1agU Y = 635 = diag (1,...,1,1,...,1) (A1)
f/gcgaﬁvg = 06,5 = diag(1,...,1) (A.2)

Vamos a discriminar V¢ = (Va,V1)% vy Uf‘i = (Uy, Uy, Ug)’% donde V5 son las primeras r
columnas y Vi las siguientes u — r de V' ; Uy son las primeras r columnas, U, las siguientes u — r
y Us las e — u restantes de U .

El proceso para realizar la descomposicion consiste en calcular las columnas de V' como auto-
vectores de 91* o 91 y ortogonalizarlas de tal forma que cumplan (A.2). En ese calculo también se
obtiene 3. Después definimos U como

Xy 0 4
+
A o mAyra
(U2,0,0% [ 0 0 | =94V
0 0 5

y completamos U7 y Us tal que cumplan (A.1) y sean autovectores asociados al autovalor nulo de
I o M.

Una forma sencilla de entender la SVD es pensar que las métricas G y G2 definen un conjunto
de transformaciones (“rotaciones”) dadas por las ecuaciones (A.1) y (A.2). Por lo que la SVD resulta
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en encontrar aquellas “rotaciones” U y V tal que

A
. ; 2y 0
-1 A
(U )Amﬂvﬁz 0 0 . (A.3)
0 0/

Asi como en el caso de matrices cuadradas, las bases que llevan una matriz a su descomposi-
cion de Jordan no son Unicas, las bases U y V' que realizan la SVD tampoco lo son. Es decir, para
productos internos fijos G| » podemos elegir diferentes bases ortogonales de los autoespacios aso-
ciados a un mismo valor singular y obtener diferentes U y V. Sin embargo los valores singulares
permanecen invariantes mientras que Gy 2 lo hagan.

Las dimensiones y la forma de los kernels, en termino de esta descomposicién, vienen dadas
por el siguiente corolario.

Corolario 32 En las condiciones del teorema anterior

dim (ker .der (M) =u—1r
dim (ker izqg (M) =e—7r
dim (rango-Col (M)) = dim (rango-_filas (N)) = r.

Formulas de los kernel por derecha e izquierda

N (0,V1)% =0cona=r+1,..,u
54 (0,11, U3)f‘g GapMEl =0conA,C=r+1,..e

donde §C4A = diag (1,..,1).

La SVD es similar a la descomposicion de Jordan para operadores cuadrados. En particular,
ellos coinciden cuando el operador es diagonalizable con autovalores reales, semipositivos y usan-
do G 2 particulares.

B
B

AdB = diag (A1, ..., A\y) con \; > O reales. Si consideramos G1,5 = G2ap := (P—l)da5d~ (P*1)66
entonces

Supongamos A% : ®r — P diagonalizable, tal que A% = P%A% (P~1)", con

(A% 0 A)% = G57 A", Gy A%
= (Py,0m5 P, ) <pg2 A% (13—5%) <(15—1)‘ff O (P‘1)55>
<P§4A5§‘4 (Pl)%>
= Py, (0M7A% 5, 5 0% ) (P71),

= P4 (A%) (P
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De donde concluimos que los autovalores de A* o A son )\?, y por lo tanto los valores singulares
de A son \;. Ademas U = V = Py lacondicion de ortogonalidad se cumple ya que T%GQQBP% =

6a5-2

Notemos que la deduccién fue hecha usando que 651511\5‘515&252A% = (AZ)Q7 ya que A
es diagonalizable con autovalores reales. Pero si A tiene bloques de Jordan, entonces los valores
singulares de A son las raices cuadradas de los autovalores de 65‘151 Adﬁ?l 5d232AB$, cuyo calculo
explicito se vuelve complicado incluso para bloques de Jordan no muy grandes. En la seccién 3.4

se muestra el analisis de una matriz de 2 x 2.

855 (P’l)BB que significa que (P)

@
il

2El resultado estandar en libros de texto es G1ag = Goap = Sap = (P~1)
es ortogonal, y la matriz A% es "simétrica”.



Apéndice B

Invariancia de los ordenes de los
valores singulares.

En el capitulo 3 estudiamos perturbaciones de los valores singulares en términos de algun
parametro pequefio ¢ y usamos los ordenes en ¢ (cuando € — 0), para decidir cuando una teoria,
puede o no, ser fuertemente hiperbdlicas. Pero como vimos en el apéndice A (cuya notacion tam-
bién es usada en este apéndice), los valores singulares dependen de dos formas Hermiticas o
productos internos, por lo que necesitamos mostrar que los ordenes (en €) de esos valores singu-
lares, permanecen invariantes cuando los elegimos diferentes productos internos. Esto es probado
en el Lema 33. Por otro lado en el teorema 34, vemos como calcular expresiones explicitas para el
primer orden en la perturbacién cuando ciertas bases particulares son elegidas.

Consideremos ahora dos pares de productos internos G'1ag, G2ag Y GiaB, agag en los es-
pacios U, y @ respectivamente. Ya que son positivos definidos, estos son equivalentes, es decir,
existenU : ¥y — Uy yV : dp — Opinvertibles, tal que

U%GiepU' = Grap (B.1)

V1Goyy V' = Gaap. (B.2)

Consideraremos ahora el operador linea T‘é :Pr — Prcone:=dimV¥; > dimPg =: u

tal que T4 = N4 + e’ B4 para algtn 0 € [0,27] y donde ce? B4 representa un termino

de perturbaciéon. Usamos la siguiente notacién, llamamos &; [‘Zﬁ] los valores singulares de S/})
definidos usando G1¢p, @ga/g y 0; [T44] usando Giap, Gaag.

Lema 33 El operador T4, = N4, + ee’E4 : & — W, tiene valores singulares o; [T4)] =
O () coni = 1,..,u para algunos l; si y solo si &; [T4,] = O (g").

Prueba. Sillamamos \; [T* o ] a los autovalores de T* o T entonces

G [T =V N[FT 0T =NV 10T 0ToV]=0; [U ! 0ToV]. (B.3)

La dltima igualdad es facil de probar.
Consideremos rango (‘Zﬁ) = r, recordamos que de la deficién de los valores singulares

01> 02[%]> ... 20, [F] >0=0p41 [F] = ... =0y [%]
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En [29] se prueban las siguientes desigualdades
oe [U M ou[V]oi[Z] < 0; [U T 0ToV] <0 [For [U o1 [V]  Vi=1,..,u

notemos que o, [V], e [U~!] > 0 (no nulos) ya que V'y U son invertibles.

Con esta expresion, faciimente concluimos que si o; [¥] = O (512‘) entonces
0; [U™' 0 ToV] = O (£') Vi por lo que usando la expresion B.3 vemos que
6i[T] =0i [UtoToV] =0 (). m

Teorema 34 Sea T4 = N4 + e E4 para algun 0 € [0,27], tal que 0 < ¢ << 1, con ¢
real y rango (M) = r. Consideramos T en una base en la cual G1ap = diag (1,..,1) = 0148,
Gaap = diag (1,..,1) = 6243, y tal que en esta base la SVD de N es

A
Sy 0 )
N4 = (U2, U Us)5 [ 0 0 | 057 (Va, Vi) Gzpa

00/,
i

Sy 0 )

= (02,0005 [ 0 0 | 857 (V2,0)% d3pa

00/,

Entonces
1)Sio; [N] > 0 coni = 1,...,r son los valores singulares no nulos de N, los primeros r valores
singulares de T pueden ser expandidos como

i [Z] =0 [N+ el &+ O (52) coni=1,...,r

para algunos &; (ver [26]).
2)Sioi[MN| =0coni=r+1,...,u son los valores singulares nulos de N, los u — r restantes
valores singulares de ¥ pueden ser expandidos como

o [‘ﬁ—i—aei@E}
= 0-+|elai |67 (0,07, Us) G dron R (0,V2)%] + 0 (%) (B.4)
conA=r+ 1, ...,e;B =1,..,e,y=r+1,..,u.

"Nétese que la ecuacién (B.4) no depende de 6.

'Esos valores singulares no son diferenciables respecto de ¢, en ¢ = 0, debido a la presencia del modulo, pero
pueden ser derivados respecto de |e].



Apéndice C

Prueba del teorema 20.

Consideremos la condicién resolvente de Kreiss ec. (2.24). En su forma equivalente es

1 7 aa (6% . (0%
Es < jer{rll}‘rfu} oj [A N ko — ARO%, —igd v] (C.1)

donde s = A + ic y estamos usando que para cualquier matriz invertible B € C*** | ‘Bfl‘ =
W con o; [B] los valores singulares de B (ver [29]).

Vamos a probar que la ecuacion (C.1) vale para todo Ar € Ry todo € > 0 si y solo si todos
los autovalores 7; (k) de A%k, son reales y paratodo i € Fi;) = {1, e w(k)} y todo k, tal que

(k) 7i (k)

kqt* = 0, con |k| = 1, y los &ngulos principales 0? entre T,y @E(k) estan acotados como

sigue

cos Gfi(k) > cost >0 (C.2)

<) Consideremos el lado derecho de (C.1),con Az = 7; (k) y 0 < & << 1. Como vimos en
el capitulo anterior, el orden de los valores singulares viene dado por:

G it [A% k0 — 75 (k) 8% — i0%] = = o [T70)] + O ()

= £ oS Ql”(k) +0 (52) (C.3)

conl € Ly == {1,.,rr) by (T”(k))ij como en la ecuacion (4.7). Con, o; [T7*)] = cos GlTi(k),

*) Ya que por la hipéte-

donde HITi(k) son los angulos principales entre los subespacios Tf(k) yop
sis de arriba (ec. C.2) esos cosenos estan acotados por debajo, para todo 7; (k), 'y k,, esto significa
que los valores singulares de A%k, — 7;6% — ic6% son de orden O (¢°) u O (&'). Entonces por
teorema 14 la matriz A%‘lk‘a es diagonalizable para todo k,t* = 0 con |k| = 1. Por lo que la ec.
(C.1) vale para é = cost¥y 0 < e << 1. Extendemos la prueba para todo . Para hacer eso,
tomamos el limite cuando € — 0 en la ec. (2.24), (de dos formas diferentes) obteniendo una co-

ta superior para los auto proyectores de A%'k, (ver [20]), que nos lleva a concluir la implicacion.
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Primero tomamos

z. aa (0% . (0% -1
il_r)r(l) (Ayka—n(k)év—zeév) ‘5 (C.4)
, €
= i o) [A%h — 7 (k)02 — i0%]
e—=0  min | AYK, — T ¢ —1e0%
je{l,..,u}aj v v v
1
— _— (C.5)
min cos HZT’(k)
LIz (k)

Por otro lado, ya que sabemos que A"iy“k:a es diagonalizable, esta puede ser escrita en terminos
de los auto-proyectores (P (k:))ofy como

A%ka =Y 7 (k) (P! ()

iEF(k)
donde (P (k))ofy (P7 (k))ﬂ;7 = > 0 (P (l~c))6:7 y > (P (k))ofy = 6%. Por lo que
JEF 1) J€F (k)
: aa o a _ _sa\~1 — 11 € J @
igr%) (A%kq — 7 (k) 6%, — ied?) )5 ;1_>n% Z o 00 = (F) = ie) (P? (k) y
JEF (k)
= |(P' k)",
de donde concluimos que,
. 1
P’ (k)" | = :
‘( )7 min cos Hln(k)
1elr; 1)

Debido a la eq. (C.2), los P7 resultan acotados

. o 1
J _
‘(P (k)) Y = cost ¢
Entonces, para cualquier € > 0
aa o I e -1 _ € J €3
’(Avka Ard®, — i€d?) ’5 Z (17 (k) — Ag — ic) (P (k) v
]GF(k> J

13 j [e%
< X |mm= | [P0

JEF (k)
< 3|
J€F 1)

< uC

i le]

donde en la tercer linea usamos que (GOEY =3 < 1.
=) Si la condicién de Kreiss vale, sabemos por la definicion 3, que A%k, es diagonaliza-

ble con autovalores reales para todo k.. Ya que ahora la ec. (C.4) es acotado por arriba por C,

concluimos, usando ec.. (C.5), que

1

, 7i (k) = c
min cos@l
1€l 1)

paratodo: € F(k) y todo k,. Esto concluye la prueba del teorema.



Apéndice D

Descomposicion de Kronecker de
sistemas hiperbolicos.

En este apéndice mostramos como construir las bases de la descomposicion de Kronecker del
simbolo principal. Vamos a usar el kernel por izquierda de m“}f’l (A), (conl(N), € Sfa para algin
Ng), lamado \I/% C U, para construir estas bases. Estos vectores son X 4 tales que

XML (), = Xa | A (=0050my) + (957hy) | = 0. (D.1)

Consideramos sistemas hiperboélicos por lo que ‘)”("}f’nb no tiene kernel por derecha, esto implica
que el sistema solo admite dos tipos de bloques, de Jordan y L%. Por otro lado por Lema 23 solo
vamos a considerar bloques de Jordan de dimension 1.

Ya que esta descomposicion se hace punto a punto, de ahora en adelante llamamos a

EY = (-0Mny)  BY = (MVk)

y estamos pensando que ambas estan evaluadas en puntos genéricos (x, ¢, n, k).
Consideremos primero el caso e = u, donde e = dim“A”’= dim“a”"= wu. En este caso
M4°1 (), tiene solo blogues de Jordan, es decir

ML),

=3 0 (0 BA) (A= A (D.2)
=1

=o' (UlAEli) A=)+ ’U2A ('UQAYS) A=X2)+ ...+ oA (UuAEﬁ) (A=)

A=\ 0 0 0 viaE4
0 A—Xy 0 0 EA
= ( vlA 24 oA ) 2 V2t (D.3)
0 0 0
0 0 0 A=y va B4

Aqui el conjunto {vj4 con j = 1,...,u} expande ¥, esos elemento pertenecen a \I’}J\ para
distintos A = )\; y son tales que ellos completan una base. Es decir

VAT (Ni), = 0, (D.4)
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y {0} son las co-bases,

v Avia = &
En la ec. (D.3) los vectores {vjA} estan puestos en forma de columnas y los co-vectores UIAE‘i
en forma de filas. Notemos que

Z v UzAE (—‘ﬁ‘?fnb) ,

- (mAb kb)

ZUA(UZAE ))\

=1

Recordemos que en este caso es posible calcular los A; resolviendo la ecuacién polinomial
det (NP1 (N),) = 0 para A.

En el caso e > u la descomposicion (punto a punto) tiene ademas de los bloques de Jordan,
bloques L% adicionales. Debido a que ‘)‘(ﬁ‘,bnb tiene rango maximo, esto evita la aparicion de otros
bloques.

Como antes, vamos a usar el kernel por izquierda para realizar la descomposicién. Para A
arbitrarios, m’%bl (M), tiene kernel por izquierda de dimension fija ¢ = e — u, llamado A(\). Es-
te depende polinomialmente de A y es generado por un conjunto de co-vectores independientes
{x4 (M} coni =1,....e — utal que x4 (\) NPL(N), = 0 VA € C. Los coeficientes de los
x4 (A) son polinomios en \. De todas los posibles bases de A(\) tomamos el primer co-vector
Yy (A), no nulo, tal que este tiene el menor grado m; en . Este es

XaA) = (Omy) g = AOmy—1) g + A2 (Ormy—2) 4 — . — A 004) (D.5)

Con los (6s) 4 independientes de A. Continuamos eligiendo x% () independiente de x (\) y
de menor grado también, tal que

mi < mo
Realizamos este proceso hasta completar una base de A(\). Por lo que finalizamos con un set
de escalares que llamamos indices minimos para las filas de ‘ﬂ"}]bl (A),, ellos son

m) <ma < .. < Me_y,.

Esto definen los bloques L7, de ML ()), .
En particular, para cada XAl como en la ec. (D.5) vale que

(le)Ang =0 (emlfl)ABlg = (9m1)AEé7 (D.6)
(000 B = ), B (80) 4 B4 =0 0

El ejemplo en la ecuacion (4.11) tiene 2 x LY (dos filas nulas), 1 x LT, 2 x L que se corres-
ponden con indices minimos m; =0, mg =0, m3 =1y my = 2.

Por otro lado, cuando A = \; ' los autovalores generalizados, el kernel por izquierda aumenta
con un nuevo conjunto de co-vectores llamados {v;4}. Notemos que siempre podemos sumarle
combinaciones lineales de los {x% (\i)}-

"Recordamos que los \; pueden ser calculados con la ecuacion (3.2).
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Juntando todos los {v; 4} asociados a los diferentes \; y todos los {x% (\)} ellos forman una
base de U ,. Estos vectores son usados para realizar la descomposicién del siguiente ejemplo, cuya
estructura de Kroneckeres 3 x Ji, 1 x L3y 2 x Ly, donde my = 0, mg =0, m3g = 3.

MYL(N),
_ ( DIA 24 BA g3A p2A glA gDA  {OA éoA)
A-MN 0 0O 00 0
0 A—A 0 0 0 O
? vicES,
0 0 A=X3 0 0 0 E
UQCEa
0 0 0 A 00 E
Ucha
x| 0 0 0 1 A0 E
930Ea
0 0 0 0 1 i 2
92CEa
0 0 0 0 0 1 c
010,
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O
3 ' m3=3 ' m3=3 '
=Y "0 (iaB) A= XN) + A D0 0 (0icES) + > 07 ((Bi1)c ES)
i—1 i=1 i=0

= o' (vloE%) + 024 (UQCECQ) + 034 (vch%)
+ 93A (Qchg) + 92A (Qchg) + 91A (GloECCL)]
— )\1U1A (UlCE%) — )\2U2A (Uchg) — )\3U3A (UchCa)

+ 074 (030 EQ) + 0 (620E) + 6" (610EC)

Los {v;4} son los autovectores asociados los diferentes \;, 64, 6p4 definen los bloques
LT, = LL = L{, 6;4a coni = 0,...,3 definen el bloque LI, = L3. Aca los \; pueden es-
tar degenerados, es decir, ellos pueden tomar el mismo valor.

Los vectores con los indices arriba son la co-base, tal que

A'UjA :5ij coni,j=1,2,3

v
09,4 = 6 coni,j =1,2,3
éOAéOA = 17

0004 = 1,

y cualquier otra contraccién se anula.
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