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Resumen

Esta tesis se dedica al estudio de ciertos sistemas hiperbdlicos en el marco
de la Relatividad General. La herramienta fundamental que empleamos a tal
fin es la teoria de ecuaciones en derivadas parciales, con particular énfasis en
aquellas condiciones algebraicas que permiten estudiar el problema de valores
iniciales correspondiente a cada sistema.

En primer lugar, estudiamos en detalle el problema de valores inciales de
una extension no lineal del Electromagnetismo clasico, conocida como FElectro-
dindmica Force-Free (EFF). Las ecuaciones que gobiernan la EFF describen la
dindamica de un plasma de muy baja densidad, en escenarios astrofisicos como
las ceranias del horizonte de eventos de un agujero negro rotante. En dichas
regiones, la baja densidad del plasma hace que los campos magnéticos dominen
su dinamica, siendo posible una descripcion puramente electromagnética del
sistema. En este proyecto, formulamos la teoria en términos de dos potenciales
escalares, conocidos como potenciales de Euler. La facilidad de esta formulacién
radica en que, al ser éstas las tinicas variables dinamicas del sistema, se provee
un escenario 6ptimo para su implementacién numérica. Sin embargo, demos-
tramos aqui que dicha formulacién no resulta fuertemente hiperbdlica; i.e., el
sistema descripto por estas ecuaciones no posee un problema de valores inicia-
les bien formulado, no pudiendo garantizarse unicidad ni continuidad durante
la, evolucién [I]. De este modo, contribuimos a conocer que esta formulacién
de la EFF no resulta conveniente para simulaciones numeéricas.

En segundo lugar, desarrollamos una teoria simétrico-hiperbdlica que per-
mite describir la dindamica de fluidos relativistas ultraveloces considerando
efectos disipativos hasta segundo orden [2]. Este trabajo, junto a su corres-
pondiente implementacién numérica, constituye el proyecto central de la tesis,
dado que hasta el momento no se cuenta con una teoria hiperbdlica que per-
mita una descripcién precisa de fluidos disipativos relativistas, prescindiendo
de aproximaciones como aquellas propuestas por Israel-Stewart. Basados en
el enfoque de Geroch, Lindblom y Pennisi para teorias de tipo divergencia,
restringimos nuestro estudio al caso de fluidos ultrarrelativistas, con el fin de
contribuir a la descripcion de sistemas como gases de fotones, o procesos de



colisién de elementos pesados (como quarks y gluones). Matemdticamente, es-
tos sistemas obedecen ecuaciones de primer orden altamente no lineales, a las
cuales les imponemos simetria de invariancia ante transformaciones conformes
de la métrica de fondo. El desarrollo de la teoria se basa en la obtencién de
una tunica familia de funciones generatrices que contienen toda la informacién
de la dinamica del fluido, las cuales sélo dependen de un campo vectorial y
un campo tensorial simétrico y sin traza. Esta familia estd parametrizada por
tres constantes libres, cada una asociada a un orden de disipacién. Es a partir
de dicha funciéon que resulta posible describir efectos disipativos hasta segundo
orden, como flujos de calor, contribuciones por shear y vorticidad al tensor de
energia-momento y corrientes de entropia. Como es bien conocido en la litera-
tura, las teorias disipativas a primer orden presentan inestabilidades genéricas,
por lo que la inclusion de términos de segundo orden resulta esencial para ob-
tener una teoria simétrico-hiperbdlica (al menos cerca del equilibrio). En este
trabajo proveemos una condicion suficiente a tal fin.

En tercer lugar, abordamos el problema de la implementacion numérica de
la teoria de fluidos desarrollada en esta tesis, lo que resulta en si un problema
no trivial [3]. Para ello, estudiamos el sistema de ecuaciones dindmicas visto
como un sistema de leyes de conservacién con una fuente externa. Encontramos
necesario realizar un cambio de variables que permita llevar aquellas variables
abstractas (las cuales fueron ttiles para construir la teorfa) a las variables fisi-
cas conservativas (variables de evolucién en la formulacién conservativa), mos-
trando que esto puede realizarse en forma analitica sélo parcialmente. Una vez
obtenidas las ecuaciones y los flujos, implementamos el método de Kurganov—
Tadmor para el tratamiento y propagacién de choques. En primer lugar, a
modo de testeo general, estudiamos el caso del fluido ideal, que resulta de re-
levancia para entender el caso disipativo, dado que sus soluciones constituyen
los estados de equilibrio de la teoria completa. Finalmente, desarrollamos si-
mulaciones para el caso disipativo, pudiendo asi evaluar la validez del cédigo
en regimenes disipativos mas intensos.

Palabras clave: Sistemas hiperbdlicos sobre espacios curvos, Hidrodindmica
Relatiwnsta, leyes de conservacion, Electrodindmica Force-Free.

PACS: 02.30.Jr, 02.70.-c, 47.75.+f, 94.05.-a



Abstract

This thesis deals with the study of certain hyperbolic systems within the
framework of General Relativity. The fundamental tool used for this purpose is
the theory of partial differential equations, with particular emphasis on those
algebraic conditions that allow the study of the initial value problem of the
corresponding systems.

In a first project, we study in detail the initial value problem of a non-linear
extension of classical Electromagnetism, known as Force-Free Electrodynamics
(FFE). The FFE equations describe the dynamics of a very low-density plas-
ma in astrophysical scenarios such as the vicinity of the event horizon of a
rotating black hole. In these regions, the low density of the plasma implies the
dominance of magnetic fields into their dynamics, making possible a purely-
electromagnetic description of the system. In this project, we formulate the
theory in terms of two scalar potentials, known as Fuler’s potentials. The ease
of formulating this theory by this way lies in the fact that, since these are the
only dynamical variables of the system, an optimal scenario for its numerical
implementation could be provided. However, we show here that this formu-
lation does not turn out to be strongly hyperbolic, i.e., the system described
by these equations does not have a well-posed initial value problem, not being
able to guarantee uniqueness or continuity during the subsequent evolution.
In this way, we contribute to know that this formulation of the FFE is not
convenient for numerical simulations.

Secondly, we develop a symmetric-hyperbolic theory with the aim to descri-
be the dynamics of ultra-relativistic fluids considering dissipative effects up to
second order in dissipative variables. This project, together with its correspon-
ding numerical implementation, constitutes the central part of the thesis given
that, to our knowledge, there is no a hyperbolic theory that allows an accura-
te description of dissipative fluids, without taking into account the approach
proposed by Israel-Stewart. Based on Geroch, Lindblom and Pennisi’s work
on divergence-type theories, we restrict our study to the case of ultrarelativis-
tic fluids, in order to contribute to the description of systems such as photon
gas, or heavy-ion collisions (like quarks and gluons). Mathematically, these
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systems obey highly non-linear first-order equations, to which we impose inva-
riance symmetry under conformal transformations of the background metric.
The development of the theory is based on obtaining a single family of gene-
rating scalar functions that contain all the information of the fluid dynamics,
which only depends on a vector field and a symmetric traceless tensor field.
This family is parameterized by three free parameters, each one associated
with a different dissipation order. From this function it is possible to describe
dissipative effects up to second order, like heat fluxes, contribution by shear
and vorticity in the energy-moment tensor and entropy currents. The inclusion
of second-order terms is essential for the theory to be symmetric-hyperbolic
(at least near equilibrium), since it is well known from the literature that first-
order theories provide generic instabilities. The theory proposed in this thesis
provides, thus, a sufficient condition in order to guarantee well-posedness to
that end.

Finally, we address the problem of the numerical implementation of the
theory developed in this thesis, which results in itself in a highly-non-trivial
problem. For this, we study the system of dynamic equations seen as a system
of conservation laws with an external source. We found it necessary to make
a change of variables that allows to take those abstract variables (which were
useful to construct the theory) to the conservative physical variables (evolution
variables in the conservative formulation), showing that this cannot be done in
a purely analytic way. Once we obtain these flows and set it in the dynamical
equations, we implement the centered Kurganov-Tadmor method, suitable for
studying shock propagation. As a general test, we first focus our study in the
case of the ideal fluid, simulations that are relevant in order to understand the
dissipative case, since the solutions that describe the perfect fluid constitute
the equilibrium states of the complete theory. Finally, we develop simulations
for the dissipative case, thus being able to evaluate the validity of the nume-
rical code within more intense dissipative regimes.

Keywords: Hyperbolic Systems on curved spacetimes, Relativistic Hydrodyna-
mics, systems of conservation laws, Force-free Electrodynamics.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivaciones

Tipicamente, el entendimiento clasico de la mayoria de los fendémenos fisicos
universales suele organizarse en “grandes sistemas” tales como el electromag-
netismo, fluidos, gravitacion, campos de Klein-Gordon, entre otros. La manera
moderna de entenderlos pone de manifiesto varias caracteristicas que estos
“grandes sistemas” comparten, y la avidez de englobar a todos ellos en una
misma entidad fundamental concibe a su vez un tratamiento sistematico de los
campos y de las ecuaciones que surgen en su descripciéon. Estas caracteristicas
comunes estan intimamente vinculadas a la estructura matematica sobre la
cual se definen. Algunos sistemas fisicos estan determinados de manera pre-
cisa por cierto conjunto de campos (que denotaremos en general como %),
los cuales estéan definidos sobre cierto espaciotiempo (M, gqp) (el cual puede
ir cambiando a medida que el sistema evoluciona) y poseen una interpretacion
geométrica precisa dada por su naturalezaﬂ (como campos escalares, tensoria-
les o espinoriales sobre M). La dindmica de estos campos esta determinada por
cierto sistema de ecuaciones, (en general, G[¢®| = 0, para cierto operador di-
ferencial de primer orden en derivadas, G[-]), el cual viene acompanado de una
formulacién de valores iniciales. Los valores iniciales no pueden darse arbitra-
riamente en general, ya que deben satisfacer ciertas ecuaciones de vinculo; i.e.,
ecuaciones diferenciales en las que solo aparecen derivadas espaciales, las cua-
les deben verificarse a cada tiempo. El problema de valores iniciales se define
a partir de la prescripciéon del valor de los campos sobre alguna hipersuperficie
espacial ¥ C M.

1Otros sistemas, como la geometria del espaciotiempo en Relatividad General, no estdn
definidos sobre ninguna otra entidad més fundamental, y el entendimiento de su evolucién
dindmica resulta naturalmente menos intuitivo y mas complejo.
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Capitulo 1. Introduccion

En electromagnetismo, por ejemplo, la informacion de la dinamica de los
campos esta codificada en las componentes de un tensor antisimétrico de se-
gundo rango, F'®, que satisfacen (en espaciotiempos de cuatro dimensiones)
un sistema de ocho ecuaciones lineales de primer orden (seis de evolucién y
dos de vinculo a cada tiempo):

VP =
o ab . al a .
oo s gll=0 e { geEt T

o

donde V denota la derivada covariante g-compatible.

La manera formal y precisa de formular estas cuestiones se conoce como
Problema de Cauchy o formulacion de valores iniciales. Este problema fue
abordado por primera vez por J. Hadamard en 1908, haciendo uso de una for-
mulacién méas débil que la que suele emplearse en la actualidad [4]. Afios mas
tarde, Friedrichs, Kreiss, Lorenz y Geroch (entre otros) ampliaron la discusién
y formalizaron algunos aspectos vinculados a estimaciones de las soluciones en
términos de los datos iniciales, proveyendo ademas condiciones algebraicas ne-
cesarias (y muchas veces suficientes) para una buena formulacion del problema
[5 @, [7, 8, @].

Sin embargo, determinar con exactitud cuéles son las condiciones para que
el problema de Cauchy de cualquier teoria fisica tenga sentido, constituye hoy
en dia un area de investigaciéon sumamente activa en fisica teérica. Una con-
dicion fundamental es, sin dudas, la ezistencia de solucién. También lo es la
unicidad, que aunque a menudo esencial para establecer resultados matemati-
cos, estd vinculada a dos aspectos fisicos sustanciales. El primero de ellos es
el poder de predictibilidad que debe tener toda teoria que pretenda describir
una situacién fisica realista; el segundo, es el llamado principio de causalidad,
el cual establece que toda teoria fisica que describa procesos de evolucion debe
respetar la estructura causal del espaciotiempo sobre el cual se define. En par-
ticular, es esta nueva manera de entender la fisica la que sugiere que cualquier
sistema de evolucion descripto por campos fisicos en Relatividad General debe
satisfacer ecuaciones de evolucion de tipo hiperbdlicas.

Dentro de la amplia y basta teoria de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales, la clase de ecuaciones hiperbdlicas resulta en particular una de las
mas diversamente aplicables, ademas de resultar matematicamente interesante
y a su vez técnicamente sutil. Los sistemas hiperbdlicos surgen como mode-
los basicos en muchas aplicaciones, y especialmente se invocan para describir
fenémenos fisicos en los que hay involucradas leyes de conservacion y propaga-
cién finita de la informacion. Aunque la lista de sistemas que estan descriptos
por ecuaciones hiperbodlicas es extensa y de lo mas variada, la mayoria de ellos
resultan en cierta medida aproximados: un modelo realista debiera incluir tam-
bién procesos disipativos (por ejemplo, en mecanica de fluidos) o fenémenos de
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Capitulo 1. Introduccion

orden superior, y por lo tanto ser (al menos parcialmente) parabélicos o “dis-
persivos”. Sin embargo, los fendmenos a gran escala generalmente se rigen por
la parte hiperbdlica (6 més especificamente, la parte principal), la cual con-
tiene informacién a cerca de las velocidades de propagacion de los diferentes
modos fisicos.

Si bien a menudo surge el problema de determinar cuéles son las propie-
dades matematicas que garantizan existencia, unicidad, causalidad y muchas
veces suavidad de la solucion, existen varios problemas realistas que no necesa-
riamente admiten soluciones suaves, o no es posible describirlos naturalmente
por soluciones suaves. Algunos ejemplos estan vinculados con fenémenos tales
como la generacion y propagacién de ondas de choque, ondas de rarefaccion
o inestabilidades genéricas, los cuales deben ser estudiados desde un marco
genuinamente no lineal. La aparicion de ondas de choque esta estrechamente
relacionada a la pérdida de regularidad de la solucién a tiempo finito, siendo
la no-linealidad del sistema lo que provoca que las velocidades caracteristicas
de onda dependan del estado en cada instante de tiempo. Toda solucién no
constante experimenta, entonces, algo asi como un “adelantamiento” de la on-
da, lo que resulta en la aparicion de discontinuidades en las derivadas. Luego
de la formacién de estas ondas, las soluciones no recuperan dicha suavidad, lo
que motiva nuevas preguntas: jexiste una teoria de ecuaciones para soluciones
que no son suaves?; jresulta posible entender este tipo de discontinuidades en
términos de soluciones lo suficientemente débiles? Y si esto fuera asi, jseria
posible lograrlo de una manera unica y fisicamente realista? Algunas de las
respuestas a estos interrogantes vienen proporcionadas por la teoria de dis-
tribuciones o soluciones generalizadas, que de alguna manera constituyen la
contraparte matematica de los principios de conservacion en fisica. La conser-
vacién de la masa, el momento y la energia en Mecdanica, o las leyes de Ampeére
y Faraday en Electromagnetismo cobran sentido siempre y cuando los campos
permanezcan acotados localmente. Sin embargo, dichas soluciones débiles no
son unicas, lo que parece ir en contra del determinismo que caracteriza a los
sistemas hiperbdlicos en fisica. Esta aparente contradiccion puede resolverse
mediante el uso de lo que se conoce como condiciones de entropia, con una
prominente reminiscencia del Segundo principio de la Termodinamica.

Esta tesis se encarga de explorar de qué manera es posible extender algunos
sistemas clasicos conocidos para lograr una descripcion un tanto mas realista
y compleja de ciertos fenémenos, en el marco de la Relatividad General. En
particular, estudiamos la dinamica de ecuaciones no-lineales, empleando cuan-
do sea posible resultados de la teoria lineal. Mas especificamente, abordaremos
el analisis de dos sistemas hiperbdlicos particulares.

En primer lugar, estudiaremos una extension de la Electrodindmica de Max-
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Capitulo 1. Introduccion

well que surge en la descripcion de fenémenos astrofisicos a gran escala, con la
presencia de plasmas magnéticamente dominados. Es conocido que los campos
magnéticos predominan en gran parte de nuestro universo visible, haciéndose
presentes en sistemas desde estrellas, galaxias y medios interestelares hasta
incluso cimulos de galaxias. Dichos campos son detectados mediante emisién
sincrotrén, polarizacién o rotacién de Faraday en radiofrecuencia (entre 0,2
y 10 GHz) [10]. Sin embargo, en la actualidad no existe una comprensién
completa y absoluta acerca de su origen o evolucién. Se sospecha que pueden
originarse en la transicién de fase durante el universo temprano [11, [12], en
la formacion de las primeras estrellas, agujeros negros o supernovas, 6 incluso
como resultado de fluctuaciones en el campo gravitacional [13] [14]. La contri-
bucién que presentamos aqui forma parte de un proyecto de investigacién mas
amplio, cuyo objetivo es encontrar formulaciones plausibles para implementar
numéricamente esta clase de sistemas.

En segundo lugar, desarrollamos una teoria simétrico-hiperbdlica de fluidos
relativistas disipativos. Por fluidos relativistas nos referimos a aquellos sistemas
en los que el factor de Lorentz excede apreciablemente a la unidad, 6 también
a sistemas en los que tanto el campo gravitatorio generado por el fluido como
aquel de fondo son muy intensos.

La Hidrodinamica relativista predomina en diferentes campos de la fisica
tedrica. En fisica de Plasmas, por ejemplo, la materia que constituye discos de
acrecion en las cercanias de objetos compactos emite ondas magnetoacusticas
cuyas velocidades son del orden de 10° K'm/seg [15]. En Cosmologia y As-
trofisica, se emplean sistemas de fluidos relativistas para describir fenémenos
vinculados a la evolucion de perturbaciones en la densidad del medio césmico,
en modelos de formacion de galaxias, en el colapso estelar de estrellas masivas
o en la dindmica de coalescencia de binarias de objetos compactos y hasta en
la descripcion de la dindmica de ntcleos activos de galaxias y jets astrofisicos.
Estos ultimos sistemas constituyen, sin duda, la evidencia observacional mas
espectacular de flujos relativistas, siendo la energia gravitacional la principal
fuente de energia liberada por la masa acretada [I6, 17]. Las observaciones
parecen indicar que aquellas fuentes mas luminosas desarrollan jets de baja di-
sipacion y velocidades cercanas a la de la luz, mientras que para aquellas menos
luminosas el flujo es mas lento y disipativo, por lo que una teoria disipativa
de fluidos resulta relevante para la descripciéon en este régimen. Por tltimo, en
el campo de la Fisica Nuclear, la hidrodinamica relativista es empleada para
la descripcion de colision de materia hadronica. Las ecuaciones resultan ttiles
para la descripcion de la materia, mientras que los detalles de las interacciones
nucleares estan incorporados en la ecuacién de estado considerada [I§].

La hidrodindmica relativista se fundamenta esencialmente en las leyes bési-
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cas de conservacion de la masa, el momento y la energia. Sin embargo, existen
grados de libertad en ciertos procesos en los que el andlisis desde esta pers-
pectiva resulta mas complejo (en una colisién de iones pesados, por ejemplo,
el nimero de particulas puede variar en varios érdenes de magnitud). La ter-
modinamica también juega un rol crucial en la descripcion. Es por ello que
los tiempos de duracion de los procesos de colision deben suponerse lo su-
ficientemente largos como para que el equilibrio termodindmico local pueda
establecerse (propiedad que no siempre se verifica en procesos realistas).

Las simulaciones numéricas de fluidos relativistas en cualquiera de los es-
cenarios anteriormente descriptos, involucra la integracion no sélo de las ecua-
ciones dinamicas provistas por la Hidrodinamica Relativista. Por ejemplo, al
simular jets astrofisicos deben considerarse las ecuaciones de la Magnetohidro-
dindmica en algtin régimen particular y asumiendo ciertas simetrias, mientras
que para el colapso gravitacional, dichas ecuaciones hidrodinamicas deben aco-
plarse a las ecuaciones de campo de Einstein. En esta tesis proponemos una
implementacion numeérica de la teoria de fluidos desarrollada, y empleamos el
esquema de Kurganov—Tadmor para un flujo que se mueve en una direccién
espacial.

A continuacion exponemos méas especificamente los resultados y contribu-
ciones principales que contiene esta tesis.

1.2. Resultados principales

Los resultados de esta tesis pueden agruparse en tres grandes partes.

En primer lugar, estudiamos la dindmica y geometria de la electrodinamica
Force-Free en potenciales de Euler. Mas especificamente, probamos que dicho
sistema de ecuaciones no resulta fuertemente hiperbdlico, lo que significa que
el sistema no posee un problema de valores iniciales bien puesto. Para ello, es-
tudiamos la validez de una condicién necesaria y suficiente provista por Kreiss
para que un sistema de primer orden resulte fuertemente hiperbélico [19]. Da-
do que el sistema en cuestion es de segundo orden, una reduccién equivalente a
primer orden resulta necesaria en este caS(ﬂ. Luego, damos una demostracion
formal de la pérdida de continuidad en la evolucién con respecto una sucesion
de datos iniciales convenientemente elegida, la cual es convergente y acotada,
y ademas mostramos coémo se desestabiliza el sistema al excitar los modos
“malos” de la teoria, para un dato incial particular.

2 Alternativamente, es posible emplear resultados de la teoria de ecuaciones de segundo
orden. En este trabajo optamos por usar la teoria de primer orden, ya que cualquier sistema
de orden superior puede ser reducido a uno de primer orden.
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En segundo lugar, abordamos el desarrollo de una teoria simétrico-hiperboli-
ca que permite la descripcién y evolucion de fluidos disipativos conformes en
el marco de la Relatividad General. Este constituye el proyecto central de la
tesis. Tipicamente, las ecuaciones de conservacién para teorias de fluidos re-
lativistas admiten como variables dinamicas ciertas componentes del tensor
energia-momento 7% del fluido, y su cuadrivelocidad (que pesada con la den-
sidad de particulas, constituye la corriente de particulas, N*). A lo largo de
la tesis, haremos referencia a estas variables como las wvariables fisicas de la
teoria, ya que es a partir de ellas que naturalmente se computan cantidades
fisicas como densidades, presiones, tensiones, etc. Sin embargo, los resultados
aqui expuestos tienen origen en la obtencién de una familia 3—paramétrica de
funciones generatrices

xX(p, v, ) = X" (1) +x1(u)V+Zx?(u)wi, (1.1)

que contienen toda la informacion del fluido, considerando efectos disipativos
hasta segundo orden. Esta familia depende de manera suave de un nuevo con-
junto de variables dindamicas, que son un campo co-vectoral £, y un campo
tensorial simétrio y sin traza &,;,, ambos definidos sobre un espaciotiempo de
fondo que suponemos esta fijo (aproximacion sin backreaction). Estas variables
resultan tutiles para una descripcién formal y precisa de la teoria mediante la
cual se tienen resultados de hiperbolicidad y well-posedness en las cercanias del
equilibrio. Es por ello que nos referimos a este segundo conjunto de variables
como las variables abstractas que describen al fluido. No obstante, es a partir
de dicha familia de funciones generatrices que es posible caracterizar comple-
tamente cualquier teoria de fluidos de tipo divergencia, obteniendo resultados
compatibles con los de la literatura y extendiendo a fluidos disipativos. Esta
familia de funciones admite tres parametros constantes libres, {x%, x'0, X%},
cada uno de ellos asociado a un orden de disipacién. Ademaés, abordamos el
problema de valores iniciales de la teoria a segundo orden, y demostramos
que dicha teoria resulta simétrico-hiperbdlica cerca del equilibrio, si uno de los
pardmetros de la familia (y?%)) se elige lo suficientemente grande.

Por 1ltimo, nos dedicamos al problema de la implementaciéon numérica de
las ecuaciones de la teoria desarrollada para fluidos conformes. Esta implemen-
tacion es por medio del método de Kurganov—Tadmor (ver Apéndice @ para
la evolucién y tratamiento de soluciones generalizadas (ondas de choque) para
ecuaciones cuasi-lineales en forma de conservaciéon, y con la presencia de una
fuente. La estructura del sistema de ecuaciones es la siguiente:

ru® + @-fm(uﬁ) = qa(uﬁ), (1.2)
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donde u® es el conjunto de variables dindmicas conservativas de la teorfa, y f*
vy ¢“ son funciones que dependen de dichas variables, conocidas como funcio-
nes de flujo y fuente respectivamente. Si bien la fuente es en general conocida,
no resulta para nada directo obtener expresiones explicitas de los flujos en
términos de las variables dindmicas escogidas para evolucionar. De hecho, y
como veremos en esta tesis, no siempre es posible hacerlo analiticamente, y en
dichos casos es necesario recurrir a métodos iterativos de alta precision. Si bien
esta dificultad es bien conocida en la literatura sobre el tratamiento numérico
de las ecuaciones conservativas en hidrodinamica, nos encargamos de explorar
en qué medida la teoria aqui desarrollada puede arrojar informacién 1til para
encontrar estos flujos, aunque més no sea en el caso ultrarrelativista (confor-
me). El primer paso para la implementaciéon numérica consiste en tomar las
ecuaciones covariantes de conservacion de los tensores de energia-momento y
constitutivo, y llevarlas a la forma dada en . Luego, ver si es posible una
inversién analftica de al menos parte de las variables en términos de las demas,
para obtener asi nuevas expresiones para las variables abstractas en términos
de las variables fisicas. De este modo, es posible llegar a ecuaciones trascen-
dentes para los flujos, las cuales son resueltas en forma numérica, recurriendo
a métodos iterativos como el de Newton—Raphson. El cédigo que desarrolla-
mos es testeado por medio de la adicién de una fuente numérica externa a las
ecuaciones dinamicas, resolviendo efectivamente el sistema aumentado

o + 0, f*(u”) = ¢* (W) + r, (1.3)

donde r* es una fuente numérica externa que le agregamos al sistema origi-
nal. La idea es proponer una solucién (plausible) u%,,., de (L.3), calcular las
correspondientes fuentes r* y comparar la evolucién numérica con dicha solu-
cion exacta. Finalmente, estudiamos como se modifica la evolucion de un dato
suave al incorporar efectos disipativos, comparando con el caso del fluido ideal
(ecuaciones conservativas con ¢® = 0). Parte de los resultados se encuentran

publicados (o estdan pronto a ser enviados a publicar) en los siguientes trabajos:

1. Il posedness of Force-Free Electrodynamics in Euler Potentials. O. A.
Reula, M. E. Rubio. Phys. Rev. D 95, 064005. 2017.

2. Hyperbolic theory of relativistic conformal dissipative fluids. L. Lehner,
O. A. Reula y M. E. Rubio. Phys. Rev. D 97, 024013. 2018.

3. Numerical implementation of the conformal dissipative relativistic fluid

equations: the one-dimensional tube. M. E. Rubio y O. A. Reula. En
redaccion.
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1.3. Estructura de la tesis

Esta tesis esta compuesta por siete capitulos y cinco apéndices.

= En el capitulo [2| presentamos un breve resumen de algunos resultados
basicos de la teoria de sistemas cuasilineales que emplearemos a lo largo
de toda la tesis, haciendo particular énfasis en sistemas de primer orden.
Particularizamos en el enunciado de resultados sobre hiperbolicidad de
sistemas cuasilineales a coeficientes constantes, los cuales constituyen el
punto de partida para entender el problema de valores iniciales de sis-
temas méas generales. Revisamos las nociones de hiperbolicidad (débil,
fuerte y simétrica) y de well-posedness, y finalmente revisamos las no-
ciones basicas de sistemas de leyes de conservacion, soluciones débiles,
ondas de choque, y condiciones de entropia.

s El capitulo |3| estd dedicado al estudio del problema de valores inicia-
les de la Electrodinamica Force-Free en Potenciales de Euler. Luego de
presentar el sistema de estudio y sus propiedades algebraicas y geométri-
cas, introducimos los potenciales de Euler como variables dinamicas y
analizamos la estructura caracteristica del sistema. Finalmente, centra-
mos el estudio en el problema de valores iniciales, argumentando que
el sistema resulta débilmente hiperbdlico en el sentido fuerte, lo que se
obtiene considerando una reduccién pseudodiferencial a primer orden de
las ecuaciones dindmicas.

= Los capitulos 4] y [5| estan dedicados a una propuesta tedrica para la
descripcion de fluidos disipativos, y al estudio de su correspondiente
problema de valores iniciales, respectivamente Desarrollamos una teoria
simétrico—hiperbdlica que describe de manera completa la clase confor-
me de fluidos disipativos relativistas. Presentamos una caracterizacion
exhaustiva de la familia de fluidos conformes en términos de una tnica
funcion escalar maestra, la cual codifica efectos disipativos hasta segundo
orden en magnitud. Esta formulacién permite identificar los estados de
equilibrio, como asi también derivar relaciones constitutivas y una ley co-
variante de tipo Fourier para el flujo de calor correspondiente a la teoria
de primer orden. Luego, presentamos el teorema principal de hiperboli-
cidad simétrica de la teoria en la vecidad de los estados de equilibrio.

» En el capitulo [6labordamos el problema de una implementacién numeérica
concreta de la teoria presentada en los dos capitulos anteriores. Como
expusimos en la seccién anterior, este procedimiento resulta muy com-
plejo en general, no pudiendo realizarse en forma puramente analitica y

28



Capitulo 1. Introduccion

requiriendo ademés mucho costo computacional. En este trabajo, consi-
deramos un “tubo unidimensional”por el que se propaga el fluido, im-
poniendo a tal fin invariancia de rotaciones en el plano perpendicular a
la direccién del flujo. Esto hace que el niimero de variables dindmicas
se reduzca considerablemente, y los procesos de inversion de variables
puedan ser efectuados. Una vez realizada la inversion (una parte analiti-
ca, y otra parte numérica), empleamos el método de Kurganov—Tadmor
para la integracion de las ecuaciones. Luego de testear el método pa-
ra el caso del fluido ideal (sin disipacién) empleando dos ecuaciones de
estado distintas (politrépica y de radiacién), analizamos las soluciones
incorporando términos disipativos hasta segundo orden, estudiamos la
convergencia del método y comparamos con el caso ideal.

» Por ultimo, en el capitulo 7 reportamos las conclusiones obtenidas a lo
largo de la tesis, y mencionamos las lineas de trabajo futuras asi como
los problemas abiertos que resultan de esta memoria.

1.4. Notacién y convenciones

A lo largo de toda la tesis emplearemos la signatura (—,+,+,+) para
el tensor métrico g, del espaciotiempo en el que se desarrollan las teorias
correspondientes. En los capitulos [4] y 5, denotaremos con d a la dimensién del
espaciotiempo.

Ademas, utilizaremos un sistema de unidades tal que c = G = h = kg =
1, donde ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, G la constante Universal
de Gravitaciéon de Newton, h es la constante de Planck y kp la constante
de Boltzmann. En el capitulo 3| adoptaremos unidades gaussianas para las
ecuaciones de Maxwell.

En general denotaremos con d; a la derivada parcial respecto a la variable
temporal ¢, y con 0; a la derivada parcial con respecto a la coordenada espacial
x'. Otras veces, optaremos por la notacién f,, para la derivada parcial de f
respecto a x;.

Por 1utlimo, emplearemos la notacién de suma de Einstein, mediante la
cual indices repetidos (uno en posicién contravariante y el otro en posicion
covariante) se suman. Por ejemplo, si j = 1,26 3, AB; = A'B;+A?By+A®Bs.
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Capitulo 2

Sistemas hiperbdlicos
cuasilineales

Uno de los conceptos fundamentales que surgen al estudiar la evolucién de
sistemas dindmicos a partir de teorias fisicas es el de hiperbolicidad. El mismo
engloba aspectos de la teoria que deben cumplirse incluso en los escenarios mas
fundamentales, y su comprension lleva a responder preguntas sobre: existencia
y unicidad de la solucién, singularidad de la solucion en funcién del dato inicial;
preservaciéon del decaimiento asintético de la solucién con respecto al del dato
inicial, y estimaciones sobre el tiempo de existencia de la solucién, entre otros.
Muchos de estos aspectos estan vinculados a la continuidad del mapa que va
del conjunto de datos iniciales al conjunto de soluciones (con respecto a la
topologia considerada).

En Relatividad General, por ejemplo, la formulacion ADM de las ecuacio-
nes de campo no es tnica, dado que posible agregar una cantidad arbitraria de
términos proporcionales a las ecuaciones de vinculo (las cuales deben satisfa-
cerse a cada tiempo). Si bien todas ellas describen la misma solucién fisica, sus
propiedades matematicas difieren considerablemente. Existen por supuesto in-
finitas formas de elegir qué formulacién emplear a tal fin. Pero, jcual de todas
ellas se comportard mejor matematica y numéricamente? Historicamente, las
elecciones del sistema mas conveniente se basaron en propiedades acerca de la
hiperbolicidad y [20], con el fin de obtener simulaciones numéricas estables y
robustas.

En este capitulo se discuten algunos conceptos e ideas fundamentales sobre
sistemas bien puestos en Fisica y Matematica. En particular, presentamos las
nociones de hiperbolicidad débil, fuerte y simétrica para sistemas cuasilineales
de primer orden. El material para el armado de este capitulo fue extraido
fundamentalmente de los libros [19, 211, 22} 23], 9] &) 24].

Comenzamos la discusién dando algunas motivaciones esenciales que pro-
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vienen de estudiar sistemas mas simples; aquellos a coeficientes constantes.
Luego generalizamos para sistemas lineales cuyos coeficientes pueden depen-
der de la solucién punto a punto, extendiendo correspondientemente las defi-
niciones. Finalmente, analizamos cémo se aplican estos conceptos en un caso
particular de sistemas cuasilineales de primer orden: aquellos sistemas que des-
criben leyes de conservacién en Fisica. Damos ademéas nociones de soluciones
débiles (no diferenciables), y bajo qué condiciones dichas soluciones resultan
utiles para describir fendmenos fisicos asociados a la generacién y propagacion
de ondas de choque en diversos escenarios de interés.

2.1. Sistemas lineales de primer orden

En esta seccion consideramos sistemas de primer orden de la forma

ou = Adu;
Luosy = s, 2
donde u : Rsp x R® — C*® es un campo al menos C', (t,x) — u(t,x),
x = (r1,- - ,z,) coordenadas espaciales, { A’}"_; un conjunto de matrices com-

plejas de entradas constantes y tamano s X s (siendo s la cantidad de variables
dindmicas almacenadas en el campo u), y f : R” — C* un campo acotado.
El problema de Cauchy o problema de valores iniciales para este sistema de
ecuaciones consiste en encontrar una solucién u(t, x) partiendo de cierto dato
inicial u(0,z) = f(x).

Nos interesa estudiar condiciones necesarias y suficientes para que el pro-
blema de Cauchy asociado a sea bien puesto; esto es, bajo qué condiciones
hay una solucién tnica de que dependa continuamente del dato inicial.
Ademas, nos preguntamos si dichas condiciones también son validas para sis-
temas mds generales, como por ejemplo aquellos en los que las matrices A°
dependen uniformemente de u, o si el hecho de que algunas de dichas condi-
ciones no se cumpla en el caso general implica necesariamente que tampoco se
cumpliran en el caso a coeficientes constantes.

Restringiremos nuestro andlisis a datos iniciales f para que sean de

la forma
1

f@) = Gy /R ¢m k) d'k, (2.2)

-~

donde f(-) es de soporte compacto. En este caso, existird una unica solucién
suave de ([2.1)), la cual estd dada por

1 vk 7 N n
U(t,l’) = W /Rn €Zk €P( k)tf<k) d k’, (23)
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donde P(ik) := iA’k; se conoce como el simbolo principal del sistemaﬂ

Definicién 2.1.1 El sistema se dice bien puesto si admite una unica
solucion suave en un entorno det = 0, y dicha solucion depende continuamente
del dato inicial; esto es, existe una norma || - || y dos constantes reales C, «
tales que, para todo dato inicial f del tipo yt > 0, vale la siguiente
destqualdad:

Ju(t, 2)]| < Ce*| ()]l (2.4)

La mayoria de las veces no resulta directo verificar que la desigualdad
se cumple para garantizar que el sistema en cuestion se comporta adecuada-
mente. Sin embargo, es posible caracterizar a estos sistemas dando condiciones
puramente algebraicas para su parte principal (o simbolo), y chequear de esta
manera que el problema de Cauchy correspondiente resulta o no bien puesto.
Estudiar la hiperbolicidad de una teoria fisica significa analizar si estas condi-
ciones algebraicas se verifican, y bajo qué suposiciones. Existen varias maneras
de introducir el concepto de hiperbolicidad de estos sitemas. Intuitivamente,
este concepto esta asociado a sistemas de evolucién que se comportan de ma-
nera “similar” a la ecuacion de onda, la cual tiene velocidad de propagaciéon
finita de la informacién, o bien, dominio de dependencia acotado (finito).

Si bien existen varias nociones de hiperbolicidad (algunas mas fuertes que
otras), a continuacién revisaremos sélo aquellas que serdn esenciales a lo largo
del desarrollo de esta tesis.

Definicién 2.1.2 El sistema se dice fuertemente hiperbaolico si para cual-
quier covector k., la matriz A = A'k; admite solo autovalores reales y es dia-
gonalizable.

Del algebra lineal, es sabido que toda matriz compleja A es diagonalizable
con autovalores reales si y sélo si existe un simetrizador H, es decir, una
forma bilineal definida positiva, tal que la composiciéon H A resulta simétrica.
Luego, a partir de la definicién anterior se deduce que resulta fuertemente
hiperbdlico s7 y sdlo si para cada k, hay una matriz H (k) tal que la composicion
H(k)A resulta simétrica.

Si bien no siempre es facil hallar (cuando existe) el simetrizador H(k), esta
técnica resulta tutil para chequear que un sistema es fuertemente hiperbdli-
co, pues a partir del simetrizador es posible construir un producto interno y
por lo tanto una norma que proviene de dicho producto. En efecto, si defini-
mos (v, w) := vIH(k)w, resulta ||ul|? := (u,u). Luego, considerando el modo

'Referimos al lector al libro de Taylor [25] en el que la teorfa pseudo-diferencial para
sistemas de ecuaciones en derivadas parciales es tratada en detalle y con alto grado de
rigurosidad.
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u(t,z) = uy(t)e*®, se tiene d;||ul|*> = 0 como consecuencia de la simetria de
H(k)A.

Una posibilidad atin maés interesante es que dicho simetrizador no dependa
de k. Tenemos entonces la siguiente

Definicion 2.1.3 El sistema se dice simétrico hiperbolico si es posible
encontrar un simetrizador comun H; esto es, independiente de k.

La nocién de hiperbolicidad simétrica es una condicion suficiente, pero no
necesaria para garantizar que el correspondiente problema de Cauchy resulte
bien puesto. Sin embargo, la hiperbolicidad fuerte en el sentido de la defini-
ciéon [2.1.2] si resulta necesaria, al menos para garantizar que la desigualdad
se satisfaga para alguna norma || - ||. En [19], por ejemplo, Kreiss propor-
ciona un conjunto de resultados importantes que relacionan las nociones de
hiperbolicidad fuerte y simétrica con la nocién de well-posedness, reduciendo
considerablemente el estudio del problema de Cauchy.

Revisamos a continuacion algunos de dichos resultados, los cuales hemos
condensado en los teoremas 2.1.1 y 2.1.2. Las demostraciones pueden verse en
[19].

Teorema 2.1.1 FEl sistema es bien puesto si y solo si existen constantes
C y « tales que, para todo t > 0 y para todo k € R™,

|€P(ik)t‘ < C@at, (25)
donde | - | es la norma matricial usual.

Teorema 2.1.2 Sea F un conjunto de matrices A € C"*" e I la matriz iden-
tidad n X n. Entonces, las siguientes proposiciones son equivalentes:

» Eziste una constante C; tal que |e?t| < C para toda A € F y todo t > 0.

» Para toda A € F ytodo s € C tal que Re(s) > 0, la matriz A— sl resulta
no singular. Mds aun, existe una constante Cy tal que

Cy
Re(s)’

(A —sI)7Y < A€ F, Re(s)>0.

(Esta condicion es conocida como condicion resolvente).

» FExiste una constante C3 > 0 con la siguiente propiedad: para cada A €
F, existe una matriz hermitiana H = H(A) € C™™ con

I
G SH<SGI y  HALAH <O
3
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De acuerdo con estos resultados, las ecuaciones de la dinamica de fluidos
tanto newtonianos como relativistas constituye un sistema estrictamente hi-
perbolico (fuertemente hiperbdlico con todos sus autovalores distintos), donde
sus autovalores corresponden a las velocidades de propagacion de las pertur-
baciones en el fluido (ver por ejemplo [24], seccién 7.6).

Si el sistema es tal que A = A'k; tiene autovalores reales, pero sus au-
tovectores no forman una base de R™ (es decir, si A no es diagonalizable),
el sistema se dice débilmente hiperbolico. En algunos casos particulares, uno
puede mostrar que el sistema es débilmente hiperbolico en el sentido de Kreiss
[19] si se cumple la siguiente desigualdad:

") < g 1+ (\E\t)”] e, (2.6)

para ciertas constantes reales «, 5, v y todo t > 0. A modo de ejemplo,
consideremos el sistema

ov = 0yv+ O,w

8,511} = &Ew

que puede ser llevado a la forma (2.1)) tomando u = (v, w) y

11
A= ( bl ) |
Considerando nuevamente la evolucién del modo u(0, ) = (v,, w,)e*®, obte-
nemos

v(t,z) = (ikwot + v,) @+
wt,r) = wert,
Si bien es claro que |w| = |w,| < 0o, la norma de v satisface una desigualdad

como la de la ecuacién ([2.6)).

Este tipo de sistemas se caracterizan por soluciones que crecen polino-
mialmente en \l;\t por lo que no pueden ser acotados independientemente de
|E\ La desigualdad 1} significa que la solucién es una funcién continua de
los datos iniciales pero en diferentes topologias (6 en espacios de Sobolev de
diferentes 6rdenes). Esta no resulta en general la situacién deseada si se pre-
tende una implementacién numérica concreta, pues implicaria que para cada
iteracion se “pierden” dérdenes de diferenciabilidad, obteniendo cada vez una
solucién “menos suave”. Esto aparece, por ejemplo, en ciertas formulaciones
de las ecuaciones ADM en Relatividad General, y el problema puede rastrearse
a partir de propiedades algebraicas del simbolo principal, el cual en este caso
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es un bloque de Jordan de orden 2, con dos autovalores iguales pero que no
resulta diagonalizable. También es comin que la adicién de pequenas perturba-
ciones a sistemas fuertemente hiperbolicos a coeficientes constantes destruyan
la suavidad de las soluciones originales. Un ejemplo simple pero contundente
de este caso puede verse en [21], donde la inclusién de términos perturbativos
de orden inferior provocan un crecimiento exponencial (en frecuencia) de la
solucién a tiempos cortos.

2.2. Sistemas cuasilineales

Todos los resultados anteriores se generalizan a sistemas cuasineales de
primer orden generales; i.e., sistemas del tipo

ou® = A*(t,z,u)0u’ + BY(t,z,u) ;

{ ua|o = f “,
donde u® = u®(t, x) son tensores arbitrarios conocidos, y A%z y B* son funcio-
nes suaves de sus argumentos. La manera intuitiva de generalizar estas ideas
es definir hiperbolicidad a partir del sistema linealizado alrededor de alguna
solucién de fondo, considerando la forma local del simbolo principal (es decir,
evaludndolo en dicha solucién). Es posible ver que las nociones de hiperbo-
licidad fuerte y simétrica definidas en este sentido también implican que el
sistema resulta localmente bien puesto. Si bien el comportamiento de las solu-
ciones de este tipo de problemas atin no se comprende por completo, es posible
utilizar los teoremas presentados en la seccion anterior para el estudio de su
hiperbolicidad, al menos para pequenos intervalos de tiempo. Proporcionamos
para ello la siguiente

(2.7)

Definicién 2.2.1 Para 0 < T, < oo, sea u,(t,x), t € [0,1,) una solucion
suave del sistema con dato inicial f,(x) := u,(0,z). Decimos que dicho
sistema es bien puesto en u, con respecto a la norma || - || si para todo € > 0
existe 0 > 0 tal que para cualquier dato incial suave f(x) con ||f — f,|| <6,
existe una solucion suave u(t, x) definida en 0 <t < T, que satisface |u(t,-) —
Uo(t, )| < e cuando |T — T, < 6.

Las condiciones de hiperbolicidad para sistemas casilineales resultan del
espiritu de aquellas que funcionan para sistemas a coeficientes constantes, pero
con algunas sutilezas.

Definicién 2.2.2 FEl sistema se dice fuertemente hiperbdlico si existe
un simetrizador, esto es, una forma definida positiva Hag = Hap(t, x,u, k) que
depende suavemente de todos sus argumentos tal que hog = Hoy AV gk, Tesulta
también simétrica para todo covector k..
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Nuevamente, a través de la suavidad requerida tanto en los coeficientes
en como en H,g, la hiperbolicidad fuerte se mantiene si y sélo si la
parte principal A*s(t, x,u)k. admite un conjunto completo de autovectores
con autovalores reales. La mayor diferencia con el caso a coeficientes constantes
reside en que sélo es posible probar que la solucién existe localmente en el
tiempo, dado que luego de cierto tiempo pueden desarrollarse singularidades
o discontinuidades en la evoluciéon, como veremos en la proxima seccion.

2.2.1. Formulacion covariante de Geroch

Denotando con ®* al conjunto de campos dindmicos, resulta posible escribir

al sistema ([2.7) como
K% V.0 = I,. (2.8)

Aqui, K¢, representa el simbolo principal del sistema y denotamos con [y
a la fuente. Ambas cantidades pueden depender de las coordenadas y de los
campos dinamicos. El indice en maytuscula representa cantidades tensoriales
arbitrarias, mientras que el indice griego es el conjunto de campos dinami-
cos. Empleando esta formulacién, Geroch [26] demostré el siguiente criterio de
hiperbolicidad simétrica para el sistema :

Teorema 2.2.1 FEl sistema (@) es simétrico-hiperbolico si y solo si existe un
simetrizador H*,, suave tal que:

. HAaKjﬁ resulta simétrico en los indices o y [3
= existe un campo covectorial t, tal que taHAaKjﬁ es definido positivo.

Por otra parte, para ver que un sistema cuasilineal resulta “mal puesto” (es
decir, no resulta fuertemente hiperbélico), puede emplearse un resultado simple
y util proporcionado por Strang [27]. En uno de sus trabajos, el autor estudia
sistemas de orden superior que respetan la forma

Oyu = Z Ay (z) D%, (2.9)
o] <m
donde z = (z1, -+ ,2,) E R, u=u(t,x) € C°, a:= (o, - ,a,) ENl'y
olel
D* : o) == 01 + - + .

= Ao A
al‘l cc e al‘%n

Strang afirma que si un sistema como ([2.9)) es bien puesto respecto de la norma
L?, entonces su parte principal, con los coeficientes evaluados en cualquier pun-
to y cualquier solucién cercana a los datos iniciales, también resulta bien puesto
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en el sentido de la definicién 2.1.1] (ver [27] para més detalles). La relevancia
de este teorema reside en el hecho de que muestra que el problema de well-
posedness resulta entonces un problema microlocal (o de alta frecuencia, como
veremos). Dado que la parte principal de un sistema cuasilineal homogéneo de
primer orden coincide con la linealizacién en un punto arbitrario, si tomamos la
linealizacion del sistema alrededor de una solucién constante y probamos que el
sistema resultante no es bien puesto, entonces el sistema completo tampoco lo
sera. En el capitulo 3] emplearemos esta técnica para evaluar la hiperbolicidad
de la teoria Force-Free en potenciales de Euler.

2.3. Leyes de conservacion

Finalizamos este capitulo revisando algunas ideas clave referidas a la clase
de sistemas cuasilineales que aparecen al estudiar fluidos en Hidrodindmica
Relativista.

Es sabido que el problema de valores iniciales para sistemas no lineales
puede no admitir solucién global en el tiempo, pudiendo la soluciéon desarro-
llar singularidades luego de un cierto tiempo finito. Esto sucede cuando las
primeras derivadas de la solucién divergen. En procesos de colisién de nticleos
pesados, por ejemplo, la velocidad relativa de los nicleos es supersénica, por
lo que se espera que se produzcan ondas de choque (ver, por ejemplo, [2§]).
Por otro lado, las ondas de choque relativistas podrian estar relacionadas con
la transicién de fase de la materia nuclear [18].

Con el término “leyes de conservacion” nos referimos generalmente a re-
laciones integrales, las cuales podrian en principio ser satisfechas por campos
que no resultan diferenciables, incluso siquiera continuos. Basta que dichos
campos sean medibles y acotados. Suele referirse a dichas soluciones como so-
luciones generalizadas, en contraposicién a las soluciones cldsicas (o regulares)
que se manifiestan en otro tipo de leyes fisicas. La pérdida de regularidad en
la solucién puede significar que, si bien la solucién existe, ésta deja de ser di-
ferenciable a partir un determinado tiempo. Este tipo de situaciones aparece
en una gran variedad de fenémenos fisicos. Sin embargo, desde el punto de
vista matematico, podria encontrarse mas de una solucién generalizada par-
tiendo del mismo dato inicial. Una pregunta natural es si existen criterios que
permitan seleccionar aquella solucién que tenga sentido fisico y que permita
predecir cémo se comportara el sistema real, descartando el resto de soluciones
(espurias) que sélo tienen sentido matematico.

Una ley de conservaciéon predice que la taza de cambio de una cierta can-
tidad contenida en un dominio fijo D es igual al flujo de dicha sustancia a
través del borde de su dominio, 9D. Si denotamos por u a la correspondiente
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densidad y por f a su flujo, esta ley se expresa como

d
— | udr =— f-ndsS, (2.10)
dt Jp oD

donde n es la normal hacia afuera de D y dS el elemento de superficie de 9D.
De este modo, la integral de la derecha en la férmula contabiliza el flujo
que sale (por esa razén lleva un signo menos). Aplicando ahora el teorema de
la divergencia e introduciendo la derivada temporal dentro de la integral en la
expresion de la derecha, obtenemos

/ (Qyu+ 0, f") du = 0. (2.11)

Hasta aqui, este razonamiento resulta valido para un dominio no vacio arbitra-
rio D. Luego, es posible tomar el limite formal para el volimen de D que va a
cero, restringiéndolo a un sélo punto del dominio en el que todas las derivadas
parciales de u y de f sean continuas (asumiendo que existen), obteniéndose la
ley de conservacion

du+ 0, f =0, (2.12)

la cual se generaliza de manera directa para un sistema de leyes de conservaciéon

O u® + 0" = 0. (2.13)

Aqui, el simbolo f* denota la i—ésima componente del flujo de la cantidad
u®, que puede ser funcién de todas las u®. Notamos que el sistema (2.13)) es un
sistema cuasilineal del tipo de aquellos que presentamos en la seccién anterior.

En efecto, (2.13)) es equivalente a

Oy u® + A g(u)d;u’ = 0, (2.14)
donde of

es el jacobiano de las ™. En lo que sigue, asumiremos que el sistema
es estrictamente hiperbolico i.e., fuertemente hiperbédlico con todos sus auto-
valores distintos. P. Lax demostrd que este problema admite, a lo mucho, una
tnica solucién clasica [29]. Sin embargo, como introducimos anteriormente, no
siempre existe solucion clasica de (2.14]), aun partiendo de un dato inicial sua-
ve. Es posible visualizar este hecho considerando el caso de una sola ley de
conservaciéon, digamos

duu + 9, F (u) = 0, (2.16)
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la cual puede escribirse como
Oyu + a(u)d,u = 0, (2.17)

con a(u) := F'(u). Luego, la solucién u(t, x) es constante alo largo de las curvas
c(t) tales que ¢ (t) = a(u(t, c(t))), las cuales se conocen como caracteristicas de
(2.17). La constancia de la solucién a lo largo de las caracteristicas muestran
que éstas se propagan a velocidad constante, siendo por lo tanto lineas rectas
cuya pendiente en cada punto depende del dato inicial u(0,z). Luego, puede
suceder que las caracteristicas se crucen en algin punto (t,z). Es a partir de
dicho evento que la solucién deja de ser suave, volviéndose discontinua. Esto
motiva la siguiente

Definicion 2.3.1 Decimos que u es solucion generalizada del sistema
st satisface la forma integral de dicho sistema; es decir, si

to
/ uo‘(tg,x)d:c—/ uo‘(tl,x)d:c—l—/ fYndSdt=0 (2.18)
D D

t1 oD

vale para todo dominio acotado suave y para cualquier intervalo de tiempo
(t1,t2).

La definicién anterior es equivalente a pedir que (2.14) se cumpla en sentido
distribucional o débil.

2.3.1. Condiciones de Rankine-Hugoniot

Supongamos ahora que S; es una superficie suave no cerrada que se mueve
con el tiempo (puede pensarse también como una familia monoparamétrica de
superficies suaves), y u € C! una solucién de continuamente diferenciable
fuera de S; para cada t, y discontinua a través de S;. Luego, puede verse
que la condicién que debe satisfacer u en cada punto de S; para ser solucién
generalizada es

s[u®] = [f]-n, (2.19)

donde [u®] y [f*] denota la diferencia de los valores de u® y f* en ambos lados
de &;, n es la normal a la superficie y s denota la velocidad con la que &; se
propaga en la direcciéon de la normal en cada punto. Las relaciones se
conocen como condiciones de Rankine-Hugoniot.

El resultado formal puede condensarse en el siguiente

Teorema 2.3.1 Siu® es suave a trozos, entonces u® es solucion generalizada
del sistema sty solo si se verifican las siguientes condiciones:
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» u® es solucion cldsica de en las regiones en que es suave;

= u® satisface las condiciones en cada punto de discontinuidad, sien-
do s la velocidad de propagacion de la discontinuidad.

Para una demostracion detallada de dichas relaciones en algunos casos par-
ticulares puede verse [29).

2.3.2. Condiciones de entropia y ondas de choque

Al considerar soluciones generalizadas de las ecuaciones que describen leyes
de conservacién, surge el problema de la falta de unicidad de la solucién, por
lo que resulta necesario imponer una condicién extra a tal fin. Buscamos que
dicha condicién garantice seleccionar, de entre todas las posibles soluciones,
aquella que sea fisicamente relevante, en el sentido que describa la situacién
fisica deseada. Una manera de imponer dicha condicion extra es pedir que
la solucién buscada sea el limite de la sucesién de funciones {u2} que son
soluciones del problema difusivo

Ou® + 0 f(uP) = e0'0u?, (2.20)

cuando € — 0. Fue también Lax quien logro caracterizar a esta solucién unica,
para sistemas de leyes de conservacion, del siguiente modo: ademés de satisfacer
las condiciones de Rankine-Hugoniot, los autovalores A; de la parte principal
deben satisfacer que exista al menos un k con 1 < k < |o] tal que

e (ugg) = 5> M (ue,)
(2.21)

Ak—1 (Uf;q) <8 < Ay (Ugey)

donde ug,, y ug,., son los valores a izquierda y derecha de la discontinuidad a
cada t, y denotamos por |a| a la cantidad total de ecuaciones que conforman el
sistema. Las desigualdades garantiza que todas las caracteristicas con-
vergen a la discontinuidad (k lo hacen por la izquierda y || + 1 — k por la
derecha). Esta informacién, més las condiciones determinan univoca-
mente los valores que toma u® a la izquierda y derecha de la discontinuidad.

Definimos una onda de choque como una solucién generalizada de ,
que satisface las propiedades (2.19) y . Asimismo, una onda que no satis-
face las condiciones de Rankine-Hugoniot se conoce como onda de rarefaccion,
y describe una solucién continua y suave a trozos que es autosimilmﬂ ie., su
solucion depende de las coordenadas y el tiempo a través de la combinacién
x/t.

2Esta propiedad se basa en la invariancia de la solucién bajo la transformacién (¢, x) —
(at,ax), de modo que debe ser constante a lo largo de las curvas = = st, con s € R.
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Capitulo 3

Electrodinamica Force-Free en
potenciales de Euler

3.1. Introduccion

Es bien conocido que en las cercanias de objetos compactos como estre-
llas de neutrones, pilsares e incluso agujeros negros, la presencia de campos
magnéticos intensos provoca la generacion de un plasma ténue de muy baja
densidad (en comparacion con la intensidad de los campos magnéticos, en uni-
dades de energia). En dichas regiones, la energia del campo electromagnético
domina respecto de la materia que constituye el plasma, y esto hace posible
que la descripcién de estos fendmenos pueda realizarse solo teniendo en cuenta
efectos puramente eléctricos y magnéticos, dando origen a la Flectrodinamica
Force-Free (FFE).

Una teoria completa para la FFE ha sido desarrollada en varios trabajos,
mientras que una revision bibliografica puede encontrarse en [30]. Alli, muchos
aspectos de la dinamica del campo electromagnético son vistos desde una pers-
pectica relativista, haciendo hincapié en propiedades geométricas, ademas de
proveer nuevos resultados. En una serie de trabajos anteriores [31] 32], se desa-
rrollé una formulacién covariante general de la FFE; i.e., sin asumir simetrias
espaciotemporales. En ella se hace uso de dos variables dinamicas escalares,
conocidas como Potenciales de Fuler. Una idea similar fue introducida pre-
viamente por Stern [33] a principios de los '70, aunque desde una perspectiva
no relativista. La formulacion de la FFE en potenciales de Euler resulta a ve-
ces empleada en simulaciones numéricas, como por ejemplo en [34], 35], y mas
recientemente en [36].

En [37], Komissarov centra su interés en el estudio de la hiperbolicdad y el
problema de valores iniciales de teorias degeneradas de la FFE, pero también
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desde una perspectiva no covariante, en la que se emplea un sistema de coorde-
nadas especificas para escribir y resolver las ecuaciones de evolucién correspon-
dientes, las cuales son presentadas en forma de leyes de conservacion. Subse-
cuentemente, Pfeiffer [38] modific las ecuaciones de Komissarov, y asi obtuvo
un sistema simétrico-hiperbolico de evoluciéon. Muy recientemente, Carrasco y
Reula [39] emplearon el formalismo geométrico desarrollado por Robert Geroch
con el fin de desarrollar una formulacion covariante y simétrico-hiperbélica de
la FFE, empleando como variables dinamicas los campos eléctrico y magnético
(compactados en el tensor de campo electromagnético de Maxwell). Adem4s,
se realiz6 un analisis detallado de la estructura caracteristica del sistema co-
rrespondiente, asi como de la estructura causal por la cual se propagan los
diferentes modos. Esto pudo ser posible empleando una técnica similar a aque-
lla desarrollada por Abalos et. al. en [40] para estudiar generalizaciones no
lineales del Electromagnetismo, que surgen a partir de densidades lagrangia-
nas que dependen sélo de los invariantes electromagnéticos. La formulacién
simétrico-hiperbdlica desarrollada en [39] permite implementar numéricamen-
te las ecuaciones de la EFF, simulando diferentes escenarios fisicos en los que
estos fenémenos predominan [41], 42].

En este capitulo desarrollamos un estudio detallado del problema de valores
iniciales de la versiéon de FFE empleando Potenciales de Euler como variables
dindmicas (FFEEP). Esta contribucién se enmarca en el mismo proyecto de
investigacion de los trabajos [39, [41]. M4s especificamente, demostramos que la
teoria de FFEEP resulta débilmente hiperbolica, y como consecuencia no posee
un problema de valores iniciales bien formulado (referimos al lector al Capitulo
2 de esta tesis, donde se revisan los conceptos de hiperbolicidad débil, fuerte
y simétrica). En particular, se ve que no es posible construir un simetrizador
(i.e., una forma bilineal, simétrica, no degenerada y definida positiva) para las
ecuaciones dindmicas, a diferencia de lo hallado en [39] para la misma teorfa,
pero empleando campos electromagnéticos como variables dinamicas.

Esta patologia se pone de manifiesto desde tres perspectivas distintas (dos
de ellas algebraicas, y la tercera a partir de herramientas del anélisis funcional).
La primera de ellas se basa en el uso de un criterio algebraico para sistemas
cuadrados introducido por Kreiss [19], el cual provee condiciones necesarias y
suficientes para que el sistema sea hiperbdlico (ver Capitulopara detalles). En
segundo lugar, realizamos un estudio detallado de la estructura caracteristica
de las ecuaciones de evolucion, verificando que el correspondiente problema
algebraico no posee una base completa de autovectores. Por ultimo, desde la
perspectiva del analisis funcional, se prueba que la correspondiente evolucién
no es continua en general con respecto al dato inicial para ninguna norma de
Sobolev. Este hecho es ilustrado ademas por medio de la construccién explicita
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de una sucesion acotada de datos iniciales tal que, para cualquier tiempo tan
cercano al inicial como se desee, la correspondiente sucesion de evoluciones
resulta no acotada, violando asi la continuidad de la solucién respecto al dato
inicial (ver ec. (2.4)).

Este capitulo se organiza de la siguiente manera. Comenzamos por una revi-
sién breve de la Electrodindmica Force-Free como teoria degenerada de campo,
discutiendo algunos aspectos algebraicos y geométricos relevantes que surgen
en el camino, introducimos los potenciales de Euler y la nocién de superficies
de flujo asociadas a éstos. En segundo lugar, presentamos las ecuaciones de
evolucion que seran el objeto central de estudio a lo largo de este capitulo.
En particular, dicutimos la libertad de gauge, hiperbolicidad y estructura ca-
racteristica. Finalmente, nos dedicamos al estudio detallado del problema de
valores iniciales del sistema, desde las tres perspectivas comentadas anterior-
mente.

3.2. Electrodinamica Force-Free

Como anticipamos en la introduccién, la Electrodindmica Force-free es una
version no lineal de las ecuaciones de Maxwell, que surge imponiendo una
condicion algebraica conocida como aprozimacion force-free. Comenzamos es-
cribiendo las Ecuaciones de Maxwell en forma covariante, dadas por

ab b .
{VaF = —4nJb; (3.1)

v[aF’bc] = 0,

donde F,;, es un campo tensorial suave, antisimétrico y de tipo (2,0), definido
sobre un espaciotiempo de fondo (6 background) (M, ga), y J* el cuadrivector
densidad de corriente electromagnética. Notamos que, en virtud de la antisi-
metria de F;, J* resulta conservada. Asociado a esta teoria lineal se tiene el
tensor de energia—momento del campo electromagnético, dado por

1

1
Tab - - FachC - _gabFCchd . (32)
47 4

Como consecuencia de las ecuaciones (3.1]), este tensor no resulta en general
conservado, verificandose la conocida identidad

VT% = —F%J°. (3.3)

Esto implica que, al menos localmente, la pérdida de energia y momento de
cualquier sistema electromagnético es exactamente el producto entre el trabajo
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ejercido por la fuerza eléctrica pE y la velocidad de las particulas que componen
al sistema.

En el contexto de la magnetohidrodinamica relativista (ver, por ejemplo,
[43]), el tensor de energia—momento asociado al plasma contiene contribuciones
tanto de materia como de energia del campo electromagnético. La aproxima-
cion force—free consiste en despreciar la contribucién debida a la densidad de
materia del plasma, en situaciones astrofisicas en la que ésta es varios érdenes
de magnitud menor que la contribucién debida al campo electromagnéti(:(ﬂ
Asi, de la conservacion general del tensor de energia—momento

Vo (Tghy + T oma) =0 (3.4)

plasma

(vélida para cualquier teoria factible de fluidos, como es el caso del plasma que
conforman estos sistemas), se obtiene

FuJ" =0, (3.5)

de donde se sigue inmediatamente que F,;, resulta una 2—forma degenerada.
Esta sutil e importante propiedad implica, en particular, la existencia de un
sistema de referencia (o frame) definido por J, para el cual el campo eléctrico
medido respecto del mismo se anula. Llamaremos sistemas magnéticamente do-
minados a aquellos sistemas fisicos que cumplan esta condiciénﬂ. Asi, estamos
en presencia de un plasma cuyo unico efecto es (debido a su alta conductividad)
hacer el campo eléctrico més pequeno que el campo magnético.

En consecuencia, la evolucion del tensor de campo electromagnético estd
dada independientemente de los grados de libertad de la materia que constituye
el plasma, dando origen a un sistema completo de ecuaciones de evoluciéon. Este
sistema de ecuaciones se obtiene simplemente agregando a las ecuaciones de
Maxwell la condicién de manera conveniente. En efecto, contrayendo
la primer identidad tensorial en (3.1]) con Fj. se obtiene

{FbCVaF“b = 0;

V[anc] = 0. (3'6>

3.2.1. Hoja magnética

Desde una perspectiva puramente algebraica, la condicién (3.5)) implica que
det(F) = 0, o lo que es lo mismo,

“FF, =0, (3.7)

'En [37], Komissarov define la teorfa Force-free electromagnética como la contribucién
de orden cero en magnetohidrodindmica relativista, bajo perturbaciones de materia.

2En general, no se espera que la condicién de dominancia magnética sea preservada du-
rante la evolucién en el contexto de simulaciones numéricas. Esta condicién debe imponerse
en cada paso temporal (ver [4I].
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donde denotamos por *F% a la accién sobre F% del operador de Hodge *, la
cual viene dada por

1
*Fab — §5adech7 (38)

siendo €49 €l elemento de volumen compatible con la métrica de fondo g,p.
Esta condiciéon mune a cualquier sistema force-free de propiedades geométricas
interesantes, las cuales seran desarrolladas en la siguiente seccién. La antisi-
metria y degeneracién del tensor de Maxwell implica directamente que el niicleo
de F'%, es un espacio vectorial bidimensional, y por lo tanto para cada p € M
existe un par de vectores linealmente independientes {u®, v*} tales que

Fyu’ = F% 0" =0. (3.9)

Asumiendo cierta regularidad para Fy,, no es dificil ver que el conjunto
de pares de vectores que satisface la propiedad en cada punto de M es
de hecho localmente integmbleﬂ; es decir, genera una supericie suave bidimen-
sional, conocida como superficie de flujo o hoja magnética. Esta condicion de
integrabilidad se sigue del hecho de que V[ Fyq = 0. Asi, las lineas de campo
magnético medidas por cualquier observador corresponde a la interseccién en-
tre la hoja magnética y las superficies de simultaneidad de dicho observador.
Dado que F,,F®* > 0, se tiene que dicha superficie es de caracter temporal y
por lo tanto es posible interpretarla como la superficie mundo de alguna linea
de campo magnético inicial durante la evoluciénﬁ En particular, la ecuacion
implica que J* es tangente a ella.

Otro aspecto relevante de los sistemas force-free es consecuencia trivial de
las ecuaciones . De hecho, se cumple la igualdad Flqp FlqJ 4 =0,y dado que
FlapFrq) s una 4—forma sobre una variedad diferencial de dimension 4, ésta debe
ser proporcional a la forma de volimen asociada, la cual es manifiestamente
no degenerada. Luego, debe ser Fiq,Feq = 0, lo que implica que Fy;, es simplﬂ,
i.e., existe un par de campos covectoriales £}, ¢2 tales que, al menos localmente,

Fop = 201,03, (3.10)

Es claro que ¢! y £2 son linealmente independientes, y para sistemas magnéti-
camente dominados, ambos son de caracter espacial. Recalcando una vez mas

3M4s especificamente, el nicleo de F,; es integrable si es tangente a subvariedades de
bidimensionales de (M, gap)-

4Esto se deduce simplemente del hecho de que, al existir un frame en el que el campo
eléctrico se anula, en dicho frame vale F,, F* = B2 — E2 = B2 > (. Dado que el escalar
F,,F* > 0 es un invariante, se sigue que F, F > 0 para cualquier sistema de referencia.

5Una discusién detallada de estas propiedades puede encontrarse en el libro [44], prop.
3.5.35.
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la propiedad (3.9)), se ve que ¢! y ¢ son, ademds, ortogonales a la hoja magnéti-
ca.

3.3. Potenciales de Euler y grados de libertad
internos

La condicién de integrabilidad del nicleo de F'%, implica también la exis-
tencia local de dos campos escalares {¢1, ¢2} tales que la hoja magnética
introducida anteriormente coincidd’ con la interseccién de las hipersuperficies
de nivel de ambos campos, ¢, = const. y ¢ = const. Estas funciones se cono-

cen comunmente como Potenciales de Fuler y comparten algunas propiedades
interesantes. En virtud de la expresién local (3.10)), debe ser

Fopy = Va1 Vo — V1 V09, (3.11)

mientras que el potencial vector se escribe

Ao = 3 (61 Vubr — :%utn). (3.12)

Resulta conveniente en este punto relucir la estructura interna presente en
la teoria al introducir los potenciales de Euler. En primer lugar, para el par
de indices internos i = 1, 2, se definen los vectores ¢%; normales a las hojas
magnéticas como

0% = gV (3.13)

En segundo lugar, y también para i = 1,2, denotamos como &% al simbolo
antisimétrico tal que e'? = 1, y asumimos la existencia de otro stmbolo (al que
llamamos inverso), €;;, con la propiedad siguiente:

€ij€jk = — (5Zk (314)

Aqui, 0"; es el mapa identidad, cuya accién sobre una cantidad A’ es §'; A7 =
A’ Estos simbolos serdn ttiles para “subir” y “bajar” indices internos del
siguiente modo: para una dada f;, denotamos f* := € f;. Reciprocamente, y
en consistencia con , debe ser f; = —e;;f7. Toda esta estructura interna
permite expresar los campos v (3.12) de una manera més conveniente.
En efecto, se tiene que

Fab = 5”Vaq§ivb¢j s (315)

1 ..
Aa = §5U¢iva¢j' (316)

6Para una deduccién cuidadosa de este aspecto, véase [45].
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Es posible advertir sobre cierta libertad en la elecciéon de estos potenciales,
de manera que F;, resulte invariante ante dicha eleccion. Mas especificamente,
al considerar la transformacion més general

b > b5 = 0(e), (3.17)

sus gradientes cambian del siguiente modo:

99,

Vangj — 3¢

Vi = Xijva¢ia (3-18)

donde ~
i . 09;
YT ag

De esta manera, el tensor de Maxwell transforma como

(3.19)

Fuy = 9V46iVo;
=" X'V utr Ve
= det (x) Fa, (3.20)

donde en el iltimo paso usamos el hecho de que cualquier simbolo antisimétrico
de tipo (2,0) en el espacio interno es proporcional a £¥. El factor de proporcio-
nalidad es exactamente el determinante de x. Luego, sélo aquellas transforma-
ciones como las dadas en (3.17) que ademds cumplan la condicion det (x) = 1
dejan Fy, invariante. Estas transformaciones pertenecen al grupo de simetrias
SL(2,R).

La condicién anterior tiene también un significado geométrico importante,
notando directamente que

(61, ¢2)

4t ) =1 50y, 60)

, (3.21)

que es equivalente a pedir que el jacobiando de la transformacién tenga
determinante igual a la unidad. Geométricamente, esta condicién pide que el
elemento de superficie permaneza invariante ante ((3.17)).

Por 1timo, encontramos util introducir la forma bilineal dada por

Gij = Ez : gj = gabva¢iVb¢j. (322)
Por construcciéon, Gj; es simétrica y satisface
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det (G) = %sijekaiijm
= 5 (I00) (" gocl kgl )
= g, (3.23)
donde el invariante F' := F%®F,, es positivo para sistemas magnéticamen-

te dominados. Luego, se tendrd en general que det (G) # 0, por lo que se
sigue que Gj; es invertible; i.e., existe un simbolo G, también simétrico,
tal que GUGM = 0. Si bien existe una manera alternativa de construir
un simbolo simétrico de rango (2,0) a partir de G;; dado por la contraccién

GV .= g*cI'Gyy, un célculo sencillo permite ver que
Gii — 2 (3.24)
F )

es decir, ambos simbolos contienen la misma informacion, moédulo un factor de
proporcionalidad.

Todas las propiedades geométricas vistas hasta aqui seran fundamentales
para el analisis subsiguiente, en el que abordamos el problema de valores ini-
ciales de la teoria.

3.4. Ecuaciones de evolucion

Escribiendo el tensor de Maxwell en término de los potenciales de Euler,
resulta posible reexpresar el sistema de ecuaciones (3.6)) de siguiente modo:

eIV Ve (Vi V) =0, k=1,2, (3.25)

donde ¥ y toda la estructura interna empleada aqui es aquella introducida en
la seccién anterior de este capitulo (ver seccién [3.3).

Es directo ver que es invariante ante las transformaciones unitarias
. Mas aun, una vez que la eleccién de gauge ha sido realizada en alguna
superficie espacial, ésta permanecerd fija durante la evolucion. Esta sutil pro-
piedad es consecuencia directa del hecho de que los potenciales de Euler son
constantes sobre cada hoja magnética. En particular, éstos son constantes en
la intersecciéon de la hoja magnética y cualquier superficie de Cauchy . Luego,
una vez que se ha dado dato inicial para el sistema (3.25) y por lo tanto una
eleccién de gauge ha sido prescripta en cada punto de X, dicha transformacién
de gauge no varia en la direccion de la evolucion.
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En efecto, si ¢; — ¢; es cualquier transformacién del tipo 1)1'

tomando derivadas se obtiene localmente

0= V[avb]gbk
= (Viaxi”) i) + X6” Vialji0
= (Viax?’) Cie)- (3.26)

Considerando ahora un campo vectorial t* en el complemento ortogonal
def {¢%1, %5} en cada punto de M (i.e., tangente a las hojas magnéticas) y
tomando la contraccién de (3.26)) con t*%;, se obtiene

(t“Vanj) Gij = 0, (327)

0, equivalentemente,
t*Vaxi’ = 0. (3.28)

donde hemos empleado que Gj; es invertible (recordar ecuacién (3.24])). Luego,
las tranformaciones x;’ resultan ser constantes a lo largo de cualquier direccién
en las hojas ¢; = const., como se queria probar.

3.5. Hiperbolicidad y estructura caracteristi-
ca

Esta seccion se dedica al estudio detallado de la hiperbolicidad del sistema
(3.25)). Para ello, analizaremos el estudio de perturbaciones de alta frecuencia
sobre un fondo arbitrari(ﬂ Debido a la velocidad finita de prepagacion de tales
perturbaciones, resulta necesario sélo focalizar en una vecindad de cualquier
punto del espaciotiempo.

Para p € (M, gu) y Op C M entorno de p, sea ¢; : O, — R una solucién
suave de . Para ¢ > 0, consideramos la siguiente familia monoparamétrica
de perturbaciones alrededor de ¢;:

Vi(e) = di+epied/VE (3.29)

donde f : O, — C es un campo escalar complejo suave definido en O,. A
medida que ¢ se aproxima a cero, se producirdn mas oscilaciones alrededor de
la solucién de fondo, siendo en amplitud cada vez més cercanas a ésta. Nos
referimos a dicho limite como el limite de alta frecuencia de la perturbacion.

Se remite al lector al trabajo seminal de [5] para una discusién mucho més detallada de
este punto.
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Reemplazando (3.29) en (3.25) y pasando cuidadosamentd? al limite ¢ — 0,
se obtiene la siguiente condicion algebraica para la perturbacion ¢;:

€7 (Lapl’; — Gijd"s) kkyp; = 0, (3.30)

donde (%; y G}; estdn evaluados en la solucién de fondo, y hemos definido
ko :=V,.f.

El operador € ((l®; — Gy;0%) k*ky que actiia sobre ¢; en (3.30)) resul-
ta el simbolo principal del sistema , y contiene informacién sélo de los
términos de la ecuacién linearizada que tienen orden mas alto en frecuencia.
De la teorfa pseudodiferencial [25, [5, 0], sabemos que basta considerar sélo di-
chas contribuciones para describir completamente la estructura caracteristica
(o wave-set structure, en inglés) del sistema.

3.5.1. Ecuaciones caracteristicas

Veamos ahora cudles son las ecuaciones caracteristicas que aparecen al es-
tudiar el sistema (3.25)). Estas ecuaciones resultan de suma importancia (tanto
analitica como numérica) dado que las raices reales de dichas ecuaciones deter-
minan la estructura causal de la teoria; i.e., el conjunto de todas las posibles
superficies en el espaciotiempo de fondo a lo largo de las cuales se propaga la
informacion y las respectivas velocidades de propagacion.

Para ello, encontramos conveniente definir los escalares x; := ¥¢; - k, con
t = 1,2, de manera que la ecuaciéon es equivalente a

Ay pi=0, (3.31)
donde el operador A estd dado por
Aij = Eié (/{jI{g — k’Qng) s (332)

y k? = k°,. Dado que se buscan soluciones no triviales de (3.31]), debe pedirse
que el determinante de dicho operador se anule. Esta condiciéon se conoce
comunmente como la relacion de dispersion del sistema:

Fk?

det (A) = ]{?2 |:T — Gij/ii/ﬁj:| =0. (333)

8Si g : O, — C es un campo escalar continuo sobre valores complejos, se tiene que

lim g(x)eg(:)

e—0

existe en O, s y solo si g = 0.
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Esta condicién arroja inmediatamente las posibles superficies de propagacién,
las cuales quedan determinadas por alguna de las siguientes ecuaciones: (i)
k? =0, 6 bien (ii) £k? — GYk;x; = 0. Notamos que si k1 = Ky = 0 (ésto es, el
caso en el que k* es tangente a la hoja magnética) ambas condiciones coinciden
y el operador A es trivial. En ese caso, ¢; puede tomarse arbitrario y por lo
tanto existen dos soluciones linealmente independientes para cada direccion
nula.

Si la condicién k1 = ko = 0 no se cumple, es necesario analizar los dos
casos restantes por separado, que llamamos cono y cuna, en alusion a la forma
geométrica que adoptan los gréficos de las condiciones (i) y (ii), respectiva-
mente.

» Caso I (Cono): k* = 0.
Si k1 6 Ky no son ambos nulos, luego p; = K; es una solucién de (3.31)),
y se obtiene entonces un espacio unidimensional de soluciones para cada
direccién nula, dado por {tk; : t € R}.

= Caso II (Curia): £k* — GYkik; = 0.
Recordando las identidades (3.23) y G¥ = &*¢/G)y, y reescribiendo

l; :=|l;| ng, con my - ny =ngy - ny = 1, se obtiene
0 = det(G)k*— Gijﬁmj
= [GP6P [(1 - (nn2)?) K2 — ((k-m)?
(k- n2)? = 2(n1 - ng) (k- nl)(k‘ nz))]
= [GPGP 1= (0 n2) }( kY)
= |6f?|tf? [1_ ny - na) } I (3.34)

donde k; es la norma de la componente de k% en el espacio generado
por (%1 y (%5 (es decir, perpendicular a la hoja magnética). Luego, de la
independencia lineal de ¢%; y £, debe ser (n; - ny)? < 1, de donde dedu-
cimos que la igualdad es valida s7 y solo si k = k. Eligiendo una base
ortonormal {e?} en la que {e, €5} son tangentes a la hoja magnética, es
posible expresar a k? como

k* = —ki + k3 + k7, (3.35)

y por lo tanto la condiciéon para que haya raices reales es que la compo-
nente perpendicular a ¢%; de k* sea cero. En efecto, si k3 # 0, s6lo existen
dos posibilidades para ello: kg = k3 6 kg = —ks.

Por otra parte, y en virtud de la invertibilidad de G%, el problema ((3.31)

es ademas equivalente a

B'; ¢’ =0, (3.36)
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donde el operador B estd dado por
B'j = G" (kjre — K*Gjr) (3.37)

y G dado por (3.24). Més atin, un calculo sencillo permite notar que

B'; = —k*h';, (3.38)
donde -t
; N C )

actia como proyector en el espacio perpendicular a k; con respecto a Gi]ﬂ
De hecho, h';h/), = h'y, y entonces definiendo &' := Gk, obtenemos

. 28" (F 5,
h'; ’ = Far®; (Ek -G mﬁgmm) = 0. (3.40)
Finalmente, ¢' = &' es solucién de (3.36)), lo que implica que ¢; = ;K es
solucién de (3.31]). Nuevamente encontramos un espacio unidimensional
de soluciones para cada una de las direcciones permitidas obtenidas an-
teriormente, las cuales estdn dadas explicitamente por {se;;k? : s € R}.

3.6. Sistema equivalente a primer orden

Dado que las ecuaciones dindmicas resultan de segundo orden en
derivadas, para poder aplicar la teoria desarrollada en el capitulo 2 es necesario
contar con una reduccién a primer orden del sistema, y de esa manera inferir
la hiperbolicidad del sistema original en funcién de los resultados obtenidos
al analizar el sistema reducido. Sin embargo, para que la equivalencia entre
ambos sistemas sea cierta, resulta crucial asegurarse de que toda solucién del
sistema original es equivalente a una y sélo una solucién del sistema reducidd™]

En esta seccion realizamos una “desomposicion 3 4+ 17 del simbolo prin-
cipal de la ecuacion caracteristica , siguiendo la guia del trabajo [47].

9Conviene aqui pensar a G;j como una especie de “métrica” en el espacio de grados de
libertad internos, cuya inversa G*/ estd dada por .

10Mencionamos que este aspecto no siempre es valido en general, y hay muchos ejemplos
que lo verifican. En efecto, la ecuacién de onda O¢ = 0 admite reducciones a primer orden
cuyo espacio de soluciones es mas grande que el espacio de soluciones del sistema original.
Por supuesto, dichas reducciones no resultan hiperbélicas, mientras que otras reducciones
(que si son equivalentes en este sentido) resultan simétrico-hiperbdlicas. Ver, por ejemplo,
[46]
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Luego, obtenemos una reduccién equivalente a primer orden de una manera
muy particular, que previene el origen de soluciones espurias. Empleando la
informacion obtenida en la seccion anterior sobre la estructura caracteristi-
ca, estudiamos el kernel del sistema reducido, concluyendo finalmente que no
posee una base completa de autovectores para ninguna de las direcciones de
propagacién permitidas ((i) ¢ (ii)).

Tomemos una superficie espacial ¥J,, y un punto arbitrario p € X, tal que
los vectores £%; sean perpendiculares en p. Sea O, un entorno de p contenido en
un abierto O C M, el cual suponemos esta foliado por superficies espaciales
que resultan ser los conjuntos de nivel de una funcién suave (que llamaremos
tiempo), t : O — R. Sea ademés t* := (9/0t)* el campo vectorial normal a
cada superficie de simultaneidad y elegimos la coordenada temporal ¢ tal que
t*V,t = 1. Sobre cada una de dichas superficies, definimos un frame ortonormal
{e%}3 ), con €2 = (0/0t)" y para i = 1,2, % estén en las direcciones de ¢%;.

Empleando la notacion usual, en la que

= O.5), K= (o B), 5k, =G F,

la ecuacién (3.30)) se lee ahora del siguiente modo:

—

—eGyikipi + ¥ [|E|2ij — (0 - ]2)(53 ' E)] i = 0. (3.41)

Definiendo las variables
u = kopi; v = \/5\% ) (3-42)

se obtiene el siguiente sistema lineal (o reduccion pseudodiferencial):

k2+k2 (01-F)(02-K)
™3 _ LR
kO 0 _'_JE'_)_) II;;;Ggg ul
(@GR (Bk) KRtk
9 ko |G B R ) (3.43)
k| 0 —ko 0 Zl
0 |k 0 —kq 2

Dicho sistema es completamente equivalente a en el siguiente sentido:
para cada k # 0, existe una relacién biunivoca entre soluciones de los siste-
mas y ; i.e., cada solucién del sistema original (de segundo orden)
es también solucién del sistema , y viceversa. En este caso particular,
este método de obtener un sistema de primer orden en el espacio de Fourier
no incluye ningun vinculo extra, ni tampoco soluciones espurias. Luego, bas-
ta probar que la reduccién es mal puesta para deducir que el sistema
original también lo sera.
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Es sencillo chequar que la matriz dada en (3.43)) no resulta diagonalizable
cuando kg = k3 = 0. Este hecho se exhibira méas adelante mediante la eleccion
de particulares configuraciones para k® y (%;, para las cuales se encontraran
soluciones que crecen linealmente en frecuencia.

Las souciones del sistema anterior, tanto para el caso del Cono como el de
la Cuna mostrados en la seccién anterior estan dadas por

Cono: u; =ko k; , v; = Vg’ Ki ;

Cuna: U; = —]CO €ijéjelig , Uy = —’]a 87;]'(?][/'4}5 . (344)

Con el fin de contar las soluciones linealmente independientes del sistema

anterior, resulta conveniente separar el conteo en dos casos: (a) Caso kg # 0;
(b) Caso ko = 0.

(a) Sikg # 0, se tienen en total cuatro soluciones linealmente independientes

de (3.43); es decir, considerando aquellas del cono (i) (ko = +|k|) mas
las de la cuna (ii) (ko = tk3).

(b) Si kg = 0 sélo puede ser kg = k3 = 0 (esto es, en la recta interseccién de
los planos que forman la cuna), sélo se obtiene una solucién del sistema,
que sumada a las dos linealmente inependientes del caso cono, se tiene
un total de tres soluciones linealmente independientes. Esto es, hay un
conjunto completo de soluciones de (3.43) en todos lados ezcepto en
aquellos que satisfacen kg = k3 = 0. Este es precisamente el caso en el
que el vector de onda es perpendicular al plano {eg, es}, por lo que k* =
span{/y, 5}; y entonces en dicho caso se tiene

k= RS (3.45)

Una pregunta natural que surge en este punto es: jpor qué esta degenera-
cién no se pone de manifiesto al considerar la estructura caracteristica de la
misma teoria usando el tensor de Maxwell como variable dindmica? La res-
puesta es que no es posible construir pertubaciones no triviales de F® a partir
de las perturbaciones halladas en el caso degenerado (b): las mismas resultan
trivialmente cero en ese caso. Esto puede verse haciendo uso de la identidad
escribiendo primero una perturbacién genérica del tensor de Maxwell
como

SF® = 2¢uqla; X (3.46)

donde X%; = §0%;. Luego, en el limite de alta frecuencia, se obtiene X%, = ¢;k%,
dodne ¢; = d¢;. Reemplazando esto en la expresion para §F?, se obtiene

SF® = 26U p 0l k), (3.47)
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Poniendo ahora ¢’ = &' y k% dadas en (3.45), se ve que 6F® = 0. Esto es,
cada vez que ky = k3 = 0, las perturbaciones de F® construidas a partir
de perturbaciones no nulas de ¢?; desaparecen. Estos modos se conocen como
modos no-fisicos, pues no aparecen cuando se consideran sélo perturbaciones de
Maxwell, y proveen soluciones que pueden llevar el sistema a tener un problema
de valores iniciales mal puesto, como veremos en la siguiente seccién.

3.7. Falla del criterio algebraico de Kreiss

El teorema de Strang [27] asegura que si un sistema cuasilineal como el
dado en es bien puesto, luego el nuevo sistema que resulta de evaluar
los coeficientes del correspondiente operador diferencial en cualquier punto (lo
que se conoce como sistema congelado, 6 frozen—coefficients system, en inglés)
resultard también bien puesto. Esto implica, de manera contrarreciproca, que
para probar que un sistema suficientemente general no posee un problema de
valores iniciales bien puesto, es suficiente con encontrar un sistema congelado
que no lo sea. Dado que por construccion este tltimo sistema es a coeficientes
constantes, la tarea es més sencilla, y donde el criterio de Kreiss [19] que se
introdujo en la seccién 2.1 puede ser aplicado. Procedemos entonces a construir
sistemas “congelados” provenientes de la reduccion a primer orden hallada en
la seccién anterior, y que no satisfagan el criterio de Kreiss.

Por simplicidad, elegimos aqui una configuracién particular para el sistema
(3.43), tal que ky = ky = V2K, 0 < k € R, y ko = ks = 0. Ahora bien,
sieguiendo el criterio de Kreiss y tomando s € R, calculamos la matriz
D := A — sl, obteniendo

—-s 0 —K  —QK
B 0 —s —k/a —k |4
D= 2% 0 s 0 , Q= @ >0, (348)
0 2k 0 —S

donde A es la matriz que resulta de evaluar (3.43)) en esta particular configu-
racion. La inversa de D puede calcularse explicitamente, obteniéndose

—s (8% + 2K?) —2ak?s ks> —akKs?
Dl g 2“725 s (8% + 2K?) "ai —Ks?
—2k (8 + 2K?) —4ark? —s(s*+2K%) —2ak? ’
4 2k (2K2% — 5?) 2’;& s (8% + 2kK?)

«

con d := det (D).
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Notar que hay elementos de la matriz inversa que no pueden ser acotados
segtin la formula Resolvente del Teorema[2.1} De hecho, es evidentd | que existe
un intervalo abierto I C R de reales positivos s tales que, para todo § > 0,

(A — sD)Z)| > g. (3.50)
Luego, la condicién resolvente no se cumple en este caso para todo s € C, y
por lo tanto el sistema no resulta bien puesto.

Reiteramos que, si bien este criterio es sélo aplicable para sistemas cua-
drados de coeficientes constantes, la version contrareciproca del teorema de
Strang garantiza que el sistema cuasilineal original tampoco es bien puesto.
En el apéndice [A] mostramos explicitamente datos iniciales cuya evolucién no
puede ser acotada por el dato inicial independientemente de la frecuencia del
modo inicial. Eso muestra explicitamente cémo crecen los modos malos, evi-
denciando la caracterisitca de hiperbolicidad débil del sistema al escribirlo en

estas variables.

3.8. Pérdida de continuidad en la evolucion

En esta seccién argumentamos formalmente que la evolucion de datos ini-
ciales anomalos no resulta continua, violandose entonces una de las tres con-
diciones que cualquier sistema bien puesto debe satisfacer segin Hadamard.
Para ver esto, es suficiente analizar la evolucién hasta un instante de tiempo
fijo, t =T > 0, (el cual puede estar arbitrariamente cerca del tiempo inicial)
y verificar que no existe ninguna constante C' > 0 tal que

[u(T, )| < Cl f ()], (3.51)

para cierto dato inicial f(z), donde u(T,z) es la correspondiente evolucion
hasta t =T.
Identificando kg <> i0; en el sistema ([3.43)), obtenemos el sistema

U =AU, (3.52)

1Se tiene que det (D) = s%(s? + 4x?2) y luego

dak®

A—sDi|= " >E
‘( s )32| 82(524-4/%2) > s

si y s6lo si
p(s) := —Bs> — 48k%s + 4ar® > 0.

Dado que p(0) = 4ak® > 0, la continuidad de p garantiza un intervalo abierto I C R de
reales positivos para s para los cuales p(s) > 0.
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donde -
—ki—ki _ (k) (La-k)
L F]Gas
0 0 -—Uhiek k2 k2
A = ~ |E|G11 H 7 (353)
k| 0 0 0
0 [kl 0 0
y hemos redefinido las variables de modo que
O pi ) ,
U = AN 3 1 = 1, 2, 354

ademas de identificar ¢; <+ ¢;. Estudiaremos aqui la continuidad de las solu-
ciones de E

Para ver que la constante C' en (3.51)) no existe, procederemos a contruir
explicitamente una sucesién de datos iniciales con la condicién de que la co-
rrespondiente sucesion formada por la evolucién de cada dato hasta tiempo T
resulte no acotada en norma. Dicha sucesién de datos sera fabricada empleado
la misma configuracion usada en , para la cual habiamos elegido ki = ko,
ks =0,y o := [{1]/|l2], y en particular para la cual se vio que el criterio de
Kreiss tampoco se satisface. En la construccion de la sucesién, sera crucial el
hecho de que las perturbaciones se propagan a velocidad finita (la cual coin-
cide con la velocidad de la luz en el vacio), por lo que es posible considerar
soluciones que localmente son ondas planas.

Sobre un espaciotiempo plano foliado por hipersuperficies caracterizadas
por t = const., sea %, la tajada {t = 0}, y para R,T > 0, sea B(R,T) C ¥,
la bola de radioE r = R+ T. Sea ¢; una solucion suave de fondo tal que,
sobre el dominio de dependencia de B(R, T, los gradientes ¢%; son constantes
y perpendiculares entre si. Supongamos ademés que fuera de dicha bola, las
soluciones decaen suavemente a cero de modo tal que las correspondientes
normas estan uniformemente acotadas.

Buscamos datos iniciales para que sean

P, = (01, %5), %®Plo = ((Fep1)’, (Dep2)?) (3.55)

tales que ®, € HY(X,,R?) y 8,®|, € L*(3,,R?). Como es usual, definimos la
norma de la solucién ®(t) = (¢1, p2) al tiempo ¢ como

1/2
[0(E) = (0@, z) + 12N m0)) - (3.56)

12Una forma “diferencial” de obtener es linealizando el sistema completo
alrededor de una solucién ¢°; manteniendo e, constantes, y luego tomar transformada de
Fourier en el espacio.

13Recordamos aqui que se han empleado unidades tales que ¢ = G = 1, por lo cual las
unidades de longitud y de tiempo son equivalentes.
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donde ||| z2(z k) = [[|®|[z2(x) ¥

1[5 (5 m2) = /E o1]? + [2l” + [Veor | + [Vipa | (3.57)

Consideremos ahora la siguiente sucesion de datos iniciales para las pertur-
baciones en X,:

Qprll|o = S03|o =0; (358)

n ekne )/ if x € B(R,T)
(Orp))]o(z) = { g(x), it = €%, \B(R,T) (3.59)
(Orp3)|o = —(@i—m"; (3.60)

donde k, = n(1,1,0) y g, es alguna sucesién acotada en L*(%, \ B(R,T)) tal
que 0;d7|, es suave sobre ¥, v la norma de cada elemento de la sucesién de
datos es finita.

Denotando ahora ®™ := (¥, ¢4%), se tiene que la norma del dato anterior
es

125)1* = 10:25 125,
= Hﬁtq)Z“%?(B(R,T)) + Hat(I)ZH%Q(EU\B(R,T))

L\ [1B(R.D)
= (14 2) B2 ooy o)

donde |B(R,T)| es el volumen de dicha bola en ¥,. Luego, dado que g, se
eligié uniformemente acotada, lo mismo se tiene para ®". Veamos ahora que
la restriccién de la correspondiente sucesiéon de evoluciones en B(R) C Xr de
radio R definida en ¥ = {t = T’} crece sin cota. Con esto basta para ver que
la norma de la solucién sobre toda la superficie ¥ también crece sin cota.

El argumento es el siguiente. La velocidad finita de propagacion de la per-
turbacién asegura que la solucién sobre B(R) sélo tiene contribuciones de las
soluciones tipo ondas planas definidas en B(R,T). De hecho, dicha solucién
serd unica sobre todo el dominio de dependencia de B(R,T’), como consecuen-
cia del teorema de Unicidad de Holmgren (ver Teorema 5.1 en [48] 6 Prop. 5
en [23] para més detalles), pues el correspondiente dato inicial es suave y estd
definido sobre B(R,T) C X,, que no es caracteristica. Luego, para analizar
el comportamiento de la evolucién en B(R), basta con evolucionar la restric-
cion del dato inicial sobre B(R,T); i.e., analizar la evolucién del sistema ((3.52)
tomando como dato inicial a

1
@ﬂo =0, at@?’o = %7 at@?lo = -

- o (3.62)
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sobre toda ,. La solucién a tiempo ¢ = T" viene dada por la simple expresién

- T - T
= ST K) = ——— .
@2( ) ) Oé\/ﬁ’ (363)

que ademés corresponde (antitransformando Fourier) a la dnica solucién

T . T .
n( — = iknz. n(p - _ ikn T 3.64
901( ,iL’) \/ﬁe ) ()02( >:C) Ot\/ﬁe ) ( )
dentro de B(R) C Y.
Luego, la norma de la solucién completa a tiempo t = T satisface

[@™(T)|1* > [|2™(T)|5(m) |I”
= ||(Dn(T)||§{1(B(R)) + Hatcbn(T)”LQ(B (R))
= 12" (D) 725y + IV (D)3 (R
+ ”atq)n(TmL?(B(R))

= 272 (1 + %) |B(R)|n + O(1/n), (3.65)

donde hemos denotado

2
IVellEm = D Vel Zamm)

j=1

Esto nos dice que no es posible acotar a la soluciéon en términos de una cota
sobre el dato inicial, para ningin tiempo, de donde se concluye que el sistema
es en general no-continuo respecto a cualquier dato inicial.

Cabe aclarar aqui que si bien en este argumento se ha empleado una norma
particular para los cdlculos (aquellas naturales en los espacios funcionales a
los que pertenecen las soluciones de interés), un argumento completamente
analogo es valido para cualquier norma de Sobolev; i.e., controlando un niimero
arbitraro (pero finito) de derivadas de la solucién. Mds atin, como fue asertado
por Strang, este argumento puede ser extendido a perturbaciones alrededor de
soluciones arbitrariamente suaves (generalizando el presente caso en el cual las
perturbaciones eran tales que sus gradientes eran constantes). Esencialmente,
esto explica que al considerar perturbaciones de alta frecuencia, siempre es
posible concentrar el andlisis sélo en vecindades pequenas de la solucion de
fondo.
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Capitulo 4

Teoria de fluidos conformes
relativistas

Durante este capitulo y el siguiente desarrollamos una teoria simétrico—
hiperbdlica que describe de manera completa la clase conforme de fluidos di-
sipativos relativistas. Para ello, nos basamos en la formulacion de teorias tipo
divergencia, propuestas por Geroch y Lindblom [49] a partir de un trabajo
seminal de Pennisi [50]. Este tipo de teorias estd completamente caracteri-
zada por variables de evolucion cuya dinamica estda gobernada por leyes de
consevacion de tipo divergencia.

Especificamente, presentamos una caracterizacion completa de la familia
de fluidos conformes en términos de una tinica funcién escalar, la cual codifica
efectos disipativos hasta segundo orden en magnitud. Esta funcién permite
identificar los estados de equilibrio de la teoria, como asi también derivar rela-
ciones constitutivas y una ley covariante de tipo Fourier para el flujo de calor
correspondiente a la teoria a primer orden. Finalmente, demostramos que la
teoria propuesta resulta efectivamente simétrico-hiperbdlica cerca del equili-
brio.

4.1. Introduccion

Dentro de un amplio espectro en Fisica, el entendimiento de la dinamica
y la caracterizacion de fluidos ultraveloces es esencial en la descripcion del
comportamiento de la materia y la energia de la mayoria de los sistemas ma-
sivos continuos. En astrofisica, sistemas compactos y discos de acrecion son
modelados por fluidos de tipo relativistas, sujetos a ciertas condiciones fisicas
determinadas por los procesos que estos sistemas describen [51], 52, 53, [43].
Por su parte, en fisica de particulas se apela a sistemas tipo fluidos para obte-
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ner una descripcion detallada de la dinamica de quarks y gluones, particulas
elementales producidas en procesos de colisién altamente energéticos ([54) [1§]
y [55] para un interesante Review). Por tiltimo mencionamos su uso en cosmo-
logia, debido a que cierta clase de fluidos relativistas modelan la dinamica del
Universo temprano en la época de radiacién dominante (para detalles, véase
el libro [56] y referencias alli).

El comienzo del estudio de la estructura matematica de la dindamica de
fluidos relativistas data de algunos trabajos debidos a A. Lichnerowicz [57, [58],
quien fue el primero en proponer una teoria a fines de los 60 que, aunque
acotados y bajo muchas hipdtesis, proveyé algunos resultados de existencia y
unicidad de ciertas soluciones relevantes.

Fisicamente, toda teoria de fluidos puede derivarse de una descripcion efec-
tiva de campos cuanticos interactuantes si se consideran fluctuaciones de lon-
gitud de onda lo suficientemente grande. Este esquema requiere de un en-
foque desde la teoria cinética y la termodinamica de sistemas microscépicos
[59, 60, 61], 62, [63]. Ast, las ecuaciones resultantes gobiernan el comportamiento
microscopico de fluidos en términos de variables continuas como la velocidad,
la densidad de energia, la presién (entre otras) y relaciones termodindmicas
entre ellas.

Desde un punto de vista més riguroso, la dindmica de fluidos esta descripta
por diferentes familias de ecuaciones de evolucion, dependiendo de qué tipo de
fenémeno interesa entender[[] En el régimen no relativista, por ejemplo, la clase
de fluidos ideales (viscosos, respectivamente) estd descripta por las conocidas
ecuaciones de Euler (Navier—Stokes, respectivamente). Si bien una versién re-
lativista de las ecuaciones de Euler para fluidos perfectos puede obtenerse de
manera directa, la inclusién de efectos disipativos en una teoria compatibleE]
con los principios de la Relatividad General resulta no trivial y actualmente
constituye todo un area de investigacion, dado que introduce ciertas sutilezas
ya a nivel formal. Mds especificamente, una descripcién galileana de fluidos (la
cual estd formalmente descripta por las ecuaciones de Navier—Stokes) resulta
en ecuaciones parabdlicas, como la ecuacion de difusion. La naturaleza de este
tipo de ecuaciones admite perturbaciones que se propagan instantaneamen-
te (con velocidad de propagacion infinita), y por ello es que en principio no
pueden ser compatibles con la estructura causal impuesta por la Relatividad
General [65], [66], [67]. Por ejemplo, este hecho es evidente en los primeros inten-

!Cabe mencionar aqui que dichos sistemas de evolucién podrian o no ser de tipo conser-
vativas. Mientras que éste tipo de sistemas resulta muy 1til para la descripcién de fenémenos
que involucran ondas de choque o rarefaccién, podrian en principio existir teorias causales
més generales de fluidos relativistas disipativos (véase [64] para detalles sobre ésto).

2y més generalmente, el problema de encontrar soluciones globalmente regulares de las
correspondientes ecuaciones de evolucion.
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tos de teorias relativistas de fluidos debidas a Eckart [68] y Landau-Lifshitz
[69], en las cuales se consideran como variables dindmicas la cuadrivelocidad
del fluido y ciertas cantidades termodinamicas. Asi, resulté clara la necesidad
substancial de mejorar la descripcién tedrica de este tipo de sistemas, requi-
riendo causalidad pero manteniendo una descripcién fenomenoldgica similar a
la propuesta de Navier—Stokes.

Durante los ultimos 50 anos, varias propuestas han sido sugeridas a tal fin,
y todas ellas requieren considerar nuevos parametros o variables mas alla de
aquellos presentes en la teorfa de Navier—Stokes (ver, por ejemplo, [70, [71]). Sin
embargo, la mayoria de dichos pardmetros resultan dificiles de estimar a partir
de experimentos disponibles, ademas de no significar variables relevantes en
la descripcién fenomenoldgica del sistema. Algunos intentos extienden directa-
mente el conjunto de variables dindmicas al tensor de energia—momento y a la
cuadri-corriente de particulas de la teoria en cuestion. Uno de tales intentos,
propuesto por Liu, Miiller y Ruggeri [72], sugiere plantear ecuaciones de evolu-
cion de tipo divergencia, las cuales hacen que los problemas de hiperbolicidad
y causalidad puedan abordarse con claridad. Esta propuesta fue posteriormen-
te extendida en el trabajo [73]. Unos afos mas tarde, Geroch y Lindblom [49]
modificaron esta propuesta, relajando ciertas simetrias que se asumian sin mo-
tivaciones fisicas claras [64 [74]). Esta nueva version ha demostrado ser exitosa
incluso para una mejor comprension de la teoria cinética relativista, en la que
todos los campos dinamicos que aparecen pueden expresarse como primeros
momentos de una cierta funcién de distribucién de probabilidad (ver, por ejem-
plo, [75] v [76]), y para las cuales puede identificarse un subconjunto de teorias
causales fuera del equilibrio.

En este capitulo presentamos una generalizacién de este enfoque para dar
una caracterizacién de la clase de fluidos relativistas de tipo conformes, y
analizar detalladamente su problema de valores iniciales. Esta descripcion se
centrard fundamentalmente en la determinacion de una funcién generatriz;
esto es, un campo escalar definido en el espaciotiempo de fondo. Esta funcién
contiene toda la informacion del fluido, y tiene en cuenta efectos disipativos
hasta un segundo orden. La forma explicita de esta funciéon se obtendra bajo
la imposiciéon de invariancia conforme en las ecuaciones que rigen la evolucién
del fluido. El analisis detallado de los efectos disipativos de primer y segundo
orden, asi como el rol de la contribucién a segundo orden en la hiperbolicidad
simétrica de la teoria se tratara en el capitulo siguiente.

4.1.1. Fluidos conformes

Una de las propiedades fundamentales de las teorias de fluidos relativistas
es que representan el limite de baja energia de casi cualquier teoria cuantica
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de campos. En particular, las teorias conformes de campo conducen a teorias
conformes de fluidos en dicho limite [77]. Este tipo de teorfas tiene la carac-
teristica particular de ser conformemente invariante; esto es, las ecuaciones
dindmicas transforman covariantemente ante transformaciones conformes de
la métrica del espaciotiempo de fondo (muchas veces conocidas como transfor-
maciones de Weyl). Aunque ciertamente la imposicién de simetria conforme
restringe substancialmente la clase de fluidos a estudiar, se sugiere que dicha
simetria podria aparecer aun en fluidos no conformes bajo ciertos regimenes
[78].

Por otra parte, la importancia de entender el comportamiento de fluidos
conformes (y su implicancia a aquellos no conformes) radica en la relacion
entre estas teorias particulares y ciertos aspectos en geometria diferencial. La
correspondencia fluidos/gravedad [79 80, 8], 82, B3] ha dilucidado una re-
lacién directa entre una cierta clase de (perturbaciones de) agujeros negros
en espaciotiempos asintéticamente Anti—de—Sitter en d + 1 dimensiones, e hi-
drodinamica conforme relativista en d dimensiones. Es decir que a partir de
cualquier solucién de las ecuaciones para fluidos conformes es posible cons-
truir una solucién de tipo agujero negro en un espaciotiempo una dimension
mayor. Esto permite explorar una amplia gama de aspectos vinculados a la
estructura de los agujeros negros y a su estabilidad, en términos de la teoria
hidrodinamica dual correspondiente, y viceversa.

4.2. Teorias conformes de tipo divergencia

Esta seccién estd basada en los trabajos [49] [64] [74] 84 85 80, 87, [88]. Dis-
cutiremos los aspectos esenciales de las teorias tipo divergencia en Relatividad
General. Luego de una introduccion general, haremos hincapié en el caso de
teorias conformes, las cuales han sido motivadas anteriormente.

Una de las teorias mas simples pero fisicamente consistentes que describen
la dindmica de fluidos en el marco de la Relatividad General, y cuya formu-
lacién de valores iniciales es relativamente simple de estudiar son aquellas de
tipo divergencia; es decir, que la forma covariante de las ecuaciones de evolu-
ciéon pueden expresarse como la divergencia total de sus variables dinamicas.
La simplicidad de estas teorias radica en el hecho de que todas ellas pueden
construirse a partir de una tunica funcion escalar mas una fuente disipativa,
siendo ambas cantidades funciones algebraicas (es decir, sin dependencia en
derivadas) de las variables dindmicas.

Consideremos un espaciotiempo de fondo d—dimensional y orientado tem-
poralmente, (M, gq). El punto de partida es la suposicién de que cualquier
teoria de fluidos se construye a partir de los siguientes requerimientos:
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(i) Las variables dindmicas de la teorfa corresponden al tensor de energia—
momento 7% —un tensor simétrico de tipo (2,0)—, y un campo cuadri-
vectorial N® que representa la densidad de corriente de particulas del
fluido;

(i1) La evolucién de estas variables estd dada por el sistema de primer orden
definido por las ecuaciones

VN = 0 (4.1)
V. = 0
VaAabc — Ibc

donde el campo tensorial A%¢ definido sobre M es simétrico y de traza
nula tomada sobre los 1ltimos dos indices, y resulta una funcién alge-
braica de las variables dindmicas. El tensor /% también es simétrico y
libre de traza, y depende algebraicamente de las variables de fluido.

(111) Existe un campo vectorial S definido localmente —el cual también es
funcién algebraica de las variables de fluido—, y como consecuencia de

las ecuaciones (4.1)), (4.2) y (4.3)), satisface la siguiente desigualdad:
V.S > 0. (4.4)

Las primeras dos ecuaciones y (4.2]) son las conocidas leyes de conser-
vacién de la energia, momento y densidad de nimero de particulas para fluidos
relativistas. La tercera ecuacion proporciona una descripcion de las propieda-
des disipativas del fluido, ademéas de proveer “relaciones constitutivas”, las
cuales cierran la teorfa. Notemos que las simetrias del tensor constitutivo A
implican que el nimero de ecuaciones es igual al nimero de variables dindmi-
cas, por lo que esta teoria no presenta vinculos diferenciales. Por ultimo, la
desigualdad sugiere que S* tiene el significado de densidad de entropia
del fluido. En efecto, al integrar ambos lados de la desigualdad sobre el
volumen V' (X, ¥’) limitado por las hipersuperficies espaciales ¥, >’ C M con
Y en el futuro de ¥ y aplicando el Teorema de Stokes se obtiene

0 < /(VQS“) V=g d'z
v
_ /Sadzg—/sadza,
9% 2

5(%) = /E S dx, (4.5)

de donde la cantidad
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resulta no decreciente.

A lo largo de este capitulo estudiaremos aquellos fluidos que resultan con-
formemente invariantes, para los cuales no necesariamente hay conservacién
del nimero de particulas. Desde un punto de vista termodinamico, es posible
pensar que, como en el caso de un gas de fotones, el potencial quimico es nulo,
ya que el proceso de creacién de fotones no cuesta energia. De hecho, un gas
de particulas tiende al de fotones en el limite en que el potencial quimico del
sistema tiende a cero (ver [89] para un discusién detallada de este aspecto).
Ademas, en el limite ultra—relativista la densidad de energia en reposo es irre-
levante, y las particulas se mueven a una escala energética mucho mayor que
la que poseen en reposo (acercdndose asi a la dindmica de un gas de fotones).
Esto justifica el hecho de que la ecuacién de conservacién se descarte, de-
biendo considerarse tinicamente las ecuaciones y para la descripcion
de la dinamica del fluido.

Una observacion clave dentro de este formalismo es la siguiente: la condicién
(iii) no es necesariamente cierta para todo N¢ y todo T, sino sélo para
aquellos que representan un proceso termodindmico, es decir, para aquellos que
satisfacen las ecuaciones de conservacién. Por lo tanto, dicha ley de entropia,
junto con la simetrfa de 7% implican la existencia de nuevas variables {4, €ap}
y una funcion generatriz, x(&q, £qp) tal que

0%y
ab
T = 0606, (4.6)
9%y
abc
A = BE.06, (4.7)

Estas nuevas variablesﬂ surgen como multiplicadores de Lagrange de las ecua-
ciones de movimiento [49, [50]. Por lo tanto, una sola funcién escalar, x(&,, &ap),
es suficiente para describir formalmente el comportamiento del fluido. Por su
parte, la variable &, permite predecir con precision desviaciones de la teoria
de fluidos ideales. Esto se debe a que en la teoria fluidos ideales la ecuacién
disipativa es inocua, por lo que no hay un multiplicador de Lagrange
asociado a A%, Es natural entonces expresar a la funcién generatriz y como
una expansion en términos de variables escalares disipativas definidas a partir

de éab)-

3Al incluir la conservacién de particulas en la teorfa, es normal asumir que &g es de
traza nula, dado que con dicho requerimiento se tiene igual niimero de ecuaciones que de
variables dinamicas. Alternativamente, dicha libertad puede ser considerada incorporando
una nueva variable escalar que surge a partir de la conservacién del nimero de particulas
(mds especificamente, esta variable corresponde al multiplicador de Lagrange asociado a N¢,
que no siempre aparece en el caso conforme). Si bien la condicién de traza nula de £, no
serd requerida a priori, veremos mas adelante que surgird como un requisito.
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La funcién mas general hasta segundo orden en variables disipativas que
podemos construir bajo este esquema se puede expresar como

X v, ) = X°(p) + XM (p)v + Z XG ()" (4.8)

donde 1 := £°€, es el cuadrado de la norma de £, v := £%¢,&,, v los escalares
a segundo orden {v;}3_, definidos por

1/)1 = fabfab, 2 = gabgbgacgc7 ¢3 = V2- (49)
La corriente de entropia en este formalismo esta dada por
Ix b b
St= = =T — § A 4.10
oe, % &b (4.10)
y satisface
VoS = —&u ™. (4.11)

En consecuencia, la produccion de entropia en este contexto estd regida por la
divergencia de A%° y &,,. Esto también justifica el hecho de asociar a &, con
contribuciones intrinsecamente “disipativas” a la teoria. En lo que sigue, se
trabajara orden por orden con el fin de dar explicitamente la funcién genera-
triz como una combinacién lineal de potencias de &,,. Veremos que el requisito
de la invariancia conforme tendra un efecto significativo en la determinaciéon
de las posibles contribuciones. Antes de esto, discutiremos brevemente la si-
metria conforme y la estructura de las correspondientes transformaciones de
los campos dinamicos.

4.3. Invariancia conforme

En esta seccion revisamos el concepto de transformacién conforme y de-
ducimos las propiedades algebraicas que garantizan la invariancia conforme
de las ecuaciones de evolucion y relaciones constitutivas. Después de una dis-
cusion sobre la estructura general de los campos invariantes conformes que
se utilizaran, introducimos la nocién de peso conforme para el estudio de las
transformaciones de escala de las variables de interés con respecto al factor
conforme de la transformacion.

4.3.1. Transformaciones conformes

Para un espaciotiempo (M, gu), una transformacion conforme es un mapa
suave que, punto a punto, lleva la métrica gq, a gqp del siguiente modo:

Gab > gab = Qanlr (412)
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La funcién 2 : M — (0,00) es un campo escalar regular y positivo en M.
Esta clase de transformaciones, también conocidas como transformaciones de
Weyl, afecta directamente en el tamano de los intervalos de longitud y tiempo
en M dado que afecta al tensor métrico. En particular, produce un rescaleo
de la norma de vectores espaciales y temporales, pero no nulos.

Es importante notar que estas transformaciones no equivalen a un cambio
de coordenadas, pues por definiciéon provocan cambios de escala diferentes en
cada punto del espaciotiempo, alterando considerablemente sus propiedades
geométricas (por ejemplo, hacer finita la distancia al infinito, o infinita la dis-
tancia a cierto punto). Sin embargo, resultan de gran relevancia geométrica
pues dejan inalterada la estructura causal del espaciotiempo. Un importante
resultado sobre estas transformaciones es que son las unicas que dejan inva-
riante la estructura causal (véase libro de Wald, [90]).

Bajo la transformacion ([#.12)), la conexién métrica V. transforma como

VX =V, X"+ C% . X, (4.13)

al actuar sobre un campo vectorial arbitrario, X¢. Aqui, se ha denotado

CfUbbc = gad (Qﬁ(bgc)d - ﬁdgbc) ) (414)

donde ]
ne 1= — V. 4.15
o= o (4.15)

Notar ademés la identidad C?,. = dn., donde d es la dimensién de (M, gqs).

4.3.2. Transformacion de las variables dinamicas

La invariancia conforme de las ecuaciones de evolucion de la teoria de fluidos
antes discutida implica la existencia de dos constantes a y [ tales que, al
transformar los campos del siguiente modo:

Tab — O Tab 7 Aabc _ Qﬁ Aabc’ (416)
las ecuaciones dindamicas resultan inalteradas, es decir
Vo I =0; VA% = [" (4.17)

Analicemos cémo transforma el tensor de energia—momento bajo una trans-
formacién conforme. Recurriendo a la relacién (4.13)), se tiene que

VaT™ = VT4 C T + ClogT™
= Q% [V T+ (2 +d +2) ngT% — 2" T*g,.|

70



Capitulo 4. Teoria de fluidos conformes relativistas

para todo n,. Luego, la invariancia conforme implica que los ultimos dos térmi-
nos del lado derecho de la ultima igualdad deben anularse; ésto es,

(a4 d+2) 1, TP — A’T%g,. = 0. (4.18)

Al contraer la expresion anterior con 7, y requiriendo que la expresion obtenida
sea valida para cualquier n, se tiene que ambos términos deben anularse por
separado, obteniendo asi el valor adecuado de o y una importante propiedad
para T7:

a=—(d+2),  guT™=0. (4.19)

Luego, cualquier tensor de energia—momento de traza nula que transforme

como R
Tab — Q—(d+2) Tab (420)

bajo una transformacion conforme, satisfard una ley de conservacion invariante
conforme.

Realizando un razonamiento andlogo para el tensor constitutivo A%¢ se
tiene, luego de manipular las expresiones correspondientesﬂ,

@aAabc = vaAabc + CaadAdbc + 20(badA\a|c)d
Q° [VaAabc +(B+d+ Q)ﬁaAabC + 273 AbE Qﬁ(bgadAla\C)d]

Al igual que en el caso anterior, los términos segundo, tercero y cuarto del lado
derecho deben anularse; es decir, para cualquier n, debe ser

(B + d + 2)7g A% 4+ 27, A0 _ 25,Cg , Alald — (4.21)

Contrayendo (4.21)) con npn,. se obtiene
1
5(5 + d + 4) ARy fyie — A" gy = 0 (4.22)

para cualquier 7,. Dado que A% es libre de traza en los tltimos dos indices,
cada término debe anularse por separado, y por lo tanto se obtiene que § =
—(d+4), y A*g,. = 0. Por lo tanto, la ecuacién (4.21)) se reduce a

Mg A — g AT = 0, (4.23)
Finalmente, el tensor constitutivo transforma como

Aabc _ Qf(d+4)Aabc‘ (424)

4El célculo completo puede verse en detalle en el trabajo [2].
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4.3.3. Peso conforme

Diremos que una cantidad arbitraria X tiene peso conforme n, y lo deno-
tamos como p(X) = n si X
X=0Q"X, (4.25)

donde X es la cantidad conforme relacionada a X via la transformacién (4.12).

Algunos ejemplos que se siguen de la discusién anterior son los siguientes:
p(T%) = d+2,y p(A®°) = d+ 4. Por otra parte, de la ecuacién de produccién
de entropia (4.11)) se ve que, para que resulte conformemente invariante, debe
ser p(S®) = d. En efecto, sean ~; y 7 constantes tales que Sa = Qnge y
6 =20, donde 0 = —&,, 1% (ver ecuacién (4.11))). Por un argumento similar
a los dados anteriormente, se obtiene

VaS% = Q7 (VoS + (7 + d)ingS%) . (4.26)

para cualquier 7,. Imponiendo que el lado izquierdo de sea igual a &,
resulta que 73 = 792 = —d, de donde se concluye que p(S*) = d. Utilizando
este resultado, la definicién de entropia dada en la ecuacién y los pesos
conformes de T% y A%° mencionados anteriormente, se tiene que p(&,) = —2
v p(€w) = —4. Esto a su vez implica que p(£%) = p(£%) = 0.

Por dltimo, notemos que a partir de los pesos conformes de £* y &, se

obtiene que p(p) = —2. Asimismo, como consecuencia de (4.10)),
Ix
d=p(G5) =p00 - pie

de donde se deduce que p(y) =d — 2.

Conocer el peso conforme de las cantidades empleadas en la teoria asi como
las relaciones entre éstos, serd de gran ayuda para determinar de manera tinica
las potencias de p en los diferentes factores que aparecen orden por orden en
la funcién generatriz de la teoria completa.

4.4. Fluido ideal y estados de equilibrio

En esta seccién presentamos una descripcion detallada de la teoria de flui-
dos conformes sin disipacién a partir de este formalismo. Veremos que a partir
de las ecuaciones anteriores emerge naturamente la estructura de fluido per-
fecto bien conocida, en particular la forma del tensor de energia—momento y
la ecuaciéon de estado de radiacion pura. Luego, siguiendo los lineamientos de
[49], daremos una primera caracterizacion de los estados de equilibrio, ademés
de obtener una expresion para la entropia como funcion de las variables funda-
mentales, verificando que resulta una cantidad conservada en equilibrio. Para
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ello, sélo consideraremos como funcién generatriz al primer término en la ex-

pasién (4.8), y a partir de la ecuacién (4.6 obtenemos

Tob = 4x0,,£°" + 2x0 g™, (4.27)

donde anotamos f,, para la derivada de f respecto a p. Ademds, dado que x
no depende de &, a este orden se tiene, por defincién,

Adbe = 0, (4.28)

El requerimiento de invariancia conforme se reduce simplemente a imponer que

la traza de T sea nula. Asi, se llega a la siguiente ecuacién diferencial para
o

X
2dx;, + 4px;, = 0. (4.29)

La soluciéon a dicha ecuacion que tiene sentido fisico es

XO
V() = e (4.30)
/j,2
donde x¢ es una constante cuyo valor absoluto no contribuye significativamente
en el analisis posterior (si su signo).
La solucién aqui obtenida corresponde a un fluido perfecto. Esto puede
verse de manera sencilla, asumiendo que el campo £ es temporal y definiendo
ga
u® = : (4.31)
Vel

Introduciendo las funciones densidad de energia y presion {p, p} usuales

- Tab (gab + ua“b)

= Tab o , : s 432
p UqUp p 1 (4.32)
resulta evidente que la expresién (4.27)) es equivalente a
TE = (p+ p)u'u’ + pg®, (4.33)
via la identificacién
pi=2xp , p = —4uxy, — 2X;- (4.34)

Senalamos algunas observaciones al respecto.

= Para hacer una identificacion como la anterior, no es estrictamente nece-
sario suponer que £ es temporal. Sin embargo, si el objetivo es describir
un fluido perfecto con cuadrivelocidad u® ~ £, un requisito natural es
que &% lo sea.
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= Como es de esperar, el tensor de energia—momento obtenido corresponde
a un fluido perfecto con ecuacién de estado de radiacion, por lo que la in-
variancia conforme genera a este orden una unica clase de soluciones. De
hecho, una consecuencia directa de la ecuacién es, precisamente,
dicha ecuacién de estado:

p
= — 4.

la cual puede verificarse directamente usando (4.32)).

= La positividad de la densidad de energia p es una consecuencia de la con-
dicién de energfa dominante para T°. En efecto, es sencillo comprobar
que si T% satisface la condicién de energfa dominante, y £% es temporal,
entonces p > 0, lo que implica necesariamente que x°, < 0.

= Es directo verificar que para cada x € M, el vector £* es un autovector
de T,. Por lo tanto, si se supone que {* es temporal y unitario, y se lo
conoce en la literatura como “frame de Landau” (ver, por ejemplo, [86]).

= Por dltimo, introduciendo la cantidad
T:=— (4.36)

de tal modo que u® = T¢%, y usando la solucién obtenida para
la funcién generatriz, vemos que tanto la densidad de energia como la
presién escalean como T?. Ademds, es sencillo verificar que p(T) = 1
(ver seccién [£.3.3). Identificaremos esta cantidad como la temperatura
del fluido (en equilibrio, o estados cercanos al equilibrio). En este con-
texto, la nocion de temperatura capturada en ha sido estudiada
anteriormente, con el fin de caracterizar los estados de equilibrio ter-
modinamico de sistemas gravitacionales. En particular, destacamos el
trabajo de Tolman [91], en el que se deriva una expresién similar a
para espaciotiempos estaticos.

Por 1ltimo, siguiendo la definicién dada en la ecuacién (4.10)), se obtiene

ax°
R — - Tab
0 9E. &1,
P
= — g0 4.
T1TY (4.37)
Un calculo directo permite ver que
dfu
WSy = 2dx° —— ] =0, 4.3
v.ss = 20 (- 3) (4.38)
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en virtud de la relacién (B.20) derivada en el Apéndice Bl Por lo tanto, la

entropia es conservada a este orden, como se espera.

4.4.1. Estados de equilibrio

En esta seccién discutimos los estados de equilibrio de la teoria. Aunque
estos estados son bien conocidos y estan presentes de manera exhaustiva en la
literatura, el objetivo de esta secciéon es presentar una derivacion simple alter-
nativa, utilizando sélo los elementos proporcionados hasta aqui. Para mayores
detalles sobre los célculos realizados a tal fin, redirigimos nuevamente al lector
al Apéndice [B] La discusién de campos vectoriales de Killing conformes esta
basada en el texto de R. Wald, [90].

De acuerdo con los argumentos de Geroch y Lindblom [49] 64], los estados
de equilibrio de cualquier teoria de fluidos deben satisfacer las mismas propie-
dades que aquellos ya presentes en la teoria de Eckart; esto es, fluidos laminares
de temperatura constante y estable. Sin embargo, proporcionan una definicién
formal y de primeros principios, la cual adoptaremos en nuestra discusion.

Llamaremos estados de equilibrio de la teoria a aquellas soluciones tales
que su dinamica es temporalmente reversible. Si bien esta definicion puede
resultar un tanto general, es posible ver con argumentos algebraicos simples
que, particularizando a teorias de tipo divergencia, los estados de equilibrio
tienen las siguientes propiedades:

» la fuente de disipacién 1% es igual a cero al evaluarla en dichos estados;
= no hay produccion de entropia a partir de los mismos;
= ¢l campo &% es un campo vectorial de Killing.

Damos ahora un primer argumento para afirmar que los estados de equili-
brio para teorias de fluidos conformes disipativos relativistas son aquellos en
los que £ es un campo vectorial de Killing conforme. En general, decimos que
X®*es un campo vectorial de Killing conforme si existe un campo escalar « tal
que

V(a)(b) = QGab-

Si la relacién anterior se satisface para algtin «, al contraer ambos miembros
de dicha relacién con g* obtenemos

donde d es la dimension del espaciotiempo.
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Para entender la naturaleza de £%, calcularemos su correspondiente derivada
covariante simetrizada 04, := V(4§ de una forma particular. Por construccion,
0,5 debe ser un tensor simétrico de tipo (2,2). Los tnicos tensores simétricos
que pueden ser construidos en términos de £* y la métrica de fondo son la
métrica misma y £,&. Luego, proponemos una combinacion lineal para 04;
esto es

Ogp =1 Gab + S £a€b7 (439)

donde ¢, s son funciones de p y d a determinar. En efecto, al contraer (4.39)
con g” se obtiene
D =td + spu,

mientras que la contraccién con £%€° arroja la relacién

r_ tu + s,uQ.

2
Teniendo en cuenta ahora las identidades (B.19)) y del Apéndice , las
relaciones obtenidas para t y s implican directamente que t = D/d y s = 0, de
donde se deduce que £* es un campo vectorial de Killing conforme. Luego, los
estados de equilibrio en estas teorias se corresponden con soluciones tales que
& = 0 (lo que se satisface por construccién a este orden) y tal que £* es un
campo de Killing conforme de la métrica de fondoﬂ

S5Interesantemente, la condicién obtenida para £ para ser un estado de equilibrio es muy
sutil, ya que depende exclusivamente de la geometria de fondo. Sélo una determinada clase
de espaciotiempos admite vectores de Killing conformes, por lo que podria haber casos en
los que este tipo de teorfas no admitan estados de equilibrio (en caso que se trabaje sobre
espaciotiempos que no admitan vectores de Killing conformes).
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Capitulo 5

Hiperbolicidad de la teoria
disipativa a segundo orden

En este capitulo proponemos contribuciones a primer y segundo orden en
efectos disipativos para la teorfa de fluidos que desarrollamos, siguiendo los
lineamientos de teorias tipo divergencia e imponiendo las condiciones de in-
variancia ante transformaciones conformes derivadas en el capitulo anterior.
En particular, damos expresiones para las contribuciones de la densidad de
energia, momento y entropia del sistema, y derivamos relaciones constitutivas
a partir de la propuesta mas general posible para la fuente disipativa. A primer
orden, se recupera la teorfa de Fourier/Landau conocida en la literatura (ver
[69]), como la Ley de Fourier, las contribuciones disipativas por shear del ten-
sor energia — momento y la entropia del sistema completo obtenida por Hiscock
y Lindblom [65]. Finalmente, luego del planteo de las relaciones constitutivas
mas generales, damos condiciones suficientes sobre los parametros libres para
que la teoria propuesta resulte simétrico-hiperbdlica si se consideran estados
suficientemente cercanos al equilibrio termodindmico. Bajo estas condiciones,
el sistema puede ser implementado numéricamente.

5.1. Contribucion a primer orden

En esta seccion estudiamos la contribucion disipativa a primer orden de la
teoria, la cual se obtiene al considerar una funcion generatriz lineal en términos
disipativos. Esta aproximacion representa una mejora significativa en la des-
cripcién de fluidos relativistas cuando la escala temporal microscopica resulta
comparable con la escala macroscopica, debido a que el equilibrio termodinami-
co local se rompe (ver, por ejemplo, [80]). A este orden encontraremos nuevas
cantidades relevantes en la dinamica del fluido: por un lado, el flujo de calor
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ortogonal a la cuadrivelocidad, el cual satisface una ley de tipo Fourier; y por
otro lado, la viscosidad de corte (o shear), ambas cantidades presentes en el
tensor de energia—momento a este orden. Obtendremos ademas una expresién
para la corriente de densidad entrépica, observando que no resulta conservada
(como es de esperar). Veremos ademds que la disipacién de energia, y por lo
tanto la produccion de entropia, desempenan un papel central a este orden.

A tal fin, resulta 1til considerar la siguiente descomposicion ortonormal
para la variable disipativa &g:

v 2
gab = _fagb + _5 o) T Tab » (51)
112 [ (a”b)

donde hemos introducido las cantidades

ro = Eak®— 2ba, (5.2)
I
Tab = Tab— dh_ablg : (5.3)
las cuales satisfacen las relaciones
Tl =0, 1% =g, =0, (5.4)

las cuales se deducen de manera directa de las definiciones anteriores. Esta
descomposicion siempre puede realizarse; su derivacion es sencilla, y esta pre-
sentada en parte del Apéndice [B]

Observemos que los inicos campos vectoriales que se pueden construir como
funciones algebraicas de las variables (&,, ) v la métrica g, que son a lo mas
lineales en &, resultan ser: £ 1= ¢g®¢&, y (¢ = £%¢,. En particular, si £ es
temporal, se tiene que r® resulta siempre ortogonal a £* y por lo tanto es
espacial. A continuacion haremos uso de esta descomposicién para derivar las
relaciones constitutivas de la teoria.

La contribucién a primer orden en las variables disipativas de la funcién
generatriz resulta

XD, v) = X (v
donde x?! es una funcién de u a determinar, y v := £%&,&, es el tinico escalar (no
trivial) lineal en &g, y es funcién algebraica de las variables (&,, &) v la métrica.
Las correspondientes contribuciones del tensor de energia-—momento y el tensor

constitutivo que surgen de x"(u, ) pueden expresarse, respectivamente, del
siguiente modo:

Talb = 4X;1L,uy€a§b + 8Xi€(a€b)c§c + QXLI/gab + 2X1€ab P (55)
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2
A({,bc — Xl (2ga(b50) _ Egagbc) -+ 2Xi€a <£b£C - ggbc) . (56)

Imponemos ahora los requisitos de invariancia conforme. La condicién de traza
nula para (5.5)) arroja las siguientes dos condiciones:

2uxiu + (d+ 4)X;1L = 0,
gabgab —

Si bien la segunda condicion es esperable pues &, fue construido de traza nula,
la primer condicién resulta una ecuacién diferencial ordinaria para y!, cuya
solucion general es

1 1 Xo
X =X1+ &3 (5.9)
/’L 2
con iy x! constantes reales.
La condicién de invariancia conforme para (5.6)), es decir aquella dada por

la ecuacién (4.23)), implica directamente que
2ux,, + (d+2)x' =0, (5.10)

la cual elimina la constante x1 de la solucién general . Resulta crucial notar
aqui que las relaciones y son compatibles entre si, en el sentido de
que una es integral primera de la otra. Por lo tanto, la ecuacion nos
permite expresar todos los coeficientes de T} y A en términos de una nica
funcién: ' De hecho, se tiene

Tlab — Xl |:(d + 2)(2d + 4) Vfaéb . 4(d + 2>£(a€b)(:£c . d+ QVgab + 2é-ab:| :
v v
(5.11)
y
d+2
Aclbbc _ Xl |:2ga(bé-c) +§agbc . . €a€b§C:|
_ 1 a(bec) a be d bee
= X 2"+ | g —;56
= x'vV—n [Zha(buc) + uh + (d — 1)uu’u)] | (5.12)
donde hemos introducido una vez mas la cuadrivelocidad del fluido
u® = 3 . (5.13)

V—H
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Notemos también que A%¢ resulta libre de traza en cualquier par de indices
(como fue obtenido en (4.23)), y puede ser expresado de la forma sugerida en
la formula (B.7) del Apéndice |B|eligiendo V¢ = ¢% y

_dx2

Sab — ab
3

£l (5.14)
Ademds, imponiendo la condicién (4.23)) en la ecuacién ([5.6) obtenemos nue-

vamente la primer integral ([5.10)).
Por otro lado, es posible calcular explicitamente la divergencia de A%, la

cual utilizaremos méas adelante para derivar relaciones constitutivas. En efecto,
se obtiene que

1
1
w [2 /_'u U(bDC)M+ﬂhbc+ (d— l)pubuc}
1

+ Xl /_M [2D(buc) + (vaua)hbc
+ (d+1) (Veu")ubul + 20" u®V,u)] . (5.15)

VA% = —

Las expresiones obtenidas hasta ahora nos permiten encontrar expresiones
para cantidades fisicas relevantes en la descripcién del fluido a este orden. Para

ello, es necesario volver a re-expresarar a Ty, y A%, utilizando la descomposi-
cién (5.1)). Comenzamos con T, obteniendo

ab’

(d+1)x!

d*(d
%M [Sagb - ggab] - ! I

ﬂh:X:L T Eary) +2X T (5.16)

Teniendo en cuenta la relacién (5.13)), es posible deducir facilmente las “co-
rrecciones” a primer orden para densidad y presion del fluido:

dd+1)v

= —d(d+1)x'Z S v 5.17
p1 ( +)Xu’ L (5.17)

donde hemos empleado las definiciones (4.32)), y como era de esperarse se
preserva la ecuacion de estado de radiacién también a este orden; i.e.,

p=—", (5.18)

con
p = po+pi, P=Dpo-+ D1,

donde py v po son las contribuciones de orden cero derivadas en el capitulo
anterior. Por otra parte, de la condicién de energia dominante para T, se
tiene ademds que p > 0, y por lo tanto debe ser x'y < 0.
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5.1.1. Flujo de calor y una ley de tipo Fourier

En contextos no-relativistas, suele introducirse la nociéon de flujo de calor
como un vector espacial ¢ que mide la tasa de flujo de energia por unidad de
area en cada punto del espacio, desde el referencial del fluido. La ecuacion que
satisface dicha cantidad es consecuencia directa de la primera y segunda ley
de la Termodindmica, ademds de la conocida ley de Fourier [69)

7= —kVT, (5.19)

donde k es la difusividad térmica del fluido y T' su temperatura. Como se dis-
cutié al principio del capitulo anterior, una generalizacion de esta construccién
que sea compatible con la Relatividad General no resulta directa por varias
razones, [92]. En particular, la ecuacién conduce a la siguiente ecuacion
parabdlica para la temperatura:

oT = a V?T, (5.20)

donde a es una constante positiva y V? es el laplaciano plano. Si bien esta
ecuacién posee un problema de valores iniciales bien puesto (esto puede verse
en el libro [93]), su naturaleza provee velocidad de propagacién infinita para
las perturbaciones térmica&ﬂ7 lo que dificulta su andlogo causal.

No obstante, dada una teoria de fluidos relativistas con tensor de energia—
momento T, es posible introducir la nocién de flujo de calor en el referencial
del fluido, digamos u®, como la proyeccién del flujo de energia en el espacio
ortogonal a u®, es decir

q" = —hT .

Esta cantidad satisface una relacién constitutiva de la forma [69]
¢~ —h® (VT + Tay) , (5.21)

donde a® = u’Vu® es la cuadri-aceleracién del fluido, y k% la métrica inducida
en el espacio ortogonal a u¢, dada en términos de la métrica de fondo por

hab — gab + uaub‘

En efecto, de acuerdo a la expresion ([5.16]) obtenida para la contribucién a
primer orden de 7, identificamos el flujo de calor como
2(d +1)x*
g0 e 2 DX o (5.22)
VM
IEsto puede verificarse directamente mediante un ejemplo sencillo, resolviendo la ecuacién

(5.20) sobre un dominio espacial unidimensional finito, dando como perfil inicial un pulso
localizado de temperatura.
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Derivamos ahora una relacién constitutiva para andloga a ,
como consecuencia directa de la ecuacién obtenida previamente. Recu-
rriendo una vez més a la descomposicién ortonormal dada en el Apéndice [B]
introducimos la forma més general para la fuente disipativa I, (imponiéndole,
por supuesto, todas las simetrias que la definen: traza nula y definida positiva
al contraer con un £%° no nulo):

1

T 2
Ia = 7 SaSh T T S(a — Y Tab 5.23
b Aﬂf & /15( ") — 3 Tab (5.23)

con {k, A} funciones positivas de p a determinar, y requiriendo que I, tenga
peso conforme p(I,,) = d. Obtenemos

2 T,
_gab[ab = X + Erara + \ ° )

(5.24)

la cual es positiva si k£ y A lo son, pues 7% es espacial y 7%7,, > 0 (ya que T
es un tensor puramente espacial, definido en el espacio ortogonal a u® en cada
punto). Ademads, hemos usado que la traza de 7,, puede obtenerse directamente
usando , y obteniendo 7 = —v/u. Considerando ahora la descomposicién
realizada en , la ecuacion implica directamente que

I _’iifb) €.h% V7, A

_ XA+ 1) Kif) (Ddﬂ+2hdb£b) ’ (5.25)

2

Ahora, nétese que (5.25) puede llevarse a una forma mas conveniente. De
hecho, la identidad (B.17)) implica que

1 .
hcb _vb,u"i_fb - _ 1% hcbvaToab
2 2dxs,
1 M(d+2)/2

S s — AV 2
ng(d—Q) bv o (5 6)

donde hemos usado la solucién general para x°(u) obtenida en el capitulo
anterior (ecuacién (4.30])). Observemos ademds que la relacién es off-
shell, es decir, es una identidad geométrica que siempre se satisface, sin asumir
ecuaciones de movimiento. Con esta informacién, la ecuacion se lee

Ld+1
o — _& + H(M) hachT:C ) (527)

xgd(d—2) p
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Esta identidad tiene una interpretacion fisica clara: el apartamiento del
estado de equilibrio del sistema hace que la energia se disipe en forma de
calor. En particular, los estados de equilibrio satisfacen r* = 0, pero este no es
el caso general.

Teniendo en cuenta una vez mas la expresion , es posible derivar un
analogo de la ley de Fourier para fluidos disipativos a primer orden. En efecto,
de la identificacién notada en el capitulo anterior, ecuacion , se tiene que

" = —(d+ 1) kv/—p (D“T + %habfz}) :

Luego, via la identidad ([5.22)), se llega a la siguente ecuacién para el flujo de
calor:

" =K (D“T + —V#_Q“h“bg'b) : (5.28)
en donde
K :=2(d+1)*(x")?k. (5.29)

Esta ecuacién sugiere interpretar efectivamente a ¢* como un flujo de den-
sidad de energia, el cual satisface una ecuaciéon de transporte similar a la
ecuacion de Fourier newtoniana. En particular, el coeficiente de transporte va-
riable K siempre es positivo, debido a la condicién de positividad de la funcion

k discutida en ((5.24)).

5.1.2. Densidad de corriente de entropia

De acuerdo con este formalismo, la contribucién de primer orden de la
densidad de corriente de entropia S* resulta

Oy
Sto= e — 6T - GeAt
= —(dd+1)+1) Xlgfa +2(d+ 1)y
= slu“ + f (530)
T’

donde la densidad de entropia s, a este orden esta dada por

did+1)+1p

dd+l) T (5:31)

S1 =

Esta expresion esta en completo acuerdo con resultados estandares presen-
tes en la literatura, por ejemplo en el famoso trabajo de Hiscock y Lindblom,
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[94]. Por 1ltimo, notemos que s; ~ T%"!, como es de esperar. Adem4s, a partir

de la ecuacién (4.11]) y la expresion ((5.24) para la produccién de entropia, se

obtiene

T2 2rer, TabTab

VS = —+ + , 5.32
A K A ( )
lo que implica que el sistema crea entropia a través de shear y flujo de calor.

Este resultado en concordancia con resultados previos, (ver, por ejemplo, [86]).

5.1.3. Viscosidad de shear

A continuacién derivamos una propiedad fundamental que satisface la con-
tribucion a primer orden del tensor de energia—momento de la teoria.

Volviendo a la expresion para la divergencia del tensor constitutivo
a primer orden y usando la ecuaciéon de movimiento se ve que

Tas = AV =H [2Datn) — (Vo) has] + (d + 1))\X1ihab, (5.33)
donde hemos usado también la descomposicién (5.23). La traza del tensor
anterior es

T = h%r,

= —(d+ 1)\ {\/—wcuc —(d— 1)%] : (5.34)
donde usamos el hecho de que V,u® = D,u?, dado que u’V,u® = 0. La parte
sin traza de 7, es, entonces,

T

Tab = Tab— ﬁhab
= 2'V—n {D(aub) — ﬁvcuc hab} ) (5.35)
De aqui puede verse que 7, es proporcional al shear
Oap = D(aub)
= Duy) — ﬁvcuc hab (5.36)

de un fluido disipativo con cuadrivelocidad u®; esto es,

7 = 2 /= o,
Obsérvese que el lado derecho de la ecuacién (5.33) implica que —74/A

tiene peso conforme p(—7,/A) = (24+d) — 1 — 1 = d como se espera. También
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observamos que, en un sentido de expansién en gradientes, la contribucion a
primer orden del tensor energia—momento de la teoria estd dada por

Ty = 2" 7w = =AM ) V=1 o, (5.37)
mientras que en el tratamiento estandar en la literatura (ver, por ejemplo,
[95], 96]) se define como
T(;) = —21 0.

a

Luego, definiendo
(5.38)

llegamos al mismo resultado.

5.2. Contribucion a segundo orden

En esta seccion abordamos el estudio de la teoria considerando contribu-
ciones a segundo orden en variables disipativas, caracterizando asi de manera
completa la clase de teorias conformes de fluidos disipativos de segundo or-
den. Una pregunta que surge casi naturalmente a este punto es por qué no
considerar teorias disipativas atin de mayor orden. Una respuesta razonable es
que la teoria a segundo orden resulta exitosa al contrastarla con los resulta-
dos experimentales. Considerar érdenes superiores en disipacion induciria un
mayor nimero de parametros para los cuales no se cuenta con evidencias ex-
perimentales. Este andlisis incluso nos permite ver que la teoria se aplicaria
solo cuando los términos de orden superior son relativamente pequenos, esto
es, cuando el sistema se halla cerca del equilibrio.

Sin embargo, la consideracion de estas nuevas contribuciones resulta cru-
cial para establecer criterios de hiperbolicidad del sistema, lo que a su vez es
esencial para garantizar que la teoria tenga un problema de valores iniciales
bien puesto. Presentamos aqui las consideraciones necesarias para establecer
la teoria a segundo orden, dejando el analisis de hiperbolicidad para la tltima
seccién de este capitulo.

La contribucién a la funcién generatriz con términos cuadraticos en disipa-
ciéon puede parametrizarse como

3
X° = ZX2i Vi (5.39)
i=1

La parte cuadratica del tensor energia—momento que se deriva a partir de (5.39)
es, entonces,

3
T3P = Ty, (5.40)
=1
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donde para i = 1, 2, 3, definimos

T3 = 20 (20,66 + ™) + 26, (€52 + €58 ) i ()
con 9
o dx5
Xi’LL - du .

Por linealidad, la traza de T¢ tiene tres términos, una por cada contribucién
ab.
TQZ .

3
00T =S g TS (5.42)
=1
donde
d o0Y; 0%,
T2 = da; 2 Zy2 42 ga 2 jab C— 5.43
gb 2% 1/1 (MXZMM+ 2XZ,U> + Xz'u,g 850‘ +X’Lg afaafb ( )

Dado que las funciones ; son independientes entre si, la condicién de
traza nula para T¢® arroja tres ecuaciones diferenciales ordinarias levemente
acopladas, las cuales estdan dadas por

X + Daxs, = 0 (5.44)
WXy + Doxa, +2x3 = 0 (5.45)
41X, + Doxi, + %x% = 0. (5.46)
Con el fin de acortar notacién, hemos definido
Djzzg—i—j, 7=0,1,2---

La contribucién a segundo orden del tensor constitutivo A3 puede expre-
sarse en términos de 1; como
%
agaagbc
oY, 01,
L2 2 0¥ (5.47)

— 92 ga . )
XZ},L&- a&-bc + X?, 8€aa€bc

abc
A3

Asi, obtenemos

A = 4go [X%Mgbc 1 X%u (g(bgc) _ ggbc) 4 X%MV <£b£c _ %gbc>]

2
+ 2X§ (ga(bgc)_'_g(bgc)a_c_igbcga)
2 | pa bc_ﬁbc a(bc)_labc
+4x3{€ (fé d9>+ﬂ(g € dégﬂ-
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Ahora, evaluemos las condiciones impuestas por invariancia conforme. Pa-
ra ello usaremos las relaciones (B.10]), (B.11)), (B.12), las cuales nos permiten
escribir el campo tensorial de tipo (3,0) més general, con las simetrias im-
puestas por la teoria; esto es: que sea simétrico en los dos ultimos indices,
que dependa algebraicamente de la métrica y las nuevas variables (&,,&qp) con
hasta términos cuadraticos en &, v que sea de traza nula en los ultimos dos
indices.

Comenzamos con la estructura general, dada por

d+2
Agbc — AK (gagbc_i_an(bé-c)_( + )fafbé-c)
7 7
a ¢be a(b¢c) 2 a p(bec) a ¢b¢c 4Vabc
+B |76 +267°¢ —;(2555 +£55)+E555
+C |:€agbc + 29a(b€c) . Z (gagbc + 2ga(b£c))
1

(d+1)

i
12
= (A4A-0C)—
( )u
+C (Lg" + 2¢°t?)

(€a£b£c+2§a£(b€c)) +3(d+ 1)%@51)&1}
(gagbc 4 2ga(b§c)) B (éagbc 4 2§a(b€c))
— w (gagbfc + 25%(%@)
F[—(d+2)A+ 4B+ 3(d + 1)C] %gagbgc (5.48)
Inspeccionando la ecuacion se siguen las siguientes relaciones:

B = 43, =x5

4

C = B=—-(+mdi)
o o _4“ 2 2 2\ 2
A-C = 7(><2#+/~Lxgﬂ+x3)—2ux3

2B+ (1+d)B = 4uxi = 2;1)(3#
—(d+2)A+4B+3(d+1)C = 4x3°

y, a la vez,
X5 = 4x3, (5.49)
1
X = 1, (5.50
px3, + D3x3 = 0. (5.51)
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Estas condiciones resultan totalmente compatibles con las ecuaciones (|5.44)),
(5.45) v (5.46) obtenidas anteriormente. Ademds, es a partir de ellas que es
posible obtener un sistema desacoplado para las funciones y?:

(X, + Daxz, = 0 (5.52)
X3, + Dax3, = 0 (5.53)
(X1 + Daxi, = 0, (5.54)

La estructura peculiar de las mismas permite rapidamente deducir que cada
funcién es proporcional a la derivada de la anterior, i.e., x71; & x7,, ¢ = 1,2,
en acuerdo con lo obtenido anteriormente en (5.44)), (5.45)) y (5.46). Ademas,
resulta que A% es de traza nula en todas sus entradas. Esta condicién sobre
la traza también aparecié en el andlisis a primer orden. En efecto, resulta ser
una propiedad que satisface cualquier tensor (3,0) con las simetrias de A% al
imponer invariancia conforme.

Por otro lado, a partir de (5.54} [5.53} [5.52)) deducimos que

B=C=x;, A=-DB.

Con la informacién recolectada hasta aqui, procedemos ahora a escribir
las férmulas explicitas a segundo orden para T3 y A%, y discutimos algunas

consecuencias.

5.2.1. Tensor de energia—_momento

Comenzamos el anélisis notando que las tinicas soluciones de las ecuacio-
nes((5.52)), (5.53)) v (5.54)), sujetas a los requerimientos de invariancia conforme

(5.49) v (5.50) vienen dadas por

2
X2
Xi = Xiﬂrupl :
4D,
X5 = L (XT—xi,) (5.55)
9D, Dy
X5 = 2 (3 = x%)

con x2, y x> constantes reales a determinar. Més atn, sin pérdida de genera-
lidad es posible considerar x7, = 0 pues, de hecho, introduciendo el funcional

X [th1, 12, v3] dado por
4D1 2D1D2

X[, 02, ¢05] = 1 — i (P 2 V3
D 2D, D
= Sabéa”—zx?leafu ;2 202 (5.56)
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y usando las soluciones ([5.55)), un calculo directo permite verificar que la fun-
cién generatriz ((5.39) puede llevarse a la forma

AD 2DD
X’ =xI X +x3, %pg L2

P3

Por lo tanto, la contribucién a segundo orden para el tensor de energia—
momento del fluido resulta

2D, X 4D > 2
T2ab 1 Xo (2D gafb ab) . ;XOX(aéb) + X_DOXaba (557)
[t [t
donde hemos definido
0X 8D1
X = = (%" 4 Dovr® — €, 5.58
&, p? ( ) (5:58)
ab 9?X 8D,

= G605 = g et O et Py —argE

+ D, (—8y§(“€b) 2t 6 gagb + 200 + wgab)} (5.59)

y (% := gu0*0°. Notamos entonces que nada depende de la constante x?,, por
lo que puede considerarse
El campo X satisface las siguientes propiedades:

Xafa = 07 Xabga = _Xba gabXab = _S_‘DIX
1

las cuales implican, como se espera, la condicién de invariancia conforme a este
orden:
ab
gabTQ =0.

Inspeccionaremos ahora qué informacién puede aportarnos esta nueva con-
tribucién a la dinamica del fluido. Para ello, es necesario encontrar una descom-
posicién de T5% més adecuada, andloga a las halladas en equilibrio y primer
orden.

A tal fin, consideramos primero la decomposicién de X% en la forma

2
X = _Zxlegh 4 yab (5.60)
o

con Y% = Y(@) y yabe — 0. De hecho, tal tensor viene dado explicitamente
por

2
200,67 + (4u D, — 262) £€" — 6Dyt
- u%“f% + (ul* — Dov®) g™ + 2Dopul0® + Dop€™] . (5.61)
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Luego, a partir de ({5.60]), obtenemos

;X d(d+2)(d+3)
2 d—1

2(d + 3)x? ~
ALV Ktogh 270, (5.6

T = |:§a§b B ggab} -

donde hemos anotado con Y a la parte sin traza de Y. De un modo similar
como procedimos para el analisis de los 6rdenes anteriores, obtenemos expre-
siones explicitas para la densidad y presion del fluido, las cuales vienen dadas
por

X Dy = (d+2)(d+3) xiX
9 = — .

p2 = —(d+2)(d+3) ak T p (5.63)

Claramente satisfacen la ecuacién de estado conforme py = (d — 1)ps.

5.2.2. Relaciones constitutivas a segundo orden

Estudiamos ahora la informacion que nos provee la contribucion a segun-
do orden del tensor constitutivo, y presentamos la versiéon mas general de las
ecuaciones constitutivas que aparecen como consecuencia de las ecuaciones
que satisface A% hasta segundo orden. Estas ecuaciones pueden ser usa-
das para derivar relaciones constitutivas como la que encontramos a primer

orden, ecuacién (/5.28)).

Empleando las soluciones conformemente invariantes presentadas en la sec-
cién anterior (5.55)), es posible expresar la contribucién a segundo orden del
tensor constitutivo (5.48) sélo en término de una de las funciones maestras,

: 2.
digamos x71:

4Dy X3 v
abc  _ 1X1 ¢a _2¢bc (bpe) _ 2 be) _ bc_ﬁ be
A3 € e 4 aDy (€00 — Sg") — 20Dy (£ - 6™
8Dy x? 2
. 1X1 |:ga(b€c) + é-(bfc)a . _gbcga:|
I d
8D D7 b Kb b 1
Vs c M b a(bee)  ~¢a be ) 5.64
b e (e = Gg) o (00 - get (5.64)

Luego de un célculo tedioso pero bastante directo, la diveregencia de A%
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resulta
abe 8D, Dy Dsx2G e M e 4D,y ? ) ;
Vo Age = SN (e Eghe) o ZBM (Do — D) €
@ d Iz
16D, Dyx? . o Vo ADixT 4.
+ =D — iy (8000 — Zg) - =g
It d [
16D1DoX? [ - e o U e 8D1 Dy D)3 (bee) M pe
" ;22 1(£(b€)+£(b€)_agb>_%y 25(65)_5917
8Dy Dyy? 20V,
+ IM—Q?Xl <£(bvc)u + €0V op — = Mgbc)
8D 2 2V, ¢
B 1X1 |:V(b£c) + éa(bvagc) + g(bvagda o Tgbc:|
8D, Dy D32 ' 8Dy Dyx3
B 1 ;3 3X1y |:£(bvc)u . %gbc} 4 1M22X1 gbe 7 (5.65)

donde é“b = £V £, SC = £9V,£°, v G v G* dados por

G :=v(Dy— D) — (D — Dﬂvaea + Zavau> ;
3

1
G := 20V, + €0V + Ve —

Con el fin de obtener relaciones constitutivas a este orden, resulta necesario
ahora dar una expresion para la fuente de la ecuacion disipativa hasta
segundo orden en variables disipativas, construidas como funciones algebraicas
de los campos £%, 7%, T, ¥ gap- De hecho, es facil ver que la versién mas general
para 1% puede escribirse combinando estos campos de la forma

(0°V o + v + Dv) g*.

Ibe — ofbfc + [1§(b’l"c) + [25(177-0)@71(1 + [3hbc + [4rbrc + [57'bc + [GdeTCd. (5.66)

Es importante remarcar aqui que (5.66|) es ademas la fuente mas general
que puede llevar la ecuacion disipativa @ completa, es decir,

Va (Af + Ag™) = 1™, (5.67)
sin més restricciones. Las funciones I; (7 = 0,1,---,6) se deben ajustar de
modo que 1% sea de traza nula y que la produccién de entropia o = —£%1,,

satisfaga la desigualdad ¢ > 0. En completa analogia con la teoria a primer
orden, existe un requisito adicional para los coeficientes, que esta relacionado
con el peso conforme global de la ecuacion constitutiva completa . Dado
que cada uno de los términos que aparecen en debe tener el mismo peso
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conforme (el cual es igual al peso conforme de los términos del lado izquierdo de
(5.67))), la ecuacién constitutiva completa es sensible en tanto que las funciones
I; tengan los pesos conformes adecuados. Por lo tanto, la plausibilidad de las
relaciones constitutivas depende de la correcta asignacion de pesos conformes a
las funciones /; de tal forma que, al multiplicarse por el factor correspondiente
en , generen términos de igual peso conforme.

Por otro lado, una pregunta que surge naturalmente en este punto es si
resulta posible derivar expresiones para los coeficientes de transporte a este
orden. El problema de encontrar qué coeficientes de transporte surgen de esta
teoria no es directo a priori, ya que requiere un analisis detallado de cada uno de
los términos que contribuye a la divergencia de A%¢. A diferencia de la teoria a
primer orden, en la que fue posible obtener el coeficiente de transporte de shear
simplemente comparando el tensor de shear con la parte transversal sin traza
del tensor de energia—momento, a segundo orden la estrategia necesaria resulta
menos directa. Los coeficientes obtenidos se pueden comparar, por ejemplo,
con los ya estimados, via la correspondencia fluidos/gravedad, a partir de la
contraparte gravitatoria (para referencias sobre estas estimaciones, ver [79,
99]).

5.2.3. Contribucion a la densidad de entropia

En analogia con las contribuciones anteriores, es posible calcular la correc-
ciéon de segundo orden de la densidad de entropia total. De la defincién de
densidad de entropia en este formalismo, se tiene que

d+2)%3 2(d + 4
sg = WV +M) M gee - 25D gy yewg,| - (s.68)

donde GG es el funcional

Glthr, s, ] =ty — 452 o+ 211221?3

b3 (5.69)

Esta expresién coincide con resultados anteriores debidos a Hiscock y Lindblom
[94]. Para ver ello, recurrimos a la descomposicién ortonormal de £%° (ecuacién

(B.6)), y a las relaciones ((5.55]). Asi, se obtiene que

a (d + 2)2X(2) d2<d + 1) V2 c ~bc ~ a
Sy = — NDQ Q(d—l)E—Q(d+1)TTC+T Toe | €
Ad+220dd+1) . Ad+2)°X 4
g a1 T e T (5:70)
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lo que puede ser reescrito usando las variables definidas por Hiscock y Lindblom
en [94], es decir,
us an ﬂ_abqb

Sy = —(501_[2 + B14°qe + ﬁ27TbC7Tbc)ﬁ + a, T + aq T (5.71)

La relacién entre las variables de los autores y aquellas empleadas aqui son

£ 1 b
ut = C T=——© M=p, 7%=2y
VTH VT H
Para obtener estas relaciones se emplearon ademas las identidades (5.17)), (5.9)

y (5.22)) para p;, x' y ¢% respectivamente. Mds atin, los coeficientes 3,, 51, 32
y @, ap emergen de la comparacion de ([5.70) con (5.71]), obteniéndose

17~_ab‘

(=D)"2(d +2)*(d — 1)xs 1

Bo = 0 T (5.72)

Bi=—"—B, B= 5 o b (5.73)

21 d—1) T 1 g
Estos coeficientes esencialmente modelan todas las contribuciones disipativas
a la entropia en este orden (escalar, vectorial y tensorial), asi como los acopla-
mientos entre los efectos de viscosidad y flujos de calor (para mayores detalles,
referimos al lector a la discusién proporcionada en [86]). La novedad aqui es
que, como consecuencia de la invariancia conforme, estos coeficientes no resul-
tan independientes entre si.

5.3. Hiperbolicidad de la teoria completa

El problema de la estabilidad y la causalidad en teorias disipativas de fluidos
relativistas es un aspecto crucial que ha sido objeto de un intenso escrutinio
en el pasado [49, 64, 97, 08 [61, [99], resultando ain hoy en dia un tema activo
en investigacion. Es bien sabido que las teorias de Landau y Eckart tienen una
formulacién de valores iniciales mal puesta, dado que predicen fluctuaciones
térmicas que pueden propagarse de manera no causal (mas especificamente, los
modos crecen linealmente con la frecuencia), perdiendo la validez como teoria
causal en el marco de la Relatividad General.

En general los conceptos de estabilidad, causalidad e hiperbolicidad son
independientes (por ejemplo, las ecuaciones de Navier-Stokes son estables, pe-
ro no causales en sentido relativista), y puede haber sistemas débilmente hi-
perbdlicos que son causales, pero no estables. En esta seccién estudiamos la
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hiperbolicidad de la teoria introducida en el capitulo anterior y desarrollada
en este capitulo; es decir, teniendo en cuenta las contribuciones hasta segundo
orden en los efectos disipativos. Mostramos que es posible elegir la constante
arbitraria x?, para la funcién generatriz a segundo orden, x?, para asegurar que
el sistema resulte hiperbdlico, y finalmente probamos que la teoria completa a
segundo orden resulta simétrico-hiperbolica cerca de los estados de equilibrio.
Especificamente, mostramos que existe un simetrizador para la teoria comple-
ta, y resulta que es positivo definido en un subconjunto abierto de estados
alrededor de cualquier estado de equilibrio. Siguiendo el argumento de Frie-
drichs y Lax respecto a la hiperbolicidad de los sistemas de primer orden [0, [7],
concluimos que el problema local de valores iniciales correspondiente esta bien
puesto cerca del equilibrio.

5.3.1. Teorema principal

El resultado principal puede condensarse en el siguiente

Teorema 5.3.1 Sea (M, g,) un espaciotiempo orientado de dimension arbi-
traria d y sea &, cualquier estado de equilibrio de la teoria. Entonces, siempre
es posible hallar una teoria que resulte simétrico-hiperbolica en algiun entorno

abierto O de £°.

Demostracion. Para probar esto, emplearemos la formulacion covariante de
Geroch discutida en el Capitulo [2], via el teorema [2.2.1] Para ello, escribimos

al sistema de ecuaciones como

K®ap(6)Vag" = Ja(6), (5.74)
donde £B = (gaafab)a y
o ey X
Kap(§) = D€, 06206 (5.75)

mientras que la fuente viene dada por
Ja = (0,0, I). (5.76)

Vemos que es suficiente considerar ¢, en la direccién de &, y analizar la forma
cuadratica

has(§) == &akKip

evaluada en cualquier estado de equilibrio; es decir, en soluciones para el fluido
perfecto.
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La idea clave es la siguiente: si se logra probar que hap(§) es definida
positiva, luego existira siempre un entorno abierto de estados del fluido O
alrededor de £° tal que hap(t) > 0 para cualquier ¢, € O. Luego, basta con
estudiar las condiciones para las cuales hp(€) es definida positiva.

Al evaluar el simbolo K95 en cualquier estado de equilibrio, obtenemos:

o aSXO aSXI

Koy = ( DEJEDE  Begegee ) 7 (5.77)
8£a8§b8§cd 8£a8§b(:8§de

donde hemos denotado con © sobre K ,p a la operacion de evaluar en estados

de equilibrio, luego de haber tomado las derivadas correspondientes. Ahora,

o o
consideremos la forma dada por hap(§) := £ K ap. En primer lugar, notamos
o

que el bloque diagonal superior de h 45 es positivo definido, ya que corresponde
exactamente al hiperbolizador de la teoria del fluido perfecto, la cual resulta
simétrico-hiperbdlica, estable y causal. Esto se debe a que la ecuacién de es-
tado empleada es la de un fluido de radiacién pura, y por lo tanto cumple los
requisitos para que el sistema sea simétrico-hiperbdlico (ver, por ejemplo, [26]).
Por lo tanto, basta ver que el bloque diagonal inferior también es positivo, y
asf lograr que toda la matriz sea positiva definida, simplemente eligiendo x?,
lo suficientemente grande y con el signo apropiado. Recordemos que X2, es el
parametro libre que aparece en las soluciones de la contribucién a se-
gundo orden de estas teorias. Llamaremos a éste, parametro de hiperbolicidad
para destacar que la inclusion de efectos disipativos a segundo orden resulta
esencial para garantizar que estas teorias tengan un problema de valores ini-
ciales bien formulado. Ademas, es claro que si esta contribucion no estuviera,

o
el bloque diagonal inferior de h 4p seria cero, resultado imposible lograr la con-
dicién de positividad buscadaﬂ. Nos concentramos, entonces, en este bloque
diagonal inferior.
A tal fin, introducimos los escalares pesados a segundo orden
- Vi
v pi=1’
donde ; son los tres escalares introducidos en la teoria a segundo orden.
La ventaja de pesarlos de este modo es que ahora no dependen de la norma
cuadrado de &%, 6 i, por lo que satisfacen
0 _
9

2Curiosamente, una formulacién de primer orden (e hiperbdlica en un sentido méds débil
que el usual) ha sido recientemente sugerida en [I00], aunque a expensas de definir una
corriente de entropia que no es tnica, ya que depende de los datos iniciales requeridos para
las contribuciones disipativas de orden superior.

(5.78)

€a 0. (5.79)
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Con esta redefinicion, es posible expresar la contribuciéon a segundo orden de
la funcion generatriz (5.39)) como
X = Xi1 + st + 15U (5.80)
Luego,
62 _ g, [x2 G+ (1x3) , ¥ + (123) ﬂ
a afa 1u 1 2/ 2 3 u 3|
donde hemos usado la propiedad (5.79)). Ademds, usando la relacién entre las
funciones x? halladas en (5.49)), (5.52), (5.54)) y (5.55), las cuales resuelven las
ecuaciones a segundo orden, escribimos todo en términos de 3, obteniendo
X2 2D1x3, [~ d - d d -
— =— B —41=+1 2(=+1)(=+2 . (b.81
e L R R C R A TR RS B
Notar que la matriz diagonal inferior que bu2scamos sea positiva definida
es, de hecho la matriz Hessiana de la funcion fa%. Luego, basta ver que dicha
funcién resulta convexa para garantizar que su Hessiano

H[1, o, 3] := —4(fl+1) Wy + 2 (9+1) (‘—Z+2) by

2 2 2

resulte positivo. Como se mencioné anteriormente, la eleccién de un valor lo
suficientemente grande para la constante de hiperbolicidad x?, (y con el signo
correspondiente) asegura que se cumpla la condicién de positividad deseada.
Para ver que ”H[zﬁl, 1;2, 1;3] es positivo definido, consideramos la descomposicion
de &, discutida en ([B.13)), y expresamos cualquier combinacion lineal de los
escalares 1; como una combinacién lineal real de cantidades cuadraticas (y por
lo tanto positivas) tal que la identidad

2
az/31+5122+7153=(a+6+7)%+2a+5

rar® + aTy T, (5.82)

se cumpla para todo a,[3,7v. En efecto, eligiendo la combinacién lineal que
define exactamente a H; es decir,

d d
a=1, p[=-=2(d+2), 7—2<§+1) (§+2),
la ecuacién (5.82) arroja

&1—4<g+1)&2+2(g+1> <g+2)¢?3=

P\ 2 2d+1
<1 +d+ —) o 2d+1) )w“ + T, (5.83)
2) p It

lo que resulta siempre positivo, concluyendo asi la prueba.
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Capitulo 6

Implementaciéon numeérica del
fluido disipativo

En este capitulo abordamos el problema de la evoluciéon numérica de las
ecuaciones que rigen la dinamica de fluidos disipativos conformes, cuya teoria
fue desarrollada en los dos capitulos anteriores. El eje central de andlisis con-
siste en elegir variables de evolucién que resulten convenientes (o al menos
con las cuales poder implementar numéricamente las ecuaciones dindmicas),
para luego escribir todos los campos relevantes en términos de éstas. Asi, serd
posible llevar las ecuaciones tipo divergencia a una formulacién puramente
conservativa y 6ptima para una implementacion numérica adecuada.

Dada la dificultad del problema en cuestion, y luego de la discusion gene-
ral sobre los principales problemas que aparecen en el intento, en este trabajo
desarrollamos la implementacién numérica asumiento un fluido que se propaga
en una sola direccion, e imponiendo simetrias de modo de reducir considera-
blemente el niimero de variables dinamicas. Empleamos para ello el método de
volimenes finitos de Kurganov—Tadmor [I01], el cual permite evolucionar on-
das de choque con alta precision (los lineamientos principales de este método
estdn descriptos en el Apéndice @ Finalmente, estudiamos la convergencia
del método y analizamos cémo al tener en cuenta pequenos términos disipati-
vos en las ecuaciones, es posible “suavizar” ciertas soluciones discontinuas que
se obtienen al evolucionar las ecuaciones para el fluido ideal (sin disipacién)
partiendo de datos iniciales suaves.

6.1. Variables “conservativas” vs. “abstractas”

Las ecuaciones que rigen la dindmica de un fluido en Relatividad General
vienen dadas por leyes de conservacion de cantidades fisicas como el ntimero
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de particulas, la energia y el momento lineal. En su versién covariante, las
escribimos del siguiente modo:

V.N* = 0 (6.1
VI = 0 (6.2)
VaAabC — [bc’

donde I es dada. Bajo esta formulacién, la dindmica del fluido est4 descripta
mediante la evolucién temporal de ciertas componentes de N¢, la corriente de
particulas; T%, el tensor de energia—momento del fluido y de A%¢, el tensor
constitutivo de la teoria. Algunas de las componentes que suelen emplearse
como variables dinamicas resultan, por ejemplo, la densidad de energia, el 3-
vector densidad de momento, la densidad de particulas, etc, las cuales adoptan
un significado fisico preciso en la teoria. Llamaremos a éstas variables fisicas
o conservativas.

Una primer pregunta que surge a la hora de abordar este problema es si
resulta posible describir la evolucién desde un sistema de referencia solidario
al fluido (cominmente conocido como co-moving frame o sistema lagrangiano)
pues, de ser asi, el problema se simplificaria considerablemente: bastaria des-
cribir al fluido desde un sistema en el que el mismo se encuentra en reposo,
y luego realizar una transformacién de Lorentz al sistema de referencia de in-
terés. La respuesta no resulta afirmativa, y el motivo es consecuencia directa
del Teorema de Frobenius (ver, por ejemplo, [90]). Si esto fuera posible, signifi-
ca que entonces seria posible considerar al cuadrivector u® velocidad del fluido
como la direcciéon temporal en la evolucién, lo que implica que las direcciones
espaciales se encuentran en su complemento ortogonal en cada punto del es-
paciotiempo. El teorema de Frobenius garantiza que una condicién necesaria
y suficiente para que dicho espacio ortogonal en cada punto resulte localmente
integrable (esto es, que forme una hipersuperficie ortogonal a u® sobre la cual
poder dar dato inicial) es que se verifique localmente la identidad

ue Viug = 0. (6.4)

Esta condicion no resulta valida en general para un fluido arbitrario, por ejem-
plo si el mismo tiene vorticidad wgy, = hachpaVEeu® no nula (cualquier sistema
fluido con rotacién espacial). En términos de las variables usadas en los capitu-
los anteriores, esto dice que no es posible garantizar la existencia de una folia-
cién del espaciotiempo cuyas superficies de Cauchy sean ortogonales a £* (que
es proporcional a u®). Luego, resulta necesario referir el movimiento del flui-
do a un sistema de referencia cuya direccion temporal forme hipersuperficies,
lo cual no puede lograrse considerando la cuadrivelocidad u® como direccién
temporal de evolucion.
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No obstante aquello, en los dos capitulos anteriores desarrollamos una teoria
que nos permitié obtener informacion de las variables conservativas en térmi-
nos de una formulacién cuasilineal mas general. Hemos visto que uno de los
objetivos y la motivacion principal por la cual esta segunda formulaciéon re-
sulta relevante es la de estudiar el problema de valores iniciales de la teoria
disipativa, evaluando la hiperbolicidad simétrica del sistema de ecuaciones de
evolucién. Para ello, introdujimos las variables dindmicas (&,, &) (las cua-
les en este contexto llamaremos variables abstractas), obteniendo una funcién
generatriz x(&,, &) que admite sélo tres pardmetros constantes libres.

Las ecuaciones en términos de estas variables abstractas respetan la forma
de un sistema cuasilineal de primer orden con fuente:

K 4p()VaP = Ja(8), (6.5)
donde o
a o X
K4p(§) = OE.0EADED (6.6)

es el simbolo principal de (6.5)), mientras que la fuente viene dada por
JA = (0,0, ]ab)- (67)

Dadas estas dos versiones para las ecuaciones que rigen la dinamica del
fluido, resulta natural preguntarse: ;cudl de ellas resulta conveniente a la hora
de una implementacion numérica concreta? La respuesta a priori no pareciera
ser directa. Una primera posibilidad es aprovechar la formulacién en variables
abstractas desarrollada para entender la hiperbolicidad de la teoria, y consi-
derar la descomposiciéon 3 + 1 del sistema ([6.5)). Por ejemplo, al considerar
coordenadas inerciales {x° = ¢, 2%} tales que localmente la métrica de fondo
sea gup = Nap, €l sistema en cuestion resulta

Kp 08 = —K' 50,65 + Ja.

Luego, invirtiendo el simbolo K95 se obtienen las ecuaciones de evolucién para

{faufab}: 4
atgA — _(K_l)OACKZC’BaigB + (K_l)OABJ37

con (K1) ABKY. = §4¢. Al considerar esta alternativa, el problema de evo-
lucionar la teoria se reduce entonces al de invertir una matriz de dimensiones
altas. Este procedimiento resulta en general muy costoso (tanto analitica como
numéricamente) dado el tamafio de la matriz (si la dimensién de la variedad
de fondo se fija a d = 4, nos referimos a una matriz de dimensiones 14 x 14,
6 en el mejor de los casos 13 x 13 si no hay conservacion de particulas en la
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teorfa). En efecto, ya resulta dificultosa la inversién al considerar soluciones
en equilibrio, cuya configuracién es un tanto mas simple.

Una segunda alternativa para la evolucién numérica es volver al siste-
ma conservativo original. Nuevamente, considerando coordenadas tales que la
métrica de fondo luce localmente como la métrica de Minkowski, las ecuaciones

covariantes (6.1]) - (6.3), pueden ser reescritas del siguiente modo:

ON° = —0O;N', (6.8)
oT” = —o,T%, (6.9)
oT" = —0,TY, (6.10)
0, A°° = —9,A"° 4 [°° (6.11)
AP = —0; AT 4 [ (6.12)
QAT = AN 4 T (6.13)

La condicién de traza nula del tensor A% con respecto a los tiltimos dos indices
permite reescribir algunas de las variables respecto de otras, de modo de reducir
el sistema a 14 ecuaciones para 14 variables, en consistencia con el correspon-
diente sistema en variables abstractas. Este sistema es un conjunto de leyes
de conservacion, donde los flujos no triviales estan dados por las componentes
espaciales N¢, T% y A¥J ademés de aquellas componentes espaciotemporales
Aoy A% todas las cuales resultan funciones algebraicas (no necesariamente
explicitas) de las variables dindmicas elegidas para la evolucién. Con el fin de
emplear las herramientas numéricas desarrolladas para evolucionar sistemas de
conservacion, es preciso obtener expresiones explicitas de los flujos en térmi-
nos de las variables dindamicas a cada paso temporal. En general, esta tarea no
resulta trivial, y de hecho la mayoria de las veces sélo es posible realizarla de
manera numeérica, es decir, recurriendo a métodos iterativos para la solucién de
ecuaciones trascendentes (como el método de Newton—Raphson). Estos méto-
dos resultan en general mas eficientes y menos costosos en comparacién con la
inversién matricial que debe realizarse si se opta por la alternativa anterior.
En esta tesis optamos por la segunda alternativa para la implementacion
numérica, y donde veremos que la ecuacién de estado a considerar juega un
rol muy importante en la inversién. Con el fin de verificar el método numérico
y el algoritmo de inversion, en primer lugar, abordamos la evolucion del fluido
ideal (sin considerar efectos disipativos), y con ecuacién de estado tanto de
radiacién pura como politropica. Veremos que en el primer caso es posible
escribir los flujos de manera explicita en término de las variables conservativas,
mientras que en el segundo caso no siempre es posible. Toda la discusién de la
implementacién numérica para el fluido ideal se encuentra en el Apéndice [C]
En segundo lugar abordamos el caso disipativo, en el que hacemos uso de
la teoria desarrollada para evaluar si un esquema numérico como el deseado
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resulta plausible. La idea central de esta propuesta es emplear las expresiones
obtenidas en el capitulo anterior, las cuales expresan las variables fisicas en
términos de aquellas abstractas, teniendo asi ecuaciones que relacionen los flu-
jos no triviales con aquellas variables conservativas elegidas para la evolucion.

6.2. El fluido disipativo ultrarrelativista

Nos centramos ahora en el problema de dar explicitamente las ecuaciones
de evolucién para el fluido conforme relativista, considerando efectos disipa-
tivos hasta segundo orden, y asumiendo una ecuacién de estado de radiacién
pura. Veremos que en general resulta imposible lograr una inversiéon puramente
analitica del sistema para cambiar de variables, como es requerido para evo-
lucionar numéricamente este tipo de ecuaciones, los cuales vienen descriptos
por leyes de conservacion. Sin embargo, obtendremos expresiones y propieda-
des que seran de suma utilidad en la proxima seccién, donde particularizamos
a una configuracion de fluido con movimiento unidimensional, y simetria de
rotacién en el plano perpendicular a la direccion de movimiento.

6.2.1. Descomposicion 3 + 1 y ecuaciones de evolucién

De una manera andloga a la que se procede al abordar el fluido ideal (ver
Apéndice|C)), consideramos una foliacién del espaciotiempo por hipersuperficies
espaciales {¥; }4cr, parametrizadas por una funcién tiempo t. Definiendo t* :=
(0/0t)* el vector normal a cada hipersuperficie de la foliaciéon de modo que
t%, = —1, asignamos la coordenada z° = t y coordenadas inerciales {z'}
sobre cada hipersuperficie de simultaneidad. Para un espaciotiempo plano de
fondo, las ecuaciones resultan

0T = —0,T, (6.14)
oT" = —9;TY, (6.15)
A = —0;A° + I (6.16)
QAP = —9; A% 4 [ (6.17)
0 A% = 9 AR 4 [ (6.18)

Una eleccion posible para las variables dindmicas es considerar el conjunto

{TOO,TOi, Aooi’ Aoij}’ (619)

y hacer uso de la condicién
Goe A® = 0, (6.20)
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para expresar A en términos de éstas, obteniendo

A7 = L (g A 4 g, A% . (6.21)
00
Resultan entonces 13 ecuaciones para 13 variables, y el sistema asi planteado
no tiene vinculos.

Luego, el problema en este caso se reduce al de encontrar expresiones para
los flujos T, Ao Ai% y AFJ como funciones algebraicas de las variables
dindmicas T, 7% A%y A% oarantizando de este modo un sistema de leyes
de conservacién con fuentes I° y IV (las cuales se prescriben de antemano, en
funcién del problema a considerar). Veremos que dar expresiones explicitas de
los flujos en términos del conjunto de variables dinamicas elegidas requiere de
una transformacién que permita escribir las variables abstractas de la teoria
en términos de las dinamicas. Dicha inversion resulta en general un sistema
acoplado altamente no lineal, y su inversion sélo es posible numéricamente,
recurriendo a métodos iterativos.

6.2.2. Variables dinamicas

Como se obtuvo en el capitulo anterior, hay una tnica familia de funciones
generatrices que describen fluidos conformes disipativos que obedecen teorias
de tipo divergencia, la cual viene dada por

Xt v, ) = X (1) + X (v + ) i)y’ (6.22)

1=0

donde recordamos que p := £%,, v = £%E,& vy {1 }3_, es el conjunto de los
unicos campos escalares disipativos a segundo orden (no triviales):

P =%, by = EPEEES, Uy =R (6.23)

En cuatro dimensiones, las contribuciones x* a la funcién generatriz vienen
dadas por

o 1
o Xo 1 Xo
X)) ==—"5 x W) ==73; 6.24
(1) . (1) 0 (6.24)
y, para i = 1,23,
2 Xg
donde
1, if i=1
0, = —12, if i=2
24, if 1=3
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Aqui, {x? ?:1 son los tres parametros libres que caracterizan a la familia, los
cuales tienen significado y rol preciso en la teorfa. La funcién x° caracteriza
de manera univoca la familia de fluidos ideales, los cuales ademas representan
los estados de equilibrio de la teoria general. Por su parte, las funciones ! y
{x?}2_, son respectivamente las contribuciones disipativas a primer y segundo
orden. Considerando la expansién solo hasta x! se obtiene la teorfa de Fourier
familiar y las ecuaciones de Navier-Stokes (tomando los limites apropiados).
Agregar la contribucion de segundo orden hace posible una formulacion de
valores iniciales bien puesta, sin suposiciones como las de Israel-Stewart [102].

Usando las expresiones — junto con las relaciones anteriores —
f, tanto el tensor de energia—momento 7% como el tensor consti-
tutivo A%¢ se construyen como la suma de las contribuciones a cero, primer y
segundo orden de la funcidon generatriz. En esta seccién trabajaremos con las
expresiones explicitas de estos campos en términos de las variables abstractas,
por lo que recordamos la descomposicion ortonormal de &g,

v 2
Eab = Egagb + ;f(af‘b) + Tab, (6.26)

donde 1, 1= £,E° — ﬁ{fa y Tap €s la parte de &,, completamente ortogonal a &,.
Ademas, denotaremos con 7, a la parte sin traza de 74, esto es

~ v £a€b>
Tab = Tab+ — | Gap — . 6.27
O (%20

En las siguientes dos subsecciones, exhibimos expresiones explicitas para
T y A% en términos de (&,,&y) escritas de un modo conveniente para la
implementaciéon numérica.

6.2.2.1. Tensor energia—momento

Introduciendo una vez més el vector normalizaddl]
a
a g
- 9
sV ¥

la forma general para T que se deriva de esta teorfa es

4 ab
T = ?,0 (u“ub + %) +20°Q" + 7. (6.28)

! Asumimos, de ahora en adelante, que el campo vectorial £ es temporal (y por lo tanto
1 < 0 segun la convencién de signatura empleada. Si bien esta eleccién no es necesaria en
absoluto para realizar esta construccion, este es un requisito natural para que la teoria sea
causalmente consistente.
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Veamos el significado de cada término y su definicién. En primer lugar, resulta
natural identificar a p como la densidad de energia del fluido, la cual contiene
contribuciones de cada orden de disipacién:

6x°  20x'v 42y
7 7 1

p=— (% - 2% + 2—3@@3) , (6.29)
ot

De las condiciones de energia a cada orden de disipacién se deduce que x* > 0,

Vi =1,2,3. A partir de las soluciones (|6.24)), (6.25)) y de la condicién (5.83])

para que la teoria resulte simétrico-hiperbélica alrededor del equilibrio, se tiene
que tanto la constante a orden cero como la constante a segundo orden deben
ser negativas, mientras que el producto x!, v debe ser negativo:

Y% <0:; xor<0; x%<0. (6.30)

Por otra parte, Q® es un campo vectorial espacial cuyo significado en este
contexto es el flujo de calor de la teoria, el cual ahora tiene una contribucién
no trivial a segundo orden. Considerando estas contribuciones, se tiene que

10x* 168x2 (10
Q" = fﬂr“ + 2 _)ilu (;W” - ;ﬁ“bm) . (6.31)

Por tltimo, el tensor 7% presente en (6.28)) corresponde a la parte de 7% que
es completamente ortogonal a u®. Siguiendo la notaciéon del trabajo original

21,

T =2 7+ 3V, (6.32)
donde Y es la parte sin traza de Y, dado por la ec. 1} Recordamos

también las identidades importantes

UaQ" =0, u,m?® =0, gum®=0. (6.33)
El tensor energia—momento para la descripcién del fluido ideal se obtiene po-
niendo Q* =0y 7 = 0.
6.2.2.2. Tensor constitutivo

Por construccién, el tensor constitutivo A%¢ es, a lo mas, lineal en disipa-
cion. Para el fluido ideal, dicho tensor es estricamente cero, mientras que en el
caso disipativo hasta segundo orden tiene dos contribuciones no triviales:

Arbe = Agbe 1 Aghe, (6.34)

104



Capitulo 6. Implementacion numérica del fluido disipativo

La primer contribucién se construye sélo en términos de la cuadrivelocidad
u® y de la métrica de fondo, y en cuatro dimensiones espaciotemporales viene

dada por
Agbe = /= (209009 4 uthbe + 3utubuc) . (6.35)

La segunda contribucién, lineal en disipacion, puede escribirse como

A = A+ A+ AT, (6:36)

—12? T6v 19v
Aabc _ 1 a, b, c 144% (b,.c) — . azbc a bc
91 (3 uwuwuw + v urY + v —putT +—3\/__qug ,
(6.37)

—12y? 4v 8v
Aabc _ 1 (QQG(bTC) . ga(buc) + uaubuc + 2\/__Iu,7~_a(buc)
- 7 3v/—n 3=
— 4Dyt — rghe + z “agbc) , (6.38)

V=i

2
Aggc — 12X1 < 8v uaubuc + 8Taubuc + 2Tagbc
no \V-n
_4_Vuagbc + 8_Vga(bu0)) . (6.39)
N N
Estas expresiones muestran cémo estan vinculadas las variables fisicas (79, A%¢)
con aquellas abstractas (&,,&qp). Observamos que la relacion inversa es, a prio-
ri, altamente no trivial y ademés puede no ser posbible escribirla en términos
de funciones algebraicas. Desafortunadamente, el problema de encontrar una
descomposicién 3+ 1 requiere tal inversion. En la proxima seccion veremos que,
en general, la invariancia conforme no ayuda a alcanzar ese objetivo, siendo
necesaria una inversion numérica.

6.2.3. El problema de la inversion

Con el objetivo de llevar el sistema de ecuaciones a la forma conservativa
explicita, necesitamos relacionar las componentes espaciales de las variables
dinamicas fisicas con las variables de conservacién que evolucionaremos. Para
ello, es necesario invertir las relaciones presentadas en la seccion anterior.

Estas relaciones nos permiten escribir a 7% y A% en términos de la densi-
dad total del fluido, p(u, v), su cuadrivelocidad, y de las cantidades disipativas,
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que son el flujo de calor ¢® y el tensor de shear 7%, ambas cantidades hasta
segundo orden en efectos disipativos. Elegiendo una foliacién del espaciotiem-
po con vector normal t* a sus hipersuperficies, escribimos la cuadrivelocidad
del fluido como
u = '7(17 Ui)v

donde v* es la 3-velocidad del fluido respecto de dicho marco de referencia, y
v = (1 — v'v;)7Y/2 es el factor de Lorentz.

Las identidades u®r, = 0 y 7%, = 0 permiten relacionar las componentes
temporales de estos tensores con algunas de las correspondientes componentes
espaciales. Para ello, descomponemos la métrica de fondo del siguiente modo

Gab = —tqly + hab;

donde enfatizamos que el proyector Ay, es distinto al hy, definido anteriormente.
De hecho, se tiene que

Rab = hav + 7 (20t — vats) + (1 —77) tats.
Luego, las cantidades
re = —r,, FOO = 7t TN

pueden escribirse en términos sélo de sus partes puramente espaciales (es decir,
perpendiculares a t%), que son

i i a ~ij i 3§ ~ab
r' = h'yre, 7 =R KT,
En efecto, de la relacién
0=1r%, = —77r° + yr'y;

se tiene que r° = r'v;, y analogamente

~00 __ ~1) ~ot __ ~ij
T = 6ij7 T =T ’Uj.
Luego, buscamos una expresién para el mapa
TOO P
TOz’ ’Ui
AVij 7ij

Dado que T es cuadrético en disipacién mientras que A% es a lo més lineal,
inspeccionamos primero las relaciones obtenidas a partir del tensor constituti-
vo. A segundo orden en disipacion, sabemos que

00t __ 001 001
A - Al +A2 ’
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donde .
AP = =y <572 — 5) v’

mientras que, un calculo tedioso pero directo permite obtener

, 12x%, [(76 vy? 02 00)
A% = — +12r Tl V=T
? W 3 /= 3\/

(67 — 1)r' + 29/=p7"] . (6.41)

Ademas, se tiene que
iy 12x% (76 vy? N N G
A% = {5){1\/—/;73 — (— + 61992 ) | viv? — —2—Lplipd)
W 3 V-

12x% . 12X 1 (10 vy 0 24 ~0(i. 7)
+ 21y 4 [X Y= — (— + 70 )| 67 + ——==~7""
VTH 3 /=
(6.42)

Finalmente, la parte puramente espacial de A%¢ puede escribirse como

y 304X 1V . 2 .
AR = <5X V=i - 73) Wk + (x V= = AR
M\/ H A/ M
2
/= p p V=i
2 2 2 2
_ 2 Lyilipk) 4 2y T 1727“ivivj _ 24 Lyigik,

H vVl H H
Claramente, no hay una manera natural de realizar la inversiéon buscada para
el mapa ((6.40)).

Dada la dificultad de las expresiones en cuestién, en la préoxima seccion
abordaremos un problema un tanto mas simple, el cual se obtiene restringien-
do el movimiento del fluido a una dimensién espacial, e imponiendo simetria
de rotacion en el plano perpendicular a la direccién del flujo. En este caso, las
expresiones para las variables conservativas en términos de las abstractas se

tornan un tanto mas manejables, y es posible avanzar sobre la inversién nece-
saria para describir al flujo, aunque atun asi no de forma puramente analitica.

(6.43)

6.3. Soluciones para un fluido unidireccional

Nos dedicamos ahora a estudiar el problema anterior, pero con algunas res-
tricciones que permiten avanzar en la inversiéon de coordenadas necesaria para
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escribir el flujo del sistema como funcion algebraica de las variables conserva-
tivas. Sin bien veremos que aun con estas restricciones el problema no puede
ser resuelto de manera analitica, es posible desarrollar, a partir de este caso
mas simple, una implementacién numérica no trivial.

Consideramos entonces un fluido disipativo conforme sobre un fondo plano
con campo de velocidad v s6lo en una direccién (que llamaremos x), con si-
metria de rotacién en el plano perpendicular a dicha direccién (plano (y, 2)).
Recordemos que una rotacion de angulo 6 alrededor del eje x se representa por
el elemento

10 0 0
o o1 oo 0
R% (0) = 0 0 cos(d) —sin(0)

0 0 sin(f) cos(f)

del grupo de Lorentz. Imponer simetria de rotacién en la solucion significa
pedir que T y A%¢ sean invariantes antes la accién de R; esto es,

Tab — RacRdeCd,

Aabc — RadeeRcfAdef,

para todo 8 € R. Al imponer estas condiciones, claramente se restringe el
numero de variables dinamicas, y s6lo quedan las cinco variables siguientes:

e:=T" §:=T1"

o= A0 ¢ = A ¢y = A0

Las ecuaciones de evolucién en este caso resultan

de = —0,5, (6.44)
oS = =0, fr, (6.45)
Oico = =0 fq+1I° (6.46)
O = =0, fh+1 (6.47)
ey = —0, fA+17 (6.48)

con flujos fr := T, [ := A0 fl .= A0 (2 .= A v fuentes I° := I,
[1 — [01 y [2 — Ill

Ciertas componentes no nulas de 7% y A% pueden escribirse en funcién
de las variables dindmicas {e, S, ¢;} y usando la invariancia conforme de las
ecuaciones de evolucién. En efecto,

T2 =T%=-(e-9),

N —
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1
A022 — A033 — 5 (Co _ Cg),

aunque algunas otras sélo en término de los flujos, como por ejemplo
1
A122:A133:_ o __ 2‘
L 1)

Ademds, por esta misma simetria, de la ecuacién para el flujo de calor
de la teorfa y de la definicién de 72, se tiene que Q? = Q3 = r? = r3 = 0. Por
tultimo, usando perpendicularidad de 7% y 7% con respecto a u?, es porsible
expresar las componentes de 7%, sélo en funcién de una componente espacial
de 7 (que elegimos 71) y la velocidad v:

v? v 0 0

~ab __ ~11 v ]. O O

T o o0 Lt 0 (6.49)
0 0 0 12 -1)

Procedemos ahora a invertir las ecuaciones para expresar los flujos fr y
{f4}2, en términos de {e, S, c;}, las variables conservativas. Emplearemos
para ello la teoria conforme y las simetrias impuestas en este caso. Veremos
en particular que dichas variables conservativas (que son 5) pueden escribirse
como funciones no lineales de cinco variables abstractas, que son pu, v, y tres
variables disipativas v, ! y 7!1. Para ello, encontramos conveniente reescalear
estas tres ultimas variables, introduciendo las nuevas funciones

10~

X; = v (6.50

1 3 )
Xy = 7 (6.51)
X3 = yy/—prth (6.52)

Luego, el mapa buscado ahora es

e fu

S v

w | = | X1 |. (6.53)

C1 X2

(6)) X3

6.3.1. Inversién de {¢;}

Comenzamos el procedimiento de inversion de los campos inspeccionando
las ecuaciones para A%¢ pues, como hemos notado anteriormente, las contribu-
ciones disipativas en el tensor constitutivo son a lo mas lineales. Esto implica
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que el sistema que relaciona (c,, ¢1,c2) con (X, X, X3) es lineal (con coefi-
cientes que no son constantes, de hecho pueden depender de p y v).
Exploremos qué forma tiene dicho sistema. Para ello, introducimos los cam-
pos 1y
1 12y
@13:)(1\/—_; (}ﬁ::— X1
2 H
A partir de las expresiones formales (6.35)), (6.37), (6.38)) v (6.39) es posible

escribir a ¢, como

(6.54)

1
co = Fo(y,p) + . (P11 X7 + p12 X + 013X3), (6.55)
2
donde
Fo(y, 1) = 3017 (29 = 1) (6.56)
y
10~

Yin = —F— ;

VR (6.57)
pra = 3v(67% —1); '
Y13 = 3v?

Anélogamente, se tiene que

1
cr = Fi(y, 1) + . (p21.X1 + 022 X5 + 023X3) (6.58)
2
donde
o
Fi(y,p) = évv (100 —1) (6.59)
y
10~yv 9
P = 67" —1) ;
S A ( | (6.60)
o 272(211 +4U+3)—1; '
oz = /v (VP +2) .
Finalmente,
1
co = Fy(y, ) + . (31 X1 + 032 X5 + 033X3) (6.61)
2
donde
(v, 1) = @170 (5v°0* + 1) (6.62)
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10~y 2. 2
< = —_— 6 1 N
V31 3 —M( YT+ ) ;
030 = v[l+672(2+0v?)] ;

33 = Y/—p (20 +1).

Luego, la inversion buscada resulta

(6.63)

1

X 3(272 - 1) 6v(3y? — 1) 3v? /7
Xo | = v6y*=1) 29 (2v+2) -1 v(?+2) Y, |,
X 6720 +1 v[l+69*(2+0?)] 202+1 Ys

donde definimos Y; = &5 (¢; — F;), con i =0, 1, 2.

De este modo, se obtienen expresiones explicitas para las variables disipa-
tivas, todavia en términos de v y u, ademas de las variables disipativas de
evolucién. Lo que resta ahora es invertir v y 4 usando las dos identidades para
ey S.

6.3.2. Expresiones para invertir e y S

Proponemos aqui una alternativa para la inversién implicita de lo que falta
para escribir los flujos conservativos. Se obtendran dos ecuaciones implicitas
para 7y v i, las cuales pueden resolverse con cualquier algoritmo iterativo, como
el de Newton-Raphson. Para ello, listamos aqui los principales ingredientes tal
cual como seran implementados en el codigo numérico.

Comenzamos escribiendo las expresiones para las variables e y S arrojadas
por la teoria, en término de las variables abstractas. Tenemos que

4 1
e=2p <fy2 — Z) + 20vQ" + virit, (6.64)
Y 4
S = gpy% + (v + 1) Q" + vrl!. (6.65)

Las funciones p, Q' y 7|' que aparecen en las expresiones anteriores son fun-
ciones altamente no lineales de las variables abstractas {u, v, X;}:

6x" 0/~ X, - 42x%
et poy?

- 6X00
112

Z (v, {Xi}), (6.66)

donde

6
Z=: (X1)? +1072(X,)? + (6.67)

o | o
VR
%|£<
N——

[\&]
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mientras que la componentes Q' y 7! vienen dadas por

10y'0Xs  168x2%X. X
Q' = 222 L 2[X1+—3}, (6.68)
VT T g
y
NloXs  24x% |1/ X5\® 14 7 X1X;5
T = 5 |2\~ + 5 () o= (6.69)
VWA= g 3 >

Con esto ultimo, ahora si resulta posible implementar las expresiones an-
teriores obtenidas para e y S y lograr invertir numéricamente p y v por medio
del método de Newton-Raphson.

6.4. Resultados

En esta iltima seccion presentamos el codigo numérico que empleamos para
simular las ecuaciones descriptas en este capitulo, con el objetivo de abordar
el problema del fluido disipativo conforme con movimiento en una dimensién
espacial. En particular, mostraremos algunos resultados que permiten evaluar
la convergencia del método y la plausibilidad del esquema empleado a tal fin.
Luego de comentar algunos aspectos esenciales sobre el funcionamiento e im-
plementacién del cédigo, evaluamos su convergencia y estudiamos la evolucién
de algunas soluciones en el régimen disipativo. El propésito es capturar en las
soluciones numéricas el efecto que provoca la incorporaciéon de términos disi-
pativos en las ecuaciones hidrodinamicas, en comparacion con las soluciones
que se obtienen en el caso ideal, i.e., sin disipacién. Estos resultados seran
contrastados con resultados teéricos previos [67], donde los autores abordan el
problema de existencia local y decaimiento exponencial de soluciones a ecua-
ciones cuasilineales disipativas.

6.4.1. Desarrollo del c6digo numérico

Para las simulaciones numéricas, desarrollamos un codigo unidimensional
que implementa el algoritmo de Kurganov—Tadmor [I01] para la evolucién de
soluciones generalizadas. En particular, adaptamos el algoritmo original para
implementarlo en la teoria disipativa antes descripta, realizar las inversiones
necesarias en cada paso temporal, y obtener las funciones de flujo. Para la evo-
lucion temporal empleamos una rutina usual de Runge-Kutta, con limitadores
de pendiente que evitan que se produzcan oscilaciones no deseadas durante la
evolucion.
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Los esquemas centrados han atraido mucho la atencién en las tltimas déca-
das debido a su simplicidad y efectividad para resolver sistemas hiperbdlicos,
y en particular aquellos que describen leyes de conservacion. El primero de
estos esquemas fue propuesto por P. Lax [I03], y fue a partir de este método
que comenzaron a surgir propuestas con mejor precision, tanto para la discre-
tizacion espacial como temporal. El ingrediente clave de las generalizaciones
subsiguientes consiste en reemplazar la construccién de la solucién por fun-
ciones constantes a trozos definidas en cada intervalo entre puntos de grilla
por una representacién lineal con limitadores de pendientes. Sin embargo, su
implementacién requere el uso de mallas escalonadas (staggered meshes) y la
viscosidad numérica aumenta muy rapidamente durante la evolucién. Kur-
ganov y Tadmor lograron eliminar estos requisitos, presentando un esquema
centrado de segundo orden, que permite una formulacién semi-discreta, y vis-
cosidad numérica muy baja (O(z?*)), pudiendo extenderse a mds dimensiones
de manera directa.

Figura 6.1: Esquema centrado de Kurganov y Tadmor. La linea curva conti-
nua representa la solucién exacta (u), las lineas horizontales representan un
promedio de u en cada celda (), y la linea punteada es la aproximacién de la
solucién en cada celda ().

El algoritmo de Kurganov—Tadmor permite integrar la soluciéon en espacio y
en tiempo a partir de ciertas funciones definidas en los puntos de grilla (Ver

Fig. [6.1)):
Ax

o
ate.t)i= o [todn L={us-ad< S @)

(6.71)

96]'71/2:%41/2]’

w(x,t") = Zﬁ? + (ug)j (x — x5) X[
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donde xqp es la funcién caracteristica del intervalo [a,b]. Luego, el método
requiere de la evaluacién de las funciones de flujo en los valores a izquierda y
derecha de @ en cada punto medio x;,1,o (ver Apéndice @ para mas detalles
sobre el método). Como mencionamos anteriormente, esta es quiza la mayor
dificultad para el sistema particular considerado aqui, ya que no contamos
con expresiones explicitas para las funciones de flujo. Es por ello que antes
de evaluarlos, introducimos un algoritmo de Newton-Raphson que permite
escribir las variables abstractas {u, v, X;} en términos de las fisicas {e, S, ¢;},
obtener los flujos implicitamente, y continuar con el algoritmo.

6.4.2. Testeando la convergencia

Los resultados que presentamos en este capitulo se centran, en primer lu-
gar, en verificar la convergencia del algoritmo modificado, a partir de soluciones
exactas del sistema disipativo (al cual se le agreg una fuente “numérica” ex-
terna para poder obtener soluciones exactas), y comparandolas con aquellas
generadas por el cédigo. Para el estudio de la convergencia, evaluamos direc-
tamente la norma L! de la diferencia entre la solucién exacta y la numérica a
cada tiempo:

1
|| Dif || 1 (¢) ::/ [tnum (%, 1) — Uexa(z, t)| d, (6.72)
0

y viendo que el valor se estaciona en algin niimero pequeno para tiempos
largos.

Si bien el nuevo sistema obtenido se aleja (levemente) de la descripcién
del sistema fisico, este tradicional procedimiento ayuda a construir soluciones
exactas, y luego compararlas rapidamente con la simulacion generada por el
algoritmo numérico. En este caso, consideramos el siguiente dato inicial os-
cilatorio periédico en [0, 1] para las variables abstractas (y con las unidades
correspondientes):

v, = 0,045 (0,5 + sin(27x)) 4+ 0,01

o = —40,0-(1,0+0,5sin(27x))
X;, = 0,140,01 sin(27x)
Xy, = —0,014 0,01 sin(27x)
X3, = 0,15+ 0,01 sin(27x)

A partir del dato anterior, calculamos los correspondientes valores iniciales

para e, S'y ¢;, usando las expresiones ((6.64)), (6.65) y (6.55]), (6.58)), (6.61)).
Se analizé la convergencia para dos regimenes disipativos: uno de baja

disipacion, y otro con disipacion mas alta. Las figuras y muestran
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cémo varia la diferencia entre la solucién exacta y la numérica, a medida que
transcurre el tiempo, para cada configuracion.

Convergencia a baja disipacion
param. = {-1: -0.3; -43} - CFL = 0.05

T TTT
!
|

le-06

IDifI_1

le-07

le-08 1 | 1 | 1 | 1 | 1 —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
tiempo

Figura 6.2: Norma L' de la diferencia entre la solucién exacta y la numérica.
Se emplearon constantes disipativas x§ = —1, x4 = —0,1 y x2 = —4,3.

Observamos que si bien los perfiles de la diferencia son similares en ambas
figuras, al aumentar levemente la disipacién, la diferencia también incrementa.
Sin embargo, vemos que para tiempos largos, dicha diferencia logra estacionarse
para la energfa (en alrededor de 2 x 1077 para el caso de baja disipacion y
aproximadamente en 9 x 10~7 para el caso en que la disipacién es mayor) y el
momento (2 x 1077 para baja disipacion y 6 x 1077 al aumentar la disipacién),
mientras que para las contribuciones disipativas dicha diferencia disminuye
para tiempos cercanos a ty = 1.
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Convergencia a alta disipacion
param. = {-1.0, -1.0, -6.0} - CFL = 0.05

le-05

le-07

1 | 1 | 1 | 1 | 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1
tiempo

Figura 6.3: Norma L' de la diferencia entre la solucién exacta y la numérica.
Se emplearon constantes disipativas x§ = —1, xp = —1,0 y x& = —6,0.

6.4.3. Testeando efectos disipativos

Por ultimo, resulta interesante analizar cudl es el efecto concreto que pro-
duce el hecho de incorporar a las ecuaciones una pequena disipacion. Para
ello, quitamos la fuente numérica usada para el estudio de la convergencia y
elegimos un dato inicial suave que al evolucionarlo por medio de las ecuaciones
del fluido sin efectos disipativos, se generan ondas de choque a tiempo finito.
Resulta interesante contrastar el comportamiento hallado con los resultados
presentados en el trabajo [67], en donde se demostré analiticamente que sis-
temas cuasilineales disipativos admiten solucién clésica, siempre y cuando se
prescriban datos iniciales suficientemente suaves. En particular, encontramos
aqui configuraciones tales que, dado un dato inicial suave para las ecuaciones
del fluido ideal, se generan discontinuidades y ondas de choque a tiempo fini-
to, pero al incorporar una pequena disipacién en dichas ecuaciones, la solucion
se suaviza, lo que impide la formacién y propagacion de efectos discontinuos
durante la evolucion.

En efecto, para verificar que este es el caso, consideramos el siguiente dato
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inicial para e y S:

e = 1+sin(mx)
So 0,11 (3 — 0,1 sin(mx))

Para las variables disipativas, inicialmente prescribimos X,y = 0 en el caso
sin disipacién (x = —1; x4 = x2 = 0), mientras que tomamos Xy = 0,05,
Xo0 = —0,005 y X309 = 0,03 para el caso con pequena disipacién (x) = —1;
Xb =0, X3 = —0,5).

Los graficos siguientes muestran los perfiles de densidad de energia del
sistema en funcién de la posicién, para dos tiempos particulares.

t = 1.280000019073

— con disip.pyg
— sin disip.pyg

1,75

U TR S T SR TR W [ S T T—— ——

densidad de energia
-
n

1,25

| T——

(] ‘ I0,125 li,25I ‘G,JTS o B,ISI ‘8,6‘25 ‘ E'!J'EI I IO.é?SI ‘
posicién
Figura 6.4: Perfil de densidad de energia del fluido disipativo conforme, al
evolucionar hasta t ~ 1,28. La curva roja corresponde al caso sin disipacion y
la azul al caso disipativo.

Vemos entonces que resulta posible, al menos para ciertas configuraciones
iniciales lo suficientemente suaves, mitigar discontinuidades en las soluciones
para el fluido ideal agregando pequenos términos disipativos en las ecuacio-
nes dindmicas. Este resultado verifica numéricamente el trabajo seminal [67],
en el que se prueba que para todo dato inicial lo suficientemente pequeno y
cercano al equilibrio para las ecuaciones que describen sistemas hiperbdlicos
disipativos, siempre existe evolucion suave en el tiempo, cuya solucion decae
exponencialmente a alguna configuracién de equilibrio. En dicho trabajo, se
imponen tres condiciones esenciales sobre estas teorias, que permiten luego
usar el teorema de estabilidad y decaimiento exponencial en [67] para concluir
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t = 1.600000023842

= con disip.pyg
— sin disip.pyg

N

T Y TN N TN T SO SR [N T S TN SN (N S TN SO S N S S

-
~
o

densidad de energia
-
[

-
™
o}

-

T T T T
e 0,125 8,25 8,375 8,5 8,625 8,75 0,875
posicién

Figura 6.5: Perfil de densidad de energia del fluido disipativo conforme, al
evolucionar hasta t ~ 1,60. La curva roja corresponde al caso sin disipacion y
la azul al caso disipativo.

el resultado final. La primera condicién es la hiperbolicidad simétrica del sis-
tema en cuestion; la segunda estd vinculada a la existencia de una corriente de
entropia en la teoria (la cual no sea conservada en el caso disipativo y afecta
sélo a la parte no principal del sistema de evolucién); y por tltimo se pide que
la disipacién afecte a todos los campos dindmicos de la teoria. Estas tres con-
diciones son satisfechas en nuestra teoria, de manera que el resultado obtenido
resulta plausible.
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Discusion y perspectivas futuras

A lo largo de esta tesis abordamos el estudio de ciertos sistemas hiperboli-
cos en el marco de la teoria de la Relatividad General, empleando a la teoria
de ecuaciones en derivadas parciales como la principal herramienta de anéli-
sis, y enfocado en condiciones algebraicas que permiten estudiar el problema
de valores iniciales de sistemas tanto en Electrodindmica no lineal como en
Hidrodinamica Relativista.

En primer lugar logramos un estudio detallado del problema de valores in-
ciales de la Electrodinamica Force-Free, cuyo sistema de ecuaciones pretende
describir la dinamica de plasmas de baja densidad cercanos a objetos com-
pactos, de interés en astrofisica, donde los campos magnéticos dominan la
dindamica, pudiendo lograr una descripcion del sistema puramente en términos
de campos electromagnéticos. Esta contribucion resulté parte de un proyecto
mas general, en el cual se buscaba una implementacion plausible para la EFF.
En nuestro caso, empelamos como variables dinamicas un par de potenciales
escalares, de manera de simplificar la implementacién numérica subsiguiente.
Nuestra contribucién permite, sin embargo, descartar esta formulacién de la
teoria Force-Free. Reduciendo el sistema no lineal de segundo a uno cuasili-
neal y de primer orden completamente equivalente, pudimos hacer uso de la
teoria lineal y ver que dicha reduccién resulta débilmente hiperbdlica, lo que
no garantiza un problema de valores iniciales bien puesto. En términos gene-
rales, vimos que la parte principal del sistema pseudodiferencial asociado no
resulta diagonalizable, y por lo tanto no es posible que se cumpla una de las
condiciones necesarias y suficientes provistas por Kreiss para que el sistema
resulte fuertemente hiperbolico. Concluimos que al excitar modos divergen-
tes en el dato inicial, la evolucion crece linealmente en frecuencia y tiempo,
siendo entonces imposible lograr controlarla por el dato inicial. Ademads, veri-
ficamos que la evolucion no resulta en general continua con respecto al dato
inicial, mostrando explicitamente que una sucesién acotada y convergente de
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datos iniciales convenientemente escogidos induce una sucesién de evolucién
divergente, a tiempos arbitrariamente cercanos al inicial. Como trabajo futu-
ro, resulta interesante estudiar la evolucion numérica del sistema, partiendo
de datos iniciales anémalos, y estimar cudn inestable resultan las soluciones a
tiempos cortos y largos.

En segundo lugar, desarrollamos una teoria simétrico-hiperbdlica que per-
mite describir la dindmica de fluidos relativistas ultraveloces considerando efec-
tos disipativos. Este proyecto, que constituyé el eje central de esta tesis ofrece,
a nuestro entender, la primer propuesta de un sistema hiperbdlico a segundo
orden en disipacién que permite la descripcion precisa de fluidos disipativos,
sin aproximaciones como las de Israel-Stewart, las cuales se basan en modifi-
car las ecuaciones dinamicas e incluir la evolucién de cantidades constitutivas.
Basados en el enfoque de Geroch, Lindblom y Pennisi para teorias de tipo di-
vergencia, estudiamos el caso de fluidos ultraveloces, pero este analisis puede
realizarse para configuraciones de fluidos més generales (incluso considerando
conservacién de la corriente de particulas). En el caso particular de fluidos
conformes, imponemos a las ecuaciones dinamicas la simetria de invariancia
ante transformaciones conformes de la métrica. Con esta imposicion, fue posi-
ble hallar una una tnica familia de funciones generatrices las cuales describen
por completo la teoria, lo suficientemente cerca del equilibrio. Esta familia de
funciones depende de un nuevo conjunto de variables dinamicas, las cuales lla-
mos “variables abstractas” pues resulta complicado darles un significado fisico
concreto (aunque claramente es posible entender sus implicancias en la teoria
y el por qué de su aparicién en el camino), y estd parametrizada por tres cons-
tantes libres (X9, X v X&), cada una asociada a un orden de disipacién (cero,
primer y segundo orden). A partir de dicha funcién, pudimos caracterizar los
efectos disipativos hasta el segundo orden.

El estudio de la teoria en término de estas variables abstractas permitio
atacar de manera mucho mas directa el problema de valores iniciales, pudiendo
demostrar que la teoria propuesta resulta simétrico-hiperbélica alrededor del
equilibrio, para elecciones plausibles de las constantes libres. Dado que, como
es bien conocido en la literatura, las teorias disipativas a primer orden no son
bien puestas en el sentido usual, la inclusién de términos a segundo orden
resulta esencial para que teoria resulte simétrico-hiperbdlica.

En tercer y ultimo lugar, propusimos una manera de implementar numéri-
camente las ecuaciones dinamicas de nuestra teoria, para el caso de un movi-
miento unidireccional con simetria de rotacion en el plano perpendicular a la
direccién de flujo. Para ello, empleamos del método de Kurganov-Tadmor pa-
ra la evolucién y tratamiento de soluciones generalizas, para ecuaciones cuasi-
lineales en forma de conservacion. En general, logramos ver que no resulta para
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nada directo obtener expresiones explicitas de los flujos que aparecen en las co-
rrespondientes ecuaciones de evoluciéon en forma de conservacion, en términos
de las variables dinamicas de la teoria. De hecho, verificamos que no siem-
pre es posible hacerlo analiticamente, y por ello hemos tenido que recurrir a
métodos iterativos de alta precision. El primer paso para lograr la implementa-
cién numérica fue tomar las ecuaciones covariantes de conservacion del tensor
de energia-momento y tensor constitutivo y llevarlas a la forma de conserva-
cién, con una previa descomposicion 3+1 de las mismas. Para ello, partimos
de las expresiones del tensor energia-momento y tensor constitutivo (varia-
bles fisicas) obtenidas previamente en forma analitica al desarrollar la teoria.
Estas expresiones, sin embargo, estaban escritas en términos de las variables
que denominamos abstractas. Para poder lograr nuestro cometido, invertimos
dichas relaciones, y asi obtuvimos nuevas expresiones para las variables abs-
tractas en términos de aquellas fisicas. Como dijimos anteriormente, este es un
método que puede emplearse también para sistemas més generales, llegando a
ecuaciones trascendentes para los flujos, las cuales fueron resueltas en forma
numeérica, recurriendo al algoritmo de Newton-Raphson. Dada la complejidad
de la expresiones para la inversion, en esta tesis se abordo el problema de la
evolucién solo para el caso en el que la direccién del flujo es unidimensional,
reduciéndose considerablemente la cantidad de variables dinamicas. El proceso
de inversién (con la precision suficiente) resulté exitoso ya que, a pesar de las
modificaciones realizadas al codigo incluyendo las rutinas de Newton-Raphson,
se obtuvieron los resultados esperados. Mediante la incorporaciéon de una pe-
quena fuente numérica extra al sistema disipativo original de ecuaciones de
evolucién, fue posible construir soluciones exactas con las cuales poder com-
parar la evolucién numérica subsiguiente. Se vio que dicha evolucién difiere
en norma recién en el orden 107% y 10~7 para configuraciones con alta y baja
disipacién, respectivamente. Ademads, analizamos cémo diferentes configura-
ciones iniciales suaves que generan choques en el caso del fluido sin disipacion,
permiten soluciones suaves al incorporar pequenas contribuciones disipativas
en las ecuaciones, como era de esperarse.

Este trabajo es el comienzo de una linea de ivestigacion, que tiene como
objetivo desarrollar una implementacion tridimensional de fluidos disipativos
empleando esta formulaciéon. Una vez conseguido el cédigo, planeamos reali-
zar simulaciones de situaciones astrofisicas concretas, como por ejemplo, la
dindamica de discos de acrecién en la cercania de agujeros negros rotantes. En
este escenario, las aproximaciones newtonianas/postnewtonianas no resultan
en general del todo satisfactorias. Por ello, buscamos aportar con nuestra teoria
un mejor entendimiento de esta clase de fenémenos.
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Apéndice A
Datos iniciales anomalos

En este apéndice mostramos explicitamente mediante un ejemplo la evolu-
cion de datos iniciales que conducen a soluciones que crecen polinomialmente
en frecuencia, de manera que no puedan ser acotadas por funciones indepen-
dientes de la frecuencia.

Como consecuencia de lo probado en el Capitulo [3| deberia ser posible en-
contrar soluciones no acotadas, tanto en frecuencia como en tiempo para la
reduccién a primer orden de las ecuaciones Force-Free en potenciales de Eu-
ler. En particular, esperamos contar con un bloque de Jordan no diagonal de
la parte principal, y por ende un modo que crezca linealmente tanto en fre-
cuencia como en tiempo. Este tipo de comportamiento podria eventualmente
manifestarse en simulaciones numéricas, por lo que resulta relevante identifi-
carlo explicitamente, cuando sea posible.

Partimos recordando que al identificar kg <> i0; en el sistema , se
obtiene el sistema

OU =AU, (A1)
donde K2k R
00 T _(féé)
a=| 00 EEE T | (A.2)
K0 0 0
0 |F| 0 0

y las variables U dadas por
Oipi .
U:(jﬁ>.Z:LZ (A.3)
k| @5
Emplearemos entonces el sistema (A.1)) para encontrar soluciones explicitas

que divergen en frecuencia y tiempo, para las cuales no se cumple la condicién
de continuidad con respecto al dato inicial.
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Un célculo directo permite ver que la matriz A en (A.2)) tiene cuatro auto-
valores imaginarios, los cuales estan dados por

- k - k2
AD (k) = i% i, AP(F) =iy k2 + K2+ =

y en particular, vale que Re (AS@) = 0. Si bien uno podria esperar a priori

que el sistema sea bien puesto (siguiendo el Lemma 2.3.1 de [19]), se ve que
si ks = 0, A\ = 0 es una raiz con multiplicidad 2. Entonces, si el sistema
fuera bien puesto, el bloque de Jordan de la matriz J = P 'AP asociado
a dicha raiz deberia ser diagonal (es decir, la dimensién del correspondiente
autoespacio deberia ser igual a 2).

Sin embargo, para k # 0 hay una unica manera obtener un autovalor con
multiplicidad algebraica mayor que la unidad; i.e., tomando k3 = 0. En dicho
caso, los autovalores son

Ae=+ilkl, A=0, (A.4)

y la descomposicién de Jordan de A es

]

k0
= O ik (A5)
0 0
0

0

o ™o o

o O O O

Claramente, sus columnas no forman una base completa de autovectores. Expo-
nenciando A haciendo uso de la descomposicién de Jordan anterior, obtenemos
la solucién general de (A.1]) en este caso:

- ikt . —i|k|t |41]k
ze‘q‘ —ie |ﬁ| 0 —ﬁ Vo
iRl iRt 0 1 10
| e ie A
U(t) = Gilklt  oilkt _IZ}:? _IZ}:?“ 4 |lZ|t) vo |- (A.6)
. B} . 0
L 1+ Rt Ya
Luego, eligiendo cualquier conjunto (V,2,--- V) € R* con V) # 0, es po-

sible generar datos iniciales que conduzcan a soluciones que crecen linealmente
en frecuencia y en tiempo.
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Apéndice B

Descomposiciones tensoriales y
algunas identidades tutiles

En este apéndice reunimos algunas identidades ttiles que han sido emplea-
das para el desarrollo de la teoria de fluidos presentada en los Capitulos {4 y
En particular, discutimos la descomposicion ortonormal de todo tensor de
segundo y tercer rango que cumple con todas las propiedades que pedimos
para los tensores de energia—momento y constitutivo que describen al fluido
conforme.

B.1. Descomposicién de tensores de segundo
y tercer rango

Sea S un campo tensorial simétrico, y V' un campo vectorial con V¢V, #
0. Lego, siempre existe una funciéon escalar o, un campo vectorial R* y un
tensor simétrico y sin traza P con

RV,=0, P"V,=0, P%u=0 (B.1)
tales que satisfacen la siguiente identidad:
Vev, 2
Sab _ Vavb _ Ve _ab _V(aRb) Pab. B.2
o ( g ) b VR + (B.2)
En efecto, contrayendo (B.2)) con V,V, se obtiene
d—1
S,V = = a (VV.),
de donde PR
aVb
= B.3
T a1 (B:3)
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Ahora, contrayendo (B.2)) con V} obtenemos
d—1
SV, = — VWV R,

de donde directamente se tiene

Scdv ‘/d
R = SV, — =2V
b o
Noétese que R*V, = 0, como se asumio inicialmente. Finalmente, el basta tomar

d SV, VeV 2
Pab — qab _ c ay/b C ab | (a b)‘
5 d—1(chc)2(i e ) v

De hecho, es directo que PV, = 0y P®g,, = 0, pues S? es de traza nula
por hipdtesis, y eso prueba la afirmacion anterior. La descomposicion (B.2) es

usada reiteradamente a lo largo del desarrollo de la teoria de fluidos disipativos
conformes, eligiendo Sy, = & v Vi, = &,; es decir

v 2
fab = 2£a€b + _g(arb) + Tab- (B4)
7 7

Introduciendo ahora la parte sin traza de 74,

v
Tab := Tap + ———Nap, B.5
Tab = Tab T W(d=1) b (B.5)
la expresion (B.4) equivale a
d v 0 2
ab — 5 a — ST Ya —GS(a ~a . B6
€ab —d—l;ﬂ(ggb de)"’Mf(Tb)‘l‘Tb (B.6)

Analicemos ahora cémo es la descomposicién para tensores de tercer ran-
go. Si S% es un campo tensorial simétrico arbitrario, y V' un campo vectorial
cualquiera, puede verse que la forma mas general del tensor A%¢ que satisfa-
ce todas las propiedades requeridas para ser un tensor constitutivo como el
que aparece en las teorias tipo divergencia, (i.e., la condicién (4.23))) puede,
unicamente, ser de la forma

Adbe = yaghe 4 9galbye) (B.7)

sujeto a la condicién

259V, 4+ S%g, .V’ = 0. (B.8)
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En el contexto de los capitulos y, expresamos a V?y S como funciones
algebraicas de las variables abstractas que definen al fluido a cada orden. Ins-
peccionamos aqui todas las posibilidades para éstos, a cada orden. Dado que
a orden cero no hay disipacién (£%° = 0), sélo podemos construir en términos
de €%y g™, es decir

a a a a, d+2a
Ve =g, Sb:So(gb—Wfél)a (B.9)

donde S, es una constante que debe ser ajustada. Para fluidos perfectos, por
ejemplo, se toma S, = 0 (pues el tensor constitutivo es nulo a ese orden),
mienstras que a primer orden, lineal en disipacién, S, = 1 como se noté en la

ecuacién (5.14) de la seccién .1

Para la contribucion siguiente, hay tres posibles términos que son a lo mas
lineales en £%. En efecto, recordando la definicién £ := £%&,, ellos son

_d+2
3

a . _ ¢fa ab . o2 ab_g(a b) lab v ab
V '_57 S '_So <§ /,Lr 5 +M2£€ +,u(d—1)h I (Bll)

Ve = S = S;% (gab §“§b) ., (B.10)

d+1
Veii=rt,  5%:= 5] <g“b - —gagb) , (B.12)
i
donde r* = fa—ﬁﬁa, h®, = 5%—&5“&) es el proyector a la superficies ortogonales
a &y (S1 5% S3) son constantes a determinar.
Por 1ltimo, encontramos ttil renombrar a la parte sin traza que es com-
pletamente perpendicular a £* como

2
7~_ab = é&ab o _,r(agb) + %g“gb + hab7 (B13)
1 1

v
pu(d — 1)
que de hecho coincide con (B.5]), como se espera.

B.2. Relaciones en el equilibrio

A continuacién derivamos relaciones ttiles que surgen al considerar la teoria
de fluidos perfectos, es decir, sin considerar ningin efecto disipativo. Para el
caso de fluidos conformes, las ecuaciones dindmicas estan simplemente codifica-
das en la conservacién del correspondiente tensor energia-momento del fluido,
es decir

V. T% = 0. (B.14)
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Al proyectar esta ecuacién a lo largo de la 4-velocidad del fluido se tiene

Vau* = —d; 1u“Va Inp
d—1
= —3 u'Vyln (—p) . (B.15)

Por otra parte, si ahora proyectamos en el plano ortogonal a la 4—velocidad
del fluido, se tiene

1
u' = §Dbln(—u), (B.16)

donde D, := (5ab + uaub) V.
Tomando ahora la divergencia de (4.27)) se obtiene

d 2d : ;
vaToab = 2X/Om (gab - _§a€b> Va,u - Xu (ng + gb - H§b>
f 1 1
oAl [fd+2. .
- 2 K—u - 2D) e 25”} , (B.17)
1 1
donde se ha definido
D=V, =8V, &:=¢£V.¢", (B.18)
y de donde se sigue que
: 1.
&' = i (B.19)
Contrayendo (B.17]) con &, se tiene
0 = &V T
— Ay, [ﬁd—w] ,
1
de donde . oD
[
= B.2
P (B.20)

Por ltimo, reemplazando esta tltima expresion en la ecuacion de conservacién

(B17), se llega finalmente a

0 = V1%
2 (i 1o i
Al L v TR B.21
lo que implica '
TN L
== —=V’u. B.22
3 Mf 5V h (B.22)
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Apéndice C

Detour por el fluido ideal: el rol
de la ecuacion de estado

En este apéndice consideramos el problema de la inversién para el caso
particular de un fluido perfecto relativista en un espaciotiempo plano. La ge-
neralizacién de esta construccion a un espaciotiempo curvo resulta directa.
Analizaremos dos casos: (i) una ecuacién de estado conforme (radiacién pu-
ra); y (ii) una ecuacién de estado politrépica. Veremos que, incluso en este
caso en el que fluido no disipa, no siempre es posible obtener una expresién
algebraica explicita de las variables abstractas en términos de las conservati-
vas. Sin embargo, al imponer una ecuaciéon de estado de tipo conforme, tal
inversion es posible, a diferencia de la teoria disipativa general, que discutimos
detalladamente en el capitulo [6]

Consideramos entonces las ecuaciones que describen la evoluciéon de un
fluido perfecto relativista. Toda la dinamica esta codificada en la conservacion
de la corriente de particulas y del tensor energia—momento:

VN =0; (C.1)
VI =0; (C.2)

Asumiendo un fondo plano, las ecuaciones resultan

ON° = —O;N' ; (C.3)
8tT°° - —aiTOi 3 4)
(9tT"i = —@-Tij. (05)

El sistema ((C.3 - [C.5)) induce naturalmente las variables dindmicas a evo-
lucionar: la densidad de energia T° y el 3-momento 7. Ademds, se trata de
un sistema de leyes de conservacion si se expresa la parte espacial de T solo
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en términos de las variables dindmicas; es decir, si una relaciéon del tipo
T = T% (T, T) (C.6)

es posible.

En general, no es posible obtener analiticamente una expresién de este es-
tilo, ya que para ello pueden ser necesario resolver ecuaciones trascendentes de
algunas de las variables en términos de otras, lo que hace que resulte impo-
sible escribir las soluciones algebraicamente. Este es el caso, por ejemplo, del
sistema de fluido perfecto relativista con una ecuacién de estado politrépica,
como veremos mas adelante. Sin embargo, si se supone una ecuacién de estado
de tipo conforme, esto puede hacerse para el fluido ideal.

Para ver esto, fijemos un vector temporal t* tal que t*t, = —1, con superfi-
cies de simultaneidad espaciales etiquetadas por una funcién uniforme ¢ como
{t = const.} y describamos al fluido perfecto con respecto a ese sistema. Si
u® es la 4-velocidad normalizada del fluido, sabemos que podemos escribir su
tensor de energia momento como

T% = (p+ p)u*u” + py®, (C.7)

con 7, la métrica plana. Ademas, ambos sistemas t* y u® estan relacionados
por una transformacién de Lorentz

u = (" + "),

donde
1

[V

es el factor de Lorentz, t"v, = 0y v = /0;;v'07 que satisface v < 1 en todas
partes debido al sistema de unidades elegido. También notamos directamente
que u*t, = —.

C.1. Radiacion pura

En este caso, el numero de particulas no es necesariamente conservado, de
modo que las ecuaciones que gobiernan la dinamica son aquellas derivadas sélo
de la conservacion del tensor de energia — momento. La condicion libre de traza
T*, = 0 proporciona la ecuacién de estado

p = 3p. (C.8)
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La densidad de energia medida por t* es
790 — Taby ¢, = g (49* - 1), (C.9)

donde hemos usado la ecuacién de estado (C.8). El 3-momento medido por t*
es

T = (p+ppuu’ + py”
4 .
= —gpnyvz. (C.10)
El cuadrado de su norma es
[ %a ale] 16
TT°; = §p272 (v —1). (C.11)

Con las relaciones anteriores, podemos expresar la parte puramente espacial
de T como o
01 o]
_ T Py
ot 3
Ademds, es posible expresar ¥2 y p en términos de variables dindmicas. A
tal fin, resulta ttil introducir la variable
TOiTO'
z=—. (C.12)
(1)
Notamos que z > 0, y también z < 1 como consecuencia directa de que
v <1:

v

0

(T)? = o (167" =87+ 1)
2
>3 (167" — 169* + 1)
16
S §p272 (42— 1)
— T, (C.13)
Las ecuaciones (C.9)) y (C.11)) arrojan
e (C.14)
16 (492 -1)"

de donde es posible resolver para v en términos de las variables de conservacién.
De hecho, mediante la sustitucion
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la relacion (C.14)) resulta

1 z
D= =(z—2 — =0
obteniendo las soluciones

ui—;[z—2i\/z2—7z+8]
4(z —1)

Puede verse facilmente que, para 0 < z < 1, es uy <0y 0 < u_ < 1. Luego,
la solucion que tiene sentido fisico es

1

y por lo tanto

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura C.1: Gréficos de uy y u_ como funcién de z.

STOO
Y=Vu, o p=
Finalmente, se tiene
1—u
2 00
=1 T C.15
pY ( + 1) , (C.15)
mientras que la parte espacial de 7% resulta
Tz'j _ Toioi B Too 6”
1+ 1—u o0 du —1
du—1

Esto 1ltimo permite escribir 7% como un tensor que es sélo funcién de 7% y
T, como es necesario para la implementacién numérica.
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C.2. Fluido politrépico

Supongamos ahora un fluido con una ecuacién de estado més general: la
ecuacion politrépica con indice a:

p=Kp*, KaceR, 0<a<l.

Esta ecuacion de estado resulta una aproximacion util para sistemas tipo esfe-
ras autogravitantes de plasma, tales como estrellas. A partir de ella, el tensor
energia momento resulta

Tab — p<1_|_Kpa71)uaub+Kpanab’
luego
oo :'}/2P(1+Kpa_l) _Kpa ’

de donde se obtiene
2 TOO + Kpa

TS
Por otra parte, ' .
ot — —p (1 4 Kpa—1> ’}/21}2,

y su norma cuadrado es
ToT°, = pz (1 + KpaA)?,Yz (72 _ 1) .

Reemplazando la relacién para 42 en la anterior, obtenemos una ecuacién po-
linomial general de grado o + 1 para p, es decir

(TOO o p) (TOO + Kpa) — TOiTOi.

Vemos aqui que la soluciéon sélo puede darse explicitamente para ciertos valores
de a. En general, es necesario un algoritmo numérico que la resuelva de manera
iterativa, y con la aproximacion de la solucién a cada paso temporal, resolver
para v2, y seguir el mimso procedimiento llevado a cabo en el caso conforme.

C.2.1. Incluyendo una corriente conservada

Es posible implementar la conservacion de una corriente J* al sistema, por
medio de la ecuacion

0, J" = 0.

Una vez mas, elegimos J° como la variable dinamica, cuya evolucion seré go-
bernada por
(9tJ° == —@J’

133



Apéndice C. Detour por el fluido ideal: el rol de la ecuacion de estado

Siguiendo una estrategia similar a la anterior, es preciso encontrar una expre-
sién del tipo

Jz' — Jz (JO,TOO,TOj) ’
para obtener el sistema correcto. Suponiendo que la corriente esta a lo largo
de la 4-velocidad del fluido, obtenemos

JO=jut =5 (" + "),
lo que lleva a
Jo = _’y.] )

y . . .
J' =yt = =J%"

Del andlisis de 7% realizado anteriormente, las ecuaciones (C.10) y (C.15)
implican que

3 TOi
4 py*’
donde el producto py? estara dado explicitamente en el caso de radiacién pura,

o implicitamente en el caso politropico. Por ejemplo, para el caso de radiacién
pura la expresion para J* resulta

] TOi 1
i 0 1__
/ JTOO( 4u)’

usando las funciones encontradas anteriormente, u = u(z) y z dadas en (C.12)).

vt =

C.2.2. Implementacion numérica en 1-D

Las ecuaciones en este caso resultan
81;6 = —85,;5
0,5 = —0,f

donde e := T, S :=T" y f:= T Como se vio anteriormente, las variables

conservativas en términos de la 3 - velocidad del fluido son

e:§(472—1),

4
S = gm% :

f= g (4721)2—|— 1) :
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Apéndice C. Detour por el fluido ideal: el rol de la ecuacion de estado

Por lo tanto, es necesario expresar v en términos de e y S. La ecuacién resulta
Sv? — dev + 35 = 0.

Es claro que v = 0 si y sélo si S = 0. Si v # 0, la solucién que cumple v < 1 es

2e S?
= — 4 — 3—
TS S
Ademas, dado que
s P 4 2
e _5(167 -8y +1)
p2
>3 (167" — 167° + 1)
16
57 (=)
= 52, (C.16)
la condicion .
= >1
S

debe valer para todo tiempo. Por lo tanto, debemos tener cuidado al elegir los
datos iniciales para evolucionar.
La densidad de energia puede expresarse como

. 3e
P=E T
mientras que f resulta
3vr+1
f= 5
3+wv
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Apéndice D
Método de Kurganov—Tadmor

En este apéndice damos una breve descripcién del método de alta reso-
lucién de Kurganov-Tadmor empleado para la discretizacion espacial de las
simulaciones numéricas llevadas a cabo a lo largo de la tesis. Este método
permite simular ondas de choque con alta precisién.

Si bien existe una vasta cantidad de métodos que permiten captar solu-
ciones discontinuas, muchos de ellos no resultan lo suficientemente precisos,
introduciendo “difusiones” que de algin modo suavizan a la solucién; en gene-
ral, son los métodos de primer orden los que comparten dicha caracteristica.
Sin embargo, la solucién no siempre radica en aumentar el orden de precisién
del método. El método de Lax—Wendroff, por ejemplo, el cual es de orden 2
y resulta estable en cierto dominio numérico, produce oscilaciones numeéricas
que no son propias de la solucién fisica.

El método de Kurganov-Tadmor [I0I] que implementamos en esta tesis
resulta de interés pues combina la alta precisién requerida para simulaciones
confiables, junto con un mecanismo que impide que las soluciones desarrollen
las oscilaciones no deseadas. Este mecanismo se conoce como “limitador de
pendiente” pues ayuda a limitar el gradiente alrededor de los choques, pidiendo
que no se incremente la variacion total de la solucion

TV (u) = Z |uj1 — 4 (D.1)

para tiempos subsiguientes. Otra propiedad interesante de este algoritmo es
que sélo necesita maxima local de propagacién, la cual esta relacionada con el
autovalor maximo de la parte principal del sistema:

uena(®) =i {p (52 (u8000) ) 0 (0 () ) o 02)
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Apéndice D. Método de Kurganov—Tadmor

donde p(A) := méx; |\'(A)]| es el radio espectral, siendo {\(A)} el conjunto
de autovalores de A. Este esquema admite la forma conservativa

d ui(t) = _Hi+1/2(t) — H;_1/5(t)

dt dx ’
donde H; /o corresponde al flujo numérico
f(uiu 5(t)) — f(ui_+1 »(1)) Air1/2(t) _
HH_l/Q(t) = / dr / - 2/ |:u;:-1/2(t) - uz‘+1/2(t> .
(D.4)
Aqui, los valores intermedios uil /2(75) estan dados por
dx _ dx
“L/z(t) = U1 — 7(Um)z‘+1(t)> Uity po(t) = u; + 7(%%(15)- (D.5)

Es posible verificar que H;i1/2(t) = H (u;—1(t), wi(t), wip1(t), uir2(t)); es decir,
que la evolucién de un paso temporal necesita dos puntos a ambos lados de
u;. El célculo de las derivadas numéricas, (u,);(t) se realiza componente a
componente a partir de la formula

um — unfl ul =yl u o —u?
- n = : d 0 7 7 i+1 i—1 9 i+1 7 D6
() = mimmod (9151 i gt ) g

con 1 <6 <2, donde

min; {z,}, siz; >0,V7
minmod(xy, xe, -+ ) = ¢ max; {x;}, siz; <0,Vy (D.7)
0, en cualquier otro caso

Este esquema genera menos viscosidad numérica que los esquemas usuales
(Lax—Friedrichs, por ejemplo).
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Apéndice E

Estimacion de los coeficientes de
transporte para la fuente
disipativa

En este apéndice derivamos expresiones para las funciones libres {k, A}
que aparecen en el desarrollo a primer orden de la fuente 1% para la ecuacién
constitutiva

V, A% = [, (E.1)

Las estimaciones se basan en los céalculos para la conductividad térmica K y
la viscosidad de shear n empleando argumentos de teoria cinética en el limite
ultra-relativista y la correspondencia gauge/gravedad (ver, por ejemplo, [77]).
A partir de dualidad gauge/gravedad, se tiene la relacién universal
i 1
P (E.2)
donde s, es la densidad de entropia del fluido en equilibrio. Esta relacion se
deriva a partir de la féormula de Kubo, la cual permite expresar a la viscosidad
de shear de la teoria dual con integrales de las funciones de correlacién para el
tensor energia-momento gravitacional (ver [104] 6 el review reciente [105]).
Por otra parte, es posible estimar el cociente K /7 en el limite ultra-relativista,
realizando los cédlculos para los coeficientes de conductividad térmica y visco-
sidad de shear de un gas de particulas con seccién eficaz diferencial de esferas
rigidas interactuantes. En el limite de altas temperaturas 6 masa en reposo
muy pequena, se tiene la relacién (ver seccion 5.4 del Capitulo 5 de [106]).
K 5

donde T denota la temperatura del sistema en equilibrio.
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Estimacion de los coeficientes de transporte para la fuente disipativa

Estimaremos las funciones necesarias para la fuente de nuestra teoria a
partir de las relaciones y (E-3).

La forma més general para la fuente a primer orden (ver ec. del
capitulo |5) resulta crucial para obtener la Ley de Fourier para el flujo de calor
q*, dado en la ec. . Las funciones libres alli presentes se eligen positivas y
con peso conforme tal que I, tenga peso p(ly) = 4 (fijando la dimensién del
espaciotiempo a d = 4). La conductividad térmica K presente en la relacion
constitutiva se relaciona con la funcion x de la fuente por medio de la
ec. (5.29)). En 4 dimensiones, es

PR S (B.A)
50 (x")
donde ! es la contribucién a primer orden de la funcién generatriz de la teorfa.

Por otra parte, la funcion A de la fuente se relaciona con la viscosidad de

shear a través de la identificacion notada en la ec. :

N ©)
2(x")"V—n
En cuatro dimensiones espaciotemporales, la densidad de entropia en equi-

librio viene dada por

4 p,
S . E.6
3T7 ( )

tal como se obtuvo en (4.37]). Luego, usando (E.6), (E.2), (E.5) y (E.3) se tiene
31K
10 (x1)*
T2 XO
T (x1)’
N0 4
= 2o, (E.7)
™ (x'o)
donde en la ultima igualdad se usaron las formas explicitas de las contribu-
ciones a cero y primer orden de la teorfa (ecs. (6.24])). Finalmente, a partir de

(E.4), (E.3) y (E.5) se tiene

So

A pu—
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