UNIVERSIDAD NACIONAL DE CORDOBA

FACULTAD DE MATEMATICA, ASTRONOMIA, FisicA v
COMPUTACION

Trabajo Especial de la Licenciatura en Matematica

Propiedades analiticas y estructurales de polinomios
ortogonales matriciales.

Lucia Morey

Director: Pablo Roméan

O

Propiedades analiticas y estructurales de polinomios ortogonales matriciales por Morey,
Lucia se distribuye bajo una Licencia Creative Commons Atribucién 4.0 Internacional.

Cérdoba, Argentina. Marzo 2019


http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/

Clasificacion

42C05: Orthogonal functions and polynomials, general theory.

33C45: Orthogonal polynomials and functions of hypergeometric type.

33C47: Other special orthogonal polynomials and functions.

33E30: Other functions coming from differential, difference and integral equations.

Pablabras claves

Polinomios ortogonales matriciales, Ecuacion de Pearson, Férmula de Rodrigues, medidas
discretas, formula de estructura.

Keywords

Matrix valued orthogonal polynomials, Pearson equation, Rodrigues formula, discrete mea-
sures, structure formula.

Resumen

La teoria de polinomios ortogonales matriciales fue introducida por Krein en la década de
1940 y, desde entonces, ha sido estudiada en distintos contextos. Desde un punto de vista
analitico, en los ultimos anos se ha hecho un gran esfuerzo en encontrar clases de polinomios
ortogonales matriciales con propiedades similares a las de Familias Clasicas. En este trabajo,
a partir de una ecuacién matricial de Pearson discreta, encontramos condiciones generales
para la existencia de lowering y raising operators para polinomios matriciales ortogonales con
respecto a una medida discreta. En particular, estos operadores permiten obtener de forma
natural una férmula de Rodrigues matricial y un operador en diferencias de segundo orden que
tiene a los polinomios ortogonales como autofunciones. Ademaés, damos una familia matricial
de tipo Charlier de dimensién arbitraria que satisface la ecuacion de Pearson discreta.

Abstract

The theory of matrix-valued orthogonal polynomials was introduced by Krein in the 1940’s
and, since then, has been studied in different contexts. From an analytical point of view, in
the last few years there was an effort to find families of matrix-valued orthogonal polyno-
mials that satisfy similar properties as the Classical Families. In this work, starting from a
discrete Pearson equation, we find general conditions for the existence of lowering and rai-
sing operators for matrix-valued orthogonal polynomials with respect to a discrete measure.
In particular we use these operators to obtain, in a natural way, a Rodrigues formula and a
second order difference operator having the orthogonal polynomials as eigenfunctions. Moreo-
ver, we find a family of matrix-valued Charlier-type polynomials which satisfies the discrete
Pearson equation.
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CAPITULO 1

Introduccidén

La teoria de polinomios ortogonales tiene sus origenes en los trabajos de A. M. Legendre
a principios del siglo XIX, quien estudié la familia de polinomios p,, que surge de la funcién
generatriz

1 oo
—_— = n(2)t".
V1 —2xt + t2 nz:%p( )
A finales del siglo XIX, a partir de los trabajos de P.L. Chebyshev, A.A. Markov y T.J

Stieltjes se formaliz6 la nocién general de polinomios ortogonales. Esta teoria tuvo un gran
desarrollo en la primera mitad del siglo XX impulsado por una gran catidad de aplicaciones
a distintas areas de la fisica y de la matematica.

Debido a su frecuente aparicién en problemas de fisica y matematica aplicada, las familias
de polinomios ortogonales asociados a los nombres Hermite, Laguerre y Jacobi son sin lugar
a duda las mas estudiadas y las de mayor importancia. A estas familias se las conoce como
Familias de polinomios ortogonales Clasicos. A lo largo de los afos, se han podido probar
muchas propiedades y caracterizaciones de estas familias. En 1929 [4], S. Bochner probé que
estas familias son las tnicas familias de polinomios ortogonales con respecto a una medida
de Borel positiva que son soluciones de una ecuacién diferencial de la forma

f@)y" (@) + fi(@)y' (@) + folx)y(z) = Ay(=), (1.0.1)

donde fo, f1, fo son funciones y A es un ntmero complejo.

A partir de las expresiones explicitas de los polinomios pertenecientes a las Familias
Clasicas, es sencillo verificar que las derivadas de estos polinomios forman una sucesién de
polinomios ortogonales con respecto a un peso positivo. Asi, por ejemplo, la derivada de
un polinomio de Hermite es un multiplo de un polinomio de Hermite, y las derivadas de
los polinomios de Laguerre y Jacobi son un miiltiplo de polinomios de Laguerre y Jacobi
con un pardametro distinto. En 1935, W. Hahn [18] probé que toda sucesién de polinomios
ortogonales cuya sucesién de derivadas es ortogonal con respecto a un peso positivo satisface
una ecuacion de la forma () y, por lo tanto, debe ser una de las Familias Clasicas.

Otra caracterizacion importante para nuestro trabajo fue dada por W. A. Al-Salam y T.
S. Chihara en 1972. En [1] se demuestra que las Familias Clasicas son las tinicas que satisfacen
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una férmula de estructura de la forma
7-‘-(:C)pln(x) = (anT + Bn)pn(T) + Ypn-1(z), (1.0.2)

donde 7(z) es un polinomio fijo.

Otras caracterizaciones importantes de las Familias Clésicas son que satisfacen una férmu-
la de Rodrigues y que los pesos asociados satisfacen una ecuacion de Pearson, ver la Seccién
. En resumen, las Familias Clasicas estan caracterizadas por las siguientes propiedades:

1. Teorema de Bochner: Son soluciones de una ecuacién diferencial de segundo orden con
coeficientes polinomiales.

2. Teorema de Hanh: Sus derivadas forman una sucesién de polinomios ortogonales.
3. Pueden ser expresados mediante una féormula de Rodrigues.
4. Los pesos asociados a ellas satisfacen una ecuacién de Pearson.

5. Verifican una férmula de estructura.

¥

E cuacidn diferencial Ortogonalidad de
de segundo orden las derivadas

H/\i

Shift operators

!

. Formula de
Conjetura de Rodrigues

Karlin y Szeg6

] l

Formula de E cuacion de

estructura 5 Pearson

Familias Clasicas

Figura 1.1: Caracterizaciones de las Familias Clasicas.

En el Capitulo 2 estudiamos estas caracterizaciones y vemos que son todas equivalentes
entre si. En la Figura mostramos las implicaciones entre las diversas propiedades que son
desarrolladas en ese capitulo. Es importante resaltar que este es simplemente un camino para
probar la equivalencia entre las distintas clasificaciones de la Familias Cléasicas y que pueden
existir otros. Las flechas que se indican en color celeste muestran el camino que generalizamos
en los otros casos estudiados.



Es natural complementar esta clasificacién con familias de polinomios ortogonales que
satisfacen una ecuacion en diferencias de segundo orden. Asi, en [[17] se prueba que las familias
de Hahn, Krawtouck, Meixner, Charlier estan caracterizadas por las siguientes propiedades:

1. Son soluciones de una ecuacién en diferencias de segundo orden.

2. Sus diferencias Ap,(z) = pp(z + 1) — p,(x) forman una sucesién de polinomios ortogo-
nales.

3. Pueden ser expresados mediante una férmula de Rodrigues discreta.
4. Los pesos asociados a ellos satisfacen una ecuacién del tipo Pearson discreta.
5. Verifican una férmula de estructura.

En este trabajo estudiamos con especial atencion las familias de Meixner y Charlier.

Las funciones a valores vectoriales y matriciales se han estudiado en distintos contextos.
En particular, los polinomios ortogonales matriciales fueron introducidos por Krein en la dé-
cada de 1940 en el marco de la teoria espectral de operadores diferenciales, ver por ejemplo la
extensa lista de referencias en [8]. Existen diversas formas de abordar la teoria de polinomios
ortogonales matriciales. En particular, uno puede preguntarse si es posible encontrar una
definicién adecuada para las Familias Clasicas de polinomios ortogonales matriciales. En esta
direccién A. Duran plante6 en [10] el problema de encontrar pesos matriciales tales que las
sucesiones de polinomios ortogonales asociadas sean soluciones de una ecuaciéon de la forma
() donde los coeficientes fo, f1 v fo son ahora polinomios matriciales. El problema de
caracterizar todas las familias de polinomios ortogonales matriciales que satisfacen una ecua-
cién diferencial de segundo orden parece no tener una respuesta sencilla como en el Teorema
de Bochner. Durante los ultimos anos se han hecho esfuerzos para determinar familias de
polinomios ortogonales que, ademaés de satisfacer una ecuacion diferencial, verifiquen algunas
de las propiedades que caracterizan a las Familias Clasicas. En esta linea, Cantero, Moral
y Velazquez estudiaron cudndo las derivadas de una familia de polinomios ortogonales son
también ortogonales [6], [b] y Durdan encontré férmulas de Rodrigues para distintas familias
de polinomios ortogonales matriciales [12], [13], [14], [16]. Recientemente, el estudio de shift
operators para los polinomios ortogonales ha dado una nueva herramienta para obtener re-
sultados analiticos de las familias involucradas [25], [27], [21]. En el caso de ortogonalidad
matricial discreta, A. Duran y colaboradores estudiaron familias de polinomios ortogonales
matriciales que satisfacen ecuaciones en diferencias de segundo orden [15], [16].

El objetivo de este trabajo es dar un andlogo de los resultados obtenidos en [6], [5], [25],
[27], [21], [26] para el caso de polinomios ortogonales con respecto a una medida de orto-
gonalidad matricial discreta. En particular introducimos una nueva familia de polinomios
ortogonales matriciales de tipo Charlier que extiende la familia estudiada por Durdn y cola-
boradores en [15].

Este trabajo estd organizado de la siguiente forma:

En el Capitulo 2, desarrollamos la teoria general de polinomios ortogonales: su definicién,
condiciones para la existencia de sucesiones de polinomios ortogonales {p, }, relaciéon de re-
currencia de tres términos y la identidad de Christoffel-Darboux. Sumado a esto, estudiamos
las caracterizaciones de las Familias Clasicas, viendo con especial antencién cuales de estas
propiedades pueden ser derivadas de una ecuacién de Pearson. Por otro lado, estudiamos
polinomios asociados a pesos con soporte discreto infinito y siguiendo el mismo camino que
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para las Familias Clasicas, logramos deducir las propiedades que satisfacen las familias de
polinomios ortogonales asociadas a pesos discretos que pueden ser deducidas de una Ecua-
cién de tipo Pearson. Consideramos que este es un buen momento para advertir al lector que
muchas demostraciones desarrolladas en este capitulo se generalizaran luego a lo largo de los
capitulos 3, 4 y 5, siendo las realizadas en este capitulo el caso N = 1. Los resultados para
polinomios ortogonales discretos obtenidos en este capitulo son conocidos, ver por ejemplo
17]. Sin embargo, la linea de la demostracién, equivalente a las lineas celestes de la Figura
@, no es la que aparece en la literatura clasica y ha sido desarrollada en este trabajo para
facilitar su generalizacion al contexto matricial.

Este trabajo se centra en el estudio de polinomios ortogonales matriciales. En el Capitulo
3 introducimos la nocién de polinomios ortogonales matriciales y damos condiciones para la
existencia de una sucesién de polinomios ortogonales {P,}, asi como también demostramos
la relacion de recurrencia de tres términos matricial y la identidad de Christoffel-Darboux
matricial.

En el Capitulo 4 damos condiciones para la existencia de una ecuacién de Pearson matri-
cial para pesos matriciales soportados en un intervalo (a,b) y asi poder demostrar la ortogo-
nalidad de la sucesion de derivadas %Pn. De la ecuacién de Pearson se obtiene un lowering
operator que lleva polinomios de grado n en polinomios de grado n — 1, mientras que su
adjunto con respecto al producto interno matricial induce un rasing operator que incrementa
en uno el grado. Llamaremos a estos operadores shift operators. El lowering operator obte-
nido permite deducir una de Rodrigues. Por otro lado, tomando la composicién de estos dos
operadores, podemos obtener un operador diferencial de segundo orden que tiene a los poli-
nomios ortogonales como autofunciones. Sumado a esto, deducimos a partir de la ecuacién
de Pearson matricial una férmula de estructura matricial. Gran parte de los resultados de
este capitulo estan basados en los trabajos [6], [B], [25], [27], [21]. La férmula de estructura,
hasta donde sabemos, no aparece en la literatura.

Férmula de
estructura
N
Ecuacion de
Pearson matricial Férmula de
Rodrigues
2

Ortogonalidad de ) |
las derivadas ——>  Shift operators

Ecuacion diferencial
de segundo orden

Figura 1.2: Esta figura ilustra el camino desarrollado a lo largo del Capitulo 4. Las flechas se
corresponden con las flechas celestes de la Figura [1.1].

En el Capitulo 5 nos centramos en el estudio de polinomios ortogonales matriciales aso-
ciados a pesos con soporte en Ny. Como antes, damos condiciones para la existencia de una
Ecuacién del tipo Pearson matricial y asi poder demostrar la ortogonalidad de la sucesién
de diferencias AP, donde AP, (z) = P,(z + 1) — P,(z), y obtener, al igual que en el Capi-



tulo 4, shift operators: un lowering operator que reduce en uno el grado de los polinomios,
y un rasing operator que lo incrementa en uno. Este tltimo permite deducir una férmula de
Rodrigues. Por otro lado, tomando la composicion de los shift operators, podemos obtener
un operador en diferencias de segundo orden que tiene a los polinomios ortogonales como
autofunciones. Sumado a esto, deducimos a partir de la ecuacién de Pearson matricial una
férmula de estructura matricial. Los resultados de este capitulo son nuevos y conforman una
versién discreta de la teoria desarrollada en el Capitulo 4, ver también [6], [5], [25], [27], [21].

Formula de
estructura
N
Ecuacion de Pearson
matricial discreta Férmula de
Rodrigues
\Z

Ortogonalidad de . J
las diferencias > Shift operators ﬁ

Ecuacion en
diferencias

Figura 1.3: Esta figura ilustra el camino desarrollado a lo largo del Capitulo 5. Las flechas se
corresponden con las flechas celestes de la Figura

En el Capitulo 6 construimos una familia del tipo Charlier cuyo peso satisface una ecuaciéon
del tipo Pearson matricial. A partir de ella, utilizando la teoria desarrollada en el Capitulo 5,
demostramos la ortogonalidad de la sucesién de diferencias AP, construimos shift operators
que permitan dar una féormula de Rodrigues y un operador en diferencias de segundo orden
que tenga a los polinomios construidos como autofunciones y obtenemos una féormula de
estructura.
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CAPITULO 2

Polinomios Ortogonales

En este capitulo desarrollaremos la teoria clasica de polinomios ortogonales y describi-
remos sus propiedades principales, como por ejemplo, relaciones de recurrencia, Teorema de
Favard y la Ecuacién de Christoffel-Darboux. Daremos las distintas caracterizaciones de las
Familias Clasicas de polinomios ortogonales y sus analogos discretos.

2.1. Definiciones formales y teoria general

En esta seccién daremos la definicién y propiedades generales de polinomios ortogonales
respecto a medidas positivas. Comenzaremos con una medida de Borel positiva p en R, con
soporte infinito. De acuerdo al Teorema de descomposicién de Lebesgue [23, Corolario 7.10],
toda medida de Borel positiva p se descompone de forma tnica de la forma

p=w(@)dr + pq + s,

donde w(z) > 0 es una funcién integrable en todo intervalo acotado, pg es una unién nu-
merable de puntos de masa tal que la suma de los pesos en cualquier intervalo acotado es
finita y ps es una medida singular continua. En este trabajo sélo consideramos medidas ab-
solutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue sobre R o medidas puramente
discretas. Estas medidas abarcan las medidas de ortogonalidad de las familias de polinomios
ortogonales en el Askey-Scheme. Las familias de polinomios clasicos de Hermite, Laguerre y
Jacobi, por ejemplo, son ortogonales con respecto a una medida absolutamente continua con
respecto a la medida de Lebesgue. Los polinomios de Charlier, Meixner, Krawtchouk, Hahn
y Racah, por otro lado, son ortogonales con respecto a una medida piramente discreta. Mas
generalmente, y fuera de los casos considerados en este trabajo, los polinomios de Askey-
Wilson son ortogonales con respecto a una medida de ortogonalidad que estd dada por la
suma de una absolutamente continua y discreta [24].
Dado j € Ny, el j-ésimo momento de p se define por:

Wi = / ol dp(z). (2.1.1)
R
Decimos que p tiene momentos finitos si 1, existe y es finito para todo j € Ny.

7
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Sea p € C[z], un polinomio en una variable compleja z, digamos p(z) = > ;_, apzh.
Recordemos que el grado de p es n y el coeficiente director de p es a,. Denotaremos al grado
de p por degp y al coeficiente director de p por ¢d(p). Denotaremos por p al polinomio

n
plx) =) apz".
k=0

Notemos que p(x) = p(T) y que en el caso que x sea una variable real, p(x) = p(x).
Proposicién 2.1. Sea {py}r>0 una sucesion de polinomios con degpy = k para todo k.
Luego, todo polinomio p de grado n se escribe de manera Unica como

n
p(z) = Zakpk(:c) con ay, € C para todo 0 < k < n.
k=0

Dicho de otra forma, la sucesion {py} es una base del espacio de polinomios Clx].

Demostracion. Claramente p puede escribirse como combinacion lineal de los polinomios
D0, - - -, Pn- Denotamos por [ al coeficiente director de pi. Notemos que como degpy = k, I
es un numero complejo no nulo. Asumiendo ahora que

p(e) = arpr() =D brpr(x),
k=0 k=0

son dos maneras distintas de escribir a p. El coeficiente director de p, cd(p) = ancd(py) = anly
y del mismo modo es igual a b,cd(py,) = byly,. Por ser [, un nimero complejo no nulo, tenemos
que a, = b,. Siguiendo asi, es claro que a,,_1 = b,_1,...,a9 = by. Con esto, concluimos que
el polinomio p se escribe de manera inica como combinacién lineal de los polinomios p,,. [

Antes de dar la definicién de polinomios ortogonales, recordemos la definicién de producto
interno en C[x].

Definicién 1. Un producto interno en Clx] es un mapa
(-,-) : Clz] x C[z] = C

que satisface:

1. {p,q) = (q,p) para todo par de polinomios p,q.
2. (a1p1 + azp2, q) = a1(p1,q) + az(p2, q) para todos a1,az € C y p1,p2, q € Clz].
3. (p,p) > 0 para todo polinomio p no nulo.

Dada una medida de Borel positiva sobre R con momentos finitos de todo orden, definimos

(0, Q) ZAp(w)Q(x)du(w)

Cuando sea claro con respecto a que medida p nos estamos refiriendo denotaremos simple-
mente (p, q).
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Observacién 2.2. Notemos que (p,q), < oo para todo par de polinomios p,q € Clz]. Esto
es consecuencia directa del hecho que p tenga momentos finitos de todo orden, ya que si

p(z) = ZZ:O akxk7 yq(z) = Z;ﬁ:o bjxj entonces

(pa q>,u = <Z akxk7zbjxj>,u« =
k=0 j=0

Lema 2.3. Dada una medida de Borel positiva ji, (-,-), define un producto interno sobre

Clx].

Z akbj/ ¥ dp(z) < oo.
R

k,j=0

Demostracion. Las propiedades 1 y 2 de la Definicion m se verifican de manera inmediata.
Para ver que (-,-), es positivo, notemos que dado p € C[z] no nulo, tenemos que

.p) = [ @) = [ ple)Pdua) >0,
Esto completa la demostracion. O

Definicién 2. Decimos que una sucesion de polinomios {pp}n>0, con degp, = n para todo
n, es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a (-,-) si

(PnsPm) = On,mén para todo n, m > 0,

donde &, es un nimero positivo para todo n. Si &, = 1 para todo n, diremos que {p,} es una
sucesion de polinomios ortonormales. Si el producto interno estd dado por (p,q),, diremos
que los polinomios son ortogonales (o respectivamente ortonormales) con respecto a p.

De ahora en adelante denotaremos por {r,} a sucesiones de polinomios ortogonales en
general, por {p,} a sucesiones de polinomios ortogonales ménicos y por {g,} a sucesiones de
polinomios ortonormales. Denotamos por Dy al siguiente determinante

Ho L N 0\
M1 B2 BN+

Dy =det | . . ) . (2.1.2)
UN  KN+1 - H2N

Teorema 2.4 (Criterio de Sylvester). Sea A una matriz Hermitiana y qa(z) = x*Ax =
Z?k:l a; 1Tk la forma cuadrdtica generada por A. Esta forma cuadrdtica es definida positiva
st y solo si los menores principales de A son positivos.

Demostracion. Para la demostracion de este teorema referimos a [19, §9.2]. O

Dada una medida de Borel positiva @ en R, vimos en el Lema @ que (-,-), define un
producto interno sobre C[xz]. Por lo tanto, la forma cuadrética

n
(pP)u =Y Mjrka;ar,
J,k=0

definida por los momentos de u, es definida positiva ya que dado un polinomio p(x) =
apx™ + ...+ ag, tenemos que (p, p),, > 0. Luego, por el Criterio de Sylvester P.4, los menores
Dy son todos positivos.
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Teorema 2.5. Dada una medida de Borel positiva i en R con momentos finitos de todo
orden, existe una tinica sucesion de polinomios monicos {Pn}, >

pn(x) = 2" 4 términos de grado menor,

con n € Ng y una sucesion de nimeros positivos {&,},,~ tal que

/ Pu(&)pm (@) () = En B
R

Observaciéon 2.6. En la demostracion del Teorema @ se prueba que p, € R[z] para todo
n >0, es decir, la sucesion de polinomios ortogonales monicos con respecto a pi, {pn} C Rlzx].

Demostracion. Vamos a probarlo para m,n = 0,1,.... N y N € N por induccién en N.
Definimos pg(z) = 1. Supongamos entonces que po(z), p1(z),...,pn(x) fueron definidos y que
fR Pn(2)pm(x)dp(z) = €,0nm para m,n =0,1,..,N. Sea

N
pn(z) = 2N 4 Z c;at.
=0

Tenemos que [ pn+1(2)x™dp(x) = pin4m41 + E;\/:O Cjltj+m Y queremos que esto ultimo sea
igual a cero si m < N + 1. Es decir, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

N

chyan = —UN4+m+1 Ppara m=0,1,.., N,
§=0

que puede ser pensado de forma matricial como

Ko K1 T UN Co HUN+1
M1 H2 Tt UN41 C1 HUN+2

. . . . L= . (2.1.3)
UN  HN+1 -t H2N CN M2N+1

El determinante de la matriz anterior es igual a Dy definido en (R.1.2). El criterio de Sylvester

implica que Dy > 0 de modo que la matriz de momentos en (R.1.3) es inversible y hallamos
los coeficientes ci,...,cy. Notemos que ¢; € R para todo @ = 1,..., N ya que u; € R para
todo j. Por otro lado, En41 = [ [pPr41(2)*du(z) > 0. O

Proposicion 2.7. Toda sucesion de polinomios ortogonales con respecto a p es de la forma
rn = anPn para ctertos mumeros complejos a,, donde p, son los polinomios ortogonales
monicos respecto a .

Demostracion. Sea {r,} una sucesién de polinomios ortogonales con respecto a p. Denotamos
por a, al coeficiente director de r,. Como degr, = n, a, es un numero complejo no nulo.
Entonces, p, = a;,'r, es una sucesiéon de polinomios ménicos que satisface

1

<%7ﬁn>u:ar: a;7}<7"n,7”‘m>u =0 n;ém

Por el Teorema @, Dn = pp v esto completa la demostracién de la proposicién. O
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Observacién 2.8. No existe una unica sucesion de polinomios ortonormales con respecto a
. De hecho, dada una sucesion de polinomios ortonormales {qn} con respecto a u, podemos
construir otra sucesion de polinomios ortonormales (también con respecto a p) definiendo
Gn = UnGn, donde uy, es un numero complejo de norma uno para todo n > 0. Claramente, g,
tiene grado n y cd(gn) = uncd(gy). Mds ain,

(Gor i) = /R o () Gon () () = /R it (2 (@) ()

= Up U (/R qn(x)qm(x)d,u(x)> = UnUmOnm = Onm- (2.1.4)

Esto mismo sucede en el caso que {q,} sea una sucesion de polinomios ortonormales con
respecto a otro producto interno.

2.1.1. Propiedades de polinomios ortogonales

En esta subseccién, daremos algunas propiedades de polinomios ortogonales con respecto
a medida de Borel positiva u. Es consecuencia inmediata de la definicién del producto interno

(- )u que

(wp(a), (), = /R (ap(@))q(@)dp(z) = /R p(a)zq(@)dp(z) = (p(a) zq(@)),  (2.15)

para todo p,q € C[z]. En otras palabras, el operador multiplicacién por x es simétrico con
respecto a (-,-),. El siguiente teorema muestra una consecuencia directa de este hecho.

Teorema 2.9 (Relacién de recurrencia de tres términos). Sea {r,}n>0 una sucesidn de
polinomios ortogonales con respecto a una medida de Borel positiva . Entonces existen tres
sucesiones de nimeros {an}5 o, {bn}oly, {cn}oy, con ay distinto de cero para todo n > 0,
tales que

() = anrnt1(x) + bprp () + cprp—1(z). (2.1.6)

En la ecuacion anterior, para n = 0 consideraremos r—1 = ¢o = 0.

Demostracién. El polinomio zr,(x) es un polinomio de grado n + 1, luego por ser {r,} una
sucesion de polinomios ortogonales, puede ser escrito como

n+1

xrp(x) = Z sErE(x) (2.1.7)

k=0

donde s, € C para todo k =0,...,n+ 1. Calculando (zr,(x),r;(x)) para j € {0,...,n+ 1},
tenemos que

n+1 n+1
(wrn(x),rj(@)) = Y skrn(@),rj(@) = Y silre(e),ri(@) = s;6;.
k=0 k=0

Como 1, es ortogonal a todos los polinomios de grado menor que n, tenemos que

5= (wra(@), 7 (@))&5" = (ra(), 27j(2))€5" = 0



12 CAPITULO 2. POLINOMIOS ORTOGONALES

si J < n — 1, donde hemos usado () y que & es un numero positivo y por lo tanto
inversible. Asi, () se escribe simplemente como

a:rn(:z) = Sn+1Tn+1 (ﬁ) + Snrn(l') + Snfl'rnfl(x)
Si definimos a,, = $p+1, by = Sy, ¢ = Sp—1, Obtenemos la expresién (), es decir
xrp(x) = aprps1(x) + bprp(z) + cprp—1(x).

Ahora supongamos que el coeficiente director de r,_es l,, el cual es no nulo por tener p,
grado n. Comparando el término de orden n+ 1 en (), vemos que l, = anly41. Entonces,
an = lnl;}rl que es claramente no nulo. Y asi, a, es no nulo para todo n > 0. ]

Corolario 2.10. Si {gn}n>0 €s una sucesion de polinomios ortonormales con respecto a i,
entonces satisface una relacion de recurrencia de la forma

an(x) = anQnJrl(x) + ann($) + anfl%zfl(x)-
Ademds, b, = b,, para todo n.

Demostracion. Utilizando la notacién de la demostracion anterior y que §; = 1 para todo j,
tenemos que

Qp = <xQn($)aQn+1 (1:)) = Sn+1, by, = <$Qn(l”),CIn(SE)> = Sn-

Entonces, ocurre que

[ <$Qn—1(x)7Qn(x)> = <QH(z)axQn—l(aj)> = <l‘QH($)aqn—l($>> = Sp—1,

donde usamos () Notemos que b, = b, ya que

S

n = (2qn (), gn(2)) = (qn(2), 2qn (7)) = (2Gn(2), gn(x)) = n.
Esto completa la demostracion. ]

Observacion 2.11. Si definimos los polinomios {{n}n>0 como en la Observacion @, es
decir
Gn = Unqn con u, € C de norma uno para todo n > 0,

estos polinomios satisfacen también una relacion de recurrencia de tres términos, con a, y by
remplazados respectivamente por Gp = UpGplUpy1 Y by = bn, ya que, como g, = UpGn, Sigue
de ( ) que

xu*n‘jn(x) = anunJrl(jnJrl(m) + bnﬁ(jn(x) + anflunflqnfl(l‘)-
Multiplicando a derecha la formula anterior por u,, obtenemos el resultado.

Corolario 2.12. Si {py}n>0 es la sucesion de polinomios ortogonales monicos con respecto
a ., entonces satisfacen una relacion de recurrencia de la forma

l‘pn(l‘) = pn+l($) + bnpn(x) + Cnpn—l(x)'
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Demostracion. Por el Teorema @, la sucesién {py} satisface una relacién de la forma

'Ccpn('f) = anpn-i-l(x) + bnpn(x) + CnPn—l(«T)-

Ahora, como el coeficiente director de p,, es uno para todo n, comparando el término de orden
n + 1 en la ecuacién anterior, tenemos que a,, = 1 como se queria. ]

Daremos ahora una consecuencia inmediata de este resultado, la identidad de Christoffel-
Darboux.

Teorema 2.13 (Identidad de Christoffel-Darboux). Si{gy }n>0 es una sucesion de polinomios
ortonormales con respecto a | entonces

zn: ()i (y) = %(gj)a"q"“(yy) — z"“(m)a”q”(y) (2.1.8)
7=0

Demostracion. Usando el Corolario , tenemos

yq;(2)q;(v) = ¢;(x)(a;qj+1(y) + bjan(y) + @—1q5-1(y))

= qj(z)a;qj+1(y) + ¢;(2)b;q;(y) + ¢;(®)aj-1g;-1(y)- (2.1.9)

y también, tenemos

2q;(2)q;(y) = (a;q541(x) + bjg;(x) + a5-1¢;-1(2))g; ()

= gj+1(z)a;q;(y) + ¢;(@)biq;(y) + gj—1(x)aj—1q;(y)

Usando esto, y que b; = E tenemos

(y—2)q;(z)q;(v) = ¢j(7)ajqi+1(y) +qj(x)aj-1qj-1(y) — ¢j+1()a;q;(y) — gj-1(v)aj-14;(y)

Llamando o = g;(x)a;qj+1(y) — gj+1(x)a;q;(y) lo anterior se escribe como

(y — 2)qj(v)g;(y) = aj — aj1.

Sumando desde j = 0 hasta n, tenemos

n

Z(y - x)qj(x)Qj(y) - Z O — Zan—l =0Qn — Q1
° e

Jj=0 J=0

y como a_1 = q—1(x)a—1qo(y) — qo(x)a—19-1(y) = 0 ya que g—1 = 0, esto ultimo es igual a

Qn(x)anQHJrl (y) — 4n+1 ($)anQn(y)

y por lo tanto obtenemos

N 4@ () — e (2)anga (y)
jZOQJ( )a;(y) = (y — )

como se queria. O
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El reciproco del Teorema @ es un importante resultado que se conoce con el nombre de
Teorema de Favard. Este Teorema, que demuestra que toda sucesién de polinomios que satis-
face una relacién de recurrencia de la forma () es una sucesion de polinomios ortogonales,
fue dado por J. Favard en 1935 [7, Pagina 209], aunque aparentemente, fue descubierto al
mismo momento e independientemente por J. Shohat y I. Natanson. A continuacién damos
el enunciado del Teorema de Favard. La demostracion puede encontrarse en [7|, Teorema 6.4]
o [20, Teorema 2.5.2].

Teorema 2.14 (Teorema de Favard). Sea {bp}n>1 ¥ {cn}n>1 dos sucesiones de nimeros
complejos con ¢, > 0 para todo n. Sea {pn}n>0 definida por la siguiente relacion de recurrencia

pn(x) = (x — bp)pn—1(z) — cppn—2(z), n=1,2,3,... (2.1.10)

con p_1(x) =0, po(x) = 1. Entonces, existe una unica medida de Borel positiva p en R tal
que
<p07p0>,u:cla <pm($)>pn(l')>,u =0 m#nv m7n207172a"'

2.2. Polinomios ortogonales hipergeométricos

Las familias de polinomios ortogonales escalares consideradas en este trabajo pertenecen a
la clase de polinomios ortogonales hipergeométricos. A continuacién, describimos brevemente
las funciones hipergeométricas.

2.2.1. Funciones hipergeométricas

Una serie Y, - ¢, se dice hipergeométrica si el cociente ““*! es una funcién racional de

Cn
. . C
n. En tal caso, factorizando el cociente =2+, obtenemos
n

Cnyl (a1+n)...(ap+n)a
- )

Cn (b1 +n)...(bg +n)

para algunos ai, ..., ap, bi,..., by, o, € C. De esta férmula, remplazando «,, = =—, obtene-

T
mos que
. (@1)n .- (ap)n ﬁ
" (b)) (bg)n n!’

donde (a)y es el simbolo de Pochhamer que esta dado por
(a)p =ala+1)...(a+k—1). (2.2.11)

La funcién hipergeométrica es la serie de potencias

ap a > (ay ay)p 2~
pFy (7 ) =y R (2.2.12)
b b (b by K!
1,---,Yq k=0 1,59 )k I
donde (ai,...,ap)r = (a1)g - (ap)k-

Asumimos que los pardmetros son tales que los denominadores en los términos de la serie
nunca son cero. Si algin parametro del numerador a; es igual a —n con n un entero no nega-
tivo, la serie hipergeométrica es un polinomio en z. Aplicando el test del cociente, se verifica
que el radio de convergencia de la serie hipergeométrica estd dado por
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oo st p<qg+1
p=< 1 s p=q+1

0 si pzg+1

La funcién hipergeométrica () satisface la siguiente ecuacion diferencial, ver por
ejemplo [28, §2.1.2],

d d d d
[Zdz (Zci,z+b1_1> <zdz—|—b2—1>---<zdz—|—bq—1>

d d Aly...,a
+z (Zdz +a1) (Zdz +ap>] »Fy <b1,...,b§;z) =0. (2.2.13)

En caso en que p =2y ¢ = 1, la funcién hipergeométrica

b
o <a, ;Z> )
c

se llama funcién hipergeométrica de Gauss. Para la funcion hipergeométrica de Gauss, la
ecuacion diferencial () se escribe de la forma

d? d
2(1—2)@4‘(0— (1+a+b)2)% —asz
Estas funciones han sido estudiadas extensivamente por L. Euler, F. Pfaff, C. F. Gauss, E.
Kummer y B. Riemann.

2.2.2. El Askey-Scheme

En 1929, S. Bochner [4] clasificé todas las familias de polinomios ortogonales que satisfacen
una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes polinomiales. El resultado es que,
notablemente, sélo las familias clasicas de Hermite, Jacobi, Laguerre y Bessel tienen esta
propiedad. En la Seccién damos una idea de la demostracién del resultado de Bochner.

Es natural complementar esta clasificacién con las familias de polinomios ortogonales que
satisfagan ecuaciones en diferencias de segundo orden. Estas familias, mas las familias cla-
sicas conforman una clase muy importante de polinomios ortogonales. Estas familias estan
clasificadas y se agrupan en el llamado Askey Scheme de polinomios ortogonales hipergeomé-
tricos, que fue introducido en 1985 por R. Askey y J.A. Wilson. Las familias de polinomios
ortogonales en el Askey Scheme se escriben en términos de funciones hipergeométricas y se
ubican en la Tabla de forma tal que las filas corresponden al ntimero de parametros libres
en la familia. De esta forma, los polinomios de Hermite, que no tienen ningiin parametro libre
se encuentran en el escalén mas bajo, y los polinomios de Wilson y de Racah, con cuatro
parametros libres, se encuentran en la cima.

Las familias de una fila de la tabla pueden estar unidas a los de su fila inmediata inferior
por una flecha que indica que es posible tomar una relacién limite que lleve los polinomios
de la fila superior a la inferior.

Las familias en el Askey Scheme tienen propiedades muy similares a las de las Familias
Clasicas. Como mencionamos anteriormente, cada una de estas familias es autofuncién de
un operador diferencial o en diferencias de segundo orden. Ademads, tienen lowering y raising
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The Askey Scheme

Wilson Racah 5
Continuous Continuous F
Dual Hahn Hahn Hahn Dual Hahn 347
1 . l
LT 173 ¥ — 1
Meixner ; Pseudo .
Eolli el Jacobi Jacobi Meixner Krawtchouk o5

| |
J AN J
Laguerre Bessel Charlier 1Byl Fo

L Hermite J B

> 11

Figura 2.1: Askey Scheme de polinomios ortogonales hipergeométricos. En color violeta estan
resaltadas las familias de polinomios ortogonales estudiadas en este trabajo. Las familias
clasicas de Jacobi, Laguerre, Bessel y Hermite se desciben en la Subseccion . Las familias
de Meixner y Charlier se describen en la Subseccién

operators explicitos. Como consecuencia de la existencia de estos operadores, los polinomios
se pueden describir en términos de una féormula de Rodrigues. Estas propiedades estan re-
copiladas en [24] donde se listan todas las familias del Askey Scheme y sus propiedades en
orden.

Dentro del Askey Scheme se encuentran dos clases destacadas de polinomios ortogonales:

» Las Familias Clasicas de polinomios ortogonales de Hermite, Laguerre y Jacobi.

= La Clase de Hahn, que consiste de las familias de polinomios de Hahn, Krawtchouk,
Meixner, Charlier, Continuous Hahn y Meixner—Pollaczek.

Las secciones siguientes de este trabajo se centran en el estudio de propiedades de polino-
mios ortogonales matriciales. En el caso matricial, no se ha conseguido aiin un resultado de
clasificacién de tipo Bochner ni una tabla equivalente al Askey Scheme y se estd trabajando
en entender en qué extension las propiedades de las familias escalares se cumplen en el caso
matricial. Asi, en el Capitulo 5 desarrollamos una teoria para la existencia de lowering y
raising operators para familias de polinomios ortogonales matriciales que podrian conformar
una futura Clase de Hahn matricial.

2.2.3. Las tres Familias Clasicas

Las familias de polinomios ortogonales asociadas a los nombres Hermite, Laguerre y Ja-
cobi, son sin lugar a duda, las més estudiadas y las de mayor importancia. A estas familias
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se las conoce como Familias de polinomios ortogonales Clasicos. Tienen muchas aplicaciones
importantes en areas de la fisica, y de la matematica, por ejemplo, la teoria de matrices alea-
torias, la teoria de aproximacién y muchas otras. En lo que resta del capitulo, trabajaremos
con familias de polinomios ortogonales moénicos o con miultiplos reales de las mismas, por lo
que omitiremos el conjugado en el producto interno. Supondremos ademas que la medida de
Borel positiva p es de la forma du(z) = w(z)dr donde w(x) > 0 es una funcién integrable
en todo intervalo acotado o que la medida dju(z) es puramente discreta y estd determinada
por una sucesién de niimeros positivos wyg, k € Ng.

Polinomios de Jacobi

Para «, 8 > —1 los polinomios de Jacobi estan dados por la férmula

o) = G (e )20 ) JE (a1 >

Se escriben explicitamente en términos de una funcién hipergeométrica o Fy como

(a+1), (n,1+a+ﬁ+n 1x>
— 21 ; -

(a,B) —
P (@) n! a+1 T2

Son ortogonales respecto al peso con soporte [—1,1] dado por
w @ (z) = (1 - 2)*(1+ x>BX[71,1]~

Satisfacen la condicién de ortogonalidad

1 +B8+1
2 'n+a+1)I'(n+5+1)
(azﬁ) (Q,IB) 1 —_ (64 1 Bd —
/1pm @p @) =)t a) e = o T Tnra+ B+ nl o™
y son soluciones de la ecuacién diferecial
Q-2 +B-—a—(a+B+2)z)y +n(n+a+B+1)y=0. (2.2.14)

Casos importantes de estos polinomios son los polinomios de Gegenbauer (a = 3), los poli-
nomios de Legendre (o = 5 = 0) y los polinomios de Chebyshev (v = 8 = i%, de primer y
segundo tipo respectivamente).

Polinomios de Laguerre

Los polinomios de Laguerre estan definidos por

09 () = o w[e "t a>—1.

Se escriben explicitamente en términos de una funcién hipergeométrica 1 F1 como

(9 (z) = (a+1)"1F1< - >

T
n! a+1
Son ortogonales respecto al peso con soporte (0, 00) dado por

w(® (x) = xo‘e_xx(o’oo).
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Satisfacen la condicién de ortogonalidad

n+a+1)
n!

/ 09 ()00 ()% da =
0

5n7m7

y son soluciones de la ecuacién diferecial

2y + (a+1—2)y +ny=0.

Polinomios de Hermite

Los polinomios de Hermite estdn definidos por

ar 2
ha(z) = (1) e,
() = (1)’ e

Se escriben explicitamente en términos de una funcién hipergeométrica o Fy como

—n —(n—1) 1
hn(l') = (21})” 2F0 20 2 5 .

— x2

Son ortogonales respecto al peso

w(z)=e".

Satisfacen la condicién de ortogonalidad
o0 2
/ hn () (2)e™™ da = /72" 010y m,
— 0o

y son soluciones de la ecuacién diferecial

y" — 2xy 4+ 2ny = 0.

Polinomios de Bessel

En esta lista incluimos también a los polinomios de Bessel, aunque no satisfacen relaciones
de ortogonalidad con respecto a un peso positivo. Algunos autores no los incluyen en las
Familias Clésicas de polinomios ortogonales. Los polinomios de Bessel estan definidos por

a -n,n+a—-1 =z
i (x) = 2Fo< B ;—2> a€eN.

Satisfacen la condicién de ortogonalidad

B _1\n+ta—1,19a—1
L[ @@y e Fan = DTl

270 Jigj=1 m n+a—2)!2n+a—1)

n,m-

Ademas, son soluciones de la ecuacién diferencial

22y + (ax +2)y —n(n+a—1)y =0.
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2.2.4. Familias de Meixner y Charlier

De las familias que conforman la clase de Hahn, en este trabajo estudiamos las familias
de Meixner y Charlier, que tienen soporte infinito. A continuacién damos la definicién y
relaciones de ortogonalidad, mientras que en las préximas secciones estudiaremos con mas
detalle las propiedades de estas familias.

Polinomios de Charlier

Los polinomios de Charlier estan definidos en términos de una funcién hipergeométrica

9 Fpy como
—n,—x 1
Cn(x):2F0< ;_CL>7 a>0.
Son ortogonales respecto al peso con soporte Ny dado por
aI‘
w@(z) = si x € Np.
x!
Satisfacen la condicién de ortogonalidad
oo ax
> cj(@)er(x)— = a™"e nld;,
=0 ’

y son soluciones de la ecuacién en diferencias
—ny(z) =ay(z+1) — (z + a)y(x) + zy(z — 1).

Polinomios de Meixner

Los polinomios de Meixner estan definidos en términos de una funcién hipergeométrica

9 F como

1

_n’_x;1—>, f>0,0<c<1.
C

mp(z) = 2F1 < 3
Son ortogonales respecto al peso con soporte Ny dado por
CZE
wP) (z) = (B)ggg si x € Np.
Satisfacen la condicién de ortogonalidad

cl‘

j Ty — 0 )
;0: m;j(x)my(z)(5) 21 (Bl — )P .k
y son soluciones de la ecuacién en diferencias

n(c—Dy(r) = c(z + Py(r +1) =[x + (z + H)cJy(z) + zy(z - 1).

2.3. Caracterizacion de las Familias Clasicas

Como mencionamos anteriormente, las Familias Clasicas pueden ser caracterizadas de
diversas formas, en esta seccién daremos una breve descripcién de ellas.
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2.3.1. Teorema de Bochner: Autofunciones de operadores diferenciales de
segundo orden

En esta subseccién vamos a estudiar soluciones polinomiales de ecuaciones del tipo

fa(@)Ty(x) + fr(2)Sy(x) + fo(z)y(z) = Any(x), (2.3.15)

donde S y T son operadores lineales que llevan polinomios de grado n en polinomios de grado
n — 1y n — 2 respectivamente.

Proposicion 2.15. Supongamos que existen polinomios no nulos y; de grado i tales que Sy
y Tys son no nulos, y constantes \; parat = 0,1,2 que son soluciones de la ecuacion ()
Entonces f; es un polinomio de grado, a lo sumo, ¢ para ¢ = 0,1, 2.

Demostracion. Como gy es un polinomio de grado cero, Tyy = Syg = 0. Como gy satisface
(), obtenemos fo(x)yo = Aoyo lo que implica que fj es una constante pues yg es no nulo
por hipdtesis.

Como y; es un polinomio de grado uno, Ty; = 0 y Sy; es constante. Como y; satisface
(), obtenemos fi(z)Syi(x) + foyi(x) = Ay1(x) lo que implica que f1 es un polinomio
de grado uno por ser fj constante, y;(z) un polinomio de grado uno, y Sy;(x) una constante
no nula.

Como g9 es un polinomio de grado dos, Ty es constante y Sys es un polinomio de grado
uno. Como y» satisface (), obtenemos fao(x)Ty2(z) + fi(x)Sy2(x) + foyz(x) = Aaya(z)
lo que implica que fa es un polinomio de grado dos por ser fy constante, y2(z) un polinomio
de grado dos, fi(z) un polinomio de grado uno, Sy2(x) un polinomio de grado uno y T'y2(z)
una constante no nula. O

Bajo las hipotesis de la Proposicion , denotando fo(z) = A\, podemos sumar y restar
—Xoy(z) en ambos miembros de () y obtener la ecuacién equivalente

fa(@)Ty(@) + f1(x)Sy(x) = Ay(x), (2.3.16)

donde las constantes Xn estan dadas por Xn = A — fo.

En vista de la Proposicién , como estamos interesados en ecuaciones de la forma
() con una cantidad significativa de soluciones polinomiales, en el resto de la seccién
asumimos que fa,f1 y fo son polinomios de grados dos, uno y cero respectivamente, y A, es
una sucesion de niameros reales. Ademads, pedimos que fs, f1 y fo sean independientes de n y
que para cada n, la ecuaciéon () tenga una solucién polinomial de grado n.

S. Bochner [4] consideré soluciones polinomiales de () cuando S = L y T'= S2 En
tal caso, () se escribe

fa(x)y"(z) + fi(2)y'(z) = Any(), (2.3.17)

W. Brenke [3] consideré el mismo problema asumiendo que y,(x) son ortogonales. Dare-
mos la prueba del Teorema de Bochner.

Teorema 2.16 (Bochner, 1929). Supongamos que y,, es un polinomio de grado n que es una
solucion de la ecuacion () Entonces fa, fi, Yn Yy An son uno de los de la siguiente lista.

L fo@) =1-a% fi() = f—a—z(a+F+2). Ay = —n(n+a+F+1), o =p".
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2. folz) = z2, filx)=azx+1, \y=n(n+a—-1), y, = yff).
3. f2($) = 1'27 fl(x> =ax, \p = n<n+ a— 1)7 yn(x) =a".

b fo@) =, fi(@) =14 a—x, Ay = —n, yo = £

5. fZ(x) = 17 fl(x) = _2'7;7 )‘n = _2n7 yn(x) = hn

Demostracion. Como cualquier maltiplo de ¥, es también una solucién de () podemos
asumir sin pérdida de generalidad que y,, es monico.

Por la Proposiciéng@ tenemos que fo es un polinomio de grado menor o igual a dos.
Probamos el caso en que f> tiene grado dos y dos raices distintas, los casos restantes se
demuestran de manera similar. Entonces existen constantes a.b tales que fa(az +b) = 1 — 22
Haciendo el cambio de variables x = az + b, la ecuacién () se escribe

(1—2%)y"(2) + afi(az + by (2) = a®*\y(2). (2.3.18)

Observemos que esta ecuacién tiene la misma estructura que () vy que el coeficiente de
la derivada de orden uno es un polinomio de grado uno. Ademas podemos elegir constantes
a, B tales que afi(az +b) = f—a — z(a+ 4+ 2). Como y, es ménico, comparando el

coeficiente director de la ecuacién anterior, obtenemos que A\, = —n(n+a+ 5+ 1). Con estas
identificaciones, () estd dada por

(1=22y"(2) + (B—a—z(a+B+2)y(2) = —n(n+a+ B+ Dy(2). (2.3.19)
Por (), existe una Unica solucién polinomial a () y viene dada por un multiplo del
polinomio de Jacobi p,(la’ﬁ ), O

2.3.2. Teorema de Hanh: Ortogonalidad de las derivadas

Dada una familia de polinomios ortogonales {p,(z)}n>0 en (a,b) con respecto al peso w,
podemos considerar la sucesion de polinomios

{dp”} . (2.3.20)
dx n>1

A partir de las expresiones explicitas de las tres Familias Clasicas, se puede verificar que sus
derivadas son nuevamente polinomios clasicos y por lo tanto ortogonales. Otra caracterizacion
de las familias de polinomios ortogonales cldsicos es que la sucesién de sus derivadas, es una
sucesion de polinomios ortogonales con respecto a un peso positivo. W. Hahn [18] fue el
primero en probar que esta propiedad caracteriza también a las Familias Clasicas por lo que
nos referimos a este resultado como el Teorema de Hahn. Méas precisamente, Hahn demostré
que si {p,} es una sucesién de polinomios ortogonales con respecto a un peso positivo tal que
la sucesion de derivadas, {p),}, es también una sucesién de polinomios ortogonales respecto
a un peso positivo, entonces, {p,} puede ser llevado, mediante un cambio en la variable z, a
uno de los tres sistemas de polinomios ortogonales clasicos.
El método de Hanh comienza considerando las siguientes relaciones de recurrencia,

Pu(z) = (T — en)pn—1() — Anpn—2(),
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p;L(‘(L.) — (.ZU —d )pn—l(x) _y pn—2(x)
n " —1 "n—2
Derivando la primer ecuacion, p/,(z) puede ser eliminado de la segunda. Luego, repitiendo
este proceso algunas veces, Hahn pudo obtener algunas relaciones de recurrencia de las cuales

se puede deducir que p,(x) satisface una ecuacién diferecial de la forma
az(z)y” + a1 (z)y + ao(x)y + Ay =0,

donde ag(z), a1(z), az(x) son polinomios de grados menor o igual a 0, 1 y 2 respectivamente y
A es distinto a 0. Finalmente, Hanh, escencialmente, duplico el proceso realizado por Bochner
y concluyé que {p,} debe ser una de las tres familias de polinomios ortogonales clasicos.

2.3.3. Férmula de Rodrigues

Una tercera caracterizaciéon de las familias de polinomios ortogonales clasicos es que sa-
tisfacen una férmula de Rodrigues de la forma

14
dx™

p() = Ky tw(@) (¢(x)"w(z)),

donde k,, es una constante positiva y ¢ es un polinomio de grado, a lo sumo, dos. Si evaluamos
la formula de Rodrigues en n = 1, tenemos que

d

= (Glahe(@) = k(@) ¢ @) + ()o@ (@)

pi(x) = ki w(z)

lo cual es igual a
pr(@) = kit (@) + k(@) () (x).
operando, obtenemos
w'(x) _ pi(z) — ki (x)
wi@ k()
Notemos que ¢'(z) es un polinomio de grado a lo sumo uno y p; es un polinomio de grado
uno. Por lo tanto, el peso w satisface una ecuacién de la forma

Z,((;”)) = a;(;r)b, (2.3.21)

donde a,b son constantes, ver también [[7, (2.25)]. Esta ecuacién se conoce como ecuacién
de Pearson. Considerando los distintos casos en que ¢ es un polinomio constante, de grado
uno, de grado dos con raices reales distintas, podemos resolver explicitamente la ecuacién
de Pearson () y probar que los polinomios p,, son los polinomios de Jacobi, Hermite o
Laguerre. En la Seccién demostraremos que las Familias Cléasicas satisfacen una férmula
de Rodrigues. Entre los pasos que seguiremos para demostrar esto, reescribiremos () de
la forma

[\

w'(z) = w(x)(¢' (x) + ax + b), w(zr) = w(x)o(x). .3.22

Entonces en la Seccién @, entre otras cosas, vemos que la ecuacién de Pearson
implica que la sucesién de derivadas es ortogonal con respecto a un peso de la forma w(z) =
w(z)¢(x). En el caso de las Familias Clasicas, el nuevo peso w es positivo.

o~ o~
~— ~—
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2.3.4. Fé6rmula de estructura

Otra propiedad que comparten las Familias Clésicas de polinomios ortogonales es que
satisfacen una férmula de estructura de la forma

m(2)py(7) = (an® + Bn)pn(@) + Ynpn—1(2), (2.3.23)

donde 7(z) es un polinomio fijo. Notemos que el grado de (aynx + Bn)pn(z) + Ynpn—1(x) es a
lo sumo n 4+ 1y el de p, () es n.— 1, con lo cual 7(z) es de a lo sumo grado dos.

Para demostrar la férmula (), partimos de una ecuaciéon de Pearson () Como
¢ es un polinomio de grado a lo sumo dos,

n+1

o(x)p (@) =) ajpi(@),
5=0

donde a;j = <¢(x)pé&@>”p;”2 = |Ipjl 72 Jg #(2)p),(2)p;(x)w(z)dz. Como mencionamos al

final de la Seccion , w(z) = ¢(z)w(z), y por lo tanto la ecuacién anterior se escribe como

%:HWWQAmwmmmw@Mx:a j<n—l.

Entonces
O(2)py () = ant1Pp+1(2) + anpn(r) + an-1pp-1(2). (2.3.24)
Y por el Corolario , el lado derecho de () se escribe como
an—l—l(xpn(x) - bnpn(x) - Cnpn—l(w)) + anpn(x) + an—lpn—l(x)v

lo cual es igual a

(xan—i-l - an—i—lbn + an)pn(x) + (_an—‘rlcn + an—l)pn—l(x)-

En conclusioén,

$(@)ph(2) = (Tant1 = anr1bn + an)pn(z) + (—anr16n + an-1)pn-1(2).

La reciproca de este resultado fue probada por Al-Salam y Chihara en [1], donde se
demuestra que los polinomios ortogonales clasicos estan también caracterizados por ser los
unicos polinomios ortogonales que satisfacen una férmula de estructura de la forma ()
Esta caracterizacion les permitié también probar una conjetura de Karlin y Szegd que desa-
rrollamos en la siguiente subseccion.

La caracterizacién de Al-Salam y Chihara podria probarse de la siguiente forma: Si {p,}
es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a du que satisface (), entonces

mmz/“ﬂmm@mmﬂmu>

:/fnmmemw+mmmw+%/fn”mmmwwm>

=0 s1 m<n.

Entonces, si puede ser probado que I, ,, es distinto de cero si n > 0, se obtiene que {p),} es una
sucesién de polinomios ortogonales respecto a m(x)du(z). Sigue por del Teorema de Hahn,
ver la Seccién P.3.2, que p, es uno de los polinomios ortogonales clasicos. Esto puede ser
probado facilmente en el caso 7(z) constante o lineal, pero el caso 7(x) de grado dos presenta
dificultades. En [1], Al-Salam y Chihara, dan una prueba directa y elemental, aunque algo
tediosa, que no requiere utilizar el Teorema de Hahn.
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Conjetura de Karlin y Szego

En [22], Karlin y Szegd sugirieron tres conjeturas sobre caracterizaciones adicionales de
los polinomios ortogonales clasicos. La primera de ellas es la existencia de una férmula de la
forma

r(@)py (2) = pnlpn—1(2) + C(2)pa(@)]p(x) 1 >0 (2.3.25)

donde C(z) es un polinomio, r y p son funciones arbitrarias. Observemos que para las familias
clasicas, la férmula de estructura da una férmula del tipo (), por lo que la dificutad
radica en demostrar que () implica () Lo probamos a continuacién.

Asumiendo que pg y p1 son polinomios ménicos y tomando n =1 en () se obtiene

r(z) = plpo(z) + C(z)pr()]p(2).
Asi, () se convierte en

11+ C@)pr (@) (@) = pinpn1(2) + C(@)pa(@)] 7> 0. (2.3.26)

Al

Comparando los coeficientes directores, sigue que p, = nuy. Ahora consideremos (P 0)
para n = 2 y obtenemos

L+ C(@)p1(2)]pa() = palpr () + C(a)pa(w)],

lo cual puede ser reescrito del siguiente modo

pa(x) = 2p1(2) = [2p2(x) — p1py(2)]C ().

El lado izquierdo de la ecuacién anterior tiene grado menor o igual a uno. Por otro lado,
2pa(x) — 10110/2 (7) no es idénticamente cero, salvo que pa(z) = kp?(z), lo cual es imposible ya
que p,, satisface una relacién de recurrencia de tres términos

2pn(2) = Png1(x) + bppn(x) + cupn—1(x), n >0

p-1(z) =0, po(z)=1, c=0 n>0

Y ademés, como p,, son ménicos, 2ps () — plplz x) es un polinomio de grado a lo sumo uno.
Asi, C(z) es de grado menor o igual a uno y (R.3.26) es de la forma de () y pn(x) es

una sucesién de polinomios ortogonales clasicos.

2.4. Deduccion de la féormula de Rodrigues para las Familias
Clasicas

El objetivo de esta seccion es demostrar que una familia de polinomios ortogonales que
satisfaga una Ecuacién de Pearson como en () tiene la propiedad de que sus derivadas
son ortogonales. A partir de este hecho, podemos introducir lowering y raising operators que
nos permiten deducir una féormula de Rodrigues.

Este enfoque nos permitird en la siguiente seccién dar un resultado andlogo para poli-
nomios con ortogonalidad discreta y en los préximos capitulos andlogos matriciales tanto
discretos como continuos.
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Teorema 2.17. Sea w un peso positivo con soporte (a,b) y momentos finitos de todo orden
Y {pn(2) }n>0 la sucesion de polinomios ortogonales monicos asociada a w. Supongamos que
existen polinomios 1, ¢ de grado, a lo sumo, uno y dos respectivamente tales que:

1. (pn(z) pmw(z)e(x)) |4 = 0,

2. fr(wo)(z) = w(z)y(x).

Entonces, la sucesion de polinomios {%pn(m)}nzl es una sucesion de polinomios ortogonales
con respecto w(x) = w(x)p(x).

Observaciéon 2.18. Observemos que la primer condicion se satisface automdticamente si w
decae exponencialmente en los extremos del soporte (a,b) o si el polinomio ¢ se anula en los
extremos del soporte.

Observacion 2.19. En el Teorema se demuestra que la sucesion de polinomios {%}
es una sucesion de polinomios tal que para cada n € N existe un polinomio de grado n en
. dpn+1 . . g . . . . .
la sucesion: =;=. Por lo tanto, todo polinomio se puede escribir como combinacién lineal
de elementos de la sucesion {d(%}nzl- Ademds, estos polinomios satisfacen las relaciones de
ortogonalidad
bd
Pn dpm ~
—(z)—(z)w(x)dxr =0 m < n.
| @ @it = o

Por esto, decimos que {%pn(aﬁ n>1 es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto
a w. Notemos que el Teorema no garantiza, en principio, que el peso w sea positivo.

Demostracién. Es claro que 222 es un polinomio de grado n — 1. Por lo tanto, para verificar
que 2 P g P

que {%(l’) }n>1 €s una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a w(z), basta probar

que

b
dpn , . dpm , | ~
/ %(m)%(w)w(m)dw =0, m < n. (2.4.27)

Integrando por partes, obtenemos que el lado izquierdo de () se escribe como

b

(22w | - [ ot (L2 @it ) (2.428)

Luego, aplicando la regla de derivacién del producto de funciones, obtenemos que la integral
de () se escribe como

a

dw

%(:E)dzz:

b 2 b
- [ pu@) B @3@de — [ o) )

Por lo tanto, () se escribe como

b dw

b 2 b
_ / pn(x)ddi)gl(x)@(x)dx— / pn(x)dp—m(x)%(x)dx. (2.4.29)

pu(@) 2™ (2)5(z)

dzx dx

a

Utilizando la primer hipotesis en (), tenemos que el primer sumando es igual a cero, y
utilizando que %ﬁ(az) = w(z)Y(z) y w(x) = w(x)p(x) con ¢, polinomios de grados dos y
(2.4.29

uno respectivamente, ), se escribe como

b 2 b
_/ pn(x)dpm(x)w(x)qﬁ(m)da:—/ pn(m)%(m)w(x)w(x)dx (2.4.30)

dx?
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Como el grado de ¢ es menor o igual a 2 y el de d;g;” es igual a m — 2, el grado de d;p;” 10}
es menor o igual que m. Por lo tanto, el primer sumando de () es igual a cero si m < n.
Por otro lado, como el grado de 1 es menor o igual a 1 y el de ‘{’;—;" es igual a m — 1, el
grado de dg—;"w es menor o igual que m. Por lo tanto, el segundo sumando de () es igual

a cero sim < n. O

Observacién 2.20. Bajo las hipdtesis del Teorema , por la Proposicion @, si {rp} es

una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a w, y si denotamos por a,, al coeficiente
: d L . .

director de ry,, entonces, ‘Z—; = an% es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto

a w.

Dado w un peso positivo con momentos finitos, definimos

2w ={r:r ¢ [ f@Puds < oo}

Asumimos que w satisface las hipétesis del Teorema y que el peso w introducido en el
mismo teorema es positivo. Asi, podemos ver al operador

4 D) - (@)
dx - ’
como un operador que manda la sucesiéon de polinomios ortogonales ménicos con respecto a
w, {pPn}n>0, a la sucesién {%pn}nzl que resulta ser una sucesién de polinomios ortogonales
con respecto a w.

Inspirados en este hecho, supongamos que tenemos una familia de pesos positivos con
momentos finitos de todo orden w®) donde v pertenece a un subconjunto ¥V de R™ con la
propiedad v 4+ o € V para todo v € V con ¢ un elemento fijo de R™. Por ejemplo, en el caso
de los polinomios de Jacobi, v = («, 3) y en el caso de los polinomios de Laguerre v = a.
Denotamos por (-, '>(,,) el producto interno inducido por w®), es decir

(0, @) ) :/Rp(w)q(:v)w(”)dx.

Supongamos que w®) satisface las hipétesis del Teorema . En particular, suponemos que
existen polinomios ¢*) y 1) de grados 2 y 1 respectivamente tales que

T (#@6 @) = w0 @ @)

Ademés, asumimos que w™)(z)¢™)(z) = w**+)(z). Como consecuencia del Teorema ,
podemos ver que la derivada con respecto a x como un operador

é%:LQ(wQO>—+L2(w@+®>.

En nuestro caso, % tiene un adjunto que se puede calcular de manera explicita.

Teorema 2.21. Sea {w®} una familia de pesos positivos con_soporte (a,b) y momentos
finitos de todo orden que satisface las hipdtesis del Teorema para todo v € V. Dado
q € Clz], sea

dgq

V(o) = = [a(a)p® @) + G210
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entonces p
p v
<%7 q>(u+o‘) = <pa S( )Q>(V)

para todos polinomios p,q € Clz].

Demostracion. Utilizando la definicién del producto interno, tenemos

dp _ b@ o VapVO)
(), = | G

Integrando por partes, el lado derecho se escribe como

_ b -
p(z)g(@)w ) (2)|" — / p(m)% (q($)w(”+0) (:c)) dz. (2.4.31)

Por el Teorema , {pn}ty {%} son dos bases del espacio de polinomios C[z] y w**9)(z) =
b

w® @) Entonces, por la primer hipétesis del Teorema , tenemos que p(z)q(z)w ) (z) }a
(i

0. Utilizando esto y la regla de derivacién del producto de funciones, ) se escribe como

b —= - w(I/Jra')
- [ ota) (dd§<x>w<”+“><w>+q<x>d — <x>> d.

Como w*9)(z) = w¥)(z)¢™ (z) y Lw+)(z) = w™) (2)9¥)(z), tenemos

b - .
- [ o) (0 @0 @) + g @) ),

lo cual es igual a

b -
- / p(x) (W (@) 9 () + W(w)q(x)) 0 (z)da. (2.4.32)

Y como los pesos son positivos, ) y () son a valores reales, entonces

da d
<¢(u)qJr (b(y)cbz) () = <¢(u)q + ¢(V)dg> ().

Por lo tanto, la ecuacién () es igual a

b d
—/ p(x) (W”)q - ¢(”)dz) (2)w"(z)dz = (p, 5" q) ().
En conclusién, <%, D) (v+o) = (D, s(”)q>(l,) como se queria probar. O

. v .z . .
Como consecuencia del Teorema , {%pg )} es una sucesién de polinomios ortogonales

con respecto a w®+9) (x). Asi %pg) = knpflyflg) donde k,, es un nimero complejo. Como los

polinomios pgj) y psj_ﬁg) son monicos y el coeficiente director de %pgj)

kn, = n.

es n, tenemos que
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Observacion 2.22. Sea {pﬁf)} la sucesion de polinomios ortogonales monicos asociada a
w®). Notemos que

v V+o dp’f’],lt‘ra) v Vo v
s (@) = = (@)0®) (@) - o) (@) (@),

es un polinomio de grado n, digamos entonces

sp 0 (2) = kp (2) + kn_1p™, (2) + . . . + kop{ ().

n—1
Como ocurre que

v V) (v+o dp%) v+o v+o v+o
<p7(n)73( )p£L: )>(V) - <W7p;_+1 )>(V+O’) = (mpin:),pgl_t )>(I/+O') =0,

sim—1<n—1, es decir st m < n, y como también ocurre que para m < n
(v+0) - )
+ 7 7 2
(P, sMp Ty ) = Z kj<P$f{)7ij Yw) = kmllpmll”,
j=0

tenemos que ky, =0 si m <n y en conclusion

s (1) = kp) ().

Como pgj) es monico, el coeficiente director de s(”)pffjlg) es kn. A suvez, sea o™ el coeficiente
de 22 en ¢W)(x) y sea B el coeficiente de x en V) (x). entonces

fon = cd sWp o) = —((n —1)a® + ), (2.4.33)

n—1
De ahora en adelante, supondremos ky,, # 0.

Como consecuencia del Teorema , podemos ver que a la derivada con respecto a x
como un lowering operator

% 22 () - 22 (w+0),

y a su adjunto s como un raising operator
s . L2 (w(y+‘7)) — L? (w(”)) .

Teorema 2.23 (Férmula de Rodrigues). Sea {w®)} una familia de pesos positivos con soporte
(a,b) y momentos finitos de todo orden que satisface las hipdtesis del Teorema . FEntonces
la sucesion de polinomios ménicos respecto a w”) estd dada por

e d ) (@)

P @ @),

P (@) = (k... kn) 7

para todon € Ng y v € V, donde k, estd dado en ()
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Demostracion. Veamos por induccion que dado un polinomio g,
S0 = () ) (2.4.31)
x
para todo n en N.

Procedemos para el caso n = 1, usando la definicién de s), tenemos

d
g(a) = = [ L6 ) + ()| (2.4.35)
Como la familia de pesos {w(*)} satisface las hipétesis del Teorema sucede que
$a) = u @)y aue 6a) = (00w ) @)

Tenemos que el lado derecho de () se escribe como

% ) () ) () + () (diw<”+0> <x>> (w® <x>>1} . (2436)

Lo cual es igual a
d
_ (v+0) (v) -1
(@) )

Asi, queda probado para n = 1. Paso inductivo: supongamos que vale para 1,...,n — 1, es
decir vale que

14 v n— (e n dn V+no 14 —
sW Do) (1) = (<1) (dman )(x)q(x)> (w®)(z))~? (2.4.37)
Veamos que vale para n.
S0 o)) Z 500 gHn-10) <_;iw<v+<n+1>v> <x>q<x>) (019 (). (2.4.38)

Usando la hipétesis inductiva en el lado derecho de (), tenemos
i <_ d(wH+)o)g)

(=1

T - <w><w<”+””><w>>1w<”+"“><a:>> (w® (@),

lo cual es igual a
g AP (w D) . _
(2 D () )
Asi, la afirmacién () es valida para todo n € N. Notemos que s*)1 = k‘lpgy), sMslvto)] =
k1 S(V)pgl’“’) = k:leng). En general, se tiene

s st — gk pl)

n
con k; inversibles para todo ¢ por lo supuesto en la observacién . Luego,
PO = (kg )10 Do)y

n,, (v+no)
= (b h) =) T eyt

dz™

Esto concluye la prueba del teorema. O

A continuacién vemos que las tres familias cldsicas de polinomios ortogonales satisfacen
las hipétesis del Teorema , describimos la sucesién de derivadas, el operador s*) y la
formula de Rodrigues.
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2.4.1. Ejemplo: Polinomios de Hermite

En este caso, tenemos

w?)(z) = w(z) = e, %w(’ﬂrl)(:p) = —2zw(z),

con lo cual, tomando ¢)(z) = 1,9 (z) = —2z, se verifica el punto 2 del Teorema, . Por
otro lado, el punto 1 se verifica trivialmente ya que w decae exponencialmente en los extremos
del soporte. Por el Teorema la sucesion de derivadas de los polinomios ortogonales
monicos asociada a w, {%pn} es ortogonal en (—o0,00) respecto a w(x).

En este caso, el operador s(*) se escribe explicitamente como

sWg(z) = — [q(a:)(—Qx) + %(x)

En vistas de la Observacién , tenemos
S(V)pnfl = 2pn-

Sumado a esto, la férmula de Rodrigues en este caso tiene la siguiente expresion

1\" d» 2

ey (1)

2.4.2. Ejemplo: Polinomios de Laguerre
En este caso, tenemos

Ll (@) = (a4 + 1) — D (),

w@t) () = 22 e®, o

con lo cual, tomando ¢(@*9)(z) = z, @+ (z) = [(a + j + 1) — z], se verifica el punto 2 del
Teorema . Por otro lado, el punto 1 se verifica ya que w(®¢(®) decae exponencialmente
cuando z — oo y se anula en x = 0 ya que o > —1. Por el Teorema M la sucesién de

derivadas de los polinomios ortogonales ménicos asociada a wlatd) {%pf{lﬂ }, es ortogonal
en (0, 00) respecto a w(@ I+ (z).
En este caso, el operador s(*) se escribe explicitamente como

slotig = — [q(w)((@ +j+1)—x)+ Zi (x)x] .

En vistas de la oservacién , tenemos

S(QH)pEza_JEjH) _ p7(1a+j)‘

Sumado a esto, la férmula de Rodrigues en este caso tiene la siguiente expresion

. A dn
w(o‘+3)p£l°‘+]) =(-1)"—

xa-{—j—l—ne—x
dxn ’
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2.4.3. Ejemplo: Polinomios de Jacobi

En este caso, tenemos
w @A) () = (1 — 2)°*H (1 + )P,

LT (2 = [ (a4 + 1)1 +2) + (84 + 11— 2wl @),

con lo cual, tomando ¢(@+7:849) (z) = (1 — 2)(1 + z) L@ TP (z) = [—(a + 5+ 1)(1 +z) +
(B+7+1)(1—=x)] se verifica el punto 2 del Teorema ﬁ Por otro lado, el punto 1 se verifica
ya que w( @8 @@h) ge anula en z = 1 ya que @« > —1 y en z = —1 ya que § > —1. Por
el Teorema ﬁ la sucesiéon de derivadas de los polinomios ortogonales moénicos asociada a
wl@tsA+i), {%p&aﬂﬂﬂ)}, es ortogonal en (—1,1) respecto a w(@+Hi+LA+I+1) (),
En este caso, el operador s*) se escribe explicitamente como

dq

S ) = = ({4 D1 +0) + (5 4+ + D= 2Dala) + (1= 2)(1+ ) P a)

En vistas de la oservacion , tenemos

s(otd843) pletd T LAY — (1 4 (a4 4+ 1)+ (B+7 + 1)pn.

n—

Sumado a esto, la férmula de Rodrigues en este caso tiene la siguiente expresion

(1 — )T (1 + 2)PHapletdftd) = (—1)n ( [[e-1+(a+i+D+B+i+ 1)))
k=1
dn . )
1 — g)etitn(q Bti+n
1= ) (1 +2)

2.5. Operador diferecial de segundo orden

Suponiendo que estamos en un contexto similar al de la secciéon anterior, es decir, con-
sideraremos una familia de pesos w®) positivos con soporte (a,b) y con momentos finitos
de todo orden, donde v pertenece a un subconjunto V de R" con la propiedad v + o € V
para todo v € V con ¢ un elemento fijo de R™. Supondremos w(*) satisface las hipétesis del
Teorema para todo v € V. En particular, existen polinomios ¢*) y ) de grados 2 y 1
respectivamente tales que

d

= (w(”) (z)p®) (g;)) = w® (@) (z). (2.5.39)

Ademas, asumimos que w")(z)¢®) (z) = w*+9)(z). Como consecuencia del Teorema ,
podemos ver que a la derivada con respecto a x como un lowering operator

% 22 (w®) > 12 ().

vy a s como un raising operator

s . 12 (w(”"'”)) — L2 (w(”)) .
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Con lo cual tiene sentido considerar los operadores D1 y Do definidos por

Dy = % 0 sV=9) . [2 (w(u)> Ny <w(u)) ’

Dy = s o % .12 (w(”>) L2 (w(”)> :

Usando la Proposicién vemos que los operadores Dy y D son de orden dos y pueden ser
escritos de forma explicita

d _ d |dp®)
(v) — [ = (v—0o) (v) _ (v—0) W), (v—0o
p\" (x) Dy <d:c 0s )p =-0 [ 10) +p w ]

_
dz

_|_17/)(V_‘7)

d2p®) (v—o) dp¥) | dgp—2)
dz? dx dx

d d2p) dp¥)
O (VDo = [ 5@ ) — @GP ) P )
P D2 (S ° dx) [ dx? o+ dx v

Notemos que estas dos tltimas expresiones pueden en principio ser distintas. Ademads, estos
operadores son simétricos respecto a w®) ya que por ser s adjunto de d%? ocurre que dado
dos polinomios p, ¢

d d
_ “ (v—0o) — (v—o) (11 o) _ “ (v—0)
(pD1, q) (1) <<d$ os > 2 q>(y) <S p,s q>(y) <p, <dm os ) q>(y)

y de la misma forma, tenemos

d d d d
wPaher = (o0 5 )ra) = (Grggn), = (m (o ) o)
dx ) dr” ' dz ) dx )

= <p> qD2>(y)
Ademas, vimos en la Observacién , que s )pglyfla) es un multiplo de pg’) digamos
P )

n—1

Usando esto, se puede ver que los polinomios ortogonales ménicos asociados a w® son auto-
funciones de los operadores D1 y Do
v) d | s=0)) ) 4} (w—0) pv—0) — p1v—0)) ()
pnfl(m)Dl = % oS Y2 1( ) %kn Y29 = nkn Pn-1s

d V+o 14 v
P Ds = (50 )l a) = sl = kYl ).
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2.6. Familias discretas con soporte infinito

En esta seccién estudiamos un andlogo discreto de la ecuacién de Pearson () que
permite derivar propiedades de las familias de polinomios ortogonales discretos: Férmula de
Rodrigues, férmula de estructura, ecuacién en diferencias de segundo orden, y ortogonalidad
de la sucesion {Ap,}. Nos enfocaremos en el caso de que la medida de ortogonalidad tenga
soporte infinito, aunque el caso finito puede tratarse de manera similar.

Consideramos una medida de ortogonalidad positiva discreta con momentos finitos de
todo orden de la forma

> widy,

keNp

con wg € Ry para casi para todo k. Es decir, la medida du(z) es puramente discreta
y estd determinada por una sucesiéon de ndmeros positivos wg, kK € Ny. Por simplicidad,
identificaremos a la medida con un peso w(z) tal que w(k) = wy si k € Ny y w(z) = 0 para
todo = ¢ Ny. El requerimiento de que w tenga momentos finitos de todo orden se traduce en
que la suma

i Ew(k) < oo (2.6.40)
k=0

para todo j € Ng. Como en las secciones anteriores, el peso w induce un producto interno de
la forma

(p:@)w = Y p(k)a(k)w(k), (2.6.41)

keNy

donde p y ¢ son polinomios. En este contexto de ortogonalidad discreta, tenemos que existe
una tnica sucesién {p,} de polinomios ortogonales ménicos con respecto a w

(pm pm>w = Z pn(k)pm(k)w(k)
k=0

Observacion 2.24. El hecho que w tenga momentos finitos de cualquier orden tiene dos
consecuencias importantes. En primer lugar, dados dos polinomios p(x) = a™ + a,_12" 1 +
codrag y q(x) = 2™ 4 by 2™ -+ by, tenemos que

N N n m n m N
> pk)gR)w(k) =Y D> EFHabjw(k) =Y ) ab; (Z k”jw(k:)) .
k=0 k=0 i=0 j=0 i=0 j=0 k=0
Por lo tanto, () implica que el limite
N
Jim §p<k>q(k>w<k), (2.6.42)

existe y es finito. Por otro lado, la convergencia del limite anterior implica que

lim p(k)q(k)w(k) =0, (2.6.43)

k—o0

para todo par de polinomios p ¥y q.
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2.6.1. FEcuaciones de Pearson Discretas

En esta subseccién estudiamos un andlogo discreto de la ecuacién de Pearson ()
y algunas propiedades que son consecuencia de la misma. Dada una funcién g : C — C,
consideramos los operadores en diferencias A y V definidos por

Ag(z) =gz +1) —g(x),  Vg(r) =g(z) —glz —1) = Ag(z - 1).
Dado un polinomio p de grado n, digamos p(z) = a,z" + a,_12" "' + - - + ag, el polinomio
Ap(x) =(an(z 4+ 1D)" +an_1(z+1)" 1+ 4 ag) — (anz™ + an_12"  + - + ag)
= na,x™ ! + términos de grado menor, (2.6.44)

es un polinomio de grado n — 1. Ademas, aplicando A a (), vemos que A?p es un
polinomio de grado n — 2. Y en general, para k < n, A*p es un polinomio de grado n — k y
si k > n, AFp es identicamente cero. Ademds, tenemos que

Vp(r) = Ap(w — 1),

es un polinomio de grado n — 1 y andlogamente, tenemos que V*p es un polinomio de grado
n —k si k <ny esidénticamente cero si k > n.

Observacion 2.25. Los operadores A y V conmutan. Esto puede ser probado, usando la
defincion de los mismos ya que

AVyg(z) = A(g(z) —g(z — 1)) = Ag(z) — Ag(z — 1) = g(z + 1) — 2g(z) + g(z — 1),
VAg(z) = V(g(z +1) —g(x)) = Vg(z + 1) = Vg(z) = g(z + 1) — 2g9(z) + g(z — 1).
Por lo cual AV = VA.

Lema 2.26. Dadas funciones f, g : C — C, se cumple que:

N

N
> Ag(a)f(z) = g(N + 1) f(N +1) = g(0)f(0) = > gl + AS(x). (2.6.45)

=0

Demostracion. Usando la definiciéon del operador A, tenemos que

N
> Ag(x)f Zg z4+1)f Zg (2.6.46)
x=0

Ahora reescribimos la segunda suma del lado derecho de () en términos de f(z + 1)y
g(z +1):

N N
Y gz +1)f(x) - (Q(O)f(o) +Y gz +Df(z+1) —g(N+1)f(N + 1))

=0 =0
= g(N +1)f(N +1) = g(0)f(0) = Y g(z + )Af(x).

Esto completa la demostracion del lema. ]
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Lema 2.27 (Regla de Leibniz). Dadas f,g: C — C, se cumple que:

(Afg)(z) = f(z +1)Ag(z) + Af(z)g(z) = Af(2x)g(z + 1) + f(z)Ag(x) (2.6.47)
Demostracién. Usando la definicién del operador A, tenemos que
(Afg)(z) = f(z+1)g(z + 1) — f(z)g(x). (2.6.48)
Sumando y restando f(z + 1)g(z) en el miembro derecho de (2.6.49), tenemos
flx+1)g(z+1) — f(z+ 1)g(x) + f(z +1)g(z) — f(z)g(x). (2.6.49)

Usando nuevamente la definicién del operador A, () es igual a
flz+1)Ag(x) + Af(x)g(x).
Asi, hemos probado la primer igualdad de (), es decir
(Afg)(x) = fz +1)Ag(x) + Af(x)g(x).

Para probar la segunda igualdad de (), sumamos y restamos f(x)g(x + 1) en el
miembro derecho de (R.6.4§) y obtenemos

fle+1D)g(x+1) = f(z)g(z + 1) + f(2)g(z + 1) - f(2)g(z). (2.6.50)
Usando nuevamente la definicion del operador A, () es igual a
Af(x)g(x +1) + f(z)Ag(z).

Asi, hemos probado la segunda igualdad de (), es decir
(Afg)(x) = Af(x)g(z + 1) + f(z)Ag(x).

Esto concluye la prueba del lema. O

Teorema 2.28. Sea w un peso positivo con momentos finitos de todo orden y soporte en Ny
Y {pn}n>0 la sucesion de polinomios mdnicos tales que

an(x)pm(m)w(w) =0si m<n.

x>0
Supongamos que existen polinomios ¥, ¢ de grado, a lo sumo, uno y dos respectivamente tales
que:

Vu(z) = (Aw)(z — 1) = w(z)Y(z),
donde w(x) = w(x)p(z). Entonces, la sucesion de polinomios {Apn}n>1 es una sucesion de
polinomios ortogonales con respecto a w(zx).

Observacion 2.29. En el Teorema se demuestra que la sucesion de polinomios { App }n>1
es tal que para cada n € N, existe un polinomio de grado n en la sucesion: Appy1. Por lo
tanto todo polinomio se puede escribir como combinacion lineal de elementos de la sucesion
{App}n>1. Ademds estos polinomios satisfacen las relaciones de ortogonalidad

ZApn )App(z)w(z) =0, m <n.

Por esto decimos que {Apy}tn>1 €s una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a w.
Notemos que el Teorema no garantiza, en principio, que el peso W sea positivo.
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Demostracion. Por () tenemos que Ap, es un polinomio de grado n — 1. Por lo tanto,
para verificar que {App}n>1 es una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a w,
basta probar que

ZApn VAP (z)w(z) = lim

N—oo

ZApn VApm(z)W(z)| =0, m < n. (2.6.51)

Aplicando el Lema a la suma finita de la segunda igualdad de () obtenemos

N

> (AppApn@)(x) = (PalApm@)(N + 1) = (paApp@)(0) = D pal(e + 1)A(Ap,@)(x).
o ) (2.6.52)

Si denotamos a (p,WApPy)(N + 1) — (pp,wAp,)(0) por Ay y aplicamos la regla de Leibniz
I@, obtenemos que () es igual a

N
AN = pa( + 1) (A%pm (@)D (2 + 1) + Apy, (2) Aw(x)) .
=0

Cambiando el indice de la suma, tenemos

N+1 N+1
Ay — Z Pr(¥) A%pim(y — D)i(y) = D pa(y)Apm(y — DAG(y — 1).
y=1

Sumando y restando el término p,,(0)A%p,, (—1)w(0) + pp (0) Apy, (—1) Aw(—1), que es corres-
ponde a la suma de los términos y = 0 de las sumas anteriores, tenemos

N+1 N+1
Ay — Z oY) A%pin(y Z Pa(y) Apm(y — 1)Aw(y — 1)
+pn( )Azpm(— Jw(0) + pn(0)App (—1)Aw(-1). (2.6.53)
Ahora veamos que
AN 4 pn(0)A2p, (—1)W(0) + pr(0)Apm (=D AT (=1) = (puApm@)(N +1).  (2.6.54)
En primer lugar, observemos que
Apm(=1) = pm(0) = pm(=1),  A%pu(=1) = pm(1) = 2pm(0) + pm(-1),

por lo cual
A2pm(*1) + Apm(*l) = Apm(()).

Ademaés, como w(—1) = 0, ocurre que
Aw(—1) = w(0) — w(—1) = w(0).
Por lo tanto,

pn(O)Azpm(—l)@(O) +pn(O)Apm(_1)AiD(_l) = pn(())Apm(O)iD(O)
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Ahora, el miembro izquierdo de () se escribe como

(P Apmw) (N + 1) — pr(0) Apim (0)w(0) + pn(0) Apm (0)w(0) = (pnAppw)(N +1). (2.6.55)

Asi, () se escribe como

N+1 N1
Pn(N+1)Apy (N+1)w(N+1) Z pu(y A pm(y—1)w(y)— Z Pn(Y) Apm (y—1)Aw(y—1).
y=0
(2.6.56)
Ahora, tomando limite en ambos miembros de la ecuacién (2.6.56)
N
lim (ApnAppw)(y) = lim | pp(N + 1)App (N 4+ 1)w(N + 1)
N—ro0 =0 N—o0
N+1 N+1
= o)Ay — Di(y) — Y pa®)Apm(y — DAB(y — 1)|. (2.6.57)

y=0 y=0

Ahora, usando que W = w¢, donde ¢ es un polinomio de grado dos, y que Ap,,, A?p,, son
polinomios, la Observacién , implica que los limites en el miembro derecho de
existen y son finitos. Mas atn, limy_,eo pn(N + 1)Appn (N + 1)w(N + 1) = 0. Por lo tanto

es igual a

[e.9]

(ApnApm@)(y an )A%p (y an )VApm(y — 1) AG(y — 1). (2.6.58)
y=0

Usando la hipétesis w = w¢ obtenemos que
an Apm — 1w an Apm - Dw(y)ey) =0, m <n,

pues como el grado de ¢ es menor o igual a 2 y el de A%p,,(y — 1) es menor o igual a m — 2,
el grado de ¢(y)A2p,,(y — 1) es menor o igual que m. Por otro lado, usando la hipétesis
(Aw)(y — 1) = w(y)1(y) obtenemos que

an VApp, (y — 1) Aw(y an VAP (y — Dw(y)y(y) =0, m <n,

pues el grado de 1 es menor o igual a 1 y el de Ap,,(y — 1) es igual a m — 1, el grado de
¥(y)Apm (y—1) es menor o igual que m. Por lo tanto () es igual a cero para todo m < n,
lo cual demuestra (R.6.51)) y completa la demostracién del teorema. O

2.6.2. Shift operators

Dado un peso w que satisface las hipétesis del teorema y asumiendo que el peso w
introducido en el mismo teorema es positivo, podemos ver al operador

A L*(w) — L*(w),
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como un operador que manda la sucesiéon de polinomios ortogonales ménicos con respecto a
w, {pn}tn>0 a la sucesién {Ap,},>1 que resulta ser una sucesién de polinomios ortogonales
con respecto a .

Inspirados en esto, supongamos que tenemos una familia de pesos escalares w) positivos
con momentos finitos de todo orden con soporte Ny y con j en Ny. Denotamos por (-, >(]) el
producto interno inducido por w). Es decir

= > p(@)q(@)w ().
x=0

Supongamos que w() satisface las hip6tesis del Teorema . En particular, suponemos que
existen polinomios ¢ y 40 de grados 2 y 1 respectivamente tales que

VU (@) = ) (2)y V) ().

Ademads, asumimos que w(j+1)($) = w) (x)¢(z). Como consecuencia del Teorema , po-
demos ver a A como un operador

A L2 (wW) = L2 (wlTD)
En nuestro caso, A tiene un adjunto que se puede calcular de manera explicita.

Teorema 2.30. Sea {w(] } una familia de pesos positivos con momentos finitios de todo
orden y soporte Ny que satisface las hipotesis del Teorema . Dado q € C[z], sea

sVq(y) = —[Aaly = )V (y) +aly — ¥V (y)]
entonces,
(Ap;a) 1) = :5Va) )
para todo par de polinomios p,q.
Demostracion. Usando la definicién del producto interno (), tenemos que

N
(Ap; q) 1) ZAp Jwl(z) = lim Y Ap(z)g(z)wV ™ (z).

Aplicando la definicién del operador A,

N—o0

N
lim Z Ap(x (ﬁ'l) = lim (Zp z +1)g(x) UH)( ) — Zp(x)q(:n)w(j“)(x))

lo cual, cambiando el indice de la segunda suma, es igual a

N

N
Jim |3 ple + D@t () - <p<o>q<>w<f“><o>+2 (z + 1ga + Du0 (@ +1)
=0 =0

—p(N + 1)g(N + Duw (N + 1))
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y esto ultimo se escribe como

Jim [p(V + Dg(N + Dwb D (N +1) = p(0)g{0)uwt*(0)

—00
N

+3 plz+1) (q(x FDwi ) (2 + 1) + c_z(az)w(j+1)(x)>] . (2.6.59)

=0

Ahora, observemos que los limites de los tres sumandos en (), existen y son finitos por

(b.6.4j) y (t2.6.411), ademds por (),

Jim p(N +1)g g(N + D)wVU (N +1) =0.

Por lo que () es igual a

Jim [—p(O) w1 (0) 4 Zp r+1) ( (z + D)wV ) (z 4+ 1) +q(:1:)w(j+1)(a:)>]
(2.6.60)

Notemos que (q(:L‘+ DwU+D (z +1) +q(x)w(j+1)(aj)) = A(qwUtD)(z) v asi, (2.6.60) es
igual a

Jim. [—p(O)q(O)w(j+1)(0) = pla+ 1)A(qw““))(w‘)]

Usando el Lema , esto es igual a

N

Jim_ [—p(())q(())wUH)(O) - ple+1) ((Amw(j+l)(l‘ +1) + A(](ac)w(j+1)(a:))] :

z=0

Haciendo el cambio de variables y = x + 1, tenemos

=
+

1

lim [p<0>q<0>w<f“><0> —

N—oo
1

<
Il

p(y) (Al — D (y) + Agly — e+ (y - 1))] :

Sumando y restando en la ecuacién anterior, p(0)AG(—1)wU+1(0) 4 p(0)g(—1)Awl+1(-1)

tim_[~p(0)a{0)w+)(0) + p(0) Aq(=Tjw)(0) + p(0)g(~DAw (1)

N—o0
N+1

=3 py) ((Aaly = Dwb ™ (y) + gy — HAwH(y - 1))] . (26.61)

y=0

Notemos que AwU*)(=1) = wl*)(0) — wl*t)(=1) = wl*(0) y que

—p(0)g(0)wli ) (0)+p(0) Ag= 1w+ (0) + p(0)g(— 1) Awi+) (~1) =
—¢(0) + ¢(=1)Jw*D(0)
—q(0) + g(=1)JwY*(0) = 0.
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Y ademas, utilizando la ecuacién de Pearson de w(?) dada por el Teorema .28, tenemos que
Aq(y — Dw ™ (y)+q(y — DAY (y — 1)
= Aq(y — D (y)¢D (y) + qly — Dw () (y)
= (Aq(y — Do (y) + a(y — )V () (y)
( (y) ).

= (Aq(y — )¢ (y) + gy — DD (y))w (y
Entonces () se escribe como
N+1 '
Jim Zop(y)(AQ(y— DD (y) +qly — DD () wD(y) = (p;sV ). (2.6.62)
y:
Esto concluye la prueba del teorema. O

2.6.3. Formula de Rodrigues

Como consecuencia del Teorema , {Apgf )} es una sucesion de polinomios ortogonales

con respecto a w(j“)(x). Asi Apglj ) = k:npiljjll) donde k, es un nimero complejo. Como los

polinomios p(] ) gjll) son monicos y el coeficiente director de Ap%j ) es n, tenemos que

k, =n.

Observacioén 2.31. Sea {pﬁf)} la sucesion de polinomios mdnicos asociada a w). Notemos
que

sDpIt D () = —[ApY D (y — 1)0D () + P (y — 1) D (y)],
G+

es un polinomio de grado n, puesto que Ap,’” )(y 1) es un polinomio de grado n—2, ¢\ (y)

es un polinomio de grado 2 y ) (y) es un polinomio de grado 1, digamos entonces,

sOpUth = g 00 4 4 gop¥.

Como ocurre que

G+1) G

(sD)pl (J+) ())() <p1(1_ U, Ap(J))( 1) = (1 sy~ i)>(j+1) =0,

m

sim—1<n—1, es decir si m <n y como también ocurre que para m <n

j +1
(st D) ng 2,995y = gimllpmll?,

tenemos que, gy = 0 si m < n y en conclusion

st = gpld).

G es ménico, el coeficiente director de s\9) (]_Jr ) es gn- A suvez, sea al) el coeficiente

de y? en ¢ (y) y sea BY) el coeficiente de y en YU (y). entonces

Como py;

gn =cd s(j)pifjll) = —((n—1)aW) 4 b)), (2.6.63)

De ahora en adelante, supondremos g, # 0.
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Como consecuencia del Teorema , podemos ver al operador A como un lowering

operator

A: L2 <w(j)) — L? (w(j+1)> .
y a su adjunto s() como un raising operator

§) . 2 (wmn) 2 (wm).

Teorema 2.32 (Férmula de Rodrigues.). Sea {w\)};50 una familia de pesos positivos con
soporte Ng y momentos finitos que satisface las hipdtesis del Teorema . Entonces la

sucesion de polinomios mdnicos asociada a w9 estd dada por
PP (y) = (=1)"(g1 - gn) "'V (W) () (0D (),

para todo n y j en Ny donde g, estd dado en ()

Demostracion. Veamos por inducciéon que
s sty — (—1)(Vqul ™) (w9)"! para todo n € N.
Procedemos para el caso n = 1, usando la definicién del operador s\9) tenemos
sDg(w) = = [Aga = 16D (y) + gl = ()]

Como la familia de pesos {w?)} satiface las hipétesis del Teorema ,

¢V () = wI D (@) (D (@)™ y que P (2) = Awl D (@ — 1)(w(2)) "

Asi, el lado derecho de () se escribe como

- [Aq@; — Dw (@) (w9 ()7 + gz — 1) AwY Y (2 — 1wl (2)) 7]

Lo cual es igual a ‘ '
~A(qwI ) (@ — 1) (wW (@)

Usando la definicién del operador V, esto dltimo se escribe como
~V(quV V) (@) (w" (2)) .
Paso inductivo: Supongamos que la afirmacién vale para n — 1, es decir, vale que
s Ut = (—1)" V" (qul ) (w)) L
Veamos que vale para n.
s Ut g(z) = sU) L sltnD) (—V(qw(j+”+1))(x)(w(j+") (@)—1) _

Utilizando la hipétesis inductiva, el lado derecho de () se escribe como

(—1)" " (=W (gDl D) (@) (w0 (2)) Tl () ) () ()7

(2.6.64)

(2.6.65)

(2.6.66)
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Lo cual es igual a . '
(=)™ (qu VD) (@) (w (2)) 7
Asi, la afirmacién () es valida para todo n € N. Notemos que 51 = glpgj ) s sl

gls(j)pgj+ ) = g1go pg 7) En general se tiene que

s sUtnD1 = g g,p0)

con g; inversible para todo i por lo supuesto en la observacién . Luego,
Py = (g1 9n)
= (g1 90) (=1 (V"0 ) () 7

Esto concluye la demostracién del teorema. O

—140G)  gU+n=1)q

2.6.4. Foérmula de estructura

La ecuaciéon de Pearson discreta, dada en el Teorema , tiene como consecuencia una
formula de estructura. Como ¢ es un polinomio de grado a lo sumo dos

n+1

$(x) Apy (x Z a;p; (=

{0(11?6%=<¢(93)Apn,pj(x)>|pjll 72 =lpill7? Xaso ¢(@) Apn(@)pj (z)w(w)dz. Como ¢(z)w(z) =

= lIpj1 7> Apn(@)pj(@)@(z)dz =0,  j<n-—1.
x>0

Entonces
&) Apn () = ant1Pn+1(x) + anpp(x) + an—1pn—1(z). (2.6.67)

Por el Corolario , el lado derecho de () se escribe como
An41(2pn(T) = bppn () — enPr—1(2)) + anpn(z) + an—1pn-1(z),
lo cual es igual a
(xant+1 — Ant1bn + an)pn(x) + (—ant16n + an-1)pn—1(x).

Por lo tanto, tenemos
gf)(l‘)Apn(aZ) = (wan-i-l - an-i—lbn + an)pn(m) + (_an—i-lcn + an—l)pn—l(ﬁ)'

2.6.5. Operador en diferencias de segundo orden

Suponiendo que estamos en un contexto similar al de secciones anteriores, es decir, consi-
deraremos una familia de pesos w'?) positivos con momentos finitos de todo orden, con soporte
Ny y con j en Ny. Como antes, denotamos por (-, ~)( ) el producto interno inducido por wl),

Supongamos que wl) satisface las hipétesis del Teorema P . En particular, suponemos que
existen polinomios ¢ y () de grados 2 y 1 respectivamente tales que

Vu(z) = w (2)p (z)
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Ademas, asumimos que wY* Y (z) = w¥ (z)¢(x). Como consecuencia del Teorema , po-
demos ver a A como un lowering operator

A : L2< ()) —>L2< (]+1)>
y a su adjunto s() como un raising operator
$0) . 2 (wml)) 2 (ww) .
Con lo cual tiene sentido considerar los operadores D1 y Do definidos por

Dy =AosU=1 .2 (w(j)) — L* (w(j)) )

Dy=sWoA: L2 (w(j)) — L? <w(j)> .

Usando la Proposicién vemos que los operadores D1 y Do son de orden dos y pueden ser
escritos de forma explicita

PV @)D1 = (A0sU™) p0(@) = —A | 2pD (@ = 1)U (@) +pD(z = 1y (@)]

P9 (2)Dy = (S(j) o A) pD(z) = — [AQp(j)(a: —2)¢D (z) + ApY (ar — 1)¢(j)(x)} .

Notemos que estas dos ultimas expresiones pueden en principio ser distintas. Ademas estos
operadores son simétricos respecto a w) ya que por ser sU) adjunto de A, ocurre que dado
dos polinomios p, ¢

(pD1,q)(j) = <(A ° S(j_l)) P q>( ) <S(] Up (j_l)q>(j) N <p’ (A ° S(j_l)) q>(j)
= (p,qD1)(j),

y de la misma forma, tenemos
(pD2, q)(j) = <<s(j) o A) P, q>(j) = (Ap,Ag)(j) = <p, (s(” 0 A) q>(j) = (p,qD2) ;).

Ademas, vimos en la Observacién , que S(J)p(J U es un multiplo de p(j ) digamos

sOpIHY = gDp),

Usando esto, se puede ver que los polinomios ortogonales ménicos asociados a w') son auto-
funciones de los operadores D1 y Do

P (2)Dy = Ao sU 0P () = AgUDpli =V (2) = ngdVpY (),

P (2)Ds = sV o Apl) (2) = sVnp ! (@) = ngPp) ().

TL
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2.6.6. Ejemplo: Polinomios de Charlier

En este caso tenemos que

x T rz—1 x
G) () — _ @ Gy =& &~ _ 4 /[
w(z) = w(z) N 0, Vw (z) z! (-1 ! (1 a) '

Con lo cual, tomando ¢ (z) = 1y 9\ (x) = (1 — Z), se verifican las hipétesis del Teorema
. El operador s se escribe explicitamente como
N x
sVqUH(2) = ~[Va(a) +qle = 1) (1= 7)),
y en vistas de la Observacion tenemos

sOpUth = Ly
a

Sumado a esto la férmula de Rodrigues en este caso tiene la siguiente expresion

(G- (5)

2.6.7. Ejemplo: Polinomios de Meixner

Antes de desarrollar este ejemplo, recordemos que el simbolo de Pochhamer () estd
dado por

(B)e =BB+1)...(B+z—1).

Notemos que (8 + 1), = (ﬂ;x) (B)a, y que (B+1)p—1 = (ﬁ)x . En este caso,tenemos

L

w (@) = (B + )y

. ot r—1 : T . T
VO @) = (47410, (0 Doy = o ), G - G2

= [ (@en) ]

Con lo cual, tomando ¢U)(z) = 1 + 55y PP(z) =1+ ( (B+J)) x, se verifican las hipdtesis
del Teorema . El operador sU) se escrlbe explicitamente como

5190 = [t (1 5 ata =0 (1+ (55555) )],

y en vistas de la Observacion tenemos

() (a+1>_< c—1 ) ()
SRSV

Sumado a esto la férmula de Rodrigues en este caso tiene la siguiente expresion

((/8+])x ,> P = <C(Cﬁ_+1j))_n vr <(/a’+j +n)xfj) .




CAPITULO 3

Polinomios ortogonales matriciales

3.1. Definciones formales y teoria general

Los polinomios ortogonales matriciales fueron introducidos por M. Krein y se han estu-
diado, en relacion al andlisis espectral, recurrencias de orden superior, sistemas estocasticos,
etc. En este capitulo daremos las definiciones formales y demostraremos la existencia y pro-
piedades basicas de los polinomios ortogonales matriciales.

Definicién 3. Una medida matricial © sobre R es una funcién © : B(R) — CN*N tal que

o [e.e]
C] (U En> = O(Ey),
n=1 n=1
para toda sucesion {E,} de conjuntos de Borel disjuntos de R.

De acuerdo a [2, Teorema 1.12] y [8], cualquier medida matricial sobre R tiene la forma

O(X) = / W (z)dp(x) para todo X C R medible Borel, (3.1.1)
X

donde 1 es una medida positiva o-finita sobre la recta real y W : R — CN*V es una matriz
definida postiva (es decir, simétrica y con autovalores positivos) casi para todo punto con
respecto a u. En este trabajo sélo consideraremos los casos en que p es la medida de Lebesgue
en R o el caso en que p es una medida discreta. Dado k& € Ny, el k-ésimo momento de © esta

dado por
@k—/ka(:ﬁ)du(m).
R

Diremos que O tiene momentos finitos de todo orden si la matriz O, existe y tiene entradas
finitas para todo k € Ny. En lo que sigue, denotaremos 0 < oc.

Definicion 4. Un polinomio matricial P es un polinomio en una variable compleja x cuyos
coeficientes son matrices N X N, es decir

n n
P(z) = ZAklUk = Zxkz‘lk con Ay, € CNNpara todo 0 <k <n.
k=0 k=0

45
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El grado del polinomio P es la mayor potencia k de x para la cual Ay # 0y el coeficiente
director de P el coeficiente que acompana a tal potencia, o sea A, denotaremos cd(P) = A,
y degp = n. Denotaremos al conjunto de polinomios con coeficientes en CN*¥ por CN*N[z].

Observacién 3.1. El conjunto CN*N[z] de polinomios matriciales es un médulo a derecha
y a izquierda sobre el anillo CN*N

Dado un polinomio matricial P(z) = >} _, Apz*, denotaremos por P* al polinomio
n
P*(x) =) Ajah,
k=0

donde A* es la transpuesta conjugada de la matriz A. Notemos que P(z)* = P*(Z) para todo
x en C. En el caso que x sea una variable real ocurre que P(z)* = P*(x).
Definicién 5. Una sucesion de polinomios matriciales { P, }n>0 se dice simple si

1. P, tiene grado n.

2. El coeficiente director de P, es inversible.
Proposicién 3.2. Sea {P,},>0 una sucesion simple de polinomios matriciales. Luego, todo
polinomio matricial P de grado n se escribe de manera unica como

P(z) = ZAkPk(x) con Ay € CVN para todo 0 < k < n. (3.1.2)
k=0

Dicho de otra forma, toda una sucesion simple de polinomios matriciales forma una base de
CN*N[z], como médulo a izquierda sobre CN*N. Para simplificar, diremos que P en ()
es una combinacion lineal de Py, ..., Py.

Demostracion. Como {P,} es una sucesion simple, es claro que P puede escribirse como
combinacién lineal de los polinomios Fy, ..., P,. Denotamos al coeficiente director de P; por
L; para j € Ny. Por ser { P, } una sucesién simple de polinomios matriciales, L; es una matriz
inversible para todo j. Asumiendo ahora que

P(z) =Y ApPy(z) =Y BiPi(),
k=0 k=0

son dos maneras distintas de escribir a P, cd(P) = Apcd(P,) = ApL, y del mismo modo es
igual a Bycd(P,) = B, L. Por ser L,, una matriz inversible, tenemos que A4,, = B,,. Siguiendo
asi, es claro que A, 1 = Bn_1,...,Ag = By. Por lo tanto, concluimos que el polinomio P se
escribe de manera tinica como combinacién lineal de los polinomios F,. O

Definicién 6. Un producto interno matricial en CN*N[z] es un mapa
<.’ ) . CNXN[JJ] % CNXN[I’] N (CNXN
que satisface

1. (P,Q) = (Q, P)* para todos P,Q € CN*N[z].
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2. (A1P1 + AP, Q) = A1 (P1, Q) + A2(P», Q) donde Py, Py, Q € CV*N[z] y A; € CNXV,

3. (P, P) es una matriz definida no negativa, es decir que es autoadjunta y tiene autovalores
no negativos para todo polinomio matricial P no nulo. Ademds, (P, P) = 0 si sélo si
P=0.

Definicioén 7. Dada una medida matricial ©(X) = [ W(x)du(z) con momentos finitos de
todo orden, definimos

<P,Q>W:/RP(a:)W(a:)Q*(a:)du(a:).

Cuando sea claro con respecto a que funcién W nos estamos refiriendo, denotaremos
simplemente (P, Q).

Observacién 3.3. Notemos que (P, Q)w < oo para todo par de polinomios P,Q € CN*N|[x].
Esto es consecuencia directa del hecho que W tenga momentos finitos de todo orden, ya que
si P(x) = > p_o Arz®, y Q(z) = > jeo Bja’ entonces

(P,Q)w = () _ A, Bjad), = Z Ap </ xkﬂ'W(x)dx) B} < .
k=0 Jj=0 ®

k,j=0

Lema 3.4. Sea P = 7", Ajxd. Entonces, (P,P)w es inversible si A; es inversible para
algin j. Ademdas, si (P, P)yy =0 entonces P = 0.

Demostracién. Existen N funciones vectoriales e; : R — CV, i =0,---,N y N funciones
escalares a; : R — C tales que para cada z € R, {e;(z)}, es una base ortonormal de CV y
W (x)e;(z) = a;(x)e;(z). Dado cualquier vector e € CVV, tenemos

para ciertos escalares a;(z). Si suponemos que existe un vector no nulo e € CN tal que
(P, P)e = 0, entonces, tenemos que

0= ((P,P)we,e) = /R<P(:t:)VV(Q;)P*(:U)e,e>de’7 (3.1.3)

donde el producto interno en el miembro de la derecha de () es el producto interno
estandar de CV. Observemos ademas que

N N
W()P*(x)e =Y ai(x)W (z)ei(x) = Y aix)ai(w)ei(x),
=1 =1

y por lo tanto, por ser {e;(z)} una base ortonormal, tenemos que

N N N

(WP'e,Pre) = ai(x)ai(z)a;(x)(ei(2), e;(x)) = ) ailw)ai(x)ai(x),

i=1 j=1 i=1
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notemos que P pasa al lado derecho como P* en el producto estandar de CN*N (...}, Asi, la
ecuacion, () es igual a

N

/R<WP*6,P*e>da:: / ;ai(;p)ai(m)%(;p)d;ﬂ,

Ri

Como (P, P)e = 0, las funciones a;(x)a;(z)a;(z) deben ser iguales a cero. Por lo tanto, como
a;(z) > 0, tenemos que a;(x) = 0. Esto implica que P(x)*e = 0. Entonces

N

| Ak
ijAje =0,
i=1

para todo x y por lo tanto A;-‘e = 0 para todo j lo cual implica que A; es singular para todo
7, y completa la prueba de la primer afirmacion del lema.

Suponiendo ahora que (P, P) = 0 tenemos que (P, P)e = 0 para todo vector e € CV.
Entonces P*(z)e = 0 para todo e y por lo tanto A;-e = 0 para todo j y para todo e € CV.
Esto implica que A; = 0 para todo j. O

Corolario 3.5. Para todo peso definido postivo W con momentos finitos de todo orden,
tenemos que (-,-)w es un producto interno matricial.

Demostracion. Como W tiene momentos finitos de todo orden, (-, )y esté bien definido. Las
Condiciones 1 y 2 de la Definicién fj son una consecuencia inmediata de su definicién. La
Condicién 3 es una consecuencia del Lema 3.4. O

Definicién 8. Decimos que una sucesion de polinomios matriciales { Py }n>0 €s una sucesion
de polinomios ortogonales matriciales con respecto a (-,-) si es una sucesion simple y ademds

(P, Pp) = 6nmHn para todo n,m > 0,

donde H,, es una matriz definida positiva N x N para todo n. Si la matriz H, es la matriz
identidad N x N, diremos que {Py}n>0 €s una sucesion de polinomios ortonormales. Si
el producto interno estd dado por (P,Q)w, diremos que los polinomios son ortogonales (o
respectivamente ortonormales) respecto a W.

De ahora en adelante, denotaremos {Ry,},>0 a sucesiones de polinomios ortogonales en
general, { P, }n>0 a sucesiones de polinomios ortogonales ménicos y {Qn}n>0 a sucesiones de
polinomios ortonormales.

Sea V;, el espacio vectorial de todos los polinomios en CV*¥[x] de grado menor o igual a
n, es decir

Vi = {H € C"N[z] : deg(H) < n}. (3.1.4)

Proposicion 3.6. Para el espacio vectorial V, definido previamente se cumple que
1. Vo=V 1 @V, donde, Vi- , ={H €V, : (H,P)=0 para todo P € V,_1}.
2. dimV;t, = N2

3. Vnﬁl contiene un unico polinomio monico P, de grado n.
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Demostracion. Procedemos por inducciéon en n. Por definicion, V_; = 0. Si n = 0, entonces,
Vo = 0+, dimVy = N2 y I € V,. Dado n > 0, asumimos que las condiciones 1,2,3 son
verdaderas para todo 0 < j7 < n — 1. Sea P, un polinomio moénico de grado n en V,,_1.
Entonces, podemos escribir

Py(z)=a"I + Ay 1Pr1+ -+ AoF,
tal que (P, H) = 0 para todo H € V,,_;. Observemos que
0= (Pn, Pj) = (2", Pj) + (A; P}, Pj) = (a"I, Pj) + A;(P;, Pj).

Como (Pj, Pj) es no singular, la matriz A; estd completamente determinada y por lo tanto
queda comprobado (3).

Sea H € V,,, si H ¢ V,,_1, entonces, el grado de H esny H = a2"A, + Q con Q € V,,_;
para alguna matriz A,,. Observemos que H — A, P, € V,,_; y por lo tanto, H € V,,_1 @V 4,
es decir, V,, =V,,_1 + V - ,. Para probar que la suma es directa, tomamos P € V,,_; N V
Entonces, (P, P) = 0, lo cual implica que P = 0 por el Lema B.4. Esto completa la prueba de
la demostracién de (1).

Para probar (2) notemos que

Vo=Va i PVt =V o PV PV =PV PPt

Es claro ahora que como la dimensién de V;, es (n+1)N%, dim V- | = (n+1)N2—nN2 = N2.
Esto concluye la prueba de la proposicion. O

Corolario 3.7. Dado un peso W, existe una tnica sucesion {Pp}n>0 de polinomios ortogo-
nales monicos.

Proposicion 3.8. Toda sucesion de polinomios ortogonales con respecto a W es de la forma
R, = A, P, para ciertas matrices A,, donde Py, son los polinomios ortogonales mdnicos con
respecto a W.

Demostracion. Sea {R,} una sucesion de polinomios ortogonales con respecto a W. Denota-
mos por A, al coeficiente director de R,,. Como {R,} es una sucesién simple, A,, es inversible.
Entonces P, = A, 'R, es una sucesién de polinomios ménicos que satisface

(Po, Pu)w = A7 YRy, Ry)w (A1) =0, n#m.
Por el Corolario @, B, = » ¥ esto completa la demostracién. ]

Observacién 3.9. No existe una unica sucesion de polinomios ortonormales con respecto
a W. De hecho, dada una sucesién de polinomios ortonormales {Qn}n>0 con respecto a W,
podemos construzr otra sucesion de polinomios ortonormales (también con respecto a W )
definiendo Qn = UnQn, donde Uy, es una matriz unitaria para todo n > 0. Claramente, Qn
tiene grado n vy cd(Qn) = Upncd(Qn). Mds ain,

(Qn: Qm) =A@n($)W(w)@E($)du(w) =/RUnQn(x)W(x)Qin(x)Uﬁwdﬂ(x)

_U, < / Qn(:n)W(x)Qin(:n)du(x)> U = UnbomIU%, = S mUnls = 6.
R

Esto mismo sucede en el caso que {Qn}n>0 sea una sucesion de polinomios ortonormales con
respecto a un producto interno matricial arbitrario (-,-).
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3.2. Propiedades de polinomios ortogonales

En esta seccién, daremos algunas propiedades de polinomios ortogonales con respecto a
una funcién peso W. Por la definicién del producto interno (-, -}y, tenemos que

(xP(x), Q(x))w = /R (2 P(2)W (2)Q(x)* du(x)
/ P(@)W (2)(2Q (@) du(z) = (P(2),2Q@))w, (3.2.5)

para todo P,Q € CN*N[z]. En otras palabras, el operador multiplicacién por x es simétrico
con respecto a (-, -)y. El siguiente teorema es una consecuencia directa de este hecho.

Teorema 3.10 (Relacién de recurrencia de tres términos). Sea {Ry}n>0 una sucesion de
polinomios matriciales ortogonales con respecto a una funcion peso W. Entonces existen tres
sucesiones de matrices {Ap}n>0, {Bn}n>0, {Cn}n>0, con A, inversible para todo n > 0, tales
que

xR, (x) = ApRpy1(x) + ByRy(x) + CrRy—1(2). (3.2.6)
En la ecuacion, para n =0 consideraremos R_1 = Cy =0

Demostracion. El polinomio xR, (x), es un polinomio matricial de grado n+ 1, luego por ser
{R,} una sucesién de polinomios ortogonales, y por lo tanto simple, puede ser escrito como

n+1

= SpRy(z) (3.2.7)
k=0

donde Sy, € CN*N para todo k =0,...,n + 1. Calculando (xR, (), R;(z)) tenemos que

n+1 n+1

(xRp(x) ZSkRk Zsk Ri(x), Rj(x)) = SjH;.

Como R, es ortogonal a todos los polinomios matriciales de grado menor que n, tenemos que
Sj = (xRu(x), Rj())H; ' = (Ra(x),zR;(2))H; ' =

para todo 5 < n — 1, donde hemos usado () y que H; es una matriz definida positiva y

por lo tanto inversible. Asi, () se escribe simplemente como

xRy (z) = Sp—1Rn—1(x) + SpRu(x) + Snp1Rnt1(2).

Si definimos A,, = Sp41, Bn = Sp, C, = S,—1, obtenemos la expresion () Ahora
supongamos que el coeficiente director de R,, es L,, , el cual es inversible por ser {P,} una
sucesion simple. Comparando el término de orden n+ 1 en (), vemos que Ly, = ApLji1.
Entonces, A4, = LnL;}rl que es claramente inversible. Y asi, A, es inversible para todo
n > 0. O

Corolario 3.11. Si {Qn}n>0 es una sucesion de polinomios matriciales ortonormales con
respecto a W, entonces satisface una relacion de recurrencia de la forma

xQn($) = AnQn+1(£) + BnQn(x) + A;—lanl(x)'

Ademas, B, es Hermitiana para todo n.
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Demostracién. Utilizando la notacién de la demostraciéon anterior y que H; = I para todo j,
tenemos que

Ap = (a}Qn(x), Qn+1(x)> = Sp11, B, = <xQn(3})a Qn(x» = Shp.

Entonces, ocurre que

n—1 = (2Qn-1(2), Qn(2))" = (Qn(2), 2Qn-1(2)) = (2Qn(2), Qn-1(x)) = Sn-1,

donde usamos () Notemos que B,, es Hermitiana ya que

B, = (2Qn (), Qn(7))" = (Qn(), 2Qn (7)) = (2Qn(x), Qn(z)) = Sn.
Esto completa la demostracion. O

Observacion 3.12. Si definimos los polinomios {@n}nzo como en la Observacion @, es
decir ~
Q. =U,Q, donde U, es una matriz unitaria para todo n > 0,

estos polinomios satisfacen también una relacion de recurrencia de tres términos, con A,
y Bpn remplazados respectivamente por A, = U, AU}, y B, = U, AUy, ya que, como

Qn = Uz Qu, sigue de (B:2.4) que
2UQn(@) = ApUps 11 Qi1 (2) + BpUyQu(w) + A5y Uy 1Qno1 ().
Multiplicando a izquierda la férmula anterior por U,, obtenemos el resultado.

Daremos ahora una consecuencia inmediata de la relacién de recurrencia de tres términos,
la identidad de Christoffel-Darboux

Teorema 3.13 (Identidad de Christoffel-Darboux). Si {Qn}n>0 €s una sucesion de polino-
mios matriciales ortonormales con respecto a W entonces

_ Q;(:E)AnQn-&—l(y) - QZ—i—l(m)A;’;Qn(y)
y—

Y Q(@)Q;(y) (3.2.8)
5=0

Demostracion. Usando el Corolario , tenemos
yQj(2)Q;(y) = Qj(2)(A4;Q;4+1(y) + BiQn(y) + Aj_1Q;-1(y))
= Qj(®)A;Qj+1(y) + Qj(%)B;Q;(y) + Qj(x)Aj_1Q;-1(y)), (3.2.9)

y también, tenemos

2Q;(2)Q;(y) = (4;Qj11(x) + B;jQ;(x) + Aj_1Q;j1(2))"Q;(y)
= Qj1(2)A;Q;(y) + Qj(x) Bj Qj(y) + Qj-1(2)Aj1Q;(y)-

Usando esto, y que B; = B}‘, tenemos

(y —2)Qj(2)Q;(y) = Q;(2)A;Qj+1(y) + Q () Aj_1Qj-1(y)
= Qi1 () AQ;(y) — Q_1 () Aj1Q;(y).
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Llamando o = Q7 (2)A;Qj+1(y) — Qf11(2)A}Q;(y) lo anterior se escribe como
(y — 2)Q5(2)Q;(y) = aj — a1
Sumando desde j = 0 hasta n, tenemos
Z _ng( )Q]( Z ZOZ] 1 =0 —Q_1,
7=0 7=0

y como a_1 =,0 esto tltimo es igual a Q}, () AnQny1(y) — @41 (2)A5Qn(y) y por lo tanto

9y
=0
como se queria. ]

En el caso matricial existe un resultado analogo al Teorema de Favard escalar que es
el reciproco del Teorema , ver por ejemplo [9].

3.3. Operadores simétricos

Sea T : CN*N[z] — CN*N ] un operador lineal. Diremos que 7' es simétrico con respecto
a W si
(TP,Q)w = (P, TQ)w, para todo P,Q € CN*N[z].

Como observamos en () el operador multiplicacién por x es simétrico con respecto a W.
Una sucesién de polinomios ortogonales {R,,} es una sucesion de autofunciones del operador
T si existe una sucesién de matrices A,, € CV*N tal que

TR, = ApR,,  n€Np.

En el siguiente teorema, probaremos que todo operador simétrico 7' que preserva los espacios
vectoriales V;, es decir que T'V; C V}, donde Vj estd dado en (), tiene a cualquier sucesion
de polinomios ortogonales como autofunciones.

Teorema 3.14. Sea {R,} cualquier sucesion de polinomios ortogonales matriciales asociada
a W. Si T : CNVN[z] — CN*N[z] es simétrico respecto W y preserva los espacios Vj,
entonces, TR, = A, Ry, para alguna matriz A,.

Demostracion. Para n = 0 tenemos que T Ry € Vj, por lo tanto TRy = AgRg. Por induccién,
asumimos que T'R; = AjR;, para cada 0 < j < n — 1. Por la Proposicién tenemos que
TR, =" ,A;R;. Por lo tanto, para cada 0 < j <n — 1 tenemos que

(TR, R;) = ZAR“R ZA Ri,Rj) = Aj(R;j, R;).

Por otro lado, como T es simétrico obtenemos
(TRy, Rj) = (Rn, TRj) = (Rn,AjRj) = <Rn,Rj>A; =0

Entonces, A;(R;, R;) = 0 para cada 0 < j < n—1, lo cual implica que A; = 0 pues la matriz
(Rj, R;j) es no singular. Por lo tanto, TR, = A, R,, y esto concluye la prueba. O
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Supongamos que tenemos n operadores lineales T; : CV*V[z] — CV*N[z] tal que para
todo polinomio P de grado m con coeficiente director inversible tenemos que T;P es un
polinomio de grado m — j con coeficiente director inversible si j < m y cero si j > m. Sea T
un operador lineal de la siguiente forma

T=F,(z)T), + -+ Fo(z)Tp, (3.3.10)
donde F son fuciones matriciales.

Proposicion 3.15. Supongamos que T es un operador lineal de la forma () que preserva
los espacios V; para todo j = 0,...,n. Entonces F; es un polinomio de grado, a lo sumo i
para todo 1 =0,...,n.

Demostracion. Como T preserva los espacios V; tenemos T2lI € V; para todo j. Por hipo-
tesis, To2°I es un polinomio de grado cero inversible, y Tj:cOI = 0 para todo j > 0 enton-
ces, Ta'T = Fy(x)Tox®I € Vi entonces Fy € Vp. Supongamos por hipétesis inductiva que
Fy, ..., Fj son polinomios de grado 0,...,j. Dado que los términos Fy(2)T2? 1T se anulan
para todo k£ > j + 1, tenemos que

Ta/ ] = Fjy () Ty 2?7 + Fy(0)Tpa? M + ..+ ByTor T € Vi,

Entonces, Fj+1Tj+1xj+1I € Vji1, y ademds, por hipétesis, Tj+1xj+11' es un polinomio de
grado cero inversible. Por lo tanto concluimos que Fj1 € Vjyi. O



54

CAPITULO 3. POLINOMIOS ORTOGONALES MATRICIALES




CAPITULO 4

Polinomios ortogonales matriciales asociados a pesos con soporte (a, b)

En este capitulo, consideraremos el caso en que la medida du(z) es la medida de Lebes-
gue dz en () Las ecuaciones de Pearson tienen un rol fundamental en el estudio de las
Familias Clésicas de polinomios ortogonales. Como discutimos en 2.3.3. las familias cldsicas
de Jacobi, Laguerre y Hermite, satisfacen una ecuacién del tipo () En el caso matri-
cial, Cantero, Moral y Velasquez [5] estudiaron un andlogo matricial de las ecuaciones de
Pearson que permite garantizar la ortogonalidad de la sucesién de derivadas de una sucesién
de polinomios ortogonales. A diferencia del caso escalar, en el contexto matricial, no todo
peso que admita un operador diferencial simétrico de segundo orden satisface una ecuacién
de Pearson. Para ver ejemplos de familias de polinomios ortogonales de dimensién arbitraria
con una ecuacién de Pearson referimos a [25], [21], [26].

Teorema 4.1. Sea W wun peso matricial definido positivo con soporte (a,b), derivable y
con momentos finitos de todo orden y {Pn(z)}n>0 la sucesion de polinomios matriciales
ortogonales mdnicos con respecto a W. Supongamos que existen polinomios ¥, ® de grado, a
lo sumo, uno y dos respectivamente tales que:

1. Py(2)W (2)®(2) & P,y (2)*]" = 0,

2. LWo)(z) = W(x)¥().

Entonces, la sucesion de polinomios {%Pn(a:)}nzl es una sucesion de polinomios ortogonales

con respecto W (z) = W(z)®(z).

Observacién 4.2. Observemos que la primer condicion se satisface automdticamente st W
decae exponencialmente en los extremos del soporte (a,b) o si el polinomio ® se anula en los
extremos del soporte.

Observacion 4.3. En el Teorema @ , se demuestra que la sucesion de polinomios {%Pn}nzl
es una sucesion de polinomios con coeficientes directores no singulares tal que para cadan € N,
existe un polinomio de grado n en la sucesion: C%Pn—i-l' Por lo tanto, todo polinomio matricial
se puede escribir como combinacion lineal de elementos de la sucesion {%Pn}nzl- Ademds,

55
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estos polinomios satisfacen las relaciones de ortogonalidad

/ab %(@W(x) (@(m)y dr=0 m<n.

Por esto, decimos que {d P, }n>1 es una sucesion de polinomios ortogonales matriciales con

respecto a W. Notemos que el Teorema B no garantiza, en principio, que el peso W sea
definido positivo o Hermitiano.

Demostracion. Es claro que %Pn es un polinomio matricial de grado n — 1 con coeficiente
director no singular ya que si P, (z) = 2™ + A, _12" ! + ... + Ag entonces,

d

- Pa() = nz™ 4+ (n— 1A, 12" 2 - 4 Ay

Por lo tanto, para verificar que {%Pn} es una sucesién de polinomios ortogonales con respecto

V[N/(x), basta probar que
b *
dpP,, .=~ dPy,
—_— —_— = . 4.0.1
/a T ()W (x) ( 7 (a:)) dx =0 m<n (4.0.1)
Integrando por partes, obtenemos que el lado izquierdo de () se escribe como

_ / ' Pn(x)% <W(ac) <dj; (z )) )dac (4.0.2)

Luego, aplicando la regla de derivacién de producto de funciones, obtenemos que la integral
de ( es igual a

) N )
dw dP,, d*P,,
| P2) @) (E — | Py :
/a (z) . (3:)< T $> dz / ( 7p2 (:L‘)) dz
Por lo tanto, () se escribe

/P <d2 (x)) dm—Lan(x)W(x) (CZ:;"(;U)yczx

* b

R (a) (4 )

a

P ) (2 )

(4.0.3)
Utilizando la primer h1potes1s en tenemos que el primer sumando es igual a cero, y
utilizando que dd W W = W(z)®(x) con ® y ¥ polinomios de grado
dos y uno respectlvamente ) se escrlbe como

_/abpn(@W(m)@(a:) <d2x2 (a:))*dx—/aan(wW(:r)‘P(w) (‘ZZ’%@)Y@, (4.0-4)

Como el grado de ® es menor o igual a 2 y el de (dzfzm) es igual a m — 2, el grado de

2 *
O(x) (d df@) es menor o igual que m. Por lo tanto, el primer sumando de () es igual a
cero si m < n.

Por otro lado, como el grado de ¥ es menor o igual a 1 y el de (dP;”) esigualam—1, el

*
grado de ¥(z) (C%") es menor o igual que m. Por lo tanto, el segundo sumando de ()
es igual a cero si m < n. Esto concluye la prueba del teorema. O
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4.1. Deduccién de la féormula de Rodrigues

Dado un peso matricial W que satisface las hipétesis del Teorema @ y asumiendo que
W es definido positivo, podemos ver al operador

% L L2(W) = L2(W)

como un operador que manda la sucesiéon de polinomios ortogonales ménicos con respecto a
W, {P,}n>0, a la sucesion { C%Pn}nzl que resulta ser una sucesién de polinomios ortogonales
con respecto a w.

Teniendo en cuenta el caso escalar, consideraremos una familia de pesos matriciales W ®*)
definidos positivos con soporte (a,b) y momentos finitos de todo orden, donde v pertenece a
un subconjunto V de R con la propiedad v + o € V para todo v € V con ¢ un elemento fijo
de R. Denotamos por (-, '>(V) el producto interno inducido por W), Supongamos que w®)
satisface las hipotesis del Teorema @ En particular, suponemos que existen polinomios &)
y U de grados 2 y 1 respectivamente tales que

ddx (W(”)( )P (V)(x)) - W(”)(:c)\ll(”)(a;).
Ademés, asumimos que W*) (2)®®) (z) = W ¥+ (z). Como consecuencia del Teorema ,
podemos ver que la derivada con respecto a x como un operador

% L L2 (W(”>> L2 (W<V+1>) .

En nuestro caso, i tiene un adjunto que se puede calcular de manera explicita.

Teorema 4.4. Sea {W } una familia de pesos matriciales definidos positivos_con soporte

(a,b) y momentos finitos de todo orden que satisface las hipdtesis del Teorema para todo
vel. Sea
) dq )
50Q =~ | TE@)@W (@) + Q) (1) ()"
entonces

dP y
<%7Q)(y+1) = (P,S"Q),
para todos P, Q) polinomios matriciales.

Demostracion. Utilizando la definciéon del producto interno, tenemos

dx

Integrando por partes, el lado derecho se escribe como

G Qo = / )W (@)@ (2)dr.

b (v+1) H*
P)W¥ ) (2)Q* ()% — / P(z)%(x)dm. (4.1.5)
a x
Por el Teorema @ {P.} vy {dP"} son sucesiones simples y W#*(z) = W®) (2)d®)(z).
Entonces por la primera hipétesis del Teorema .1, tenemos que P(2)W ¥+ (2)Q*(2)| = 0.

Utilizando esto y la regla del derivacién del producto de funciones () se escribe como

b (v+1) *
- [ P (%( )Q* (@) + WO e >ﬁ<w>) d.
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Como WD (z) = W) (2)@W)(z) y LW (z) = W) (2)T ™) (z), la ecuacién anterior se
escribe como

b *
- [P (WO @) @)+ e @)@ @) ) da
lo cual es igual a

b *
- / P(z)W®)(z) (tp(”)(x)cﬁ(x) + \I/(”)(a:)Q*(m)> dz. (4.1.6)

<¢<w* 90 ) ) = (L) + Qo) @)

tenemos que ( ) es igual a

b *
- [ P (F@) + ) @i = (.5

a

Y como

En conclusién, <d—P Q) w+1) = (P, S(”)Q>(,,) como se queria probar. O

. v .z . .
Como consecuencia del Teorema @, {%P,(L ) }n>1 €s una sucesiéon de polniomios ortogo-

nales matriciales con respecto a W®#+ (z). Asi, %P,E”) = KnPflljl) donde K, es una matriz

constante. Como los polinomios P,g'/) y Pf;jl) )

es nl, tenemos que K, = nl.

son moénicos y el coeficiente director de %PS’

Observaciéon 4.5. Notemos que el polinomio

v v d v v * 1% v *
O bxé?wwﬂkw>+éijw“w»

es un polinomio matricial de grado n, puesto que %nggl)

(z) es un polinomio de grado n—2,
(W) (x))* es un polinomio de grado 2 y (¥W)(x))* es un polinomio de grado 1, digamos
entonces,

S(V)P?’(LV n_ -G, p(u) o+ GOP(gV)-

Usando que SW) es el adjunto de 2 4o tenemos que

(80P, P) = (P, P = (P50 ) =0,

n—1 > dx n—

sim—1<n—1 o0 sea sim<n y como también ocurre que para m <n

m

(V) pwtD p6 ZG PWY = G (PW), PO :GmHP,E;/) ’

Entonces, Gy, =0 si m < n y en conclusion,
+1
s pWtl — g pw).

Como, PS’) es monico, el coeficiente director de S(”)Prglfgl) es Gn. A su vez, sea D) el
coeficiente de z2 en (W) (2))* y sea EW) el coeficiente de x en (¥ (x))*. entonces

G = cd(SWPYTVY = —((n—1)DW) + EW). (4.1.7)

n—1

Suponemos de ahora en adelante que Gy, es inversible para todo n en Ny.
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Demostraremos ahora la férmula de Rodrigues para polinomios ortogonales matriciales
respecto a una familia de pesos definidos positivos con soporte en un intervalo.

Teorema 4.6 (Férmula de Rodrigues.). Sea {W)} una familia de pesos matriciales defini-
dos positivos con soporte (a,b) y momentos finitos de todo orden que satisface las hipdtesis del
Teorema . Entonces la sucesion de polinomios matriciales ortogonales monicos asociada
a WW estd dada por

P (x) = (~1)"(G1...Gn) dam

(W9 (@),

para todo n en No y v enV, donde las matrices Gy, estin dadas en (4.1.7).
Demostracion. Veamos por inducciéon que

a
dz™

S gt — (—1)» ( W(”+")Q) (W)=t para todo n € N (4.1.8)

Procedemos para el caso n = 1, usando la defincién de S (), tenemos

dQ

$VQ(r) = - { P

(2)(@)(2))" + Q(a) (¥ (x))*] : (4.1.9)

Como la familia de pesos {W(” )} satisface las hipétesis del Teorema @ sucede que

B0 (0) = W) W)y e 1) = (WO @) (L),

Por lo tanto, el lado derecho de () se escribe como

92 @) (W @) WD @) (@) + Q) (W) (L@ ) ) @),
dx dx
(4.1.10)
lo cual, como W) es definido positivo para todo v es igual a
d
= (v+1) (v) -1
() @),
Asi, queda probado para n = 1. Paso inductivo: Supongamos que vale para 1,...,n — 1, es
decir, vale que
S g — (—1)" (jW(”")Q) (W)=t (4.1.11)
:L-n
Veamos que vale para n
(v+n+1)
§W) . §wmQ(z) = §W) . glwn-1) (ﬁQ@)W ; (@) (pyrtsm) (@)1) C(4112)
x

Usando la hipétesis inductiva en el lado derecho de () tenemos

(~1)m (d) (dQ@)WW“)("’”) (W(V+n)(:1:))1W(”+")(x)> (W) (@)™,

dx dzx
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lo cual es igual a
il d”+1Q(ZE)W(V+n+1)(:L‘)

(-1 W) @)

Asi, la afirmacién () es valida para todo n en N. Notemos que S(*)1 = GlPl(V)7 S g1 =
G1S(”)P1(V+l) = GlGQPQ(”). En general, se tiene que

SW sty — G G, PY,
con (§; inversible para todo ¢ por lo supuesto en la Observacion @ Luego,

P = (Gy...G,)"tsW  sin=br
ndnw(u+n)
dx™

= (G1...Gp)7L(-1) (Ww¥h=1,

Esto concluye la prueba del teorema. O

4.2. Formula de estructura

La ecuacién de Pearson matricial dada en el Teorema @, tiene como consecuencia una
formula de estructura matricial. Como ® es un polinomio de grado a lo sumo dos,

n+1

P (2)@(x) = Y A;Pi(x),
j=0

donde 4; = (P(2)0*(2), P[Py ? = (Jy Py(2)0* (@)W (x) Py (x)*dz) | P3| 2. Asumiendo
ahora que W(z) y W(z) = W(z)®(z) son simétricos, es decir W (z)* = W(x) y W(m) =
W (z)*, tenemos que

Entonces,

A= ([ row@e@rra) 1517 = [ PoW@re ) 512 =0 j<n

Luego
P;Z(x)@(x)* = An+1Pn+1(.’L') + Anpn(l') + An_an_l(w). (4.2.13)

Y por el Teorema , el lado derecho de () se escribe como
Apt1(zPy(x) — ByPy(z) — CpPy—1(z)) + ApPp(x) + A1 Py—1(z),
lo cual es igual a
(xAns1 — App1Bn + An) Py (2) + (—Ap+1Cn + Ap—1) Pr—1 ().
En conclusién,

Pl (2)®(2)* = (xAns1 — Aps1Bn + A2 Po(2) + (—Ap1Cn + Ap_1) P ().



4.3. EL ALGEBRA DE OPERADORES DIFERENCIALES 61

4.3. El algebra de operadores diferenciales

Sea W = W (z) una matriz peso N x N con momentos finitos y sea {Ry},>0 cualquier
sucesién de polinomios ortogonales matriciales asociada a W. Sea D el algebra de todos los
operadores diferenciales de la forma

d* ds—1 d
donde Fj es una funcién polinomial de grado menor o igual a j. Un elemento D € D actia a
derecha en todo polinomio matricial P de la siguiente forma

s s—1
_ ngj () Fo() + %um_lm ot LR + PR,

PD
dzx

Como Fj es un polinomio para todo j, tenemos que PD es un polinomio para todo polinomio
P, es decir V;D C Vj, donde V; esté dado en (@).

Observacién 4.7. La condicién de que F; es un polinomio de grado menor o igual a j
asequra que D preserva el espacio V; de polinomios de grado menor o igual a j. Por otro
lado, la Proposicion , implica que esto es una condicion necesaria.

De manera analoga a la Secciéon @, una sucesién de polinomios ortogonales {R,} es
una sucesiéon de autofunciones de un operador D € D si existe una sucesiéon de matrices
A, € CNXN tal que

R,D =A,R,, n € Npy.

Diremos que un operador D es simétrico con respecto a W si
(PD,Q) = (P,QD), para todo P,Q € CN*N[x].

Como observamos en () el operador multiplicacién por x es simétrico con respecto a
W pero x ¢ D. Sin embargo, es importante observar que el operador multiplicacién por z
no tiene a ningun polinomio como autofuncién. En el siguiente teorema demostramos que
todo operador simétrico en D tiene a cualquier sucesién de polinomios ortogonales como
autofunciones.

Teorema 4.8. Sea {R,} cualquier sucesion de polinomios ortogonales matriciales asociada
a W. Si D €D es simétrico respecto a W entonces, R,D = A, R, para alguna matriz A,,.

Demostracion. Como D € D, el operador D preserva los espacios vectoriales V,,, para cada
n > 0, y la demostracion queda completa aplicando el Teorema . O

Dada cualquier sucesién de polinomios ortogonales matriciales { R, } asociada al peso W,
definimos

DW)={DeD:R,D=A\,(D)R,, paratodo, n> 0, para alguna matriz A, (D)}
(4.3.15)

Proposicion 4.9. Tenemos que

1. D(W) es una subdlgebra de D que no depende de la sucesion {R,}.
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2. Para cada n € Ny, la funcion A, : D(W) — CN*N dada por D — A,(D) es una
representacion del dlgebra D(W).

3. La familia {Ay,}n>0 separa puntos de D(W). Es decir, si Dy y Da son puntos distintos
de D(W) entonces, existe ng > 0 tal que Apy(D1) # Apy(D2).

Demostracion. Es facil verificar que D(W) es una subdlgebra de D. Para probar que es
independiente de la sucesién {R,,} tomamos otra sucesién de polinomios ortogonales {7}, }.
Entonces, T, = A, R, para alguna matriz no singular A,. Por lo tanto, tenemos que T,,D =
AnR,D = A,A,(D)R, = T',,(D)T,, donde T',,(D) = A,A,(D)A; L. Si Dy y Dy estin en
D(W) entonces

P,D1Dy = Dy(Ay(D1)P,) = Ap(D1)An(D2) P

Por lo tanto A, (D1D32) = Ayn(D1)A,(D2). Asumamos que existe un operador D € D(W)
tal que A,(D) = 0 para todo n > 0. Para probar (3), tenemos que verificar que D = 0.
Por hipétesis, tenemos que D = Zfzoﬂ-(x)% satisface R, D = 0 para todo n > 0. Para

n = 0, obtenemos PyFy = 0 entonces Fy = 0. Por induccién, podemos asumir que F; = 0

para 0 < i < j—1con j < s. Entonces 0 = P;D = Zg:oﬂ(@% = F;(x)j'M;, donde
M; es el coeficiente director de P;, que es no singular. Por lo tanto, F; = 0. Esto concluye la

prueba de la proposicién. ]

4.4. Operadores diferenciales de segundo orden

Por el Teorema @, todo operador simétrico en D tiene a cualquier sucesiéon de polinomios
ortogonales como autofunciones o, en otras palabras, pertenece a D(W). El siguiente teorema
da condiciones para la simetria de un operador diferencial de orden dos.

Teorema 4.10. Dado un peso matricial W con soporte (a,b), consideremos el operador

2
DP(x) = 5 () As(a) + % () 1 (@) + P(X) Ao().

Entonces D es simétrico con respecto a W si y sélo si las funciones Ag, A1, Ag satisfacen:

d(AsW)

lim Ag(x)W(x) =0, lm (Ai(zx)W(z)—

z—a,b z—a,b dzx

(z)) =0,

MW@ =W aEr, 282 0w s+ W),

d?(AsW)
dx

d(ALW)
dzx

(z) — (z) + Ao ()W (z) = W (x)Ag(z)".

Demostracion. El operador D es simétrico con respecto a W si y sélo si (PD, Q) = (P,QD)
para todo P,Q € CNV*N [z]. El teorema se demuestra aplicando integracién por partes en el
término (PD, @), ver por ejemplo [11]. O

Teorema 4.11. Sea P un polinomio matricial que satisface la ecuacion diferencial de sequndo
orden )

d=P dP

W(x}A(aB) + %(.%)B(.%) + P(x)C = AP(x), (4.4.16)
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donde A, B, C son polinomios matriciales de grados dos, uno, y cero respectivamente, y A es

una matriz constante. Entonces el polinomio Q¥ = % satisface la ecuacion

d2Q%)

(k)
W(x)Ak(ﬂﬁ) + 1Q

—— QW @) Bi(w) + QM (2)Ci() = AQW (),

donde Ay(z) = A(z), By(z) = (k% (z) + B(z)) y Cy(z) = (’“’g—” LA (1) + k4B (z) + c) .

Observacion 4.12. Los polinomios Ay, By, Cr son polinomios matriciales de grados dos,
uno y cero respectivamente para todo k por ser A, B,C de grados dos, uno y cero.

Demostracion. Realizaremos la prueba por induccién en k. Procedemos a demostrar la for-
mula para el caso k = 1. Aplicando % en ambos miembros de () obtenemos:

3P d’P, dA d*pP dP, . dB dP dP

18 @ A@) + =5 (@) () + ——5 (2) B(z) + ——(2) () + ——(2)C = A——(z),

Reordenando los términos de esta ecuacién tenemos

20 &
@A) + ) (G @+ B ) + Q@) (L) +0) =aaie+ )

lo cual es igual a

d2QW
dx?

(1)
(2)A1(z) + dg; (z)Bi(z) + QW (2)Cy = AQW (x +1).

Paso inductivo: Suponemos que la férmula es valida para un ntimero natural cualquiera k=j.
Es decir, vale la siguiente hipétesis inductivas:

200 dOoW)
QY A () + 92

S (@) 45(@) + SE (@) By(x) + QU (@)Cy(x) = AQY(w).

Veamos que la féormula es cierta para k=j+1. Aplicando % en ambos miembros de la
hipdtesis inductiva, obtenemos

Q) ?QY)  dA; d2QU) Q)
ded 7 4;(z) + dx? ™) g dx (@ +W(x)3j(z) dx i ) dx (x)
dQu) dC;
T ()05 @) + V(@) = AL QU (a),

Lo cual es igual a

20)(+1) (G+1) , .
@A+ L) (e + B ) + Q0w () + ) )

+QY(x )ddc = AQUHY(z) (4.4.17)
x
ademas tenemos que
dAj v _dA - dBj A dB
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j(G—1)d*A d’B dcC

dc;
) =TS @) + i @) + ().

Reordenando los términos de esta la ecuacién () y usando que A, B, C tienen grados
2, 1,0 respectivamente obtenemos

d2QU+1) dQU+1) dA dA
@A)+ L) (P @+ i @)+ B ) +

2 sl 2 .
@) (1550 + @+ TS 4w+ €) = 400

Operando obtenemos que

20 (j+1) (i+1)
@A+ L0 (G0 @)+ Bw)

QU () <(J +21)J %(m) +(+ 1)%(9:) + C) = AQU(a),

lo cual es igual a

d2QU+1) dQU+)

S (@) A5(0) + S — (@) By (@) + QU @)Cjia () = AQU (@)

Con esto concluimos que el resultado vale para todo niimero natural. ]

Suponiendo que estamos en un contexto similar al de la seccién anterior, es decir, consi-
deraremos una familia de pesos matriciales W) definidos positivos con soporte (a,b) y con
momentos finitos de todo orden, donde v pertenece a un subconjunto ¥V de R con la propiedad
v+ o0 €V para todo v_€ V con o un elemento fijo de R. y supondremos W) satisface las
hipétesis del Teorema para todo v € V. En particular, existen polinomios ®*) y U(*) de
grados 2 y 1 respectivamente tales que

d

p— (W(”) (z)2) (g;)) = WO ()T (2). (4.4.18)

Ademés, asumimos que W®) (2)®™)(2) = W+ (z). Como consecuencia del Teorema @,
podemos ver que a la derivada con respecto a x como un lowering operator

Ly (W) = 12 (W)

dx

y a su adjunto S®) como un raising operator
SO L2 (W) 5 12 (W)

Con lo cual, tiene sentido considerar los operadores D1 y Do definidos por

Dy = 5¥ o % .2 (W<”>) L2 (W(”)) .
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Usando la Proposiciéon @ vemos que los operadores Dy y D5 son de orden dos y pueden ser
escritos de forma explicita

d d |dPW™)
PWD, = 2L ogv1) plv) = _ 2 =Dy 1 p) (pv—1)y*
! (d:): ° 3 dr | dz ( S ( )
dZP(u) dP(l/) d(q)(ufl))* d(\p(ufl))*
_ _ (I)(V—l) * \Il(l/—l) *| P(l/)i
dz? ( ) dx dx + ) dx
d d?PW) dp®)
(v) - V) o 2 (v) — i Y COAE (V)
P (x)Dy <S o dx) P 12 d + I (')

Notemos que estas dos ultimas expresiones pueden en principio ser distintas. Ademas estos
operadores son simétricos respecto a W) ya que por ser S ) adjunto de %, ocurre que dado
dos polinomios matriciales P, )

<PD1,Q>(V) = <<d o S(V_1)> P7Q> = <S(V_1)P, S(V—l)Q> — <P7 <d o S(V—l)) Q>
dx ) () dx )

= <P7 QD1>(V)7

y de la misma forma, tenemos

_ /g 4 _/dpd _ <u>0d> >
= (P,QD3) ).

Entonces, por el Teorema @, cualquier sucesién de polinomios ortogonales matriciales { R, }
asociada a W) es autofuncién de los operadores D y Ds. Es decir, existen dos sucesiones

de matrices {Ag) } y {AS)} tales que

RyDi =ANVYR, yque R,D;=A?R,.

Y por el Teorema , la sucesién de polinomios {d R”} satisface una ecuacién del tipo

dxk
(4.1 )

4.5. Ejemplos

4.5.1. Polinomios ortogonales matriciales de tipo Gegenbauer

Los polinomios matriciales de tipo Gegenbauer introducidos en [25] se enmarcan en la
teorfa desarrollada en este capitulo. Para £ € IN, el peso es la matriz (204 1) x (2(+1) dada
por

W (z) = LY(&)TW (2) LW (2)*,  z e (-1,1), (4.5.19)
donde L™): [—1,1] = Msp11(C) es la siguiente matriz triangular inferior cuyas entradas son
polinomiales

) 0 itm <k

(L") kT m! (v+k) .
m fm >k
R0 + k) (e @) iEm =k,
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donde, oy () denota los polinomios clasicos de Gegenbauer y T®): (=1,1) — Myp,1(C) es
la matriz diagonal
L) E'(v)k (2v 4 20) (20 +v)

7®) —_ W) 1 _ 2\ktv-1/2 _ )
(T @) =t (=) Tk (v+1/2)5 (20 —k+ 1)g v+ k — 1)y

En este caso, las entradas de las matrices estdn indexadas por m,k € {0,---,2¢} y el peso
W®) depende de un pardmetro v. En [25] se demuestra que estos polinomios satisfacen una
ecuacién de Pearson como en (), donde los polinomios &) y U™ estdan dados en
25, (4.9), (4.10)].



CAPITULO 5

Polinomios ortogonales matriciales asociados a pesos con soporte N

En este capitulo estudiaremos polinomios ortogonales matriciales con respecto a una me-
dida matricial discreta de la forma

=) Wi,
keNp

donde Wy, son matrices N x N, definidas positivas. Es decir, que la medida du(x) en ()
es una medida puramente discreta dada por una suma de deltas. Nos enfocaremos en el
caso en que el soporte del peso es infinito aunque, en principo, todos los resultados pueden
extenderse al caso de soporte finito. En el caso escalar, N = 1, esta clase de medidas incluye
a los polinomios de Charlier y Meixner.

Por simplicidad, identificaremos la medida © con un peso matricial W (z) tal que W (k) =
Wi sik € Noy W(z) = 0 para todo = ¢ Ny. En este caso la medida de ortogonalidad matricial
estd determinada por una sucesién de matrices definidas positivas W (k) = Wy, k € Ny.

Como en el Capitulo B, asumimos que que W tiene momentos finitos, lo cual en este
contexto se traduce en que la suma

i KW (k) < oo, (5.0.1)
k=0

para todo j € Ny. Como en el Capitulo E, el peso W induce un producto interno matricial
dado por

(P,Q) =Y P()Wi(Q(K))",

keNg

donde P y @ son polinomios matriciales N x N. Entonces tenemos que existe una tnica
sucesién { P, } de polinomios ortogonales ménicos con respecto a W tal que

(P, Py = > Po(k)W(k)Pp(k)* =0,  n#m.
k=0

En particular, en este trabajo consideraremos pesos que satisfacen una ecuacién de Pear-
son discreta, a partir de la cual, extendemos los resultados obtenidos para el caso escalar en el

67
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Capitulo E Los resultados de este capitulo estan resumidos en la Figura B Una consecuen-
cia de la ecuacién de Pearson es la existencia de un operador en diferencias que actia en la
variable z y tiene a la sucesion de polinomios P,, como autofunciones. Este tipo de operadores
se ha estudiado en los trabajos de A. Durén y colaboradores [15] [16] por diferentes medios.
En particular, en [15] se encuentran operadores en diferencias estudiando condiciones para la
existencia de operadores simétricos con respecto al peso W.

El primer resultado que estudiamos en la siguiente subseccidén consiste en determinar
condiciones suficientes para la existencia de shift operators adecuados para los polinomios
ortogonales a partir de una ecuacién de Pearson discreta. Para eso utilizaremos la siguiente
observacién

Observacion 5.1. El hecho que el peso W tenga momentos finitos de cualquier orden tiene
dos consecuencias importantes. En primer lugar, dados dos polinomios matriciales P =
Apa™ + A" M+ 4 Ay y Q = Bpa™ + By—12™ L+ - + By, tenemos que

N N n m
S PRWEQME) =Y D> KHHAW(k
k=0 k=0 i=0 j=0
n m N
=> 3 A (Z kiﬂ'W(k)> Bj.
i=0 j=0 k=0

Por lo tanto, () implica que el limite

lim ZP Q(k), (5.0.2)

N—oo

existe y es finito. Por otro lado, la covergencia del limite anterior implica que
kh’m P(k)W (k)Q(k) = 0, (5.0.3)
—00

para todo par de polinomios matriciales P y Q.

5.1. Ecuaciones de Pearson Discretas

Como en el caso escalar, dada una funcién a valores matriciales G : C — CN*N | conside-
ramos los operadores en diferencias A y V definidos por

AG(z) =G(x + 1) — G(z), VG(z) =G(x) — G(x — 1) = AG(z — 1).

Observacion 5.2. Dado un polinomio matricial P de grado n, digamos P(x) = Apa™ +
Ap_ 12" 4 ..+ Ay, el polinomio

AP(z) = (Ap(z+1)" + Ap_1(z 4+ D"+ ...+ Ag) — (Apz"™ + Ap 12" L.+ Ap)
= nA,z""! + términos de grado menor, (5.1.4)

es un polinomio de grado n—1. Ademds, aplicando A a () vemos que A%2P es un polinomio
de grado n — 2. En general, para k < n, A*P es un polinomio de grado n —k y si k > n,
AFP es idénticamente cero. Ademds, tenemos que

VP(x)=AP(z—1) (5.1.5)
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es un polinomio matricial de grado n — 1. Andlogamente, tenemos que V*P es un polinomio
de grado n — k si k < n y es idénticamente cero si k > n.

Observacion 5.3. Los operdores A y V conmutan. Esto puede ser probado usando la defi-
nicion de los mismos ya que

AVG(z) = A(G(z) = G(z — 1)) = AG(z) — AG(x — 1)) = G(z + 1) — 2G(z) + G(z — 1),
VAG(z) =V(G(z+1) - G(z)) =VG(x +1) = VG(z) = G(x + 1) — 2G(z) + G(z — 1).
Por lo cual VA = AV.

Lema 5.4 (Suma por partes). Dadas funciones F,G : C — CN*N | se cumple que:

N N
> AG(x)F(z) = G(N + )F(N +1) = G(0)F(0) — Y G(x + 1)(AF)(x). (5.1.6)
=0 =0

Demostracion. Usando la definicién del operador A, tenemos que

N

N N
Y AG(@)F(z) =Y Gx+1)F(z) - Y _ G(z)F (). (5.1.7)
z=0 =0

z=0

Reescribiendo la segunda suma del lado derecho de () en términos de F(x+1) y G(z+1)

obtenemos

N N
> G+ 1)F(z) - (G(O)F(O) +) G+ 1)F(z+1) - G(N +1)F(N + 1))

=0 =0
N
=GN+ 1)F(N +1) - GO)F(0) = Y G(x + 1)AF(x).
=0
Esto completa la demostracion del lema. O

Lema 5.5 (Regla de Leibniz). Dadas F,G : C — CV*N | se cumple que:
(AFG)(z) = F(z + 1)AG(z) + AF(2)G(z) = AF(2)G(z + 1) + F(x)AG(x). (5.1.8)
Demostracion. Usando la definicién del operador A, tenemos que
(AFG)(z) = F(x+1)G(x + 1) — F(z)G(x). (5.1.9)
Sumando y restando F(z + 1)G(z) en el miembro derecho de (), tenemos
Flz+1)Gxz+1)— F(z+1)G(z) + F(z + 1)G(z) — F(z)G(x). (5.1.10)
Usando nuevamente la definicion del operador A, () es igual a
F(zx +1)AG(z) + AF(z)G(z).
Asi, hemos probado la primer igualdad de (), es decir

(AFG)(z) = F(x + 1)AG(z) + AF(2)G(x).
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Para probar la segunda igualdad de (), sumamos y restamos F(xz)G(x 4+ 1) en el
miembro derecho de (p.1.9) y obtenemos

Flz+1)Gz+1) - F(x)G(x+ 1)+ F(z)G(z + 1) — F(x)G(x). (5.1.11)
Usando nuevamente la definiciéon de operador A, () es igual a
AF(z)G(z+ 1) + F(2)AG(z).
Asi, hemos probado la segunda igualdad de (), es decir
(AFG)(z) = AF(z)G(z + 1) + F(2)AG(z).
Esto concluye la prueba del Lema. ]

En el siguiente teorema probamos la primer implicacién de la Figura @, a saber que la
ecuacién de Pearson discreta implica la ortogonalidad de la sucesién de diferencias {AP,}.

Teorema 5.6. Sea W un peso matricial definido positivo con soporte Ng y con momentos
finitos de todo orden y {Py,}n>0 la sucesion de polinomios ortogonales mdnicos tales que

ZPn(:U)W(a:)P;L(x) =0, st m < n.
x>0

Supongamos que existen polinomios W, ® de grado, a lo sumo, uno y dos respectivamente tales
que:

VW (z) = (AW)(z — 1) = W(z)¥(z),

donde W(m) = W(z)®(x). Entonces, la sucesion de polinomios {AP,}n,>1 es una sucesion
de polinomios ortogonales con respecto W ().

Observacién 5.7. Por (), la sucesion de polinomios {AP,11}n>0 €s una sucesion simple
de polinomios. Por lo tanto todo polinomio matricial se puede escribir_como combinacion
lineal de elementos de la sucesion {APy,11}n>0. Ademds, por el Teorema @ estos polinomios
satisfacen las relaciones de ortogonalidad

i(APHW(APm)*)(x) =0, m<n.

x=0

Por esto decimos que {AP,+1}n>0 €s una sucesion de polinomios ortogonales matriciales con
respecto a W. Notemos que el Teorema no garantiza, en principio, que el peso W sea
definido positivo o Hermitiano.

Demostracion. Por () tenemos que AP, es un polinomio de grado n — 1 con coeficiente
director no singular. Por lo tanto, para verificar que {AP, },,>1 es una sucesion de polinomios

ortogonales con respecto a W, basta probar que

00 N
S (APW(AP,) ) (x) = lim | (AP, W(AP,)")(x)| =0, m <n. (5.1.12)

N—oo
x=0 =0
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Aplicando el Lema @ a la suma finita de la segunda igualdad de () obtenemos

N
S (ARW(AP,)")(x) = (BaW (APR))(N + 1) — (P W (AP,)*)(0)
=0
N
=3 " Pu(z+ D) (AW (AP,)))(z). (5.1.13)
=0

Si denotamos a (PnW(API i* i(N +1)— (PHW(APm)*)(O) por Ay, y aplicamos la regla de
E‘l 1

Leibniz, obtenemos que (p.1.13) es igual a
N —_— —
An — Z Po(z 4 1)(W(x + 1)(A%Pp(2))* + AW (2)(A Py (2))*).
=0

Cambiando el indice de la suma, tenemos

N+1 N+1

AN — Z:l Po(y)W (y)(A* Py — 1) — 2—:1 Pa(y)AW (y = 1)(APn(y — 1))

Sumando y restando el término Pn(O)W(O)AQPm(—l)* + Pn(O)AW(—l)(APm(—l))*, que se
corresponde a la suma de los términos y = 0 de las sumas anteriores, tenemos

N+1 s N+1
AN = Pa(y)W (y)(A%Pr(y — 1)) Z P — 1)(APn(y — 1))
y=0
+ Pn(O)W(O)(A)ZPm(— 1)* + Po(0)AW (—1)(AP,(~1))*. (5.1.14)
Ahora veamos que

AN+ Pa(0)W (0)(A)? Poy(—1)" + P (0) AW (=1)(APy(—1))" = (PaW (AP,)")(N + 1).
(5.1.15)
En primer lugar, observemos que

APm(_l) = Pm(o) - Pm(_1)> AQPm(—l) = Pm(l) - 2Pm(0) + Pm(_l)a

por lo cual
A%P,,(—1) 4+ AP, (—1) = AP,,(0).

Ademés, como W(—l) = 0, ocurre que
AW (=1) = W(0) — W(=1) = W(0).
Por lo tanto,
B (0)W (0) (A2 By (<1))" + Pa(0) AW (=1)(APm(=1))" = Pa(0)W(0)(AP(0))"
Ahora, el miembro izquierdo de () se escribe como

(PaW (APR)*)(N + 1) — Py(0)W (0) (AP (0)* + P (0)W (0) (AP (0))*
= (P,W(AP,)*)(N +1). (5.1.16)



72 CAPITULO 5. ORTOGONALIDAD DISCRETA MATRICIAL

Asi, () se escribe como

N+1
Po(N 4+ 1)W(N + 1)(AP,)* (N + 1) — ip YA Py (y — 1))*

N+1
— > Pu(y)AW(y = 1)(APn(y — 1))* (5.1.17)
y=0
Ahora, tomando limite en ambos miembros de la ecuacién ()

N
lim > (AP, W(AP,)")(y) = lim |P,(N +1)W(N + 1)(AP,,)* (N +1)

N—oo N—oo

y:(;\/-i-l N N+1
=) Pay)W(y)(A%Pou(y — 1)) Z P( — D)(APy(y - 1))*] . (5.1.18)
=0

Usando que W = W@, donde @ es un polinomio de grado dos, y que (AP,)*, (A%P,,)* son
polinomios, la Observaciéon , implica que los limites en el miembro derecho de (b §)

existen y son finitos. Mas atn, limy_,cc P (N + 1)W(N+ 1)(AP,,)*(N+1) = 0. Por lo tanto

() es igual a

> (APW(AP,) ZP Y)(A% P, ( =N Pu(y) AW (y—1)(APn(y—1))".
y=0 y=0
— (5.1.19)
Usando la hipotesis W = W® obtenemos que
> Pu(y)W (y) (AP, => Puly) d(y)(A%Pn(y—1))* =0, m<n,

y=0 y=0

pues el grado de ® es menor o igual a 2 y el de (A?P,,(y — 1))* es menor o igual a m — 2
el grado de ®(y)(A2P,,(y — 1))* es menor o igual que m. Por otro lado, usando la hipétesis
(AW)(y — 1) = W(y)¥(y) obtenemos que

ST P)AW (y — D)(APW(y — 1) = Puly) ) (APu(y—1)* =0, m<n,
y=0

pues el grado de ¥ es menor o igual a 1 y el de (AP,,(y — 1))* es igual a m — 1, el grado de
i () es igual a cero para todo

(y)(APp(y — 1))* es menor o igual que m. Por lo tanto (b.1.
m < n, lo cual demuestra () y completa la demostracién del teorema. ]
5.2. Shift Operators

Dado un peso matricial W que satisface las hipétesis del Teorema @ y asumiendo que
W introducido en el mismo teorema es definido positivo, podemos ver al operador

A L2(W) — LA(W),
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como un operador que lleva la sucesién {P,},>0 de polinomios ortogonales ménicos con
respecto a W, a la sucesion {AP, },>1 que resulta ser una sucesién de polinomios ortogonales

con respecto a W.

Teniendo en cuenta el caso escalar, consideraremos una familia de pesos matriciales W)
definidos positivos con momentos finitos de todo orden, con soporte Ny y con j € Ny. Deno-
tamos por (-, ->(j) el producto interno inducido por W@ . Es decir

(P;Q) ) Z P(x Q* (x). (5.2.20)

Supongamos que W) satisface las hipétesis del Teorema @ En particular, suponemos que
existen polinomios @) y W) de grados 2 y 1 respectivamente tales que

VWU (z) = WO ()00 (). (5.2.21)

Ademés, asumimos que WU+ (z) = WU (2)®(z). Como consecuencia del Teorema @,
podemos ver a A como un operador

A L2(W0)) = 22w U+,
En nuestro caso, A tiene un adjunto que se puede calcular de manera explicita.

Teorema 5.8. Sea {W(J } una familia de pesos matriciales definidos positivos con soporte
Ng y con momentos finitos de todo orde que satisface las hipctesis del Teorema . Dado
Q € CN*N[z], sea

SDQ(y) = =[AQ(y — (@D (y))" + Qy — (¥ (y))*].
Entonces,

(AP,Q)(j11) = (P.SVQ);

para todo para de polinomios matriciales P, Q.

Demostracion. Usando la definicién del producto interno (), tenemos que

(AP, Q)(j+1) = Y _ AP(@)WU(2)Q"(z) = lim ZAP WO (2)Q* ().

N—>oo
=0

Aplicando la definicién del operador A,

N—oo

N N
lim > " AP(@)WUH(2)Q*(z) = lim (Z P(z 4+ D)WY (2)Q*(z)
0

lo cual, cambiando el indice de la segunda suma, es igual a

1fm ZP (& + WU (2)Q* (z) — (P(O)W(j“)(O)Q*(O)

N—oo

N
+ > P+ 1) WU (z+1)Q*(x+1) - P(N + DWUTD(N + 1)Q*(N + 1))

=0
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y esto ultimo se escribe como

fm [P(N +DWUHD(N + 1)Q*(N + 1) — PO)W I+ (0)Q*(0)

N—oo

N
+3 " Pla+1) (W(j+1)(l‘ +1)Q (x +1) + W(j“)(ac)Q*(x))] . (5.2.22)
=0

Ahora, observemos que los limites de los tres sumandos en (), existen y son finitos por

() y () Ademés, por (), tenemos que

Jim P(N + DWUHD(N + 1)Q(N + 1)* = 0.
—00

Por esto, () es igual a

lim
N—o0

—PO)yWUT (0 ) + ZP z+1) ( UHD(z + 1)Q*(z + 1) + WU (2)Q* ()

(5.2.23)
Notemos que (WU+D (2 + 1)Q*(x + 1) — WU (2)Q*(z)) = AWUHDQ*)(z) y asi, (.2.23)
es igual a

N N~
oL

ot

N

—POWUITD(©0)Q*(0) = Y Pz + 1)A(W(”1)Q*)(x)] :

z=0

lim
N—oo

Usando el Lema @, esto es igual a

lim
N—oo

N
—POWUID(0)Q (0) = > Ple +1) (WU (2 +1)AQ" (2) + AWU“)(;U)Q*(:U))] .

Haciendo el cambio de variables y = x 4 1, tenemos

N+1

~POWU(0) ZP ) (WU AR (y 1>+Aw<j+l><y1>cz*<y1>)].

lim
N—oo

Sumando y restando en la ecuacién anterior, P(0)W U+ (0)AQ* (—1)+P(0) AW U+ (—1)Q*(—1)

lim [—P(O)W““)(O)Q*(O)+P(0)W””( JAQ*(—1) + P(0)AWU D (—1)Q*(-1)

N—oo
N+1

=3 Ply) (WU )AQ (y — 1)+ AWU (y - 1)Q*(y - 1))] .
(5.2.24)
Notemos que AWUHD (1) = WU+D(0) — WU+D(—1) = WU+D(0) y que

—PO)WYU(0)Q*(0)+P(0)WUTH(0)AQ* (~1) + P(0)AW U (—1)Q*(~1) =
PO)WUITD(0)[AQ*(-1) — Q*(0) + Q*(—1)]
POWUTH(0)[Q*(0) — Q*(—1) — Q*(0) + Q*(—1)] = 0.
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Ademis, utilizando la ecuacién de Pearson de W) dada por el Teorema @, tenemos que
WD) AQ (y — +AWU T (y — 1)Q*(y — 1)
=W (y)eW (y)AQ*(y — 1) + W (y) ¥V (1)Q"(y — 1)
=Wy (@Y (H)AQ (y — 1) + ¥V (y)Q"(y — 1))
= W) (AQy — (@Y (y)" + Qy - (¥ (y))")".
Entonces () se escribe como

N+1
Jim = 3 PO )[AQ( — D6V (1) + Q ~ D)
y=0
=> Py)yWY () (sVQ(y))
y=0
= (P; SU)Q)(;’)- (5.2.25)
Esto concluye la prueba del teorema. O

5.3. Férmula de Rodrigues

Como consecuencia del Teorema @, {Aquj )} es una sucesion de polinomios ortogonales
matriciales con respecto a W+ (z). Por la Proposicién @ APY) = KnP,EJ_ +11) donde K, es

una matriz constante. Como los polinomios Péj ) y quj_ +1 ) son ménicos y el coeficiente director

de APr(Lj) es n, tenemos que K, = nl.

Observaciéon 5.9. Sea {P } la sucesion de polinomios ortogonales monicos asociada a
WU . Notemos que

SO P (yy = —[APY (y — 1)(®D) ()" + PYTI (y — 1) (20 (3))"],
(j+1

es un polinomio matricial de a lo sumo grado n, puesto que AP""| )(y — 1) es un polinomio

* *

es un polinomio de grado a lo sumo 2 y (¥ (y))* es un
polinomio de grado a lo sumo 1, digamos entonces,

de grado a lo sumo n —2, (®U)(y))

SOpUtY — g, PW + . 4+ GyPY.
Como ocurre que

(SOPIEY, PO gy = (BED, APD) 11y = (PLY mPITY) 4y =0,

m n—1 > n—1 m
sim—1<n-—1, es decir, si m <n y también como ocurre que para m < n

(SO PUtY pl Zak (PY PDY iy = Gl Pull?,
k=0

entonces, Gy, =0 sim <n y en conclusion

SOPUHD _ g py)
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Como P,gj) es monico, el coeficiente director de S(j)PT(Lj_JEl) es Gyn. A su vez, sea D, el

coeficiente de z2 en (®Y) (y))* y E, el coeficiente de x en (¥ (y))*, entonces
Gy = cd (5<j>P,§j_+1”> = —((n—1)D, + Ey). (5.3.26)

De ahora en adelante supondremos que Gy, es inversible para todo n € N.

Teorema 5.10 (Férmula de Rodrigues.). Sea {W(j)}jz() una familia de pesos matriciales
definidos positivos con soporte Ny y momentos finitos de todo orden que satisface las hipdtesis
del Teorema . Entonces la sucesion de polinomios ménicos respecto a W9 estd dada por

PY(y) = (~1)"(G1...Gn) VW) () (W (y)) !
para todo n y j en Ng donde las matrices Gy, estan dadas en (b 0)

Demostracion. Veamos por induccién que

SO gUtn=l g = (—1)(vrQW U)W U))~  para todo n € N. (5.3.27)
Procedemos para el caso n = 1, usando la definicién del operador SU) tenemos que

$9Q(2) = - [AQ(x — 1)(@D ()" + Qa — (¥ (y))*]. (5.3.28)
Como la familia de pesos {W )} satiface las hipétesis del Teorema @,
U (z) = (WD @) WU (z) yque ¥ () = (WO (2)PAWUH) (& —1).
Asi, el miembro derecho de () se escribe como
- [AQE ~ (WO @)W @) + Qe — WD (@) AW (@ —1))7]

lo cual, usando la segunda igualdad de () v que los pesos son definidos positivos es igual

AW @ — (WD (@)

Usando la definicién del operador V, esto dltimo se escribe como
~V(QWUTD) (@) (WY (x)) .
Paso inductivo: Supongamos que la afirmacién vale para n — 1, es decir, vale que
S§@ . gUtn=Dg = (_1>”Vn(QW(j+n))(W(J'))—l.
Veamos que vale para n.
SU) . SUHMQ(z) = §6) . gUtn=1) (—V(Qw<i+"+1>)(x)(w<ﬂ'+"> (g;))*l) . (5.3.29)
Utilizando la hipétesis inductiva, el lado derecho de () se escribe como

(~1)" " (=V(@QW U @) (WU (@) WU @) ) (WO (2))) 7",
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Lo cual es igual a
(_1)n+1 <vn+1(QW(j+n+1))) ($)(W(])($))_1

Asi, la afirmacién () es valida para todo n € N. Notemos que SU T = GlPl(j), SO SN =
GlS(j)Pl(]H) = G1G2P2(J). En general se tiene que

S§W . gUtn=Ur—qg,...G,PY).

Luego,
PY) = (Gy...Gp)"LsW) gltn=D]
= (G1...Gp) Y (=D) (VWU h))~L,
Esto concluye la prueba del teorema. O

5.4. Formula de estructura

La ecuacién de Pearson matricial dada en el Teorema @, tiene como consecuencia una
férmula de estructura matricial. Como @ es un polinomio de grado a lo sumo dos,

n+1
Pp(x)@*(x) = > AjPj(x),
=0

donde A; = (P(a)2* (), ) [P,]| 2 = (om0 Po(x)@" ()W (2)Py(2)*) [Py |2. Asumicndo
ahora que y W (z) = W (z)®(x) es simétrico, es decir W (z) = W (z)*, tenemos que
O(z) W(z) = @(x)"W(2)" = (W(x)®(x))" = W (2)®(z).

Entonces,

A; = Z:OPT’L(&?)W(Q?)CP(HU)J%(JC)* 121~

x>0

— ZP,;@)’W(x)Pj(w)*) IP2=0 si j<n-—1.

Luego,
P;L(.%')(I)(.%')* = An+1Pn+1(£U) + Anpn(l') + An—lpn—l(x)- (5430)

Por el Teorema , el lado derecho de () se escribe como
Apt1(zPy(x) — ByPy(z) — CpPy—1(z)) + ApPp(x) + A1 Po—1(z),
lo cual es igual a
(xAp+1 — Apg1Bn + An)Po(z) + (—Ap11Cn + Ap—1)Po1(2).
En conclusioén,

PT/L(w)CI)(x)* = (fL'An—I—l - An+an + An)Pn(x) + (_An-I—lCn + An—l)Pn—l(w)'
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5.5. El algebra de operadores en diferencias

Sea W = W (z) una matriz peso N x N con momentos finitos y sea {R,}n>0 cualquier
sucesion de polinomios ortogonales matriciales asociados a la funcién peso W. Sea G el algebra
de todos los operadores en diferencias de la forma

S T
D= > A=) (5.5.31)
k=0 j=0
donde F}, ; es una funcién polinomial de grado menor o igual a k£ + j. Un elemento D € G
actlia a derecha en todo polinomio matricial P de la siguiente forma

PD(z) =YY A" P(x)F ().

k=0 j=0

Por lo observado en la Observacién @, sabemos que A*VJ P es un polinomio para todo k, j
y como Fy ; es un polinomio para todo k,j, tenemos que PD es un polinomio para todo
polinomio P.

Observacién 5.11. La condiciéon de que Fy j es un polinomio de grado menor o igual a
k 4+ j asegura que D preserva el espacio V,, de polinomios de grado menor o igual a n, ya
que dado un polinomio P € V,, sabemos por lo observado en la Observacion que VIP es
un polinomio de grado a lo sumo n — j. Entonces, por la misma Observacion, AF*VIP es un
polinomio de grado a lo sumo n — j —k, por lo cual, AijPFk’j serd un polinomio de grado
alosumon sik+j<nycerosik—+j>n. Por otro lado, la Proposicion , implica que
esto es una condicion necesaria.

En esta observacién, utilizamos la convencion de que un polinomio de grado negativo es
igual a cero.

De manera analoga a la Seccion @, una sucesién de polinomios ortogonales {R,} es
una sucesiéon de autofunciones de un operador D € G si existe una sucesion de matrices
A, € CNXN tal que

R,D =A,R,, n € Np.

Diremos que un operador D es simétrico con respecto a W si
(PD,Q) = (P,QD), para todo P,Q € CN*N[z].

Como observamos en () el operador multiplicacién por x es simétrico con respecto a
W pero x ¢ G. Sin embargo, es importante observar que el operador multiplicacién por z
no tiene a ningun polinomio como autofuncién. En el siguiente teorema demostramos que
todo operador simétrico en G tiene a cualquier sucesién de polinomios ortogonales como
autofunciones.

Teorema 5.12. Sea {R,} cualquier sucesion de polinomios ortogonales matriciales asociada
a W. Si D e G es simétrico respecto a W entonces, R,D = A, R,, para alguna matriz A,.

Demostracion. Como D € G, el operador D preserva los espacios vectoriales V;,, para cada
n > 0, y la demostracion queda completa aplicando el Teorema . O

Teniendo en cuenta el Teorema , un operador simétrico con respecto al peso W tiene
a toda sucesién de polinomios ortogonales como autofunciones. En [15, Teorema 2.1] se da
un andlogo discreto del Teorema @ que da condiciones para la simetria de un operador en
diferencias de orden arbitrario.
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5.6. Operadores en diferencias de segundo orden

En esta seccién estudiamos operadores en diferencias matriciales que tienen a una sucesiéon
de polinomios ortogonales como autofunciones. Consideramos operadores en diferencias de
segundo orden de la forma

PD = AVP(%)F171(ZE) + AP(l’)FLo(x) + VP(JZ)FOJ(Z‘) + P(iU)FQQ(II)),
donde F; ; es una funcién polinomial de grado menor o igual a ¢ + j para todo 7,j = 0, 1.

Teorema 5.13. Sea P un polinomio matricial que satisface la ecuacion en diferencias de
sequndo orden

AVP(.%)FLl(l‘) + AP(.I')FLO(ZB) + VP(.%)FOJ(J‘) + P(.l?)Fo,o(l‘) = AP(I‘), (5.6.32)

donde F; ; es una funcion polinomial de grado igual a i+ j para todo i,j = 0,1 y A es una
matriz constante. Entonces el polinomio Q%) (z) = A*P(z) satisface la ecuacion

AVQW (1) F) (2) + AQW () F) (2) + VQW () FY) (2) + QW () F{}) (2) = AQW (2), m
donde FE) (z) = Fi1(z), F5)(2) = (z’?fl AFi(z+k—j— 1)>+F1 o(a+k), FE(x) =
F()’l(.%') yFO(,]B)(‘T’.):Z] 0«7A2F1 1(1‘+l{3—]—1 +Z] OAFl()(H?—l-])—i-kAFgl( )+F0,0-

Observaciéon 5.14. Notemos que como Fi1,Fy1,Fio,Foo son de grados dos, uno y cero

respectivamente, F1( 1) es de grado dos para todo k, Fé 1) Y F1( 0) son de grado uno para todo k

y Foo0 es constante para todo k.

Demostracion. Realizaremos la prueba por induccién en k. Procedemos a demostrar la fér-
mula para el caso k = 1. Aplicando A en ambos miembros de () y utilizando el Lema
obtenemos:

AVP(&Z + 1)AF171(1’) + AAVP(:I?)FLl(IL’) + AAP(JZ)FL()(JI + 1) + AP(.T)AFLQ(:L’)
+ VP(:I? + 1)AF071($) + AVP(LI?)F()J(%) + AP(CIT)FQ()(ZC) + P(l‘)AFQQ(CIJ) = AAP(.CC)

Utilizando que los operadores AyV conmutan, el hecho que VG(z) = AG(z — 1), y que Foyo
es un polinomio de grado cero, la ecuacién anterior puede ser reescrita del siguiente modo

AQW (z)AFy 1 (x) + AVQW (2)Fy 1 () + AQW (2) Fro(z + 1) + QW (2) AFy o () +
QW (2)AFy1 () + VQW(2)Fy1(z) + QW (2) Foo(z) = AQW(z)

lo cual es igual a

AVQ(l) (-’E)Fl,l(fE) + AQ(l) («T)(AFI,I(JJ) + Fl,O(x + 1)) + VQ(l) (-’E)F(),l({l?)
+ Q(l)(x)(AFl,O(CU) + AF()J((IZ) + FO,O($)> = AQ(I)(.T)

Asi, obtenemos

AVQW (@) FY (2) + AQW (2) Y () + VQW (2) FyY (2) + QW (2) FyY) = AQW (x)



80 CAPITULO 5. ORTOGONALIDAD DISCRETA MATRICIAL

Paso inductivo: Suponemos que la férmula es valida para un ntimero natural cualquiera
k. Es decir, vale la siguiente hipdtesis inductiva

AVQW (@) P (2) + AQW @) F{Y (2) + VQW (@) iy (x) + QW (2) B (2) = AQ®(a)
(5.6.33)
Veamos que la férmula es cierta para k + 1. Aplicando A en ambos miembros de (.6.33)

obtenemos con un razonamiento analogo al realizado para el caso k =1

AVQEH (@) F(2) + AQW ) (a)(AFR) (x) + Fi) (x + 1>> - VQ(’““)(SU)FO(,]? ()

)

Utilizando la definicién de Fl(ki), F1(]B) FO( 1) y Féff)), tenemos

Fl(,kl) _ Fl,l(l') _ Fl(ﬁ+1)(x)7 Féﬁ) = Fyy = Féﬁ+1)7

k—1
AFR () + Fl)(z +1) = AP (o (ZAFn (z+k—7j—1+ )) +Fo(z+k+1)
7=0

k
— (Z AF (e +(k+1)—j— 1)) +Fiolr+k+1)= Ff,%ﬂ)a
j=0

AF) () + AR (2) + i) (2) (Z APy q(z+k—j— 1)) + AF o(z + k) + AFp, ()
7=0
k—1 k—1
+ ZjAZFLl(ﬂ? + k —j — 1) + ZAFL()(.%‘ +]) + kAF071($) + F070
j=0 Jj=0
k—1 k
( (G+DA*F(z+k—j—1) ) + ZAFLO(UC +7)+ (E+1)AFy1(x) + Foo
J=0 Jj=0

Ed

k
(Z]A F1 1 T -+ (k‘ + ) —j — 1)) + ZAF170($ +]) + (k? + 1)AFO,1(1') + F(],O
7=0

+1

’

Asi, tenemos que () es igual a

AVQW (@) (1™ (@) + AQMV @) Fig™ () + VU (@) Fy i ()
+ Q (k+1) (x)Fé’]BJrl) (I‘) — AQ(k+1) ([L‘)

Con esto concluimos que el resultado vale para todo nimero natural k. ]
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Suponiendo que estamos en un contexto similar al de la seccién anterior, es decir, consi-
deraremos una familia de pesos matriciales W) definidos positivos con soporte Ny y con j
en Ny. Denotamos por (-, '>(j) el producto interno inducido por W@, Es decir

(P;Q) ZP Q*(x).

Supongamos que W) satisface las hipétesis del Teorema @ En particular, suponemos que
existen polinomios ®) y W) de grados 2 y 1 respectivamente tales que

AW (z — 1) = WO (2) w0 ()

Ademés, asumimos que WUt (z) = WU (z)®(z). Como consecuencia del Teorema @,
podemos ver a A como un lowering operator

A L2 (W) o 2 (wieh)
y a su adjunto S como un raising operator
) . 12 (Wum) 2 (W(j)> _
Con lo cual, tiene sentido considerar los operadores D1 y Do definidos por

Dy =AoSU-D . 2 (W(j)) 12 (Wo)) 7

Dy=SDoA: L2 (W(j)) Ny (WU>) .

Usando la Proposicién @ vemos que los operadores D; y D2 son de orden dos y pueden ser
escritos de forma explicita

PU)(z)D; = (A o 50—1)) PU(z) = —A [AP@(:U —1)(@YU D (z))* + PO (5 — 1)(\110—1)(@)*}

P (z)Dy (S(J) o A) PO (z) = [AQP(J)( —2)(@W (2))* + APY) (z — 1)(@(]‘)(@)*} ‘

Notemos que estas dos ultimas expresiones pueden en principio ser distintas. Ademas estos
operadores son simétricos respecto a W) ya que por ser S () adjunto de A, ocurre que dado
dos polinomios matriciales P, ()

(PD1.Q)g = (205U V) P.Q) = (sUP.sU Q) = (P.(a05070)Q)
= (P,QDn)
De la misma forma, tenemos

(PDs,Q)(;) = <(S<J'> ° A) P, Q>(j) = (AP, AQ) () = <P, (sU) o A) Q>(j) = (P,QD,) ;)

Entonces, por el Teorema , cualquier sucesion de polinomios ortogonales matriciales { R,, }
asociada a W) es autofuncién de los operadores Dy y Ds. Es decir, existen dos sucesiones

de matrices {Ag)} y {Af)} tales que

R,D; =AYR, yque R,Dy=A?R,.
Y por el Teorema , la sucesién de polinomios {AFR,,(x)} satisface una ecuacién del tipo
hﬁ 3

(5.6.32).
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CAPITULO 6

Construcciéon de una familia tipo Charlier

El objetivo de este capitulo es construir una familia de pesos matriciales W) como en
la Seccién @ que satisfagan las ecuaciones de Pearson dadas en el Teorema @ Para poder
introducir nuestro peso matricial necesitamos utilizar las funciones logaritmo y exponencial
matricial, cuyas definiciones y propiedades bésicas se detallan en el Apéndice @

Definicion 9. Dado x € R y una matriz nilpotente A, definimos
(A—{—I)x — ea:log(A—&—I).

Notemos que por el Lema @, la serie log(A + I) es convergente y por lo tanto (A + I)*
estd bien definido para todo z € R. Es consecuencia directa de la Definicion {, el hecho que

(A+D*(A+ 1)Y= (A+I)""Y, (A+DH P =A+D)"
ya que
(A4 )" (A + I)Y = ¥ 1o8(A+D) gylog(A+D) _ (e+y)log(A+]) _ (4 | [ye+y,
donde hemos usado el punto 1 de la Proposiciéon @ Por lo tanto
(A4 DA+ 1) = le2)los(A+D) _ (6.0.1)

Ademas, (A + I)* es un polinomio matricial para todo = € R. Para ver esto, observemos que
como A es nilpotente,

N i+1 At
log(A+1) = Z ¢
=0
Por lo tanto,
N z+1 i z+1 %
(A—i—[)x—exp(Zz(A) Hexp< ) A).
=0

i+1 A1
Como Z=U™A" o6 una matriz nlli otente para todo i, tenemos que (A + I)* es un polinomio

para todo x. En particular, por ( ), la inversa de (A 4 I)* es un polinomio en z.

83
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Recordemos que la familia de polinomios escalares de Charlier estd asociada a un
x . 7 . .
peso con soporte en No, dado por w(z) = %;. Consideraremos la familia pesos matriciales
con soporte en Ny, definido por

W (z) = = (A+ D*HTO(A* + )"+, (6.0.2)

(II
z!

para z € Ny, donde a > 0, A es una matriz N X N con entradas nulas salvo en la primer
subdiagonal, digamos A; ;1 = ;€ R\ {0}, y T una matriz diagonal N x N,

Hi
. . . Hi=1 ’
digamos Ti(]i) = 51(] ) con 61() ) mayor a cero para todo i.

Observacién 6.1. Notemos que W9 definido en () es definido positivo para todo j ya
que dado un vector no nulo v tenemos que

v (A4 I)"HTO(A* + 1)y = 0" (A4 1T (0 (A + 1)* ) = uTWDux >0 (6.0.3)

ya que TY) es definida positiva, donde hemos nombrado por u a v*(A+ 1)* £ 0. Sabemos
por (), que (A + 1)*7 es inversible, entonces v*(A + I)* T (A* + I)* iy > 0.

Observacién 6.2. Como cada entrada del peso W9 es el producto de ‘;—z, por un polinomio
en x, la suma

Z 2w ) (@) n,m < 00,
a

para todo £,mn, m donde usamos que el peso de Charlier ;TT tiene momentos finitos de todo
orden. Concluimos que W) tiene momentos finitos de todo orden.

Sea { Py G )} la sucesién de polinomios ortogonales ménicos asociados a W), es decir, la
sucesion {P }n>0 satisface

ZP WD () PO () =0, si m<n.

Observacion 6.3. La familia de pesos () estd inspirada en el peso estudiado en [15].
De hecho, si tomamos j =0 y T igual a la matriz identidad en (), obtenemos un peso
similar al estudiado en [15].

Lema 6.4. Sea R un polinomio matricial tal que A¥R = 0, entonces R es un polinomio de
grado, a lo sumo, k — 1. Por otro lado, si P(x) = Asx? + Az + Ay y Q(x) = Bix + By son
dos polinomios matriciales, se cumple que

A2P(z)
2 )

245 = A’P(z), A; = AP(0) — = AQ(x).

Demostracion. Probaremos la primer afirmaciéon por induccién en k. Veamos que es valido
para k = 1. Si AR(z) = 0 entonces R(x + 1) = R(z) para todo z, entonces como R es
un polinomio, R es constante. Supongamos que la afirmacién es valida para k — 1 es decir,
suponemos que A¥ 1R = 0 entonces R es un polinomio de grado menor o igual a k — 1.
Veamos que vale para k. Si AFR = 0, entonces A*"'AR = 0, luego, aplicando la hipétesis
inductiva, AR es un polinomio de grado menor o igual a k — 1. Suponiendo que R es un
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polinomio de grado n > k entonces, por la observacién @, AR es un polinomio de grado
n—1> k —1lo cual es absurdo. Esto completa la prueba de la primer afirmacién. Veamos
que es valido lo segundo. Aplicando el operador A a P(z) obtenemos

AP(z) = P(z + 1) — P(z) = (Aa(z + 1)? + Ay (z + 1) + Ag) — (Agz® + Ayz + Ap)
= Aga® + 2402 + Ay + A1 + A1 + Ay — Aga® — Ajw — Ag = 242 + Ay + Ay
Aplicando nuevamente el operador A a P(z),
A?P(x) = (245(x + 1) 4+ As + A1) — (24sz + Ay + A;) = 2A4,.
De esto sale 245 = A?P(x), y entonces tenemos que

A2P(z)

+A1a

. A?P(x)
2

con lo cual concluimos 4; = AP(0) . Aplicando ahora el operador A a Q(x),

AQ(r) = Q(z +1) — Q(z) = (Bi(z + 1) + By) — (Bix + Bo) = By.

Y asi, By = AQ(z). Esto concluye la prueba del lema. O

6.1. Ecuacion de Pearson discreta

En el resto del capitulo utilizaremos la matriz diagonal J dada por J; ; = id; ;. En los
siguientes_teoremas, daremos condiciones suficientes para que se satisfagan las hipotesis del
Teorema p.6, y asi poder asegurar que la sucesién {A(j)Pn} es una sucesiéon de polinomios
ortogonales con respecto al peso WUTD,

Lema 6.5. Sea M € CV*N . entonces
A((A*+ D) " MA* +1)%) = (A" + 1)1 [M, A*] (A* + 1),
Demostracion. Tenemos que
A((A*+ D) MA* + 1)) = (A" + 1) " TM(A* + )" — (A* + 1) " M(A* + )"

Tomando factor comtin (A* + I)~*~! a izquierda, el lado derecho de la expresién anterior se
escribe como

(A*+ )7 (M(A* + 1" — (A" + DM (A* +1)").
Tomando factor comin (A* + I)* a derecha, la expresién anterior se escribe como
(A" + 177 (M(A" + 1) — (A" + D)M) (A" + I)",

que es lo mismo que

(A" + I)_m_1 (MA* — A*M) (A" +1)*
lo cual puede ser escrito como
(A" + I)_x_l [M, A*] (A* + I)*. (6.1.4)

Esto completa la demostracion. ]
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Para probar que el peso W) satisface una ecuacién de Pearson, supondremos que existen
nimeros reales dU) # 0y ¢9) tales que:

G+1) s+ ()
o0 Ol Ve N (6.1.5)
SO

2 50 Co\2s6+n
< Hi ) i—1 (Mz-‘rl) 51 ‘ :d(])i—kc(]), i=2,---,N—1,

pic1) g9 i 59,
v o , (6.1.6)
— <> 1(7) =dU) + ), < ) (ﬁ) = d9DN 4 ),
m) sy BN-1/ 6y

Teorema 6.6. Consideremos un peso matricial como en () Supongamos que se satis-
facen las ecuaciones (), ( ). Entonces,

W) (z) = (WY)W U+ (z)
es un polinomio matricial de grado menor igual a dos.

Demostracién. Usando la definicién de W), calculemos explicitamente ®U)(z)
®0)(z) = (WO Hz)yW Ut (),

esta dltima expresion es igual a

z . . . _1 x . . .
(I)(j)(:n) — (C;!(A—i—f)x'HT(])(A* + I)l‘+]> %(A—I—I)I—H—HTO)(A* + I)a:-l—]-&-l’

que es igual a
. x! . A\ —1 .a® . . .
U (z) = = (A" + 1)~ (T(’)> (A+ D) E (A PR (Ax g eIt
a x!
Operando, esto ultimo se escribe como
) . -1 A ,
V) (z) = (A* + I)~> (T(])) (A4 DTUD(A* 4 [)=Hi+L,

Por lo observado previamente (A* 4+ I)™%7 y (A* + I)*7J*! son polinomios en z. Por lo
tanto, ®) es un polinomio matricial. Llamando M) a (T(j))_1 (A+ DNTUHY | tenemos por
lo anterior que

(A + 170V (2)(A* + 1)1 = (A" + 1) "MW (A* + I)*. (6.1.7)

Ahora queremos probar que las condiciones ), () garantizan que ®V) es un polinomio
(6.1

de grado menor o igual dos. Por el Lema es suficiente probar que A2®U) es un polinomio
constante. Si aplicamos el operador A a ), por el Lema obtenemos

A ((A* + 1YW () (A% + I)‘j‘1> = (A" 1) ! [M(j), A*] (A* 1 I)°. (6.1.8)
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Aplicando nuevamente el operador A y y usando nuevamente el Lema @, obtenemos
A? ((A* 1YW (2)(A* + I)—J'—l) = (A" 4 I)"2 HMU'),A*} ,A*} (A* + )", (6.1.9)
Ahora vamos ver que [[M @), A*] ,A*] = —dY A*. Recordando la definicién de M) tenemos
yo (Tm)‘l (A4 DTG+ = (T(j)>‘1 ATUHD | (T(j)>‘1T<j+1>.

Denotando por Ml(j) a (T(j))i1 ATUHY v por Mz(j) a (T(j))i1 TUD | M) puede ser escrita
€omo Ml(J ) + MZ(J ). Notemos que por ser A una matriz con entradas nulas salvo en la primer
subdiagonal y T, TU+1) matrices diagonales, Ml(] ) es una matriz con entradas nulas salvo

en la primer subdiagonal y M2(j ) es una matriz diagonal. Calcularemos explicitamente las
entradas no nulas de estas dos matrices

1

(), =3 (a0 " (arom)  — (19)

- (T(j)>i_,z'1 mﬁ[:lAi’m (T(j—i_l))m,ifl - (T(j)>: Aiic (T(jﬂ))z;l,ifl '

_1 ( AT(j+1))

i, i,0—1

)

En conclusion, escrito en términos de las entradas de las matrices

(3-+1)
Y ii-t 59 g

)

)

Y para la matriz diagonal MQ(j

(v8),,= (1), (1970),, ="

)

, tenemos

Procederemos ahora a calcular los corchetes [M l(j ), A*} y [MQ(J ), A*] . Por defincion de [M 1(j ), A*} ,
tenemos

], = ()

() =3[ (), - e (01),

il
Z’ k=1

Al ser Ml(j ) una matriz con entradas no nulas salvo en la primer subdiagonal, lo anterior se
escribe como 0 0
J J
(M) Ay = A (1)

Ahora, como A es una matriz con entradas nulas salvo en la primer subdiagonal, A* es una
matriz con entradas nulas salvo en la primer supradiagonal, con lo cual, la expresion anterior,
es igual a cero si l # i y es igual a

2 ¢(3+1) 2 5G+D)
( i ) 071 (“i“) 0 — = dPi + ),

Mi—1 5£j ) i 5521

i1,
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si | = i, donde usamos () Por lo tanto,
[Ml(j), A*] = dDJ + D, (6.1.10)

donde J es la matriz definida al principio de este capitulo. Ahora, por definicién de [MQ(J ), A*} ,
tenemos

(ar3) =3 (), At 410 (049,

4], = (), - (), =55 o), |

Al ser MQ(j ) una matriz diagonal, lo anterior se escribe como

(48] 15 (),

Notemos que esta tltima expresion es igual a cero si [ es distinto de ¢ + 1 y es igual a

pi 5§j+1)_5z(—]:1_1) W dYa
pic1 \ g s ) \pia) 27

i+1

si [ es igual a i + 1, donde usamos () Con lo cual,

| )
[Mé”,A*} - —%A*. (6.1.11)

En conclusion, tenemos

()
d2 Sy (6.1.12)

[MU‘),A*} _ [Ml(j),A*} + [MQ(j),A*} = d0) 4 9T —

Para poder calcular [[M (@), A*} ,A*], s6lo necesitamos cononcer [J; A*] ya que el corchete de
A* con los otros dos sumandos en el miembro derecho de () es cero. Notemos que

[J; A*]i,l = (JA*)i,l - (A*J)i,l = Ji,iA;‘k,z - A;'k,lJl,la

y esto ultimo es igual a cero si | # i+ 1 y es igual a 4 (ﬁ) — (M > (i+1) =

si { = i+ 1. Tenemos que [J, A*] = —A*. Por lo tanto, [[M(j),A*] A*} d9) [, A*]
c9) (I, A*] — % [A*, A*] = —dY) A* como se queria. Asi, el lado derecho de () es

(A" + 17772 (=dDar) (4" + 1),
Como A* conmuta con (A* + I), tenemos
A? ((A* + 1YW () (A% + 1)—1—1) - (—d(j)A*) (A* + 1)72 (6.1.13)
En conclusién, tenemos que ) es un polinomio de grado menor o igual a dos. O

Teorema 6.7. Consideremos un peso matricial como en () Supongamos que se satis-
facen las ecuaciones (), ( ). Entonces,

U (z) = (WD) (2) AW (5 — 1),

es un polinomio matricial de grado menor o igual a uno.
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Demostracién. Usando la defincién de W) calculemos explicitamente W) (z):
O () = (WO (&) TP AW U (2 — 1)
usando la definicién de A, lo anterior se escribe como
(WO @)™ (WO (@) - WU @~ 1)),

lo cual es igual a

z—1

(x —1)!

| . A\ —1 )
A (T@) (A+ )=

a.’l?

) (z) (A4 D)"HTUHD(A* 4+ )™+,

Operando, esto ultimo se escribe como
. . N—-1 4
®U) () — f(A* + 1) <T(J)) TUD(A* 4 )™+,
a

Por lo visto previamente (A* 4+ I)~*~7 y (A* 4+ I)**J son polinomios en x. Por lo tanto, W)
es un polinomio matricial. Utilizando la notaciéon de la demostracion del teorema anterior
MQ(]) = (T(j))71 TG+ | tenemos

VO (z) = 00 (2) — Z(A* + 1)~ =T M) (A" + 1)+ (6.1.14)

. > 1.
Entonces,
(A" + 10O () (A" + 1) = (A" + 1YW (2)(A* + )7 — Z(A* + D) "M (4" + 1),
a

Ahora queremos probar que las condiciones ( () garantizan que ¥ es un polino-
mio de grado menor o igual a uno. Por el Lema m

A((A+ MY (A 4+ 1)) = (47 1 () ] a4 1
lo cual, por lo calculado previamente en (), es igual a

d)

() :
d a>A*(A*+I)x:— QQA*(A*JrI)*l.

(A" + 1)~ <—

Y asi, el polinomio (A* +I)~* 2(‘7)(A* + I)* es igual a —%A*(A* + D7 lx + MQ(j). Con lo
cual "
, Al ,
LAt DM A+ 1) = SAA D) i (6.1.15)
a a

Vimos previamente en () que
A2 ((A* + 1YW (2)(A* + 1)—1‘—1) - (—d(j)A*) (A*+1)72,

Entonces,
A% (A4 Dol (z)(4 + I)‘j> - (—d(j)A*) (A*+ 1)~
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Usando el Lema @, el coeficiente de orden 2 de (A* 4+ I)1®U) (z)(A* + 1)~/ es

con lo cual, el coeficiente de orden 2 de (A* + I/ W0 (2)(A* + 1) es

() ()
<—dz,4*> (A*+D)~ '+ <d2A*> (A*+1)' =0,

y concluimos que ¥ es un polinomio de grado menor o igual a uno. O

Los Teoremas @ y @, dicen que ) y W) son polinomios matriciales de grado menores
o iguales a dos y uno respectivamente. La siguiente proposicién da de manera explicita los
coeficientes de estos polinomios.

Teorema 6.8. Bajo las condiciones del Teorema , tenemos que
(A 41V (1) (A +1) 77 = 22 Ag+2 A1+ 4y, (A*+1Y U9 (2)(A*+1)77 = 2B, + By,
donde

(7) . * )
Ay = _%A*(A* +0)7%, A =dDA*+ 1)t <J + %A* + A?(A* + I)‘1> + )

Ag = (TN A+ DTUD, By = Ay (A" +1) - %(T(j))*lT(j“), By = Ag(A* +1).
Demostracion. Vimos que @) es un polinomio de grado dos, digamos
(A + 1Y 0 (2)(A* + 1) 771 = Apa® + Ay + Ag
Utilizando el Lema @ y ()
9245 = A ((A* + 1700 (z)(A + I)’j’l) = —dDAN(A* 1 1)
Utilizando nuevamente el Lema @ y ()
A=A ((A* 170 (2)(A* + I)*J’*l) loo—Ap = ((A* + 1yl [MU); A*] (A" + I)"”) lo—o—As

lo cual por () es igual a

(A*+1)7! (d(j)J + ) —

() ) A*(A* 4 )2
d aA*>+d A(/;H) |

Por 1ltimo, tenemos que, por ()
Ao = <(A* + 1YoV (1) (A% + 1)—1‘—1) oo = (TO) "1 (A + DTUTY,
Ahora, vimos en () que
90 (z) = o) (z) — S(A* )i (T(J‘)>71 TUD(A* 4 1)+
y vimos en () que
a1y (T9) T T (A" 4 1y = d<2> A 07 = 2 (T0) T 6,

Aplicando esto se concluye el resultado. O
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6.2. Soluciones a las condiciones no lineales para p; y J;

A partir de las condiciones no lineales () y (), encontramos un nuevo sistema de
ecuaciones que, en algunos casos, se puede resolver explicitamente. Esto nos permite dar, al
menos, un ejemplo explicito del peso W), En el siguiente lema, damos el nuevo sistema de
ecuaciones.

Proposicion_6.9. Supongamos que tenemos pardmetros p; y 553) tales que se satisfacen las
condiciones () y (‘I@) Asumimos, ademds, que la siguiente condicion se cumple

(i~ Da o ia . 5
2 5§k)d(k) 2 5§k_1)d(k—1)

para k=1...7, entonces

41 ; j 0
DA _ dWa  §UFY ' Cm N 251\ 50
— = + =, (N —1i)= a(i —1) + —~ .
() 2 () , (0) (0)
0541 Oy Hi-1 0" ) i
3 (3+1) 5(j+1) a0 /
Demostracién. Por hipétesis, 16 O ;“&1) = —%5%. Entonces iterando esta ecuacion, tene-
i i1
mos
oY dia 9TV g 80TV dia g0t
5@1 = + 50 =2 5 + 5(j)1 == + 59) .
(3 (2 1—
Asi, concluimos que es vélida la primer afirmacién. Para probar la segunda afirmacién, si
. N2 5(i+1) » \2 5(1:"‘1) ) 5(j+1) N .
llamamos Bi(j) = (ﬁ) 162(;) , la ecuacién (/J/:il) 162(;) - <“ZZI> 6521 = d9i + )| se
transforma en
B9 — B9 = d@; 4 V), (6.2.16)

Como funcién de i, la ecuacién anterior se puede ver como
—(ABYY (i) = dV)i + ).
Teniendo en cuenta el Lema @, proponemos una soluciéon polinomial en ¢ de grado 2
ﬂz'(j) _ 7(J) 2 4 7(3)2 + ,Y(J) (6.2.17)
de la ecuacién anterior. Notemos que
Bi(j) Bl(Jr)1 _ ,ﬁ])l + 75 )i + %S, 7) %j)(i +1)2 +7§j)(i +1)+ 7:§j) _ _279)1- _ 79) _ 7éj)
Entonces, d\/) = —27@, ) = —%j) - véj) y asi, tenemos que

A () G
OB N O N L)

6.2.18
5 5 (6.2.18)

Para i = 1, la ecuacién () se interpreta como —Béj ) = dW) 4 ¢ y también tenemos que
—ﬁéj) _ ( d(3)4 I (dm C(j)) 2 4+ 72(‘J')) = dW) 4 200) — 7§j)- Entonces,

'yéj) =), (6.2.19)
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A

En i = N, la ecuacién (8.2.16) se interpreta como Sy = d9IN + ¢U) y también tenemos
By = (—#NQ + (% — C(j)) N + c(j)). Entonces,

4 ()
) = —%(N +1). (6.2.20)

Asi, por (b.2.1?|), (b.2.1é), (bZlEi) y (b.Q.Qd), tenemos

2 50+ 4 A0 o) d0)
() _ i-1 % AT i
B; <Mz 1) FoN 22—!— 5 + 2(N+1) i 2(N—|—1)
d7) d0)
= —7(i2+(N+2)i+N+1) = - (i-1)@E-N-1).
Entonces,
() 1\ 2 gUtD
d—i(N —i) = (’”"“) 5’(.) (6.2.21)
2 Hi 5111
G+ (g | 6UTD
Iterando la ecuacion ’fjl) =4 5+ FON obtenemos
51'4-1
; i+1 ; i+1 1
§UTD _ Z,d(ﬂ)a n 5§J+ ) 5O _ id(])a n 5§j+ ) id(O)a n & 5
i+l 2 s\ il T 2 s@ ) 2 HON R
1 1 1

Por esto () es igual a

. ) s+ 4 (0) 0
i—Ddpe 4 ) (- 1L+ 5<°> 5
1

; () (1)
~d(J_1)a (51 ~d(0>a 61 (0)
<Z 5 T 0D ) \P2 T 011

@z(N—z) _ <Mz’+1>2 ((

2

lo que, escrito de otra forma, es igual

. a §§j+1) . a 551) (0)
2 — 1) =

3 W) do .o . 0 — 0
Z% + m ce Z% + 550)1d(0) 5i+1

Para cancelar algunos factores en el denominador y numerador de la ecuacion anterior, uti-
lizamos la hipétesis

(i—1a &Y g 5

S 5th) ) -2t s+ gk=1)

) . 2 . 1 (0)
parak =1...j, y obtenemos Z(NQ*Z) = (M’ﬁl) (a(lzl) + (;i&) :;(0) por lo cual vale la segunda
1 i+1

afirmacién. O
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6.3. Una solucion no trivial a las ecuaciones no lineales

En esta secciéon utilizamos la Proposicién @ para encontrar una solucién a las ecuaciones
no lineales () y () Notemos que la hipétesis de la Proposicién
(i—1a o6& g 5

=4 ——L
2 5§k)d(lc) 2 5§k_1)d(lc—1)

para k= 1...7, implica que

5§k+1) a 5§k)

g 2 5D ey

y por lo tanto
59“) ad d(j)(;gj)

- + — .
55]) 2 5§J—1)d(j—1)
Para simplificar el problema, tomamos d) = 1 para todo j € Ny. Entonces
55j+1) _a 5%]) _a a 59*1) o E N 551)
(ﬁj) 2 5§j—1) 2 2 5%7—2) 2 5%0) ’
Vimos en la misma proposiciéon que se satisface
sUt) G) (j+1) N2 osMY\ O
Zzl) = id 5 ¢ + i R (N —1i) = < ’L'M ) a(i — 1)+ 5(}]) EO) , (6.3.22)
01 Oy Hi—1 01 Oiy1

entonces para dU) = 1
(3+1) (1)
G+y) _ (.0 O G _ @ 0 <0
o = <Z2 + 50 ) 041 = ((Z +J)2 + 5(0)> ;11
1
1) (1)
i . N 61 . . a 51 (-1
1 1

1) 1)
. oaa 6 a0 (0)
= ((2"‘])2 + 6(0)) (22 + 5(0)> 6@'-‘,-1.
1 1

También tenemos que la segunda ecuaciéon de () se puede reescribir como

( 14 )2 _ i(N — i)
i1 . 260 6@
() <a(7, - 1) + 5510) 5(3—)1
Por lo tanto, si tomamos 5O —1 y dU) = 1, obtenemos

K3

2 . .
it i(N —1i) G+ _ (D s(D) a. <)
= , d; =(=(t+j)+9 R ) , 6.3.23
< i ) (i—1)a + 26 + (2( )+ ) (2 ! ) ( )

donde 5%1) es un parametro libre. Ahora, debemos verificar que con los pardmetros p; y 510 )
definidos como en (), mas las condiciones 6i(0) =1y dU) =1, se satisfacen las hipétesis
del Teorema p.6.
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Proposicién 6.10. Si tomamos 52-( ) = =1, dY) = 1 y definimos 5( _J{U Y (“/Z—tl

(), entonces se satisfacen las ecuaciones no lineales () y (p-1.6).
Demostracién. Tenemos que probar que se satisfacen las ecuaciones () y (), es decir

5i(j+1) sUth

2
) como €en

i+1 a ;
— — ———=——=, 1=1,--- N—-1,
SO O
2 s(i+1) 2 s(j+1)
Hi 0;=1 o B 0; —iacd s 9 ... —
(,Ui—l) 5 ( i ) 59 Srhen 1= A
7 i+1
2 (j+1) 2 <(j+1)
_<PL2) O 4 ), < N > S B )
p) 59 nv-1/ 5

Como en (), tomamos cU) = —#(N 4 1), es decir, en este caso, ¢\¥) = —(L;D. Por lo
tanto

§U+0 <%(z —1+j) 46t >) <%(z — 1)+ 4 >)
N2 gz—1+g—1)+5()) (g(— )+5())
= 23— 1+44)0. (6.3.25)

(6.3.24)

@/—\

[\

Para verificar la primera condicién, tomamos la siguiente diferencia

g

o _ (O, NG A A N € S A N
FORENG) _<2(l 1+)3") <2(Z“)51 ) - 2’
7 i+1
como se queria probar. Por otro lado tenemos
; a(s : (1) a 1)
(MM)Q SO (N i) (3G-1+5+a").. (36— +4")
i) oody -navas) (sa+i-n+elV). . (gi+6)
(N — i)
==
y entonces

(w )25§§”—(m+l>25§j“> (-HN-—itl) iN-@) _2-N-1_, N+l

— _ — = ]— ,

pie1) 9 i 52@1 B 2 2 2 2
2 s(j+1)
(B2 6 . N-1) o N+1
H1 5§j) B 2 2
2 5(j+1) -
KN N1 _ (N 1):N—N+1
UN—1 (5](\;) 2 2

Esto concluye la demostracién de la proposicion. ]
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Por los Teoremas @ y @, los polinomios
80 (@) = (W)L @)W (@), 99 (@) = (W) @) AW (@ - 1),

son polinomios matriciales de grados menores o iguales a dos y uno respectivamente para
todo j. Entonces la familia de pesos {WU )}jzo satisface las hipdtesis del Teorema y por

lo tanto la sucesiéon de polinomios {AP,(Lj )}n21 es una sucesién de polinomios ortogonales
respecto a WU ‘H)(m). Y sabemos por el Teorema @ que S definido por

SDQ(y) = —[AQ(y — (@D (y)* + Qy — 1)(TD (y))*],

es el adjunto del operador A donde hemos dado la expresién explicita de @) y ¥ en el
Teorema [.8. Ademaés, por la Observacién

SWpYY = @, PY)

donde ‘
Gy = cd (SOPTLY) = —((n =)Dy + Ey),

con D, el coeficiente de 22 en (®)(y))* y E, el coeficiente de z en (¥U)(y))*. Para probar
la féormula de Rodrigues , tenemos que probar que las matrices GG,, son inversibles para
todo n. Por el Teorema B.§, el coeficiente de grado dos de ®U) es

(D) = (A7 + 1) (—;A*(A* n I)2> (A 4 TP = A4+ )

el cual es una matriz con entradas no nulas salvo en la primer supra-diagonal. El coeficiente
de orden uno de UU) es

*

(En)* = (A* + 1)~ ((A* + 1)t <J + %A* L4

oA+ 1)—1> + c(j)> (A* + 1)7H!

1. . .
— (A* 4+ DI (OO (A* 4 1),
a
que puede ser escrito como

A*

(Bn)” = (A" + D77 (AT 4+ PP 4 54T T+ D7 (A )

— (A" + I)*J%(TO'))*TUH)(A* + 1),

Por lo tanto el coeficiente de grado uno de ¥\ es una matriz triangular superior. Como
(Dn)* y (Ep)* son matrices triangulares superiores, resulta que G,, = —((n — 1)D,, + E,,) es
una matriz triangular inferior. Para ver que es inversible solo necesitamos verificar que las
entradas diagonales son distintas de cero. Ahora, como D,, tiene ceros en la diagonal, basta
probar que E,, tiene entradas diagonales no nulas. Las entradas diagonales de F,, estan dadas
por

150+

k+cW) — -k
a 5]5:])
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para todo k=1,---, N, lo que por () es igual a

. 1)
N+1 1/a , (1) E—N (55
k—i—f(fk‘—l ) ):7—7—— 0,
SR C Al 5 2 a4 °©
. (1)
para todo k = 1,---,N. Por lo tanto (Gp)kr = — <’“2N -7 - 62) > 0 para todo k =
1,---, N. Asi, G, resulta una matriz inversible para todo n y en consecuencia vale la férmula

de Rodrigues.



APENDICE A

Exponencial y logaritmo matricial

En este apéndice daremos un breve repaso de las funciones exponencial matricial y lo-

garitmo matricial. Para ello, recordemos que dado z € CV, digamos z = [561 To - xn]
la norma de z estd dada por ||z|| = \/2? +--- + 2%. Ahora, dada una matriz A € CN*V
definimos

n

> Akl

k=1

1Al =

Observacion A.1. Si {X,} es una sucesion de matrices, entonces X, — X si solo si
| Xn —X|| = 0. Ademds, si {X,,} es una sucesion de Cauchy, es decir || Xm — Xn|| — 0, existe
X € CVN tal que X, = X.

Definiciéon 10. Sea > ;- X = Xo+X1+ - -, decimos que y_po o Xj, converge siy oo | Xkl <
0.

Definicién 11. Sea X € CN*N definimos la exponencial matricial de X por

exp(X) = ﬁ
k=0

Denotaremos e = exp(X).

X

Proposicion A.2. e* es una serie convergente. Ademds

1. eXe¥Y =Xty 5 XY =Y X.

2. eX es no singular para toda matriz X € CN*NV,

3. %etx = Xe!X.
4. deteX = etr(X),
5. La funcion X — eX es C°.

97
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Definicién 12. Dada X € CN*N | definimos

o0

() = 37 (-1 KD
m=1

Lema A.3. Si || X —I|| <1 entoces log(X) es una serie convergente.
Demostracion. Claramente, ocurre que
X -nm (X =D
[log(X |—HZ m+17|l<27 00

m
m=1

si || X — I|| < 1. Esto comprueba la prueba del lema. O

Lema A.4. Si X — I es una matriz nilpotente, entonces log(X) es una serie convergente.

Demostracion. Por la definicién del logaritmo, tenemos que

o N
(X —-nm (X -nm
1 — m+17 — _qym4+1\A — )
oa(29)= Yo (1t D 5 gy X
m=1 m=1
pues las potencias (X — I)™ con m > N se anulan. O
Proposicién A.5. Dada X € CV*N log(X) — X Ademas si ||eX — I|| < 1 entonces

log(e®) = X.

Demostracion. Supongamos que X es diagonalizable, entonces existen matrices U y D tales
que X = UDU! entonces X — I = UDU' —UU! = UMD — I)U! y por lo tanto

(X =)™ =U(D - I)™U~!. Llamando 21, , zy a los autovalores de X, tenemos
(21 — 1) 0 0
(X-D)"=U 0 (=2 B b 0 UL, (A.0.1)
0 0 1)

entonces, tenemos

o (BT 0 0
. 0 S (1 e 0 U (A02)
0 0 S (— 1y el
en conclusion,
log(z1) 0 0
log(X) =U ? logfzg) ? Ut (A.0.3)
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y asi concluimos que elos(X) = x.

Si X no es diagonalizable, existe una sucesién de matrices diagonalizables { X, } tales que
X,, — X y por lo visto antes €!°8(X») = X, vy como las funciones exponencial y logaritmo son
continuas, e°8(Xn) — elog(X) a4f elos(X) — X para toda matriz X.

La otra afirmacién se demuestra de manera analoga. O
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