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Resumen

En este trabajo estudiamos la geometria del plano hiperbélico siguiendo un esquema
axiomatico similar al de la geometria euclidea. Ambas geometrias coinciden en sus bases,
salvo por reemplazar el Axioma de las paralelas o Postulado V de Euclides. Este cam-
bio genera una geometria muy rica, que abre un nuevo mundo en donde los triangulos
tienen suma de angulos interiores menor que 180°, existen rectas paralelas asintoticas y
hay pentagonos con todos sus angulos rectos. Usamos el modelo del semiplano superior
para desarrollar los elementos basicos: distancia, trigonometria, area y circunferencias. A
lo largo del trabajo, estuvimos guiados por las siguientes preguntas: ;Cudles teoremas
conocidos se siguen cumpliendo? ;Hay resultados completamente diferentes a los de la
geometria euclidea? Para concluir, haremos una breve mencién a los hexaframes, que son
una generalizacion de los hexagonos rectangulares en el espacio hiperbdlico.

Abstract

In the present work we study the hyperbolic plane geometry. We follow an axiomatic
approach, similar to the one used in euclidean geometry. Both geometries share their ba-
ses with the exception of the parallel postulate, also called Euclid’s fifth postulate. This
change generates a really rich geometry. It opens up a world of possibilities, where the
sum of the angles of a triangle is always strictly less than 180°, there exist asymptotic
parallel lines, and there are right-angled pentagons. We use the Poincaré half-plane mo-
del to develop the basic elements in geometry: distance, trigonometry, area and circles.
Throughout this work, the following questions have been guiding us: Which well known
theorems are still true? Is there any result completely different from the ones in euclidean
geometry? To conclude, we will briefly mention the hexaframes, a generalization of the
right-angled hexagons in the hyperbolic space.
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Proélogo

En este trabajo, examinaremos el plano hiperbélico desde sus fundamentos axioma-
ticos, utilizando el modelo del semiplano superior o plano de Poincaré. Estudiaremos
analogias en el plano hiperbélico con algunos teoremas importantes de la geometria eucli-
dea, por ejemplo, los teoremas del seno y del coseno. Luego, avanzaremos hacia el estudio
de objetos propios de la geometria hiperbdlica, los pentagonos y hexagonos rectangulares,
acercandonos, finalmente, a temas actuales de investigacién en el Capitulo 5.

Al comienzo, en el Capitulo 1, daremos un pequeno marco historico y conceptual del
tema del trabajo.

En el Capitulo 2, exhibiremos el modelo del plano hiperbdlico que utilizaremos, el
llamado modelo del semiplano superior, y corroboraremos que efectivamente es un modelo
de geometria hiperbdlica, es decir, que satisface todos los axiomas de la geometria neutra
mas el axioma de las paralelas (version hiperbodlica).

En el Capitulo 3, desarrollaremos algunos teoremas esenciales para entender la geo-
metria hiperbodlica. Esta estructurado en tres ejes centrales: trigonometria, area y circun-
ferencias.

En el Capitulo 4, estudiaremos la trigonometria de algunas figuras singulares: los
poligonos rectangulares. Al no existir cuadrilateros con todos sus angulos rectos en la
geometria hiperbdlica, analizaremos el caso de poligonos rectangulares con al menos cinco
lados, estudiando algunas féormulas trigonométricas y el area de los mismos.

Finalmente, en el Capitulo 5, nos introduciremos a temas de investigacién actuales.
Siguiendo con el andlisis de los pentagonos y hexagonos rectangulares, estudiaremos el
siguiente articulo [Ke] de Rick Kenyon. Concluiremos el trabajo describiendo brevemente
los hexaframes, que seran una generalizacion de los hexagonos rectangulares.






Capitulo 1

Introduccion

1.1. Geometria euclidea

En el siglo IIT a.C., Euclides desarrollé la geometria conocida hasta ese momento en
su libro “Los elementos” de una forma particular: propuso aceptar algunas nociones por
ser intuitivamente ciertas y, a partir de ellas, demostrar los demés resultados.

Los postulados de Los Elementos son:

[. Una linea recta puede ser dibujada uniendo dos puntos cualesquiera.
II. Un segmento de linea recta se puede extender indefinidamente en una linea recta.

IIT. Dado un segmento de linea recta, puede dibujarse una circunferencia de ese radio
con cualquier centro.

IV. Todos los angulos rectos son iguales entre si.

V. Si una recta, al incidir sobre dos rectas, hace los angulos internos del mismo la-
do menores que dos rectos, entonces las dos rectas prolongadas indefinidamente se
encontraran en el lado en el que estan los menores que dos rectos.

Si la obra de Euclides es analizada rigurosamente, se pueden encontrar ejemplos de
razonamientos en los cuales se asumen afirmaciones que no son probadas. Estas afirma-
ciones, si bien pueden parecer obvias, no se deducen de los postulados propuestos por
Euclides (ver por ejemplo [Pe]). La tarea de desarrollar la geometria desde un conjunto de
axiomas y con los estandares modernos de rigor prosper6 durante el final del siglo XIX, lo
que culminé con la obra de Hilbert. Con su libro “Fundamentos de la Geometria” (1899)
[Hi], Hilbert completé el sistema axiomético para la geometria euclidea. Este consistia
en veintiun axiomas (que luego serfan veinte, por ser uno de ellos redundante) organiza-
dos en seis grupos: axiomas de combinacién, orden, paralelas, congruencia, continuidad y
completitud.

En este trabajo, usaremos los grupos de axiomas que se pueden ver en [Dal, por ser los
que se consideran en las materias Geometria [ y II de esta institucién. Estos se dividen
en cinco grupos, de forma similar a la organizaciéon de Hilbert: axiomas de incidencia o
enlace, de orden, de congruencia, de paralelismo y de continuidad.
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1.2. Quinto postulado de Euclides

Muchos tuvieron la intuicién de que el quinto postulado de Euclides podia ser probado
a partir de los anteriores.

Saccheri (1667-1773) traté de probar el quinto postulado, construyendo un cuadrilatero
abed (luego llamado cuadrildtero de Saccheri) con angulos rectos 4a y 4b y segmentos
congruentes ad y be. Facilmente pudo probar que 4c = 4d. Hay, entonces, tres casos:

Hipodtesis de Saccheri del angulo agudo: Los angulos 4c y 4d de un cuadrilatero de
Saccheri son agudos.

Hipodtesis de Saccheri del angulo recto: Los dngulos 4c y 4d de un cuadrilatero de
Saccheri son rectos.

Hipdtesis de Saccheri del angulo obtuso: Los angulos £c y 4d de un cuadrilatero de
Saccheri son obtusos.

Con estas hipotesis, se puede llegar a que la suma de los angulos interiores de un
tridngulo es menor, igual o mayor a dos rectos, respectivamente. Saccheri se convenci6 de
que la primera y la tercera hipétesis conducian a un absurdo y murié sin darse cuenta de
que habia demostrado teoremas de dos geometrias nuevas, como se puede leer en [Be].

El ultimo postulado tiene entonces varias equivalencias, de las cuales una de las mas
conocidas es la siguiente (propuesta por Proclos y luego utilizada por Hilbert):

Axioma de las paralelas: Por un punto exterior a una recta, se puede trazar una tinica
paralela.

Finalmente, la investigacion acerca del rol del postulado de las paralelas en cualquiera
de sus equivalencias llevé a muchos resultados. Se prob6 que la negacion del mismo condu-
cia a resultados que se consideraban absurdos en esa época aunque no eran contradictorios.
No fue sino hasta la mitad del siglo XIX cuando se admitié que estas proposiciones, ob-
tenidas al negar el axioma de las paralelas, eran los primeros teoremas de una nueva y
consistente geometria (ver por ejemplo [Hal).

Con los deméas postulados, se puede probar que, por un punto exterior a una recta,
siempre eriste se puede trazar una recta paralela a la primera. El Axioma de las paralelas
agrega entonces la informacion de que esta paralela debe ser tinica. Si se niega el quinto
postulado de Euclides (pero se siguen asumiendo los demds axiomas) y se decreta que, por
un punto exterior a una recta dada pasan al menos dos rectas paralelas, entonces emerge
la geometria hiperbdlica, la cual constituye el tema principal de este trabajo.

1.3. Modelos de la geometria hiperbélica

Llamaremos axiomas de la geometria hiperbdlica a los axiomas de la geometria euclidea
que describimos en la Seccion 1.1 salvo el axioma de las paralelas, que intercambiaremos
por el siguiente:
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Axioma de las paralelas Dados una recta A y un punto p externo a A, existen al menos
dos rectas paralelas a A por p.

Para estudiar la geometria hiperbdlica, es util usar modelos de la misma. Un modelo
de la geometria hiperbélica es un conjunto concreto al que llamaremos plano, con ciertos
subconjuntos destacados que llamaremos rectas munidas cada una de una relacién que
denotaremos por <, y unas biyecciones distinguidas del plano en si mismo que llamaremos
transformaciones rigidas, en donde estos elementos satisfacen los axiomas correspondien-
tes.

Definicién 1.1 Un modelo de la geometria hiperbolica es una upla (7, R, {<r}rer,), T,
donde: 7 es un conjunto (el plano); R es un conjunto de subconjuntos de 7 (las rectas);
para cada recta R, <p es una relaciéon binaria en R; y 7 es un conjunto de funciones
T : 7 — 7 (las transformaciones rigidas), donde estos conjuntos cumplen todas las pro-
piedades dadas por los axiomas de la geometria hiperbdlica que detallaremos en la Seccion
1.4.

Existen varios modelos de la geometria hiperbdlica. Estos nos permiten mirar la geo-
metria hiperbdlica desde diferentes enfoques y tener, entonces, distintas intuiciones. A
continuaciéon, nombraremos algunos modelos conocidos:

El modelo del semiplano superior o semiplano de Poincaré: El plano es el semi-
plano abierto superior de R? y las rectas son las semicircunferencias o semirrectas
que son perpendiculares al eje z, y cuyo centro u origen, respectivamente, esta en
este eje;

El modelo del disco de Poincaré: El plano es un disco (abierto) y las rectas son los
arcos de circunferencia o cuerdas que son perpendiculares al borde del disco ;

El modelo de Klein El plano es un disco (abierto) y las rectas son las cuerdas;

El modelo de la semiesfera El plano es una semiesfera en R® y las rectas son semi-
circunferencias contenidas en algin plano euclideo perpendicular a la base de la
semiesfera y contenidas en ella;

El modelo del hiperboloide! El plano es una de las hojas de un hiperboloide de dos
hojas en R? y las rectas son las geodésicas.

Hay biyecciones de un modelo a otro que llevan rectas en rectas. Esto permite moverse
entre modelos y combinar las intuiciones dadas por ellos. La relaciéon entre los modelos
mencionados estd muy bien descripta en [CFKP, p.69].

En este trabajo, se estudiara el modelo del semiplano superior. Veremos que, efecti-
vamente, es un modelo de la geometria hiperbdélica; deduciremos una funcién distancia vy,
luego, probaremos algunos teoremas que tienen un analogo en la geometria euclidea.
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1.4. Geometria neutra

La geometria neutra o geometria absoluta es la geometria que cumple con todos los
axiomas de la geometria euclidea salvo el axioma de las paralelas, el cual no se afirma ni
se niega. Es decir, la geometria euclidea y la geometria hiperbdlica son casos particulares
de la geometria neutra.

En [Da], se desarrollan definiciones, teoremas y propiedades mientras los grupos de
axiomas son presentados. Luego, las propiedades o teoremas demostrados alli antes de
mencionar el axioma de paralelismo pertenecen a la geometria neutra y, por lo tanto,
valen para la geometria hiperbdlica. En este trabajo, se usaran definiciones y algunos de
estos teoremas tanto en el contexto hiperbdlico como en el euclideo.

A lo largo de este trabajo, asumiremos conocidas estas nociones. Sin embargo, pre-
sentaremos a continuacion algunos teoremas, definiciones y notaciones de uso recurrente
para que el lector los tenga més presente, a la vez que presentaremos los axiomas sobre
los que trabajaremos luego.

Axiomas de tipo I: incidencia

Al-1 El plano 7 es un conjunto infinito.
AI-2 Las rectas son subconjuntos propios de .

AlI-3 Dados a, b € 7, a # b, existe una tunica recta A tal que a, b € A.

Definicién 1.2 Llamaremos puntos a los elementos del conjunto 7.

NoTAcCION: Dados dos puntos distintos a y b, denotaremos por ab a la tnica recta que
contiene a estos puntos, que existe por el Axioma AI-3.

Axiomas de tipo II: orden

AII-1 Las rectas tienen un orden estricto y total que denotamos <.
AII-2 Dada una recta A, se cumplen:

a) Sipe A, Ir,s € Atales quer <p < s.
b) Sipge A,ptqyp<gq,IreAtalquep <r <g.

Definicién 1.3
e Dados p, q € 7, el segmento de extremos p y q es el conjunto
pq = {r € ™ | r estd entre p y ¢},

donde “estar entre” hace referencia al orden de la recta W, que existe por el Axioma
ATl-1.
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e Dada una recta A y < un orden en A, los subconjuntos {p € Alp < o} U{o} y
{p € A|p>o0}U{o} se denominan semirrectas de origen o; y diremos que una es
la opuesta a la otra.

e Diremos que P C 7 es convero siV a, b € P con a # b se cumple que ab C P.

AII-3 Para toda recta A, se tiene que A° = a U [, donde:

a) « 'y [ son subconjuntos convexos de 7 que llamaremos semiplanos (abiertos).
b) Sip € ay q € §, entonces pq interseca a A.
NOTACION:

e Los semiplanos a y [ del Axioma AII-3 se dicen uno opuesto del otro y lo denota-
remos S =aya=0.

e Andlogamente, denotaremos por @5 a la semirrecta opuesta a ?

e Si A es una recta y p ¢ A, entonces denotaremos por A, al semiplano determi-
nado por A que contiene a p. También usaremos (ab), y (ab), para denotar a los
semiplanos determinados por ab, y %, respectivamente, que contienen al punto p.

Definicién 1.4

e Un dngulo es la unién de dos semirrectas de igual origen, distintas y no opuestas.
El sector angular determinado por {AB es sec{AB = Ag N By.

e Un par semirrecta-semiplano es un par ordenado (A, «) donde A es una semirrecta
y « es uno de los semiplanos determinados por A.
Axiomas de tipo III: rigidez

AIII-1 Toda transformacion rigida es una biyecciéon de m en 7 que lleva semirrectas en
semirrectas.

AIII-2 a) Si T y S son transformaciones rigidas, 7o S también lo es.

b) Si T es una transformacion rigida, su inversa también lo es.

Definicién 1.5 Diremos que dos subconjuntos A y B de 7 son congruentes si existe una
trasformacién rigida 7' tal que T'(A) = B. Lo denotaremos por A = B.

AIIL-3 a) Siab=cdy cd C ab, entonces ab = cd.
b) Si £aob = 4cod y sec(4cod) C sec(£aob), entonces Laob = Lcod.

AITT-4 Dados dos pares semirrecta-semiplano (A, «), (B, ), existe una tnica transforma-
ciéon rigida T tal que T'(A, ) = (B, B).
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Axiomas de tipo V
AV-1 (Arquimedianidad) Dados aby cd, In € N : n - ab > cd

AV-2 (de Completitud) Dada una sucesion de segmentos {a,by, fnew, 81 ani16n11 C anb, Vn €
N, entonces N> ,a,b, # ()

OBSERVACION: Antes de este tltimo grupo de axiomas, las rectas podian tener “huecos”,
de aqui la importancia del Axioma de completitud.

Recordemos que la geometria neutra no acepta ni niega el Axioma de las paralelas,
por lo que no hay aqui un grupo de axiomas de tipo IV. De todas maneras, es importante
aclarar aqui cual es la definicién de rectas paralelas que se utiliza.

Definicién 1.6 Dos rectas A y B se dicen paralelas si A= B o AN B = ().

Como dijimos antes, se pueden probar muchos teoremas sin hacer uso del Axioma de
las paralelas, es decir, teoremas de la geometria neutra. A continuaciéon, nombraremos
algunos teoremas que seran de utilidad luego.

Definicién 1.7 Dados ab v cd, decimos que ab es menor que cd si existe p € cd tal que
ab = ¢p y lo denotamos ab < cd.

Ademas, se puede definir una relaciéon de orden entre angulos, una suma de angulos, y
también una suma de segmentos. Todas estas relaciones y operaciones estan bien definidas
tomando las clases de congruencia (con la relacién =) de dngulos y de segmentos, y se
cumplen las propiedades naturales que se esperaria que una relaciéon llamada “menor” y
una operacion llamada “suma” cumplan. Usaremos frecuentemente el siguiente teorema,
que tiene relacién con estas nociones.

Teorema 1.8 En un tridngulo Aabc, se cumple que: a mayor lado, se opone mayor
angulo; y viceversa.

Teorema 1.9 En un tridngulo Nabe, se cumple que la suma de sus dngulos interiores es
menor o igual a un dngulo llano.

También se cumplen todos los criterios de congruencia de tridangulos conocidos, y se
agrega uno mas, el criterio “angulo-dngulo-lado” (que en geometria euclidea es equivalente
al criterio ALA):

Teorema 1.10 (Criterio AAL) -
Sean Nabe y Ad'b'c dos tridngulos tales que 4La = 4a’, <b= &b y bc = b'c’. Entonces,
vale que Nabc = Ad'b'c .



Capitulo 2

Fundamentos de la geometria
hiperbdlica

En este capitulo, exhibiremos el modelo del plano hiperbélico llamado modelo del
semiplano superior y corroboraremos que efectivamente es un modelo de geometria hi-
perbdlica, es decir, que satisface todos los axiomas de la geometria neutra méas el axioma
de las paralelas (versién hiperbdlica).

2.1. Axiomas de incidencia y orden

Presentamos a continuacién el modelo del semiplano superior. El plano sera el conjunto
m={(z,y) €eR?|y > 0}.

En el primer grupo de axiomas, los Axiomas de Incidencia, se mencionan a los sub-
conjuntos llamados rectas. Debemos especificar entonces cudles subconjuntos de 7 serdn
considerados rectas hiperbélicas. El conjunto de rectas sera R = R; U Rs, con

Ri1 = {7 N R | R es recta vertical en R*}, y

Ry = {mNC | C es una circunferencia de R? de centro (x9,0), 7o € R}.
NOTACION:

e Denotaremos por R, a la recta hiperbdlica perteneciente a Ry cuyo origen, vista
como semirrecta de R?, es (z,0), para cualquier z € R. Denotaremos R, , a la recta
hiperbélica perteneciente a R, que, vista como semicircunferencias en R?, tiene
centro (x,0) y radio .

e En el contexto del modelo del semiplano superior, llamaremos R a la recta euclidea
{(z,0) | € R}. A sus puntos los denotaremos por x o (x,0), indistintamente.
Recordemos que RN = (.

Veamos que este modelo cumple los Axiomas de Incidencia.
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Axiomas de incidencia

AI-1 El plano 7 es un conjunto infinito cuyos elementos se llaman puntos.
AlI-2 Las rectas son subconjuntos propios de .

—
AI-3 Dados a, b € 7, a # b, existe una unica recta A tal que a, b € A. La denotamos ab.

Demostraciéon: Claramente el modelo del semiplano superior cumple los primeros dos
axiomas. Verifiquemos el tercero.
Sean a = (a, as), b = (b1, be) € 7.

e Si a; = by, la recta hiperbodlica R,, contiene a los puntos a y b, y claramente es la
unica recta en R que cumple esto. Ademas, si existiera una recta hiperbédlica en R
que contuviese a los puntos a y b, su centro como semicircunferencia de R? estarfa
en la mediatriz de ab intersecciéon R, pero esta mediatriz es paralela a R. Absurdo.

e Si ay # by, es claro que no existe recta en Ry que pase por a y b. Por otro lado, la
mediatriz (euclidea) de ab corta a R en un punto zy = (zo,0). Si llamamos r a la
longitud de azg, entonces R, , contiene a los puntos a y b. La unicidad es evidente.

Luego, dados dos puntos, existe una tnica recta que pasa por ellos. [ |

NOTACION: Para no confundirnos entre los objetos geométricos euclideos y sus corres-
pondientes en el modelo del semiplano superior del plano hiperbélico, destacaremos a los
objetos geométricos euclideos con un subrayado de puntos. Por ejemplo:

e denotamos por ab a la unica recta euclidea que pasa por a y b,

—
e denotamos por ab a la tnica recta hiperbdlica que pasa por a y b,

e recta serd una recta euclidea, y

e recta (sin subrayar) serd una recta del plano hiperbdlico.

— laP—ppP
~ 2(a1—b1)"

—
Lema 2.1 Sean a, b € w tales que a; # by. Entonces, ab = R, ,, donde o

debe satisfacer que (0,0) € M. Luego, tenemos que
(0—b1)* +(0—b2)* = (0—a1)* + (0 — as)?,
0? — 20by + b2 + b2 = 0* — 20a; + a® + a?.

|al®—b]>
2((11—1)1) )

Despejando o, obtenemos o = como queriamos. [ |

OBSERVACION: También se puede calcular el radio r. Por Teorema de Pitdgoras, se obtiene
que r* = (0 — ay)? + a3. No colocamos esto en el teorema anterior porque no lo usaremos
en el trabajo, debido a que la expresién incluye un r2 (o bien, r es igual a la raiz cuadrada
de una expresién) y esto se vuelve muy engorroso en otros contextos.



Axiomas de incidencia y orden 21

Axiomas de orden

AII-1 Las rectas tienen un orden estricto y total que denotamos <.
AII-2 Dada una recta A, se cumplen:

a) Sipe A, Ir,s € Atalesquer <p<s.
b) Sip,g€ A, conp#qyp<q,entonces 7 € A tal que p <r <q.

AII-3 Para toda recta A, se tiene que A¢ = o U 3, donde:

a) «y [ son subconjuntos convexos de m que llamaremos semiplanos.

b) Sip € ay q € [, entonces pqg interseca a A.

Demostracion:

AIl-1 Sea A una recta.

e Si A€ Ry, A= R, para algun z. Definimos (z,a) < (x,b) en Asi a < b con el
orden usual de R.

e Si A € Ry, definimos (a,az) < (by,bs) en A si a; < by en R.
Es facil ver que estas relaciones son un orden estricto y total.
AII-2 El orden recién definido hereda estas propiedades del orden de R.

AlI-3 a) Dividimos en dos casos:

Caso 1: Si A € Ry, con A = R,, veamos que los subconjuntos « = {p =
(p1,p2) Em:pr>aty f={p=(p1,p2) €7 :p1 < x} son convexos.
Sean a,b € a.
— —
e Siab € Ry, a1 =b; =y > x, por lo que ab C a.
s _
e Siab e Royc€abcona<b entoncesa <c<byzxr<a <c <b.
Luego, c € a.
El caso del semiplano 3 es analogo.
Caso 2: Si A € Ry, con A = R,,, definimos los semiplanos o = {(p1,p2) :
(=02 +p3<r’tyB={(p1p2): (p1 —0)*+p5 >’}
Sean a,b € a 'y ¢ € ab. Supongamos a < ¢ < b.
— — _
e Si ab € Ry, |oc¢| < |ob| y, como |ob| < r, obtenemos ¢ € a.

como podemos observar en la Figura 2.1, tenemos que

Loac < Lo ac = Lo'ca < Loca.

Como se cumple que, en un triangulo, a mayor angulo se opone mayor
lado, en Aaoc se tiene que |[oa| > |o¢| y, como |oa| < r, obtenemos que

c € Q.
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El caso de o € (d'c), y el caso del semiplano f es andlogo.

Completaremos ahora la demostracion de AlIl-3 usando este lema:

AIl-3 b) Caso 1: A € R;. En este caso, existe z € R tal que A = R,. Si py q estan en
distintos semiplanos respecto a A, ﬁ € Rs. Supongamos p < q. Sean o, r

interseca a C,, en a = (a1, as) con = a;. Luego, p1 < a; < ¢1 y, por lo
tanto, a € pq.

Caso 2: A € Ry Si ﬁ € R4, A interseca a pg por la misma razén que
en el caso anterior. Si ¢ € R, es claro que P¢ interseca a A en algin

punto a. Puede ser que ¢ € pa, p € ag o a € pq. Por el Lema 2.2, como
op < 0a < 04, la unica posibilidad es que a € pq.

2.2. Axiomas de rigidez: Las tranformaciones rigidas

En esta seccién, cobran especial relevancia los llamados pares semirrecta-semiplano.
Recordemos que (A, «) es un par semirrecta-semiplano si A es una semirrecta y «v es un se-
miplano respecto a A. Ademas de los puntos, segmentos, semirrectas, rectas y semiplanos,
un concepto esencial para la geometria es el de transformacion rigida. Las transformacio-
nes rigidas son movimientos del plano que llevan un objeto geométrico a otro del mismo
tipo. Estan descriptas por el siguiente conjunto de axiomas, llamados Axiomas de Rigidez.
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Axiomas de rigidez

AIII-1 Toda transformacion rigida es una biyecciéon de m en 7 que lleva semirrectas en
semirrectas.

AIIl-2 a

Si T y S son transformaciones rigidas, 7' o S también lo es.

b) Si T es una transformacion rigida, su inversa también lo es.

AlILl-3 a) Siab=cdy cd C ab, entonces ab = cd.

b) Si Laob = 4cod y sec(4cod) C sec(Laob), entonces Laob = £cod.

AIIl-4 Dados dos pares de semirrecta-semiplano (A, «), (B, 3), existe una unica transfor-
macién rigida T" tal que T(A, ) = (B, ).

Es claro que para probar que el modelo del semiplano superior cumple con estos
axiomas debemos explicitar el conjunto 7T de transformaciones rigidas. Creemos natural

ser éstas rectas distinguidas, es decir, deberia haber trasnformaciones similiares para las
rectas en Ro. Asi es como aparecen las inversiones o reflexiones por una circunferencial.

La inversion respecto a una circunferencia (recta en Rq) es andloga en muchos aspectos
a la simetria central respecto a una recta en R;.

NOTACION:

e Si A € Ry, denotaremos por S4 a la simetria axial respecto a A restringida a 7.

Dada A € R, diremos que Sy es la simetria axial respecto a A. Notemos que S4(A, a) =
(A, &), sin importar si A € R; 0 A € Rs.

Definicién 2.3 Si 71 = {Sa: A€ R} y T2 = {Sa: A € Ry}, denotaremos por 7T al
grupo (con la operacién composicién) generado por 71 U Ts.

Proponemos 7 como el grupo de tranformaciones rigidas en m. Veremos, a lo largo de
esta seccion, que se satisfacen los axiomas de rigidez, comenzando por lo primeros dos.

Demostraciéon:

AIII-1 Se deduce facilmente de las propiedades de la simetria axial y de la inversion. Como
T esta generado por estas transformaciones, todas son biyecciones y llevan semi-
rrectas en semirrectas.

TLa denominacién “reflexién por una circunferencia” se extrajo de [Ya], que da un curioso argumento
de por qué las inversiones deberian ser llamadas asi. Esta y muchas otras propiedades de las inversiones
se analizan en este libro.
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AIII-2 Este axioma afirma que el conjunto de las transformaciones rigidas junto con la
composicion es un grupo. Esto es evidente por como definimos 7T .

Para probar que valen los demas axiomas, debemos estudiar mejor cudl es este grupo
de transformaciones rigidas.

Algunas transformaciones rigidas y su efecto en un par semirrecta-
semiplano

A continuacién, se mostrard en las Figuras 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6, el efecto sobre el
par (A, «) de algunas funciones que estan en 7. Consideramos A la semirrecta de origen
i =(0,1) que pasa por 2i = (0,2) y o = {(p1,p2) € 7 | p1 < 0}.

En la Figura 2.2, la transformacion es la simetria axial S4. Notemos que Sa(A, ) =

como se muestra en la Figura 2.4. Ademads, si B = Ry, entonces Sp(i) = r%. Luego,
variando r podemos llevar A a una semirrecta de origen (0, y), para cualquier y > 0, como
ilustra la Figura 2.5.

Por tltimo, si B = R,,, entonces Sp(i) = a, con |oal|oi| = r?. Luego, variando r

y o podemos llevar la semirrecta a A a una semirrecta de origen a, como se puede ver
en la Figura 2.6. Dado a € 7, determinamos o mirando la intersecciéon de az con Ry

fijamos r para que se cumpla [oa||oi| = r%. Notemos que, si 0 # 0, Sg(A) es una semirrecta,

contenida en una recta de Rs.

Figura 2.2: S4(A, a) = (A, &).
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Figura 2.3: T" es una traslacién horizontal.
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(b) I(A,a) = (4,a)

Figura 2.4: I es una inversion por la circunferencia de linea de puntos.
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Figura 2.5: I es una inversién por la circunferencia de linea de puntos.
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- -

-2

(a) (4,a)

ofF=-===

(b) I(4, q)

Figura 2.6: I es una inversién por la circunferencia de linea de puntos.

OBSERVACION: Con una composicién de las transformaciones que se mostraron en las
figuras 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6 se puede llevar cualquier semirrecta contenida en una recta
de R a cualquier otra de este tipo. Ademads, la transformacion de la Figura 2.6 y su
inversa relacionan las semirrectas contenidas en rectas de Ry con las contenidas en las de

R1. De esto, se deduce la Proposicion 2.4.

Proposiciéon 2.4 Dados dos pares de semirrecta-semiplano (A, «), (B, ), existe una

transformacion rigida T tal que T(A, ) = (B, ).

Una forma de entender mejor cudl es el grupo de tranformaciones rigidas es dar una
parametrizacion del mismo. Para esto, escribiremos las transformaciones en coordenadas.
Daremos a continuacion una lista con algunas transformaciones rigidas escritas en

coordenadas. En todos los casos, z es una variable compleja en 7.

Lema 2.5 (Transformaciones rigidas en coordenadas)
Valen las siguientes afirmaciones:

a) SiA=R, € Ry, Sa(z) =2a—Z2, a € R.
b) SiA=R,, € Ra, SA(z):;%OjLo, con o, r € R.

c) f(2)

d) g(z) = kz es transformacion rigida para todo k € R.

IS =l

es transformacion rigida para todo k € Ryy.

e) —% es también transformacion rigida.

f) h(z) =z + b es transformacion rigida para todo b € R.
Demostracion:

a) Es evidente de la definicién de S4.

b) Idem.

c) Sale de usar el inciso anterior, con 0o =0y r? = k.
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d) Componiendo dos funciones del inciso anterior, g y %, obtenemos que ¢(z) = kz es

transformacion rigida para todo k € RT.

e) Componiendo las funciones % y —Zz, obtenemos que —i es también transformacion
rigida.

f) Componiendo dos funciones del inciso a), 2a — z y 2 (a + g) — Z, obtenemos que
h(z) = z + b es transformacion rigida para todo b € R.

Definicién 2.6 Definimos los siguientes conjuntos:

° T+:{f:7r—>7r]f(z):‘cl§jf§, con a, b, ¢, d € R, ad — bc > 0},

e T-={f:m—m|f(z) =% cona,b, c deER,ad—bc <0},

cz+d?

e T=TTUT" .
Lema 2.7 Sean T y T los conjuntos de las Definiciones 2.6 y 2.3, respectivamente. En-
tonces, TC T.

Demostracion:
Veremos que T" C 7 y T~ C 7.

e SeaT € T*. Entonces T'(z) = 228 con A, B, C, D € Ry AD — BC > 0. Podemos

~ Cz+D
asumir C' > 0. Si no, cambiamos por T'(z) = %.

¢ Supongamos C' = 0. Escribimos T(z) = A’z + B’, con A’ = %, B = % Como
AD — BC >0, AD > 0y A’ > 0. Entonces, componiendo funciones que ya
sabemos que estan en 7 por el Lema 2.5, obtenemos

zri)A’zrf—)>A'z+B’,

porloque T € T.

¢ Supongamos ahora C' > 0. Definimos a = C, b = D, ¢ = %,k = —-B+ %.
Como kC = AD — BC > 0y C > 0, tenemos que k, a > 0, lo que permite
hacer la siguiente composicién de funciones en 7T

¢ k a —k —k
PRI VNE LI L. N -2 2R + ¢,
az+b az+b az+b
por lo que la funcién f(z) = a;fb + cestd en 7. Ahora,
—k —k+caz+bc Az+ B
+c= = =T(z),
az+b az +b Cz+D

y, por lo tanto, T € T.



28 Fundamentos de la geometria hiperbolica

e Sea T € T~. Luego, T'(z) = éig con AD — BC < 0. Procederemos andlogamente
al caso anterior.

¢ SiC =0,,AD <0y T(z) = Az+ B, con A = % >0y B = %. Luego,
2+ —Z+— —(—=A")z — A'Z+ B’ muestra que T es composicién de funciones
en 7T, porloqueT €T.

¢ SiC >0, definimosa=C,b=D, c= %, k=DB-— %A y, como antes, tenemos
que a > 0y k > 0. Componiendo funciones en 7, obtenemos

k
|__>
az+b a2+b+c

Zr—az+— az +br—

Az
Como £ +c=5248 =T(z), TeT.

Definicién 2.8 Sean a, b, ¢, d € R y z € C. Definimos la operaciéon - de la siguiente

manera;
a b L az+b
c d ez +4d

Esto define una accién - : GL(2,R) x C — C, ya que

1240
0z+1

o [ .z= = z para todo z € C.

o SeanA:(gZ)yB:($§>.

Entonces,
alZtd 4 p
A-(B.2) = —rzts _ ~
( ) c%+d
_apz+aq+brz+ bs rz+s
rz+s cpz + cq+ drz + sd

_ (ap+br)z + (aq + bs)
(ep+dr)z + (cqg + ds)
ap + br aq—l—bs) L

cp+dr cq+ ds

()

= (AB) - z.

Lema 2.9 Sean T y T los conjuntos de las Definiciones 2.6 y 2.3 respectivamente. En-
tonces, T C T.

Demostracion:
Basta ver que 71 U7 C T y que T es cerrado por composiciones.
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e Sea T € Ty. Entonces T'(z) = ;—ja + 0, donde r, 0 € R. Reacomodando, se obtiene
que T(z) = 2= Ademds, o(—0) — (r2 — 0?) = —r2 < 0 .. T € T~.

zZ—o

e Sea T € T;. Entonces T'(z) = 2a — z, a € R. Luego, T(z) = _052121“ y, como (—1) —

0(2a) = —1 < 0, obtenemos que 7' € T~. Con esto, concluimos que 7; U 75 C T.

e Veamos ahora que T es cerrado por la composicion.

Notar que, si llamamos Conj a la funcién tal que Conj(z) = Zz, e identificamos a las
matrices A en GL(2,R) con la funcién -(A, *), se cumple que Conjo A = A o Conj,
para toda A € GL(2,R). De esta manera, T* = {4 € GL(2,R) : det(4A) > 0y
T~ ={AoConj: A€ GL(2,R), det(A) < 0}.

Luego, si T € T, T = Ao Conj*, donde el signo de det(A) es (—1)*. Ahora, conside-
ramos otro elemento de T, U. Entonces, U = B o Conj', con B € GL(2,R). Veamos
que ToU €T.

T oU = Ao Conj* o BoConj' = (AB) o Conj*™ =
y, como el signo de det(AB) es (—1)**! obtenemos que T o U € T.
|

De los lemas 2.7 y 2.9, obtenemos que T = 7T, es decir, ahora tenemos otra manera
de describir el grupo de transformaciones rigidas. Con esto, probaremos el ultimo de los
Axiomas de Rigidez.

Axiomas de rigidez

AIIl-4 Dados dos pares de semirrecta-semiplano (A, «), (B, [3), existe una unica transfor-
macion rigida T tal que T(A, o) = (B, B).

Demostracion:

Por la Proposicion 2.4, ya sabemos que existe tal transformacion rigida. Si hubiera
dos, T 'y U, entonces T~' o U(A,a) = (4,a). Es asi que podemos asumir que (A,«a) =
(B, ). Ademaés, si V' es una transformacién rigida tal que V(A,«a) = (C,7), Vo T o
V=HC,~) = (C,v). Por lo que podemos suponer que (A, a) es un par semirrecta-semiplano
en particular.

De esta manera, solo basta probar que la identidad es la tinica transformacion rigida
que lleva (A, a) en si mismo, donde A es la semirrecta de origen i que pasa por 2i, y
donde « es el semiplano {(z,y) € m: > 0}. Sea T' € T tal que T(A,a) = (A, ). Hay
dos casos, dependiendo desiT € Tt o T € T™.

Caso 1: T(z) = £

Como T'(i) = i, tenemos que ai +b = (ci +d)i = di — ¢, por loque d =a 'y ¢ = —b.

Luego, T'(z) = % Ademas, T debe llevar Ry a si misma, es decir T'(t7) debe ser
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imaginario puro para todo t > 0. Calculamos 7'(ti):

() = —a;;iba
 (ati +b)(a + bti)
"~ (a — bti)(a + bti)
_aPti — abt® 4 ba + bt
B a? + bt?
(ba — abt?) + it(a® + b?)
a2 + b2

Como T(ti) debe ser imaginario puro, ba — abt?> = 0 = ab(1 — t*) para todo t > 0.
Luego, a=000=0.
e Sia=0,T(z) = 2 = —L. Pero entonces T(2i) = i ¢ A. Absurdo.

e Sib=0,T(z) =zy T =id, como queriamos.

Caso 2: T(z) = %t

Anélogamente al caso anterior, (i) =i = —ai+ b = i(—ci + d) = di + ¢, por

lo que d = —a, ¢ =b, y T(z) = 222, De la misma manera que en el caso anterior,
calculamos ahora T'(ti):
—ati + b
T(t) = ———
(t) —bti — a

_ (ati —b)(a — bti)

~ (a+bti)(a — bti)

_ (abt* — ab) + it(a® + b?)
B a® + b2t? '

Como T'(ti) debe ser imaginario puro, abt? — ab = 0 para todo ¢t > 0. Al igual que
en el caso anterior, debe ser a =0 0 b = 0.

e Sia=0,T(z) =1y T(2)=—2%i ¢nm. Absurdo.

z

e Sib=0,T(2)=—-2zyT(1l) =—1¢ a. Absurdo.
Entonces la tinica posibilidad es T =Id. [ |

Nos queda un solo axioma a probar y, para su demostracion, necesitaremos primero
la siguiente definicion.

Definicién 2.10 En R? se define el d4ngulo entre dos circunferencias o entre una cir-
cunferencia y una recta secantes en o como el angulo definido por las tangentes a las
circunferencias en el punto o o por la tangente a la circunferencia y la recta, respectiva-
mente.

OBSERVACION: Las simetrias axiales y las inversiones preservan angulos entre dos
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AII-3 a) Siab=cdy cd C ab, entonces ab = cd.

b) Si 4aob = 4cod y sec(4cod) C sec(£aob), entonces Laob = Lcod.

Demostracién:

a) Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que a, b, ¢, y d estan en la recta Ry y,

alin més, que a = i y a < b. Como ab = cd, también podemos asumir (renombrando
los puntos si fuera necesario), que existe 7' € T tal que T'(a) = ¢y T'(b) = d . Notemos
que, como cd C ab, tenemos que a < c < by a < d <b.

—
Como T'(ab) = g, T(Ry) = Ry. Veamos cudles transformaciones preservan esta recta.
Si T'(z) = 2255 con AD — BC >0,

 Azi+ B (Azi+ B)(—Cxi+ D)

T'(x1) = =
(i) Cri+ D |Cxi 4+ D|?

Luego, Re(T'(xi)) = 0 para todo x > 0 <= Re((Azi + B)(—Czi+ D)) = 0Vx >
0 <= BD + ACx? = 0Vx > 0. Por lo tanto, BD = AC = 0.

Como A y B no pueden ser nulos a la vez, y lo mismo ocurre con C'y D, se obtiene
que: o bien A =0y D =0, 0 bien C =0y B = 0. Lo mismo pasa si T(z) = égig.
Luego, T' debe ser la forma: 1) T'(z) = £; 2) T(z) = £; 3) T(2) = kz; 4) T(2) = kz,
con k € R.

Sean V', ¢ y d’ tales que b = Vi, c = /i, d = d'i. Entonces, 1 < <V y1l<d <V.
Sabemos, ademds, que T'(a) = cy T'(b) = d.

1) Si T(z) = f, % =iy % = d'i. Luego, k = —¢ = —Ud pero d <V < ¥d.
Absurdo.
2) Andlogo al anterior.

3) SiT(z) =kz, ki=_ciykbi=di Luego, k= yk't) =d. Porlotanto, k =c > 1
pero también, como b’ > d' = kb/, tenemos que k < 1. Absurdo.

4) Anélogo al anterior.

Luego, debe ser ab = cd, como queriamos.

Comp_}&aob = «cod, existe T' € T tal que T'(£aob) = 4cod. Sean @', I/, ¢, d’ puntos tales
que oa’ es tangente a la recta %3 (si %8 € Ry, tomamos o’ € %), ob’ es tangente a %
como se puede ver en las Figuras 2.7 y 2.8, y lo correpondiente con ¢’ y d’. Entonces, por

a’ en el mismo semiplano que a respecto a % y lo analogo con los demas puntos.

De esta manera, es claro que sec(£aob) 2O sec(4cod) <= sec(sa'ol’) D sec(4cod').
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Figura 2.8: Angulo

lo tanto, A = bd = B¢ vy, entonces, oG = o¢.

2.3. La distancia hiperbélica

Notemos que dos segmentos que son congruentes, pueden no serlo respecto a las trans-
formaciones rigidas hiperbélicas y viceversa, como se puede ver en la Figura 2.9. En esta
secciéon, buscaremos una funcién distancia d : m X 7 — R, que sea positiva y simétrica.
Para esto, necesitamos entender como lucen en nuestro modelo segmentos congruentes

entre si.

Construccion geométrica del punto medio

Sean a, b € 7. Buscamos ¢ € ab tal que @c = cb.
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Figura 2.9: Algunos segmentos congruentes a AB.

< <
e Si ab € R4, entonces ab = R, para algin o € R. Construimos la circunferencia de

la Figura 2.10. Si A = R, 55, Sa(c) = cy Sa(a) = b, pues por potencia del punto o,

se cumple [oal|ob| = |op|? = |oc|?. Luego, ac = cb.
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1 \
f v
P 1
f 1

o 1

Figura 2.10: ¢ es el punto medio de ab.

L
e Si ab € Ry, tenemos dos casos.
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— _
¢ Supongamos que ab es paralela a R y sea ¢ el punto medio de ab, es decir, la

Sic=(c1,c) y A= R, entonces Sa(a) =by S,(c) = ¢, por lo que ac = cb.

O

[ S —

[2)
N

Figura 2.11: ¢ es el punto medio de ab.

. AN <~ <~
¢ Supongamos que existe o € RN ab. Sea c en ab tal que oc es tangente a ab),

como se puede ver en la Figura 2.12. Si A = Ry5, Sa(c) = ¢y Sa(a) = b pues,
por potencia desde el punto o, |oa||ob| = |oc|?. Luego, ac = cb.

[o]

Figura 2.12: ¢ es el punto medio de ab.

La construccion geométrica del punto medio de un segmento nos ayudard a entender
una idea mas general, la de encontrar un segmento que sea r veces otro dado, con r algiin
numero racional.

Entendiendo r - ab

Paso 1: r=n & N.

Sean yp = (0,1) =i e y; = (0,2) = 2i. Para cada m € N, buscamos y,, € Yoyi tal
que YolYm = 1M - YoY1-

Lema 2.11 y,,, = 2™ Vm € N.

Demostracion:
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Por induccién en m. Si m = 1, y; = 2i = 2! y vale la afirmacién. Ahora, su-
pongamos que vale para m y m — 1. Sean o = (0,0) y A = R, 5. Entonces,
tenemos que S4(Ym) = Ym ¥ Sa(Ym-1) = Yms1 (POTqUE Y 1Um = UmUm+1)- Luego,
|0Ym 1 [0Ums1| = [0Um|? v, entonces, 2™ [0y, 1| = 2*™, por lo que Y41 = 2™ iy

la afirmaciéon vale para m + 1. [

OBSERVACION: Si yg = 7 e y; = xi, con * € Ryg, tendriamos, anilogamente,
yr = 2% Yk € N.

Paso 2: r:%, n € N.
Si a =1y b= 2i, buscamos z, € ab tal que az, = %%.

Observar que @z, = *ab <= naz, = ab. Escribiendo z, = /i, por el paso anterior
n _
tenemos que, si y, = "4, se cumple y,a = naz,. Queremos que ay, = ab, por lo

(z
que y, = by (z)" = 2.

n)
L

1 1.
uego, 2z, = 2n y z, = 2ni.

, . . . , 1.
OBSERVACION: Sia =1 y b= 21, con x € Ry, obtendriamos que z,, = x=»i Vn € N.

Paso 3: r=" conm, n € N.

Sia =iyb =2 queremos encontrar ¢, tal que ac,, = Zab, donde 2ab =
m(Lab).

. . 1. —
Usando lo realizado en el paso anterior, sabemos que ¢, = 2n1, ya que %ab = acCy -
) i =
Ademas, usando el paso 1, obtenemos que ¢,,,, = (27)™i, ya que m(%ab) = UCrm.n-
m .
Luego, ¢y = 24,

OBSERVACION: Sia =iy b= xi, con x € Ry, se tiene que ¢, , = w1 Vm, n € N.

Deduccion de la funcion distancia

Buscamos una funcién continua d : 7 X 7 — R tal que

(
(
3. d(a,b) = d(b,a), Ya, b €
(a,¢) + d(c,b) = d(a,b), si ¢ € ab;
(

a,b) =d(a,lV) < ab=d'l.

Al igual que en el plano euclideo, para hablar de distancia o longitud debemos fijar un
segmento unidad, es decir, de longitud 1. Por ahora, tomaremos como segmento unidad
el de extremos i y 21.
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e Distancia dentro de rectas en Ry:

Supongamos que existe tal d, y sea g : R.g — R dada por g(a) = d(ai,i). Asumi-
remos d(i,2i) = 1. Luego, g(2) = 1. Ademas, si d satisface las propiedades 4 y 5,
debe ser g(2%) = = ¥m, n € N. Por lo tanto, si queremos g continua, debe ser
g(x) =logyx Vo € Ryy. Luego, d(ai,i) = log, a.
Ademés, si a, b € Ryg y a < b, d(ai,bi) = d(i,bi) — d(i,ai) = logy b — log, a, por lo
que d(ai, bi) = log, 2. Si a > b, d(ai, bi) = log,(%) = —log,(%). Luego,

- b

d(ai, bi) = |log, ‘
a

Por otro lado, sean a, a’, b, b’ € wtalesquea =x+ci,b=x+di,d =2’ +ciy
b =2 +di,conc, d€Ryoyx, ¥ €R. Entonces, ab = a’l/ pues z — z + (2/ — x)
es transformacion rigida. Luego, si existe tal funcién d,

log, <z>| (2.1)

—
Sean a, b tal que ab € Rq, con a = (ay,as) y b = (b1,be). Sean o, r € R tales que

d(x + ai,z + bi) = d(ai,bi) =

o Distancia dentro de rectas en Ry:

—
ab = R,,. Supongamos que b > a, es decir b; > a;.

Sea ¢ = 0o — r, como se puede ver en la Figura 2.13.

Figura 2.13: S(ab) = a'b.

Consideramos A = R, y T = Sa. Entonces T'(ab) = /b con a} = by por las

b — 2
a'zT(a)z'_ d +c
a—c
|b—cf?
:|a_c|2(a—c)—|—c,y
/ |b—C|2
ay = as.
27 Jla—¢2™
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Ademas, afy > by, pues Z es interior a £aco.

Luego, d(a,b) = d(da’,b) = log, (Z—?) = log, (bﬂa_c‘z). Y, en general, tenemos que

az|b—c|?

as|b — c|?
d(a,b) = |1 — . 2.2
(aa ) Og? <b2|a—C|2 ( )

o [ormula general de d(a,b):

Queremos una expresion general para d(a,b), sin distinguir los casos en los que

< <

ab € Ry o ab € Ry. Ademds, la Férmula (2.2) estd en términos de a, b, ¢; y ¢
depende a su vez de a y b. Llegaremos a que la Férmula (2.2) es equivalente a la
siguiente, que esta solo en términos de a y b:

\a—l_)\—ir\a—b\
|a—5|—]a—b| '

d(a,b) = log, ( (2.3)

<(1]>BSERVACIéN: Notar que la Férmula (2.3) generaliza a la Férmula (2.1). Es decir, si
ab € Ry, d(a,b) = log, (%) = ‘log2 (Z—i)’ En efecto:

Sia;=b = |a—0b = \/(ag + b3)? = |ag + bs| ¥ |a — b| = |ag — b

e Si by > as, by —as > 0. Luego, tenemos que

]a—B[—i—]a—b[ _a2+b2+b2—a2_@

|a—l§|—|a—b|_a2+62—b2+ag as

I

como queriamos.
e El caso by < as es andlogo.
Teorema 2.12 Si d(i,2i) = 1, Ya, b € w, tenemos que

la — b + |a — b
]a—6|—|a—b\ '

d(a,b) = log, (

Demostracion: PN

En la observacion anterior, vimos que vale para el caso ab € R,. Veamos ahora que,
si % € Ry, también vale la Férmula (2.3). Supondremos que a < b, por lo que a; < by.
El otro caso es analogo.

Nota: Todos los objetos geométricos mencionados en esta demostracion son los eu-
clideos. No usaremos la notacién del subrayado punteado para no entorpecer la lectura.

Mostraremos que, en el caso de a < b, 222"2:2:2 = }Z:gtljigl, de lo que se sigue el
resultado.

Sea C la circunferencia que pasa por a, by ¢. Sean ¢’ = a, b = b, o = Lacd' y
B = «beb’. Notemos que |ac| = |a’c| y |bc| = |[bc|. Ademds, por arco capaz, tenemos que

ableb = 3 = &baby Laba’ = 180° — a = 180° — Laca’, como se puede ver en la Figura 2.14.
Como abl'a’ es un trapecio isosceles, tenemos que |ab| = |a'V/| y |abl/| = |ab|.
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b!

L]

a

Figura 2.14: 4aba’ = 180° — o = 180° — Zaca’.

e Consideramos Abct’ y Abab’. Por Teorema del Coseno, tenemos que

[bel” + [P/c|* — 2lbe|b'c| cos 8 = [bb/|*
= 2|bc|*(1 — cos 3) = 4b3, y
|ba|? + |V'a|* — 2|ba||[b'a| cos B = 4b3.

e Consideramos Aaca’ y Aaba’. Por Teorema del Coseno, tenemos que

|ac|® + |a’c|* — 2|ac||d’c| cos a = |ad’|?

= 2[ac|*(1 — cosa) = 4a3, y

lab|? + |a/b|* — 2|ab||a’b| cos(180° — ) = |ad’|?
= |ab|* + |a'b|* + 2|ab||a’b| cos a = 4aj.

202

e Por (2.4) y (2.6), obtenemos, respectivamente, que [bc]* = =25 v |ac|* =

Notemos que |b —c| = |be| v |a — c| = |ag|. Luego,

aglb—cl*  ap 203 1 — cosa
bola —c[2 by 1—cosp3 2a3

by 1—cosa

ay 1—cosfB

Asi, obtenemos otra férmula para la distancia:

o, <b1(1 - cosa))

= Laca', B = 4bch'.
a2(1 = cos B) , con « aca’, 3 c

d(a,b) =

(2.6)

(2.7)

2
2a3
l—cosa”

(2.8)
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e Por (2.5) y (2.7), cos = W y cosa = % , respectivamente.
Recordemos que |ba| = |a — b| v |Va| = |a — b|. Luego, tenemos que
2la — blla — b] — |a — b]* — |a — b|? + 4b}
o 2o blla =0 = la— b7 = ja 3 + 43 0
2|a — b||a — 0|
2la —blla—b — b + |a — b|* — 4}
1 —cosa = |a ||a | + |a | —i: |a | a’2 (210)
2|a — bl|a — 0|

Llamemos A = |a — b| y B = |a — b|. Sustituyendo en (2.9) y (2.10), obtenemos que

4b2—(A—B)?2 A+B)2—4a2
1 — cos = X A-B) (A+B)"—da;

SAB SA5 > Por lo que

y1—cosa=

by(1 —cosa) by (A+ B)*—4a3

as(1 —cosfB)  as 43— (A— B)?’

Entoces, queremos ver que

by (A+B)*—4a;5 A+B

. = ) 2.11
a; 4b3—(A—-B)? A-B ( )
Notemos que
A2 —B? =|a—b]* - |a—bJ
= (a1 — b1)* + (ag + b2)* — (a1 — b1)* — (ag — by)?
= (CLQ + b2>2 — ((Ig — b2)2
= 4(1,2b2.
Ahora, vale la igualdad 2.11 si y solo si vale que
bo(A — B)[(A + B)? — 4a3] = ay(A + B)[4b2 — (A — B)?]. (2.12)

Llamando MD y MI a los miembros derecho e izquierdo de la identidad (2.12), tenemos
que
MD = 4agbs(A + B) — ay(A* — B*)(A — B) = daybs(A + B) — 4ajby(A — B),
MI = by(A? — B*)(A + B) — 4a3by(A — B) = 4ayba(A + B) — 4a3by(A — B),

.. MD=MI, como queriamos. [ |

OBSERVACION: Recordemos que aparecio la funcién log, en la férmula de distancia a partir
de que determinamos que d(7,2i) = 1, es decir, consideramos como segmento unidad al
segmento que une ¢ con 2¢. En cambio, si tomamos como segmento unidad al que une ¢
con zi, la férmula de distancia es similar a la anterior, pero cambiando log, por log,. En
particular, podemos tomar = = e y obtendriamos

d(a, b) :1n<|a_b|+|a—b|)

la — b — |a — b
Salvo que se aclare lo contrario, el segmento que se tomara como segmento unidad sera
el de extremos i y ei.
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Proposicién 2.13 (Férmulas relacionadas a la distancia)

Para todos los puntos a, b € w, valen las siguientes identidades:

a) cosh(d(a,b)) =1+ o — b
’ N 2&262 ’
a—b|

b) senh <;d(a, b)> = |

la — bl .
2\/@2[)27

¢) cosh (;d@,b)) =

|a — ]
ja = bl

d) tanh (;d(a b))

Demostracién:

a) Recordemos que d(a,b) = In (A+B ) y cosh(z) = <. Ademds, notemos que

A2+ B =la—b*+ |a —b?

= 2((11 — 61)2 + (CZQ + b2)2 + ((12 — 62)2
= 2|CL — b|2 + (CLQ + b2)2 — (CLQ — b2)2

= 2’@ — b|2 -+ 4@2[)2.

Calculamos, entonces,

cosh(d(a, b)) =

A—-B A+B
_ 12A*4+2B* A*+ B?
T2 daghy,  dash,
_ 2la—b]* +4agby  |a—b|?
n 4aqbs  2a5bs

+ 1.

1a. 1 1o
¢) Notar que cosh(id(a,b)) = e2%4em2? _ (eN)24(e)77

<A+B A— B) (A+ B)* +
2 A% — B?

)
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d(ab) — A+B _ (A+B)? _ (A+B)? 14 A+B
= AB = AZ_BT — daghy » POT lo que e2¢ = N Luego,

[A+B 2\/&2[)2

Ademas, e

1
cosh (Qd(a’ b)> - 2 vV a2b2 + A + B

(A + B)2 + 4&2[)2

2\/ a2b2(A+ B)
A+ B)? + A* — B?

4 AV CLQbQ(A + B)
2A° +2AB

- 4 vV a/2b2(A + B)
A
a 2 vV agbg

B |a—l;|

2 vV agbg .

b) Por el apartado c), sabemos que cosh(id(a,b)) = Z\/ﬁ' Luego, tenemos que

N~ DN~

—~

1 1
senh” <2d(a, b)) — cosh® <2d(a, b)) -1
A2 1= A2 — 4a2b2

B 4a2b2 T 4@2[?2
A2 (A2-B%) B
N 4@2[)2 N 4(12()2’

por lo que senh(%d(a7 b)) = ﬁ, como queriamos.

senh(z)

cosh(z) * Luego, tenemos que

1 B 2/ asb
tanh (d(a,b)) = LEv@m
2 2\/&262 A
B la—1|

A ja—b)

d) Recordemos que tanh(z) =

como queriamos.

OBSERVACION: Si tomamos como segmento unidad al de extremos i y xi, lo andlogo a la
Proposicién 2.13 vale, cambiando cosh por cosh,, senh por senh,, tanh por tanh,, donde,
por ejemplo, cosh,(t) = %
Proposicién 2.14 (Propiedades de la distancia)

La funcion d dada por d(a,b) = In (%) cumple las siquientes propiedades:

1. Ya,ber, d(a,b) >0 ;
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2. d(a,b) =0 < a=0b;
3. Ya, b€ m, d(a,b) = d(b,a);
4. Siceab, da,c)+d(c,b) =d(a,b).

Demostracion:
1. Como B > 0, se cumple que A+ B > A — B y, por lo tanto, ﬁf—g > 1. Luego,
In ﬁf—g > 0.

2. cosh |g., es inyectiva. Luego,

d(a,b) =0 <= cosh(d(a,b)) = cosh0 =1

|a — b
— 2a9bs =1
o labp
2a59bs
> la—b*=0
< a=0b.

3. Como |a —b| =|a—b| = |b—aly|a—bl =|b— al, obtenemos

d(a, b) :m("‘_l_"*'a_b‘)
la —b] — |a — 0]
:ln<\b—&\+\b—a\>
b—a|—|b— al
=d(b,a).

> <
4. Hay dos casos, dependiendo de si ab € Ry o ab € Rs.
Caso 1: % € Ri. Supongamos que a < ¢ < b. En este caso, tenemos que d(a, ¢) =
In (5) y d(e,b) =1In (g) Luego,
c 9 b

d(a,c) 4+ d(c,b) = In ( : ) =1In () = d(a,b).

a ¢ a

> >
Caso 2: ab € Ry. Supongamos que a < ¢ < b. Sean o, r € R tales que ab = R, ,,

y sea p = o — r. Por la Féormula (2.2) , tenemos que d(a,c) = In (62|a7p|2) y
d(e,b) =In (b2|c_p‘2). Luego,

c2|b—p|?

cola — pl® %k—pP>
d(a,c) +d(c,b) =1In .
(a,¢) +dlc,b) (@k—pP ca|b — pl|?

1 <b2|a—p|2>
= In — 013
a2|b—p|

= d(a,b),

como queriamos.
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En lo que sigue de la seccién, veremos que las transformaciones rigidas de m son
exactamente las isometrias de 7 respecto a la distancia de la Férmula (2.3).

Definicién 2.15 Sea (X, d) un espacio métrico (es decir, d es una distancia sobre X).
Una funcién f : X — X se dice isometria de X si d(a,b) = d(f(a), f(b)), V a, b € X.
Denotaremos por Iso(m) al conjunto {f : 7 — m | f es isometria}.

Teorema 2.16 Sea T € T. Entonces, T es una isometria. Es decir, T C Iso(r).

Demostracion:
Veremos que T; C Iso(m) y T2 C Iso(m).

e Sea T € T;. Entonces, T(z) = ¢ — z para algin c € R. Sean a, b€ 7, a’ = T'(a), ' =
T®), A=la—b|, B=|a—b|, A =l|d' =V|y B = |a’ - V| Notemos que ¢’ = c—a
y b/ = ¢ —b. Luego,

A=|d-V|=|c—a—c+b=|la—b=|a—b=A,y
B =|d-V|=lc-a—c+b=1|b—a|=l|a—b=B8.

sod(a,b) =d(d',b) =d(T(a),T(b)), como queriamos.

zZ—o

e Seal € Ty. Entonces, T'(z) = r para ciertos o, r € R. Seana, b, o/, i/, A, B, A, B’

como antes. Entonces a’ a’% yb = % Luego,
Al — ] = r? B | L,lb—o—a+o _ r?|b — al
a—o b—o (@—o)(b—o)| |a—o|lb—o|
B = — V| = r? _71"2 _ 2 b—o—f‘z—l—o _ r2]bia|
a—o b—o (a—o0)(b—o0) |a — ol|b — o

Notar que |b—o| = |b—o|, |b—a| = |a —b| y |b—a| = |a — b|. Luego,

2 2

A+B=—"-— (\a—l_)|—i—\a—b\): — _ (A+ B),y
la — o||b — o la — o||b — o
2 - 2
(Ja =bf =la—0b|]) = —F——(A - B),

A — B = =
la — o||b — o

~Ja—ol|b— o
por lo que d(a,b) = d(a',0') = d(T(a),T(b)), como queriamos.
u

Corolario 2.17 Para todos los puntos a, b, a’, b € 7, se cumple que d(a,b) = d(da’, V) <~
ab=a'l.

Demostraciéon:

(<) Es evidente porque T C Iso(7).
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(=) Supongamos que d(a,b) = d(a’,V'). Sea T € T una tranformacién que cumpla
T(%) = T(d't'). Luego, T(a) = o y T(b) = V' € cﬁ. Ademés, T € Iso(m) ,
por lo que d(a,b) = d(a’,b") y, por lo tanto, d(a’,b") = d(a’, b").
Ahora, hay dos casos: o b € a’'l’, o bien b" € a/b/. En el primer caso, se tiene que
d(a ) +d, ") = d(d,b"), por lo que d(¥,b") = 0. Luego, b = V" y .. ab = a'b.
El segundo caso es analogo.

Lema 2.18 Sea f € Iso(m) con tres puntos fijos no alineados. Entonces f = id.

Demostracion:

Sean a, b, ¢ tres puntos fijos no alineados de f. Supongamos que dp € 7 tal que
f(p) =p" # p. Luego, d(a,p) = d(f(a), f(p)) = d(a,p’) y, por el Corolario 2.17, obtenemos
ap = ap'. Entonces, a € M,,,, donde M, es la mediatriz® del segmento pp’. De la misma
manera, obtenemos b, ¢ € M, por lo que a, b, c estan alineados. Absurdo. [ |

Teorema 2.19 Iso(m) C T

Demostracién:
. !/ / /

Sean f € Iso(m) y a, b, ¢ € T Do a_h}neados. Sean a' = f(a), V' = f(b), ¢ = f(c). Sea
T €T tal que T(%, (%)C) (a'b', (a'b’).). Entonces, sabemos que T'(a) = a/. Ademas,
como T'(b) € 7y y @'V = ab = /T (b), deducimos que T'(b) = b

Ahora, sea ¢ = T'(¢) y veremos que ¢’ = ¢’. Usando que f € Iso(m) y el Corolario
2.17, obtenemos a’c’ = @¢. Ademads, como T € T, resulta que ac = a’c”’. Luego, a’c = a/c”.
Analogamente, /¢’ = b'¢”. Ahora, por criterio LLL, resulta que Ad't'd = Ad't'c”, por

~—

lo que «b'a'd = «d'c”. Sabemos que ¢’ € (a'V').. Entonces, secsba’d C secsl/a'c” o
secsb/a’d O secsb'a'd”. Por Ax I11-3b), obtenemos «b'a’c’ = «b'a’c’ y, entonces, ¢’ € c?c’.
Ademds, teniamos que a’c = da’c”. Luego, ¢’ = ¢, como querfamos.

Lo que hicimos fue construir T € T que cumpla T'(a) = ¢’ = f(a), T(b) =V =
f(b), T(c) = ¢ = f(c). Como T es isometria, T~! o f es isometrfa con puntos fijos no
alineados a, b, c. Por el Lema 2.18, T-! o f = id y, entonces, T' = f. Luego, obtenemos

f €T, como queriamos. [ ]

2.4. Axiomas de paralelismo, arquimedianidad y com-
pletitud

En esta seccion, terminaremos de probar que el semiplano superior con las rectas
y transformaciones rigidas ya mencionadas es efectivamente un modelo de la geometria
hiperbdlica, demostrando que satisface los axiomas de paralelismo, arquimedianidad y
completitud.

2’La mediatriz de un segmento ab se define como el lugar geométrico de todos los puntos ¢ € 7 tales
que ¢a = cb. Es un teorema de la geometria neutra que las mediatrices son una recta, mas precisamente,
la perpendicular a ab por su punto medio.
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Axioma de paralelismo

AIV-1 Vrecta Ay p ¢ A, existen al menos dos paralelas a A por p.

Como veremos, el modelo del semiplano superior satisface este axioma de paralelismo.
En realidad, este axioma implica que existen infinitas rectas paralelas a una dada por un
punto exterior y, por supuesto el modelo del semiplano superior también satisface esta
afirmacion.

Toda recta en nuestro modelo tiene dos “puntos en el infinito”. En el caso de rectas
en Ro, ambos puntos pertenecen a R. Diremos que los puntos en el infinito de una recta
A=R,,sono—7ryo+ry,en el caso de rectas en Ry, los puntos en el infinito de una
recta B = R, serdn x y x°. Diremos que dos rectas se intersecan en el infinito si comparten
uno de sus puntos en el infinito.

Definicion 2.20 Dos rectas paralelas seran llamadas paralelas asintéticas si se intersecan
en el infinito. Caso contrario, diremos que son paralelas divergentes o ultraparalelas.

OBSERVACION: Sea a un punto en el infinito, es decir a € RU {x}, y sea p € 7. Entonces,
existe una Unica recta que pasa por p y que tiene a a como un punto en el infinito. La
denotaremos también por ﬁ Anélogamente, existe una tnica semirrrecta de origen p
que tiene a a como punto en el infinito. La denotaremos por ]ﬁ

Demostracién: (del Axioma de Paralelismo)

e
Sean a y b los puntos en el infinito de la recta A. Entonces C' = ﬁ y B = pb son
rectas que pasan por p y son claramente paralelas a A, como se muestra en las Figuras
2.15 y 2.16.

a

Figura 2.15: Las rectas B y C' pasan por p y son paralelas (asintéticas) a A.

Maés atin, si consideramos el conjunto a@ = sec(£apb) U sec&(gﬁ,ﬁ), entonces, para
todo g € w, vale que

P A = q¢o.

3En este contexto, usaremos el simbolo % en vez de oo para no confundir entre “puntos en el infinito”
y el punto “infinito”.
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Figura 2.16: Las rectas B y C pasan por p y son paralelas (asintéticas) a A.

Axiomas de tipo V
AV-1 (Arquimedianidad) Dados dos segmentos ab y cd, In € N tal que n - ab > cd.

AV-2 (de Completitud) Dada una sucesién de segmentos {a, by, }nen tales que a, 116,11 C
a,b, Yn € N, entonces N a,b, # 0.

Demostracién:

AV-1 Podemos asumir que b = i y a = ai con a > 1, pues, en otro caso, podriamos

llevar la semirrecta % a la semirrecta de origen ¢ que pasa por 2¢ mediante una
transformacion rigida. Luego, d(a,b) = In 3> =Ina.

Dado x = d(c,d), sea n € N tal que nlna > z (existe por arquimedianidad en R).
Sea y = €”. Entonces In(a™) > Iny. Ahora, tomando ¢ =iy d’ = yi, tenemos que
d(d,d) = ln(%) = Iny = x. Luego, obtenemos d(¢,d') = d(¢,d) = z < nlna =

n-d(a,b). Por lo tanto, como sabemos ¢/d’ = cd y ¢/d’ < n-ab, resulta que cd < n-ab.
— —
AV-2 Siaib; € Ry, el axioma vale por el correspondiente en el plano euclideo. Si a;b; € Ra,

considero a}, b, € R las partes reales de a; y b; respectivamente, para cada i € N.
Entonces a, 16,1 C alb!, y la interseccién es no vacia por Axioma V-2 del plano

—
euclideo. Sea ¢’ € R tal que ¢ € N,enal b,. Es claro que existe un punto ¢ € a,b; tal
que Re(c) = . Luego, ¢ € Npenanby.

Un resultado relacionado con el Axioma de Arquimedianidad que es simple y que
utilizaremos en el siguiente capitulo, es el Lema 2.21, que llamaremos Arquimedianidad
de angulos.

Lema 2.21 Sean <abc y 4pqr dos dngulos, con Labc agudo. Entonces:
dn e N: n- Labc > &pqr.

Demostracion:
Notar que n - Labc > 4&pqr <= <Labc >

—
Sea 1’ € ¢f tal que pr’ L §*. Sean

- Apqr.

S|



Aziomas de paralelismo, arquimedianidad y completitud 47

r r

Figura 2.17: &r'z1q = 4qx1r” .

z1 € pr’: qx} es bisectriz de 4pqr,

To € x11" ! m es bisectriz de £xqqr,

Tir1 € v’ 1 qriyq es bisectriz de 4x;qr.

Afirmamos que pz; > x17’ y, en general, T;T;11 > ;417" En efecto, sea T' € T tal que
T(q?l), a) = (q?{, &). Como gz es bisectriz de «pqr, T(r)y=r"¢€ qhy 4r'ziq = Lz < 1
recto, por lo que r” € pg, como se puede ver en la Figura* 2.17. En Az pr”, por ser Zip y
r”x, un cateto y la hipotenusa respectivamente, tenemos que Z1p > r”x;. Ademés, como
r"z1 = x17’, obtenemos T1p > x17’, como queriamos. Andlogamente, podemos probar que
TiTit1 > Tigar'.

De la afirmacién anterior, deducimos inductivamente que z;7” < 2-pr’: Primero, 211" <
%]W y, luego, asumiendo que vale para i-1, observando que

x-r’<1x- 7”<1 ! 7:l7
(3 2 Z—l 221_1p 2Zp )

vemos que también vale para 7.

Ahora, si £<abc > 4pqr, con n = 1, vale lo que queremos. En caso contrario, sea y € pr’
tal que 4r'qy = 4abc. Por Axioma AV-1, Im : 1’y > Lpr/. Atn més, Jj @ > pr’ >
x;r'. Luego, Labc = &1'qy > 4r'qr; = %Arqp. Por lo tanto, tomando n = 27, tenemos que
n - Labc > £Lr'qp. [ |

4Esta imagen es esquematica: los elementos euclideos dibujados hacen referencia a sus correspondientes
en el plano hiperbdlico.






Capitulo 3

Algunos resultados notables

En este capitulo, desarrollaremos algunos teoremas esenciales para entender la geo-
metria hiperbdlica, que estaran estructurados en tres ejes centrales: trigonometria, area y
circunferencias.

Primero, en la Seccién 3.1, llegaremos a dos resultados béasicos y muy curiosos: la suma
de dngulos interiores de un tridngulo hiperbdlico es menor a un angulo llano (180°) y el
criterio de congruencia de triangulos “angulo-angulo-angulo”. En la Seccion 3.2, desarro-
llaremos férmulas trigonométricas para los triangulos hiperbélicos, arribando a resultados
semejantes a los Teoremas del Seno y del Coseno del plano euclideo, con ciertas modi-
ficaciones adecuadas para que se puedan cumplir en el plano hiperbdlico. Luego, en la
Seccién 3.3, deduciremos una férmula de area del triangulo, lo que devendra en obser-
vaciones inesperadas, por ejemplo, notaremos que el area de un tridangulo no puede ser
tan grande como se quiera, sino que esta acotada. Finalmente, en la Seccién 3.4, veremos
cémo lucen las circunferencias hiperbdlicas en nuestro modelo y cémo podemos calcular
su perimetro.

3.1. Suma de angulos interiores de un triangulo

El principal objetivo de esta seccion es probar que, a diferencia de la geometria euclidea
en donde los angulos interiores de un triangulo cualquiera suman 180°, en la geometria
hiperbélica esto no sucede. De hecho, ocurre que esta suma de angulos es siempre estric-
tamente menor que la medida de un angulo llano.

Para probar esto, comenzaremos con el Lema 3.1, en el cual se usa fuertemente el
Lema 2.21 de la seccién anterior.

OBSERVACION: Notemos que los dngulos de la geometria hiperbdlica se corresponden con
angulos euclideos, como muestra la Definicién 2.10. Entonces, tiene sentido que pensemos
en la medida de un angulo hiperbélico como la medida del dngulo euclideo asociado. Es
asi como, a partir de este momento, diremos, por ejemplo, que un angulo llano <abc mide
7 (que no debe confundirse con el plano ), e, incluso, escribiremos <abc = m. Es decir,
denotaremos por £abc al dngulo y a su medida, lo cual, esperamos, no confunda al lector,
dado que esta notacién se suele usar de la misma manera en geometria euclidea.
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Lema 3.1 Sean pg un segmento y ¢ € 7 tal que £pqq = 5. Entonces:

%
V4abe 3t € qq tal que Lptq < Labc.

Demostracién:

e 3

t2 LLL} t3 'q.

Figura 3.1: t,t,41 = pt,,Vn € N.

<
Sea p' € (ﬁ)ql tal que pp’ es la perpendicular a pg por p. Sean:

= —
1 €qq : qt1 =g,

o ,
lo € 11q @ tita = pt1; y, as,

=~
tn—i—l € tnq : tntn—H = ptnavn € N7

como se muestra en la Figura 3.1.
Luego, Apt,t,.1 es isosceles y 4t,pt, 1 = Lt,t,1p. Entonces:

T
Lqpty + 4tipty + - + Lt,_1pt, = Lqpt, < 4qpp’ = —.

2

Por otro lado, si no existiera t tal que 4ptq < £abc, tendriamos que:

Apt;q > Labc Vi € N = «pt;t;_1 > Labc Vi € N = 4t;pt;_1 > Labc Vi € N

Por el lema 2.21, 3n € N: n - Labc > £q'pp" = 7. Luego,

Lqpty + Ltipty + - - - + Lt,_1pt, > n - Labc > g

Teorema 3.2 Eziste un triangulo cuya suma de dngulos interiores es estrictamente menor

que un dangulo llano.

Demostracion:

Sean p € my L recta, con p ¢ L. Sea g el pie de la perpendicular a L por p. Sea M
la perpendicular a pg por p. Entonces, sabemos que M || L. Ahora, sea M’ otra paralela
a L. Sea s € M’ tal que 4spq < 7, por lo que s € (M),. Sea r € M tal que 7 € (ﬁ)s,

como se muestra en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: M y M’ son paralelas a L.

Por el Lema 3.1, existe t € L tal que t € (ﬁ)S y 4ptq < 4spr. Veremos que la suma
de dngulos de Apqt es menor que un llano.

Sit¢ (ﬁ)q, por Axioma II-3 obtenemos M’ N L # (). Luego, t € (ﬁ)q y, entonces, t
es interior a 4gps. Por lo tanto, £qps > «qpt. Ademés, Lqpr = 4qps + &spr = 7. Ahora,
en Apqt :

s
Apqt + 4qpt + 4ptq < 5 + 4qps + Lspr =T
como queriamos. [

Teorema 3.3 Todos los tridngulos tienen suma de angulos interiores menor que un dngulo
llano.

Demostracion:

Sea Apqt el triangulo con suma de dngulos menor que 7, que existe por el Teorema 3.2.
Sabemos, por un resultado de la geometria neutra, que la suma de los angulos interiores
(SAI) de un tridngulo es siempre menor o igual a 7.

Probaremos el teorema por el absurdo. Si no se cumple, existirfa un triangulo Aabe
con suma de angulos igual a 7. Se puede suponer que Aabc es rectangulo. Si no fuera ese
el caso, trazamos una altura interior, supongamos por b, que corta a ac en d y, entonces,
tendriamos que Adbc y Aabd son rectangulos en d y de SAI igual a 7. Supondremos
entonces que Aabc es rectangulo en b.

Por Axioma AV-1,3n € N: n-ab>pgy Im € N: m-bc > qt. Sea N = max{n,m} y
M la minima potencia de 2 mayor que N. Entonces M -ab > pgy M -bc > qt. Veamos que
podemos construir un tridngulo rectdngulo de catetos M -ab y M - bc, y con SAI menor
que 7.

Sea my el punto medio de ac y ' = S,,,(b). Como Sy, (a) = ¢y Sm,(c) = a, tenemos
que £ab'c = Labc = 1 recto, 4b'ac = 4bca 'y 4b'ca = Lbac.

Sean my, ms los puntos medios de al/ y b'c respectivamente. Sean ¢ = S,,,(c) y
a = Sp,(a), como se puede ver en la Figura 3.3. Mirando dngulos, se obtiene que
A,V a; da,b; b, e, a son colineales. Luego, Ac'ba’ es un triangulo con SAI igual a
7, por estar compuesto de cuatro triangulos congruentes a Aabc, que tiene SAT igual a .

Notemos que a’t/ = 2bc y ¢’b = 2ab. Asi siguiendo, podemos construir un tridngulo
Aabé con ab = M - ab, bé = M -be y SA_I> iggal a .

Sea T € T tal que T(gp, (qp):) = (ba, (ba);). Luego, T(q) = b y sean p' = T(p), t;
T'(t). Entonces, comoﬁzfo > g, p’_>€ ab. Ahora, como «p'bt’ = Lpqt = Labé = 5,1 € be.
Ademas, como t' € (5&)5, ' € bé, como se muestra en la Figura 3.4. Recordemos que

bt! = gt < bé. Luego, t' € be.



52 Algunos resultados notables

[ S
-~
TR
1 s
] e
I s
1 s
1 ~s~
CII S
""""""""" O
] ~
] S
m | I RN
] 2 b 1 ‘s‘
a m ] ~
m 1 o
1 m3 1 s
| ] s~
1 1 G S
b C

Figura 3.3: Adba’ es un tridngulo con SAI igual a 7, por estar compuesto de cuatro
triangulos con SAI igual a 7.

a

b v ¢

Figura 3.4: p' € ab yt e be.

Por otro lado, tenemos que Ap'bt’ tiene SAI menor que 7 puesto que Apgt = Ap'bt’.
Luego, Aat'b tiene SAI menor que 7 por que contiene a Abt'p’. Por dltimo, Aabé tiene
SAI menor que 7 por contener al tridngulo Aat'b. Absurdo, puesto que Aabé tenfa SAI
igual a 7. [

OBSERVACION:

e Se deduce facilmente del Teorema 3.3 que todo cuadrilatero tiene suma de angulos
interiores menor que 27. Luego, en geometria hiperbodlica no existen los rectangulos,
es decir, no hay cuadrilateros con todos sus angulos rectos.

e Se puede ver que el Axioma IV es equivalente a la afirmacion “todo tridngulo tiene
suma de angulos interiores menor que un angulo llano”. Vimos la implicacién con el
Teorema 3.3. La reciproca se prueba en [Da], por medio de probar que, si se cumple
que para toda recta A y punto p existe una unica recta paralela a A por p, entonces
la SAI de cualquier tridngulo es un angulo llano.

Teorema 3.4 (Criterio AAA)
Sean Nabe y ANd'b'd tales que Labe = £a'b'c, 4bac = «b'd'd, Lach = «£a'dV. Entonces,
vale que Nabc = Nad'b'c .
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Demostracion:
La demostracién sera por absurdo. Supongamos, entonces, que Aabc £ Aad'b'c’. Pode-

g — — =
mos asumir, sin pérdida de generalidad, que ab > a’l/. Sea T' € T tal que T(a'V', (a'b').) =
(%, (%)c) Entonces, T'(a’) = a. Sean 0" =T'(V'), " = T (). Hay tres casos, dependiendo
de la posicién de ¢”, como se puede ver en la Figura 3.5.

b b

c"

(c) Caso 3: " € 2.

Figura 3.5: Hay tres casos, dependiendo de la posicién de ¢”.

Caso 1: ¢’ € ac. En este caso, el cuadrilatero bb”c”’c tiene SAI igual a 27, puesto que
4bb" "+ 4b"be = «V'"c + 4 cb = 7. Absurdo.

Caso 2: ¢ = ¢. Tenemos que Lach” = Lach y sec(£ach”) C sec(Lach). Absurdo.

Caso 3: ¢ € ¢d. Sea d € U'¢" M be. Entonces Adec” tiene SAT mayor a 7, puesto que
Lded” + 4ed’d = . Absurdo.

3.2. Trigonometria

En esta seccion desarrollaremos la trigonometria del plano hiperbdlico en el modelo
del semiplano superior. Enunciaremos y probaremos teoremas semejantes a los del plano
euclideo, por ejemplo, el Teorema de Pitagoras, el Teorema del Seno y el Teorema del
Coseno.

En la trigonometria de la geometria euclidea, se comienza por estudiar los triangulos
rectangulos y luego, la relacion entre lados y angulos de un tridngulo arbitrario. Ese
desarrollo sera el que expondremos en esta seccion.

En los triangulos rectdngulos, una vez conocidas las longitudes de los catetos, la lon-
gitud de la hipotenusa estda determinada, debido al criterio de congruencia LAL. En el
plano hiperbdlico, la féormula que relaciona los tres lados de un tridngulo rectangulo es
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muy diferente a la correspondiente en geometria euclidea (Pitdgoras). Adn asi, llamare-
mos Teorema de Pitagoras en el plano hiperbodlico al Teorema 3.5, por ser el resultado
que explicita esta relacion entre lados de un triangulo rectangulo.

NOTACION: Denotaremos por |ab| a la longitud del segmento ab, es decir, ab = d(a, b).

Teorema 3.5 (Teorema de Pitdgoras en el plano hiperbdlico)
St Nabe es un triangulo rectdngulo en ¢, se cumple que:

cosh C' = cosh A - cosh B,
donde A = |bc|, B = |ac|, C = |ab|.

Demostraciéon:

Podemos asumir que ¢ = i, a = aiz, by > 0, ya que podemos mover el tridngulo Aabe
a estas condiciones mediante una transformacion rigida. Como <acb = 7, obtenemos que

ai

Figura 3.6: Podemos asumir ¢ =, a = az, by > 0.

<
cb = Ry 1, como se puede ver en la Figura 3.6. Luego, |b| = 1.

Teniendo en cuenta que a = (0,a), b = (by,by) con |b] = 1,y ¢ = (0,1), calculamos
cosh A, cosh B, y cosh C":

b —c|? b2+ (by — 1)?
coS cosh(d(b, ¢)) ST + o +
:b§+b§—2bg+1+2b2: 1+1 1
2b, 2b, by’
—c|? —1)? 2_2 1+2 241
coshB:’a c|+1:u+1:a a -+ —|—a:a—|—;
2a9Cs 2a 2a 2a
la — b|? b2+ (by — a)?
hC = l=————+1
o 2(12()2 + 2(1(72 +
0P+ b5 —2ba +a® +2aby @’ +1
N 2ab2 N 2&()2 .

2 2 . ,
Como “2;[;21 = “2:1 . é, se obtiene que cosh C' = cosh A - cosh B, como queriamos. =
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Para obtener més identidades en triangulos rectangulos, calculamos senh A, senh B,
tanh A, tanh B en el tridngulo Aabe de la demostracion del Teorema 3.5:

1 1 — p2
senh A = y/cosh? A — 1 = lﬁ‘lZZJ@Z

2

BB by
- B by

by 1
tanh A = — : — = by;
an b2 b2 15

21 1\? 1094211 — 4a2
o | [ __h:¢a+ a2 + a
2a 4a2

(=12 a®*—1

4a? 2a
2—1 a®+1 2(a®-1)

a
tanh B = :
an a 2a a?+1

Ahora, para obtener identidades que involucren los dngulos del tridngulo Aabe, que-
remos calcular sena, cosa, senf, cosf; donde oo = «(bac y B = Labc.

a
T
C|
R b
’
4 kN
4 \
’ \
! \
o ! 1
,.Q ! d 1
-3 -2 -1 0 1 2

Figura 3.7: El angulo euclideo 4doa tiene medida «, al igual que el angulo hiperbdlico
Lbac.

—a — lof _a

que sena = =, cosa = =y tana = ol
2_ b2 2 .2
Recordemos que, por el Lema 2.1, 0 = ;Ll_‘bll) a1 1-a

2(0—by) 2b,

. Luego, o = . Entonces,
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podemos calcular tan o usando esto.

a 2ab;y
tanay = — = — = ———
o]  —o a?-1
tanh A
= . 3.2
senh B ( )
Utilizaremos la identidad (3.2) para obtener otras que involucren sena y cos .
senq senq 1 tanh A
tan o = = = = =
cosa /1 —sen?a Seréa _1 senhB
. 1 1— senh B _ senh® Bcosh® A (cosh® B — 1) cosh® A
sen2o - \tanh A/ senh? A N senh? A
B cosh? B cosh? A — cosh? A B cosh? C' — cosh? A
N senh? A N senh? A '
Luego, tenemos que:
o cosh? C' — cosh? A + senh? A B cosh?C — 1 B senh? C
sen?a senh? A "~ senh’A  senh’A
. senh A (3.3)
senq = . .
senh C'
Por otro lado, obtenemos que
senq senh A senh B
cos o = = .
@ tana  senhC tanh A
senh A senh B A senh B cosh C
= . - COS = .
senh C' senh A senh C' cosh B
tanh B
= . 3.4
tanh C (3-4)

A continuacién, realizaremos algunos calculos mas para obtener mas identidades:

tanh B B senh B

COSQ = s = €08 senf cosh A; (3.5)
o — senh A B senh A o senh A 1

sena = senhC  tanhC coshC  tanh C cosh Acosh B

tanh A 1 cos 3

= . = : (3.6)
tanhC cosh B  cosh B
1 1

tana = cosp (3.7)

coshB senfd cosh A " tan S coshC”

Con todos estos cédlculos, obtuvimos las identidades que siguen a continuacion.
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Identidades que relacionan un angulo con dos lados

Sea Aabc un triangulo rectangulo en ¢ y sean A = |be|, B = |ac|, C = |ab|, a = «bac.
Entonces, valen las siguientes igualdades:

__ tanh A __ senh A __ tanh B 3.8
tana = senh B | SO = ohe | COSO= e ( )
Identidades que relacionan un lado con dos angulos
Sea Aabc un tridngulo rectdngulo en ¢ y sean A = |bc|, B = |ac|, C = |ab|, a =
4bac, [ = 4abc. Entonces, valen las siguientes igualdades:
_ 1 _ cosB — 3.9
tan o = oaas | sena = S5 | cosa = sen/3 cosh A (3.9)

Una vez estudiada la trigonometria de los triangulos rectdngulos, podemos proseguir
con el andlisis para el caso general, es decir, para tridngulos no necesariamente rectangulos.
Demostraremos dos resultados, analogos a los teoremas euclideos del coseno y del seno,
en los Teoremas 3.6 y 3.7 respectivamente.

Teorema 3.6 (Teorema del coseno en el plano hiperbélico)
Sean Aabc un triangulo y v = Lach. Entonces, se cumple que

cosh C' = cosh A cosh B — senh B senh A cosy,
donde A = |be|, B = |ac|, C = |ab|.
Demostracion:
Hay tres casos, dependiendo de los angulos de Aabe. Sean o« = «(bac 'y 5 = Labe.

tanh B

Caso 1: «a o f3 rectos. Si, por ejemplo, a es recto, por (3.8), tenemos que cosy = 227

y, por Teorema 3.5, que cosh A = cosh B cosh C. Luego,

senh B cosh A
cosh B senh A

hB
— cosh C' cosh? B — senh B cosh B cosh C Sen
cosh B

cosh A cosh B — senh B senh A cosy = cosh A cosh B — senh B senh A

— cosh C(cosh? B — senh? B)
= cosh C.

— <~ _ _
Caso 2: ay [ agudos. Sea h € ab tal que ch L Wb Sean H = lch|, X = |ah|, YV =
|hb|, © = 4ach, y = &bch, como se observa en la Figura 3.8. Como « y 3 son agudos,
hecab,C=X+Y,y~y=x+y. Por Teorema 3.5, tenemos que

cosh A = cosh H cosh Y
cosh B = cosh H cosh X;
— cosh A cosh B = cosh? H cosh X coshY.
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-

Figura 3.8: Como « y 3 son agudos, h €ab, C = X +Y ., yy=2+v.

Ademaés, como cosh C' = cosh(X +Y') = senh X senh Y + cosh X cosh Y, obtenemos
que:

cosh C' — cosh A cosh B = senh X senh Y + cosh X cosh Y (1 — cosh® H)
= senh X senh Y + cosh X cosh Y (senh? H). (3.10)

Ahora, usando las identidades (3.8) y (3.9), sabemos que:

senh X = senx senh B;

senh Y = seny senh A;

CcoS T COS T

cosh X = = senh B,
seno senh H Y
cos Yy cosy

coshY = = senh A.
senfS  senh H

Ahora, reemplazando en (3.10) y factorizando, tenemos que:

cosh C' — cosh A cosh B = senh A senh B(senxseny — cos  cos y)
= —senh Asenh B cos(z + ),
= —senh A senh B cos 7,

como queriamos.

Caso 3: « o [ obtuso. Supongamos, por ejemplo, que « es obtuso. Sean h, H, X, Y, x, y

como en el caso anterior. En este caso, tenemos que h € %, C=Y-Xyy=y—uz,
como se puede ver en la Figura 3.9.

Andlogamente al caso anterior, usando que cosh C' = cosh(Y — X)) = cosh X cosh Y —
senh X senh Y, obtenemos que:

cosh C' — cosh A cosh B = senh A senh B(—senzseny — cos z cos y)
= —senh Asenh B cos(y — z),

como queriamos.
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Figura 3.9: C =Y - X yy=y—=

Teorema 3.7 (Teorema del seno) Sea Aabc un tridngulo. Entonces, vale que:

senq senfs sen~y

sethA _ senh B senhC’

donde A = |bc|, B = |ac|, C = |ab|, a = 4bac, 8 = Labc, v = Lach.

Demostracjon: PN o B
Sea h € bc tal que ah L % y sea H = |ahl|. Si h € bc, por la féormula (3.2), tenemos
que:

send  senh H 1

senh B senhC  senh B’
seny  senh H 1

senhC  senh B senhC'’

senfS  __  senvy
por lo qQUe€ SehB ~ senhC-

pues sen(m — y) = seny.
Luego, por simetria, se cumple que

Notemos que, si h ¢ cb, también valen las identidades anteriores

seno __ senf3 __ seny

senhA =~ senhB =~ senh(C’ COmo queriamos. u

3.3. Area

Otra de las nociones fundamentales de la geometria es la de 4rea. En esta seccién,
realizaremos la deduccién de la férmula de area de un tridngulo de forma parecida a
lo que hicimos en la Seccién 2.3 con la férmula de distancia entre dos puntos, es decir,
partiendo sélo de las propiedades naturales que deberia cumplir una funcién area.

Buscamos una funcién “continua” « (que llamaremos érea) tal que

1. «(P) >0 VP region poligonal;

2. si Aabc = Ad'b'd entonces a(Aabc) = a(Ad'b'd) ;
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3.si P=P UP,y PLN P, =0, entonces a(P) = a(Py) + a(P).

Procederemos andlogamente a la geometria euclidea, estudiando regiones poligonales
que sean equivalentes por diseccion. Ademaés, cobraran importancia aqui los histéricamen-
te famosos cuadrilateros de Saccheri.

Definicién 3.8

e Dos regiones P, P, son equivalentes por diseccion si existen triangulos 11,...,7T, vy
Si,...,S8, talesque P, =T U---UT,, BbL=S1U---US,yT, =S, Vk=1,...,n.
En este caso, escribiremos P, = P,. Notemos que = es relacion de equivalencia.

~

e Dado un tridngulo Aabe, su defecto serd m —a — b — ¢. Lo denotaremos por §(Aabc).

Dado un cuadrilatero abed, su defecto serd 2m — a — b — ¢ — d. Lo denotaremos por
d(abcd).

e Un cuadrildtero abed serd llamado cuadrildtero de Saccheri si é = b 3y ab = cd.

e Sea Aabc un tridngulo. Sean m y n los puntos medios de ab y @¢ respectivamente.
Sea L = fnrh. Sean d € L tal que %) 1L Lyee€ L tal que €& L L, como se puede ver
en la Figura 3.10. Entonces, bced sera el cuadrilatero de Saccheri asociado a Aabc
respecto al lado be.

b C

Figura 3.10: beed es el cuadrildtero de Saccheri asociado a Aabc respecto al lado be.

OBSERVACION:

1. Si P y P, son dos regiones poligonales tales que P, = P,, entonces se cumple que
a(P) = a(Py), es decir, tienen la misma &rea.

2. El cuadrildtero de Saccheri bced asociado a un tridngulo Aabe respecto al lado ab
es efectivamente un cuadrilatero de Saccheri.

Demostracién: (de la segunda observacién)
Sea p € L tal que W 1 L, como se puede ver en la Figura 3.10. Entonces, como

am = bm, Lapm = § = 4bdm y 4Lamp = 4bmd, por el criterio ALL, obtenemos que

Adbm = Apam v, por lo tanto, 4mbd = &map y @p = bd. De la misma manera, obtenemos
también que 4pan = 4nce y ap = ec, por lo que bd = ec. Ahora, como también se cumple

que 4d = § = Le, el cuadrildtero bdec es de Saccheri. [
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Lema 3.9 (Propiedades del cuadrilatero de Saccheri) Sea abed un cuadrildtero de Saccheri

con 4b = 75 = Lc. Entonces, valen las siguientes afirmaciones:

1. La = 4d.

s

2. Criterio de congruencia: Sea efgh otro cuadrildtero de Saccheri con 4f = 4g = 5
tal que La = 4e y ad = eh. Entonces, vale que abed = ef gh.

3. Sea Aabc un tridngulo y dbce el cuadrildtero de Saccheri asociado. Entonces, se
cumple que §(ANabc) = §(dbce).

Demostracién:

1. Sabemos que <abc = 4bcd y ab = cd por definicién de cuadrildtero de Saccheri.
Luego, por criterio LAL, tenemos que Aabc = Adcb y, por lo tanto, bd = @e. Ahora,
por criterio LLL, tenemos que Acad = Abda y, por lo tanto, (bad = 4cda, como
queriamos.

2. Supongamos que ab < ef. Sea f’ € ab yg € dé tal que af’ = ef y dg’ = hg. Por
criterio LAL, tenemos que A f'ad = Afeh y, por lo tanto, f'd = fhy Ladf' = Lehf.
Luego, recordando que Zadc = «bad = 4{feh = 4ehg, obtenemos £f'dg’ = 4fhg.
Ahora, por criterio LAL, tenemos que Af'dg’ = Afhg, por lo que f'g = fgy
4dg'f" = «hgf, es decir, obtenemos «dg'f’ = 7. Andlogamente, se puede ver que

Laf'g" = 3y, por lo tanto, beg' f' es un cuadrildtero con todos sus angulos rectos.

Absurdo, por Teorema 3.3.

3. Sean m, n, L como en la Definiciéon 3.8. Sea p € L tal que ap L L. Ya vimos que
Ldbm = &map y Lecn = Lpan. Como siempre hay al menos dos angulos agudos en
un tridngulo, en Aabc se cumple que, o £b es agudo, o bien 4c lo es. Supongamos
que «£c es agudo. Notemos que §(bced) = m — £dbc — sech. Hay varios casos, segin
la ubicacion del punto d.

Caso 1: d € mn. Tenemos que:

4dbc = 4dba + Labc = 4{pam + Labc,
Lech = Leca + Lach = 4pan + Lach,

como se puede ver en la Figura 3.11(a). De esto, deducimos que

£dbc + sechb = sabc + Lacb + 4{pam + Lpan
= Labc + Lach + 4bac,

por lo que d(bced) = d(abc), como queriamos.

Caso 2: d € mfi. Tenemos que

Lech = Leca + Lach = 4pan + Lach
Ldbc = Labc — 4mbd = Labc — Lpam.

Luego, como 4pan — 4pam = d4bac, obtenemos que d(bced) = d(abc), como
queriamos.
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a a
d e
d e
- /m P n Poom\ | "
b c b c
(a) Caso 1: d € mn. (b) Caso 2: d € mn.
a
q
e
d n
b c
(c) Caso 3: d = m.
Figura 3.11: Hay varios casos, segin la ubicaciéon del punto d.
Caso 3: d = m. En este caso, p = d = m. Tenemos que:
Lecb = Lach + Leca
= Lacb + 4pan
= Lacb + 4bac,
por lo que d(bced) = §(abc).
|

Teorema 3.10 Si6(Aabc) = §(Azyz), entonces ANabe = Axyz y, por lo tanto, a(Nabe) =
al(Azyz).

Demostracion:

Supongamos que ab < Ty. Sean m, n, L, e, d, como en la Definicién 3.8.

Sabemos que una recta que pasa por el interior de una circunferencia la interseca en
al menos un punto. Como bm < %Ty, tenemos que m € int(CbégTy). Luego, existe ¢ € L

tal que by = 3Ty Sean r € q?talque@zqfr,pe L tal que ¥ L L, y s tal que
{s} = ¥¢ N e, como se puede ver en la Figura 3.12.

Sabemos que bced es el cuadrilatero de Saccheri de Aabe. Veamos que también es el
asociado a Abre.
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o
w
0]

b C

Figura 3.12: bced es el cuadrilatero de Saccheri de Aabc y también es el asociado a Abre.

Por criterio AAL, tenemos que Abgd = Argp vy, por lo tanto, db = 7p. Ademas,
db = ce por ser bced cuadrilatero de Saccheri. Por lo tanto, 7p = ¢e. Nuevamente, por
criterio AAL, obtenemos que Arps = Aces, por lo que 7s = 3¢ y s es, entonces, el punto
medio de 7¢. Luego, bced es el cuadrilatero de Saccheri asociado a Abrc y, por lo tanto,

obtenemos que
d(zyz) = 0(Arbc) = d(bced) = §(abc).

Hemos construido un tridngulo Arbe con rb = 7y y §(Arbc) = §(Awxyz). Si cons-
truimos los cuadrildteros de Saccheri asociados a Arbec y Axyz de base menor rb y Ty
respectivamente, los cuadrilateros resultantes tendran angulos agudos congruentes por
tener ambos el mismo defecto. Luego, los cuadrilateros son congruentes entre si por cri-

terio de congruencia del Lema 3.9. Entonces, tenemos que Aabc = Arbc = Azxyz y
a(Aabe) = a(Azyz). ]

El Teorema 3.10, establece que el area de un triangulo depende solo de su defecto. Nos
hace falta alguna propiedad mas para determinar la relacion entre el area y el defecto de
un triangulo, y de aqui la utilidad del Lema 3.11.

Lema 3.11 Sea Aabc un tridngulo y d € be. Entonces,
d(Aabe) = 6(Aadb) + §(Aade).

Demostracién:

b

Figura 3.13: 6(Aabc) = §(Aadb) + 6(Aadc).

Observamos que <Zadc + £Zadb = m, como se puede ver en la Figura 3.13, y de ahi
deducimos facilmente el resultado. [ |
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Teorema 3.12 Eziste una constante k tal que, para todo tridngulo Nabe, se cumple
a(Aabc) = k§(Aabe).

Demostracion:
Por el Teorema 3.10, sabemos que 0(Aabc) = 6(Ad'b'd) implica que a(Aabe) =
a(Ad't' ). Luego, existe f: (0,m) — Ry tal que a(Aabe) = f(0(Aabe)), V Aabe.
Ahora, mirando la Figura 3.13, sabemos que a(Aabc) = a(Aabd) + a(Aadc), y por el
Lema 3.11 , tenemos que

f(6(Aabd) + d(ANade)) = f(6(ANabe)) = f(6(Aabd)) + f(0(ANadc)).

Luego, f tiene que ser lineal en la suma y tiene que ser continua, por lo que f(z) = kz,
para alguna constante k € Ry. [

OBSERVACION:

e Podemos pensar que elegir la constante k del Teorema 3.12 es andlogo a determinar,
en geometria euclidea, que un cuadrado de lado 1 tenga area 1, y es semejante a elegir
el segmento unidad para construir la funciéon distancia, como hicimos en la Secciéon
2.3. No hemos encontrado razones elementales para fijar un valor determinado de k.
Se suele elegir igual a 1. Esto se debe a multiples razones que se escapan a lo tratado
en este trabajo (por ejemplo, tomar k£ = 1 hace que la curvatura de la superficie sea
—1). A partir de este momento, tomaremos k = 1, por lo que la férmula del &rea de
un triangulo sera la siguiente:

a(Nabe) =m—a—b—2¢ (3.11)

e Notemos que el area de cualquier triangulo esta acotada por m, lo cual constituye
otra gran diferencia entre la geometria euclidea y la geometria hiperbélica.

3.4. Circunferencias hiperbdlicas

Un objeto fundamental en geometria es la circunferencia. En esta seccién, estudiare-
mos como lucen las circunferencias hiperboélicas en el modelo del semiplano superior y
encontraremos una férmula para su perimetro.

Definicién 3.13 Llamaremos circunferencia de centro a y radio r al conjunto
{pemn:da,p) =r}.
Lo denotaremos por C,,.

Nos gustaria saber cémo se ven las circunferencias en el modelo del semiplano superior.
Para comenzar con esto, estudiaremos C,, con a =4y r = 1.
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Consideramos C;; = {p € 7 : d(i,p) = 1}. Sea p € 7. Luego,

i — p|?
2po

d(p,i) =1 <= + 1 = cosh(1).

Ahora, llamando ¢ = cosh(1), obtenemos

d(p,i) =1 <= p{+ps —2ps + 14 2py = 2psc
> pl+ps—2pc=—1
= p-df=c-1
< pE€Cuy,

donde o' = (0,¢) y ' = V2 — 1.

Obtuvimos, entonces, que la circunferencia hiperbdlica de centro ¢ y radio 1 es una
circunferencia de centro (0, cosh(1)) y radio y/cosh®(1) — 1. ;Ocurrird algo semejante para

una circunferencia hiperbolica genérica?
Justamente, las circunferencias hiperbodlicas en el modelo del semiplano superior lucen
como circunferencias euclideas aunque de un centro distinto, como veremos en el Teorema

3.14 y como se observa en la Figura 3.14.

Figura 3.14: Circunferencia hiperbdlica.

Teorema 3.14 Sea C,, una circunferencia de centro a y radio r, entonces Co, = Cor v,

con a' = (ay,as¢,) yr' =agy/c2 —1, donde ¢, = coshr.
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Demostracién:
Como C,, = {p € 7 : d(a,p) = r}, nos interesa ver exactamente cuéles son los puntos
p que satisfacen d(a,p) = r. Tenemos que

lp—al

d(p,a) =r < e + 1 = cosh(r)
<= |p—al* + 2a9py = 2aspac, ( donde ¢, = coshr)
= (p1 — a1)” 4 p3 — 2a9ps + a5 + 2ap; = 2a5pac,
> (1 — @) + p3 — 2a9pac, = —a3
= (p1— )’ + (p2 — ag6,)? = —a3 + a5¢;
— ‘p . a/,Q — 7,/2
— p€Cuy,

! __ ! __
donde o’ = (a1, as¢,) y r' = asy/c2 — 1.

Perimetro de una circunferencia de radio r

Buscamos el perimetro P de una circunferencia de radio r. Para esto, lo comparamos
con los perimetros Q,, de poligonos regulares' de n lados inscriptos y los perimetros Q,,
de poligonos regulares de n lados circunscriptos, como se puede ver de forma esquematica
en la Figura 3.15. Asf, Q, < P < Q..

Figura 3.15: Poligonos inscriptos y circunscriptos a una circunferencia.

OBSERVACION: Los poligonos regulares de n lados inscriptos en una circunferencia existen.
Trazamos n semirrectas de origen o tales que los dngulos formados sean todos iguales a
oy = 27” Las intersecciones de las semirrectas con la circunferencia son los vértices del
poligono que, por criterio LAL, tiene todos sus lados congruentes.

Teorema 3.15 Para cada n € N, sea Q,, el perimetro de un poligono regular de n lados
inscripto en C,,. Entonces,
lim @, =27 senh(r).

1Con poligono regular, queremos decir, en principio, poligonos que tengan todos sus lados congruentes.
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Demostracion:
Sea o, = %’T Sea A, la longitud del lado de un poligono regular de n lados inscripto
en la circunferencia C,,. Por Teorema 3.6, tenemos que

cosh A, = cosh?(r) — senh?(r) cos oy, = 1 + senh?(r)(1 — cos ay,).

Sea b, = 1 — cos ay,. Luego, como @, = nA, y cosh 'z = In(z + /22 — 1) Vo € Roy,
tenemos que

Q. =nA, =In (1 + by, senh?(r) + \/(1 + b, senh?(r))2 — 1>

=In (1 + by, senh®(r) + \/b% senh?(r) + 2b, senh%r))
=In(1+x,)",

donde z,, = b, senh®(r) + \/b% senh’(r) + 2b, senh®(r). Sea y,, = nw,. Entonces, Q, =
In ((1 + %)n) Luego, silim,,_,oo ¥y, = L, lim,,_, (1 + %)n = el y, finalmente, lim,, o Qn =

Escribimos y, = ¢4 v/dy,, donde ¢, = nb,, senh?(r) y d,, = n?b2 senh®(r)+2n2b, senh?(r).

Recordemos que cosx =1 — %xz + %x‘l — ..., con lo que tenemos
b= 1 <27r) 1 (27r>2 1 (277)4 N
=1l—-cos({—|==(—) ——=|—
" n 21\ n 41\ n
Luego, lim,,_,o n?b, = 5472 = 272 De esto, deducimos que nb, = ”2% —— 0y,
. n o

por lo tanto, n?b2 —— 0. Por lo tanto, obtenemos que ¢, — 0y d, —— 0 +
4m% senh?(r) = 47 senh?(r).

De esta manera, y, —— 04 /47 senh?(r) = 27 senh(r), como queriamos. |
n—oo

OBSERVACION: Si marcamos los n vértices de un poligono inscripto en la circunferencia y
trazamos las tangentes a ella por estos puntos, en principio no sabemos si se intersecaran
de a dos rectas consecutivas. El Lema 3.18 asegurara que, para n suficientemente grande,
esto si ocurre y, por lo tanto, se pueden construir poligonos regulares circunscriptos a una
circunferencia dada.

Teorema 3.16 Para cada n € N, sea Q,, el perimetro de un poligono regular de n lados
circunscripto a C,,.. Entonces
dim @, =2 senh(r)
Demostracion:
Sean o, = 2;” y B, la longitud del lado de un poligono regular de n lados circunscripto
a C,,. Si p es un punto de tangencia y a un vértice del poligono contiguo a p, tenemos

que £Zapo = Ty, entonces, usando la Féormula (3.2), obtenemos que

2
a, tanh (BQ) B, an,
My A2/ h— = — h(r).
tan( 5 ) senh(r] —> tan 5 tan( 5 )sen (r)
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Bn 1 1+tan <
7:§ln

#)

A 1 2ntan (22 )senh(r "

— Q,=nB,=lh|1+=- (2) (r)

1 —tan (“7") senh(r)

— Qn:ln<1+2> ,

2n tan(a—”) senh(r) . x 3
donde z, = 2 . Entonces, si z, —— L —— L. Como tanz =z + %
n 1—tan<0‘7”)senh(r) ! " nooo ! Qn n—00 + 3! -
5
2t 1 ., tenemos que

15
tan T =+ 4
ntan — =1+ —— + ...
n 3In2

’ an
= lim ntan () =T.
n—00 2

Ademas, tan (0‘7") —— 0. Luego, obtenemos que

n—oo
) 27 senh(r)
nh_}rgo Zn = ﬁ =27 Senh(r) = L.
Por lo tanto, 1im,,_,. @, = L = 27 senh(r), como querfamos. [ ]

Usando los Teoremas 3.15 y 3.16, deducimos la féormula para el perimetro de una
circunferencia, que mostramos en el Teorema 3.17.

Teorema 3.17 El perimetro de una circunferencia C,, de centro a y radio r es 2w senh(r).

Lema 3.18 Sea C una circunferencia de centro a y radio r. Sean p € C y T la recta
tangente a C por p. Entonces, existe un dngulo « tal que, para todo q € w, vale

agNT #0 < 4pag < o

Demostracion:
Podemos asumir que m = Ry y p2 < as. Si no, movemos la semirrecta ]ﬁ mediante
una transformacion rigida para que asi sea. Sea = = |ap|. Entonces, es claro que T' = Ry,

donde 7’ = ay — x, como se puede ver en la Figura 3.16.
Sea b = —r’ € R y sea A la semirrecta de origen a y punto en el infinito b. Sean b’ € A
y a = «b'ap. Entonces, tenemos que @ NT # () < 4pag < o, como queriamos. [ |

El Lema 3.18, nos asegura entonces la construccién de poligonos circunscriptos a una
circunferencia dada para n suficientemente grande y, por lo tanto, a,, suficientemente
chico.
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b
Figura 3.16: T' = Ry, donde " = as — =.
NOTA: El area de una circunferencia se puede calcular aproximandola por las areas de

poligonos regulares inscriptos y circunscriptos a ella, de la misma manera en que lo hicimos
con el perimetro. La féormula de area de una circunferencia es:

a(C,,) = 4 senh® (g) :






Capitulo 4

Poligonos rectangulares

Recordemos que no existen cuadrilateros con todos sus angulos rectos en geometria
hiperbdlica. En este capitulo, estudiaremos la trigonometria de algunos poligonos rectan-
gulares con al menos cinco lados y el area de los mismos.

Distancia entre dos rectas

Sean A, B dos rectas. Buscamos y € A, z € B, tales que d(y, z) = d(A, B), es decir,
@7 1L Ay @7 1 B. Se puede ver que tales puntos no siempre existen, pero si existen,
son unicos. Probaremos una férmula en relacion a la distancia entre dos rectas que nos
ayudard a probar resultados posteriores, en funcion de la razon doble de los puntos en el
infinito de las dos rectas.

Definicién 4.1 Dados cuatro puntos a, b, ¢, d en una recta, la razon doble se define
como

|ac||bd|
b:c.d) = ——
{a’7 7C7 } |bc|’ad"

donde los segmentos deben ser interpretados como segmentos orientados.

OBSERVACION: Cuatro puntos pueden ser ordenados de 4! = 24 maneras, sin embargo,
cuatro puntos pueden tener solo 6 razones dobles diferentes, que se relacionan de esta
forma:

{a,b;¢,d} = {b,a;d,c} ={c,d;a,b} ={d,c;b,a} =,
{a,b;d,c} = {b,a;c,d} = {c,d;b,a} = {d,c;a,b} = i,
{a,¢;b,d} = {b,d;a,c} ={c,a;d,b} ={d,b;c,a} =1—r,
{a,c;d, b} ={b,d;c,a} = {c,a;b,d} ={d,b;a,c} = 1ir’

1_
{a,d;b,c} = {bcia,d} = {e,bid,a} = {d.ase,b) = —,

r
r

r—1

{a,d;c, b} = {b,c;d,a} = {c,b;a,d} = {d,a;b,c} =
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Nos interesan las razones dobles entre puntos en el infinito de rectas de 7, es decir, de
puntos en R. Ademas, recordemos que los puntos en el infinito de una recta R, son x y
*(infinito). Extendemos, entonces, la definicion de razén doble al caso en donde uno de
los puntos es *.

Definicién 4.2

e Dados a, b, ¢, d € R, definimos la razén doble entre ellos como
(c—a)(d—Db)

{a,b;c,d} = m.

e Dados a, b, ¢ € R, definimos la razén doble entre ellos y * como
(c—a)(x—b) c—a
(c=b)(x—a) c—b

{a,b;c,x} =

Lema 4.3 Las transformaciones rigidas preservan la razon doble entre puntos del infinito,
es decir:
Si T es una tranformacion rigida y a, b, ¢, d € R U %, entonces {a,b;c,d} =

{T(a),T(b);T(c), T(d)}.

Demostracion:

Recordemos que el grupo de transformaciones rigidas estan generadas por las funciones
S, con A recta. Basta ver, entonces, que estas transformaciones preservan razones dobles
entre puntos del infinito.
por lo que preserva razones dobles. Si A € Rg,con A= R,,, y T = Sa, obtenemos que

2 2 2 2 2
T(z) = &= +o. Luego, T(a) = ;= +0,T(b) = 7 +0,T(c) = =, +oyT(d) = ;. Por
lo tanto,

o e () ()]

|
N ((c —(;)_(aa— o) (d —Ci)_(bb— o)> : ((c —Co)_(bb— o) (d —do)_(aa— o)>

Notemos que siguen valiendo las igualdades anteriores atin cuando alguno de los puntos
es *. [ ]

Lema 4.4 Sean A y B rectas paralelas divergentes. Sean a, b y ¢, d los puntos en el
infinito de A y B respectivamente, con a < b yc <d (en el caso de x, v < x Vr € R). Si
r es la razon doble {a,b;c,d}, entonces

cosh(d(A, B)) = "

1=
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Demostracion:

Sabemos que d(A, B) = d(y, z), donde y, z son tales que y € A, z € B, Y2 LAy
Y2 L B. Mediante una transformacién rigida, podemos llevar y a i, z a i (x € R); y, por
lo tanto, A a la recta Ry y B a la recta Ry .

Sabemos que d(i, xi) = Inx, por lo que cosh(d(i, zi)) = % Ademés, notemos que si
" es la razén doble entre los puntos en el infinito de Ry y R4,

r'={-1,1,—x,z}

(e (1)@ - 1)
(~— Dz - (-1))

2?2 —2x+1
224+ 2x+1
/22242 o 4z 1+r" _ 2241
Luego, 1 +7' = e Y 1 — 17 = o0, Por lo que 75 = 5=,

Ademas, sabemos que las transformaciones rigidas preservan las razones dobles entre
puntos en el infinito, por el Lema 4.3. Luego, r =1y

_1—|—r’_1+r
1= 1=

como queriamos. [ |

d(A, B) = d(Ro,1, Roz)

Probaremos ahora un lema que nos ayudara a realizar calculos para los Teoremas 4.6
y 4.8.

Lema 4.5 Sea R una recta en Ry. Sean x e y los puntos en el infinito de R, con x < y.
Sea a = (a1, az) un punto en R y A la perpendicular a R por a. Entonces,

T+y

o Sia, = =4, entonces A es la recta R,,.

o Sia # L;y, entonces A es la recta R, ,, donde

Ca(rty) 20y, B B
0= Sy — yr-=(o—x)(o—y).

Demostracién:
T+y

El caso a1 = ¥ es evidente. Asumamos, entonces, que a; # ¥ or lo tanto
2 ) ) 2 ) )

A € Ry. Por potencia del punto o respecto a A y teniendo en cuenta que oa debe ser

tangente a R (pues R L A), se tiene que (0 — z)(0 — y) = r? = [oa|*.

T+y

52 y Y5° respectivamente, y a € R,

Ademas, como el centro y el radio de R son 5

tenemos que

T+ y\? y— 1\
(al_ 2 )HL%:( 2 )
x+y\2 —x\?2
a?—l—a%—al(x—l—y)-l-( 2y> :(y2 )
—x\2 T+ y\2
a%—i—a%z(yQ ) —( 2?/) +ai(z+y)

ai +a; = ar(z +y) — zy.
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Luego, usando que r? = [oa|*> = |a — o|? y la tltima igualdad, obtenemos

(0—2)(0—y) = (a1 — 0)* +aj,

0o* —o(x +y) + 2y = a + a3 — 210 + 0,
—o(r+y)+xy = a1(x +y) — xy — 2aq0,
0(2a; —x —y) = a1z +y) — 2zy,
a1(z +y) — 2xy

200 —x —y

Y

como queriamos. [

Usaremos el Lema 4.4 y el Lema 4.5 para probar dos férmulas importantes sobre las
relaciones entre lados de un pentagono o de un hexagono rectangular.

Teorema 4.6 Sea abcde un pentdgono rectangular. Entonces, si lab| = A, |bc| = B, |de| =

D, se cumple
cosh D = senh Asenh B.

Demostracion:

Podemos suponer que b =i, a = ai, y ¢; > 0. Sean 1, y1; T9, Y2, T3, y3; los puntos
en el infinito de las rectas %, cd 'y %, respectivamente, con x; < y; 1 = 1, 2, 3. Sabemos,
entonces, que r1 = —1, y; = 1, r3 = —a, y3 = a, como se puede ver en la Figura 4.1.
Sean o, r € R tales que cd = R,,. Por el Lema 4.5, tenemos que

ci(z1 +y1) — 22y 1

200 —m1 — €1
*=(o—ao—w) = (- +1) (= -1)
r°=(o—x)(o0o— =|— — =
1 n e o
1 — 2 2
= 201 = C—g, por lo que
&1 51
=
Luego, xo =0 —1r = 1;% VYo =0+71 = 1?—102 Ademas, por el Lema 4.4, tenemos que
cosh(D) = cosh(d(@,%)) = %g = l%q — 1, donde ¢ es la razén doble {x9,ya; x3,y3}.

Recordemos que l%q = {29, 23, Y3, Yo} = % Calculamos, entonces, cada factor:

1+02_(_a):a01+1+02

C1 C1
1—co aci—14cy

Ys —Tg = a— = )
&1 C1

Yo — T3 =

ys — x3 =a — (—a) = 2a,

1+ (6)) 1-— Co 202
Yo — T = - = —.
C1 C1 C1
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-4 -3 -2 -1 0 X2 1 2 3y2 4 5 6

Figura 4.1: Pentagono rectangular.

Luego, usando también que ¢? + ¢ = 1, calculamos

2 act+l4ce aq—14+c o

1—g¢q c1 c1 2acy
~(acr+)? -1
2aci1co
a’cd + ¢ + 2acico — 1
2ac1¢o
_a*c} + 2ac0 — F
2ac1¢y '
1+q 2 a2c§fc§ a?-1 / .2
Por lo tanto, =% = = — 1 = = . Ademas, por la demostracién del
’ 1 )
—q 1—q 2acic2 2acy

Teorema 3.5 y lo que sigue a continuacion de él, tenemos que

a?—1

2a '
8]
senh B = —,
C2

senh A =

por lo que, finalmente, obtenemos

1
cosh D = ﬂ

l—gq
a? -1
1
2acs
= senh A senh B,

=C

como queriamos. n

Lema 4.7 Sean a,b € R tales que senh asenhb > 1. Entonces existe un unico pentigono
rectangular con dos lados consecutivos de longitudes a 1y b.

Una demostracién del Lema 4.7 se puede leer en [Bu].
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NOTA: Si pegamos dos pentagonos rectangulares a lo largo de un lado de longitud comin
r, obtenemos un hexagono rectangular. Toda superficie de Riemann de género mayor que
uno puede ser obtenida pegando hexagonos rectangulares entre si. Para leer mas sobre el
tema, se puede consultar [Bu].

Teorema 4.8 Sea abcdef un hexdgono rectangular. Entonces, silab| = B, |be| = C, [cd| =
o, [@e| = B, [ef| =7, [fa] = A, se cumple

cosh (' — cosh avcosh 3 + Coshy.

senh avsenh 3

Demostracion:

Podemos suponer que ¢ =1, b = bi, y di > 0. Sean x1, y1; T2, Y2; T3, Y3; T4, Y4, lOS
puntos en el infinito de las rectas ﬁ, <d_};>, %}, E“), respect?vamentz. Saberyjlos7 ent?j)nces,
que cd = Rp1y ab = Rgy, por lo que z; = —1, y; = 1, 23 = —b, y3 = b, como se
puede ver en la Figura 4.2. Sean 03, 04, 72, 74 € R tales que de = R,,,, v af = Ro, r,-
Calcularemos ahora 09, 04, 72, 74 en términos de las coordenadas de a, b, d. Por el Lema
4.5 y usando que |d| = 1y |a| = b, tenemos que

di(z1 4+ y1) — 221y 1

2= 2dy — 1 — :dilj
2= (o= a)or—w) = (7 +1) (7 - 1)
T = (09 — x1)(09 — =|— — —
2 2 1){02 — U1 d d
_1—d§_d7§
G Ay

dy
Ty = —
2 dla
) _ay(w3 +ys) —2w3ys D7
4 — —

2a1 — T3 — Y3 ai
9 b? b?
T4 = (04—1'3)(04 —y3> = <a1+b> (al —b>
B bt — bra? B beQ —a? _bzaj
- a2 - a2 a2’

1 1 1
7’426%.

aq

A partir de esto, podemos calcular xy, Yo, x4, Y4, como sigue:

1—dy
To = 09 — Ty = ,
2 2 2 a0
1+dy
Yo = 09 + 79 = )
d;
b2—ba2
Ty =04 — Ty = , ¥
ai
b2+ba2
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Xy 2 Yy X43 Yg 4 Vg 5

Figura 4.2: Hexdgono rectangular.

> <
Por Lema 4.4, tenemos que coshy = cosh(d(f,e)) = cosh(d(de, fa)) = 7% = & — 1,
donde r es la razon doble {xs, yo; x4, ys4}. Entonces, queremos encontrar el valor de ﬁ

1 Ya—x2)(y2—24)

Recordemos que = = {Z3, 74, Y4, Y2} = Em—u)(yz_m). Entonces, calculamos

L4dy—1+dy  2dy

Yo — XTg = d = d71’
b2 + bCLQ — b2 + bCLg 2@2[)
Ys — Ty = = )
a1 a
1+ dg b2 — bCLQ —d1b2 + dleLQ +a; + aldg
Yo — Xy = - = )
dy ay ad;
b2 + bCLQ 1— dg d1b2 + dlbag —ay + aldg
Yo — X2 = - = :
a1 dy ayd;

Recordemos que d? +d% = 1y a? + a3 = b?. Con esto, calculamos (yo — x4)(y4 — x2), como
sigue:

—dlb2 + dleLQ + a1 + a1d2 ] d1b2 + dlbag —ay + a1d2

(Y2 — 74)(ya — 72) =

a1dy ayd;
_ (dybag 4 ardy)? — (dib* — aq)?
B aid?
_dib*a3 4 2a1a2d1dob 4 aids — dibt 4 2a1d1b* — af
aidi

—d?b%a? + 2a1d1b* + 2a1a5d,dyb — a3d3
- a3d? )
a7
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Luego, tenemos que

2 _ 52— za)(ya — 29)
L—r  (ys— z4)(y2 — T2)
_ —dib’al — aidi + 2a1d,b® + 2ayazdydab
2a1a9d1do2b
P41 ad, b
T % wds | wds

+1, (4.1)

2
por lo que coshy = & —1=- b;gl . Z;Zzl; + a;’dQ. Ahora, recordemos que queremos calcular

cosh~y en términos de «, 3, y C. Notemos que

2
cosh C' = cosh(d(b,c)) =1+ |b262062|
b-1)?% v+1
pu— 1 =
A T
d— 2
cosh a = cosh(d(c,d)) =1+ |2d2;|
_1+d%+(d2—1)2 A3+ d3—2dy + 1+ 2d,
B 2d, - 2d;
_ d2+d3+1 1
2ds dy’
d
senha = \/cosh?’a —1 = d—l,
2
b — 2
cosh 8 = cosh(d(a,b)) =1+ ‘2b2§2‘
14 ai + (ap —b)*  ai + a3 — 2bay + b* 4 2bay
n 2ba2 n 2bCL2
Gt a+ b
N 2()&2 N (127
senh 3 = \/cosh? — 1 = iy

a2
Volviendo a la identidad (4.1) y reemplazando, obtenemos
b2 + 1 a1d1 b

2b a2d2 + a2d2
= — cosh C'senh acsenh 8 + cosh 3 cosh «,

coshy = —

como queriamos. [

Lema 4.9 Sean x,y,z € R. Entonces existe un unico hexdgono rectangular de longitudes
de lados A,v,B,a,C, 3 tal que A=x, B=y yC = z.

El Lema 4.9 se deduce del Teorema 4.8. Una demostraciéon completa se puede leer en
[Bu].
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OBSERVACION: La férmula del Teorema 4.8 es similar a la del Teorema 3.6, la “férmula del
coseno” para triangulos hiperbdlicos. Esta es una de las varias analogias entre hexagonos
rectangulares y tridngulos, como se puede ver en [Bu], otras son las siguientes.

e En un hexdgono rectangular como el del Teorema 4.8, se cumple que

senh a senh b B senh ¢

senha  senh3  senh~y’

Esta formula es similar a la “férmula del seno” para triangulos hiperbdlicos que
vimos en el Teorema 3.7.

e En un hexdgono rectangular, se cumple que las tres alturas (perpendiculares entre
lados opuestos) son concurrentes.

Ademas de la trigonometria de los poligonos rectangulares, queremos hacer una ob-
servacién sobre el drea de los mismos. Recordemos que el drea de un tridngulo (y por lo
tanto, de un poligono) depende solamente de sus angulos. Luego, poligonos rectangulares
con igual cantidad de lados tienen una misma area, como veremos en la Proposicion 4.10.

Proposicion 4.10 Sea P, un poligono rectangular de n lados. Entonces, vale que

n—4
a(P,) = .
2
Demostraciéon:
Sean aq, ..., a, los vértices de P,. Dividimos el poligono en los n—2 tridangulos Aajasas,
Aajasay, ..., Naja,_1a,. Sea s; la suma de angulos interiores del triangulo Aaja;a;,1 para

cada i = 2,...,n — 1 y notemos que la suma de dngulos interiores de P, es 7 (pues todos
sus angulos interiores son rectos). Entonces,

alP,) =« ( ?:_;Aalaiaiﬂ)

Oé(ACLlaiCLH_l)

S
[
= N

= . (m—s:)

@
||
N

n—1
=n-2)1— > s
=2

:(n—2)7r—ﬁ7r

2
n—4
= .

2







Capitulo 5

Mas sobre hexagonos rectangulares

En este capitulo, nos introducimos a temas de investigacién actuales. Siguiendo con
el analisis de los pentagonos y hexdgonos rectangulares, estudiamos un articulo de Rick
Kenyon, quien fue estudiante de William Thurston, llamado “Right-angled hexagon ti-
lings of the hyperbolic plane”[Kel]. En el articulo, se trabaja con pentdgonos y hexdgonos
rectangulares (alli llamados right-angled pentagons y right-angled hexagons, respectiva-
mente, o RAP y RAH por sus siglas en inglés) para contruir embaldosamientos (tilings)
del plano hiperbdlico y analizar medidas de probabilidad sobre los tilings. Mas precisa-
mente, Kenyon estudia medidas de probabilidad invariantes bajo isometrias del espacio
) de embaldosamientos del plano hiperbdlico, construidos a partir de hexdgonos de di-
ferentes tamanos. Prueba que, para cada medida p de cierta familia natural de medidas
sobre los hexdgonos rectangulares, hay una medida invariante por isometrias en {2 cuya
distribucién marginal en las baldosas es p.

En la Seccién 5.1, realizaremos algunas de las cuentas que menciona el articulo nom-
brado anteriormente. En la Seccién 5.2, basandonos en ideas de Peter Doyle, haremos
una breve descripcion de los llamados hexaframes, que seran una generalizacién de los
hexagonos rectangulares.

5.1. Algunos resultados del articulo de Richard Ken-
yon

Siguiendo con la trigonometria de hexagonos rectangulares estudiada en el Capitulo
4, reescribiremos la formula del Teorema 4.8, para llegar a la del Teorema 5.1. Estas
identidades son usadas en [Ke] para dar una medida de probabilidad sobre los hexdgonos
rectangulares, tema que excede el propoésito de este trabajo. Sin embargo, consideramos
relevante incluir uno de los resultados principales de este articulo en el Teorema 5.2.

Teorema 5.1 Consideremos un hexagono rectangular de longitudes de lados 1y, ls, I3, 14, 5
y lg, en ese orden. Sean a = e, C =¢e2, b=ebB, A=cl, c=eb, B =es. Entonces,
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se cumplen las siguientes identidades:

A+1 | (14 abc)(a+be)
A-1 \ (b+ac)(c+ab)’
B+1 | (1+abc)(b+ ac)
B—1 '\ (a+bc)(c+ab)’
C+1 | (14 abc)(c+ab)
c—-1 \ (a4 bc)(b+ ac)

Demostracion:
Por simetria, basta con probar una de las tres identidades. Notemos que coshl; =

l —1 —
elde - ¢ +1 y, andlogamente, senhl; = % “=1 Luego, por el Teorema 4.8, tenemos
a

C*+1 <a +1 V41 c+1>_<a2—1 b2—1>

2C 2a 2 2 2 2b
_c(a®+1)(0* + 1) + 2ab(c® + 1) (a®> —1)(b* — 1)
N 4abe 4ab

_c(a®+1)(0* + 1) 4 2ab(c® + 1)
= @D = 1) ' (5.1)

Como queremos llegar a una identidad en donde aparece
C+1

C+1
c-1

, para obtener la igualdad a la que queremos llegar:

llevaremos el miembro
izquierdo de la ecuacién (5.1) a

C?*+1  c(a®+1)(B* +1) + 2ab(c* + 1)
2 - DE-1)
(C—=1)?%* @+1D)*+1)— (a2 —1)(b* = 1)] + 2ab(c* + 1)
2C c(a® —1)(b? - 1)
2c(a® 4+ b%) + 2ab(c* + 1)
cla2=1¥*-1)
4 ca®=1)(* —1)
(C =12 c(a®+b%) +ab(c2+ 1)
<O+1)2 c[(a® — 1)(B? — 1) + (a® + b?)] + ab(? + 1)
c(a? +0?) + ab(c® + 1)
a*b*c + ¢+ abc® + ab
a’c+ b*c + abc? + ab

_ (I +abc)(c+ ab)

= latbo)(btad)’ y, por lo tanto,
C+1 | (1+abc)(c+ ab)
C—-1 \ (a+be)(b+ac)’

como queriamos. [
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Teorema 5.2 Sea 1 la medida de soporte completo en Ri dada por tomar ly, I3, 5
indepentientemente y cada una distribuida respecto a la medida vy en (0,00) de densidad

Pyl = —CU donde ¢ = var (g)r (&)
senh3 ([) 272

Sily, 13, l5 son elegidas independientemente e idénticamente distribuidas con distri-
bucion vy, entonces ly, ly, lg serdn independientes e idénticamente distribuidas con la
misma distribucion vg.

NOTA: Se podria haber “descubierto” la funcién p de la siguiente manera. Si asumimos
que a, b, ¢ son independientes e idénticamente distribuidos con alguna densidad g(x)dzx,
entonces A, B, C estaran distribuidos de acuerdo a la densidad

W(g(a)g(b)g(c)dadbde) = g(a)g(B)g(c (j) dAdBAC

Manipulando el miembro derecho de esta expresion y recordando la relacion entre a, b, ¢,y
A, B, C dada por el Teorema 5.1, se puede ver que hay una tunica eleccion para g (salvo es-
cala) para la cual este lado de la igualdad puede expresarse como g(A)g(B)g(C)dAdBdC.

Se deduce que g es la tnica medida de probabilidad con la propiedad de “preservar
independencia”. ;Tendrd esta medida de probabilidad o un significado geométrico? es la
pregunta que se deja abierta en [Ke].

En [Ke], se destaca una familia particular de hexdgonos rectangulares, los hexdgonos
rectangulares trigonométricos, por lo que los estudiaremos brevemente con el Teorema 5.4.

Definicién 5.3 Diremos que un hexagono rectangular es trigonométrico si se cumple que
l—a—b—c—ab—bc—ac+ abc =0, con a, b, c como en el Teorema 5.1.

Teorema 5.4 Consideremos un hexdgono rectangular trigonométrico y sean a, b, ¢, A, B, C
como en el Teorema 5.1. Entonces, se cumple que

A=a, B=b, C=c

Demostracion:
Por simetria de las variables, basta ver que A = a. Por Teorema 5.1, tenemos que

(A+ 1)2 (1 +abe)(a+ be)

A-1)  (b+ac)(c+ab)’ (5:2)

Como el hexdgono rectangular es trigonométrico, se cumple que 1 —a —b —c —ab —
bc — ac + abe = 0. Despejando ¢, obtenemos

ab+a+b—-1
c= )
ab—a—b—-1
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Ahora, reemplazamos esta expresion de ¢ en los factores del miembro derecho de la iden-
tidad (5.2), obtenemos

a+bc:a+b-ab+a+b_1
ab—a—b—1
_a*b—a®—ab—a+ab®+ab+b* —b
N ab—a—b—1
_a2b—|—a62—|—b2—a2—a—b
N ab—a—b—1 ’

y, simétricamente,

a?b+ab? —b>4+a®>—a—>b
b+ ac= .

ab—a—-b—-1
Ademas,
+ab b+ab—|—a+b—1
c+ab=a
ab—a—-b—-1
_a*b?—a*h—ab* —ab+ab+a+b—1
N ab—a—-b-—1
_a2b2—a2b—ab2+a+b—l
N ab—a—b—1 Yy
ab+a+b—1
1 be =1 b-
+ abc +a h—a—b_1
7ab—a—b—1—|—a2b2—|—a2b—l—ab2—ab
a ab—a—-b—-1
_a2b2+a2b+a62—a—b—1
a ab—a—-b-—1

De todas estas identidades, obtenemos que

(1+abc)(a+be)  (a®V® +a’b+ab® —a—b—1)(a’b+ ab® + b* — a® —a — b) (5.3)
(b+ac)(c+ab) — (a2b+ab®> — b2 +a%—a—0b)(a?b? —a2b—ab?+a+b—1)

Para organizarnos mejor, definimos X = a2b + ab®> — a — b. Luego, tranformando la
ecuacion (5.3), tenemos que

(L+abc)(a+be) (X +a®? —1)(X +b* — a?)
(b+ac)(c+ab) (X =02+ a?) (=X +a2b? — 1)
X2+ X(a®PP 40 —a® — 1)
X2+ X (a2 402 —a® — 1)

+ (a®v? — 1)(b* — a?)
+ (a2b? — 1)(—=b% + a?)’
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Entonces, recordando que X = a?b + ab®* —a — b = (ab — 1)(a + b), obtenemos
(1+abc)(a+bc)+ X2+ X(aPP 4+ —a® - 1) + (a®b® — 1)(D* — a?) 41
(b + ac)(c + ab) X2+ X (a20? + 02 —a? — 1) + (a2b% — 1)(—b2 + a?)

- 2X (2B + b% — a® — 1)
X2+ X(a2b? 4+ b2 — a? — 1) + (a2 — 1)(—b% + a?)
2(a*0* +b* —a®> — 1)

—X+a2b2+b2—a2—1+(ab+1)(a—b)
2(a*b* + b* — a® — 1)
—a?b—ab?+a+b+a?b? +b02—a2—-1+a?b—ab® +a—>b
2(a** +b* —a® — 1)
a?b? — 2ab? + b2 —a? +2a — 1
2(a®> +1)(b* — 1)
(a®> —2a+1)(b? —1)

_ 2(a®+1)
a2 -2a+1
Finalmente,
(1 + abe)(a + be) 2(a® +1)
= -1
(b+ac)(c+ab) a®>—2a+1
_a®+2a+1
a2 —2a+1
~(a+1)°
C(a-1%
de lo que se deduce A = a, como queriamos. [ |

5.2. Hexaframes

Los hexaframes son una generalizacién de los hexagonos rectangulares y estan conte-
nidos en el espacio hiperbélico (de tres dimensiones). Este concepto podria llegar a tener
varias aplicaciones y por eso consideramos que vale la pena describirlos brevemente en
este trabajo.

La seccion esta enteramente basada en ideas de Peter Doyle.

Un modelo del espacio hiperbdlico es el del semiespacio superior, en donde el espacio
es el conjunto
E={(z,y,2) ER*| z > 0},

los planos son los elementos del conjunto

{ENOB,, | 0 = (01,02,0) € R* y r € R, JU{EN planos de R* perpendiculares al plano z = 0},



86 Mads sobre hexagonos rectangulares

las rectas son los elementos de
{EN circunferencia con centro o | o = (01, 09,0) € R*}U

{E N rectas perpendiculares al plano z = 0},

y el grupo de transformaciones rigidas es el generado por las inversiones respecto a bolas
de centro o = (01, 09,0) y las simetrias especulares respecto a planos euclideos perpendi-
culares al plano z = 0.

Definicién 5.5 Sean Aq, ..., Ag seis rectas hiperbdlicas distintas en E. Entonces, decimos
que las rectas conforman un hezaframe si se cumple Ay 1 Ap.q para k =1,...,6; donde
A7 — Al-

NOTA: Para algunos propdsitos, conviene, a veces, pensar los hexaframes como formados
por rectas con orientacion.

OBSERVACION: Los hexaframes no necesariamente pueden incluirse en un plano hiperbé-
lico. Un hexagono rectangular se puede ver como un caso particular de hexaframes, en
donde las rectas que lo conforman son coplanares.

Hay una manera de describir un hexaframe mediante seis ntimeros complejos que
llamaremos multiplicadores. Sean vy, . .., vg € E los vértices del hexaframe, es decir, {v;} =
A1 N A, k= 1,...,6, donde Ay = Ag. Para cada k = 1,...,6, sean e, = U;0p11
(segmento hiperbdlico) y [ la longitud de e, donde v; = vy.

Ademaés, para cada k = 1,...,6, sea a, = exp(ly + i0;), donde ) es el dngulo entre
los lados Ap_1 y Aj41, es decir, el 4ngulo que forman A,_; y A, donde Aj , es la recta
interseccion entre el plano perpendicular a A, por v, y el plano que pasa por A y Agiq,
es decir, 0 es el angulo que forman las rectas A;_1 v Axy1, miradas “a través de la recta
Ay”. Hay algunos detalles de signo y orientacién que no discutiremos aqui. Llamaremos a
los niimeros ay, . . . ag multiplicadores del hexaframe conformado por Ay, ..., As.

OBSERVACION:

e Podemos mover la recta Ay a la recta hiperbdlica contenida en el eje z mediante
una transformacion rigida, y podemos asumir que llevamos vy al (0,0, 1). Entonces,
la aplicacién z +— az con dominio el borde de E lleva los puntos en el infinito de
la recta Aj,_; en los puntos del infinito de la recta Ay, es por eso que los llamamos
multiplicadores.

e Los multiplicadores determinan un hexaframe salvo congruencia. De hecho, solo
tres multiplicadores determinan un hexaframe, de manera semejante al caso de los
hexagonos rectangulares, donde tres longitudes de lados determinan toda la figura,
salvo isometria.

Es de esperar que la férmula del Teorema 5.1 siga valiendo para hexaframes por con-
tinuaciéon analitica. En vez de considerar, como en el Teorema 5.1, que a = e, C' =
2 b=¢el3, A=¢el c=eb, B =e, se consideran los multiplicadores descriptos ante-
riormente, definiendo (a,C, b, A, ¢, B) = (a1, as, as, a4, as, ag). La féormula del Teorema 5.1
es, entonces, el caso particular de multiplicadores ay = exp(ly, +i0)) con 6, = 0 para todo
k, por lo que los aj son reales y positivos.
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OBSERVACION:

e Los pentiagonos rectangulares se pueden ver, también, como un caso particular de
hexaframes, eligiendo uno de sus vértices y construyendo una nueva recta que pase
por alli, perpendicular al plano en donde esta contenido el pentagono rectangular.
Si esta nueva recta es la Ay, entonces a; = i (pues [y =0y 6, = g) y, usando la
formula extendida del Teorema 5.1, se puede deducir la formula trigonométrica de
los pentagonos rectangulares que aparece en el Teorema 4.6.

e También, se puede ver a los tridngulos como un caso particular de hexaframes. Para
cada vértice del triangulo, se construye una recta que sea perpendicular al plano que
contiene el triangulo y que pase por este punto. Estas tres nuevas rectas, intercaladas
con las rectas que contienen los lados del triangulo, conforman un hexaframe, cuyos
multiplicadores cumplen que tres de ellos (intercaladamente) son imaginarios puros.

Vemos aqui la importancia de los hexaframes, ya que generalizan a los triangulos, y a
los pentagonos y hexagonos rectangulares, junto a sus férmulas trigonométricas.
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