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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar de la manera más autocontenida posible a las cate-
gorías modulares de dimensión impar, sus propiedades e invariantes.

En la primera parte se exponen las nociones de categorías tensoriales y categorías de
fusión. Se presentan construcciones útiles, como la graduación y la equivariantización por
grupos finitos, y clases distinguidas de categorías: punteadas, de tipo grupo, nilpotentes,
solubles, entre otras. En una segunda parte se aborda el estudio de las categorías modulares
y se tratan algunos de sus invariantes: S-matriz, T -matriz, Sumas de Gauss e Indicadores de
Frobenius-Schur.

Finalmente se discuten algunos problemas actuales y nuevas herramientas, como el Teo-
rema de Cauchy para categorías de fusión esféricas, la clasificación de categorías modulares
de dimensión impar de rango pequeño y la clasificación de categorías modulares casi libres de
cuadrados de dimensión impar. Se presentan además algunos resultados propios vinculados a
dichos problemas y técnicas.

Palabras clave: categorías modulares, categorías de fusión nilpotentes, Teorema de
Cauchy, categorías de tipo grupo, dimensión de Frobenius-Perron.
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Abstract

The main goal of this work is to present, in the most comprehensive way we can achieve,
odd dimensional modular categories, their properties and invariants.

The first part sets out the notions of tensor and fusion categories. Useful constructions are
included, such as grading and equivariantization by finite groups, and distinguished classes of
categories are introduced: pointed, group-theoretical, nilpotent and solvable, among others.
A second part approaches the study of modular categories and some of their invariants: S-
matrix, T -matrix, Gauss Sums and Frobenius-Schur Indicators.

Finally, some current problems and new techniques are discussed, such as the Cauchy
Theorem for spherical fusion categories, the classification of odd dimensional modular ca-
tegories of small rank and the classification of odd dimensional almost square-free modular
categories. Some original results related to the mentioned problems and techniques are exhi-
bited.

Keywords: modular categories, nilpotent fusion categories, Cauchy’s Theorem, group-
theoretical categories, Frobenius-Perron dimension.

2010 Mathematics subject Classification: 18D10.

iii



Agradecimientos

A Julia Plavnik, mi directora, por acompañarme durante mis primeros pasos en el mundo
de la investigación científica. Por sus consejos, tanto académicos como personales, y su con-
tención. Espero tener su pasión, entusiasmo, energía y calidez durante mi vida profesional.

Al jurado, Martín Mombelli, Carina Boyallian, Agustín García Iglesias e Ivan Angiono,
por ayudar a mejorar la calidad de este trabajo con sus comentarios y correcciones.

A Guillermo, por apoyarme y quererme incondicionalmente. Por su paciencia. Por tener
fe en mi y mis capacidades, aun cuando yo no la tenía. Los cinco años de esta carrera fueron
desafiantes, y te agradezco haberme hecho sentir siempre acompañada y comprendida.

A Lucas, por haber transitado este camino conmigo desde el inicio. Por estar siempre que
lo necesité, y por todos los momentos compartidos. No muchas personas pueden decir que
rindieron juntas 22 de las 25 materias de una carrera.

A mi familia, por apoyarme en mis elecciones, por enseñarme el valor de la educación, el
esfuerzo y la perseverancia, y por brindarme todo lo necesario para mi desarrollo personal y
académico.

Al personal docente y no docente de la Facultad de Matemática, Astronomía, Física y
Computación, por siempre ir más allá de sus obligaciones para ayudar a los demás y por crear
un ambiente de trabajo amigable y generoso.

A la Universidad Nacional de Córdoba, por formarme de manera gratuita, pública y laica.

iv



Introducción

Las categorías modulares son categorías de fusión trenzadas “no degeneradas”. La con-
dición de ser no degenerada está relacionada con la trenza y el centro simétrico (versión
categórica del centralizador en teoría de grupos), y tiene como consecuencia que la categoría
cuente con muchas propiedades aritméticas sorprendentes. De hecho, su nombre fue otorgado
porque toda categoría “modular” tiene asociada una representación (proyectiva) del “grupo
modular”.

Las categorías modulares aparecieron por primera vez explícitamente en [T1], donde fueron
definidas por Turaev. No obstante, algunos aspectos de ese trabajo fueron anticipados dos
años antes en [R] por Rehren. En particular, [R] contiene la primera demostración de la
equivalencia entre la condición de invertibilidad de la S-matriz de una categoría (esta fue la
condición requerida en la definición original de categoría modular en [T2,?T]) y que su centro
simétrico sea trivial. Otra fuente de inspiración de Turaev provino del trabajo desarrollado por
Moore y Seiberg en teorías de campos conformes racionales [MS] y resultados fundacionales
relacionados provistos por Joyal y Street [JS]. Entre los primeros ejemplos de categorías
modulares se encuentran los desarrollados por Reshetikhin y Turaev en su trabajo sobre
grupos cuánticos y sus aplicaciones a topología en baja dimensión [RT].

Las categorías modulares son estructuras algebraicas que tienen conexiones con diversas
áreas de la matemática. Por ejemplo, aparecen en teoría de representaciones de grupos cuán-
ticos [BK], álgebras de Von Neumann [EK], teoría topológica cuántica de campo (TQFT)
[T2], teoría de campos conforme (CFT) [MS] y álgebras de operadores de vértice (VOA) [H],
entre otras. Dentro de las categorías de fusión trenzadas, las categorías modulares se encuen-
tran en el extremo opuesto a las categorías de fusión simétricas, las cuales están fuertemente
relacionadas con los grupos finitos [D]. El estudio de estos casos extremos permite una mejor
comprensión de aquellas categorías de fusión trenzadas que no son simétricas ni modula-
res. Por otro lado, las categorías modulares tienen una relación muy cercana con la física.
Por ejemplo, con fases topológicas de la materia (premio Nobel de física 2016) [BCFV,WW]
y computación cuántica [W1, W2]. Por todo esto, el estudio y clasificación de este tipo de
categorías se ha vuelto de gran interés en los últimos años.

El objetivo general de este trabajo consiste en el estudio de la teoría de categorías modu-
lares de dimensión impar. Asociados a las categorías modulares hay ciertos invariantes como
la S-matriz, T-matriz, Sumas de Gauss, e Indicadores de Frobenius-Schur. También serán de
gran importancia en este trabajo las dos nociones de dimensión que podemos considerar en
una categoría modular: las dimensiones de Frobenius-Perron y las dimensiones cuánticas. La
condición de una categoría modular de ser no degenerada proviene de requerir que su S-matriz
sea invertible. Dicha matriz está relacionada con las reglas de fusión, la dimensión cuántica
y el twist de la categoría mediante la fórmula de Verlinde (ver Corolario 3.3.3) y la ecuación
de balance (ver Proposición 3.2.5). Por otro lado, la T-matriz es una matriz diagonal que
codifica el twist de la categoría, y cuyo orden (finito) coincide con el Exponente de Frobenius-
Schur [NS1, Theorem 7.5]. Todos estos invariantes están estrechamente relacionados y aportan
información valiosa sobre la categoría.
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Una clase importante de categorías modulares es la de las punteadas, las cuales están
definidas por la propiedad de que los morfismos de evaluación y coevaluación de todos sus
objetos simples son isomorfismos. Esta propiedad es equivalente a que todos los objetos simples
tengan dimensión 1. Las categorías punteadas están clasificadas en términos de grupos finitos
y 3-cociclos. Otra clase distinguida de categorías de fusión que está altamente relacionada con
las categorías punteadas es la de las categorías de tipo grupo [ENO2]. Las categorías de tipo
grupo forman una clase de categorías con propiedades bien comprendidas, ya que pueden ser
construidas a partir de data de grupos finitos. Para aplicaciones a la física, es útil conocer
cuándo las categorías son de tipo grupo, puesto que en tal caso no podrían utilizarse en la
construcción de una computadora cuántica. En particular, las categorías de tipo grupo son
íntegras [EGNO, Remark 9.7.7], es decir, las dimensiones de todos los objetos simples son
números enteros. Una observación importante es que las categorías modulares de dimensión
impar son siempre íntegras (condición necesaria para que una categoría sea de tipo grupo).
Una pregunta abierta interesante es si existen categorías modulares de dimensión impar que
no sean de tipo grupo.

De la categorificación de las nociones de nilpotencia y solubilidad para grupos finitos
surgen las nociones de categorías nilpotentes y solubles [GN,ENO]. A diferencia de lo que
sucede en grupos finitos, no toda categoría nilpotente es soluble. En el caso de que la categoría
sea trenzada, la propiedad de nilpotencia si implica solubilidad [ENO, Proposition 4.5]. Estas
nociones determinan un contexto adecuado para generalizar resultados clásicos en teoría de
grupos: toda categoría de fusión de dimensión potencia de un primo es nilpotente [ENO,
Theorem 8.28], y toda categoría de fusión cuya dimensión es divisible por a lo sumo dos
primos resulta soluble (Teorema de Burnside) [ENO, Theorem 1.6]. Cabe destacar también
que toda categoría de fusión íntegra nilpotente es de tipo grupo [DGNO2, Theorem 1.5].

Otro invariante a considerar en el estudio y clasificación de categorías modulares es el
rango, esto es, la cantidad de clases de isomorfismo de objetos simples que posee la categoría.
El problema de clasificar categorías modulares de rango pequeño tiene sus raíces en el proble-
ma de clasificación de teorías de campos conformes racionales por el año 1980. En particular,
expondremos la clasificación de categorías modulares maximalmente no auto-duales (MNSD)
de rango pequeño realizada por Bruillard y Rowell en [BR]. En dicho trabajo se muestra que
toda categoría modular MNSD de rango a lo sumo 11 es punteada. Se conoce una categoría
modular MNSD no punteada de rango 25, por lo que una pregunta abierta interesante es si
las categorías MNSD de rango a lo sumo 23 lo son.

El Teorema de Cauchy para categorías de fusión esféricas [BNRW, Theorem 3.9] es una
generalización de [NS1,Thm 8.4] para categorías de fusión íntegras. Esta pregunta surgió
originalmente en un trabajo de Etingof y Gelaki en el contexto de álgebras de Hopf [1,
Question 5.1], y fue verificada para álgebras de Hopf en [KSZ]. El Teorema de Cauchy es
una herramienta de gran utilidad ya que permite relacionar el exponente de Frobenius Schur
de la categoría (equivalente en categorías modulares al orden de su T-matriz) con su dimensión
cuántica. Juega un papel fundamental en la demostración del resultado principal de [BNRW],
que establece que para cada entero positivo r hay una cantidad finita de categorías modulares
de rango r, salvo equivalencia. Dicho resultado se mantuvo como una conjetura por alrededor
de diez años.
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Resultados

En la primera sección del capítulo 4 expondremos una de las versiones del Teorema de
Cauchy, desarrollada por Ng y Schauenburg en [NS1]. Utilizando este Teorema como herra-
mienta presentaremos dos resultados propios que implican nilpotencia y solubilidad, respec-
tivamente, en categorías modulares íntegras. Los resumimos en el siguiente teorema.

Teorema. Sea C una categoría modular íntegra, y sea N el orden de su T-matriz.

Si N = pa con p primo, entonces C es nilpotente y por lo tanto de tipo grupo.

Si N = paqb con p y q primos, entonces C es soluble.

En la segunda sección del capítulo 4 introducimos el Teorema de Cauchy para categorías
modulares esféricas [BNRW, Theorem 3.9]. Usándolo como fuente de inspiración, en la última
sección del capítulo 4 presentamos una versión propia del Teorema de Cauchy para categorías
de fusión esféricas débilmente íntegras. Lo enunciamos a continuación.

Teorema. Sea C una categoría de fusión esférica débilmente íntegra. Entonces los factores
primos de N = FSexp(C) coinciden con los de dim(C).

La importancia de este resultado radica en que, a diferencia del Teorema de Cauchy para
categorías de fusión esféricas, podemos relacionar los divisores primos de N = FSexp(C)
y dim(C) en Z, obviando la complejidad de factorizarlos en ON = Z[e

2πi
N ]. Gracias a este

resultado pudimos probar la siguiente condición que garantiza integrabilidad para categorías
modulares débilmente íntegras, en términos del orden de la T -matriz.

Corolario. Sea C una categoría modular débilmente íntegra con T-matriz de orden impar.
Entonces C es íntegra.

Además pudimos generalizar a categorías modulares débilmente íntegras las condiciones
de nilpotencia y solubilidad obtenidas anteriormente.

En la segunda sección del capítulo 6 damos una respuesta parcial a la siguiente pregunta:
¿Todas las categoría modulares con dimensión de Frobenius-Perron p5 son punteadas? Es-
ta pregunta surge naturalmente al leer los resultados obtenidos en [DLD, DN]. Resumimos
nuestra respuesta parcial en los siguientes resultados.

Lema. Sea p un primo impar. Si C es una categoría modular no punteada tal que FPdim(C) =
p5, entonces FPdim(Cpt) = p2.

Proposición. Sea p un primo impar. Si C es una categoría modular tal que FPdim(C) = p5,
entonces ocurre una de los siguientes:

1. La categoría C es punteada.

2. La categoría C tiene grupo de invertibles isomorfo a Zp×Zp y rango p3 +p2 −1. Además
c. d.(C) = {1, p}.

Concluimos con un resultado que está próximo a ser la versión para p5 del Corolario
[DLD, Lemma 4.11].

Corolario. Sea C una categoría modular tal que FPdim(C) = dp5 donde p es un primo impar
y d un entero libre de cuadrados con (d, p) = 1. Si el rango de C es distinto de d(p3 + p2 − 1)
entonces C es punteada.
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Contenidos

En el primer capítulo se introducen los conceptos básicos para el estudio de categorías
tensoriales, con el objetivo de que este trabajo resulte lo más autocontenido posible. En
particular, se da una introducción al grupo de Grothendieck de una categoría tensorial.

El segundo capítulo trata de las categorías de fusión. Se definen las dimensiones de
Frobenius-Perron de sus objetos y se introducen tres clases de categoría de fusión distin-
guidas: las tipo grupo, las solubles y las nilpotentes.

En el tercer capítulo se exponen los contenidos necesarios para entender categorías mo-
dulares y sus invariantes.

En el cuarto capítulo se introducen dos versiones del Teorema de Cauchy para catego-
rías de fusión íntegras y esféricas, respectivamente. Se prueban algunos resultados propios
utilizándolos como herramientas.

El quinto capítulo trata de las categorías modulares MNSD de rango pequeño y avances
en su clasificación.

En el último capítulo se definen las categorías modulares casi libres de cuadrados. Se da
una introducción al problema de su clasificación y se presentan resultados propios.
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1 | Categorías tensoriales

El primer capítulo de este trabajo tiene como objetivo introducir definiciones y concep-
tos necesarios para el estudio de las categorías tensoriales. En primer lugar, desarrollaremos
el vocabulario básico de la teoría de categorías; luego introduciremos las nociones de cate-
gorías abelianas y monoidales. Finalmente nos adentraremos en el estudio de las categorías
tensoriales

Una de las motivaciones originales para el estudio de teoría de categorías fue entender cómo
ciertas estructuras y resultados de diferentes áreas de la matemática pueden ser vistos como
distintas manifestaciones de un fenómeno general. En la actualidad, al estudiar categorías
tensoriales se da especial atención a la clasificación y caracterización de categorías con ciertas
propiedades o estructuras y al desarrollo de nuevas construcciones.

Para un desarrollo más profundo de los temas de este capítulo recomendamos la lectura
de [B,EGNO,M].

1.1 | Nociones básicas

Definición 1.1.1. Una categoría C consiste en:

Una clase de objetos;

Una clase de flechas HomC(A,B) para cada par de objetos A,B en C;

Para objetos A,B,C en C, una asignación

◦ : HomC(B,C) × HomC(A,B) → HomC(A,C), (g, f) 7→ g ◦ f,

tal que h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f , cuando tenga sentido la composición;

Para cada objeto A, una flecha idA en HomC(A,A), llamada identidad de A, tal que
idA ◦f = f y g ◦ idA = g, cuando la composición tenga sentido.

A lo largo de este trabajo asumiremos que todas las categorías involucradas son pequeñas.
Esto significa que tanto la clase de objetos como la clase de flechas de la categoría son
conjuntos.

A continuación mencionaremos los ejemplos mas clásicos de categorías.

Ejemplos 1.1.2. La categoría Set es la categoría cuyos objetos son todos los conjuntos
y sus flechas son las funciones entre ellos.

La categoría Grp es la categoría cuyos objetos son todos los grupos y sus flechas son los
morfismos de grupos. Además, la categoría Ab, cuyos objetos son los grupos abelianos
y sus flechas son los morfismos de grupos entre ellos.

La categoría CRing es la categoría cuyos objetos son todos los anillos conmutativos y
sus flechas son los morfismos de anillos.

1



CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS TENSORIALES 2

Dado R un anillo, la categoría R-Mod es la categoría cuyos objetos son los R-módulos
a izquierda y sus flechas son los morfismos de R-módulos a izquierda. Similarmente, las
categorías Mod-R de R-módulos a derecha y R-Mod-R de bimódulos sobre R.

Dado k un cuerpo, la categoría Vec es la categoría cuyos objetos son todos los espacios
vectoriales sobre k y sus flechas son las transformaciones lineales, y la categoría Vec es
la categoría cuyos objetos son los espacios vectoriales de dimensión finita sobre k y sus
flechas las transformaciones lineales entre ellos.

Dado k un cuerpo, la categoría Matr es la categoría cuyos objetos son los números
naturales y sus flechas son las matrices.

Dado k un cuerpo y G un grupo finito, la categoría Rep G es la categoría cuyos objetos
son las representaciones de G sobre k y sus flechas son los morfismos de representaciones.
También, la categoría Rep G es la categoría cuyos objetos son las representaciones de
dimensión finita de G sobre k y sus flechas son los morfismos de representaciones entre
ellas.

A cada categoría C podemos asociarle la categoría opuesta Cop . Los objetos de esta
nueva categoría son los objetos de C, y las flechas son fop : B → A, donde f : A → B
es una flecha en C, con la composición dada por fop ◦ gop = (g ◦ f)op.

Definición 1.1.3. Dadas C y B categorías, un funtor T : C → B consiste en:

Una función objeto, que manda cada objeto C ∈ C a un objeto TC ∈ B.

Una función flecha, que asigna a cada flecha f : C → C ′ en C una flecha Tf : TC → TC ′

en B, tal que

1. T (idC) = idTC ∀C ∈ C,
2. T (g ◦ f) = Tg ◦ Tf siempre que la composición g ◦ f tenga sentido en C.

Observación 1.1.4. Dados dos funtores T : A → B y S : B → C, la composición punto a punto
produce un nuevo funtor T ◦ S : A → C.
Observación 1.1.5. En toda categoría C tenemos el funtor identidad IdC : C → C, definido
como la identidad tanto en objetos como en flechas.
Observación 1.1.6. Dado T : C → B un funtor, podemos definir el funtor T op : Cop → Bop,
que manda a cada objeto C en Cop a TC en Bop, y a cada flecha fop en Cop a la flecha (Tf)op
en Bop.

Algunos ejemplos de funtores entre categorías son los siguientes.

Ejemplo 1.1.7. En la categoría Set, tenemos el funtor P : Set → Set, cuya función objeto
asigna a cada X ∈ Set el conjunto PX = {S/S ⊆ X} de subconjuntos de X, y cuya función
flecha manda una función f : X → Y en la función

Pf : PX → PY,

S 7→ fS.

Como P (idX) : PX → PX asigna a cada subconjunto S de X el subconjunto idX(S) = S,
tenemos que P (idX) = idPX . Por otro lado, dadas las funciones f : X → Y y g : Y → Z
resulta que P (g ◦f) : PX → PZ asigna a cada subconjunto S de X el subconjunto g ◦f(S) =
g(f(S)). Luego, P (g ◦ f) = Pf ◦ Pg y por lo tanto P es un funtor.



CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS TENSORIALES 3

Ejemplo 1.1.8. Definamos S : CRing → Grp, con función objecto que asigna a K ∈ CRing
el grupo GLnK, y función flecha que manda a un morfismo de anillos f : K → K ′ al morfismo
de grupos

Sf : GLnK → GLnK
′,

(ai,j) 7→ (f(ai,j)).

Claramente, S(1K) = 1SK , y S(g ◦ f) = Sg ◦ Sf . Por lo tanto S es un funtor de CRing
en Grp.

Ejemplo 1.1.9. En la categoría Grp, tenemos el funtor F : Grp → Grp que a cada grupo
G le asigna su conmutador [G,G], y a cada morfismo de grupos f : G → H lo manda al
morfismo de grupos Ff definido por

Ff : [G,G] → [H,H]
g 7→ f(g).

Ejemplo 1.1.10. Sea C una categoría. Para cada A ∈ C, tenemos el funtor distinguido
HomC(A,−) : C → Set, que asigna el conjunto HomC(A,B) a cada B en C, y a una flecha
k : B → B′ le asigna la función

k∗ : HomC(A,B) → HomC(A,B′),
f 7→ k ◦ f.

Decimos que un funtor T : C → B es un isomorfismo si es biyectivo tanto en objetos como
en flechas. En este caso, decimos que las categorías C y B son isomorfas.

La condición de isomorfismo es muy fuerte, por lo que las nociones de funtor fiel y pleno
que daremos a continuación resultan muy útiles.

Definición 1.1.11. Se dice que T es un funtor pleno si para todo par de objetos C,C ′

en C y para cada flecha g : TC → TC ′ de B, hay una flecha f : C → C ′ en C tal que
g = Tf . Es decir, T es sobreyectivo en HomC(C,C ′) para todo par de objetos C,C ′ en
C.

Se dice que T es un funtor fiel si para cada par de objetos C,C ′ en C y flechas f1, f2 :
C → C ′ en C, la igualdad Tf1 = Tf2 : TC → TC ′ implica f1 = f2. Es decir, T es
inyectivo en HomC(C,C ′) para todo par de objetos C,C ′ en C.

Ejemplo 1.1.12. Una clase de funtores muy importante es la de funtores de olvido. Este tipo
de funtores “olvida ” toda o parte de la estructura de un objeto algebraico. Los funtores de
este estilo son fieles, pero no plenos.

Por ejemplo, el funtor F : Grp → Set, que a un grupo lo envía al conjunto subyacente
olvidando su estructura de grupo y asigna a cada morfismo de grupos f : G → G′ la misma
función f , contemplada solo como una función entre conjuntos.

De la misma manera podemos considerar los funtores de olvido F : Ab → Grp y F :
R-Mod → Vec.

Definición 1.1.13. Una flecha f : A → B en C se dice un isomorfismo si existe una flecha
f ′ : B → A en C tal que f ′ ◦ f = idA y f ◦ f ′ = idB.
Dos objetos A,B se dicen isomorfos en C si existe un isomorfismo f : A → B en C.
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En teoría de categorías, una transformación natural nos brinda una manera de transformar
un funtor en otro respetando la composición de morfismos de las categorías involucradas. Es
por esto que una transformación natural puede ser considerada como un “morfismo entre
funtores”. Daremos a continuación la definición formal.

Definición 1.1.14. Dados dos funtores S, T : C → B, una transformación natural τ : S → T
es una función que asigna a cada objeto C ∈ C una flecha τC : SC → TC en B, tal que si
f : C → C ′ es una flecha en C, el siguiente diagrama conmuta:

C SC TC

C ′ SC ′ TC ′.

f Sf

τC

Tf

τC′

(1.1)

Si τC es un isomorfismo en B para todo C ∈ C, τ se dice un isomorfismo natural.
Dados dos funtores S, T : C → B, denotaremos por Nat(S, T ) a la familia de transforma-

ciones naturales de S en T .

Ejemplo 1.1.15. Sean T : CRing → Grp el funtor de olvido y S : CRing → Grp el funtor
del ejemplo 1.1.8. Definimos det : S → T como

detK : GLnK → K,

A 7→ det(A),

para cada K ∈ CRing. Veamos que det así definido es una transformación natural de S en T .
Dada f : K → K ′, el diagrama (1.1) queda

K GLnK K

K ′ GLnK
′ K ′.

f Sf

detK

Tf=f
detK′

Dada A = (ai,j) ∈ GLnK, tenemos que

(f ◦ detK)(ai,j) = f

( ∑
σ∈Sn

sgn(σ)
∏
i

aσ(1),i

)
=
( ∑
σ∈Sn

sgn(σ)
∏
i

f(aσ(1),i)
)

= detK′(f(ai,j)) = (detK′ ◦ Sf)(ai,j).

Por lo tanto el diagrama conmuta, y resulta que det : S → T es una transformación natural.

Ejemplo 1.1.16. A cada grupo H fijo, podemos asociarle un funtor TH : Grp → Grp que
asigna a cada grupo G el grupo H × G dado por el producto directo entre H y G, y a un
morfismo f : G1 → G2 le asigna

THf : H ×G1 → H ×G2,

(a, b) 7→ (a, f(b)).

Dados H,K ∈ Grp y f : H → K un morfismo no nulo, podemos definir τ : TH → TK como

τG : H ×G → K ×G,

(a, b) 7→ (f(a), b),
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para cada G ∈ Grp. Probaremos que τ es una transformación natural.
Dado un morfismo de grupos g : G1 → G2 el diagrama (1.1) queda

G1 H ×G1 K ×G1

G2 H ×G2 K ×G2.

g THg

τG1

TKg

τG2

Como
TKg ◦ τG1(a, b) = TKg(f(a), b) = (f(a), g(b)), y

τG2 ◦ THg(a, b) = τG2(a, g(b)) = (f(a), g(b)),

efectivamente el diagrama anterior conmuta. Por lo tanto τ es una transformación natural.

Como dijimos anteriormente, la noción de isomorfismo entre categorías es muy fuerte.
En la práctica es muy díficil encontrar categorías isomorfas. Por esta razón introduciremos a
continuación una noción más adecuada para comparar categorías, y será la que utilizaremos
a lo largo de este trabajo.

Definición 1.1.17. Una equivalencia entre categorías C y D es un par de funtores S : C → D
y T : D → C para los cuales existen isomorfismos naturales IdC ≃ T ◦ S y IdD ≃ S ◦ T .

Ejemplo 1.1.18. Dado k un cuerpo, la categoría C = Vec de espacios vectoriales de dimen-
sión finita sobre k es equivalente a la categoría B de las matrices sobre k.
En efecto, fijando para cada espacio vectorial V una base βV , tenemos el funtor S : Veck →
Mtrk que a cada espacio vectorial V le asigna el número natural dim(V ), y a cada transfor-
mación lineal f : V → V ′ le asigna la matriz de f (de tamaño dim(V ) × dim(V ′)) en las bases
fijadas. Es decir, Sf : dim(V ) → dim(V ′), donde Sf es la matriz de f en las bases βV y βV ′ .
Por otro lado, podemos definir el funtor T : Mtr → Vec, que a cada n ∈ N le asigna el espacio
vectorial kn y a una matriz A de tamaño n × m le asigna la función f : kn → km, con
f(v) = Av para todo v ∈ kn.
Veamos que se cumple que IdC ≃ T ◦S y IdB ≃ S ◦T , y por lo tanto las categorías C y B son
equivalentes.
Definimos τ : IB → S◦T , con τm la identidad para todo m ∈ N. En este caso, dada A : m → n
matriz, el diagrama 1.1 queda

m m m

n n n,

A A

τm=idm

S◦T (A)=A
τn=idn

que conmuta trivialmente. Como además τm es invertible para todo m ∈ N, resulta IB ≃ S◦T .
Recíprocamente, definimos µ : IC → T ◦ S como

µV : V → kn

vi 7→ ei para todo i = 1, · · · , n,

para todo V espacio vectorial, donde n = dim(V ) y βV = {v1, .., vn}.
En este caso, dada f : V → V ′ una transformación lineal, n = dim(V ), n′ = dim(V ′), el

diagrama 1.1 queda
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V V kn

V ′ V ′ kn′
.

f f

µV

T◦S(f)

µV ′

Usando álgebra lineal es fácil ver que el diagrama conmuta. Nuevamente, como µV es invertible
para todo V espacio vectorial, resulta IC ≃ T ◦ S.
Vimos que IC ≃ T ◦S y que IB ≃ S ◦ T . Luego, las categorías C = Vec de espacios vectoriales
de dimensión finita sobre k y B = Mtr de matrices sobre k son equivalentes.

Siempre que consideramos una estructura algebraica es de suma utilidad estudiar sus
subobjetos. También tenemos una versión categórica de esta idea.

Definición 1.1.19. Una subcategoría D de una categoría C consiste en:

1. Un subconjunto de objetos de C;

2. Para cada par de objetos A,A′ en D, un conjunto HomD(A,A′) ⊆ HomC(A,A′) de
morfismos de A en A′ de manera que

a) Si f ∈ HomD(A,A′) y g ∈ HomD(A′, A′′) entonces g ◦ f ∈ HomD(A,A′′);
b) Para todo A ∈ D, idA ∈ HomD(A,A).

Estas condiciones aseguran que dicha colección de objetos y flechas forman una categoría
D. Más aún, el mapa D → C que manda cada objeto y cada flecha de D en sí mismo es un
funtor, al que llamaremos funtor de inclusión. En particular, el funtor de inclusión es siempre
fiel.

Definición 1.1.20. Una subcategoría D de una categoría C se dice plena si para cada par
de objetos A,A′ en D se cumple que HomD(A,A′) = HomC(A,A′). Es decir, la subcategoría
D contiene todos los morfismos de A en A′ en C para todo par de objetos A,A′ ∈ D.

En el caso de una subcategoría plena el funtor de inclusión D → C es también pleno.

Dentro del conjunto de morfismos de una categoría, podemos distinguir a aquellos que
reúnan ciertas características.

Definición 1.1.21. Sea f : A → B una flecha en C.

Se dice que f es un monomorfismo si para cada par de flechas f1, f2 : d → a tales que
f ◦ f1 = f ◦ f2, se tiene f1 = f2.

Se dice que f es un epimorfismo si para cada par de flechas g1, g2 : b → c tales que
g1 ◦ f = g2 ◦ f , se tiene g1 = g2.

A continuación daremos algunas propiedades básicas de monomorfismos y epimorfismos.

Proposición 1.1.22. En toda categoría C se cumple lo siguiente.

1. Toda flecha identidad es un monomorfismo.

2. Toda flecha identidad es un epimorfismo.
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3. Composición de monomorfismos es un monomorfismo.

4. Composición de epimorfismos es un epimorfismo.

5. Si la composición k ◦ f de dos morfismos es un monomorfismo, entonces f es un mo-
nomorfismo.

6. Si la composición f ◦ k de dos morfismos es un epimorfismo, entonces f es un epimor-
fismo.

Demostración. Los incisos (1) y (2) son claros.
(3) Sean f y k monomorfismos en C. Dados h y g morfismos tal que k◦f ◦h = k◦f ◦g, como

k es un monomorfismo tenemos que f ◦h = f ◦g. Análogamente, como f es un monomorfismo
resulta h = g. Luego, k ◦ f es un monomorfismo.

(4) La prueba es análoga a la del punto (3).
(5) Supongamos que k◦f es un monomorfismo. Sean h y g morfismos tal que f ◦g = f ◦h.

Componiendo con k obtenemos k ◦ f ◦ g = k ◦ f ◦ h, y luego como k ◦ f es un monomorfismo
resulta g = h. Por lo tanto f es un monomorfismo.

(6) La prueba es análoga a la del punto (5).

Observación 1.1.23. Dada una categoría C, consideremos su categoría opuesta Cop. Se cumple
que fop es un monomorfismo (epimorfismo) en Cop si y sólo si f es un epimorfismo (mono-
morfismo) en C.

Un funtor importante que surge de la consideración de la categoría opuesta es el siguiente.

Ejemplo 1.1.24. Para cada objeto B en una categoría C tenemos el funtor HomC(−, B) :
Cop → Set, que a cada A en C le asigna el conjunto HomC(A,B), y a cada flecha k : A → A′

le asigna

k∗ : HomC(A,B) → HomC(A′, B),
f 7→ f ◦ k.

Otra manera de construir categorías es a partir del producto entre dos de ellas.

Definición 1.1.25. Dadas B y C categorías, tenemos la categoría producto B × C, definida
de la siguiente manera:

Los objetos de B × C son pares (B,C), donde B es un objeto en B y C un objeto en C;

Los morfismos (B,C) → (B′, C ′) de B × C son pares (f, g), donde f : B → B′ es un
morfismo en B, y g : C → C ′ es un morfismo en C;

La composición de morfismos está dada por (f, g) ◦ (f ′, g′) = (f ◦ f ′, g ◦ g′).

Con el producto B × C vienen asociados dos funtores P : B × C → B y Q : B × C → C que
llamaremos proyecciones, definidos por las siguientes fórmulas,

P (B,C) = B, Q(B,C) = C,

P (f, g) = f, Q(f, g) = g.
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Proposición 1.1.26 (Propiedad universal de P y Q). Para cada par de funtores R : D → B
y T : D → C existe un único funtor F : D → B × C que cumple PF = R y QF = T.

Es decir, existe un único funtor F : D → B × C tal que el siguiente diagrama conmuta,

D

B B × C C.

R F
T

P Q

Definición 1.1.27. Dados funtores T : B → B′ y S : C → C′, definimos el funtor T × S :
B × C → B′ × C′ que asigna a cada objeto (B,C) en B × C el objeto (TB, SC) en B′ × C′, y a
cada morfismo (f, g) en B × C el morfismo (Tf, Sg) en B′ × C′.

En efecto, es fácil ver que T × S : B × C → B′ × C′ así definido resulta un funtor.

Sean C y B dos categorías. Veamos que los funtores de C en B forman una categoría, cuyas
flechas son las transformaciones naturales entre funtores.

Si R,S y T son funtores de C en B y σ : R → S y τ : S → T son transformaciones
naturales, sus componentes para cada C ∈ C definen una composición (τ ◦ σ)C = τC ◦ σC .
Veamos que τ ◦ σ : R → T así definida es también una transformación natural.

Dada una flecha f : C → C ′ en C, tenemos el siguiente diagrama,

RC RC ′

SC SC ′

TC TC ′.

σc

Rf

τ◦σ

σC′

τ◦σ

τC

Sf

τC′

Tf

El cuadrado superior conmuta pues σ es una transformación natural, y el cuadrado inferior
conmuta pues τ es una transformación natural. Por lo tanto tenemos que todo el diagrama
conmuta, y resulta que τ ◦ σ es una transformación natural.
Mas aún, para cada funtor T : C → B tenemos la transformación identidad IdT : T → T , con
componentes (IdT )C = idTC para todo objeto C en C.
Todo esto da lugar a la siguiente definición.

Definición 1.1.28. Dadas C y B dos categorías, tenemos la categoría de funtores BC , con
objetos los funtores C → B y flechas las transformaciones naturales entre funtores. Esta
categoría también suele denotarse por Fun(C,B).

Una herramienta importante en el estudio de categorías es el lema de Yoneda, que enun-
ciaremos a continuación.

Lema 1.1.29. Lema de Yoneda. Dados un funtor K : C → Set y un objeto R en C, existe
una biyección

y : Nat(HomC(R,−),K) ∼−→ KR,

(α : HomC(R,−) → K) 7→ αR(idR).



CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS TENSORIALES 9

Demostración. Sea U ∈ KR. Definimos αU : HomC(R,−) → K como

αUD : HomC(R,D) → KD,

(f : R → D) 7→ Kf(U),

para todo HomC(R,D). Luego, U = αUR(idR).
Ahora veamos que αU es una transformación natural. En efecto, si g : D → D′, tenemos

D HomC(R,D) Kd

D′ HomC(R,D′) KD′,

g g∗

αU
D

Kg

αU
D′

donde g∗ es la función definida en Ejemplo 1.1.10. Este diagrama conmuta, pues si h : R → D,
por un lado tenemos que

(Kg ◦ αUD)h = Kg(Kh(U)) = K(g ◦ h)(U),

y además

(αUD′ ◦ g∗)(h) = αUD′(g ◦ h) = K(g ◦ h)(U).

Luego αU ∈ Nat(HomC(R,−),K), y como αUR(1R) = U , resulta que el mapa y es sobre-
yectivo.

Por último, probemos que y es inyectiva. Sea β otra transformación natural de HomC(R,−)
en K tal que βR(idR) = U . El siguiente diagrama

R HomD(R,R) KR

D HomD(R,D) KD,

f f∗

βR

Kf

βD

conmuta para toda f : R → D, pues βD(f) = Kf(U) por la naturalidad de β. Luego
β = αU .

Corolario 1.1.30. Sean R y S dos objetos en C. Sea τ : HomC(R,−) → HomC(S,−) una
transformación natural. Existe un único morfismo h : S → R tal que τ es de la forma
HomC(h,−), donde

HomC(h,D) : HomC(R,D) → HomC(S,D),
f 7→ f ◦ h,

para todo D ∈ C.
Demostración. Por el lema de Yoneda, sabemos que existe una biyección

y : Nat(HomC(R,−),HomC(S,−)) ∼−→ HomC(S,R).

Como τ ∈ Nat(HomC(R,−),HomC(S,−)), esto nos dice que existe un único h ∈ HomC(S,R)
tal que

τD : HomC(R,D) → HomC(S,D),
(f : R → D) 7→ f ◦ h,

para todo D ∈ C. Es decir, τ = HomC(h,−).
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Definición 1.1.31. Sea C una categoría, y sean A y B objetos en C. Un producto de A y B
es una terna (A×B, pA, pB), donde

A×B es un objeto en C,

pA : A×B → A y pB : A×B → B son morfismos en C,

con la siguiente propiedad universal. Dado un objeto C en C y morfismos qA : C → A,
qB : C → B en C, existe un único morfismo r : C → A×B tal que qA = pA ◦ r y qB = pB ◦ r.

Es decir, existe un único morfismo r : C → A×B tal que el siguiente diagrama conmuta,

C

A A×B B.

qA r
qB

pA pB

Proposición 1.1.32. El producto de dos objetos (si existe) es único salvo isomorfismo.

Demostración. Consideremos dos productos (C, pA, pB) y (D, qA, qB) de los objetos A y B en
una categoría C.
Como (C, pA, pB) es un producto de A y B, existe un morfismo r : D → C tal que qA = pA ◦ r
y qB = pB ◦r. Como (D, qA, qB) también es un producto de A y B, por la propiedad universal
existe un morfismo s : C → D tal que pA = qA ◦ s y pB = qB ◦ s.
Viendo a (C, pA, pB) tanto como a un producto como a otra terna, existe un único morfismo
t : C → C tal que pA = pA ◦ t y pB = pB ◦ t. Claramente, t = idC . Pero las relaciones

pA = qA ◦ s = pA ◦ r ◦ s,

pB = qB ◦ s = pB ◦ r ◦ s,
indican que t = r ◦ s es otro morfismo de este tipo. La unicidad de t implica que r ◦ s = idC .
Análogamente, se puede ver que s ◦ r = idD. Luego los morfismos r y s son isomorfismos, y
los objetos C y D resultan isomorfos.

Ejemplo 1.1.33. En la categoría Set, el producto de los conjuntos X,Y es simplemente el
producto cartesiano X × Y con las proyecciones usuales.

Ejemplo 1.1.34. En las categorías Grp,Ab, Ring y R-Mod, el producto de objetos A,B es
el producto directo A×B con las operaciones punto a punto y proyecciones usuales.

Definición 1.1.35. Sean C una categoría y A,B objetos en C. Un coproducto de A y B es
una terna (A⨿B, pA, pB), donde

A⨿B es un objeto en C,

pA : A → A⨿B y pB : B → A⨿B son morfismos en C,

con la siguiente propiedad universal. Dado un objeto C en C y morfismos qA : A → C,
qB : B → C en C, existe un único morfismo r : A ⨿ B → C en C tal que qA = r ◦ pA y
qB = r ◦ pB. Es decir, existe un único morfismo r : A⨿B → C tal que el siguiente diagrama
conmuta,

C

A A⨿B B.

qA

pA

r

pB

qB
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Proposición 1.1.36. En una categoría, el coproducto de dos objetos (si existe) es único salvo
isomorfismo.

Demostración. La prueba es análoga a la de la Proposición 1.1.32 para el producto de dos
objetos.

Ejemplo 1.1.37. En la categoría Set, el coproducto de dos objetos X,Y disjuntos es su
unión, munida de los morfismos pX : X → X∪Y y pY : Y → X∪Y dados por las inclusiones.

Ejemplo 1.1.38. En las categorías Ab y R-Mod, el coproducto de dos objetos A,B es la
suma directa A⊕B.

Definición 1.1.39. Sea C una categoría.

Un objeto T en C se dice terminal si para todo objeto A en C existe una única flecha
f : A → T en C.

Un objeto S en C se dice inicial si para todo objeto A en C existe una única flecha
f : S → A en C.

Un objeto Z en C se dice nulo o cero si es inicial y terminal.

Ejemplo 1.1.40. En la categoría Grp, el grupo con un solo elemento {e} es un objeto nulo.
En efecto, dado un grupo G, el único morfismo de grupos de G en {e} es el que a todo
elemento de G le asigna el elemento e, y el único morfismo de grupos de {e} en G es el que
asigna e en la identidad de G.

Observación 1.1.41.

Dos objetos terminales (iniciales) en una categoría son isomorfos.

Si C tiene un objeto nulo Z, dado un par A,B de objetos existe una única flecha
A → Z → B. A esta única flecha la llamaremos flecha cero, y la denotaremos por 0.

Composición de un morfismo arbitrario con una flecha cero es nuevamente una flecha
cero.

Terminaremos esta sección con un repaso de los conceptos de kernel y cokernel de un
morfismo en una categoría, y algunas propiedades y ejemplos básicos al respecto.

Definición 1.1.42. Sea C una categoría con un objeto nulo Z. Dada una flecha f : A → B,
un kernel de f (si existe) es un par (S, k) donde S es un objeto en C y k : S → A es un
morfismo en C tal que

fk = 0, y

para toda flecha h : C → A en C con fh = 0, existe una única flecha h′ : C → S tal que
kh′ = h.

Podemos representar este concepto en el siguiente diagrama conmutativo,

S A B, fk = 0,

C fh = 0.

k f

h∃! h′
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Definición 1.1.43. Sea C una categoría con un objeto nulo Z. Dada una flecha f : A → B,
un cokernel de f (si existe) es un par (E, c) donde E es un objeto en C y c : B → E es un
morfismo en C tal que:

cf = 0, y

para toda flecha h : B → C con hf = 0, existe una única flecha h′ : E → C tal que
h′c = h.

Podemos resumir esto en el siguiente diagrama conmutativo:

A B E, cf = 0,

C, hf = 0.

f c

h h′

El kernel y el cokernel de un morfismo son únicos salvo isomorfismo. Además, todo kernel
es un monomorfismo y todo cokernel es un epimorfismo. Pero en una categoría con objeto
nulo, no todo monomorfismo es necesariamente un kernel (Ver Ejemplo 1.1.44). De la misma
forma, no todo epimorfismo es un cokernel.

Ejemplo 1.1.44. En la categoría Grp, el kernel de un morfismo f : G → H es i : N → G,
con N = {g ∈ G/f(g) = eG}. Claramente, f ◦ i = 0 y dada h : K → G tal que fh = 0,
tenemos que h(K) ⊆ N . Luego, el diagrama

N G H

K

i f

hh

conmuta. Por lo tanto i : N → G es el kernel de f .
Por otro lado, sabemos que N así definido es un subgrupo normal de G. Luego, dado

K ⊂ G no normal, tenemos que i : K → G es un monomorfismo, pero no es un kernel.

Ejemplo 1.1.45. En la categoría Ab de grupos abelianos, dado un morfismo f : A → B, si
definimos π : B → B/f(A), resulta que π es el cokernel de f . En efecto, πf = 0 y si g : B → C
con gf = 0, entonces por el Teorema de Isomorfismo para grupos existe un único morfismo
g′ tal que el siguiente diagrama resulta conmutativo:

A B B/f(A)

C.

f π

g g′

Por lo tanto π : B → B/f(A) es el cokernel de f .

Proposición 1.1.46. Sea C una categoría con objeto nulo.

1. Si f es un monomorfismo y f ◦ g = 0 para algún morfismo g, entonces g = 0.

2. Si f es un epimorfismo y g ◦ f = 0 para algún morfismo g, entonces g = 0.
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Demostración. (1) Como f ◦ g = 0 = f ◦ 0 y f es un monomorfismo, resulta g = 0.
La demostración de (2) es análoga.

Proposición 1.1.47. En una categoría con objeto nulo Z, el kernel de un monomorfismo
f : A → B es la flecha cero 0 : Z → A.
Análogamente, el cokernel de un epimorfismo f : A → B es la flecha cero 0 : B → Z.

Demostración. Sea f : A → B un monomorfismo en C. Veamos que la flecha cero 0 : Z → A
cumple la propiedad universal del kernel. Tenemos f ◦ 0 = 0, y dada h : C → A tal que
f ◦ h = 0, como f es un monomorfismo, por la Proposición anterior resulta h = 0. Luego h se
factoriza unívocamente por Z.

La demostración para el cokernel es análoga.

Proposición 1.1.48. En una categoría con objeto nulo, el kernel del morfismo cero 0 : A → B
es la identidad de A.
Análogamente, el cokernel del morfismo cero 0 : A → B es la identidad de B.

Demostración. En primer lugar, se cumple que 0 ◦ idA = 0. Además dada g : C → A tal que
0 = g ◦ 0, existe una única factorización de g por idA dada por la misma g. Luego el kernel
de 0 es idA.

La idea de la prueba puede ser visualizada en el siguiente diagrama,

A A b, 0 ◦ idA = 0,

C 0 ◦ g = 0.

idA 0

gg

1.2 | Categorías abelianas

En esta sección introduciremos una clase especial de categorías, las categorías abelianas,
cuya noción es una abstracción de propiedades básicas de la categoría Ab de grupos abelianos.
Recordemos para comenzar la siguiente definición.

Definición 1.2.1. Una categoría preaditiva es una categoría C en la cual el conjunto HomC(A,B)
es un grupo abeliano, para todo par de objetos A,B en C, y la composición de morfismos es
biaditiva con respecto a esta estructura.

Claramente, la categoría de grupos abelianos, o más generalmente, la categoría de módulos
sobre un anillo, son preaditivas.

Proposición 1.2.2. En una categoría preaditiva C las siguientes condiciones son equivalentes:

1. C tiene objeto inicial.

2. C tiene objeto terminal.

3. C tiene objeto cero.

En tal caso, los morfismos que se factorizan por el elemento cero son exactamente las iden-
tidades para la estructura de grupo.
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Demostración. Notemos que (3) implica (1) y (2). Por dualidad, basta probar que (1) implica
(3). Sea 0 el objeto inicial. Entonces hay un único elemento en HomC(0, 0). Esto nos dice que
id0 es el elemento neutro del grupo HomC(0, 0). Dado un objeto C, HomC(C, 0) tiene al menos
un elemento: el elemento cero de ese grupo. Pero si f : C → 0 es un morfismo, f = 10 ◦f tiene
que ser el elemento cero de HomC(C, 0) por bilinealidad de la composición. Luego el cero es
el único elemento de HomC(C, 0), por lo que 0 es también terminal.
Dados objetos C,D en C, los grupos HomC(C, 0) y HomC(0, D) contienen solo su elemento
cero, y luego la composición C → 0 → D es el elemento cero de HomC(C,D).

Definición 1.2.3. Dados dos objetos A,B en una categoría preaditiva, llamamos biproducto
de A y B (si existe) a una colección (C, pA, pB, iA, iB), donde

A C B, pAiA = 1A, pBiB = 1B, iApA + iBpB = 1C .iA

pA pB

iB
(1.2)

En principio, está noción puede parece mas fuerte que las nociones de producto y copro-
ducto. El siguiente resultado muestra que no es así.

Proposición 1.2.4. Sean A,B objetos en una categoría preaditiva C. Entonces A y B tienen
biproducto en C si y sólo si tienen producto en C. Dualmente, tienen biproducto en C si y sólo
si tienen coproducto en C.
Específicamente, dado un diagrama como 1.2, (C, pA, pB) resulta un producto de A y B, y
(C, iA, iB) un coproducto.

Demostración. Supongamos que tenemos un biproducto de A y B, es decir, una colección
(C, pA, pB, iA, iB), donde

A C B, pAiA = idA, pBiB = idB, idA pA + idB pB = idC .iA

pA pB

iB

Entonces,

pAiB = pA(iApA + iBpB)iB = pAiApAiB + pAiBpBiB = idA pAiB + pAiB idB = pAiB + pAiB,

por lo que pAiB = 0. Simétricamente, pBiA = 0.
Dado un diagrama

A D B

C,

iA

fA fB

iB

si definimos h : D → C como h = iAfA + iBfB, tenemos que

pAh = pAiAfA + pAiBfB = fA, y

pBh = pBiAfA + pBiBfB = fB.

Recíprocamente, si h′ : D → C es tal que pAh′ = fA y pBh′ = fB, entonces

h′ = (iApA + iBpB)h′ = iApAh
′ + iBpBh

′ = iAfA + iBfB.
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Por lo tanto h = h′. Esto nos dice que hay un único morfismo h : D → C tal que pAh = fA y
pBh = fB, por lo que (C, pA, pB) es un producto de A y B.
Recíprocamente, si A×B es un producto de A y B, consideramos el diagrama dado por

A

A A×B B,

idA iA
0

pA pB

donde iA es la única función tal que pAiA = 1A y pBiA = 0.
Por otro lado, tenemos el diagrama análogo para B, con iB la única función tal que pBiB = 1B
y pAiB = 0. Luego,

pA(iApA + iBpB) = pA + 0pB = pA, y

pB(iApA + iBpB) = 0pA + pB = pB.

Resulta que iApA + iBpB : A×B → A×B es el único morfismo con componentes pA, pB. Por
lo tanto iApA + iBpB = idA×B, y (C, pA, pB, iA, iB) es un biproducto de A y B.

Proposición 1.2.5. Dados A,B en una categoría preaditiva, si A y B tienen un biproducto
(C, pA, pB, iA, iB), este está unívocamente determinado salvo isomorfismo del objeto C.

Demostración. Consideremos dos biproductos (C, pA, pB, iA, iB), (D, qA, qB, lA, lB) de A y B.
Tenemos el diagrama

A C B pAiA = idA, pBiB = idB, iApA + iBpB = 1C ,

A D B, qAlA = idA, qBlB = idB, lAqA + lBqB = idD .

iA

idA

pA pB

iB
idB

lA

qA qB

lB

Luego, tenemos los morfismos inversos iBqB + iAqA : D → C y lBpB + lApA : C → D. En
efecto,

(iBqB+iAqA)◦(lBpB+lApA) = iBqBlBpB+iBqBlApA+iAqAlBpB+iAqAlApA = iBpB+iApA = idC ,

(lBpB + lApA) ◦ (iBqB + iAqA) = lBqB + lAqA = idD .

Es decir, C y D son isomorfos.

Así es que tiene sentido hablar de el biproducto de A y B, al que denotaremos por A
⊕
B.

De la proposición anterior se desprende que, si en una categoría preaditiva los objetos
A y B tienen producto (C, pA, pB) y coproducto (D, iA, iB), necesariamente C ≃ D. En
efecto, (C, pA, pB) puede extenderse a un biproducto (C, pA, pB, lA, lB), luego (C, lA, lB) es un
coproducto, y de la unicidad de este ultimo se sigue C ≃ D.

Definición 1.2.6. Una categoría aditiva es una categoría preaditiva con objeto cero y un
producto para cada par de objetos.

Ejemplo 1.2.7.
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La categoría de módulos sobre un anillo es aditiva. También la categoría Ab de grupos
abelianos es aditiva.

La categoría Grp de grupos no es aditiva (productos y coproductos no coinciden.)

Definición 1.2.8. Sea k un cuerpo. Una categoría aditiva C se dice k-lineal si para todo par
de objetos A,B en C, el grupo abeliano HomC(A,B) tiene una estructura de espacio vectorial
sobre k tal que la composición de morfismos es k-lineal.

Definición 1.2.9. Dadas A,B dos categorías aditivas, un funtor F : A → B se dice aditivo
si para todo par de objetos A,A′ en A,

F : HomA(A,A′) → HomB(FA,FA′), f 7→ F (f), (1.3)

es un morfismo de grupos. Es decir, F (f + f ′) = Ff + Ff ′ para todo par de morfismos
f, f ′ : A → A′ en C.
Si A,B son categorías k-lineales, F se dice k-lineal si los morfismos de la ecuación (1.3) son
k-lineales.

Definición 1.2.10. Una categoría abeliana (k-lineal) es una categoría aditiva (k-lineal) tal
que todo morfismo tiene kernel y cokernel, todo monomorfismo es un kernel, y todo epimor-
fismo es un cokernel.

Así como la noción de categoría puede verse como una categorificación de la noción de un
conjunto, el concepto de categoría abeliana puede verse como la categorificación de grupos
abelianos. A continuación daremos algunos ejemplos de esta clase de categorías.

Ejemplo 1.2.11. Las categorías de grupos abelianos y módulos sobre un anillo son categorías
abelianas (ver Ejemplos 1.1.44 y 1.1.45). En particular, dados k un cuerpo y G un grupo
finito, las categorías Vec de espacios vectoriales de dimensión finita sobre k y RepG de
representaciones de dimensión finita de G sobre k son categorías abelianas k-lineales.

Ejemplo 1.2.12. La categoría de grupos abelianos libres no es una categoría abeliana. En
efecto, consideremos el monomorfismo

µ : Z → Z,
k 7→ 2k.

Supongamos que µ es el kernel de algún morfismo f : Z → A. Luego f ≡ 0, pues sino tenemos
0 = f(µ(1)) = f(2) = 2f(1). Si consideramos el diagrama

Z Z A,

Z

µ f=0

ϕ id

resulta que existe ϕ tal que id = µϕ = 0 . Pero entonces 1 = id(1) = µ(ϕ(1)) = 2ϕ(1) = 2.
Por lo tanto no existe tal f .
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El Teorema de Freyd-Mitchell establece que dada A una categoría abeliana pequeña exis-
ten un anillo R y un funtor exacto, pleno y fiel F : A → R-Mod. Es decir, toda categoría
abeliana pequeña se puede identificar con una subcategoría plena de la categoría de módulos
a izquierda sobre un anillo, la cual es cerrada bajo suma directas, núcleos, conúcleos e imáge-
nes de morfismos. Por lo tanto, podemos valernos de la teoría de módulos sobre anillos para
visualizar muchos de los conceptos de la teoría de categorías abelianas.
Observación 1.2.13. En una categoría abeliana, dado un morfismo u, se cumple que

ker(coker(ker(u))) = ker(u), y

coker(ker(coker(u))) = coker(u).
Proposición 1.2.14. En una categoría abeliana A, todo morfismo f se factoriza como f =
me, donde m es un monomorfismo y e un epimorfismo. Más aún, m = ker(coker(f)) y
e = coker(ker(f)).

Observación 1.2.15. En una categoría abeliana, dado un morfismo f , tenemos que f es un mo-
nomorfismo si y sólo si ker(f) = 0. Análogamente, f es un epimorfismo si y sólo si coker(f) = 0.
Además, es fácil ver que si un morfismo es monomorfismo y epimorfismo, entonces es un iso-
morfismo.
Definición 1.2.16. Dado un morfismo f : A → B en una categoría abeliana A, un mono-
morfismo ι : C → B se dice imagen de f si f = ιϵ, donde ϵ es un epimorfismo.

En el estudio de módulos sobre anillos, las sucesiones exactas juegan un papel fundamental.
Los conceptos que repasamos hasta ahora nos permiten generalizar esta noción a cualquier
categoría abeliana.
Definición 1.2.17. En una categoría abeliana A una sucesión de morfismos de la forma

A B C
f g

se dice exacta en B si Imf = ker g.
Notar que en este caso se tiene que fg = 0.
Siguiendo nuestra experiencia con sucesiones exactas de módulos, nos será de utilidad

considerar una clase especial de sucesiones exactas en categorías abelianas.
Definición 1.2.18. Una sucesión exacta corta es una sucesión exacta de la forma

0 A′ A A′′ 0.f g

Esto es equivalente a que f = ker g y g = coker f . En particular, en este caso f es un
monomorfismo y g un epimorfismo.

Los funtores aditivos que preservan sucesiones exactas reciben el nombre de funtores exac-
tos. Más precisamente, si A,B son categorías abelianas y F : A → B un funtor aditivo, se
dice que F es exacto si para toda sucesión exacta en A

0 A′ A A′′ 0,f g

se tiene que la sucesión

0 FA′ FA FA′′ 0Ff Fg

es exacta en B.
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1.2.1 | Serie de Jordan-Hölder y grupo de Grothendieck

En esta sección hablaremos de dos resultados importantes para la teoría de categorías:
el Lema de Schur y el Teorema de Jordan-Hölder. Nos valdremos de estos resultados para
introducir el Grupo de Grothendieck de una categoría, que será de suma importancia para
este trabajo.
De ahora en más asumimos que C es una categoría abeliana k-lineal.

Definición 1.2.19. Sea Y un objeto en C.

Un subobjeto de Y es un objeto X junto con un monomorfismo i : X → Y .

Un objeto cociente de Y es un objeto Z junto con un epimorfismo p : Y → Z.

Para un subobjeto X de Y , definimos el objeto cociente Z = X/Y como el cokernel del
monomorfismo i : X → Y .

A continuación introduciremos una distinción importante entre los objetos de C.

Definición 1.2.20. Un objeto no nulo X en C se dice simple si 0 y X son sus únicos subobje-
tos. Un objeto X en C se dice semisimple si es suma directa de objetos simples, y la categoría
C se dice semisimple si todos sus objetos son semisimples.

Estamos ahora en condiciones de enunciar y demostrar el Lema de Schur.

Lema 1.2.21. Lema de Schur. Sean X,Y dos objetos simples en C. Entonces todo morfismo
no nulo f : X → Y es un isomorfismo. En particular, si X no es isomorfo a Y , HomC(X,Y ) =
0, y HomC(X,Y ) es un anillo de división si X es isomorfo a Y .

Demostración. Sea f : X → Y un morfismo no nulo. Veamos que ker(f) = coker(f) = 0, y
por lo tanto f es un isomorfismo.
En primer lugar, ker(f) es un subobjeto de X. Como X es simple resulta que ker(f) = 0 ó
ker(f) = X. Como f es no nulo, debe valer que ker(f) = 0.
Ahora, por Proposición 1.2.14, f se descomopone como f = me donde m : I → Y es un
monomorfismo y e : X → I un epimorfismo. Como Y es simple, I = 0 ó I = Y . Pero si I = 0,
entonces e = 0 y por lo tanto f = 0. Luego I = Y , por lo que m es un isomorfismo. Pero
m = ker(coker(f)), entonces coker(f) = coker(m) = 0.

Definición 1.2.22. Decimos que un objeto X tiene longitud finita si existe una cadena de la
forma

0 = X0 ⊂ X1 ⊂ ... ⊂ Xn−1 ⊂ Xn = X,

tal que Xi es subobjeto de Xi+1 y Xi/Xi−1 es simple para todo i. Una cadena de este tipo
recibe el nombre de Serie de Jordan-Hölder de X.
Diremos que esta serie de Jordan-Hölder contiene un objeto simple Y con multiplicidad m si
la cantidad de valores de i para los cuales Xi/Xi+1 es isomorfo a Y es m.

La definición anterior da lugar al siguiente resultado importante.
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Teorema 1.2.23 (Jordan-Hölder). Sea X un objeto de longitud finita. Entonces toda filtra-
ción de X puede extenderse a una serie de Jordan-Hölder. Más aún, dos series de Jordan-
Hölder de X contienen cada objeto simple con la misma multiplicidad, por lo que, en parti-
cular, tienen la misma longitud.

Sea C una categoría abeliana k-lineal en la cual todo objeto X tiene longitud finita. Dado
un objeto simple Y , denotamos por [X : Y ] a la multiplicidad de Y en la serie de Jordan-
Hölder de X. Por el teorema anterior, el número [X : Y ] está bien definido, i.e., no depende
de la serie de Jordan-Hölder elegida.

Definición 1.2.24. El grupo de Grothendieck Gr(C) de C es el grupo abeliano libre generado
por las clases de isomorfismo de objetos simples en C.

A todo objeto X en C podemos asociarle su clase [X] ∈ Gr(C) dada por la fórmula

[X] =
∑
i

[X : Xi]Xi. (1.4)

Dado X ∈ C, a veces denotaremos a la clase de isomorfismo [X] ∈ Gr(C) simplemente por
X, abusando la notación.

Definición 1.2.25. Una categoría abeliana k-lineal C se dice localmente finita si satisface:

1. Dados objetos X,Y en C, el k-espacio vectorial HomC(X,Y ) tiene dimensión finita;

2. Todo objeto en C tiene longitud finita.

En particular, el teorema de Jordan-Hölder (Teorema 1.2.23) vale en toda categoría abe-
liana localmente finita. En general, a lo largo de este trabajo las categorías abelianas serán
localmente finitas.

El siguiente resultado es una consecuencia del Lema de Schur para categorías localmente
finitas sobre k un cuerpo algebraicamente cerrado.

Proposición 1.2.26. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. En toda categoría local-
mente finita sobre k se tiene que HomC(X,Y ) = 0 si X,Y son simples y no isomorfos, y
HomC(X,X) = k para todo objeto simple X.

Demostración. Por Lema de Schur (Lema 1.2.21) sabemos que HomC(X,Y ) = 0 si X,Y son
simples y no isomorfos y que HomC(X,X) es un álgebra de división.

Así HomC(X,X) es una k-álgebra de dimensión finita, con k algebraicamente cerrado.
Del teorema de Artin-Wedderburn se sigue que HomC(X,X) es (isomorfo a) un álgebra de
matrices sobre k. Como todo elemento no nulo de esa álgebra es invertible, neceseriamente
HomC(X,X) = k.

1.3 | Categorías monoidales

La noción de categoría monoidal es la categorificación de la noción de monoide, y de allí
proviene su nombre. Una categoría monoidal es esencialmente una categoría equipada de una
operación asociativa, a la que llamaremos “producto tensorial”, y de un elemento neutro.
Formalizaremos esto en la siguiente definición.
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Definición 1.3.1. Una categoría monoidal es una colección (C,⊗, a,1, l, r), donde C es una
categoría, ⊗ : C×C → C es un bifuntor, llamado producto tensorial, 1 es un objeto en C llamado
objeto unidad, aX,Y,Z : (X ⊗ Y ) ⊗ Z → X ⊗ (Y ⊗ Z), rX : X ⊗ 1 → X, y lX : 1 ⊗ X → X
son isomorfismos naturales, para X,Y, Z ∈ C, tales que los siguientes diagramas conmutan:

((X ⊗ Y ) ⊗ Z) ⊗W (X ⊗ Y ) ⊗ (Z ⊗W ) X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗W ))

(X ⊗ (Y ⊗ Z)) ⊗W X ⊗ ((Y ⊗ Z) ⊗W ),

aX⊗Y,Z,W

aX,Y,Z⊗idW

aX,Y,Z⊗W

idX⊗aY,Z,W

aX,Y ⊗Z,W

(1.5)

(X ⊗ 1) ⊗ Y X ⊗ (1 ⊗ Y )

X ⊗ Y.

aX,1,Y

rX⊗idY idX⊗lY
(1.6)

Estos diagramas son llamados identidad del pentágono e identidad del triángulo, respectiva-
mente. El isomorfismo natural a : (− ⊗ −) ⊗ − ∼−→ − ⊗ (− ⊗ −) es llamado isomorfismo de
asociatividad, y los isomorfismos naturales r : − ⊗ 1 ∼−→ − y l : 1 ⊗ − ∼−→ − son llamados
isomorfismos de unidad. Los isomorfismos de unidad nos dan una contraparte categórica del
axioma de unidad 1X = X1 = X de un monoide, en el mismo sentido en el que el isomorfismo
de asociatividad provee la contraparte categórica de la ecuación de asociatividad.
Observación 1.3.2. La identidad del Pentágono muestra que dados 4 objetos en una categoría
monoidal C, todas las posibles formas de asociar el producto tensorial entre ellos dan el mismo
resultado. Inductivamente, esto implica que todas las posibles maneras de asociar el producto
tensorial de un número (finito) de objetos de C dan el mismo resultado.

Diremos que la categoría monoidal (C,⊗, a,1, l, r) es estricta si los isomorfismos naturales
de asociatividad y unidad a, l y r son identidades.

El Teorema de Coherencia de Maclane establece que toda categoría monoidal C es equi-
valente a una subcategoría monoidal plena de una categoría monoidal estricta. Este resultado
permite restringirse al caso estricto para dar demostraciones de propiedades generales, lo cual
ayuda a simplificarlas.

Definición 1.3.3. Una subcategoría monoidal de una categoría monoidal (C,⊗, a,1, l, r) es
una colección (D,⊗, a,1, l, r), donde D ⊂ C es una subcategoría que contiene a 1, a, l y r, y
es cerrada por el producto tensorial de objetos y morfismos. Es decir, dados objetos X,Y y
morfismos f, g en D, X ⊗ Y es un objeto en D y f ⊗ g es un morfismo en D.

A continuación daremos algunas propiedades básicas para el estudio de categorías monoi-
dales.
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Proposición 1.3.4 ([EGNO, Proposición 2.2.4]). Los siguientes diagramas conmutan para
todo X,Y ∈ C,

(1 ⊗X) ⊗ Y X ⊗ (1 ⊗ Y )

X ⊗ Y,

a1,X,Y

lX⊗idY lX⊗Y

(1.7)

(X ⊗ Y ) ⊗ 1 X ⊗ (1 ⊗ Y )

X ⊗ Y.

aX,Y,1

rX⊗Y idX⊗rY

(1.8)

Proposición 1.3.5 ([EGNO, Proposición 2.2.6]). El objeto unidad en una categoría monoidal
es único salvo un único isomorfismo.

Presentaremos a continuación algunos ejemplos importates de categorías monoidales.

Ejemplo 1.3.6. La categoría Set es una categoría monoidal, donde el producto tensorial es
el producto cartesiano y el objeto unidad es un conjunto con un solo elemento.

Ejemplo 1.3.7. Toda categoría aditiva es monoidal, con producto tensorial dado por la suma
directa y objeto unidad el objeto cero.

Ejemplo 1.3.8. La categoría Vec de espacios vectoriales sobre un cuerpo k es una categoría
monoidal, con producto tensorial ⊗ = ⊗k y unidad 1 = k. Más generalmente, dado R un
anillo conmutativo con unidad, la categoría R-Mod deR-módulos a izquierda es una categoría
monoidal, con producto tensorial ⊗ = ⊗R y unidad 1 = R.

Ejemplo 1.3.9. Sea G un grupo. La categoría Rep G de representaciones de G sobre k es
una categoría monoidal, con ⊗ el producto tensorial entre representaciones, y objeto unidad
la representación trivial. De la misma manera, la subcategoría RepG de representaciones de
dimensión finita del grupo G sobre k es una categoría monoidal.

Ejemplo 1.3.10. Sean k un cuerpo y G un grupo. Denotemos por VecG a la categoría de
espacios vectoriales G-graduados, es decir, espacios vectoriales V con una descomposición
V =

⊕
g∈G

Vg. Los morfismos en esta categoría son transformaciones lineales que preservan la

graduación.
Definamos el producto tensorial en esta categoría como

(V ⊗W )g =
⊕

x,y∈G : xy=g
Vx ⊗Wy, (1.9)

y el objeto unidad 1 como 11 = k y 1g = 0 para g ̸= 1. De esta manera resulta que VecG es
una categoría monoidal, con la asociatividad dada por la identidad.
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En esta categoría tenemos objetos distinguidos δg, para cada g ∈ G, definidos de la siguiente
manera,

(δg)h =
{

k si h = g,

0 si h ̸= g.

Es decir, cada δg es un espacio vectorial concentrado en grado g. Notemos que estos objetos
son no isomorfos dos a dos, pues δg ≃ δh ⇐⇒ g = h. Además tenemos que δg ⊗ δh ≃ δgh. Su
importancia radica en que cualquier objeto de VecG puede escribirse como suma directa de
(δg)g∈G con multiplicidades enteras no negativas. Es decir, la categoría VecG es semisimple.

El siguiente ejemplo es una generalización del ejemplo anterior, en el cual el isomorfismo
de asociatividad no es el trivial.

Ejemplo 1.3.11. Sean G un grupo, k un cuerpo y ω un 3-cociclo de G con valores en k×.
Esto es, ω : G×G×G → k× es una función que satisface la ecuación

ω(g1g2, g3, g4)ω(g1, g2, g3g4) = ω(g1, g2, g3)ω(g1, g2g3, g4)ω(g2, g3, g4), (1.10)

para todos g1, g2, g3, g4 en G.
Definimos la categoría monoidal VecωG como sigue. Como categoría, es la misma que la cate-
goría VecG del ejemplo anterior. El bifuntor ⊗ y el objeto unidad también son los mismos.
La única diferencia está en el isomorfismo de asociatividad aω, que ya no es la identidad, sino
que está dado por la fórmula

aωδg ,δh,δm
:= ω(g, h,m) Idδghm

: (δg ⊗ δh) ⊗ δm → δg ⊗ (δh ⊗ δm), g, h,m ∈ G. (1.11)

Para U, V,W ∈ VecG se define aωU,V,W : (U ⊗ V ) ⊗ W → U ⊗ (V ⊗ W ) como la extensión
lineal de

aωUg ,Vh,Wm
:= ω(g, h,m) IdUg⊗Vh⊗Wm : (Ug ⊗ Vh) ⊗Wm → Ug ⊗ (Vh ⊗Wm), g, h,m ∈ G.

Esta categoría contiene la subcategoría monoidal VecωG de espacios vectoriales G-graduados
de dimensión finita, con asociatividad dada por el 3-coclico ω.

Ejemplo 1.3.12. Dada C, la categoría End(C) de endofuntores de C es monoidal, donde ⊗
está dado por la composición de funtores, la asociatividad es la identidad y el objeto unidad
es el funtor identidad.

Consideremos dos categorías monoidales (C,⊗, a,1, l, r) y (C′,⊗′, a′,1′, l ′, r′). Un funtor
monoidal entre ambas es una terna (F, J, u) donde F : C → C′ es un funtor, u : 1′ → F (1) es
un isomorfismo, y J : ⊗′ ◦ (F ×F ) → F ◦ ⊗ es un isomorfismo natural, tales que los siguientes
diagramas conmutan,

(F (X) ⊗′ F (Y )) ⊗′ F (Z) F (X) ⊗′ (F (Y ) ⊗′ F (Z))

F (X ⊗ Y ) ⊗′ F (Z) F (X) ⊗′ F (Y ⊗ Z)

F ((X ⊗ Y ) ⊗ Z) F (X ⊗ (Y ⊗ Z)),

a′
F (X),F (Y ),F (Z)

JX,Y ⊗′idF (Z) idF (X)⊗′JY,Z

JX⊗Y,Z JX,Y ⊗Z

F (aX,Y,Z)

(1.12)
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1′ ⊗′ F (X) F (X)

F (1) ⊗′ F (X) F (1 ⊗X),

l′
F (X)

u⊗idF (X) F (lX)−1

J1,X

(1.13)

F (X) ⊗′ 1′ F (X)

F (X) ⊗′ F (1) F (X ⊗ 1),

r′
F (X)

idF (X)⊗u F (rX)−1

JX,1

(1.14)

para todo X,Y, Z en C.
El funtor monoidal (F, J, u) se dice una equivalencia de categorías monoidales si F es

una equivalencia de categorías. En este caso, decimos que las categorías C y D son equiva-
lentes como categorías monoidales. Esta noción es de gran utilidad para comparar categorías
monoidales.

1.3.1 | Rigidez en categorías monoidales

Sean (C,⊗, a,1, l, r) una categoría monoidal y X un objeto en C. En lo que sigue, obviamos
los isomorfismos de unidad.

Definición 1.3.13. Una terna (X∗, evX , coevX) se dice que es un dual a izquierda de X si
X∗ es un objeto en C, y evX : X∗ ⊗ X → 1 y coevX : 1 → X ⊗ X∗ son morfismos en C,
llamados evaluación y coevaluación, tales que las siguientes composiciones son la identidad
de X y X∗ respectivamente,

X ≃ 1 ⊗X (X ⊗X∗) ⊗X X ⊗ (X∗ ⊗X) X ⊗ 1 ≃ X,

X∗ ≃ X∗ ⊗ 1 X∗ ⊗ (X ⊗X∗) (X∗ ⊗X) ⊗X∗ 1 ⊗X∗ ≃ X∗.

coevX ⊗ idX aX,X∗,X idX ⊗ evX

idX∗ ⊗ coevX
a−1

X∗,X,X∗ evX∗ ⊗ idX∗

(1.15)
Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones de Zig-Zag.

Definición 1.3.14. Una terna (∗X, ev′
X , coev′

X) se dice que es un dual a derecha de X si ∗X
es un objeto en C, y ev′

X : X ⊗ ∗X → 1 y coev′
X : 1 → ∗X ⊗X son morfismos en C tales que

las siguientes composiciones son la identidad de X y ∗X respectivamente:

X ≃ X ⊗ 1 X ⊗ (∗X ⊗X) (X ⊗ ∗X) ⊗X 1 ⊗X ≃ X,

∗X ≃ 1 ⊗ ∗X (∗X ⊗X) ⊗ ∗X ∗X ⊗ (X ⊗ ∗X) ∗X ⊗ 1 ≃ ∗X.

idX ⊗ coev′
X

a−1
X,∗X,X ev′

X ⊗ idX

coev′
X ⊗ id∗X a∗X,X,∗X id∗X ⊗ ev′

X

(1.16)



CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS TENSORIALES 24

Si X ∈ C tiene dual a izquierda (respectivamente a derecha), entonces es único salvo un
único isomorfismo (ver [EGNO, Proposition 2.10.5]).
Observación 1.3.15. Si X∗ es dual a izquierda de un objeto X, entonces X es dual a derecha
de X∗, con ev′

X∗ = evX y coev′
X∗ = coevX , y viceversa. Luego, ∗(X∗) ≃ X ≃ (∗X)∗ para

todo objeto X con duales a izquierda y derecha.
Sean X,Y objetos en C con duales a izquierda X∗, Y ∗ respectivamente, y sea f : X → Y

un morfismo. Definimos el dual a izquierda de f , que denotaremos por f∗ : Y ∗ → X∗, dado
por la siguiente composición.

Y ∗ Y ∗ ⊗ (X ⊗X∗) (Y ∗ ⊗X) ⊗X∗

−−−−−−−→ (Y ∗ ⊗ Y ) ⊗X∗ X∗.

idY ∗ ⊗ coevX
a−1

Y ∗,X,X∗ (idY ∗ ⊗f)⊗idX∗

evY ⊗ idX∗

Análogamente, si X,Y son objetos en C con duales a derecha ∗X, ∗Y respectivamente, y
f : X → Y es un morfismo en C, definimos el dual a derecha ∗f : ∗Y → ∗X de f , dado por la
siguiente composición.

∗Y (∗X ⊗X) ⊗ ∗Y ∗X ⊗ (X ⊗ ∗Y )

−−−−−−−→ ∗X ⊗ (Y ⊗ ∗Y ) ∗X.

coev′
X ⊗ id∗Y a∗X,X,∗Y id∗X(⊗f⊗id∗Y )

id∗X ⊗ ev′
Y

Observación 1.3.16. Sean C,D dos categorías monoidales y F = (F, J, u) un funtor monoidal
entre C y D. Si X es un objeto en C con dual a izquierda X∗, entonces F (X∗) es dual a
izquierda de F (X), con los morfismos evaluación y coevaluación dados por

evF (X) : F (X∗) ⊗ F (X) F (X∗ ⊗X) F (1) 1,
JX∗,X F (evX) u−1

coevF (X) : 1 F (1) F (X ⊗X∗) F (X) ⊗ F (X∗).u F (coevX) J−1
X,X∗

Se tiene un resultado análogo para duales a derecha.

Definición 1.3.17. Un objeto en una categoría monoidal se dice rígido si tiene duales a
izquierda y derecha. Se dice que una categoría monoidal es rígida si todos sus objetos lo son.

En toda categoría rígida C tenemos el funtor de dualización a izquierda (respectivamente a
derecha) que manda cada objeto X en C a su dual X∗ (respectivamente ∗X), y cada morfismo
f : X → Y en C a su dual f∗ : Y ∗ → X∗ (respectivamente ∗f : ∗Y → ∗X).
Observación 1.3.18. Dada C una categoría monoidal rígida, para todo par de objetos X,Y en
C se cumple (X ⊗ Y )∗ = Y ∗ ⊗X∗.

A continuación daremos algunos ejemplos de categorías monoidales rígidas.

Ejemplo 1.3.19. Sea k un cuerpo. La categoría Vec de k-espacios vectoriales de dimensión
finita es rígida, donde el dual a izquierda y derecha de un espacio vectorial V es su espacio
vectorial dual V ∗.
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En efecto, dada una base finita {vi}i∈I de V sobre k, y {v∗
i }i∈I su base dual, tenemos las

transformaciones lineales

evV : V ∗ ⊗ V → k, coevV : k → V ⊗ V ∗,

f ⊗ v 7→ f(v), λ 7→
∑
i∈I

λvi ⊗ v∗
i .

Veamos que se cumplen las ecuaciones (1.15).

V ≃ k ⊗ V (V ⊗ V ∗) ⊗ V V ⊗ (V ∗ ⊗ V ) V ⊗ k ≃ V,

v ≃ 1 ⊗ v
∑
i∈I

(vi ⊗ v∗
i ) ⊗ v

∑
i∈I

vi ⊗ (v∗
i ⊗ v)

∑
i∈I

vi ⊗ (v∗
i (v)) ≃ v,

coevV ⊗idV aV,V ∗,V idV ⊗evV

V ∗ ≃ V ∗ ⊗ k V ∗ ⊗ (V ⊗ V ∗) (V ∗ ⊗ V ) ⊗ V ∗ k ⊗ V ∗ ≃ V ∗,

f ≃ f ⊗ 1
∑
i∈I

f ⊗ (vi ⊗ v∗
i )

∑
i∈I

(f ⊗ vi) ⊗ v∗
i

∑
i∈I

f(vi) ⊗ v∗
i ≃ f.

idV ∗ ⊗coevV
a−1

V ∗,V,V ∗ evV ∗ ⊗idV ∗

Luego la categoría Vec de k-espacios vectoriales de dimensión finita es rígida.

En el siguiente ejemplo veremos que la condición de que los espacios vectoriales sean de
dimensión finita es necesaria.

Ejemplo 1.3.20. La categoría Vec de todos los espacios vectoriales sobre un cuerpo k no es
rígida. En efecto, tomemos V un espacio vectorial de dimensión infinita, y supongamos que
existe un mapa coevaluación, es decir una transformación lineal c : k → V ⊗ Y que cumple
(1.15).
Consideramos V ′ el subespacio generado por la primera componente de c(1) =

∑
i,j
cijvi ⊗ yj ,

con vi ∈ V para todo i = 1, ..., k, yj ∈ Y para todo j = 1, .., l. Como c cumple la ecuación
(1.15) tenemos que la composición

V ≃ k ⊗ V V ⊗ Y ⊗ V V ⊗ k ≃ V

1 ⊗ v c(1) ⊗ v =
∑
i,j
cijvi ⊗ yj ⊗ v

∑
i,j
cijvi ⊗ ev(yj ⊗ v) ≃

≃
∑
i,j
cijev(yj ⊗ v)vi ∈ V ′,

c⊗idV idV ⊗evV

es la identidad. Pero entonces V = V ′, lo cual es una contradicción pues la dimensión de
V ′ es finita. Por lo tanto no tenemos un mapa coevaluación para V , por lo que la categoría
monoidal Vec no es rígida.

Ejemplo 1.3.21. Sea k un cuerpo. La categoría RepG de representaciones de dimensión
finita de un grupo G sobre k es rígida. En efecto, dada una representación (µ, V ) su dual es
la representación (µ∗, V ∗), donde V ∗ es el espacio dual de V , µ∗ es la representación definida
por µ∗(g) = (µ(g)−1)∗, para todo g ∈ G, y los morfismos de representaciones coev(µ,V ), ev(µ,V )
los dados en el Ejemplo 1.3.19.
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Ejemplo 1.3.22. La categoría VecG es rígida. En efecto, dado g ∈ G tenemos δ∗
g = ∗

δg
=δg−1 ,

con los morfismos coevδg : 1 → δg ⊗ δg−1 = 1 y evδg : δg ⊗ δg−1 = 1 → 1 las identidades.
Más generalmente, dado ω un 3-cociclo de G con valores en k∗ (podemos asumir normalizado,
es decir, ω(g1, g2, g3) = 1 si gi = e para algún i), la categoría VecωG es rígida. En efecto,
definimos la dualidad como antes, y los morfismos evaluación y coevaluación como

evg : δg−1 ⊗ δg = 1 → 1, donde evg := ω(g, g−1, g)−1 Id1;

coevg : 1 → δg ⊗ δg−1 = 1, donde coevg := Id1 .

Comprobemos que se cumplen las ecuaciones (1.15).

δg ≃ 1 ⊗ δg (δg ⊗ δg−1) ⊗ δg δg ⊗ (δg−1 ⊗ δg) δg ⊗ 1 ≃ δg,

v v ω(g, g−1, g)v ω(g, g−1, g)ω(g, g−1, g)−1v = v,

coevg ⊗ Id ag,g−1,g Id ⊗ evg

δ−1
g ≃ δ−1

g ⊗ 1 δ−1
g ⊗ (δg ⊗ δg−1) (δg−1 ⊗ δg) ⊗ δg−1 1 ≃ δg−1 ,

v v ω(g−1, g, g−1)−1v v.

Id ⊗ coevg−1 a−1
g−1,g,g−1 evg ⊗ Id

Luego la categoría VecωG es rígida.

Tenemos el siguiente resultado importante que muestra cómo la rigidiez determina una
relación entre el bifuntor HomC(−,−) y el bifuntor producto tensorial − ⊗ −.

Proposición 1.3.23 ([EGNO, Proposition 2.10.8]). Sea C una categoría monoidal y sea
V ∈ C.

1. Si V tiene dual a izquierda V ∗ se tienen isomorfismos naturales

HomC(U ⊗ V,W ) HomC(U,W ⊗ V ∗),

HomC(V ∗ ⊗ U,W ) HomC(U, V ⊗W ).

∼

∼
(1.17)

2. Si V tiene dual a derecha ∗V se tienen isomorfismos naturales

HomC(U ⊗ ∗V,W ) HomC(U,W ⊗ V ),

HomC(V ⊗ U,W ) HomC(U, ∗V ⊗W ).

∼

∼
(1.18)

1.4 | Categorías trenzadas

Intuitivamente, una categoría monoidal trenzada es una categoría con un producto tenso-
rial y un isomorfismo llamado trenza que nos permite permutar dos objetos en un producto
tensorial. Luego el producto tensorial “conmuta” en cierto sentido. Es así que la noción de
categoría monoidal trenzada es una categorificación de la noción de monoide conmutativo.
Así como el isomorfismo de asociatividad debe cumplir ciertas propiedades, lo mismo ocurre
con la conmutatividad dada por la trenza.
Formalizaremos este concepto en la siguiente definición.
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Definición 1.4.1. Una trenza en una categoría monoidal C es una familia de isomorfismos
naturales σX,Y : X ⊗ Y → Y ⊗X, tal que los siguientes diagramas

(X ⊗ Y ) ⊗ Z X ⊗ (Y ⊗ Z) (Y ⊗ Z) ⊗X

(Y ⊗X) ⊗ Z Y ⊗ (X ⊗ Z) Y ⊗ (Z ⊗X),

aX,Y,Z

σX,Y ⊗idZ

σX,Y ⊗Z

aX,Y,Z

aY,X,Z idY ⊗σX,Z

(1.19)

X ⊗ (Y ⊗ Z) (X ⊗ Y ) ⊗ Z Z ⊗ (X ⊗ Y )

X ⊗ (Z ⊗ Y ) (X ⊗ Z) ⊗ Y (Z ⊗X) ⊗ Y,

a−1
X,Y,Z

idX⊗σY,Z

σX⊗Y,Z

a−1
Z,X,Y

a−1
X,Z,Y σX,Z⊗idY

(1.20)

son conmutativos para todo X,Y, Z ∈ C.
Una categoría monoidal C se dice trenzada si está munida de una trenza.

Definición 1.4.2. Una categoría monoidal trenzada C con trenza σ se dice simétrica si

σY,XσX,Y = idX⊗Y ,

para todo X,Y ∈ C.

Abusando la notación, suele escribirse σ2 en lugar de σY,XσX,Y . Notemos que dada una
categoría monoidal, el hecho de ser trenzada es una estructura extra, no una propiedad. Por
ejemplo, la categoría VecZ2 puede ser munida de dos trenzas diferentes.

Ejemplo 1.4.3. Dado G un grupo, las categorías Set, Vec y RepG son trenzadas con trenza
dada por la trasposición de factores. Si G es un grupo abeliano, la categoría VecG de espa-
cios vectoriales G-graduados también es trenzada. En particular, todas estas categorías son
simétricas.

A toda categoría monoidal C es posible asociarle una categoría monoidal trenzada Z(C).
Esta construcción es debida a Vladimir Drinfeld, y por eso llamamos a Z(C) el centro de
Drinfeld de C. Ver [K, Sección XIII.4].

Definición 1.4.4. Dada C una categoría monoidal, definimos el centro de Drinfeld de C como
la categoría Z(C) cuyos objetos son pares (Z, γ−,Z), con Z ∈ C y

γX,Z : X ⊗ Z
∼−→ Z ⊗X, X ∈ C, (1.21)

es un isomorfismo natural llamado media-trenza tal que el siguiente diagrama

X ⊗ (Y ⊗ Z) X ⊗ (Z ⊗ Y ) (X ⊗ Z) ⊗ Y

(X ⊗ Y ) ⊗ Z Z ⊗ (X ⊗ Y ) (Z ⊗X) ⊗ Y,

idX⊗γY,Z

a−1
X,Y,Z

a−1
X,Z,Y

γX,Z⊗idY

γX⊗Y,Z a−1
Z,X,Y

(1.22)
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es conmutativo para todo X,Y ∈ C.
Un morfismo f : (Z, γ−,Z) → (Z ′, γ−,Z′) en Z(C) es un morfismo f : Z → Z ′ en C que satisface

X ⊗ Z Z ⊗X

X ⊗ Z ′ Z ′ ⊗X,

γX,Z

idX⊗f f⊗idX

γX,Z′

(1.23)

para todo X ∈ C.

Proposición 1.4.5. El centro de Drinfeld Z(C) de la categoría monoidal (C,⊗, a,1, l, r) es
una categoría monoidal trenzada con la siguiente estructura.

1. El producto tensorial está definido por (Z, γ−,Z)⊗ (Z, γ−,Z′) := (Z⊗Z ′, γ−,Z⊗Z′), donde
el isomorfismo natural γ−,Z⊗Z′ está dado por:

γX,Z⊗Z′ := a−1
Z,Z′,X(idZ ⊗ γX,Z′)aZ,X,Z′(γX,Z ⊗ idZ′)a−1

X,Z,Z′ ,

para cada X ∈ C;

2. El objeto unidad es (1, l−1r);

3. La asociatividad está dada por a;

4. La trenza está definida por σ(Z,γ−,Z),(Z′,γ−,Z′ ) := γZ,Z′.

Ejemplo 1.4.6. Sea G un grupo. Veamos que los objetos del centro de la categoría C = RepG
de espacios vectoriales G-graduados se identifican con los espacios vectoriales G-graduados
G-equivariantes con respecto a la acción por conjugación.
Un objeto de Z(C) es un espacio vectorial G-graduado V = ⊕g∈GVg provisto de isomor-
fismos γx : δx ⊗ V

∼−→ V ⊗ δx que satisfacen la ecuación (1.22). Dado que C es rígida, las
compatibilidades (1.22) se traducen en el siguiente diagrama,

δa ⊗ δb ⊗ V δa ⊗ V ⊗ δb

V ⊗ δa ⊗ δb,

Idδa ⊗γb

γab
γa⊗Idδb

∀ a, b ∈ G.

Esto es, ⊕
x∈G

Vb−1a−1x
⊕
x∈G

Va−1xb−1

⊕
x∈G

Vxb−1a−1 ,

γb

γab γa⊗Id ∀ a, b ∈ G.
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Los isomorfismos γx dan lugar a isomorfismos lineales

ug,x : Vgxg−1
∼−→ Vx, g, x ∈ G.

Así obtenemos un isomorfismo ug :=
⊕
x∈G

ug,x :
⊕
x∈G

Vgxg−1
∼−→ V en VecG. Si T : G → Aut(C)

es el funtor monoidal dado por la acción por conjugación de G (ver Ejemplo 2.4.2), tenemos
que ug : TgV

∼−→ V . Luego V munido de la colección u := {ug}g∈G es un objeto G-equivariante,
pues el diagrama 2.7

⊕
x∈G

Vghxh−1g−1
⊕
x∈G

Vgxg−1

⊕
x∈G

Vx

Tg(uh)=
⊕

x∈G

uh,h−1gxg−1h

ugh ug

conmuta dado que el diagrama anterior conmuta.

1.5 | Z+-anillos

Denotamos por Z+ al semianillo de enteros no negativos.

Definición 1.5.1. 1. Sea A un anillo libre como Z-módulo. Una Z+-base de A es una base
β = {bi}i∈I tal que bibj =

∑
k∈I

ckijbk, donde ckij ∈ Z para todo i, j, k ∈ I.

2. Un Z+-anillo es un anillo con una Z+-base fija, donde la unidad 1 es combinación lineal
de elementos de la base con coeficientes no negativos.

3. Un Z+-anillo unitario es un Z+-anillo en el que la unidad 1 es un elemento de la base.

Notemos que todo Z+-anillo tiene una identidad, pero no es necesariamente unitario.

Sea A un Z+-anillo, y sea I0 ⊂ I el subconjunto formado por los i ∈ I tales que bi aparece
en la descomposición de 1. Consideramos el morfismo de grupos τ : A → Z determinado por

τ(bi) =
{

1 si i ∈ I0,

0 si i /∈ I0.
(1.24)

Se sigue la siguiente definición.

Definición 1.5.2. Un Z+-anillo A con base β = {bi}i∈I se dice un anillo con base si existe
una involución i 7→ i∗ de I tal que

El mapa inducido a =
∑
i∈I

aibi 7→ a∗ =
∑
i∈I

aibi∗ , donde ai ∈ Z+ para todo i ∈ I, es una

anti-involución del anillo A, y

El morfismo τ cumple τ(bibj) = δi,j∗ , para todo i, j ∈ I.

Tenemos el siguiente resultado.
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Proposición 1.5.3. En todo anillo con base, el número ck∗
ij es invariante por permutaciones

cíclicas de i, j, k.

Demostración. Como τ (bibj) = δi,j∗ , tenemos

τ(bibjbk) = τ

(∑
r∈I

crijbrbk

)
=
∑
r∈I

crijτ (brbk) = ck
∗
ij .

Por otro lado, claramente τ(xy) = τ(yx) para todo par x, y en A. Luego, ck∗
ij es cíclicamente

invariante.

Definición 1.5.4. Un anillo de fusión es un anillo con base unitario de rango finito.

Un ejemplo importante de anillo de fusión es el anillo ZG, donde G es un grupo finito.
La base de este anillo está dada por los elementos del grupo, y dado g ∈ G, g∗ = g−1 es
la involución. También, el anillo RepG de representaciones complejas de un grupo finito G
es un anillo de fusión conmutativo, con base las representaciones irreducibles e involución la
operación que manda cada representación en su dual.

Tenemos los siguientes resultados útiles.

Proposición 1.5.5. Sea A un anillo de fusión con base β = {bi}ki=1, donde b1 = 1. Enton-
ces 1 aparece en la descomposición de bibj si y sólo si i = j∗, y en este caso, aparece con
multiplicidad uno.

Demostración. Consideramos el morfismo τ : A → Z dado por la fórmula (1.24). En este caso
τ(bi) = δ1,i. Aplicando τ a ambos lados de bibj =

∑n
k=1 c

k
ijbk, resulta

δi,j∗ = τ(bibj) =
n∑
k=1

ckijτ(bk) = c1
ij ,

que es lo que queríamos.

Lema 1.5.6. [EGNO, Lemma 8.14.1] Sea A un anillo de fusión con Z+-base β, y sean χ1, χ2
dos caracteres distintos. Entonces ∑

X∈β
χ1(X)χ2(X∗) = 0. (1.25)

1.5.1 | Dimensión de Frobenius-Perron

En esta sección daremos una demostración del clásico teorema de Frobenius-Perron de
álgebra lineal. Este teorema jugará un papel crucial en la teoría de categorías tensoriales.

Teorema 1.5.7 (Frobenius-Perron. [EGNO, Theorem 3.2.1]). Sea A una matriz cuadrada
con entradas reales no negativas. Entonces,

1. A tiene un autovalor real no negativo. El mayor autovalor real no negativo λ(A) de A
domina los valores absolutos de todos los demás autovalores de A. Es decir, el radio
espectral de A es un autovalor.
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2. Si A tiene entradas estrictamente positivas, entonces λ(A) es un autovalor positivo
simple, y el autovector correspondiente puede ser normalizado para tener entradas es-
trictamente positivas. Mas aún, |µ| < λ(A) para cualquier otro autovalor µ de A.

3. Si A tiene un autovector con entradas estrictamente positivas, su autovalor correspon-
diente es λ(A).

Demostración. Sea A una matrix cuadrada de tamaño n con entradas no negativas. Veamos
primero que A tiene un autovalor real no negativo y que existe un autovector con entradas
reales no negativas correspondiente a dicho autovalor.
Si A tiene un autovector v con entradas reales no negativas y autovalor 0, no hay nada que
probar. En el caso contrario, tenemos que no existe un vector v ∈ Rn con entradas no negativas
tal que Av = 0. Dado x ∈ Rn, definimos s(x) :=

n∑
i=1

xi. Consideramos

Σ := {x ∈ Rn/s(x) = 1 y xi ≥ 0 ∀i = 1, ...n}.

Luego, definimos el mapa continuo

fA : Σ → Σ, x 7→ Ax

s(Ax)
.

Este mapa está bien definido pues s(Ax) > 0 para todo x ∈ Σ, ya que asumimos que A no
tiene un autovector con entradas reales no negativas y autovalor 0. Por el teorema de punto
fijo de Brouwer, este mapa tiene un punto fijo. Es decir, existe e ∈ Σ tal que e = Ae

S(Ae) .
Luego Ae = S(Ae)e, donde ν = S(Ae) > 0. Por lo tanto tenemos un autovalor ν > 0 cuyo
autovector tiene entradas reales no negativas.
Sea ahora λ = λ(A) el mayor autovalor no negativo de A para el cual existe un autovector
con entradas no negativas. Denotemos a este autovector por e = (e1, ..., en).
A continuación probaremos (2). Asumamos que A tiene entradas esctrictamente positivas.
Entonces Ae = λe tiene entradas estrictamente positivas. Luego e debe tener también entradas
estrictamente positivas, y λ > 0. Si d = (d1, ..., dn) es otro autovector real de A con autovalor
λ, sea z el mínimo de los números di

ei
con i = 1, ..., n. Entonces el vector v = d− ze satisface

Av = Ad− zAe = λ(d− ze) = λv,

tiene entradas no negativas y al menos una de sus entradas es igual a cero. Luego v = 0 (pues
Av = λv es estrictamente positivo si v tiene al menos una entrada no nula) y λ resulta ser un
autovalor simple.
Consideremos y = (y1, ..., yn) ∈ Cn. Definimos la norma |y| :=

∑
|yj |ej . Entonces

|yA| =
∑
j

|
∑
i

yiaij |ej ≤
∑
i,j

|yi|aijej = λ|y|.

Más aún, vale la igualdad si y sólo si todos los números complejos yi no nulos tienen el mismo
argumento. Luego si yA = µy, entonces |µ| ≤ λ, pero si |µ| = λ todos los yi no nulos tienen
el mismo argumento, por lo que podemos normalizar y para que tenga entradas no negativas.
Esto implica que µ = λ. Por lo tanto (2) vale (ya que los autovalores de A coinciden con los
autovalores de AT ).
Completemos ahora la prueba de (1), esto es, probemos que el radio espectral ρ(A) de A
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es igual a λ(A). Para esto, definimos AN sucesión de matrices con entradas estrictamente
positivas que converge a A (por ejemplo, se puede tomar AN = A + 1

N I, con I la matriz
con unos en todas sus entradas). Como el radio espectral es una función continua, se tiene
que ρ(AN ) → ρ(A) cuando N → ∞. Además, ρ(AN ) = λ(AN ) para todo N por (2). Luego
ρ(A) es un autovalor de A, y existe un autovector de A con entradas no negativas para este
autovalor. Esto implica que ρ(A) = λ(A), por lo que vale (1).
Asumamos ahora que A tiene un autovector y con entradas estrictamente positivas y autovalor
µ. Entonces

µye = yAe = λye,

lo cual implica µ = λ, pues ye ̸= 0. Entonces (3) se cumple (para la matriz AT ), ya que por
(1), λ(A) = λ(AT ).

Utilizaremos el Teorema de Frobenius-Perron para definir la dimensión de Frobenius-
Perron de los objetos en un anillo transitivo. Sea A un Z+-anillo con base I.

Definición 1.5.8. Decimos que A es transitivo si para todos X,Z ∈ I existen Y1, Y2 ∈ I tales
que XY1 y XY2 contienen a Z con coeficiente no nulo.

Sea A un Z+-anillo transitivo unitario de rango finito. Definimos el morfismo de grupos
FPdim : A → C de la siguiente manera. Para X ∈ I, FPdim(X) es el máximo autovalor
real no negativo de la matriz de multiplicación a izquierda por X. Este morfismo está bien
definido gracias al teorema de Frobenius-Perron, pues esta matriz tiene entradas no negativas.
Extendemos FPdim de la base I a todo A linealmente.

La función FPdim : A → C recibe el nombre de dimensión de Frobenius-Perron.

A continuación daremos algunas propiedades útiles de esta dimensión.

Proposición 1.5.9. Sea X ∈ I.

1. El número α = FPdim(X) es un entero algebraico, y para todo conjugado α′ de α se
tiene α ≥ |α′|.

2. FPdim(X) ≥ 1.

Demostración. (1) Notemos que α es un autovalor de la matriz entera NX de multiplicación
por X, por lo que es un entero algebraico. El número α′ es una raíz del polinomio característico
de NX , por lo que también es un autovalor de NX . Luego, por el Teorema de Frobenius-Perron
resulta α ≥ |α′|.
(2) Sea r el número de conjugados de α. Entonces αr ≥ |N(α)|, donde N(α) es la norma de
α. Esto implica el enunciado dado que |N(α)| ≥ 1.

Se sigue que las dimensiones de Frobenius-Peron de todos los elementos de A son enteros
algebraicos.

Proposición 1.5.10. La función FPdim : A → C es un morfismo de anillos.

Demostración. Consideremos la matriz M de multiplicación a izquierda por
∑
X∈I

X en A con

base I. Por transitividad, esta matriz tiene entradas estrictamente positivas. Luego por el
Teorema de Frobenius-Perron parte (2), M tiene un único autovector R con autovalor λ(M).



CAPÍTULO 1. CATEGORÍAS TENSORIALES 33

Más aún, este autovector puede ser normalizado para tener entradas estrictamente positivas.
Por otro lado, como XR también es un autovector de M con autovalor λ(M), y R es único,
tenemos que XR = d(X)R, para alguna función d : A → C. Claramente, dicha función d es
un caracter de A.
Luego, si dado X ∈ I consideramos LX matriz de multiplicación a izquierda por X, tenemos
que R es autovector de LX con autovalor d(X). Como la matriz LX tiene entradas no negativas
y R tiene entradas estrictamente positivas, la parte (3) del Teorema de Frobenius-Perron
implica que d(X) = λ(LX) = FPdim(X).
Se sigue que FPdim = d, y luego FPdim es morfismo de anillos.

Proposición 1.5.11. El morfismo FPdim es el único caracter de A con valores no negativos
en I, y estos valores resultan estrictamente positivos.

Demostración. Si χ es otro caracter de A con valores no negativos en I, entonces el vector
con entradas χ(Y ), Y ∈ I, es un autovector de la matriz M de multiplicación a izquierda
por

∑
X∈I

X. Por transitividad de A, la matriz M tiene entradas positivas. Luego, el Teorema

de Frobenius-Perron establece que existe un número positivo λ tal que χ(Y ) = λFPdim(Y ).
Como χ es un caracter, resulta λ = 1.

Otra propiedad importante de la dimensión de Frobenius-Perron es la siguiente.

Proposición 1.5.12 ([EGNO, Proposition 3.3.9]). Sea ∗ : I → I una biyección, que se
extiende a un anti-automorfismo de A. Entonces FPdim es invariante por ∗.

Corolario 1.5.13. Sea A un anillo de fusión y sea X un elemento de la base de A. Si
FPdim(X) = 1 entonces XX∗ = X∗X = 1.

Demostración. Basta probar que XX∗ = 1, pues luego X∗X = (XX∗)∗ = 1∗ = 1. Por la
Proposición 1.5.5 se sigue que el 1 aparece en la descomposición de XX∗ con multiplicidad
uno. Es decir, tenemos XX∗ = 1 +

∑
Y ∈I,Y ̸=1

aY Y , con aY ≥ 0. Como FPdim es un morfismo

de anillos invariante por ∗ se cumplen las igualdades

FPdim(XX∗) = FPdim(X) FPdim(X∗) = FPdim(X)2 = 1.

Luego, como la Proposición 1.5.9 nos dice que FPdim(Y ) ≥ 1, para todo Y en la base, resulta
aY = 0 para todo Y ̸= 1 y XX∗ = 1.

Definición 1.5.14. La dimensión de Frobenius-Perron de A es el número

FPdim(A) =:
∑
X∈I

FPdim(X)2.

Proposición 1.5.15. Sean A1, A2 Z+-anillos transitivos unitarios de rango finito con bases
I1, I2. Si f : A1 → A2 es una transformación lineal cuya matriz en las bases I1, I2 tiene
entradas no negativas, entonces f preserva dimensiones de Frobenius-Perron.

Demostración. La función X 7→ FPdim(f(X)) es un caracter de A con valores no negativos
en la base. Por la Proposición 1.5.11, FPdim(f(X)) = FPdim(X) para todo X ∈ I.
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1.6 | Categorías tensoriales

En esta sección asumiremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica
cero.

Definición 1.6.1. Una categoría tensorial es una categoría abeliana k-lineal localmente finita
monoidal rígida tal que el bifuntor ⊗ : C × C → C es bilineal en los morfismos y el objeto
unidad 1 es simple.

Notemos que en el caso de una categoría tensorial, como el objeto unidad 1 es simple, por
la Proposición 1.2.26 se cumple EndC(1) ≃ k.

A continuación mencionaremos algunos ejemplos de categorías tensoriales.

Ejemplo 1.6.2. 1. La categoría Vec de k-espacios vectoriales de dimensión finita es una
categoría tensorial.

2. La categoría VecωG de k-espacios vectoriales de dimensión finita G-graduados con aso-
ciatividad dada por un 3-cocliclo ω es una categoría tensorial.

3. La categoría RepG de representaciones de dimensión finita de un grupo G sobre k es
una categoría tensorial.

Definición 1.6.3. Sean C y D dos categorías tensoriales y F : C → D un funtor fiel y exacto.
Diremos que F es un funtor cuasi-tensorial si F (1C) = 1D, y está munido de un isomorfismo
natural J : ⊗D ◦ (F × F ) → F ◦ ⊗C .
Un funtor cuasi-tensorial se dice funtor tensorial si (F, J) es un funtor monoidal.

Sea C una categoría tensorial. Denotamos por Xi, i ∈ I, a los representantes de las clases
de isomorfismo de objetos simples en C. Recordemos que dado X un objeto en C denotamos
por [X : Xi] a la multiplicidad de Xi en la serie de Jordan-Hölder de X. El producto tensorial
de C induce una multiplicación en Gr(C) definida por la fórmula

XiXj := [Xi ⊗Xj ] =
∑
k∈I

[Xi ⊗Xj : Xk]Xk. (1.26)

La multiplicación definida de esta manera en Gr(C) es asociativa (ver [EGNO, Lemma 4.5.1]).
Luego, Gr(C) es un Z+-anillo con base {[Xi]}i∈I y unidad [1], llamado anillo de Grothendieck
de C. La fórmula (1.26) recibe el nombre de reglas de fusión de C.

Proposición 1.6.4. Si C es una categoría tensorial, el anillo de Grothendieck Gr(C) es un
Z+-anillo unitario transitivo.

Demostración. Observemos primero que como C es una categoría tensorial, el objeto unidad
1 es simple, por lo que Gr(C) es un anillo unitario.
Veamos que Gr(C) es transitivo, es decir, veamos que para todo par X,Z ∈ I existen Y1, Y2 ∈ I
tales que X ⊗ Y1 y X ⊗ Y2 contienen a Z con coeficiente no nulo. Sean X,Z objetos simples
en C. Como la categoría es rígida, considerando el morfismo coevX : 1 → X⊗X∗, resulta que
el 1 aparece en la descomposición de X ⊗X∗ con coeficiente no nulo. Luego Z aparece en la
descomposición de X ⊗X∗ ⊗ Z con coeficiente no nulo.
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Podemos escribir a X∗ ⊗ Z como X∗ ⊗ Z =
∑
Y ∈I

aY Y , donde aY = [X∗ ⊗ Z : Y ]. Al hacer

producto tensorial con X obtenemos

X ⊗X∗ ⊗ Z = X ⊗
∑
Y ∈I

aY Y =
∑
Y ∈I

aYX ⊗ Y.

Como Z aparece en esta descomposición con coeficiente no nulo, debe existir un objeto simple
Y1 en la descomposición de X∗ ⊗ Z tal que Z es un sumando en X ⊗ Y1. Análogamente, el
objeto Z ⊗X∗ ⊗X tiene a Z como uno de sus factores, por lo que tenemos un objeto simple
Y2 que aparece en la descomposición de Z ⊗X∗ tal que Z es un factor en la descomposición
de Y2 ⊗X. Luego, Gr(C) es transitivo.

Observación 1.6.5. Todo funtor cuasi-tensorial F : C → D determina un morfismo de Z+-
anillos unitarios Gr(F ) : Gr(C) → Gr(D). Más aún, si las categorías C y D tienen una
cantidad finita de clases de objetos simples, F preserva las dimensiones de Frobenius-Perron.
Es decir, FPdimD(F (X)) = FPdimC(X) para todo X en C. Esto se sigue de la Proposición
1.5.15.

Sean C y D categorías abelianas localmente finitas sobre un cuerpo k. El producto tensorial
de Deligne C �D es una categoría abeliana k-lineal munida de un funtor exacto a derecha en
ambas variables

� : C × D → C � D,
(X,Y ) 7→ X � Y,

tal que dado cualquier otro funtor F : C ×D → A exacto a derecha en ambas variables, donde
A es una categoría abeliana k-lineal, existe un único funtor exacto a derecha F̄ : C � D → A
tal que F̄ ◦ � = F .
Por [EGNO, Proposition 1.11.2] sabemos que el producto de Deligne existe y es una categoría
abeliana localmente finita. Además, el producto de Deligne entre dos categorías abelianas
k-lineales localmente finitas es único salvo una única equivalencia. Más aún, por [EGNO,
Proposition 4.6.1], si C y D son categorías tensoriales, entonces el producto de Deligne C �D
también es una categoría tensorial.



2 | Categorías de fusión

En este capítulo introduciremos una clase particular de categorías tensoriales: las catego-
rías de fusión. Las categorías tensoriales pueden ser divididas en dos tipos: las semisimples y
las no semisimples. Dentro de las categorías tensoriales semisimples se encuentran las catego-
rías de fusión, que han cobrado gran interés en los últimos años. A lo largo de este capítulo
trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado y de característica cero.

2.1 | Categorías de fusión

Definición 2.1.1. Una categoría de fusión sobre k es una categoría tensorial semisimple con
una cantidad finita de clases de isomorfismos de objetos simples.

Ejemplo 2.1.2. 1. Sea G un grupo finito. La categoría RepG es una categoría de fusión.
Efectivamente, los objetos simples son las representaciones irreducibles, de las cuales hay
una catidad finita (tantas como clases de conjugación tenga G), y toda representación
puede escribese como suma de irreducibles.

2. Dado G un grupo finito, la categoría VecωG de k-espacios vectoriales G graduados de
dimensión finita con asociatividad dada por el 3-cociclo ω es de fusión, con simples δg
para todo g ∈ G.

Tenemos las siguientes propiedades útiles para los duales de objetos en una categoría de
fusión.

Proposición 2.1.3. Sea X un objeto simple en una categoría de fusión C. Entonces su dual
a izquierda X∗ también es simple.

Demostración. Sea X un objeto simple en la categoría C. Por las Proposiciones 1.3.23 y 1.2.26
se cumple que

HomC(X∗, X∗) ≃ HomC(X∗ ⊗X,1) ≃ HomC(X,X ⊗ 1) ≃ HomC(X,X) ≃ k.

Por otro lado, como C es semisimple, podemos descomponer a X∗ en suma de simples de la
forma X∗ =

∑
Y ∈O(C)

[X∗ : Y ]Y . Reemplazando X∗ por esta descomposición en HomC(X∗, X∗)

resulta
HomC(X∗, X∗) =

∑
Y,Z∈O(C)

HomC(Y, Z)[X∗:Y ][X∗:Z] =
∑

Y ∈O(C)
k[X∗:Y ],

donde la última igualdad vale por el Lema de Schur.
De estas dos ecuaciones obtenemos que

k ≃ HomC(X∗, X∗) ≃
∑

Y ∈O(C)
k[X∗:Y ].

Por lo tanto, en la descomposición de X∗ aparece un sólo simple con multiplicidad uno. Es
decir, X∗ es simple.

36
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Proposición 2.1.4. Sea C una categoría de fusión sobre k y sea X un objeto en C. Entonces
su dual a izquierda y su dual a derecha son isomorfos. Es decir, ∗X ≃ X∗. Se sigue que
X ≃ X∗∗.

Demostración. Podemos asumir que X es un objeto simple.
Sea Y un objeto simple tal que HomC(1, X ⊗ Y ) ̸= 0. Sabemos por la Proposición 1.3.23 que
HomC(1, X⊗Y ) ≃ HomC(∗Y,X). Por el Lema de Schur, este último es distinto de cero si y sólo
si ∗Y ≃ X, i.e., Y ≃ X∗. Similarmente, el único objeto simple Y tal que HomC(X ⊗ Y,1) ̸= 0
es ∗X.
Como C es semisimple, dimk(HomC(1, X ⊗ Y )) = dimk(HomC(X ⊗ Y,1)), lo cual implica
∗X ≃ X∗.

Sea D una subcategoría tensorial de una categoría de fusión C. Decimos que D es una
subcategoría de fusión de C si para todo objeto X en C isomorfo a un sumando directo de un
objeto en D se tiene que X ∈ D.

Toda subcategoría de fusión es necesariamente rígida, por lo cual es una categoría de
fusión en sí misma.

Definición 2.1.5. La subcategoría de fusión generada por una colección χ de objetos de C
es la menor subcategoría de fusión que contiene a χ, y la denotaremos C[χ].

Diremos que un objeto X en la categoría es fiel si genera a toda la categoría de fusión C,
es decir C[X] = C.

Dada C una categoría de fusión, un ejemplo distinguido de subcategoría de fusión es la
subcategoría adjunta Cad. Dicha subcategoría está generada por los objetos X ⊗X∗, donde X
recorre los objetos simples.

Ejemplo 2.1.6. Dado G un grupo finito y ω : G×G×G → k un 3-cociclo de G, consideremos
la categoría C = VecωG. En este caso Cad =Vec. En efecto, los simples en VecωG están dados
por

(δg)h =
{

k si h = g,

0 si h ̸= g.

para cada g ∈ G, y (δg)∗ = δg−1 . Luego δg ⊗ (δg)∗ = δg ⊗ δg−1 = δgg−1 = δe, con e el elemento
identidad de G. Por lo tanto Cad es la categoría generada por δe, que es exactamente Vec.

2.1.1 | Anillo de Grothendieck

En esta subsección discutiremos algunas propiedades especiales que reúne el anillo de
Grothendieck cuando C es una categoría de fusión.

De ahora en más, asumiremos que C denota una categoría de fusión. Denotaremos por
O(C) al conjunto de clases de isomorfismos de objetos simples de la categoría C, y si X es un
objeto simple diremos que X ∈ O(C), abusando de la notación.

Proposición 2.1.7. El anillo de Grothendieck Gr(C) es un anillo de fusión transitivo.

Demostración. Como C es tensorial, por lo visto en la sección 1.6, su anillo de Grothendieck es
un Z+-anillo unitario transitivo con base dada por los elementos simples (en este caso finita)
y unidad el elemento 1.
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La involución ∗ es la acción de tomar dual. En primer lugar, si X ∈ O(C), entonces X∗ ∈ O(C)
por la Proposición 2.1.3. Por otro lado, por Observación 1.3.18, para todo par de objetos
X,Y en C, (X ⊗ Y )∗ = Y ∗ ⊗ X∗. Además dados X,Y simples, X ⊗ Y contiene al 1 en su
descomposición si y sólo si Y ≃ X∗.

Como la categoría C es de fusión, tenemos O(C) = {Xi}i∈I con I finito. Digamos que 0 ∈ I
y X0 = 1. Notemos que, dados Xi, Xj ∈ O(C), como consecuencia de la Proposición 1.2.26
tenemos que

Hom(Xi, Xj) =
{

k si i = j.

0 si i ̸= j,
(2.1)

Todo X ∈ Gr(C) se descompone como suma de objetos simples de la forma X =
∑
i∈I

[X :

Xi]Xi, donde [X : Xi] es la multiplicidad de Xi en X. Luego, para cada Xj ∈ O(C), usando
la ecuación (2.1) resulta

Hom(Xj , X) =
∑
i∈I

Hom(Xj , Xi)[X:Xi] = k[X:Xj ],

por lo que [X : Xj ] = dim Hom(Xj , X). Es decir, la multiplicidad de cada objeto simple Xj

en la descomposición de X es igual a la dimensión de Hom(Xj , X).
Se sigue de la Proposición 1.3.23 que las siguientes relaciones se satisfacen para todo

X,Y, Z ∈ C,
[Y ⊗ Z : X] = [Z ⊗X∗, Y ∗] = [X ⊗ Z∗, Y ]. (2.2)

Dados i, j, k ∈ I denotaremos por Nk
ij = dim Hom(Xk, Xi ⊗ Xj). Notemos que los nú-

meros Nk
ij son enteros no negativos para todo i, j, k ∈ I. Dados Xi, Xj objetos simples, la

descomposición de Xi ⊗Xj en suma de simples podemos escribirla como

Xi ⊗Xj =
∑
k∈I

Nk
ijXk.

Definición 2.1.8. Llamaremos a las constantes {Nk
ij}i,j,k∈I reglas de fusión del anillo de

fusión Gr(C).

Considerando la involución ∗ inducida por la rigidez de C (ver Proposición 2.1.7) y la
ecuación (2.2) tenemos que se satisfacen las siguientes igualdades,

Nk
ij = N i∗

jk∗ = N i
kj∗ = N j∗

k∗i = Nk∗
j∗i∗ , N

0
ij = δij∗ . (2.3)

Ejemplo 2.1.9. Consideremos el grupo G = A4 < S4 y calculemos las reglas de fusión de
RepG, la categoría de representaciones de G sobre C.
En este caso, los elementos simples de la categoría son las representaciones irreducibles. Hay
tantas representaciones irreducibles como clases de conjugación tenga A4. Luego, hay 4 repre-
sentaciones irreducibles, que denotaremos por ϵ, ρ1, ρ2, σ, donde ϵ es la representación trivial
y σ la representación estándar de S4 restringida a A4. La tabla de caracteres de A4 está dada
por

O1 O(12)(34) O(123) O(321)
ϵ 1 1 1 1
ρ1 1 1 ω ω2

ρ2 1 1 ω2 ω
σ 3 -1 0 0
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donde ω es una raíz cúbica de la unidad.
Claramente, ϵ⊗ϵ = ϵ, ϵ⊗ρ1 = ρ1, ϵ⊗ρ2 = ρ2, ϵ⊗σ = σ, ρ1 ⊗ρ2 = ϵ, ρ1 ⊗ρ1 = ρ2, ρ2 ⊗ρ2 =

ρ1, ρ1 ⊗ σ = σ, ρ2 ⊗ σ = σ. Luego, solo queda calcular σ ⊗ σ. Para esto, recordamos que el
producto interno entre dos representaciones complejas está dado por

< α, β >:= 1
|G|

∑
g∈G

α(g)β(g).

En este caso, el producto interno entre representaciones resulta

< σ ⊗ σ, ϵ >= 1, < σ ⊗ σ, ρ1 >= 1, < σ ⊗ σ, ρ2 >= 1, < σ ⊗ σ, σ >= 2.

Por lo tanto σ ⊗ σ = ϵ⊕ ρ1 ⊕ ρ2 ⊕ 2σ.

2.1.2 | Dimensión de Frobenius-Perron

En esta subsección usaremos los resultados obtenidos en la sección 1.5.1 para definir un
invariante importante en categorías de fusión, la dimensión de Frobenius-Perron, que será
muy útil a lo largo de este trabajo. En particular, la dimensión de Frobenius-Perron de una
categoría permitirá reconocer ciertas propiedades, como nilpotencia (ver Teorema 2.6.7) y
solubilidad (ver Teorema 2.6.14).

Sea X un objeto de una categoría de fusión C. La dimensión de Frobenius-Perron de X, la
cual denotaremos FPdim(X), es la dimensión de Frobenius-Perron de la clase de isomorfismo
[X] en el anillo de fusión Gr(C).
Definimos la dimensión de Frobenius-Perron de la categoría C como FPdim(C) =

∑
X∈O(C)

FPdim(X)2.

Observación 2.1.10. Notemos que la Proposición 1.5.9 establece que FPdim(X) es un número
real mayor o igual que uno para todo X ∈ C. Más aún, FPdim(X) es un entero algebraico
para todo X ∈ C.

Definición 2.1.11. A los números reales positivos FPdim(X), con X ∈ O(C), los llamaremos
los grados irreducibles de C.

Denotaremos al conjunto de grados irreducibles de C como c.d.(C) = {FPdimX/X ∈
O(C)}.

Definición 2.1.12. Sea C una categoría de fusión.

C se dice íntegra si c. d.(C) ⊂ N. Es decir, si todos los objetos simples de la catego-
ría tienen dimensión de Frobenius-Perron un número entero positivo. En este caso la
dimensión de Frobenius-Perron de C es también un número entero positivo.

C se dice débilmente íntegra si la dimensión de Frobenius-Perron de C es un número
entero positivo.

Proposición 2.1.13. [EGNO, Proposition 9.6.9] Sea C una categoría de fusión débilmente
íntegra. Entonces FPdim(X) = √

nX para algún nX ∈ Z, para todo X ∈ C.
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Ejemplo 2.1.14. Sea C = RepG la categoría de representaciones de dimensión finita de un
grupo finito G sobre k. Denotemos por kG a la representación regular de G. Por la Proposición
1.3.23, para X,Y ∈ C, tenemos las igualdades

dimk HomC(X ⊗ kG,Y ) = dimk HomC(kG,X∗ ⊗ Y ) = dimk(X) dimk(Y ).

Luego, X ⊗ kG =
∑

Y ∈O(C)
[X ⊗ kG : Y ]Y = dimk(X)

∑
Y ∈O(C)

dimk(Y )Y = dimk(X)kG,

por lo que FPdim(X) = dimk(X). Es decir, la dimensión de Frobenius-Perron de una re-
presentación coincide con su dimensión. En particular, esto nos dice que la categoría C es
íntegra.

Ejemplo 2.1.15 (Categorías de Tambara-Yamagami). Un ejemplo importante de categorías
de fusión son las llamadas categorías de Tambara-Yamagami, las cuales definiremos a conti-
nuación.
Consideremos los siguientes datos:

Un grupo abeliano finito G con identidad e.

Un bicaracter χ : G → G simétrico no degenerado. Es decir, tal que para todo a, b ∈ G
tenemos χ(a, b) = χ(b, a), χ(ab, c) = χ(a, c)χ(b, c), y la aplicación inducida f : G →
Hom(G,k×), f(a)(b) = χ(a, b), es un isomorfismo.

Un elemento τ ∈ k tal que |G|τ2 = 1.

Definimos la categoría de Tambara-Yamagami T Y = T Y(G,χ, τ) como la categoría semisim-
ple cuyas clases de isomorfismo de objetos simples están dados por {g}g∈G ∪X, con X /∈ G.
Los morfismos están determinados por Hom(s, t) = δs,tk para s, t ∈ O(T Y). El morfismo
identidad s → s es el elemento 1 ∈ k. El objeto indentidad es 1 = e, y las reglas de fusión
están dadas por:

g ⊗ h = gh, X ⊗X =
∑
g∈G

g, g ⊗X = X = X ⊗ g, (2.4)

para todos g, h ∈ G.
Los duales de cada g ∈ G están dados por g∗ = g−1, y X∗ = X. De esta forma, la categoría
de Tambara-Yamagami es una categoría de fusión.

Veamos que FPdim g = 1 para todo g ∈ G. Supongamos G = {g1, ..., gn}, y consideremos
una base ordenada β = {g1, .., gn, X} del anillo de Grothendieck de C. Si Lgi es la matriz de
multiplicación a izquierda por gi en la base β, tenemos que Lgigj = gigj y LgiX = giX = X.
Luego Lgi es una permutación de la matriz identidad para cada i. Por lo tanto FPdim(gi) = 1
para todo i = 1, ..., n.

Por otro lado, tomando FPdim a ambos lados en la ecuación X ⊗X =
∑
g∈G

g, resulta que

FPdim(X) =
√

|G| = τ−1. Calculemos ahora la dimensión de la categoría T Y . Tenemos la
ecuación

FPdim T Y =
∑
g∈G

FPdim(g)2 + FPdim(X)2 = |G| + |G| = 2|G|.

Luego, la categoría de Tambara-Yamagami T Y es débilmente íntegra, y es íntegra si y sólo
si
√

|G| es un número entero.
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2.2 | El grupo de objetos invertibles

En esta sección definiremos una clase distinguida de objetos simples, los objetos inverti-
bles, y trataremos algunas de sus propiedades. Conocer los objetos invertibles en una categoría
puede ser de gran utilidad. En este trabajo lo usaremos fuertemente en el capítulo 6.

Un objeto X en C se dice invertible si los morfismos evaluación evX : X∗ ⊗ X → 1
y coevaluación coevX : 1 → X ⊗ X∗ de X son isomorfismos. Usaremos esta noción para
asociarle a cada categoría de fusión una subcategoría de fusión que tiene una estructura
particularmente sencilla.

Ejemplo 2.2.1. Los objetos δg en VecωG son invertibles.

En la categoría RepG, los objetos invertibles son exactamente las representaciones uni-
dimensionales.

A continuación daremos una manera de determinar si un objeto es invertible mediante su
dimensión de Frobenius-Perron.

Proposición 2.2.2. Un objeto g ∈ C es invertible si y sólo si FPdim g = 1.

Demostración. Si g es invertible entonces 1 = FPdim(1) = FPdim(g ⊗ g∗) = FPdim(g)2, y
como FPdim(g) es un número real positivo resulta igual a 1.
Recíprocamente, supongamos que FPdim g = 1. Por Proposición 1.5.5 el objeto 1 tiene mul-
tiplicidad uno en g ⊗ g∗. Luego, tenemos la ecuación

g ⊗ g∗ = 1 +
∑

X∈O(C)
X ̸=1

[g ⊗ g∗ : X]X.

Tomando FPdim a ambos lados resulta

1 = FPdim(g ⊗ g∗) = 1 +
∑

X∈O(C)
X ̸=1

[g ⊗ g∗ : X] FPdim(X).

Sabemos que FPdim(X) es un número real positivo, para todo X ∈ O(C). Luego debe cum-
plirse que [g ⊗ g∗, X] = 0 para todo X ∈ O(C), X ̸= 1. Por lo tanto g ⊗ g∗ ≃ 1.

Corolario 2.2.3. Dado X un objeto invertible su dual X∗ es invertible.

Demostración. Como X es invertible el morfismo evaluación evX : X∗ ⊗ X → 1 es un iso-
morfismo. Es decir, X∗ ⊗ X ≃ 1. Tomando dimensión de Frobenius-Perron a ambos lados y
usando que FPdim(X) = 1 por la Proposición 2.2.2, resulta que FPdim(X∗) = 1. Aplicando
nuevamente la Proposición 2.2.2, X∗ es invertible.

Corolario 2.2.4. 1. Si g es invertible entonces g ∈ O(C).

2. Si g y h son invertibles, entonces g ⊗ h también.

Demostración. (1) Si g es invertible, por proposición anterior FPdim g = 1. Tomando FPdim
a ambos lados en g =

∑
X∈O(C)

[g : X]X, resulta g ≃ X para algun X ∈ O(C).

(2) Se sigue de que la dimensión de Frobenius-Perron es multiplicativa.
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Consideremos el conjunto G(C) ⊂ Gr(C) de clases de isomorfismo de objetos invertibles de
C. Notemos que por los resultados obtenidos en esta sección G(C) tiene estructura de grupo,
con producto dado por ⊗ y elemento identidad 1.

Definición 2.2.5. Diremos que una categoría de fusión es punteada si todos sus objetos
simples son invertibles.

Denotaremos por Cpt a la subcategoría de fusión de C generada por los objetos invertibles
de C. Esta categoría es la subcategoría punteada maximal de C y la llamaremos la subcategoría
punteada.

En particular, C es punteada si y sólo si C = Cpt.

Ejemplo 2.2.6. Dados G un grupo finito y ω un 3-cociclo de G, la categoría VecωG es una
categoría de fusión punteada. En efecto, sus elementos simples son δg, g en G, y δg ⊗ δg∗ ≃ 1
para todo g en G.

Puede verse que toda categoría de fusión punteada es equivalente a una categoría del tipo
VecωG para algún grupo finito G y 3-cociclo ω.

Una clase importante de categorías de fusión fuertemente relacionada con la de categorías
punteadas es la de categorías de tipo grupo, que definiremos a continuación.

Definición 2.2.7. Dos categorías de fusión C y D se dicen Morita equivalentes si sus centros
de Drinfeld Z(C) y Z(D) son equivalentes como categorías tensoriales trenzadas.

Definición 2.2.8. Una categoría de fusión se dice de tipo grupo si es Morita equivalente a
una categoría de fusión punteada.

Esto es, una categoría de fusión C se dice de tipo grupo si existen G un grupo finito y ω
un 3-cociclo de G tal que su centro de Drinfeld Z(C) es equivalente al centro de VecωG como
categoría de fusión trenzada.

En particular, las categorías de tipo grupo son íntegras (ver [EGNO, Remark 9.7.7]).

Definición 2.2.9. Dado X ∈ O(C), definimos el subgrupo G[X] = {g ∈ G(C)/g ⊗ X = X}.
Es decir, G[X] es el estabilizador de X por multiplicación a izquierda por objetos invertibles.

Proposición 2.2.10. En el contexto anterior, se cumplen las igualdades

G[X] = {g ∈ G(C)/[X ⊗X∗ : g] > 0} = {g ∈ G(C)/[X ⊗X∗ : g] = 1}, (2.5)

para todo X ∈ OC.

Demostración. Si g ∈ G[X], entonces por la ecuación (2.2) tenemos las igualdades [X ⊗X∗ :
g] = [g ⊗X : X] = [X : X] = 1, lo cual prueba la primera inclusión.
Por otro lado, si 0 < [X ⊗ X∗ : g] = dim Hom(g,X ⊗ X∗), tenemos un morfismo no nulo de
g → X ⊗X∗. Luego, dado un objeto simple Y que aparezca en la descomposición de g ⊗X,
podemos construir un morfismo no nulo

Y → g ⊗X → X ⊗X∗ ⊗X → X ⊗ 1 ≃ X.

Como X,Y son simples, esto implica que Y = X. Por lo tanto, g ⊗ X = [g ⊗ X : X]X =
[X ⊗X∗ : g]X. Tomando FPdim a ambos lados, resulta [X ⊗X∗ : g] = 1 y g ⊗X = X.
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Corolario 2.2.11. Sea X ∈ O(C). En el anillo de Grothendieck Gr(C) se cumple

X ⊗X∗ =
∑

g∈G[X]
g +

∑
FPdimY >1
Y ∈O(C)

[X ⊗X∗ : Y ]Y.

Demostración. Se sigue del Corolario 2.2.4 y la Proposición 2.2.10.

2.3 | Graduación por grupos

En esta sección introducimos la noción de graduación por un grupo finito en el contexto
de categorías de fusión, que utilizaremos recurrentemente. Es una herramienta que permite
dar nuevos ejemplos a partir de categorías de fusión conocidas. En particular, para nosotros
será crucial en el capítulo 6 cuando nos adentremos en el estudio de propiedades de tipo grupo
para ciertas categorías modulares.
Mencionaremos también algunas de las propiedades básicas de esta construcción, para lo cual
seguiremos [GN].

Definición 2.3.1. Sea G un grupo finito. Una G-graduación de una categoría de fusión C es
una descomposición

C =
⊕
g∈G

Cg,

donde cada componente Cg ⊂ C es una subcategoría abeliana plena de C, con la propiedad de
que el producto tensorial ⊗ : C × C → C mapea Cg ⊗ Ch → Cgh.

Una G-graduación se dice fiel si Cg ̸= 0 para todo g ∈ G. En este caso, decimos que C es
una G-extensión de Ce. Una G-graduación es trivial si Ce = C.
Observación 2.3.2. La componente Ce es una subcategoría de fusión de C. En efecto, 1 ∈ Ce
y es cerrada por productos tensoriales y duales.
Observación 2.3.3. Dada una G-graduación fiel de C, se cumple que todas las componen-
tes de la graduación tienen la misma dimensión de Frobenius-Perron. Es decir, FPdim Cg =
FPdim Ce, para todo g ∈ G. Luego, la dimensión de la categoría cumple FPdim C = |G| FPdim Ce.
(Ver [DGNO1, Corollary 4.28]).

Gelaky y Nikshych probaron en [GN] que para toda categoría de fusión C existe una
graduación fiel canónica C =

⊕
g∈U(C)

Cg. Esta graduación es llamada graduación universal, y el

grupo U(C) es denominado el grupo de graduación universal de C. La componente trivial de
la graduación universal es la subcategoría adjunta de C, es decir, Ce = Cad.

Si el anillo de Grothendieck de C es conmutativo (por ejemplo, esto ocurre cuando la
categoría C es trenzada) entonces U(C) es un grupo abeliano.

Ejemplo 2.3.4. Sea C = T Y(G,χ, τ) una categoría de Tambara-Yamagami. Veamos que C
admite una Z2-graduación.
Por definición Cad es la subcategoría de fusión generada por {g ⊗ g∗}g∈G ∪ {X ⊗ X∗}. Esto
es, generada por {e,

⊕
g∈G

g}. Observemos que como Cad es una subcategoría de fusión de C y

contiene a
⊕
g∈G

g, entonces g ∈ Cad para todo g ∈ G. Luego, podemos escribir

C = Cad ⊕ C[X],
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donde C[X] es la categoría abeliana generada por X. Esta es una Z2-graduación para C. En
efecto, si denotamos C0 = Cad, C1 = C[X], entonces:

1. Como g ⊗X = X para todo g ∈ G, tenemos C0 ⊗ C1 = C1;

2. Como X ⊗X =
⊕
g∈G

g, tenemos C1 ⊗ C1 = C0 ;

3. Como g ⊗ h = gh para todo g, h ∈ G, tenemos C0 ⊗ C0 = C0.

2.4 | Equivariantización por grupos

En esta sección trataremos la noción de equivariantización de una categoría por un grupo.
Es otra herramienta que permite dar nuevos ejemplos a partir de categorías conocidas. Men-
cionaremos también la relación entre las dimensiones de Frobenius-Perron de la categoría y
su equivariantización por un grupo.

Sea C una categoría tensorial sobre k. Denotemos por Aut⊗(C) a la categoría monoidal con
objetos las autoequivalencias de C, morfismos los isomorfismos naturales de funtores, producto
tensorial dado por la composición de funtores, y objeto unidad el funtor identidad IdC .

Sea G un grupo, y consideremos G la categoría monoidal estricta cuyos objetos son los
elementos de G, los morfismos son las identidades, y el producto tensorial está dado por la
multiplicación en G.

Definición 2.4.1. Una acción de G en la categoría C es un funtor monoidal

T : G → Aut⊗(C).

Esto es equivalente a contar con los siguientes datos:

1. Para cada g ∈ G, un funtor tensorial Tg : C → C;

2. Para g, h ∈ G, un isomorfismo monoidal Jg,h : TgTh
∼−→ Tgh;

3. Un isomorfismo monoidal u : IdC
∼−→ Te;

tales que los siguientes diagramas son conmutativos

TgThTk TghTk

TgThk Tghk,

Jg,hTk

TgJh,k Jgh,k

Jg,hk

Tg TgTe

TeTg Tg,

Tgu

uTg
=

Jg,e

Je,g

(2.6)

para todo g, h, k ∈ G.

Notemos además que dado g ∈ G, Tg : C → C es un funtor tensorial que viene acompañado
de un isomorfismo T 0

g : 1 → Tg(1) y un isomorfismo natural T 2
g : ⊗ ◦ (Tg × Tg) → Tg ◦ ⊗.
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Ejemplo 2.4.2. En la categoría C = VecG de espacios vectoriales graduados por un grupo
G tenemos la acción dada por la conjugación. De hecho, definimos un funtor monoidal T :
G → Aut(C), dado por

Tg : C → C,⊕
x∈G

Vx 7→
⊕
x∈G

Vgxg−1 .

Dado un morfismo f :
⊕
x∈G

Vx →
⊕
x∈G

Wx, donde f =
⊕
x∈G

fx con fx : Vx → Wx, definimos

Tgf :
⊕
x∈G

Vgxg−1 →
⊕
x∈G

Wgxg−1 como Tgf =
⊕
x∈G

fgxg−1 .

Definición 2.4.3. Un objeto G-equivariante en C es un par (X, v), donde X es un objeto en
C y v es una familia v = {vg : Tg(X) → X | g ∈ G} de isomorfismos tal que el diagrama

Tg(Th(X)) Tg(X)

Tgh(X) X

Tg(vh)

Jg,h(X) vg

vgh

(2.7)

conmuta para todo g, h ∈ G.

Un morfismo G-equivariante f : (X, v) → (Y,w) entre dos objetos G-equivariantes es un
morfismo f : X → Y en la categoría C tal que fvg = wgf para todo g ∈ G.

Definición 2.4.4. LaG-equivariantización CG de la categoría C por un grupoG es la categoría
de objetos y morfismos equivariantes de C. El objeto unidad es (1, {(T 0

g )−1}g∈G) y el producto
tensorial de dos objetos G-equivariantes (X, v) y (Y,w) está dado por (X, v) ⊗ (Y,w) =
(X ⊗ Y, z), con zg = (vg ⊗ wg)((T 2

g )X,Y )−1.

Si C es una categoría de fusión y G un grupo finito, como k es algebraicamente cerrado de
característica 0, la equivariantización CG es una categoría de fusión. Además, su dimensión
de Frobenius-Perron es FPdim CG = |G| FPdim C.

Ejemplo 2.4.5. Sean G un grupo finito y C = Vec la categoría de espacios vectoriales de
dimensión finita sobre k. Consideremos la acción trivial de G en Vec, es decir T : G → C,
donde Tg = IdC para todo g ∈ G. Veamos que la equivariantización CG es la categoría RepG
de representaciones de dimensión finita de G.
Sea (V,w) un objeto G-equivariante, con wg : V → V que satisface

V V

V V,

wh

IdV wg

wgh

(2.8)
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para todo g, h ∈ G. Esto es, wg ◦ wh = wgh. Por lo tanto,

ρ : G → Gl(V ),
g 7→ wg,

es una representación del grupo G. De manera análoga, dada (ρ, V ) una representación de G,
es un objeto G-equivariante bajo la acción trivial.

2.5 | Categorías pseudo-unitarias

En esta sección consideraremos aquellas categorías que cumplen dim(C)
FPdim(C) = 1, es decir, las

categorías cuyas dimensión cuántica y dimensión de Frobenius-Perron son iguales. Este tipo
de categorías reúnen ciertas cualidades que usaremos fuertemente en el capítulo 4.

Definición 2.5.1. Una categoría de fusión C sobre C se dice pseudo-unitaria si dim(C) =
FPdim(C).

Se puede ver que C es pseudo unitaria si y sólo si d2
X = FPdim(X)2 para todo X ∈ O(C).

Ejemplo 2.5.2. Dado G un grupo finito, la categoría RepG es una categoría pseudo-unitaria.
En efecto, vimos en Ejemplos 2.1.14 y 3.1.9 que tanto la dimensión de Frobenius-Perron como
la dimensión cuántica de una representación coinciden con su dimensión.

Recordemos que una categoría de fusión se dice débilmente integra si FPdim(C) ∈ Z, y
se dice íntegra si FPdim(X) ∈ Z para todo X ∈ C simple. Tenemos los siguientes resultados
útiles.

Proposición 2.5.3. [EGNO, Proposition 9.6.5] Sea C una categoría de fusión débilmente
íntegra sobre C. Entonces C es pseudo-unitaria.

Proposición 2.5.4. [GN, Corollary 3.11] Sea C una categoría de fusión tal que FPdim(C) es
un entero impar. Entonces C es íntegra.

2.6 | Categorías de fusión nilpotentes y solubles

En esta sección introduciremos los conceptos de categorías nilpotentes y solubles. Recor-
daremos también ciertas condiciones que aseguran la nilpotencia y solubilidad de categorías,
entre ellas, ciertas relaciones con la dimensión de Frobenius-Perron. Para una lectura más
detallada referimos a [GN,ENO1].

Sea G un grupo. Recordemos que G se dice nilpotente si existe una sucesión de subgrupos
de la forma

{e} = Gn EGn−1 E · · · EG1 EG0 = G,

tal que Gi+1 = [Gi, G] para todo i = 0, · · · , n− 1.
Equivalentemente, si consideramos los subgrupos de G definidos recursivamente como

Z0 = {e}, Zi+1 = {x ∈ G / [x, y] ∈ Zi ∀ y ∈ G},
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G se dice nilpotente si existe n ∈ N tal que Zn = G.
Llamamos clase de nilpotencia de un grupo nilpotente G al mínimo entero para el cual

Zn = G (respectivamente, Gn = {e}).
A continuación daremos una categorificación del concepto de nilpotencia para grupos.

Definición 2.6.1. [GN, ENO1] Una categoría de fusión C se dice nilpotente si existe una
sucesión de categorías de fusión

C0 = Vec, C1, · · · , Cn = C,

y una sucesión de grupos finitos G1, . . . , Gn tales que Ci es una Gi-extensión de Ci−1.

Diremos que C es cíclicamente nilpotente si los grupos Gi pueden elegirse cíclicos.
Observación 2.6.2. Si C es una categoría de fusión tal que toda subcategoría de fusión no
trivial admite una graduación no trivial por un grupo finito, entonces C es nilpotente.

Definición 2.6.3. La serie central ascendente de una categoría de fusión C se define recur-
sivamente, en términos de la subcategoría adjunta, de la siguiente forma:

C(0) = C, C(1) = Cad, · · · , C(n) = (C(n−1))ad,

para todo entero n ≥ 1.

Una definición equivalente es la siguiente. Una categoría de fusión C es nilpotente si su se-
rie central ascendente converge a la categoría Vec de espacios vectoriales de dimensión finita.
Es decir, si existe un entero n para el cual C(n) =Vec. El menor n para el cual esto se cumple
se llama la clase de nilpotencia de C.

A continuación daremos algunos ejemplos de categorías de fusión nilpotentes.

Ejemplo 2.6.4. Dado G un grupo finito y ω : G×G×G → k× un 3-cociclo de G, la categoría
C = VecωG es siempre nilpotente. En efecto, vimos en Ejemplo 2.1.6 que Cad =Vec. Es decir,
la clase de nilpotencia de VecωG es 1.

Ejemplo 2.6.5. Dado G un grupo finito, RepG es nilpotente si y sólo si G es nilpotente.

Ejemplo 2.6.6. Las categorías de Tambara-Yamagami (ver Ejemplo 2.1.15) son nilpotentes.
Más aún, vimos que para estas categorías la subcategoría adjunta es punteada, por lo que su
clase de nilpotencia es 2.

Se puede ver que, dado un número primo p, todos los p-grupos finitos (es decir, los grupos
de orden una potencia de p) son nilpotentes. Tenemos el siguiente resultado análogo para
categorías de fusión.

Teorema 2.6.7. [ENO1, Theorem 8.28] Sea p un número primo. Si C es una categoría de
fusión tal que FPdim(C) = pn, entonces C es nilpotente.

Otro resultado útil es el siguiente.

Teorema 2.6.8. [GN, Theorem 6.10] Sea C una categoría de fusión trenzada. Entonces C es
nilpotente si y sólo su centro de Drinfeld Z(C) es nilpotente.
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Recordemos que una categoría de fusión se dice de tipo grupo si su centro es equivalente
como categoría tensorial al centro de VecωG, para algún grupo finito G y un 3-cocliclo ω. El
Teorema que enunciaremos a continuación relaciona categorías nilpotentes y de tipo grupo.

Teorema 2.6.9. [DGNO2, Theorem 1.5] Si C es una categoría de fusión íntegra y nilpotente
entonces es de tipo grupo.

Definición 2.6.10. [ENO1] Una categoría de fusión C se dice débilmente de tipo grupo si es
Morita equivalente a una categoría de fusión nilpotente.

Proposición 2.6.11. [ENO1, Proposition 4.1] La clase de categorías de fusión débilmente de
tipo grupo es cerrada por extensiones y equivariantizaciones, equivalencia Morita, productos
tensoriales, centros de Drinfeld, subcategorías y cocientes de categorías.

Daremos ahora una noción categórica del concepto de solubilidad para grupos. Recordemos
que un grupo G se dice soluble si existe una sucesión de la forma

G = G(0) EG(1) E · · · EG(n−1) EGn = {e},

donde G(i) = [G(i−1), G(i−1)] para todo i ≥ 1.
Todo grupo abeliano es soluble. Más aún, si un grupo G es nilpotente entonces también

es soluble.

Definición 2.6.12. [ENO1] Una categoría de fusión C se dice soluble si es Morita equivalente
a una categoría de fusión cíclicamente nilpotente.

Esto es, C es soluble si su centro de Drinfeld Z(C) es equivalente como categoría trenzada
al centro de una categoría cíclicamente nilpotente.

Equivalentemeatente, por [ENO1, Proposition 4.4], la categoría de fusión C es soluble si
existe una sucesión de categorías de fusión C0 = Vec, C1, · · · , Cn = C, donde cada Ci se obtiene
como una Gi-equivariantización o una Gi-extensión de Ci−1, con G1, · · · , Gn grupos cíclicos
de orden primo.

A continuación daremos algunas propiedades de las categorías de fusión nilpotentes y
solubles.

Proposición 2.6.13. [ENO1, Proposition 4.5]

1. La clase de categorías de fusión solubles es cerrada por extensiones y equivariantizacio-
nes por grupos solubles, equivalencia Morita, productos tensoriales, centros de Drinfeld,
subcategorías y cocientes de categorías.

2. Dado G un grupo finito y ω un 3-cociclo de G, las categorías RepG y VecωG son solubles
si y sólo si G es un grupo soluble.

3. Toda categoría de fusión trenzada nilpotente es soluble.

4. Toda categoría de fusión trenzada soluble C ̸= Vec contiene un objeto invertible no
trivial.
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A diferencia del caso de grupos finitos, que una categoría de fusión C sea nilpotente no
implica que sea soluble. Por ejemplo, la categoría VecωG es nilpotente para todo grupo G y
3-cociclo ω : G×G×G → k×, mientras que es soluble si y sólo si G es un grupo soluble.

Por otro lado, si tenemos C una categoría de fusión trenzada, entonces por la proposición
anterior C nilpotente implica que C es soluble.

Etingof, Nikshych y Ostrik probaron una versión del clásico Teorema de Burnside en el
contexto de las categorías de fusión:

Teorema 2.6.14. [ENO1, Theorem 1.6] Sea C una categoría de fusión. Si la dimensión de
Frobenius-Perron de C es FPdim(C) = prqs, con p y q números primos, y r, s enteros no
negativos, entonces C es soluble.



3 | Categorías modulares

En este capítulo introduciremos una clase particular de categorías de fusión, las catego-
rías modulares, las cuales son el principal objeto de estudio de este trabajo. Recordaremos
invariantes importantes de las categorías modulares, como la S-matriz, T -matriz, Indicadores
de Frobenius-Schur y Sumas de Gauss, y estudiaremos sus propiedades.

A lo largo de este capítulo asumiremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado y de
característica cero.

3.1 | Dimensión Cuántica. Categorías esféricas

Sea C una categoría de fusión. Vimos que en una categoría de fusión todo objeto simple
X es isomorfo a su doble dual X∗∗. Tenemos entonces la siguiente definición.

Definición 3.1.1. Dado X un objeto en C y un isomorfismo f : X → X∗∗, definimos su traza
cuántica (a izquierda) como la composición

Tr(f) : 1 X ⊗X∗ X∗∗ ⊗X∗ 1.coevX f⊗idX∗ evX∗ (3.1)

Observación 3.1.2. Por definición Tr(f) ∈ EndC(1). Como C es una categoría de fusión,
EndC(1) ≃ k, por lo cual podemos identificar a la traza de f con un elemento del cuerpo.

A continuación enunciaremos algunas propiedades de la traza cuántica.

Proposición 3.1.3. Dados f : X → X∗∗ y g : Y → Y ∗∗ ismorfismos en C, se cumple que:

1. Tr(f ⊕ g) = Tr(f) + Tr(g);

2. Tr(f ⊗ g) = Tr(f) Tr(g).

Definición 3.1.4. Una estructura pivotal en C es un isomorfismo de funtores tensoriales
ψ : Id → (−)∗∗.

Es decir, una estructura pivotal es una colección {ψX}X∈O(C) de isomorfismos naturales
ψX : X → X∗∗ que satisface ψX⊗Y = ψX ⊗ ψY , para todo X,Y ∈ C.

Una categoría de fusión munida de una estructura pivotal se dice una categoría de fusión
pivotal.

Definición 3.1.5. Una categoría pivotal estricta es una categoría pivotal en la cual los iso-
morfismos de asociatividad son identidades, la estructura pivotal ψ : Id →∗∗ es la identidad,
y los isomorfismos naturales asociados X∗ ⊗ Y ∗ → (Y ⊗X)∗ también son identidades.

Ejemplo 3.1.6. Dado G un grupo finito, las categorías Vec, VecG y RepG tienen una es-
tructura pivotal canónica dada por los isomorfismos naturales V → V ∗∗, para cada espacio
vectorial V .

50
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Consideremos ahora una categoría de fusión pivotal C, y fijamos una estructura pivotal
dada por ψX : X → X∗∗.

Definición 3.1.7. Definimos la dimensión cuántica de un objeto X ∈ C con respecto a ψ
como

dX := Tr(ψX) ∈ End(1) ≃ k.

Luego las dimensiones cuánticas de los objetos de C pueden identificarse con elementos en
k.
Definimos la dimensión cuántica de la categoría C como

dim C =
∑

X∈O(C)
dX dX∗ .

Proposición 3.1.8. [EGNO, Proposition 4.7.12] La función Gr(C) → k que asigna [X] 7→
dimX es un caracter del grupo de Grothendick Gr(C).

Una clase especial de categoría de fusión pivotal es la de categorías esféricas. Una categoría
de fusión pivotal C se dice esférica si dX = dX∗ para todo objeto simple X ∈ C. Notemos que
en este caso resulta que dim C =

∑
X∈O(C)

(dX)2.

En toda categoría esférica tenemos la noción de traza de un endomorfismo f ∈ End(X)
dada por la siguiente composición de funciones,

Tr(f) : 1 X ⊗X∗ X∗∗ ⊗X∗ 1.coevX ψX◦f⊗idX∗ evX∗ (3.2)

La dimensión de X está dada por dX = Tr(idX).

Ejemplo 3.1.9. Sea C =Vec la categoría de espacios vectoriales sobre k de dimensión finita.
Calculemos la dimensión de V ∈ C. Dada {vi}i=1,...,n una base de V , tenemos

k V ⊗ V ∗ V ∗∗ ⊗ V ∗ k,

1
n∑
i=1

vi ⊗ v∗
i

n∑
i=1

v∗∗
i ⊗ v∗

i

n∑
i=1

v∗∗
i (v∗

i ) = dimk V.

coevV ψV ◦idv ⊗ idV ∗ evV ∗

(3.3)

Es decir, la dimensión cuántica de V es exactamente dimk V .
Esto nos dice también que, dado G un grupo finito y C = RepG la categoría de representa-
ciones de G sobre k, la dimensión cuántica de una representación es su dimensión.

Observación 3.1.10. En una categoría pivotal C las dimensiones cuánticas de los objetos
simples no son necesariamente números reales, por lo que no se cumple en general que
dX = FPdimX para X simple.

3.2 | La S-matriz de una categoría pre-modular

En esta sección definiremos la S-matriz de una categoría pre-modular. La S-matriz es
un invariante destacado en el estudio de categorías modulares, por lo cual dedicaremos esta
sección y la siguiente a enunciar y demostrar algunas de sus propiedades.
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Definición 3.2.1. Sea C una categoría de fusión trenzada con trenza σ. Un twist en C es un
isomorfismo natural θ : IdC → IdC tal que

θX⊗Y = (θX ⊗ θY ) ◦ σY,X ◦ σX,Y , (3.4)

para todo X,Y ∈ C. Un twist se dice una estructura ribbon si además (θX)∗ = θX∗ para todo
X,Y ∈ C.

Definición 3.2.2. Una categoría pre-modular es una categoría de fusión munida de una
estructura ribbon compatible.

Equivalentemente, una categoría pre-modular es una categoría de fusión trenzada equipada
con una estructura esférica [Br]. Esto es, dX = dX∗ , para todo X simple en C.

Sea C una categoría pre-modular con estructura esférica ψ. Denotemos por O(C) al con-
junto de (clases de isomorfismo de) objetos simples en C, y sea NZ

XY la multiplicidad de Z en
X ⊗ Y para todo X,Y, Z ∈ O(C).

Sea θ el twist dado por la estructura ribbon compatible con C. Recordemos que θX ∈
End(X) ≃ k×, para todo X simple en C. Luego, identificaremos a θ con una colección de
escalares θX ∈ k×. Denotamos por Tr y dim a la traza y dimensión asociadas a ψ respectiva-
mente, definidas por la ecuación (3.2).

Definición 3.2.3. La S-matriz de C está definida por S := (sXY )X,Y ∈O(C), donde

sXY = Tr(σY,XσX,Y ).

Observación 3.2.4. La S-matriz de C tiene las siguientes propiedades:

1. Es una matriz simétrica de tamaño n× n, donde n = |O(C)|.

2. Las entradas de la matriz cumplen sX∗Y ∗ = sXY , para todo X,Y ∈ O(C).

3. La fila 1 y, por lo tanto, también la columna 1 de la matriz coinciden con la dimensión
cuántica: sX1 = s1X = dX .

La siguiente ecuación relaciona las entradas de la S-matriz de C con el twist, las reglas de
fusión y la dimensión de los objetos simples de C. Esta ecuación recibe el nombre de ecuación
de balance, y es de gran utilidad para verificar propiedades en categorías pre-modulares y
modulares.

Proposición 3.2.5 (Ecuación de balance). Se cumple que

sXY = θ−1
X θ−1

Y

∑
Z∈O(C)

NZ
XY θZ dZ , (3.5)

para todo X,Y ∈ O(C).

Demostración. Como θ es un twist, se cumple θX⊗Y = (θX ⊗ θY ) ◦σY,X ◦σX,Y para todo par
de objetos simples X,Y en C. Aplicando Tr a ambos lados de esta ecuación e identificando
θX , θY ∈ k×, obtenemos lo siguiente.
El lado derecho resulta

Tr (θX ⊗ θY ◦ σY,X ◦ σX,Y ) = θXθY Tr(σY,X ◦ σX,Y ) = θXθY sXY .
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Veamos ahora el lado izquierdo. Tenemos que X ⊗ Y =
∑

Z∈O(C)
NZ
XY Z. Luego,

Tr(θX⊗Y ) = Tr

 ∑
Z∈O(C)

NZ
XY θZ

 =
∑

Z∈O(C)
NZ
XY Tr(θZ) =

∑
Z∈O(C)

NZ
XY θZ Tr(idZ)

=
∑

Z∈O(C)
NZ
XY θZ dZ ,

usando la aditividad de Tr.
Por lo tanto, θXθY sXY =

∑
Z∈O(C)

NZ
XY θZ dZ , y luego se sigue el resultado.

Otro resultado útil es el siguiente.

Proposición 3.2.6. [EGNO, Proposition 8.13.10] Los elementos de la S-matriz satisfacen

sXY sXZ = dX
∑

W∈O(C)
NW
Y ZsXW , X, Y, Z ∈ O(C). (3.6)

Proposición 3.2.7. Dado X ∈ O(C), el mapa dado por

Y 7→ sXY
dX

, Y ∈ O(C), (3.7)

define un morfismo hX : Gr(C) → k. Más aún, sXY
dX

son enteros algebraicos, para todo X,Y ∈
O(C).

Demostración. Dados Y, Z ∈ O(C), veamos que hX(Y ⊗ Z) = hX(Y )hX(Z). De hecho, por
la Proposición 3.2.6, tenemos las igualdades

hX(Y )hX(Z) = sXY sXZ

d2
X

= 1
dX

∑
W∈O(C)

NW
Y ZsXW , y

hX(Y ⊗ Z) = Tr(σY⊗Z,XσX,Y⊗Z)
dX

= 1
dX

∑
W∈O(C)

NW
Y ZsXW .

Por otro lado, consideremos la matriz entera NY = {NX
Y Z}Z,X y el vector VX = (sX,Z)Z∈O(C).

Entonces
sXY
dX

sXZ =
∑

W∈O(C)
NW
Y ZsXW = (NY SX)Z , para todo Z ∈ O(C),

donde la segunda igualdad vale por la Proposicion 3.2.6. Es decir, sXY
dX

es un autovalor de la
matriz entera NY , y por lo tanto es un entero algebraico.

La Proposición anterior nos dice que los elementos simples de C dan lugar a caracteres
del anillo de Groethendick Gr(C). En particular, considerando el caso X = 1, tenemos que la
asignación Y 7→ dY es un caracter de Gr(C), y sus valores son enteros algebraicos.



CAPÍTULO 3. CATEGORÍAS MODULARES 54

3.3 | Categorías modulares

Definición 3.3.1. Sea C una categoría pre-modular con S-matriz S. C se dice modular si S
es no degenerada.

Recordemos que cuando C es pre-modular (es decir, está munida de una estructura esférica)
se cumple

dim(C) =
∑

X∈O(C)
d2
X ,

donde consideramos la dimensión asociada a la estructura esférica de C.
Definimos la matriz cuadrada C = {CXY }X,Y ∈O(C), donde

CXY =
{

1 si X = Y ∗,

0 si X ̸= Y ∗.
(3.8)

Recordemos que en el caso de una categoría modular, la S-matriz es invertible. La siguiente
Proposición nos brinda una fórmula para su inversa.

Proposición 3.3.2. Sea C una categoría modular y S su S-matriz. Entonces S2 = dim(C)C.
Equivalentemente, la inversa de la S-matrix es S−1 = 1

dim(C){sXY ∗}XY .

Demostración. Definimos

S′ := 1
dim(C)

{sXY ∗}XY . (3.9)

Veamos primero que si SS′ = Id entonces S2 = dim(C)C. En efecto, en tal caso

dim(C)(CS′)U,V =
∑

Z∈O(C)
CUZ(S′)ZV = CUU∗sU∗V ∗ = sU∗V ∗ = sUV ,

para todos U, V objetos simples en C. Es decir, S = dim(C)CS′, y luego S2 = dim(C)C. La
recíproca es análoga.

Probemos entonces que S′ así definida es la inversa de S. Consideremos los caracteres
hY , hZ dados por la Proposición 3.2.7, donde Y, Z ∈ O(C). Notemos que si hY = hZ ,

sYW
dY

= sZW
dZ

∀ W ∈ O(C) ⇒ dZ
dY

sYW = sZW ∀ W ∈ O(C).

Es decir, la fila Z de la matriz S es un múltiplo de la fila Y . Pero como S es no degenerada,
esto sucede si y sólo si Y = Z. Esto nos dice que hY = hZ ⇐⇒ Y = Z.
Supongamos Y ̸= Z. Por el Lema 1.5.6, tenemos la igualdad

0 =
∑

X∈O(C)
hY (X)hZ(X∗) =

∑
X∈O(C)

sY XsZX∗

dY dZ
.

Luego,
0 =

∑
X∈O(C)

sY XsZX∗ =
∑

X∈O(C)
sXY sXZ∗ .
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Por lo tanto (SS′)Y,Z = 0 si Y ̸= Z.
Falta ver que (SS′)Y,Y = 1, o equivalentemente,

∑
X∈O(C)

sXY sXY ∗ = dim(C), para todo Y ∈

O(C).
Se siguen de la Proposición 3.2.6 las siguientes igualdades,∑

X∈O(C)
sXY sXY ∗ =

∑
X∈O(C)

dX
∑

W∈O(C)
NW
Y Y ∗sXW =

∑
W∈O(C)

NW
Y Y ∗

∑
X∈O(C)

dX sXW .

Notemos que
∑

X∈O(C)
dX sXW =

∑
X∈O(C)

dX∗ sXW = dW
∑

X∈O(C)
hW (X) dX∗ , donde la primera

igualdad se debe a que C es esférica.
Por otro lado, dim = hW si y sólo si W = 1. En efecto, vimos que h1 = hW ⇐⇒ W = 1 y

dY = s1Y = s1Y
d1

= h1(Y ) para todo Y ∈ O(C).

Luego, por el Lema 1.5.6 tenemos la ecuación

∑
X∈O(C)

hW (X) dX∗ =


∑

X∈O(C)
dX dX∗ = dim(C) si W = 1,

0 si W ̸= 1.

Por lo tanto,∑
X∈O(C)

sXY sXY ∗ =
∑

W∈O(C)
NW
Y Y ∗ dW

∑
X∈O(C)

hW (X) dX∗ = N1
Y Y ∗ dim(C) = dim(C).

Esto nos dice que (SS′)Y,Y = 1, y resulta S′ = S−1.

Notemos que dados Y, Z objetos simples en C, de la Proposición anterior obtenemos la
fórmula

∑
X∈O(C)

sXY sXZ∗ =
{

dim(C) si Y = Z,

0 si Y ̸= Z.
(3.10)

Gracias a este resultado obtenemos la llamada Fórmula de Verlinde, que relaciona a la S-
matriz de la categoría C con su dimensión y reglas de fusión.

Corolario 3.3.3 (Fórmula de Verlinde). Sea C una categoría modular. Dados Y, Z,W ∈ O(C),
se cumple que ∑

X∈O(C)

sXY sXZsXW ∗

dX
= dim(C)NW

Y Z . (3.11)

Demostración. Por la Proposición 3.2.6, sXY sXZ = dX
∑

A∈O(C)
NA
Y ZsXA. Luego,

sXY sXZsXW ∗ = dX
∑

A∈O(C)
NA
Y ZsXAsWX∗ = d2

X

∑
A∈O(C)

NA
Y Z

∑
B∈O(C)

NB
AW ∗sXB.
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Por lo tanto, ∑
X∈O(C)

sXY sXZsXW ∗

dX
=

∑
X∈O(C)

dX
∑

A∈O(C)
NA
Y Z

∑
B∈O(C)

NB
AW ∗sXB

=
∑

A∈O(C)

∑
B∈O(C)

NA
Y ZN

B
AW ∗

∑
X∈O(C)

dX sXB.

Por otro lado, vimos en la demostración anterior que

∑
X∈O(C)

sXB dX =
{

dim(C) si B = 1,
0 si B ̸= 1.

Combinando esto con la ecuación anterior obtenemos∑
X∈O(C)

sXY sXZsXW ∗

dX
= dim(C)

∑
A∈O(C)

NA
Y ZN

1
AW ∗ = dim(C)NW

Y Z ,

pues N1
AW ∗ = δA,W .

Para cada Z ∈ O(C), definimos la matriz de fusión NZ como (NZ)X,Y = NX
ZY , donde

X,Y ∈ O(C). Notemos queNZ es una matriz entera con entradas no negativas. Definimos tam-
bién para cada Z ∈ O(C), la matriz diagonal DZ con entradas (DZ)XY = δXY

sZX
dX

, X, Y ∈
O(C).

Corolario 3.3.4. Dada C una categoría modular con S-matriz S se cumple S−1DZS = NZ ,
para todo Z ∈ O(C).

El Corolario es una reescritura de la fórmula de Verlinde, y nos dice que DZ = SNZS
−1

para todo Z simple, i.e, conjugar por la S matriz diagonaliza las reglas de fusión de la categoría
C.

Proposición 3.3.5. Sea C una categoría modular y sea X ∈ O(C). Entonces dim(C)
d2

X
es un

entero algebraico.

Demostración. Por la fórmula (3.10), dim(C) =
∑

Y ∈O(C)
sXY sXY ∗ . Luego,

dim(C)
d2
X

=
∑

Y ∈O(C)

sXY
dX

sXY ∗

dX
. (3.12)

Resulta que dim(C)
d2
X

es un entero algebraico, pues por la Proposición 3.2.7 sXY
dX

y sXY ∗
dX

son

enteros algebraicos.

Observación 3.3.6. Vimos que las asignaciones Y 7→ sXY
dX

, X ∈ O(C), definidas en la Propo-
sición 3.2.7 determinan caracteres lineales del anillo de Grothendieck Gr(C). Si C es modular,
la matriz S es no-singular, por lo que estos caracteres son linealmente independientes. Luego,
estos son exactamente todos los caracteres lineales de Gr(C).

Dada una categoría modular C tenemos dos nociones de dimensión; la dimensión de
Frobenius-Perron y la dimensión cuántica. El siguiente resultado nos permite compararlas.
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Proposición 3.3.7. En toda categoría modular C sobre C, el número dim(C)
FPdim(C) es un entero

algebraico.

Demostración. Como la dimensión de Frobenius-Perron es un caracter de Gr(C), entonces
por la Observación anterior existe un objeto simple X tal que FPdim(Y ) = sXY

dX
, para todo

Y ∈ O(C). Luego,

FPdim(C) =
∑

Y ∈O(C)
FPdim(Y )2 =

∑
Y ∈O(C)

s2
XY

d2
X

= dim(C)
d2
X

. (3.13)

Por lo tanto dim(C)
FPdim(C) = d2

X , y este último es un entero algebraico.

Teorema 3.3.8. Existe una raíz de la unidad ξ ∈ k tal que la S-matriz S tiene sus entradas
en Q(ξ).

Demostración. Notemos primero que por la Observación anterior todo morfismo Gr(C) → k
es de la forma Y 7→ sXY

dX
, para un único X ∈ O(C). Luego, si tenemos g : k → k un morfismo,

g
(
sXY
dX

)
= sg(X)Y

dg(X)
para un único g(X) ∈ O(C).

Aplicando el automorfismo g a la ecuación (3.12) obtenemos las siguientes igualdades,

g

(
dim(C)

d2
X

)
= g

 ∑
Y ∈O(C)

sXY
dX

sXY ∗

dX

 =
∑

Y ∈O(C)

sg(X)Y
dg(X)

sg(X∗)Y ∗

dg(X)
=

=
δg(X)∗,g(X∗) dim(C)

d2
g(X)

,

donde en la última igualdad usamos la ecuación (3.10). Se sigue que g(X∗) = g(X)∗ y que
g

(
d2

X
dim(C)

)
=

d2
g(X)

dim(C) , para todo X ∈ O(C). Por lo tanto,

g

(
s2
XY

dim(C)

)
= g

((
sXY
dY

)2 d2
Y

dim(C)

)
= g

(
sXY
dY

)2
g

(
d2
Y

dim(C)

)
=

=
(
sXg(Y )
dg(Y )

)2 d2
g(Y )

dim(C)
=
s2
Xg(Y )

dim(C)
.

Sea s̄XY := sXY√
dim(C)

para X,Y ∈ O(C). Como s̄11 := 1√
dim(C)

, la extensión de Q generada por
todas las entradas sXY está contenida en la extensión L/Q generada por s̄XY , X, Y ∈ O(C).
La cuenta anterior muestra que g(s̄XY ) = ±s̄Xg(Y ). Mas aún, el signo ϵg(X) = ±1 tal que
g(dim(X)) = ϵg(X) dg(X) está bien definido pues dX ̸= 0, y

g(s̄XY ) = g

(
s̄XY
dY

)
g(dY ) = 1√

dim(C)
g

(
sXY
dY

)
ϵg(Y ) dg(Y )

= 1√
dim(C)

sXg(Y )
dg(Y )

= ϵg(Y )s̄Xg(Y ) = ϵg(X)s̄g(X)Y .
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En particular, tenemos que L/Q es una extensión finita y normal, es decir, es una extensión
Galois.
Sea ahora f otro automorfismo de k. Entonces por la cuenta anterior,

gf(s̄XY ) = g(ϵf (Y )s̄Xf(Y )) = ϵg(X)ϵf (Y )s̄g(X)f(Y ), y

fg(s̄XY ) = g(ϵg(X)s̄g(X)Y ) = ϵf (Y )ϵg(X)s̄g(X)f(Y ).

Así, fg = gf , por lo que L/Q es una extensión abeliana. Ahora, el Teorema de Kronecker-
Weber nos dice que toda extensión abeliana finita de Q es un subcuerpo de un cuerpo ciclotó-
mico. Esto significa que existe una raíz de la unidad ξ tal que la extensión L/Q está contenida
en Q(ξ), lo cual implica el enunciado.

3.4 | Sumas de Gauss

Sea C una categoría pre-modular sobre C. Denotemos por O(C) = {Xi} al conjunto de
clases de isomorfismo de objetos simples.

Definición 3.4.1. Al número |O(C)| lo llamaremos el rango de la categoría C.

Definición 3.4.2. Definimos las sumas de Gauss de C como p± =
∑

X∈O(C)
θ±
Xd

2
X .

A continuación, veremos algunas de las propiedades básicas de las sumas de Gauss.

Lema 3.4.3. Dada C una categoría premodular, para todo Y ∈ O(C) se tiene que∑
X∈O(C)

θXdXsXY = dY θ
−1
Y p+. (3.14)

Demostración. Se sigue de la ecuación de balance (ver Proposición 3.2.5) que las entradas
de la S-matriz satisfacen sXY = θ−1

X θ−1
Y

∑
Z∈O(C)

NZ
XY θZdZ . Luego, multiplicando por θXdX a

ambos lados y sumando sobre X ∈ O(C), tenemos

∑
X∈O(C)

θXdXsXY = θ−1
Y

∑
X∈O(C)

dX
∑

Z∈O(C)
NZ
XY θZdZ = θ−1

Y

∑
Z∈O(C)

 ∑
X∈O(C)

NX
ZY ∗dX

 θZdZ .
(3.15)

Como Z ⊗ Y ∗ =
∑

X∈O(C)
NX
ZY ∗X, tomando dimensión a ambos lados resulta

dZdY =
∑

X∈O(C)
NX
ZY ∗dX . (3.16)

Combinando esto con ecuación (3.15) resulta∑
X∈O(C)

θXdXsXY = θ−1
Y dY

∑
Z∈O(C)

d2
ZθZ = θ−1

Y dY p
+.
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La siguiente Proposición relaciona las sumas de Gauss de la categoría C con su dimensión
cuántica.

Proposición 3.4.4. Dada C una categoría modular, tenemos que

p+p− = dim(C). (3.17)

Demostración. Multiplicando la fórmula 3.14 por dY y sumando sobre Y ∈ O(C), tenemos

p+p− =
∑

Y ∈O(C)
d2
Y θ

−1
Y p+ =

∑
X∈O(C)

 ∑
Y ∈O(C)

sXY dY

 θXdX
=

∑
X∈O(C)

 ∑
Y ∈O(C)

sXY s1Y

 θXdX =
∑

X∈O(C)
δX1θXdX dim(C)

= θ1d1 dim(C) = dim(C).

Corolario 3.4.5. Para toda categoría modular C se cumple que

S2 = p+p−C. (3.18)

Demostración. Es una consecuencia inmediata de las Proposiciones 3.3.2 y 3.4.4.

Corolario 3.4.6. Sea C una categoría modular. Entonces para todo X ∈ O(C),∑
Y ∈O(C)

dY θ
−1
Y sY Z = dZθZp

−. (3.19)

Demostración. Multiplicando la fórmula (3.14) por sY ∗Z y sumando sobre Y ∈ O(C), resultan
las igualdades

p+ ∑
Y ∈O(C)

dY θ
−1
Y sY ∗Z =

∑
X∈O(C)

θXdX
∑

Y ∈O(C)
sXY sY ∗Z

= θZdZ dim(C) = θZdZp
+p−.

Así como la S-matriz es un invariante importante para categorías modulares, también lo
es la T -matriz, que definiremos a continuación.

Definición 3.4.7. Dada C una categoría pre modular, definimos la T-matriz de C como la
matriz diagonal con entradas TXY = δXY θY para X,Y ∈ O(C).

Tenemos las siguientes relaciones entre las matrices S y T .

Teorema 3.4.8. Dada C una categoría modular, se cumple que

1. (ST−1)3 = p−S2;

2. CT = TC.
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Demostración. Tenemos que

(ST−1S)XY =
∑

Z,W∈O(C)
sXZδZW θ

−1
W sWY =

∑
Z∈O(C)

sXZθ
−1
Z sZY

Ahora, usando primero la Proposición 3.2.6 y luego la ecuación (3.19), resulta

(ST−1S)XY =
∑

Z∈O(C)
θ−1
Z dZ

∑
W∈O(C)

NW
XY sZW

=
∑

W∈O(C)

 ∑
Z∈O(C)

dZθ
−1
Z sZW

NW
XY

= p− ∑
W∈O(C)

dW θWN
W
XY = p−θXθY sXY

= p−(TST )XY ,

para todo X,Y ∈ O(C). Es decir, ST−1S = p−TST . Luego, (ST−1)3 = p−S2.
Por otro lado,

(CT )XY =
∑

Z∈O(C)
δXZ∗θY δZY = δXY ∗θY , y

(TC)XY =
∑

Z∈O(C)
δXZθZδZY ∗ = δXY ∗θY ,

para todo X,Y ∈ O(C). Por lo tanto CT = TC.

3.5 | Indicadores de Frobenius-Schur

Los indicadores de Frobenius-Schur son invariantes de categorías esféricas, introducidos
por Ng y Shauenburg en [NS3], que generalizan la noción de indicadores de Frobenius-Schur
para representaciones de grupos finitos y álgebras de Hopf. Están definidos para cada objeto
en una categoría pivotal. Por simplicidad, daremos la definición de estos indicadores en una
categoría pivotal estricta.

Para un grupo finito G, el n-ésimo indicador de Frobenius Schur de una representación V
sobre C con caracter χV está dado por

νn := 1
|G|

∑
g∈G

χV (gn).

El Teorema de Frobenius-Schur afirma que el segundo indicador ν2 de una representación
irreducible V debe ser -1,0 o 1.

Dado n un entero y V un objeto en una categoría esférica estricta C sobre C, denotamos
por V ⊗n el producto tensorial n-ésimo de V . Podemos definir el operador C-lineal E(n)

X :
HomC(1, X⊗n) → HomC(1, X⊗n) dado por la siguiente composición,

E
(n)
X (f) = 1 X∗ ⊗X X∗ ⊗X⊗n+1 X⊗n.

coevX IdX∗ ⊗f⊗IdX evX ⊗ Id⊗n
X

Definición 3.5.1. Definimos al n-ésimo indicador de Frobenius-Schur de X ∈ C como

νn(X) = Tr(E(n)
X ). (3.20)
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Se sigue del cálculo gráfico que (E(n)
X )n = Id, por lo que νn(X) es un entero algebraico en

el n-ésimo cuerpo ciclotómico Qn = Q(e
2πi
n ).

El primer indicador ν1(X) es la función delta de Kronecker δ1X en O(C)), i.e., ν1(X) = 1 si
X ≃ 1 y 0 en caso contrario. El segundo indicador es consistente con el clásico indicador de
Frobenius-Schur de una representación irreducible de un grupo, dado por la fórmula

ν2(X) =
{

±1 si X ≃ X∗,

0 si X ̸≃ X∗.
(3.21)

La definción clásica de exponente de un grupo finito puede ser generalizada a una categoría
esférica por medio del siguiente teorema.

Teorema 3.5.2. [NS1, Definition 5.1, Theorem 5.5] Sea C una categoría esférica. Existe un
entero positivo n tal que νn(X) = dim(X), para todo X ∈ C. Si N es el mínimo entre dichos
n, entonces dim(X) es un entero algebraico en QN para todo X ∈ C.

El mínimo entero N se llama el exponente de Frobenius Schur y se denota por FSexp(C).
Si C es la categoría de representaciones complejas de un grupo finito G, entonces FSexp(C) =
exp(G), donde exp es el clásico exponente de grupos.

Del teorema anterior se desprende también que dim(C) es un entero algebraico en QN .

En una categoría modular C es posible calcular los indicadores de Frobenius-Schur de
los objetos simples en términos de las dimensiones, los twist y las reglas de fusión en C.
Específicamente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.5.3. [NS1, Theorem 7.5] Sea C una categoría modular con T matriz dada por
TXY = δXY θX para X,Y ∈ O(C). Entonces el orden de T es igual a FSexp(C), y

νn(Z) = 1
dim(C)

∑
X,Y ∈O(C)

NZ
X,Y dXdY

(
θX
θY

)n
,

para todo Z ∈ O(C) y n entero positivo.

Notemos que como Corolario del Teorema anterior el orden de la T -matriz de la categoría
es finito.

3.6 | Centralizadores en categorías modulares

Sea C una categoría de fusión trenzada y sea K una subcategoría de fusión de C. En [Mu2],
M. Müger introdujo el concepto de centralizador K′ de K, definido como la subcategoría de
fusión de C cuyos objetos son todos los objetos Y en C que satisfacen

σY XσXY = idX⊗Y , para todoX ∈ K. (3.22)

Dados un par de objetos X,Y en C, decimos que se centralizan mutuamente si se cumple
la igualdad (3.22).

En particular, si C tiene una estructura ribbon compatible, la condición (3.22) equivale a
que sXY = dim(X) dim(Y ), ver [Mu2, Proposition 2.5].

Por [Mu2, Theorem 3.2], para toda subcategoría de fusión K de una categoría modular C
se cumplen:
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1. K = K′′, y

2. dim(K) dim(K′) = dim(C).

Si C es una categoría modular, por [GN, Corollary 6.9], el centralizador de la subcategoría
adjunta es la subcategoría punteada y viceversa. Es decir,

Cpt = C′
ad y C′

pt = Cad. (3.23)

Recordemos que una categoría monoidal trenzada K es simétrica si

σY,XσX,Y = idX⊗Y ,

para todo X,Y ∈ K. Por lo tanto, K es simétrica si y sólo si K ⊆ K′. En particular, una
categoría monoidal C es simétrica si y sólo si es igual a su centralizador, es decir, C = C′.

Más aún, K es modular si y sólo si K ∩ K′ = Vec. En particular, esto nos dice que C es
modular si y sólo si C′ = Vec. Además, si K es una subcategoría modular de C entonces K′ es
también modular y tenemos una equivalencia C ≃ K � K′ como categorías trenzadas.

Introducimos el siguiente resultado útil para trabajar con categorías de dimensión impar.

Lema 3.6.1. [DGNO1, Corollary 2.7] Sea K una categoría simétrica con estructura esférica
canónica. Si la dimensión de C es impar entonces

θX = idX para todo X en K. (3.24)

3.7 | Representaciones modulares

Recordamos la presentación del grupo SL(2,Z) por generadores y relaciones:

SL(2,Z) ≃< s, t | s4 = 1, (st)3 = s2 > .

En concreto, podemos considerar los generadores

s :=
[
0 −1
1 0

]
y t :=

[
1 1
0 1

]
.

Dada una categoría modular C, consideramos a la S-matriz y la T -matriz como elementos
de GL(ΠC ,C). Además denotamos por η a la proyección canónica

η : GL(ΠC ,C) → PGL(ΠC ,C) := GL(ΠC ,C)/Z(ΠC ,C),

donde Z(ΠC ,C) es el subgrupo de todas las transformaciones escalares C-lineales no nulas de
ΠC .

Las relaciones probadas en el Corolario 3.4.5 y el Teorema 3.4.8 garantizan que

ρ̄C : SL(2,Z) → PGL(ΠC ,C), s 7→ η(S), t 7→ η(T ) (3.25)

define una representación proyectiva de SL(2,Z).
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Definición 3.7.1. [NS2] Una representación modular de C es una representación ρ de SL(2,Z)
tal que el siguiente diagrama conmuta:

SL(2,Z) GL(ΠC ,C)

PGL(ΠC ,C).

ρ

ρ̄C
η (3.26)

Dada ξ ∈ C una raíz sexta de p+

p− (que es una raíz de la unidad), para cualquier raíz
doceava de la unidad x, se sigue del Corolario 3.4.5 y el Teorema 3.4.8 que las asignaciones

ρξx : s 7→ ξ3

x3p+S, t 7→ x

ξ
T (3.27)

definen una representación modular de C. Más aún, {ρξx/x12 = 1} es el conjunto completo de
representaciones modulares de C ([DLN, Section 1.3]). Ahora, ξ3

p+ = ± 1√
p+p−

= ± 1√
dim(C)

.

Por lo tanto, podemos elegir una raíz sexta de la unidad x tal que ρξx : s 7→ S√
dim(C)

. Entonces

existe y raíz de la unidad tal que ρξx : t 7→ T
y .

Definición 3.7.2. Sea ρ una representación modular de la categoría modular C, y conside-
remos

s = ρ(s) y t = ρ(t). (3.28)

El par (s, t) recibe el nombre de par modular normalizado de C.

Es claro que toda representación ρ está determinada por el par (s, t).
Observación 3.7.3. Por lo anterior, existe una raíz de la unidad y tal que (S/D, T/y) es un
par modular normalizado de C.



4 | El Teorema de Cauchy

Un resultado clásico de la teoría de grupos finitos es el Teorema de Cauchy, que afirma
que si G es un grupo finito y p es un número primo que divide al orden de G, entonces G
contiene un elemento de orden p. Este teorema está relacionado con el teorema de Lagrange,
que dice que el orden de todo subg]rupo de un grupo finito de G divide al orden de G.

Uno de los objetivos de este capítulo es introducir dos versiones del Teorema de Cauchy
para categorías de fusión. El segundo objetivo es presentar resultados propios que pudimos
deducir usando estos Teoremas como herramientas fundamentales.

En la primera sección expondremos una de las versiones del Teorema de Cauchy, desa-
rrollada por Ng y Schauenburg en [NS1] para categorías de fusión íntegras. En este caso, el
Teorema de Cauchy establece que los números enteros FSexp(C) y dim(C) de la categoría C
tienen los mismos divisores primos. Utilizando este Teorema como herramienta presentaremos
dos resultados propios que implican nilpotencia y solubilidad, respectivamente, de categorías
modulares íntegras.

La siguiente sección contiene la segunda versión del Teorema de Cauchy que generaliza
la anterior para categorías de fusión esféricas, demostrada por Bruillard, Ng, Rowell y Wang
en [BNRW]. Dada una categoría de fusión esférica C, esta generalización establece que los
factores primos de N = FSexp(C) y dim(C) en el anillo de Dedekind ON son los mismos. Una
observación importante es que en este caso el cuerpo de números sobre el que se trabaja deja
de ser Q. Luego determinar los divisores primos de dim(C) se complica.

En la última sección presentaremos una versión propia del Teorema de Cauchy. Este juega
un papel intermedio entre las dos versiones ya conocidas, dado que se aplica a categorías
de fusión esféricas débilmente íntegras. La importancia de este resultado radica en que, a
diferencia del Teorema de Cauchy para categorías de fusión esféricas, podemos relacionar los
divisores primos de N = FSexp(C) y dim(C) en Z, obviando la complejidad de factorizarlos
en ON . Gracias a este resultado pudimos probar una condición que garantiza integrabilidad
para categorías modulares débilmente íntegras, en términos del orden de la T -matriz. Además
pudimos generalizar a categorías modulares débilmente íntegras las condiciones de nilpotencia
y solubilidad obtenidas en la primer sección.

4.1 | Teorema de Cauchy para categorías de fusión íntegras

Comenzaremos esta sección introduciendo una primer versión del Teorema de Cauchy
realizada por S.-H. Ng y P. Schauenburg en [NS1] para categorías esféricas íntegras.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Cauchy, [NS1, Theorem 8.4]). Sea C una categoría de fusión
esférica sobre C. Supongamos que C es íntegra. Entonces FSexp(C) y dim(C) tienen el mismo
conjunto de factores primos.

Observación 4.1.2. Si C es la categoría de representaciones de dimensión finita de un grupo
finito G, entonces FSexp(C) = exp(G) y dim(C) = |G|. El teorema anterior implica que p es

64
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un factor primo de |G| si y sólo si p| exp(G). Esto es equivalente al teorema de Cauchy para
grupos finitos.

A partir de este resultado pudimos probar condiciones suficientes para que una categoría
modular íntegra sea nilpotente (y por lo tanto de tipo grupo) y soluble, respectivamente, a
raíz de conocer el orden de su T -matriz. Daremos a continuación dichos resultados propios.

Teorema 4.1.3. Sea C una categoría modular íntegra, y sea N el orden de su T-matriz. Si
N = pa con p primo, entonces C es nilpotente y por lo tanto de tipo grupo.

Demostración. Como C es modular, por el Teorema 3.5.3 tenemos N = FSexp(C). Luego, del
Teorema de Cauchy para categorías de fusión íntegras (Teorema 4.1.1) se sigue dim(C) = pb

para algún b ∈ N.
Por otro lado, C es pseudo-unitaria por ser íntegra (ver Teorema 2.5.3), y se sigue FPdim(C) =
dim(C) = pb. Así, C es nilpotente por el Teorema 2.6.7. Finalmente, por el Teorema 2.6.9
sabemos que C es de tipo grupo.

Teorema 4.1.4. Sea C una categoría modular íntegra, y sea N el orden de la T-matriz. Si
N = paqb con p y q primos, entonces C es soluble.

Demostración. Usando el mismo argumento que la prueba anterior, resulta FPdim(C) =
dim(C) = pcqd para ciertos c, d ∈ N. Luego C es soluble por el Teorema 2.6.14 (Teorema de
Burnside para categorías).

4.2 | Teorema de Cauchy para categorías de fusión esféricas

El teorema de Cauchy para categorías de fusión esféricas fue demostrado por Bruillard,
Ng, Rowell y Wang en [BNRW]. Así como el Teorema de Cauchy para categorías de fusión
íntegras establece que los números enteros FSexp(C) y dim(C) tienen los mismos divisores pri-
mos, la generalización hecha en [BNRW] establece que los factores primos de N = FSexp(C)
y dim(C) en el anillo de Dedekind ON son los mismos.

Dedicaremos esta sección a enunciar y presentar la demostración de dicha versión del
Teorema de Cauchy desarrollada en [BNRW]. Esta prueba es muy interesante, ya que mues-
tra una fuerte conexión entre la teoría de categorías de fusión esféricas, teoría algebraica de
números y teoría de Galois. Organizaremos la demostración de manera similar a [BNRW];
primero probaremos una serie de resultados previos y concluiremos con la demostración del
Teorema.

Recordemos que dados a, b, c números enteros, a y b se dicen congruentes módulo c si c
divide a a− b. Denotaremos esta noción por a ≡ b mod c.

Lema 4.2.1. Sea W un C-espacio vectorial de dimensión finita. Si E es un operador C-lineal
en W tal que Eq = IdW para algún primo q, entonces

Tr(E)q ≡ dimCW mod q.

En particular, si Tr(E) ∈ Z, entonces Tr(E) ≡ dimCW mod q.
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Demostración. Sea ξq ∈ C una raíz q-ésima primitiva de la unidad. Como Eq = IdW , los

autovalores de E son de la forma ξiq. Luego, Tr(E) =
q−1∑
i=0

miξ
i
q, donde mi es la multiplicidad

de ξiq para i = 0, · · · , q − 1. Por lo tanto,

Tr(E)q ≡

q−1∑
i=0

miξ
i
q

q ≡
q−1∑
i=0

mq
i ≡

q−1∑
i=0

mi = dimCW mod q,

donde la tercer congruencia sigue del Pequeño Teorema de Fermat. Esto prueba la primer
afirmación. La segunda afirmación es una consecuencia del Pequeño Teorema de Fermat.

Lema 4.2.2. Sea C una categoría modular, y sea q un primo positivo que no divide a
FSexp(C). Entonces, para todo X ∈ C, se cumple νq(X) ∈ Z y

νq(X) ≡ dimC HomC(1, X⊗q) mod q. (4.1)

Demostración. Recordemos que el n-ésimo indicador de Frobenius-Schur para un objeto X ∈
C está dado por la traza del operador C-lineal E(n)

X : HomC(1, X⊗n) → HomC(1, X⊗n). Este
operador cumple que (E(n)

X )n = Id, por lo que νn(X) es un entero algebraico en el n-ésimo
cuerpo ciclotómico Qn := Q(e

2πi
n ).

Por otro lado, si denotamos por N al exponente de Frobenius-Schur de C, tenemos por
Teorema 3.5.2 que νq(X) es un entero algebraico en QN . Pero, como q y N son coprimos,
Qq ∩ QN = Q. Luego, al ser νq(X) un entero algebraico en Qq ∩ QN = Q , resulta que
νq(X) ∈ Z. La segunda parte del enunciado se sigue del lema anterior.

Para lo que sigue, necesitamos introducir más notación. Sea ON el anillo de enteros alge-
braicos de QN . Es bien sabido que ON = Z[ξN ], donde ξN es una raíz N-ésima primitiva de
la unidad en C. Extendiendo escalares, consideramos la ON -álgebra KN (C) = Gr(C) ⊗Z ON .
Notemos que KN (C) es un ON -módulo libre con base OC , el conjunto de clases de isomorfismo
de objetos simples de C.

Dados α, β ∈ KN (C) y un elemento no nulo a ∈ ON , escribimos α ≡ β mod a si α−β = aγ
para algún γ ∈ KN (C).

Consideremos el morfismo de grupos νq : Gr(C) → Z. Extendemos νq a un mapa ON -
lineal de KN (C) a ON , y continuamos denotándolo por νq. Extendemos también el morfismo
d : Gr(C) → ON , que asigna a cada X ∈ Gr(C) su dimensión cuántica, a un mapa ON -lineal
de KN (C) a ON , y este último resulta un morfismo de ON -álgebras.

Sea α =
∑

X∈O(C)
αXX ∈ KN (C), donde αX ∈ ON para todo X ∈ O(C). Definimos δ(α) =

α1. Denotamos por δ : KN (C) → ON a este mapa ON -lineal.

Lema 4.2.3. Todo α ∈ KN (C) cumple

δ(αq) ≡ σq(νq(α)) mod q,

donde σq ∈ Gal(QN/Q) está definida por σq(ξN ) = ξqN .
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Demostración. Escribimos α =
∑

X∈O(C)
αXX ∈ KN (C) . Entonces αq ≡

∑
X∈O(C)

αqXX
q mod q.

Como δ es ON -lineal, tenemos

δ(αq) ≡ δ

 ∑
X∈O(C)

αqXX
q

 ≡
∑

X∈O(C)
αqXδ(X

q) mod q.

Por definición, δ(Xq) = dimC HomC(1, X⊗q) para todo X ∈ O(C). Luego, del Lema 4.2.2, se
sigue que δ(Xq) ≡ νq(X) mod q. Reemplazando esto en la ecuación anterior obtenemos

δ(αq) ≡
∑

X∈O(C)
αqXδ(X

q) ≡
∑

X∈O(C)
αqXνq(X) mod q.

Por otro lado, todo a ∈ ON puede expresarse como a =
∑
j
ajξ

j
N , donde j varía en {1, . . . , N}

y aj ∈ Z para todo j. Elevando esta expresión a la potencia q y aplicando el Pequeño Teorema
de Fermat resulta

aq ≡
∑
j

aqjξ
qj
N ≡

∑
j

ajσq(ξjN ) ≡ σq(a) mod q.

Por lo tanto, usando la ON -linealidad de νq y que νq(X) ∈ Z, para todo X ∈ O(C), al
combinar las dos ecuaciones anteriores obtenemos

δ(αq) ≡
∑

X∈O(C)
αqXνq(X) ≡

∑
X∈O(C)

σq(αX)νq(X) ≡ σq

 ∑
X∈O(C)

αXνq(X)

 ≡ σ(νq(α)) mod q.

Por simplicidad, denotemos di = dXi para todo Xi ∈ O(C). Sea R =
∑

Xj∈O(C)
djXj , el

elemento regular de Gr(C). Por [NS1], sabemos que dj ∈ ON , para todo Xj ∈ O(C), por lo
que R es un elemento de KN (C). Además XiR = diR para todo Xi ∈ O(C). En efecto,

XiR =
∑

Xj∈O(C)
djXiXj =

∑
Xj∈O(C)

dj
∑

Xk∈O(C)
Nk
ijXk =

∑
Xk∈O(C)

 ∑
Xj∈O(C)

djN
k
ij

Xk

=
∑

Xk∈O(C)
dkdiXk = diR,

donde la penúltima igualdad resulta de aplicar la ecuación (3.16).
Por lo tanto R define un ideal de rango 1 en KN (C). Más precisamente, αR = d(α)R

para todo α ∈ KN (C), donde d : KN (C) → ON es la función de dimensión extendida . En
particular, como d(R) = dim(C), tenemos

Rn = Rn−1R = d(Rn−1)R = dim(C)n−1R, n ∈ N.

Ahora demostramos dos propiedades más del elemento regular.

Proposición 4.2.4. Sea R =
∑

Xj∈O(C)
diXj ∈ KN (C) y sea q un primo que no divide a N.

Entonces

σq(νq(R)) ≡ dim(C)q−1 mod q.
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Demostración. Vimos que Rq = dim(C)q−1R. Además, δ(R) = d1 = 1, por lo que δ(Rq) =
δ(dim(C)q−1R) = dim(C)q−1. Luego, aplicando el Lema 4.2.3, obtenemos

σq(νq(R)) ≡ δ(Rq) ≡ dim(C)(q−1) mod q,

como queríamos.

Sea C una categoría modular con S-matriz S. Denotemos por sij a la entrada de la matriz
S correspondiende a la columna Xi y fila Xj , donde Xi, Xj ∈ O(C). Para el objeto unidad,
fijamos 1 = X0 ∈ O(C). Sea kC = Q[sij ] la menor extensión de Q que contiene a todas
las entradas de la S-matriz. En [RSW], Rowell, Stong y Wang probaron que Gal(kC/Q) es
isomorfo a un subrupo abeliano del grupo simétrico Sr, donde r es el rango de C.

Para fijar notación, recordemos que todos los caracteres del anillo de Grothendieck de C
son de la forma

Xi 7→ ha(Xi) = sia
da

= sia
s0a

, Xi ∈ O(C),

para algún Xa ∈ O(C) (ver Observación 3.3.6).
Sea Qab la clausura abeliana de Q en C; esto es, la máxima extensión Galois de Q con grupo

de Galois abeliano. Dado σ ∈ Aut(Qab), la composición σ(ha) es nuevamente un caracter lineal
de Gr(C), y por lo tanto existe una única σ̂ ∈ Sr tal que σ(ha) = hσ̂(a). Es decir,

σ

(
sia
s0a

)
=
siσ̂(a)
s0σ̂(a)

, para todos Xi, Xa ∈ O(C). (4.2)

Proposición 4.2.5. En el contexto anterior, νq(R) = d2
σ̂−1

q
(0).

Demostración. En primer lugar, sigue del Teorema 3.5.3 que

νq(R) =
∑

Xk∈O(C)
dkνq(Xk) = 1

dim(C)
∑

Xi,Xj ,Xk∈O(C)
dkN

k
ijdidj

θqi
θqj

= 1
dim(C)

 ∑
Xi∈O(C)

d2
i θ
q
i

 ∑
Xj∈O(C)

d2
jθ

−q
j

 ,
donde la última igualdad viene de aplicar la ecuación (3.16).

Sean S y T la S-matriz y T -matriz de C, respectivamente. Como C es modular, sabemos
por la Observación 3.7.3 que podemos elegir y tal que s = S/

√
dim(C) y t = T/y dan una

representación modular de C. En estos términos, la Proposición 3.4.4 resulta

s2
00 = 1

dim(C)
=

 ∑
Xi∈O(C)

s2
0iθi

 ∑
Xj∈O(C)

s2
0jθ

−1
j

 . (4.3)

Sea τ ∈ Aut(Qab) tal que τ |QN
= σ−1

q . Aplicando τ a ambos miembros de la ecuación (4.3)
obtenemos

τ(s2
00) =

 ∑
Xi∈O(C)

s2
0τ̂(i)τ(θi)

 ∑
Xj∈O(C)

s2
0τ̂(j)τ(θj)−1

 .
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Por otro lado, aplicando la ecuación (4.2) a la fórmula (4.3) tenemos

τ(s2
00) = s2

τ̂(0)0 =
dτ̂(0)

dim(C)
= dτ̂(0)s2

00.

Además, como τ |QN
= σ−1

q , del Teorema [BNRW, Theorem 2.9] sigue

τ(ti) = τ−1τ2(ti) = τ−1(tτ̂(i)) =
τ−1(θτ̂(i))
τ−1(y)

=
θqτ̂(i)
τ−1(y)

.

Además, como θi = yti entonces τ(θi) = τ(y)τ(ti) = τ(y)
τ−1(y)θ

q
τ̂(i). Es decir, τ(θ±1

i ) =
K±1θ±q

τ̂(i) para K una constante que no depende de i. Luego,

dτ̂(0)s2
00 =

 ∑
Xi∈O(C)

s2
0τ̂(i)τ(θi)

 ∑
Xj∈O(C)

s2
0τ̂(j)τ(θj)−1


= KK−1

 ∑
Xi∈O(C)

s2
00d

2
τ̂(i)θ

q
τ̂(i)

 ∑
Xj∈O(C)

s2
00d

2
τ̂(j)θ

−q
τ̂(j)

 .
Por lo tanto,

dτ̂(0) = s2
00

 ∑
Xi∈O(C)

d2
i θ
q
i

 ∑
Xj∈O(C)

d2
jθ

−q
j

 =

= 1
dim(C)

 ∑
Xi∈O(C)

d2
i θ
q
i

 ∑
Xj∈O(C)

d2
jθ

−q
j

 = νq(R).

Recordemos que un dominio de Dedekind es un dominio íntegro en el cual todo ideal
propio no nulo se factoriza como producto de ideales primos (y dicha factorización resulta
única salvo orden).

Estamos en condiciones de demostrar el resultado que da nombre a esta sección.

Teorema 4.2.6 (Teorema de Cauchy para categorías de fusión esféricas. [BNRW, Theorem
3.9]). Sea C una categoría de fusión esférica. Entonces el conjunto de ideales primos que
dividen al ideal principal generado por dim(C) es idéntico al del ideal principal generado por
el exponente de Frobenius-Schur FSexp(C) = N en el dominio de Dedekind ON = Z[e2πi/N ].

Demostración. Para probar el teorema, comencemos por el caso en el que C es una categoría
modular. Por [E] sabemos que N | dim(C)3. Luego, todo ideal primo que es un factor del ideal
generado por N en ON lo es también del ideal generado por dim(C).

Sea p un ideal primo factor de (dim(C)). Por Proposiciones 4.2.4 y 4.2.5 tenemos

σq(d2
i ) ≡ σq(νq(R)) ≡ dim(C)2(q−1) mód q,

donde q es un primo que no divide a N , y i = σ̂−1
q (0). Además por [BNRW], di es una unidad

en ON . Esto implica la igualdad de ideales ON = (dim(C)) + p. Se sigue que (q) ̸= p. Por lo
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tanto existe un primo p que divide a N tal que p ∩ Z = (p). Resulta entonces que p es un
factor primo de (N) en ON . Esto prueba el teorema para categorías modulares.

Supongamos ahora que C es una categoría de fusión esférica. Por [Mu1, Theorem 1.2], su
centro de Drinfeld Z(C) es modular, y además dim Z(C) = dim(C)2. Más aún, por [NS2],
N = FSexp(C) = FSexp(Z(C)). Aplicando el caso modular para Z(C), resulta que (N) y
(dim(C)2) tienen el mismo conjunto de factores primos, y por lo tanto vale el teorema.

Para ilustrar la importancia de este resultado, consideramos oportuno hacer un breve
repaso histórico. En 2003 Zhengan Wang conjeturó que para cada entero positivo r hay una
cantidad finita de categorías modulares de rango r, salvo equivalencia. Dos años más tarde,
valiéndose de argumentos de teoría de números, Etingof, Nikshych y Ostrik probaron en
[ENO2, Proposition 8.38] una versión preliminar de la conjetura de Wang, a saber: existe una
cantidad finita de categorías modulares débilmente íntegras de rango fijo (pero arbitrario) r.

En 2013 la conjetura de Wang fue demostrada. En el mismo artículo donde probaron
el Teorema de Cauchy para categorías de fusión esféricas, Bruillard, Ng, Rowell y el propio
Wang demostraron la validez de la conjetura (ver [BNRW, Rank-Finiteness Theorem]). Más
aún, el Teorema de Cauchy fue una herramienta fundamental en su demostración.

La conjetura de Wang es un refinamiento de una pregunta establecida un tiempo antes por
Ostrik (ver [O]). En loc. cit., el autor prueba que hay una cantidad finita (salvo equivalencia)
de categorías de fusión de rango 2, y postula el interrogante de si lo mismo vale fijando un
rango arbitrario.

Aunque un análisis detallado excede al alcance de este trabajo, no podemos dejar de
mencionar que en febrero de 2019, Jones, Morrison, Nikshych y Rowell probaron que, dado
un natural r, hay una cantidad finita de categorías de fusión trenzadas de rango r, salvo
equivalencia. Referimos a [JMNR] para más detalles.

4.3 | Resultados

Comenzaremos esta sección probando un resultado propio, que juega un papel intermedio
entre el Teorema de Cauchy para categorías de fusión íntegras (Teorema 4.1.1) y el Teorma
de Cauchy para categorías de fusión esféricas (Teorema 4.2.6).

Teorema 4.3.1. Sea C una categoría de fusión esférica débilmente íntegra. Entonces los
factores primos de N = FSexp(C) coinciden con los de dim(C).

Demostración. Haremos primero la prueba para el caso modular. En la demostración del
Teorema 4.2.6, vimos que si p es un ideal primo que divide a dim(C) en ON = Z[ξN ], entonces
el ideal p ∩ Z está generado por un número primo que divide a N .

Luego, si (dim(C)) = pa1
1 · · · pak

k es la descomposición en ideales primos de dim(C) en ON ,
existen q1, . . . , qk primos que dividen a N tales que

(dim(C)) ⊇ (dim(C)) ∩ Z ⊇ (p1 ∩ Z)a1 · · · (pk ∩ Z)ak = (q1)a1 · · · (qk)ak .

Por lo tanto, existe z ∈ ON tal que qa1
1 · · · qak

k = dim(C)z. Esto es, z = q
a1
1 ···qak

k
dim(C) ∈ Q∩ON = Z.

Así, todos los factores primos de dim(C) son divisores de N .
Recíprocamente, sea q un factor primo de N . Por [E], N divide a dim(C)3 en ON , y

entonces q divide a dim(C) en Z.
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Sea ahora C una categoría de fusión esférica. Por [Mu1, Theorem 1.2], su centro de Drinfeld
Z(C) es modular, y además dim Z(C) = dim(C)2. Más aún, N = FSexp(C) = FSexp(Z(C))
por [NS2]. Aplicando el resultado en el caso modular para Z(C), resulta que N y dim(C)2

tienen el mismo conjunto de factores primos, y por lo tanto vale el teorema.

Como dijimos anteriormente, a diferencia del Teorema de Cauchy para categorías de
fusión esféricas, este Teorema intermedio nos permitirá relacionar los divisores primos de
N = FSexp(C) y dim(C) en Z para el caso en que C es una categoría modular débilmente
íntegra, obviando la complejidad de factorizarlos en ON .

Gracias a este resultado pudimos probar la siguiente condición suficiente para integrabi-
lidad de categorías modulares débilmente íntegras, en términos del orden de la T -matriz.

Corolario 4.3.2. Sea C una categoría modular débilmente íntegra con T-matriz de orden
impar. Entonces C es íntegra.

Demostración. Como C es modular, por el Teorema 3.5.2 sabemos que N = FSexp(C). Apli-
cando el Teorema 4.3.1, resulta que dim(C) es impar. Además, por la Proposición 2.5.3, C es
pseudo unitaria, es decir, FPdim(C) = dim(C). Luego FPdim(C) es impar, y ahora sabemos
por la Proposición 2.5.4 que la C es íntegra.

Gracias a los dos resultados anteriores, pudimos generalizar a categorías modulares dé-
bilmente íntegras las condiciones suficientes para nilpotencia y solubilidad obtenidas en los
Teoremas 4.1.3 y 4.1.4, respectivamente.

Corolario 4.3.3. Sea C una categoría modular débilmente íntegra, y sea N el orden de la
T-matriz. Si N = pa con p primo impar, entonces C es nilpotente y por lo tanto de tipo grupo.

Demostración. Como C es modular, por el Teorema 3.5.2 sabemos que N = FSexp(C). Luego
por el Corolario 4.3.2 C es íntegra. El resultado sigue del Teorema 4.1.3.

Corolario 4.3.4. Sea C una categoría modular débilmente íntegra, y sea N el orden de la
T-matriz. Si N = paqb con p y q primos impares, entonces C es soluble.

Demostración. Análogamente a la demostración anterior, C resulta íntegra. En este caso el
resultado sigue del Teorema 4.1.4.



5 | Fracciones Egipcias

En este capítulo resumiremos algunos resultados obtenidos para categorías modulares
sobre C por Bruillard y Rowell en [BR]. Este paper da una clasificación de las categorías
modulares de dimensión impar con rango menor igual que 11. Para esto, los autores buscan
condiciones generales que implican integrabilidad en categorías modulares, y se estudia el
problema de clasificación bajo de estas condiciones. La primera de estas condiciones es que el
orden de la T -matriz sea 2, 3, 4 o 6, y la segunda que el único objeto auto-dual sea el objeto
unidad, que equivale a que la categoría tenga dimensión impar.

Denotamos a las clases de isomorfismo objetos simples de C por X1, · · · , Xn−1, Xn = 1.
Denotaremos además por simplicidad di = dXi , θi = θXi y sij = sXiXj , para todo i, j ∈
{1, · · · , n}.

Empezaremos dando la caracterización de categorías modulares con T -matriz de orden
2,3,4 ó 6. Primero, tenemos el siguiente resultado que implica integrabilidad.

Teorema 5.0.1. Sea C una categoría modular con T-matriz T tal que TN = I, para N ∈
{2, 3, 4, 6}. Entonces C es íntegra.

Demostración. Primero observemos que por [NS2, Proposition 5.7] las entradas de la S-matriz
de C pertenecen a Q(ξN ), donde ξN es una raís N-ésima primitiva de la unidad.

Ahora, notemos que para estos posibles valores de N , la función indicatriz de Euler ϕ(N) ≤
2, y los números sij son enteros algebraicos. Si ϕ(N) = 1, tenemos que Q(ξN ) = Q y por lo
tanto, sij ∈ Z para todo i, j. Por otro lado, si ϕ(N) = 2, Q(ξN ) es una extensión cuadrática
de Q, y por lo tanto si sij ∈ R entonces sij ∈ Z.

Como C es modular y la dimensión de Frobenius-Perron es un caracter de Gr(C), existe
un Xi simple tal que FPdim(Xj) = sij

di
, para todo Xj ∈ O(C). Usando el mismo razonamiento

que antes, como di ∈ QN se tiene que di ∈ Z, y luego FPdim(Xi) es un número entero, para
todo Xj ∈ O(C).

Para dar la siguiente clasificación de catagorías modulares con T -matriz de orden 2,3,4 ó
6 se usa fuertemente el teorema anterior.

Teorema 5.0.2. [BR, Theorem 3.2] Sea C una categoría modular tal que TN = I, con
N = {2, 3, 4, 6}. Entonces:

1. Si N = 2 entonces C es equivalente como categoría tensorial trenzada a una subcategoría
de Rep(DωG), donde G es un 2-grupo abeliano de exponente 2 y dim(C) = 22s. Más
aún, C es punteada.

2. Si N = 3 entonces C es equivalente como categoría tensorial trenzada a una subcategoría
de Rep(DωG), donde G es un 3-grupo de exponente 3.

3. Si N = 4 entonces C es equivalente como categoría tensorial trenzada a una subcategoría
de Rep(DωG), donde G es un 2-grupo de exponente 2 o 4.

72



CAPÍTULO 5. FRACCIONES EGIPCIAS 73

4. Si N = 6 entonces C es soluble, y por lo tanto débilmente de tipo grupo.

Observación 5.0.3. Para el caso N = 6 el teorema anterior no concluye que C sea de tipo
grupo. De hecho, existen categorías modulares con T 6 = I que no son de tipo grupo (ver
[GNN, Example 5.3(a)]).

Sea ahora C una categoría modular pseudo-unitaria. Por la Proposición 3.3.5, los números
xi = dim(C)

d2
i

son enteros algebraicos, y por ser racionales resultan enteros. Además satisfacen
que

n∑
i=1

1
xi

=
n∑
i=1

d2
i

dim(C)
= FPdim(C)

dim(C)
= 1.

Un resultado clásico de Landau [L] establece que la ecuación diofantina 1 =
n∑
i=1

1
xi

tiene

una cantidad finita de soluciones tal que xi ∈ N, para todo i = 1, · · · , n. Estas soluciones
reciben el nombre de fracciones egipicias. Más aún, se conoce que la cantidad de soluciones
de dicha ecuación es al menos exponencial en n.

En [HR, Lemma 1.2] se muestra que, reordenando en caso de ser necesario de manera que
x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn = dim(C), se tiene que

k ≤ xk ≤ uk(n− k + 1) para todo 1 ≤ k ≤ n,

donde u1 = 1, uk = uk−1(uk−1 +1). Notemos además que xn/xi = d2
i es un cuadrado perfecto,

para todo i.
La solución trivial x1 = ... = xn = n corresponde a una categoría modular punteada de
rango n, pues en dicho caso n = xn = dim(C) y di = 1 para todo i.

Toda esta información ha sido resumida en el algoritmo desarrollado por Bruillard y
Rowell [BR] para encontrar las posibles soluciones x1, ..., xn. Ellos lo utilizan para determinar
las posibles dimensiones de objetos simples para categorías de rango pequeño. Escribiremos
el algoritmo a continuación.

Algoritmo 5.0.4.

1. Definimos S2 := {(j, ji2)/2 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤
√
un/j}. Estas son las posibilidades para

los pares (x1, xn).

2. Una vez determinado Sk para algún 2 ≤ k ≤ n− 2, sea Sk+1 el conjunto de las (k+1)-
tuplas (j1, ..., jk−1, J, jk) tal que

a) (j1, ..., jk) ∈ Sk,
b) máx(jk−1, k) ≤ J ≤ mı́n(jk, uk(n− k + 1)),
c)
√
jk/J ∈ Z, y

d) 1
J +

k∑
i=1

1
xi

≤ 1.

3. El conjunto solución Sn es el conjunto de n-tuplas (j1, ..., jn−2, J, jn−1) donde

a) (j1, ..., jn−1) ∈ Sn−1,
b) máx(jn−2, n− 1) ≤ J ≤ mı́n(jn−1, 2un−1),
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c)
√
jn−1/J ∈ Z, y

d) 1
J +

n−1∑
i=1

1
xi

= 1.

Para n = 5, las soluciones obtenidas por el algoritmo son {(5, 5, 5, 5, 5), (2, 8, 8, 8, 8)}, y
para n = 6, {(6, 6, 6, 6, 6, 6), (3, 3, 12, 12, 12, 12), (4, 4, 4, 9, 9, 36)}, respectivamente. La primer
solución de cada conjunto corresponde al caso de una categoría punteada. Esto da lugar al
siguiente teorema.

Teorema 5.0.5. [BR, Theorem 4.2] Toda categoría modular íntegra de rango a lo sumo 6 es
punteada.

Para la demostración, se usa el resultado obtenido con el algoritmo y las siguientes pro-
posiciones.

Proposición 5.0.6. [NR, Proposition 4.11] Sean p, q primos distintos. Si C es una categoría
modular íntegra de dimensión pq2, entonces C es punteada.

Proposición 5.0.7. [ENO1, Proposition 8.2] Sean p, q primos distintos. Si C es una categoría
modular de dimensión paqb, con a+ b > 0, entonces C tiene un objeto invertible no trivial.

Prueba del teorema. Para rango a lo sumo 5, el resultado se conoce, ver [RSW] y [HR]. Para
rango 6, la solución (6, 6, 6, 6, 6, 6) dada por el algoritmo se corresponde con una categoría
punteada, por lo que basta con descartar las soluciones (3, 3, 12, 12, 12, 12) y (4, 4, 4, 9, 9, 36).
Recordemos que xi = dim(C)

d2
i

, y en particular, xn = dim(C). Por lo tanto basta ver que ninguna
categoría modular puede tener dimensiones de simples (1, 1, 1, 1, 2, 2) o (1, 2, 2, 3, 3, 3).

El primer caso queda eliminado por la Proposición 5.0.6, pues FPdim(C) = 12 = 223, y
luego la categoría debería ser punteada, pero contiene simples de dimensión 2. En el segundo
caso, dim(C) = 36 = 2232, por lo que aplicando la Proposición 5.0.7 se sigue que la categoría
debería tener un objeto invertible no trivial, lo cual no sucede (el resultado que produce el
algoritmo tiene un solo objeto con dimensión uno: el trivial).

Implementar el algoritmo anterior para n = 7 se dificulta, pues u7 ≈ 1013. Esto motiva
el paso a una clase más restringida de categorías modulares íntegras, con vistas a mejorar la
cota superior un.

Definición 5.0.8. Una categoría modular se dice maximalmente no auto-dual (MNSD) si el
único objeto simple tal que X ≃ X∗ es el 1.

Si C es una categoría modular MNSD, claramente es de rango impar, ya que si X es un
objeto simple X∗ también lo es. Digamos n = 2k + 1 es el rango de C. Más aún, tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 5.0.9. [HR, Theorem 2.2] Si C es una categoría modular MNSD, entonces C es
íntegra.

Sea C una categoría modular MNSD. Denotemos a las clases de isomorfismo de objetos
simples de la categoría C por

X1, X
∗
1 , · · · , Xk, X

∗
k ,1.

Como di = dim(Xi) = dim(X∗
i ), podemos denotar a las dimensiones de los objetos simples

por d1, d1, ..., dk, dk, dk+1 = dim(1) = 1, de manera que FPdim(C) = 1 +
k∑
i=1

d2
i es impar.
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Observación 5.0.10. Vimos que si C es una categoría modular MNSD entonces FPdim(C) es
impar. La recíproca es una consecuencia directa de [NS2, Corollary 8.2(ii)].

Tras reordenar los k + 1 enteros xi := dim(C)/d2
i de manera que x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xk ≤

xk+1 = dim(C), tenemos que

1
xk+1

+
k∑
i=1

2
xi

= 1
dim(C)

+ 2
k∑
i=1

d2
i

dim(C)
= 1

dim(C)

(
1 + 2

k∑
i=1

d2
i

)
= 1.

La siguiente generalización de [HR, Lemma 2.3] dada en [BR] permite dar una mejora
para las cotas superiores del Algoritmo anterior, cuando restringimos a la clase de categorías
modulares MNSD.

Lema 5.0.11. [BR, Lemma 4.4] Sea C una categoría modular de rango n. Supongamos que
existen k enteros p1 ≥ p2 ≥ ... ≥ pk tal que las clases de isomorfismo de objetos simples no
triviales pueden ser agrupadas en k conjuntos P1, ..., Pk tal que X ∈ Pi tiene dim(X) = pi y
|Pi| = l, para todo 1 ≤ i ≤ k. Entonces:

1. Los números xi := dim(C)
p2

i
forman una secuencia de enteros no decreciente tal que

k∑
i=1

l
xi

+
1

xk+1
= 1.

2. Tenemos las desigualdades li ≤ xi ≤ (n+ l− il)Ai
l , para i ≤ k, y (k+1) ≤ xk+1 ≤ Ak+1

l ,
donde A1 = l y Ai = Ai−1(Ai−1 + 1).

Tomando entonces el caso l = 2, se puede modificar el Algoritmo 5.0.4 para buscar más
eficientemente las posibles dimensiones de objetos simples en una categoría modular MNSD.
Gracias a esto, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.0.12. Todas las categorías modulares MNSD de rango a lo sumo 11 son puntea-
das.

Demostración. La única solución no trivial que produce el algoritmo modificado es para rango
11, y consiste en 9 objetos simples de dimensión 1, y dos objetos simples de dimensión 3. Para
eliminar este caso, consideramos la graduación de la categoría modular C dada por el grupo
universal U(C), el cual por [GN, Theorem 6.3] es isomorfo al grupo de objetos invertibles en C,
dado que la categoría es modular. Dada Cg una componente que contenga a un objeto simple
de dimensión 3, tenemos que FPdim(Cg) ≥ 9. Como cada componente de la graduación debe
tener la misma dimensión de Frobenius-Perron, y |U(C)| = 9, esto es imposible.

Una observación importante es que la categoría Rep(D(Z3nZ7)) de rango 25 es el ejemplo
de menor rango que se conoce de una categoría modular no-punteada MNSD. Una pregunta
interesante es si todas las categorías modulares MNSD de rango a lo sumo 23 son punteadas.



6 | Categorías casi libres de cuadra-
dos

En este capítulo asumiremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado de característica
cero. Trabajeremos en el siguiente contexto.

Definición 6.0.1. Diremos que una categoría de fusión es libre de cuadrados si su dimensión
de Frobenius-Perron es un número entero libre de cuadrados.

Definición 6.0.2. Diremos que una categoría de fusión es casi libre de cuadrados (ASF) si
tiene dimensión de Frobenius-Perron dpn, donde p es un número primo, n un número natural
y d un entero libre de cuadrados no divisible por p.

El problema de clasificar categorías modulares ASF ha sido abordado por varios autores.
Para números primos distintos q > 2, p y r, se han obtenido resultados sobre la estructura
de categorías modulares con dimensiones de Frobenius-Perron pqn y pqr, donde 1 ≤ n ≤ 5;
también se han estudiado los casos 4c y 8c, donde c es un número entero impar. Referimos
a [EGO, NR, BGHK, BPR, DLD, DT]. Se sabe también que toda categoría modular ASF es
soluble [N, Corollary 7.3].

Uno de los resultados principales de [DN] provee una clasificación casi completa de las
categorías modulares ASF.

Teorema 6.0.3. [DN, Theorem 4.7] Sean p > 2 un número primo y d un entero libre de
cuadrados coprimo con p. Toda categoría modular de dimensión de Frobenius-Perron dpn,
n ≥ 0, es íntegra y nilpotente.

Por [DGNO1] se sabe que toda categoría de fusión trenzada íntegra y nilpotente es de
tipo grupo. A su vez, la clase de las categorías de fusión trenzadas de tipo grupo están
clasificadas gracias a [NNW]. Dicha clasificación excede el alcance de este trabajo, pero gracias
a [DN, Theorem 4.7], provee también una clasificación de las categorías modulares ASF salvo
en el caso p = 2.

En lo que resta p será un número primo y d un número entero libre de cuadrados coprimo
con p.

En la primera sección de este capítulo presentaremos resultados obtenidos por Dong, Li
y Dai en [DLD] para categorías modulares de dimensión pn, donde n=1, 2, ó 3, y resultados
obtenidos por Dong y Natale en [DN] para categorías modulares de dimensión p4. En parti-
cular, como aplicación del Teorema anterior los autores de [DN] muestran que toda categoría
modular ASF de dimensión de Frobenius-Perron dp4, donde p es un número primo impar, es
necesariamente punteada [DN, Corollary 4.13].

De aquí surge una pregunta natural.

Pregunta 6.0.4. ¿Todas las categoría modulares con dimensión de Frobenius-Perron p5 son
punteadas?
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Si la respuesta a esta pregunta es afirmativa, entonces toda categoría modular íntegra con
dimensión de Frobenius-Perron dp5 es punteada. En efecto, podemos repetir las ideas de la
prueba de [DN, Corollary 4.13] que veremos más adelante.

En la segunda sección del presente capítulo trabajaremos para dar una respuesta, al menos
parcial, a nuestra pregunta. Algunas de las herramientas principales serán resultados bien
conocidos sobre divisibilidad en categorías de fusión. A modo de ilustración, incluímos algunos
de ellos.

Teorema 6.0.5. [ENO1, Theorem 2.11] Sea C una categoría modular débilmente íntegra.
Entonces FPdim(C)/FPdim(X)2 es un número entero para todo objeto simple X de C .

Este resultado tiene una interesante aplicación inmediata. Supongamos además que C es
libre de cuadrados y que FPdimX es un número entero para algún objeto simple X. Luego
todo primo que divida a FPdimX debe dividir a FPdim C con multiplicidad mayor o igual
que dos. Por lo tanto, FPdimX = 1. De aquí se deduce el siguiente resultado.

Corolario 6.0.6. Toda categoría modular íntegra libre de cuadrados es punteada.

Otro resultado clásico sobre divisibilidad que será de utilidad en lo que sigue es el siguiente.

Teorema 6.0.7. [GN, Corollary 5.3] Sea C una categoría de fusión nilpotente. Si X es un
objeto simple, entonces FPdimX2 divide a FPdim Cad.

Cuando C es la categoría de representaciones de un grupo nilpotente finito, recuperamos
un resultado bien conocido: el cuadrado de la dimensión de toda representación irreducible
divide al índice del centro del grupo.

6.1 | Categorías modulares de dimensión pn, n ≤ 4.

Comenzaremos esta sección con una serie de resultados de [DLD]. Incluiremos también
sus demostraciones, porque ilustran razonamientos en los que nos vamos a inspirar. Fijamos
una categoría modular íntegra C con dimensión dpn.

Lema 6.1.1. [DLD, Lemma 3.1] Se cumple que p2 divide a FPdim Cpt.

Demostración. Sea k el mayor entero menor o igual que n/2. Es decir, n = 2k+1 si n es impar,
o n = 2k si n es par. Por el Teorema 6.0.5, las posibles dimensiones de Frobenius-Perron de los
elementos simples son 1, p, p2, · · · , pk. Sean a0, a1, · · · , ak la cantidad de clases de isomorfismo
de objetos simples de C de dimensión 1, p, · · · , pk respectivamente. Por definición de FPdim C,
tenemos las igualdades

dpn = a0 + a1p
2 + · · · + akp

2k.

Como n ≥ 2, deducimos que p2 divide a a0 = FPdim(Cpt).

Observación 6.1.2. Por ser C modular, el grupo universal U(C) es isomorfo al grupo de objetos
invertibles en C ([GN, Theorem 6.3]). Luego p2 divide a |U(C)|.

Lema 6.1.3. [DLD, Lemma 3.2] Si C no es punteada, entonces FPdim(C) no es divisible por
pn−1.
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Demostración. Supongamos primero que FPdim(Cpt) = pnd′ para algún d′ ∈ N. Como Cad =
C′
pt, tenemos

dpn = FPdim(C) = FPdim(Cad) FPdim(Cpt).

Esto implica que FPdim(Cad) = d′′, donde d = d′d′′. Luego p no divide a d′′, y por lo tanto Cad
no contiene objetos simples de dimensión una potencia de p. Pero las posibles dimensiones de
Frobenius-Perron de los objetos simples son 1, p, p2, · · · , pk, y así Cad debe ser punteada, es
decir, Cad es una subcategoría de fusión de Cpt. Se sigue que FPdim(Cad) divide a FPdim(Cpt),
lo cual es una contradicción ya que d es libre de cuadrados.

Supongamos ahora que FPdim(Cpt) = pn−1d′ para algún d′ ∈ N con (p, d′) = 1. En este
caso |U(C)| = pn−1d′, y por lo tanto la dimensión de Frobenius-Perron de cada componente
de la gradución universal Cg (con g ∈ U(C)) debe ser pd′′, donde d′′ ∈ N cumple d′d′′ = d.

Para cada g ∈ U(C), denotamos por ag0, a
g
1, . . . , a

g
k a la cantidad de clases de isomorfismo

de objetos simples en Cg de dimensiones 1, p, . . . , pk, respectivamente. Tenemos entonces

pd′′ = FPdim(Cg) = ag0 + ag1p
2 + · · · + p2kagk,

y deducimos que ag0 ̸= 0 (pues p no divide a d′′) y que p divide a ag0. Por lo tanto, cada
componente Cg tiene al menos p elementos invertibles no isomorfos. Como hay pn−1d′ com-
ponentes en la graduación universal, resulta que existen al menos pnd′ elementos invertibles
no isomorfos en C, lo cual contradice FPdim(Cpt) = pn−1d′.

Esto concluye la prueba del Lema.

Corolario 6.1.4. [DLD, Corollary 3.3] Si n ≤ 3 entonces C es punteada.

Demostración. Si n = 0 entonces C es libre de cuadrados, y sabemos que C es punteada por
el Corolario 6.0.6.

Si n = 2 o 3 y C no es punteada, del lema 6.1.1 deducimos que p2 divide a FPdim(Cpt).
Pero vimos en el lema 6.1.3 que esto no es posible y el enunciado queda demostrado.

Y culminamos esta serie de herramientas con un resultado sobre la subcategoría adjunta.

Lema 6.1.5. [DLD, Lemma 3.4] La subcategoría de fusión punteada maximal (Cad)pt de Cad
es simétrica y tiene dimensión de Frobenius-Perron pj, donde j ∈ {2, · · · , n− 2}.

En [DN], Dong y Natale realizaron destacables aportes a la clasificación de las categorías
modulares casi libres de cuadrados. En particular, queremos resaltar dos de sus resultados.

Lema 6.1.6. [DN, Lemma 4.11] Sea p un número primo. Toda categoría modular íntegra con
dimensión de Frobenius-Perron p4 es punteada.

Corolario 6.1.7. [DN, Corollary 4.13] Sean p un número primo y d un entero libre de
cuadrados no divisible por q. Toda categoría modular íntegra con dimensión de Frobenius-
Perron dp4 es punteada.

Demostración. Sea d = p1 · · · ps, donde p1, . . . , ps son primos distintos y pi ̸= p, para todo
i = 1, · · · , s. Por [DN, Theorem 4.7] sabemos que C es íntegra y nilpotente. Luego, de [DGNO2,
Theorem 1.1] y [DN, Remark 2.1], se sigue que C se factoriza en producto de categorías
modulares de dimensión potencia de primos. Es decir, C ≃ Cp4 � Cp1 � · · · � Cps , donde Ct es
una categoría modular de dimensión t. En particular, las categorías Cp1 , . . . , Cps son punteadas.
Pero Cp4 también es punteada (por Lema 6.1.6), lo que implica que C es punteada.
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6.2 | Categorías modulares de dimensión p5.

En esta sección mostramos nuestra respuesta parcial a la pregunta 6.0.4. Nos enfocaremos
en el caso en el que p es un primo impar, ya que esto implica integrabilidad (ver Proposición
2.5.4).

Empezamos suponiendo que existen categorías modulares no punteadas con dimensión de
Frobenius-Perron p5 y obtenemos información sobre su subcategoría punteada maximal. Un
primer resultado propio es el siguiente.

Lema 6.2.1. Sea p un primo impar. Si C es una categoría modular no punteada tal que
FPdim(C) = p5, entonces FPdim(Cpt) = p2.

Demostración. Como p es impar, C es íntegra. Así, de los Lemas 6.1.1 y 6.1.3, deducimos que
las posibles dimensiones de Frobenius-Perron de Cpt son p2 y p3. La prueba estará completa
si logramos descartar la segunda opción. Supongamos entonces que FPdim(Cpt) = p3.

En primer lugar obtenemos información sobre la subcategoría adjunta. Como C es modular,
sabemos por (3.23) que Cad es el centralizador de Cpt y por lo tanto

p5 = FPdim(Cpt) FPdim(Cad) = p3 FPdim(Cad).

Es decir, FPdim(Cad) = p2. Por otro lado, del Lema 6.1.5 se sique que la dimensión de
Frobenius-Perron de (Cad)pt debe ser p2, y por lo tanto Cad es punteada. Notemos también
que Cad es simétrica, ya que Cad ⊂ Cpt = C′

ad.

En segundo lugar, consideremos la graduación fiel C =
⊕

g∈U(C)
Cg dada por el grupo universal

U(C), cuya componente trivial es Cad. Como todas la componentes de la graduación tienen
la misma dimensión de Frobenius-Perron, vale FPdim(Cg) = FPdim(Cad) = p2, para todo
g ∈ U(C). Ahora bien, por [GN, Corollary 5.3], las posibles dimensiones de Frobenius-Perron
de objetos simples de C son 1 ó p. Sean a0

g y a1
g la cantidad de clases de isomorfismo de

objetos simples no isomorfos de dimensión 1 y p en Cg respectivamente. Calculando FPdim Cg,
obtenemos p2 = a0

g + a1
gp

2.
Esto nos dice que, para cada g, se cumple una de las siguientes:

Cg tiene exactamente p2 objetos simples, y todos son invertibles.

Cg tiene exactamente 1 elemento simple, el cual tiene dimensión p.

En tercer lugar, con la información que tenemos podemos calcular algunas filas de la S-
matríz de C. Más precisamente, fijamos un objeto simple X en Cad y calculamos la fila de la
S-matriz correspondiente a (la clase de isomorfismo de) X.

Sea Y un objeto simple en Cpt. Como Cpt es el centralizador de Cad, tenemos σY XσXY =
idX⊗Y . Luego, por [Mu2, Proposition 2.5], sabemos que

sXY = dXdY = 1, (6.1)

y esto vale para todo Y simple de Cpt.
Sea Z un objeto simple en C de dimensión p. Sea g ∈ U(C) tal que Z ∈ Cg. Como X está en

la componente trivial de la graduación, X⊗Z está en Cg. Más aún, tenemos FPdim(X⊗Z) = p
y el único objeto simple en Cg es Z. Por lo tanto, X ⊗ Z = Z. Ahora bien, dado que Cad es



CAPÍTULO 6. CATEGORÍAS CASI LIBRES DE CUADRADOS 80

simétrica y la dimensión de C es impar, por el Lema 3.6.1, sabemos que el twist cumple
θX = 1. Así, usando la ecuación de balance (3.2.5), calculamos

sXZ = θ−1
X θ−1

Z θZdZ = p, (6.2)

para todo Z simple de dimensión p.
Las ecuaciones (6.1) y (6.2) nos dicen que las p2 filas de la S-matriz de C que corresponden a

las clases de isomorfismo de objetos simples de Cad son todas iguales. Esto es una contradicción,
ya que C es modular y la S-matriz es invertible.

Ahora mostramos que las posibles excepciones a la pregunta 6.0.4 deben cumplir condi-
ciones muy particulares.

Proposición 6.2.2. Sea p un primo impar. Si C es una categoría modular tal que FPdim(C) =
p5, entonces ocurre una de los siguientes:

1. La categoría C es punteada.

2. La categoría C tiene grupo de invertibles isomorfo a Zp × Zp y rango p3 + p2 − 1 .

Demostración. Recordamos que C es íntegra por el Teorema 2.5.4. Supongamos que C no es
punteada.

En primer lugar obtenemos información sobre Cpt y Cad. Por el Lema anterior, sabemos que
FPdim Cpt = p2 y, como C es modular, deducimos de la ecuación (3.23) que FPdim(Cad) = p3.
Además, por el Lema 6.1.5, tenemos FPdim(Cad)pt = p2 = FPdim(Cpt). Por lo tanto Cpt =
(Cad)pt ⊂ Cad = C′

pt, y concluímos que Cpt es simétrica.

A continuación calculamos el grupo G(C) de elementos invertibles de C. Por ser C trenzada,
dicho grupo es abeliano e isomorfo al grupo de graduación universal. Además, se sigue de
[GN, Theorem 6.3] que U(C) tiene orden p2. Luego, U(C) ≃ Zp2 ó U(C) ≃ Zp × Zp. Ahora
supongamos que el caso U(C) ≃ Zp2 es imposible.

Notemos primero que como FPdim(Cad) = p3, se sigue de [GN, Corollary 5.3] que las
posibles dimensiones de objetos simples de C son 1 y p. Sea X un objeto simple de dimensión
p. Por las Proposiciones 2.2.10 y 2.2.11 tenemos que

X ⊗X∗ =
∑

g∈G[X]
g +

∑
FPdimY=p
Y ∈O(C)

[X ⊗X∗ : Y ]Y,

dondeG[X] = {g ∈ G(C)/g⊗X = X} es el estabilizador deX por multiplicación a izquierda de
objetos invertibles. Tomando dimensión de Frobenius-Perron a ambos miembros, observamos

p2 = |G[X]| + aXp,

donde aX =
∑

FPdimY=p
Y ∈O(C)

[X ⊗ X∗ : Y ]. Así, p divide a |G[X]|, y |G[X]| ≥ 1, (tiene al elemento

unidad de C). Luego |G[X]| = p ó p2. Esto nos dice que |G[X]| contiene un subgrupo de orden
p de Zp2 . Pero Zp2 tiene un único subgrupo de orden p, al que denotaremos A. Luego, todos
los objetos simples de dimensión p están fijos por A.

Veamos que las filas de la S-matriz que corresponden a las clases de isomorfismo de los p
elementos de A son todas iguales. Sea g en A. Como Cpt es simétrica y la dimensión de C es
impar, por el Lema 3.6.1, el twist en g es θg = 1.
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Si X es un elemento simple de dimensión p, como g ⊗ X = X, por la fórmula (3.2.5)
(ecuación de balance) tenemos

sgX = θ−1
X θ−1

g θXdX = p. (6.3)

Por otro lado, como Cpt es simétrica por [Mu2, Proposition 2.5] resulta

sgh = dgdh = 1, (6.4)

para todo h invertible.
Como las ecuaciones (6.3) y (6.4) valen para todo g en A, todas las filas de la S-matriz que

corresponden a los elementos de A son iguales. Esto es una contradicción, pues C es modular.
Por lo tanto U(C) ≃ Zp × Zp.

Calculemos ahora el rango de C. Si denotamos por a0, a1 a la cantidad de clases de iso-
morfismo de objetos simples de orden 1 y p respectivamente, tenemos

p5 = FPdim(C) = a0 + a1p
2 = p2 + a1p

2.

Luego, a1 = (p5 − p2)/p2 = p3 − 1. Por lo tanto el rango de C es a0 + a1 = p3 + p2 − 1.

Deducimos un resultado que está próximo a ser la versión para p5 del Corolario 6.1.7.

Corolario 6.2.3. Sea C una categoría modular tal que FPdim(C) = dp5 donde p es un
primo impar y d un entero libre de cuadrados con (d, p) = 1. Si el rango de C es distinto de
d(p3 + p2 − 1) entonces C es punteada.

La demostración de este resultado es análoga a la del Corolario 6.1.7. En este caso, 6.2.2
cumple el rol paralelo al de 6.1.6 en la demostración de 6.1.7, y justamente de ahí proviene
la restricción en el rango de C.
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