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Resumen

El objetivo de este trabajo es presentar de la manera més autocontenida posible a las cate-
gorias modulares de dimensién impar, sus propiedades e invariantes.

En la primera parte se exponen las nociones de categorias tensoriales y categorias de
fusién. Se presentan construcciones ttiles, como la graduacién y la equivariantizacién por
grupos finitos, y clases distinguidas de categorias: punteadas, de tipo grupo, nilpotentes,
solubles, entre otras. En una segunda parte se aborda el estudio de las categorias modulares
y se tratan algunos de sus invariantes: S-matriz, T-matriz, Sumas de Gauss e Indicadores de
Frobenius-Schur.

Finalmente se discuten algunos problemas actuales y nuevas herramientas, como el Teo-
rema de Cauchy para categorias de fusién esféricas, la clasificaciéon de categorias modulares
de dimensién impar de rango pequeno y la clasificacién de categorias modulares casi libres de
cuadrados de dimension impar. Se presentan ademés algunos resultados propios vinculados a
dichos problemas y técnicas.

Palabras clave: categorias modulares, categorias de fusién nilpotentes, Teorema de
Cauchy, categorias de tipo grupo, dimensién de Frobenius-Perron.
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Abstract

The main goal of this work is to present, in the most comprehensive way we can achieve,
odd dimensional modular categories, their properties and invariants.

The first part sets out the notions of tensor and fusion categories. Useful constructions are
included, such as grading and equivariantization by finite groups, and distinguished classes of
categories are introduced: pointed, group-theoretical, nilpotent and solvable, among others.
A second part approaches the study of modular categories and some of their invariants: S-
matrix, T-matrix, Gauss Sums and Frobenius-Schur Indicators.

Finally, some current problems and new techniques are discussed, such as the Cauchy
Theorem for spherical fusion categories, the classification of odd dimensional modular ca-
tegories of small rank and the classification of odd dimensional almost square-free modular
categories. Some original results related to the mentioned problems and techniques are exhi-
bited.

Keywords: modular categories, nilpotent fusion categories, Cauchy’s Theorem, group-
theoretical categories, Frobenius-Perron dimension.
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Introduccion

Las categorias modulares son categorias de fusién trenzadas “no degeneradas”. La con-
dicién de ser no degenerada estd relacionada con la trenza y el centro simétrico (versién
categérica del centralizador en teoria de grupos), y tiene como consecuencia que la categoria
cuente con muchas propiedades aritméticas sorprendentes. De hecho, su nombre fue otorgado
porque toda categoria “modular” tiene asociada una representacién (proyectiva) del “grupo
modular”.

Las categorias modulares aparecieron por primera vez explicitamente en [T'1], donde fueron
definidas por Turaev. No obstante, algunos aspectos de ese trabajo fueron anticipados dos
anos antes en [R] por Rehren. En particular, [R] contiene la primera demostracién de la
equivalencia entre la condicién de invertibilidad de la S-matriz de una categoria (esta fue la
condicién requerida en la definicién original de categoria modular en [T2,7T]) y que su centro
simétrico sea trivial. Otra fuente de inspiracion de Turaev provino del trabajo desarrollado por
Moore y Seiberg en teorias de campos conformes racionales [MS] y resultados fundacionales
relacionados provistos por Joyal y Street [JS]. Entre los primeros ejemplos de categorias
modulares se encuentran los desarrollados por Reshetikhin y Turaev en su trabajo sobre
grupos cudnticos y sus aplicaciones a topologia en baja dimensién [RT].

Las categorias modulares son estructuras algebraicas que tienen conexiones con diversas
areas de la matematica. Por ejemplo, aparecen en teoria de representaciones de grupos cuan-
ticos [BK], élgebras de Von Neumann [EK], teorfa topolégica cudntica de campo (TQFT)
[T2], teoria de campos conforme (CFT) [MS] y algebras de operadores de vértice (VOA) [H],
entre otras. Dentro de las categorias de fusion trenzadas, las categorias modulares se encuen-
tran en el extremo opuesto a las categorias de fusién simétricas, las cuales estan fuertemente
relacionadas con los grupos finitos [D]. El estudio de estos casos extremos permite una mejor
comprension de aquellas categorias de fusiéon trenzadas que no son simétricas ni modula-
res. Por otro lado, las categorias modulares tienen una relacién muy cercana con la fisica.
Por ejemplo, con fases topoldgicas de la materia (premio Nobel de fisica 2016) [BCFV, WW]
y computacién cudntica [W1, W2]. Por todo esto, el estudio y clasificacién de este tipo de
categorias se ha vuelto de gran interés en los ultimos anos.

El objetivo general de este trabajo consiste en el estudio de la teoria de categorias modu-
lares de dimensién impar. Asociados a las categorias modulares hay ciertos invariantes como
la S-matriz, T-matriz, Sumas de Gauss, e Indicadores de Frobenius-Schur. También seran de
gran importancia en este trabajo las dos nociones de dimensiéon que podemos considerar en
una categoria modular: las dimensiones de Frobenius-Perron y las dimensiones cuanticas. La
condicién de una categoria modular de ser no degenerada proviene de requerir que su S-matriz
sea invertible. Dicha matriz estd relacionada con las reglas de fusién, la dimensién cuantica
y el twist de la categoria mediante la férmula de Verlinde (ver Corolario 3.3.3) y la ecuacién
de balance (ver Proposicién 3.2.5). Por otro lado, la T-matriz es una matriz diagonal que
codifica el twist de la categoria, y cuyo orden (finito) coincide con el Exponente de Frobenius-
Schur [NS1, Theorem 7.5]. Todos estos invariantes estan estrechamente relacionados y aportan
informacién valiosa sobre la categoria.
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Una clase importante de categorias modulares es la de las punteadas, las cuales estan
definidas por la propiedad de que los morfismos de evaluaciéon y coevaluacién de todos sus
objetos simples son isomorfismos. Esta propiedad es equivalente a que todos los objetos simples
tengan dimensién 1. Las categorias punteadas estan clasificadas en términos de grupos finitos
y 3-cociclos. Otra clase distinguida de categorias de fusién que estd altamente relacionada con
las categorias punteadas es la de las categorias de tipo grupo [ENO2]. Las categorias de tipo
grupo forman una clase de categorias con propiedades bien comprendidas, ya que pueden ser
construidas a partir de data de grupos finitos. Para aplicaciones a la fisica, es 1til conocer
cuando las categorias son de tipo grupo, puesto que en tal caso no podrian utilizarse en la
construcciéon de una computadora cuantica. En particular, las categorias de tipo grupo son
integras [EGNO, Remark 9.7.7], es decir, las dimensiones de todos los objetos simples son
nimeros enteros. Una observacién importante es que las categorias modulares de dimension
impar son siempre integras (condicién necesaria para que una categoria sea de tipo grupo).
Una pregunta abierta interesante es si existen categorias modulares de dimension impar que
no sean de tipo grupo.

De la categorificacién de las nociones de nilpotencia y solubilidad para grupos finitos
surgen las nociones de categorias nilpotentes y solubles [GN,ENO]. A diferencia de lo que
sucede en grupos finitos, no toda categoria nilpotente es soluble. En el caso de que la categoria
sea trenzada, la propiedad de nilpotencia si implica solubilidad [ENO, Proposition 4.5]. Estas
nociones determinan un contexto adecuado para generalizar resultados clasicos en teoria de
grupos: toda categoria de fusién de dimensién potencia de un primo es nilpotente [ENO,
Theorem 8.28], y toda categoria de fusién cuya dimensién es divisible por a lo sumo dos
primos resulta soluble (Teorema de Burnside) [ENO, Theorem 1.6]. Cabe destacar también
que toda categoria de fusién integra nilpotente es de tipo grupo [DGNO2, Theorem 1.5].

Otro invariante a considerar en el estudio y clasificacion de categorias modulares es el
rango, esto es, la cantidad de clases de isomorfismo de objetos simples que posee la categoria.
El problema de clasificar categorias modulares de rango pequefio tiene sus raices en el proble-
ma de clasificacién de teorias de campos conformes racionales por el afio 1980. En particular,
expondremos la clasificacién de categorias modulares maximalmente no auto-duales (MNSD)
de rango pequeno realizada por Bruillard y Rowell en [BR]. En dicho trabajo se muestra que
toda categoria modular MNSD de rango a lo sumo 11 es punteada. Se conoce una categoria
modular MNSD no punteada de rango 25, por lo que una pregunta abierta interesante es si
las categorias MNSD de rango a lo sumo 23 lo son.

El Teorema de Cauchy para categorias de fusién esféricas [BNRW, Theorem 3.9] es una
generalizacién de [NS1,Thm 8.4] para categorias de fusién integras. Esta pregunta surgi6
originalmente en un trabajo de Etingof y Gelaki en el contexto de algebras de Hopf [1,
Question 5.1], y fue verificada para algebras de Hopf en [KSZ]. El Teorema de Cauchy es
una herramienta de gran utilidad ya que permite relacionar el exponente de Frobenius Schur
de la categoria (equivalente en categorias modulares al orden de su T-matriz) con su dimensién
cuantica. Juega un papel fundamental en la demostracion del resultado principal de [BNRW],
que establece que para cada entero positivo r hay una cantidad finita de categorias modulares
de rango r, salvo equivalencia. Dicho resultado se mantuvo como una conjetura por alrededor
de diez afios.
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Resultados

En la primera secciéon del capitulo 4 expondremos una de las versiones del Teorema de
Cauchy, desarrollada por Ng y Schauenburg en [NS1]. Utilizando este Teorema como herra-
mienta presentaremos dos resultados propios que implican nilpotencia y solubilidad, respec-
tivamente, en categorias modulares integras. Los resumimos en el siguiente teorema.

Teorema. Sea C una categoria modular integra, y sea IV el orden de su T-matriz.

= Si N = p® con p primo, entonces C es nilpotente y por lo tanto de tipo grupo.

» Si N = p%?® con p y q primos, entonces C es soluble.

En la segunda seccién del capitulo 4 introducimos el Teorema de Cauchy para categorias
modulares esféricas [BNRW, Theorem 3.9]. Usandolo como fuente de inspiracién, en la tltima
secciéon del capitulo 4 presentamos una versién propia del Teorema de Cauchy para categorias
de fusiéon esféricas débilmente integras. Lo enunciamos a continuacién.

Teorema. Sea C una categoria de fusién esférica débilmente integra. Entonces los factores
primos de N = FSexp(C) coinciden con los de dim(C).

La importancia de este resultado radica en que, a diferencia del Teorema de Cauchy para
categorias de fusién esféricas, podemos relacionar los divisores primos de N = FSexp(C)
y dim(C) en Z, obviando la complejidad de factorizarlos en Oy = Z[e%]. Gracias a este
resultado pudimos probar la siguiente condicién que garantiza integrabilidad para categorias
modulares débilmente integras, en términos del orden de la T-matriz.

Corolario. Sea C una categoria modular débilmente integra con T-matriz de orden impar.
Entonces C es integra.

Ademas pudimos generalizar a categorias modulares débilmente integras las condiciones
de nilpotencia y solubilidad obtenidas anteriormente.

En la segunda seccion del capitulo 6 damos una respuesta parcial a la siguiente pregunta:
/Todas las categoria modulares con dimensién de Frobenius-Perron p° son punteadas? Es-
ta pregunta surge naturalmente al leer los resultados obtenidos en [DLD, DN]. Resumimos
nuestra respuesta parcial en los siguientes resultados.

Lema. Sea p un primo impar. Si C es una categoria modular no punteada tal que FPdim(C) =
p®, entonces FPdim(Cp) = 2.

Proposicién. Sea p un primo impar. Si C es una categoria modular tal que FPdim(C) = p°,

entonces ocurre una de los siguientes:

1. La categoria C es punteada.

2. La categoria C tiene grupo de invertibles isomorfo a Z, x Z,, y rango p3+p? —1. Ademés
c.d.(C) ={1,p}.
Concluimos con un resultado que estd préximo a ser la versién para p® del Corolario
[DLD, Lemma 4.11].

Corolario. Sea C una categoria modular tal que FPdim(C) = dp® donde p es un primo impar
y d un entero libre de cuadrados con (d, p) = 1. Si el rango de C es distinto de d(p® + p* — 1)
entonces C es punteada.
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Contenidos

En el primer capitulo se introducen los conceptos basicos para el estudio de categorias
tensoriales, con el objetivo de que este trabajo resulte lo mas autocontenido posible. En
particular, se da una introduccién al grupo de Grothendieck de una categoria tensorial.

El segundo capitulo trata de las categorias de fusiéon. Se definen las dimensiones de
Frobenius-Perron de sus objetos y se introducen tres clases de categoria de fusion distin-
guidas: las tipo grupo, las solubles y las nilpotentes.

En el tercer capitulo se exponen los contenidos necesarios para entender categorias mo-
dulares y sus invariantes.

En el cuarto capitulo se introducen dos versiones del Teorema de Cauchy para catego-
rias de fusion integras y esféricas, respectivamente. Se prueban algunos resultados propios
utilizdndolos como herramientas.

El quinto capitulo trata de las categorias modulares MNSD de rango pequefio y avances
en su clasificacién.

En el dltimo capitulo se definen las categorias modulares casi libres de cuadrados. Se da
una introduccién al problema de su clasificacion y se presentan resultados propios.
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1 Categorias tensoriales

El primer capitulo de este trabajo tiene como objetivo introducir definiciones y concep-
tos necesarios para el estudio de las categorias tensoriales. En primer lugar, desarrollaremos
el vocabulario béasico de la teoria de categorias; luego introduciremos las nociones de cate-
gorias abelianas y monoidales. Finalmente nos adentraremos en el estudio de las categorias
tensoriales

Una de las motivaciones originales para el estudio de teoria de categorias fue entender como
ciertas estructuras y resultados de diferentes areas de la matemaética pueden ser vistos como
distintas manifestaciones de un fenémeno general. En la actualidad, al estudiar categorias
tensoriales se da especial atencién a la clasificacion y caracterizacién de categorias con ciertas
propiedades o estructuras y al desarrollo de nuevas construcciones.

Para un desarrollo mas profundo de los temas de este capitulo recomendamos la lectura

de [B,EGNO, M].

1.1 Nociones basicas

Definicion 1.1.1. Una categoria C consiste en:

= Una clase de objetos;

Una clase de flechas Hom¢ (A, B) para cada par de objetos A, B en C;

Para objetos A, B,C en C, una asignacién
o: Hom¢(B,C) x Home (A, B) — Home (A, C), (9. f)—gof,

tal que ho(go f) = (hog)o f, cuando tenga sentido la composicién;

Para cada objeto A, una flecha id4 en Hom¢ (A, A), llamada identidad de A, tal que
idgof = fygoida = g, cuando la composicién tenga sentido.

A lo largo de este trabajo asumiremos que todas las categorias involucradas son pequerias.
Esto significa que tanto la clase de objetos como la clase de flechas de la categoria son
conjuntos.

A continuacién mencionaremos los ejemplos mas cldsicos de categorias.

Ejemplos 1.1.2. = La categoria Set es la categoria cuyos objetos son todos los conjuntos
y sus flechas son las funciones entre ellos.

= La categoria Grp es la categoria cuyos objetos son todos los grupos y sus flechas son los
morfismos de grupos. Ademas, la categoria Ab, cuyos objetos son los grupos abelianos
y sus flechas son los morfismos de grupos entre ellos.

» La categoria CRing es la categoria cuyos objetos son todos los anillos conmutativos y
sus flechas son los morfismos de anillos.
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= Dado R un anillo, la categoria R-Mod es la categoria cuyos objetos son los R-mdédulos
a izquierda y sus flechas son los morfismos de R-médulos a izquierda. Similarmente, las
categorias Mod-R de R-moddulos a derecha y R-Mod-R de bimédulos sobre R.

= Dado k un cuerpo, la categoria Vec es la categoria cuyos objetos son todos los espacios
vectoriales sobre k y sus flechas son las transformaciones lineales, y la categoria Vec es
la categoria cuyos objetos son los espacios vectoriales de dimensién finita sobre k y sus
flechas las transformaciones lineales entre ellos.

= Dado k un cuerpo, la categoria Matr es la categoria cuyos objetos son los niimeros
naturales y sus flechas son las matrices.

= Dado k un cuerpo y G un grupo finito, la categoria Rep G es la categoria cuyos objetos
son las representaciones de G sobre k y sus flechas son los morfismos de representaciones.
También, la categoria Rep G es la categoria cuyos objetos son las representaciones de
dimension finita de G sobre k y sus flechas son los morfismos de representaciones entre
ellas.

» A cada categoria C podemos asociarle la categoria opuesta C°P . Los objetos de esta
nueva categoria son los objetos de C, y las flechas son f? : B — A, donde f : A - B
es una flecha en C, con la composicién dada por f° o g% = (g o f)°P.

Definicién 1.1.3. Dadas C y B categorias, un funtor T : C — B consiste en:

» Una funcién objeto, que manda cada objeto C' € C a un objeto T'C' € B.

» Una funcién flecha, que asigna a cada flecha f : C' — C”" en C una flecha T'f : TC — T'C’
en B, tal que

1. T(idc) =idpc VC € C,
2. T(go f) =TgoTf siempre que la composicién g o f tenga sentido en C.

Observacion 1.1.4. Dados dos funtores T': A — By S : B — C, la composiciéon punto a punto
produce un nuevo funtor T oS : A — C.
Observacion 1.1.5. En toda categoria C tenemos el funtor identidad Id¢ : C — C, definido
como la identidad tanto en objetos como en flechas.
Observacion 1.1.6. Dado T : C — B un funtor, podemos definir el funtor T°P : C°? — BP,
que manda a cada objeto C' en C? a T'C' en B, y a cada flecha f° en C a la flecha (T'f)°P
en BP.

Algunos ejemplos de funtores entre categorias son los siguientes.

Ejemplo 1.1.7. En la categoria Set, tenemos el funtor P: Set — Set, cuya funcién objeto
asigna a cada X € Set el conjunto PX = {S/S C X} de subconjuntos de X, y cuya funcién
flecha manda una funcién f : X — Y en la funcion

Pf:PX — PY,
S fS.
Como P(idx) : PX — PX asigna a cada subconjunto S de X el subconjunto idx(S5) = S,
tenemos que P(idx) = idpx. Por otro lado, dadas las funciones f : X - Y yg:Y — Z

resulta que P(go f) : PX — PZ asigna a cada subconjunto S de X el subconjunto go f(S) =
g9(f(S)). Luego, P(go f) = Pf o Pg y por lo tanto P es un funtor.
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Ejemplo 1.1.8. Definamos S : CRing — Grp, con funcién objecto que asigna a K € CRing
el grupo GL, K, y funcién flecha que manda a un morfismo de anillos f : K — K’ al morfismo
de grupos

Sf:GL,K - GL,K’,
(aij) — (f(aij))-

Claramente, S(1x) = 1gx, y S(go f) = Sgo Sf. Por lo tanto S es un funtor de CRing
en Grp.

Ejemplo 1.1.9. En la categoria Grp, tenemos el funtor F' : Grp — Grp que a cada grupo
G le asigna su conmutador [G,G], y a cada morfismo de grupos f : G — H lo manda al
morfismo de grupos F'f definido por

Ff:[G,G] — [H, H]
g~ f(9)-

Ejemplo 1.1.10. Sea C una categoria. Para cada A € C, tenemos el funtor distinguido
Hom¢ (A, —) : C — Set, que asigna el conjunto Hom¢(A, B) a cada B en C, y a una flecha
k: B — B’ le asigna la funcién

ks : Hom¢(A, B) — Home (A, B),
f—kof.

Decimos que un funtor T : C — B es un isomorfismo si es biyectivo tanto en objetos como
en flechas. En este caso, decimos que las categorias C y B son isomorfas.

La condicién de isomorfismo es muy fuerte, por lo que las nociones de funtor fiel y pleno
que daremos a continuacién resultan muy ttiles.

Definicién 1.1.11. = Se dice que T es un funtor pleno si para todo par de objetos C, C’
en C y para cada flecha g : TC' — T'C’ de B, hay una flecha f : C — C’ en C tal que
g =Tf. Es decir, T es sobreyectivo en Hom¢(C, C’) para todo par de objetos C,C’ en
C.

» Se dice que T es un funtor fiel si para cada par de objetos C,C’ en C y flechas f1, fo :
C — C"en C, laigualdad Tf; = Tfs : TC — TC' implica f; = fo. Es decir, T es
inyectivo en Homg (C, C’) para todo par de objetos C,C”’ en C.

Ejemplo 1.1.12. Una clase de funtores muy importante es la de funtores de olvido. Este tipo
de funtores “olvida ” toda o parte de la estructura de un objeto algebraico. Los funtores de
este estilo son fieles, pero no plenos.

Por ejemplo, el funtor F' : Grp — Set, que a un grupo lo envia al conjunto subyacente
olvidando su estructura de grupo y asigna a cada morfismo de grupos f : G — G’ la misma
funcién f, contemplada solo como una funcién entre conjuntos.

De la misma manera podemos considerar los funtores de olvido F : Ab — Grp y F :
R-Mod — Vec.

Definiciéon 1.1.13. Una flecha f : A — B en C se dice un isomorfismo si existe una flecha
fl:B—AenCtalque ffof=iday fo f =idp.

Dos objetos A, B se dicen isomorfos en C si existe un isomorfismo f: A — B en C.
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En teoria de categorias, una transformacion natural nos brinda una manera de transformar
un funtor en otro respetando la composiciéon de morfismos de las categorias involucradas. Es
por esto que una transformacién natural puede ser considerada como un “morfismo entre
funtores”. Daremos a continuacién la definicién formal.

Definicion 1.1.14. Dados dos funtores S, T : C — B, una transformacién natural 7 : S — T
es una funcién que asigna a cada objeto C' € C una flecha 7« : SC' — T'C en B, tal que si
f:C — ' es una flecha en C, el siguiente diagrama conmuta:

C sc = T1C
lf Sfl le (1.1)
c sc < e

Si 7¢ es un isomorfismo en B para todo C' € C, 7 se dice un isomorfismo natural.
Dados dos funtores S, T : C — B, denotaremos por Nat(S,T) a la familia de transforma-
ciones naturales de S en T.

Ejemplo 1.1.15. Sean T : CRing — Grp el funtor de olvido y S : CRing — Grp el funtor
del ejemplo 1.1.8. Definimos det : S — 1" como
detg : GL, K — K,
A det(A),

para cada K € CRing. Veamos que det asi definido es una transformaciéon natural de S en T.
Dada f: K — K’, el diagrama (1.1) queda

K GL, K %, g

Jf JSf JTf:f
, , dﬁK/ ,

K GL, K" <5 K.

Dada A = (a;j) € GL, K, tenemos que

(f odetk)(aij) = f ( > Sgn(U)H%u),i) = <Z Sgn(U)Hf(aa(l),i)>

oceSn o€ESn
= detg(f(ai;)) = (detgr o Sf)(aiy)-
Por lo tanto el diagrama conmuta, y resulta que det : S — T es una transformacién natural.

Ejemplo 1.1.16. A cada grupo H fijo, podemos asociarle un funtor Ty : Grp — Grp que
asigna a cada grupo G el grupo H x G dado por el producto directo entre H y G, y a un
morfismo f : G; — G4 le asigna

Tyf:HxGy — H X o,
(a,b) = (a, f(b)).
Dados H, K € Grp y f: H — K un morfismo no nulo, podemos definir 7 : Ty — Tx como

7o:HxG— K xG,
(a,b) = (f(a),b),




CAPITULO 1. CATEGORIAS TENSORIALES 5

para cada G € Grp. Probaremos que 7 es una transformacién natural.
Dado un morfismo de grupos g : G; — G5 el diagrama (1.1) queda

G1 H x G1 & K x Gl
lg lTHg lTxg
G2 H x G2 & K x GQ.

Como
Tkyg OTG1(a7 b) = TKg(f(a)7b) = (f(a)vg(b))v Yy

TGy © THg(avb) = TG2(a’ag(b)) = (f(a),g(b)),

efectivamente el diagrama anterior conmuta. Por lo tanto 7 es una transformacién natural.

Como dijimos anteriormente, la nocién de isomorfismo entre categorias es muy fuerte.
En la practica es muy dificil encontrar categorias isomorfas. Por esta razén introduciremos a
continuacién una nocién mas adecuada para comparar categorias, y sera la que utilizaremos
a lo largo de este trabajo.

Definicion 1.1.17. Una equivalencia entre categorias C y D es un par de funtores S : C — D
y T : D — C para los cuales existen isomorfismos naturales Ide ~T oS y Idp ~ SoT.

Ejemplo 1.1.18. Dado k un cuerpo, la categoria C = Vec de espacios vectoriales de dimen-
sion finita sobre k es equivalente a la categoria B de las matrices sobre k.

En efecto, fijando para cada espacio vectorial V una base 5y, tenemos el funtor S : Vecy —
Mtrk que a cada espacio vectorial V' le asigna el nimero natural dim(V'), y a cada transfor-
macion lineal f: V — V' le asigna la matriz de f (de tamaio dim(V) x dim(V")) en las bases
fijadas. Es decir, Sf : dim(V) — dim(V”), donde Sf es la matriz de f en las bases By y SBy-.
Por otro lado, podemos definir el funtor 7' : Mtr — Vec, que a cada n € N le asigna el espacio
vectorial k™ y a una matriz A de tamano n x m le asigna la funcién f : k" — k'™, con
f(v) = Av para todo v € k".

Veamos que se cumple que Ide ~ T oSy Idg ~ SoT, y por lo tanto las categorias C y B son
equivalentes.

Definimos 7 : Ig — SoT, con 7y, la identidad para todo m € N. En este caso, dada A: m —n
matriz, el diagrama 1.1 queda

m m —='m
lA A SoT(A)=A
n n =,

que conmuta trivialmente. Como ademas 7, es invertible para todo m € N, resulta Iz ~ SoT.
Reciprocamente, definimos y : I — T o S como

py : Vo— k"
v; — e; paratodoi=1,---,n,
para todo V espacio vectorial, donde n = dim(V) y By = {v1,..,vn}.

En este caso, dada f : V — V'’ una transformacion lineal, n = dim(V'),n’ = dim(V"), el
diagrama 1.1 queda
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1% | VAL, W
J f l f lToS( )
v/ e

Usando algebra lineal es facil ver que el diagrama conmuta. Nuevamente, como py es invertible
para todo V espacio vectorial, resulta Ip ~T o S.

Vimos que I¢ ~ T oS y que Iz ~ SoT. Luego, las categorias C = Vec de espacios vectoriales
de dimensién finita sobre k y B = Mtr de matrices sobre k son equivalentes.

Siempre que consideramos una estructura algebraica es de suma utilidad estudiar sus
subobjetos. También tenemos una versién categérica de esta idea.

Definicion 1.1.19. Una subcategoria D de una categoria C consiste en:
1. Un subconjunto de objetos de C;

2. Para cada par de objetos A, A" en D, un conjunto Homp(A, A’) C Home (A, A’) de
morfismos de A en A’ de manera que

a) Si f € Homp(A, A’) y g € Homp(A’, A”) entonces g o f € Homp (A4, A”);
b) Para todo A € D,id4 € Homp(A, A).

Estas condiciones aseguran que dicha coleccién de objetos y flechas forman una categoria
D. Maés aun, el mapa D — C que manda cada objeto y cada flecha de D en si mismo es un
funtor, al que llamaremos funtor de inclusion. En particular, el funtor de inclusion es siempre
fiel.

Definicion 1.1.20. Una subcategoria D de una categoria C se dice plena si para cada par
de objetos A, A’ en D se cumple que Homp(A, A’) = Home (A, A’). Es decir, la subcategoria
D contiene todos los morfismos de A en A’ en C para todo par de objetos A, A’ € D.

En el caso de una subcategoria plena el funtor de inclusién D — C es también pleno.

Dentro del conjunto de morfismos de una categoria, podemos distinguir a aquellos que
retinan ciertas caracteristicas.

Definicion 1.1.21. Sea f: A — B una flecha en C.

= Se dice que f es un monomorfismo si para cada par de flechas fi, fo : d — a tales que

fofi=fo fa,setiene fi = fo.

= Se dice que f es un epimorfismo si para cada par de flechas g1,g2 : b — ¢ tales que
gio f =goof,setiene g = go.

A continuacién daremos algunas propiedades béasicas de monomorfismos y epimorfismos.
Proposicién 1.1.22. En toda categoria C se cumple lo siguiente.
1. Toda flecha identidad es un monomorfismo.

2. Toda flecha identidad es un epimorfismo.




CAPITULO 1. CATEGORIAS TENSORIALES 7

3. Composicion de monomorfismos es un monomorfismo.
4. Composicion de epimorfismos es un epimorfismo.

5. St la composicion ko f de dos morfismos es un monomorfismo, entonces f es un mo-
nomorfismo.

6. Si la composicion f ok de dos morfismos es un epimorfismo, entonces f es un epimor-
fismo.

Demostracion. Los incisos (1) y (2) son claros.

(3) Sean f y k monomorfismos en C. Dados h y g morfismos tal que ko foh = ko fog, como
k es un monomorfismo tenemos que foh = fog. Andlogamente, como f es un monomorfismo
resulta h = g. Luego, k o f es un monomorfismo.

(4) La prueba es andloga a la del punto (3).

(5) Supongamos que ko f es un monomorfismo. Sean h y g morfismos tal que fog = foh.
Componiendo con k obtenemos ko fog=ko foh,yluego como ko f es un monomorfismo
resulta g = h. Por lo tanto f es un monomorfismo.

(6) La prueba es andloga a la del punto (5). O

Observacion 1.1.23. Dada una categoria C, consideremos su categoria opuesta C°P. Se cumple
que f° es un monomorfismo (epimorfismo) en C si y s6lo si f es un epimorfismo (mono-
morfismo) en C.

Un funtor importante que surge de la consideracién de la categoria opuesta es el siguiente.

Ejemplo 1.1.24. Para cada objeto B en una categoria C tenemos el funtor Home(—, B) :
C°P — Set, que a cada A en C le asigna el conjunto Hom¢ (A, B), y a cada flecha k : A — A’
le asigna

k* : Home (A, B) — Home(A', B),
f—fok.
Otra manera de construir categorias es a partir del producto entre dos de ellas.

Definicion 1.1.25. Dadas B y C categorias, tenemos la categoria producto B x C, definida
de la siguiente manera:

» Los objetos de B x C son pares (B, (), donde B es un objeto en By C un objeto en C;

» Los morfismos (B,C) — (B’,C") de B x C son pares (f,g), donde f : B — B’ es un
morfismo en B,y g : C — C’ es un morfismo en C;

» La composicién de morfismos esta dada por (f,g) o (f',¢') = (fo f',god).

Con el producto B x C vienen asociados dos funtores P : BxC — By Q : BxC — C que
llamaremos proyecciones, definidos por las siguientes féormulas,

P(B,C) = B, Q(B,C)=C,
P(f,9) = f, Q(f,9) =g
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Proposicién 1.1.26 (Propiedad universal de P y Q). Para cada par de funtores R: D — B
y T :D — C existe un unico funtor F': D — B x C que cumple PF =R y QF =1T.
Es decir, existe un unico funtor F : D — B x C tal que el siguiente diagrama conmuta,

O]

Definicién 1.1.27. Dados funtores T': B — B’ y S : C — (’, definimos el funtor T' x S :
B xC — B’ x (" que asigna a cada objeto (B,C) en B x C el objeto (I'B,SC) en B'xC', y a
cada morfismo (f,g) en B x C el morfismo (T'f,Sg) en B’ x C'.

En efecto, es facil ver que T'x S : B x C — B’ x C’ asi definido resulta un funtor.

Sean C y B dos categorias. Veamos que los funtores de C en B forman una categoria, cuyas
flechas son las transformaciones naturales entre funtores.

Si R,S y T son funtores de Cen By o : R — Sy 7 :5 — T son transformaciones
naturales, sus componentes para cada C' € C definen una composiciéon (7 o o)c = 7¢ o o¢.
Veamos que 7 oo : R — T asi definida es también una transformacién natural.

Dada una flecha f : C' — C’ en C, tenemos el siguiente diagrama,

RrRC 2, rer

-l

roo| SO 3L S | oo

[re o]

Tc -, e,

El cuadrado superior conmuta pues o es una transformacion natural, y el cuadrado inferior
conmuta pues 7 es una transformacion natural. Por lo tanto tenemos que todo el diagrama
conmuta, y resulta que 7 o o es una transformacién natural.

Mas aun, para cada funtor T': C — B tenemos la transformacion identidad Idy : T'— T, con
componentes (Idr)c = idpe para todo objeto C en C.
Todo esto da lugar a la siguiente definicién.

Definicién 1.1.28. Dadas C y B dos categorias, tenemos la categoria de funtores BC, con
objetos los funtores C — B y flechas las transformaciones naturales entre funtores. Esta
categoria también suele denotarse por Fun(C, B).

Una herramienta importante en el estudio de categorias es el lema de Yoneda, que enun-
ciaremos a continuacion.

Lema 1.1.29. Lema de Yoneda. Dados un funtor K : C — Set y un objeto R en C, existe
una biyeccion

y : Nat(Hom¢(R, —), K) = KR,

(o : Home (R, —) — K) — ag(idgr).
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Demostracion. Sea U € K R. Definimos oV : Hom¢(R, —) — K como
oY : Home (R, D) — KD,
(f:R— D)~ Kf(U),
para todo Home (R, D). Luego, U = o%(idR).

Ahora veamos que oV es una transformacién natural. En efecto, si g : D — D', tenemos
aU
D Hom¢(R, D) —2— Kd
lg lg* lKg
a¥,
D’ Home(R,D') —2— KD/,

donde g, es la funcién definida en Ejemplo 1.1.10. Este diagrama conmuta, puessi h: R — D,
por un lado tenemos que

(Kgoaf)h=Kg(Kh(U)) = K(goh)(U),
y ademas
(% 0 g)(h) = api(goh) = K(goh)(U).

Luego oV € Nat(Home(R, —), K), y como a%(1g) = U, resulta que el mapa y es sobre-
yectivo.

Por ltimo, probemos que y es inyectiva. Sea § otra transformacién natural de Home (R, —)
en K tal que fr(idgr) = U. El siguiente diagrama

R Homp(R, B) — 2"~ KR
T
D Homp(R, D) 2 KD,

conmuta para toda f : R — D, pues Sp(f) = Kf(U) por la naturalidad de . Luego
f=av. O

Corolario 1.1.30. Sean R y S dos objetos en C. Sea 7 : Hom¢ (R, —) — Home(S, —) una
transformacion natural. Ezxiste un unico morfismo h : S — R tal que 7 es de la forma
Home/(h, —), donde

Home¢(h, D) : Home(R, D) — Home(S, D),
[ foh,
para todo D € C.
Demostracion. Por el lema de Yoneda, sabemos que existe una biyeccion
y : Nat(Home (R, —), Home (S, —)) — Home(S, R).

Como 7 € Nat(Hom¢ (R, —), Home(S, —)), esto nos dice que existe un tinico h € Home(S, R)
tal que

7p : Home (R, D) — Home (S, D),
(f:R— D) foh,
para todo D € C. Es decir, 7 = Home¢(h, —). O
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Definiciéon 1.1.31. Sea C una categoria, y sean A y B objetos en C. Un producto de Ay B
es una terna (A X B,pa,pp), donde

= A X B es un objeto en C,

» pg: AXx B— Aypp:AxB— B son morfismos en C,

con la siguiente propiedad universal. Dado un objeto C' en C y morfismos g4 : C' — A,
qp : C — B en C, existe un tinico morfismo r : C — A x B tal que g4 = paory qg =ppor.
Es decir, existe un tnico morfismo r : C — A x B tal que el siguiente diagrama conmuta,

C

qA r 9B

~

A+— Ax B —— B.
pPA B

Proposicién 1.1.32. El producto de dos objetos (si existe) es unico salvo isomorfismo.

Demostracion. Consideremos dos productos (C,pa,pp) y (D, qa,qp) de los objetos A y B en
una categoria C.

Como (C,pa,pp) es un producto de A y B, existe un morfismo r : D — C' tal que g4 = pgor
y qg = ppor. Como (D, qa,qp) también es un producto de A y B, por la propiedad universal
existe un morfismo s : C'— D tal que pp =qaosy pp =qpos.

Viendo a (C,pa,pp) tanto como a un producto como a otra terna, existe un tinico morfismo
t:C — C tal que pg =paotypp =ppot. Claramente, t = idc. Pero las relaciones

PA=QqaO0S8=pyporos,

PB=(3B©S=pBOTOS,

indican que t = r o s es otro morfismo de este tipo. La unicidad de ¢ implica que 7 o s = id¢.
Anidlogamente, se puede ver que s or = idp. Luego los morfismos r y s son isomorfismos, y
los objetos C'y D resultan isomorfos. O

Ejemplo 1.1.33. En la categoria Set, el producto de los conjuntos X,Y es simplemente el
producto cartesiano X X Y con las proyecciones usuales.

Ejemplo 1.1.34. En las categorias Grp, Ab, Ring y R-Mod, el producto de objetos A, B es
el producto directo A x B con las operaciones punto a punto y proyecciones usuales.

Definicion 1.1.35. Sean C una categoria y A, B objetos en C. Un coproducto de Ay B es
una terna (A1l B,pa,pp), donde

s AII B es un objeto en C,
" pa:A— AU Bypp:B— All B son morfismos en C,

con la siguiente propiedad universal. Dado un objeto C' en C y morfismos g4 : A — C,
qe : B — C en C, existe un tnico morfismo r : AIl B — C en C tal que g4 = ropay
g = r o pp. Es decir, existe un tnico morfismo r : AIl B — C tal que el siguiente diagrama

conmuta,

AT>AHB<—B.
A pPB
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Proposicién 1.1.36. En una categoria, el coproducto de dos objetos (si existe) es unico salvo
isomorfismo.

Demostracion. La prueba es andloga a la de la Proposicién 1.1.32 para el producto de dos
objetos. ]

Ejemplo 1.1.37. En la categoria Set, el coproducto de dos objetos X,Y disjuntos es su
unién, munida de los morfismos px : X — XUY y py : Y — X UY dados por las inclusiones.

Ejemplo 1.1.38. En las categorias Ab y R-Mod, el coproducto de dos objetos A, B es la
suma directa A ® B.

Definiciéon 1.1.39. Sea C una categoria.

s Un objeto T en C se dice terminal si para todo objeto A en C existe una tUnica flecha
f:A—=TenC.

= Un objeto S en C se dice inicial si para todo objeto A en C existe una tnica flecha

f:9—AenC.
= Un objeto Z en C se dice nulo o cero si es inicial y terminal.

Ejemplo 1.1.40. En la categoria Grp, el grupo con un solo elemento {e} es un objeto nulo.
En efecto, dado un grupo G, el tnico morfismo de grupos de G en {e} es el que a todo
elemento de G le asigna el elemento e, y el inico morfismo de grupos de {e} en G es el que
asigna e en la identidad de G.

Observacion 1.1.41.
» Dos objetos terminales (iniciales) en una categoria son isomorfos.

s Si C tiene un objeto nulo Z, dado un par A, B de objetos existe una unica flecha
A — Z — B. A esta unica flecha la llamaremos flecha cero, y la denotaremos por 0.

= Composicién de un morfismo arbitrario con una flecha cero es nuevamente una flecha
cero.

Terminaremos esta seccién con un repaso de los conceptos de kernel y cokernel de un
morfismo en una categoria, y algunas propiedades y ejemplos basicos al respecto.

Definicion 1.1.42. Sea C una categoria con un objeto nulo Z. Dada una flecha f: A — B,
un kernel de f (si existe) es un par (S,k) donde S es un objetoen Cy k : S — A es un
morfismo en C tal que

» fk=0,y
» para toda flecha h : C' — A en C con fh = 0, existe una tnica flecha b’ : C' — S tal que
kh' = h.

Podemos representar este concepto en el siguiente diagrama conmutativo,

LI SN fk=0,

EI %

c fh=0.
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Definiciéon 1.1.43. Sea C una categoria con un objeto nulo Z. Dada una flecha f: A — B,
un cokernel de f (si existe) es un par (E,c) donde F es un objetoen C y ¢: B — E es un
morfismo en C tal que:

=cf =0,y
» para toda flecha h : B — C con hf = 0, existe una tnica flecha ' : E — C tal que
he=h.

Podemos resumir esto en el siguiente diagrama conmutativo:

ALB%E, cf =0,
N 1%
C, hf=0.

El kernel y el cokernel de un morfismo son tinicos salvo isomorfismo. Ademas, todo kernel
es un monomorfismo y todo cokernel es un epimorfismo. Pero en una categoria con objeto
nulo, no todo monomorfismo es necesariamente un kernel (Ver Ejemplo 1.1.44). De la misma
forma, no todo epimorfismo es un cokernel.

Ejemplo 1.1.44. En la categoria Grp, el kernel de un morfismo f: G - Hesi: N — G,
con N = {g € G/f(g9) = eg}. Claramente, foi =0y dada h : K — G tal que fh = 0,
tenemos que h(K) C N. Luego, el diagrama

N%GLH

v
K

conmuta. Por lo tanto ¢ : N — G es el kernel de f.
Por otro lado, sabemos que N asi definido es un subgrupo normal de G. Luego, dado
K C G no normal, tenemos que ¢ : K — G es un monomorfismo, pero no es un kernel.

Ejemplo 1.1.45. En la categoria Ab de grupos abelianos, dado un morfismo f: A — B, si
definimos 7 : B — B/ f(A), resulta que 7 es el cokernel de f. En efecto, 71f =0ysig: B— C
con gf = 0, entonces por el Teorema de Isomorfismo para grupos existe un tinico morfismo
¢’ tal que el siguiente diagrama resulta conmutativo:

AL B T B/rA
g g
Por lo tanto 7 : B — B/ f(A) es el cokernel de f.
Proposicion 1.1.46. Sea C una categoria con objeto nulo.
1. 87 f es un monomorfismo y f o g =0 para algin morfismo g, entonces g = 0.

2. 51 f es un epimorfismo y go f = 0 para algin morfismo g, entonces g = 0.
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Demostracion. (1) Como fog=0= fo0y f es un monomorfismo, resulta g = 0.
La demostraciéon de (2) es analoga. O

Proposicion 1.1.47. En una categoria con objeto nulo Z, el kernel de un monomorfismo
f:A— B esla flecha cero 0: Z — A.
Andalogamente, el cokernel de un epimorfismo f : A — B es la flecha cero 0: B — Z.

Demostracion. Sea f: A — B un monomorfismo en C. Veamos que la flecha cero 0: Z — A
cumple la propiedad universal del kernel. Tenemos f o0 = 0, y dada h : C — A tal que
foh =0, como f es un monomorfismo, por la Proposicién anterior resulta h = 0. Luego h se
factoriza univocamente por Z.

La demostracién para el cokernel es analoga. O

Proposiciéon 1.1.48. En una categoria con objeto nulo, el kernel del morfismo cero0: A — B
es la identidad de A.

Andlogamente, el cokernel del morfismo cero 0: A — B es la identidad de B.

Demostracion. En primer lugar, se cumple que 0 oid4 = 0. Ademas dada g : C' — A tal que
0 = g o 0, existe una tnica factorizaciéon de g por id4 dada por la misma g. Luego el kernel
de 0 es idy4.

La idea de la prueba puede ser visualizada en el siguiente diagrama,

A 40y, 0oidy =0,
0 ﬁ
C 0og=0.
O
1.2 Categorias abelianas

En esta seccién introduciremos una clase especial de categorias, las categorias abelianas,
cuya nocién es una abstraccién de propiedades bésicas de la categoria Ab de grupos abelianos.
Recordemos para comenzar la siguiente definicion.

Definicién 1.2.1. Una categoria preaditiva es una categoria C en la cual el conjunto Hom¢ (A, B)
es un grupo abeliano, para todo par de objetos A, B en C, y la composiciéon de morfismos es
biaditiva con respecto a esta estructura.

Claramente, la categoria de grupos abelianos, o mas generalmente, la categoria de médulos
sobre un anillo, son preaditivas.

Proposiciéon 1.2.2. En una categoria preaditiva C las siguientes condiciones son equivalentes:
1. C tiene objeto inicial.
2. C tiene objeto terminal.
3. C tiene objeto cero.

En tal caso, los morfismos que se factorizan por el elemento cero son exactamente las iden-
tidades para la estructura de grupo.
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Demostracién. Notemos que (3) implica (1) y (2). Por dualidad, basta probar que (1) implica
(3). Sea 0 el objeto inicial. Entonces hay un tnico elemento en Hom¢(0,0). Esto nos dice que
idp es el elemento neutro del grupo Hom¢(0,0). Dado un objeto C, Home(C, 0) tiene al menos
un elemento: el elemento cero de ese grupo. Pero si f : C — 0 es un morfismo, f = 1go f tiene
que ser el elemento cero de Home(C, 0) por bilinealidad de la composicién. Luego el cero es
el inico elemento de Hom¢(C, 0), por lo que 0 es también terminal.

Dados objetos C, D en C, los grupos Hom¢(C,0) y Home(0, D) contienen solo su elemento
cero, y luego la composicion C' — 0 — D es el elemento cero de Home (C, D). O

Definicién 1.2.3. Dados dos objetos A, B en una categoria preaditiva, llamamos biproducto
de Ay B (si existe) a una colecciéon (C,pa, pp,ia,ig), donde

pA pPB . . . .
A5 C——=B, paia =14, ppip =1, iapa +ipps = lc. (1.2)
B

En principio, estda nocién puede parece mas fuerte que las nociones de producto y copro-
ducto. El siguiente resultado muestra que no es asi.

Proposicion 1.2.4. Sean A, B objetos en una categoria preaditiva C. Entonces A y B tienen
biproducto en C si y sélo si tienen producto en C. Dualmente, tienen biproducto en C si y sélo
si tienen coproducto en C.
Especificamente, dado un diagrama como 1.2, (C,pa,pp) resulta un producto de A y B, y
(C,ia,ip) un coproducto.

Demostracion. Supongamos que tenemos un biproducto de A y B, es decir, una coleccion
(C,pa,pB,ia,iB), donde

pA PB . . . . . . .
A% C — B, paia =ida, ppip =idp, idapa +idgpp =ido .

B

Entonces,
paip = pa(iApA +iBPB)iB = PAIADPALB + pAippBip = idApaip + paipidp = paip + paip,

por lo que paip = 0. Simétricamente, pgig = 0.

Dado un diagrama
A fA D fB B
C,

si definimos h : D — C como h =i4fa + ipfp, tenemos que

pah =paiafa+paipfe = fa, y
ph = ppiafa+ppisfe = [B.

Reciprocamente, si b’ : D — C es tal que pah’ = f4 y pgh’ = fB, entonces

h' = (iapa +ipp)N = iapah’ +ippph’ =iafa+iBfs.
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Por lo tanto h = h'. Esto nos dice que hay un tinico morfismo h : D — C tal que pah = fay
pph = fB, por lo que (C,pa,pp) es un producto de A y B.
Reciprocamente, si A x B es un producto de A y B, consideramos el diagrama dado por

A
y/ iAX
A+— Ax B —— B,
PA pPB

donde 74 es la tnica funcion tal que paia =14y pia = 0.
Por otro lado, tenemos el diagrama analogo para B, con ig la Gnica funcién tal que ppip = 1p
vy patp = 0. Luego,

pa(iapa +iBpp) =pa+0pp =pa, y

pB(iapa +ippB) = Opa + pB = pB.

Resulta que igpa +ippp : Ax B — A X B es el Gnico morfismo con componentes p4, pp. Por
lo tanto iapa + ippp = idaxp, ¥ (C,pa,PB,i4,ip) es un biproducto de Ay B. O

Proposiciéon 1.2.5. Dados A, B en una categoria preaditiva, st A y B tienen un biproducto
(C,pa,pB,iA,iB), este estd univocamente determinado salvo isomorfismo del objeto C.

Demostracion. Consideremos dos biproductos (C,pa,pp,ia,in), (D,qa,q8,l4,l5) de Ay B.
Tenemos el diagrama

pA p5 . o .
AS=S0—=8 paia =ida, ppip = idp, iapa +ispp = lc,
B
IidA IidB
qa B ) ) '
A =S D——B, qala =ida, gplp =idp, laga +1pgp =idp.
A 5

Luego, tenemos los morfismos inversos igqp +iaq4 : D — C y Igpp +lapa : C — D. En
efecto,

(igB+iaqa)o(lppe+lapa) = iqplpe+inqlapa+iaqalppp+iaqalapa = ippp+iapa = idc,

(Ippp + lapa) o (igp +iaqa) = lpgp + laga = idp .

Es decir, C' y D son isomorfos. O

Asi es que tiene sentido hablar de el biproducto de A y B, al que denotaremos por A& B.

De la proposiciéon anterior se desprende que, si en una categoria preaditiva los objetos
A y B tienen producto (C,pa,pp) vy coproducto (D,i4,ip), necesariamente C' ~ D. En
efecto, (C,pa, pp) puede extenderse a un biproducto (C,pa,pp,la,lp), luego (C,l4,lp) es un
coproducto, y de la unicidad de este ultimo se sigue C' ~ D.

Definicion 1.2.6. Una categoria aditiva es una categoria preaditiva con objeto cero y un
producto para cada par de objetos.

Ejemplo 1.2.7.
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s La categoria de médulos sobre un anillo es aditiva. También la categoria Ab de grupos
abelianos es aditiva.

» La categoria Grp de grupos no es aditiva (productos y coproductos no coinciden.)

Definicion 1.2.8. Sea k un cuerpo. Una categoria aditiva C se dice k-lineal si para todo par
de objetos A, B en C, el grupo abeliano Hom¢ (A, B) tiene una estructura de espacio vectorial
sobre k tal que la composicién de morfismos es k-lineal.

Definicién 1.2.9. Dadas A, B dos categorias aditivas, un funtor F' : A — B se dice aditivo
si para todo par de objetos A, A’ en A,

F :Homy(A, A") — Homp(FA,FA"), fw F(f), (1.3)

es un morfismo de grupos. Es decir, F(f + f') = Ff + Ff' para todo par de morfismos
fifl:A— A enC.

Si A, B son categorias k-lineales, F' se dice k-lineal si los morfismos de la ecuacion (1.3) son
k-lineales.

Definicién 1.2.10. Una categoria abeliana (k-lineal) es una categoria aditiva (k-lineal) tal
que todo morfismo tiene kernel y cokernel, todo monomorfismo es un kernel, y todo epimor-
fismo es un cokernel.

Asi como la nocién de categoria puede verse como una categorificacién de la nocién de un
conjunto, el concepto de categoria abeliana puede verse como la categorificacién de grupos
abelianos. A continuacién daremos algunos ejemplos de esta clase de categorias.

Ejemplo 1.2.11. Las categorias de grupos abelianos y médulos sobre un anillo son categorias
abelianas (ver Ejemplos 1.1.44 y 1.1.45). En particular, dados k un cuerpo y G un grupo
finito, las categorias Vec de espacios vectoriales de dimensién finita sobre k y Rep G de
representaciones de dimension finita de G sobre k son categorias abelianas k-lineales.

Ejemplo 1.2.12. La categoria de grupos abelianos libres no es una categoria abeliana. En
efecto, consideremos el monomorfismo

w2 — 17,
k— 2k.

Supongamos que p es el kernel de algtin morfismo f : Z — A. Luego f = 0, pues sino tenemos
0= f(u(l)) = f(2) =2f(1). Si consideramos el diagrama

ARLEN A N}

o S
Z

resulta que existe ¢ tal que id = p¢p = 0 . Pero entonces 1 = id(1) = pu(o(1)) = 2¢(1) = 2.
Por lo tanto no existe tal f.
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El Teorema de Freyd-Mitchell establece que dada A una categoria abeliana pequefia exis-
ten un anillo R y un funtor exacto, pleno y fiel F' : A — R-Mod. Es decir, toda categoria
abeliana pequena se puede identificar con una subcategoria plena de la categoria de médulos
a izquierda sobre un anillo, la cual es cerrada bajo suma directas, nicleos, conticleos e image-
nes de morfismos. Por lo tanto, podemos valernos de la teoria de médulos sobre anillos para
visualizar muchos de los conceptos de la teoria de categorias abelianas.

Observacion 1.2.13. En una categoria abeliana, dado un morfismo u, se cumple que
ker(coker(ker(u))) = ker(u), y
coker(ker(coker(u))) = coker(u).

Proposicién 1.2.14. En una categoria abeliana A, todo morfismo f se factoriza como f =
me, donde m es un monomorfismo y e un epimorfismo. Mds ain, m = ker(coker(f)) y
e = coker(ker(f)).

O

Observacion 1.2.15. En una categoria abeliana, dado un morfismo f, tenemos que f es un mo-
nomorfismo si y sélo si ker(f) = 0. Andlogamente, f es un epimorfismo si y sélo si coker(f) = 0.
Ademaés, es facil ver que si un morfismo es monomorfismo y epimorfismo, entonces es un iso-
morfismo.

Definicién 1.2.16. Dado un morfismo f : A — B en una categoria abeliana A, un mono-
morfismo ¢ : C'— B se dice imagen de f si f = 1€, donde € es un epimorfismo.

En el estudio de mddulos sobre anillos, las sucesiones exactas juegan un papel fundamental.
Los conceptos que repasamos hasta ahora nos permiten generalizar esta nocién a cualquier
categoria abeliana.

Definiciéon 1.2.17. En una categoria abeliana A una sucesién de morfismos de la forma

A%B%C

se dice eracta en B si Imf = ker g.

Notar que en este caso se tiene que fg = 0.
Siguiendo nuestra experiencia con sucesiones exactas de médulos, nos serd de utilidad
considerar una clase especial de sucesiones exactas en categorias abelianas.

Definicion 1.2.18. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma
;f g 1"
0 A A A 0.

Esto es equivalente a que f = kerg y g = coker f. En particular, en este caso f es un
monomorfismo y g un epimorfismo.

Los funtores aditivos que preservan sucesiones exactas reciben el nombre de funtores exac-
tos. Mas precisamente, si A, B son categorias abelianas y F' : A — B un funtor aditivo, se
dice que F' es exacto si para toda sucesién exacta en A

0 A LA g 0
se tiene que la sucesion

Ff Fg

FA" —— 0

0 FA FA

es exacta en B.
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1.2.1 Serie de Jordan-Hdélder y grupo de Grothendieck

En esta seccién hablaremos de dos resultados importantes para la teoria de categorias:
el Lema de Schur y el Teorema de Jordan-Hoélder. Nos valdremos de estos resultados para
introducir el Grupo de Grothendieck de una categoria, que serd de suma importancia para
este trabajo.

De ahora en méas asumimos que C es una categoria abeliana k-lineal.

Definicién 1.2.19. Sea Y un objeto en C.
s Un subobjeto de Y es un objeto X junto con un monomorfismo i : X — Y.
= Un objeto cociente de Y es un objeto Z junto con un epimorfismo p: Y — Z.

» Para un subobjeto X de Y, definimos el objeto cociente Z = X /Y como el cokernel del
monomorfismo i : X — Y.

A continuacién introduciremos una distincién importante entre los objetos de C.

Definicién 1.2.20. Un objeto no nulo X en C se dice simple si 0 y X son sus tinicos subobje-
tos. Un objeto X en C se dice semisimple si es suma directa de objetos simples, y la categoria
C se dice semisimple si todos sus objetos son semisimples.

Estamos ahora en condiciones de enunciar y demostrar el Lema de Schur.

Lema 1.2.21. Lema de Schur. Sean X,Y dos objetos simples en C. Entonces todo morfismo
no nulo f : X =Y es un isomorfismo. En particular, si X no es isomorfo aY, Home(X,Y) =
0, y Home(X,Y) es un anillo de division si X es isomorfo a Y.

Demostracion. Sea f : X — Y un morfismo no nulo. Veamos que ker(f) = coker(f) =0, y
por lo tanto f es un isomorfismo.
En primer lugar, ker(f) es un subobjeto de X. Como X es simple resulta que ker(f) =0 6
ker(f) = X. Como f es no nulo, debe valer que ker(f) = 0.
Ahora, por Proposicion 1.2.14, f se descomopone como f = me donde m : I — Y es un
monomorfismo y e : X — I un epimorfismo. Como Y es simple, [ =061 =Y. Perosi I =0,
entonces e = 0 y por lo tanto f = 0. Luego I = Y, por lo que m es un isomorfismo. Pero
m = ker(coker(f)), entonces coker(f) = coker(m) = 0.

O

Definicion 1.2.22. Decimos que un objeto X tiene longitud finita si existe una cadena de la
forma
0=XycXjCc..CcX,1CX,=X,

tal que X; es subobjeto de X;+1 y X;/X;—1 es simple para todo i. Una cadena de este tipo
recibe el nombre de Serie de Jordan-Hdélder de X.

Diremos que esta serie de Jordan-Holder contiene un objeto simple Y con multiplicidad m si
la cantidad de valores de i para los cuales X;/X;1 es isomorfo a Y es m.

La definicién anterior da lugar al siguiente resultado importante.
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Teorema 1.2.23 (Jordan-Holder). Sea X un objeto de longitud finita. Entonces toda filtra-
cion de X puede extenderse a una serie de Jordan-Holder. Mds atun, dos series de Jordan-
Holder de X contienen cada objeto simple con la misma multiplicidad, por lo que, en parti-
cular, tienen la misma longitud. Ol

Sea C una categoria abeliana k-lineal en la cual todo objeto X tiene longitud finita. Dado
un objeto simple Y, denotamos por [X : Y] a la multiplicidad de Y en la serie de Jordan-
Holder de X. Por el teorema anterior, el nimero [X : Y] estd bien definido, i.e., no depende
de la serie de Jordan-Holder elegida.

Definicién 1.2.24. El grupo de Grothendieck Gr(C) de C es el grupo abeliano libre generado
por las clases de isomorfismo de objetos simples en C.

A todo objeto X en C podemos asociarle su clase [X] € Gr(C) dada por la férmula

(X] = Z[X : X4 X, (1.4)

)

Dado X € C, a veces denotaremos a la clase de isomorfismo [X] € Gr(C) simplemente por
X, abusando la notacién.

Definicion 1.2.25. Una categoria abeliana k-lineal C se dice localmente finita si satisface:
1. Dados objetos X,Y en C, el k-espacio vectorial Homeg(X,Y) tiene dimension finita;
2. Todo objeto en C tiene longitud finita.

En particular, el teorema de Jordan-Holder (Teorema 1.2.23) vale en toda categoria abe-
liana localmente finita. En general, a lo largo de este trabajo las categorias abelianas seran
localmente finitas.

El siguiente resultado es una consecuencia del Lema de Schur para categorias localmente
finitas sobre k un cuerpo algebraicamente cerrado.

Proposicién 1.2.26. Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado. En toda categoria local-
mente finita sobre k se tiene que Home(X,Y) = 0 si X,Y son simples y no isomorfos, y
Home (X, X) = k para todo objeto simple X .

Demostracién. Por Lema de Schur (Lema 1.2.21) sabemos que Hom¢(X,Y) = 0si X,Y son
simples y no isomorfos y que Homg (X, X) es un algebra de divisién.

Ast Home (X, X) es una k-algebra de dimensién finita, con k algebraicamente cerrado.
Del teorema de Artin-Wedderburn se sigue que Home (X, X) es (isomorfo a) un édlgebra de
matrices sobre k. Como todo elemento no nulo de esa algebra es invertible, neceseriamente
Home (X, X) = k. O

1.3 Categorias monoidales

La nocién de categoria monoidal es la categorificacién de la nocién de monoide, y de alli
proviene su nombre. Una categoria monoidal es esencialmente una categoria equipada de una
operaciéon asociativa, a la que llamaremos “producto tensorial”, y de un elemento neutro.
Formalizaremos esto en la siguiente definicion.
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Definicién 1.3.1. Una categoria monoidal es una coleccion (C,®,a, 1,1, r), donde C es una
categoria, ® : CxC — C es un bifuntor, llamado producto tensorial, 1 es un objeto en C llamado
objeto unidad, axyz : (X QY)®Z XY ®Z), rx : X®1—-X,ylx 10X - X
son isomorfismos naturales, para X,Y, Z € C, tales que los siguientes diagramas conmutan:

(XoY)@2Z) oW X2V (XeY)® (2o W) —22", X o (Y @ (Zo W)
ax,y,zQidw idx ®ay,z,w
Xo¥ez)ew Xo (Yo7 ew)
axyez,w
(1.5)
(Xol)eY ey X®((1eY)
1.6
rx ®idy idx ®ly ( )
X®Y.

Estos diagramas son llamados identidad del pentigono e identidad del triangulo, respectiva-
mente. El isomorfismo natural a : (— ® —) ® — = — ® (— ® —) es llamado isomorfismo de
asociatividad, y los isomorfismos naturales r : —®1 = — y [ :1® — = — son llamados
isomorfismos de unidad. Los isomorfismos de unidad nos dan una contraparte categérica del
axioma de unidad 1X = X1 = X de un monoide, en el mismo sentido en el que el isomorfismo
de asociatividad provee la contraparte categérica de la ecuacién de asociatividad.

Observacion 1.3.2. La identidad del Pentdgono muestra que dados 4 objetos en una categoria
monoidal C, todas las posibles formas de asociar el producto tensorial entre ellos dan el mismo
resultado. Inductivamente, esto implica que todas las posibles maneras de asociar el producto
tensorial de un nimero (finito) de objetos de C dan el mismo resultado.

Diremos que la categoria monoidal (C,®, a, 1,1, ) es estricta si los isomorfismos naturales
de asociatividad y unidad a,l y r son identidades.

El Teorema de Coherencia de Maclane establece que toda categoria monoidal C es equi-
valente a una subcategoria monoidal plena de una categoria monoidal estricta. Este resultado
permite restringirse al caso estricto para dar demostraciones de propiedades generales, lo cual
ayuda a simplificarlas.

Definicién 1.3.3. Una subcategoria monoidal de una categoria monoidal (C,®,a, 1,1, 1) es
una coleccién (D, ®,a,1,1 r), donde D C C es una subcategoria que contiene a 1, a, ly 7,y
es cerrada por el producto tensorial de objetos y morfismos. Es decir, dados objetos X,Y y
morfismos f,g en D, X ® Y es un objeto en D y f ® g es un morfismo en D.

A continuacion daremos algunas propiedades basicas para el estudio de categorias monoi-
dales.
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Proposicién 1.3.4 ([EGNO, Proposicién 2.2.4]). Los siguientes diagramas conmutan para
todo X,Y € C,

a1,X,Y

(12X)QY X®(10Y)
1.7
Ix ®idy Ixey ( )
XY,
(X®Y)® 1 X X® (1Y)
(1.8)
TX®Y idx Qry
X®Y.
0

Proposicién 1.3.5 ([EGNO, Proposicién 2.2.6]). El objeto unidad en una categoria monoidal
es unico salvo un unico isomorfismo. 0

Presentaremos a continuacién algunos ejemplos importates de categorias monoidales.

Ejemplo 1.3.6. La categoria Set es una categoria monoidal, donde el producto tensorial es
el producto cartesiano y el objeto unidad es un conjunto con un solo elemento.

Ejemplo 1.3.7. Toda categoria aditiva es monoidal, con producto tensorial dado por la suma
directa y objeto unidad el objeto cero.

Ejemplo 1.3.8. La categoria Vec de espacios vectoriales sobre un cuerpo k es una categoria
monoidal, con producto tensorial ® = ®y y unidad 1 = k. Mas generalmente, dado R un
anillo conmutativo con unidad, la categoria R-Mod de R-mdédulos a izquierda es una categoria
monoidal, con producto tensorial ® = ®p y unidad 1 = R.

Ejemplo 1.3.9. Sea GG un grupo. La categoria Rep G de representaciones de G sobre k es
una categoria monoidal, con ® el producto tensorial entre representaciones, y objeto unidad
la representacion trivial. De la misma manera, la subcategoria Rep G' de representaciones de
dimensién finita del grupo G sobre k es una categoria monoidal.

Ejemplo 1.3.10. Sean k un cuerpo y G un grupo. Denotemos por Vecg a la categoria de
espacios vectoriales G-graduados, es decir, espacios vectoriales V' con una descomposicién

V = @ V,. Los morfismos en esta categoria son transformaciones lineales que preservan la
geG
graduacion.

Definamos el producto tensorial en esta categoria como

VeW),= & VoW, (1.9)
r,yeG : xy=g

y el objeto unidad 1 como 1; =k y 1, = 0 para g # 1. De esta manera resulta que Vecg es
una categoria monoidal, con la asociatividad dada por la identidad.




CAPITULO 1. CATEGORIAS TENSORIALES 22

En esta categoria tenemos objetos distinguidos d,, para cada g € G, definidos de la siguiente

manera,
k sih=gyg,

(5g)h = .
0 sih#g.

Es decir, cada d, es un espacio vectorial concentrado en grado g. Notemos que estos objetos
son no isomorfos dos a dos, pues 6, ~ d;, <= g = h. Ademads tenemos que dy ® o, >~ dgp. Su
importancia radica en que cualquier objeto de Veca puede escribirse como suma directa de
(04)gec con multiplicidades enteras no negativas. Es decir, la categoria Vecg es semisimple.

El siguiente ejemplo es una generalizacion del ejemplo anterior, en el cual el isomorfismo
de asociatividad no es el trivial.

Ejemplo 1.3.11. Sean G un grupo, k un cuerpo y w un 3-cociclo de G con valores en k*.
Esto es, w: G x G x G — k™ es una funcién que satisface la ecuacion

w(g192, 93, g1)w (91, g2, 9391) = w(g1, 92, 93)w (91, 9293, 94)w (92, g3, g4, (1.10)

para todos g1, g2, 93,94 en G.
Definimos la categoria monoidal Vec¢, como sigue. Como categoria, es la misma que la cate-
goria Vecq del ejemplo anterior. El bifuntor ® y el objeto unidad también son los mismos.
La tnica diferencia esta en el isomorfismo de asociatividad a*, que ya no es la identidad, sino
que esta dado por la férmula

aj;"g’(gh’(;m :=w(g, h,m) Ids,,,, : (0g ® Oh) @ O — 0g ® (0p, @ O1), g,h,m € G. (1.11)

Para U,V,W € Vecg se define afjyy : (U@ V)W — U@ (V®W) como la extensién
lineal de

ag, Vi, W = w(g: ho m) Idu,ev,ew,, : (Ug @ Vi) @ Wy, = Uy @ (Vi @ Win), g,h,m € G.

Esta categoria contiene la subcategoria monoidal Vecg, de espacios vectoriales G-graduados
de dimensién finita, con asociatividad dada por el 3-coclico w.

Ejemplo 1.3.12. Dada C, la categoria End(C) de endofuntores de C es monoidal, donde ®
estd dado por la composiciéon de funtores, la asociatividad es la identidad y el objeto unidad
es el funtor identidad.

Consideremos dos categorfas monoidales (C,®,a,1,l7) y (C',®',a’,1',1’,7"). Un funtor
monoidal entre ambas es una terna (F, J,u) donde F' : C — C’ es un funtor, u: 1" — F(1) es
un isomorfismo, y J : ® o (F x F') = F o® es un isomorfismo natural, tales que los siguientes
diagramas conmutan,

a/
F(X),F(Y),F(Z)
4>

(F(X)®'F(Y))® F(Z) F(X)® (F(Y)® F(Z))

JX,Y®/idF(Z) idF(X)®lJyﬂz
F(X®Y)® F(Z) F(X)®' F(Y ® Z) (1.12)
Ixev,z Ixyez

F(X®Y)e 2) FX o (Y ®2),

Flax,y,z)
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l%(x)

1@ F(X)
u®idp(x) F(lx)™! (1.13)
F) &' F(X) —— F1® X),
1,X

TR(x)

F(X) &' 1/ F(X)
idp(x)®u F(TX)*l (114)
P(X) & F(1) ——— F(X 1)
X,1

para todo X,Y, Z en C.

El funtor monoidal (F,.J,u) se dice una equivalencia de categorias monoidales si F es
una equivalencia de categorias. En este caso, decimos que las categorias C y D son equiva-
lentes como categorias monoidales. Esta nociéon es de gran utilidad para comparar categorias
monoidales.

1.3.1 Rigidez en categorias monoidales

Sean (C,®,a, 1,1, ) una categoria monoidal y X un objeto en C. En lo que sigue, obviamos
los isomorfismos de unidad.

Definicién 1.3.13. Una terna (X*, evy,coevy) se dice que es un dual a izquierda de X si
X*esun objetoen C, yevy : X*® X — 1y coevy : 1 —» X ® X* son morfismos en C,
llamados evaluacion y coevaluacion, tales que las siguientes composiciones son la identidad
de X y X* respectivamente,

Xo1eX OO (v o xy g x XN yvg (Xt e X) SO, e~ X,

-1

id x* ® coevx Axx x, x*
—

X~ X @1 X*® (X ® X% (X* @ X) @ X* 24Xy o xx o~ X,
(1.15)

Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones de Zig-Zag.

Definicién 1.3.14. Una terna (*X, evy, coev’y) se dice que es un dual a derecha de X si *X
es un objetoen C, y evly : X ® *X — 1y coevly : 1 — *X ® X son morfismos en C tales que
las siguientes composiciones son la identidad de X y *X respectivamente:

-1
aX,*X,X eVl)( ®1dX

id v/
XeXol X2 v o (X @ X)

(X®*X)® X 10X ~ X,
v ® id* * * idx ®V/
X e10X 2 g X) 9 X N vy g (X @ X) X fX @1~ tX.

(1.16)
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Si X € C tiene dual a izquierda (respectivamente a derecha), entonces es tinico salvo un
tnico isomorfismo (ver [EGNO, Proposition 2.10.5]).

Observacion 1.3.15. Si X* es dual a izquierda de un objeto X, entonces X es dual a derecha
de X*, con evly. = evx y coevly. = coevy, y viceversa. Luego, "(X*) ~ X ~ (*X)* para
todo objeto X con duales a izquierda y derecha.

Sean X,Y objetos en C con duales a izquierda X*, Y™ respectivamente, y sea f: X — Y
un morfismo. Definimos el dual a izquierda de f, que denotaremos por f*:Y* — X* dado
por la siguiente composicion.

—1
idy * ® coev Ay x, x* idy* ®f)®id x*
Y* Y X Y* ® (X ® X*) ( Y ) X

Y'e X)o X*

evy ®idx*

— s (Y"QY)® X* X*.

Anélogamente, si X,Y son objetos en C con duales a derecha *X,*Y respectivamente, y
f: X — Y es un morfismo en C, definimos el dual a derecha *f : *Y — *X de f, dado por la
siguiente composicién.

coevly ®idxy axx x*y id+ x (®fRidxy )

(FX®X)®*Y "X @ (X ®*Y)

ld*X ®eV’Y
— XY erY) —— X,

Observacion 1.3.16. Sean C, D dos categorias monoidales y F' = (F, J,u) un funtor monoidal
entre C y D. Si X es un objeto en C con dual a izquierda X*, entonces F(X™*) es dual a
izquierda de F'(X), con los morfismos evaluacién y coevaluacién dados por

F(evy) u~lt
—_—

evpy) : F(X7) @ F(X) —% p(X* @ X) F(1) —— 1

—1

F(coevx) Tx x+

coevp(xy 11 —%— F(1) F(X ® X*) F(X)® F(X").

Se tiene un resultado analogo para duales a derecha.

Definicion 1.3.17. Un objeto en una categoria monoidal se dice rigido si tiene duales a
izquierda y derecha. Se dice que una categoria monoidal es rigida si todos sus objetos lo son.

En toda categoria rigida C tenemos el funtor de dualizacion a izquierda (respectivamente a
derecha) que manda cada objeto X en C a su dual X* (respectivamente *X ), y cada morfismo
f: X =Y enCasudual f*:Y* — X* (respectivamente *f : *Y — *X).

Observacion 1.3.18. Dada C una categoria monoidal rigida, para todo par de objetos X,Y en
C se cumple (X @ Y)* =Y* @ X*.

A continuacién daremos algunos ejemplos de categorias monoidales rigidas.
Ejemplo 1.3.19. Sea k un cuerpo. La categoria Vec de k-espacios vectoriales de dimension

finita es rigida, donde el dual a izquierda y derecha de un espacio vectorial V' es su espacio
vectorial dual V*.
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En efecto, dada una base finita {v;}ic; de V sobre k, y {v}}ier su base dual, tenemos las
transformaciones lineales

eviy : V@V — k, coevy 1k = V@ V™,
f®v— f(v), AHZ)\vi®v;‘.
i€l

Veamos que se cumplen las ecuaciones (1.15).

VekoV 9% yveoyyey Y v e V) —EW L yeka,

V1@ —— Y (0, Qu) Qv —— Y ;@ (Vf ®@v) —— Y v; ® (v (v)) ~ v,

el el el
* * idv* ®C0€Vv * * a\i/*yvyv* * % evy * ®Zdv* * *
Ve V*ek —— Ve (Ve V*) (V*eoV)@V* ———— 5 k@ V* > V*

f2fel—— Zlf®(vi®vf) —_ Zl(f®vz')®vf —_— Zlf(vi)®v§‘2f-
ic i€ i€

Luego la categoria Vec de k-espacios vectoriales de dimensién finita es rigida.

En el siguiente ejemplo veremos que la condicién de que los espacios vectoriales sean de
dimensién finita es necesaria.

Ejemplo 1.3.20. La categoria Vec de todos los espacios vectoriales sobre un cuerpo k no es
rigida. En efecto, tomemos V un espacio vectorial de dimensién infinita, y supongamos que
existe un mapa coevaluacién, es decir una transformacion lineal ¢ : k - V ® Y que cumple
(1.15).

Consideramos V' el subespacio generado por la primera componente de ¢(1) = 3" ¢;;v; ® yj,
i’j
con v; € V para todo i = 1,...,k, y; € Y para todo j = 1,..,l. Como ¢ cumple la ecuaciéon

(1.15) tenemos que la composicién

c®idy idy Qevy

VeekV

VeYeV Veok~V

1@ ———— (1) ®v=3¢;v; ®Y; ®v ——— 3¢50 @ ev(y; ®v) =~
1,] 4,7

~ Zcijev(yj Rv)v; € V',
Z?]

es la identidad. Pero entonces V = V', lo cual es una contradiccién pues la dimensién de
V' es finita. Por lo tanto no tenemos un mapa coevaluacién para V, por lo que la categoria
monoidal Vec no es rigida.

Ejemplo 1.3.21. Sea k un cuerpo. La categoria Rep G de representaciones de dimension
finita de un grupo G sobre k es rigida. En efecto, dada una representacién (u, V') su dual es
la representacién (p*, V™), donde V* es el espacio dual de V', u* es la representacion definida
por u*(g) = (u(g)~1)*, para todo g € G, y los morfismos de representaciones COBY (1, 1), €V (V)
los dados en el Ejemplo 1.3.19.
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*

Ejemplo 1.3.22. La categoria Vecg es rigida. En efecto, dado g € G tenemos oy = (59:59_1,
con los morfismos coevs, : 1 — §; ® dg-1 =1y evs, : 63 ® g1 =1 — 1 las identidades.
Miés generalmente, dado w un 3-cociclo de G con valores en k™ (podemos asumir normalizado,
es decir, w(g1,92,93) = 1 si g; = e para algtin i), la categoria Vec{ es rigida. En efecto,
definimos la dualidad como antes, y los morfismos evaluacién y coevaluaciéon como

evy: 0,1 ®d;=1—1, donde ev, := w(g,g7t, g) 1dy;
coevg : 1 = 04 ®dy—1 = 1, donde coevy :=1Idy .
Comprobemos que se cumplen las ecuaciones (1.15).

coevg ®1d Id®evy

59:1®59*>(5g®5g—1)®5gam‘5g®(5g‘l®5g) g © 1 == oy,
v v w(g, g~ g)v ——w(g, gt glw(g, g7 9) lv =1,
1d ® coev__1 aly evy®1d
6,0 6,101 ——5 6,1 ® (0 ®6,-1) T (6,-1 ® §y) ® g1 — 16,1,
v v wighg o) v——m— .

Luego la categoria Vec; es rigida.

Tenemos el siguiente resultado importante que muestra cémo la rigidiez determina una
relacién entre el bifuntor Home(—, —) y el bifuntor producto tensorial — @ —.

Proposicién 1.3.23 ([EGNO, Proposition 2.10.8]). Sea C una categoria monoidal y sea
Vec.

1. Si 'V tiene dual a izquierda V* se tienen isomorfismos naturales

Home (U @ V,W) = Home (U, W @ V*),

1.17
Home(V* @ U, W) — Home(U,V @ W). )
2. Si'V tiene dual a derecha *V se tienen isomorfismos naturales
Home(U @ *V, W) — Hom¢(U,W @ V), (1.18)
Home(V ®@ U, W) =5 Home (U, *V @ W).
O

1.4 Categorias trenzadas

Intuitivamente, una categoria monoidal trenzada es una categoria con un producto tenso-
rial y un isomorfismo llamado trenza que nos permite permutar dos objetos en un producto
tensorial. Luego el producto tensorial “conmuta” en cierto sentido. Es asi que la nocién de
categoria monoidal trenzada es una categorificacién de la nocién de monoide conmutativo.
Asi como el isomorfismo de asociatividad debe cumplir ciertas propiedades, lo mismo ocurre
con la conmutatividad dada por la trenza.

Formalizaremos este concepto en la siguiente definicién.
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Definicion 1.4.1. Una trenza en una categoria monoidal C es una familia de isomorfismos
naturales oxy : X ® Y — Y ® X, tal que los siguientes diagramas

XeYV)eZ —XY7 , XeYeZ) —7 . Ye2)eX

UX,Y®idZ ax\y,z (119)

YX)Z —YRX®Z) — YR (ZeX),

ay, X,z ZdY®0'X,Z
-1
XY ®Z) —2 , (XeY)9Z —22 L 70(X®Y)
idx®0'y7z aE,IX,Y (120)

XRZQY) ———— (X ®2)QY ——— (ZX)®Y,

Ax 7y ox,zQidy

son conmutativos para todo X, Y, Z € C.
Una categoria monoidal C se dice trenzada si estd munida de una trenza.

Definiciéon 1.4.2. Una categoria monoidal trenzada C con trenza o se dice simétrica si
oy xoxy = tdxgy,
para todo X,Y € C.

Abusando la notacién, suele escribirse o2 en lugar de oy xox,y. Notemos que dada una
categoria monoidal, el hecho de ser trenzada es una estructura extra, no una propiedad. Por
ejemplo, la categoria VecZs puede ser munida de dos trenzas diferentes.

Ejemplo 1.4.3. Dado G un grupo, las categorias Set, Vec y Rep G son trenzadas con trenza
dada por la trasposicién de factores. Si G es un grupo abeliano, la categoria Vecg de espa-
cios vectoriales G-graduados también es trenzada. En particular, todas estas categorias son
simétricas.

A toda categorfa monoidal C es posible asociarle una categoria monoidal trenzada Z(C).
Esta construccién es debida a Vladimir Drinfeld, y por eso llamamos a Z(C) el centro de
Drinfeld de C. Ver [K, Seccién XIII.4].

Definicion 1.4.4. Dada C una categoria monoidal, definimos el centro de Drinfeld de C como
la categoria Z(C) cuyos objetos son pares (Z,v_ z),con Z € Cy

7X722X®Z:>Z®X, X e, (121)
es un isomorfismo natural llamado media-trenza tal que el siguiente diagrama

. 1
idx®vy,z Ax 7y

X®Y®2) X®(ZY) (X®Z)Y

0y s e @idy (1.22)

XRY)Z ———— = Z(XQY) ———— (ZX)QY,

VXQY,Z Az Xy
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es conmutativo para todo X,Y € C.
Un morfismo f : (Z,7- z) = (Z',7- z) en Z(C) es un morfismo f : Z — Z’ en C que satisface

Xz —2X2 79X
idx®f f®idx (1.23)

X®Z — 79 X,

Vx,z!
para todo X € C.

Proposicién 1.4.5. El centro de Drinfeld Z(C) de la categoria monoidal (C,®,a, 1,1,7) es
una categoria monoidal trenzada con la siguiente estructura.

1. El producto tensorial estd definido por (Z,v- 7)@(Z,v— 7)) = (ZRZ',v_ ze02'), donde
el isomorfismo natural y_ zg 7 estd dado por:

VX, 207! = ag}zzﬁx(idz ®vx,72)0z.x,2' (Vx,2 ® idz/)a;(,lz,zu
para cada X € C;
2. El objeto unidad es (1,17 1r);
3. La asociatividad estd dada por a;
4. La trenza estd definida por (L) 2y ) = V22"
O

Ejemplo 1.4.6. Sea G un grupo. Veamos que los objetos del centro de la categoria C = Rep G
de espacios vectoriales G-graduados se identifican con los espacios vectoriales G-graduados
G-equivariantes con respecto a la acciéon por conjugacion.

Un objeto de Z(C) es un espacio vectorial G-graduado V = @4eqV, provisto de isomor-
fismos v, : 0, ® V = V ® §, que satisfacen la ecuacién (1.22). Dado que C es rigida, las
compatibilidades (1.22) se traducen en el siguiente diagrama,

Ids, ®vp

Sa @V 5a @V ® 6
Yab Ya®lds, Va,beQG.
V® by ® O,
Esto es,
@ Vé*laflx % @ Vaflxbfl
SCEG SCEG
Yab Ya®Id Va,beQqG.
@ be—la—la

z€G
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Los isomorfismos 7, dan lugar a isomorfismos lineales

Ugz * Vigg—1 5V, g,z € G.

Asi obtenemos un isomorfismo ug := @ ugy : @ Vyzg-1 — V en Vecg. Si T : G — Aut(C)
zelG zelG
es el funtor monoidal dado por la accién por conjugacion de G (ver Ejemplo 2.4.2), tenemos

que ug : T,V = V. Luego V munido de la coleccién u := {ug}g4eq es un objeto G-equivariante,
pues el diagrama 2.7
Tg(uh): @ uh,hflgzgflh

zeG
S ‘/th:ph_lg_l > D ‘/g:rg_l
zeG zeG
Ugh Ug
D Ve
zeG

conmuta dado que el diagrama anterior conmuta.

1.5 7., -anillos

Denotamos por Z, al semianillo de enteros no negativos.
Definicién 1.5.1. 1. Sea A un anillo libre como Z-médulo. Una Z, -base de A es una base
B = {bi}icr tal que bb; = 3 cfjbk, donde cfj € Z para todo i,j,k € I.
kel
2. Un Z4 -anillo es un anillo con una Z-base fija, donde la unidad 1 es combinacién lineal
de elementos de la base con coeficientes no negativos.

3. Un Z -anillo unitario es un Z-anillo en el que la unidad 1 es un elemento de la base.

Notemos que todo Z,-anillo tiene una identidad, pero no es necesariamente unitario.

Sea A un Z-anillo, y sea Iy C I el subconjunto formado por los ¢ € I tales que b; aparece
en la descomposicién de 1. Consideramos el morfismo de grupos 7 : A — Z determinado por

1 siie ly,

7(bi) = TrE (1.24)
0 sii¢lp.

Se sigue la siguiente definicién.

Definicién 1.5.2. Un Z -anillo A con base § = {b;}ics se dice un anillo con base si existe
una involucién ¢ — ¢* de I tal que

» El mapa inducido a = >~ a;b; — a* = > a;b;+, donde a; € Z4 para todo i € I, es una
i€l el
anti-involucién del anillo A, y

» El morfismo 7 cumple 7(b;b;) = 6; j+, para todo 4, j € I.

Tenemos el siguiente resultado.
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Proposicién 1.5.3. En todo anillo con base, el nimero c¥:

i es invariante por permutaciones
ciclicas de 1,3, k.

Demostracion. Como 7 (b;bj) = 0; j+, tenemos

7(bibjbg) = T (Z Czrjbrbk> = ey (beby) = ¢y .

rel rel

Por otro lado, claramente 7(xy) = 7(yz) para todo par z,y en A. Luego, cfj* es ciclicamente

invariante. 0
Definicion 1.5.4. Un anillo de fusion es un anillo con base unitario de rango finito.

Un ejemplo importante de anillo de fusién es el anillo ZG, donde G es un grupo finito.
La base de este anillo estd dada por los elementos del grupo, y dado g € G, ¢* = ¢! es
la involucién. También, el anillo Rep G de representaciones complejas de un grupo finito G
es un anillo de fusién conmutativo, con base las representaciones irreducibles e involucién la
operaciéon que manda cada representacién en su dual.

Tenemos los siguientes resultados ttiles.

Proposiciéon 1.5.5. Sea A un anillo de fusion con base 5 = {bl-}le, donde by = 1. Enton-
ces 1 aparece en la descomposicion de b;b; si y sélo si i = j*, y en este caso, aparece con
multiplicidad uno.

Demostracion. Consideramos el morfismo 7: A — Z dado por la féormula (1.24). En este caso
7(b;) = 01,4. Aplicando 7 a ambos lados de b;b; = >0, cF ";br, resulta

8i g+ = T(biby) Z 7(by) = cij

que es lo que queriamos. ]

Lema 1.5.6. [EGNO, Lemma 8.14.1] Sea A un anillo de fusion con Z-base [3, y sean x1, X2
dos caracteres distintos. Entonces

> xa(X)xe(X¥) =0. (1.25)

Xep

1.5.1 Dimensién de Frobenius-Perron

En esta seccién daremos una demostracién del clasico teorema de Frobenius-Perron de
algebra lineal. Este teorema jugard un papel crucial en la teoria de categorias tensoriales.

Teorema 1.5.7 (Frobenius-Perron. [EGNO, Theorem 3.2.1]). Sea A una matriz cuadrada
con entradas reales no negativas. Entonces,

1. A tiene un autovalor real no negativo. El mayor autovalor real no negativo A\(A) de A
domina los valores absolutos de todos los demds autovalores de A. Es decir, el radio
espectral de A es un autovalor.
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2. Si A tiene entradas estrictamente positivas, entonces A(A) es un autovalor positivo
simple, y el autovector correspondiente puede ser normalizado para tener entradas es-
trictamente positivas. Mas atin, |u| < A(A) para cualquier otro autovalor p de A.

3. Si A tiene un autovector con entradas estrictamente positivas, su autovalor correspon-
diente es A(A).

Demostracion. Sea A una matrix cuadrada de tamano n con entradas no negativas. Veamos
primero que A tiene un autovalor real no negativo y que existe un autovector con entradas
reales no negativas correspondiente a dicho autovalor.

Si A tiene un autovector v con entradas reales no negativas y autovalor 0, no hay nada que
probar. En el caso contrario, tenemos que no existe un vector v € R™ con entradas no negativas

n

tal que Av = 0. Dado = € R", definimos s(z) := > x;. Consideramos
i=1

Y={reR"/s(z)=1yx; >0Vi=1,..n}.

Luego, definimos el mapa continuo

Ax

Y by .
fA — ’$'—>S(A.’I))

Este mapa estd bien definido pues s(Az) > 0 para todo z € ¥, ya que asumimos que A no
tiene un autovector con entradas reales no negativas y autovalor 0. Por el teorema de punto
fijo de Brouwer, este mapa tiene un punto fijo. Es decir, existe e € ¥ tal que e = <42

S(Ae) "
Luego Ae = S(Ae)e, donde v = S(Ae) > 0. Por lo tanto tenemos un autovalor v > 0 ((:uy)o
autovector tiene entradas reales no negativas.

Sea ahora A = A(A) el mayor autovalor no negativo de A para el cual existe un autovector
con entradas no negativas. Denotemos a este autovector por e = (e, ..., ep).

A continuacién probaremos (2). Asumamos que A tiene entradas esctrictamente positivas.
Entonces Ae = Ae tiene entradas estrictamente positivas. Luego e debe tener también entradas
estrictamente positivas, y A > 0. Si d = (dy, ..., dy) es otro autovector real de A con autovalor

A, sea z el minimo de los niimeros % con i = 1,...,n. Entonces el vector v = d — ze satisface

(3

Av = Ad — zAe = \(d — ze) = Ao,

tiene entradas no negativas y al menos una de sus entradas es igual a cero. Luego v = 0 (pues
Av = ) es estrictamente positivo si v tiene al menos una entrada no nula) y A resulta ser un
autovalor simple.

Consideremos y = (y1, ..., yn) € C". Definimos la norma |y| := 3" |y;|e;. Entonces

WA =1 wiaijle; < lyilasie; = Alyl.
PR i

Mis atin, vale la igualdad si y sélo si todos los nimeros complejos y; no nulos tienen el mismo
argumento. Luego si yA = uy, entonces |u| < A, pero si |u| = A todos los y; no nulos tienen
el mismo argumento, por lo que podemos normalizar y para que tenga entradas no negativas.
Esto implica que p = A. Por lo tanto (2) vale (ya que los autovalores de A coinciden con los
autovalores de AT).

Completemos ahora la prueba de (1), esto es, probemos que el radio espectral p(A) de A
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es igual a A(A). Para esto, definimos Ay sucesién de matrices con entradas estrictamente
positivas que converge a A (por ejemplo, se puede tomar Ay = A + %I , con I la matriz
con unos en todas sus entradas). Como el radio espectral es una funcién continua, se tiene
que p(Ayx) — p(A) cuando N — oco. Ademds, p(Ayx) = A(An) para todo N por (2). Luego
p(A) es un autovalor de A, y existe un autovector de A con entradas no negativas para este
autovalor. Esto implica que p(A4) = A(A), por lo que vale (1).

Asumamos ahora que A tiene un autovector y con entradas estrictamente positivas y autovalor
. Entonces

pye = yAe = Aye,

lo cual implica p = ), pues ye # 0. Entonces (3) se cumple (para la matriz AT), ya que por
(1), A(A4) = M(AT).
]

Utilizaremos el Teorema de Frobenius-Perron para definir la dimensién de Frobenius-
Perron de los objetos en un anillo transitivo. Sea A un Z,-anillo con base I.

Definicién 1.5.8. Decimos que A es transitivo si para todos X, Z € [ existen Y1,Ys € [ tales
que XY y XY5 contienen a Z con coeficiente no nulo.

Sea A un Z,-anillo transitivo unitario de rango finito. Definimos el morfismo de grupos
FPdim : A — C de la siguiente manera. Para X € I, FPdim(X) es el méximo autovalor
real no negativo de la matriz de multiplicacién a izquierda por X. Este morfismo esta bien
definido gracias al teorema de Frobenius-Perron, pues esta matriz tiene entradas no negativas.
Extendemos FPdim de la base I a todo A linealmente.

La funciéon FPdim : A — C recibe el nombre de dimension de Frobenius-Perron.

A continuacion daremos algunas propiedades ttiles de esta dimensién.
Proposicién 1.5.9. Sea X € 1.

1. El nimero a = FPdim(X) es un entero algebraico, y para todo conjugado o de o se
tiene a > |o/|.

2. FPdim(X) > 1.

Demostracién. (1) Notemos que « es un autovalor de la matriz entera Nx de multiplicacién
por X, por lo que es un entero algebraico. El niimero o’ es una raiz del polinomio caracteristico
de Nx, por lo que también es un autovalor de Nx. Luego, por el Teorema de Frobenius-Perron
resulta o > |o/|.

(2) Sea r el nimero de conjugados de «. Entonces o > |N(«)|, donde N () es la norma de

a. Esto implica el enunciado dado que |[N(«)| > 1. O]

Se sigue que las dimensiones de Frobenius-Peron de todos los elementos de A son enteros
algebraicos.

Proposiciéon 1.5.10. La funcion FPdim : A — C es un morfismo de anillos.

Demostracion. Consideremos la matriz M de multiplicacién a izquierda por Y. X en A con
Xel
base I. Por transitividad, esta matriz tiene entradas estrictamente positivas. Luego por el

Teorema de Frobenius-Perron parte (2), M tiene un tnico autovector R con autovalor A(M).
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Maés atn, este autovector puede ser normalizado para tener entradas estrictamente positivas.
Por otro lado, como X R también es un autovector de M con autovalor A(M), y R es tnico,
tenemos que X R = d(X)R, para alguna funcién d : A — C. Claramente, dicha funcién d es
un caracter de A.

Luego, si dado X € I consideramos Lx matriz de multiplicacién a izquierda por X, tenemos
que R es autovector de Lx con autovalor d(X). Como la matriz Lx tiene entradas no negativas
y R tiene entradas estrictamente positivas, la parte (3) del Teorema de Frobenius-Perron
implica que d(X) = A(Lx) = FPdim(X).

Se sigue que FPdim = d, y luego FPdim es morfismo de anillos. O

Proposicion 1.5.11. El morfismo FPdim es el inico caracter de A con valores no negativos
en I, y estos valores resultan estrictamente positivos.

Demostracion. Si x es otro caracter de A con valores no negativos en I, entonces el vector
con entradas x(Y),Y € I, es un autovector de la matriz M de multiplicacién a izquierda
por Y. X. Por transitividad de A, la matriz M tiene entradas positivas. Luego, el Teorema

Xel
de Frobenius-Perron establece que existe un nimero positivo A tal que x(Y) = AFPdim(Y').
Como x es un caracter, resulta A = 1. O

Otra propiedad importante de la dimensiéon de Frobenius-Perron es la siguiente.

Proposicién 1.5.12 ([EGNO, Proposition 3.3.9]). Sea % : I — I una biyeccion, que se
extiende a un anti-automorfismo de A. Entonces FPdim es invariante por *. O

Corolario 1.5.13. Sea A un anillo de fusion y sea X un elemento de la base de A. Si
FPdim(X) =1 entonces XX* = X*X = 1.

Demostracion. Basta probar que X X* = 1, pues luego X*X = (XX*)* = 1* = 1. Por la
Proposicion 1.5.5 se sigue que el 1 aparece en la descomposicién de X X* con multiplicidad

uno. Es decir, tenemos XX* =1+ > ayY, con ay > 0. Como FPdim es un morfismo
Yel,Y#1
de anillos invariante por * se cumplen las igualdades

FPdim(X X*) = FPdim(X) FPdim(X*) = FPdim(X)? = 1.

Luego, como la Proposicién 1.5.9 nos dice que FPdim(Y) > 1, para todo Y en la base, resulta
ay =0paratodoY #1y XX*=1. O

Definicion 1.5.14. La dimension de Frobenius-Perron de A es el nimero

FPdim(A) = Y FPdim(X)?.
Xel

Proposiciéon 1.5.15. Sean A1, Ay Z, -anillos transitivos unitarios de rango finito con bases
I, 1. S f 1 Ay — Ay es una transformacion lineal cuya matriz en las bases 11, Iy tiene
entradas no negativas, entonces f preserva dimensiones de Frobenius-Perron.

Demostracion. La funcién X — FPdim(f(X)) es un caracter de A con valores no negativos
en la base. Por la Proposicién 1.5.11, FPdim(f(X)) = FPdim(X) para todo X € I. O




CAPITULO 1. CATEGORIAS TENSORIALES 34

1.6 Categorias tensoriales

En esta secciéon asumiremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero.

Definicién 1.6.1. Una categoria tensorial es una categoria abeliana k-lineal localmente finita
monoidal rigida tal que el bifuntor ® : C x C — C es bilineal en los morfismos y el objeto
unidad 1 es simple.

Notemos que en el caso de una categoria tensorial, como el objeto unidad 1 es simple, por
la Proposicién 1.2.26 se cumple Ende (1) ~ k.

A continuaciéon mencionaremos algunos ejemplos de categorias tensoriales.

Ejemplo 1.6.2. 1. La categoria Vec de k-espacios vectoriales de dimensién finita es una
categoria tensorial.

2. La categoria Vec§, de k-espacios vectoriales de dimensién finita G-graduados con aso-
ciatividad dada por un 3-cocliclo w es una categoria tensorial.

3. La categoria Rep G de representaciones de dimensién finita de un grupo G sobre k es
una categoria tensorial.

Definicion 1.6.3. Sean C y D dos categorias tensoriales y F': C — D un funtor fiel y exacto.
Diremos que F' es un funtor cuasi-tensorial si F(1¢) = 1p, y estd munido de un isomorfismo
natural J : @p o (F' X F) = F o ®c.

Un funtor cuasi-tensorial se dice funtor tensorial si (F,J) es un funtor monoidal.

Sea C una categoria tensorial. Denotamos por X;, ¢ € I, a los representantes de las clases
de isomorfismo de objetos simples en C. Recordemos que dado X un objeto en C denotamos
por [X : X;] a la multiplicidad de X; en la serie de Jordan-Hélder de X. El producto tensorial
de C induce una multiplicacién en Gr(C) definida por la férmula

XiX; = [X; @ Xj] =) [X; ® X : X3] X (1.26)
kel

La multiplicacion definida de esta manera en Gr(C) es asociativa (ver [EGNO, Lemma 4.5.1]).
Luego, Gr(C) es un Z.-anillo con base {[X;]}ier y unidad [1], llamado anillo de Grothendieck
de C. La férmula (1.26) recibe el nombre de reglas de fusion de C.

Proposiciéon 1.6.4. Si C es una categoria tensorial, el anillo de Grothendieck Gr(C) es un
Zy -anillo unitario transitivo.

Demostracion. Observemos primero que como C es una categoria tensorial, el objeto unidad
1 es simple, por lo que Gr(C) es un anillo unitario.

Veamos que Gr(C) es transitivo, es decir, veamos que para todo par X, Z € [ existen Y7,Ys € T
tales que X ® Y1 v X ® Y5 contienen a Z con coeficiente no nulo. Sean X, Z objetos simples
en C. Como la categoria es rigida, considerando el morfismo coevy : 1 — X ® X*, resulta que
el 1 aparece en la descomposiciéon de X ® X* con coeficiente no nulo. Luego Z aparece en la
descomposiciéon de X ® X* ® Z con coeficiente no nulo.
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Podemos escribir a X* ® Z como X* ® Z = > ayY, donde ay = [X* ® Z : Y]. Al hacer
Yel
producto tensorial con X obtenemos

XoX'0Z=X®)Y) ayY =) ayX®Y.
Yel Yel

Como Z aparece en esta descomposicién con coeficiente no nulo, debe existir un objeto simple
Y1 en la descomposicion de X* ® Z tal que Z es un sumando en X ® Y. Andlogamente, el
objeto Z ® X* ® X tiene a Z como uno de sus factores, por lo que tenemos un objeto simple
Y5 que aparece en la descomposicion de Z ® X* tal que Z es un factor en la descomposicion
de Y2 ® X. Luego, Gr(C) es transitivo. O

Observacion 1.6.5. Todo funtor cuasi-tensorial F' : C — D determina un morfismo de Z_ -
anillos unitarios Gr(F') : Gr(C) — Gr(D). Mas auin, si las categorias C y D tienen una
cantidad finita de clases de objetos simples, F' preserva las dimensiones de Frobenius-Perron.
Es decir, FPdimp(F (X)) = FPdim¢(X) para todo X en C. Esto se sigue de la Proposicién
1.5.15.

Sean C y D categorias abelianas localmente finitas sobre un cuerpo k. El producto tensorial
de Deligne CIX D es una categoria abeliana k-lineal munida de un funtor exacto a derecha en
ambas variables

X:CxD—CKD,
(X,Y)— XY,

tal que dado cualquier otro funtor F' : C x D — A exacto a derecha en ambas variables, donde
A es una categorfa abeliana k-lineal, existe un tinico funtor exacto a derecha F :CXD — A
tal que FoX = F.

Por [EGNO, Proposition 1.11.2] sabemos que el producto de Deligne existe y es una categoria
abeliana localmente finita. Ademas, el producto de Deligne entre dos categorias abelianas
k-lineales localmente finitas es dnico salvo una tunica equivalencia. Mas adn, por [EGNO,
Proposition 4.6.1], si C y D son categorias tensoriales, entonces el producto de Deligne C XD
también es una categoria tensorial.




2 Categorias de fusion

En este capitulo introduciremos una clase particular de categorias tensoriales: las catego-
rias de fusién. Las categorias tensoriales pueden ser divididas en dos tipos: las semisimples y
las no semisimples. Dentro de las categorias tensoriales semisimples se encuentran las catego-
rias de fusién, que han cobrado gran interés en los tltimos anos. A lo largo de este capitulo
trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado y de caracteristica cero.

2.1 Categorias de fusion

Definicion 2.1.1. Una categoria de fusion sobre k es una categoria tensorial semisimple con
una cantidad finita de clases de isomorfismos de objetos simples.

Ejemplo 2.1.2. 1. Sea GG un grupo finito. La categoria Rep G es una categoria de fusién.
Efectivamente, los objetos simples son las representaciones irreducibles, de las cuales hay
una catidad finita (tantas como clases de conjugacién tenga G), y toda representacion
puede escribese como suma de irreducibles.

2. Dado G un grupo finito, la categoria Vec¢ de k-espacios vectoriales G graduados de
dimensién finita con asociatividad dada por el 3-cociclo w es de fusién, con simples d,
para todo g € G.

Tenemos las siguientes propiedades ttiles para los duales de objetos en una categoria de
fusién.

Proposicion 2.1.3. Sea X un objeto simple en una categoria de fusion C. Entonces su dual
a izquierda X* también es simple.

Demostracion. Sea X un objeto simple en la categoria C. Por las Proposiciones 1.3.23 y 1.2.26
se cumple que

Home (X™, X*) ~ Home(X* ® X,1) ~ Home (X, X ® 1) ~ Home (X, X) ~ k.

Por otro lado, como C es semisimple, podemos descomponer a X* en suma de simples de la
forma X* = Y [X*:Y]Y. Reemplazando X* por esta descomposicién en Home(X™*, X*)
YeO(C
resulta ©
Home (X*, X*) = Z Home (Y, Z)[X*:Y][X*;Z] _ Z k[X*:Y},
Y,ZeO(C) Yeo(C)
donde la tdltima igualdad vale por el Lema de Schur.
De estas dos ecuaciones obtenemos que

k ~ Home(X*, X*) =~ > kX
YeO(C)

Por lo tanto, en la descomposicion de X* aparece un sélo simple con multiplicidad uno. Es
decir, X* es simple.
O

36
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Proposicion 2.1.4. Sea C una categoria de fusion sobre k y sea X un objeto en C. Entonces
su dual a izquierda y su dual a derecha son isomorfos. Es decir, *X ~ X*. Se sigue que
X ~ X,

Demostracion. Podemos asumir que X es un objeto simple.

Sea Y un objeto simple tal que Home (1, X ® Y) # 0. Sabemos por la Proposicién 1.3.23 que
Home (1, X®Y) ~ Home (*Y, X). Por el Lema de Schur, este tltimo es distinto de cero si y s6lo
si*Y ~ X, ie., Y ~ X* Similarmente, el inico objeto simple Y tal que Hom¢(X ® Y, 1) # 0
es " X.

Como C es semisimple, dimy(Home(1,X ® Y)) = dimyx(Home(X ® Y, 1)), lo cual implica
X~ XE O

Sea D una subcategoria tensorial de una categoria de fusion C. Decimos que D es una
subcategoria de fusion de C si para todo objeto X en C isomorfo a un sumando directo de un
objeto en D se tiene que X € D.

Toda subcategoria de fusiéon es necesariamente rigida, por lo cual es una categoria de
fusién en si misma.

Definiciéon 2.1.5. La subcategoria de fusién generada por una colecciéon x de objetos de C
es la menor subcategoria de fusién que contiene a y, y la denotaremos C[x].

Diremos que un objeto X en la categoria es fiel si genera a toda la categoria de fusion C,
es decir C[X]| =C.

Dada C una categoria de fusiéon, un ejemplo distinguido de subcategoria de fusion es la
subcategoria adjunta Cuq. Dicha subcategoria estd generada por los objetos X ® X™*, donde X
recorre los objetos simples.

Ejemplo 2.1.6. Dado G un grupo finito y w : G X G x G — k un 3-cociclo de G, consideremos
la categoria C = Vec¢. En este caso C,q =Vec. En efecto, los simples en Vecg, estan dados
por

k sih=yg,
(6g)h - .
0 sih#g.

para cada g € G,y (Jg)% = dg-1. Luego d; ® (64)" = d3 ® §5—1 = §4g-1 = Je, con e el elemento
identidad de G. Por lo tanto Cuq es la categoria generada por d., que es exactamente Vec.

2.1.1 Anillo de Grothendieck

En esta subseccién discutiremos algunas propiedades especiales que retine el anillo de
Grothendieck cuando C es una categoria de fusion.

De ahora en maés, asumiremos que C denota una categoria de fusién. Denotaremos por
O(C) al conjunto de clases de isomorfismos de objetos simples de la categoria C, y si X es un
objeto simple diremos que X € O(C), abusando de la notacion.

Proposicién 2.1.7. El anillo de Grothendieck Gr(C) es un anillo de fusion transitivo.

Demostracion. Como C es tensorial, por lo visto en la seccién 1.6, su anillo de Grothendieck es
un Z4-anillo unitario transitivo con base dada por los elementos simples (en este caso finita)
y unidad el elemento 1.
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La involucién * es la accién de tomar dual. En primer lugar, si X € O(C), entonces X* € O(C)
por la Proposicién 2.1.3. Por otro lado, por Observacion 1.3.18, para todo par de objetos
X,)YenC, (X®Y)" =Y*® X* Ademés dados X,Y simples, X ® Y contiene al 1 en su
descomposicién si y sélo si Y ~ X*. O

Como la categoria C es de fusion, tenemos O(C) = { X, }ier con [ finito. Digamos que 0 € 1
y Xo = 1. Notemos que, dados X;, X; € O(C), como consecuencia de la Proposicién 1.2.26
tenemos que

K sii—i
Hom(X;, X;) =4~ '~ (2.1)
0 sii#j,
Todo X € Gr(C) se descompone como suma de objetos simples de la forma X = Y [X

i€l
X;]X;, donde [X : X;] es la multiplicidad de X; en X. Luego, para cada X; € O(C), usando
la ecuacién (2.1) resulta

Hom(X;,X) =Y Hom(X;, X;)+¥il = kX1,
i€l

por lo que [X : X;] = dim Hom(X}, X). Es decir, la multiplicidad de cada objeto simple X
en la descomposicion de X es igual a la dimensién de Hom(X;, X).
Se sigue de la Proposicion 1.3.23 que las siguientes relaciones se satisfacen para todo
X, Y. Z e,
YoZ:X|=ZX"Y]=[X®ZY] (2.2)

Dados 4,7,k € I denotaremos por Nikj = dim Hom(X}, X; ® X;). Notemos que los ni-

meros Nikj son enteros no negativos para todo i, j,k € I. Dados X;, X; objetos simples, la
descomposicion de X; ® X; en suma de simples podemos escribirla como

Xi®X; =Y NiX,
kel

Definiciéon 2.1.8. Llamaremos a las constantes {Nzlz}i,j,kel reglas de fusion del anillo de
fusién Gr(C).

Considerando la involucién * inducida por la rigidez de C (ver Proposicién 2.1.7) y la

ecuacion (2.2) tenemos que se satisfacen las siguientes igualdades,

k _ J* _ aATk* 0
NE = Nij. = Ni. =N, =NE. N =

5ije (2.3)

Ejemplo 2.1.9. Consideremos el grupo G = Ay < Sy y calculemos las reglas de fusion de
Rep G, la categoria de representaciones de G sobre C.
En este caso, los elementos simples de la categoria son las representaciones irreducibles. Hay
tantas representaciones irreducibles como clases de conjugacion tenga A4. Luego, hay 4 repre-
sentaciones irreducibles, que denotaremos por ¢, p1, p2, 0, donde € es la representacion trivial
y o la representacién estandar de Sy restringida a A4. La tabla de caracteres de A4 estd dada
por
|01 | Ouzsy | Onas | Ogan

e | 1 1 1 1

p1| 1
p2 | 1 1 w? w

3 -1 0 0

1 w w?
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donde w es una raiz cibica de la unidad.

Claramente, eQe =€,eRp; = p1, QP2 = P2, €RT =0, p1 QP2 = €, p1 R p1 = P2, P2 R P2 =
p1,p1 Qo = o,p2 ® o = 0. Luego, solo queda calcular ¢ ® o. Para esto, recordamos que el
producto interno entre dos representaciones complejas esta dado por

<a,f>= |é| Z a(9)B(g).

geG

En este caso, el producto interno entre representaciones resulta
<o®oe>=1, <o®o,p1>=1 <o®o,p>=1 <o®o,0>=2.

Por lo tanto 0 @ 0 = € & p1 b p2 B 20.

2.1.2 Dimensién de Frobenius-Perron

En esta subseccién usaremos los resultados obtenidos en la seccién 1.5.1 para definir un
invariante importante en categorias de fusién, la dimensién de Frobenius-Perron, que sera
muy util a lo largo de este trabajo. En particular, la dimensiéon de Frobenius-Perron de una
categorfa permitird reconocer ciertas propiedades, como nilpotencia (ver Teorema 2.6.7) y
solubilidad (ver Teorema 2.6.14).

Sea X un objeto de una categoria de fusién C. La dimension de Frobenius-Perron de X, la
cual denotaremos FPdim(X), es la dimensién de Frobenius-Perron de la clase de isomorfismo
[X] en el anillo de fusién Gr(C).
Definimos la dimensién de Frobenius-Perron de la categorfa C como FPdim(C) = Y. FPdim(X)2.
XeOo(C)
Observacion 2.1.10. Notemos que la Proposicién 1.5.9 establece que FPdim(X) es un nimero
real mayor o igual que uno para todo X € C. Mas atn, FPdim(X) es un entero algebraico
para todo X € C.

Definicién 2.1.11. A los ntimeros reales positivos FPdim(X), con X € O(C), los llamaremos
los grados irreducibles de C.

Denotaremos al conjunto de grados irreducibles de C como c.d.(C) = {FPdim X/X €
o)}

Definicion 2.1.12. Sea C una categoria de fusion.

» C se dice integra si c.d.(C) C N. Es decir, si todos los objetos simples de la catego-
ria tienen dimensién de Frobenius-Perron un nimero entero positivo. En este caso la
dimension de Frobenius-Perron de C es también un nimero entero positivo.

» C se dice débilmente integra si la dimensién de Frobenius-Perron de C es un nimero
entero positivo.

Proposicién 2.1.13. [EGNO, Proposition 9.6.9] Sea C una categoria de fusion débilmente
integra. Entonces FPdim(X) = \/nx para algin nx € Z, para todo X € C.




CAPITULO 2. CATEGORIAS DE FUSION 40

Ejemplo 2.1.14. Sea C = Rep G la categoria de representaciones de dimension finita de un
grupo finito G sobre k. Denotemos por kGG a la representacién regular de G. Por la Proposicién
1.3.23, para X,Y € C, tenemos las igualdades

dimyx Home(X ® kG,Y') = dimg Home (kG, X™* ® V) = dimg (X)) dimg (V).

Luego, X @ kG = > [X kG :Y]Y = dimk(X) Y dimk(Y)Y = dimg(X)kG,
YeO(C) YeO(C)
por lo que FPdim(X) = dimy(X). Es decir, la dimensién de Frobenius-Perron de una re-
presentacién coincide con su dimension. En particular, esto nos dice que la categoria C es
integra.

Ejemplo 2.1.15 (Categorias de Tambara-Yamagami). Un ejemplo importante de categorias
de fusion son las llamadas categorias de Tambara-Yamagami, las cuales definiremos a conti-
nuacion.

Consideremos los siguientes datos:

= Un grupo abeliano finito G con identidad e.

= Un bicaracter x : G — G simétrico no degenerado. Es decir, tal que para todo a,b € G
tenemos x(a,b) = x(b,a), x(ab,c) = x(a,c)x(b,c), y la aplicacién inducida f : G —
Hom(G, k™), f(a)(b) = x(a,b), es un isomorfismo.

= Un elemento 7 € k tal que |G|7% = 1.

Definimos la categoria de Tambara-Yamagami 7Y = T Y(G, x, T) como la categoria semisim-
ple cuyas clases de isomorfismo de objetos simples estdn dados por {g}seq U X, con X ¢ G.
Los morfismos estdn determinados por Hom(s,t) = 5.k para s,t € O(T)). El morfismo
identidad s — s es el elemento 1 € k. El objeto indentidad es 1 = e, y las reglas de fusién
estan dadas por:

gOh=gh, X@X=) g g9X=X=X®g, (2.4)
geG

para todos g, h € G.
Los duales de cada g € G estdn dados por ¢* = g~ !, y X* = X. De esta forma, la categoria
de Tambara-Yamagami es una categoria de fusion.

Veamos que FPdim g = 1 para todo g € G. Supongamos G = {g1, ..., gn }, y consideremos
una base ordenada 8 = {g1, .., gn, X} del anillo de Grothendieck de C. Si Ly, es la matriz de
multiplicacién a izquierda por g; en la base 3, tenemos que Ly, g; = ¢;9; v Ly, X = g; X = X.
Luego L, es una permutacion de la matriz identidad para cada ¢. Por lo tanto FPdim(g;) = 1
para todo i =1, ..., n.

Por otro lado, tomando FPdim a ambos lados en la ecuacion X ® X = > g, resulta que
geG

FPdim(X) = /]G] = 7~ . Calculemos ahora la dimensién de la categoria 7Y . Tenemos la
ecuacion
FPdim 7Y = Y FPdim(g)* + FPdim(X)* = |G| + |G| = 2/G|.
geCG
Luego, la categoria de Tambara-Yamagami T) es débilmente integra, y es integra si y s6lo
si /|G| es un nimero entero.
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2.2 El grupo de objetos invertibles

En esta seccion definiremos una clase distinguida de objetos simples, los objetos inverti-
bles, y trataremos algunas de sus propiedades. Conocer los objetos invertibles en una categoria
puede ser de gran utilidad. En este trabajo lo usaremos fuertemente en el capitulo 6.

Un objeto X en C se dice invertible si los morfismos evaluacion evy : X*®@ X — 1
y coevaluacion coevy : 1 — X ® X* de X son isomorfismos. Usaremos esta nocién para
asociarle a cada categoria de fusion una subcategoria de fusién que tiene una estructura
particularmente sencilla.

Ejemplo 2.2.1. » Los objetos d, en Vecg, son invertibles.

= En la categoria Rep G, los objetos invertibles son exactamente las representaciones uni-
dimensionales.

A continuacién daremos una manera de determinar si un objeto es invertible mediante su
dimension de Frobenius-Perron.

Proposicion 2.2.2. Un objeto g € C es invertible si y solo si FPdim g = 1.

Demostracion. Si g es invertible entonces 1 = FPdim(1) = FPdim(g ® ¢g*) = FPdim(g)?, y
como FPdim(g) es un niimero real positivo resulta igual a 1.

Reciprocamente, supongamos que FPdim g = 1. Por Proposicién 1.5.5 el objeto 1 tiene mul-
tiplicidad uno en g ® g*. Luego, tenemos la ecuacién

geg =1+ > [gog": X]X.
Xeo(C)
X#1

Tomando FPdim a ambos lados resulta

1=FPdim(g®g*) =1+ Z [¢®g" : X]FPdim(X).
Xeo(C)
X#1
Sabemos que FPdim(X) es un nimero real positivo, para todo X € O(C). Luego debe cum-
plirse que [g ® ¢*, X| = 0 para todo X € O(C), X # 1. Por lo tanto g ® ¢* ~ 1. O

Corolario 2.2.3. Dado X un objeto invertible su dual X* es invertible.

Demostracion. Como X es invertible el morfismo evaluacién evy : X* ® X — 1 es un iso-
morfismo. Es decir, X* ® X ~ 1. Tomando dimensién de Frobenius-Perron a ambos lados y
usando que FPdim(X) = 1 por la Proposicién 2.2.2, resulta que FPdim(X*) = 1. Aplicando
nuevamente la Proposicion 2.2.2, X* es invertible. O

Corolario 2.2.4. 1. Si g es invertible entonces g € O(C).
2. Si g y h son invertibles, entonces g ® h también.

Demostracion. (1) Si g es invertible, por proposicién anterior FPdim g = 1. Tomando FPdim

a ambos ladosen g = Y. [g: X]X, resulta g ~ X para algun X € O(C).
XeO(C)
(2) Se sigue de que la dimensién de Frobenius-Perron es multiplicativa. O
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Consideremos el conjunto G(C) C Gr(C) de clases de isomorfismo de objetos invertibles de
C. Notemos que por los resultados obtenidos en esta seccién G(C) tiene estructura de grupo,
con producto dado por ® y elemento identidad 1.

Definicion 2.2.5. Diremos que una categoria de fusién es punteada si todos sus objetos
simples son invertibles.

Denotaremos por Cp a la subcategoria de fusién de C generada por los objetos invertibles
de C. Esta categoria es la subcategoria punteada maximal de C y la llamaremos la subcategoria
punteada.

En particular, C es punteada si y s6lo si C = Cpy.

Ejemplo 2.2.6. Dados G un grupo finito y w un 3-cociclo de G, la categoria Vec¢; es una
categoria de fusién punteada. En efecto, sus elementos simples son d4, g en G,y 64 ® 04+ >~ 1
para todo g en G.

Puede verse que toda categoria de fusiéon punteada es equivalente a una categoria del tipo
Vecg, para algin grupo finito G’y 3-cociclo w.

Una clase importante de categorias de fusién fuertemente relacionada con la de categorias
punteadas es la de categorias de tipo grupo, que definiremos a continuacién.

Definicion 2.2.7. Dos categorias de fusion C y D se dicen Morita equivalentes si sus centros
de Drinfeld Z(C) y Z(D) son equivalentes como categorias tensoriales trenzadas.

Definicion 2.2.8. Una categoria de fusion se dice de tipo grupo si es Morita equivalente a
una categoria de fusiéon punteada.

Esto es, una categoria de fusién C se dice de tipo grupo si existen G un grupo finito y w
un 3-cociclo de G tal que su centro de Drinfeld Z(C) es equivalente al centro de Vecg como
categoria de fusién trenzada.

En particular, las categorias de tipo grupo son integras (ver [EGNO, Remark 9.7.7]).

Definicién 2.2.9. Dado X € O(C), definimos el subgrupo G[X] ={g € G(C)/g® X = X }.
Es decir, G[X] es el estabilizador de X por multiplicacién a izquierda por objetos invertibles.

Proposiciéon 2.2.10. En el contexto anterior, se cumplen las igualdades
GIX]={9€d(C)/[X®X":g] >0} ={g€G(C)/[X @ X" :g] =1}, (2.5)
para todo X € O¢.

Demostracion. Si g € G[X], entonces por la ecuacién (2.2) tenemos las igualdades [X ® X* :
gl=[¢g® X : X]=[X:X] =1, lo cual prueba la primera inclusién.

Por otro lado, si 0 < [X ® X* : g] = dim Hom(g, X ® X*), tenemos un morfismo no nulo de
g — X ® X*. Luego, dado un objeto simple Y que aparezca en la descomposiciéon de g @ X,
podemos construir un morfismo no nulo

Y 590X 2 XX X —>X®1l~X.

Como X,Y son simples, esto implica que Y = X. Por lo tanto, g ® X = [g® X : X]X =
[X ® X*: g]X. Tomando FPdim a ambos lados, resulta [X @ X*:g]=1yge X =X. O
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Corolario 2.2.11. Sea X € O(C). En el anillo de Grothendieck Gr(C) se cumple

X@X'= Y g+ Y [XoX Y.

9eG[X] FPdim Y >1
Yeo(C)
Demostracion. Se sigue del Corolario 2.2.4 y la Proposicién 2.2.10. 0
2.3 Graduacién por grupos

En esta seccién introducimos la nocién de graduacién por un grupo finito en el contexto
de categorias de fusién, que utilizaremos recurrentemente. Es una herramienta que permite
dar nuevos ejemplos a partir de categorias de fusién conocidas. En particular, para nosotros
sera crucial en el capitulo 6 cuando nos adentremos en el estudio de propiedades de tipo grupo
para ciertas categorias modulares.

Mencionaremos también algunas de las propiedades béasicas de esta construccién, para lo cual
seguiremos [GN].

Definicion 2.3.1. Sea G un grupo finito. Una G-graduacién de una categoria de fusién C es
una descomposicién
c=Pc,,

geG

donde cada componente C; C C es una subcategoria abeliana plena de C, con la propiedad de
que el producto tensorial ® : C x C — C mapea Cy @ C, — Cgp,.

Una G-graduacién se dice fiel si Cy; # 0 para todo g € G. En este caso, decimos que C es
una G-extension de C.. Una G-graduacién es trivial si Ce = C.

Observacion 2.3.2. La componente C. es una subcategoria de fusién de C. En efecto, 1 € C,
y es cerrada por productos tensoriales y duales.

Observacion 2.3.3. Dada una G-graduacién fiel de C, se cumple que todas las componen-
tes de la graduacion tienen la misma dimensién de Frobenius-Perron. Es decir, FPdimC, =
FPdim C., para todo g € G. Luego, la dimensién de la categoria cumple FPdim C = |G| FPdim C,.
(Ver [DGNO1, Corollary 4.28]).

Gelaky y Nikshych probaron en [GN] que para toda categoria de fusién C existe una
graduacion fiel canénica C = & C,. Esta graduacion es llamada graduacion universal, y el
gel(C)
grupo U(C) es denominado el grupo de graduacion universal de C. La componente trivial de
la graduacién universal es la subcategoria adjunta de C, es decir, C. = Cyyq.
Si el anillo de Grothendieck de C es conmutativo (por ejemplo, esto ocurre cuando la
categoria C es trenzada) entonces U(C) es un grupo abeliano.

Ejemplo 2.3.4. Sea C = TY(G, x, T) una categoria de Tambara-Yamagami. Veamos que C
admite una Zo-graduacion.
Por definicién Cnq es la subcategoria de fusién generada por {g ® g*}gec U {X ® X*}. Esto

es, generada por {e, @ g}. Observemos que como C,q es una subcategoria de fusién de C y
geCG
contiene a € g, entonces g € Cyq para todo g € GG. Luego, podemos escribir
geG

C = Coq & C[X],
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donde C[X] es la categoria abeliana generada por X. Esta es una Zs-graduaciéon para C. En
efecto, si denotamos Cy = Coq, C1 = C[X], entonces:

1. Como g ® X = X para todo g € G, tenemos Cy ® C; = Cy;

2. Como X ® X = @ g, tenemos C; ® C; = Cy ;
geG

3. Como g ® h = gh para todo g, h € G, tenemos Cy ® Cy = Cy.

2.4 Equivariantizacién por grupos

En esta seccién trataremos la nocién de equivariantizacion de una categoria por un grupo.
Es otra herramienta que permite dar nuevos ejemplos a partir de categorias conocidas. Men-
cionaremos también la relacion entre las dimensiones de Frobenius-Perron de la categoria y
su equivariantizaciéon por un grupo.

Sea C una categoria tensorial sobre k. Denotemos por Autg(C) a la categoria monoidal con
objetos las autoequivalencias de C, morfismos los isomorfismos naturales de funtores, producto
tensorial dado por la composicién de funtores, y objeto unidad el funtor identidad Idc.

Sea G un grupo, y consideremos G la categoria monoidal estricta cuyos objetos son los
elementos de G, los morfismos son las identidades, y el producto tensorial estd dado por la
multiplicacién en G.

Definicion 2.4.1. Una accion de G en la categoria C es un funtor monoidal
T:G — Autg(C).
Esto es equivalente a contar con los siguientes datos:
1. Para cada g € G, un funtor tensorial T, : C — C;
2. Para g, h € G, un isomorfismo monoidal J, 5, : TyT), = Typ;
3. Un isomorfismo monoidal u : Ide = T;

tales que los siguientes diagramas son conmutativos

JonTh
T,T) T, “25 T, T T, s T,T.
Tth,kl lg]gh,k UTQ\L \ L}me (2.6)
ToThe —— Tyhks TeTy —— Ty,
g,hk Je,g

para todo g, h, k € G.

Notemos ademds que dado g € G, T, : C — C es un funtor tensorial que viene acompainado
de un isomorfismo Tg :1 — T,(1) y un isomorfismo natural ng 1 @0 (Ty xTy) = Tyo®.
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Ejemplo 2.4.2. En la categoria C = Vecg de espacios vectoriales graduados por un grupo
G tenemos la accién dada por la conjugacién. De hecho, definimos un funtor monoidal T :
G — Aut(C), dado por

Ty :C—C,
@ Vo @ 99~
zeCG zeG
Dado un morfismo f: @ V, - @ W, donde f = @ fy con f, : Vp, — W,, definimos
zeG zeG z€G
Tyf - 69 Vigg-1 = @ Wygg—1 como Tyf = @ fopg—1
zeG zeG

Definicién 2.4.3. Un objeto G-equivariante en C es un par (X, v), donde X es un objeto en
C y v es una familia v = {v, : Ty(X) = X | g € G} de isomorfismos tal que el diagrama

(Th(X)) —, 7(X)

Jy(X) h (2.7)
X

conmuta para todo g, h € G.

Un morfismo G-equivariante f : (X,v) — (Y, w) entre dos objetos G-equivariantes es un
morfismo f: X — Y en la categoria C tal que fvy, = wyf para todo g € G.

Definicién 2.4.4. La G-equivariantizaciéon C% de la categoria C por un grupo G es la categorfa
de objetos y morfismos equivariantes de C. El objeto unidad es (1, {(Tg0 ) 1}geq) v el producto
tensorial de dos objetos G-equivariantes (X,v) y (Y,w) estd dado por (X,v) ® (Y,w) =
(X ®Y,2), con zg = (vy ® wg)((Tg)X,Y)_1~

Si C es una categoria de fusién y G un grupo finito, como k es algebraicamente cerrado de
caracteristica 0, la equivariantizacién C¢ es una categoria de fusién. Ademés, su dimensién
de Frobenius-Perron es FPdim C% = |G| FPdimC.

Ejemplo 2.4.5. Sean G un grupo finito y C = Vec la categoria de espacios vectoriales de
dimension finita sobre k. Consideremos la accién trivial de G en Vec, es decir T : G — C,
donde T, = Id¢ para todo g € G. Veamos que la equivariantizacion C% es la categoria Rep G
de representaciones de dimensién finita de G.

Sea (V,w) un objeto G-equivariante, con wy : V' — V que satisface

1

— 2
—>

=
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para todo g, h € G. Esto es, wy o wy, = wgyy,. Por lo tanto,

p:G— GIV),
g — Wg,

es una representacioén del grupo G. De manera andloga, dada (p, V') una representacion de G,
es un objeto G-equivariante bajo la accion trivial.

2.5 Categorias pseudo-unitarias
., . ; dim(C) . }
En esta seccién consideraremos aquellas categorias que cumplen FPdm(C) — 1, es decir, las
categorias cuyas dimensién cuantica y dimensién de Frobenius-Perron son iguales. Este tipo
de categorias retinen ciertas cualidades que usaremos fuertemente en el capitulo 4.

Definicién 2.5.1. Una categoria de fusién C sobre C se dice pseudo-unitaria si dim(C) =
FPdim(C).

Se puede ver que C es pseudo unitaria si y sélo si d% = FPdim(X)? para todo X € O(C).

Ejemplo 2.5.2. Dado G un grupo finito, la categoria Rep G es una categoria pseudo-unitaria.
En efecto, vimos en Ejemplos 2.1.14 y 3.1.9 que tanto la dimensién de Frobenius-Perron como
la dimensién cuantica de una representacién coinciden con su dimensién.

Recordemos que una categoria de fusion se dice débilmente integra si FPdim(C) € Z, y
se dice integra si FPdim(X) € Z para todo X € C simple. Tenemos los siguientes resultados
utiles.

Proposicién 2.5.3. [EGNO, Proposition 9.6.5] Sea C una categoria de fusion débilmente
integra sobre C. Entonces C es pseudo-unitaria.

Proposicién 2.5.4. [GN, Corollary 3.11] Sea C una categoria de fusion tal que FPdim(C) es

un entero impar. Entonces C es integra.

2.6 Categorias de fusion nilpotentes y solubles

En esta seccién introduciremos los conceptos de categorias nilpotentes y solubles. Recor-
daremos también ciertas condiciones que aseguran la nilpotencia y solubilidad de categorias,
entre ellas, ciertas relaciones con la dimensiéon de Frobenius-Perron. Para una lectura mas
detallada referimos a [GN,ENO1].

Sea G un grupo. Recordemos que G se dice nilpotente si existe una sucesion de subgrupos
de la forma

e} =Grn<9Gr1 924G <Gy =G,

tal que Giy1 =[G4, G] para todo ¢ =0,--- ,n — 1.
Equivalentemente, si consideramos los subgrupos de G definidos recursivamente como

Zy=A{e}, Zipm={reG/[z,yl€Z VyeG},
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G se dice nilpotente si existe n € N tal que Z,, = G.

Llamamos clase de nilpotencia de un grupo nilpotente G al minimo entero para el cual
Zn = G (respectivamente, G,, = {e}).

A continuacién daremos una categorificacién del concepto de nilpotencia para grupos.

Definicién 2.6.1. [GN,ENO1| Una categoria de fusién C se dice nilpotente si existe una
sucesion de categorias de fusiéon

CO = Vec, Cl)' T 7CTL :C7
y una sucesiéon de grupos finitos Gy, ..., G, tales que C; es una G;-extension de C;_1.

Diremos que C es ciclicamente nilpotente si los grupos G; pueden elegirse ciclicos.
Observacion 2.6.2. Si C es una categoria de fusion tal que toda subcategoria de fusiéon no

trivial admite una graduacién no trivial por un grupo finito, entonces C es nilpotente.

Definicion 2.6.3. La serie central ascendente de una categoria de fusién C se define recur-
sivamente, en términos de la subcategoria adjunta, de la siguiente forma:

cO=¢c cV=¢Cy, -, CcM= (C("*l))ad,
para todo entero n > 1.

Una definicién equivalente es la siguiente. Una categoria de fusiéon C es nilpotente si su se-
rie central ascendente converge a la categoria Vec de espacios vectoriales de dimension finita.
Es decir, si existe un entero n para el cual (™) =Vec. El menor n para el cual esto se cumple
se llama la clase de nilpotencia de C.

A continuacién daremos algunos ejemplos de categorias de fusién nilpotentes.

Ejemplo 2.6.4. Dado G un grupo finito y w : G x G x G — k™ un 3-cociclo de G, la categoria
C = Vecy, es siempre nilpotente. En efecto, vimos en Ejemplo 2.1.6 que C,q =Vec. Es decir,
la clase de nilpotencia de Vecg es 1.

Ejemplo 2.6.5. Dado G un grupo finito, Rep G es nilpotente si y s6lo si GG es nilpotente.

Ejemplo 2.6.6. Las categorias de Tambara-Yamagami (ver Ejemplo 2.1.15) son nilpotentes.
Mis atn, vimos que para estas categorias la subcategoria adjunta es punteada, por lo que su
clase de nilpotencia es 2.

Se puede ver que, dado un niimero primo p, todos los p-grupos finitos (es decir, los grupos
de orden una potencia de p) son nilpotentes. Tenemos el siguiente resultado anédlogo para
categorias de fusién.

Teorema 2.6.7. [ENO1, Theorem 8.28] Sea p un nidmero primo. Si C es una categoria de
fusion tal que FPdim(C) = p", entonces C es nilpotente.

Otro resultado 1til es el siguiente.

Teorema 2.6.8. [GN, Theorem 6.10] Sea C una categoria de fusion trenzada. Entonces C es
nilpotente si y sélo su centro de Drinfeld Z(C) es nilpotente.
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Recordemos que una categoria de fusion se dice de tipo grupo si su centro es equivalente
como categoria tensorial al centro de Vec{, para algtin grupo finito G y un 3-cocliclo w. El
Teorema que enunciaremos a continuacion relaciona categorias nilpotentes y de tipo grupo.

Teorema 2.6.9. [DGNO2, Theorem 1.5] Si C es una categoria de fusion integra y nilpotente
entonces es de tipo grupo.

Definicién 2.6.10. [ENO1] Una categoria de fusién C se dice débilmente de tipo grupo si es
Morita equivalente a una categoria de fusién nilpotente.

Proposicién 2.6.11. [ENOL1, Proposition 4.1] La clase de categorias de fusién débilmente de
tipo grupo es cerrada por extensiones y equivariantizaciones, equivalencia Morita, productos
tensoriales, centros de Drinfeld, subcategorias y cocientes de categorias.

Daremos ahora una nocién categérica del concepto de solubilidad para grupos. Recordemos
que un grupo G se dice soluble si existe una sucesién de la forma

G=GOacWag...aca"Va@q, ={e},

donde G = [G(~D GE=D)] para todo i > 1.
Todo grupo abeliano es soluble. Més atn, si un grupo G es nilpotente entonces también
es soluble.

Definicién 2.6.12. [ENO1] Una categoria de fusién C se dice soluble si es Morita equivalente
a una categoria de fusién ciclicamente nilpotente.

Esto es, C es soluble si su centro de Drinfeld Z(C) es equivalente como categoria trenzada
al centro de una categoria ciclicamente nilpotente.

Equivalentemeatente, por [ENO1, Proposition 4.4], la categoria de fusién C es soluble si
existe una sucesién de categorias de fusién Cy = Vec, Cq1,--- ,C,, = C, donde cada C; se obtiene
como una G;-equivariantizacién o una G;-extensién de C;_1, con Gy, --- , G, grupos ciclicos
de orden primo.

A continuacién daremos algunas propiedades de las categorias de fusién nilpotentes y
solubles.

Proposicién 2.6.13. [ENO1, Proposition 4.5]

1. La clase de categorias de fusién solubles es cerrada por extensiones y equivariantizacio-
nes por grupos solubles, equivalencia Morita, productos tensoriales, centros de Drinfeld,
subcategorias y cocientes de categorias.

2. Dado G un grupo finito y w un 3-cociclo de G, las categorias Rep G y Vecg, son solubles
sty sélo si G es un grupo soluble.

3. Toda categoria de fusion trenzada nilpotente es soluble.

4. Toda categoria de fusion trenzada soluble C # Vec contiene un objeto invertible no
trivial.
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A diferencia del caso de grupos finitos, que una categoria de fusion C sea nilpotente no
implica que sea soluble. Por ejemplo, la categoria Vec{ es nilpotente para todo grupo Gy
3-cociclo w : G x G x G — k*, mientras que es soluble si y sélo si G' es un grupo soluble.

Por otro lado, si tenemos C una categoria de fusiéon trenzada, entonces por la proposicién
anterior C nilpotente implica que C es soluble.

Etingof, Nikshych y Ostrik probaron una versiéon del clasico Teorema de Burnside en el
contexto de las categorias de fusién:

Teorema 2.6.14. [ENO1, Theorem 1.6] Sea C una categoria de fusion. Si la dimensién de
Frobenius-Perron de C es FPdim(C) = p"q¢®, con p y q nimeros primos, y r, s enteros no
negativos, entonces C es soluble.




3 Categorias modulares

En este capitulo introduciremos una clase particular de categorias de fusion, las catego-
rias modulares, las cuales son el principal objeto de estudio de este trabajo. Recordaremos
invariantes importantes de las categorias modulares, como la S-matriz, T-matriz, Indicadores
de Frobenius-Schur y Sumas de Gauss, y estudiaremos sus propiedades.

A lo largo de este capitulo asumiremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado y de
caracteristica cero.

3.1 Dimension Cuantica. Categorias esféricas

Sea C una categoria de fusién. Vimos que en una categoria de fusién todo objeto simple
X es isomorfo a su doble dual X**. Tenemos entonces la siguiente definicién.

Definiciéon 3.1.1. Dado X un objeto en C y un isomorfismo f : X — X** definimos su traza
cudntica (a izquierda) como la composicion

Te(f) : 1 % x @ x* L2 o g xr VX7, (3.1)

Observacion 3.1.2. Por definicion Tr(f) € End¢(1). Como C es una categoria de fusion,
End¢(1) ~ k, por lo cual podemos identificar a la traza de f con un elemento del cuerpo.

A continuacién enunciaremos algunas propiedades de la traza cuantica.
Proposiciéon 3.1.3. Dados f: X — X* yg:Y — Y™ ismorfismos en C, se cumple que:
1. Tr(f @ g) = Te(f) + Tr(g);

2. Tr(f ® g) = Te(f) Tr(g).

Definicion 3.1.4. Una estructura pivotal en C es un isomorfismo de funtores tensoriales
P Id — (=)™

Es decir, una estructura pivotal es una coleccién {1x } xco(c) de isomorfismos naturales
Yvx : X = X** que satisface Yxgy = ¥x ® ¢y, para todo X,Y € C.

Una categoria de fusién munida de una estructura pivotal se dice una categoria de fusion
pivotal.

Definicion 3.1.5. Una categoria pivotal estricta es una categoria pivotal en la cual los iso-
morfismos de asociatividad son identidades, la estructura pivotal v : Id —** es la identidad,
y los isomorfismos naturales asociados X* ® Y* — (Y ® X)* también son identidades.

Ejemplo 3.1.6. Dado G un grupo finito, las categorias Vec, Vecg vy Rep G tienen una es-
tructura pivotal candnica dada por los isomorfismos naturales V' — V** para cada espacio
vectorial V.

50
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Consideremos ahora una categoria de fusién pivotal C, y fijamos una estructura pivotal
dada por ¢Yx : X — X**.

Definicion 3.1.7. Definimos la dimension cudntica de un objeto X € C con respecto a
como

dy := Tr(¢x) € End(1) ~ k.

Luego las dimensiones cuanticas de los objetos de C pueden identificarse con elementos en
k.

Definimos la dimension cudntica de la categoria C como

dimC= Y dydy-.
Xeo(C)

Proposicién 3.1.8. [EGNO, Proposition 4.7.12] La funcién Gr(C) — k que asigna [X] —
dim X es un caracter del grupo de Grothendick Gr(C). O

Una clase especial de categoria de fusion pivotal es la de categorias esféricas. Una categoria
de fusiéon pivotal C se dice esférica si dx = dx~ para todo objeto simple X € C. Notemos que

en este caso resulta que dimC = > (dx)2.
XEO(C)
En toda categoria esférica tenemos la nocién de traza de un endomorfismo f € End(X)
dada por la siguiente composiciéon de funciones,

coevx ev

X ®X* Yxof®id x X @ X*

Te(f) : 1 1. (3.2)

La dimensién de X esta dada por dx = Tr(idx).

Ejemplo 3.1.9. Sea C =Vec la categoria de espacios vectoriales sobre k de dimension finita.
Calculemos la dimensién de V' € C. Dada {vi}i:17.,,,n una base de V', tenemos

Py oid, ®idy * evy
-

kK =V Yy gV* Ve V*

k,
" " n (3.3)
l—— Y000 —— Y v v ——— > 0¥ (vf) = dimg V.

i=1 i=1 i=1

Es decir, la dimensién cuantica de V' es exactamente dimy V.
Esto nos dice también que, dado G un grupo finito y C = Rep G la categoria de representa-
ciones de G sobre k, la dimensién cudntica de una representacién es su dimensién.

Observacion 3.1.10. En una categoria pivotal C las dimensiones cuanticas de los objetos
simples no son necesariamente nimeros reales, por lo que no se cumple en general que
dx = FPdim X para X simple.

3.2 La S-matriz de una categoria pre-modular

En esta seccién definiremos la S-matriz de una categoria pre-modular. La S-matriz es
un invariante destacado en el estudio de categorias modulares, por lo cual dedicaremos esta
seccién y la siguiente a enunciar y demostrar algunas de sus propiedades.
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Definicion 3.2.1. Sea C una categoria de fusién trenzada con trenza o. Un twist en C es un
isomorfismo natural 6 : Ide — Ide tal que

Oxoy = (0x ®Oy) ooy xoox,y, (3.4)

para todo X,Y € C. Un twist se dice una estructura ribbon si ademas (fx)* = fx~ para todo
X, Y eC.

Definicion 3.2.2. Una categoria pre-modular es una categoria de fusién munida de una
estructura ribbon compatible.

Equivalentemente, una categoria pre-modular es una categoria de fusion trenzada equipada
con una estructura esférica [Br|. Esto es, dx = dx+, para todo X simple en C.

Sea C una categoria pre-modular con estructura esférica 1. Denotemos por O(C) al con-
junto de (clases de isomorfismo de) objetos simples en C, y sea N )%Y la multiplicidad de Z en
X ®Y para todo X,Y,Z € O(C).

Sea 6 el twist dado por la estructura ribbon compatible con C. Recordemos que 0x €
End(X) ~ k*, para todo X simple en C. Luego, identificaremos a 6 con una coleccién de
escalares Oy € k*. Denotamos por Tr y dim a la traza y dimensién asociadas a 1) respectiva-
mente, definidas por la ecuacion (3.2).

Definicién 3.2.3. La S-matriz de C estd definida por S := (sxy)x yco(c), donde

sxy = Tr(oy xoxy).
Observacion 3.2.4. La S-matriz de C tiene las siguientes propiedades:
1. Es una matriz simétrica de tamaino n x n, donde n = |O(C)|.
2. Las entradas de la matriz cumplen sx+y+ = sxy, para todo X,Y € O(C).

3. Lafila 1 y, por lo tanto, también la columna 1 de la matriz coinciden con la dimensién
cuantica: sx1 = s1x = dx.

La siguiente ecuacién relaciona las entradas de la S-matriz de C con el twist, las reglas de
fusién y la dimensién de los objetos simples de C. Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacion
de balance, y es de gran utilidad para verificar propiedades en categorias pre-modulares y
modulares.

Proposicién 3.2.5 (Ecuacién de balance). Se cumple que

SXY:H)_(IQ;/I Z N)Z(ygzdz, (3.5)
ZeO(C)

para todo X, Y € O(C).

Demostracién. Como 6 es un twist, se cumple fxgy = (fx ® by ) ooy x ocox,y para todo par
de objetos simples X,Y en C. Aplicando Tr a ambos lados de esta ecuacién e identificando
Ox,0y € k*, obtenemos lo siguiente.

El lado derecho resulta

Tr (9)( X 9y 00Yy,x © UX,Y) = exey TI“(UKX o UX,y) = 9X9ySXy.




CAPITULO 3. CATEGORIAS MODULARES 53

Veamos ahora el lado izquierdo. Tenemos que X ® Y = > N )%YZ . Luego,
ZeO(C)

Tr(0X®y):Tr( Z N)%Yez) = Z N)Z(yTI'(ez): Z N)%YezTr(idz)
ZeO(C) ZeO(C) ZeO(C)

= Y N{ybzdz,
ZeO(C)

usando la aditividad de Tr.
Por lo tanto, Oxfysxy = . N)Z(YHZ dz, y luego se sigue el resultado. O

ZeO(C)
Otro resultado 1til es el siguiente.

Proposicién 3.2.6. [EGNO, Proposition 8.13.10] Los elementos de la S-matriz satisfacen

sxysxz=dx Y. Nyzsxw, X,Y,Z€O(C). (3.6)
Weo(C)

O

Proposicién 3.2.7. Dado X € O(C), el mapa dado por

Y= XYy 0, (3.7)
dx

de(ﬁT;e un morfismo hx : Gr(C) — k. Mds ain, SdX—XY son enteros algebraicos, para todo X,Y €
O(C).

Demostracion. Dados Y, Z € O(C), veamos que hx (Y ® Z) = hx(Y)hx(Z). De hecho, por
la Proposicién 3.2.6, tenemos las igualdades

SxysS$ 1
hx(Y)hx(Z) = % =1 > NYLsxw, ¥
X X weo(e)

T 1
ha(Y ® Z) = r(ay®z(,ixax,Y®Z) _ L Z N s
X X weo(e)

Por otro lado, consideremos la matriz entera Ny = {N%Z} zx y el vector Vx = (sx,z) zeo(c)-
Entonces Sxy

1. SxZ = Z NV sxw = (NySx)z, paratodo Z € O(C),

X Weo(C)

donde la segunda igualdad vale por la Proposicion 3.2.6. Es decir, S‘C{‘—Xy es un autovalor de la
matriz entera Ny, y por lo tanto es un entero algebraico. ]

La Proposicién anterior nos dice que los elementos simples de C dan lugar a caracteres
del anillo de Groethendick Gr(C). En particular, considerando el caso X = 1, tenemos que la
asignacion Y +— dy es un caracter de Gr(C), y sus valores son enteros algebraicos.
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3.3 Categorias modulares

Definicion 3.3.1. Sea C una categoria pre-modular con S-matriz S. C se dice modular si S
es no degenerada.

Recordemos que cuando C es pre-modular (es decir, estd munida de una estructura esférica)
se cumple
dim(C) = > d%,
Xeo(C)

donde consideramos la dimension asociada a la estructura esférica de C.
Definimos la matriz cuadrada C' = {Cxy } x yeo(c), donde

1 st X =YY%
Cxy = . (3.8)
0 siX#Y™

Recordemos que en el caso de una categoria modular, la S-matriz es invertible. La siguiente
Proposiciéon nos brinda una férmula para su inversa.

Proposicién 3.3.2. Sea C una categoria modular y S su S-matriz. Entonces S? = dim(C)C.
FEquivalentemente, la inversa de la S-matriz es S~ = dlm(c){SXY* txy.
Demostracion. Definimos
, 1

S = M{S)Q/*}Xy. (3.9)

Veamos primero que si S5’ = Id entonces S? = dim(C)C. En efecto, en tal caso

dim(C)(CS vy = >, Cuz(S)zv = Cyv+su-v+ = sy=v+ = suv,
zeo(c)

para todos U,V objetos simples en C. Es decir, S = dim(C)CS’, y luego S? = dim(C)C. La
reciproca es analoga.

Probemos entonces que S’ asi definida es la inversa de S. Consideremos los caracteres
hy,hz dados por la Proposicién 3.2.7, donde Y, Z € O(C). Notemos que si hy = hz,

Syw _ Szw
dy dz

d
YW eOQ) = oTZSYW = s;wV W eO().
Y
Es decir, la fila Z de la matriz .S es un miltiplo de la fila Y. Pero como S es no degenerada,
esto sucede si y sélo si Y = Z. Esto nos dice que hy = hy <— Y = Z.
Supongamos Y # Z. Por el Lema 1.5.6, tenemos la igualdad

" Sy xSzx*
= Y Ww(@Oh(X)= 3 T
Xeo(C) xeoe) Y74

Luego,

0= > syxszx-= Y. Sxysxz-.
XeO(C) XeO(C)
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Por lo tanto (SS")yz =0siY # Z.
Falta ver que (S5")y,y = 1, o equivalentemente, > sxysxy+ = dim(C), para todo Y €

XEO(C)
o).
Se siguen de la Proposiciéon 3.2.6 las siguientes igualdades,

Z SXYSXYy* — Z dX Z NYY*SXW = Z NYY* Z dX SXW-

Xeo(C) XeoC) Weo(C Weo(C Xeo(C

Notemos que Y. dxsxw = > dx+sxw =dw Y hw(X)dx~, donde la primera
XEO(C) X€E0(C) XeO(C)
igualdad se debe a que C es esférica.

Por otro lado, dim = Ay si y sblo si W = 1. En efecto, vimos que hy = hy < W =1y

dy = s1y = S(;—: =h1(Y) paratodoY € O(C).

Luego, por el Lema 1.5.6 tenemos la ecuaciéon

> dydxs =dim(C) siW =1,
Xeo(c 0 si W # 1.

Por lo tanto,

> sxysxye= Y, NYY*dW > hW Ydxs = Ny« dim(C) = dim(C).
Xeo(C) Weo(C Xeo(c

Esto nos dice que (SS')yy = 1, y resulta S’ = S~L. O

Notemos que dados Y, Z objetos simples en C, de la Proposicién anterior obtenemos la
férmula

dim(C) siY = Z,
.= 3.10
2 sxvsxz {0 siY # 7. (3.10)

XeO(C)

Gracias a este resultado obtenemos la llamada Formula de Verlinde, que relaciona a la S-
matriz de la categoria C con su dimension y reglas de fusion.

Corolario 3.3.3 (Férmula de Verlinde). Sea C una categoria modular. Dados Y, Z,W € O(C),
se cumple que

yo DXYEXZIXW _ dim(C) Ny (3.11)

Xe0(C) dx

Demostracion. Por la Proposicién 3.2.6, sxysxz =dx >, N{éZSXA. Luego,
A€O(C)

A 2 A B
SXYSXZSXW=* :dX Z NYZSXASWX* :dX Z NYZ Z NAW*SXB-
AeO(C) AeO(C) BeO(C)
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Por lo tanto,

> d—W > oy ¥ Ny S Nvs

Xeo(C) Xeo(C) AeO(C) BeO(C)
AcO(C) BEO(C) Xeo(C)

Por otro lado, vimos en la demostracién anterior que

> sxpdx =

{dim(C) si B=1,
XeOo(C)

0 si B#1.
Combinando esto con la ecuacién anterior obtenemos

S SIS ine) 3 Ny Ny = dim(@NY,
Xeo(c) X A€0(©)

pues N}‘W* =0Aw- O

Para cada Z € O(C), definimos la matriz de fusion Nz como (Nz)xy = N gy, donde
X,Y € O(C). Notemos que Nz es una matriz entera con entradas no negativas. Definimos tam-
bién para cada Z € O(C), la matriz diagonal Dz con entradas (Dz)xy = 0xy SZX, X, Y e
0(C).

Corolario 3.3.4. Dada C una categoria modular con S-matriz S se cumple S™'DzS = Ny,
para todo Z € O(C). O

El Corolario es una reescritura de la férmula de Verlinde, y nos dice que Dy = SNzS~!
para todo Z simple, i.e, conjugar por la S matriz diagonaliza las reglas de fusion de la categoria

C.

Proposicién 3.3.5. Sea C una categoria modular y sea X € O(C). Entonces digé(c) es un
X

entero algebraico.

Demostracion. Por la formula (3.10), dim(C) = > sxysxy=. Luego,
YeO(C)
dim(C) SXY SXy* (3.12)
% Yeo(e) dx dx '
Result m(C) tero algebrai la Proposicién 3.2.7 $Xr y sxvs
esulta que ? es un entero algebraico, pues por la Proposicién 3.2.7 *£¥ y 3= son
enteros algebraicos. O

Observacion 3.3.6. Vimos que las asignaciones Y +— s(f—xy, X € O(C), definidas en la Propo-
sicién 3.2.7 determinan caracteres lineales del anillo de Grothendieck Gr(C). Si C es modular,
la matriz S es no-singular, por lo que estos caracteres son linealmente independientes. Luego,
estos son exactamente todos los caracteres lineales de Gr(C).

Dada una categoria modular C tenemos dos nociones de dimension; la dimensién de
Frobenius-Perron y la dimensién cuantica. El siguiente resultado nos permite compararlas.
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Proposicion 3.3.7. En toda categoria modular C sobre C, el nimero dei:l?élc()c) es un entero

algebraico.

Demostracion. Como la dimensiéon de Frobenius-Perron es un caracter de Gr(C), entonces
por la Observacién anterior existe un objeto simple X tal que FPdim(Y") = S(fXY, para todo
Y € O(C). Luego,

s%y  dim(C)

FPdim(C) = )  FPdim(Y)’= > = =—" (3.13)
yeo(o) yeow) Ix d
Por lo tanto ngdniliéf()c) = d§(, y este dltimo es un entero algebraico. O

Teorema 3.3.8. Eziste una raiz de la unidad € € k tal que la S-matriz S tiene sus entradas

en Q(¢).

Demostracién. Notemos primero que por la Observacién anterior todo morfismo Gr(C) — k

es de la forma Y — Scfxy, para un tnico X € O(C). Luego, si tenemos ¢ : k — k un morfismo,

sxy | — 39(x)y ini
g ( o ) = 4, x, para un tnico 9(X) € O(C).

Aplicando el automorfismo g a la ecuacién (3.12) obtenemos las siguientes igualdades,

dim(C)\ SXY SXy* | _ Sg(X)Y Sg(x*)y* _
g( d%<>‘g(z dx dx)_z )

Yeo(C) Yeo(C) dgx)  dg(x)
i 6g(X)*,g(X*) dlm(C)

)

2
dg(X )
donde en la ultima igualdad usamos la ecuacién (3.10). Se sigue que g(X*) = g(X)* y que

2 42
g (diifg(:)) = diii?c))’ para todo X € O(C). Por lo tanto,

() =2 () ) =2 () o () -

2 d2 82
_ [ 3X9(V) 9(Y) _ “Xg(Y)
dgryy ) dim(C)  dim(C)

Sea Syy = Z;:IV(C) para X,Y € O(C). Como 511 := \/ﬁ

todas las entradas sxy estd contenida en la extensién L/Q generada por sxy, X,Y € O(C).
La cuenta anterior muestra que g(5xy) = £5x4(y). Mas atin, el signo €,(X) = +1 tal que
g(dim(X)) = €4(X) dg(x) estd bien definido pues dx # 0, y

, la extension de Q generada por

_ 5xy 1 5XY
L Sxg(v)

= amQ) 4y o) = &(X)sgcoy-
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En particular, tenemos que L/Q es una extension finita y normal, es decir, es una extensién
Galois.
Sea ahora f otro automorfismo de k. Entonces por la cuenta anterior,

9f(3xy) = g(ef(Y)sxpv)) = €g(X)er (Y)Sgx)5(v)s ¥

fa(5xy) = g(eg(X)5gxyy) = €7(Y)eg(X)5g(x) £(v)-

Asi, fg = gf, por lo que L/Q es una extensién abeliana. Ahora, el Teorema de Kronecker-
Weber nos dice que toda extension abeliana finita de Q es un subcuerpo de un cuerpo cicloto6-
mico. Esto significa que existe una raiz de la unidad & tal que la extensiéon L/Q esta contenida
en Q(§), lo cual implica el enunciado. O

3.4 Sumas de Gauss

Sea C una categoria pre-modular sobre C. Denotemos por O(C) = {X;} al conjunto de
clases de isomorfismo de objetos simples.

Definicién 3.4.1. Al ntimero |O(C)| lo llamaremos el rango de la categoria C.

Definicién 3.4.2. Definimos las sumas de Gauss de C como p* = Y 6%d%.
Xeo(C)

A continuacién, veremos algunas de las propiedades bésicas de las sumas de Gauss.

Lema 3.4.3. Dada C una categoria premodular, para todo Y € O(C) se tiene que

Z Oxdxsxy = dy9;1p+. (3.14)
Xeo(C)

Demostracion. Se sigue de la ecuacién de balance (ver Proposicién 3.2.5) que las entradas

de la S-matriz satisfacen sxy = 0;(19;/1 > N)%Yezdz. Luego, multiplicando por fxdx a
ZeO(C)
ambos lados y sumando sobre X € O(C), tenemos

Z HXdXSXy=9;1 Z dx Z N)Z(Yezdzze;l Z ( Z Ngy*dx) 07d.

Xeo(C) Xeo)  zZeo(C) ZeO(C) \XeO(C)
(3.15)
Como Z®@Y*= Y Nz-.X, tomando dimensién a ambos lados resulta
XeO(C)
dzdy = Z Né(y*dx. (3.16)
Xeo(C)

Combinando esto con ecuacién (3.15) resulta

Y Oxdxsxy =0y'dy > dy07 =0y dypt.
XeO(C) ZeO(C)
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La siguiente Proposicién relaciona las sumas de Gauss de la categoria C con su dimensiéon
cuéntica.

Proposicion 3.4.4. Dada C una categoria modular, tenemos que
pTp~ =dim(C). (3.17)
Demostracién. Multiplicando la férmula 3.14 por dy y sumando sobre Y € O(C), tenemos

pipT =Y dyby'pt= Y ( > SXYdY> Oxdx

Yeo(e) Xeo(C) \Yeo(C)

= Z (Z SXysly) ede: Z 5Xlexdxdim(0)

Xeo(C) \Yeo(C) Xeo(e)
= 01d; dim(C) = dim(C).

O
Corolario 3.4.5. Para toda categoria modular C se cumple que
S =ptpC. (3.18)
Demostracion. Es una consecuencia inmediata de las Proposiciones 3.3.2 y 3.4.4. O
Corolario 3.4.6. Sea C una categoria modular. Entonces para todo X € O(C),
> dyOytsyz =dz0zp . (3.19)

YeO(C)

Demostracién. Multiplicando la férmula (3.14) por sy«z y sumando sobre Y € O(C), resultan
las igualdades

pt Y dybylsy-z= > Oxdx Y sxysyez
Yeo(e) Xeo(0) Yeo(e)

=0zdy dlm(C) = ezdzp+p_.
]

Asi como la S-matriz es un invariante importante para categorias modulares, también lo
es la T-matriz, que definiremos a continuacion.

Definicion 3.4.7. Dada C una categoria pre modular, definimos la T-matriz de C como la
matriz diagonal con entradas Txy = dxyfy para X,Y € O(C).

Tenemos las siguientes relaciones entre las matrices S y T'.
Teorema 3.4.8. Dada C una categoria modular, se cumple que

1. (STH3 =p=8?%;

2. CT=TC.
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Demostracion. Tenemos que

(ST718)xy = Z sxz0zw 0y swy = Z sxz07' szy
Z,WeO(C) Zeo(C)

Ahora, usando primero la Proposicién 3.2.6 y luego la ecuacién (3.19), resulta

(ST ' S)xy = > 07'dz > NXYSZW
Zeo(C) weo(C
= Z ( Z dzgzlszw) N)V(Vy
Weo(C) \zeo(C)
> dwbwNYy =p OxOysxy
WeO(C)
=p (TST)xy,

para todo X,Y € O(C). Es decir, ST~'S = p~T'ST. Luego, (ST~1)3 = p~S2.
Por otro lado,

(CT)xy = > 6xz:0ydzy = bxy-Oy, y

ZeO(C)
(TC)xy = Y 6xz070zy- = dxy-by,
ZeO(C)
para todo X,Y € O(C). Por lo tanto CT =TC. O
3.5 Indicadores de Frobenius-Schur

Los indicadores de Frobenius-Schur son invariantes de categorias esféricas, introducidos
por Ng y Shauenburg en [NS3], que generalizan la nocién de indicadores de Frobenius-Schur
para representaciones de grupos finitos y algebras de Hopf. Estan definidos para cada objeto
en una categoria pivotal. Por simplicidad, daremos la definiciéon de estos indicadores en una
categoria pivotal estricta.

Para un grupo finito G, el n-ésimo indicador de Frobenius Schur de una representacion V'
sobre C con caracter yy estd dado por

Up =

|G| ZXV

geG

El Teorema de Frobenius-Schur afirma que el segundo indicador vo de una representacién
irreducible V' debe ser -1,0 o 1.

Dado n un entero y V' un objeto en una categoria esférica estricta C sobre C, denotamos
por V& el producto tensorial n-ésimo de V. Podemos definir el operador C-lineal Eggl) :
Home (1, X®™) — Home (1, X®™) dado por la siguiente composicion,

evy @ 1dY"
_—

Eﬁ?)(f) _q _coevx dex* ©feldxy * @ XOntl xon

Definicion 3.5.1. Definimos al n-ésimo indicador de Frobenius-Schur de X € C como

vp(X) = Tr(EW). (3.20)
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Se sigue del calculo gréfico que (Eg?))" = Id, por lo que v,(X) es un entero algebraico en
el n-ésimo cuerpo ciclotémico Q,, = Q(e%).
El primer indicador v1(X) es la funcién delta de Kronecker d1x en O(C)), i.e., v1(X) =1 si
X ~ 1y 0 en caso contrario. El segundo indicador es consistente con el clasico indicador de

Frobenius-Schur de una representacion irreducible de un grupo, dado por la férmula

+1 si X ~ X%,
(X)) = ) (3.21)
0 st X X"
La defincién clasica de exponente de un grupo finito puede ser generalizada a una categoria
esférica por medio del siguiente teorema.

Teorema 3.5.2. [NS1, Definition 5.1, Theorem 5.5] Sea C una categoria esférica. Existe un
entero positivo n tal que vp(X) = dim(X), para todo X € C. Si N es el minimo entre dichos
n, entonces dim(X) es un entero algebraico en Qn para todo X € C.

El minimo entero N se llama el ezponente de Frobenius Schur y se denota por FSexp(C).
Si C es la categoria de representaciones complejas de un grupo finito G, entonces FSexp(C) =
exp(G), donde exp es el clasico exponente de grupos.

Del teorema anterior se desprende también que dim(C) es un entero algebraico en Q.

En una categoria modular C es posible calcular los indicadores de Frobenius-Schur de
los objetos simples en términos de las dimensiones, los twist y las reglas de fusién en C.
Especificamente, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.5.3. [NS1, Theorem 7.5] Sea C una categoria modular con T matriz dada por
Txy = dxy0Ox para X, Y € O(C). Entonces el orden de T es igual a FSexp(C), y

1 Ox\"
2= gy 2 Nraxiy (55)
dim(C) o) Oy

para todo Z € O(C) y n entero positivo.

Notemos que como Corolario del Teorema anterior el orden de la T-matriz de la categoria
es finito.

3.6 Centralizadores en categorias modulares

Sea C una categoria de fusion trenzada y sea K una subcategoria de fusién de C. En [Mu2],
M. Miiger introdujo el concepto de centralizador K' de K, definido como la subcategoria de
fusiéon de C cuyos objetos son todos los objetos Y en C que satisfacen

oyxoxy = idxgy, paratodoX € K. (3.22)

Dados un par de objetos X,Y en C, decimos que se centralizan mutuamente si se cumple
la igualdad (3.22).

En particular, si C tiene una estructura ribbon compatible, la condicién (3.22) equivale a
que sxy = dim(X)dim(Y’), ver [Mu2, Proposition 2.5].

Por [Mu2, Theorem 3.2], para toda subcategoria de fusién K de una categoria modular C
se cumplen:
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1. K=K",y
2. dim(K) dim(K') = dim(C).

Si C es una categoria modular, por [GN, Corollary 6.9], el centralizador de la subcategoria
adjunta es la subcategoria punteada y viceversa. Es decir,

/ !/
Cpt =Caq v Cp = Caa- (3.23)
Recordemos que una categoria monoidal trenzada K es simétrica si
oy, xoxy = idxgy,

para todo X,Y € K. Por lo tanto, K es simétrica si y sélo si K C K’. En particular, una
categoria monoidal C es simétrica si y sélo si es igual a su centralizador, es decir, C = C'.
Miés atin, K es modular si y sélo si X N K’ = Vec. En particular, esto nos dice que C es
modular si y s6lo si C' = Vec. Ademads, si K es una subcategoria modular de C entonces K’ es
también modular y tenemos una equivalencia C ~ K X K’ como categorias trenzadas.
Introducimos el siguiente resultado tutil para trabajar con categorias de dimensién impar.

Lema 3.6.1. [DGNOL1, Corollary 2.7] Sea K una categoria simétrica con estructura esférica
canonica. Si la dimension de C es impar entonces

Ox =idx para todo X en K. (3.24)

3.7 Representaciones modulares
Recordamos la presentacién del grupo SL(2,Z) por generadores y relaciones:
SL(2,Z) ~< s,t | s* =1, (st)° =% > .

En concreto, podemos considerar los generadores

5 0 -1 ¢ 11
ool Y T o1
Dada una categoria modular C, consideramos a la S-matriz y la T-matriz como elementos
de GL(Il¢,C). Ademés denotamos por 7 a la proyeccién canénica

n: GL(Hc,C) — PGL(H(;,(C) = GL(Hc,C)/Z(Hc,(C),

donde Z(Il¢, C) es el subgrupo de todas las transformaciones escalares C-lineales no nulas de
Ile.
Las relaciones probadas en el Corolario 3.4.5 y el Teorema 3.4.8 garantizan que

pc : SL(2,Z) — PGL(Il¢,C), s (S), te n(T) (3.25)

define una representacién proyectiva de SL(2,Z).
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Definicién 3.7.1. [NS2] Una representacion modular de C es una representacion p de SL(2, Z)
tal que el siguiente diagrama conmuta:

SL(2,2) ——— GL(Il¢, C)
= " (3.26)
PGL(II¢, C).

Dada £ € C una raiz sexta de - (que es una raiz de la unidad), para cualquier raiz
doceava de la unidad x, se sigue del Corolario 3.4.5 y el Teorema 3.4.8 que las asignaciones

1 x
St T (3.27)

05 15—

definen una representacién modular de C. Més atin, {p5/2'? = 1} es el conjunto completo de

. . § o 1 . 1
representaciones modulares de C ([DLN, Section 1.3]). Ahora, o= £ T iidim(C).
Por lo tanto, podemos elegir una raiz sexta de la unidad z tal que p§ : 5 d_S @k Entonces

1m
existe y raiz de la unidad tal que p§ : t — %

Definiciéon 3.7.2. Sea p una representacion modular de la categoria modular C, y conside-
remos

s =p(s) yt=p(t) (3.28)
El par (s,t) recibe el nombre de par modular normalizado de C.

Es claro que toda representacion p esta determinada por el par (s,t).

Observacion 3.7.3. Por lo anterior, existe una raiz de la unidad y tal que (S/D,T/y) es un
par modular normalizado de C.




4 El Teorema de Cauchy

Un resultado clasico de la teoria de grupos finitos es el Teorema de Cauchy, que afirma
que si G es un grupo finito y p es un nimero primo que divide al orden de G, entonces G
contiene un elemento de orden p. Este teorema esté relacionado con el teorema de Lagrange,
que dice que el orden de todo subg]rupo de un grupo finito de G divide al orden de G.

Uno de los objetivos de este capitulo es introducir dos versiones del Teorema de Cauchy
para categorias de fusion. El segundo objetivo es presentar resultados propios que pudimos
deducir usando estos Teoremas como herramientas fundamentales.

En la primera secciéon expondremos una de las versiones del Teorema de Cauchy, desa-
rrollada por Ng y Schauenburg en [NS1] para categorias de fusién integras. En este caso, el
Teorema de Cauchy establece que los ntimeros enteros FSexp(C) y dim(C) de la categoria C
tienen los mismos divisores primos. Utilizando este Teorema como herramienta presentaremos
dos resultados propios que implican nilpotencia y solubilidad, respectivamente, de categorias
modulares integras.

La siguiente secciéon contiene la segunda version del Teorema de Cauchy que generaliza
la anterior para categorias de fusién esféricas, demostrada por Bruillard, Ng, Rowell y Wang
en [BNRW]. Dada una categoria de fusion esférica C, esta generalizacién establece que los
factores primos de N = FSexp(C) y dim(C) en el anillo de Dedekind Oy son los mismos. Una
observacion importante es que en este caso el cuerpo de niimeros sobre el que se trabaja deja
de ser Q. Luego determinar los divisores primos de dim(C) se complica.

En la Ultima seccién presentaremos una versién propia del Teorema de Cauchy. Este juega
un papel intermedio entre las dos versiones ya conocidas, dado que se aplica a categorias
de fusion esféricas débilmente integras. La importancia de este resultado radica en que, a
diferencia del Teorema de Cauchy para categorias de fusién esféricas, podemos relacionar los
divisores primos de N = FSexp(C) y dim(C) en Z, obviando la complejidad de factorizarlos
en Op. Gracias a este resultado pudimos probar una condicién que garantiza integrabilidad
para categorias modulares débilmente integras, en términos del orden de la T-matriz. Ademés
pudimos generalizar a categorias modulares débilmente integras las condiciones de nilpotencia
y solubilidad obtenidas en la primer seccién.

4.1 Teorema de Cauchy para categorias de fusiéon integras

Comenzaremos esta secciéon introduciendo una primer versién del Teorema de Cauchy
realizada por S.-H. Ng y P. Schauenburg en [NS1] para categorias esféricas integras.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Cauchy, [NS1, Theorem 8.4]). Sea C una categoria de fusion
esférica sobre C. Supongamos que C es integra. Entonces FSexp(C) y dim(C) tienen el mismo
conjunto de factores primos.

Observacion 4.1.2. Si C es la categoria de representaciones de dimensién finita de un grupo
finito G, entonces FSexp(C) = exp(G) y dim(C) = |G/|. El teorema anterior implica que p es

64
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un factor primo de |G| si y sé6lo si p|exp(G). Esto es equivalente al teorema de Cauchy para
grupos finitos.

A partir de este resultado pudimos probar condiciones suficientes para que una categoria
modular integra sea nilpotente (y por lo tanto de tipo grupo) y soluble, respectivamente, a
raiz de conocer el orden de su T-matriz. Daremos a continuacién dichos resultados propios.

Teorema 4.1.3. Sea C una categoria modular integra, y sea N el orden de su T-matriz. Si
N = p® con p primo, entonces C es nilpotente y por lo tanto de tipo grupo.

Demostracion. Como C es modular, por el Teorema 3.5.3 tenemos N = FSexp(C). Luego, del
Teorema de Cauchy para categorfas de fusién integras (Teorema 4.1.1) se sigue dim(C) = p®
para algin b € N.

Por otro lado, C es pseudo-unitaria por ser integra (ver Teorema 2.5.3), y se sigue FPdim(C) =
dim(C) = p°. Asi, C es nilpotente por el Teorema 2.6.7. Finalmente, por el Teorema 2.6.9
sabemos que C es de tipo grupo. O

Teorema 4.1.4. Sea C una categoria modular integra, y sea N el orden de la T-matriz. Si
N = p%® con p y q primos, entonces C es soluble.

Demostracion. Usando el mismo argumento que la prueba anterior, resulta FPdim(C) =
dim(C) = p°q? para ciertos ¢,d € N. Luego C es soluble por el Teorema 2.6.14 (Teorema de
Burnside para categorias). O

4.2 Teorema de Cauchy para categorias de fusiéon esféricas

El teorema de Cauchy para categorias de fusién esféricas fue demostrado por Bruillard,
Ng, Rowell y Wang en [BNRW]. Asi como el Teorema de Cauchy para categorias de fusién
integras establece que los niimeros enteros FSexp(C) y dim(C) tienen los mismos divisores pri-
mos, la generalizacién hecha en [BNRW] establece que los factores primos de N = FSexp(C)
y dim(C) en el anillo de Dedekind O son los mismos.

Dedicaremos esta seccién a enunciar y presentar la demostracion de dicha versién del
Teorema de Cauchy desarrollada en [BNRW]. Esta prueba es muy interesante, ya que mues-
tra una fuerte conexion entre la teoria de categorias de fusién esféricas, teoria algebraica de
nimeros y teoria de Galois. Organizaremos la demostracién de manera similar a [BNRW];
primero probaremos una serie de resultados previos y concluiremos con la demostraciéon del
Teorema.

Recordemos que dados a, b, c nimeros enteros, a y b se dicen congruentes modulo c¢ si ¢
divide a a — b. Denotaremos esta nocién por a = b modec.

Lema 4.2.1. Sea W un C-espacio vectorial de dimension finita. Si E es un operador C-lineal
en W tal que E1 = Idyw para algin primo q, entonces

Tr(E)? = dimc W modg.

En particular, si Tr(E) € Z, entonces Tr(E) = dim¢c W modgq.




CAPITULO 4. EL TEOREMA DE CAUCHY 66

Demostracion. Sea ;, € C una raiz g-ésima primitiva de la unidad. Como £ = Idyy, los
. q—1 )
autovalores de FE son de la forma &;. Luego, Tr(E) = > m;&g, donde m; es la multiplicidad
i=0

de (52'1 parai=0,---,qg — 1. Por lo tanto,

q—1 ‘ q q—1 qg—1
Tr(E)! = Zmigé = Z mi = Z m; = dimc W modg,
i=0 i=0 i=0

donde la tercer congruencia sigue del Pequeno Teorema de Fermat. Esto prueba la primer
afirmacion. La segunda afirmacién es una consecuencia del Pequenio Teorema de Fermat. [J

Lema 4.2.2. Sea C una categoria modular, y sea q un primo positivo que no divide a
FSexp(C). Entonces, para todo X € C, se cumple vy(X) € Z y

vy(X) = dimc Home (1, X®9) mod q. (4.1)

Demostracion. Recordemos que el n-ésimo indicador de Frobenius-Schur para un objeto X €
C estd dado por la traza del operador C-lineal EE?) : Home (1, X®™) — Home (1, X®™). Este

operador cumple que (Eg?))” = Id, por lo que v,(X) es un entero algebraico en el n-ésimo

27

cuerpo ciclotémico Q,, := Q(e™ ).

Por otro lado, si denotamos por N al exponente de Frobenius-Schur de C, tenemos por
Teorema 3.5.2 que v4(X) es un entero algebraico en Qy. Pero, como ¢ y N son coprimos,
Qs N Qn = Q. Luego, al ser v4(X) un entero algebraico en Q, N Qn = Q , resulta que
v4(X) € Z. La segunda parte del enunciado se sigue del lema anterior. O

Para lo que sigue, necesitamos introducir mas notacién. Sea Oy el anillo de enteros alge-
braicos de Q. Es bien sabido que Oy = Z[{n], donde {x es una raiz N-ésima primitiva de
la unidad en C. Extendiendo escalares, consideramos la Oy-dlgebra Kn(C) = Gr(C) ®z On.
Notemos que Ky (C) es un On-médulo libre con base O, el conjunto de clases de isomorfismo
de objetos simples de C.

Dados a, € Kn(C) y un elemento no nulo a € Oy, escribimos o = § moda si a—f = avy
para algin v € Kn(C).

Consideremos el morfismo de grupos v, : Gr(C) — Z. Extendemos v, a un mapa On-
lineal de Kn(C) a Op, y continuamos denotéandolo por v,. Extendemos también el morfismo
d: Gr(C) — Op, que asigna a cada X € Gr(C) su dimensién cuantica, a un mapa Oy-lineal
de Kn(C) a Oy, y este tltimo resulta un morfismo de Oy-dlgebras.

Seaa= Y axX € Ky(C), donde ax € Oy para todo X € O(C). Definimos 6(a) =
XEo(C)
az. Denotamos por ¢ : Ky (C) — On a este mapa Oy-lineal.

Lema 4.2.3. Todo o € Kn(C) cumple
d(a?) = 04(vg(ar)) modgq,

donde o4 € Gal(Qn /Q) estd definida por oq(En) = %
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Demostracion. Escribimos « = Y axX € Ky(C) . Entonces a? = Y, a% X7 modg.
XeO(C) XeO(C)
Como ¢ es Opy-lineal, tenemos

5(aq):5( Z ozg(Xq> = Z a%d(X?) modg.
0)

Xeo( Xeo(e)
Por definicién, 6(X?) = dimc Home (1, X®?) para todo X € O(C). Luego, del Lema 4.2.2, se

sigue que 6(X?) = v4(X) modgq. Reemplazando esto en la ecuaciéon anterior obtenemos

S(a?)= > a%é(X) = > aky(X) modg.

Xeo(0) Xeo(C)
Por otro lado, todo a € O puede expresarse como a = Y ajfgv, donde j varia en {1,...,N}

J
y aj € Z para todo j. Elevando esta expresion a la potencia ¢ y aplicando el Pequefio Teorema
de Fermat resulta

al = Zaqfw = Zajaq(ggv) = 04(a) modg.

Por lo tanto, usando la Op-linealidad de v, y que v4(X) € Z, para todo X € O(C), al
combinar las dos ecuaciones anteriores obtenemos

)= Z adevg(X Z oq(ax)ve(X _O'q( Z axvy(X )Ea(yq(a)) mod q.

XeO(C) Xe(’)(c) XeO(C)
O

Por simplicidad, denotemos d; = dx, para todo X; € O(C). Sea R = > d;X;, el
XjEO(C)
elemento regular de Gr(C). Por [NS1], sabemos que d; € Oy, para todo X; € O(C), por lo
que R es un elemento de Kn(C). Ademas X;R = d; R para todo X; € O(C). En efecto,

XR= Y &;XiX;= > di Y N Xk:Z<ZdN)

X;€0(0) X;€0(C) XpeO(C) X,e0(C) \X;€0(C)
= Y dpdi Xy, = diR,
XreO(C)

donde la pentltima igualdad resulta de aplicar la ecuacién (3.16).

Por lo tanto R define un ideal de rango 1 en Ky (C). Més precisamente, R = d(«)R
para todo a € Kn(C), donde d : Kn(C) — On es la funcién de dimension extendida . En
particular, como d(R) = dim(C), tenemos

R"=R"'R=d(R" )R =dim(C)" 'R, necN.
Ahora demostramos dos propiedades mas del elemento regular.
Proposicién 4.2.4. Sea R = Y d;X; € Kn(C) y sea q un primo que no divide a N.

X;€0(C)
FEntonces

04(vg(R)) = dim(C)?"" modg.
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Demostracién. Vimos que R = dim(C)9"!R. Ademas, §(R) = di = 1, por lo que §(RY) =
§(dim(C)?71R) = dim(C)?~!. Luego, aplicando el Lema 4.2.3, obtenemos

oq(vg(R)) =0(R7) = dim(C)“Y modg,
como queriamos. O

Sea C una categoria modular con S-matriz S. Denotemos por s;; a la entrada de la matriz
S correspondiende a la columna X; y fila X, donde X;, X; € O(C). Para el objeto unidad,
fijamos 1 = X € O(C). Sea k¢ = Q[s;;] la menor extension de Q que contiene a todas
las entradas de la S-matriz. En [RSW], Rowell, Stong y Wang probaron que Gal(k¢/Q) es
isomorfo a un subrupo abeliano del grupo simétrico S,, donde r es el rango de C.

Para fijar notacion, recordemos que todos los caracteres del anillo de Grothendieck de C

son de la forma s, .
Xi— he(X;) =" =" X;€0(C),
dq S0a
para algin X, € O(C) (ver Observacién 3.3.6).
Sea Qg la clausura abeliana de Q en C; esto es, la maxima extension Galois de Q con grupo
de Galois abeliano. Dado o € Aut(Q,p), la composicién o (h,) es nuevamente un caracter lineal
de Gr(C), y por lo tanto existe una tnica & € S, tal que o (ha) = hs(q)- Es decir,

o (Sw) = Zioa) , para todos X;, X, € O(C). (4.2)
50a 506 (a)

Proposicién 4.2.5. En el contexto anterior, vy(R) = dg__l(O).
q

Demostracion. En primer lugar, sigue del Teorema 3.5.3 que

1
ve(R) = Z dpvg(Xk) = —
XE0(0) dim(C)

1
== > d! > dfefQ),
dim(C) (XZ'GO(C) ) (Xjeow) ’

donde la dltima igualdad viene de aplicar la ecuacién (3.16).

Sean S y T la S-matriz y T-matriz de C, respectivamente. Como C es modular, sabemos
por la Observacién 3.7.3 que podemos elegir y tal que s = S/\/dim(C) y t = T'/y dan una
representacién modular de C. En estos términos, la Proposiciéon 3.4.4 resulta

sgozdiri( C):< 3 Sgiei)( 3 sgjejl). (4.3)

X;€0(C) X;€0(C)

9
=
0]

> duNEdid;
Xi7Xj,XkEO(C)

Sea 7 € Aut(Qqu) tal que 7|gy = o' Aplicando 7 a ambos miembros de la ecuacién (4.3)
obtenemos

T(Sgo):( Z Sg%(i)T(Qi))( Z Sg%(j)T(ej)l)-

X,EO(C) XjEO(C)




CAPITULO 4. EL TEOREMA DE CAUCHY 69

Por otro lado, aplicando la ecuacién (4.2) a la féormula (4.3) tenemos

d#(o
7(5(2)0) = S2(0)0 = dim((é) = df(o)s(z)o-

Ademés, como T|g, = o, ", del Teorema [BNRW, Theorem 2.9] sigue

“1(0:1) ge
T(t) = 7172 () =771 ta) = T ulQI 0|
G =7t =m0 =~y = )
Ademés, como 6; = yt; entonces 7(6;) = T(y)7(t;) = TZS%L)eg(Z.). Es decir, 7(6F!) =

K il@f(g) para K una constante que no depende de 7. Luego,

d%(o)s(z)oz( > 5(23%(1‘)7'(91‘))( > S%f-(j)T(@j)l)

X,€0(C) X;€0(C)

:KK_I( > SOOdT(l)eg(i)>( > stodz )%))

X,€0(C) X;€0(C)

Por lo tanto,

( w)( T )—
X € X,;e
X,e0(C X;€0(C

Recordemos que un dominio de Dedekind es un dominio integro en el cual todo ideal
propio no nulo se factoriza como producto de ideales primos (y dicha factorizacion resulta
unica salvo orden).

O

Estamos en condiciones de demostrar el resultado que da nombre a esta seccién.

Teorema 4.2.6 (Teorema de Cauchy para categorias de fusion esféricas. [BNRW, Theorem
3.9]). Sea C una categoria de fusion esférica. Entonces el conjunto de ideales primos que
dividen al ideal principal generado por dim(C) es idéntico al del ideal principal generado por
el exponente de Frobenius-Schur FSexp(C) = N en el dominio de Dedekind Oy = Z[e*™/N].

Demostracion. Para probar el teorema, comencemos por el caso en el que C es una categoria
modular. Por [E] sabemos que N|dim(C)3. Luego, todo ideal primo que es un factor del ideal
generado por N en Op lo es también del ideal generado por dim(C).

Sea p un ideal primo factor de (dim(C)). Por Proposiciones 4.2.4 y 4.2.5 tenemos

0,(d?) = 0,(vy(R)) = dim(C)*4~Y  mad g,

donde ¢ es un primo que no divide a N,y i = &, 1(0). Ademas por [BNRW], d; es una unidad
en Oy. Esto implica la igualdad de ideales O = (dim(C)) + p. Se sigue que (q) # p. Por lo
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tanto existe un primo p que divide a N tal que p NZ = (p). Resulta entonces que p es un
factor primo de (IV) en Oy. Esto prueba el teorema para categorias modulares.
Supongamos ahora que C es una categoria de fusién esférica. Por [Mul, Theorem 1.2], su
centro de Drinfeld Z(C) es modular, y ademds dim Z(C) = dim(C)2. M4s atin, por [NS2],
N = FSexp(C) = FSexp(Z(C)). Aplicando el caso modular para Z(C), resulta que (V) y
(dim(C)?) tienen el mismo conjunto de factores primos, y por lo tanto vale el teorema. [

Para ilustrar la importancia de este resultado, consideramos oportuno hacer un breve
repaso histérico. En 2003 Zhengan Wang conjetur6é que para cada entero positivo r hay una
cantidad finita de categorias modulares de rango r, salvo equivalencia. Dos afios mas tarde,
valiéndose de argumentos de teoria de nimeros, Etingof, Nikshych y Ostrik probaron en
[ENO2, Proposition 8.38] una versién preliminar de la conjetura de Wang, a saber: existe una
cantidad finita de categorias modulares débilmente integras de rango fijo (pero arbitrario) r.

En 2013 la conjetura de Wang fue demostrada. En el mismo articulo donde probaron
el Teorema de Cauchy para categorias de fusion esféricas, Bruillard, Ng, Rowell y el propio
Wang demostraron la validez de la conjetura (ver [BNRW, Rank-Finiteness Theorem|). Més
aun, el Teorema de Cauchy fue una herramienta fundamental en su demostracion.

La conjetura de Wang es un refinamiento de una pregunta establecida un tiempo antes por
Ostrik (ver [O]). En loc. cit., el autor prueba que hay una cantidad finita (salvo equivalencia)
de categorias de fusién de rango 2, y postula el interrogante de si lo mismo vale fijando un
rango arbitrario.

Aunque un andlisis detallado excede al alcance de este trabajo, no podemos dejar de
mencionar que en febrero de 2019, Jones, Morrison, Nikshych y Rowell probaron que, dado
un natural r, hay una cantidad finita de categorias de fusién trenzadas de rango r, salvo
equivalencia. Referimos a [JMNR] para mas detalles.

4.3 Resultados

Comenzaremos esta seccion probando un resultado propio, que juega un papel intermedio
entre el Teorema de Cauchy para categorias de fusién integras (Teorema 4.1.1) y el Teorma
de Cauchy para categorias de fusién esféricas (Teorema 4.2.6).

Teorema 4.3.1. Sea C una categoria de fusion esférica débilmente integra. Entonces los
factores primos de N = FSexp(C) coinciden con los de dim(C).

Demostracion. Haremos primero la prueba para el caso modular. En la demostracién del
Teorema 4.2.6, vimos que si p es un ideal primo que divide a dim(C) en Oy = Z[{n], entonces
el ideal p N Z esta generado por un niimero primo que divide a N.

Luego, si (dim(C)) = p{* - - - p;* es la descomposicién en ideales primos de dim(C) en Oy,
existen qi,...,q; primos que dividen a N tales que

(dim(C)) 2 (dim(C)) NZ 2 (pr NZ)* - (px N Z)™ = (q1)™ -+ - (qr) ™

ai . . 9k
Por lo tanto, existe z € Oy tal que ¢f* - - - ¢;* = dim(C)z. Esto es, z = qcllim(qu) €eQNOy ="Z.
Asi, todos los factores primos de dim(C) son divisores de N.
Reciprocamente, sea ¢ un factor primo de N. Por [E], N divide a dim(C)? en Oy, y

entonces ¢ divide a dim(C) en Z.
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Sea ahora C una categoria de fusién esférica. Por [Mul, Theorem 1.2], su centro de Drinfeld
Z(C) es modular, y ademas dim Z(C) = dim(C)?. Més atin, N = FSexp(C) = FSexp(Z(C))
por [NS2]. Aplicando el resultado en el caso modular para Z(C), resulta que N y dim(C)?
tienen el mismo conjunto de factores primos, y por lo tanto vale el teorema. ]

Como dijimos anteriormente, a diferencia del Teorema de Cauchy para categorias de
fusién esféricas, este Teorema intermedio nos permitird relacionar los divisores primos de
N = FSexp(C) y dim(C) en Z para el caso en que C es una categoria modular débilmente
integra, obviando la complejidad de factorizarlos en Oy .

Gracias a este resultado pudimos probar la siguiente condicién suficiente para integrabi-
lidad de categorias modulares débilmente integras, en términos del orden de la T-matriz.

Corolario 4.3.2. Sea C una categoria modular débilmente integra con T-matriz de orden
impar. Entonces C es integra.

Demostracion. Como C es modular, por el Teorema 3.5.2 sabemos que N = FSexp(C). Apli-
cando el Teorema 4.3.1, resulta que dim(C) es impar. Ademas, por la Proposicién 2.5.3, C es
pseudo unitaria, es decir, FPdim(C) = dim(C). Luego FPdim(C) es impar, y ahora sabemos
por la Proposicién 2.5.4 que la C es integra. O

Gracias a los dos resultados anteriores, pudimos generalizar a categorias modulares dé-
bilmente integras las condiciones suficientes para nilpotencia y solubilidad obtenidas en los
Teoremas 4.1.3 y 4.1.4, respectivamente.

Corolario 4.3.3. Sea C una categoria modular débilmente integra, y sea N el orden de la
T-matriz. St N = p* con p primo impar, entonces C es nilpotente y por lo tanto de tipo grupo.

Demostracion. Como C es modular, por el Teorema 3.5.2 sabemos que N = FSexp(C). Luego
por el Corolario 4.3.2 C es integra. El resultado sigue del Teorema 4.1.3. O

Corolario 4.3.4. Sea C una categoria modular débilmente integra, y sea N el orden de la
T-matriz. Si N = p®q® con p y q primos impares, entonces C es soluble.

Demostracion. Analogamente a la demostracién anterior, C resulta integra. En este caso el
resultado sigue del Teorema 4.1.4. O




5 Fracciones Egipcias

En este capitulo resumiremos algunos resultados obtenidos para categorias modulares
sobre C por Bruillard y Rowell en [BR]. Este paper da una clasificacion de las categorias
modulares de dimensiéon impar con rango menor igual que 11. Para esto, los autores buscan
condiciones generales que implican integrabilidad en categorias modulares, y se estudia el
problema de clasificacién bajo de estas condiciones. La primera de estas condiciones es que el
orden de la T-matriz sea 2, 3, 4 0 6, y la segunda que el tinico objeto auto-dual sea el objeto
unidad, que equivale a que la categoria tenga dimensién impar.

Denotamos a las clases de isomorfismo objetos simples de C por Xy, -+, X1, X, = 1.
Denotaremos ademds por simplicidad d; = dx;,0; = 0x, y sij = sx; X;, para todo 4,5 €
{1,--,n}

Empezaremos dando la caracterizacién de categorias modulares con T-matriz de orden
2,3,4 6 6. Primero, tenemos el siguiente resultado que implica integrabilidad.

Teorema 5.0.1. Sea C una categoria modular con T-matriz T tal que TN = I, para N €
{2,3,4,6}. Entonces C es integra.

Demostracién. Primero observemos que por [NS2, Proposition 5.7] las entradas de la S-matriz
de C pertenecen a Q({y), donde &y es una rais N-ésima primitiva de la unidad.

Ahora, notemos que para estos posibles valores de N, la funcién indicatriz de Euler ¢p(N) <
2, y los nlmeros s;; son enteros algebraicos. Si ¢(N) = 1, tenemos que Q({x) = Q y por lo
tanto, s;; € Z para todo i, j. Por otro lado, si ¢(N) = 2, Q({n) es una extension cuadratica
de Q, y por lo tanto si s;; € R entonces s;; € Z.

Como C es modular y la dimensién de Frobenius-Perron es un caracter de Gr(C), existe
un X; simple tal que FPdim(X;) = %:, para todo X; € O(C). Usando el mismo razonamiento
que antes, como d; € Qp se tiene que d; € Z, y luego FPdim(X;) es un nimero entero, para
todo X; € O(C). O

Para dar la siguiente clasificacién de catagorias modulares con T-matriz de orden 2,3,4 6
6 se usa fuertemente el teorema anterior.

Teorema 5.0.2. [BR, Theorem 3.2] Sea C una categoria modular tal que TN =1, con
N ={2,3,4,6}. Entonces:

1. Si N =2 entonces C es equivalente como categoria tensorial trenzada a una subcategoria
de Rep(D“@), donde G es un 2-grupo abeliano de exponente 2 y dim(C) = 2%5. Mds
aun, C es punteada.

2. Si N = 3 entonces C es equivalente como categoria tensorial trenzada a una subcategoria
de Rep(D“@), donde G es un 3-grupo de exponente 3.

3. Si N = 4 entonces C es equivalente como categoria tensorial trenzada a una subcategoria
de Rep(D“@G), donde G es un 2-grupo de exponente 2 o 4.
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4. Si N =6 entonces C es soluble, y por lo tanto débilmente de tipo grupo.

Observacion 5.0.3. Para el caso N = 6 el teorema anterior no concluye que C sea de tipo
grupo. De hecho, existen categorias modulares con 7% = I que no son de tipo grupo (ver
[GNN, Example 5.3(a)]).

Sea ahora C una categoria modular pseudo-unitaria. Por la Proposicion 3.3.5, los niimeros

dim(C . . . .
= H;lz( ) son enteros algebraicos, y por ser racionales resultan enteros. Ademds satisfacen
7

T
que

ﬁi 1 "ﬁi d?  FPdim(C)
; - “=dim(C)  dim(C)
n
Un resultado clasico de Landau [L] establece que la ecuacién diofantina 1 = Y % tiene
i=1""

una cantidad finita de soluciones tal que x; € N, para todo ¢ = 1,--- ,n. Estas soluciones
reciben el nombre de fracciones egipicias. Mas atin, se conoce que la cantidad de soluciones
de dicha ecuacién es al menos exponencial en n.

En [HR, Lemma 1.2] se muestra que, reordenando en caso de ser necesario de manera que
x1 < x9 < ... <z =dim(C), se tiene que

kE <z <ug(n—k+1) paratodo 1 < k <n,

donde u; = 1, ux = up—1(ug—1+1). Notemos ademads que z,,/x; = d? es un cuadrado perfecto,
para todo 1.

La solucién trivial z; = ... = z,, = n corresponde a una categoria modular punteada de
rango n, pues en dicho caso n = z, = dim(C) y d; = 1 para todo i.

Toda esta informacién ha sido resumida en el algoritmo desarrollado por Bruillard y
Rowell [BR] para encontrar las posibles soluciones 1, ..., z,,. Ellos lo utilizan para determinar
las posibles dimensiones de objetos simples para categorias de rango pequeno. Escribiremos
el algoritmo a continuacion.

Algoritmo 5.0.4.

1. Definimos Sy := {(j,ji*)/2 < j < n,1 < i < \/u,/j}. Estas son las posibilidades para
los pares (z1,Zp).

2. Una vez determinado Sy para algin 2 < k < n — 2, sea Si41 el conjunto de las (k+1)-
tuplas (j1, ..., jr—1, J, jr) tal que

a) (Ji, .- Jr) € Sk,
b) max jk—la k) < J < min(jkauk(n —k+ 1))7

)
) \/jk/JEZay
)

k
+2 <L
i=1""

o

d

=

3. El conjunto solucién S, es el conjunto de n-tuplas (j1, ..., jn—2, J, jn—1) donde

a) (jhu-,jn—l) € Sp-1,
b) max(jn—2,n —1) < J <min(jnp—1, 2un—1),
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¢) Vin-1/J €L,y
n—1

d) 3+ + =1
i=1""

Para n = 5, las soluciones obtenidas por el algoritmo son {(5,5,5,5,5),(2,8,8,8,8)}, y
para n = 6, {(6,6,6,6,6,6),(3,3,12,12,12,12),(4,4,4,9,9,36)}, respectivamente. La primer
soluciéon de cada conjunto corresponde al caso de una categoria punteada. Esto da lugar al
siguiente teorema.

Teorema 5.0.5. [BR, Theorem 4.2] Toda categoria modular integra de rango a lo sumo 6 es
punteada.

Para la demostracion, se usa el resultado obtenido con el algoritmo y las siguientes pro-
posiciones.

Proposicién 5.0.6. [NR, Proposition 4.11] Sean p, q primos distintos. Si C es una categoria
modular integra de dimension pq®, entonces C es punteada.

Proposicién 5.0.7. [ENO1, Proposition 8.2] Sean p, q primos distintos. Si C es una categoria
modular de dimension p®q®, con a +b > 0, entonces C tiene un objeto invertible no trivial.

Prueba del teorema. Para rango a lo sumo 5, el resultado se conoce, ver [RSW] y [HR]. Para
rango 6, la solucién (6,6,6,6,6,6) dada por el algoritmo se corresponde con una categoria

punteada, por lo que basta con descartar las soluciones (3,3,12,12,12,12) y (4,4,4,9,9, 36).

dim(C)
a?

categoria modular puede tener dimensiones de simples (1,1,1,1,2,2) o (1,2,2,3,3,3).

El primer caso queda eliminado por la Proposicién 5.0.6, pues FPdim(C) = 12 = 223, y
luego la categoria deberia ser punteada, pero contiene simples de dimensién 2. En el segundo
caso, dim(C) = 36 = 2232, por lo que aplicando la Proposicién 5.0.7 se sigue que la categoria
deberia tener un objeto invertible no trivial, lo cual no sucede (el resultado que produce el
algoritmo tiene un solo objeto con dimensién uno: el trivial). O

Recordemos que z; = y en particular, x,, = dim(C). Por lo tanto basta ver que ninguna

Implementar el algoritmo anterior para n = 7 se dificulta, pues uy ~ 10'3. Esto motiva
el paso a una clase mas restringida de categorias modulares integras, con vistas a mejorar la
cota superior uy,.

Definicién 5.0.8. Una categoria modular se dice mazimalmente no auto-dual (MNSD) si el
Unico objeto simple tal que X ~ X* es el 1.

Si C es una categoria modular MNSD, claramente es de rango impar, ya que si X es un
objeto simple X™* también lo es. Digamos n = 2k + 1 es el rango de C. Més atn, tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 5.0.9. [HR, Theorem 2.2] Si C es una categoria modular MNSD, entonces C es
integra.

Sea C una categoria modular MNSD. Denotemos a las clases de isomorfismo de objetos
simples de la categoria C por
Xl’va o ana XZ) 1.

Como d; = dim(X;) = dim(X}), podemos denotar a las dimensiones de los objetos simples

k
por di,d, ..., dg, dx, dp+1 = dim(1) = 1, de manera que FPdim(C) = 1+ 3 d? es impar.
i=1
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Observacion 5.0.10. Vimos que si C es una categoria modular MNSD entonces FPdim(C) es
impar. La reciproca es una consecuencia directa de [NS2, Corollary 8.2(ii)].

Tras reordenar los k + 1 enteros z; := dim(C)/ d? de manera que 1 < 9 < ... < 1z, <

xg+1 = dim(C), tenemos que

1
LTE41

S - i 2\ _
* 12::1 z;  dim(C) * 21.2::1 dim(C)  dim(C) <1 T 2Zdz> L.

=1

La siguiente generalizacién de [HR, Lemma 2.3] dada en [BR] permite dar una mejora
para las cotas superiores del Algoritmo anterior, cuando restringimos a la clase de categorias
modulares MNSD.

Lema 5.0.11. [BR, Lemma 4.4] Sea C una categoria modular de rango n. Supongamos que
existen k enteros p1 > pa > ... > pi tal que las clases de isomorfismo de objetos simples no
triviales pueden ser agrupadas en k conjuntos P, ..., Py tal que X € P; tiene dim(X) = p; y
|P;| =1, para todo 1 < i < k. Entonces:

. k
- dim(C . .
1. Los numeros x; := %() forman una secuencia de enteros no decreciente tal que > %—i—
i i=1""

1
Tp4+1

2. Tenemos las desigualdades li < x; < (n—l—l—il)%, para i <k, y (k+1) <z < Akl“,
donde Ay =1y A;j = Ai_1(Ai_1 +1).

Tomando entonces el caso | = 2, se puede modificar el Algoritmo 5.0.4 para buscar més
eficientemente las posibles dimensiones de objetos simples en una categoria modular MNSD.
Gracias a esto, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.0.12. Todas las categorias modulares MNSD de rango a lo sumo 11 son puntea-
das.

Demostracion. La tinica solucién no trivial que produce el algoritmo modificado es para rango
11, y consiste en 9 objetos simples de dimensién 1, y dos objetos simples de dimensién 3. Para
eliminar este caso, consideramos la graduacién de la categoria modular C dada por el grupo
universal U(C), el cual por [GN, Theorem 6.3] es isomorfo al grupo de objetos invertibles en C,
dado que la categoria es modular. Dada C,; una componente que contenga a un objeto simple
de dimensién 3, tenemos que FPdim(Cy) > 9. Como cada componente de la graduacion debe
tener la misma dimensién de Frobenius-Perron, y |[U(C)| = 9, esto es imposible. O

Una observacién importante es que la categoria Rep(D(Zs x Z7)) de rango 25 es el ejemplo
de menor rango que se conoce de una categoria modular no-punteada MNSD. Una pregunta
interesante es si todas las categorias modulares MNSD de rango a lo sumo 23 son punteadas.




6 Categorias casi libres de cuadra-
dos

En este capitulo asumiremos que k es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero. Trabajeremos en el siguiente contexto.

Definicion 6.0.1. Diremos que una categoria de fusion es libre de cuadrados si su dimension
de Frobenius-Perron es un niimero entero libre de cuadrados.

Definicién 6.0.2. Diremos que una categoria de fusién es casi libre de cuadrados (ASF) si
tiene dimensién de Frobenius-Perron dp™, donde p es un niimero primo, n un ntimero natural
y d un entero libre de cuadrados no divisible por p.

El problema de clasificar categorias modulares ASF ha sido abordado por varios autores.
Para nimeros primos distintos ¢ > 2,p y r, se han obtenido resultados sobre la estructura
de categorias modulares con dimensiones de Frobenius-Perron pg™ y pqr, donde 1 < n < 5;
también se han estudiado los casos 4c y 8¢, donde ¢ es un ntimero entero impar. Referimos
a [EGO,NR, BGHK, BPR,DLD, DT]. Se sabe también que toda categoria modular ASF es
soluble [N, Corollary 7.3].

Uno de los resultados principales de [DN] provee una clasificacién casi completa de las
categorias modulares ASF.

Teorema 6.0.3. [DN, Theorem 4.7] Sean p > 2 un nimero primo y d un entero libre de
cuadrados coprimo con p. Toda categoria modular de dimension de Frobenius-Perron dp™,
n > 0, es integra y nilpotente. Ol

Por [DGNO1] se sabe que toda categoria de fusién trenzada integra y nilpotente es de
tipo grupo. A su vez, la clase de las categorias de fusiéon trenzadas de tipo grupo estan
clasificadas gracias a [NNW]. Dicha clasificacién excede el alcance de este trabajo, pero gracias
a [DN, Theorem 4.7], provee también una clasificacién de las categorias modulares ASF salvo
en el caso p = 2.

En lo que resta p serd un ntimero primo y d un niimero entero libre de cuadrados coprimo
con p.

En la primera seccién de este capitulo presentaremos resultados obtenidos por Dong, Li
y Dai en [DLD] para categorias modulares de dimensién p™, donde n=1, 2, 6 3, y resultados
obtenidos por Dong y Natale en [DN] para categorias modulares de dimensién p*. En parti-
cular, como aplicacién del Teorema anterior los autores de [DN] muestran que toda categoria
modular ASF de dimensién de Frobenius-Perron dp*, donde p es un niimero primo impar, es
necesariamente punteada [DN, Corollary 4.13].

De aqui surge una pregunta natural.

Pregunta 6.0.4. ;Todas las categoria modulares con dimensién de Frobenius-Perron p® son
punteadas?
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Si la respuesta a esta pregunta es afirmativa, entonces toda categoria modular integra con
dimensién de Frobenius-Perron dp® es punteada. En efecto, podemos repetir las ideas de la
prueba de [DN, Corollary 4.13] que veremos mas adelante.

En la segunda seccién del presente capitulo trabajaremos para dar una respuesta, al menos
parcial, a nuestra pregunta. Algunas de las herramientas principales seran resultados bien
conocidos sobre divisibilidad en categorias de fusién. A modo de ilustracion, incluimos algunos
de ellos.

Teorema 6.0.5. [ENO1, Theorem 2.11] Sea C una categoria modular débilmente integra.
Entonces FPdim(C)/ FPdim(X)? es un nimero entero para todo objeto simple X de C . [

Este resultado tiene una interesante aplicacién inmediata. Supongamos ademés que C es
libre de cuadrados y que FPdim X es un ntimero entero para algiin objeto simple X. Luego
todo primo que divida a FPdim X debe dividir a FPdim C con multiplicidad mayor o igual
que dos. Por lo tanto, FPdim X = 1. De aqui se deduce el siguiente resultado.

Corolario 6.0.6. Toda categoria modular integra libre de cuadrados es punteada. O
Otro resultado clésico sobre divisibilidad que sera de utilidad en lo que sigue es el siguiente.

Teorema 6.0.7. [GN, Corollary 5.3] Sea C una categoria de fusion nilpotente. Si X es un
objeto simple, entonces FPdim X? divide a FPdim Cyq. O

Cuando C es la categoria de representaciones de un grupo nilpotente finito, recuperamos
un resultado bien conocido: el cuadrado de la dimensién de toda representacién irreducible
divide al indice del centro del grupo.

6.1 Categorias modulares de dimension p”,n < 4.

Comenzaremos esta seccién con una serie de resultados de [DLD]. Incluiremos también
sus demostraciones, porque ilustran razonamientos en los que nos vamos a inspirar. Fijamos
una categoria modular integra C con dimension dp”.

Lema 6.1.1. [DLD, Lemma 3.1] Se cumple que p* divide a FPdim Cpy.

Demostracion. Sea k el mayor entero menor o igual que n/2. Es decir, n = 2k+1 si n es impar,
o n = 2k sin es par. Por el Teorema 6.0.5, las posibles dimensiones de Frobenius-Perron de los
elementos simples son 1, p, p?, - -+, p®. Sean ag, a1, - - , ay la cantidad de clases de isomorfismo
de objetos simples de C de dimensién 1, p, --- , p* respectivamente. Por definiciéon de FPdim C,
tenemos las igualdades

dp™ = ag + a1p® + - - + app™.
Como n > 2, deducimos que p? divide a ag = FPdim(Cp). O

Observacion 6.1.2. Por ser C modular, el grupo universal U(C) es isomorfo al grupo de objetos
invertibles en C ([GN, Theorem 6.3]). Luego p? divide a |U(C)|.

Lema 6.1.3. [DLD, Lemma 3.2] Si C no es punteada, entonces FPdim(C) no es divisible por
pn—l.
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Demostracién. Supongamos primero que FPdim(Cp:) = p"d’ para algin d’ € N. Como Cpq =

i tenemos

dp" = FPdim(C) = FPdim(C,q) FPdim(Cp).

Esto implica que FPdim(Cyq) = d”, donde d = d'd”. Luego p no divide a d”, y por lo tanto Cyq
no contiene objetos simples de dimensién una potencia de p. Pero las posibles dimensiones de
Frobenius-Perron de los objetos simples son 1,p,p?,--- ,p*, v asi Cuq debe ser punteada, es
decir, C,4q €s una subcategoria de fusién de Cp;. Se sigue que FPdim(C,q) divide a FPdim(Cy),
lo cual es una contradiccién ya que d es libre de cuadrados.

Supongamos ahora que FPdim(Cp;) = p"~1d’ para algiin d’ € N con (p,d’) = 1. En este
caso [U(C)| = p"~1d', y por lo tanto la dimensién de Frobenius-Perron de cada componente
de la graducién universal C4 (con g € U(C)) debe ser pd”, donde d” € N cumple d'd” = d.

Para cada g € U(C), denotamos por af,af, ... ,ai a la cantidad de clases de isomorfismo
de objetos simples en C, de dimensiones 1,p,..., p¥, respectivamente. Tenemos entonces

pd" = FPdim(Cy) = af + adp®+ -+ p2kai,

y deducimos que af # 0 (pues p no divide a d”) y que p divide a af. Por lo tanto, cada
componente C4 tiene al menos p elementos invertibles no isomorfos. Como hay p"1d com-
ponentes en la graduacién universal, resulta que existen al menos p™d’ elementos invertibles
no isomorfos en C, lo cual contradice FPdim(Cp) = p"~'d'.

Esto concluye la prueba del Lema. O

Corolario 6.1.4. [DLD, Corollary 3.3] Sin < 3 entonces C es punteada.

Demostracion. Sin = 0 entonces C es libre de cuadrados, y sabemos que C es punteada por
el Corolario 6.0.6.

Sin =203y C no es punteada, del lema 6.1.1 deducimos que p? divide a FPdim(Cp).
Pero vimos en el lema 6.1.3 que esto no es posible y el enunciado queda demostrado. ]

Y culminamos esta serie de herramientas con un resultado sobre la subcategoria adjunta.

Lema 6.1.5. [DLD, Lemma 3.4] La subcategoria de fusion punteada mazimal (Coq)pt de Cad
es simétrica y tiene dimension de Frobenius-Perron p/, donde j € {2,--- ,n — 2}. 0

En [DN], Dong y Natale realizaron destacables aportes a la clasificacién de las categorias
modulares casi libres de cuadrados. En particular, queremos resaltar dos de sus resultados.

Lema 6.1.6. [DN, Lemma 4.11] Sea p un nimero primo. Toda categoria modular integra con
dimension de Frobenius-Perron p* es punteada. O

Corolario 6.1.7. [DN, Corollary 4.13] Sean p un nimero primo y d un entero libre de
cuadrados no divisible por q. Toda categoria modular integra con dimension de Frobenius-
Perron dp* es punteada.

Demostracion. Sea d = py---ps, donde p1,...,ps son primos distintos y p; # p, para todo
i=1,---,s.Por [DN, Theorem 4.7] sabemos que C es integra y nilpotente. Luego, de [ DGNO2,
Theorem 1.1] y [DN, Remark 2.1], se sigue que C se factoriza en producto de categorias
modulares de dimension potencia de primos. Es decir, C >~ Cpa K Cp, X --- K (), , donde C; es
una categoria modular de dimensién ¢. En particular, las categorias Cp,, . .. ,Cp, son punteadas.
Pero Cp« también es punteada (por Lema 6.1.6), lo que implica que C es punteada. O
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6.2 Categorias modulares de dimensién p°.

En esta seccién mostramos nuestra respuesta parcial a la pregunta 6.0.4. Nos enfocaremos
en el caso en el que p es un primo impar, ya que esto implica integrabilidad (ver Proposicién
2.5.4).

Empezamos suponiendo que existen categorias modulares no punteadas con dimensién de
Frobenius-Perron p° y obtenemos informacién sobre su subcategoria punteada maximal. Un
primer resultado propio es el siguiente.

Lema 6.2.1. Sea p un primo impar. St C es una categoria modular no punteada tal que
FPdim(C) = p°, entonces FPdim(Cp) = p?.

Demostracion. Como p es impar, C es integra. Asi, de los Lemas 6.1.1 y 6.1.3, deducimos que
las posibles dimensiones de Frobenius-Perron de Cp; son p? y p>. La prueba estard completa
si logramos descartar la segunda opcién. Supongamos entonces que FPdim(Cp;) = p3.

En primer lugar obtenemos informacién sobre la subcategoria adjunta. Como C es modular,

sabemos por (3.23) que C,q es el centralizador de Cp; y por lo tanto
p° = FPdim(Cp;) FPdim(C,q) = p® FPdim(C,q).

Es decir, FPdim(C,q) = p?. Por otro lado, del Lema 6.1.5 se sique que la dimensién de
Frobenius-Perron de (Chq)pt debe ser p?, y por lo tanto C,q es punteada. Notemos también
que Cqq es simétrica, ya que Coq C Cpr =Cl .

En segundo lugar, consideremos la graduaciéon fiel C = @ (4 dada por el grupo universal

geu(C)

U(C), cuya componente trivial es C4q. Como todas la componentes de la graduacién tienen
la misma dimensién de Frobenius-Perron, vale FPdim(C,) = FPdim(Cuq) = p?, para todo
g € U(C). Ahora bien, por [GN, Corollary 5.3], las posibles dimensiones de Frobenius-Perron
de objetos simples de C son 1 6 p. Sean ag y a}] la cantidad de clases de isomorfismo de
objetos simples no isomorfos de dimensién 1y p en Cy respectivamente. Calculando FPdim C,
obtenemos p? = ag + a;pz.

Esto nos dice que, para cada g, se cumple una de las siguientes:

» C, tiene exactamente p? objetos simples, y todos son invertibles.
» C,4 tiene exactamente 1 elemento simple, el cual tiene dimensién p.

En tercer lugar, con la informaciéon que tenemos podemos calcular algunas filas de la S-
matriz de C. Més precisamente, fijamos un objeto simple X en C,gq y calculamos la fila de la
S-matriz correspondiente a (la clase de isomorfismo de) X.

Sea Y un objeto simple en Cp;. Como Cp; es el centralizador de Cguq, tenemos oy xoxy =
idxgy. Luego, por [Mu2, Proposition 2.5], sabemos que

sxy =dxdy =1, (6.1)

y esto vale para todo Y simple de Cpy.

Sea Z un objeto simple en C de dimensién p. Sea g € U(C) tal que Z € C4. Como X esté en
la componente trivial de la graduacién, X ®Z esté en C,. Mas atin, tenemos FPdim(X®Z) = p
y el tnico objeto simple en C; es Z. Por lo tanto, X ® Z = Z. Ahora bien, dado que Cgyq es
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simétrica y la dimension de C es impar, por el Lema 3.6.1, sabemos que el twist cumple
Ox = 1. Asi, usando la ecuacién de balance (3.2.5), calculamos

SX7 — (9)_(192192dz =D, (6.2)

para todo Z simple de dimensién p.

Las ecuaciones (6.1) y (6.2) nos dicen que las p? filas de la S-matriz de C que corresponden a
las clases de isomorfismo de objetos simples de C,4 son todas iguales. Esto es una contradiccion,
va que C es modular y la S-matriz es invertible. O

Ahora mostramos que las posibles excepciones a la pregunta 6.0.4 deben cumplir condi-
ciones muy particulares.

Proposicién 6.2.2. Sea p un primo impar. SiC es una categoria modular tal que FPdim(C) =

p°, entonces ocurre una de los siquientes:

1. La categoria C es punteada.
2. La categoria C tiene grupo de invertibles isomorfo a Zy, X Zy, y rango PP Hp?—1.

Demostracion. Recordamos que C es integra por el Teorema 2.5.4. Supongamos que C no es
punteada.

En primer lugar obtenemos informacién sobre Cp; y Cquq. Por el Lema anterior, sabemos que
FPdim Cpt = p? y, como C es modular, deducimos de la ecuacién (3.23) que FPdim(C,q) = p.
Ademas, por el Lema 6.1.5, tenemos FPdim(Cyq)pr = p? = FPdim(Cp). Por lo tanto Cp =
(Cad)pt C Coq = Cl’,t, y concluimos que Cp; es simétrica.

A continuacién calculamos el grupo G(C) de elementos invertibles de C. Por ser C trenzada,
dicho grupo es abeliano e isomorfo al grupo de graduaciéon universal. Ademads, se sigue de
[GN, Theorem 6.3] que U(C) tiene orden p®. Luego, U(C) ~ Z,2 6 U(C) =~ Zj x Z;,. Ahora
supongamos que el caso U(C) ~ Z,2 es imposible.

Notemos primero que como FPdim(Coq) = p?, se sigue de [GN, Corollary 5.3] que las
posibles dimensiones de objetos simples de C son 1 y p. Sea X un objeto simple de dimensién
p. Por las Proposiciones 2.2.10 y 2.2.11 tenemos que

XoX*= Y g+ > [X®X":Y]Y,
geG[X] FPdimY=p
YeO(C)
donde G[X] = {g € G(C)/gX = X} es el estabilizador de X por multiplicacién a izquierda de
objetos invertibles. Tomando dimensién de Frobenius-Perron a ambos miembros, observamos

p* = |G[X]| + axp,

donde ax = > [X ®@ X*:Y]. Asi, p divide a |G[X]|, y |G[X]| > 1, (tiene al elemento
FPdim Y=
YeO(C)p

unidad de C). Luego |G[X]| = p 6 p*. Esto nos dice que |G[X]| contiene un subgrupo de orden
p de Z,2. Pero Z,» tiene un tinico subgrupo de orden p, al que denotaremos A. Luego, todos
los objetos simples de dimensién p estan fijos por A.

Veamos que las filas de la S-matriz que corresponden a las clases de isomorfismo de los p
elementos de A son todas iguales. Sea g en A. Como Cp; es simétrica y la dimensién de C es
impar, por el Lema 3.6.1, el twist en g es 6, = 1.
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Si X es un elemento simple de dimensién p, como g ® X = X, por la férmula (3.2.5)
(ecuacion de balance) tenemos

sgx = 050, 0xdx = p. (6.3)
Por otro lado, como Cp; es simétrica por [Mu2, Proposition 2.5] resulta
S = dgdp = 1, (6.4)

para todo h invertible.

Como las ecuaciones (6.3) y (6.4) valen para todo g en A, todas las filas de la S-matriz que
corresponden a los elementos de A son iguales. Esto es una contradiccion, pues C es modular.
Por lo tanto U(C) ~ Zy X Zy,.

Calculemos ahora el rango de C. Si denotamos por ag,a; a la cantidad de clases de iso-
morfismo de objetos simples de orden 1 y p respectivamente, tenemos

p° = FPdim(C) = ag + apo = p2 + a1p2.

Luego, a; = (p° — p?)/p* = p> — 1. Por lo tanto el rango de C es ag + a; = p> +p? — 1.
O

Deducimos un resultado que est4 préximo a ser la versién para p° del Corolario 6.1.7.

Corolario 6.2.3. Sea C una categoria modular tal que FPdim(C) = dp® donde p es un
primo impar y d un entero libre de cuadrados con (d,p) = 1. Si el rango de C es distinto de
d(p® + p? — 1) entonces C es punteada.

La demostracion de este resultado es anidloga a la del Corolario 6.1.7. En este caso, 6.2.2
cumple el rol paralelo al de 6.1.6 en la demostraciéon de 6.1.7, y justamente de ahi proviene
la restriccién en el rango de C.
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