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Resumen.

El estudio de la difusién de solventes en polimeros es de gran utilidad en la industria
de los materiales plasticos. Matematicamente, estos procesos pueden ser modelados como
problemas de frontera libre. En este trabajo se trata un modelo unidimensional toman-
do en cuenta una condicion de contorno del tipo convectiva. Se obtienen estimaciones
asintoticas de la frontera libre que son independientes del material, validas incluso para
procesos de difusién no lineales. También se presentan métodos numeéricos que calculan
la solucion al problema y que permiten corroborar los resultados teéricos.

Abstract.

Research in diffusion of solvent into polymers is an important challenge which arises
in polymer industry. Mathematically, these processes can be modelled as free boundary
problems. We studied the one dimensional case. Imposing a convective boundary condition
on the fixed face, the solution has an interesting asymptotic behavior. It is found that
the free boundary is bounded by a constant which does not depend on the conductivity
coefficient, which holds even if the diffusion process is nonlinear. Numerical methods are
presented to compute the solutions and compare the results.

PALABRAS CLAVE: Frontera libre. Ecuacién de difusion. Condicién de contorno
convectiva. Ecuaciones diferenciales no lineales.

CODIGO DE CLASIFICACION: 35K05, 35K55, 35R35.
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1. Introduccion.

El primer estudio sobre lo que hoy en matematica se denomina frontera libre, se le atri-
buye a G. Lamé y B.P. Clapeyron en el ano 1831, quienes buscaron las soluciones explicitas
para el proceso de solidificacién de un globo liquido ([1]). En los afios 1889-1891, J. Stefan
estudié nuevamente este tipo de problemas en sus trabajos sobre el crecimiento del espesor
del hielo en el agua a bajas temperaturas ([2]-[7]). Ese problema es justamente conocido
en matematica como el problema de Stefan y frecuentemente se utiliza para explicar el
concepto de frontera libre. Supongamos, como se ve en la figura 1.1, que tenemos en un
recipiente una cierta cantidad de agua a una temperatura cercana a 0°C. El agua en su
fase liquida estd en el fondo, por debajo de una capa de hielo que flota en la superficie. El
espesor de esa capa de hielo crecera o disminuira segiin cémo varie en el tiempo la tempe-
ratura del medio exterior. En cada instante se puede observar una superficie bien definida
que separa la regién donde se encuentra la fase liquida de la sélida. Esta superficie es la
frontera libre. Esta frontera, puede determinarse -en principio- conociendo cémo fluye el
calor desde el recipiente al medio exterior. Pero en la formulacién matématica de este tipo

Y
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Figura 1.1: La frontera libre en un vaso con hielo.

de problemas se encuentra que la frontera libre no es la tinica incognita, sino que ademas,
el problema consiste en determinar la temperatura que se asume en cada punto interior
al volumen que ocupa cada fase. Mas aun, la distribucion de temperatura y la frontera
libre estan interrelacionadas y deben, por lo general, ser obtenidas simultaneamente.

Para fijar ideas veamos una versiéon 1-D del problema de Stefan. Supongamos que
inicialmente, o sea en ¢ = 0, tenemos una columna de agua, representada por el intervalo
0 < x < 4o00. El agua estd a 0°C' pero en estado liquido, a punto de congelarse. Ademas el
agua se encuentra aislada térmicamente, excepto en el punto x = 0, que esta en contacto
con el medio exterior a una temperatura § < 0°C. Para un instante posterior ¢ > 0 la
situacién es la siguiente: como la temperatura interior es mayor que la exterior existe un
flujo de calor a través de x = 0 hacia el medio exterior. De esta forma, cerca de z = 0,
disminuye la temperatura del agua y se forma hielo en cierto intervalo 0 < z < s(¢). Para
x > s(t) el agua ain se encuentra toda a 0°C' y en estado liquido, como se muestra en la
figura:
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Figura 1.2: Problema de Stefan 1-D.

El punto s(t) es precisamente la frontera libre, depende del tiempo, separa las fases
solida y liquida, y es totalmente desconocida. La temperatura dentro del hielo es una
funcién u(zx,t) que debe satisfacer:

Ou(z,t) Ou(z,t)

o = a3 para 0 <z < s(t) y t > 0, (1.1)
ou(s(t),t ds(t
% _ %, £ 0. (1.2)

La ecuacion (1.1) es conocida como ecuacidn del calor o ecuacion de difusion 'y establece
que la energia térmica fluye a través del hielo, sin acumularse en ningin lugar en particular,
es decir, la temperatura se difunde en el hielo y se espera que cuando ¢ — oo se uniformice,
ocurriendo que u(z,t) — 6. La ecuacién (1.2) establece que el agua pasa de estado liquido
a sélido, pero la cantidad total de agua se conserva, por eso se la conoce como la ley de
conservacion de la masa. Deduciremos ambas ecuaciones en la subseccion que sigue. En
cuanto a las condiciones de contorno, debe cumplirse que:

u(0,t) = 6, t>0, (1.3)

u(s(t),t) = 0, t>0. (1.4)

La ecuaciones (1.3) y (1.4) nos aseguran que la temperatura varfe continuamente desde

el exterior a temperatura 6, hasta el agua liquida que podemos asumir, u(z,t) = 0 para
x > s(t). Como para t = 0 no hay hielo, también s(¢) cumple que

s(0) = 0. (1.5)

De este modo, el problema matemaético consiste en determinar u(x,t) y s(t) que cumplan

simultdneamente (1.1)-(1.5). Asi u(z,t) satisface una ecuacién con condiciones de con-

torno, pero dicho contorno no se conoce atin, por tal motivo s(t) es llamada frontera libre,

puesto que el dominio donde u(x,t) cumple (1.1)-(1.4) cambia con el tiempo, no esta fijo
y es una incognita méas en el problema. La solucién exacta a este problema es:

s(t) = eVt, t >0, (1.6)
2 /2V 2
u(x,t) = 0+ cef /4/ e ¥ dy para 0 < z < s(t) y t > 0, (1.7)
0

donde ¢ satisface P
ce /4 /C eV’ dy = —0.
0

Vale aclarar que esta solucién ya aparece en [1], mucho antes que en [2]-[7]. La denomina-
cién a este tipo de problemas por problema de Stefan comenzé aproximadamente por el
ano 1950, en homenaje a este cientifico, pero esto ocurrié por puro desconocimiento del
pionero trabajo de Lamé y Clapeyron.



1.1. La ecuacion del calor y la conservacién de la masa.

Estas ecuaciones o generalizaciones de las mismas, suelen aparecer en muchos proble-
mas de frontera libre. Ahora entenderemos cémo se formulan partiendo desde la Fisica.

Ecuacién del calor.
La figura 1.3 representa una barra unidimensional de un determinado material (podria

Q(x+ Ax,t)
—_—

Figura 1.3: Energia térmica fluyendo a través de una barra.

ser el hielo del problema de Stefan). Si la temperatura u dentro de la barra varia de un
punto a otro, se producira un flujo de calor ¢ desde los lugares de mayor temperatura a
los lugares de menor temperatura. El flujo ¢(z,t) se define como la cantidad de energia
térmica que por unidad de area y por unidad de tiempo atraviesa la seccién asociada al
punto x. El signo de ¢ se define positivo si la energia fluye hacia la derecha y viceversa.
Denotando por e(z,t) a la energia por unidad de volumen, la energia almacenada entre x
y x + Az al instante t es:

AE(t) =e(z,t)AAx, r<T<xz+Ax. (1.8)

Ademas, por el principio de conservacion de la energia tenemos que:

%AE(t) — _A($(x+ A, t) — Bl 1) (1.9)
Uniendo (1.8) y (1.9):
Oe(r,t) oz + Aw,t) — ¢(x,t)
ot Az ’ (1.10)

cuando tomando Az — 0 obtenemos:
Oe(x,t 0p(x,t
( ):— i ) (1.11)
ot ox
Ahora expresaremos esta tltima ecuacién en funcién de la temperatura u(z,t). El calor
especifico ¢ se define como la cantidad de energia por unidad de masa que hay que sumi-
nistrar para que el material suba su temperatura en una unidad. De este modo tenemos:

e(z,t)AAx = cu(z, t)pAAz, (1.12)

donde p es la densidad del material. Por otro lado, el calor fluye siempre hacia los lugares
de menor temperatura, esto se conoce como la ley de Fourier:

Ou(x,t)

oz, t) = — o (1.13)



donde K es el coeficiente de conductividad térmica. Asi, introduciendo (1.12) y (1.13) en
(1.11), obtenemos:

Ou(z,t) K Pu(z,t)

o cp 0x2

(1.14)

Normalizando, el factor g se puede asumir igual a uno y llegamos finalmente a la ecuacién

(1.1).

Conservaciéon de la masa.
Cuando la frontera libre se mueve desde s(t) a s(t + At), se forma una cantidad de hielo

Am = pA (s(t + At) — s(t)),

donde p es la densidad del hielo. La energia que pierde el agua al solidificarse esta dada
por

AFE = LAm,

donde L es el calor latente. Esta energia AFE fluye a través del hielo hacia la izquierda,
puesto que x = 0 se encuentra a menor temperatura. De modo que por (1.13) tenemos:

AFE
—KU$(S(t),t) = d) = —m,
de este modo, cuando At — 0:
Lp ds(t)
x t s = 5 3,
wnls(t), 1) = 2

que es precisamente la ecuacién (1.2).

Si bien las ecuaciones (1.1) y (1.2) fueron deducidas para el caso particular del pro-
blema de Stefan, dependiendo del problema tratado, la variable u puede representar fisi-
camente cualquier entidad que se difunda en el espacio y en el tiempo, por eso es que a
(1.1) se la conoce también como ecuacién de difusidn. Igualmente, cuando en un problema
se encuentre como condicién de contorno una ecuaciéon como (1.2), significard entonces
algiin tipo de ecuacion de conservacién de la entidad que se estd difundiendo. Por eso
a continuacion se muestra una serie de problemas en matematica aplicada, todos bien
distintos entre si, pero que se pueden modelizar siempre desde el punto de vista de la
frontera libre.



1.2. Algunos ejemplos de aplicacion de la frontera libre.
1.2.1. Crecimiento de raices en vegetales.

Este modelo es de gran interés en Biologia y Agronomia. Cada raiz de un vegetal,
planta o cultivo que crece en un suelo determinado, estd envuelta por un microambiente
llamado rizdsfera. En esta zona del suelo, que es inmediata a la raiz, se encuentran disuel-
tas sales minerales con las que se nutre el vegetal y se caracteriza ademas por la presencia
de una microfauna compuesta por hongos, bacterias, insectos y acaros, los cuales con-
sumen otros microorganismos que resultan patogenos para la raiz. Este mini-ecosistema

- ) *

\ V4

\ | suelo

v ~ ™ meam e W w = =
¢ rizosfera :'RI Y
\ 7

1

Figura 1.4: Sistema raiz-rizdsfera.

tiene un espesor de aproximadamente 1 mm.

En [8] se estudia un modelo muy simplificado, en el que se supone al sistema raiz-
rizésfera con simetria radial y se estudia el crecimiento del radio r = s(t) de la raiz a
medida que se consumen nutrientes disueltos en la regién s(t) < r < R+ s(t), donde R es
el espesor de la rizésfera, que se asume siempre constante. Un determinado nutriente, con
concentracion ¢(r, t) se difunde en la rizésfera y es consumido por la raiz satisfaciendo:

9c(r,t) N ade(r, t) dc(r, t)

B2 5 = 5 en s(t) <r < s(t) + R, (1.15)
c(r,0) = &(r), so <r <R, (1.16)

c(s(t) + R,t) = coo, t>0, (1.17)
PO | ets(e)0) = helsto). )~ B = a5, )2, (1
s(0) = so, (1.19)

donde «, B, w, k, E y a son todas constantes experimentales asociadas al suelo, sg es el
radio inicial de la raiz y ®(r) la concentracién inicial del nutriente. La ecuacién (1.15) no
es mas que la ecuacion de difusion escrita en coordenadas polares. La condicion de con-
torno (1.17) establece que fuera de la rizdsfera la concentracién del nutriente se supone
constante e igual a ¢y, > 0. La ecuacién (1.18) es una especie de ley de conservacion de
masa radial asociada al nutriente.
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1.2.2. Uniodn p-n en un diodo semiconductor.

Este ejemplo es de gran interés tecnoldgico. Es aplicable en el diseno y testeo de diodos
y transistores. Un diodo es un mecanismo en electréonica, que impide el paso de corriente
eléctrica en un sentido, pero que lo permite en el sentido contrario. Los materiales tipo p y
n son metales que tienen disueltas ciertas impurezas en su red cristalina. Dependiendo del
par impureza-metal se puede lograr un material dotado de mas electrones en la banda de
conduccién (material n), o dotado de menos electrones en la banda de valencia (material
p). Cabe aclarar que ambos materiales son eléctricamente neutros. Un diodo se construye
poniendo en contacto fisico ambos tipos de materiales (ver figura 1.5). Cualitativamente,
el material p posee huecos, que tienden a ser llenados -mediante un proceso de difusién-
por los electrones que sobran en el material n.

material p material n

oooodOdem
ODoooOoOoOd=
[npupuiupuiul § |
OoooOoOoOd=
oooodOdesm
ODoooOoOoOds

Figura 1.5: Los electrones del material n llenan algunos huecos del material p.

En el modelo considerado en [9], se aplica una diferencia de potencial en el sentido
indicado en la figura 1.6, se observa que en la regiéon —R(t) < x < R(t), no hay elec-
trones que puedan conducir la corriente, considerandose practicamente nula. El problema

-R(t)

BOEO®WO|""""777

O0OEEEEE (X}

/_‘>'4'> ODSEEEEN oo
— e

O0OEEEES eoe

ODEEEEEE X

O0OEEEEE eoe

ODEEEEES X

P

—_ + ®
—

Figura 1.6: En esta disposicién, practicamente no fluye corriente eléctrica a través del
diodo, porque hay muy pocos electrones cerca de x = 0.
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matematico es simétrico con respecto a z y consiste en encontrar c¢(x,t) y R(t) tales que:

clx,t) = 0 en 0 < x < R(t),
de(, 1) o (dc(x,t) NI
ot Oz ( or dwp,) Peedwd>Nya>R@D, (121

(1.20)
(1.21)
c(R(t)",t) = N, (1.22)
(1.23)
(1.24)

dR(t) _ ,_ 9«(Rt)".1)
at ox ’
R(0) = o.

donde c¢(x,t) es la suma de la densidad de electrones de conduccién y la densidad de
huecos, I es un cierto tipo de corriente asociada al potencial aplicado y /N es la cantidad
de impurezas por unidad de volumen.

1.2.3. Extraccion del petrédleo.

El petréleo es un fluido de Bingham. A diferencia de los fluidos ordinarios, no se
comporta siguiendo estrictamente las ecuaciones de Nawier-Stokes, sino que bajo ciertas
condiciones mecdanicas, de presion y temperatura, parte del mismo adopta una forma de
gel, que se puede considerar dinamicamente como un solido.

En la figura 1.7 se observa el petrdleo siendo extraido por un conducto aplicando una
fuerza f(t). La parte central del fluido adopta la forma de gel, mientras que en la parte

L

|
f(t)

—_—
\

Figura 1.7: Conducto cilindrico por donde circula un fluido de Bingham.

cercana a las paredes del tubo se comporta como un fluido ordinario. Ambas regiones
estan separadas por una superficie bien definida dada por r = s(t), que es desconocida.
El problema de frontera libre consiste en hallar simultaneamente el campo de velocidad
u(r,t) del petréleo y s(t):

ou(r, t Pu(r,t ou(r,t
Julnt)  Sulrt) _noulrt)

9 U i — = f(t), s(t)y<r<L,t>0, (1.25)
w(L,t) = 0, t>0, (1.26)
W - 0, >0, (1.27)
du(s(t),t) 1 270
T = ;(f(t)—%>, t>0, (1.28)
s(0) = so, (1.29

12



donde p es la densidad, n la viscocidad y 7y se denomina tension umbral de corte . Las
ecuaciones (1.25)-(1.27) no son otras que las de Navier-Stokes aplicadas a la parte del
petréleo que fluye ordinariamente, mientras que (1.28), habla de una fuerza aplicada sobre
la parte en forma de gel, que se mueve como un todo, siendo la velocidad independiente
de 7 en esa regién. Este problema de frontera libre fue estudiado en [10].

1.2.4. Crecimiento de tumores cancerigenos.

Este modelo es potencialmente de importancia en la investigaciéon médica de la lucha
contra el cancer. El cancer es una enfermedad de origen celular. Debido a diversos factores
pertenecientes al medio al que se encuentra expuesto el individuo y a la predisposicion
genética, pueden aparecer células defectuosas dentro de determinados tejidos. Estas células
presentan mutaciones y no cumplen con las funciones bioldgicas asignadas. El organismo
posee un sistema llamado apoptosis que elimina naturalmente y sin efectos nocivos a las
células defectuosas, pero ocurre en general que las células cancerigenas se multiplican a
una velocidad mucho mayor que lo normal, invadiendo el espacio y formando un tumor.

En [11] se expone un modelo matemdtico muy simplificado de este complejo proceso.
Se supone al tumor evolucionando en el tiempo, encerrado dentro de un volumen Q(t) y
compuesto por tres grupos de células: activas, inactivas y muertas, cuyas densidades las
llamaremos P (proliferating), Q (quiescent) y D (dead) respectivamente. Los tres tipos
de células estan todas mezcladas uniformemente dentro del tumor, es decir:

P + Q@ + D = constante = N. (1.31)

Ademas, estd presente un nutriente de concentracion C' = C(z,vy, 2,t), generalmente
oxigeno. En el proceso del céncer, las células activas se caracterizan porque son capa-
ces de multiplicarse a razén Kg(C) y pueden transformarse en inactivas con una tasa
Ko(C). Las células inactivas no se multiplican, pueden transformarse en activas a una
taza Kp(C') y pueden morirse a razén Kp(C') en el proceso de necrosis, en el que la célula
se rompe liberando sus sustancias internas, que son muy nocivas para las células sanas
presentes alrrededor. Ademas, tanto las células activas como las inactivas pueden morirse
por apoptosis a razén K 4(C'). Finalmente existe un proceso de eliminacién de las células
muertas por necrosis con una taza Kpr que no depende de la concentracién del nutriente.

Kg Ko K, K
— ’ Q—» D——

|
KA KA

Figura 1.8: El modelo de Cui-Friedman.

La descripcién completa de este modelo escapa a esta presentacion, pero se encuentra
que P(z,y, 2,t), Q(x,y,2,t), C(z,y, z,t) deben cumplir:

VZC—-XC = 0 en Q1) (1.32)
C = Cy sobre  0€Q(t), (1.33)

13



oP

- Hdiv(PVo) = [Kp(C) = Ko(C) = K4(C)]P + Kp(C)Q  en Q(t),(1.34)
%—Q +div(QVe) = Ko(O)P —[Kp(C)— Kp(C)Q  en Q(t), (1.35)
NV?c = —NKp+[Kp(C)+ Kg]P+KprQ en Q(t), (1.36)

donde A > 0y o(z,y,2,t) es una especie de presién asociada al nutriente que sobre la
superficie del tumor debe satisfacer:

o =~k sobre 0£(t), v >0,

donde & es la curvatura media. El movimiento de la frontera libre esta dado por la ecuacion
de continuidad:
do

on
donde 77 es la normal a la superficie y V,, es la velocidad de la frontera libre en esa direccién.
El problema consiste en determinar Q(t), P, @, C'y o del sistema planteado dadas las
condiciones iniciales:

=Vo-n=1V, sobre 09(t),

Q(O)7 P(x7 y7 Z? 0)7 Q(x7 y7 Z? 0)'

1.3. Difusién de solventes en polimeros.

Los materiales plasticos han producido en el siglo XX una verdadera revolucion. El
hombre por primera vez comenzd a elaborar y disenar en forma sintética sus propios
materiales. En la sociedad actual, un individuo estd en contacto todo el tiempo con este
tipo de materiales. Las principales caracteristicas de los pldsticos es que son materiales
livianos, resistentes, moldeables y, de acuerdo con su composicién quimica, pueden adoptar
multiples propiedades y aplicaciones. Una de las principales desventajas es que tardan
cerca de 500 anos en biodegradarse.

Los plasticos estan constituidos por polimeros. Estos se caracterizan por tener una
estructura molecular en forma de cadena repetitiva e infinita de unidades basicas, llama-
das monomeros. De acuerdo al monémero usado, el material resultante adopta el nombre.
La figura 1.9 muestra el caso del poliestireno. Los ejemplos mas conocidos son el nailon

CH

V4 2 poliestireno
CH
2\/2\/2\/2\/2\/
estireno

Figura 1.9: Fabricacion del poliestireno a partir del estireno.

(poli-amida), el polietileno (poli-etileno), los poliésteres (poli-estireno), los poliuretanos
(poli-uretano), el PVC (poli-cloruro de vinilo), el acrilico (poli-metilmetacrilato), etc. Los

14



polimeros vidriosos, como el acrilico, son especialmente requeridos por su extrema dureza,
transparencia y resistencia a la intemperie, teniendo aplicaciones en las méas diversas in-
dustrias, desde la industria del automovil hasta la ortopedia, en la fabricacién de protesis.
Es por eso que es de gran interés para la industria del plastico, estudiar como minimizar
al maximo su grado de desgaste por efectos de un ambiente externo.

Modelo de Astarita-Sarti.

En el ano 1978, los quimicos G. Astarita y G. C. Sarti formularon el modelo matematico
de la penetracién de solvente sobre un polimero vidrioso (ver [12]). El solvente representa
al agente corrosivo externo. En la figura 1.10 se observa una barra de polimero homogénea
representada por el intervalo 0 < x < co. El extremo izquierdo de la barra, o sea x = 0,
se encuentra en contacto con una fuente de solvente de concentracion constante ug. Una
caracteristica de los polimeros vidriosos, es el hecho de que el solvente no penetra el
material si ug no supera cierto umbral de concentraciéon ¢ > 0. Una vez que se sobrepasa
ese umbral (o esa, si ug > q), el solvente penetra y se difunde a través del polimero. En

L(t,u,,u)=0

u =u
/ XX t

— o _ o

2B 2 u=0

0 s(t) X

Figura 1.10: El solvente se difunde a través de la barra de polimero.

cada instante t > 0 se observa siempre lo mismo: una parte de la barra estd mojada con
solvente con concentracién u(z,t), la cual se difunde satisfaciendo la ecuacién del calor. El
resto de la barra contintia totalmente seca. El punto s(t) que separa ambas regiones es la
frontera libre del problema y es a priori totalmente desconocido. Este modelo establece que
la velocidad con la que avanza la frontera libre, es una funcién mondétona de la diferencia
entre la concentracion de solvente y el valor umbral:

ds(t)

=0, -, t>0. (1.37)

En Quimica se encuentra que f es una ley de potencia: f(c) = ¢*, con a > 0 generalmente
entre 0.5 y 1. Ademds uno desearfa que el movimiento cese cuando u(s(t), ) esté préximo
al valor umbral ¢. Entonces en (1.37) debemos imponer la condicién

£(0) =0. (1.38)
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Ademas en z = s(t) se debe cumplir la ley de conservacién de la masa, que no tiene para
este problema la misma expresién que (1.2) y se deduce como sigue. Se supone que el
solvente fluye a través de la barra satisfaciendo la ley de Fick:

ou
ox’
que es exactamente la ley de Fourier (1.13). Ademds, para avanzar desde s(t) a s(t + At),

habra fluido a través de x = s(t) una cierta cantidad de solvente, de modo que por
conservaciéon de la masa resulta:

flujo = ¢(x,t) = —k k>0, (1.39)

At cant. de solvente que s(t+A1)
/t Ps(t),m)dr = pasé por z = s(t) B /s(t) ule,t+ At de, (1.40)

luego, mediante el teorema del valor medio obtenemos:

Ato(s(t), 7) = (s(t+ At) —s(t)) u(z, t + At),
ou(s(t), )

—RATE T = (1.41)

con s(t) < & < s(t+ At) yt <7 < t+ At. De este modo, en el limite At — 0 tenemos

que:

Ou(s(t),t)  ds(t)
Ox o dt

Realizando el cambio de variables

—K u(s(t), 1), t>0. (1.42)
c(x,t) =u(x,t) —q

y tomando k = 1, se puede normalizar a la unidad la concentracién en x = 0, quedando
formulado el siguiente problema de frontera libre:

Dado T > 0, encontrar s € C'[0,T] y ¢ € C*Y(Dy), con Dy = {(z,t) : 0 < x <
s(t),0 <t < T} tales que:

dc(x,t) 0c(z,t)

T = W, (I‘,t) € Dr, (143)

c(0,1) 1, 0<t<T, (1.45)
ds(t)

oo = Tes,0),  0<t<T (1.46)

ac(gi),t) _ _dil(:) (c(s®). ) +q), 0<t<T (1.47)

con f(c) satisfaciendo f(0) =0, f € C*(0,1] y f'(¢) > 0 para ¢ € (0,1].

A. Fasano, G. H. Meyer y M. Primicerio mostraron en [13] que este sistema de ecua-
ciones estd bien planteado, demostrando la existencia y unicidad de la soluciéon para
cualquier 7' > 0. Este problema también se formul6 y estudié bajo otras condiciones de
contorno, en numerosos trabajos. En [18], Phan Huu San y Nguyen Dinh Tri estudiaron
una concentracion externa decreciente en el tiempo:

c(0,t) = g(t) con dg(t)/dt < 0.
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Andreucci y Ricci en [17], consideraron la existencia de flujo a través de = 0, en vez de
(1.45):
0c(0,t)
= o(t t) > 0.
S =6l con o(1)

En [15], Comparini y Ricci asumieron que

0c(0,t)  0c(0,1)
or Ot

en lugar de (1.45).

Comparini, Ricci y Turner en [16] estudiaron el caso de un polimero no-homogéneo con-
siderando: st
% = f(c(s(t),t),s(t)), en vez de (1.46).

En el presente trabajo, se estudiarda una condiciéon de contorno del tipo convectiva:

0c(0,t)
ox

= h(e(0,t) — g(t)), t>0, (1.48)

donde h > 0 se llama coeficiente de transferencia de masa, o coeficiente de conveccion. La
funcién ¢ + g(t) representa la concentracién exterior de solvente y si ésta es mayor que la
interior (o sea g+ g(t) > u(0,t), que equivale a g(t) > ¢(0,t)), entonces el flujo de solvente
es hacia adentro, puesto que

0c(0,t)

0.
ox -

¢(07 t) ==

Contrariamente, si g(t) < ¢(0,t) entonces saldra solvente de la barra de polimero a través
de z = 0.

El plan a seguir es el siguiente: El problema con la condicién de contorno (1.48) se
expone en la seccién 2. El comportamiento asintético cuando h — oo se trata en la seccion
3. En la seccién 4 se generaliza [18] para una concentracién de solvente externa que crece
en el tiempo. Finalmente, en la seccion 5 se estudia el problema para procesos de difusion
con condicién de contorno tipo (1.48), pero suponiendo ademds, que el coeficiente de
conductividad es no-constante.
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2. Condicion convectiva.

Esta seccién se desarrolla siguiendo la estructura de los trabajos [20] y [19]. El proble-
ma matematico queda formulado de la manera siguiente:

Problema PS. Encontrar una terna (T,s,c) tal que: T > 0, s € Clo,T], ¢ €
C*Y(Dr)NC(Dr), donde Dy = {(x,t) : 0 <t < T,0 <z < s(t)}, satisfaciendo

Cox —C = 0 en Dy, (2.1)
c.(0,t) = hle(0,t) — g(t)], g(0) =1, 0<t<T, (2.2)
sty = fle(s(),1)), 0<t<T, (2.3)
co(s(t),t) = —s(t)[e(s(t),t) +q], 0<t<T, (2.4)
s(0) = o. (2.5)

Se supondra que el proceso fisico representado se estabiliza en el tiempo, esto se puede
garantizar si se asume que ¢'(t) <0y G = [;° g(t) dt < co. Para asegurar la existencia de
una solucién fue necesario ademés pedir que g € C'**[0, T']. De la misma forma se supone
que la funcién f, ademds de cumplir f(0) =0y f’(¢) > 0 para ¢ € (0, 1] también cumple
f e Ce(r,1], V7 > 0. Sera de utilidad definir ® = f~! y notemos que esta funcién posee
exactamente las mismas propiedades asumidas para f.

2.1. Un problema auxiliar.

Igualando (2.2) con (2.4) para t = 0, obtenemos que ¢* = ¢(0,0) es la tinica solucién
de f(¢*)(¢* 4+ q) = —h(c* — 1), ademds cumple 0 < ¢* < 1.
Sea una curva r € C1[0, 7] N C*(0,T) tal que

r(0) =0, (2.6)
#(0) = f(c), (2.7)

0<7(t) < f(c) en [0,7], (2.8)
l7(t)| < K en (0,7) (2.9)

y consideremos el problema auxiliar (PA) que consiste en:

Problema PA. Encontrar ¢ € C*Y(D) N C(D), con ¢, continua hasta v = 7r(t),
€ (0,7), tal que

Cow—C = 0 en D={(z,t):0<t<T,0<x<r(t)}, (2.10)
c(0,t) = hle(0,t) —g(t)], g(0) =1, 0<t<T, (2.11)
cx(r(t),t) = —r(t)[®(r(t)) + q], 0<t<T. (2.12)

Teorema 2.1 FEl problema PA posee solucion inica.

Demostraciéon. Se sigue de aplicar los teoremas sobre existencia y unicidad estudiados
en [25] y [26, pdg. 561, T. 5.1]. 1
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Proposicion 2.2 Tomando T lo suficientemente pequenio, la solucion de PA satisface:

o< oz, t) <1, 0 <z <r(t), 0<t<T, (2.13)
h(c® —1) < cp(z,t) <h(l—g(t), 0<t<T, 0<zx<r(t), (2.14)

donde cy es una constante positiva que solo depende de T.

Demostracién. Por aplicacién de lema de Hopf (ver Apéndice), se puede suponer que
¢ asume su valor maximo sobre el eje x = 0 debido a que ¢, < 0 sobre x = r(t). Sea

mgx c = c(0,tp).

Si tp = 0, entonces maxc = ¢* < 1. Si ¢y > 0 tenemos 0 > ¢, (0,to) = h(c(0,ty) — g(to)), lo
D

que implica max ¢ < g(ty) < 1. Se cumple asi el lado derecho de (2.13). Ahora supongamos
que b
m_in Cy = CI(O, tO)a
D

para algun ty > 0. Entonces

0> th(o,to) =h (Ct(()?to) - g/(to))

¥ 2x(0,t0) < ¢'(to) <0, lo que contradice el lema de Hopf. Asi llegamos a que min ¢, =
D
¢x(0,0) = h(c* — 1). Finalmente,

cwt) = c(O,t)+/0$ eo(E,1) dE = %cx(o,t)—l—g(t)—i—/oxcg;(f,t) e
=14+ gt)+h(c—=1)f(c")t

>
> ¢ —14+9(T)+h(c" = 1)f(c")T > 0,

si T se asume lo suficientemente pequenio. I

Proposicién 2.3 Suponiendo que se verifica (2.6)-(2.9), se cumple que ¢ € C*(D),
et € C(D —(0,0)) y existe una constante B que depende de T' y K, tal que

lei(z,t)| < B, V(z,t) € D. (2.15)

Demostracién. Usando [25] y [26, pag. 561, T. 5.1] se puede constatar que ¢ € C*'(D)
y ¢zt € C(D — (0,0)). Notemos que siempre se puede reducir T' lo suficientemente para
tener que 7(t) > f(1) — KT > 0Vt € [0,T]. La funcién w = ¢ es la solucién de:

Wy —wy = 0, en D, (2.16)
w,(0,t) = h(w(0,t) —4g'(¢)), 0<t<T, (2.17)
we(r,t) + r(w(r(t),t) = F(t), 0<t<T, (2.18)

con F(t) = %cx(r, t). Supongamos que w asume su maximo valor en el punto (zg,ty). Si

to > 0y zg = r(to) entonces

0 < wy(xo, to) = F(to) — 7(to)w(xo, to),

19



con lo cual

w(Io,to) S %
< W(c*+q+f(c*)+sup@')iﬁl.

Sixzg=0yty >0 tenemos

h(w(xo,to) — g/(to)) = wx(xo,to) <0
w(zo,to) < ¢'(ty) <suplg'| = B

Finalmente, si zo = 0 = to, podemos obtener ¢y, ts y t3 en el intervalo (0,t) tales que:

Ca(r(®),t) = cx(0,8) =) (P(F(¢) + ) — h(e(0, 1) — g(t))

r(t) r(t)
(b)) = —i'(t2) [q + P(7(t2)) + f(tg)é’(f(tQ))] — hei(0,t2) — ¢'(t2)]

7 (t3)
K g+ sup® + f(c*)sup @] + hsup |¢|
t1),t — (0,1 <
Ct(r( 1)? )+ 7:’(t3)0t( ? 2) — T(tg) 9
(2.19)
luego, tomando t — 0:
Klg+sup® + f(c*)sup ®'] + hsup |¢] .
0,0)] < = (3.
‘Ct( )| — h+f(C*) 63
Similarmente se obtiene que minw > — max(3;, 52, 53). |
D

El siguiente resultado muestra cémo la solucién de PA depende continuamente de
r(t). Supongamos que 7 (t), ro(t) verifican (2.6)-(2.9) y sean ¢;(z,t), ca(z,t) las corres-
pondientes soluciones que verifican (2.10)-(2.12).

Proposicién 2.4 Ezisten constantes Ty > 0 y N > 0 tales que para cualquier T € (0,Tp)
se cumple que

]cl(rl(t),t) — CQ(TQ(t),t)‘ < NHTl — T2||Cl[O,T} O<t<T. (220)

Demostracién. Definamos A = min(rq,7re) y D* = {(z,t) : 0 <z < A\(t), 0 <t < T}.
Sea M >0y
W+ =c¢, —co+aMR en D,

con R = ||ry — ra|[c1jo,7). Estas funciones verifican que
W*(0,t) = RW*(0,t) £+ MR. (2.21)
Supongamos que A(t) = ri(t) para t > 0. Entonces

[(e1 = c2)e(N )] < ewa(r1,t) — cn(ra, )| + |2z (o, ) — cou(r1, )]
< | =7 @) + @) + 72(D(F2) + @) + |eaza (12, D)[|(r1 — 72) (1)
<

MR (2.22)
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si se toma M > (¢*+q)+ f(c*) méx '+ B (notar que M resulta el mismo si A(t) = ro(t)).
Asf obtenemos que W, (\,t) > 0y W, (\,t) < 0 Vt. Ademas, existen ¢t= > 0 tales que
min W+t =W*(0,t7) y méx W~ = W~(0,¢). Usando el lema de Hopfy (2.21) tenemos
que:

M
W+(O, t+) > —%R,

M
W=(0,t7) < %R,

lo cual implica que

M
(1 —co)(z,t) + MRx > WT(0,t%) > _WR’
M
(cp —co)(x,t) = MRx < W=(0,t7) < TR’
es decir: o
|@rwm@Jﬂ§<MﬂﬁﬂW~E>R (2.23)

2.2. Existencia local y unicidad.

Sea 7(t) una funcién positiva y no-creciente, definida para ¢ > 0 y posiblemente no
acotada cuando t — 01. Denotemos por X (K, T,) al conjunto de todas las curvas r(¢)
que satisfacen (2.6)-(2.9) y tales que para algin « € (0, 1]:

#(t1) — #(t2)| < (1) (1 — t2)*/? 0<7<ty<t; <T. (2.24)

Notemos que el conjunto X es convexo y compacto en C*[0,T].
Dada r € X, tenemos la solucién ¢ de (2.10)-(2.12) y es posible asi definir una trans-
formacién 7 = Cr como:

0) = o, (2.25)
() = fle(r(t),t), 0<t<T. (2.26)

It

=

(Notar que (2.26) tiene sentido puesto que 0 < ¢p < ¢ < 1 por (2.13).)

Teorema 2.5 Emisten K, T y v tales que la transformacion ¥ = Cr es continua desde
X(K,T,v) C C'0,T] en si mismo.

Demostracién. Como (2.6)-(2.8) se satisfacen por construccién, para probar que C mapea
X en si mismo, sélo hay que elegir K, T'y v para que 7 satisfaga también (2.9) y (2.24).
Ahora,

7(t) = [co(r(t), )7 (t) + co(r(t), )] f/(c(r(t), 1)), 0<t<T. (2.27)
Usando (2.13) y (2.14) se puede hacer que se cumpla (2.9) tomando

K = (hf(c¢")T + B) méx f".

[6071}
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La estimacién de la norma Holder de 7(t) se puede lograr estimando la norma de ¢, (z, t)
en el espacio C''7®. Esto se consigue de manera siguiente. Primero se define z(z,t) =
co(x,t) + 7(t) [¢ + ®(r(t))], la cual es solucién de

Zw — 2 = —F(t)[qg+ () + S(F(1)*(t)],  en D,
hz(0,t) — 2,(0,t) = hg'(t) —7(t) [¢ + P(r(t)) + D'(7(t))r(¢)], 0<t<T,
z(r(t),t) = 0, 0<t<T.

Luego observamos que para cada 7 € (0,7 se puede transformar el dominio 0 < x < r(t),
T7/2 <t < T en el rectangulo (0,1) x (7/2,T) mediante el cambio de coordenadas y =
x/r(t). Entonces podemos aplicar la estimacién estandar de Schauder (ver [26, pag. 561,
T. 5.1]) a la funcién 2(y, t), en el rectangulo (1/2,1) x (7/2,T). De esta manera obtenemos
que

lzllce <3(7)  en (1/2,1) x (7,T), (2.28)

donde 4 depende de K, f, T, 7 y a. De este modo, es posible definir v(¢) segtin (2.28) y
7 satisfard (2.24).

Sélo faltaria probar que la transformacién C es continua. Pero esto se deduce directa-
mente de (2.20) y (2.26) puesto que

|71 = Fallcrjor < (T + 1)f[£l?if}<f/NH7"1 = 72|lerpo,m)-
0,

Teorema 2.6 Ewxiste To > 0 tal que el problema PS admite una solucion para T < Tj.
Ademds, c € C*'(Dr), s € C?[0,T].

Demostracion. Esto una consecuencia directa del teorema 2.5 y del teorema del punto

fijo de Schauder (ver Apéndice). Las propiedades de regularidad de ¢ y s se siguen de la
proposicién 2.2 y de la definicién de X. |

El siguiente lema sera 1util para probar unicidad en la solucién de PS. Sean ¢;, s;
(1 =1, 2) soluciones de:

Ciwz — Cit = 0, 0 <z <s4(t), t,<t<T, (2.29)
con condiciones iniciales s;(t;) = 0 y satisfaciendo (2.1)-(2.4) en los intervalos (¢;,T).
Lema 2.7 Sit; < ty, entonces

s1(t) > so(t), ty <t <T. (2.30)

Demostracion. Notemos que la transformaciéon

atet) = — [ el 1) ) dy (2.31)
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convierte (2.1)-(2.5) en el siguiente problema:

Upy — U = 0 en Dy, (2.32)
u(0,t) = hlug(0,t) —q — g(t)], 0<t<T, (2.33)
u(s(t),t) =0, 0<t<T, (2.34)
uz(s(t),t) = ®(s(t)) + q, 0<t<T, (2.35)
s(0) = 0. (2.36)

Consideremos la funcién u;(z, t), que resulta de aplicar la tranformacién (2.31) a ¢;(z, t)
(¢ = 1,2). Supongamos s; se intersecta con sy por primera vez en t = tg, llamemos
so = s1(tg) = s2(tp). Ahora bien,

$1(to) < $a(to), (2.37)

ademas
(uy — uz)(so, to) =0, (2.38)
(u1 — u2)x(S0,t0) = ®($1(t0)) — P(32(t0)) < 0. (2.39)

El lema de Hopfy (2.33) aseguran que u; — uy no puede asumir su maximo valor sobre
el eje x = 0. Pero, para to <t < ty tenemos que

(ur —ua)(A(t), 1) = (w1 — ug)(s2(t), 1) = us(s2(?),t) <O,

luego (2.38) implica que (u1 — uz).(so,to) > 0y esto contradice (2.38).1
Asi obtenemos unicidad:

Teorema 2.8 FEl problema PS no puede tener dos soluciones distintas, para el mismo T'.

Demostracién. Exactamente la misma que aparece en [13].

2.3. Existencia global.

Antes de probar la existencia global, vamos a realizar un analisis a priori sobre las
soluciones del problema PS.

Proposicion 2.9 Supongamos que s y ¢ son soluciones del problema PS para algin T <
+00. Entonces

0< oz t) <1, 0 <z <s(t), t>0, (2.40)
h(c* —1) < cp(x,t) < h(l—g(t)), 0 <z <s(t), t > 0. (2.41)

Demostracion. Por aplicacion del lema de Hopf, podemos suponer que ¢ asume su maxi-
mo valor sobre = 0, debido a que ¢, = — f(¢)(P(s) +¢) < 0 sobre x = s(t). Supongamos
que:
c(0,ty) = méxec.
Dt
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Sitg = 0, entonces méx c = ¢* < 1. Sity > 0 tenemos que 0 > ¢,(0,ty) = h(c(0,t9)—g(to)),

Dr
lo que implica I%éXC < g(to) < 1. Supongamos que
T

c(xy,ty) = I%iTn c.

Si z; = 0 entonces ocurre que r%inc =c">00
T

1
minc = g(t1) + EC$(07 t1) = g(t1) > 0.

Dr

Es mas, si r%inc = ¢(s(t1),t1) = 0 (con t; > 0) entonces c,(s(t1),t1) = 0, contradiciendo
T

el Principio del Maximo (ver Apéndice). Asi se cumple (2.40) y ¢,(0,t) < h(1—g(t)) para
todo t. Finalmente, supongamos que

min ¢, = ¢, (s(t2), ta) con ty > 0.
Dr

Si t, > 0 entonces 0 > Lc,(s(t), )], es decir

0 < —[f'(c(s(ta), t2))(c(s(t2), t2) +q) + f(c(s(ta, t2)))][ca(5(t2), t2) $(t2) + cau(s(t2), 12)] < O,

lo cual es una contradiccién. Entonces r%in e = ¢(0,0) =h(c" —1). 1
T

Proposiciéon 2.10 Bajo todas las suposiciones anteriores, vale la siguiente acotacion:

‘Ct(l',t)‘ < BT V(I',t) S DT, (242)
con
By = mix {r[gegc 7], S + ) a0, o>\} | (2.43)

Demostracién. Notemos de (2.2) que

1
ct(0,8) = ¢'(t) + Ecm(o, t), 0<t<T. (2.44)

Es més, de (2.3) y (2.4) tenemos que ¢, = —f(c)(c + q) sobre x = s(t) y derivando
respecto de t obtenemos que:

cif(e)+cae = —[f(c)c+q)+ flo)] (caf(c) + ) sobre r=r(t), (2.45)
(et q) + f(O)] fPle)e+q) =
ci(s(t),t) = ( I CESICIEEY) )mw . (2.46)

La proposicién sigue de aplicar el lema de Hopf. I

Teorema 2.11 El problema PS admite una solucion para todo T > 0.
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Demostracion. Asumamos que
T* = sup{T > 0 : existe solucién de PS para T'.} (2.47)

es finito. Notemos que con el teorema 2.8 y las proposiciones 2.9 y 2.10 se puede concluir
que existen los limites:

s¢ = tli%l*s(t)’
G = i c(s(t),))
¢ = i)
colx) = tgr%l*c(x,t), 0<z<s".

Es més, ¢ € C*Y(Dy- — Dy+j3) (ver por ej. [27]) y de (2.40) tenemos que $* > 0. De esta
manera, si 7' > T*, podemos considerar el conjunto de curvas r € Clr, T | NC*(T, T)
tales que

= 35"
0<#(t)<s en [T97],

FOI<K  en (1)
Se puede demostrar que existe una tnica solucion para el problema de encontrar una
funcién ¢ € C*!(D;— Dr-) satisfaciendo (2.10)-(2.12) para t € [T*,T] y con datos iniciales
c(x, T*) = cg(x) (ver [27]). Similarmente, como en la seccién 2.2, se puede encontrar una

funcién s(t) que satisfaga (2.48)-(2.51) y (2.3), para T* < t < T para algtin T' > T*. Esto
contradice (2.47). 1

2.4. Comportamientos asintéticos.

En esta seccién se expone el comportamiento asintético de la funcién s(t) cuando ¢
tiende a infinito.
Sean s(t) y ¢(x,t) la solucién de PS. El teorema de Green establece que:

// ydedr = ¢ Pdr+Qdr.
Dy

0Dy

Entonces, para cada solucién v = v(z,t) de vy + v, = 0 en Dy, si tomamos P = cv y
Q) = ve, — cv, tenemos:

0= jg c(z, t)v(z,t) de + (v(z, t)ep(z, t) — c(z, t)vg(x, 1)) di, t > 0. (2.52)
Dy
Asi, tomando v(z,t) = 1 obtenemos
0 :74 c(w,t)da +co(z, ) dt,  t>0,
oD,

es decir,

s(t)

oz/otc(s(T),T)s'(T) dT—/Ots'(T) (c(s(r), ) +a) dr = [ et da:—/otcx(O,T) ir.
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o0 sea,

o) = — | " ) do — / "0, 7) dr (2.53)
- - O by dr— / "e(0,7)dr+ b / " g(r) dr, (2.54)

lnego . .
() < 7 /O o(r)dr < °C. (2.55)

Esta cota superior es independiente de f, y como $(t) = f(c(s(t),t)) > 0 existe el limite:

Soo = lim s(t). (2.56)

t—o0

La grafica que sigue fue obtenida con un método numérico que se explica en a secciéon
2.5, esta muestra el caso ¢ =0.3, h = 10, g(t) = e~ para muchas funciones f.

Asymptotic behavior.

Figura 2.1: Las fronteras libres para varias funciones f(c) = ac™, con a > 0y m > 0.

La figura 2.1 muestra que todas las fronteras libres estan acotadas por una constante
que vale aproximadamente 1.6, por lo que %G =16.7 parece ser una cota demasiado grande.
Es posible obtener una cota mejor. Para ello, primero obtendremos dos ecuaciones mas
que conectan sy ¢ ((2.57) y (2.58)). Primero, tomando v(z,t) = x en (2.52) tenemos

0= j{?Dt c(z,T)x dr + (veg(z, ) — c(z, 7)) dt,
entonces
0= [ elsr) 7)str d7+/ (q+ cls(r), 7)3(7)s(r) — e(s(r), 7)] dr —

s(t)
—/ xtxdx+/ (0,7)d
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~s%(t) + /Ot c(s(r), 7)dr = — /OS(t) c(x, t)xdx + /Ot c(0,7)dr. (2.57)

Similarmente, tomando v(x,t) =t — % obtenemos:

_ ngi c(z, 1) <t - ;) dx + K 5022> ca(2, 1) +:cc(x,t)] dt,

luego
0 = /tOTC;B(O,T)dT—i—
4 [ds(T),T) (T . s2é7>> () + (T ) s?éﬁ) (s + C(S(T),mm] e

0 7?2 p
t)[t— —
[ >( 2) .

entonces
¢ q t
0 = —/ TC$OT)dT—683t —q/ T$(7)dr +
s(t)
+/ T)dT + = / c(z,t) x—t/ dx. (2.58)
Lema 2.12 ®
tlim c(z,t)dx = 0. (2.59)

Demostracién. De (2.58) extraemos que
S(t) 1 t q q t .
/ c(x,t)de = ——/ 7¢,(0,7) dr — &s — —/ 7$(7) dT +
0

s(t)
7)d / £) d
t/ Jdr + 5, e(w,t)
3

<—;/070x(07)d7+ / )()d7+§

Para probar el lema sélo hay que demostrar que todos estos términos tienden a cero
cuando t — oo. Notemos que de (2.54),

/ 07’d’7‘</ T)dr < G,

entonces, usando (2.57)

/0 c(s(r), 7 d7'<800/ T)dr < 55,G,

luego
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Por otro lado, de (2.53)

- /Ot c.(0,7)dr = /OS(t) [q+ c(z,1)] dz >0 (2.60)

y de (2.2) tenemos

- /00o o(0,7)dr = h (G — /OOO c(0,7) d7> < 00. (2.61)

Con integracién por partes, (2.60), (2.61) y la regla de L’Hopital obtenemos

1 t t 1 t T
tim ¢ [ ren(0,7) dr = Jim | [ (0.7 dr = 5 [ ["eat0.7)d7) ar] =0
t—oo t Jo t—o00 0 t Jo 0

Lema 2.13 Para el caso particular de f(c) = ac, con a > 0, la siguiente formula se

cumple:
2
1 1 2 1 1
= - - |24+ ). 2.62
i Mh%w) T <h+aQ> (262)

Demostracién. Eliminando el término [; ¢(0,7) dr de las ecuaciones (2.54) y (2.57) ob-
tenemos

Lo+ 2o = - [ (34 0) clwydnt [ gty [[str)mar 26

y como ¢(s(7),7) = £5(7), tenemos

Lo+ (24 D) sty = [otryar— [ (3 +2) elotyda

st /1 1 s(t)
Observemos que / <E + x) c(x,t)de < <E + soo) / ¢(x,t) dz, entonces por (2.59)
0 0
obtenemos .
42 (_ g) =G
2% T\ )% '
|
Teorema 2.14
1 2 1
sgp S0 =1/ 72 + 56‘ — 5 (2.64)

donde el supremo se toma sobre el conjunto de todas las funciones [ para las que se
definio el problema PS.

Demostracién. Procediendo como para obtener (2.63), tenemos que

2(1) + %s(t) - g/otg(T) dr = —2 /Os(t) (% 4 a:) o, 1) dv — /Ot o(s(7), 7) dr < 0,
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cuando t — oo:

asi

y (2.64) sigue de tomar el limite « — oo en (2.62). 1

La ecuacién (2.64) nos habla de una acotacién 6ptima para s, en el sentido de que
ésta, resulta independiente de la funcién f. Se puede ver que esta formula concuerda con
lo que se observa en la figura 2.1, para ése caso se tiene efectivamente que:

1 2 1
16~ —=+-G——. 2.65
Vit o6 (2.65)

2.5. El método numeérico.

A continuacién se expone como se resuelve el problema PS con un método numérico,
basado en el esquema que aparece en [28].

La idea del método numérico consiste en discretizar el tiempo y resolver una sucesion
de ecuaciones diferenciales ordinarias. Concretamente, para el tiempo t = t, (con ¢, —
tn—1 = At, n =0,1,2,3,...), la solucién del problema PS se aproxima por c¢(z,t,) ~ C,(x)
y s(tn) = S, tomando como {C,(z),S,} la solucién exacta del siguiente sistema de
ecuaciones:

Qthi%i 0, 0<z<S, (2.66)
CL(0) = h(Cu(0) —g(tn)), (2.67)
Sn - Sn—l
Sp — Sy
Ch(Sn) = ——jgei@+cu&m. (2.69)

En (2.66) la funcién C,,_1(z) se supone conocida y definida sobre todo el intervalo 0 < z <
o0 y junto con S,_1, se tiene que determinar simultdneamente S, y C,(z) en 0 < z < oo.
Para ello, primero escribimos (2.66) como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden sobre (0, .5,,):

C =V, (2.70)
1
Vi = —(C,—Ch_1). 2.71
L= ) (271)
Luego se utiliza la transformacién de Riccati:
Cu(z) = R(z)Vy,(z) + W (x), (2.72)
donde
1
R’zl—EW, R(0) =1/h, (2.73)
, R(x
wy = P o@). w0 =g, (2.74)
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Se puede resolver (2.73) exactamente:

VAt coth % sihvV At < 1
R(x) = 1/h si hv/ At =1 (2.75)
v/ At tanh % si hv/ At > 1,

donde
(2.76)

{ VAttanh™ (hV/At) si hW/At < 1
k= “1({_1 .

v At tanh (h\/&) si hv/ At > 1.
La frontera libre S,, se determina de manera que C,,, V,, v S,, simultaneamente satisfa-

gan (2.68), (2.69) y (2.72). Eliminando C,, y V;, de (2.69) y (2.72) se obtiene que S,, debe
ser una raiz de la ecuacién:

on(@) = (z — Sp_y) /AL — f (W”ﬂ ;fjg?ﬁx S;f ’)”‘/Xt/ At) = 0. (2.77)
Si S, es conocido, podermos escribir:
Col(S) = W”(lsf };(g()i)sq (2.78)
de manera que o s
Sp = %t”—l = f(Cn(S,)) (2.79)
' C(S0) = Va(Sy) = — G, nlSm) £ 0 (2.80)

"1+ R(S,)S,

De esta manera la terna {C,(S,), Va(S,), Sn} es la solucién exacta de (2.68), (2.69) y
(2.72). Se define S,, como la raiz mas pequena de la ecuacién o,(z) = 0 en el intervalo
(Sp—1,00). El lema 2.15 probarad que S, esta bien definida.

Una vez que S, es calculada, se puede obtener V,, por integracién sobre el intervalo
0, 5,,) de la ecuacién:

o1

con V,(S,) dado por (2.80). La concentracién C,(x) al tiempo t, se obtiene de (2.72).
Finalmente, C,(x) se define més alld de S,, de forma lineal:

Cn(z) = C(Sy) (x — Sy,) + Sa, S, <z < oo. (2.82)
Como concentracion inicial se toma
Co(xz) =—=h(1 = ")z +c*
(¢* se defini6 en la seccién 2.1).

Lema 2.15 Eziste una solucion S,, de (2.77) en (Sp—1,00) y Sp — Sn—1 < f(1)At. La
funcion C,, satisface 0 < C,, <1 sobre el intervalo [0, 00).
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Demostracién. Dado que 0 < ¢* < 1, paran = 0 vale que Cy(z) = —h(l —c")z+c* < 1.
Procedamos por induccion suponiendo que el resultado es valido para n — 1. Integrando
(2.74) obtenemos que

W, (x) = exp (— /Ox R/At) (g(tn) + /Ox i

A(Z) exp (/0’" R/At) Cr_i(7) d?") ‘

Puesto que R(z) es una funcién positiva (por (2.75)) y se asume que C,,_; < 1, tenemos

que
W,(z) < exp (— /Ox R/At) <g(tn) + /Ox RA(Z) exp (/OT R/At) dr)

= exp (— /Ox R/At) <g(tn) + exp (/Ox R/At) - 1)

< 1

ademdas W,,(S,—1) > 0. En consecuencia, la funcién
Wi(x) — qR(z)(x — S,—1) /At
1+ R(x)(x — Sp—1)/At

permanece acotada por uno, es positiva sobre cierto intervalo (S,,_1, o), anuldndose para
xo (ver en (2.75) que R(x) — VAt cuando x — o0). Entonces,

To — Sp_
on(10) = % — f(0) >0,

0n(Sn-1) = —f(Wa(Sn-1)) <0,

entonces necesariamente tiene que haber un punto en (S,_1,xy) tal que o,(x) se anule.
Ademas, puesto que o,(z) es continua, es correcto definir S,, como el minimo nimero
mayor que S,_; que anula a o,(z). De esta forma, resulta W,(z) > 0 para 0 < z < S,,.
Asi resulta también que 0 < C,(S,,) <1y C/(S,) < 0. Integrando (2.72) obtenemos que
para 0 <z < S,,:

0<Ch(z) = exp 1/R> <C’n Sp) — Si W};n(g) exp <— /S: 1/R) dr)

(
< pE 1/R>< /R exp< /S:l/R)dr>
(2.7

= exp

1/R>( S)+exp( /nl/R)—1>§1.

Finalmente, de (2.78) y (2.79) concluimos que S, — S,_1 = f(C.(S,))At < f(1)At. 1

Esta seccién la podemos concluir diciendo que el principal resultado es el comporta-
miento asintético de la frontera libre. Es remarcable que la ecuacién (2.64) resulta inde-
pendiente de la funcién f. Esto podria ser de mucha utilidad en un caso concreto donde
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el material en estudio sea desconocido y sea requerida una estimacion para s.,. También
es de destacar la desigualdad (2.55), tampoco depende de la funcién f. Un problema que
aparece es determinar hasta que punto se puede generalizar el problema PS de modo que
se siga cumpliendo (2.55). Por ejemplo, seria bueno preguntarse qué pasaria si en vez de
cumplirse ¢; = ¢, se cumple dentro del material que:

Ct = (Kczr)zw

donde K > 0 es un coeficiente de conduccién. El caso visto hasta ahora es obviamente
K = 1. Pero en la mayoria de las situaciones fisicas esto no es cierto, sino que mas bien
resulta K un operador actuando sobre ¢, digamos K = K(z,c,c,,t), etc.. ; Seguiran
cumpliéndose la desigualdades (2.55) y (2.64) en casos més generales? La respuesta la
daremos en la seccién 5.

3. El limite h — oo.

El coeficiente de transferencia de masa h de la condiciéon de la contorno convectiva

CI(()? t) =h (C(O’ t) - g(t)) ) (31)

puede interpretarse fisicamente como sigue. Como se muestra en la figura 3.1, se tiene en
la parte exterior el bano con concentracién g(t) y la concentracién de solvente interior
cerca del borde es ¢(0,t). Ambas regiones se encuentran separadas en la practica por un
una zona muy estrecha de espesor Ax, en la que se produce la absorcién del solvente. De
esta manera, el flujo de solvente a través del borde se puede aproximar por:

c(0,t) — g(t)
#(0,1) ke (0,1) K N ; (3.2)
y de esta forma, comparando con (3.1) asociamos:
1
h— .
AL (3.3)

Asi, queda claro que el mecanismo fisico de absorcién del solvente a través de x = 0,
es por lo general desconocido y todo se simplifica y modeliza dentro de la ecuacién (3.1).
Se encuentra en la practica que el coeficiente h es frecuentemente un nimero grande y
esto se debe, segin (3.3) a que Ax es muy pequeno. Esta es la razén por la que surge
preguntarse qué ocurre realmente en el limite Az — 0, o lo que es lo mismo, analizar el
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Figura 3.1: En la regién cercana a x = 0 se produce un salto brusco en la concentracion
de solvente.

limite h — oo. Si se asume que el flujo de solvente a través de x = 0 es algo acotado,
observando la ecuacién (3.1), vemos que cuando h — oo debe ocurrir necesariamente que

c(0,t) — g(t)

para que ¢,(0,t) no diverja y se mantenga finito. De esta forma, la condicién de contorno
convectiva (3.1) se transforma cuando h — oo en:

c(0,1) = g(t), (3.4)

la cual es ahora realmente una condicién de contorno del tipo Dirichlet. Asi se plantea
que en el limite h — oo la solucién {¢(x,t), s(t)} del problema PS, que cumple:

Cow —C = 0 en Drp, (3.5)
c(0,8) = h[e(0,t) —g(t)], g0)=1, 0<t<T, (3.6)
s = fle(s(t),1), 0<t<T, (3.7)
c(st),t) = —s@)[c(s(t), 1) +q], O0<t<T, (3.8)
s(0) = 0, (3.9)

deberia converger a un par {w(x,t), z(t)}, que sea solucién de:

Problema PS,, FEncontrar z € C*0,T] yw € C*Y(Dy) N C(Dy), donde D,y = {(x,t) :
0<t<T,0<ux<z(t)}, satisfaciendo

Wey — Wy = 0 en D.p, (3.10)
w(0,t) = g(t), g(0) =1, 0<t<T, (3.11)
2(t) = flw(z(¢),1)), 0<t<T, (3.12)
we(2(t),t) = —2(t) [w(z(t),t) +q], 0<t<T, (3.13)
z2(0) = 0. (3.14)
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Este problema es exactamente el estudiado en [18] por Phan Huu San y Nguyen Dinh
Tri. En ese trabajo se prueba que PS., esta bien planteado mostrando la existencia y
unicidad de la solucién para todo T" > 0.

3.1. Convergencia uniforme.

Es posible demostrar una convergencia uniforme de la solucién del problema PS a la
del problema PS,. Para ello, seguiremos el trabajo [23].

La idea bésica es aplicar el teorema de Ascoli-Arzeld (ver Apéndice) al conjunto de
todas las funciones c(z,t) y s(t) que se genera variando h entre 0 y +o00. Para aplicar este
teorema, primero se tiene que demostrar que dicho conjunto de funciones sea equicontinuo
(ver Apéndice). Por ejemplo, el conjunto de curvas s(t) es equicontinuo puesto que, dados
0<t<t <T, tenemos

Is(t) —s(t)] = sB)|t—t|] con t<i<t
= fle(s(D)lt — '
< f)lE="*| (3.15)

Para demostrar que el conjunto de las funciones ¢(x,t) es equicontinuo, es necesario
obtener estimaciones independientes de h, para ¢, ¢, y ¢;. En las proposiciones 2.9 y 2.10
ya se habian obtenido las estimaciones:

0< c(zt) <1, (3.16)
W =1) < alzt) <h(1-yg(1), (3.17)

oz, )] smax{%egc\gw,f(l)%l+q>,|ct<o,o>\} = By (3.18)

Lamentablemente, tanto (3.17) como (3.18) son cotas que dependen de h.

Lema 3.1
Jim ¢:(0,0) = ¢'(0). (3.19)

Demostracién. Consideremos el cociente:
CI(S(t)> t) - CI(()? t)
s(t)

y hagamos ¢ — 0. De la proposicién 2.3, se sabe que ¢;(z,t) es continua en Dy, tenemos
de (3.6)-(3.9) que

hg'(0) + f(e)?(c" + @) (f' () + q) + f(c))

0,0) = : 3.20
@(0:0) b+ 2f(@) + )+ (320
donde 0 < ¢* < 1y cumple f(c*)(c* + q) = —h(c* — 1), de modo que ocurre que
h
lo que implica que
hh'm =1 (3.21)
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y ecuacion (3.19) se obtiene tomando h — oo en (3.20). |
El lema 3.1 nos dice que en la estimacién (3.18), puede asumirse que Br no depende
de h. Una estimacién para c, se obtiene como sigue:

e O] < leals(®) 0+ [ lewaly, ] dy

o+ [t nldy
FO)(+0) + Brls(t) ol
FOO(1 + q) + 2Brf()T = Ar, (3.22)

(VAN VAN VAN

y logramos entonces una cota para c, que no depende de h.

Denotaremos por el momento {cy(x,t), s,(t)} a la solucién del problema PS para un
h > 0 dado. Aplicando el teorema de Ascoli-Arzeld se puede obtener una funcién continua
r(t) definida sobre [0,7] y una sucesién {hy : k € N} con hy < hyy1 y hy — oo tal que:

7(t) — s (B)] <275, Vte0,T). (3.23)

Ahora definimos inductivamente la sucesién de conjuntos {H,}, n > 0. Si Hy = {h :
k € N}, supongamos n > 1y que es conocido H,,_; C Hy. Definimos

{@t):0<t<T,0<z<r(t)—27"} =D,

El punto (0,0) no pertenece a D,,. Notemos que para h suficientemente grande, las
funciones ¢, (x,t), con h € H,_1, estédn todas definidas sobre D,,. En efecto, estas funciones
constituyen un conjunto equi-acotado y equi-continuo sobre D,,, entonces se puede aplicar
nuevamente el teorema de Ascoli-Arzeld para obtener un conjunto infinito H, C H,
tal que, cp(x,t) converja uniformemente sobre D, si h — oo por dentro de H,. Luego
definimos

H = {h},hy, hy, ...}, (3.24)

donde h!, = n-ésimo elemento de H,. Como H C H,, Vn, tenemos que existe el limite
v(z,t) = h'}ln cn(z,t), (3.25)

donde h;gn denota el limite h — oo por dentro de H. Es mas, la convergencia es uniforme

sobre cada conjunto compacto contenido en
{(z,t): 0 <z <r(t),0<t<T}= D,
Se puede ver en [25, pag. 253, T. 15.1.2] que v satisface
Vg — Vg = 0 en D,r. (3.26)

Como el gradiente de c(z,t) estd acotado por una constante independiente de h, la
funcién v(x,t) posee una extensién continua (que la seguiremos denotando por v(z,t))
sobre D,r. Ademas, para cada t € (0,7]:

lilgn Cha(x,t) = vp(x, 1), x € (0,7(t)) (3.27)
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y teniendo en cuenta que |¢pz| < Br, el mismo argumento anterior nos dice que para
€ (0,7], la funcién v,(x,t) es continua en z sobre el intervalo [0, r(t)].
Finalmente, de (3.6) y (3.22):

v(0,t) = h'frln cn(0,t) = h’fr{n <W + g(t)) =g(t) Vt € (0,7 (3.28)

Lema 3.2
h'lgn cn(sn(t),t) = wv(r(t),t), (3.29)
lm e (sn(0),) = va(r(0).0) (3.30)

y la convergencia es uniforme sobre (0,T).

Demostracién. Sea ¢ > 0y h € H tales que |s,(t) — (t)| < € en [0, T]. Entonces,
len(sn (), 1) = o(r(@), )] < len(sn(t),t) — en(r(t) — e 1) +
+len(r(t) —et) —v(r(t) — et +
+o(r(t) — 1) —v(r(t),1)]

< Ap|r(t) — sp(t) — €| +
+ |Ch(r(t) -6 t) - U(T(t) -6 t)‘ +
+Are, (3.31)
luego
lim len(sn(t),t) —v(r(t),t)] < 2Are, Ve, (3.32)
que prueba (3.29). Finalmente, (3.30) obtiene de (3.7), (3.8) y (3.29). |

Lema 3.3 La funcidn r(t) pertenece a C*[0,T] y satisface

r(t) = flu(r(t),t)), t >0, (3.33)
ve(r(t),t) = —r(t) [g+v(r(t),t)], t>0. (3.34)

Demostracion. Del lema 3.1 tenemos que

[ ) ar =t [ fenlon(n), ) dr = tmsi ) =rie), v 0,
luego

g+ o(r(0.0] = —F0r(D).8) g + o (D). 1)
= —h}gn{f( h(sh(t) )[q+ch(8h(t) t)]}
), 1)

= hlgnchx(sh(t

= u.(r(t),t).

Hasta aqui todo lo que se ha hecho fue solamente obtener una sucesion de {cy,(x,t), s, (t)}
(con h € H) convergente al par {v(x,t),r(t)}, que es verdaderamente una solucién de PS.,
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Asymptotic behavior of ch(o,t).
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Figura 3.2: Convergencia uniforme de la concentracién en x = 0 hacia la funcién g(t) (se
tomo el parametro h = 10, .., 100).

(puesto que verifica (3.26), (3.28), (3.33) y (3.34)). Pero, segin se demostrd en [18], la
solucién al problema PS,, es tnica, por lo tanto v(x,t) = w(x,t) y r(t) = z(¢).

El paso final para probar la convergencia uniforme, es mostrar la convergencia global,
es decir, con h — oo pero ahora h recorriendo todo el intervalo (0, 00). Por el absurdo,
supongamos que tenemos una sucesién {h;}, con h; — oo, para la cual en algtin subcon-
junto de puntos en D,r y/o en el intervalo [0,7], el par {chj (w,1), sn, (t)} no converge
uniformemente a {w(x,t),2(t)} cuando h — oo. De ésa sucesién {h;}, se podria extraer
una subsucesién {h}} (con b} — oo0), de la misma forma que se hizo anteriormente para
obtener la sucesion H de (3.24). Pero al igual que antes, cuando h; — oo, la sucesién
{ch; (1), sn, (t)} convergerd uniformemente a la wnica soluciéon {w(x,t), z(t)} de PSy.
Asi hemos probado el siguiente teorema:

Teorema 3.4 Siendo {c(x,t),s(t)} la solucion de PS (para h > 0) y {w(z,t),2(t)} la
solucion de PSy,, se cumple que

lim c(z,t) = w(x,t),
h—o0

lim s(t) = z(t),

h—o0

y la convergencia es uniforme sobre Dy y [0,T).

3.2. Resultados numeéricos.

Numéricamente la convergencia uniforme estudiada se puede comprobar, siguiendo el
método numérico expuesto en la seccion 2.5. Los graficos 3.2, 3.3 , 3.4 y 3.5 se realizaron
tomando ¢ = 5, f(c) = ¢, g(t) = ! y variando el pardmetro h. La curva z(t) = hh’m s(t)

—0Q

se calculd con el método numérico que se vera de la seccion 4.3.
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Convergence in || || | of ch(O,t).
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Figura 3.3: La norma infinito ||c(0, t)—g(t)||~ tiende a cero continuamente cuando h — oo.

Asymptotic behavior of the free boundary.
0.35 . : : . . . .
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Figura 3.4: Convergencia uniforme de la frontera libre s(t) hacia z(t) (se tomé h =
10, .., 40, 130, 200, 400).
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Convergence in || || of the free boundary.
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Figura 3.5: La norma ||s(t) — 2(t)||~ tiende a cero continuamente cuando h — oo.

3.3. Un caso particular.

Para el caso particular en el que f(c) = ac (con a > 0) se puede dar una demostraciéon
alternativa de la convergencia s(t) — z(t). Aplicamos a w(z, t) la transformacién

(et = — [ty )+ dy (3.35)

y observamos que

Uy — Uy = 0 en D,
uz(0,t) = gt)+q, O0<t<T,
ug(2(t),t) = o 'i(t)+q, 0<t<T,
u(z(t),t) = 0, 0<t<T.

Por aplicacién del teorema de Green obtenemos:

0= 7( u(z, 7) dz + ug(z, 7) dr, (3.40)
Dy
entonces 0 0
0= /( ula.t)da +/ g(r) dr + a~2(1). (3.41)
z(t t
Similarmente:
0 0
0= /( | up(x,t) de +/ c(0,7)dr + a's(t), h >0, (3.42)
s(t t
donde "
un(wt) = = [ le(y.t) + ) dy (3.43)
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y restando (3.41) con (3.42) obtenemos:

a t(z(t) —s(t)) = /Ot (g(1) —c(0,7)) dT + /OZ(t) u(z,t)dr — /OS(t) up(x,t)de.  (3.44)
De (3.6) y (3.22) tenemos que:

|c(0,2) — g(t)] < % (3.45)

y aqui podemos aplicar el teorema [25, T. 18.5.1, pag. 322] para concluir que existe una
constante k dependiente de ¢ y T tal que
(1) s(t) k
/ u(z,t)dr — / up(z,t) dr| < —.
0 0 h

<

En definitiva, hemos demostrado:

Teorema 3.5 Supongamos que f(c) = ac (a > 0) para el problema PS. Entonces la
frontera libre s(t) converge a z(t) cuando h — oo, satisfaciendo:

s —=ml<k osisr, (3.46)

donde k depende de q, o, g y T.

Con este teorema, si observamos la figura 3.5, se podria especular que el orden de con-
vergencia sigue siendo de la forma h~!. Serfa interesante como trabajo futuro, demostrar
una generalizacién del teorema 3.5 para una funcién f(c) cualquiera.
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4. Un problema con concentracién externa creciente.

En esta seccién se estudia el problema tratado en [18], pero ahora con una condicién
de contorno de concentracion creciente en x = 0:

c(0,t) = g(t), con ¢'(t) > 0. (4.1)

Una concentracién de solvente exterior que crezca en el tiempo podria significar en
muchos casos que la concentracién ¢(z, t) dentro de la barra no se mantenga acotada. Por
definicion, en la Quimica se entiende siempre por concentracién a una cantidad acotada,
por lo tanto, un problema de frontera libre con una condicién se contorno como (4.1)
podria no tener un correlato fisico directo. Sin embargo, cuando g(t) — oo se encuentran
interesantes comportamientos asintoticos.

Problema PS. Encontrar una terna (T,s,c) tal que: T > 0, s € Clo,T], ¢ €
C*Y(Dr)NC(Dy), donde Dy = {(x,t) : 0 <t < T,0 <z < s(t)}, satisfaciendo

Coe—C = 0 en Dy, (4.2)
c(0,t) = g¢g(t), g(0)=1y4'(t) >0, 0<t<T, (4.3)
sty = fle(s(t),1)), 0<t<T, (4.4)
co(s(t),t) = —5(t)[e(s(t),t) +q], 0<t<T, (4.5)
s(0) 0. (4.6)

Sobre la funcién f(c) ahora asumiremos que f € C'[0,00) con f’ continua y positiva
sobre todo el intervalo (0,00). Se seguird el esquema de [24] y al igual que como se hizo
en la seccion 2, primero se demostrara el buen planteamiento de PS.

4.1. Un problema auxiliar.

Dada r € C*0,T] N C?*(0,T) tal que:

r(0) = 0, (4.7)
#0) = (1), (48)
0< 7 < f(g(), 0<t<T, (4.9)
7| < K, 0<t<T, (4.10)

consideremos el problema auxiliar:

Problema PA. Encontrar un ¢ € C*Y(D)NC(D) con ¢, continua hasta x = r(t),
t€(0,7), tal que en D ={(z,t): 0 <z <r(t),0 <t < T} cumpla:

Cow — =0 (4.11)

y Vvt € (0,7):
c(0,t) = g(t), (4.12)
Ca(r(t),t) = —r(E)(D(7 () + q). (4.13)

Este problema tiene tinica solucién, la prueba se la puede encontrar en [14].
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Proposicion 4.1 Tomando T suficientemente pequeno la solucion de PA satisface:

co < ez, t) < g(t), 0<x<r(t), 0<t<T, (4.14)
—Cor < cp(z,t) <0, 0<x<r(t), 0<t<T, (4.15)

donde ¢y y cor son constantes positivas y dependen solo de T

Demostracién. Sea c!(z,t) la solucién de PA para g = 1. En [13] se prueba que ¢!(z,t)
verifica la ecuacién (4.14). Dado que (c—c'),(r,t) = 0Vt, el Principio del Mdximo establece
que el méximo y el minimo de ¢— ¢! se asumen sobre = 0. Puesto (c—c!)(0,t) = g(t)—1
se tiene que:

0
Co < Cl(x> t)

(c=c)(x,t) <g(t) - 1,

<
< cfx,t) < c(x,t) — 1+ g(t) < g(t),

obteniendo (4.14). Como ¢44(0,1) = (0,1) = ¢'(t) = 0, mdxc, = mdxc, < 0. Para
probar el lado izquierdo de (4.15) observemos que v(z,t) = e~ (z + 1)c,(z, t) satisface el
problema:

2 2
Lv = vm_x—l—lvx—i_l(x—i—l)?_Q]v_vt:O en D,
v(0,1) —v,(0,t) = —e g (t),
v(r,t) = —e 2 (r+1)r(g+ @), 0<t<T.

Supongamos que minv = v(xo, ty) < 0. Si xg = r(ty) entonces
D

v(@o, o) = —e~*(r(to) + 1)7(to) (2(7(to)) +q) = = (f (L)t + 1) f(1) (1 +q).

Si zg > 0y (x9,t) no estd sobre la curva r, entonces v, (o, to) > 0, vz(xo,to) =0y
v (o, to) < 0,luego Lv(xg,ty) > 0, que es falso. Si por tltimo zy = 0, entonces v,(0, ) > 0
y:
v(x,t) > v(0,t0) = v.(0,t9) — e g/ (tg) > —e*0g/(ty),

luego
v(z,t) > —méx (e%g'(to), (f(Mto+1) f(1) (1 + q)) ,

con lo que:

Ca(z,t) > — max {  mdx [méx (e27g/(r), (fF(1)7+ 1) £(1) (1 +q))]}.

(@heb | @ + 10<r<t
|
Proposicién 4.2 La solucién de PA cumple que ¢ € C*1(D), ¢, € C(D — {(0,0)}) y :
iz, t)| < m + Mt, V(z,t) € D, (4.16)

donde m = I[Ioléﬁ{ lg'| v M depende de T y K.
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Demostracién. La regularidad sobre ¢; se puede obtener usando [25] y [26, pdg.561, T.
5.1]. Siempre se puede disminuir 7" para que

7(t) = f(1) + /Otf > f(1)— KT >0, Vi € [0,T]. (4.17)

La funcién w = (¢ — ¢'); satisface el problema:

Wyy —wy = 0 en D, (4.18)
w(0,t) = 4'(t), 0<t<T, (4.19)
wy(r,t) +r(t)w(r(t),t) = 0, 0<t<T. (4.20)

Sea t* > 0. Si se cumple méx w = w(r(t*),t*) entonces

wa(r (), t7)
7(t*)

De igual forma, si minw = w(r(t*),t*) se obtiene que minw > 0, luego por el Principio

del Maximo

maxw = — < 0.

lw] < méx |w| = m,
=0
y (4.16) se obtiene como en [13, prop. 2.3, pag 947]. |

Proposicion 4.3 Bajo todas las suposiciones anteriores, existen constantes N > 0 y
To > 0, tales que si T € (0,Ty) y ¢; es la solucion de PA para r;, i = 1,2 resulta:

‘Cl(’l“l,t) - CQ(TQ,t)| S N||7‘1 — T2||Cl(O,T)T7 O0<t<T. (421)

Demostracién. Llamemos A = min(r,73) y 4 = max(ry,ry). Sea V' la solucién del
problema

Vie—=Vi = 0 en D* (4.22)
V(0,t) = 0, 0<t<T, (4.23)
Ve(At) = (A4 Mt)||ry — raf|crom), 0<t<T, (4.24)

donde D*={0 <z < A\0<t<T}yA=m+q+g(T)|1+ max .
{ by 1+ )< F()-KT f(g(T)] )

Supongamos que A =11 y it = 13, y observemos lo siguiente:

|12 (A, 8) — cox (A, )] = |c12(71,8) — Con(ra, t) + Cop(ra, t) — Con(r1, t)]

< =11 (@) + q) + 72((r2) + @) + (m+ ML) |ry — 1ol om)

< (g+m+ Mt)|[ry = rallcror) + [72®(71) — F1P(71)] + [Fo®(F2) — 72D (71)]

< +m 4+ MtH)||r; — ral|en + |1 = 72| T)+g(T max v
< (C] )|| 1 2||C (0,T) || 1 2||C (0,1) (g( ) g( )[f(1)_KT,f(g(T))] >

Vi(A 1)
Como (V' — (¢1 — ¢2)). > 0 sobre A, por el Principio del Méximo obtenemos

0=min(V —(c1 —¢2)) <V — (1 — ¢2) en D"

=0
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De manera andaloga se obtiene —V < ¢y — ¢ en D*. De modo que
|CI_CQ| SV €n D*a

y esto implica que

= el S VO < [ Va6, 01dE < tA(o(T)(A+ MOl = ralles o

puesto que el méximo y el minimo de V,, se asumen sobre A\ (V,, = V; = 0 sobre z = 0).
Finalmente,

ler(A 1) — ca(A )] + Jea(ry, 1) — ca(ra, 1))
tf(g(T))(A + Mt)HTl — 7"2”01(0771) + CoxtI[IOla,})]( |7"1 — 7.“2
T

f(g(T)(A+ MT) + coo] ||r1 — r2llcro,m).

lc1(r1,t) — ca(ra, 1)

IA A

IN

La demostracion de la existencia y unicidad de la solucién del problema PS continta
de manera analoga a como se hizo para el caso convectivo en las secciones 2.2 y 2.3.
Se construye un conjunto cerrado X C C'[0,T] constituido por curvas que satisfacen la
ecuaciones (4.7)-(4.10). Luego se define el operador r — 7 por

donde ¢ es la solucién de PA para r. Usando las ecuaciones (4.14)-(4.16) y (4.21) se
puede ajustar K para lograr que el operador r — 7 sea una contraccion sobre X para T
pequeno. Luego el teorema del punto fijo de Banach (ver Apéndice) asegura la existencia
de s € C'0,T] tal que § = s. La existencia global y la unicidad de PS se obtienen como
en [13].

4.2. Comportamientos asintdéticos.

Un aspecto interesante de este problema es el comportamiento de s(¢) para tiempos
grandes. Hay indicios de que cuando ¢t — oo la frontera libre parece depender mas de g
que de la funcién f. Veamos lo siguiente. Por aplicaciéon del Teorema de Green obtenemos
la identidad:

0:% (xe, — ¢)dr + zced, t >0,
8Dy

luego,

0 = /OtC(S,T)&édT—/Ot (8§ (c(s,7) + q)] dT—/()Sc(a:,t)xdx+/0tg(T) dr,
332 = —/OtC(S,T)dT—/OSC:L’dI—i-/Otg(T)dT,

y se llega a la acotacién:

s(t) < 2 / ") dr. (4.25)
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ds?/dt?

-0.05-

Figura 4.2: ¢ =0.3, g(t) = t* + 1, f(c) =c™

Esta desigualdad, no depende en absoluto de la funcién f. Lo que es mas, los experimentos
numéricos muestran que solamente g(t) determina de alguna forma el comportamiento de
s(t) para tiempos largos. Por ejemplo, se encuentra la conjetura de que si g es un polinomio
de grado n, entonces cuando t — oc:

dn—l—ls

=T (4.26)

Esto no contradecirfa (4.25), puesto que si g(t) = >, g;t entonces

9 MG ni1
\/—/ g(T)dr < Lt% t— 00
qJo q(n+1)
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dn+1t"T+l 1
y Jim T Jim g 0 como en (4.26). Esto se puede apreciar en las gréficas
4.1, 4.2 y 4.3, obtenidas para varios polinomios g y diversas funciones f.

Figura 4.3: ¢ =0.3, g(t) =3 +t* +t + 1, f(c) = ™.

1.25 T T

1.2
f(c)=c®

1.15
f(c)=c?

ds/dt

)

11

f(c)=c

1.05

t
Figura 4.4: ¢ =0.3, g(t) = 2t + 1, f(c) = ™.

En estos comportamientos, un caso especial es g(t) = At + 1. Aqui no sélo se verifica
(4.26) para n = 1, sino que también se observa que s(t) se pega asintéticamente a una

recta, o sea, siempre existen constantes a y b tales que
Jim [at +b— s(t)] = 0.

Esto se ve en la gréfica 4.4, que es la ds/dt para los mismos casos de la figura 4.1.

4.3. Solucion numérica.

El método numérico que se usé en la seccién 2.5 es muy similar, al que presentaremos
ahora. De hecho, cronolégicamente lo que primero se hizo fue resolver numéricamente el
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problema con condicién de contorno ¢(0,t) = g(t) y luego se traté de adaptar este al caso
convectivo ¢,(0,t) = h (c(0,t) — g(t)). El método numérico que se mencioné en la seccién
3.2 para computar el caso limite h = 400, es el que ahora mostraremos (serd valido
indistintamente si ¢'(t) < 0 o ¢'(t) > 0).

Todo igual que como en la seccion 2.5, el sistema al tiempo ¢ = t,, que hay que resolver

es:
Cl — Cn_TtCnl =0 en 0<z<8S, (4.27)
Cn(0) = gltn), (4.28)
P oS, Si=0, (4.29)
Cl (S, = —%(q + Ch(Sh)). (4.30)
Escribimos (4.27) como el sistema de ecuaciones:
o=V, (4.31)
V., = ﬁ(Cn —Cpa) (4.32)
y aplicamos la transformacién de Riccati a C);:
Cu(z) = R(z)Vy,(z) + W (x), (4.33)
donde: -
R =1- ER : con R(0) =0 (4.34)
! —1
Wi= G RWa= o). Wal0) = glta), (4.35)

La solucién de (4.34) es R(z) = Vv Attanh (z/VAt). De (4.33):
Igualando con (4.30) y despejando C,,(S,,), obtenemos de (4.29):

- Wn(Sn) - qR(Sn)(Sn - Snfl)/At
(Sn = Sua)/AE= T ( 1+ R(S,)(S, — Sn_1)/At ) ’

o sea que S, es un cero de la funcién:

on(x) = (x — Sp1) /At — f (

Wa(z) — qR(z)(x — Su1)/ At) , (4.36)

1+ R(l’)(.T - Snfl)/At
que estd definida para [0, 00) (para el caso ¢'(t) > 0) o en [0, 1] (para el caso ¢'(t) < 0)

Entonces, una vez obtenido Sn ue se asume como el primer x > Sn,1 ue anula a Onp\T
) )
ponemeos:

Sn - Snfl

S, = — | (4.37)
Cosy) — WalSn) = B(S0S (4.38)
e 1+ R(S,)S, '
O (S = Va(S) = —, TnlSn)F+a (4.39)

"1+ R(S,)S,
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Ahora que tenemos W, y V(S,,), se puede integrar sobre [0, S,] la ecuacién
1
|V
(=
Luego de (4.33) se obtiene C,,(z) al tiempo t = ¢, en [0,S,]. Para x > S, se la extiende
a Cp(x) linealmente segin (4.38) y (4.39). Y como dato inicial usaremos:
Co(x) =—f(1)(g+ )z +1,  Va. (4.41)
Lema 4.4 Si ¢'(t) > 0, existe una raiz S, > S,—1 de o,. Ademds 0 < C,, < g(T') sobre
[0,S,] y C!, <0 sobre el intervalo [0,00). Y se cumple que:

Demostracién. Para n = 0 tenemos Cy(0) = 1 < g(T) y C{ = —f(1)(1 + q) < 0.
Supongamos la afirmaciéon vélida para n — 1. Restando C)_; miembro a miembro en
(4.35), podemos resolver la ODE que resulta para W,, — C,,_1, obteniendo:

9(tn) = g(tn_1) — [ C_, (r)edo B2 gy
e Iy R/A ’

RV, + W, — Cp_1). (4.40)

Wy = Coa)(@) =

de donde sale que W, (z) > C,,—1(x) Yoz > 0, en consecuencia, por (4.35) resulta W), es
decreciente. Ahora observemos que la expresion:
Wi(x) — qR(z)(x — S,—1) /At
1+ R(x)(x — Sp_1)/At
es un funcién continua, decreciente y positiva en S, < x < xg, para cierto xy donde se
anula (W, tiene ahora derivada negativa y no acotada). Pero entonces:

o — Sp_1
T—f(0)>0

on(To) =
por definiciéon de f. Por otro lado:
0< Cn—l(Sn—l) S Wn(sn—l)u

o sea 0,(S,-1) = —f(Wn(Sn-1)) < 0, con lo que existe un primer S, € (S,-1,70) que
hace cero a o,. Con esto resulta S,, > 0, C,,(S,) > 0y V,(S,) < 0. Resolviendo (4.40)
tenemos:

T Sn
Vn(x) _ gn Wn(r)fﬁn_l(r)ef fo RiAt dr + Vn(Sn)e* fo R/At)
efo R/At
con lo que C!, < 0 en [0,00), lo que implica ¢g(T') > ¢g(t,) = C,(0) > C,, > C,,(S,) > 0 en
0, S,,]. Finalmente observemos que por (4.29),
0< Sn - Sn—l = f(cn(sn))At < f(g(T))At (443)
|

x €10, S,],

Lema 4.5 Si ¢'(t) < 0, existe una raiz S, > S, 1 de o,. Ademds 0 < C,, < 1 sobre
0,S,]. Y se cumple que:
Sy — St < f(1)AL. (4.44)

Demostracién. Para n = 0 se tiene Cy(0) = 1. El resto de la prueba es exactamente la
del lema 2.15. 1
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5. Coeficiente de conductividad no-constante.

En esta seccién estudiaremos el problema de la seccién 2, pero suponiendo que el pro-
ceso de difusiéon no es uniforme, fluyendo el solvente de diversas maneras que dependeran
de la naturaleza del coeficiente de conduccion. Se seguird la estructura de los trabajos [21]
y [22].

Tal como se menciond en la seccion 1.1, la ley de Fourier establece que:

d(x,t) = —Kcg(z,t). (5.1)

Es decir, el flujo ¢ de solvente a través del material es proporcional al gradiente de con-
centracién c,. El factor de proporcionalidad es precisamente el coeficiente de conduccion
K.

Todo lo presentado hasta ahora, se hizo asumiendo que K es una constante y con esto,
siempre fue posible normalizar y asumir directamente K = 1. En consecuencia, nunca
aparece ningun parametro K en los problemas PS de las secciones 2 y 4.

Sin embargo, es claro que suponer K constante es el modelo més simple posible. Una
aproximacion mejor es permitir que K sea variable. Por ejemplo, asumir que el coeficiente
K sea funcién de la coordenada z, es decir K = K(x) (material no-homogéneo), o de
la concentracién misma, o sea K = K(c) (difusion no lineal). También podria asumirse
que K = K (t), que es el caso en el que por ejemplo, el material estd inmerso en un bano
térmico con una temperatura que dependa del tiempo. Finalmente incluso, se podria llegar
al caso en el que el material en cuestion esté siendo testeado y presente un coeficiente K
totalmente desconocido. De este modo, es que directamente vamos a asumir una situacion

bien general:
K = K|, (5.2)

donde K|c| es un operador que actia sobre la funcién c¢. De esta manera, si se tiene en
cuenta (5.1), el problema matemético queda planteado de la siguiente forma:

Problema PS Dado T > 0, determinar las funciones s(t) y c(x,t) tales que s €
CY0,T], c € C*Y (D7) N C(Dr), con Dr = {(x,t) : 0 <z < s(t),0 <t < T}, satisfacien-
do:

(Kep)e —a = 0 en Dy, (5.3)
Kec,(0,t) = hle(0,t) — g(t)], g(0)=1, 0<t<T, (5.4)
() = flels(t),8),  0<t<T, (5.5)
Key(s(t),t) = —s(t) [e(s(t),t) +q], 0<t<T, (5.6)
s(0) = 0. (5.7)

El operador K|c|, debera satisfacer minimamente que:

K[c] € CY°(Dr),
Klc|(z,t) > 0, V(z,t) € Dr.

Al igual que antes, también supondremos que f € C*(0,1]NC[0,1], f(0) =0y f' > 0.
Ademés, g € C[0,+0), ¢'(t) <0, Vty G = [;° g(7) dT < .
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Notemos que independientemente de K, si igualamos para t =0 (5.4) y (5.6), obtene-
mos de (5.5):

h(c(0,0) = 1) = K[c](0,0)cz(0,0) = —f(c(0,0))(c(0,0) + q), (5.10)
de modo que se sigue cumpliendo que
c(0,0) = ¢*, (5.11)
donde ¢* es la tnica solucién de la ecuacion h(1l — ¢*) = f(c*)(¢* + q) la cual satisface:
0<c <L (5.12)

Como el problema PS es bastante general, demostrar la existencia y unicidad de una
solucién serfa un tarea inmensa. Esta claro que para los casos K = K(c) o K = K(x),
si la funcion K es lo suficientemente regular, la demostracién de existencia y unicidad se
podria realizar siguiendo por ejemplo las ideas de [13] y [29].

5.1. Los Métodos Numeéricos.

Ahora mostraremos los esquemas numeéricos que se idearon para dos casos particulares
de coeficiente K. Al igual que antes, el problema es discretizado en el tiempo y se resuelve
una sucesion de ecuaciones diferenciales ordinarias, aproximando la solucion en la forma
c(x,t,) = Cp(x) y s(t,) = S, (con t, =nAt, n=0,1,2,...). A cada funcién C,(z) se la
extiende linealmente mas alla de S,,:

Cn(z) = Cn(Sp) + C(Sn) (£ = Sn), w2 Sh.
De la ecuacion (5.10), tenemos que
c:(0,0) = (c"—1) (5.13)
y con esto, para n = 0 se define

Co(x) = ¢,(0,0)z + ¢, 0 <z < +oo. (5.14)

5.1.1. El caso de la barra no-homogénea (K = K(x)).

Discretizando con respecto al tiempo el sistema (5.3)-(5.7) obtenemos:

%:_1(9;) _ K@)+ K@)C, O<wz<S, n>1 (515
KO)C,0) = h(Ca(0) —g(ta), n>1, (5.16)
Sy, — Sn_1
— A7 = f(Cn(Sh)), n>1, (5.17)

K008 = — (2 g+ Culsl, n=1 (5.18)

Sy = 0. (5.19)

20



En este sistema, se supone conocido S,_; y C,_i(z) para 0 < 2 < +o00. Los lemas
que siguen a continuacion, serviran para demostrar que este método numérico esta bien
definido para todo n.

Dado n > 1, llamaremos W,,(z) y R(z) a las soluciones de:

R - 1+<K’(a:)—§) %, R(0) = K(0)/h, (5.20)
W= ng’m (Cos@) — W), Wal0) = g(t). (5.21)

Lema 5.1 Si R and W,, satisfacen (5.20) y (5.21), entonces

l}?((i)) > h+i/m, Vo> 0. (5.22)

En consecuencia R(x) > 0 para x > 0.

Demostracién. Llamemos r(z) = R(x)/K(x). Usando (5.20), se obtiene que r(z) satis-
face la ecuacién:

, 11, 1
K@) ' r(0) = —. (5.23)

Recordando que por definicién K es una funcién positiva, deducimos que:

v/ > —1/At,

y se obtiene (5.22) integrando esta desigualdad entre 0 y .
|

Lema 5.2 Sea n > 1. Supongamos que conocemos S,_1 y C,_1(x), y asumamos que
0<Ch1<1en|0,S,1] yCl_1 <0 en [S,_1,00). Entonces

1. W, >0 en[0,S,-1].

2. W, <1 para x> 0.

3. S

o(z) = K(z)W,(x) — qR(x)(x — S,_1)/ At
K(z) + R(z)(x — Sp—1)/At

entonces p(x) < W, (z) <1 para todo © > S,—1 y ©(Sp—1) > 0.

(5.24)

4. lim, . W, (z) = —o0.
5. lim, . p(z) = —00.

6. Existe xog > S,_1 tal que xy es la minima raiz de ¢ en (S,_1,00).
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Demostracién.

(1) Resolviendo la ecuacién diferencial (5.21) obtenemos:

W, (x) = exp <— /; %) [g(tn) + /Ox % exp </Oy %) dy] : (5.25)

Como tanto g, R como C,,_; son funciones positivas en el intervalo [0, s,,_1], tenemos
que W, (x) es positiva en [0, S,,_1].

(2) Debido a que C,,—; < 1 en [0,5,-1] y que C!,_; < 0 en [S,_1,00), tenemos que
C,—1 <1 para todo z € [0,00). Replazando esto en la ecuacién (5.25) obtenemos:

e = () o+ [ ([ )]

< exp (— /;%) [g(tn) +exp (/; %) _ 1} <1, Vo  (526)

Se cumple la ultima desigualdad porque ¢’ <0y ¢(0) = 1.

(3) Claramente, si x > S,_; podemos ver que p(z) < W,(z) < 1 (debido a (2)).
Ahora, evaluando ¢(S,_1) = W,,(S,—1) > 0 debido a (I).

(4) De (5.22) y usando que C,,_; es una funcién lineal decreciente en [S,_1,00) ob-
tenemos que RC,_1/(KAt) es menor que alguna constante negativa cuando z tiende a
infinito. Como exp ([;" R/(KAt)) es més grande que 1 para todo x, entonces la funcién
W, (z) — —oo cuando x — 0.

(5) Es una consecuencia de (3).

(6) Puesto que ¢(S,-1) > 0, por (9) se deduce que debe existir un nimero zy donde
¢ se anula. Ademds, x( se puede elegir como la minima raiz de ¢ en (S, _1,00), entonces
Sn_1 < xg.

|
Lema 5.3 Si se cumplen las hipdtesis del lema (5.2), la funcién
(ZL‘ — Sn—l)
() = ——2—2 ) 5.27
oule) = T f(p()) (5.27)
posee una raiz dentro del intervalo (S,_1,00).
Demostracion. Evaluando la funcién o, en xy y en .S,,_; tenemos que:
0n(Sn-1) = —f(Wn(Sn-1)) <0, (5.28)
Ty — Snfl €Ty — Snfl
— et == —n= ) 2
oa(o) A7 £(0) I (5.29)
Luego, como la funcién o, es continua, el lema queda demostrado. |
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Definamos S,, como la raiz mas pequena de la funcién o, sobre el intervalo (.S,_1, 00).
Observemos que S, no es igual a S, 1 por (5.28) y por lo tanto S, 1 < S, < zg.

Del lema 5.2, sabemos que W, es positiva sobre [0,.5,_1]. Si existe y € (S,_1, 5]
tal que W, (y) = 0, entonces ¢(y) < 0 por el punto (3) del lema 5.2. Entonces, existe
z € (Sp_1,y) tal que p(z) = 0. Esto es una contradiccién, puesto que x era la minima
raiz de ¢ en (S,-1,00). De este modo,

W, (z) > 0 en el intervalo [0, .S,].

Ahora estamos en condiciones de establecer qué funcién C,(z) resulta solucién del
sistema (5.15)-(5.19). Asumiendo conocida C,_1(x) , definimos la funcién V,,(z) como la
soluciéon de la siguiente ecuacion diferencial:

., 1(R W, — Coy
= K(At K)V”+ KAt 5 30
Va(Sn) = =5, 4+ Wal5,) g = Sn St (>:30)
e "\ K(S,) + R(S,)S! )’ T AL
y definimos la funcién C,,(x) como:
Cn(z) = R(z)Vy(x) + Wy(x) 0<z<S8,. (5.31)

Lema 5.4 Asumiendo que se satisfacen la hipdtesis del lema (5.2), la funcion C,(z)
cumple que:

1. 0" =V,

n

2. Cn(sn) = SD(SrJ <1,

(1-R)V,—-W/

5. V) = "

n R )
C,, y Sy satisfacen las ecuaciones (5.15)-(5.19),

0<C,<1enl0,S,],
Cl <0 en[S,,o0),

NS A

Sn — Sn—1 < f(1)At.
Demostracién
(1) Se sigue de derivar C,,:

C! = RV,+ RV, + W/ (5.32)

y remplazar R’ por (5.20), V! por (5.30) y W/ por (5.21).

(2) Evaluemos C,(S,,) = R(S,)V,(Sy) + W, (Sy,) y remplacemos o V,(S,,) por (5.30).
La desigualdad se deduce del punto (3) del lema (5.2).

(8) Usando (1) y la ecuacidn (5.32) tenemos una expresion para V;, de la cual, operando
algebraicamente obtenemos V.

(4) Hay que seguir los siguientes pasos:
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Empezando del lado derecho de (5.15), de (1) tenemos que:

KC!'+ K'C! = KV! + K'V,. (5.33)

Si remplazamos V! usando (8) y cambiamos W), por (5.21) obtenemos (5.15).

Para obtener (5.16), sustituimos C?(0) por V,(0), y remplazamos V,,(0) usando
(5.31). Entonces, remplazamos el valor de W,, en = 0 por g(t,) (ecuacién (5.21))
y este item queda demostrado por simple calculo.

La férmula (5.17) se deduce de la definicién de S, y (2).

Partiendo de la ecuacién (5.30), se puede obtener K (5,)V,,(S,). Entonces se verifica
(5.18).

(5) De (5.31) y (1), podemos calcular una expresién para C,,, a saber:

S 1 Su 1\ [Sn Wi(y) Su 1
Cy(z) = exp (—/x E) Cn(Sn) + exp <—/x E) . R exp </y E) dy. (5.34)

Como C,(S,) = ¢(S,) > 0y tanto R como W,, son funciones positivas sobre [0, .S,,],
obtenemos que C), es estrictamnente positiva en tos el intervalo [0, S,,].
Por otro lado, usando el punto (2) del lema (5.2), tenemos:

Cp(z) < exp (— /:n %) Cn(Sy) + exp <— /:n %) :n ng) exp </ySn %) dy,

< l+4exp <— /:n l) [Ch(Sn) — 1] < 1, x € [0,S,]. (5.35)

R

(La ltima desigualdad se cumple debido a (2)).
(6) Si x > S, usando (5.18) obtenemos:

Cata) = C(S,) =~y (P la+ Cu(S)] <o (5.36)

(7) Como la funcién f es creciente y C,(S,) < 1, se tiene que
Sy — Sn1 S ALf(CL(SR)) < Atf(1).
|

Ahora estamos en condiciones de formular el siguiente teorema que garantiza la buena
definicién del método numérico.

Teorema 5.5 Para cada n > 1 existe una solucion del sistema (5.15)-(5.19). Ademds la
sucesion {S,}.—, es estrictamente creciente.

Demostracion. Dado que

h
K(0)
el caso n = 0 es trivial. El lema (5.3) garantiza que la sucesion {S,} es creciente. La

funcién C,, estd definida por la férmula (5.31) y satisface las hipétesis del lema (5.2)
debido a (5) y (6) del lema (5.4). |

Co(x) = (¢ =1z + (5.37)
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5.1.2. Difusién no lineal (K = K(c)).

Discretizando con respecto al tiempo el sistema (5.3)-(5.7) obtenemos:

Cn — On—l (ZE)

N = K(C,)Cl+K'(C,)Cl2,  0<a<8, (5.38)
K(Cu(0)C(0) = h(Cu(0) —g(tn), n=>1, (5.39)
% = f(C(S), n>1, (5.40)
K(Su(S))C(Sa) — C%At Ylg+Cusl, nz1, (5.41)
Sy = (5.42)

En cuanto a la funcién K(c), supondremos que es positiva y con derivada continua
para 0 < ¢ < 1. Debido a la naturaleza no-lineal de las ecuaciones (5.38) y (5.39), no se
puede seguir exactamente el esquema que se usé para K = K(z), es decir no se puede
plantear la transformacion de Riccati C),, = RV,, + W,,. Nos vemos asi obligados a cambiar
el método numérico:

De acuerdo con (5.13) y (5.14)) se tomara como dato inicial:

h

CO(‘I) - K(C*) (C

=1l az+ (5.43)

Sea n > 1. Dados S,—1 y Cp_1(x), se define la funcién F(z) sobre el intervalo S, <
2z < Sp-1+ f(1)At de la manera siguiente:
Se resuelve sobre el intervalo 0 < 2 < z la ecuacién diferencial

u— Ch_1(2)

At = K(u)u” + K'(u)u'? (5.44)
con condiciones iniciales
u(z) = [ (Z_Ti”‘l) , (5.45)
W) = gy () e+ uta), (5.46)
luego definimos
F(z) = K(u(0))u'(0) — 2 [u(0) = g(t)] , (5.47)

Notemos que es necesario pedir que z € [S,_1, S,—1 + f(1)At] porque (z — S,_1)/At
debe estar en el dominio de 1.

Si se supone que la funcién F' tiene una raiz en el intervalo [S,_1,S,-1 + f(1)At], se
puede definir S,, como el minimo z que anule a F' en ese intervalo. Y la funcién C,(z) se
define como la solucién de (5.44)-(5.46) tomando z = S, para 0 < x < S,,, y C,(z) lineal
para x > S,.

Si este procedimiento se puede realizar para todo n, entonces el sistema (5.38)-(5.41)
tendra solucion para todo n.
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5.2. Comportamientos Asintéticos.

Independientemente del problema de demostrar la existencia y unicidad a estos pro-
blemas, si se asume conocida la solucién {c(z,t), s(t)} se pueden demostrar interesantes
acotaciones y comportamientos asintoticos que han de verificarse siempre, independiente-
mente de cudl sea la naturaleza del operador K|[c| y de la funcién f. Ya en la seccién 2 se
habian obtenido (para el caso K = 1) las relaciones:

h rt h
s(t) < —/ g(1)dr < -G, (5.48)
qJ0 q
1 2 1
o = =t ila-2 4
SLchpS =R qG . (5.49)

y habia quedado pendiente determinar si siguen siendo vélidas para el caso general K =
K]|c].

Teorema 5.6 Supongamos que {c(x,t),s(t)} sea solucion del problema PS para algin
T > 0. Entonces se verifica que:

0<c(xt) <1, V(x,t) € Dr. (5.50)

Demostracién. Primero notemos que la funcién c(z,t) no puede ser una constante,
porque si lo fuera se tendria c,(x,t) = 0 ¥(z,t) € Dr. En particular, resulta que ¢(0,0) =
+¢,(0,0) 4 g(0) = 1, lo que contradice (5.11) y (5.12). Ahora consideremos el operador:

L[u] = CL(QZ, t)uxx + b(xa t)ux — Uy, (5.51)
donde

a(x,t) = Klc|(x,t),
bz, t) = (Kl(z,1)),.

Las restricciones (5.8) y (5.9) proporcionan a las funciones a(x,t) y b(x,t) toda la
regularidad suficiente para aplicar un Principio del Maximo en una versién bien general
(ver por ejemplo [30, pag. 168, T. 2]), con el cual es posible garantizar que, como la
funcién c(x,t) no es constante y evidentemente satisface L[c] = 0, se deberd cumplir que
su maximo y minimo sobre Dy se asuman sobre la frontera parabdlica de Dp. Sobre
x = s(t) se cumple (5.5) y como el dominio de la funcién f es el intervalo [0, 1] se tiene
que:

0<c(s(t),t)<1, 0<t<T. (5.52)

Por otro lado, si un extremo ocurre sobre el eje © = 0, digamos para algin ¢, € [0, T,
se tiene que:

< g(ty) <1 sic(0,tp) es maximo

1
C(Oa tO) - EK[C](Oa tO)CI(Oa tO) + g(tO) { Z g(to) Z 0 si C(O,to) es minimo.
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Observacién: Se cumple que c(x,t) < 1V(x,t) € Dy aiin si se supone que el dominio
de la funcion f es el intervalo [0, +00). En efecto, si se asume el valor mdzimo de c(x,t)
sobre la frontera libre, digamos sobre t =ty se tiene que:

c(s(to),to) = r%éxc > ¢(0,0) =c¢" >0,
T
luego por (5.6) se llega a que c,(s(ty),to) < 0, lo que no es cierto.

Al igual que en la seccién 2 haremos uso de la identidad de Green:

// (Qu — P;) dedr = Pdzr + Qdr. (5.53)
Dy 0Dy

Tomando P = cy () = Kc, obtenemos:
0= j{ c(z,7)dr + Keg(x, ) dr, t>0, (5.54)
oD,

con lo cual,

0 = /Ot c(s(r),7)$(r)dr — /Ot $(1) (c(s(T),7) + q) dr — /OS(t) c(x,t)dx

¢
- / K, (0,7) dr, (5.55)
0
entonces
s(t) t
qs(t) = —/ c(x,t)dx—/ K, (0,7)dr
0 0
s(t) ¢ ¢
= —/ c(x,t)dx — h/ c(0,7)dr + h/ g(T)dr, (5.56)
0 0 0
luego debido al teorema 5.6:
h rt h
s <= [ g(r)dr <26, (5.57)
q /o q

con lo cual, se recupera totalmente la desigualdad (5.48). Sorprendentemente se sigue
cumpliendo (5.48) independientemente de la funcién f y de cuél sea la naturaleza del
operador K[c]. También hay que remarcar que (5.57) es una acotaciéon que se cumple
para cada t. En efecto, si G(t) = [i g(7) dT tenemos que
h
s(t) < EG(t), 0<t<T. (5.58)

Hay una explicacién fisica muy sencilla para (5.57) y es que como minimo, la concen-
tracion real de solvente dentro del material es el valor umbral ¢ (que se corresponde con
c(x,t) = 0), de modo que la cantidad total de solvente adentro debe ser ¢s.,. Ahora, la
cantidad total de solvente que pasé a través de x = 0 es como minimo hG y (5.57) es una
consecuencia de la conservacion de la masa.

Hay otro hecho muy importante para destacar respecto de la desigualdad (5.57): esta
acotacion es doptima respecto de f y K, lo que quiere decir que siempre es posible elegir
K y f para que s,, pueda estar tan proximo a %G como se quiera. En efecto:
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Teorema 5.7 b
SUp Soo = —G, (5.59)
fK q

donde el supremo se toma sobre el conjunto de todas las funciones f y operadores K tales

que el problema PS tenga una solucion definida para todo T > 0.

Demostracién. Consideremos el problema PS con K = 1. Sea £ > 0 un ntmero real
positivo. Si reemplazamos h por h/v/k y asumimos que f(c) = “=¢ (con a > 0) existird un
par {w(z,t),z(t)} que es solucién del problema PS segiin se demostré en la seccién 2. La
curva z(t) satisface la ecuacién (2.62), que en este caso adopta la forma:

2
) 1 1 2G 1 1

) = w(z/Vk,t), entonces el par
y f(c) = ac. Con esto, la ecuacién

Se puede ver facilmente que si s(t) = Vkz(t) y c(x,t
{c(z,t),s(t)} es la solucién de PS para el caso K = k
anterior se puede reescribir como:

2
1 1 2Gk 1 1
o =K |-+ — ——k|l-+— 5.61
i J <h+QQ>+ q <h+ozq> 00
y si tomamos a = k? obtenemos también que
k 2Gh?  2h h? 1
o =7 11/1 — 4+ —— -1 —. .62
s 3 <\/ + 72 + = + kg2 ) + K2q (5.62)

Usando el hecho de que 1+ 2z =1+ /2 + o(z?) y tomando

2GR 2h R

— + — 5.63
tenemos que:
kGR b (2GR 20 W 2+1 (5.64)
S =7 |—m + 5+ —— — — — )
h | qk k2q = 2k*q? qk k2q = k*q? qk?
y si se toma k — oo obtenemos que
h
S0 — — G
q
|

Si se fija el coeficiente de conduccién a uno de la forma K = K(z), se puede mejorar
la estimacién (5.59) y obtener otra cota dptima para s, que, sea vélida ahora sobre el
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conjunto de todas las funciones f. Para demostrar esto, apliquemos la identidad de Green
(5.53) a las funciones P = cv y Q = K(z) (c,v — cv,):

jg cvdr + K(x) (c,v — cv,) dr =0, (5.65)
Dy

donde v(z,t) satisface:
(K(x)vg)z +ve =0, en Dr. (5.66)

 d
Asi, tomando v(z,t) = / Wy), la ecuacién (5.65) adopta la forma:
0 Yy

0 = [{etstrnn [ 5o
+ K(s(1)) l ) T), T ; m — C(S(T),T)K(Sl(ﬂ)}} dr +
+ /:t) c(x,t) /(: Kdé) dx — /to c(0,7) dr,

es decir:
) d t
- —q/ [ i [ st -
0

—/0 xt/Kdy dx—l—/ (0, 7) dr. (5.67)

Finalmente, si tomamos v(x,t) =t — /

dy ‘s .
la ecuacién (5.65) se convierte en:
K(y)

R

() (s )+ q) ( 0y

K( )> +c(s(¢),r)s(¢)] dr +

+ Z) o(x,t) (t— I %) dr + K(0) | " rea0,7) dr, (5.68)

operando algebraicamente llegamos a que:

0 = —K(O)/OtTCx(O,T)dT—q/th’(T)dT—|—q/ts'(7')/08(r)%Ch—i—

+ [ estr) dr+/5(t 0 [ Elj)dx_

s(t)
~ / c(z,t)d (5.69)

Supongamos que {c(z,t),s(t)} es una solucién de PS para todo 7" > 0. El siguiente
lema muestra que asintéticamente la concentracién de solvente tiende a cero (en forma
integral) cuando t tiende a infinito.
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Lema 5.8
s(t)

Jm c(x,t)dx = 0. (5.70)
—00 /0
Demostracién. De la expresion (5.69) tenemos que:
s(t) K(0) ft t
/ c(z,t)yde = —L/TC:C(O T)dT—g/ s'(r)dr +
0 t Jo t
t s(7) d
+ g/ s'(7) y y / 7)dT
tJo 0 t
1 s d
+ - / / y Y S do
tJo
3
< - )/ 7¢,(0,7) dT + 6t200 +
53
T)d 5.71
3 / T Gk (5.71)
donde Ky = min K(z) > 0. De este modo, para probar el lema es suficiente demostrar

z€[0,hG/q]

que todos los términos de la derecha en (5.71) tienden a cero cuando t tiende a infinito.

De la ecuacién (5.56) tenemos que:

/ (07’d7’</ T)dr < G.

(5.72)

Luego, usando la ecuacién (5.67) y el hecho de que la frontera libre tiende a s, podemos

ver que:

/Otc(s(T),T)s(T)dT < s /Otc(s(T) ) dr

¢
< soo/ c(0,7)dr < s.G,
0

entonces el tercer término de la desigualdad (5.71) tiende a cero cuando t — oo.

Por otro lado, de la ecuacién (5.56):

)

_K(0) /Ot co(0,7) dr = /OS( (q+ c(z, b)) de >0

—K(O)/Ooocgc(O,T)dT:h(G—/OOOC(O,T)dT> < 00

Entonces usando (5.74), (5.75) y la regla de L’Hopital llegamos a

1 t 1 t T
lim 7 7¢.(0,7)dr = lim [/ c(0,7)dr — = (/ c.(0,7m) dn) CZ’T:| =0.
0 0

t—o00 0 t—00 t

Entonces el primer término de (5.71) tiende a cero cuando ¢ tiende a infinito.

Lema 5.9 Supongamos que f(c) = ac, con a > 0. Entonces vale que:
Soo [T h h
h/ da:+<—+1>sooz—G.
0 qo q

60

(5.73)

(5.74)

(5.75)

(5.76)

(5.77)



t
Demostracién. Cancelando / ¢(0,7) dr de las ecuaciones (5.56) y (5.67) obtenemos:
0

t z dy 1
—st)—i—q/o/o K(y)dz = _E/o (a:td:v+/ T)dr —

- és(t) —/OS(t c(x,t)/o KW) dx (5.78)

Tomando el limite cuando ¢ tiende a infinito obtenemos:

Soo x 1
—soo—l—q/ dx— —asoo—l—G. (5.79)
0

El lema siguiente da una cota optima para s., para cuando K = K (x).

Lema 5.10 El numero
Z = SUp Seo (5.80)
f

satisface

h d = —-G. 5.81
/0 /0 Kp“ 77 (5:81)

Demostracién. Como en (5.78):

t rz dy 1
—st)—i—q/o/o K(y)dz = _E/o (xtdx—l—/ T)dr —

_ /Ot c(s(r),r)dr — /OS(t c(x,t) /Ogg Kdé) dr <
/Ot g(T)dr. (5.82)

IN

Luego

sw+h/s°°/ dy o < G (5.83)

Entonces, la ecuacién (5.81) se deduce de la ecuacién (5.77) tomando el limite o — oo. |

5.3. Resultados numeéricos.

Ahora mostraremos numéricamente los resultados tedricos de la seccion anterior. Su-
pondremos que g(t) = e %, que el umbral de concentracién es ¢ =0.3 y que la constante
de transferencia de masa es h =10. Asi por ejemplo la cota sobre f y K del teorema (5.7)
asume el valor:

h
oo = G~ 16.667. (5.84)

Consideremos primero el caso K = K(x). Como se puede ver en la figura 5.3, no es
posible alcanzar el supremo variando f o K individualmente. Para el caso K(z) = 30x+1
(grafica derecha) ocurre que todas las s(t) estdn acotadas por el valor 6.807, que es el
que se obtiene de despejar z en (5.81). Como se muestra en la figura 5.2, si se toma
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Figura 5.1: Caso K = K (), para varias funciones K y f. Izquierda: f se fija, K se varia.
Derecha: K esta fijo, f se varia.
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Figura 5.2: Caso K = K(z). K(x) es grande y se varfa f

K = K(z) lo sufientemente grande y dejamos que f tienda a infinito, se puede alcanzar
la cota s, = hG/q ~ 16.667.
Claramente, los resultados numéricos concuerdan con el teorema 5.7.

Ahora consideremos un coeficiente de difusién no-lineal K(c) = A/c con A > 0.

Como se puede ver en la figura (5.3) el supremo cambiard si tomamos supremo variando
fyK.

En la siguiente figura podemos demostrar otra vez numéricamente que la cota (5.59)
se cumple sobre todas las funciones K y f (es suficiente tomar la funcién f con pendiente
grande).
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Figura 5.3: Caso K = K(c), para varias funciones K y varias f.

f(c) = 10%c g(t)=e % q=0.3
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Figura 5.4: f es grande
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6. Conclusion.

Se ha estudiado el problema de frontera libre 1-D de la difusién de un solvente en
polimero vidrioso, bajo una condiciéon de contorno del tipo convectiva. En la seccion 2 se
pudo acotar

s = Jim (0

por una constante que es independiente de la funciéon f. Es més, en la seccion 5 se pudo
encontrar una acotacién que no depende incluso de la conductividad KJc] del material.
Estos acotaciones de s, son importantes, porque al no depender del polimero (no de-
penden de f ni de K|[c]), pueden ser usadas en aplicaciones reales, donde el material en
estudio sea desconocido o esté siendo testeado.

El resultado de la seccién 3 es interesante porque prueba la equivalencia entre las
condiciones de contorno ¢(0,t) = g(t) y ¢.(0,t) = h(c(0,t) — g(t)) cuando h — oco. En
muchas aplicaciones el parametro h puede asumir valores muy grandes y los métodos
numéricos que calculan ¢(z,t) y s(t) se pueden tornar inestables si se considera a h finito.
Ademas, si para h grande, se usa el método numérico con la condicién ¢(0,t) = g(t), se
tiene la seguridad que el error que se cometa en esta aproximacién estd uniformemente
distribuido en = y t, puesto que la convergencia es uniforme cuando h — oo.

Los métodos numéricos que aparecen en [13] se pudieron adaptar al problema con con-
dicién de contorno convectiva, excepto el caso de difusién no-lineal, en el que se ided un
algoritmo totalmente nuevo. Estos permitieron verificar todos los resultados tedricos men-
cionados.

Como trabajo futuro, se podria estudiar si es posible generalizar las acotaciones nom-
bradas al caso 3-D y ver si se cumple también la convergencia uniforme cuando h — oo.
La frontera libre seria ahora una superficie y es aconsejable la utilizacion de elementos
finitos para una aproximacion numérica de la solucion.
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7. Apéndice.

= Principio del Maximo.

Sea Dy = {(z,t) : s1(t) < x < s3(t),0 < t < T}, donde s; y s2 son funciones
continuas. El conjunto

Br = {(s1(t),t) : t € [0, T]} U{(s2(t),t) : t € [0, T]} U{(x,0) : 51(0) <z

IN

s2(0)},

se denomina frontera parabolica de Dr y cualquier solucién de u,, = u; continua en
Dy U By cumple que:

Max % = mMax = maxu. (Principio del Maximo Débil)
DrUB7p D Br

Ademas ocurre que

infu<wu<supu en Dy
Br Br

o u es constante en Dy U Br (Principio del Maximo Fuerte).

= Lema de Hopf.

Si s1 es Lipschitz superiormente y sy es Lipschitz inferiormente. Sea w solucion de
la ecuacién del calor de Dy, continua en Dy U By y no identicamente constante en
cada D; (0 <t <T). Siu asume su valor maximo en (ss(to), %), to > 0, entonces:

Hm 1Ilf U(.CE, to) — U(Sg(to), to)

> 0.
x /s2(to) xTr — Sg(to)

Si en este caso, u, existe en (s2(to), %), entonces
UI(SQ(to), to) > 0

Si u asume su valor minimo en (ss(to), to), to > 0, entonces:

lfm sup U(.CE, to) — U(Sg(to), to)

< 0.
:B/‘Sg(to) r — SQ(tO)

Si en este caso, u, existe en (so(ty),to), entonces
u$(82(t0), to) < 0.
Si u asume su valor maximo en (s1(y), to), to > 0, entonces:

lm sup U(.CE, to) — U(Sl(to), to)

< 0.
NS x — s1(to)

Si en este caso, u, existe en (s;(to), %), entonces

ux(Sl(to), to) < 0
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Si u asume su valor minimo en (sy (o), to), to > 0, entonces:

Hm 111f U(ZE, to) — U(Sl(to), to)

> 0.
z\s1(to) T — Sl(to)

Si en este caso, u, existe en (s;(to), %), entonces
ux(Sl(to), to) > 0

Teorema del Punto Fijo de Banach.

Sea V un espacio vectorial normado y completo, X C V un conjunto cerrado y
F : X — X una contraccién, o sea, existe un a € [0, 1) tal que:

1F(z) = F)ll < alle —yll,  Vo,ye X

Entonces existe un z € X tal que F(z) = z.

Teorema del Punto Fijo de Schauder.

Sea V' un espacio vectorial normado y completo, y X C V un conjunto convexo y
compacto. Si el operador F': X — X satisface:

|F(z) = F(y)l| < Mllx —yll,  Vz,yeX
para algin M € (0, +00), entonces existe z € X tal que F(z) = z.

Teorema de Ascoli-Arzela.

Una sucesién de funciones {f,,} se dice equicontinua en D si para cada xy € D'y
para todo € > 0 existe un d(xg, €) > 0 tal que para todo n se cumpla:

| fr(x) = fu(zo)| <, Vo € D con |z — zo| < 0.

Si {f.} es una sucesién de funciones definidas en un dominio compacto, equicon-
tinuas y uniformemente acotadas, entonces existe una subsucesion que converge
uniformemente en D.

66



Referencias

1]

2]

3]

[4]

[5]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

G. Lamé y B.P. Clapeyron,Memoire sur la Solidification par Refroidissement d’un
Globe Liquide., Ann. Chimie Physique, 47, pdg. 250-256 (1831).

J. Stefan, Ueber dir Theorie der Eisbildung, Insbesonder ueber die Fisbildung im
Polarmeer., Zit. Akad. Wiss. Wien, Math. Cl., 98, pag. 388-395 (1889).

J. Stefan, Uber Einige Probleme der Theorie der Warmeleitung., Zit. Akad. Wiss.
Wien, Math. Cl., 98, pdg. 473-484 (1889).

J. Stefan, Uber die Diffusion von Siuren und Basen Gegen Einander., Zit. Akad.
Wiss. Wien, Math. Cl., 98, pag. 616-634 (1889).

J. Stefan, Uber die Verdampfung und die Auflésung als Vorginge der Diffusion, Zit.
Akad. Wiss. Wien, Math. Cl., 98, pag. 1418-1442 (1889).

J. Stefan, Ueber die Theorie der Einsbildung, Monatshefte Mat. Phys., 1, pag. 1-6
(1890).

J. Stefan, Ueber die Theorie der Einsbildung, Insbesondere ueber die Einsbildung
im Polarmeere, Ann. Physik. Chemie., 42, pag. 269-286 (1891).

J.C. Reginato, D.A. Tarzia, A. Cantero Un Modelo Mejorado para el Crecimien-
to de Raices de Cultivos, Anales AFA; vol. 1, pag. 351-354 (1989).

M. Primicerio, I. Rubinstein, B. Zaltzman Flectrodiffusional Free Boundary

Problem, in a Bipolar Membrane (Semiconductor Diode), at a Reverse Bias for Cons-
tant Current, Quaterly of Applied Mathematics, vol. 52, No. 4, pag. 637-659 (1999).

E. Comparini, A One-Dimensional Bingham Flow, Journal of Mathematical Analy-
sis and Application, vol. 169, No. 1, pag. 127-139 (1992).

S. Cui y A. Friedman A Hyperbolic Free Boundary Problem Modelling Tumor
Growth, Interfaces and Free Boundaries, vol. 5, pag. 159-181 (2003).

G. Astarita y G. C. Sarti, A Class of Mathematical Models for Sorption of
Swelling Solvents in Glassy Polymers, Polymer Engineering Science, vol. 18, No. 5,
pég. 388-395 (1978).

A. Fasano , G. H. Meyer y M. Primicerio, On a Problem in the Polymer In-
dustry: Theoretical and Numerical Investigation of Swelling, STAM Journal of Mat-
hematical Analysis, vol. 17, No. 4, pag. 945-960 (1986).

A. Fasano y M. Primicerio, Free Boundary Problems for Nonlinear Parabolic Fqua-
tions with Nonlinear Free Boundary Conditions, Journal of Mathematical Analysis
and Applications, vol. 72, pag. 247-273 (1979).

A. Comparini y R. Ricci, On the Swelling of a Glassy Polymer in Contact with
a Well-stirred Solvent, Mathematical Methods in the Applied Sciences, vol. 7, pag.
238-250 (1985).

67



[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[20]

[27]

28]

[29]

A. Comparini, R. Ricci y C. Turner, Penetration of a Solvent into a Non-
Homogeneous Polymer, Meccanica, vol 23, pag. 75-80 (1988).

D. Andreucci y R. Ricci, A Free Boundary Problem Arising from Sorption of
Solvent in Glassy Polymers, Quarterly of Applied Mathematics, vol. 44, pag. 649-
657 (1987).

Phan Huu San y Nguyen Dinh Tri, On a free boundary problem arising in the
polymer industry, Acta Mathematica Vietnamica, vol. 17, No. 2, pag. 41-52 (1992).

M. Gaudiano, C. Turner y T. Godoy, Free boundary problems in Industry: Dif-
fusion of a solvent into a polymer,
http://www.famaf.unc.edu.ar/series/pdf/pdfAMat/AMat74.pdf

M. Gaudiano, C. Turner y T. Godoy, On a Convective Condition in the Diffusion
of a Solvent into a Polymer, Computational and Applied Mathematics, vol.26, nro.
3, pag. 309-321 (2007).

M. Gaudiano, G. Torres y C. Turner, A Free Boundary Problem for the Dif-
fusion of a Solvent into a Polymer with Non-Constant Conductivity Coefficient,
http://www.famaf.unc.edu.ar/series/pdf/pdfAMat/AMat81.pdf

M. Gaudiano, G. Torres y C. Turner, A Free Boundary Problem for the Diffusion
of a Solvent into a Polymer with Non-Constant Conductivity Coefficient, Mathema-
tics and Computers in Simulation (review positivo para publicacién, 2008).

M. Gaudiano, C. Turner y T. Godoy, On the Limit Behavior in a Free Boun-
dary Model for the Diffusion in a Polymer, Rendiconti dell’Istituto di Matematica
dell’Universita di Trieste (aceptado para publicacién, 2008).

M. Gaudiano y C. Turner, Difusion de un Solvente en un Polimero Vidrioso con
una Condicion de Contorno del Tipo Creciente en el Tiempo, MAT-Serie A, nro. 10,
pég. 1-9 (2005).

J. R. Cannon, The One-Dimensional Heat Equation, Encyclopedia of Mathematics
and its Applications, vol.23 (1984).

O. A. LadyzZenskaya, V. A. Solonnikov y N. N. Ural’ceva, Linear and Quasi-
linear Equations of Parabolic Type, American Mathematical Society Translations 23,
Providence, RI (1968).

G. M. Lieberman, Time-Periodic Solutions of Linear Parabolic Differential Equa-
tions, Communications in Partial Differential Equations, vol. 24, N° 3 & 4, 631-663
(1999).

G. H. Meyer, One-Dimensional Parabolic Free Boundary Problems, SIAM Review,
vol. 19, No. 1, 17-33 (1977).

A. Friedman, Partial Differential Equations of Parabolic Type, Krieger Pub Co,
(1983).

68



[30] M. H. Protter, H. F. Weinberger Mazimum Principles in Differential Equations,
Springer-Verlag, (1984).

69



