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Análisis esférico matricial asociado a grupos

nilpotentes

Resumen

Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto de G. Todos los fibrados vectoriales homogéneos
sobre G/K pueden ser descriptos a partir de las representaciones (τ, Vτ ) de dimensión finita de K. Sea
G×τ Vτ un fibrado vectorial homogéneo sobre G/K y sea Γ(G×τ Vτ ) el espacio de secciones infinitamen-
te diferenciables y de soporte compacto de dicho fibrado. Esta tesis está motivada por el problema de
expresar, simultáneamente, en forma diagonal a todos los operadores lineales y acotados aplicados sobre
Γ(G ×τ Vτ ) que conmutan con la acción de G. Como consecuencia del teorema del núcleo de Schwartz
todos estos operadores G-invariantes son de convolución. Prestaremos atención solamente a aquellos ope-
radores integrales cuyos núcleos de convolución son funciones integrables. Dichas funciones son a valores
matriciales en End(Vτ ) y bi-τ -equivariantes. Para lograr una diagonalización simultánea necesitamos que
los operadores conmuten. Como la composición de tales operadores se identifica con el producto de con-
volución de sus núcleos, nos interesará particularmente el álgebra de convolución L1

τ,τ (G,End(Vτ )) de
funciones de G en End(Vτ ), integrables y bi-τ -equivariantes, es decir, la estructura matemática que con-
forman los núcleos. Decimos que una terna (G,K, τ) es conmutativa si el álgebra L1

τ,τ (G,End(Vτ )) es
conmutativa. Los caracteres de dicha álgebra son las llamadas funciones esféricas y se pueden interpre-
tar como las coordenadas que permitirán expresar en forma diagonal a todos los operadores de nuestro
interés. La presente tesis está focalizada en determinar ejemplos particulares de grupos G, K y represen-
taciones irreducibles τ tales que (G,K, τ) resulte una terna conmutativa, para luego poder desarrollar el
análisis esférico, esto es, dar una descripción expĺıcita de las funciones esféricas y de la transformada de
Fourier esférica. Con respecto al primer objetivo, a partir de la lista de pares de Gelfand (G,K) dada
por J. Lauret en [La2], hemos determinado todos los casos en los que una representación τ de K da lugar
a una terna conmutativa (G,K, τ). En tales ejemplos los grupos de Lie G son un producto semidirecto
K n N , donde N es una nilvariedad homogénea y K es el grupo de automorfismos ortogonales de N .
En relación al segundo punto, hemos obtenido descripciones expĺıcitas de todas las funciones esféricas en
el caso en que G es la componente conexa de la identidad del grupo de movimientos ŕıgidos del espacio
eucĺıdeo tridimensional y K es el grupo de rotaciones. Finalmente, conectamos, a partir de una fórmula
asintótica, la teoŕıa de funciones esféricas asociadas a ciertos grupos G = K nN , con N nilpotente, y la
teoŕıa de funciones esféricas asociadas a ciertos grupos de Lie semisimples.

Pablabras claves: Función esférica, par de Gelfand fuerte, representación unitaria irreducible, trans-
formada de Fourier esférica.

MSC 2010: 43A85, 43A90 ,47A67.



Matrix spherical analysis on nilpotent groups

Abstract

Let G be a Lie group and K a compact subgroup of G. All the homogeneous vector bundles over
the homogeneous space G/K are described by taking finite dimensional representations (τ, Vτ ) of K.
Let G ×τ Vτ be an homogeneous vector bundle over G/K and let Γ(G ×τ Vτ ) be the space of section
of this vector bundle that are infinitely differentiable with compact support. This thesis is motivated by
the problem of simultaneous diagonalization of all the linear and continuous operators over Γ(G ×τ Vτ )
that commute with the action of G. As a consequence of the núcleo de Schwartz’s kernel theorem every
such operator can be represented in a unique way as a convolution operator. We will work only with
the integral operators that have an integrable functions as kernel. Such function are End(Vτ )-valued and
bi-τ -equivariant. In order to get a simultaneous diagonalization we require that the operators must com-
mute. Since the convolution of such operators can be identified with the convolution of their kernels, we
are interested in the convolution algebra L1

τ,τ (G,End(Vτ )) of End(Vτ )-valued functions on G tahta are
integrable and bi-τ -equivariant, that is, the mathematical structure that conform those kernels. A triple
(G,K, τ) is said to be commutative if álgebra L1

τ,τ (G,End(Vτ )) is conmutative. The characters of this
algebra are called spherical functions and can be thought as the coordinates that may write the operators
in a diagonal form. This thesis focuses on giving particular examples of groups G, K and representations
τ for which (G,K, τ) is commutative and then develop the spherical analysis, that is, give an explicit
description of the spherical Fourier transform. Regarding the first objective, from the list of Gelfand
pairs given by J. Lauret in [La2], we determine for which representations τ of K the triple (G,K, τ) is
commutative. In these cases the group G is of the form K nN , where N is a two step nilmanifold and
K is a maximal connected group of the orthogonal automorphisms of N . Relative to the second point,
we obtained an explicit description of all the spherical functions when G is connected component of the
identity of the three dimensional euclidean motion group and K is the rotation group. Finally, we connect,
via an asymptotic formula, the theory of spherical functions associated to certain groups G = K nN for
N nilpotent and the theory of spherical functions associated with a semisimple Lie group.

Keywords: Spherical function, strong Gelfand pair, irreducible unitary representation, spherical Fou-
rier transform.

MSC 2010: 43A85, 43A90, 47A67.
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Lo he visto llevarse obras de teatro, libros de ciencia ficción, novelas históricas, románticas, literatura
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6. Funciones esféricas en Rn como ĺımite de funciones esféricas en Sn 165
6.1. Contracción de grupos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
6.2. Caso compacto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
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Introducción

El problema central que motiva esta tesis deriva de querer expresar simultáneamente en forma diagonal
a operadores lineales y continuos que presentan simetŕıas. Es claro que si un operador T está presentado
en forma diagonal, o de multiplicador, el sistema de ecuaciones del tipo Tx = y será sencillo de resolver
dado cualquier dato inicial y.

El área de investigación en la que se enmarca esta tesis es la del análisis armónico. El análisis de las
series de Fourier ha sido el tema clásico en este campo. Como es bien sabido, estas permiten obtener
información de señales a partir de su descomposición en funciones bien conocidas. Su nombre se debe al
matemático y f́ısico francés J. Fourier, quien las estudió de manera sistemática a ráız de su interés por la
ecuación del calor.

Una función periódica puede pensarse como una función definida en la circunferencia unitaria S1.
Toda función f : S1 → C de cuadrado integrable se puede expresar como una serie trigonométrica (serie
de Fourier)

f(θ) =
∑
n∈Z
F(f)(n)einθ, (1)

donde la igualdad es en norma ‖ · ‖2 o puntual si f es suficientemente suave, i :=
√
−1, einθ =

cos(nθ) + i sen(nθ) y F(f) indica la transformada de Fourier de f (es decir, F(f)(n) es la compo-
nente o la proyección de f en la dirección del vector ein·). El dominio S1 es una variedad homogénea en
el sentido que S1 actúa como grupo en śı misma por rotaciones (o por la multiplicación compleja) de
manera transitiva, esto es, dados dos ángulos 0 ≤ α, β < 2π siempre existe otro ángulo θ tal que α = β+θ
(con la notación de grupo abeliano es una traslación). Sea C∞(S1) el espacio de funciones infinitamente
diferenciables sobre la circunferencia unitaria. La acción de S1 en funciones u ∈ C∞(S1) está dada por

(θ · u)(α) := u(α− θ).

Consideremos un operador T lineal y continuo sobre C∞(S1) que sea invariante por la acción de S1, es
decir, tal que

θ · (Tu) = T (θ · u).

Dicho operador T resulta de convolución, es decir,

Tu = u ∗ f,

donde f : S1 → C denota su núcleo y donde el producto de convolución está dado por

u ∗ f(θ) :=

∫ 2π

0

u(α)f(θ − α) dα para todo ángulo θ.

El teorema de Plancherel establece que la transformada de Fourier es un isomorfismo isométrico entre
el espacio de funciones de cuadrado integrable sobre la circunferencia unitaria L2(S1) y el espacio de
sucesiones de cuadrado integrable `2. Además, una propiedad fundamental establece que la transformada
de Fourier es un homomorfismo entre el álgebra de convolución de funciones integrables en S1 y el espacio
de sucesiones con el producto puntual. Entonces, las coordenadas de Tu en términos de la base ortonormal
{einθ}n∈Z del espacio de Hilbert L2(S1) están dadas por(

F(Tu)

)
(n) = F(f)(n) F(u)(n) (n ∈ Z).

Esto permite ver que el operador T resulta conjugado del operador de multiplicación

v 7−→ F(f) v

7
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sobre el espacio de sucesiones de cuadrado integrable, es decir, del operador

`2 −→ `2

(vn)n∈Z 7−→ (F(f)(n) vn)n∈Z .

Precisamente, dada u ∈ C∞(S1), resulta que u = F−1(v) para v = (F(u)(n))n∈Z ∈ `2 y entonces
computar Tu es equivalente a hacer(

F ◦ T ◦ F−1(v)

)
(n) = F(f)(n) vn para todo n ∈ Z. (2)

En śıntesis, el operador T está uńıvocamente determinado por su núcleo f (que a su vez, si es de cuadrado
integrable, sólo depende de los valores discretos {F(f)(n)}n∈Z por (1)) y la transformada de Fourier es
el operador de cambio de base, de la base

{einθ}n∈Z
de L2(S1) en la base canónica de `2

{en}n∈Z,

donde en es la sucesión dada por en(m) := δn,m (siendo δn,m la delta de Kronecker), que permite escribir
a T de manera diagonal según (2). Esto es, si f es de cuadrado integrable, utilizando la fórmula de
inversión podemos expresar a T como

T (u)(x) =
∑
n∈Z
F(f)(n)

(
u ∗ ein·

)
(x) (3)

=
∑
n∈Z
F(f)(n) F(u)(n) einx. (4)

Pasemos a otro ejemplo cambiando S1 por el plano. Sobre R2 consideremos las acciones de traslación
y rotación. Sea C∞c (R2), o simplemente D, el espacio de funciones infinitamente diferenciables de R2

en C con soporte compacto. Tomemos un nuevo operador T ahora aplicado sobre D y que conmuta
con traslaciones. A partir del teorema del núcleo de Schwartz se puede ver que T es un operador de
convolución cuyo núcleo es una distribución, es decir, un elemento del espacio dual de D, digamos f ∈ D′.
Si nos restringimos al caso en que f es una función integrable de R2 en C, entonces T resulta un operador
integral de la forma

Tu(x) = u ∗ f(x) :=

∫
R2

u(y)f(x− y) dy ∀u ∈ D.

Si ahora F(f) denota la transformada de Fourier en R2, es decir,

F(f)(ξ) :=

∫
R2

f(x)e−iξ·x (ξ ∈ R2),

donde ξ · x := ξ1x1 + ξ2x2, entonces vale la siguiente expresión que es similar a (2)(
F ◦ T ◦ F−1(v)

)
(x) = F(f)(x) v(x) ∀v ∈ D.

Por lo tanto, T es semejante al operador de multiplicación F ◦T ◦F−1. Recordemos que en este contexto
la transformada de Fourier es un isomorfismo isométrico de L2(R2) en śı mismo. Notemos también que si
bien en este ejemplo las funciones {eiξ·x}ξ∈R2 no forman una base ortonormal de L2(R2) (ya que ni siquiera
pertenecen a este espacio), se identifican con los homomorfismos continuos del álgebra de convolución
L1(R2). Por su parte, observemos que son las autofunciones acotadas de todos los operadores diferenciales
en R2 con coeficientes constantes, que justamente son los operadores diferenciales que conmutan con
traslaciones.

Ahora bien, si además T es simétrico ante rotaciones, también lo será su núcleo. Esto es, f resulta
radial (invariante por rotaciones) y por lo tanto sólo depende de los valores que toma sobre la semirrecta
positiva [0,∞). Denotamos por L1(R2)] la subálgebra de convolución de L1(R2) conformada por las
funciones radiales. Cada función eiξ·x deviene en una función radial cuando se la integra sobre S1, o sea,
al tomar

ϕ(ξ) :=

∫
S1
eiξ·θ dθ,
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donde dθ denota la medida en S1 que es invariante por rotaciones y normalizada, estamos logrando
ϕ(ξ) = ϕ(|ξ|e1) para todo ξ ∈ R2, donde e1 := (1, 0) y |ξ| es el módulo de ξ. Consideremos las siguientes
funciones radiales parametrizadas en r ∈ [0,∞)

ϕr(x) :=

∫
S1
eir(x·θ) dθ. (5)

Estas son todas las autofunciones radiales acotadas del operador Laplaciano, cada una asociada al auto-
valor −r2, normalizadas por ϕr(0) = 1. Es de destacar que el Laplaciano es un operador diferencial que
conmuta con traslaciones y rotaciones. A su vez, estas funciones se identifican con funcionales lineales
continuos de L1(R2)] y permiten obtener una fórmula de inversión o de reconstrucción como pasaremos
a describir. Sabemos que si f y F(f) están en L1(R2), entonces

f(x) =

∫
R2

F(f)(ξ) eix·ξ dξ p.p.

(p.p. es la abreviación de la frase en francés “presque partout”, en inglés se suele poner a.e. que abrevia a
“almost every way” y en catellano también es usual encontrar c.t.p. que indica “casi en todas partes”, a
los largo de esta tesis usaremos p.p. para indicar que dos funciones coinciden salvo un conjunto de medida
cero.) Si además f es radial, su transformada de Fourier también resulta radial y se tiene, haciendo
cambios de coordenadas, que

f(x) =

∫
R2

F(f)(ξ) eix·ξ dξ

=

∫ ∞
0

∫
S1
F(f)(r) eir(x·θ) r dθ dr

=

∫ ∞
0

F(f)(r)

(∫
S1
eir(x·θ)dθ

)
r dr

=

∫ ∞
0

F(f)(r) ϕr(x) r dr,

donde por simplicidad hemos denotado por F(f)(r) a F(f)(re1). Haciendo abuso de notación definimos
la transformada de Fourier esférica de una función f ∈ L1(R2)] en un valor r ∈ [0,∞) por

F(f)(ϕr) :=

∫
R2

f(ξ)ϕr(ξ) dξ.

Notemos que para f ∈ L1(R2)] esta aplicación coincide con la transformada de Fourier “clásica” de f :∫
R2

f(ξ)ϕr(ξ) dξ =

∫
R2

f(ξ)

∫
S1
e−ir(ξ·θ) dθ dξ

=

∫
S1
F(f)(rθ) dθ

= F(f)(r),

donde hemos usado que F(f) es radial. La fórmula de inversión para funciones radiales integrables y con
transformada de Fourier integrable queda

f(x) =

∫ ∞
0

F(f)(ϕr) r dr.

Retornando a nuestro operador T definido sobre D y que es invariante por traslaciones y rotaciones,
podemos ahora escribirlo formalmente como

T (u)(x) =

∫ ∞
0

F(f)(ϕr) (u ∗ ϕr) (x) r dr.

Esta expresión es similar a (3) pero aqúı no podemos obtener un análogo a (4) ya que las funciones
u ∈ C∞c (R2) no necesariamente son radiales. Lo que śı podemos seguir afirmando es que el operador
T sólo depende de los valores F(f)(ϕr) (con r ∈ [0,∞)), es decir, sólo depende de la transformada de
Fourier esférica de su núcleo.



10 INTRODUCCIÓN

Estos ejemplos son clásicos y pueden ser ampliamente generalizados ya sea modificando el dominio aśı
como también considerando funciones a valores vectoriales. En nuestro caso consideraremos operadores
lineales y acotados T aplicados sobre secciones de distintos fibrados homogéneos y por lo tanto estaremos
considerando distintos dominios y funciones a valores vectoriales. Pero antes de pasar a estos resumiremos
un poco los ejemplos vistos e introduciremos algunos conceptos.

§ Hemos trabajado con funciones definidas en dos dominios:

la circunferencia unitaria S1 y

el plano R2.

§ Ambos dominios son espacios homogéneos en los siguientes sentidos:

el grupo de rotaciones actúa transitivamente en S1;

las traslaciones por vectores en R2 actúan transitivamente en el plano R2;

los movimientos ŕıgidos dados por trasladar y rotar en R2 actúan transitivamente en el plano R2.

§ Hemos analizado operadores T aplicados sobre funciones de clase C∞c en cada dominio. Los operadores
que nos han interesado presentaban ciertas simetŕıas:

en el primer ejemplo, aplicados sobre funciones definidas en S1 e invariantes por rotaciones;

en el segundo, aplicados sobre funciones definidas en R2 e invariantes por traslaciones;

en el último, aplicados sobre funciones definidas en R2 e invariantes por traslaciones y rotaciones.

§ En los tres casos resultan operadores de convolución. En el último, sus núcleos son funciones (o, más
generalmente, distribuciones) invariantes por rotaciones, es decir, radiales. Consideramos entonces los
espacios conformados por los núcleos integrables de operadores invariantes, es decir, las álgebras de
convolución

L1(S1);

L1(R2);

L1(R2)].

§ En general, dado un espacio de medida (X,µ) σ-finito, el espacio de clases de funciones integrables
L1(X) es un espacio de Banach con la norma ‖ · ‖1 dada por

‖f‖1 :=

∫
X

|f(x)| dµ(x).

Los funcionales lineales y continuos de L1(X) forman el espacio dual de L1(X), denotado por
(
L1(X)

)′
.

A veces este es llamado el espacio dual topológico haciendo énfasis en la continuidad de los funcionales
lineales. Por el teorema de Hahn-Banach sabemos que “los funcionales lineales separan puntos”, es decir,
dadas f y g funciones en L1(X), si Λ(f) = Λ(g) para todo Λ ∈

(
L1(X)

)′
, entonces f = g. Por lo tan-

to, toda función en L1(X) queda completamente determinada a partir de sus evaluaciones en todos los
funcionales lineales acotados. Pretendemos a lo largo de esta tesis achicar el espacio dual sin perder su
propiedad de caracterizar a los elementos del espacio L1(X) o de un subespacio. Más aún, buscaremos
obtener fórmulas de reconstrucción de una función a partir de saber ciertas de sus evaluaciones (o “coor-
denadas”) dadas por adecuados funcionales lineales acotados. Por el teorema de representación de Riesz

los elementos de
(
L1(X)

)′
se identifican con funciones en L∞(X), en el sentido que si Λ ∈

(
L1(X)

)′
,

entonces existe una única hΛ ∈ L∞(X) tal que

Λ(f) =

∫
X

f(x)hΛ(x) dµ(x) ∀f ∈ L1(X). (6)

En el caso del espacio de Banach L1(R2)], su dual se identifica con L∞(R2)]. En nuestros ejemplos hemos
considerado, respectivamente, los conjuntos de funciones acotadas

{einx}n∈Z;
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{eiξ·x}ξ∈R2 ;

{ϕr}r∈[0,∞) (dadas por (5)).

§ Con el producto de convolución las tres álgebras arriba mencionadas son ejemplos de álgebras de Banach
conmutativas. Identificando cada una de las funciones de las familias recién listadas con su respectivo
funcional lineal como en (6), se puede ver que satisfacen una propiedad fundamental. Esta propiedad
es la de llevar la convolución de dos funciones a su producto puntual, es decir, vistas como funcionales
lineales Λ, de las respectivas álgebras, cumplen

Λ(f ∗ g) = Λ(f)Λ(g). (7)

Los funcionales lineales y multiplicativos, es decir, que satisfacen (7) y que son no-triviales se llaman
caracteres del álgebra. Se puede ver que todo carácter de un álgebra de Banach es continuo. El espacio de
caracteres de un álgebra de Banach dotado de la topoloǵıa de la convergencia puntual se llama el espectro
del álgebra y es denotado usualmente por Σ. Identificaremos el espectro Σ, en cada caso, con

Z;

R2;

[0,∞).

En general el espectro Σ se identifica mediante un homeomorfismo con un subconjunto cerrado de algún
Rm (cf. [Fe]).
§ Se trabajó con la transformada de Fourier o transformada de Fourier esférica definidas en cada álgebra
de convolución por

F(f)(n) :=
∫
S1 f(θ)einθ dθ;

F(f)(ξ) :=
∫
R2 f(x)eiξ·x dx;

F(f)(r) :=
∫
R2 f(x)ϕr(x) dx.

§ Se puede ver que la imagen de estas transformaciones cae, respectivamente, en los espacios

C0(Z) := {sucesiones x = (xn)n∈Z | ĺım|n|→∞ xn = 0}

C0(R2) := {funciones continuas f : R2 → C | ĺım|x|→∞ f(x) = 0}

C0([0,∞)) := {funciones continuas y radiales f : R2 → C | ĺımr→∞ f(re1) = 0}

En general, dada un álgebra de Banach A conmutativa, la transformada de Gelfand de un elemento a ∈ A
es una función en el espectro Σ de A definida por

FG(a)(ϕ) := ϕ(a) ∀ϕ ∈ Σ

y esta aplicación FG es un homomorfismo continuo de A en C0(Σ) con la topoloǵıa de la convergencia
uniforme (entendiendo C0(Σ) como las funciones continuas definidas en Σ que se hacen cero en el punto
dado por la compactificación de Alexandroff). La transformada de Fourier en L1(S1) y en L1(R2), aśı
como la transformada de Fourier esférica en L1(R2)], son ejemplos de transformada de Gelfand.
§ Introduciendo hipótesis adecuadas, se tienen las fórmulas de inversión

f(x) =
∑
n∈Z F(f)(n) einx,

donde la igualdad es en norma ‖ · ‖2 para toda f ∈ L2(S1);

f(x) =
∫
R2 F(f)(ξ) eix·ξ dξ,

donde la igualdad es en norma ‖ · ‖2 para toda f ∈ L2(R2) o p.p. para toda f ∈ L1(R2) con
F(f) ∈ L1(R2);

f(x) =
∫∞
o
F(f)(r) ϕr(x) r dr,

donde la igualdad es en norma ‖ · ‖2 para toda f ∈ L2(R2)] o p.p. para toda f ∈ L1(R2)] con
F(f) ∈ L1(R2)].
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§ La medida en Σ que permite recuperar las funciones en el álgebra a partir de conocer su transformada
de Fourier (esférica) se llama la medida de Plancherel. En nuestros ejemplos

la medida de Plancherel asociada a Σ = Z es la medida que cuenta puntos o cardinal;

la medida de Plancherel asociada a Σ = R2 es la medida de Lebesgue;

la medida de Plancherel asociada a Σ = [0,∞) es r dr.

§ Finalmente, los operadores T considerados se pueden reescribir formalmente como

T (u)(x) =
∑
n∈Z F(f)(n)

(
u ∗ ein·

)
(x) =

∑
n∈Z F(f)(n) F(u)(n) einx;

T (u)(x) =
∫
R2 F(f)(ξ)

(
u ∗ eiξ·(·)

)
(x) dξ =

∫
R2 F(f)(ξ) F(u)(ξ) eiξ·x dξ;

T (u)(x) =
∫∞

0
F(f)(r) (u ∗ ϕr) (x) r dr.

En todos los casos T está completamente determinado por la transformada de Fourier (esférica) de su
núcleo F(f). Con esta oración cerramos la primera parte de la introducción ya que es la que motivará
los problemas que forman parte de esta tesis de doctorado.

A lo largo de esta tesis trabajaremos justamente con subálgebras de funciones integrables que son
conmutativas con respecto al producto de convolución. Las funciones que forman parte de estas álgebras
se pueden ver como los núcleos de convolución de ciertos operadores integrales que presentan una deter-
minada simetŕıa. Pero empecemos ahora por el lado de la geometŕıa. Sea M un variedad Riemanniana
y sea Isom(M) el grupo de isometŕıas de M . Denotamos por G := Isom(M)0 al grupo de Lie dado por
la componente conexa del elemento identidad del grupo Isom(M). Cuando Isom(M)0 actúa transitiva-
mente en M decimos que M es una variedad Riemanniana homogénea. Sea K := Gx0 el estabilizador
de un punto arbitrario x0 ∈ M por el grupo G. Se puede ver que K siempre es compacto y que M se
identifica con el espacio cociente G/K (son espacios difeomorfos). Un espacio conmutativo es una varie-
dad Riemanniana homogénea conexa M cuya álgebra de operadores diferenciales Isom(M)0-invariantes
es conmutativa. Equivalentemente, en este caso, se dice que el par (G,K) es de Gelfand. Esta última
noción se define de forma más general olvidando que los grupos G y K provienen de haber considerado
una variedad M . Sean G un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto de G, decimos que (G,K)
es un par de Gelfand si el álgebra U(g)K de los operadores diferenciales invariantes a izquierda por G e
invariantes a derecha por K es conmutativa. Se puede ver que esto es equivalente a que el álgebra

L1(G)] := {f ∈ L1(G) | f(k1xk2) = f(x) ∀k1, k2 ∈ K}

sea conmutativa con el producto de convolución. Observemos varias cuestiones. Por un lado, si no partimos
de una variedad M es necesario requerir que K sea compacto. Por otro lado, entendemos L1(G) como el
espacio de funciones de G en C integrables con respecto a la medida de Haar de G. Todo grupo topológico
localmente compacto y Hausdorff posee una medida de Haar. Por lo tanto también podemos definir, en
general, que dados G un grupo topológico localmente compacto y Hausdorff (no necesariamente conexo)
y K un subgrupo compacto de G, el par (G,K) es de Gelfand si el espacio L1(G)] es conmutativo con
respecto al producto de convolución. A partir del teorema del núcleo de Schwartz los elementos de L1(G)]

se identifican con los núcleos de operadores integrales, aplicados sobre funciones escalares con dominio
G/K, que conmutan con la acción de traslación de G.

En el primer y tercer ejemplo mencionados anteriormente las variedades M involucradas fueron S1

y R2. La componente conexa de la identidad del grupo de isometŕıas de S1 es el grupo de rotaciones
SO(2) ' S1. El del espacio euclidiano bidimensional está formado por transformaciones ortogonales y por
traslaciones. La composición de transformaciones ŕıgidas se puede identificar con un producto semidirecto
y tomando la componente conexa de la identidad nos queda que Isom(R2)0 = SO(2)nR2. En el caso de
la circunferencia, ninguna rotación (o traslación por un ángulo 0 ≤ θ < 2π) deja fijo a algún punto. En el
caso de R2, el origen de coordenadas, por ejemplo, es dejado fijo por todo el grupo de rotaciones. Por lo
tanto el subgrupo K mencionado anteriormente se identifica con SO(2). Las funciones sobre SO(2) nRn
que son invariantes por SO(2) a derecha e izquierda están naturalmente en correspondencia con funciones
sobre el espacio homogéneo, que en este caso es R2, que son invariantes por rotaciones. Por su parte, el
segundo ejemplo analizado corresponde directamente a tomar G = R2 y K = {0} el subgrupo trivial.
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Hasta aqúı hemos visto álgebras de convolución conmutativas en correspondencia con álgebras de
operadores lineales y acotados con alguna simetŕıa que se pueden “diagonalizar” simultáneamente. Di-
chos operadores han estado, hasta el momento, aplicados a funciones a valores escalares. Por lo tanto,
los espacios dados por sus núcleos han resultado de funciones a valores en C. La particularidad central
de esta tesis reside en que estaremos interesadas en estudiar ya no álgebras de convolución de funciones
a valores escalares sino de funciones a valores matriciales.

Sean G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto de G. Todos los fibrados vectoriales homogéneos
(complejos) sobre la variedad G/K se pueden describir usando las representaciones del grupo K. En
efecto, dada (τ, Vτ ) una representación (compleja) de dimensión finita de K, si consideramos la relación
de equivalencia en G×Vτ dada por (gk, v) ∼ (g, τ(k)v), entonces el espacio de clases de equivalencia, que
denotamos G×τ Vτ , tiene estructura de fibrado vectorial homogéneo sobre G/K. Más aún, todo fibrado
vectorial homogéneo sobre G/K es isomorfo a uno de la forma G ×τ Vτ para alguna representación
(τ, Vτ ) de dimensión finita de K. Fijemos entonces una representación de dimensión finita (τ, Vτ ) de K.
Las secciones C∞ de G ×τ Vτ con soporte compacto se identifican naturalmente con el subespacio de
funciones u : G → Vτ de clase C∞c que satisfacen u(gk) = τ(k)−1u(g) para todo k ∈ K y todo g ∈ G.
Denotaremos dicho espacio por Γ(G ×τ Vτ ) o simplemente por D cuando quede claro el contexto. En
el caso en que τ es la representación trivial de K, las secciones del fibrado trivial se corresponden con
funciones de G/K en C, que son con las que hab́ıamos estado trabajado al principio.

Consideremos el álgebra de los operadores integrables (por lo tanto lineales y continuos) aplicados
sobre Γ(G×τ Vτ ) que conmutan con la acción de G. Por acotados nos referimos a que son operadores de
D en D′ continuos con respecto a la topoloǵıas estándares. Esta tesis está motivada por el problema de
determinar cuándo esta álgebra es conmutativa y, en caso afirmativo, poder expresar tales operadores en
forma diagonal, simultáneamente. A partir de un corolario del teorema del núcleo de Schwartz cada uno
de estos operadores está caracterizado por ser un operador de convolución cuyo núcleo es una función
a valores en los endomorfismos del espacio vectorial Vτ , End(Vτ ), que a su vez es bi-τ -equivariante.
Precisamente, un operador integral T que conmuta con la acción de G es de la forma(

T (u)

)
(x) = u ∗ F (x) :=

∫
G

F (y−1x)u(y) dy,

donde dy denota la medida de Haar a izquierda de G y F es una función a valores matriciales,

F : G→ End(Vτ ),

que satisface
F (k1xk2) = τ(k2)−1F (x)τ(k1)−1 ∀k1, k2 ∈ K y x ∈ G.

Consideraremos operadores cuyos núcleos sean funciones integrables e identificaremos cada operador
T con su núcleo F llamándolo expresamente TF . La composición de operadores se identifica con la
convolución de sus núcleos

TF2 ◦ TF1 = TF1∗F2 .

Llamamos L1
τ,τ (G,End(Vτ )) al álgebra de convolución que forman dichos núcleos.

Estaremos interesadas en calcular expĺıcitamente la familia de caracteres continuos de L1
τ,τ (G,End(Vτ )).

Estos permitirán diagonalizar simultáneamente a todos estos operadores de convolución. Pero previamente
dichos operadores deberán conmutar entre śı. Esta condición motiva la noción de pares y ternas conmuta-
tivas o de Gelfand. Fijada τ una representación irreducible de K, una terna (G,K, τ) se dice conmutativa
si el álgebra de funciones matriciales L1

τ,τ (G,End(Vτ )) es conmutativa con el producto de convolución.
Recuperamos la noción de par de Gelfand (G,K) cuando la terna (G,K, τ), con τ la representación trivial
de K, es conmutativa. Los caracteres continuos de estas álgebras son las llamadas funciones esféricas.
Estas conforman el espectro Σ de dicha álgebra de funciones matriciales. La transformación que escribirá
los operadores en las coordenadas dadas por las funciones esféricas es la denominada trasformada de
Fourier esférica. Si F denota la transformada de Fourier esférica, entonces existe una medida µ en Σ,
llamada medida de Plancherel, tal que(

TF (u)

)
(x) =

∫
Σ

F(F )(Φ) (u ∗ Φ) (x) dµ(Φ)

Por lo tanto, cada TF queda completamente determinado al conocer los valores {F(F )(Φ)}Φ∈Σ.
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Partiendo de motivaciones que provienen de la teoŕıa de representaciones destacamos el trabajo
de R. Godement [God]. Entre los art́ıculos recientes en este campo que involucran pares simétricos
(G,K) (de tipo compacto o no compacto) con G un grupo de Lie semisimple Lie podemos mencionar
[Ca, GPT, PTZ, RT].

En esta tesis nos interesarán particularmente los casos en que M sea un grupo de Lie nilpotente conexo,
simplemente conexo dotado de una métrica Riemanniana invariante a izquierda. Pondremos M = N y
esta recibe el nombre de nilvariedad homogénea. El grupo de isometŕıas de N está dado por el producto
semidirecto Isom(N) = K n N , donde K es el grupo de automorfismos ortogonales de N . Uno podŕıa
más generalmente obviar la variedad M y su grupo de isometŕıas y considerar directamente N un grupo
de Lie nilpotente, K un subgrupo compacto de automorfismos de N y G = K n N . En estos casos el
espacio L1(G)] se identifica con el subespacio de L1(N) de las funciones que son invariantes por la acción
de K y L1

τ,τ (G,End(Vτ )) con el subespacio L1
τ (N) ⊂ L1(N,End(Vτ )) de funciones matriciales tales que

F (k · x) = τ(k)F (x)τ(k)−1. (8)

Las ternas de tipo (KnN,K, τ) han sido estudiadas en el reciente trabajo [RS] de F. Ricci y A. Samanta.

En esta tesis se abordarán concretamente los siguientes dos problemas:

· determinar ejemplos particulares de grupos K nN y de representaciones irreducibles τ de K tales
que (K nN,K, τ) sea una terna conmutativa;

· desarrollar el análisis esférico en álgebras conmutativas de tipo L1
τ,τ (K nN,End(Vτ )), esto es, dar

una descripción expĺıcita de la transformada de Fourier esférica en estas álgebras de funciones.

En cuanto al primero de los problemas, hemos determinado todas las ternas conmutativas de la forma
(KnN,K, τ) donde N es un grupo de Lie dos pasos nilpotente, conexo, simplemente conexo, que admite
una representación de cuadrado integrable y K es el subgrupo compacto y conexo maximal del grupo
de automorfismos de N . En general, una condición necesaria para que (K n N,K, τ) sea una terna
conmutativa (si N es conexo) es que (K n N,K) debe ser un par de Gelfand [RS]. Por su parte, si
(K nN,K) es de Gelfand, entonces N es abeliano o dos pasos nilpotente [BJR1]. Por este motivo hemos
considerado grupos de Lie N dos pasos nilpotentes conexos. Para abordar la clasificación completa de
estas ternas, en una primera instancia hemos tomando como gúıa la lista de pares de Gelfand dada por
J. Lauret en [La2]. La clasificación de pares de Gelfand (K nN,K) fue completada por E. Vinberg. Por
ello, posteriormente analizamos nuevamente para qué pares de Gelfand del art́ıculo [V], que no están en
[La2], existen representaciones irreducibles τ de K tales que la terna (K nN,K, τ) resulta conmutativa.

En cuanto al segundo problema, nos hemos concentrado en el caso en que N es un grupo abeliano
y en particular Rn. Presentamos una descripción expĺıcita de todas las funciones esféricas del par de
Gelfand fuerte (SO(3)nR3,SO(3)). De hecho daremos diferentes alternativas para calcularlas. Al tener el
conjunto de todas las funciones esféricas de tipo positivo podremos, mediante la transformada de Fourier
esférica, obtener una fórmula de inversión y la medida de Plancherel de cada una de las álgebras L1

τ (N)
para cada representación irreducible τ de SO(3). Identificando el dual de L1

τ (N) con funciones acotadas
satisfaciendo (8), las funciones esféricas se caracterizan

(i) por ser homomorfismos del álgebra de convolución L1
τ (N) en C (sus caracteres);

(ii) por satisfacer una ecuación integral que generaliza la propiedad de las funciones exponenciales
eλ(x+y) = eλxeλy;

(iii) por ser autofunciones simultáneas de todos los operadores diferenciales matriciales invariantes por
traslaciones y rotaciones;

(iv) por ser las proyecciones a la componente Vτ de cada una de las representaciones unitarias irreducibles
de G = SO(3) nR3 que contienen a la representación τ de K cuando se las restringe a K.

Obtendremos un conjunto de generadores del álgebra de operadores diferenciales matriciales invariantes
por traslaciones y rotaciones. A partir de la caracterización (iii) podremos escribir todas las funciones
esféricas como una combinación lineal de productos de funciones radiales a valores escalares por polino-
mios matriciales invariantes por traslaciones y rotaciones. Daremos también una fórmula integral para
las funciones esféricas que será muy útil a la hora de presentar la fórmula de inversión y la medida
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de Plancherel. Utilizando esta descripción de las funciones esféricas como una integral sobre una de las
SO(3)-órbitas de funciones matriciales y, a su vez, observando similitudes con la transformada de Fourier
clásica, las funciones esféricas también podrán ser expresadas como la transformada de Fourier de medi-
das en las órbitas de la acción de SO(3) en R3 (esferas de distintos radios) por matrices de proyección.
También hemos podido poner las funciones esféricas como derivadas matriciales de la matriz identidad
multiplicada por las funciones escalares ϕr definidas al comienzo de esta Introducción. Tanto en esta
presentación como en la descripción de las funciones esféricas de forma integral, ha sido fundamental el
art́ıculo [RS] y comunicaciones personales con el Prof. Fulvio Ricci. Por último y para cualquier n ∈ N,
explicamos un método que permite obtener las funciones esféricas asociadas al par de Gelfand fuerte
(SO(n) n Rn,SO(n)) como ĺımite de funciones esféricas del par (SO(n + 1),SO(n)). Esto generaliza la
fórmula clásica de Mehler-Heine y conecta la teoŕıa de Gelfand en pares simétricos (G,K) con G semi-
simple con la de pares (K n N,K) donde N un grupo nilpotente o, más aún, abeliano. En esta última
parte utilizaremos la noción de contracción de grupos de Lie y la caracterización (iv) de las funciones
esféricas que requiere fuertemente de la teoŕıa de representaciones de los grupos involucrados.

Esta tesis doctoral está organizada de manera tal que en los primeros tres caṕıtulos se encuentren la
mayor parte de las motivaciones, definiciones y herramientas básicas que se necesitan para pasar a los
últimos tres caṕıtulos donde se presentan los resultados originales.

En el Caṕıtulo 1 comenzamos recuperando las nociones básicas de grupo, acción y representación.
Estos conceptos algebraicos nos permitirán describir objetos geométricos como variedades homogéneas
y fibrados vectoriales homogéneos. A su vez, estos espacios serán luego los dominios de las funciones
a considerar en este trabajo. Este caṕıtulo se divide en sólo dos secciones, 1.1 y 1.2. Pasaremos de
acciones de grupos al mundo lineal, con representaciones de grupos. Las acciones nos permitirán definir
espacios homogéneos y las representaciones, fibrados vectoriales homogéneos. Muchas de las nociones están
presentadas de una manera ligeramente distinta a la que se encuentra en la literatura usada actualmente
en los cursos de grado y posgrado. Los libros clásicos utilizados como referencia han sido por ejemplo
[Fa, FH, He2, Hu, Kn, Le, Wal, War]. Asimismo, para resultados más modernos se incluyen como referencia
los art́ıculos recientes [HLLS, O]. Los únicos resultados originales que se pueden encontrar en este apartado
son los Corolarios 1.73 y 1.74 que se desprenden de una afirmación general dada en [O].

En el Caṕıtulo 2 dasarrollaremos el análisis esférico escalar. Dedicaremos la primera sección (2.1) al
estudio de funciones de tipo positivo. Aqúı se pueden encontrar reformulaciones respecto de los textos
clásicos. La segunda sección (2.2) comienza con la conocida transformada de Fourier en R para pasar luego
a su generalización con la definición de la transformada de Gelfand. Luego, en la Sección 2.3, explicamos
el teorema del núcleo de Schwartz de la manera más intuitiva posible. Estas dos secciones motivarán
la Sección 2.4 donde se definen las nociones de pares de Gelfand, funciones esféricas y transformada
de Fourier esférica. Por último, en la Sección 2.5 desarrollamos la teoŕıa presentada a lo largo de todo
este caṕıtulo para dos ejemplos particulares que serán retomados en caṕıtulos posteriores. Todos los
conceptos y resultados en este apartado son clásicos (si bien hemos incluido adaptaciones personales)
y hemos tomado como referencias principales los libros [Die, Fo, Dij, Ru1] y el curso CIMPA [CEFRT]
dictado por J. Faraut y el art́ıculo [BJR1].

Es recién en el Caṕıtulo 3 donde se introducen los objetos de estudio propios de la tesis. Para su
redacción han sido fundamentales los art́ıculos [Ca, God, RS]. Primero se tratarán ternas (G,K, τ) en
general, luego las correspondientes funciones esféricas y en una última sección especificaremos al caso en
que el grupo de Lie G está dado por el producto semidirecto G = K nN , donde N es un grupo de Lie
nilpotente.

En el Caṕıtulo 4 consideramos grupos de Lie de la forma G = K nN , donde N es un grupo de Lie
dos pasos nilpotente, conexo, simplemente conexo y K es el grupo maximal conexo y compacto de auto-
morfismos de N . Este caṕıtulo está dividido en tres secciones, 4.1, 4.2 y 4.3. En la primera, estudiaremos
condiciones sobre τ para garantizar que (KnN,K, τ) sea una terna conmutativa. Restringiremos nuestra
atención solamente a aquellos grupos N que admiten representaciones de cuadrado integrable. En estos
casos veremos que es posible reducir el problema a estudiar la conmutatividad de ternas que involucran
un grupo de Heisenberg en lugar del grupo nilpotente general N . El Teorema 4.4 dará cuenta de esto. En
la segunda sección estudiamos grupos de Lie dos pasos nilpotentes dados según la construcción realizada
por J. Lauret en los art́ıculos [La1, La2]. Estos grupos N se describen de manera similar a los grupos
de tipo Heisenberg. A su vez, N presenta estructura de variedad Riemanniana y K n N conforma su
grupo de isometŕıas. Para esta clase particular de grupos hemos clasificado todas las ternas conmutativas
(KnN,K, τ). El teorema de clasificación es el Teorema 4.20. Este requiere de un criterio dado previamen-
te en el Teorema 4.8 y en el Corolario 4.9 que simplifica la condición dada en el Teorema 4.4. Los pares
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de Gelfand fuertes en este contexto son muy pocos, de hecho el único es el par (U(n)nHn,U(n)), donde
Hn denota el grupo de Heisenberg (2n+ 1)-dimensional y U(n) es grupo unitario que actúa de la manera
natural sobre Cn (esto es debido a O. Yakimova, [Ya]). Los resultados de estas dos primeras secciones
se pueden encontrar en nuestro art́ıculo [DS] (aceptado para su publicación en la revista Transformation
Groups). Por último, como la clasificación de pares de Gelfand de la forma (K nN,K), con N un grupo
de Lie dos pasos nilpotente, fue completada por E. Vinberg, con el esṕıritu de completar la clasificación
de ternas conmutativas de esta forma, estudiaremos si hay ternas de Gelfand no-triviales en el art́ıculo
[V] que expandan nuestra clasificación dada a partir de los pares se encuentran en [La2]. En su totalidad
este es un extenso caṕıtulo donde se analizan caso por caso cada uno de los pares de Gelfand de la forma
(KnN,K) (con mı́nimas restricciones) dando lugar a 12 proposiciones, de la 4.11 a la 4.19 y de la 4.26 a
la 4.28, que completan la clasificación de ternas conmutativas de la forma mencionada y donde se utiliza
fuertemente la teoŕıa de representaciones.

En el Caṕıtulo 5 nos dedicaremos a describir las funciones esféricas de todas las ternas conmutativas
(SO(3) n R3,SO(3), τ) haciendo variar τ sobre todas las representaciones irreducibles de SO(3). Estas
serán presentadas desde tres enfoques distintos. Una manera permitirá escribirlas como una combinación
lineal de ciertas funciones radiales por polinomios sobre R3 a valores matriciales bi-τ -equivariantes. Otra,
a partir de dar una expresión integral, involucrará a la transformada de Fourier clásica y a medidas
definidas sobre esferas de distinto radio (es decir, sobre las órbitas de la acción natural de SO(3) sobre R3).
Por último, se podrán derivar a partir de aplicar operadores diferenciales matriciales bi-τ -equivariantes
a ciertas funciones esféricas asociadas al par de Gelfand (SO(3) n R3,SO(3)) (es decir, asociadas a la
terna donde τ es la representación trivial). Los resultados principales de este caṕıtulo son el Teorema 5.3,
que permite caracterizar los operadores diferenciales a valores en End(Vτ ) que son bi-τ -equivariantes, los
Teoremas 5.6, 5.8 y 5.10, que muestran tales tres presentaciones de las funciones esféricas, y finalmente
la fórmula de inversión dada en el Teorema 5.13. Los argumentos empleados en las pruebas utilizan
fuertemente que la dimensión considerada haya sido tres. Hemos publicado los resultados de este caṕıtulo
en el art́ıculo [DL] que es un trabajo en colaboración con el Dr. Fernando Levstein.

Por último, en el Caṕıtulo 6 consideraremos nuevamente el par de Gelfand fuerte (SO(n)nRn,SO(n)),
pero esta vez la dimensión n será arbitraria. Fijada una representación irreducible τ de SO(n) nos centra-
remos en generalizar la fórmula clásica de Mehler-Heine para lograr una expresión asintótica de cada una
de las funciones esféricas de cada terna conmutativa (SO(n) nRn,SO(n), τ) a partir de tomar una suce-
sión de funciones esféricas asociadas a la terna conmutativa (SO(n+ 1),SO(n), τ). Por su parte, haremos
el mismo trabajo reemplazando al grupo compacto SO(n+ 1) por la componente conexa de la identidad
del grupo de Lorentz SO0(1, n), que es no compacta. Más aún, en un sentido que será especificado en el
caṕıtulo, ampliaremos esto último cambiando el grupo SO0(1, n) por familias más generales de grupos no
compactos vinculadas a grupos de movimientos ŕıgidos de Cartan. Separamos el caso compacto del no
compacto en dos secciones, 6.2 y 6.3. Para la comprensión de este problema han sido fundamentales los
art́ıculos [DR1, DR2] de A. Dooley y J. Rice. Los resultados principales de este apartado son los Teoremas
6.12 y 6.16 que se pueden encontrar en [DP], art́ıculo (enviado para ser considerado para su publicación)
en colaboración con la Dra. Inés Pacharoni quien ha sido parte de la comisión asesora de mi doctorado.



Caṕıtulo 1

Estructuras algebraicas y
geométricas

En este caṕıtulo se definen las nociones más básicas que necesitaremos en esta tesis y se introduce
notación. Muchas de las definiciones serán presentadas desde una mirada personal, considerando que esta
es la forma más natural para su comprensión.

1.1. Luz, cámara, acción: Grupos y espacios homogéneos

Nos levantamos encendemos la luz, nuestros ojos ya están abiertos y comienza la lectura. Para arrancar
necesitamos acción y justamente aśı es como comienza esta tesis, con acción. Imaginemos que tenemos el
mundo en nuestras manos. Imaginemos que podemos transformarlo. Pregunta: ¿Cuál es la naturaleza de
nuestras acciones? Pensar su respuesta puede quizás hacernos disparar para muchos lados pero no es la
intención en este momento. Modelizaremos las acciones o transformaciones acordando tres propiedades:

En primer lugar, se puede pensar que dos transformaciones consecutivas dan origen a una nueva
transformación: aquella formada por la composición, en orden, de las dos primeras acciones. En
principio nos importará el orden en que efectuemos nuestras acciones (no hubiera sido lo mismo si
antes de encender la computadora hubiera escrito esta tesis y luego la hubiera prendido).

Siguiendo con combinaciones de transformaciones, podemos pensar ahora que tres acciones conse-
cutivas, a, b y c, son en śıntesis una nueva transformación. Esta nueva transformación es, a su vez,
la combinación de la acción a con la acción conjunta de b con c o, equivalentemente, la combinación
de la acción conjunta de a y b con la acción c.

En segundo lugar, siempre podemos quedarnos de brazos cruzados y no hacer nada (a veces es
la opción más prudente, a veces la más cobarde). Es decir, siempre está a nuestra disposición la
transformación que es neutra.

En tercer lugar vamos a suponer que nuestras acciones son reversibles, que siempre podemos volver
para atrás.

Todo nuestro arsenal de verbos, todas nuestras posibles transformaciones, conforman una estructura que
en matemática llamamos grupo. Para pasar a formalizar lo dicho en palabras y a introducir notación,
denotemos dicho conjunto por G y representemos nuestro mundo a transformar con un conjunto de
elementos X. Decimos que G actúa en X si se puede definir una aplicación

G×X −→ X

(a, x) 7−→ a · x

que cumple:

Dados a, b ∈ G su composición define un nuevo elemento ab ∈ G que satisface

b · (a · x) = ba · x para todo x ∈ X.

A su vez, si c es otro elemento de G, (cb) · (a · x) = c · ((ba) · x) para todo x ∈ X.

17
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Existe e ∈ G tal que e ·x = x para todo x ∈ X. Esta transformación neutra es el elemento identidad
del grupo.

Para todo elemento a ∈ G existe otro elemento en G, que denotamos por a−1, que satisface
a−1 · (a · x) = x y también a · (a−1 · x) = x para todo x ∈ X.

La estructura de grupo, conformada por cada una de nuestras potenciales transformaciones, es una de
las estructuras algebraicas más simples. Podemos abstraer las propiedades que cumplen los elementos del
grupo, sin accionarlos sobre algún espacio, y definir por grupo a un conjunto G con una operación binaria
y cerrada

G×G −→ G

(b, a) 7→ ba

que satisface

(cb)a = c(ba) para todo a, bc,∈ G,

existe e ∈ G tal que dado cualquier elemento a ∈ G se tiene que ae = a y también ea = a,

para todo elemento a ∈ G existe otro elemento en G, denotado a−1, tal que aa−1 = e = a−1a.

En el caso en que el orden en que realicemos nuestras transformaciones no importe, es decir, cuando
ba = ab para todo par de elementos a, b ∈ G, el grupo se llamará abeliano.

Un subconjunto no vaćıo H de G se dice subgrupo de G y se denota H < G, si forma en śı mismo
un grupo bajo la operación de composición heredada de G. Un subgrupo H de G se dice normal si el
cociente

G/H := {aH | a ∈ G}
(donde se entiende que aH = bH si y sólo si existe un elemento h ∈ H tal que a = bh,

es decir, cocientamos por la relación de equivalencia dada por la pertenencia al subgrupo H),

es un grupo con la operación (aH)(bH) := abH. (Usualmente se los define, equivalentemente, como
aquellos subgrupos H que satisfacen aHa−1 ⊂ H para todo a ∈ G.) En este caso la notación será H /G.

Decimos que dos grupos, G1 y G2, son isomorfos si existe una correspondencia entre sus elementos y
además esta correspondencia permite identificar las todas sus acciones. Si esto ocurre existe una aplicación
biyectiva, φ : G1 → G2, que respeta las operaciones de ambos, es decir, tal que φ(ba) = φ(b)φ(a) para
todo a, b ∈ G1. Se puede ver que la inversa φ−1 también respeta las operaciones de grupo. Si debilitamos
un poco esta noción, decimos que una aplicación φ : G1 → G2 tal que φ(ba) = φ(b)φ(a) para todo
a, b ∈ G1 es un homomorfismo. El conjunto imagen de φ, Im (φ), es un subgrupo de G2 y su núcleo es el
subgrupo normal de G1

Nú(φ) := {a1 ∈ G1 | φ(a1) = e2},

donde e2 es el elemento identidad del grupo G2. Un teorema de isomorfismo, fácil de probar, establece
que el siguiente diagrama es conmutativo

G1

θ 	

��

φ // Im (φ)

G1/Nú(φ)

99
,

(donde θ denota la proyección cociente canónica), es decir, existe un isomorfismo de grupos φ entre
G1/Nú(φ) y Im (φ) tal que φ ◦ θ = φ.

Dado un grupo G, un homomorfismo de G en G se dice endomorfismo y en caso que sea isomorfismo
se llamará automorfismo. Tanto el conjunto de endomorfismos, End(G), de un grupo G como el conjunto
de automorfismos, Aut(G), forman dos nuevos grupos, este último con la operación de composición de
funciones y el primero con la operación de producto puntual de funciones

dados φ, φ̃ ∈ End(G), se define (φφ̃)(g) := φ(g)φ̃(g) para todo g ∈ G, donde en el lado derecho se
utiliza la operación del grupo G y
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dado φ ∈ End(G), se define φ−1(g) := (φ(g))−1 para todo g ∈ G, donde en el lado derecho se utiliza
el inverso en G.

Dados dos grupos G1 y G2 es posible construir un nuevo grupo de diferentes maneras. Por ejemplo,
considerando el conjunto dado por el producto cartesiano G1 ×G2 entre ellos y definiendo la operación

(a, b)(ã, b̃) := (aã, bb̃).

Esta construcción recibe el nombre de producto directo de grupos. Por otro lado, si G1 actúa en G2 por
automorfismos podemos dar otra construcción llamada producto semidirecto: El conjunto que da origen
al nuevo grupo será el conjunto de pares G1 × G2 pero la operación de composición ahora estará dada
por

(a, b)(ã, b̃) = (aã, b(a · b̃)).
Notar que con esta operación

(a, b)−1 = (a−1, a−1 · b−1).

Este grupo se denota G1 n G2. Ambas construcciones son ejemplos de una noción más general, la de
extensión de grupos. Dados dos grupos Q y N , decimos que un grupo G es una extensión de Q por N si
es posible hallar un diagrama

N
ι // G

θ // Q

donde tanto ι como θ son homomorfismos, el primero inyectivo y el segundo sobreyectivo. Esto se conoce
con el nombre de sucesión exacta corta. Si G es una extensión de Q por N , entonces N se identifica
con un subgrupo normal de G y Q es isomorfo al grupo cociente G/N . Los grupos “indivisibles” o
“atómicos” serán aquellos que no sean extensiones no-triviales de otros grupos. Estos grupos se llaman
simples. (Usualmente se los define de modo equivalente como aquellos grupos G que no tienen subgrupos
normales propios, es decir, tales que sus únicos subgrupos normales son {e} y G.) La palabra “simple”
alude entonces a que G no se puede partir en dos grupos más “chicos” (un subgrupo normal N y un
grupo cociente G/N). Si un grupo G que es producto directo de grupos simples se dice semisimple. (Esto
es equivalente a que G no tenga subgrupos normales abelianos no-triviales.)

El centro de un grupo G se define como

Z(G) := {a ∈ G | ab = ba ∀b ∈ G}

y resulta subgrupo normal abeliano de G. Dados dos elementos a, b ∈ G, se define su conmutador por
el elemento [a, b] := a−1b−1ab. Si G no es abeliano, dados a, b ∈ G, las acciones producidas por ab
no son las mismas que las de ba. El elemento de G que mide esta diferencia es el conmutador entre a
y b: ab = [a, b]ba. Es fácil verificar que [a, b]−1 = [b, a] y que dado un homomofismo φ entre grupos,
φ([a, b]) = [φ(a), φ(b)]. El conmutatdor [G,G] de G es el subgrupo generado por todos los conmutadores
[a, b]. Suele ser llamado el subgrupo derivado de G y se lo suele denotar también por G′. El por qué de este
nombre tendrá un motivo cuando veamos grupos de Lie. Con estas definiciones los grupos semisimples
G son aquellos que cumplen que G = G′ y que G/Z(G) es un producto directo de grupos simples no
abelianos. En la otra orilla tenemos a los grupos solubles y nilpotentes. Los grupos solubles son aquellos
que se pueden construir a partir de grupos abelianos usando extensiones. Esto es, un grupo G es soluble
si tiene subgrupos {e} = G0 < G1 < · · · < Gn = G tales que Gj−1 /Gj y Gj/Gj−1 es abeliano para todo
1 ≤ j ≤ n. Por su parte, los grupos nilpotentes son aquellos contruidos a partir de extensiones centrales,
es decir, un grupo G es nilpotente si posee una serie de longitud finita {e} = G0 /G1 / · · ·/Gn = G donde
Gj+1/Gj < Z (G/Gj) para todo 0 ≤ j ≤ n− 1.

Los operadores de traslación a izquierda y a derecha en el grupo G por un elemento g ∈ G están
definidos por

Lg : G −→ G

x 7−→ gx

Rg : G −→ G

x 7−→ xg−1
(1.1)

y serán sumamente importantes. Ambos provienen de acciones sobre el mismo grupo G. Es decir, G actúa
en śı mismo por traslaciones a izquierda y también por traslaciones a derecha. A su vez, G actúa en śı
mismo por la acción conjunta de trasladar a izquierda y a derecha

G×G −→ G

(g, x) 7−→ gxg−1.
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Para cada g ∈ G, el operador asociado a esta acción será denotado por Ig(x) := gxg−1 y se conoce como
la conjugación por g ∈ G. Variando g ∈ G forman el subgrupo de automorfismos interiores de G, Int(G).

Una acción de un grupo G en un conjunto X induce naturalmente una acción del grupo G en el
conjunto de funciones con dominio X: Dada una función f definida sobre X y dado un elemento g ∈ G,
definimos la acción de g en la función f por

(g · f)(x) := f(g−1 · x) ∀x ∈ G. (1.2)

Por ejemplo, las figuras 1.1 y 1.2 muestran cómo la acción de traslación en G = R por el vector v ∈ R (que
lleva cada elemento x ∈ R al punto x+ v ∈ R) se traduce en la acción de traslación de una función f de
R en R por el mismo vector v. Las figuras permiten visualizar que la definición (1.2) no es caprichosa: en
primer lugar define de hecho una acción y, por otra parte, esta acción produce el efecto que esperaŕıamos
(en el ejemplo, ir hacia la derecha v unidades).

Figura 1.1: Acción por traslación en R.

Figura 1.2: Acción por traslación sobre una función f : R→ R.

Análogamente, teniendo una acción de un grupo G en el conjunto de funciones con dominio X, podemos
ver que G actúa naturalmente en el espacio de funciones (u operadores) sobre estas funciones por

(g · T )(f) := T (g−1 · f) (para todo operador T ) (1.3)

Aśı podŕıamos seguir definiendo indefinidamente acciones naturales de G en espacios de funciones sobre
funciones.

Definición 1.1. Un grupo topológico es un espacio topológico G que además tiene estructura de grupo
y ambas estructuras son compatibles en el sentido que tanto la operación de grupo

G×G −→ G

(b, a) 7−→ ba
(1.4)

como la aplicación de tomar inversos
G −→ G

a 7−→ a−1
(1.5)

son continuas. De manera similar, un grupo de Lie es una variedad diferenciable G que además admite
una estructura de grupo donde las operaciones (1.4) y (1.5) son funciones diferenciables.

Sólo consideraremos grupos topológicos N2 (es decir, cuya topoloǵıa tenga una base numerable de
abiertos), localmente compactos (es decir, tales que cada punto tenga un entorno compacto) y T2 (Haus-
dorff).
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Una acción de un grupo topológico G en un espacio topológico X localmente compacto y Hausdorff
es una acción del grupo en el espacio dada por la aplicación

G×X −→ X

(a, x) 7−→ a · x

satisfaciendo que tal función es continua. Análogamente, se dice que un grupo de Lie G actúa en una
variedad diferenciable X si G actúa en X como grupo y dicha aplicación es diferenciable.

Observación 1.2. Si G es un grupo topológico, los operadores de traslación Lg y Rg definidos en (1.1) son
homeomorfismos de G. En el caso en que además G sea grupo de Lie, tales operadores son difeomorfismos
de G.

Notación. Si A y B son subconjuntos de G, denotamos

A−1 := {a−1 | a ∈ A} y AB := {ab | a ∈ A, b ∈ B}. (1.6)

Propiedades 1.3. [Fo, Proposición 2.1, Proposición 2.2 y Corolario 2.3] Sea G un grupo topológico.

Si {Uα}α es una base de entornos de e y g es un punto cualquiera de G, entonces {Lg(Uα)}α es
una base de entornos de g.

Dado U entorno de e, existe un entorno simétrico V de e (V −1 = V ) tal que V V ⊂ U . Esto permite
ver que los entornos cerrados son base de entornos.

Si A es un subconjunto abierto de G, entonces AB y BA son subconjuntos abiertos para todo B ⊂ G.
(Esto se debe a que BA =

⋃
b∈B Lb(A).)

Dados A y B subconjuntos compactos de G, entonces AB es compacto.

Si H es un subgrupo de G, entonces su clausura H también es un subgrupo de G.

Si H es un subgrupo abierto de G, entonces H es cerrado. (Esto debe a que el complemento de H es
abierto. En efecto, como H es abierto y contiene al elemento identidad e, G =

⋃
g∈G Lg(H), como

H es subgrupo, H =
⋃
g∈H Lg(H), luego el complemento de H resulta Hc =

⋃
g 6∈H Lg(H) y por lo

tanto es abierto.)

Sea H un subgrupo de G y consideremos en el espacio de coclases G/H a izquierda de H la topoloǵıa
cociente, esto es, si θ : G → G/H denota la proyección cociente canónica, U ⊂ G/H será abierto
si y sólo si la preimagen θ−1(U) es abierta en G. Resulta que la proyección cociente θ es abierta,
esto es, manda abiertos de G en abiertos de G/H.

Si H es un subgrupo cerrado de G, entonces G/H es un espacio topológico Hausdorff (T2). Como
consecuencia de esto, G es T2 si y sólo si G es T1 (ya que el subgrupo trivial {e} es cerrado si y
sólo si G = G/{e} es Hausdorff).

Si H es un subgrupo de G, entonces G/H es un espacio topológico localmente compacto. (Aqúı se
requiere que G sea localmente compacto.)

Si H es un subgrupo normal de G, entonces G/H es un grupo topológico.

A continuación definiremos el “elemento de volumen invariante ante traslaciones” en un grupo to-
pológico G. Previamente recordemos algunas definiciones de teoŕıa de la medida.

Definición 1.4. Sea X un espacio topológico.

Un subconjunto de X es de Borel si puede ser formado a partir de subconjuntos abiertos de X (o,
equivalentemente, a partir de subconjuntos cerrados) a través de las operaciones de unión numerable,
intersección numerable y diferencia (tomar complementos relativos) de conjuntos.

Dado un conjunto X, una colección de subconjuntos de X se dice σ-álgebra de X si contiene
al conjunto total X y es cerrada por las operaciones de conjuntos de tomar complemento y de
unión numerable. La colección de todos los conjuntos de Borel de X forma la llamada σ-álgebra de
Borel sobre X. Esta es la menor σ-álgebra que contiene a todos los conjuntos abiertos de X (o,
equivalentemente, a todos los cerrados).



22 CAPÍTULO 1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS Y GEOMÉTRICAS

Una medida µ es una función definida sobre una σ-álgebra con la propiedad de ser σ-aditiva, es
decir, dada una colección numerable {En}n∈N de subconjuntos disjuntos de la σ-álgebra, µ(∪nEn) =∑
n µ(En). La medida se dice positiva si toma valores en [0,∞] y compleja si toma valores en C.

Una medida de Borel µ, es decir, una medida definida sobre una σ-álgebra de Borel, se dice regular
si

• es finita sobre conjuntos compactos (es decir, µ(K) <∞ para todo K ⊂ X compacto);

• todo boreliano se puede aproximar, en medida, por abiertos por afuera, es decir, si E es de
Borel entonces

µ(E) = ı́nf{µ(U) : E ⊆ U, U abierto } (E se dice regular exterior),

• todo boreliano se puede aproximar, en medida, por compactos por adentro, es decir, si E es
de Borel entonces

µ(E) = sup{µ(K) : K ⊆ E, K compacto } (E se dice regular interior).

Sea G un grupo topológico (localmente compacto). Una medida de Borel µ sobre G se dice invariante a
izquierda si

µ(Lg(E)) = µ(E) para todo g ∈ G y para todo E ⊂ G de Borel.

Respectivamente, una medida de Borel µ sobre G se dirá invariante a derecha si

µ(Rg(E)) = µ(E) para todo g ∈ G y para todo E ⊂ G de Borel.

Definición 1.5. Sea G un grupo topológico. Una medida µ sobre G se llama medida de Haar a izquierda
(respectivamente a derecha) si es boreliana, regular e invariante a izquierda (respectivamente, invariante
a derecha).

Proposición 1.6. [Fo, Proposición 2.9] Sea µ una medida de Borel regular sobre G. Se tiene que µ es
una medida de Haar a izquierda si y sólo si µ̃, definida por

µ̃(E) := µ(E−1) ∀E ⊂ G de Borel,

es una medida de Haar a derecha.

Teorema 1.7 (Existencia y unicidad de medida de Haar). Todo grupo topológico G posee una única
(salvo múltiplo escalar positivo) medida de Haar a izquierda.

Una prueba general para grupos topológicos, que usa teoŕıa de la medida, se puede hallar en [Fo,
Teorema 2.10]. En el caso en que G sea un grupo de Lie basta definir una n-forma diferencial no nula en
la idendidad y trasladarla. Supongamos que la dimensión de G como variedad en n. Sea {X1, ..., Xn} una
base de vectores en el espacio tangente TeG en el punto identidad e ∈ G. Sea {ω1, ..., ωn} su base dual
en el espacio cotangente en la identidad T ∗e (G). Dada ω ∈ T ∗e (G) se puede definir una 1-forma invariante
a izquierda por G

ωg := L∗g−1ωe ∀g ∈ G, (1.7)

donde L∗g−1 denota el pull-back determinado por Lg. Esta resulta invariante a izquierda pues

(L∗gω)h = L∗gωgh = L∗gL
∗
h−1g−1ωe =

(
Lh−1g−1Lg

)∗
ωe = L∗h−1ωe = ωh.

A partir de ω1, ..., ωn tomamos las respectivas 1-formas invariantes dadas según (1.7), que seguiremos
denotando por ω1, ..., ωn. Luego se define a partir del producto exterior

Ω := ω1 ∧ ... ∧ ωn

que resulta una n-forma de volumen G (que no se anula en ningún punto) invariante a izquierda por G.

Observación 1.8. La traslación a derecha de una medida de Haar a izquierda es una nueva medida de
Haar a izquierda. Más precisamente, si µ es una medida de Haar en G invariante a izquierda, entonces
dado g ∈ G

E 7−→ µ(g−1E) ∀E conjunto medible Borel de G

es también una medida de Haar en G invariante a izquierda. Debido a la unicidad de la medida de Haar,
es posible definir una función ∆ : G→ R≥0, llamada función modular , que satisface

µ(g−1E) = ∆(g)µ(E) ∀E conjunto de Borel de G.
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Dejemos un poco de lado las medidas y volvamos a las acciones. Consideremos que G es grupo
topológico actuando continuamente en un espacio topológico X localmente compacto y Hausdorff. Dado
x ∈ X, el subgrupo

Gx := {g ∈ G | g · x = x}

de las transformaciones que dejan invariante al punto x se denomina estabilizador de x y se llama la
órbita de x al conjunto

Ox := {g · x | g ∈ G}.

De hecho, la relación en X dada por x ∼ y si existe g ∈ G tal que y = g·x, es de equivalencia y sus clases de
equivalencia son las órbitas de la acción. La acción se llama efectiva cuando el único elemento deG que deja
invariante a todos los elementos de X es su elemento identidad e. Una acción siempre se vuelve efectiva
cuando se sustituye el grupo G por su cociente módulo el subgrupo H = {g ∈ G | g · x = x ∀x ∈ X}
(el subgrupo H es normal y cerrado). Una acción se dice transitiva si dados x, y ∈ X siempre es posible
hallar una transformación a ∈ G que los conecte, es decir, tal que g · x = y. En esta situación la órbita
de cualquier punto x ∈ X es todo el conjunto X. Una acción se dice simplemente transitiva si dados
x, y ∈ X existe un único g ∈ G tal que g · x = y.

Observación 1.9.

(i) Para cada g ∈ G, la aplicación

X −→ X

x 7−→ g · x

es un homeomorfismo.

(ii) El estabilizador Gx de un punto x ∈ X es un subgrupo cerrado de G.

(iii) Si x, y ∈ X pertenecen a la misma órbita, sus estabilizadores son subgrupos conjugados uno del
otro, precisamente si y = g · x, para algún g ∈ G, entonces Gy = gGxg

−1.

Definición 1.10. Sea V un espacio vectorial real o complejo. Un producto interno en V es una función
que asigna a cada par ordenado de vectores (u, v) en V × V un escalar 〈u, v〉 de manera tal que

〈cu+ w, v〉 = c〈u, v〉+ 〈w, v〉 para todo escalar c y vectores u, v, w ∈ V ,

〈u, v〉 = 〈v, u〉,

〈v, v〉 > 0 si v 6= 0.

Agregamos que si la forma 〈·, ·〉 sólo cumple que para todo escalar c y vectores u, v, w ∈ V

〈cu+ w, v〉 = c〈u, v〉+ 〈w, v〉 y 〈u, cv + w〉 = c〈u, v〉+ 〈u,w〉

entonces se dice sesquilineal . Si una forma sesquilineal 〈·, ·〉 sobre V además satisface

〈u, v〉 = 〈v, u〉 ∀u, v ∈ V

entonces se dice que hermitiana o hermı́tica. Por su parte, una forma sesquilineal o bilineal 〈·, ·〉 se dice
no-degenerada si cada vez que 〈u, v〉 = 0 para todo v ∈ V se tiene que u = 0.

Notación. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n con producto interno 〈·, ·〉 sobre el cuerpo
de los números reales o complejos (F = R o C). Denotamos por

End(V ) al conjunto de operadores lineales de V en V . Notar se puede pensar como el grupo de
matrices n× n sobre F, Mat(n× n,F) (con la operación de suma de matrices).

Aut(V ) al conjunto de operadores lineales de V en V inversibles. Notar que coincide (en el sentido
que es isomorfo) con el grupo lineal general GL(n,F) (la operación aqúı está dada por el producto
de matrices).
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O(V ) al conjunto de transformaciones lineales que preservan 〈·, ·〉. Notar que coincide con el grupo
ortogonal O(n) si F = R, con el grupo unitario U(n) si F = C y con el grupo simpléctico Sp(n) en el
caso en que V sea un módulo sobre el anillo de cuaterniones H. En los tres casos son subgrupos de
matrices inversibles sobre R, C y H, respectivamente, que preservan la forma hermitiana canónica

〈x, y〉 := x1ȳ1 + · · ·+ xnȳn,

donde la conjugación debe entenderse compleja o cuaterniónica según el caso. El grupo simpléctico
Sp(n) visto como subgrupo de GL(2n,C) está formado por todas aquellas matrices que conmutan
con (

0 In
−In 0

)
(donde In denota la matriz identidad n×n) que es la matriz de una forma simpléctica (forma bilineal,
antisimétrica y no-degenerada). También trabajaremos con el grupo Spin(n) que es el cubrimiento
universal de SO(n). De ahora en adelante el śımbolo I denotará la transformación identidad definida
en un espacio vectorial de dimensión finita (con las dimensiones apropiadas en cada caso).

Definición 1.11. Decimos que un grupo de Lie es un grupo de matrices si es un subgrupo cerrado del
grupo lineal general GL(n,R). Un grupo abstracto se dirá lineal si es isomorfo a un grupo de matrices.

Definición 1.12. Dado un grupo topológico G, un espacio topológico X localmente compacto y T2 se
llama espacio homogéneo de G si el grupo G actúa transitivamente en X.

Dos espacios homogéneos X y X ′ se dicen G-equivariantes si existe una aplicación continua φ : X →
X ′ tal que

g · φ(x) = φ(g · x) ∀g ∈ G, ∀x ∈ X,
donde en el lado izquierdo de la ecuación tenemos a la acción de G en X ′ y en el lado derecho, la acción
de G en X. Estos dos espacios homogéneos se dirán equivalentes si φ es además un homeomorfismo.

Se prueba que si H es un subgrupo cerrado (no necesariamente normal) de un grupo topológico G,
entonces el espacio cociente G/H es de Hausdorff y localmente compacto. Más aún, la acción de G sobre
G/H, dada por g · (g′H) = gg′H, convierte a G/H en un espacio homogéneo. Rećıprocamente, si X un
espacio homogéneo de G, fijado x0 ∈ X, la aplicación

G −→ X

g 7−→ g · x0

pasa al cociente módulo el estabilizador Gx0 de x0 e induce una aplicación continua G-equivariante, φx0 ,
de G/Gx0 en X. La aplicación φx0 es además un homeomorfismo de G/Gx0 en X (es importante suponer
que la topoloǵıa de G es N2). En particular, si la acción de G sobre X es simplemente transitiva, entonces
φx0

es un homeomorfismo de G en X.

Observación 1.13. La noción de espacio homogéneo se puede dar de manera más general. Sea X un
conjunto no vaćıo y G un grupo, decimos que X es un G-espacio si G actúa en X y decimos que es
homogéneo si a su vez esta acción es transitiva. En este caso, los elementos de G suelen llamarse simetŕıas
de X y uno puede pensar que si nos vemos de punto a punto en X localmente el “paisaje” que vemos no
vaŕıa.

Si la acción de G en X es continua, entonces cualquier estabilizador H = Gx0
es un subgrupo cerrado

de G. En particular, si G es un grupo de Lie, entonces H es un subgrupo de Lie de G y por lo tanto
el espacio cociente G/H es una variedad diferenciable y de esta forma X posee una única estructura
diferenciable compatible con la acción del grupo G.

En geometŕıa diferencial, una variedad Riemanniana M se dice homogénea si para cada par de puntos
x, y ∈M existe una isometŕıa de M en śı misma que aplica x en y (como referencia mencionamos el libro
[He2]). Las isometŕıas de una variedad homogénea M forman un grupo con la composición. Denotamos
dicho grupo por Isom(M). Este posee una estructura de grupo localmente compacto, más aún, resulta
un grupo de Lie con la topoloǵıa compacto-abierta (ver el art́ıculo [MS] o el libro [Kob, Teorema 1.2,
Caṕıtulo II]). El grupo G := Isom(M) actúa en M por la acción definida como

g · x := g(x) (para todo g ∈ Isom(M) y todo x ∈M).

Entonces M resulta un espacio homogéneo de Isom(M) en el sentido de la definición 1.12. En este
contexto, el estabilizador Gx0

un punto cualquiera x0 de M es siempre compacto. Esto se debe a los
siguientes hechos que pasamos a mencionar brevemente:
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Cada isometŕıa g : M → M es una aplicación C∞ de la variedad. Por lo tanto, está bien defi-
nida la diferencial dgx entre los espacios tangentes a M , TxM y Tg(x)M , en los puntos x y g(x)
respectivamente. Por la regla de cadena

(dgh)x = dgh(x)dhx ∀x ∈M, ∀g, h ∈ Isom(M).

Si una isometŕıa g deja fijo el punto x0 ∈ M , su diferencial dgx0
aplica Tx0

M en śı mismo. Por
la regla de cadena, el conjunto {dgx0

| g ∈ Isom(M)} es un subgrupo de Aut(Tx0
M). Además, la

aplicación g 7→ dgx0 es inyectiva.

La estructura de variedad Riemanniana deM presupone que cada espacio tangente TxM está dotado
con un producto interno 〈·, ·〉x, que permite definir la “longitud”, ‖v‖x, de los vectores tangentes en
x. Las diferenciales de las isometŕıas de M tienen la propiedad de conservar la norma de los vectores
tangentes: ‖dgxv‖g(x) = ‖v‖x para todo v ∈ TxM , x ∈ M , g ∈ Isom(M). Equivalentemente,
por las identidades de polarización, respetan los productos internos entre los espacios tangentes:
〈dgxv, dgxw〉g(x) = 〈v, w〉x para todo v, w ∈ TxM , x ∈M , g ∈ Isom(M). En particular, si g ∈ Gx0 ,
la transformación dgx0 resulta un operador ortogonal del espacio vectorial Tx0 .

Luego, dado x0 ∈ G, el grupo Gx0
es isomorfo a un subgrupo del grupo ortogonal O(Tx0

M). En general,
el subgrupo de isotroṕıa Gx0

siempre resulta cerrado si la accion considerada es continua. En este caso,
resulta compacto por ser un subgrupo cerrado en un compacto.

Los siguientes ejemplos clásicos serán tratados en esta tesis.

Ejemplo 1.14. Grupo de movimientos ŕıgidos en el espacio eucĺıdeo n-dimensional.
Cada isometŕıa de Rn es de la forma

I(k,y)(x) := k · x+ y (1.8)

para algún vector de traslación y ∈ Rn y alguna rotación o reflexión k ∈ O(n). Por lo tanto,

Isom(Rn) = O(n) nRn,

donde el producto semidirecto se condice con la composición de aplicaciones de la forma (1.8) (ver Figura
1.3).

composición producto semidirecto
x 7→ k′ + y′ · x 7→ kk′ + (y + k · y′) · x (k, y)(k′, y′) = (kk′, y + k · y′)

Figura 1.3: La composición I(k,y) ◦ I(k′,y′) de isometŕıas de Rn coincide con el producto semidirecto de
los elementos (k, y), (k′, y′) ∈ O(n) nRn.

El espacio eucĺıdeo Rn es homogéneo para O(n) nRn y también para el grupo conexo

M(n) := SO(n) nRn.

En la figura 1.4 se puede ver cómo conectar los distintos puntos del plano Rn a partir de las acciones de
rotación y traslación.

Figura 1.4: El plano R2 y algunas de las ĺıneas de flujo de las acciones de rotación y traslación.

La medida de Lebesgue en Rn es invariante por traslaciones y por la acción del grupo O(n).
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Ejemplo 1.15. Esfera en Rn+1. La esfera Sn ⊂ Rn+1 es isomorfa al cociente SO(n + 1)/ SO(n), donde
SO(n) puede pensarse, por ejemplo, como el estabilizador del polo norte.

Por último, mencionamos que también trabajaremos con el grupo de Lorentz O(1, 3) dado por todas
aquellas transformaciones lineales de R4 en R4 que preservan la forma bilineal

B((t, x, y, z), (t′, x′, y′, z′)) = tt′ − xx′ − yy′ − zz′

que es el grupo de isometŕıas del espacio tiempo de Minkowski. Denotamos por SO(1, 3) al subgrupo del
grupo de Lorentz donde todas las transformaciones lineales tienen determinante igual a 1. Como O(1, 3)
tiene cuatro componentes conexas, denotamos por SO0(1, 3) la componente conexa de la identidad. Todos
ellos tienen su análogo cambiando 3 por n ∈ N arbitrario.

SeaM un espacio homogéneo deG. De ahora en más supondremos que el estabilizadorGx0
de un punto

arbitrario x0 ∈ X es compacto, pondremos K = Gx0
y supondremos también que M es homeomorfo a

G/K. (Una variedad homogénea cumple estas condiciones sin necesidad de suponerlas.) Hemos cambiado
la notación X por M . Esto es debido a que pretendemos tener en mente los ejemplos de la geometŕıa.

Se puede ver que si K un subgrupo compacto de G y sea θ la proyección canónica de G en G/K, la
aplicación

θ∗ : Cc(G/K) −→ Cc(G)

θ∗(f) := f ◦ θ
(1.9)

tiene por imagen al espacio Cc(G;K) conformado por las funciones continuas y de soporte compacto sobre
G que son invariantes por traslaciones a derecha por K (i.e., Rk(f) = f para todo k ∈ K). Más aún,
θ∗ es un isomorfismo entre Cc(G/K) y Cc(G;K). Además, la aplicación que a una función f ∈ Cc(G) le
asocia

f ](g) :=

∫
K

f(gk) dk (∀g ∈ G) (1.10)

(donde dk denota la medida de Haar de K) tiene por imagen Cc(G;K) y (f ])] = f ], es decir, (1.10)
define una proyección de Cc(G) en Cc(G;K).

Una medida de Borel regular µ sobre un espacio homogéneo M se dice G-invariante si

µ(g · E) = µ(E) para todo boreliano E de M y ∀g ∈ G.

Esta condición es equivalente a que∫
M

f(g · x) dµ(x) =

∫
M

f(x) dµ(x) ∀f ∈ Cc(M) y ∀g ∈ G.

Proposición 1.16. Sea M = G/K con K un subgrupo compacto de G. Existe sobre M una medida de
Borel, regular y G-invariante, única salvo multiplicación por constantes positivas.

Demostración. Sea dg una medida de Haar invariante a izquierda de G. Consideramos el funcional lineal
Λ sobre Cc(G/K) dado por

Λ(f) :=

∫
G

θ∗(f)(g) dg,

donde θ∗ es como en (1.9). Por el teorema de representación de Riesz existe una única medida de Borel
regular positiva µ sobre G/K tal que ∫

G/K

f dµ =

∫
G

θ∗(f)(g) dg.

El grupo G actúa en Cc(G/K) por

G× Cc(G/K) −→ Cc(G/K)

(h, f) 7−→ (h · (f))(x) := f(h−1 · x) ∀x ∈M.
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Como θ∗ ◦ h · (·) = Lh ◦ θ∗ para todo h ∈ G se tiene∫
G/K

f(h−1 · x) dµ(x) =

∫
G

θ∗(h · (f))(g) dg

=

∫
G

Lh(θ∗(f))(g) dg

=

∫
G

θ∗(f)(g) dg

=

∫
G/K

f(x) dµ(x).

Por lo que µ es G-invariante. Sea ahora ν una medida de Borel, regular y G-invariante en G/K. Dada
f ∈ Cc(G), sea f ] ∈ Cc(G;K) como en (1.10). Al ser θ∗ un isomorfismo entre Cc(G/K) y Cc(G;K),
f ] = ψ ◦ θ para alguna ψ ∈ Cc(G/K) (uńıvocamente determinada). Definimos

Λ(f) :=

∫
G/K

ψ(x) dν(x) =

∫
G/K

(∫
K

f(gk) dk

)
dν(gK).

Para cada h ∈ G,

Λ(Lh(f)) =

∫
G/K

(∫
K

f(h−1gk) dk

)
dν(gK)

=

∫
G/K

ψ(x) dµ(h−1 · x) dν(x)

=

∫
G/K

ψ(x) dµ(·x) dν(x)

= Λ(f).

Por lo tanto, como f era arbitraria, Λ define un funcional lineal invariante a izquierda en Cc(G) y por el
teorema de representación de Riesz está asociado a una medida de Haar a izquierda en G. Por unicidad,
existe una constante positiva c > 0 tal que

Λ(f) = c

∫
G

f(g) dg.

Entonces, dada F ∈ Cc(G/K), sea f = F ◦ θ. Como f es K-invariante a derecha, f = f ] y∫
G/K

F (x) dν(x) = Λ(f) = c

∫
G

f(g) dg = c

∫
G/K

F (x) dµ(x).

De aqúı se tiene ν = cµ.

1.2. Representaciones y fibrados vectoriales homogéneos

La teoŕıa de representaciones, como su nombre en parte lo indica, se basa en representar los elemen-
tos de estructuras algebraicas abstractas (en nuestro caso, grupos y más adelante álgebras de Lie) como
transformaciones lineales de espacios vectoriales (de dimensión finita o infinita). Esto permite reducir
problemas complejos a problemas del álgebra lineal.

Sea X un espacio de Banach, denotamos por B(X) el álgebra de los operadores lineales y continuos
sobre X.

Definición 1.17. Una representación de un grupo topológico G sobre X es un par (π,X), donde π :
G→ B(X) es un homomorfismo de grupos tal que para cada x ∈ X la aplicación de G en X, g 7→ π(g)x,
es continua.

De aqúı en adelante trabajaremos con grupos topológicos. De hecho más adelante agregaremos la
estructura adicional de grupo de Lie.
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Observación 1.18. Como consecuencia esencialmente del principio de acotación uniforme, dada una
representación (π,X) de G, resulta continua la aplicación de G × X en X, (g, x) 7→ π(g)x. En general
asumerimos que el cuerpo de escalares es C.

En śıntesis una representación es una acción lineal, es decir, cada π(g) es una transformación lineal.
Si estamos en espacios topológicos, pedimos a su vez continuidad.

Observación 1.19. Si V es un espacio vectorial de dimensión finita y (π, V ) es una representación de
un grupo de Lie G, entonces π : G → Aut (V ) es un homomorfismo de grupos que es continuo y por lo
tanto resulta infinitamente diferenciable ([War, Teorema 3.39]).

Definición 1.20. Sea X un espacio de Banach. Dada una representación (π,X) de G, un subespacio
cerrado Y de X se dice invariante por la representación si π(g)Y ⊆ Y , ∀g ∈ G.

La representación se dice irreducible si no tiene subespacios invariantes (es decir, salvo el trivial y el
total).

Definición 1.21. Una representación (π,X) de un grupo G se dice fiel si elementos distintos g de G son
representados por distintas transformaciones lineales π(g). En otras palabras, si la aplicación g 7→ π(g)
es inyectiva.

Definición 1.22. Dada (π,X) una representación de G, sea X ′ el espacio dual topológico de X, es decir,
el espacio de funcionales lineales y continuos de X en C. Se define la representación contragrediente de π
como la representación (π′, X ′) de G dada por

〈π′(g)(f), v〉 := 〈f, π(g−1)v〉 (g ∈ G, f ∈ X ′, v ∈ X),

donde para un funcional lineal y continuo arbitrario f ∈ X ′ definimos su evaluación en un vector v ∈ X
por f(v) := 〈f, v〉. Sintéticamente podemos poner π′(g) = π(g−1)t, donde en el lado derecho estamos
denotando la transformación adjunta (o “la matriz transpuesta”) de π(g−1).

Definición 1.23. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que una representación (π,H) de G es unitaria
si π(g) es un operador unitario en H y esto se cumple para todo g ∈ G.

Definición 1.24. Dadas representaciones unitarias (π1,H1) y (π2,H2) de G, un operador de entrela-
zamiento entre ambas representaciones es un operador A de H1 en H2 lineal y continuo que cumple
A ◦ π1(g) = π2(g) ◦A, ∀g ∈ G, es decir, para cada g ∈ G hace conmutar el siguiente diagrama

H1
A //

π1(g)

��

H2

π2(g)

��
H1

A // H2

Dos representaciones unitarias (π1,H1) y (π2,H2) de G se dicen equivalentes si existe un operador de
entrelazamiento unitario entre ellas y denotamos π1 ∼ π2.

Podemos pensar que π1 ∼ π2 si existe un operador de cambio de base A entre una base ortonormal
de H1 a otra en H2 que vuelve semejantes a todas las transformaciones π1(g) y π2(g) (variando g ∈ G)
a la vez.

Notación. Sean (π1,H1) y (π2,H2) representaciones unitarias de G, denotamos por HomG(π1, π2) al
conjunto de operadores de entrelazamiento entre dichas representaciones.

Lema 1.25 (Lema de Schur). [Fo, Teorema 3.5]

(i) Una representación unitaria (π,H) de G es irreducible si y sólo si HomG(π, π) = CI, donde I denota
la transformación identidad.

(ii) Dadas π1 y π2, representaciones unitarias irreducibles de G, se tiene:

(a) si son equivalentes y U es un operador de entrelazamiento unitario entre ellas, entonces
HomG(π1, π2) = CU ;

(b) si no son equivalentes, entonces HomG(π1, π2) = {0}.
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Corolario 1.26. [Fa, Corolario 3.6] Si G es abeliano, todas sus representaciones unitarias irreducibles
son unidimensionales.

Notación. Denotamos por Ĝ al conjunto de clases de equivalencia de representaciones unitarias irredu-
cibles de G.

Dadas (π1, X1) y (π2, X2) dos representaciones de G, construimos una nueva representación de G,
π1 ⊗ π2, sobre X1 ⊗X2 dada por el producto tensorial

((π1 ⊗ π2)(g))(v, w) := (π1(g)v, π2(g)w) (g ∈ G, v ∈ X1, w ∈ X2).

Observación 1.27. Si (π1,H1) y (π2,H2) son representaciones unitarias de G, entonces también lo es
(π1 ⊗ π2,H1 ⊗ H2) respecto del producto escalar en H1 ⊗ H2 dado por 〈(v, w), (v′, w′)〉 := 〈v, v′〉H1

+
〈w,w′〉H2 , ∀v, v′ ∈ H1, w, w

′ ∈ H2.

Observación 1.28. Sea K un grupo topológico compacto. Las siguientes afirmaciones son válidas:

(i) Para toda representación de K sobre un espacio de Hilbert H existe un producto interno en H que
la hace unitaria ([Fa, Proposición 6.1.1]).

(ii) Toda representación unitaria irreducible de K es de dimensión finita ([Fa, Teorema 6.3.2]).

(iii) Toda representación unitaria de K se descompone como suma de representaciones irreducibles de
K (como consecuencia del Teorema Espectral [Fa, Teorema 6.2.5]).

Definición 1.29. Sea (τ, Vτ ) una representación de dimensión finita de K. El carácter de τ es la apli-
cación de K en C dada por la traza χτ (k) := tr(τ(k)), ∀k ∈ K.

Dada una representación (τ, Vτ ) de K que se descompone como suma de representaciones irreducibles
de K, τ = ⊕ni=0τi, se tiene que su carácter está dado por la suma de los caracteres asociados a las

representaciones de la descomposición, es decir, χτ =

n∑
i=0

χτi .

Cada representación unitaria irreducible de dimensión finita de un grupo topológico compacto K está
caracterizada por su carácter en el siguiente sentido:

(i) Si τ1 ∼ τ2, entonces sus caracteres coinciden. (En efecto, si U es un operador unitario de entrelaza-
miento entre ambas representaciones, entonces χτ1(k) = tr(τ1(k)) = tr(Uτ2(k)U−1) = tr(τ2(k)) =
χτ2(k), ∀k ∈ K.)

(ii) Por otro lado, dadas representaciones unitarias irreducibles no equivalentes, sus caracteres resultan
ortogonales.

Proposición 1.30. Sean (τ1, V1) y (τ2, V2) representaciones de dimensión finita de K. Sean χτ1 y χτ2
sus respectivos caracteres. Se tiene que χτ1⊗τ2 = χτ1χτ2 .

Demostración. Dadas {vi} y {wj} bases de V1 y V2 respectivamente, tenemos para cada k ∈ K,

χτ1⊗τ2(k) = tr(τ1(k)⊗ τ2(k))

=
∑
i,j

〈τ1(k)τ2(k)vi ⊗ wj , vi ⊗ wj〉

=
∑
i,j

〈τ1(k)vi ⊗ τ2(k)wj , vi ⊗ wj〉

=
∑
i,j

〈τ1(k)vi, vi〉〈τ2(k)wj , wj〉

= χτ1(k) χτ2(k)

Teorema 1.31 (Relaciones de ortogonalidad de Schur). [Fa, Teoremas 6.3.3 y 6.3.4] Sea (τ, Vτ ) ∈ K̂
donde Vτ es un C-espacio vectorial con un producto interno 〈·, ·〉 y de dimensión dτ . Entonces, para
u, v ∈ Vτ , ∫

K

|〈τ(k)u, v〉|2 dk =
1

dτ
‖u‖2‖v‖2
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y, por las identidades de polarización, para u, u′, v, v′ ∈ Vτ ,∫
K

〈τ(k)u, v〉〈τ(k)u′, v′〉 dk =
1

dτ
〈u, u′〉〈v, v′〉.

Si además (τ ′, V ′τ ) ∈ K̂ no es unitariamente equivalente a (τ, Vτ ), se tiene∫
K

〈τ(k)u, v〉〈τ ′(k)u′, v′〉 dk = 0 (u, v ∈ Vτ , u′, v′ ∈ V ′τ ).

1.2.1. Fibrados vectoriales homogéneos

Los siguientes conceptos serán presentados utilizando como cuerpo de escalares al conjunto de números
complejos C. En las definiciones usuales de geometŕıa se cambia C por R.

Definición 1.32. Sea M una variedad diferenciable. Un fibrado vectorial sobre M (ver Figura 1.5) es
una nueva variedad E junto con un mapa θ : E →M tal que

cada fibra Ex := θ−1({x}) es un espacio vectorial;

localmente se comporta como un producto cartesiano en el sentido que para cada x ∈ M hay un
entorno U y un difeomorfismo ϕ : θ−1(U) −→ U × Cn, llamada trivialización local, tal que el
siguiente diagrama es conmutativo

θ−1(U)
ϕ

'
//

θ

��

U × Cn

θ1
yy

U

(donde θ1 denota la proyección canónica) y para cada y ∈ U , ϕ|Ey : Ey −→ {y}×Cn ' Cn es lineal.

Figura 1.5: Esquema de las fibras a nivel local de un fibrado sobre una variedad.

Ejemplo 1.33. El fibrado tangente de una variedad es un ejemplo de fibrado vectorial cambiando el
cuerpo C por R.

Definición 1.34. Sea G/K un espacio homogéneo. Un fibrado vectorial (E, θ) sobre G/K se dice ho-
mogéneo si admite una G-linearización, esto es, si el grupo G actúa en E y la acción cumple lo siguiente:

hace conmutar al diagrama para cada g ∈ G

E

g·
��

θ // M

g·
��

E
θ // M

(se dice que θ es G-equivariante), en particular, g · Ex = Eg·x para todo x ∈ G/K y g ∈ G.

para cada x ∈ G/K y cada g ∈ G la aplicación Ex −→ Eg·x es lineal.
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Definición 1.35. Sean G un grupo de Lie, K un subgrupo compacto de G y (τ, Vτ ) una representación
de dimensión finita de K. Definimos el producto contractivo G×τ Vτ como el espacio cociente sobre G×Vτ
donde, si g ∈ G y v ∈ Vτ , la clase [(g, v)] se define a partir de la relación de equivalencia

(g, v) ∼ (gk, τ(k)−1v) ∀k ∈ K.

Ejemplo 1.36. Por ejemplo, dada M = G/K, el fibrado vectorial trivial M × C corresponde a tomar
la representación trivial (τ,C) de K, ya que si definimos para g ∈ G y c ∈ C la relación de equivalencia
(g, c) ∼ (gk, c) ∀k ∈ K, entonces M × C coincide con G×τ C.

Observación 1.37. Sea G/K un espacio homogéneo, sea (τ, Vτ ) una representación de dimension finita
de K y sea G×τ Vτ un fibrado vectorial de G/K. El grupo G actúa en el producto contractivo G×τ Vτ
por

g̃ · [(g, v)] := [(g̃g, v)] (g̃, g ∈ G, v ∈ Vτ ). (1.11)

Esta acción convierte a G×τ Vτ en un fibrado vectorial homogéneo.

Teorema 1.38. [Wal, p. 115, 5.2.2 y Lema 5.2.3] Todo fibrado vectorial homogéneo sobre G/K es, salvo
isomorfismo, de la forma Eτ := G×τ Vτ para alguna representación (τ, Vτ ) de dimensión finita de K.

Definición 1.39. Una sección de un fibrado vectorial (E, θ) sobre una variedad M es una función
u : M → E tal que θ ◦ u = IM (donde IM denota la aplicación identidad de M en M).

Notación. Denotaremos por Γ(G×τVτ ) al conjunto de secciones infinitamente diferenciables y de soporte
compacto de un fibrado vectorial G×τ Vτ .

Ejemplo 1.40. Los campos vectoriales de una variedad M son las secciones de clase C∞ del fibrado
tangente real TM .

En particular, si M = Rn, dada una función suave f : Rn → R, el campo gradiente de f , denotado
por ∇xf ∈ TxRn, es una sección sobre el fibrado tangente de Rn. Observemos que en este caso ∇f se
identifica con una función de Rn en Rn.

Observación 1.41. Las secciones de un fibrado vectorial homogéneo Eτ ' G×τ Vτ sobre M ' G/K se
pueden identificar con funciones

u : G −→ Vτ

tales que

u(gk) = τ(k)−1u(g) ∀k ∈ K.

Dicha identificación está dada por

u(gK) := [(g,u(g))]

Ejemplo 1.42. Las secciones del fibrado trivial sobre la variedad M = G/K son funciones u : M →
M×C tales que θ(u(x)) = x, es decir, u(x) = (x, u(x)) para alguna función u : M → C. Equivalentemente,
toda función u : G→ C satisface que, dado g ∈ G, u(gk) = u(g) para todo k ∈ K, está en correspondencia
con una sección u.

En general una sección de un fibrado vectorial homogéneo sobre G/K no se puede representar como
una función de M en Vτ como esquematizamos en la siguiente figura.
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Figura 1.6: Las secciones del fibrado trivial se identifican con funciones definidas en la variedad pero las
secciones de un fibrado más general no.

Dados G un grupo topológico, H un subgrupo cerrado de G y (π,Hπ) una representación unitaria
de H explicitaremos un proceso que permite pasar de π a una representación de todo el grupo G, dando
lugar a lo que se conoce como representación inducida de G a partir de una representación de H. Este
pasaje está dado por considerar el espacio

IndGH(π) :=
{
φ : G→ Hπ | φ(gh) = π(h)−1φ(g) ∀ h ∈ H, g ∈ G y φ de cuadrado integrable sobre G/H

}
.

y sobre él la acción de G por traslación, es decir,

(g · φ)(x) = φ(g−1x) para g, x ∈ G y φ ∈ IndGH(π).

La representación (Lg, IndGH(π)), donde IndGH(π) es el espacio dado anteriormente es la representación

inducida de H a G a partir de π. El espacio IndGH(π) es el espacio de secciones de cuadrado integrable del
espacio homogéneo G/H (revisar Observación 1.41). Aśı como dada una representación de un subgrupo
H en un grupo G podemos inducir una representación del grupo G, dada una representación ρ del grupo
G fácilmente podemos pasar a una representación del subgrupo H restringiendo el dominio de ρ a H.
Denotamos la restricción de la representación ρ al subgrupo H por ResGH(ρ) o simplemente por ρ|H . El
siguiente resultado vincula las operaciones de inducir y restringir representaciones.

Teorema 1.43 (Reciprocidad de Frobenius). [FH, Proposición 3.17] Sea G un grupo topológico y sea
H un subgrupo cerrado de G. Sean ρ y π representaciones unitarias de H y G respectivamente. Se tiene
que

HomG(ρ, IndGH(π)) ' HomH(ResGH(ρ), π).

Definición 1.44. Sean (π1,Hπ1
) y (π2,Hπ2

) representaciones unitarias de un grupo G. La multiplicidad
de π1 en π2, denotada por m(π1, π2), es la cantidad de veces que aparece π1 como factor invariante en
π2.

Como consecuencia del Teorema 1.43 se tiene que dado G un grupo topológico y H un subgrupo
cerrado de G, si ρ y π representaciones unitarias de H y G respectivamente, entonces

m(ρ, IndGH(π)) = m(ResGH(ρ), π),

ya que m(ρ, IndGH(π)) = dim(HomG(ρ, IndG
H(π))) y m(ResGH(ρ), π) = dim(HomH(ResGH(ρ), π)).
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1.2.2. Álgebras de Lie

Definición 1.45. Un álgebra de Lie g sobre R es un R-espacio vectorial con una forma bilineal

[·, ·] : g× g −→ g

tal que

es antisimétrica: [X,Y ] = −[Y,X] ∀X,Y ∈ g y

satisface la identidad de Jacobi : [X, [Y,Z] ] + [Y, [Z,X] ] + [Z, [X,Y ] ] = 0 ∀X,Y, Z ∈ g.

Definición 1.46. Sea G un grupo de Lie. Un campo vectorial en G se dice G-invariante a izquierda
si (Lg)∗X = X para todo g ∈ G, donde (Lg)∗ denota el push-forward del difeomorfismo Lg. Es decir,
dLg ◦X = X ◦ Lg para todo g ∈ G, donde dLg es la diferencial de Lg.

Observación 1.47. Dado un vector en el espacio tangente a la identidad de un grupo de Lie v ∈ TeG,
podemos definir un campo vectorial invariante a izquierda por

Xg := dLg(v)

y resulta de clase C∞.

Definición 1.48. Sea G un grupo de Lie con álgebra de Lie g. Se define la aplicación exponencial por

g −→ G

X 7−→ γXe (1)

donde γXe : R→ G es la curva integral del campo X dada por la ecuación

γ′(t) = X(γ(t)) ∀t ∈ R, γ(0) = Xe.

Equivalentemente, exp(X) está dada por flujo del campo X en el punto e ∈ G el tiempo t = 1.

Definición 1.49. Sea M una variedad diferenciable y sean X e Y campos vectoriales C∞ de la variedad.
Se define el corchete de Lie como

[X,Y ]p :=
d

dt |t=0

d(θX−t)θXt (p)

(
YθXt (p)

)
= ĺım
t→0

d(θX−t)θXt (p)

(
YθXt (p)

)
− Yp

t
, (1.12)

donde θXt denota el flujo del campo X (sintéticamente, para cada tiempo t, θXt : M →M es una función
C∞ que manda cada p ∈ M hasta el punto obtenido siguiendo, para el tiempo t, la curva integral de X
que comienza en p).

La definición usual del corchete de Lie es

[X,Y ]p(f) = Xp (Y (f))−Xp (Y (f)) ∀p ∈M, f ∈ C∞(M).

Hemos optado por escribirla según una equivalencia dada a partir de la derivada de Lie de un campo Y
con respecto al campo X ([Le, Teorema 9.38]). La expresión (1.12) refleja la noción de “derivada Y con
respecto a la dirección marcada por X” (sugerimos ver la figura [Le, Figura 9.13]).

Proposición 1.50. [War, Proposición 3.7 Caṕıtulo 3] Sea G un grupo de Lie y sea g el conjunto de
campos invariantes a izquierda. Entonces

g es un espacio vectorial real;

la evaluación en el elemento identidad e ∈ G

g −→ TeG

X 7−→ Xe

es un isomorfismo lineal;

los campos vectoriales G-invariantes son C∞;
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para todo X,Y ∈ g, [X,Y ] ∈ g, donde [·, ·] denota el corchete de Lie de campos vectoriales.

(g, [·, ·]) es un álgebra de Lie.

Definición 1.51. Un morfismo entre álgebras Lie (de dimensión finita), φ : g→ g̃, es una transformación
lineal que manda el corchete en el corchete, es decir,

φ([X,Y ]g) = [φ(X), φ(Y )]g̃ ∀X,Y ∈ g.

La aplicación φ será un isomorfismo cuando sea biyectiva.

Teorema 1.52. [War, Corolario del Teorema 3.27] Sean G y H grupos de Lie simplemente conexos. Sus
álgebras de Lie son isomorfas si y sólo si G y H son isomorfos.

A partir del teorema anterior extendemos las nociones de simple, semisimple, abeliana, soluble y
nilpotente a álgebras de Lie de dimensión finita.

Definición 1.53. Representación de un álgebra de Lie g en un espacio vectorial de dimensión finita V
es una aplicación φ : g→ End(V ) tal que

φ([X,Y ]) = φ(X)φ(Y )− φ(Y )φ(X)) ∀X,Y ∈ g. (1.13)

(Notar que el lado derecho de (1.13) es el corchete entre φ(X) y φ(Y ) en el espacio de matrices o
endomorfismos EndV .)

Observación 1.54. Todo homomorfismo φ : G → G̃ entre dos grupos de Lie G y G̃ induce una trans-
formación lineal (dφ)e del álgebra de Lie g de G en el álgebra de Lie g̃ de G̃ dada por su diferencial en
el punto e ∈ G, que manda corchete de Lie en corchete de Lie y tenemos que el siguiente diagrama es
conmutativo (cf. [War, Teorema 3.32])

G
φ // G̃

g
(dφ)e //

exp

OO

g̃

exp

OO

En particular, toda representación de un grupo de Lie G en un espacio vectorial de dimensión finita V ,
digamos π : G→ Aut(V ), induce una representación del álgebra de Lie g de G, dada por su diferencial en
el punto e ∈ G, (dπ)e : g→ End(V ), que denotaremos directamente por dπ y llamaremos representación
derivada.

Ejemplo 1.55. Sea G un grupo de Lie. La acción por conjugación

Ig : G −→ G

x 7−→ gxg−1

para g ∈ G induce un automorfismo en g dado por Ad(g) := (dIg)e. De esta manera obtenemos una
representación de G en g llamada la representación adjunta de G

Ad : G −→ Aut(g)

g 7−→ Ad(g).

Para cada g ∈ G se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

G
Ig // G

g
Ad(g) //

exp

OO

g

exp

OO

Por su parte, la representación Ad de G induce una representación (también llamada adjunta) de su
álgebra de Lie g al tomar su diferencial en el elemento identidad

ad(X) := (dAd)e(X) = [X, · ].
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Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

G
Ad // Aut(g)

g
ad //

exp

OO

End(g)

Exp

OO

donde en este caso Exp denota simplemente la exponencial matricial. Si G es un grupo de matrices
directamente escribimos AdeX = eadX , para todo X ∈ g.

Proposición 1.56. [Fa, Proposición 2.30] Si G es un grupo de Lie, entonces su función modular ∆ está
dada por el determinate de la representación adjunta:

∆(x) = det(Ad(x−1)) ∀x ∈ G.

Observación 1.57. En general, (ver [Fa, p. 53] como una referencia) dada π una representación de un
grupo Lie G en un espacio vectorial de dimensión finita V se tiene que para todo g ∈ G y todo elemento
X del álgebra de Lie de G,

π(g)dπ(X)π(g−1) = dπ(Ad(g)X). (1.14)

Dado G un grupo de Lie con álgebra de Lie g, la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff (ver [Fa,
Sección 3.4]) establece en resumidas cuentas que para todo X,Y ∈ g

exp(X) exp(Y ) = exp

(
X + Y +

1

2
[X,Y ] +

1

12
[X, [X,Y ]] +

1

12
[Y, [Y,X]] + términos de “orden” ≥ 4

)
.

Se puede ver que si G es un grupo de matrices se tiene que para todo X,Y ∈ g

Ad(eX)(Y ) = eXY e−X = ead(X)Y = Y + [X,Y ] +
1

2!
[X, [X,Y ]] +

1

3!
[X, [X, [X,Y ]]] + · · · .

Definición 1.58. Sea g un álgebra de Lie de dimensión finita. Se define la forma de Killing como la
forma bilineal simétrica dada por

B(X,Y ) := tr(ad(X) ◦ ad(Y )) ∀X,Y ∈ g.

Seguidamente presentamos los enunciados de dos teoremas fundamentales para álgebras de Lie que
caracterizan las álgebras de Lie nilpotentes (a partir de su representación adjunta) y semisimples.

Teorema 1.59 (Teorema de Engel). [Hu, p. 12] Un álgebra de Lie g es nilpotente si y sólo si, para cada
X ∈ g, ad(X) es una transformación nilpotente en End(g).

Definición 1.60. Un álgebra de Lie nilpotente será de 2-pasos si para todo X ∈ n, el grado de nilpotencia
del operador ad(X) es menor o igual que 2.

Teorema 1.61. [Hu, p. 22] Un álgebra de Lie semisimple g es semisimple si y sólo si su forma de Killing
es no-degenerada.

Las acciones lineales, aśı como las matrices, se descomponen en semisimples y nilpotentes como evi-
dencia el siguiente teorema.

Teorema 1.62 (Descomposición de Chevalley-Jordan). [Hu, Sección 4.2 y Sección 6.4]

Para espacios vectoriales: Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado K y sea X ∈ End(V ). Entonces existen únicos S,N ∈ End(V ) satisfaciendo
X = XS +XN , con S semisimple, N nilpotente y tales que S y N conmutan. Más aún, S = p(X)
y N = q(X) donde p y q son polinomios sin término constante. En particular S y N conmutan con
cualquier endomorfismo que conmuta con X.

Para álgebras de Lie: Sea g un álgebra de Lie semisimple y π : g→ End(V ) una representación de
dimensión finita. Sea X ∈ g. Si π(X) = S +N es la descomposición de Chevalley-Jordan de π(X)
en End(V ), entonces S,N ∈ π(g). Más aún, sean XS, XN ∈ g tales que ad(X) = ad(XS)+ad(XN )
es la descomposición de Chevalley-Jordan de ad(X) en End(V ) (son únicos pues ad es inyectiva),
entonces π(X) = π(XS) + π(XN ) es la descomposición de Chevalley-Jordan de π(X).
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Una forma bilineal simétrica β sobre un álgebra de Lie g se dice invariante si

β ([X,Y ], Z) = −β (Y, [X,Z]) ∀ X,Y, Z ∈ g,

es decir,
β (ad(X)Y,Z) + β (Y, ad(X)Z) = 0 ∀ X,Y, Z ∈ g.

En particular, si g es el álgebra de Lie de un grupo de Lie conexo y simplemente conexo G, esto es
equivalente a decir que β es invariante bajo la representación adjunta

β (Ad(g)X,Ad(g)Y ) = β (X,Y ) ∀ g ∈ G, ∀ X,Y ∈ g.

Por ejemplo, la forma de Killing de un álgebra de Lie de dimensión finita es una forma bilineal
g-invariante.

Sea g un álgebra de Lie (de dimensión finita) y asumamos que admite una forma bilineal simétrica
no-degenerada β. Por ejemplo, si g es semisimple, podemos considerar β = B, la forma de Killing de g
(cf. Teorema 1.61). Si g es el álgebra de Lie de un grupo de Lie lineal compacto, entonces existe en g un
producto interno invariante bajo la representación adjunta (cf. Observación 1.28) y consideramos como
β dicho producto interno. Si g es una subálgebra de Mat(m×m,R), consideramos

β(X,Y ) = tr(Xt Y ), (1.15)

donde Xt denota la matriz transpuesta de X. Cabe destacar que (1.15) es una forma elegante de condensar
el hecho de ver a X e Y como vectores “largos”

x1,1 x1,2 · · · x1,m
x2,1 x2,2 · · · x2,m
...

...
. . .

...
xm,1 xm,2 · · · xm,m

←→ (x1,1, x1,2, ..., x1,m, x2,1, x2,2, ..., x2,m, ... ... ..., xm,1, xm,2, ..., xn,n)

y luego tomar el producto interno euclidiano de vectores en Rm2

.
Dada {X1, ..., Xn} una base de g, pongamos

gi,j := β(Xi, Xj) y

gi,j := (gi,j)
−1
.

Sea π una representación de g en el espacio vectorial de dimensión finita Vπ. Se define el operador Casimir
Ωπ la de la representación π por

Ωπ =

n∑
i,j=1

gi,jπ(Xi)π(Xj).

En particular, si β es definida positiva y {X1, ..., Xn} es una base ortornormal respecto del producto
interno definido por β (es decir, β(Xi, Xj) = δi,j), entonces

Ωπ =

n∑
i=1

(π(Xi))
2
. (1.16)

Se puede ver que la definición del elemento Casimir es independiente de la elección de la base de g (cf.
[Fa, Proposición 6.7.1]). Además, Ωπ conmuta con la representación π (cf. [Fa, Proposición 6.7.1]).

Teorema 1.63. [Fa, Corolario 6.7.2] Si (π, Vπ) es una representación irreducible de g, C-lineal y donde
Vπ es un espacio vectorial complejo de dimensión finita, entonces existe cπ ∈ C tal que

Ωπ = cπI.

Si g es el álgebra de Lie de un grupo de Lie lineal compacto G, τ es una representación compleja de
dimensión finita de G y dτ es la representación derivada asociada, ponemos

Ωτ :=

n∑
i=1

(dτ(Xi))
2
,

donde {Xi}ni=1 es una base ortonormal de g con respecto al producto interno invariante por la repre-
sentación adjunta. Se puede ver que este operador conmuta con la representación τ . Además, si τ es
irreducible, entonces existe un escalar cτ tal que

Ωτ = cτ I.

Si la representación τ es no-trivial, entonces cτ < 0 (cf. [Fa, Proposición 6.7.3]).
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Álgebra universal o envolvente

Sea K un anillo conmutativo con unidad. Por ejemplo, podemos pensar que K es un cuerpo como C o R.

Definición 1.64. Un álgebra envolvente (o universal) de un álgebra de Lie g es una K-álgebra asociativa
U(g) munida de un morfismo de álgebras de Lie ι : g → U(g) (es decir, una aplicación lineal tal que
ι([X,Y ]) = ι(X)ι(Y ) − ι(Y )ι(X)) que satisface la siguiente propiedad universal: Si A es otra K-álgebra
asociativa con un morfismo de álgebras de Lie η : g→ A, entonces existe un único morfismo de K-álgebras
asociativas F : U(g)→ A tal que F ◦ ι = η, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

g
η

��

ι

}}
U(g)

F // A.

Dada un álgebra de Lie g siempre existe una álgebra envolvente asociada y esta es única (ver [Hu,
Sección 17.2]).

Teorema 1.65 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt). [Hu, p. 92] Sea g un álgebra de Lie. Sea {Xi}i∈I
una base ordenada de g. Entonces,

{ι(Xi1)k1 ...ι(Xim)km | m ∈ Z≥0, i1 < ... < im, k1, ..., km ∈ Z≥0} (1.17)

es una base de U(g). En particular, la aplicación ι : g → U(g) es inyectiva (es decir, se puede pensar
como “inclusión”).

Esto permite identificar el álgebra universal con el álgebra de operadores diferenciales sobre G, in-
variantes a izquierda. (recordemos que si φ : G → G es un difeomorfismo decimos que D ∈ U (g) es
φ-invariante si D ◦ φ = φ ◦D). Podemos poner

ι(X)(f)(g) := X(f ◦ Lg) =
d

dt |t=0

f(g exp(tX)) (X ∈ g).

Definición 1.66. Si K es un subgrupo de G y Rk denota la multiplicación a derecha en G por elementos
k de K, definimos

U (g)
K

:= {D ∈ U(g) : D ◦Rk = Rk ◦D,∀k ∈ K} ,

la subálgebra de U (g) de los operadores invariantes a izquierda por G que son invariantes a derecha por
K.

Dado V un espacio vectorial de dimensión finita y {X1, ..., Xn} una base de V , el álgebra simétrica

S(V ) sobre V se puede definir como el álgebra (conmutativa) de los polinomios
∑
k

ak1,...,knX
k1
1 ...Xkn

n .

Teorema 1.67. [He1, Teorema 4.3] Sea G un grupo de Lie con álgebra de Lie g. Denotamos por S(g)
el álgebra simétrica asociada a g. Entonces existe una única biyección lineal

λ : S(g) −→ U (g) (1.18)

tal que λ(Xm) = ι(X)m (X ∈ g y m ∈ N). Si X1, ..., Xn es una base de g y P ∈ S(g), entonces

(λ(P )f)(g) = {P (∂1, ..., ∂n)f(g exp(t1X1 + ...+ tnXn))}|t=0.

Llamaremos a λ aplicación de “simetrización”.

Teoŕıa de pesos

Una partición es una sucesión monótona decreciente con una cantidad finita de términos no nulos
σ := (σ1, σ2, ...) donde σi ∈ Z≥0. Al conjunto de todas las particiones lo denotaremos por P. La longitud
de σ, denotada por l(σ) , es el número de componentes no nulas y el tamaño de σ, denotado por |σ|, es
la suma de los valores de sus componentes. Usualmente una partición σ se identifica con un diagrama de
Young que contiene una cantidad |σ| de celdas con una cantidad σi de celdas en la i-ésima fila. La partición
conjugada o transpuesta σt de σ es la partición cuyo diagrama de obtiene de transponer (reflejar con
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respecto a la diagonal principal) el diagrama de σ. Para dos particiones σ y ς escribimos ς ⊂ σ si ςi ≤ σi
para todo i y en este caso el diagrama de Young “sesgado” (skew) σ/ς se define como el conjunto de celdas
que quedan cuando se hace la diferencia de los dos diagramas. El tamaño de este diagrama se define como
|σ/ς| := |σ| − |ς|. Decimos que el diagrama σ/ς es una k-tira horizontal si contiene a lo más una célda en
cada columna y |σ/ς| = k. Notar que σ/ς es una tira horizontal si y sólo si σ1 ≥ ς1 ≥ σ2 ≥ ς2 ≥ ... .

· · · · ·
· · ·
· ·

Figura 1.7: Diagrama de Young. Este ejemplo está asociado a la partición σ = (6, 3, 2) de longitud l(σ) = 3
y tamaño |σ| = 11.

· · ·
· ·

· ·

Figura 1.8: Diagrama de Young “sesgado” o “skew diagram”. Este ejemplo σ/ς se obtiene entre la partición
σ de la Figura (1.7) y ς = (3, 1). Su tamaño es |σ/ς| = 7. Este ejemplo no es una tira horizontal ya que
en la segunda columna hay dos celdas.

· · ·
·

· ·

Figura 1.9: Diagrama de Young “sesgado” que es una tira horizontal. Este ejemplo σ/ς se obtiene entre
la partición σ de la Figura (1.7) y ς = (3, 2). Su tamaño es |σ/ς| = 6 y aqúı se cumple que σ1 = 6 ≥ ς1 =
3 ≥ σ2 = 3 ≥ ς2 = 2 ≥ σ3 = 2.

A partir de [Kn, Proposición 2.7], dada un álgebra de Lie compleja de dimensión finita g podemos
definir que una subálgebra de Lie h de g se dirá de Cartan si es nilpotente y coincide con su normalizador
Ng(h) := {X ∈ g | [X, h] ⊂ h} (es decir, si [X,Y ] ∈ h para todo Y ∈ h, entonces X ∈ h). Se afirma en
[Kn, Teorema 2.9] que toda álgebra de Lie compleja de dimensión finita g posee una subálgebra de Cartan
h. Por [Kn, Proposición 2.10] en el caso de ser g semisimple, h es abeliana. Más aún, de [Kn, Corolario
2.11] se desprende que en un álgebra de Lie compleja semisimple g, una subálgebra Lie h es de Cartan si
es una subálgebra abeliana maximal y a la vez los operadores {ad(H)}H∈h diagonalizan simultáneamente
(donde ad es la representación adjunta de g). Por su parte, se establece en [Kn, Teorema 2.15] que toda
subálgebra de Cartan de un álgebra de Lie compleja g es única salvo conjugación por elementos de g.

Ejemplo 1.68. Sea sl(n,C) el conjunto de matrices complejas n × n de traza cero. Es un subespacio
de Mat(n × n,C) con la operación de suma de matrices y, más aún, es una subálgebra con el corchete
dado por [A,B] := AB −BA. Una subálgebra de Cartan está dada por todos las matrices diagonales de
sl(n,C). Observar que si h0 denota el espacio conformado por las matrices reales diagonales de sl(n,C),
entonces podemos escribir h = h0 ⊕ ih0. Para cada par de ı́ndices 1 ≤ i, j ≤ n definimos la matriz Ei,j
como aquella de entradas cero salvo la componente en el lugar (i, j) donde tiene un 1. Sea puede ver que
el conjunto de matrices {Ei,j}1≤i,j≤n diagonaliza simultáneamente a los operadores ad(H) para H ∈ h.
Escribimos para cada H ∈ h

ad(H)Ei,j = [H,Ei,j ] = HEi,j − Ei,jH = (ei(H)− ej(H))Ei,j ,

donde ei(H) − ej(H) es el autovalor de ad(H) asociado al autovector Ei,j . En este caso, para cada
1 ≤ i ≤ n, ei(H) es exactamente la componente i-ésima de la diagonal de H. Cada ei−ej es un funcional
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lineal de h, es decir un elemento en el dual h∗, y se llaman ráıces. Sea R el conjunto de todas las ráıces.
Se puede ver que R genera h∗ como C-espacio vectorial. A partir de dicha la diagonalización simultánea
podemos descomponer a sl(n,C) como

sl(n,C) = h
⊕

[⊕i,jCEi,j ] = h
⊕[

⊕i,jgei−ej
]

(1.19)

donde
gei−ej := {X ∈ g | ad(H)X = (ei − ej)(H)X ∀H ∈ h}

se llama espacio de ráıces de la descomposición. Todas las ráıces son reales restringidas a h0 y por
lo tanto pueden ser consideradas (aplicadas sobre h0) como elementos de h0. Los funcionales lineales
e1, ..., en generan h∗0 y además su suma es 0. Luego, todo elemento λ ∈ h∗0 puede ser escrito de manera
no única como una combinación lineal λ =

∑
j cjej y se tiene que (

∑
i ci)(e1 + ... + en) = 0. Por lo que

λ =
∑
j

(
cj − 1

n

∑
i ci
)
ej . Es decir, λ =

∑
j ajej , donde

∑
j aj = 0 y esta realización de λ śı es única. Si

φ =
∑
j ajej es un elemento de h∗0 con

∑
j aj = 0, decimos que es positivo si el primer coeficiente aj no

nulo es positivo. Esta noción de “positividad” cumple dos propiedades fundamentales:

Para todo φ ∈ h∗0 no nulo se cumple que o bien φ es positivo o bien −φ es positivo (y son posibilidades
excluyentes una de la otra).

Las sumas finitas y los múltiplos positivos de h∗0 vuelven a ser elementos positivos de h∗0.

A partir de esto podemos definir un orden en h∗0: Dados dos elementos φ, ψ ∈ h∗0, φ > ψ si φ − ψ es
positivo. Las ráıces positivas son aquellas de la forma ei − ej para i < j y están ordenadas en la forma
e1 − en > e1 − en−1 > ... > e1 − e2 > e2 − en > e2 − en−1 > ... > e2 − e3 > e3 − e4 > ... ... > en−2 − en >
en−2 − en−1 > en−1 − en.

Teorema 1.69 (Teorema de Lie). [Kn, Teorema 1.25] Sea g un álgebra de Lie soluble. Si V es un
C-espacio vectorial no trivial y π es una representación de g sobre V , entonces existe un autovector
simultáneo v 6= 0 en V para todos los operadores π(X) variando X ∈ g.

Sea g un álgebra de Lie compleja semisimple (aunque suene paradójico) y sea h una subálgebra de
Cartan de g. Sea (π, V ) una representación (de dimensión finita) de g sobre C. Para un funcional lineal
λ de h, el espacio peso de V con peso λ es el subespacio Vλ de V dado por

Vλ := {v ∈ V | π(H)v = λ(H)v ∀H ∈ h} .

Un peso de la representación (π, V ) es un funcional lineal λ al cual le corresponde un espacio peso no
trivial. Los vectores no nulos de los espacios peso se llaman vectores peso y son autovectores simultáneos de
los operadores {π(H)H∈h} correspondientes al autovalor dado por λ. El espacio vectorial V se descompone
como suma directa de los espacios peso

V =
⊕
λ∈h∗

Vλ.

Observemos que como h es abeliana,se puede aplicar el teorema de Lie y entonces, para una adecuada
base de V , {π(H)}H∈h diagonalizan simultáneamente. Los pesos serán dados por los funcionales lineales
que devuelven las distintas entradas sobre la diagonal de una matriz escrita en tal base. En el caso de
tener la representación (ad, g) de g llamamos ráıces a los pesos. El conjunto de ráıces será denotado por
R (o R(g, h) si se quiere hacer referencia a la subálgebra de Cartan elegida).

En abstracto, un sistema de ráıces es un subconjunto R ⊂ Rn, donde tenemos por ejemplo el producto
interno euclidiano 〈·, ·〉, tal que satisface:

(R1) 2 〈α,β〉〈α,α〉 ∈ Z para todo α, β ∈ R: Esto significa que los únicos posibles ángulos entre dos ráıces son 0,
π
6 , π3 , π2 , 2π

3 , 3π
4 , 5π

6 y π, y para dos ráıces no perpendiculares la proporción de la ráız cuadrada de
sus longitudes es 1, 2 o 3 dependiendo del ángulo entre ellas (ver Figura 1.10).

Figura 1.10: Propiedad (R1).
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(R2) β − 2 〈α,β〉〈α,α〉α ∈ R para todo α, β ∈ R: Esto significa que R es invariante bajo todas las reflexiones

sα(β) := β− 2 〈α,β〉〈α,α〉α con respecto al hiperplano ortogonal a α (también llamado espejo de α), para

todo α ∈ R. Por su parte, el grupo generado por las reflexiones sα, para α ∈ R, se llama grupo
de Weyl asociado a R y es un sugbrupo finito de O(n). El complemento de la unión de todos los
espejos en Rn se divide en varias componentes conexas llamadas cámaras de Weyl (abiertas).

Notar que las propiedades (R1) y (R2) son invariantes ante rotaciones y dilataciones. Por su parte, los
sistemas de ráıces con los que trabajaremos además cumplen que:

(R3) R genera Rn (el sistema de ráıces se dice no-degenerado).

(R4) R no se puede expresar como unión disjunta de dos sistemas de ráıces ortogonales entre śı (el sistema
de ráıces se dice indescomponible).

(R5) Si α ∈ R, entonces 2α /∈ R (el sistema de ráıces se dice reducido): Esto implica que cada vez que
tengamos α ∈ R y kα ∈ R para algún k ∈ R, necesariamente k será ±1 o ±2 o ± 1

2 .

Dando un orden total, por ejemplo el orden lexicográfico, podemos separar en ráıces positivas R+ y
negativas R−. Para una formulación precisa, en general, dado un cono V ⊂ Rn definimos el cono dual
V ′ como el conjunto de vectores v′ tales que 〈v, v′〉 ≥ 0 ∀v ∈ V . Para cualquier orden total en Rn, el
cono convexo generado por R+ es el cono dual de alguna cámara de Weyl. Decimos que α ∈ R+ es
descomponible si α = β + γ con β, γ ∈ R+, de lo contrario α se dice simple. Toda ráız α ∈ R posee una
única escritura

α =

n∑
k=1

ckαn,

para algún natural n y donde αk ∈ R+ ∀1 ≤ k ≤ n y todos los escalares ck son o bien enteros positivos
o bien enteros negativos.

Sea g un álgebra de Lie compleja semisimple. Fijemos una subálgebra de Cartan h de g y sea R =
R(g, h) el conjunto de ráıces asociado. Usando [Kn, Corolario 2.38] sea h0 una forma real de h donde
todas las ráıces son a valores reales. Sea B una forma simétrica, no-degenerada, invariante en g tal que
es definida positiva en h0. Para cada α ∈ R sea Hα ∈ h su “representante” dado a partir de la forma B,
es decir,

α(X) = B(X,Hα) ∀X ∈ h.

Se tiene que h0 =
∑
α∈R RHα. Se induce la forma bilineal, simétrica, no-degenerada

〈λ, µ〉 = λ(Hµ) = µ(Hλ) = B(Hλ, Hµ).

Un elemento λ ∈ h∗0 se dice algebraicamente integral si

2
〈λ, α〉
〈α, α〉

∈ Z para toda α ∈ R.

Un elemento λ ∈ h∗0 se dice dominante si

〈λ, α〉 ≥ 0 para toda α ∈ R+.

Los pesos fundamentales ω1, ..., ωn se definen por ser una base de h0 tal que

2
〈wi, αj〉
〈αj , αj〉

= δi,j para todas las ráıces simples α1, ..., αn.

Un peso λπ de una representación de dimensión finita y compleja (π, V ) de g es llamado el peso máximo
de la representación si todo otro peso de (π, V ) es menor que λ.

Teorema 1.70 (Teorema del peso máximo). [Kn, Teorema 5.5] Sea g un álgebra de Lie compleja se-
misimple y sea h una subálgebra de Cartan de g. Existe una correspondencia biuńıvoca entre las clases
de equivalencias de representaciones irreducibles de dimensión finita de g y los funcionales lineales de
h que son dominantes y algebraicamente integrales. Esta correspondencia está dada por asociar a cada
representación su peso máximo.

Por su parte, el peso máximo λπ de una representación (πλ, V ) presenta las siguientes propiedades
adicionales:
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λπ depende solamente del sistema de ráıces simples y no depende del orden elegido en dicho conjunto;

el espacio peso Vλπ asociado a λπ es de dimensión uno;

todo peso de πλ es de la forma

λπ −
∑
i

niαi,

donde la suma es finita, los ni son enteros no negativos y los αi son ráıces simples.

Un toro de un grupo de Lie compacto G es un subgrupo de Lie conexo, compacto y abeliano G. Todo
toro es isomorfo a un toro estándar Tn := S1 × ... × S1. Un toro maximal de G es un toro de G de
dimensión maximal entre los toros de G. Todo elemento de G el conjugado (en G) de un elemento de un
toro maximal de G. Fijado un grupo de Lie G conexo y compacto, sea g su álgebra de Lie (que por lo
tanto es real) y sea gC := g⊕ ig la complexificación de g. Por [Kn, Corolario 4.26] la forma de Killing de
g es semidefinida negativa. Si T es un toro maximal de G, entonces la complexificación del álgebra de Lie
t de T es una subálgebra de Cartan de g (cf. [Kn, Caṕıtulo IV]).

La descomposición de un álgebra de Lie compleja semisimple g en suma directa de una subálgebra
de Cartan y suma de espacios de ráıces gα de forma análoga a (1.19) es única salvo conjugación [FH,
Apéndice D]. Los elementos H de una subálgebra de Cartan h de g tales que Cg(H) = h, donde Cg(H)
denota el centralizador de H en g

Cg(H) := {X ∈ g | [H,X] = 0}

se llaman elementos regulares. La existencia de estos elementos determina completamente una subálgebra
de Cartan (ver [FH, Caṕıtulo 14]). Los elementos regulares de h forman un conjunto abierto y denso en
h. Si H ∈ h no es regular, entonces Cg(H) es más grande que h puesto que contiene otros espacios de
ráıces. En general, los elementos regulares de un álgebra de Lie (o de un grupo de Lie) son aquellos
cuyos centralizadores tienen la dimensión más chica que sea posible. Para grupos de Lie G conexos
compactos (y sus álgebras de Lie), los elementos regulares forman un conjunto abierto y denso en G (y
respectivamente en su álgebra de Lie) y si T es un toro maximal de G, los elementos t ∈ T que son
regulares en G determinan los elementos regulares de G. Todos los elementos regulares de G están dados
por conjugaciones en G de elementos de T regulares en G.

El grupo de Heisenberg

El grupo de Heisenberg puede ser descripto como Hn = Cn × R con el producto

(z, t)(w, s) = (z + w, t+ s− 1

2
Im (z.w))

donde z.w = z1w1 + ...+znwn denota la forma hermitiana usual en Cn y Im (c) denota la parte imaginaria
de un número complejo c ∈ C. Fácilmente se verifica que es un grupo. El neutro de la operación es el
(0, 0) y el inverso de un elemento arbitrario (z, t) es (−z,−t). El grupo Hn es no conmutativo y su centro
es el subgrupo

Z(Hn) = {(0, t) | t ∈ R}.

Si bien el grupo de Heisenberg no es abeliano, tiene muchas similitudes con el espacio eucĺıdeo R2n+1.
Principalmente destacamos que la medida de Haar de Hn coincide con la medida de Lebesgue sobre R2n+1

y desde el punto de vista diferenciable, son variedades difeomorfas.

Denotaremos por hn al álgebra de Lie de Hn.

Teorema 1.71.

(i) Dado un vector v en R2n×R, existe un y sólo un campo vectorial Z sobre Hn invariante a izquierda
tal que Z(0) = ∂v, donde ∂v denota la derivada direccional respecto de v en R2n × R.

(ii) Una base de campos invariantes a izquierda de Hn está dada, en la base canónica de R2n × R, por

Xj =
∂

∂xj
− yj

2

∂

∂t
, Yj =

∂

∂yj
+
xj
2

∂

∂t
para 1 ≤ j ≤ n y T =

∂

∂t
.
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Demostración. (i) Sea Z un campo invariante a izquierda de Hn tal que Z(f)(0) = ∂vf para toda
f ∈ C∞(Hn), entonces para cada h ∈ Hn

Z(f)(h) = dLh(Z(f))(0) = Z(f ◦ Lh)(0) = ∂v(f ◦ Lh)(0)

=
∂

∂s
|s=0(f ◦ Lh)(sv) =

∂

∂s
|s=0f(h(sv))

(1.20)

Esta expresión determina uńıvocamente al campo Z, por lo tanto se demuestra la unicidad.
A su vez, si definimos Wf(h) := ∂

∂s |s=0 f(h(sv)), analizando (1.20) se tiene que W es un campo
vectorial de Hn invariante a izquierda tal que W (0) = ∂v y aśı garantizamos existencia.

(ii) Para determinar los campos invariantes a izquierda de Hn por la parte (i) basta con hallar aquellos
que se corresponden con la base canónica de R2n × R y el resto serán una combinación lineal de estos.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, n = 3. Sean {X,Y, T} los campos invariantes a izquierda
de H1 que en el origen coinciden con las derivadas parciales { ∂∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂t}.

Sea f ∈ C∞(H1) y sea h = (x, y, t) ∈ H1. Se tiene,

Xf(x, y, t) =
∂

∂s
|s=0 f((x, y, t)(s, 0, 0)) =

∂

∂s
|s=0 f(x+ s, y, t− 1

2
sy)

= (
∂

∂x
− y

2

∂

∂t
)f(x, y, t)

Análogamente resultan Y = ∂
∂y + x

2
∂
∂t y T = ∂

∂t .

Si η es una representación unitaria, irreducible de Hn, el lema de Schur nos asegura que η(0, t) = eiλtI,
para algún λ ∈ R. Por otro lado, el teorema de Stone von Neumann establece que las representaciones
unitarias, irreducibles del grupo de Heisenberg están determinadas por la acción en el centro, es decir,
por un homomorfismo χλ(t) = eiλt. Un conjunto de representantes de Ĥn está dado por:

Representaciones de dimensión infinita (πλ,Fλ), para λ 6= 0, realizadas sobre el espacio de Fock

Fλ =
{
F : Cn → C holomorfa |

∫
|F (z)|2e−λ2 |z|2dz <∞

}
(para λ > 0), donde la acción está dada

por πλ (z, t)F (u) := eλ(it− 1
2u.z−

1
4 |z|

2)F (u+ z̄) (y de una forma análoga para λ < 0) .

Aqúı la acción del centro viene dada por χλ(0, t) = eiλt, con λ 6= 0.

Caracteres unitarios χ(ξ,µ)(x, y, t) := ei〈(ξ,µ),(x,y)〉, donde ξ, µ ∈ Rn y 〈·, ·〉 denota el producto interno
canónico de R2n. La correspondiente acción del centro es trivial (λ = 0).

1.2.3. Teoŕıa de representaciones del grupo de rotaciones

El álgebra de Lie so(n) de SO(n) se puede pensar como el espacio de matrices n × n antisimétricas.
Su complexificación so(n,C) es el espacio de tales matrices pero complejas. Sea m la parte entera de n/2.
Consideramos un toro maximal T de SO(2m) dado por


cos(θ1) sin(θ1)
− sin(θ1) cos(θ1)

. . .

cos(θm) sin(θm)
− sin(θm) cos(θm)

 | θ1, ..., θm ∈ R


y para SO(2m+ 1) consideramos el mismo pero con un 1 en la esquina inferior derecha.

Pasaremos a describir las nociones básicas del sistema de ráıces de so(n,C) siguiendo los libros [Kn,
FH]. Esto ayudará sobre todo para fijar notación.

Denotamos por t el álgebra de Lie de T. Una subálgebra de Cartan h del álgebra de Lie compleja
so(n,C) está dada por la complexificación de t. Consideremos {H1, ...,Hm} la siguiente base de h como
C-espacio vectorial:

H1 :=


0 i
−i 0

. . .

0 0
0 0

 , ... , Hm :=


0 0
0 0

. . .

0 i
−i 0




o
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H1 :=



0 i
−i 0

. . .

0 0
0 0

0


, ... , Hm :=



0 0
0 0

. . .

0 i
−i 0

0




dependiendo de la paridad de n (donde i :=

√
−1). Esta base resulta “ortogonal” con respecto a la forma

de Killing B ya que

B(Hi, Hj) = 0 ∀i 6= j y

B(Hi, Hi) =

{
4(m− 1) (si n = 2m)

4(m− 1) + 2 (si n = 2m+ 1).

Sea h∗ el espacio dual de h y sea {L1, ..., Lm} la base dual de {H1, ...,Hm} (esto es, Li(Hj) = δi,j , donde
δi,j denota la delta de Kronecker).

Los pesos correspondientes a la representación adjunta (ráıces) son {±Li ± Lj}i 6=j , en el caso en que
n es par y son {±Li ± Lj}i6=j ∪ {±Li}, en el caso en que n es impar. El sistema de ráıces positivas R+

está dado por

R+ = {Li + Lj}i<j ∪ {Li − Lj}i<j (para el caso par),

R+ = {Li + Lj}i<j ∪ {Li − Lj}i<j ∪ {Li} (para el caso impar).

Para α ∈ R+, denotamos por gα su correspondiente espacio de ráıces y por η+ la suma de los espacios
de ráıces positivas.

Las ráıces positivas simples están dadas por

L1 − L2, L2 − L3, ..., Lm−1 − Lm, Lm−1 + Lm (en el caso par),

L1 − L2, L2 − L3, ..., Lm−1 − Lm, Lm (en el caso impar).

La cámara de Weyl W es exactamente

W = {
m∑
i=1

aiLi| a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ |am|} (si n = 2m),

W = {
m∑
i=1

aiLi| a1 ≥ a2 ≥ ... ≥ am ≥ 0} (si n = 2m+ 1).

La lattice de pesos, tanto para el caso n par o n impar, es el ret́ıculo generado por los Li (para i = 1, ...,m)
junto con el elemento 1

2 (L1 + · · ·Lm).
Los pesos fundamentales para el caso en que n es par son

Λ1 := L1, Λ2 := L1 + L2, ..., Λm−2 := L1 + ...+ Lm−2,

Λm−1 :=
1

2
(L1 + ...+ Lm−1 + Lm) y Λm :=

1

2
(L1 + ...+ Lm−1 − Lm),

mientras que para el caso impar son

Λ1 := L1, Λ2 := L1 + L2, ..., Λm−1 := L1 + ...+ Lm−1 y Λm :=
1

2
(L1 + ...+ Lm−1 + Lm).

A cada representación irreducible de so(n,C) le corresponde un peso máximo λ =
∑m
i=1 biΛi, donde

bi ∈ Z≥0 para todo 1 ≤ i ≤ m. Equivalentemente, podemos escribir cada peso máximo λ como λ =∑m
i=1 λiLi, donde λi son todos enteros o medios enteros que a la vez satisfacen:

(i) λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λm−1 ≥ |λm| si n es par o

(ii) λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λm ≥ 0 si n es impar.

Luego, podemos asociar uńıvocamente una representación irreducible con una m-tupla o partición de
longitud m, (λ1, ..., λm), que cumpla con las condiciones anteriormente mencionadas.

Por último, mencionamos que cada representación irreducible del grupo SO(n) corresponde a una
partición (λ1, ..., λm) (cumpliendo la propiedad (i) o (ii) dependiendo de la paridad de la dimensión n)
donde los elementos λi son todos enteros (cf. [FH, Proposición 23.13]).
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1.2.3.1. Fórmulas de restricción

En este apartado recordamos las fórmulas que describen la descomposición de una representación de
so(n) cuando es restringida a so(n−1). En inglés son las llamadas “branching formulas” (ver por ejemplo
las fórmulas (25.34) y (25.35) de la p. 426 de [FH]).

Sea ρλ una representación irreducible de so(2m+1,C) que está en correspondencia con la partición
λ = (λ1, ..., λm) donde λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λm ≥ 0. Entonces,

(ρλ)|so(2m)
=
⊕
λ

ρλ (1.21)

donde la suma corre sobre todas las particiones λ = (λ1, ..., λm) que satisfacen

λ1 ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λm−1 ≥ λm ≥ |λm|,

donde los elementos λi y λi son simultáneamente todos enteros o todos medios enteros.

Sea ρλ una representación irreducible de so(2m) en correspondencia con la partición λ = (λ1, ..., λm)
donde λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λm−1 ≥ |λm|). Entonces,

(ρλ)|so(2m−1)
=
⊕
λ

ρλ (1.22)

donde la suma corre sobre todas las particiones λ = (λ1, ..., λm−1) que cumplen

λ1 ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λm−1 ≥ |λm|,

donde los λi y los λi son simultáneamente todos enteros o todos medios enteros.

1.2.3.2. Teorema Borel-Weil-Bott

El Teorema de Borel-Weil-Bott provee un modelo concreto para realizar las representaciones irredu-
cibles del grupo de rotaciones (ya que es compacto).

Dado un carácter χ de T, SO(n) actúa por la acción regular a izquierda en el espacio de funciones
C∞(SO(n)) que satisfacen

f(gt) = χ(t)f(g) ∀t ∈ T, g ∈ SO(n) y (1.23)

para cada X ∈ η+, Xf(g) :=
d

ds |s=0

f(g exp(sX)) = 0 ∀g ∈ SO(n). (1.24)

(estas son las secciones holomorfas del fibrado lineal -line bundle- G ×χ C). Recordamos que la acción
regular a izquierda es

(g, f) 7→ Lg(f) para todo g ∈ SO(n) y f ∈ C∞(SO(n)) que satisface (1.23) y (1.24), (1.25)

donde Lg(f)(x) := f(g−1x) ∀x ∈ SO(n). Esta representación es o bien trivial o bien irreducible, más
aún, es irreducible cuando χ es dominante integral. El teorema afirma que cada representación irreducible
del grupo SO(n) es isomorfa a una representación como (1.25) para un único carácter χ del toro maximal
T. (Como referencia citamos [Wal, Sección 6.3] y [DR1, Sección 1].)

1.2.3.3. Representaciones de SO(3)

Las representaciones unitarias irreducibles de SO(3) se conocen muy bien. Están parametrizadas por

los enteros no negativos m ∈ Z≥0. Para cada m ∈ Z≥0, la representación (τm, Vτm) ∈ ŜO(3) asociada es
de dimensión (2m+ 1). Un modelo usual para τm está dado por los polinomios armónicos y homogéneos,
esto es, se toma como Vτm el espacio de polinomios en R3 a valores en C que son armónicos y homogéneos
de grado m. Denotaremos este espacio de polinomios por Hm. La acción de SO(3) en Vτm = Hm está
dada por

(τm(k)p) (x) := p(k−1 · x) ∀k ∈ SO(3), p ∈ Hm, x ∈ R3.

Toda representación unitaria irreducible de SO(3) es equivalente a una de las dadas por el modelo men-
cionado en las ĺıneas previas.
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El producto tensorial entre dos representaciones τp y τq en ŜO(3) se descompone en irreducibles de
acuerdo a la siguiente expresión que se puede encontrar por ejemplo en [Fa, p. 151]

τp ⊗ τq =

p+q⊕
k=|p−q|

τk. (1.26)

1.2.4. Descomposición de productos tensoriales de representaciones del gru-
po simpléctico

Sea h la subálgebra de Cartan de sp(n,C) que consiste de las matrices diagonales (sobre C) de la
forma

h =


H =



h1

. . .

hn
−h1

. . .

−hn


| h1, ..., hn ∈ C


.

Denotamos por δij la delta de Kronecker. Escribiendo Hi := δi,i − δn+i,n+i, tenemos que h es un espacio
vectorial complejo generado por {H1, ...,Hn}. Sea {L1, ..., Ln} la base dual correspondiente en h∗, esto es,
〈Li, H〉 = hi para todo H ∈ h. Los pesos fundamentales de sp(n,C) están dados por L1, L1 +L2, ..., L1 +
...+Ln y las ráıces simples son L1−L2, , ..., Ln−1−Ln, 2Ln. Por el teorema del peso máximo sabemos que
toda representación irreducible de sp(n,C) está en correspondencia con una combinación lineal entera

(no negativa) de los pesos fundamentales. Por ende η ∈ Ŝp(n) se puede parametrizar en términos de {Li}
como (η1, ..., ηn) donde ηi ∈ Z≥0 ∀i y η1 ≥ η2 ≥ ... ≥ ηn (como referencia ver por ejemplo [Kn] o [FH].)

Por abuso de notación, para cada η ∈ Ŝp(n) denotaremos su partición con la misma letra η. Además,

denotaremos la representación η ∈ Ŝp(n) por η(η1,...,ηn) cuando queramos enfatizar que a η le corresponde
la partición (η1, ..., ηn).

La descomposición de productos tensoriales de representaciones irreducibles de sp(n,C) está desa-
rrollada en [KT] y en los recientes art́ıculos [HLLS, O] y a continuación resumimos los resultados que
necesitaremos.

Las representaciones unitarias irreducibles de Sp(n) en el espacio de polinomios homogéneos sobre
C2n de grado r y s están respectivamente asociadas a las particiones de longitud uno (r) y (s). Serán
denotadas por η(r) y η(s). Si r ≥ s, su producto tensorial se descompone de acuerdo a la fórmula que se
encuentra en [KT, p. 510]:

η(r) ⊗ η(s) =

s⊕
j=0

j⊕
i=0

η(r+s−j−i,j−i). (1.27)

Notemos que (1.27) generaliza la conocida fórmula de Clebsch-Gordan para sp(1) (que es isomorfo a
sl(2)):

η(r) ⊗ η(s) =

s⊕
j=0

η(r+s−2j). (1.28)

El producto tensorial de una representación η(1,...,1) (que suele ser llamada fundamental) de longitud
r > 1 (que a veces denotaremos por simplicidad η(1r)) por una representación η(s) (con s > 1) es dado
en [KT, p. 510]:

η(1r) ⊗ η(s) = η(s+1,1r−1) ⊕ η(s,1r) ⊕ η(s−1,1r−1) ⊕ η(s,1r−2). (1.29)

El análisis del producto tensorial de dos representaciones fundamentales también se presenta en [KT, p.
510].

Por último, enunciamos una regla “universal” de Pieri debida a S. Okada.

Teorema 1.72. [O, Proposición 3.1] Para una representación irreducible (o partición) arbitraria η de
Sp(n) y un entero no negativo s tenemos,

η ⊗ η(s) =
∑

σ∈P con l(σ)≤n

Mσ
η,s η(σ), (1.30)

donde Mσ
η,s denota el número de particiones ς tales que η/ς y σ/ς son tiras horizontales y |η/ς|+|σ/ς| = s.
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Corolario 1.73. Sea η una representación irreducible arbitraria de Sp(n), entonces η aparece en la
descomposición en factores irreducibles de η ⊗ η(2).

Demostración. Usaremos la regla “universal” de Pieri con s = 2. El cardinal Mη
η,2 es no nulo ya que

si consideramos ς = (η1, ..., ηm − 1) tenemos que η/ς es una tira horizontal (hay una sóla celda en el
diagrama de Young) y 2|η/ς| = 2.

Corolario 1.74. Sea η ∈ Ŝp(n) correspondiente a la partición (η1, ..., ηm), con ηm 6= 0, 0 ≤ m ≤ n.
Las representaciones η ⊗ η(s) son libres de multiplicidad para todo s ∈ Z≥0 si y sólo si ηi = ηj para todo
1 ≤ i, j ≤ m.

Notar que de (1.27) y (1.29), este corolario es inmediato en los casos en que η = η(r) o η = η(1r) (para
algún r ∈ Z≥0).

Demostración. Primero fijamos s = 2 y asumimos ηi > ηi+1, es decir, ηi−1 ≥ ηi+1 para algún 1 ≤ i ≤ m.
De (1.30), η aparece en la descomposición de η⊗η(2) al menos dos veces: Considerando ς1 = (η1, ..., ηm−1)
y ς2 = (η1, ..., ηi−1, ηi − 1, ηi+1, ..., ηk) tenemos que η/ς1 y η/ς2 son 1-tiras horizontales. De esta manera
hemos probado que η necesariamente satisfacer la condición ηi = ηj para todo 1 ≤ i, j ≤ m. Probaremos
ahora que esta condición es suficiente.

Sea (a, a, ..., a) la partición de longitud 0 ≤ m ≤ n asociada a η para cierto a ∈ N. Sea ς una partición
tal que η/ς es una tira horizontal. Como ς debe cumplir que η1 ≥ ς1 ≥ ... ≥ ςm−1 ≥ ηm ≥ ςm, obtenemos
que ς es exactamente de la forma ςj := (a, ..., a, a − j) para algún 0 ≤ j ≤ a. Ahora fijemos un entero
no negativo arbitrario s y sea σ una representación irreducible que aparece en la descomposición de
η ⊗ η(s). Entonces existe 0 ≤ j ≤ a tal que σ/ςj es una (s− j)-tira horizontal. Notemos que la partición
(σ1, ..., σl) asociada a σ debe satisfacer: l ≤ m + 1, σ2 = ... = σm−1 = a, σ1 ≥ a, (a − j) ≤ σm ≤ a y
0 ≤ σm+1 ≤ (a−j). Por lo tanto |σ/ςj | = σ1−a+σm−(a−j)+σm+1 y entonces σ1+σm+σm+1 = s+2a−2j.
De la última igualdad σ aparece solamente una vez en la descomposición de η ⊗ η(s). En efecto, si
suponemos que aparece al menos dos veces, entonces existen ςj y ςk como arriba, con j 6= k, tales que
σ/ςj y σ/ςk son tiras horizontales de longitud (s − j) y (s − k), luego s + 2a − 2j = s + 2a − 2k, o sea,
j = k y llegamos a una contradicción.

1.2.5. Teoŕıa de Mackey

Condensaremos aqúı el análisis de órbitas de Mackey que permite describir las representaciones uni-
tarias irreducibles de grupos dados por un producto semidirecto.

Comencemos por el caso M(n) = SO(n)nRn. (Como referencia ver [Mac, Sección 14] y [DR1, Sección
2]). Las órbitas de la acción estándar de SO(n) en Rn son esferas de radio R > 0 y el conjunto cuyo único
elemento es el origen {0} (que es un punto fijo de la acción de SO(n)). Las representaciones irreducibles
correspondientes a la órbita trivial {0} son unidimensionales, están parametrizadas por λ ∈ Rn y son
expĺıcitamente de la forma

(k, x) 7−→ ei〈λ,x〉 ∀(k, x) ∈ M(n), (1.31)

donde 〈·, ·〉 denota el producto interno canónico en Rn. El conjunto formado por estas representaciones
tiene medida de Plancherel nula y por esta razón no estaremos interesadas en él en esta tesis.

Las representaciones irreducibles que provienen de órbitas no-triviales serán de nuestro interés. Fijado
el punto Re1 en la esfera de radio R > 0 (donde e1 := (1, 0, ..., 0) ∈ Rn), su estabilizador es

KRe1 := {k ∈ SO(n)| k ·Re1 = Re1}.

Notemos que este coincide con el estabilizador del punto e1 (Ke1) y a la vez es isomorfo al grupo SO(n−1).
Consideremos ahora un carácter

χR(x) := eiR〈x,e1〉 ∀x ∈ Rn.

Para cada σ ∈ ̂SO(n− 1) podemos construir una representación irreducible ωσ,R de M(n) induciendo la
representación σ ⊗ χR de KRe1 nRn a M(n).

Se puede ver (usando el modelo de Borel-Weil-Bott para σ ∈ ̂SO(n− 1)) que la representación ωσ,R
puede ser realizada en un subespacio de funciones sobre SO(n) a valores escalares, de cuadrado integrable.
Este espacio consiste de funciones f ∈ L2(SO(n)) que satisfacen las siguientes dos condiciones:
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(i) si Tm−1 denota el toro maximal de KRe1 ' SO(n− 1), entonces

f(kt) = χσ(t−1)f(k) ∀k ∈ SO(n) y ∀t ∈ Tm−1,

donde χσ es el carácter de σ;

(ii) para cada k ∈ SO(n), la función

SO(n− 1) −→ C

k̃ 7→ f(kk̃)

satisface la condición (1.24) (para n− 1).

Denotamos a este espacio por Hσ,R. La representación irreducible ωσ,R actúa en Hσ,R de la siguiente
manera: Dadas f ∈ Hσ,R y (k, x) ∈ SO(n)× Rn,

(ωσ,R(k, x)(f))(h) = eiR〈h
−1·x,e1〉f(k−1h) (h ∈ SO(n)). (1.32)

Por su parte, toda representación irreducible de M(n) es equivalente a una del tipo (1.31) o a una de la
forma (1.32).

Pasemos ahora a describir un caso más general. Sea G un grupo de Lie conexo, con álgebra de Lie
g y sea K un subgrupo compacto de G, con álgebra de Lie k. Por ser K compacto, su álgebra de Lie k
admite un complemento AdG(K)-invariante in g, que denotamos por p (esto es, un subespacio p ⊆ g tal
que g = k ⊕ p y AdG(K)(p) ⊂ p). Mirando al espacio vectorial p como grupo abeliano, podemos formar
el producto semidirecto K n p con respecto a la acción adjunta de K en p.

Nos restringiremos al caso en que G es semisimple con centro finito. Más aún, sea Θ una involución
anaĺıtica sobre G tal que (G,K) es un par simétrico Riemanniano, esto es, K está contenido en el conjunto
de puntos fijos de la involución Θ, contiene la componente conexa de la identidad y AdG(K) es compacto.
La subálgebra k es el autoespacio asociado al autovalor +1 de dθe y naturalmente podemos elegir p como
el autoespacio asociado al autovalor −1. En el caso en que G es no compacto dΘe es una involución de
Cartan y g = k⊕ p es una descomposición de Cartan de g [He2, p. 182]. El producto semidirecto K n p
es llamado grupo de movimientos ŕıgidos de Cartan asociado al par simétrico (G,K).

El dual unitario K̂ n p se describe de manera análoga a lo realizado para M(n) = SO(n)nRn. Primero
debemos fijar un carácter de p. Todo carácter de p puede ser expresado uńıvocamente como eiφ(x) para
algún funcional lineal φ ∈ p∗. Luego uno debe considerar

Kφ :=
{
k ∈ K| eiφ(Ad(k−1)x) = eiφ(x) ∀x ∈ p

}
(1.33)

y (σ,Hσ) ∈ K̂φ. Finalmente una representación unitaria irreducible ωσ,φ de K n p se obtiene induciendo
σ⊗eiφ(·) de Kφnp a Knp. Por definición ωσ,φ actúa por traslación a izquierda en el espacio de funciones
f : K n p→ Hσ que satisfacen

f(gxm) = e−iφ(x)σ(m)−1f(g) ∀x ∈ p, m ∈ Kφ y g ∈ K n p.

Consecuentemente,

f(xk) = f(kAd(k−1)x) = e−iφ(Ad(k−1)x)f(k) ∀x ∈ p, k ∈ K,

por lo tanto cada una de estas funciones f está completamente determinada por su restricción a K.
Luego, la representación ωσ,φ puede pensarse actuando en el espacio de aquella funciones cuya restricción
a K cae en L2(K,Hσ). Este espacio comprende el subespacio cerrado Hωσ,φ de L2(K,Hσ)

Hωσ,φ :=
{
f ∈ L2(K,Hσ)| f(km) = σ(m)−1f(k) ∀m ∈ Kφ, k ∈ K

}
y ωσ,φ actúa en Hωσ,φ por

(ωσ,φ(k, x)f) (k0) := eiφ(Ad(k−1
0 )x)f(k−1k0).

Toda representación unitaria irreducible de Knp se puede realizar de esta manera y dos representaciones
ωσ1,φ1

y ωσ2,φ2
son unitariamente equivalentes si y sólo si
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φ1 y φ2 yacen en la misma órbita coadjunta de K y

σ1 y σ2 son unitariamente equivalentes.

Como K es compacto podemos dar a p un producto interno Ad(K)-invariante 〈·, ·〉 (por ejemplo, la
forma de Killing restringida a p) y v́ıa 〈·, ·〉 podemos identificar p con p∗ y la acción adjunta de K con la
coadjunta. Sea a ⊂ p una subálgebra abeliana maximal de p. Toda órbita coadjunta de K en p interseca
a a ([He2, p. 247]). De esta forma, toda representación unitaria irreducible de K n p se puede poner en
la forma ωσ,φ con φ(x) = 〈H,x〉 para algún H ∈ a, es decir, se nos permite suponer φ ∈ a∗. Luego,
Kφ coincide con el estabilizador del elemento H bajo la acción adjunta de K. Sea M el centralizador de

a en K. Decimos que ωσ,φ ∈ K̂ n p es genérica si Kφ = M . El conjunto de representaciones unitarias
irreducibles no genéricas de K n p tiene medida de Plancherel nula y por lo tanto sólo nos interesarán
las representaciones genéricas, es decir, aquellas dadas por

ωσ,φ = IndKnp
Mnp(σ ⊗ eiφ(·)) (σ ∈ M̂, φ ∈ a∗). (1.34)

Para cerrar este apartado consideraremos G no compacto, cuya descomposición de Iwasawa es G =
KAN , donde A := expG(a) y N tiene como álgebra de Lie al álgebra de Lie nilpotente dada por la suma
de los espacios de ráıces positivas. Con esto presente describiremos las representaciones irreducibles de G.
Si bien aqúı no se utilizará la teoŕıa de Mackey, las entradas matriciales de representaciones de G estarán
relacionadas con las entradas matriciales de representaciones del grupo de movimientos ŕıgidos de Cartan
del par (G,K) como veremos en el Caṕıtulo 6.

Sea (σ,Hσ) ∈ M̂ . Sea γ ∈ a∗ ⊗ C tal que γ = φ + iν donde φ ∈ a∗ es una determinada aplicación
lineal fija. Denotamos por 1N la representación trivial de N . Una “principal series representation” ρσ,φ
de G se puede obtener induciendo γ ⊗ σ ⊗ 1N de MAN a KAN = G, o sea,

ρσ,φ = IndGMAN (γ ⊗ σ ⊗ 1N ) (σ ∈ M̂, φ ∈ a∗). (1.35)

Esta se realiza en el espacio de funciones F : G→ Hσ que satisfacen

f(gman) = e−iγ(log(a))σ(m)−1f(g) ∀g ∈ G, man ∈MAN. (1.36)

Por la descomposición de Iwasawa tales funciones están claramente determinadas por su restricción a K.
Una representación de la serie principal resulta unitaria cuando consideramos que se realiza en el espacio
Hρσ,φ que consiste de funciones que satisfacen (1.36) y cuya restricción a K vive en L2(K,Hσ). Tales
restricciones conforman el subespacio de L2(K,Hσ) donde las funciones cumplen

f(km) = σ(m)−1f(k) ∀k ∈ K,m ∈M.

Finalmente observemos que el espacio Hωσ,φ dado previamente coincide con este nuevo espacio
(
Hρσ,φ

)
|K

.

1.2.6. Teoŕıa de Kirillov

La teoŕıa de Kirillov permite parametrizar las representaciones unitarias irreducibles de un grupo
de Lie a partir de las órbitas de una determinada acción. En este breve apartado sólo sintetizaremos
el método para grupos nilpotentes. Para una comprensión en detalle de esta materia referimos al libro
[Kir1], a [Wo1, Sección 14.1], aśı como a los art́ıculos [Kir2] y [BJR3].

Sea N un grupo de Lie nilpotente. N actúa naturalmente en n por la acción adjunta Ad. Además, N
actúa en el espacio dual n∗ por la representación contragrediente de la representación adjunta

Ad∗(n)λ := λ ◦Ad(n−1) (n ∈ N y λ ∈ n∗).

Fijado λ ∈ n∗ no-trivial, su órbita coadjunta está dada por

O(λ) := {Ad∗(n)λ | n ∈ N}.
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La teoŕıa de Kirillov establece una correspondencia entre N̂ y el conjunto de órbitas coadjuntas. Sea
Bλ la forma bilineal antisimétrica en n dada por

Bλ(X,Y ) := λ([X,Y ]) (X,Y ∈ n).

Si
Nλ := {n ∈ N | λ ◦Ad(n−1) = λ}

es el subgrupo de isotroṕıa para λ y

nλ := {X ∈ n | (λ ◦ ad(X))(Y ) = λ([X,Y ]) = 0 ∀Y ∈ n},

se tiene que el siguiente diagrama conmuta

N

	
��

n 7→Ad∗(n)λ// O(λ)

N/Nλ

::

es decir, la órbita O(λ) es difeomorfa al espacio cociente N/Nλ y Bλ es no-degenrada básicamente en la
órbita coadjunta O(λ).

Sea m ⊂ n la subálgebra isotrópica maximal, en el sentido que Bλ(X,Y ) = 0 para todo X,Y ∈ m y
sea M := exp(m). Definiendo en M el carácter

χλ(exp(Y )) := eiλ(Y ) (Y ∈ m),

la representación πλ ∈ N̂ asociada a O(λ) es la representación inducida

πλ := IndNM (χλ).

En principio las órbitas coadjuntas pueden tener diferentes dimensiones. En el Caṕıtulo 4 veremos
que para toda πλ ∈ N̂ que cumple una condición extra (ser de cuadrado integrable) se tiene que la órbita
O(λ) es maximal. Es decir, tiene la dimensión del espacio ortogonal al centro z de n. En principio z ⊂ nλ,
pero en este caso resultará que Bλ es no-degenerada en n/z.
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Caṕıtulo 2

Pares de Gelfand

La teoŕıa de Gelfand en álgebras de Banach conmutativas dio lugar al desarrollo del análisis armónico
en pares de Gelfand (G,K), donde G es un grupo topológico localmente compacto y Hausdorff y K
un subgrupo compacto de G. Si G es un grupo topológico localmente compacto y Hausdorff, L1(G)
con el producto de convolución es un álgebra conmutativa si y sólo si G es conmutativo. Si G no es
abeliano, álgebras de Banach conmutativas modeladas sobre subálgebras de L1(G) aparecen naturalmente.
En efecto, dado un subgrupo compacto K de G, decimos que (G,K) es un par de Gelfand si resulta
conmutativa el álgebra de convolución de las funciones integrables bi-K-invariantes que denotamos

L1(G)] := {f ∈ L1(G) | f(k1xk2) = f(x) ∀k1, k2 ∈ K, ∀x ∈ G}.

Más aún, en el caso en que G sea un grupo de Lie conexo son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(i) El álgebra L1(G)] es conmutativa.

(ii) El álgebra U(g)K de los operadores diferenciales invariantes a izquierda sobre G e invariantes a
derecha por K es conmutativa.

(iii) Para cada representación unitaria irreducible de G, el espacio de vectores fijos por K es de dimensión
a lo sumo uno.

En el área del análisis armónico no conmutativo son relevantes los casos en que (G,K) es un par simétrico
o aquellos en que G es el producto semidirecto G = K n N , donde N es un grupo de Lie nilpotente y
K actúa sobre N por automorfismos. En el primer caso, el análisis esférico, es decir, el estudio de las
funciones esféricas y su correspondiente transformada de Gelfand, fue desarrollado por S. Helgason (ver
[He1]). La clasificación de los pares (K nN,K) y el correspondiente análisis esférico fue objeto de nu-
merosos trabajos en los últimos años como [ABR1, ABR2, BJR2, BJR3, La2, V, Ya]. Si K ya no es más
compacto la noción de par de Gelfand se generaliza requiriendo un análogo de la condición (iii) arriba
mencionada. Más aún, en este caso, se ha probado que vale (ii) (ver [Dij]). Estos casos fueron estudiados
por ejemplo en [CS1, CS2].

En este caṕıtulo primero estudiaremos funciones de tipo positivo que nos permitirán enunciar el
teorema de Bochner. Luego revisaremos la transformada de Fourier para después traer a la mesa la
transformada de Gelfand. Cuando abordemos pares de Gelfand, la transformada de Fourier esférica en
álgebras de tipo L1(G)] será un ejemplo de transformada de Gelfand. Una motivación para estudiar
pares de Gelfand, e incluso la misma transformada de Fourier clásica, proviene del análisis de operadores
integrales invariantes por una determinada acción. Todos estos se pueden escribir mediante un producto
de convolución contra un núcleo. A su vez, las funciones que son los núcleos de estos operadores son
constantes en las órbitas de la acción del subgrupo K. Conforman un espacio que será enmarcado en
un álgebra de Banach y en el caso de ser conmutativa se podrá aplicar la teoŕıa de Gelfand sobre ella.
Dedicaremos toda una sección a entender intuitivamente cómo es la caracterización mediante el producto
de convolución de operadores lineales, continuos e iguales a su conjugado por una acción de un grupo.

Preliminares: Espacios Lp(G), convolución y aproximaciones de la identidad

Consideremos los espacios Lp(G), con 1 ≤ p ≤ ∞, con respecto a la medida de Haar a izquierda de G.
Dadas f y g funciones definidas sobre G a valores complejos definimos el producto de convolución entre

51
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ellas en un punto x ∈ G como

(f ∗ g)(x) :=

∫
G

f(y)g(y−1x) dy (2.1)

siempre que tenga sentido, es decir, siempre que la integral sea finita. Los siguientes resultados muestran
en qué casos es posible definir f ∗ g y a qué espacio de funciones pertenece esta nueva función.

Proposición 2.1. [Desigualdad de convolución de Young]

(i) Si f ∈ L1(G) y g ∈ Lp(G) (1 ≤ p ≤ ∞), entonces f ∗ g ∈ Lp(G). Más aún, la aplicación

Lp(G) −→ Lp(G)

g 7−→ f ∗ g

es continua y ‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p.

(ii) Si f ∈ Lp(G) y g ∈ Lp′(G), entonces f ∗ g es continua y acotada, más aún ‖f ∗ g‖∞ ≤ ‖f‖p‖g‖p′ .
Si además

• 1 < p <∞, entonces f ∗ g ∈ C0(G);

• si p = 1 y p′ =∞, entonces g ∗f es uniformemente continua a izquierda (es decir, dado ε > 0,
‖Lx(g ∗ f)− g ∗ f‖∞ < ε para todo x en un entorno de e) y f ∗ g es uniformemente continua
a derecha.

(iii) Si f ∈ Lq(G) y g ∈ Lp(G) (1 ≤ p ≤ ∞), entonces f ∗ g ∈ Lr(G) donde 1
r = 1

p + 1
q − 1. Más aún, la

aplicación

Lp(G) −→ Lr(G)

g 7−→ f ∗ g

es continua y ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖q‖g‖p.

Una posible interpretación de la convolución entre dos funciones f y g es que esta define una nueva
función f ∗g que en cada punto x vale el “promedio” de la función f ponderado por la función g centrada
o trasladada a dicho punto x. Esto intenta esquematizar la Figura 2.1.

Figura 2.1: Convolución como promedios ponderados. En este esquema la función g es la función carac-
teŕıstica del intervalo [0, 1]. La convolución entre las funciones en color rojo f y g en los puntos −2, 0
y 3 es igual al área de la función f dada por las franjas marcadas en color verde. Se obtiene de haber
trasladado la función g a dichos puntos, haberla multiplicado por f y haber integrado.

Proposición 2.2. El producto de convolución en L1(G) es asociativo.
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Demostración. Sean f, g, h ∈ L1(G). Usando el teorema de Fubini y la invariancia de la medida de Haar
de G tenemos,

(f ∗ g) ∗ h(x) =

∫
G

(f ∗ g)(y)h(y−1x) dy

=

∫
G

∫
G

f(z)g(z−1y)h(y−1x) dz dy

=

∫
G

∫
G

f(z)g(z−1y)h(y−1x) dy dz

=

∫
G

∫
G

f(z)g(u)h(u−1z−1x) du dz

=

∫
G

∫
G

f(z)(g ∗ h)(z−1x) dz

= f ∗ (g ∗ h)(x).

Definición 2.3. Un álgebra de Banach es un espacio de Banach (A, ‖ · ‖) dotado de un producto

∗ : A×A → A

tal que A resulta un álgebra y
‖x ∗ y‖ ≤ ‖x‖‖y‖ ∀x, y ∈ A. (2.2)

La condición (2.2) implica la continuidad del producto, es decir, que las estructuras de álgebra y de
espacio topológico son compatibles.

A partir de los resultados anteriores L1(G) resulta un álgebra de Banach con el producto de convolu-
ción.

Por su parte, en Lp(G) (1 ≤ p ≤ ∞) tenemos los subespacios Lp(G;K), Lp(K;G) y Lp(G)] de
funciones K-invariantes a derecha, K-invariantes a izquierda y bi-K-invariantes, respectivamente. Cada
uno de ellos es cerrado y los operadores

Lp(G) −→ Lp(G;K) Lp(G) −→ Lp(K;G) Lp(G) −→ Lp(G)]

f 7−→
∫
K

f(gk) dk f 7−→
∫
K

f(kg) dk f 7−→
∫
K×K

f(k1gk2) dk1 dk2

son proyecciones de norma uno. Si p = 2, son proyecciones ortogonales. A su vez, a partir de Proposición
2.1 es posible verificar que con respecto a la convolución valen las siguientes inclusiones:

L1(G) ∗ L1(G;K) ⊂ L1(G;K) L1(K;G) ∗ L1(G) ⊂ L1(K;G) L1(K;G) ∗ L1(G;K) ⊂ L1(G)].

Volvamos a la definición (2.1). Dadas f, g ∈ L1(G) la convolución f ∗ g puede también definirse por
dualidad a partir de observar la identidad∫

G

f ∗ g(x)h(x) dx =

∫
G

∫
G

h(yz) f(y) dy g(z) dz

para toda función h ∈ L∞(G). Esto motiva que podamos definir la convolución entre dos medidas de
Borel finitas µ y ν sobre G como∫

G

h(x) dµ ∗ ν(x) :=

∫
G

∫
G

h(yz) dµ(y) dν(z) ∀h ∈ L∞(G),

o como

µ ∗ ν(E) :=

∫
G

∫
G

χE(yz) dµ(y) dν(z)

para todo conjunto medible de Borel E (donde χE denota la función caracteŕıstica de E). Se puede verificar
que µ∗ν es una nueva medida de Borel finita. Es interesante notar lo siguiente. En general, dados dos espa-
cios de medida (X1,M1) y (X2,M2), una función medible f : X1 → X2 y una medida µ : M1 → [0,+∞],
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se define el push-forward de µ por la medida f∗(µ) : M2 → [0,+∞] dada por (f∗(µ))(B) = µ
(
f−1(B)

)
para todo B ∈M2. Teniendo presente esta noción podemos ver que µ ∗ ν es el push-forward de la medida
producto µ× ν con respecto a la función dada por la operación de producto G×G→ G, (x, y) 7→ xy. Por
último, si µ y ν son medidas de probabilidad, entonces la medida de probabilidad µ ∗ ν tiene la siguiente
interpretación probabiĺıstica: es la función de distribución de la variable aleatoria X + Y , siendo X e Y
variables aleatorias independientes con distribuciones µ y ν respectivamente.

Denotamos el operador de reflexión en funciones definidas en G a valores escalares en C como

f∗(x) := f(x−1)∆(x−1), (2.3)

donde ∆ es la función modular asociada a la medida de Haar a izquierda en G. Recordemos también que
usualmente se denota por D al espacio C∞c (G) y por D′ su dual. Si T es una distribución en D′ y φ una
función en D, se define la convolución entre T y φ como la función

(φ ∗ T )(x) := T (Lx(φ∗)) ∀x ∈ G. (2.4)

Por su parte, (2.3) es una involución, es decir, satisface que para toda f, g ∈ L1(G) y c ∈ C

(f + g)∗ = f∗ + g∗,

(cf)∗ = cf∗,

(f ∗ g)∗ = g∗ ∗ f∗ y

(f∗)∗ = f .

L1(G) con dicha involución se vuelve lo que se llama una ∗-álgebra.

Aproximación de la identidad

Lema 2.4. El álgebra L1(G) tiene unidad si y sólo si G es discreto.

Demostración. Si G es discreto podemos asumir que todos los puntos de G tienen masa igual a 1 con
respecto a la medida de Haar. Sea δ la función que vale 1 en la identidad e ∈ G y 0 en el resto. Luego se
tiene que δ es la identidad de L1(G), es decir,

f ∗ δ(x) =
∑
y∈G

f(x)δ(y−1x) = f(x).

Rećıprocamente, si L1(G) tiene unidad, la llamemos δ. Entonces debe existir una cota inferior para la
masa de los conjuntos abiertos no vaćıos. De no ser aśı para 0 < ε < 1 existe U entorno simétrico de
e ∈ G de medida menor que ε y tal que también

∫
U
|δ(y)| dy < ε. Sea χU su función caracteŕıstica. Luego,

para los puntos x ∈ U

1 = χU (x) = χU ∗ δ(x) =

∫
G

χU (y)δ(y−1x) dy =

∫
U

δ(y) dy ≤
∫
U

|δ(y)| dy < ε

lo cual es un absurdo. Absurdo que provino de suponer que no exist́ıa una cota inferior para la masa o
medida de los abiertos no vaćıos. Por lo tanto, existe α > 0 tal que la medida de los conjuntos abiertos
no vaćıos es mayor o igual que α. Elegimos un abierto U con clausura compacta. Entonces, si U contiene
al menos n puntos su medida es mayor o igual que nα. Aśı, todo abierto con clausura compacta debe ser
finito y en particular conjuntos de un sólo punto son abiertos. Luego, G es discreto.

Como vimos si G no es discreto entonces el álgebra L1(G) no tiene unidad. Sin embargo, siempre existe
una familia de funciones que forman una aproximación de la identidad. Expĺıcitamente podemos dar una
aproximación de la identidad como sigue. Sea {Un}n∈N una base de entornos simétricos y compactos del
elemento identidad e ∈ G. Definimos

ϕn :=
1

µ(Un)
χUn ,

donde µ es la medida de Haar invariante a izquierda de G y χUn es la función caracteŕıstica asociada al
conjunto Un. Entonces {ϕn}n∈N forma una aproximación de la identidad del álgebra de Banach (L1(G), ∗),
es decir, satisface que
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· existe C > 0 tal que ‖ϕn‖1 ≤ C (en este caso ‖ϕn‖1 = 1) para todo n ∈ N y

· para cualquier f ∈ L1(G), f ∗ ϕn −→ f en L1(G) (y también ϕn ∗ f −→ f en L1(G)).

Recordemos que si G = R el ejemplo t́ıpico de una aproximación de la identidad consiste de tomar una
función ϕ ∈ D(R) cuya integral sea 1 y tal que su soporte esté contenido en el intervalo [−1, 1] (una
función “campanita”) y definir ϕn(x) := nϕ(nx) para todo n ∈ N (ver Figura 2.2). Se tiene que:

· Dada f ∈ C(R), f ∗ ϕn −→ f en ‖ · ‖∞.

· Dada f ∈ Lp(R), 1 ≤ p ≤ ∞ , f ∗ ϕn −→ f en ‖ · ‖p.

· Dada f ∈ D, f ∗ ϕn −→ f en D.

· Dada T ∈ D′, T ∗ ϕn −→ T en D′.

· ϕn −→ δ en D′, donde δ denota la delta de Dirac.

Es preciso notar que todas las funciones ϕn poseen integral igual a uno y sus soportes se van achicando
en el sentido que sop(ϕn) = [− 1

n ,
1
n ] para todo n ∈ N. A partir de esto y de la última convergencia es que

se puede interpretar a la delta de Dirac como una “función generalizada” que cumple tres propiedades

δ(0) =∞,

δ(x) = 0 ∀x 6= 0 y∫
R δ(x) dx = 1.

De manera un poco más precisa, la delta de Dirac está caracterizada a partir de la fórmula integral

“

∫
R

f(x)δ(x− a)dx = f(a)”, (2.5)

pero queda bien definida cuando se la ve como la medida de probabilidad discreta concentrada en 0 o
como la distribución

δ(f) = f(0) ∀f ∈ D
y de esta manera (2.5) está bien escrita como (f ∗ δ)(a) de acuerdo a la definición (2.4).

Figura 2.2: Aproximación de la identidad en R.

Lema 2.5. Sea u ∈ L1(G) tal que ∫
Ω

uφ = 0 ∀φ ∈ D.

Entonces u ≡ 0 p.p. en G.
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El lema anterior puede ser interpretado en el siguiente sentido. Integrar una función u contra toda
función de prueba (φ ∈ D) puede considerarse como calcular todos los posibles promedios ponderados de
u en subdominios de G. Desde esta interpretación no es dif́ıcil convencerse de la veracidad del lema. Una
demostración para caso clásico G = Rn puede verse en [Br, Corolario 4.24].

Integral de Bochner

Definiremos a continuación una noción de integración de funciones a valores en espacios de Banach
(o más generalmente, a un espacio topológico localmente convexo). Como referencia ver por ejemplo [Yo,
Secciones 4 y 5 del Caṕıtulo V] o [Fo, Apéndice 3].

En lo que sigue fijaremos (X,M, µ) un espacio de medida y V un espacio de Banach.

Definición 2.6. Diremos que una función F : X → V es

débilmente medible si para cada funcional lineal y continuo Λ ∈ V ′, la función a valores escalares
x 7→ Λ(f(x)) es medible en el sentido usual;

fuertemente medible si existe una sucesión {fn}n∈N de funciones simples a valores en V tal que,
para casi todo x ∈ X, ĺımn→∞ ‖fn− f‖ = 0, donde por “función simple a valores en V ” se entiende
una función de la forma ∑

i

χEi vi,

siendo la suma sobre i finita, vi vectores en V y Ei conjuntos medibles en M.

Observación 2.7. Si f es fuertemente medible, entonces es débilmente medible y la función ‖f(·)‖ es
medible (en el sentido usual).

Teorema 2.8 (Teorema de Pettis). [Yo, p. 131] Una función f : X → V es fuertemente medible si y sólo
si es débilmente medible y existe un conjunto E de medida nula tal que f(Ec) es separable. En particular,
si V es separable, las dos nociones de medibilidad son equivalentes.

Definición 2.9. Para una función simple a valores en V , g =
∑n
i=1 χEi vi con µ(Ei) <∞, ponemos∫

X

g(x) dµ(x) :=

n∑
i=1

µ(Ei) vi. (2.6)

Una función f : X → V se dice Bochner-integrable si existe una sucesión de funciones simples integrables
(es decir, tales que (2.6) es finita) {fn}n∈N que converge a f para casi todo punto con respecto a la
medida µ y tal que

ĺım
n→∞

∫
X

‖fn(x)− f(x)‖ dµ(x) = 0. (2.7)

Si f es Bochner-integrable, entonces es fuertemente medible. Además, existe una sucesión de funciones
simples integrables {fn}n∈N que converge a f para casi todo punto, tal que vale (2.7) y

ĺım
n→∞

∫
X

fn(x) dµ(x) (2.8)

existe con respecto a la norma de V . Más aún, el valor de (2.8) es independiente de la elección de
la sucesión {fn}n∈N. Luego, para una función f : X → V Bochner-integrable se define su integral de
Bochner

∫
X
f(x) dµ(x) igual al valor dado por (2.8).

Teorema 2.10. [Yo, Teorema de Bochner p. 133] Una función f es Bochner-integrable si y sólo si es
fuertemente medible y ‖f(·)‖ es integrable.

Corolario 2.11. [Yo, Corolario 1, p. 133] Si f es Bochner-integrable, entonces

‖
∫
X

f(x) dµ(x)‖ ≤
∫
X

‖f(x)‖ dµ(x).

Corolario 2.12. [Yo, Corolario 2, p. 134] Si f : X → V es Bochner-integrable y T es un operador lineal
y continuo de V en otro espacio de Banach, entonces T ◦ f es Bochner-integrable y

T

(∫
X

f(x) dµ(x)

)
=

∫
X

T (f(x)) dµ(x).

(Esto vale en particular para T un funcional lineal y continuo de V .)
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2.1. Funciones de tipo positivo

En esta sección consideraremos G un grupo topológico localmente compacto y Hausdorff. Su elemento
identidad será denotado por e. Por simplicidad supondremos G unimodular y N2.

Recordemos que la convolución de funciones está definida por

f ∗ g(x) =

∫
G

f(y)g(y−1x) dy =

∫
G

f(xy−1)g(y) dy

donde tenga sentido.

Definición 2.13. Una función ϕ ∈ L∞(G) se dice de tipo positivo si el operador de convolución

Kϕ : L1(G) −→ L1(G) ∩ L∞(G)

f 7−→ f ∗ ϕ

es semidefinido positivo, esto es, para toda f ∈ L1(G)

〈Kϕ(f), f〉 :=

∫
G

Kϕ(f)(x)f(x) dx (2.9)

=

∫
G

∫
G

f(y)ϕ(y−1x)f(x) dy dx ≥ 0.

Esta definición está presentada de manera ligeramente distinta a la usual que puede encontrarse en la
literatura. Es una adaptación personal de las definiciones dadas en [Fo, Sección 3.3] y [CEFRT, Caṕıtulo
IV].

Observación 2.14. Como el espacio Cc(G) es denso en L1(G), (2.9) se cumple para toda función
f ∈ L1(G) si y sólo si se satisface para toda función f ∈ Cc(G).

Notar que por la Proposición 2.1, f ∗ ϕ ∈ L∞(G) ∩ L1(G) para toda f ∈ L1(G). En particular el
operador Kϕ está bien definido y es continuo de L1(G) en L∞(G).

Proposición 2.15. Sea ϕ ∈ L∞(G) una función no-trivial de tipo positivo y sea Kϕ el operador de
convolución con núcleo ϕ dado en la definición anterior.

(i) Kϕ define una forma sesquilineal, hermı́tica y semidefinida positiva

〈f, g〉ϕ :=

∫
G

Kϕ(f)(x)g(x) dx, (2.10)

que satisface
|〈f, g〉ϕ| ≤ ‖ϕ‖∞‖f‖1‖g‖1 ∀f, g ∈ L1(G). (2.11)

(ii) Kϕ es un operador autoadjunto y ϕ = ϕ∗.

Demostración.

(i) Por definición
〈f, g〉ϕ = 〈Kϕ(f), g〉 ∀f, g ∈ L1(G).

Por la desigualdad de Hölder, 〈Kϕ(f), g〉 ≤ ‖Kϕ(f)‖∞‖g‖1 para toda f, g ∈ L1(G) y por la Propo-
sición 2.1, ‖Kϕ(f)‖∞ ≤ ‖ϕ‖∞‖f‖1 para toda f ∈ L1(G).

Como Kϕ es un operador lineal y 〈·, ·〉 es un producto interno en L2(G) (donde Cc(G) es denso),
〈·, ·〉ϕ satisface trivialmente

〈cf + g, h〉ϕ = c〈f, h〉ϕ + 〈g, h〉ϕ y 〈f, cg + h〉ϕ = c〈f, g〉ϕ + 〈f, h〉ϕ ∀c ∈ C, ∀f, g, h ∈ Cc(G).

Para ver la hermiticidad notemos que para todo par de funciones f, g ∈ Cc(G),

0 ≤ 〈f + g, f + g〉ϕ = 〈f, g〉ϕ + 〈f, f〉ϕ + 〈g, g〉ϕ + 〈g, f〉ϕ (2.12)

y como 〈f, f〉ϕ ≥ 0 y 〈g, g〉ϕ ≥ 0 se tiene que

Im (〈f, g〉ϕ + 〈g, f〉ϕ) = 0, (2.13)
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donde para z ∈ C, Im (z) denota su parte imaginaria. De manera análoga, considerando if en lugar
de f en (2.12) se tiene que

Re (〈f, g〉ϕ − 〈g, f〉ϕ) = 0, (2.14)

donde para z ∈ C, Re (z) denota su parte real. Por lo tanto, de (2.13) y (2.14), se tiene que

〈f, g〉ϕ = 〈g, f〉ϕ ∀f, g ∈ Cc(G).

(ii) El operador adjunto K∗ϕ de Kϕ se define por 〈f,K∗ϕ(g)〉 := 〈Kϕ(f), g〉 para todo par de funciones
f, g ∈ L2(G) (o en Cc(G)). Luego, por el teorema de Fubini, K∗ϕ es un operador de convolución cuyo
núcleo es ϕ∗. Ahora, usando la hermiticidad de ambas formas sesquilineales, de 〈·, ·〉 y de 〈·, ·〉ϕ,
tenemos que

〈f,K∗ϕ(g)〉 = 〈Kϕ(f), g〉 = 〈f, g〉ϕ = 〈g, f〉ϕ = 〈Kϕ(g), f〉 = 〈f,Kϕ(g)〉.

Como 〈·, ·〉 es una forma definida positiva en L2(G), es decir,

〈f, g〉 ≥ 0 ∀f, g ∈ L2(G) y 〈f, f〉 = 0 si y sólo si f = 0,

se tiene que Kϕ = K∗ϕ y que ϕ = ϕ∗.

La siguientes proposiciones aportan nociones equivalentes.

Proposición 2.16. Una función ϕ ∈ L∞(G) es de tipo positivo si y sólo si∫
G

ϕ(x)f∗ ∗ f(x) dx ≥ 0 ∀f ∈ L1(G)

(o, equivalentemente, si y sólo si
∫
G
f∗ ∗ f(x)ϕ(x−1) ≥ 0 para toda f ∈ L1(G)).

Demostración. La prueba se sigue de la siguiente aplicación del teorema de Fubini,∫
G

ϕ(x)f∗ ∗ f(x) dx =

∫
G

∫
G

ϕ(x)f∗(xy−1)f(y) dy dx

=

∫
G

∫
G

f(yx−1)ϕ(x)f(y) dx dy

=

∫
G

f ∗ ϕ(y)f(y) dy.

A su vez, ∫
G

f∗ ∗ f(x)ϕ(x−1) dx =

∫
G

∫
G

f(y−1)f(y−1x)ϕ(x−1) dy dx

=

∫
G

∫
G

f(z)f(zx)ϕ(x) dz dx

=

∫
G

∫
G

f(z)f(zx)ϕ(x) dx dz

=

∫
G

∫
G

f(z)f(u)ϕ(u−1z) du dz

=

∫
G

f ∗ ϕ(z)f(z) dz.

Observación 2.17.

Si ϕ es de tipo positivo, entonces también lo es ϕ.

Por la proposición anterior y el teorema de representación de Riesz podemos decir que un funcional
lineal continuo µ de L1(G) será de tipo positivo si µ(f∗ ∗ f) ≥ 0 para toda f ∈ L1(G).
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Dada g ∈ L2(G) se tiene que g ∗ g∗ es de tipo positivo. Esto se debe a que, por un lado, sabemos
que g ∗ g∗ es continua y acotada (por la Proposición 2.1). Por otro lado, por el teorema de Fubini,
para toda f ∈ Cc(G)

〈g ∗ g∗, f〉 =

∫
G

∫
G

g(y)g∗(y−1x)f(x) dy dx =

∫
G

∫
G

g(y)g(x−1y)f(x) dx dy = 〈g, f ∗ g〉

〈g, f∗ ∗ f〉 =

∫
G

∫
G

g(x)f∗(xy−1)f(y) dy dx =

∫
G

∫
G

g(x)f(yx−1)f(y) dx dy = 〈f ∗ g, f〉.

Luego, como el producto de convolución es asociativo tenemos que

〈g ∗ g∗, f∗ ∗ f〉 = 〈g, (f∗ ∗ f) ∗ g〉 = 〈g, f∗ ∗ (f ∗ g)〉 = 〈f ∗ g, f ∗ g〉 ≥ 0 ∀f ∈ Cc(G).

Proposición 2.18. [Fo, Proposición 3.35] Una función ϕ ∈ C(G) es de tipo positivo si y sólo si dados
x1, ..., xn ∈ G y escalares c1, ..., cn ∈ C (para n ∈ Z≥0 arbitrario) se tiene que

∑n
i,j=1 cicjϕ(x−1

j xi) ≥ 0.

Observación 2.19.

Una función ϕ : G→ C se dice definida positiva si

n∑
i,j=1

cicjϕ(x−1
j xi) ≥ 0 ∀x1, ..., xn ∈ G y ∀c1, ..., cn ∈ C, (2.15)

donde n es un entero no negativo arbitrario. La proposición anterior establece una equivalencia entre
las definiciones dadas cuando la función es continua. Veremos, usando la teoŕıa de representaciones,
que toda función de tipo positivo coincide p.p. con una función continua y por lo tanto se podrán
asumir continuas. Sin embargo, una función definida positiva puede no ser continua. Por ejemplo
si consideramos la función definida por ϕ(e) := 1 y ϕ(x) = 0. Incluso puede no ser medible. Por
ejemplo, si pensamos en G = R, la ecuación funcional de Cauchy ϕ(x+ y) = ϕ(x) + ϕ(y) tiene no
numerables soluciones no acotadas (ver [Kh, Caṕıtulo 11]).

Si ϕ es definida positiva se tiene que para cualquier conjunto finito {x1, ..., xn} ⊂ G, la matriz
(aij)

n
i,j=1, con aij := ϕ(x−1

j xi), es hermitiana y semidefinida positiva.

Notar que toda función ϕ definida positiva es acotada. Más aún, ϕ(e) ≥ 0 y |ϕ(x)| ≤ ϕ(e) para
todo x ∈ G. En efecto, considerando n = 2, x1 = e y x2 = x (un elemento arbitrario x de G), la
matriz

A :=

(
ϕ(e) ϕ(x−1)
ϕ(x) ϕ(e)

)
es hermitiana (por lo tanto ϕ(x−1) = ϕ(x)) y semidefinida positiva. En particular, 0 ≤ 〈A(1, 0), (1, 0)〉 =
ϕ(e) y 0 ≤ det(A) = ϕ(e)2 − |ϕ(x)|2.

Ejemplo 2.20. Si G es un grupo abeliano, entonces todo carácter χ : G −→ S1 (homomorfismo continuo)
es de tipo positivo. En efecto, dada f ∈ L1(G),

〈f, f〉χ =

∫
G

∫
G

f(y)χ(y−1x)f(x) dy dx

=

∫
G

∫
G

f(y)χ(y)χ(x)f(x) dy dx

=

(∫
G

f(y)χ(y) dy

)(∫
G

f(x)χ(x) dx

)
= |
∫
G

f(x)χ(x) dx|2 ≥ 0.

Ejemplo 2.21. Sea (π,Hπ) una representación unitaria de G. Dado v ∈ Hπ, la función ϕ dada por la
entrada matricial de π correspondiente a v, esto es,

ϕ(x) := 〈v, π(x)v〉 ∀x ∈ G
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es de tipo positivo. En efecto, dados n ∈ Z≥0, {x1, ..., xn} ⊂ G y {c1..., cn} ⊂ C,

n∑
i,j=1

cicjϕ(x−1
j xi) =

n∑
i,j=1

cicj〈π(x−1
j xi)v, v〉

=

n∑
i,j=1

cicj〈π(xj)v, π(xi)v〉

= 〈
n∑
j=1

cjπ(xj)v,

n∑
i=1

ciπ(xi)v〉

= ‖
n∑
k=1

ckπ(xk)v‖ ≥ 0.

Además, ϕ es continua por ser una entrada matricial de una representación de un grupo topológico y es
acotada con |ϕ(x)| ≤ ‖v‖ para todo x ∈ G.

Lema 2.22. Sea ϕ ∈ L∞(G) una función de tipo positivo. La forma 〈·, ·〉ϕ es invariante por traslaciones
a izquierda, esto es,

〈Lxf, Lxg〉ϕ = 〈f, g〉ϕ ∀f, g ∈ L1(G).

Demostración. Sean f, g ∈ L1(G) y x ∈ G, usando la invarianza de la medida de Haar de G a izquierda
tenemos

〈Lxf, Lxg〉ϕ =

∫
G

∫
G

f(x−1y)ϕ(y−1z)g(x−1z) dy dz

=

∫
G

∫
G

f(y)ϕ((xy)−1xz)g(z) dy dz

=

∫
G

∫
G

f(y)ϕ(y−1z)g(z) dy dz

= 〈f, g〉ϕ.

Dada una función ϕ ∈ L∞(G) (no idénticamente nula) de tipo positivo construiremos dos espacios
funcionales de Hilbert vinculados a ϕ, invariantes por traslaciones a izquierda en G y cuyos productos
internos resultarán invariantes por traslaciones a izquierda en G. Es decir, daremos dos espacios de Hilbert
donde la traslación a izquierda definirá una representación unitaria de G. Ambas representaciones de G
resultarán unitariamente equivalentes, es decir, serán dos realizaciones de la misma acción.

Modelo I: Sea M0(G) el espacio de las medidas en G de soporte finito, esto es, de las medidas de
la forma

µ :=

N∑
i=1

aiδxi (2.16)

para algún N ∈ N y algunos escalares ai ∈ C y elementos xi ∈ G. Notar que si µ es como en (2.16),
dada una función u : G→ C, se tiene

µ(u) :=

N∑
i=1

aiu(xi).

Sea
Vϕ := {u = µ ∗ ϕ | µ ∈M0(G)},

donde, si µ es como en (2.16),

µ ∗ ϕ(x) =

N∑
i=1

aiϕ(x−1
i x) ∀x ∈ G.

Podemos observar que el espacio Vϕ está compuesto por todas las funciones que son combinaciones
lineales finitas de traslaciones de ϕ. En particular, ϕ ∈ Vϕ.
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Para todo par de funciones u = µ ∗ ϕ y v = ν ∗ ϕ en Vϕ definimos

〈u, v〉Vϕ : = ν(µ ∗ ϕ)

=

∫
G

µ ∗ ϕ(x) dν(x)

= (ν∗ ∗ µ)(ϕ̌)

=

N∑
i=1

M∑
j=1

aibjϕ(x−1
i yj),

si µ está dada como en (2.16), ν :=
∑M
j=1 bjδyj , ν =

∑M
j=1 bjδyj y ν∗ =

∑M
j=1 bjδy−1

j
. Dada u ∈ Vϕ

y x ∈ G, Lx(u) ∈ Vϕ. Más aún,

〈Lx(u), Lx(v)〉Vϕ = 〈u, v〉Vϕ ∀u, v ∈ Vϕ.

En particular,
ϕ(x) = 〈ϕ,Lx(ϕ)〉Vϕ ∀x ∈ G. (2.17)

Sea HIϕ el espacio de Hilbert dado por la completación de Vϕ. Luego, (Lx,HIϕ) es una representación
unitaria de G.

Modelo II: Definimos
Nϕ := {f ∈ L1(G) | 〈f, f〉ϕ = 0}.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz para una forma semidefinida positiva y sesquilineal ([Fo,
Teorema A.3]), f ∈ Nϕ si y sólo si 〈f, g〉ϕ = 0 para toda g ∈ L1(G). Luego, la forma 〈·, ·〉ϕ induce un
producto interno en el espacio cociente L1(G)/Nϕ, que continuaremos denotando por 〈·, ·〉ϕ. Dada

f ∈ L1(G), denotaremos por
•
f su proyección a L1(G)/Nϕ. Sea HIIϕ el espacio de Hilbert dado por

la completación de L1(G)/Nϕ con respecto a la norma ‖
•
f‖ϕ :=

√
〈
•
f,
•
f〉ϕ. Por (2.11),

‖
•
f‖ϕ ≤ ‖ϕ‖∞‖f‖1 ∀f ∈ L1(G).

A partir del Lema 2.22 se ve que Nϕ es invariante por Lx. Luego, Lx define una representación
unitaria de G sobre HIIϕ determinada por

Lx(
•
f) :=

•

Lx(f) (f ∈ L1(G)).

La correspondiente representación de L1(G) en HIϕ está dada por

L(f)(
•
g) :=

•

(f ∗ g).

De manera similar al modelo I, consideramos el espacio

Wϕ := {u = f ∗ ϕ | f ∈ L1(G)}.

Si f ∗ ϕ y g ∗ ϕ son funciones en Wϕ (con f, g ∈ L1(G)), definimos

〈f ∗ ϕ, g ∗ ϕ〉Wϕ
: = 〈f, g〉ϕ

=

∫
G

∫
G

f(y)ϕ(y−1x)g(x) dy dx.

Observar que hemos definido un producto interno entre f ∗ϕ y g∗ϕ a partir de la forma sesquilineal
y hermı́tica 〈f, g〉ϕ dada en (2.10). Esta es una buena definición ya que si f y h son dos funciones
en L1(G) tales que f ∗ ϕ = h ∗ ϕ, entonces

〈f, g〉ϕ = 〈f ∗ ϕ, g〉 = 〈h ∗ ϕ, g〉 = 〈h, g〉ϕ ∀g ∈ L1(G)

y, por la hermiticidad,

〈g, f〉ϕ = 〈f, g〉ϕ = 〈h, g〉ϕ = 〈g, h〉ϕ ∀g ∈ L1(G).
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A su vez, 〈·, ·〉Wϕ
es en efecto un producto interno en Wϕ ya que 〈f ∗ ϕ, f ∗ ϕ〉Wϕ

= 0 si y sólo si
〈f ∗ ϕ, g ∗ ϕ〉Wϕ

= 0 para toda g ∈ Cc(G) y por lo tanto si∫
G

f ∗ ϕ(x)g(x) dx = 0 ∀g ∈ Cc(G),

entonces f ∗ ϕ = 0 para casi todo punto. En este punto es crucial observar que en particular la
aplicación

L1(G) −→Wϕ

f 7−→ f ∗ ϕ

es la función “cociente” del modelo II

L1(G) −→ L1(G)/Nϕ
f 7−→

•
f,

es decir,
•
f = f ∗ ϕ. Por lo tanto, el espacio Wϕ coincide con L1(G)/Nϕ y su completación con

respecto a la norma dada a partir del producto interno 〈·, ·〉Wϕ coincide con el espacio de Hilbert
HIIϕ .

Lema 2.23. Si Λ es un funcional lineal, continuo y de tipo positivo de L1(G), entonces existe ϕ ∈ L∞(G)
continua y de tipo positivo tal que

Λ(f) =

∫
G

f(x)ϕ(x−1) dx.

Más aún, ‖Λ‖ = ϕ(e).

Demostración. La idea de la prueba está tomada de [CEFRT, Teorema II.4, Caṕıtulo IV].
Consideramos la forma sesquilineal semidefinida postiva dada por

B(f, g) := Λ(g∗ ∗ f) ∀f, g ∈ L1(G).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

|B(f, g)|2 ≤ B(f, f)B(g, g) ∀f, g ∈ L1(G).

Más aún,
B(f, f) ≤ ‖Λ‖‖f‖21.

Consideramos
N := {f ∈ L1(G)| B(f, f) = 0}.

La forma B dota al espacio L1(G)/N de una estructura de espacio pre-Hilbert y su clausura, denotada por
H, resulta un espacio de Hilbert. Se puede ver que la traslación a izquierda en G define una representación
unitaria en H.

Si V es un entorno compacto de la identidad e ∈ G consideramos la función de tipo positivo χV ∗χ∗V .
Sea cv =

∫
G
χV ∗ χ∗V (x) dx. Consideramos hV := 1

cV
χV ∗ χ∗V ya que será útil que tenga norma igual a 1.

Luego, dada una base de entornos {Vn} de e, la familia {hVn} define una aproximación de la identidad
de L1(G), esto es,

ĺım
n→∞

hVn ∗ f = f en ‖ · ‖1 ∀f ∈ L1(G).

De la desigualdad de Cauchy-Schawartz

|Λ(h∗V ∗ f)|2 ≤ B(f, f)B(hV , hV ).

Además,
B(hVn , hVn) ≤ ‖Λ‖‖hVn‖21 = ‖Λ‖

y también por la continuidad de Λ,

Λ(h∗Vn ∗ f)→ Λ(f) ∀f ∈ L1(G),
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de lo que se deduce
‖Λ(f)‖2 ≤ ‖Λ‖B(f, f).

Denotamos por f 7→
•
f la asignación entre L1(G) y H. El teorema de representación de Riesz en el espacio

de Hilbert H establece que existe un único
•
ε ∈ H tal que

Λ(f) = B(
•
f,
•
ε).

Luego,

B(
•
g,
•
f) = B(f, g) = Λ(f∗ ∗ g) = Λ(L(f∗)g) = B(L(f∗)

•
g,
•
ε) = B(

•
g, L(f)

•
ε) ∀f, g ∈ L1(G)

y por lo tanto

L(f)
•
ε =

•
f ∀f ∈ L1(G), (2.18)

de lo que se desprende que ε es ćıclico. En particular, de (2.18) sigue que L(ε)
•
ε =

•
ε.

Definiendo
ϕ(x) := B(

•
ε, Lx(

•
ε)) ∀x ∈ G,

esta resulta una función continua, acotada, de tipo positivo y tal que

Λ(f) = B(L(f)
•
ε,
•
ε)

=

∫
G

f(x)ϕ(x−1) dx

= (f ∗ ϕ)(e) ∀f ∈ L1(G).

Como |ϕ(x)| ≤ ϕ(e) para todo x ∈ G, se sigue que

Λ(f) ≤ ϕ(e)‖f‖1 ∀f ∈ L1(G).

Por otro lado, tenemos que Λ(hVn) −→ ϕ(e) cuando n→∞ y por ende ‖Λ‖ = ϕ(e).
Por último, notemos que una vez definida ϕ, la forma B(·, ·) es la forma 〈·, ·〉ϕ y el espacio de Hilbert

H es el espacio HIIϕ .

Teorema 2.24. [Fo, Teorema 3.20] Una función ϕ ∈ L∞(G) es de tipo positivo si y sólo si existe una
representación unitaria (π,Hπ) de G y v ∈ Hπ tal que

ϕ(x) = 〈v, π(x)v〉 p.p. ∈ G.

Más aún, dicho vector v ∈ Hπ es ćıclico.

Demostración. La prueba de la vuelta del teorema es muy sencilla y ya la hemos visto en el ejemplo 2.21.
La ida del teorema se prueba usando alguna de las representaciones unitarias que ya hemos construido,

la representación (Lx,HIϕ) o la representación (Lx,HIIϕ ). Dada ϕ de tipo positivo podemos considerar la
representación unitaria dada en el modelo I y resulta que

ϕ(x) = 〈ϕ,Lx(ϕ)〉Vϕ . (2.19)

Más aún, ϕ es un vector ćıclico pues {Lxϕ| x ∈ G} genera todo Vϕ cuya clausura es HIϕ.
Otro camino consiste en considerar la representación dada en el modelo II y el funcional lineal continuo

Λϕ : L1(G) −→ C

f 7−→
∫
G

f(x)ϕ(x−1) dx =

∫
G

f(x)ϕ(x) dx.

En la prueba del Lema 2.23 vimos que este funcional lineal continuo define un nuevo funcional lineal
continuo en HIϕ y, por el teorema de representación de Riesz, existe un único vector

•
ε ∈ HIIϕ que es el

representante del funcional lineal continuo (Λϕ)|HIIϕ
, que satisface

ϕ(x) = 〈 •ε, Lx(
•
ε)〉ϕ

y que es ćıclico. Sólo a modo de completitud repasemos el hecho de que
•
ε es ćıclico en HIIϕ : Si existe

•
f ∈ HIIϕ tal que 〈

•
f, Lx

•
ε〉ϕ = 0 para todo x ∈ G, entonces 0 = (Lx−1(f)∗ϕ)(e) = (Lx−1(f∗ϕ))(e) = f∗ϕ(x)

para todo x ∈ G y por lo tanto
•
f = 0.
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Observación 2.25. A partir de la prueba resaltamos que en el modelo I se ve que función ϕ pertenece a
HIϕ y que es la entrada matricial diagonal del operador Lx−1 con respecto a ella misma (en el sentido de
(2.19)). Por otro lado, si consideramos el funcional lineal continuo Λϕ definido en todo L1(G), vemos que
por su misma definición, ϕ ∈ L∞(G) es un representante de este funcional lineal continuo en L1(G) (no es
el único ya que L1(G) no es un espacio de Hilbert pero śı vale una versión del teorema de representación de
Riesz). Al ver este funcional lineal continuo en el espacio de Hilbert HIIϕ , se tiene un único representante
•
ε ∈ HIIϕ . Estos dos representantes (ϕ y

•
ε) en estos dos espacios (L1(G) y HIIϕ ) debeŕıan estar relacionados

de alguna manera. En efecto, se ve que para toda f ∈ L1(G)∫
G

f(x)ϕ(x) dx = 〈
•
f,
•
ε〉ϕ

=

∫
G

f ∗ ϕ(x)ε(x) dx

=

∫
G

f(x)ε ∗ ϕ∗(x) dx

=

∫
G

f(x)ε ∗ ϕ(x) dx

y por lo tanto ϕ = ε ∗ ϕ, es decir, ϕ =
•
ε.

Observación 2.26. [Fo, Proposición 3.23 y Corolario 3.24] Si (π,Hπ) es una representación unitaria de
G con vector ćıclico v ∈ Hπ, entonces (π,Hπ) es unitariamente equivalente a (Lx,Hϕ) donde ϕ(x) :=
〈v, π(x)v〉. En efecto, ϕ es una función de tipo positivo por estar definida como dicha entrada matricial de
la representación unitaria (π,Hπ). Como ϕ es una función de tipo positivo, la pueba del teorema anterior
muestra que ϕ es a su vez es la entrada matricial de (Lx,HIIϕ ) dada por un cierto vector ćıclico

•
ε ∈ HIIϕ ,

esto es, ϕ(x) = 〈 •ε, Lx
•
ε〉ϕ (∀x ∈ G). En śıntesis tenemos que

〈v, π(x)v〉Hπ = ϕ(x) = 〈 •ε, Lx
•
ε〉ϕ ∀x ∈ G.

En particular,

〈π(y)v, π(x)v〉Hπ = 〈v, π(y−1x)v〉Hπ = ϕ(y−1x) = 〈 •ε, Ly−1x
•
ε〉ϕ = 〈Ly

•
ε, Lx

•
ε〉ϕ ∀y, x ∈ G.

Si definimos A(π(x)v) := Lx
•
ε, se sigue que A se extiende por linealidad a una isometŕıa del espacio

generado por {π(x)v| x ∈ G} al generado por {Lx
•
ε| x ∈ G} y luego se extiende por continuidad a una

transformación unitaria entre Hπ y Hϕ. Como

Ly(A(π(x)v)) = Lyxε = A(π(y)π(x)v) ∀x, y ∈ G

y tanto v como
•
ε son vectores ćıclicos en sus respectivos espacios, se tiene que

Ly ◦A = A ◦ π(y) (∀y ∈ G)

y por lo tanto es un operador de entrelazamiento unitario entre ambas representaciones.
En particular, las representaciones (Lx,HIϕ) y (Lx,HIIϕ ), dadas en los modelos I, II, son unitariamente

equivalentes. Por lo tanto, de ahora en más, nos referiremos a cualquiera de ellas por (Lx,Hϕ) y se
entenderá el modelo que se está usando por el contexto.

Corolario 2.27. Toda función de tipo positivo coincide p.p. con una función continua.

A partir de este resultado podemos asumir que las funciones de tipo positivo son continuas. Sea

C(G) := el conjunto de todas las funciones continuas de tipo positivo de G.

La elección de la letra C(G) para nombrar este conjunto se debe a que este forma un cono convexo (es
decir, tϕ + sφ ∈ C(G) para toda ϕ, φ ∈ C(G) y todo par de escalares positivos t, s ∈ R>0). También
definimos los subconjuntos convexos y acotados de C(G)

C0(G) := {ϕ ∈ C(G) : ‖ϕ‖∞ ≤ 1} = {ϕ ∈ C(G) : 0 ≤ ϕ(e) ≤ 1}
C1(G) := {ϕ ∈ C(G) : ‖ϕ‖∞ = 1} = {ϕ ∈ C(G) : ϕ(e) = 1}.

Por último, damos parte a los conjuntos de puntos extremales E(C0(G)) y E(C1(G)) de C0(G) y C1(G)
(respectivamente). Recordemos que los puntos extremales de un conjunto convexo son aquellos que no
pertenecen a ningún segmento abierto que une dos puntos del conjunto (dan la idea de contener a los
“vértices” del conjunto).
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Lema 2.28. [Fo, Lema 3.26] E(C0(G)) = E(C1(G)) ∪ {0}, es decir, E(C0(G)) está formado por las
funciones ϕ ∈ C0(G) tales que o bien ϕ ≡ 0 o bien ϕ(e) = 1 y es tal que si se puede escribir como
ϕ = tϕ1 + (1 − t)ϕ2 para funciones ϕ1, ϕ2 ∈ C0(G) y algún 0 ≤ t ≤ 1, entonces tanto ϕ1 como ϕ2 son
múltiplos de ϕ.

Demostración. La función idénticamente cero es un punto extremal de C0(G) ya que si 0 = tϕ1+(1−t)ϕ2,
para ϕ1, ϕ2 ∈ C0(G) y algún 0 ≤ t ≤ 1. En particular 0 = tϕ1(e) + (1 − t)ϕ2(e), lo que implica ϕ1(e) =
0 = ϕ2(e) y por lo tanto ϕ1 ≡ 0 ≡ ϕ2 (por la Observación 2.19). Por otro lado, dada ϕ ∈ C1(G), si
ϕ = tϕ1 + (1 − t)ϕ2, para ϕ1, ϕ2 ∈ C0(G) y algún 0 ≤ t ≤ 1, entonces 1 = tϕ1(e) + (1 − t)ϕ2(e), lo
que implica ϕ1 = 1 = ϕ2(e) y por lo tanto ϕ1, ϕ2 ∈ C1(G). Luego, si ϕ es un punto extremal de C1(G),
también lo es de C0(G). Finalmente, ninguna función no-trivial ϕ ∈ C0(G) que no pertenezca a C1(G)
puede ser un punto extremal ya que está en el interior del segmento que une 0 con 1

ϕ(e)ϕ.

Teorema 2.29 (Teorema de Krein–Milman). [Ru1, Teorema 3.23] Todo conjunto convexo y compacto en
un espacio vectorial topológico localmente convexo (o tal que su espacio dual separa puntos) es la clausura
de la cápsula convexa de sus puntos extremales.

Teorema 2.30 (Teorema de Banach-Alaoglu). [Ru1, Teorema 3.15] Sea X un espacio normado y sea X ′

su espacio dual (que es también un espacio normado con la norma de operadores, esto es, dado Λ ∈ X ′,
‖Λ‖ = sup{|Λ(x)| : ‖x‖ = 1}). La bola unitaria cerrada de X ′, B1 := {Λ ∈ X ′ : ‖Λ‖ ≤ 1}, es compacta
con respecto a la topoloǵıa débil ∗. (Recordemos que una red -o una sucesión- {Λα}α ⊂ X ′ converge
débilmente ∗ a Λ si lo hace puntualmente, es decir, si {Λα(x)}α tiende a Λ(x) para todo x ∈ X.)

En nuestro caso, sabemos que el espacio L∞(G) se identifica con el dual topológico (L1(G))′ por el
teorema de representación de Riesz, por lo tanto, la bola unidad

B1(G) := {f ∈ L∞(G) : ‖f‖∞ ≤ 1}

es débil-compacta. Como C0(G) es cerrado en B1(G) con respecto a la topoloǵıa débil, se tiene (por el
teorema de Krein-Milman) que C0(G) es la clausura, con respecto a la topoloǵıa débil, de la cápsula
convexa de sus puntos extremales.

Teorema 2.31. [Fo, Teorema 3.25] Si ϕ ∈ C1(G), entonces ϕ es extremal si y sólo si la representación
(Lx,Hϕ) es irreducible.

Por el Teorema 2.24 sab́ıamos que existe una correspondencia entre funciones de tipo positivo y repre-
sentaciones unitarias de G que tienen un vector ćıclico. Este nuevo teorema establece una correspondencia
biuńıvoca entre el conjunto de funciones de tipo positivo, extremales, de norma 1 (el conjunto C1(G)) y

el conjunto de clases de equivalencia de representaciones unitarias irreducibles de G (denotado Ĝ).

Corolario 2.32. Si G es abeliano, entonces sus caracteres son precisamente las funciones de tipo positivo
en E(C1(G)).

Demostración. En el ejemplo 2.20 vimos que todo carácter χ : G → S1 es una función de tipo positivo
de G. Consideremos ahora el funcional lineal y continuo

Λχ : L1(G) −→ C

f 7−→
∫
G

f(x)χ(x) dx

En este caso, el espacio Nχ coincide con el núcleo de Λχ ya que vimos en el ejemplo 2.20 que 〈f, f〉χ =

|
∫
G
f(x)χ(x) dx|2. Como Nú(Λχ) tiene codimensión 1, la dimensión de Hχ es 1. Por lo tanto, (Lx,Hχ)

es irreducible.
Por otro lado, dada ϕ ∈ E(C1(G)), por el Teorema 2.31 (Lx,Hϕ) es una representación unitaria

irreducible de G. Como G es abeliano, la dimensión de Hϕ es 1 y por lo tanto (Lx,Hϕ) es unitariamente
equivalente a un carácter de G. Por el Teorema 2.24, sabemos que ϕ(x) es la entrada matricial de Lx
dada por un vector unitario (o un número complejo de módulo 1, en este caso) ya que ϕ(e) = 1. Por lo
tanto ϕ coincide con el carácter conjugado asociado a Lx.

Proposición 2.33. [Fo, Proposición 3.33] El espacio generado por Cc(G) ∩ C(G) incluye a todas las
funciones de la forma f ∗g con f, g ∈ Cc(G). Además, es denso en Cc(G) con la norma uniforme (‖ · ‖∞)
y denso en Lp(G), para 1 ≤ p <∞, con la la norma ‖ · ‖p.
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Teorema 2.34 (Teorema de Bochner). Sea G un grupo topológico localmente compacto y abeliano. Una
función ϕ ∈ C(G) es de tipo postitivo si y sólo si existe una única medida de Borel, regular, finita y

positiva µϕ definida en Ĝ tal que

ϕ(x) =

∫
Ĝ

γ(x) dµϕ(γ).

Su demostración puede encontrarse por ejemplo en [Fo, Sección 4.2].

2.2. Análisis clásico de Fourier y transformada de Gelfand

Dado un conjunto I y un cuerpo F = R o C, se define el espacio `2(I) como el conjunto de todas las
funciones x : I → F tales que x(i) = 0 para todo i salvo un conjunto numerable y

∑
i∈I |x(i)|2 < ∞.

Para x, y ∈ `2(I) se define el producto interno 〈x, y〉 :=
∑
i∈I x(i)y(i) y resulta un espacio de Hilbert. Si

I = N, usualmente se denota `2(I) simplemente por `2. Estos espacios no son simples ejemplos de espacios
de Hilbert sino que caracterizan a todos los espacios de Hilbert. Aśı como todo F-espacio vectorial de
dimensión finita n es isomorfo a Fn, todo espacio de Hilbert H es isomorfo a un espacio `2(I). En
particular, todo espacio de Hilbert separable es isomorfo a `2 (cf. [Co, Teorema 5.4, su prueba y Corolario
5.5]). La prueba de este resultado es análoga a la prueba para espacios vectoriales de dimensión finita.
Consiste en tomar una base ortonormal {ei}i∈I de H (donde I es un conjunto de ı́ndices) y definir el
operador de análisis

H −→ `2(I)

h 7−→ (〈h, ei〉)i∈I ,

el cual resultará un isomorfismo isométrico. Un isomorfismo isométrico T entre espacios de Hilbert es
una transformación lineal continua que preserva las normas, es decir, ‖Tv‖ = ‖v‖ para todo vector v, y
que es sobreyectiva.

Quizás el primer ejemplo donde uno ve de manera concreta este resultado es el siguiente. Sea S1 la
circunferencia unitaria (o el toro unidimensional)

S1 := {z ∈ C : |z| = 1} = {eiθ : θ ∈ R}.

Consideremos H = L2(S1), es decir,

L2(S1) = {f : R→ C periódicas, de peŕıodo 2π, tales que

∫ π

−π
|f(θ)|2 dθ <∞}

cuyo producto interno se define como

〈f, g〉 :=
1

2π

∫ π

−π
f(θ)g(θ) dθ.

La t́ıpica base ortonormal de L2(S1) está dada por {einθ}n∈Z y el operador de análisis

L2(S1) −→ `2

f 7−→ (〈f, ein·〉)n∈Z

es la transformada de Fourier F , es decir,

F(f)(n) := 〈f, ein·〉 =
1

2π

∫ π

−π
f(θ)e−inθ dθ ∀n ∈ Z.

El teorema de Plancherel establece que F es un isomorfismo isométrico entre L2(S1) y `2. Su inversa está
dada por el operador de śıntesis

`2 −→ L2(S1)

(cn)n∈Z 7−→
∑
n∈Z

cne
inθ, (2.20)
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donde la serie del lado derecho converge con respecto a la norma ‖ · ‖2. De esta manera toda función
periódica de cuadrado integrable coincide con su serie de Fourier

f =
∑
n∈Z
F(f)(n)einθ (2.21)

donde la igualdad es con respecto a la norma ‖ · ‖2.
Para cada n ∈ Z, F(ein·) = en, donde en denota la sucesión en `2 cuyos valores están dados por

en(m) = δn,m. Es claro que {en}n∈Z es base ortonormal de `2. Para cada n ∈ Z, sea Vn el subespacio
unidimensional de L2(S1) generado por einθ y sea Wn el subespacio unidimensional de `2 generado por
en. Es claro que podemos escribir al espacio de sucesiones de cuadrado integrable como

`2 =
⊕
n∈Z

Wn, (2.22)

donde se entiende que cada elemento x ∈ `2 se puede expresar de manera única en la forma

x =
∑
n∈Z

x(n)en,

donde x(n) es la componente de x en la dirección en y la igualdad es en el sentido de `2, siendo la serie
de la derecha de cuadrado sumable, es decir,∑

n∈Z
‖x(n)en‖22 =

∑
n∈Z
|x(n)|2 <∞.

Análogamente, a partir de (2.21) podemos escribir al espacio L2(S1) como

L2(S1) =
⊕
n∈Z

Vn (2.23)

(entendiendo que cada función de L2(S1) se puede expresar como en (2.21) en el sentido de la norma
‖ · ‖2).

A su vez, la transformada de Fourier F está bien definida para funciones en L1(S1). Su imagen en
principio cae en `∞ (sucesiones acotadas) y, más aún, se puede ver que es un subconjunto propio de las
sucesiones que tienen a cero. Aunque L1(S1) no sea un espacio de Hilbert, tiene estructura de espacio de
Banach y, más aún, de álgebra de Banach con el producto de convolución

f ∗ g(θ) :=
1

2π

∫ π

−π
f(t)g(θ − t) dt (f, g ∈ L1(S1)).

De hecho, es un álgebra conmutativa sin unidad y la transformada de Fourier satisface

F(f ∗ g)(n) = F(f)(n)F(g)(n) ∀n ∈ Z, g ∈ L1(S1), (2.24)

donde en el lado derecho tenemos un producto puntual.
Es de destacar que las proyecciones a los subespacios de la descomposición (2.23) están dadas, para

cada n ∈ Z, por
L2(S1) −→ Vn

f 7−→ 〈f, ein·〉ein· = F(f)(n) ein· = f ∗ ein·. (2.25)

Por su parte, el espacio de las sucesiones absolutamente sumables `1 está contenido en `2 y es un
álgebra de Banach con la norma 1 dada por ‖x‖1 :=

∑
n∈Z |x(n)| (∀x ∈ `1) y el producto de convolución

x ∗ y(n) :=
∑
m∈Z

x(m)y(n−m).

El vector e0 es la unidad para dicho producto. El operador de traslación en `2 está dado por

Z× `2 −→ `2

(n, x) 7−→ Ln(x) := (x(m− n))m∈Z .
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La base {en}n∈Z de `2 se obtiene a partir de trasladar e0, ya que en = Ln(e0), y por lo tantoWn = Ln(W0).
La descomposición (2.22) equivale a escribir a la identidad de la convolución en la forma

(·) ∗ e0 =
∑
n∈Z
〈 · , en〉en.

Esto se entiende en el sentido que dada cualquier x ∈ `2 se puede escribir como

x =
∑
n∈Z

x(n)en =
∑
n∈Z

x(n)Ln(e0) = x ∗ e0.

En el caso del espacio L1(S1), este no tiene identidad para la convolución. La delta de Dirac en el
espacio de distribuciones es la identidad para la convolución. Podemos decir que la descomposición (2.23)
permite expresar a la delta de Dirac como

“(·) ∗ δ =
∑
n∈Z

(·) ∗ ein·” (2.26)

en el sentido que toda función f ∈ C∞(S1) ⊂ L1(S1) se puede escribir como

f ∗ δ = f =
∑
n∈Z

f ∗ ein· (2.27)

utilizando (2.25) en el igual de la derecha. A pesar de esto, si denotamos a las sumas parciales por

DN :=
∑N
n=−N e

in·, también llamadas núcleos de Dirichlet (ver Figura 2.3), se tiene que para toda
f ∈ L2(S1), f ∗DN tiende a f en ‖ · ‖2 cuando N →∞ (por (2.21) y (2.25)). La familia {DN} es casi una
aproximación de la identidad en L1(S1). No cumplen que sus normas ‖·‖1 estén uniformemente acotadas.
Considerando los núcleos de Fejér FN := D0+...+DN

N+1 (ver Figura 2.4) se obtiene una aproximación de la
identidad.

Figura 2.3: Núcleos de Dirichlet. En verde D0, en violeta D1, en amarillo D2, en celeste D4, en rojo D6

y en marrón D10.

Figura 2.4: Núcleos de Fejér: Fn para 0 ≤ n ≤ 10. Cada Fn es una función no negativa de integral igual
a 2π.
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El operador de traslación en L1(S1) o L2(S1) está dado de la manera natural Lxf = f(· − x) para
cada x ∈ S1. Los espacios Vn son invariantes por traslaciones, es decir, Lx(Vn) ⊂ Vn para todo x ∈ S1.
Por lo tanto, la descomposición (2.23) también se puede leer como haber diagonalizado simultáneamente
a todos los operadores de traslación Lx (para todo x ∈ S1). Dicho de otra manera, hemos descompuesto
en subespacios invariantes y de dimensión uno (por lo tanto irreducibles) a la acción de traslación en
L2(S1).

Si reemplazamos el dominio S1 por el toro m-dimensional Tm todo el análisis es análogo tomando
ahora como base ortonormal de L2(Tm) la base del producto cartesiano {ei

∑m
i=1 niθi}(n1,...,nm)∈Zm .

Dejemos la compacidad de S1 y pasemos a R. La transformada de Fourier está definida sobre el álgebra
de convolución L1(R) por

F(f)(ξ) :=

∫
R
f(x)e−2πiξx dx ∀ξ ∈ R (2.28)

donde ξ ∈ R y la expresión anterior tiene sentido ya que aśı definida F(f) es una función continua, más
aún, tiende a cero en el infinito. Si cambiamos R por Rn la expresión para la transformada de Fourier es
similar

F(f)(ξ) :=

∫
Rn
f(x)e−2πi〈ξ,x〉 dx ∀ξ ∈ Rn, (2.29)

donde 〈·, ·〉 denota el producto interno canónico en Rn y todos los resultados que repasemos para el caso
de la recta R serán análogos para el dominio Rn. La transformada de Fourier se puede extender a L2(R)
usando la densidad de L1(R)∩L2(R) en L2(R), pero se pierde la fórmula (2.28) para funciones arbitrarias
f ∈ L2(R).

Por otro lado, L2(R) es un espacio de Hilbert separable. Una base ortonormal está dada a partir de
las funciones de Hermite (ver Figura 2.5)

1√
2nn!
√
π
w(x)Hn,

donde por Hn denotamos al polinomio de Hermite de orden n, Hn(x) := (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

y por w deno-

tamos el peso w(x) := e−x
2/2 (los polinomios de Hermite son base ortonormal del espacio L2(R, w(x)dx)

donde la medida de Lebesgue dx está modificada por el peso w(x) := e−x
2/2).

Figura 2.5: Funciones de Hermite: n = 0 en negro, n = 1 en rojo, n = 2 en azul, n = 3 en amarillo y
n = 4 en verde.

Otra base ortonormal de L2(R) está dada simplemente por considerar {χ[n,n+1] e
i2πm·}n,m∈Z, es decir,

tomando en cada intervalo [n, n+ 1] la base ortonormal “de Fourier” de L2([n, n+ 1]).
Distintas bases producen distintas descomposiciones del espacio. Se puede ver que las funciones de

Hermite son autofunciones de la transformada de Fourier, por lo tanto, descomponen a L2(R) en autoes-
pacios de la transformada de Fourier. La base de Gabor {χ[n,n+1] e

i2πm·}n,m∈Z descompone a L2(R) como
⊕n∈ZL2([n, n + 1]), donde a su vez cada L2([n, n + 1]) se descompone de manera similar a (2.23). Otro
ejemplo más moderno encontramos al estudiar wavelets donde se busca una descomposición que tenga
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en cuenta localización de las funciones en tiempo y frecuencia. Para más detalles sobre esta materia
invitamos a leer por ejemplo [HW, Kai].

Estamos interesadas en una descomposición del espacio L2(R) similar a (2.23) en el sentido que
los subespacios involucrados sean invariantes e irreducibles con respecto a la acción de traslación. De
esta manera podremos no sólo “diagonalizar” simultáneamente los operadores de traslación {Lx}x∈R,
sino también todos los operadores lineales y continuos que conmutan con estos. Es esta, como dijimos
en la introducción, la motivación central de los problemas involucrados en esta tesis. Es aqúı donde
aparece en escena la transformada de Fourier. La transformada de Fourier, la acción de traslación y la
convolución están ı́ntimamente vinculadas. Evidencias de esto se muestran por ejemplo con Figura 2.1,
con la propiedad (2.24) y con la expresión para la proyección (2.25). Por su parte, la próxima sección nos
ayudará a clarificar las relaciones entre la acción de traslación y la convolución.

La fórmula de inversión para la transformada de Fourier y el teorema de Plancherel establecen res-
pectivamente que

f(x) =

∫
R
F(f)(ξ)e2πiξx dξ p.p. para toda f ∈ L1(R) tal que F(f) ∈ L1(R) y (2.30)

‖f‖2 = ‖F(f)‖2,

donde la última expresión es salvo una constante de normalización. Se concluye que F es un isomorfismo
isométrico de L2(R) en śı mismo. Vemos que hemos podido descomponer funciones f ya no en forma
de serie, sino en forma de integral. Esto es debido a que S1 es compacta y R no lo es. Observemos que
aqúı las funciones e2πiξ· que acompañan a los coeficientes de Fourier F(f)(ξ) no son funciones de L1(R)
ni L2(R). Son funciones acotadas y por lo tanto v́ıa el teorema de representación de Riesz las podemos
asociar a funcionales lineales y continuos de L1(R) dados justamente por

f 7−→
∫
R

f(x)e2πiξx dx = F(f)(ξ)

La “proyección” de L1(R) al subespacio de L∞(R) generado por e2πiξx está dada por

f 7−→ F(f)(ξ) e2πiξ· = f ∗ e2πiξ·

(ver su analoǵıa con (2.25)). Cada uno de los espacios de dimensión uno, generados por e2πiξ·, es invariante
por traslaciones y, bajo hipótesis adecuadas, toda función f está completamente determinada por sus
coordenadas en los espacios generados por e2πiξ·, es decir, por {F(f)(ξ)}ξ∈R (ver (2.30)). Formalmente
decimos que hemos podido descomponer la “función identidad” δ (que no es función ni es la identidad
de L1(R) pues no tiene) como

“δ =

∫
R
e2πiξ·”

en el sentido que

“f ∗ δ = f =

∫
R
f ∗ e2πiξ·”

donde hay que tener cuidado en qué sentido leemos las igualdades. Para dejar de lado la frase “bajo
hipótesis adecuadas” es que se trabaja sobre el “espacio natural” para la transformada de Fourier, pre-
cisamente en el espacio de Schwartz S (y su dual).

Tanto L1(S1) como L1(R) son ejemplos de álgebras de Banach conmutativas.

Teorema 2.35. [Dij, p.26 y 47] Dado G un grupo topológico, el álgebra de convolución L1(G) es con-
mutativa si y sólo si G es abeliano.

Pasemos a resumir la teoŕıa general de Gelfand para álgebras de Banach conmutativas con y sin
unidad.

Definición 2.36. Dada A un álgebra de Banach conmutativa se define su espectro Σ como el conjunto
de homomorfismos de A en C no idénticamente nulos. Dotamos a Σ de la topoloǵıa de la convergencia
puntual. Si x ∈ A, se define su transformada de Gelfand x̂ (o FG(x)) como la función

x̂ : Σ −→ C
x̂(ϕ) := ϕ(x).
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Para cada x ∈ A, x̂ resulta una función continua. El espacio de funciones continuas C(Σ) es un álgebra
de Banach con el producto puntual y con la norma ‖ · ‖∞.

Teorema 2.37. [Fo, Teorema 1.12] Si A es un álgebra de Banach conmutativa con unidad, entonces la
aplicación

ϕ 7−→ Nú(ϕ)

es una correspondencia biuńıvoca entre Σ y el conjunto de ideales maximales de A.

Teorema 2.38. [Fo, Teorema 1.13 y 1.30] Sea A un álgebra de Banach conmutativa.

Si A tiene unidad, entonces la transformada de Gelfand es un homomorfismo de A en C(Σ).

Si A no tiene unidad, entonces la transformada de Gelfand es un homomorfismo de A en C0(Σ),
donde C0(Σ) es el espacio de funciones continuas que se hacen cero en el punto dado por la com-
pactificación de Alexandroff.

Además, para cada x ∈ A,
‖x̂‖∞ = ĺım

n→∞
‖xn‖1/n,

donde xn := x ∗ ... ∗ x, n veces.

Observación 2.39. El ĺımite ĺımn→∞ ‖xn‖1/n coincide con el radio espectral de x (cf. [Fo, Teorema
1.8]).

Observación 2.40. En el caso en que el álgebra de Banach A tenga aún más estructura, sea una C∗-
álgebra (ver [Fo, Caṕıtulo 1]), el teorema de Gelfand-Naimark ([Fo, Teorema 1.20 y 1.31]) establece que
la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico entre A en C(Σ) (o C0(Σ) en el caso de no
tener unidad).

En general, si G es abeliano, usando el Corolario 1.26, el espectro de L1(G) se puede identificar con

Ĝ, asociando a cada π ∈ Ĝ el funcional lineal continuo

π(f) :=

∫
G

π(x)f(x) dx ∀f ∈ L1(G)

(cf. [Fo, Teorema 4.2]). Además coinciden la topoloǵıa compacto-abierta con la topoloǵıa de la conver-

gencia puntual. Es por ello que, para los grupos topológicos abelianos, Ĝ se llama el grupo dual de G.

Proposición 2.41. [Fo, Proposición 4.3] Sea G un grupo topológico abeliano.

Si G es compacto, entonces Ĝ es discreto.

Si G es discreto, entonces Ĝ es compacto.

Los espacios L1(S1) y L1(R) con sus respectivos productos de convolución y norma ‖ · ‖1 son ejem-
plos de álgebras de Banach conmutativas sin unidad donde la transformada de Fourier coincide con la
transformada de Gelfand

F(f) = f̂

luego de identificar sus espectros con Z y R, respectivamente (cf. [Fo, Teorema 4.5]). De aqúı en adelante

usaremos indistintamente la notación F(f) y f̂ para la transformada de Fourier clásica de una función
f . Por su parte `1 también es un álgebra de Banach conmutativa y esta śı tiene unidad. Su espectro se
identifica con S1 ([Fo, Teorema 4.5]) y la transformada de Gelfand de x ∈ `1 está dada por

x̂(eiθ) :=
∑
n∈Z

x(n)einθ

que es justamente el operador (2.2) que hab́ıamos llamado “de śıntesis”.

Observación 2.42. Teorema de Bochner en G = R: Si g ∈ L1(R) ∩ C(R) es tal que g(x) ≥ 0 para todo
x ∈ R, entonces su transformada de Fourier ĝ es una función de tipo positivo. Si f ∈ L1(R) ∩ C(R),

entonces su transformada de Fourier satisface f̂ ≥ 0. Más aún, toda función de tipo positivo en R es la
transformada de Fourier de una medida de Borel positiva finita. (Revisar Teorema 2.34.)



72 CAPÍTULO 2. PARES DE GELFAND

Teorema 2.43 (Principio de dualidad de Pontrjagin). [Fo, Teorema 4.31] Sea G un grupo topológico

abeliano. Cada x ∈ G define un carácter ϕ(x) del grupo Ĝ por

(ϕ(x))(ξ) := ξ(x) ∀ξ ∈ Ĝ

y esta correspondencia define un homeomorfismo entre G y
̂̂
G.

Teorema 2.44 (Fórmula de inversión para grupos abelianos). [Fo, Teorema 4.32] Sea G un grupo

topológico abeliano. Si f ∈ L1(G) y f̂ ∈ L1(Ĝ), entonces

f(x) =

∫
Ĝ

ξ(x)f̂(ξ) dξ p.p.,

donde dξ es la medida de Haar de Ĝ. Si además f es continua la igualdad vale para todo x ∈ G.

Teorema 2.45. [Fo, Corolario 4.26] Si G es un grupo topológico abeliano y compacto cuya medida de

Haar es una medida de probabilidad (es decir G es de medida 1), entonces Ĝ es una base ortonormal de
L2(G).

Dejando de lado el caso de los grupos topológicos abelianos, para los grupos topológicos G compactos,
el Teorema de Peter-Weyl (ver [Fo, Sección 5.2]) da cuenta justamente de una descomposición en suma
directa del L2(G) a partir de descomponer la acción regular a izquierda o a derecha del grupo G sobre śı
mismo.

Por el lado de la teoŕıa de representaciones, una de las motivaciones de esta tesis tiene que ver con
estudiar la descomposición del espacio de funciones de cuadrado integrable sobre una variedad homogénea
G/K. Esta descomposición deberá ser en espacios que sean invariantes por la acción de G. En particular,
estaremos interesadas en grupos de la forma G = K nN con N un grupo de Lie nilpotente (o abeliano
como Rn) y K un subgrupo compacto de automorfismos de N (por ejemplo SO(n) en el caso en que
N = Rn). Para estos casos la descomposición de funciones sobre G/K ' N será en subespacios invariantes
por traslaciones dadas por N e invariantes por la acción de K. La teoŕıa clásica se aboca a espacios de
funciones a valores escalares y en esta tesis abordaremos espacios de funciones a valores vectoriales (o
matriciales).

2.3. El teorema del núcleo de Schwartz y la convolución

Para fijar ideas conceptuales comenzaremos con el caso clásico, es decir, trabajaremos en espacios
eucĺıdeos.

Dadas u ∈ D(Rn) y v ∈ D(Rm), el producto tensorial

(u⊗ v)(x, y) := u(x)v(y)

define una función en D(Rn+m).

Notación. Dadas una distribución Φ ∈ D′ y una función u ∈ D denotaremos la evaluación de Φ en u
por

Φ(u) := 〈Φ, u〉.

Esta notación cobra mucho sentido en los espacios donde vale el teorema de representación de Riesz.

Lema 2.46. Si Φ ∈ D′(Rn+m) es tal que 〈Φ, u⊗v〉 = 0 para toda u ∈ D(Rn) y toda v ∈ D(Rm), entonces
Φ ≡ 0.

Demostración. Sean {ϕn} y {ψn} aproximaciones de la identidad en Rn y Rm respectivamente. Se puede
ver que {ηn := ϕn ⊗ ψn} es una aproximación de la identidad en Rn+m. Por hipótesis se tiene

Φ ∗ ηε(x, y) = 〈Φ, L(x,y)(ηn)〉 = 〈Φ, Lx(ϕn)⊗ Ly(ψn)〉 = 0.

Luego, Φ ≡ 0.
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Si consideramos una distribución Φ ∈ D′(Rn+m) y construimos un operador “integral” T con núcleo
Φ, definido sobre D(Rn) a valores en D′(Rm)

〈Tu, v〉 := 〈Φ, u⊗ v〉 ∀u ∈ D(Rn) y ∀v ∈ D(Rm), (2.31)

resulta bien definido, lineal y continuo. Veremos a continuación el enunciado inverso.

Teorema 2.47 (Teorema del núcleo de Schwartz). Si T : D(Rn) → D′(Rm) es un operador lineal y
continuo, entonces existe una única distribución Φ ∈ D′(Rn+m) tal que

〈Tu, v〉 = 〈Φ, u⊗ v〉 ∀u ∈ D(Rn) y ∀v ∈ D(Rm).

Demostración. La unicidad resulta del Lema 2.46. El esquema para construir el núcleo Φ del operador T
consiste de tomar aproximaciones de la identidad {ϕn} y {ψn} en Rn y Rm, respectivamente, definir las
funciones

Φn(x, y) := 〈T (Ly(ϕn)), Lx(ψn)〉,

probar que definen distribuciones y que convergen en D′(Rn+m). Se define Φ como el ĺımite, en el sentido
de las distribuciones, de {Φn}. Usando resultados de continuidad se puede ver que dadas u ∈ D(Rn) y
v ∈ D(Rm)

〈Φ, u⊗ v〉 = ĺım
n→∞

∫
Rn+m

v(x)Φn(x, y)u(y) dy dx

= ĺım
n→∞

∫
Rn+m

〈T (Ly(ϕn)), Lx(ψn)〉 u(y)v(x) dy dx

= ĺım
n→∞

〈T
(∫

Rn
u(y)Ly(ϕn) dy

)
,

∫
Rn
v(x)Lx(ψn) dx〉

= ĺım
n→∞

〈T (u ∗ ϕn), v ∗ ψn〉

= 〈Tu, v〉.

Observación 2.48. Una versión del teorema del núcleo de Schwartz para variedades diferenciables, en
lugar de Rn y Rm, se puede encontrar en [Die, Teorema 23.9.2].

Para visualizar mejor el teorema imaginemos que Φ ∈ D′(Rn+m) es función Φ : Rm+n → C, por
ejemplo en D(Rm+n), o una “matriz indexada en (x, y) ∈ Rm × Rn”, tal que vista como distribución
queda

Φ(h) =

∫
Rn+m

Φ(x, y)h(y, x) dy dx ∀h ∈ D(Rn+m).

En este caso el operador T asociado a Φ, como en (2.31), está determinado por

〈Tu, v〉 =

∫
Rn+m

Φ(x, y)u(y)v(x) dy dx

=

∫
Rm

(∫
Rn

Φ(x, y)u(y) dy

)
v(x) dx ∀u ∈ D(Rn) y ∀v ∈ D(Rm).

Por lo tanto, para cada u ∈ D(Rn), Tu define una distribución función en D′(Rm), precisamente dada
por la función

∫
Rn Φ(·, y)u(y) dy. Podemos entonces escribir directamente a T como

(Tu)(x) =

∫
Rn

Φ(x, y)u(y) dy ∀x ∈ Rm. (2.32)

(A lo largo de esta tesis nos referiremos a los operadores de la forma (2.32) como operadores integrales).
El operador T puede pensarse como el resultado de aplicar la “matriz” Φ al “vector” u. Para cerrar
esta idea pasemos a dimensión finita. ¿Cómo se podŕıa interpretar el teorema del núcleo de Schwartz en
el caso en que T sea un operador entre espacios vectoriales de dimensión finita, cuál seŕıa el núcleo Φ
asociado a T? Reemplacemos D(Rn) por Rn y D′(Rm) por el dual de Rm. Consideremos un operador
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lineal T : Rn → Rm. Elegimos sistemas de coordenadas dados por las bases ortonormales {ej}nj=1 en Rn
y {fi}mi=1 en Rm con su respectiva base dual {f∗i }mi=1 para poder escribir a los vectores u de Rn como u(1)

...
u(n)


y los funcionales lineales de Rm como vectores fila[

v(1) · · · v(m)
]
.

Sabemos que T está completamente determinada por su efecto en los vectores ej . Cada uno de los n
vectores Tej se expresa de manera única como combinación lineal de los {fi}

Tej =

m∑
i=1

Φ(i, j)fi.

Los escalares Φ(1, j),..., Φ(m, j) son las coordenadas de Tej en la base ordenada {fi}. Por lo tanto,

Φ(i, j) = f∗i (T (ej)).

Tal expresión también se puede poner en la forma

Φ(i, j) = 〈Tej , fi〉

a partir del teorema de representación de Riesz. Por consiguiente, la transformación T está completamente
determinada por los escalares Φ(i, j). La matriz m× n

Φ =

 Φ(1, 1) · · · Φ(1, n)
...

...
...

Φ(m, 1) · · · Φ(m,n)


es la llamada matriz de T con respecto al par de bases {ej}nj=1 y {fi}mi=1. Rećıprocamente, la matriz Φ
determina completamente a T . (Confrontar cualquier libro de álgebra lineal, por ejemplo [HK, Sección
3.4]). Entonces, en este contexto (2.32) viene a ser la expresión

(Tu)(i) =

n∑
j=1

Φ(i, j)u(j) ∀i ∈ {1, ...,m}

y (2.31) toma la forma

〈Tu, v〉 =
[
v(1) · · · v(m)

]  Φ(1, 1) · · · Φ(1, n)
...

...
...

Φ(m, 1) · · · Φ(m,n)


 u(1)

...
u(n)

 .
Es decir, en coordenadas, Tu es Φ(1, 1) · · · Φ(1, n)

...
...

...
Φ(m, 1) · · · Φ(m,n)


 u(1)

...
u(n)

 .
Podemos concluir que el teorema del núcleo de Schwartz es una extensión al caso de transformaciones
lineales y continuas en espacios vectoriales topológicos de dimensión infinita del resultado clásico de
álgebra lineal de representación de transformaciones lineales por matrices. Denotando por

δx := Lx(δ) = “δ(· − x)”

la traslación de la delta de Dirac, es decir,

δx(f) := f(x) ∀x ∈ D,

(δ0(f) := δ(f) = f(0)),

en dimensión infinita los conjuntos de funcionales lineales continuos dados por las medidas puntuales
{δy}y∈Rn y {δx}x∈Rm “juegan el rol” de las bases ortonormales (o sistemas de coordenadas) {ej}nj=1 y
{fi}mi=1 o, más bien, el de sus bases duales. Esto se formaliza tomando aproximaciones de la identidad
que son justamente las que intervienen en el esquema de demostración presentado anteriormente.
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Observación 2.49. Por último nos gustaŕıa hacer notar que, para 1 ≤ p, q <∞, como D es un subespacio
denso de todos los espacios Lp y Lq, que a su vez están incluidos en D′ (viendo las funciones como
funcionales lineales), pensar en un operador de D en D′ abarca a los operadores de Lp en Lq. De hecho,
es el contexto de las distribuciones el que permite pensar a las transformaciones lineales y continuas de
manera “matricial”.

Pasemos a estudiar el caso de operadores que presentan una cierta “simetŕıa”. En general, una simetŕıa
es “una propiedad de un sistema f́ısico que se mantiene invariante bajo ciertas transformaciones”. En
nuestro caso lo que estudiaremos son operadores T : D → D′ invariantes por traslaciones, es decir, tales
que satisfacen

Lx ◦ T = T ◦ Lx o equivalentemente T = (Lx)−1 ◦ T ◦ Lx (2.33)

para todo x en Rn en primera instancia (luego generalizaremos a dominios más generales). Recordemos
las definiciones (1.2) y (1.3). Si G es un grupo actuando en un conjunto X, se puede definir que G actúa
en las funciones u con dominio X por

(g · u)(x) := u(g−1 · x) ∀x ∈ X, g ∈ G

y también que G actúa en los operadores T aplicados a funciones u con dominio en X por

(g · T )(u) := T (g−1 · u) = T (x 7−→ u(g · x)) ∀g ∈ G.

Veamos de manera intuitiva cómo está caracterizado un operador lineal, continuo e invariante por
traslaciones en R. Para ello conviene pensar que nuestro operador T es una máquina a la cual entran
señales y de la cual salen señales. Esta máquina es en principio una “caja negra”, no sabemos de qué
manera fue construida, cómo ensamblaron cada uno de sus engranajes. Es decir, no sabemos la fórmula
expĺıcita del operador. Pero lo que śı sabemos son sus propiedades:

lineal,

continuo,

invariante ante traslaciones.

Observemos la Figura 2.6. Supongamos que entra a esta máquina un impulso inicial (“la medida δ0”) y
sale una determina señal. Si trasladamos un poco el impulso de entrada y lo enviamos por la máquina
observaremos la señal que hab́ıa salido anteriormente pero también trasladada (mirar lo punteado en la
figura).

Figura 2.6: Operador invariante por traslaciones.

Enviemos de golpe, al mismo tiempo, una cantidad finita de impulsos soportados en distintos puntos,
digamos δ0, δx1

, δx2
, δx3

, como muestra la Figura 2.7. Sabiendo la imagen de cada impulso por separado y
usando la linealidad del operador, conocemos el resultado de esta operación. Permitiéndonos pensar que
una función u en R se descompone como una “suma infinita” de u(x)δx = u(x)δ(· − x) variando x ∈ R,
usando ahora también que el operador es continuo y que sabemos el resultado que daba el impulso inicial
“T (δ0) = F” podemos intuir que T (u) = u ∗ F . El siguiente teorema formaliza esta intuición.
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Figura 2.7: Operador invariante por traslaciones T (u) = u ∗ F .

Teorema 2.50. [Ru1, Teorema 6.33] Si T : D(Rn)→ D(Rn) es un operador lineal, continuo e invariante
por traslaciones, entonces existe una única distribución F ∈ D′(Rn) tal que

T (u) = u ∗ F ∀u ∈ D(Rn).

En este caso el núcleo Φ del operador T es de la forma

Φ(x, y) = F (x− y).

Si visualizamos esto de manera discreta tenemos una matriz cuadrada, digamos n× n, de la forma

Φ =


F (0) F (1) · · · F (n− 1) F (n)
F (1) F (2) · · · F (n) F (0)

...
...

...
...

...
F (n− 1) F (n) · · · F (n− 3) F (n− 2)
F (n) F (0) · · · F (n− 2) F (n− 1)


que por lo tanto está completamente determinada por uno de sus vectores fila o columna.

Observación 2.51. Dado T : Lp(Rn)→ Lq(Rn) lineal, continuo y tal que conmuta con traslaciones, se
prueba que existe una única distribución temperada Φ ∈ S ′(Rn) tal que Tu = u ∗ F para toda función
en el espacio de Schwartz u ∈ S(Rn). Esto vale para 1 ≤ p, q ≤ ∞ pero donde debemos convenir que
si p = ∞ hay que reemplazar L∞ por C0. (En el caso en que q < p, T ≡ 0). Rećıprocamente, dada
F ∈ S ′(Rn) y T operador de S(Rn) en S ′(Rn) definido por Tu = u ∗F , para el cual existe una constante
c > 0 tal que ||Φ∗u||q ≤ c||F ||p ∀u ∈ S(Rn), se puede ver que T se extiende de modo único a un operador
lineal y continuo de Lp(Rn) en Lq(Rn) que conmuta con traslaciones.

Caracterizar los operadores de convolución TF : Lp(Rn) → Lq(Rn), TF (u) = u ∗ F , es un problema
relevante y muy estudiado en análisis, del cual sólo se conocen repuestas parciales. Se sabe que los
operadores de convolución TF : L2(Rn) → L2(Rn) están caracterizados por cumplir que F̂ ∈ L∞(Rn).
Por su parte, un operador T lineal y acotado de L1(Rn) en L1(Rn) conmuta con traslaciones si y sólo si
existe una medida de Borel finita µ tal que T (u) = u ∗ µ para toda función u de clase Schwartz.

Observación 2.52. Para esta observación usaremos el espacio de Schwartz (y su dual) por ser el espacio
“natural” para la transformada de Fourier F . Si T : S → S ′ es de la forma T (u) = u ∗ F y F ∈ S,
entonces

M := F ◦ T ◦ F−1

es un operador de multiplicación con multiplicador F(F ) en el sentido que

M(u)(x) = F(F )(x) u(x). (2.34)

Esto se debe a la propiedad de la transformada de Fourier de ser un homomorfismo respecto de los
productos de convolución y puntual entre funciones.
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Notemos que si queremos generalizar el Teorema 2.50 a otros dominios que no sean R, necesitamos,
para que tenga sentido, una noción de “traslación”. Se podrá generalizar a grupos de Lie, por ejemplo,
ya que el hecho que sean variedades con una operación entre sus puntos permite tener una noción tan-
to de traslación como de convolución. Más generalmente, siempre que tengamos una acción de un grupo
en un espacio podremos esperar poder definir una convolución. Esto es lo que abordaremos a continuación.

Para finalizar, entonces, pasemos a una versión en espacios homogéneos. Sea M un espacio homogéneo
de un grupo topológico localmente compacto G. Sea K = Gx0 el estabilizador por la acción de G de un
elemento arbitrario x0 ∈M . Sabemos que M es homeomorfa al espacio cociente G/K. Sea µ una medida
de Borel positiva, regular sobre M y G-invariante dada por la Proposición 1.16.

Sea T un operador integral sobre M dado por

Tu(x) :=

∫
M

Φ(x, y)u(y) dy ∀u ∈ Cc(M) (2.35)

con Φ continua sobre M ×M . Decimos que T es G-invariante si T (g ·u) = g · (Tu) ∀g ∈ G y ∀u ∈ Cc(M).
Es fácil ver que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

T es G-invariante.

Φ(g · x, g · y) = Φ(x, y) para todo g ∈ G y x, y ∈M .

Existe una función ϕ continua sobre M y K-invariante (es decir, ϕ(k ·x) = ϕ(x) ∀k ∈ K y ∀x ∈M)
tal que Φ(x, g ·x0) = ϕ(g−1 ·x). De hecho Φ y ϕ se relacionan mediante la identidad Φ(x, x0) = ϕ(x)
∀x ∈M .

Existe una función F continua sobre G y bi-K-invariante (es decir, F (k1gk2) = F (g) ∀k1, k2 ∈ K
y ∀g ∈ G) tal que Φ(g · x0, h · x0) = F (h−1g) ∀h, g ∈ G. De hecho, F (g) = ϕ(g · x0) ∀g ∈ G.

Luego, si llamamos θ(g) := g ·x0 la proyección canónica de G en G/K y θ∗ a la aplicación que a cada
f ∈ Cc(G/K) asocia una función sobre G dada por θ∗(f) = f ◦ θ como en (1.9), entonces todo operador
T integral como en (2.35) que sea G-invariante resulta de convolución en el sentido que

θ∗(Tu) = (θ∗(u)) ∗ F ∀u ∈ Cc(M). (2.36)

En lo anterior, mediante θ∗ hemos podido “levantar” funciones definidas sobre la variedad M a fun-
ciones definidas sobre el grupo G donde tenemos un producto y por lo tanto tiene sentido la convolución.
El hecho que el núcleo F del operador T (o del operador “levantado” a G) sea bi-K-invariante puede
recordarse y visualizarse con el siguiente ejemplo. Hay que tener presente que el hecho de ser invariante a
derecha por K permite identificarlo con una función en el cociente G/K 'M . La invarianza a izquierda
por K hace que además sea una función constante en las órbitas del espacio M dadas por la acción del
subgrupo K.

Ejemplo 2.53. Consideremos M = R2 como espacio homogéneo con respecto a G = M(2) = SO(2)nR2

(como en el ejemplo 1.14 para n = 2). Sabemos que K = SO(2) se identifica con el estabilizador de
un punto en el plano por la acción de rotación y traslación. Precisamente consideremos K = G0 el
estabilizador del origen de coordenadas de R2.

Notar que por tener un producto semidirecto

(k, x) = (I, x)(k, 0) ∀x ∈ R2, ∀k ∈ SO(2). (2.37)

Aśı, las funciones u sobre R2 pueden pensarse como funciones u sobre G que son invariantes a derecha
por K y viceversa:

u(k, x) = u((I, x)(k, 0)) = u(I, x) = u(x) ∀x ∈ R2, ∀k ∈ SO(2).

En este caso M = R2 es un grupo además de una variedad y no precisaremos de la aplicación θ∗. Sea T
un operador integral definido como en (2.35)

Tu(x) :=

∫
R2

Φ(x, y)u(y) dy ∀u ∈ Cc(R2),
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para Φ : R2 × R2 → C continua. Hemos visto recientemente en el Teorema 2.50 que si T conmuta con
traslaciones entonces

Φ(x, y) = F (x− y)

para una función regular F : R2 → C (o para una función definida sobreG, invariante a derecha porK). La
acción del grupo G = SO(2)nR2 sobre M = R2 es tanto por traslaciones como por rotaciones. Entonces,
si además de ser T invariante por traslaciones, es invariantes por rotaciones, nos preguntamos ¿Tendrá el
núcleo F alguna particularidad? Por lo que vimos anteriormente, ya anticipamos que la respuesta es ¡Śı!
El núcleo F siempre será una función constante en las órbitas de R2 por la acción del estabilizador del
0, que es isomorfo a SO(2). Es decir, será una función invariante por rotaciones o dicho de otro modo,
radial.

Para convencernos de esto veamos primero a nivel “algebraico” qué significa que una función sobre
G sea bi-K-invariante en este ejemplo. Vimos que de (2.37) las funciones sobre G, invariantes a derecha
por K, pueden pensarse como funciones de (I, x). Usando la expresión del producto semidirecto tenemos

(k, 0)(I, x) = (k, k · x) ∀x ∈ R2, ∀k ∈ SO(2). (2.38)

Luego, si además una función es invariante a izquierda por K, usando nuevamente (2.37) y ahora también
(2.38) tenemos que las funciones sobre G, bi-K-invariantes son funciones en (I, x) (es decir en R2) tales
que

F (I, x) = F ((k, 0)(I, x)) = F ((k, k · x)) = F (I, k · x) para todo k ∈ K.
Por lo tanto, se identifican con funciones sobre R2, invariantes por la acción de K.

Ahora nos convenzamos a nivel “intuitivo”. Volvamos a la Figura 2.6. De alĺı podemos afirmar que
el núcleo F es la salida por medio de operador T de la “función impulso” δ. Como vemos en la Figura
2.8, esta es invariante ante rotaciones. Entonces, si la rotamos de cualquier forma, su salida por T será
siempre la misma debido a que T conmuta con rotaciones. Luego, F es también una función radial.

Figura 2.8: La “función impulso” en R2 es invariante por rotaciones.

Una de las motivaciones de esta tesis es estudiar una generalización de la transformada de Fourier para
poder expresar como en (2.34) a operadores que son de convolución. Nos interesarán operadores como en
(2.36), es decir, operadores invariantes por la acción de un grupo G y que estén aplicados sobre espacios
de funciones de una variedad homogénea. En el próximo caṕıtulo estudiaremos espacios que conforman
los núcleos F de convolución de estos operadores (es decir, funciones F sobre G que son bi-K-invariantes).
Esto corresponde a la teoŕıa clásica del análisis esférico ya que todas las funciones involucradas son a
valores escalares. Posteriormente, los problemas que estudia esta tesis tienen que ver con operadores de
convolución aplicados sobre espacios de funciones a valores vectoriales sobre una variedad homogénea.

2.4. Pares de Gelfand, funciones esféricas y transformada de
Fourier esférica

Pares de Gelfand

Sea G un grupo topológico localmente compacto y Hausdorff con medida de Haar a izquierda dx y
sea K un subgrupo compacto de G.
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Definición 2.54. Decimos que (G,K) es un par de Gelfand si el álgebra de convolución L1(G)] es
conmutativa.

Ejemplo 2.55. G un grupo abeliano y K = {e}. (Ver Teorema 2.35.)

Proposición 2.56. [Dij, Proposición 6.1.2] Si (G,K) es un par de Gelfand, entonces G es unimodular.

En la Sección 2.1 hemos supuesto por simplicidad G unimodular pues teńıamos en mente esta propo-
sición,

Criterio 2.57. [Dij, Proposición 6.1.3] Si existe un automorfismo involutivo Θ de G que satisface

x−1 ∈ KΘ(x)K ∀x ∈ G,

entonces (G,K) es un par de Gelfand.

Ejemplo 2.58. Sea g un álgebra de Lie semisimple y B su forma de Killing. Una involución Θ de g
es un automorfismo del álgebra de Lie de g tal que Θ ◦ Θ es la función identidad. Una involución se
dice de Cartan si BΘ(X,Y ) := −B(X,Θ(Y )) es una forma bilineal definida positiva. Por ejemplo, la
transformación identidad es trivialmente una involución y es la única involución de Cartan de un álgebra
de Lie semisimple g si y sólo si la forma de Killing de g es definida negativa si y sólo si g es el álgebra
de Lie de un grupo de Lie compacto semisimple. Dado G un grupo de Lie semisimple, siempre existe
una involución de Cartan Θ en su álgebra de Lie g y es única salvo conjugación por automorfismos
interiores (cf. [Kn, Corolarios 6.18 y 6.19]). Sean k y p los autoespacios asociados a los autovalores 1 y
−1, respectivamente, del operador Θ. Entonces escribimos g = k+ p y esta se llama la descomposición de
Cartan de g. Sea K el grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de Lie k. Supongamos que el centro
de G es finito. Por [Kn, Teorema 6.31] tenemos que

existe en G un automorfismo de grupos de Lie cuya diferencial es Θ, que por abuso de notación
también llamaremos Θ y tal que Θ ◦Θ es la aplicación identidad;

el subgrupo de G fijado por Θ es K y este es el subgrupo compacto maximal de G;

la aplicación

K × p −→ G

(k,X) 7−→ exp(X)k

es un difeomorfismo global, por lo que podemos ponerG = PK, donde P = exp(p) (“descomposición
polar”).

Se obtiene la descomposición G = KAK, donde A = exp(a) para cualquier subálgebra abeliana maximal
a contenida en p. El par (G,K) se llama par simétrico y a partir de lo anterior y del Criterio 2.57 se ve
que es un par de Gelfand.

Teorema 2.59. [BJR1, Teorema A] Sea N un grupo de Lie nilpotente, conexo, simplemente conexo y
K un subgrupo compacto y conexo de automorfismos de N . Si (K n N,K) es un par Gelfand entonces
N es (a lo sumo) dos pasos nilpotente.

Este resultado se deduce de [BJR1, Teorema 1.12] que establece que (K n N,K) es de Gelfand si y
sólo si el producto (como conjuntos) de K-órbitas en N es conmutativo, es decir, si y sólo si para todo
x, y ∈ N

(K · x)(K · y) = (K · y)(K · x),

donde K · x := {k · x | k ∈ K} y el producto de conjuntos es como en (1.6). Esto es reminiscente del
Teorema 2.35.

La teoŕıa de representaciones nos aportará un nuevo criterio. Antes de enunciarlo veamos algunas
nociones y resultados preliminares.

Sea (π,Hπ) una representación unitaria de G. Asociada a π tenemos una representación del álgebra
L1(G) definida por

〈π(f)v, w〉Hπ :=

∫
G

f(g)〈π(g)v, w〉Hπdg ∀v, w ∈ Hπ, f ∈ L1(G). (2.39)



80 CAPÍTULO 2. PARES DE GELFAND

Es una representación ya que
π(f ∗ g) = π(f)π(g).

Esta representación de L1(G) es “no-degenerada” en el sentido que si v ∈ Hπ es tal que π(f)v = 0 para
toda f ∈ L1(G), entonces v = 0. Más aún, es irreducible si y sólo si (π,Hπ) lo es.

Decimos que un vector v ∈ Hπ es fijado por K si π(k)v = v para todo k ∈ K. Indicamos por Hπ(K)
al subespacio cerrado de Hπ constituido por tales vectores.

Observación 2.60. El operador

PKπ :=

∫
K

π(k) dk (2.40)

es el proyector ortogonal de Hπ en Hπ(K). Además, una función f ∈ L1(G) es

(i) K-invariante a derecha si y sólo si, para cada representación π ∈ Ĝ, π(f) = π(f) ◦ PKπ ;

(ii) K-invariante a izquierda si y sólo si, para cada representación π ∈ Ĝ, π(f) = PKπ ◦ π(f);

(iii) bi-K-invariante si y sólo si, para cada representación π ∈ Ĝ, π(f) = PKπ ◦ π(f) ◦ PKπ .

En general, dada f ∈ L1(G), sea

f ](x) :=

∫
K×K

f(k1xk2) dk1 dk2 (∀x ∈ G), (2.41)

entonces PKπ ◦ π(f) ◦ PKπ = π(f ]).

Lema 2.61. [Dij, Lema 6.2.1] Sea (π,Hπ) ∈ Ĝ. Para f ∈ L1(G)], sea π|K (f) la restricción de π(f) a

Hπ(K). Entonces, o bien Hπ(K) = {0} o bien π|K define una representación irreducible de L1(G)].

Las funciones de tipo positivo se utilizarán para probar los siguientes dos teoremas.

Teorema 2.62 (Teorema de Gelfand-Raikov). [Fo, Teorema 3.34] Si G es un grupo topológico localmente
compacto, toda representación unitaria irreducible de G separa puntos en G. Esto es, dados x0 e y0 puntos
distintos en G, existe una representación unitaria irreducible π de G tal que π(x) 6= π(y).

Demostración. Procederemos por absurdo. Sea z0 = x−1
0 y0. Supongamos que no podemos separar z0 de

e, es decir, π(z0) = π(e) para toda (π,Hπ) ∈ Ĝ. Por lo tanto, para cada g ∈ G se tiene que

π(gz0) = π(g) ∀π ∈ Ĝ. (2.42)

Asociada a cada (π,Hπ) ∈ Ĝ definimos una función

ϕπ(g) := 〈επ, π(g)επ〉Hπ (∀g ∈ G), (2.43)

donde επ es un vector arbitrario de Hπ ya que como π es irreducible, todos sus vectores son ćıclicos.
Cada una de estas funciones de tipo positivo, satisface ϕπ = Rz0ϕπ (por (2.42)) y ϕπ ∈ E(C0(G)) (por
el Teorema 2.31). Por el teorema de Krein–Milman (2.29) toda función ϕ ∈ C0(G) es Rz0 -invariante.
Consideramos V un entorno de e simétrico, es decir, V = V −1 y tal que z0 6∈ V 2 (esto siempre lo
podemos conseguir ya que la topoloǵıa de G es Hausdorff). Sea χV la función caracteŕıstica de V y sea

ϕ := χV ∗ χ∗V = χV ∗ χV .

Por la Observación 2.17 sabemos que dicha función ϕ es de tipo positivo. Además, ϕ(e) = 1 y ϕ(z0) = 0.
Pero a su vez ϕ(e) = ϕ(z0) y por lo tanto hemos llegado a una contradicción.

Teorema 2.63. Sea f ∈ L1(G). Si π(f) = 0 para toda π ∈ Ĝ, entonces f = 0.

Demostración. La prueba de este resultado es similar a la prueba del teorema anterior.
Sea f ∈ L1(G) tal que π(f) = 0 para toda (π,Hπ) ∈ Ĝ. Entonces, para todo x ∈ G,

π (Lxf) = 0 ∀π ∈ Ĝ (2.44)
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pues

〈π (Lxf) v, w〉Hπ =

∫
G

f(x−1y)〈π(y)v, w〉Hπ dy

= 〈π (f) v, π(x−1)w〉Hπ ∀v, w ∈ Hπ.

Para cada π ∈ Ĝ consideramos la función como en (2.43): ϕπ(g) := 〈επ, π(g)επ〉Hπ para algún επ ∈ Hπ.
Por (2.44), para cada x ∈ G

f ∗ ϕπ(x−1) =

∫
G

Lxf(y)ϕπ(y−1) dy

= π(Lxf) = 0.

Análogamente a lo argumentado en la prueba anterior, por el teorema de Krein-Milman, para toda
ϕ ∈ C0(G) se cumple f ∗ ϕ = 0.

Sea V un entorno de e tal que V = V −1 y sea χV su función caracteŕıstica. Sea {hn} una aproximación
de la identidad en G, con hn ∈ L1(G)∩ Ļ2(G) (∀n ∈ N). Luego, {hn∗h∗n} es también una aproximación de
la identidad en G donde cada hn∗h∗n es de tipo positivo. Entonces tenemos por un lado que f∗(hn∗h∗n) = 0
para todo n ∈ N y por otro lado que f ∗ (hn ∗ h∗n) tiende a f en L1(G). Por lo tanto f = 0 en L1(G).

Criterio 2.64. [Dij, Proposición 6.3.1] El par (G,K) es de Gelfand si y sólo si para toda (π,Hπ) ∈ Ĝ
se tiene que dim(Hπ(K)) ≤ 1.

Funciones esféricas

Sea (G,K) un par de Gelfand. Buscaremos determinar los caracteres del álgebra conmutativa L1(G)].
Comenzaremos por la caracterización de su espacio dual.

Lema 2.65. Todos los funcionales lineales y continuos de L1(G)] son de la forma

Λ(f) =

∫
G

f(x)φ(x) dx,

con φ ∈ L∞(G)]. Además, ‖Λ‖ = ‖φ‖∞.

Demostración. Sea Λ un funcional lineal continuo de L1(G)]. Por el teorema de Hahn-Banach se extiende
a L1(G) y este, a partir del teorema de representación de Riesz, es de la forma

Λ(f) =

∫
G

f(x)ψ(x) dx ∀f ∈ L1(G)

para alguna ψ ∈ L∞(G) y ‖Λ‖ = ‖ψ‖∞. Consideramos

φ(x) :=

∫
K×K

ψ(k1xk2) dk1 dk2 ∈ L∞(G)].

Si f ∈ L1(G)], ∫
G

f(x)φ(x) dg =

∫
G

f(x)

∫
K×K

ψ(k1xk2) dk1 dk2 dx

=

∫
K×K

∫
G

f(k−1
1 xk−1

2 )ψ(x) dx dk1 dk2

=

∫
G

f(x)ψ(x) dx

= Λ(f).

Además, |Λ(f)| ≤ ‖f‖1‖φ‖∞. Por otra parte, de la definición de φ tenemos que ‖φ‖∞ ≤ ‖ψ‖∞, por lo
cual ‖Λ‖ = ‖φ‖∞.
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Definición 2.66. Una función φ ∈ L∞(G)] se dice esférica si el funcional lineal

χφ(f) :=

∫
G

f(x)φ(x−1) dx ∀f ∈ L1(G) (2.45)

es un carácter no-trivial del álgebra de convolución L1(G)], es decir,

χφ(f ∗ g) = χφ(f) χφ(g) ∀f, g ∈ L1(G)].

En la literatura a veces no se requiere la hipótesis φ ∈ L∞ sino que φ sea una función continua. Si
bien veremos que pedir φ ∈ C(G) es más general que la condición φ ∈ L∞(G), optamos por requerir
acotación de las funciones esféricas. Fundamentamos esto a partir de recordar una de las motivaciones
originales de esta tesis: Lo que relamente estamos buscando son funcionales lineales de subálgebras de
funciones integrables que permitan diagonalizar simultáneamente a ciertos operadores y por el teorema
de representación de Riesz el espacio dual de L1(G) se identifica con L∞(G).

A la siguiente caracterización de las funciones esféricas la llamamos “propiedad exponencial” por ser
la relación funcional que generaliza la propiedad de las funciones exponenciales, ei〈x+y,ξ〉 = ei〈x,ξ〉ei〈y,ξ〉,
que son los caracteres de L1(Rn).

Proposición 2.67. [Dij, Proposición 6.1.5] Una función φ ∈ L∞(G)] es esférica si y sólo si coincide
p.p. con una función continua tal que ∫

K

φ(xky) dk = φ(x)φ(y), (2.46)

donde dk denota la medida de Haar de K normalizada. En particular, φ(e) = 1.

Demostración. Sea φ una función continua, acotada, bi-K-invariante y que satisface (2.46). Sean f, g ∈
L1(G)], ∫

G

f(x)φ(x−1) dx

∫
G

g(y)φ(y−1) dy =

∫
G×G

∫
K

f(x)g(y)φ(x−1ky−1) dk dx dy

=

∫
G×G

∫
K

f(x)g(y−1k)φ(x−1y) dk dx dy

=

∫
G×G

f(x)g(x−1y)φ(y−1) dx dy

=

∫
G

f ∗ g(y)φ(y−1) dy.

Por lo tanto el funcional lineal χφ definido por (2.45) es multiplicativo.
Rećıprocamente, sea φ ∈ L∞(G)] tal que el funcional lineal χφ es multiplicativo. Para cada f ∈ L1(G)

consideramos f ] ∈ L1(G)] como en (2.41). Sean f, g ∈ L1(G),

χφ(f ] ∗ g]) =

∫
G

f ] ∗ g](x)φ(x−1) dx

=

∫
G×G

∫
K×K

∫
K×K

f(k1yk2)g(k′1y
−1xk′2)φ(x−1) dk1 dk2 dk

′
1 dk

′
2 dy dx

=

∫
G×G

∫
K

f(y)g(x)φ(x−1ky−1) dk dy dx.

Esta expresión debe ser igual a

χφ(f ]) χφ(g]) =

∫
G

f ](y)φ(y−1) dy

∫
G

g](x)φ(x−1) dx

=

∫
G

f(y)φ(y−1) dy

∫
G

g(x)φ(x−1) dx

=

∫
G×G

f(y)g(x)φ(y−1)φ(x−1) dy dx.
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Como f y g son funciones arbitrarias en L1(G), se tiene que φ satisface (2.46).

Por último, dadas f ∈ L1(G) y g ∈ L1(G)] tenemos por un lado

χφ(f ] ∗ g) =

∫
G×G

∫
K

f(y)g(x)φ(x−1ky−1) dk dy dx

=

∫
G×G

∫
K

f(y)g(kx)φ(x−1y−1) dk dy dx

=

∫
G×G

f(y)g(x)φ(x−1y−1) dy dx

y por otro lado

χφ(f ]) χφ(g) =

∫
G×G

f(y)g(x)φ(y−1)φ(x−1) dy dx.

Nuevamente, como f ∈ L1(G) es arbitraria,

χφ(g)φ(x−1) =

(∫
G

g(x)φ(x−1) dx

)
φ(y−1) =

∫
G

g(x)φ(x−1y−1) dx = (g∗φ)(y−1) para casi todo y ∈ G.

Como g ∗ φ es una función continua, eligiendo g tal que χφ(g) 6= 0, se deduce que φ es una función
continua en casi todo punto.

Corolario 2.68. [Dij, Proposición 6.1.6] Una función φ ∈ L∞(G)] es esférica si y sólo si

(i) φ(e)=1.

(ii) para toda f ∈ L1(G)] existe un número complejo χ(f) tal que f ∗ φ = χ(f)φ.

Demostración. De la prueba de la proposición anterior sabemos que si φ es esférica entonces satisface (i)
y (ii) con χ(f) = χφ(f) (∀f ∈ L1(G)]). Rećıprocamente, si φ satisface (i) y (ii), la aplicación

f 7−→
∫
G

f(y)φ(y−1) dy = χ(f)

resulta un carácter no-trivial de L1(G)]. En efecto, dadas f, g ∈ L1(G)],

χ(f ∗ g) = χ(f ∗ g)φ(e) = (f ∗ g) ∗ φ(e) =

∫
G×G

f(x)g(x−1y)φ(y−1) dx dy

=

∫
G×G

f(x)g(y)φ(y−1x−1) dx dy

=

∫
G

f(x)g ∗ φ(x−1) dx

=

(∫
G

f(x)φ(x−1) dx

)
χ(g) = χ(f)χ(g)φ(e) = χ(f)χ(g).

Observación 2.69. Si φ : G → S1 es un homomorfismo continuo, entonces φ(K) es un subgrupo
compacto de S1, por lo tanto φ(K) = {1} y además φ es una función esférica.

Transformada de Fourier esférica

Teorema 2.70. El espectro de Gelfand Σ del álgebra L1(G)] es el espacio de funciones esféricas con la
topoloǵıa compacto-abierta, es decir, donde una base de entornos de φ0 ∈ Σ está dada por los conjuntos

Uφ0(ε, C) := {φ ∈ Σ : |φ(x)− φ0(x)| < ε, ∀x ∈ C}

variando ε > 0 y subconjuntos compactos C en G.
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Demostración. Por definición, la topoloǵıa de Gelfand es la restricción a Σ de la topoloǵıa débil del dual
del álgebra, que hemos identificado con L∞(G)] por el Lema 2.65. Sea

Vφ0
(ε, f1, ..., fn) =

{
φ ∈ Σ :

∣∣∣∣∫
G

fjφ−
∫
G

fjφ0

∣∣∣∣ < ε ∀j = 1, ..., n

}
, donde ε > 0 y f1, ..., fn ∈ L1(G)]

un entorno de φ0 con la topoloǵıa de Gelfand. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ‖fj‖1 = 1
para cada j = 1, ..., n. Sea C ⊂ G compacto tal que

∫
Cc
|fj | < ε/3 para cada j = 1, ..., n. Si φ ∈

Uφ0
(ε/3, C), ∣∣∣∣∫

G

fjφ−
∫
G

fjφ0

∣∣∣∣ ≤ ∫
Cc
|fj | |φ− φ0|+

∫
C

|fj | |φ− φ0|

< 2

∫
Cc
|fj |+

ε

3

∫
G

|fj |

< ε.

Por lo tanto, Uφ0(ε/3, C) ⊆ Vφ0(ε, f1, ..., fn).
Veamos ahora que cada entorno de φ0 de la topoloǵıa compacto-abierta contiene un entorno de la

topoloǵıa débil.
Observemos primero que para toda f ∈ L1(G)] y φ ∈ Σ,

φ(x)

∫
G

f(y)φ(y) dy =

∫
G

∫
K

f(y)φ(xky) dy

=

∫
G

∫
K

f(k−1y)φ(xy) dy

=

∫
G

f(y)φ(xy) dy

=

∫
G

Lx(f)(y)φ(y) dy.

A partir de esto, mostremos que la aplicación

G× Σ −→ C

(x, φ) 7−→ φ(x) (2.47)

es continua considerando en Σ la topoloǵıa de Gelfand: Fijemos f ∈ L1(G)] tal que
∫
G
fφ0 = 1, entonces

φ(x)− φ0(x0) =

∫
G

f(y)φ0(y) dy −
∫
G

Lx0
(f)(y)φ0(y) dy

= φ(x)

∫
G

f(y) (φ0(y)− φ(y)) dy

+

∫
G

(Lx(f)(y)− Lx0
(f)(y))φ(y) dy

+

∫
G

Lx0
(f)(y) (φ(y)− φ0(y)) dy

y por lo tanto

|φ(x)− φ0(x)| ≤
∣∣∣∣∫
G

f(y) (φ0(y)− φ(y)) dy

∣∣∣∣+ ‖Lx(f)− Lx0
(f)‖1 +

∣∣∣∣∫
G

Lx0
(f)(y) (φ(y)− φ0(y)) dy

∣∣∣∣ ,
desde donde se puede deducir la continuidad de (2.47).

Ahora śı tomemos un entorno Uφ0
(ε, C) de φ0 en la topoloǵıa compacto-abierta. Para cada y ∈ C

existen un entorno V (y) de φ0 en la topoloǵıa de Gelfand y un entorno B(y) de y en G tales que
|φ(x) − φ0(y)| < ε/2 ∀φ ∈ V (y) y ∀x ∈ B(y). Elegidos y1, ..., yn ∈ C tales que {B(yj)}1≤j≤n sea un
cubrimiento de C, ponemos V = ∪nj=1V (yj) y se obtiene, para φ ∈ V y x ∈ B(yj)

|φ(x)− φ0(x)| ≤ |φ(x)− φ0(yj)| + |φ0(yj)− φ0(x)| < ε,

y aśı V ⊆ Uφ0
(ε, C).
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Definición 2.71. Sea (G,K) un par de Gelfand. Se llama transformada de Fourier esférica a la trans-
formada de Gelfand relativa al álgebra L1(G)] con el producto de convolución. Será denotada por F
y expĺıcitamente, si f ∈ L1(G)], su transformada de Fourier esférica la función definida sobre Σ en la
siguiente forma:

F(f)(φ) :=

∫
G

f(x)φ(x−1) dx (∀φ ∈ Σ).

Propiedades 2.72. La transformada de Fourier esférica satisface las siguientes propiedades:

(i) es lineal, es decir F(af + bg) = aF(f) + bF(g) ∀f, g ∈ L1(G)] y ∀a, b ∈ C;

(ii) F(f) ∈ C0(Σ) y ‖F(f)‖∞ ≤ ‖f‖1 para toda f ∈ L1(G)];

(iii) F(f ∗ g) = F(f) F(g) ∀f, g ∈ L1(G)], es decir, F : L1(G) −→ C0(Σ) y es continua;

(iv) f ∗ φ = F(f)φ para toda f ∈ L1(G)] y para toda φ ∈ Σ;

(v) si φ ∈ Σ, entonces φ∗ ∈ Σ y vale la identidad F(f∗)(φ) = F(f)(φ∗) para toda f ∈ L1(G)].

Funciones esféricas de tipo positivo

Lema 2.73. [Dij, Lema 6.2.2] Sea (π,Hπ) ∈ Ĝ, sea ε ∈ Hπ un vector ćıclico de dicha representación y
sea ϕ(x) := 〈ε, π(x)ε〉Hπ . La función ϕ es bi-K-invariante si y sólo si ε ∈ Hπ(K).

Teorema 2.74. [Dij, Teorema 6.2.5] Sea ϕ una función de tipo positivo y bi-K-invariante. La función
ϕ es esférica si y sólo si ϕ es extremal (ϕ ∈ C1(G)).

En consecuencia existe una correspondencia biuńıvoca entre las clases de equivalencia de representa-
ciones unitarias e irreducibles de G que tienen un vector ćıclico K-fijo y las funciones esféricas de tipo
positivo.

Observación 2.75. Por el teorema de Stone-Weierstrass la imagen de F resulta densa en C0(Σ). Por otra

parte, F es inyectiva. En efecto, dada f ∈ L1(G)] tal que f 6= 0, por el Teorema 2.63 existe (π,Hπ) ∈ Ĝ
tal que π(f) 6= 0 y Hπ(K) 6= {0}. Por lo tanto se puede concluir que existe una función esférica de tipo
positivo φ, tal que F(φ) 6= 0.

A partir de un teorema análogo al de Bochner 2.34, usando fuertemente la conmutatividad del álgebra
de convolución L1(G)], es posible probar el siguiente teorema de inversión. Sea Σ+ el conjunto de funciones
esféricas de tipo positivo del par de Gelfand (G,K) con la topoloǵıa débil viéndolo como subespacio de
(L1(G))′. Sean Cc(G)] y L2(G)] los subespacios de funciones Cc(G) y L2(G), respectivamente, que son
bi-K-invariantes y V(G)] el conjunto de todas las combinaciones lineales complejas de funciones continuas
de tipo positivo sobre G que son bi-K-invariantes.

Teorema 2.76. [Dij, Teorema 6.4.5] Sea (G,K) un par de Gelfand, entonces existe una única medida
positiva ν en Σ+ tal que para toda f ∈ V(G)] se tiene que F(f) ∈ L1(Σ+, ν) y

f(x) =

∫
Σ+

F(f)(ϕ) ϕ(x) dν(ϕ) ∀x ∈ G.

Teorema 2.77. [Dij, Teorema 6.4.6][Teorema de Plancherel para pares de Gelfand] Sea (G,K) un par
de Gelfand y sea ν la medida dada por el Teorema 2.76, entonces para toda f ∈ Cc(G)] (bi-K-invariante)
se tiene que F(f) ∈ L2(Σ+, ν) y ∫

G

|f(x)|2 dx =

∫
Σ+

|F(f)(ϕ)|2 dν(ϕ).

Más aún, la transformada de Fourier esférica F se extiende de Cc(G)] a L2(G)] dando un isomorfismo
isométrico entre L2(G)] y L2(Σ+, ν).

Definición 2.78. La medida ν dada por el Teorema 2.76 es la llamada medida de Plancherel del par de
Gelfand (G,K).
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Observación 2.79. En el caso en que G sea abeliano si f ∈ Cc(G), entonces F := f ∗ f∗ ∈ Cc(G) y es
de tipo positivo. Por el teorema de Bochner (Teorema 2.34), F está asociada a una medida µF soportada

sobre Ĝ. La relación entre la medida de Plancherel ν, que también estará soportada en Ĝ, y el teorema de
Bochner viene dada por una aplicación de teorema de representación de Riesz que resulta en la identidad∫

Ĝ

|F(f)(ϕ)|2 h(ϕ) dν(ϕ) =

∫
Ĝ

h(ϕ) dµF (ϕ) ∀h ∈ Cc(Ĝ)

y en particular se deduce la fórmula de Plancherel∫
Ĝ

|F(f)(ϕ)|2dν(ϕ) =

∫
Ĝ

dµF (ϕ) = F (e) = f ∗f∗(e) =

∫
G

f(x)f∗(x−1)dx =

∫
G

f(x)f(x)dx =

∫
G

|f(x)|2dx.

2.5. Ejemplos

El par (Rn, {0}) es trivialmente un par de Gelfand y la transformada esférica es la transformada de
Fourier “clásica”.

Recuperemos los ejemplos 1.14 y 1.15 y desarrollemos en ellos el análisis esférico (ver, por ejemplo,
referencia [Dij]).

Ejemplo 2.80. Recordemos que hab́ıamos denotado M(n) = SO(n) n Rn. El par (M(n),SO(n)) es de
Gelfand ya que por ejemplo podemos aplicar el Criterio 2.57 con

Θ(k, x) := (k,−x).

Las funciones sobre M(n), bi-SO(n)-invariantes se identifican con funciones sobre Rn invariantes por
la acción de SO(n), es decir, con funciones radiales. Más aún, el álgebra de Banach L1(M(n))] con
su producto de convolución, se identifica con la subálgebra de L1(Rn) de las funciones radiales con su
respectivo producto de convolución, que llamaremos L1(Rn)radiales.

Las funciones esféricas (acotadas) del par de Gelfand (M(n),SO(n)) son funciones ϕ : Rn → C radiales
caracterizadas por dos propiedades según el Corolario 2.68. A partir de ellas y del hecho de que el operador
Laplaciano en Rn

∆ =

n∑
i=1

∂2

∂x2
i

conmuta con rotaciones, se puede ver que las funciones esféricas son funciones ϕ ∈ C∞(Rn) que satisfacen
la ecuación diferencial

∆ϕ = −s2ϕ

ϕ(0) = 1,

para s ∈ R (cf. [Dij, Teorema 7.1.1 y Proposición 7.1.2]). Observar rápidamente que ϕs = ϕ−s. Más
aún, como función de r ∈ [0,∞), cada ϕs de autovalor −s2 (para algún s ∈ [0,∞)) satisface la ecuación
diferencial ordinaria

d2ϕ

dr2
(r) +

n− 1

r

dϕ

dr
(r) = −s2 ϕ(r)

con la misma condición inicial de antes. Entonces ϕ1(r) es un múltiplo de

Jn−2
2

(r)(
r
2

)n−2
2

donde

Jα(x) :=

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(k + α+ 1)

(x
2

)2k+α

(2.48)

es la función de Bessel de primera especie y orden α (ver Figura 2.9) siendo Γ la función Gamma. Para
s ∈ [0,∞)

ϕs(r) = ϕ1(sr).
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Figura 2.9: Funciones de Bessel Jα.

Por su parte una fórmula integral para dichas funciones esféricas está dada por

ϕs(x) =

∫
Sn−1

e−is〈x,ξ〉 dµ(ξ) (2.49)

donde µ es la medida normalizada de la esfera unitaria Sn−1 en Rn y 〈·, ·〉 es el producto interno canónico
en Rn. O equivalentemente,

ϕs(r) =
Γ(n2 )

√
πΓ(n−1

2 )

∫ 1

−1

eisrt(1− t2)
n−3
2 dt

=
Γ(n2 )

√
πΓ(n−1

2 )

eisr

r
n−1
2

∫ 2r

0

e−isuu
n−3
2 (2− u

r
)
n−3
2 du.

Veamos también la caracterización de las funciones esféricas como entradas matriciales de represen-
taciones de M(n). A partir de la teoŕıa de Mackey revisada en la Sección 1.2.5, sea ωσ,R la representación

inducida por una representación (σ, Vσ) ∈ ̂SO(n− 1) y un carácter χR de Rn asociado al vector Re1 ∈ Rn
para R ∈ (0,∞) =: R>0. La representación inducida ωσ,R actúa por traslaciones a izquierda sobre fun-
ciones

f : M(n)→ Vσ de cuadrado integrable sobre M(n)/(SO(n− 1) nRn) ' SO(n)/ SO(n− 1) ' Sn−1

con las propiedades

f((h, 0)g) = σ(h)f(g) para todo h ∈ {k ∈ SO(n) | k · e1 = e1} ' SO(n− 1) y todo g ∈ M(n) y

f((I, x)g) = χR(x)f(g) para todo x ∈ Rn y todo g ∈ M(n).

Por tener un producto semidirecto resulta que, para todo (k, x) ∈ M(n), cada una de estas funciones
cumple

f(k, x) = f((I, x)(k, 0)) = χR(x)f(k, 0) = χR(x)L(k−1,0)(f(I, 0)) = χR(x)ωσ,R(k−1, 0)(f(I, 0)).

Por lo tanto, si buscamos un vector K-fijo por la representación ωσ,R podemos considerar

χR(x).

Luego la función esférica asociada a ωσ,R es su entrada matricial dada por el vector χR(x), es decir,

ϕR(x) = 〈χR, ωσ,R(I, x)χR〉L2(Sn−1)

Proposición 2.81. [Dij, Proposición 7.1.3] Todas las funciones esféricas (acotadas) del par de Gelfand
(M(n),SO(n)) resultan de tipo positivo.
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La transformada de Fourier esférica de este par es

F(f)(ϕ2πis) =

∫
Rn
f(x)ϕ2πis(−x) dx ∀s ∈ [0,∞). (2.50)

Denotaremos directamente F(f)(ϕ2πis) = F(f)(s) para todo s ∈ [0,∞). Calculemos, por último, la
medida de Plancherel asociada a este par de Gelfand. Sea f ∈ L1(Rn) una función radial. Su transformada

de Fourier (clásica) (2.29) será denotada aqúı por f̂ y resulta una nueva función radial. Por abuso de

notación escribiremos f̂(s) para s ∈ [0,∞). Por simplicidad en la notación de aqúı en más no pondremos

la constante 2π ni en (2.29) ni en (2.50). Podemos observar que las transformadas de Fourier f̂ y de
Fourier esférica F(f) de f están relacionadas. En efecto, de la expresión integral (2.49) obtenemos

F(f)(s) =

∫
Rn
f(x)

∫
Sn−1

e−is〈x,ξ〉 dµ(ξ)

= f̂(s).

Por lo tanto, si f a su vez es suficientemente regular, usando la fórmula de inversión asociada a la
transformada de Fourier clásica tenemos que

f(x) =

∫
Rn
f̂(x)ei〈ξ,x〉 dξ

=
2π

n
2

Γ(n2 )

∫ ∞
0

F(f)(s)sn−1 ds.

Luego, la medida de Plancherel del par de Gelfand (M(n),SO(n)) es

2π
n
2

Γ(n2 )
sn−1 ds

sobre [0,∞), donde hemos identificado cada s con ϕs.
Por último, referimos al art́ıculo [Wo3] si uno está interesado en las funciones esféricas de cualquier

par (K nRn,K) donde K es un subgrupo cerrado de O(n).

Ejemplo 2.82. Analicemos otro par de Gelfand clásico: (SO(n+1),SO(n)). Recordemos que una función
f : V → W , entre espacios vectoriales V y W sobre un cuerpo F, se dice homogénea si ante cualquier
dilatación o contracción en su dominio dada por un parámetro no nulo λ ∈ F

V −→ V

x 7−→ λx,

la función sufre una dilatación o una contracción particular en su imagen

f(λx) = λαf(x) ∀x ∈ V,

para alguna constante α que no vaŕıa al cambiar de dilatación o contracción del espacio de salida V , es
decir, la constante α es la misma para todo λ. Dicha constante es llamada el grado de homogeneidad de
la función.

Sea P(R3) el espacio de polinomios en tres variables con coeficientes en C y a valores en C (polinomios
a valores escalares). Es claro que podemos descomponer

P(Rn+1) '
⊕
m

Pm(Rn+1),

donde Pm(Rn+1) denota el subespacio de P(Rn+1) de polinomios homogéneos R3 de grado m. A su vez,
cada uno de estos espacios se descompone naturalmente como

Pm(Rn+1) '
⊕
k

|x|2kHm−2k,

donde recordemos que Hk denota el espacio de polinomios armónicos y homogéneos de grado k. Esto
se deduce a partir de que el operador Laplaciano es suryectivo de Pm(Rn+1) en Pm−2(R3) y de que el
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operador |x|2∆, de Pm(Rn+1) en su imagen, es autoadjunto con respecto al producto interno en Pm(Rn+1)
definido por 〈P,Q〉 := P ( ∂

∂x )|x=0
Q para todo P,Q ∈ Pm(Rn+1), y su núcleo es exactamente el núcleo del

Laplaciano, es decir, Hm.
El espacio de las restricciones a la esfera Sn de los polinomios en Hm es el espacio de los armónicos

esféricos Hm. Como aplicación del teorema de Stone-Weierstrass ([Ru2, Teorema 7.26]) la suma ortogonal
⊕mHm es densa en L2(Sn). Además, como dijimos en la Sección 1.2.3, cada Hm es un espacio invariante e
irreducible bajo la acción de SO(n+1). La estrecha conexión entre la teoŕıa clásica de armónicos esféricos
y la de representaciones del grupo de rotaciones fue establecida por E. Cartan y H. Weyl. Cada Hm
contiene una función especial llamada función zonal que genera el espacio de vectores SO(n)-fijos y que
es ćıclica en Hm. Estas son funciones que dependen solamente de uno de los meridianos de la esfera Sn,
por lo que se pueden pensar como funciones de una sola variable e identificar el subespacio de funciones

zonales de L2(Sn) con L2([−1, 1], (1 − t)n−2
2 dt). El espacio de vectores SO(n)-fijos de la acción natural

de SO(n+ 1) en cada Hm es de dimensión uno y se puede ver que con este modelo las funciones zonales
coinciden con la entrada matricial de un vector fijo por SO(n) (ellas mismas) de dicha acción y por lo
tanto son funciones esféricas del par (SO(n+ 1),SO(n)). Para n = 2 tenemos los polinomios de Legendre
(ver figura 2.10) y para n ≥ 2 a los polinomios de Gegenbauer . (Como referencia revisar el libro clásico
[SW] o bien [Dij]).

Figura 2.10: Polinomios de Legendre.
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Caṕıtulo 3

Ternas de Gelfand (G,K, τ ) y pares
de Gelfand fuertes

En este caṕıtulo nos desprendemos de la teoŕıa clásica para adentrarnos al estudio de los objetos cen-
trales de esta tesis de doctorado. Sintéticamente extenderemos la noción de par de Gelfand. Seguiremos
principalmente los art́ıculos [Ca, God, RS].

Sea G un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto de G. (En realidad se puede suponer sola-
mente que G es grupo topológico localmente compacto y T2, pero a los fines de esta tesis consideraremos
que G es un grupo de Lie.) Sea τ una representación compleja de K actuando en el espacio vectorial Vτ
de dimensión finita dτ . Sea Ĝ (respectivamente, K̂) el conjunto de todas las clases de equivalencia de
representaciones unitarias irreducibles de G (respectivamente, de K). Todo fibrado vectorial homogéneo
sobre G/K es, salvo isomorfismo, de la forma Eτ = G ×τ Vτ (ver Teorema 1.38). El grupo G actúa en
G×τ Vτ según (1.11). Vimos en la Observación 1.41 que las secciones de Eτ se identifican naturalmente
con funciones u sobre G a valores en Vτ tales que

u(gk) = τ(k−1)u(g) ∀g ∈ G, k ∈ K. (3.1)

Denotamos por Γ(G×τ Vτ ), o simplemente por D al espacio de secciones de Eτ = G×τ Vτ de clase C∞

y de soporte compacto. El grupo G actúa en G×τ Vτ por la acción que induce (1.11) de acuerdo a (1.2),
es decir, por la acción regular a izquierda

(g̃ · u)(g) := u(g̃−1g) (u ∈ Γ(G×τ Vτ ), g̃, g ∈ G).

Hemos dicho en la introducción que la motivación central de esta tesis radica en dar una caracteriza-
ción, a partir del análisis esférico, de todos los operadores lineales T aplicados sobre el espacio de secciones
de Eτ , que conmutan con la acción de G en Eτ (ver [Kor]). Supondremos T : D → D′ lineal y continuo
(con la propiedad de ser G-invariante) ya que aśı abarcamos una gran cantidad de operadores definidos
sobre distintos espacios funcionales (en este sentido recordemos lo dicho en la Observación 2.49). Como
aplicación del teorema de núcleo de Schwartz, todos estos operadores T están uńıvocamente determinados
como operadores de convolución. En el caso en que los operadores T sean integrales, en el sentido que
están dados por

Tu(g) =

∫
G

Φ(g, x)u(h) dx,

donde Φ es una función y no una distribución, entonces su núcleo de convolución F será una función y
no una distribución. Concretamente, resultan de la forma

Tu(g) =

∫
G

F (x−1g)u(x) dx (3.2)

cuyo núcleo F es una función sobre G a valores en End(Vτ ) que satisface

F (k1gk2) = τ(k−1
2 )F (g)τ(k−1

1 ) ∀g ∈ G, k1, k2 ∈ K. (3.3)

Denotaremos T = TF . Sea

L1
τ,τ (G,End(Vτ )) := {F ∈ L1(G,End(Vτ )) | F satisface (3.3)}.

91
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Teorema 3.1. Los operadores de convolución TF con núcleo una función integrable F ∈ L1
τ,τ (G,End(Vτ ))

se pueden componer dando lugar a un nuevo operador de convolución

TF1
◦ TF2

= TF1∗F2
,

donde

F1 ∗ F2(g) :=

∫
G

F1(x−1g)F2(x) dx. (3.4)

Demostración. En efecto,

TF1
(TF2

(u))(g) =

∫
G

F1(x−1g) TF2
(u)(x) dx

=

∫
G

F1(x−1g)

∫
G

F2(y−1x) u(y) dy dx

=

∫
G

∫
G

F1(x−1y−1g)F2(x) dx u(y) dy

=

∫
G

F1 ∗ F2(y−1g) u(y) dy

= TF1∗F2
(u)(g),

donde en la tercera igualdad hemos intercambiado el orden de integración y usado la invarianza a izquierda
de la medida de Haar en la variable x.

Como F1, F2 ∈ L1(G,End(Vτ )), entonces F1 ∗F2 ∈ L1(G,End(Vτ )). Además, como F1 y F2 satisfacen
(3.3), también lo cumple F1 ∗ F2 ya que dados k1, k2 ∈ K, g ∈ G

F1 ∗ F2(k1gk2) =

∫
G

F1(x−1k1gk2) F2(x) dx

=

∫
G

τ(k−1
2 )F1((k−1

1 x)−1g) F2(x) dx

=

∫
G

τ(k−1
2 )F1(x−1g) F2(k1x) dx

=

∫
G

τ(k−1
2 )F1((k−1

1 x)−1g) F2(x)τ(k−1
1 ) dx

= τ(k1
2) F1 ∗ F2(g) τ(k−1

1 ),

donde en la tercera igualdad hemos usado la invarianza a izquierda de la medida de Haar de G.

El producto de convolución (3.4) da a L1
τ,τ (G,End(Vτ )) estructura de álgebra de Banach.

Observación 3.2. Un problema más general consiste en analizar operadores integrales T que aplican
secciones de un fibrado vetrorial homogéneo Eτ1 en secciones de otro de un fibrado vetrorial homogéneo
Eτ2 y que son G-invariantes (sugerimos como referencia [Kor]). En este caso la función F como en (3.2)
es tal que para cada g ∈ G, F (g) : Vτ1 → Vτ2 es un operador lineal y satisface

F (k1gk2) = τ2(k−1
2 )F (g)τ1(k−1

1 ) ∀g ∈ G, k1, k2 ∈ K.

Uno de los grandes objetivos tratado en art́ıculos como [Ca] y [RS] ha sido (y sigue siendo) reproducir
el análisis de Fourier esférico en el álgebra de convolución L1

τ,τ (G,End(Vτ )) con el fin de hallar su medida
de Plancherel y deducir una fórmula de inversión. Esto permitiŕıa “diagonalizar simultáneamente” el
conjunto de operadores integrales (por lo tanto lineales y continuos), G-invariantes, que se aplican a las
secciones integrables de un fibrado vectorial homogéneo sobre G/K. Entonces, como hemos visto en los
cursos de álgebra lineal, una condición necesaria para la diagonalización simultánea es que los operadores
deben conmutar. Esto es lo que motiva la siguiente definición que es central en esta tesis.

Definición 3.3. Sea G un grupo topológico y K un subgrupo compacto de G. Sea τ una representación
(compleja) unitaria irreducible de K. La terna (G,K, τ) se dice conmutativa (o de Gelfand) si el álgebra
L1
τ,τ (G,End(Vτ )) es conmutativa con el producto de convolución. Si además esto se cumple para toda

τ ∈ K̂, diremos que (G,K) es un par de Gelfand fuerte.
En particular, cuando τ es la representación trivial de K, la definición de terna conmutativa es

equivalente a decir que (G,K) es un par de Gelfand. En el caso en que τ sea un carácter de K y la terna
(G,K, τ) sea conmutativa, se llamará un par de Gelfand “twisted” o retorcido con respecto al carácter τ .
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Observación 3.4. En la definición anterior hemos hecho una reducción del problema al considerar sólo
representaciones unitarias irreducibles (τ, Vτ ) de K. En general, si (τ, Vτ ) es una representación unitaria
de dimensión finita de K, entonces se descompone en suma directa

Vτ =

n⊕
i=1

Vi

para algún n ∈ N, donde, si τi(k) := τ(k) : Vi → Vi (para todo k ∈ K), se tiene que (τi, Vi) es una
representaciones unitarias irreducibles de K para cada 1 ≤ i ≤ n. La relación de equivalencia que define
G×τ Vτ se puede ver como

(g, v1 + ...+ vn) ∼ (gk, τ1(k)−1v1 + ...+ τn(k)−1vn) para g ∈ G, vi ∈ Vi (1 ≤ i ≤ n) y ∀k ∈ K.

El espacio de secciones de Eτ se descompone en

Γ(G×τ Vτ ) = Γ(G×τ1 Vτ1)⊕ ...⊕ Γ(G×τn Vτn),

ya que dada u : G→ Vτ tal que u(gk) = τ(k)−1u(g) para todo g ∈ G y todo k ∈ K, si para cada g ∈ G
denotamos por (u(g))i la componente en Vi de u(g), se tiene que para cada 1 ≤ i ≤ n,

(u(gk))i = τi(k)−1(u(g))i (para todo g ∈ G y todo k ∈ K).

Ahora bien, dado un operador lineal que manda secciones de G ×τ Vτ en secciones de G ×τ Vτ , este
podŕıa “entrelazar” los espacios de secciones G×τi Vτi . Luego, con requerir que (G,K, τi) sea una terna
conmutativa para cada 1 ≤ i ≤ n no alcanza para decir que los operadores de convolución sobre las
secciones de G ×τ Vτ conmutan entre śı. Por eso decimos que pedir τ irreducible es una reducción del
problema original.

Un poco de historia... Como referencia para los siguientes párrafos referimos al art́ıculo [God]. El
primer ejemplo fue estudiado por V. Bargman en 1947 en su art́ıculo [Ba]. Alĺı se consideró el grupo
G = SL(2,R) y como K el subgrupo compacto maximal de G (que es unidimensional). Estudió funciones
F definidas sobre G tales que, para un dado carácter χ de K, satisfacen

F (kgk′) = χ(k)F (g)χ(k′) (3.5)

(similares a las que cumplen (3.3)). En particular, tales funciones aparecen cuando se consideran re-
presentaciones irreducibles de G. Esto se debe a que estas representaciones tienen coeficientes (entradas
matriciales) que cumplen dicha relación (3.5). Haciendo algunos cálculos se puede ver que estos pueden ser
identificados con funciones hipergeométricas particulares. En el caso que χ es el carácter trivial χ(k) = 1,
encontramos ciertas funciones de Legendre. Estas presentan tres importantes caracteŕısticas:

satisfacen una determinada ecuaciones diferencial,

pueden ser representadas mediante una fórmula integral y

cumplen una ecuación funcional que involucra la operación de grupo.

Al mismo tiempo, I. Gelfand y M. Naimark dirigieron su atención sobre preguntas similares pero conside-
rando representaciones unitarias irreducibles del grupo complejo G = SL(n,C) y K un subgrupo maximal
compacto de G. Vieron que algunas representaciones tienen coeficientes matriciales dados por funciones
que satisfacen

F (kgk′) = F (g).

Estas funciones tienen propiedades similares a las de las funciones de Legendre pero quizás no son tan
interesantes desde el lado de las funciones “especiales”. En 1950 importantes resultados fueron publicados
(sin pruebas) por I. Gelfand en [Ge] considerando grupos de Lie G no necesariamente compactos y un
subgrupo compacto K de G donde se estudiaban funciones sobre G, bi-K-invariantes. De tales funciones
aquellas que además son integrables en G forman el álgebra normada bajo el producto de convolución.
Esta es justamente el álgebra L1(G)] vista en el caṕıtulo precedente. Asumiendo que existe en G una
anti-involución g 7→ g tal que sobre K se cumpla k = k−1, I. Gelfand prueba que L1(G)] es conmutativa
(revisar 2.57). “Sus funciones esféricas” φ fueron definidas bajo los siguientes requerimientos:
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continuas,

de tipo positivo,

invariantes por g 7→ kgk′ (es decir, bi-K-invariantes),

la transformación lineal

f 7−→ φ(f) :=

∫
G

f(g)φ(g) dg

debe ser un homomorfismo de L1(G)] sobre el cuerpo de números complejos.

Esta última propiedad es equivalente a la ecuación funcional∫
G

φ(kgk′g′) dg = φ(g)φ(g′)

(reminiscente de (2.46)) e implica que las funciones esféricas son caracteres o ideales maximales del
álgebra L1(G)]. Entonces Gelfand aplica la teoŕıa de álgebras normadas conmutativas para probar una
generalización del teorema de Bochner, esto es, que toda función continua, de tipo positivo e invarian-
te por g 7→ kgk′ es una “suma continua” de funciones esféricas con respecto a una medida positiva y
acotada. Este resultado puede ser interpretado como un teorema de descomposición para representa-
ciones unitarias de G que “contengan suficientes” vectores invariantes por K. Por otro lado, Gelfand
exhibe ecuaciones diferenciales para las funciones esféricas. Dichas ecuaciones diferenciales expresan las
funciones esféricas, consideradas como funciones sobre G/K, como autofunciones de todos los operado-
res diferenciales invariantes bajo el grupo de movimientos ŕıgidos del espacio simétrico Riemanniano G/K.

Como podemos apreciar, históricamente, funciones que satisfacen una relación del tipo (3.3) pueden
encontrar un origen y una motivación por el lado de la teoŕıa de representaciones (más allá de que nuestro
interés provenga desde la “diagonalización simultánea” de operadores que presentan simetŕıas). En este
sentido destacamos también el art́ıculo publicado en la Revista de la Unión Matemática Argentina en
1977 por J. Tirao [T].

Como es de esperar, es posible dar una definición equivalente de ternas de Gelfand empleando la teoŕıa
de representaciones. A tal fin veamos primero una correspondencia entre el álgebra L1

τ,τ (G,End(Vτ )) y
una cierta álgebra de funciones a valores escalares. Fijemos τ una representación unitaria irreducible de
K.

Dada una función definida sobre G, f : G→ C, y una función definida sobre K, h : K → C, podemos
definir una convolución sobre K entre f y h en la forma

f ∗K h(g) = h ∗K f(g) :=

∫
K

f(gk−1)h(k) dk ∀g ∈ G, (3.6)

donde dk denota la medida de Haar normalizada de K. Si χτ denota el carácter de τ , esto es, χτ (k) =
tr(τ(k)) (∀k ∈ K), obtenemos en particular

f ∗K dτχτ (x) := dτ

∫
K

f(xk)χk(k) dk ∀x ∈ G

(recordamos que por dτ hemos denotado la dimensión de la representación τ).

Definición 3.5. Una función f : G→ C se dice K-central si

f(kxk−1) = f(x) ∀k ∈ K,∀x ∈ G

(es decir, invariante por la acción Ik de conjugación por elementos del subgrupo K) y se dice de tipo τ si

f ∗K dτχτ = f

donde dk denota la medida de Haar normalizada de K.

Usando la notación de [Ca] definimos el subespacio I1
τ (G) (respectivamente I∞τ (G)) de L1(G) (res-

pectivamente de L∞(G)) de funciones K-centrales y de tipo τ . (Sólo a modo de observación remarcamos
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que es indistinto trabajar con funciones de clase L1 o C∞c .) Dotamos al espacio I1
τ (G) con una estructura

de álgebra dada por el producto

f1 ∗ f2(x) :=

∫
G

f2(y)f1(y−1x) dy ∀x ∈ G, ∀f1, f2 ∈ I1
τ (G).

Este es un producto de convolución que se corresponde con la composición de operadores de tipo convo-
lución cuyos núcleos son funciones en I1

τ (G).
A cada F : G→ End(Vτ ) le podemos asociar una función a valores escalares

fF (x) := dτ tr(F (x)) ∀x ∈ G. (3.7)

Rećıprocamente, a cada función f : G→ C le asignamos una función a valores en End(Vτ ) dada por

Ff (x) :=

∫
K

τ(k)f(kx) dk ∀x ∈ G. (3.8)

El siguiente resultado es una śıntesis de [RS, Proposición 1.2, Proposición 1.3] y [Ca, Proposición 2.1].

Proposición 3.6. Si F : G→ End(Vτ ) satisface (3.3), entonces fF es K-central y de tipo τ . Rećıproca-
mente, si f : G→ C es K-central y de tipo τ , entonces Ff satisface (3.3). Más aún, la aplicación

L1
τ,τ (G,End(Vτ )) −→ I1

τ (G)

F 7−→ fF

es un isomorfismo lineal entre L1
τ,τ (G,End(Vτ )) e I1

τ (G) cuya inversa es la aplicación

I1
τ (G) −→ L1

τ,τ (G,End(Vτ ))

f 7−→ Ff .

Además, ambas aplicaciones establecen un isomorfismo de álgebras ya que

Ff1∗f2 = Ff1 ∗ Ff2
fF1∗F2 = fF1 ∗ fF2 .

Demostración. Supongamos que F : G→ End(Vτ ) satisface (3.3). Fácilmente se ve que

fF (kxk−1) = dτ tr(F (kxk−1)) = dτ tr(τ(k)F (x)τ(k−1)) = dτ tr(F (x)) = f(x) (∀k ∈ K,x ∈ G).

Además,

(fF ∗K dτχτ )(x) = d2
τ

∫
K

tr(F (xk))χk(k) dk

= d2
τ tr

(∫
K

τ(k−1)χk(k) dk F (x)

)
= dτ tr(F (x)) (por las relaciones de ortogonalidad de Schur)

= fF (x) (∀x ∈ G).

Sea ahora f una función sobre G a valores escalares, K-central y de tipo K, entonces

Ff (k1xk2) =

∫
K

τ(k)f(kk1xk2) dk

=

∫
K

τ(kk−1
1 )f(kxk2) dk (por propiedad de la medida de Haar en K compacto)

=

∫
K

τ(k)f(kxk2) dk τ(k−1
1 )

=

∫
K

τ(k)f(k2kx) dk τ(k−1
1 ) (como f es K-central, f(gk) = f(kg) ∀k ∈ K, g ∈ G)

=

∫
K

τ(k−1
2 k)f(kx) dk τ(k−1

1 ) (por propiedad de la medida de Haar en K compacto)

= τ(k−1
2 )

∫
K

τ(k)f(kx) dk τ(k−1
1 )

= τ(k−1
2 )Ff (x)τ(k−1

1 ) (∀k1, k2 ∈ K y ∀x ∈ G).
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Por último veamos las correspondencias entre convoluciones. Dadas f1, f2 ∈ I1
τ (G), para todo x ∈ G

obtenemos

Ff1 ∗ Ff2(x) =

∫
G

Ff1(y−1x)Ff2(y) dy

=

∫
G

[(∫
K

τ(k1)f1(k1y
−1x) dk1

)(∫
K

τ(k2)f2(k2y) dk2

) ]
dy

=

∫
G

∫
K

∫
K

τ(k1k2)f2(k2y)f1(k1y
−1x) dk2 dk1 dy (3.9)

=

∫
G

∫
K

∫
K

τ(k2)f2(k−1
1 k2y)f1(k1y

−1x) dk2 dk1 dy (3.10)

=

∫
K

∫
K

∫
G

τ(k2)f2(y)f1(k1y
−1k−1

1 k2x) dy dk2 dk1 (3.11)

=

∫
K

∫
K

τ(k2)

∫
G

f2(y)f1(y−1k−1
1 k2xk1) dy dk2 dk1 (3.12)

=

∫
K

τ(k2)

∫
K

(f1 ∗ f2)(k−1
1 k2xk1) dk1 dk2

=

∫
K

τ(k2) (f1 ∗ f2)(k2x) dk (3.13)

= Ff1∗f2(x),

donde hemos usado (3.9) que f1 y f2 son funciones a valores escalares y que τ es representación de K, en
(3.10) la invarianza de la medida de Haar de K, en (3.11) el teorema de Fubini y la invarianza a izquierda
de la medida de Haar de G, en (3.12) que f1 es K-central y en (3.13) que f1 ∗ f2 ∈ I1

τ (G) que la medida
de Haar de K es finita, por ser compacto y la hemos considerado normalizada.

Por último usaremos las relaciones de ortogonalidad de Schur (cf. [Fa, p. 106]): Si A,B ∈ End(Vτ ),
entonces ∫

K

tr(Aτ(k))tr(Bτ(k)) dk =
1

dτ
tr(AB∗).

Dadas F1, F2 ∈ L1
τ,τ (G,End(Vτ )), vimos que fF1

, fF2
∈ I1

τ (G) y por lo tanto fF1
∗ fF2

∈ I1
τ (G). En

particular, fF1
∗fF2

es K-central y como la medida de Haar de K es uno, obtenemos que para todo x ∈ G

fF1
∗ fF2

(x) =

∫
K

fF1
∗ fF2

(k−1xk) dk.

Luego,

fF1 ∗ fF2(x) = d2
τ

∫
K

∫
G

tr (F2(y)) tr
(
F1(y−1k−1xk)

)
dy dk (por definición de la aplicación (3.7))

= d2
τ

∫
K

∫
G

tr
(
F2(k−1y)

)
tr
(
F1(y−1xk)

)
dy dk (por la invarianza a izquierda de dy)

= dτ

∫
G

(
dτ

∫
K

tr (F2(y)τ(k)) tr
(
τ(k−1)F1(y−1x)

)
dk

)
dy (pues F1 y F2 satisfacen (3.3)).

Para cualquier operador A ∈ End(Vτ ) vale que tr(A) = tr(At) y tr(A) = tr(A∗). Como τ(k)∗ = τ(k−1)
para todo k ∈ K tenemos que

tr
(
τ(k−1)F1(g)

)
= tr ([F1(g)∗] τ(k)) (∀g ∈ G,∀k ∈ K).

Finalmente obtenemos

fF1
∗ fF2

(x) = dτ

∫
G

(
dτ

∫
K

tr (F2(y)τ(k)) tr ([F1(y−1x)∗] τ(k)) dk

)
dy

= dτ

∫
G

tr
(
F2(y)F1(y−1x)

)
dy

= dτ

∫
G

tr
(
F1(y−1x)F2(y)

)
dy

= fF1∗F2
(x) (∀x ∈ G).



97

Corolario 3.7. El álgebra de convolución L1
τ,τ (G,End(Vτ )) es conmutativa si y sólo si el álgebra de

convolución I1
τ (G) es conmutativa.

Observación 3.8. Si τ es la representación trivial de K, entonces L1
τ,τ (G,End(Vτ )) = L(G)] = I1

τ (G).

Dada (π,Hπ) una representación unitaria irreducible de G denotamos por π|K la restricción de π a K.

Sea Ĝ(τ) el conjunto de todas aquellas representaciones π ∈ Ĝ que contienen a τ cuando se restringen a

K. Dada (π,Hπ) ∈ Ĝ(τ) denotamos por m(τ, π) la multiplicidad de τ en π restringida a K y por Hπ(τ)
al subespacio de Hπ conformado por todos aquellos vectores donde la transformación por π|K viene dada
por τ , esto es

Hπ(τ) := {v ∈ Hπ | π(k)v = τ(k)v ∀k ∈ K}.

Es decir, esta es la componente isot́ıpica de τ en π|K . Podemos interpretar que Hπ(τ) se puede identi-
ficar con la suma directa de Vτ una cantidad m(τ, π) de veces. En principio m(τ, π) podŕıa ser infinita
(numerable).

Consideremos el operador π(f) sobre L1(G) dado por (2.39). Recordemos estaba definido por

〈π(f)v, w〉Hπ :=

∫
G

f(g)〈π(g)v, w〉Hπdg ∀v, w ∈ Hπ, ∀f ∈ L1(G).

Consideramos la proyección ortogonal P τπ : Hπ → Hπ(τ) dada por

P τπ := dτπ|K (χτ ) = dτ

∫
K

χτ (k−1)π(k)dk, (3.14)

es decir, P τπ está definida por

〈π(dτχτ )u, v〉 =

∫
K

dτχτ (k)〈π(k)u, v〉Hπ dk ∀u, v ∈ Hπ.

(Como referencia ver por ejemplo [Wal, Proposición 5.3.7] y [Ca, Sección 3].) Podemos pensar que esta
proyección está dada por la convolución en K entre π y dτχτ evaluada en el elemento identidad. Notar
que como

dτχτ ∗K dτχτ = dτχτ ,

se tiene que

π(dτχτ )2 = π(dτχτ ∗K dτχτ ) = π(dτχτ ).

Observación 3.9. Resaltamos que P τπ generaliza al operador PKπ dado por (2.40) ya que PKπ = P τπ para
τ la representación trivial de K.

Dadas π ∈ Ĝ(τ), f ∈ L1(G) y el operador π(f), valen las relaciones

π(f) ◦ P τπ = π(f ∗K dτχπ), P τπ ◦ π(f) = π(dτχπ ∗K f) y

P τπ ◦ π(f) ◦ P τπ = π(dτχπ ∗K f ∗K dτχπ).

En particular, si f ∈ I1
τ (G) tenemos el siguiente resultado.

Proposición 3.10. Sea π ∈ Ĝ(τ). Si f ∈ I1
τ (G), entonces π(f) : Hπ(τ) → Hπ(τ), es decir, el espacio

Hπ(τ) es π(f)-invariante y P τπ ◦ π(f) ◦ P τπ = π(f) (por lo que π(f) es operador de entrelazamiento de
τ(k) sobre Hπ(τ)).

Demostración. Esto se debe al simple hecho de que π(dτχτ ) es la proyección ortogonal P τπ de Hπ en
Hπ(τ) (al descomponer a π|K como suma de representaciones irreducibles de K). Luego, si f ∈ I1

τ (G),

π(dτχτ )π(f) = π(dτχτ ∗K f) = π(f) = π(f ∗K dτχτ ) = π(f)π(dτχτ ).
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Otra forma para ver solamente que π(f) y τ(k) conmutan consiste en observar primero que en general
dados v, w ∈ Hπ arbitrarios, como f es una función K-central se tiene

〈π(k−1)π(f)π(k)v, w〉Hπ = 〈π(f)π(k)v, π(k)w〉Hπ

=

∫
G

f(g)〈π(g)π(k)v, π(k)w〉Hπdg

=

∫
G

f(g)〈π(k−1)π(g)π(k)v, w〉Hπdg

=

∫
G

f(g)〈π(k−1gk)v, w〉Hπdg

=

∫
G

f(kgk−1)〈π(g)v, w〉Hπdg

=

∫
G

f(g)〈π(g)v, w〉Hπdg

= 〈π(f)v, w〉Hπ .

Es decir, si f es K-central entonces π(f) y π|K conmutan. En particular, si tomamos v, w ∈ Hπ(τ), se
tiene 〈τ(k−1)π(f)τ(k)v, w〉Hπ = 〈π(f)v, w〉Hπ .

Como referencia para la la proposición anterior mencionamos [WarI, p. 307 y Proposición 4.5.1.7, p. 310].

Criterio 3.11 (Criterio de Godement). [God] La terna (G,K, τ) es conmutativa si y sólo si para toda

π ∈ Ĝ la multiplicidad de τ en π|K es a lo sumo uno. En particular, (G,K) es un par de Gelfand fuerte

si y sólo si, para toda π ∈ Ĝ, π|K es libre de multiplicidad.

Demostración. Sea (π,Hπ) una representación unitaria irreducible de G arbitraria. Dada cualquier fun-
ción f ∈ I1

τ (G), π(f) es un operador de entrelazamiento de τ(k) cuando se lo ve sobre Hπ(τ).
Si m(τ, π) ≤ 1, entonces π(f) es un carácter o es idénticamente 0. Luego, dadas f y h funciones en

I1
τ (G) arbitrarias, se tiene que π(f ∗h−h∗ f) = 0. Como esto vale para cualquier representación unitaria

(π,Hπ) de G, por el teorema de Gelfand-Raikov resulta f ∗ h = h ∗ f y esto ∀f, h ∈ I1
τ (G).

Rećıprocamente, sea (G,K, τ) una terna conmutativa. Esto quiere decir que I1
τ (G) es un álgebra de

funciones conmutativa con el producto de convolución. Como para cada f ∈ I1
τ (G), si π ∈ Ĝ es tal que

contiene a τ cuando se la restringe a K, se tiene que π(f) es un operador de entrelazamiento de τ(k)
cuando se lo ve sobre Hπ(τ), π(f) ∈ GL(m(τ, π),C) y por lo tanto I1

τ (G) actúa irreduciblemente en
Cm(τ,π) (donde simplemente Cm(τ,π) denota el producto directo de C una cantidad m(τ, π) de veces).
Argumentando de manera similar a la prueba del Lema de Schur se tiene que la dimensión de Cm(τ,π)

es 1 y por lo tanto m(τ, π) = 1. (Nota: En un principio m(τ, π) podŕıa haber sido infinita numerable, en
dicho caso entendemos Cm(τ,π) como `2 y GL(m(τ, π),C) como B(`2).)

Observación 3.12. En la teoŕıa de pares de Gelfand, (G,K) es un par conmutativo si y sólo si la
representación trivial de K es libre de multiplicidad en toda representación unitaria irreducible de G
restringida a K. Esto indica que dada (π,Hπ) una representación unitaria irreducible de G arbitraria, si
Hπ(K) denota el subespacio

Hπ(K) = {v ∈ Hπ | π(k)v = v ∀k ∈ K},

entonces su dimensión debe ser a lo sumo 1 para que el par sea conmutativo. El espacio Hπ(τ) viene
entonces a generalizar el rol de Hπ(K).

Observación 3.13. Si (G,K, τ) una terna conmutativa, dada (π,Hπ) ∈ Ĝ(τ), como m(τ, π) = 1,
entonces el espacio Hπ(τ) se identifica con Vτ .

De ahora en más consideraremos G y K grupos de Lie. Sea D(Eτ ) el álgebra de operadores diferenciales
G-invariantes en Eτ .

Teorema 3.14. [RS, Teorema 3.1] Si G/K es conexo (por ejemplo siendo G conexo), entonces (G,K, τ)
es una terna conmutativa si y sólo si D(Eτ ) es conmutativa (la ida vale en general y para la vuelta se
precisa la hipótesis de conexidad).

Teorema 3.15. [RS, Corolario 3.3] Si (G,K, τ) es una terna conmutativa y G/K es conexo, entonces
(G,K) es un par de Gelfand. En particular, G es unimodular.

En adelante asumiremos que G/K es conexo.
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3.1. Funciones esféricas matriciales

Para analizar a los operadores integrales G-invariantes debemos analizar a sus núcleos. Para com-
prender el álgebra de núcleos L1

τ,τ (G,End(Vτ )) debemos comprender su espacio dual. Este espacio es-
tará dado por las funciones que, en cierto sentido, serán “autofunciones” de todos los operadores inte-
grales G-invariantes. Por el teorema de representación de Riesz los funcionales lineales y continuos de
L1
τ,τ (G,End(Vτ )) se identifican con L∞τ,τ (G,End(Vτ )). Los caracteres de L1

τ,τ (G,End(Vτ )) estarán dados
por la siguiente definición.

Definición 3.16. Sea (G,K, τ) una terna conmutativa. Una función (no idénticamente nula) Φ ∈
L∞τ,τ (G,End(Vτ )) se dice una función esférica de tipo τ o τ -esférica si la aplicación

F 7−→ Fτ (F )(Φ) :=
1

dτ

∫
G

tr
(
F (x)Φ(x−1)

)
dx =

1

dτ
tr ((F ∗ Φ)(e)) (3.15)

define un homomorfismo de L1
τ,τ (G,End(Vτ )) en C. Dicha aplicación es llamada la transformada de

Fourier esférica asociada a τ o transformada de Fourier τ -esférica. Diremos que hemos obtenido un
conjunto completo de funciones τ -esféricas cuando tengamos todas las funciones esféricas (acotadas) de
tipo τ .

La transformada de Fourier esférica permitirá descomponer a los operadores integrales G-invariantes,
TF , en las direcciones dadas por los caracteres del álgebra L1

τ,τ (G,End(Vτ )) y a partir de esta descom-
posición los operadores TF quedarán completamente caracterizados.

Observación 3.17. No quisiéramos dejar de observar que dadas dos matrices A,B ∈ Cn×n, la traza
tr(AB∗) se corresponde con el producto interno canónico en Cn2

viendo a dichas matrices como vectores.
Esta es la llamada norma de Frobenius cuya generalización a espacios de dimensión infnita es la norma
Hilbert-Schmidt. Dado H un espacio de Hilbert, un operador lineal y continuo T : H → H se dice de
Hilbert-Schmidt si dada una base ortonormal {ei}i∈I de H se tiene que

‖T‖2HS :=
∑
i∈I
‖T (ei)‖2 <∞

y ‖T‖HS es la norma de Hilbert-Schmidt del operador T .

Definición 3.18. Sea (G,K, τ) una terna conmutativa. Una función (no idénticamente nula) φ ∈ I∞τ (G)
se dice una función esférica de traza de tipo τ si la aplicación

f 7−→ Fτ (f)(φ) :=
1

dτ

∫
G

f(x)φ(x−1) dg =
1

dτ
(f ∗ φ)(e) (3.16)

define un homomorfismo de I1
τ (G) en C. Dicha aplicación es llamada la transformada de Fourier esférica

escalar asociada a τ .

Lema 3.19. Sea (G,K, τ) una terna conmutativa. Sea Φ una función esférica de tipo τ y sea

φ(x) := tr(Φ(x)) (∀x ∈ G).

Las siguientes identidades relacionan ambas funciones:∫
K

Φ(kxk−1) dk =
1

dτ
φ(x) I ∀x ∈ G y (3.17)

∫
K

φ(xk)τ(k) dk =
1

dτ
Φ(x) ∀x ∈ G. (3.18)

Demostración. La prueba es análoga a la de [Ca, Lema 3.1]. Como Φτπ satisface (3.3) tenemos que∫
K

Φ(kxk−1) dk ∈ EndK(Vτ ) ∀x ∈ G.

Como τ es una representación unitaria irreducible de K, por el Lema de Schur se tiene que∫
K

Φ(kxk−1) dk = c(x)I (∀x ∈ G),
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para alguna función c : G→ C. Tomando traza obtenemos

dτ c(x) = tr

(∫
K

Φ(kxk−1) dk

)
= tr(Φ(x)) = φ(x) ∀x ∈ G.

Esto prueba (3.17). Por su parte, la identidad (3.18) se puede escribir como∫
K

tr
(
Φ(x)τ(k−1)

)
τ(k) dk =

1

dτ
φ(x) (∀x ∈ G)

y es consecuencia de las relaciones de ortogonalidad de Schur.

Lema 3.20. Sea (G,K, τ) una terna conmutativa. Sea Φ una función esférica de tipo τ y sea φ(x) :=
tr(Φ(x)) (∀x ∈ G). Se tiene que

Fτ (F )(Φ) = Fτ (fF )(φ) ∀F ∈ L1
τ,τ (G,End(Vτ )) y

Fτ (f)(φ) = Fτ (Ff )(Φ) ∀f ∈ I1
τ (G).

Demostración. La prueba es análoga a la de [Ca, Lema 3.4] y es consecuencia directa del Lema 3.19. Por
un lado, dada F ∈ L1

τ,τ (G,End(Vτ ))

Fτ (F )(Φ) =
1

dτ

∫
G

tr
(
F (x)Φ(x−1)

)
dx

=

∫
G

∫
K

tr (F (x)τ(k))φ(x−1k) dk dx (por (3.18))

=

∫
G

∫
K

tr
(
F (k−1x)

)
φ(x−1k) dk dx

=

∫
G

tr (F (x))φ(x−1) dx

=
1

dτ

∫
G

fF (x)φ(x−1) dx

= Fτ (fF )(φ),

donde la tercera igualdad vale por el teorema de Fubini, la invarianza a izquierda de la medida de Haar
de G y porque la medida de Haar de K está normalizada. Por otro lado, dada f ∈ I1

τ (G), utilizando los
mismos argumentos que en las identidades anteriores tenemos

Fτ (f)(φ) =
1

dτ

∫
G

f(x)φ(x−1) dx

=
1

dτ

∫
G

tr
(
Ff (k−1x)τ(k)

)
φ(x−1) dx

=

∫
G

tr

(
Ff (x)

∫
K

φ(x−1k)τ(k) dk

)
dx

=
1

dτ

∫
G

tr
(
Ff (x)Φ(x−1)

)
dx

= Fτ (Ff )(Φ).

El siguiente resultado permite caracterizar a las funciones esféricas de tipo τ a partir de ecuaciones
funcionales al estilo de la “propiedad exponencial” dada en la Proposición 2.67.

Teorema 3.21. [Ca, Teorema 3.6] Sea (G,K, τ) una terna conmutativa. Sea Φ ∈ L∞τ,τ (G,End(Vτ )) (no
idénticamente cero) y sea φ(x) := tr(Φ(x)) (∀x ∈ G). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Φ es función esférica de tipo τ .

(ii) φ es función esférica de traza de tipo τ .
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(iii) para todo x, y ∈ G

dτ

∫
K

φ(xkyk−1) dk = φ(x)φ(y). (3.19)

(iv) para todo x, y ∈ G

dτ

∫
K

Φ(xkyk−1) dk = Φ(x)φ(y). (3.20)

(v) para todo x, y ∈ G

dτ

∫
K

Φ(xky)χτ (k) dk = Φ(y)Φ(x). (3.21)

Observación 3.22. La ecuación (3.19) es la ecuación funcional de funciones esféricas de traza de altura

uno (ver [God]). El término altura hace referencia a la multiplicidad m(τ, π) para cada π ∈ Ĝ. En nuestro

caso estamos interesadas en ternas conmutativas (G,K, τ) y entonces m(τ, π) ≤ 1 para toda π ∈ Ĝ.

Teorema 3.23. [Ca, Teorema 3.7] Sea (G,K, τ) una terna conmutativa. Sea Φ una función esférica de
tipo τ y sea φ(x) := tr(Φ(x)) (∀x ∈ G). Entonces Φ(e) = I y para todo x ∈ G

F ∗ Φ(x) :=

∫
G

F (y)Φ(y−1x) dx = F(F )(Φ) Φ(x) ∀F ∈ L1
τ,τ (G,End(Vτ )) y (3.22)

f ∗ φ(x) :=

∫
G

f(y)φ(y−1x) dx = F(f)(φ) φ(x) ∀f ∈ I1
τ (G). (3.23)

Dada π ∈ Ĝ(τ), consideramos la función

Φτπ(g) := P τπ ◦ π(g−1) ◦ P τπ ∀g ∈ G. (3.24)

(Recordemos que como π es unitaria, π(g−1) = π(g)∗.) Para cada g ∈ G, Φτπ(g) es considerado como un
elemento de End(Vτ ) y satisface

Φτπ(g)∗ = Φτπ(g−1).

A su vez, como
π(k) ◦ P τπ = τ(k) para todo k ∈ K

y además, como χτ es una función K-central, se puede ver que

P τπ ◦ π(k) = τ(k) ◦ Pπτ para todo k ∈ K

y se tiene que Φτπ(g) cumple (3.3), es decir,

Φτπ(k1gk2) = τ(k2)−1Φτπ(g)τ(k1)−1 ∀g ∈ G, k1, k2 ∈ K.

Observación 3.24.

(i) Observar que la función Φτπ dada por (3.24) depende sólo de la clase de equivalencia de π en Ĝ de
la representación unitaria irreducible π de G. En efecto, si π es unitariamente equivalente a otra
representación π̃ de G y A : Hπ → Hπ̃ es el operador de entrelazamiento unitario entre ambas (i.e.,
A ◦ π(g) ◦A−1 = π̃(g) para todo g ∈ G), entonces

A ◦ P τπ ◦A−1 = P τπ̃

y por lo tanto
A ◦ Φτπ(g) ◦A−1 = Φτπ̃(g) ∀g ∈ G.

Como conclusión, para todo g ∈ G, Φτπ(g) y Φτπ̃(g) son operadores isomorfos o, mejor dicho, conju-
gados y el isomorfismo entre ambos o, mejor dicho, su conjugación está dada por la transformación
A (es decir, A es la “matriz de cambio de base”) y es la misma para todo g ∈ G.

(ii) Además, como hemos dicho previamente, dada π ∈ Ĝ tal que τ ⊂ π como K-módulo y m(τ, π) = 1,
se tiene que el espacio vectorial Hπ(τ) es isomorfo a Vτ . Si T : Hπ(τ)→ Vτ es el isomorfismo entre
ellos, no haremos distinción entre Φτπ(g) ∈ End(Hπ(τ)) y T ◦ Φτπ(g) ◦ T−1 ∈ End(Vτ ).
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Observación 3.25. Observamos que en el caso de pares (G,K) de Gelfand, Hπ(τ) corresponde a Hπ(K)
que es de dimensión uno. Digamos que Hπ(K) está generado por un vector ε. La función Φτπ viene a
generalizar la función 〈ε, π(x)ε〉Hπ = 〈π(x)∗ε, ε〉Hπ (x ∈ G), ya que la proyección P τπ en este caso está
dada simplemente por proyectar a la componente en la dirección del vector ε

Hπ −→ Hπ(K)

v 7−→ 〈v, ε〉Hπε

Dada π ∈ Ĝ(τ) consideramos la función escalar

φτπ(g) := tr(Φτπ(g)) ∀g ∈ G. (3.25)

Notar que, para cada g ∈ G, la función φτπ(g) es la traza de π(g) sobre el espacio vectorial Hπ(τ) (que es
de dimensión finita). Por lo tanto, φτπ es una suma de entradas matriciales diagonales y por lo tanto es
una función de tipo positivo (revisar el ejemplo 2.21).

El siguiente resultado es análogo al Lema 3.19 y se prueba de la misma forma.

Lema 3.26. [Ca, Lema 3.1] Sea π ∈ Ĝ(τ). Las siguientes identidades relacionan a las funciones Φτπ y
φτπ: ∫

K

Φτπ(kxk−1) dk =
1

dτ
φτπ(x) I ∀x ∈ G y (3.26)∫

K

φτπ(xk)τ(k) dk =
1

dτ
Φτπ(x) ∀x ∈ G. (3.27)

Observación 3.27. Como toda función Φτπ dada por (3.24) satisface (3.3), se ve claramente de (3.25)
que φτπ es una función K-central. Por otro lado, tomando traza en la ecuación (3.27) obtenemos que

φτπ ∗K dτχτ (x) = φτπ ∀x ∈ G

y por lo tanto φτπ es de tipo τ .

Sean π ∈ Ĝ(τ) y f ∈ I1
τ (G). Denotamos por π(f)τ la restricción de π(f) a Hπ(τ). De la Proposición

3.10 y de (3.26) tenemos que

π(f)τ =

∫
G

f(x)Φτπ(x−1) dx

=

∫
G

∫
K

f(k−1xk)Φτπ(x−1) dk dx

=

∫
G

∫
K

f(x)Φτπ(kx−1k−1) dk dx

=
1

dτ

∫
G

f(x)φτπ(x−1) dx I

=
1

dτ
tr (π(f)τ ) I

=
1

dτ
tr (π(f)) I.

De manera similar a lo hecho en el caṕıtulo 2, tenemos que

π(f1 ∗ f2) = π(f2) ◦ π(f1) ∀f1, f2 ∈ I1
τ (G).

Por lo tanto, si (G,K, τ) es una terna conmutativa, la transformación

f 7−→ Fτ (f)(π) :=
1

dτ

∫
G

f(x)φτπ(x−1) dx (3.28)

es un homomorfismo continuo de I1
τ (G) en C, esto es

Fτ (f1 ∗ f2)(π) = (Fτ (f1)(π)) (Fτ (f2)(π)) ∀f1, f2 ∈ I1
τ (G). (3.29)
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Para F ∈ L1
τ,τ (G,End(Vτ )) se tiene que∫

G

F (x)Φτπ(x−1) dx ∈ EndK(Vτ ).

Como τ es irreducible este operador es un múltiplo de la identidad, esto es,∫
G

F (x)Φτπ(x−1) dx = cI,

donde

c =
1

dτ

∫
G

tr
(
F (x)Φτπ(x−1)

)
dx.

Definimos, para cada F ∈ L1
τ,τ (G,End(Vτ )), la aplicación

Fτ (F ) : Ĝ(τ) −→ C

Fτ (F )(π) :=
1

dτ

∫
G

tr
(
F (x)Φτπ(x−1)

)
dx.

En breve veremos el por qué de la notación elegida, es decir, la relación entre Fτ (F )(π) y Fτ (F )(Φτπ).
El siguiente resultado es análogo al Lema 3.20 y se prueba de la misma forma.

Lema 3.28. [Ca, Lema 3.4] Para toda π ∈ Ĝ(τ), se tiene que:

para toda F ∈ L1
τ,τ (G,End(Vτ ))

Fτ (F )(π) = Fτ (fF )(π) y

para toda f ∈ I1
τ (G)

Fτ (f)(π) = Fτ (Ff )(π).

En el caso en que (G,K, τ) es una terna conmutativa, dada π ∈ Ĝ(τ), juntando la Proposición 3.6,
(3.29) y el Lema 3.28 se tiene que la aplicación

F 7−→ Fτ (F )(π)

satisface
Fτ (F1 ∗ F2)(π) = (Fτ (F1)(π)) (Fτ (F2)(π)) ∀F1, F2 ∈ L1

τ,τ (G,End(Vτ )),

es decir, es un homomorfismo continuo de L1
τ,τ (G,End(Vτ )) en C. Por lo tanto, la función Φτπ es una

función esférica de tipo τ y

Fτ (F )(π) = Fτ (F )(Φτπ) para toda F ∈ L1
τ,τ (G,End(Vτ )).

Además, por el Teorema 3.21, φτπ es una función esférica de traza de tipo τ y

Fτ (f)(π) = Fτ (f)(φτπ) para toda f ∈ I1
τ (G).

Definición 3.29. Sea V un espacio vectorial sobre C de dimensión finita y con producto interno 〈·, ·〉V .
Una función Ψ a valores en End(V ) sobre un grupo G se dice definida positiva si para cualquier elección
de elementos x1, ..., xn ∈ G se tiene que para toda elección de vectores v1, ..., vn ∈ V

n∑
i,j=1

〈Ψ(x−1
j xi)vj , vi〉V ≥ 0.

es de tipo positivo en G (recordar la Definición 2.13).

Notar que esta definición generaliza a (2.15) donde se estaba considerando el producto interno canónico
de C. Equivalentemente, podemos decir que Ψ : G→ End(V ) es definida positiva si y sólo si para cualquier
elección de elementos x1, ..., xn ∈ G se tiene que para toda elección de operadores B1, ..., Bn ∈ End(V )∑

i,j

BjΨ(x−1
j xi)B

∗
i
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es un operador en End(V ) semidefinido positivo y también si y sólo si∑
i,j

tr
(
BjΨ(x−1

j xi)B
∗
i

)
≥ 0.

Con esta equivalencia estamos generalizando a (2.15) ya que ahora estamos considerando el producto
interno canónico de End(V ) dado por tr(C∗D) para C,D ∈ End(V ) (le decimos “canónico” ya que
equivale a ver las matrices C y D como vectores “largos”, poniendo una a continuación de otra sus filas, y
tomar el producto interno canónico de vectores -remitimos a (1.15) con la salvedad de que aqúı el cuerpo
en C en lugar de R-).

Análogamente a la Observación 2.19, F : G→ End(V ) es definida positiva si para cualquier elección
de elementos x1, ..., xn ∈ G se tiene que para todo v1, ..., vn ∈ V la matriz(

〈Ψ(x−1
j xi)vj , vi〉V

)
i,j

es semidefinida positiva. En particular, toda función definida positiva pertenece a L∞(G,End(V )).

Definición 3.30. Sea V un espacio vectorial sobre C con producto interno 〈·, ·〉V . Una función Ψ ∈
L∞(G,End(V )) se dice de tipo positivo si el operador de convolución

KΨ : L1(G,End(V )) −→ L1(G,End(V )) ∩ L∞(G,End(V ))

F 7−→ F ∗Ψ

es semidefinido positivo, esto es,

〈KΨ(F ), F 〉 :=

∫
G

tr (KΨ(F )(x)F (x)∗) dx

=

∫
G

∫
G

tr
(
F (y)Ψ(y−1x)F (x)∗

)
dy dx ≥ 0 ∀F ∈ L1(G,End(V )).

En analoǵıa a la Proposición 2.18, Ψ ∈ L∞(G,End(V )) es de tipo positivo si y sólo si para toda
F ∈ C∞c (G,End(Vτ )) ∫

G

tr
(
F ∗ ∗ F (x)Ψ(x−1)

)
dx ≥ 0.

Se puede ver que toda función Ψ : G→ End(V ) de tipo positivo coincide en casi todo punto con una
función continua. Más aún, si Ψ ∈ C(G,End(V )) se tiene que Ψ de tipo positivo si y sólo si es definida
positiva.

Proposición 3.31. [RS, Proposición 9.1] Sea V un C- espacio vectorial de dimensión finita. Toda función
Ψ ∈ L∞(G,End(V )) de tipo positivo satisface las siguientes propiedades:

(i) Ψ(e) es un operador en End(V ) semidefinido positivo;

(ii) para todo x ∈ G, Ψ(x−1) = Ψ(x)∗;

(iii) para todo v ∈ V , ψv(x) := 〈Ψ(x)(v), v〉V (∀x ∈ G) es una función de tipo positivo;

(iv) Nú(Ψ(e)) ⊆ Nú(Ψ(x)) y Im(Ψ(x)) ⊆ Im(Ψ(e)) para todo x ∈ G;

(iv) para todo x ∈ G, Ψ(x) ∗Ψ(x) ≤ Ψ(e)2.

Observación 3.32. Sea V un C-espacio vectorial de dimensión finita y sea Ψ ∈ L∞(G,End(V )).

(i) Si todas las entradas matriciales de Ψ son funciones de tipo positivo, entonces Ψ es de tipo positivo.

(ii) Si Ψ es de tipo positivo, entonces tr(Ψ) es de tipo positivo.

En este sentido, las funciones definidas por la fórmula (3.24) generalizan la noción de funciones esféricas
escalares de tipo positivo.
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3.2. El caso del producto semidirecto G = K nN

Esta tesis se centra en el estudio del caso en que G = K n N , donde N es un grupo de Lie nilpo-
tente conexo y K es un subgrupo compacto de automorfismos de N . La teoŕıa general relativa a este
caso particular ha sido estudiada recientemente por F. Ricci y A. Samanta en [RS]. El análisis de ternas
conmutativas considerando G de esta forma es particularmente interesante ya que los operadores involu-
crados se identifican con operadores integrales sobre las secciones de un fibrado homogéneo del grupo de
Lie N que conmutan con traslaciones y con la acción de K. Dejando de lado los grupos G de esta forma,
destacamos en los casos en que (G,K) es un par simétrico (de tipo compacto o no compacto), con G
semisimple, trabajos pioneros son [Ca, GPT, RT].

Fijemos una variedad Riemanniana homogénea M y consideremos G := Isom(M) su grupo de iso-
metŕıa y el estabilizador K := Gx0 de un punto arbitrario x0 ∈M . Sabemos que K es siempre compacto
y que M se identifica con el espacio cociente G/K (revisar la Sección 1.1). Sea Isom(M)0 la componente
conexa de la identidad del grupo Isom(M). Un espacio conmutativo es una variedad Riemanniana ho-
mogénea conexa M cuya álgebra de operadores diferenciales invariantes por Isom(M)0 es conmutativa.
Equivalentemente, en este caso, se dice que el par (G,K) es de Gelfand. A partir del Teorema 3.14 tene-
mos una equivalencia análoga entre fibrados vectoriales homogéneos Eτ de una variedad M cuya álgebra
de operadores D(Eτ ) es conmutativa y ternas de Gelfand (G,K, τ), para τ ∈ K̂.

En el caso en que M sea un grupo de Lie nilpotente conexo, simplemente conexo dotado de una
métrica Riemanniana invariante a izquierda, pondremos M = N y esta recibe el nombre de nilvariedad
homogénea. El grupo de isometŕıas de N está dado por Isom(N) = KnN , donde K es el grupo de auto-
morfismos ortogonales de N (cf. [Wils] y [Wo2]). Estaremos particularmente interesadas en mirar ternas
de Gelfand sobre estos grupos G = Isom(N) y K es el grupo (conexo) de automorfismos ortogonales de la
nilvariedad homogénea (conexa) N . Cabe mencionar que también podemos abstraernos un poco más ol-
vidando que los grupos de Lie G y K provienen de haber considerado una variedad M . Es decir, podemos
directamente considerar N un grupo de Lie nilpotente conexo y K un subgrupo de Lie compacto y co-
nexo de automorfismos de N y preguntarnos por ternas de Gelfand de la forma (KnN,K, τ) para τ ∈ K̂.

Fijemos entonces N un grupo de Lie nilpotente conexo y K un subgrupo compacto de automorfismos
de N . Denotamos por k ·x la acción de k ∈ K en x ∈ N . Recordemos que la operación de grupo en KnN
está dada por

(k, x)(k′, x′) = (kk′, x(k · x′)) para k, k′ ∈ K, x, x′ ∈ N.

El grupo N es a su vez un espacio homogéneo del grupo G := K n N . Dada τ una representación de
dimensión finita de K, que ya asumiremos irreducible, consideramos el fibrado vectorial homogéneo Eτ
de N . Las secciones de Eτ , es decir, las funciones u sobre G a valores en Vτ que satisfacen (3.1) (que
pueden considerearse de clase L1, L2, C∞, C∞c , Cc, etc.) se identifican con funciones u sobre N a valores
en Vτ a través del mapa

u(x) 7−→ u(k, x) := τ(k)−1u(x). (3.30)

como muestra la Figura 3.1. En este apartado D hará referencia al espacio de las secciones u de clase C∞c .
Cabe destacar que esto contrasta con la situación general esquematizada en la Figura 1.6 de la Sección
1.2.1.
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Figura 3.1: Esquema de una sección u de un fibrado vectorial homogéneo sobre G = K nN .

La acción de G en una sección u se reinterpreta como la acción conjunta de N sobre u por traslación
a izquierda y de K sobre u por

(k, u(x)) 7−→ τ(k)u(k−1 · x). (3.31)

Ejemplo 3.33. Consideremos N = R2 el espacio eucĺıdeo bidimensional y K = SO(2) el grupo de
rotaciones. Fijemos como espacio vectorial Vτ = R2. En este caso para que sea más simple la visualización
de las acciones tomamos un R-espacio vectorial. Las acciones de traslación y rotación se presentan en las
siguientes figuras.

Figura 3.2: Acción por traslación en R2.

Figura 3.3: Acción de rotación en R2.

Un campo vectorial sobre la variedad R2 se identifica una función u : R2 → R2 y se puede esquematizar
ubicando para cada punto de variedad x ∈ R2 el vector u(x). En la siguiente figura dibujamos un campo
u y hacemos notar que la acción por rotaciones sobre u dada en (3.31) es “la natural”.
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(a) u : R2 → R2 (b) x 7→ u(k−1 · x) (c) x 7→ τ(k) · u(k−1 · x)

Figura 3.4: Acción por rotación en un campo vectorial u de R2 (sección del fibrado trangente). Aqúı
Vτ = R2, es decir, τ es la representación real estándar dada por τ(k)x := k · x, donde k ∈ SO(2), x ∈ R2.
La primera figura (a) muestra en negro algunos de los puntos de un campo vectorial u en R2 indicando en
uno de los vectores u(x) una curva tangente a dicho vector u(x). La segunda figura (b) es auxiliar. Vemos
que la curva tangente dibujada en (a) en negro rota a la curva azul marcada en (b) pero no es tangente
al vector en rojo indicado sobre ella y que se obtiene del vector u(x) en negro que śı era tangente a la
curva negra. El campo vectorial en azul de la figura (c) es el dado por la acción de k ∈ SO(2) sobre u, es
decir, k · u como en (3.31). Aqúı vemos que a la curva en azul le corresponde un vector tangente en azul.
Por ello decimos la acción de K = SO(2) es la natural.

Los operadores lineales y continuos de Γ(G ×τ Vτ ) en su dual, que conmutan con la acción de G, se
identifican con operadores T de D en D′ que conmutan con la acción de traslación a izquierda dada por
N y con la acción de K que se obtiene de (3.31) usando (1.3). De manera análoga a lo visto en la Sección
2.3 donde estudiamos el teorema del núcleo de Schwartz, la invarianza a izquierda por N hace que estos
operadores T resulten de convolución (sobre N). A su vez, la invarianza por K hace que sus núcleos sean
aplicaciones lineales y continuas Λ : D → Vτ con la propiedad de ser K-invariantes, es decir,

k · (Λ(u)) = Λ(k · u) ∀u ∈ D, ∀k ∈ K. (3.32)

Como Λ(u) ∈ Vτ sabemos que

k · (Λ(u)) = τ(k)(Λ(u)) ∀k ∈ K.

Estas aplicaciones Λ extienden el concepto de funcionales lineales continuos. Una clase particular son las
dadas por funciones matriciales F : N → End(Vτ ) localmente integrables. Definimos Λ = ΛF por

ΛF (u) :=

∫
N

F (x)u(x) dx.

Si ΛF es K-invariante, es decir, satisface (3.32), entonces

F (k · x) = τ(k) F (x) τ(k)−1 (3.33)

entendida esta igualdad para casi todo punto x ∈ N . En efecto, por un lado

τ(k)(ΛF (u)) = τ(k)

(∫
N

F (x)u(x) dx

)
Por otro lado,

ΛF (k · u) =

∫
N

F (x)(k · u)(x) dx

=

∫
N

F (x)τ(k)u(k−1 · x) dx

=

∫
N

F (k · x)τ(k)u(x) dx

(aqúı hemos usado que N es una variedad Riemanniana donde K es un subgrupo de automorfismos
ortogonales de N). Igualando obtenemos que para cada k ∈ K

τ(k)

(∫
N

F (x)u(x) dx

)
=

∫
N

F (k · x)τ(k)u(x) dx ∀u ∈ D
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o equivalentemente ∫
N

(
F (x)− τ(k)−1F (k · x)τ(k)

)
u(x) dx ∀u ∈ D.

Por lo que para todo k ∈ K
F (x) = τ(k)−1F (k · x)τ(k) p.p.

que es equivalente a (3.33). Si una función definida sobre N satisface (3.33), para una adecuada repre-
sentación τ , diremos que es K-equivariante. Denotamos por

L1
τ (N)

al conjunto de funciones integrables sobre N a valores en End(Vτ ) que satisfacen (3.33). (Notación similar,
L∞τ (N), Cτ (N), C∞τ (N), etc., será usada para diferentes clases de espacios de funciones sobre N a valores
en End(Vτ ) cumpliendo (3.33).) El recuadro se debe a que será nuestro principal espacio de funciones de
estudio.

Para F ∈ L1
τ (N) denotamos por TF al correspondiente operador de convolución

(TF (u)) (x) = (F ∗ u) (x) :=

∫
N

F (y−1x)u(y) dy.

Por ser de convolución, TF conmuta con las traslaciones dadas por elementos de N . Verifiquemos rápi-
damente que efectivamente, como F satisface (3.33), TF conmuta con la acción de K, es decir, que

k · (TF (u)) = TF (k · u) ∀u ∈ D, ∀k ∈ K. (3.34)

Por la definición de la acción de K en secciones (3.31), el lado izquierdo de (3.34) está dado por

(k · (TF (u)))(x) = τ(k)(TF (u))(k−1 · x) = τ(k)

∫
N

F (y−1k−1 · x)u(y) dy. (3.35)

y el lado derecho de (3.34) por

TF (k · u) =

∫
N

F (y−1x)τ(k)u(k−1 · y) dy. (3.36)

Como cada sección u es continua, aśı como cada sección TF (u), entonces evaluando (3.35) y (3.36) en la
identidad x = e de N y mediante un cambio de variable, usando que la acción de K es por automorfismos
ortogonales, se tiene que para que coincidan F debe cumplir (3.33).

La correspondiente función de F sobre G = K nN via la asociación de secciones (3.30), que denota-
remos F̃ , es

F̃ (k, x) = τ(k)−1 F (x) ∈ L1
τ,τ (G,End(Vτ )).

Es decir, cada TF está en correspondencia con un operadores TF̃ de los “viejos”, es decir, con un operador
integral aplicado sobre secciones u ∈ Γ(G× Vτ ) y G-invariante que por lo tanto es de convolución (sobre
G) con un núcleo F̃ ∈ L1

τ,τ (G,End(Vτ )) (revisar la escritura (3.2) para el operador TF̃ ).
Como suced́ıa anteriormente, la composición de operadores integrales invariantes se corresponde con

la convolución de funciones en L1
τ (N). Luego, (KnN,K, τ) es un terna conmutativa si y sólo si el álgebra

de convolución L1
τ (N) es conmutativa. En tal caso, diremos que una función no-trivial Φ ∈ L∞τ (N) es

esférica de tipo τ si la aplicación

F 7−→ (F(F ))(Φ) :=
1

dτ

∫
N

tr[F (x)Φ(x−1)] dx (3.37)

es un homomorfismo de álgebras entre L1
τ (N) y C. Se puede probar que una función Φ es una función

esférica de tipo τ sobre N si y sólo si la correspondiente función v́ıa la aplicación (3.30) es una función
esférica de tipo τ en K nN ([RS, Teorema 5.3]).

Pasemos ahora a una caracterización de ternas conmutativas (KnN,K, τ) y de sus funciones esféricas
de tipo τ (o τ -esféricas) por medio de operadores diferenciales. Recordemos que hab́ıamos denotado por
D(Eτ ) el álgebra de operadores diferenciales G-invariantes del fibrado vectorial homogéneo Eτ . Cuando
G = K n N , una vez que hemos identificado las secciones suaves de Eτ con funciones infinitamente
diferenciables u sobre N a valores en Vτ , podemos también identificar D(Eτ ) con un álgebra de operadores
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diferenciables sobre N . Sea D(N) el álgebra de operadores diferenciales invariantes a izquierda en N .
Denotamos por

(D(N)⊗ End(Vτ ))K (3.38)

al álgebra de operadores diferenciales, aplicados a funciones sobre N a valores en Vτ , que son N -invariantes
y que conmutan con la acción de K dada en (3.31). Entonces, existe un isomorfismo

D(Eτ ) ' (D(N)⊗ End(Vτ ))K .

Más aún, (K nN,K, τ) es una terna conmutativa si y sólo si (D(N)⊗End(Vτ ))K es conmutativa. Como
referencia ver [RS, Teorema 6.1].

Sea n el álgebra de Lie de N . Sea Pτ el espacio de polinomios sobre n a valores en End(Vτ ) que
satisfacen

P (k · x) = τ(k)P (x)τ(k)−1 ∀k ∈ K,x ∈ N.

Existe un isomorfismo lineal entre entre (D(N) ⊗ End(Vτ ))K y Pτ . Este isomorfismo es el llamado ope-
rador de simetrización (revisar la aplicación 1.18) que está descripto en [He1, Teorema 4.3], en el caso
escalar, y en [RS, Sección 2], para nuestro caso.

Al abocarnos al estudio de ternas que involucran grupos de Lie nilpotentes simplemente conexos
podremos muchas veces trabajar sin pérdida de generalidad o bien sobre el grupo o bien sobre su álgebra
de Lie debido al siguiente teorema.

Teorema 3.34. [Kn, Teorema 1.104] Si N es un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo con álgebra
de Lie n, entonces la función exponencial exp : n→ N es un difeomorfismo global.

En [RS, Corolario 6.2] se establece que si (KnN,K, τ) es una terna conmutativa y Φ : N → End(Vτ )
perteneciente a Φ ∈ L∞τ (N), entonces son equivalentes:

(i) Φ es una función esférica de tipo τ ,

(ii) Φ(0) = I y Φ es una autofunción simultánea de todo D ∈ (D(N)⊗ End(Vτ ))K .

Teorema 3.35. [RS, Teorema 9.4] Sea (KnN,K, τ) una terna conmutativa con N nilpotente, entonces
todas las funciones τ -esféricas definidas sobre N (acotadas) son de tipo positivo.

Por su parte, el Criterio de Godement puede ser reformulado aprovechando la estructura de G como
producto semidirecto de grupos. El grupo K actúa en N̂ por

(k, [π]) 7−→ [πk], donde πk(x) := π(k−1 · x).

Denotando por Kπ al estabilizador de [π] bajo dicha acción, se tiene que para cada k ∈ Kπ hay un
operador de entrelazamiento unitario entre (π,Hπ) y (πk,Hπ), que llamamos δ(k). Entonces δ define una
representación proyectiva de Kπ. Se dice proyectiva ya que cada δ(k) está uńıvocamente determinado
salvo múltiplo unitario.

Teorema 3.36. [RS, Teorema 5.1] La terna (K nN,K, τ) es conmutativa si y sólo si, para cada repre-
sentación unitaria irreducible π de N , la representación δ ⊗ (τ|Kπ ) es libre de multiplicidad.

A su vez, en [RS], F. Ricci y A. Samanta particularizan al caso N = Rn el criterio para ternas
conmutativas dado en el Teorema 3.36 y la fórmula (3.24) para las funciones τ -esféricas obteniendo
simplicaciones.

Sea K un sugrupo cerrado de SO(n) actuando naturalmente en Rn y sea (τ, Vτ ) una representa-
ción unitaria irreducible de K. Consideremos el estabilizador de un punto x ∈ Rn bajo la acción por
automorfismos de K

Kx := {k ∈ K | k · x = x}.

Teorema 3.37. [RS, Teorema 10.1] (K n Rn,K, τ) es una terna conmutativa si y sólo si, para todo
x ∈ Rn, la acción de Kx en Vτ es libre de multiplicidad.
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Sea (K n Rn,K, τ) una terna conmutativa. En [RS, Sección 11] se encuentra una fórmula integral
para las funciones esféricas de tipo τ . Para cada ξ ∈ Rn, sea

Vτ = ⊕l(ξ)j=1Vj,ξ

la decomposición (libre de multiplicidad) de Vτ bajo la acción de Kξ. Sea Pj(ξ) la proyección de Vτ en
Vj,ξ con respecto a dicha descomposición (como (3.14)) y sea dj la dimensión de Vj,ξ.

Teorema 3.38. [RS, Teorema 11.1] La función definida por

Φ(ξ,j)(x) :=
dτ
dj

∫
K

e−i〈ξ,k·x〉τ(k−1)Pj(ξ)τ(k) dk (∀x ∈ Rn), (3.39)

donde 〈·, ·〉 denota el producto interno usual en Rn, es una función esférica de tipo τ .
Más aún, {Φ(ξ,j)| ξ ∈ Rn, j = 1, 2, ..., l(ξ)} es un conjunto completo de funciones esféricas de tipo τ .

En particular, dos funciones esféricas Φ(ξ1,j1), Φ(ξ2,j2) de tipo τ coinciden si y sólo si ξ1 y ξ2 están en la
misma K-órbita. Además, si ξ2 = k · ξ1, entonces Vj2,ξ2 = τ(k)Vj1,ξ1 .

Teorema 3.39. [Ya, Teorema 3] Los pares (SO(n)nRn,SO(n)) y (U(n)nHn,U(n)), donde Hn denota
el grupo de Heisenberg de dimensión 2n+ 1, son pares de Gelfand fuertes.

Observación 3.40. Relación con las álgebras de funciones escalares I2
τ (G):

Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto de G. Recordemos que I2
τ (G) denota el espacio de

funciones de G en C de cuadrado integrable, K-centrales y de tipo τ . El espacio⊕
τ∈K̂

I2
τ (G),

en el caso en que G = K n N , coincide con el subespacio de L2(G) de las funciones K-centrales. En
efecto, si f : G→ C es K-central, entonces

f(k, n) = f((k̃, 0)(k, n)(k̃−1, 0)) = f(k̃kk̃−1, k̃ · n) para todo k̃ ∈ K, (k, n) ∈ K nN.

Sea T un toro maximal de K. Como
K =

⋃
k∈K

kTk−1,

por la densidad de las funciones a variables separadas sobre la variedad K×N , se tiene que el subespacio
de L2(K nN) de funciones K-centrales se puede poner como

L2(T)⊗ I2
τ0(K nN),

donde τ0 denota la representación trivial de K y por lo tanto I2
τ0 es el espacio de funciones de N en C,

de cuadrado integrable, que son invariantes por la acción de K. Es decir,

I2
τ0(K nN) = L2

τ0(N).

Por el teorema de Peter-Weyl

L2(T) =
⊕
τ∈K̂

Cχτ ,

donde Cχτ denota el C-espacio vectorial de dimensión uno generado por el carácter χτ de la representación
τ . Por otro lado,

Cχτ ⊗ I2
τ0(K nN) = I2

τ

y esto concluye la afirmación.

Observación 3.41. Si (K n N,K) es un par de Gelfand entonces es un par de Gelfand “twisted” (o
retorcido) con respecto a todo carácter de K. Esto se debe simplemente a la identificación del álgebra
L1
τ,τ (K nN,End(Vτ )) con L1

τ (N).
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Observación 3.42. Existen ejemplos de

pares de Gelfand (G,K) que no dan lugar a ternas de Gelfand (G,K, τ) con τ no trivial.

pares de Gelfand (G,K) que dan lugar a ternas de Gelfand (G,K, τ) con τ no trivial pero que no
son pares de Gelfand fuertes.

Ejemplos de estos veremos en el próximo caṕıtulo. Mencionamos también que para el grupo de Heisenberg
Hn, la terna (SU(n) n Hn,SU(n), τ) es conmutativa sólo para algunas representaciones irreducibles τ de
SU(n). Esto está demostrado en [RS, Corolario 10.4] y para n = 2 en mi trabajo final de Licenciatura en
Matemática, FaMAF-UNC, dirigido por la Dra. Linda V. Saal [D].
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Caṕıtulo 4

Ejemplos y clasificación de ternas de
Gelfand (K nN,K, τ )

El objetivo de este caṕıtulo será dar ejemplos de ternas conmutativas (G,K, τ) para el caso en que
G = KnN , donde N es un grupo de Lie nilpotente conexo, simplemente conexo y K es un subgrupo com-
pacto de automorfismos de N . Dos familias de ejemplos de ternas conmutativas son (SO(n)nRn,SO(n), τ)

para cualquier τ ∈ ŜO(n) y (U(n) n Hn,U(n), τ) para cualquier τ ∈ Û(n), donde Hn denota el grupo
de Heisenberg de dimensión real 2n + 1. Este resultado se debe a O. Yakimova quien probó que tanto
(SO(n) nRn,SO(n)) como (U(n) n Hn,U(n)) son pares de Gelfand fuertes (cf. [Ya, Teorema 3]).

En una primera instancia, dado un grupo de Lie nilpotente N no abeliano, un subgrupo compacto K
de automorfismos de N y una representación unitaria irreducible (τ, Vτ ) de K, estudiaremos condiciones
sobre τ para garantizar que (K nN,K, τ) sea una terna conmutativa. Una condición necesaria, probada
por F. Ricci y A. Samanta en [RS], establece que (KnN,K) debe ser un par de Gelfand. Por su parte, se
muestra en el Teorema 2.59, debido a C. Benson J. Jenkins y G. Ratcliff, que si (K nN,K) es un par de
Gelfand, entonces N debe ser abeliano o dos pasos nilpotente. Restringiremos nuestra atención solamente
a aquellos grupos N que admiten representaciones de cuadrado integrable. En estos casos veremos que es
posible reducir el problema a estudiar la conmutatividad de ternas de la forma (K ′ n H,K ′, τ|K′ ), donde
H es un grupo de Heisenberg, K ′ es un subgrupo ortogonal de automorfismos de H contenido en K y τ|K′
denota la restricción de τ a K ′. Esto se muestra en el Teorema 4.4.

Posteriormente determinaremos todas las ternas conmutativas que provienen de una clase particular
de pares de Gelfand dados por J. Lauret. Concretamente, partiendo de una representación real y efectiva
W de un álgebra de Lie compacta g, J. Lauret construye en [La2] grupos de Lie dos pasos nilpotentes
N(g,W ) con estructura de variedad Riemanniana y da una clasificación completa de los pares de Gel-
fand de la forma (KnN(g,W ),K) donde K está conformado por todos los automorfismos ortogonales de
N(g,W ). Nuestro objetivo será determinar todas las ternas conmutativas de la forma (KnN(g,W ),K, τ),

donde τ vaŕıa sobre K̂. Para usar la caracterización de ternas conmutativas que habremos probado en el
Teorema 4.4, solamente analizaremos aquellos grupos N(g,W ) que tienen representaciones de cuadrado
integrable. Cabe destacar que esta condición es satisfecha por todos los pares listados en [La2] con ex-
cepción de dos casos. Nuestro resultado de clasificación es el Teorema 4.20.

Finalmente dejaremos de lado los pares de Gelfand comprendidos en [La2] para pasar a analizar
otras ternas (K n N,K, τ) partiendo de pares de Gelfand (K n N,K). La clasificación de pares de
Gelfand de dicha forma fue completada por E. Vinberg. Con el esṕıritu de completar la clasificación de
ternas conmutativas, estudiaremos si hay ternas de Gelfand no-triviales provenientes de [V] que expandan
nuestra clasificación dada a partir de los pares que se encuentran en [La2]. Concluiremos que la respuesta
es prácticamente negativa y tanto esto como las pocas ternas que muestra el Teorema 4.20 nos dan pautas
para decir que entonces el análisis esférico matricial sobre un grupo N abeliano cobra mayor relevancia.
En los próximos caṕıtulos dedicaremos nuestra atención justamente a este problema fijando N = Rn.
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4.1. Localización

Sea N un grupo de Lie nilpotente conexo, simplemente conexo. El teorema de Plancherel establece
que para funciones sobre N a valores escalares existe una medida µ en N̂ tal que∫

N

|f(x)|2dx =

∫
N̂

‖π(f)‖2HS dµ(π),

para toda f ∈ L1(N)∩L2(N), donde dx denota la medida de Haar en N , HS refiere a la norma Hilbert-

Schmidt y para π ∈ N̂ , π(f) es el operador definido por (2.39). Este resultado es debido a J. Dixmier
y como referencias mencionamos su art́ıculo [Dix], el libro [P] o bien su enunciado se puede encontrar
de manera clara en [Goo]. Es posible extender de manera natural este resultado abarcando funciones a
valores matriciales.

Lema 4.1 (Teorema de Plancherel). Sea V un espacio vectorial complejo de dimensión finita m y sea
F ∈ L1(N,End(V )) ∩ L2(N,End(V )), entonces

‖F‖22 =

∫
N̂

‖π(F )‖2HS dµ(π), (4.1)

donde π(F ) es el operador definido por π(F ) :=
∫
N
π(x)⊗ F (x)dx.

Demostración. Consideramos {ei}mi=1 una base de V . El teorema de Plancherel clásico es válido para
todas las funciones definidas como entradas Fij(x) := 〈F (x)ej , ei〉 de F . Por lo tanto tenemos que

‖F‖22 =

m∑
i,j=1

‖Fij‖22

=

m∑
i,j=1

∫
N̂

‖π(Fij)‖2HS dµ(π).

Para cada (π,Hπ) ∈ N̂ , sea {hα} una base ortonormal del espacio de Hilbert Hπ, luego

m∑
i,j=1

∫
N̂

‖π(Fij)‖2HS dµ(π) =

m∑
i,j=1

∫
N̂

∑
α,β

‖〈π(Fij)hα, hβ〉‖2 dµ(π)

=

m∑
i,j=1

∫
N̂

∑
α,β

‖
∫
N

〈π(x)hα, hβ〉〈F (x)ej , ei〉dx‖2 dµ(π)

=

∫
N̂

m∑
i,j=1

∑
α,β

‖
∫
N

〈π(x)⊗ F (x)(hα ⊗ ej), hβ ⊗ ei〉dx‖2 dµ(π)

=

∫
N̂

m∑
i,j=1

∑
α,β

‖〈π(F )(hα ⊗ ej), hβ ⊗ ei〉‖2 dµ(π)

=

∫
N̂

‖π(F )‖2HS dµ(π).

Definición 4.2. Sea Z el centro de N . Una clase (π,Hπ) ∈ N̂ se dice de cuadrado integrable si sus
coeficientes matriciales 〈u, π(x)v〉Hπ , para u, v ∈ Hπ, son funciones de cuadrado integrable en N módulo

Z (es decir, es una función en L2(N/Z)). Denotaremos por N̂sq al subconjunto de N̂ de representaciones
de cuadrado integrable.

De [Wo1, Teorema 14.2.2] se desprende que para determinar si una representación es de cuadrado
integrable, basta chequear que sólo una de sus entradas matriciales no nulas sea una función de clase
L2(N/Z).

Teorema 4.3. [Wo1, Teorema 14.2.14] Si N tiene una representación de cuadrado integrable, entonces

su medida de Plancherel está concentrada en N̂sq.
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A partir del resultado anterior dirigiremos nuestra atención hacia aquellos grupos N que tengan re-
presentaciones de cuadrado integrable.

Al mismo tiempo, si n denota el álgebra de Lie de N con corchete de Lie [·, ·], dotamos a N con
una métrica Riemanniana invariante izquierda determinada a partir de un producto interno 〈·, ·〉 en n,
dando lugar a una nilvariedad homogénea (N, 〈·, ·〉) (cf. [La1]). Su grupo de isometŕıas está dado por el
producto semidirecto KnN , donde K es el grupo de automorfismos ortogonales de N (cf. [Wils] y [Wo2]).

Como nuestro interés recae sobre la determinación de ternas conmutativas (KnN,K, τ), del Teorema
3.15 el par (K nN,K) debe ser necesariamente de Gelfand y por lo tanto, por un resultado de C. Ben-
son, J. Jenkins y G. Ratcliff dado en [BJR1] (Teorema 2.59), N debe ser abeliano o dos pasos nilpotente.
Consideraremos entonces únicamente grupos N dos pasos nilpotentes. En consecuencia, n = z⊕W , donde
z es su centro y W el complemento ortogonal de z tal que [W,W ] ⊂ z.

Vimos que la teoŕıa de Kirillov establece una correspondencia entre N̂ y el conjunto de órbitas coad-
juntas (ver apartado 1.2.6). Fijada λ ∈ n∗ no-trivial se considera la forma bilineal antisimétrica en n dada
por

Bλ(X,Y ) := λ([X,Y ]) (X,Y ∈ n)

y la representación πλ ∈ N̂ asociada a la órbita coadjunta O(λ) de λ bajo la acción de N , es la represen-
tación inducida

πλ := IndNM (eiλ(·)),

donde M es el grupo de Lie simplemente conexo asociado a la subálgebra isotrópica maximal m de Bλ y
eiλ(·) es un carácter de M .

Sea Xλ ∈ z el representante de la restricción λ|z de λ a z, esto es,

λ(Y ) = 〈Y,Xλ〉 (∀ Y ∈ z).

Podemos partir z como
z = RXλ ⊕ zλ,

donde zλ := Nú(λ|z) es el complemento ortogonal en z del espacio unidimensional RXλ generado por Xλ.

Si πλ ∈ N̂sq se puede ver que Bλ es no-degenerada en W y las órbitas son maximales, esto es,
O(λ) = λ⊕W ∗. En efecto, sea aλ el subespacio de W donde Bλ es degenerada, es decir,

aλ := {u ∈ V | Bλ(u, v) = 0 ∀v ∈W}.

Sea Aλ := exp(aλ) y sea bλ el subespacio de W donde Bλ es no-degenerada. Consideramos

nλ := aλ ⊕ bλ ⊕ RXλ

y Nλ := exp(nλ). Si dotamos a aλ con el corchete de Lie trivial, podemos considerar el álgebra de Lie

hλ := bλ ⊕ RXλ

con corchete de Lie dado por
[X,Y ]hλ = Bλ(X,Y )Xλ.

Observamos que hλ es un álgebra de Heisenberg y denotamos por Hλ su correspondiente grupo de Hei-
senberg. La representación πλ es trivial en Zλ := exp(zλ). Luego, se factoriza en Nλ y v́ıa identificar Nλ
con el grupo producto Aλ ×Hλ podemos escribir

πλ(a, n) = χ(a)π′λ(n),

donde χ es un carácter unitario de Aλ y π′λ representación unitaria irreducible de Hλ. Por lo tanto, πλ
no puede ser de cuadrado integrable a menos que aλ ≡ {0}.

La rećıproca de este hecho también es cierta. Si las órbitas son maximales (o equivalentemente, si Bλ
es no-degenerada en W ), entonces πλ de cuadrado integrable. De hecho resulta

nλ = RXλ ⊕W.

Como el carácter χλ es trivial en zλ, la representación πλ actúa trivialmente en zλ y define una represen-
tación unitaria irreducible en N̂λ. En este caso Nλ es directamente isomorfo a un grupo de Heisenberg y
por lo tanto πλ es de cuadrado integrable.

Este es un hecho particular del siguiente resultado general (ver [Wo1, Theorem 14.2.6]): Si N es un
grupo de Lie nilpotente conexo, simplemente conexo, entonces las siguientes son equivalentes
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(i) [πλ] ∈ N̂sq.

(ii) La órbita O(λ) está completamente determinada por λ|z .

(iii) Bλ es no-degenerada en n/z.

Por último, nos gustaŕıa remarcar que en este contexto la forma bilineal Bλ restringida a W ×W
define la forma simpléctica asociada al grupo de Heisenberg Nλ. Por lo tanto dim(W ) = 2m para algún
número natural m y el espacio vectorial m introducido en el apartado 1.2.6 resulta isomorfo a z⊕ Rm.

Nos concentraremos ahora en las acciones de un subgrupo compacto K de automorfismos ortogonales
de N . No haremos distinción entre automorfismos de N y n. (Para resultados en contextos más generales
consultar [Kik]).

Dados k ∈ K y (πλ,Hπλ) ∈ N̂ ,
πkλ(x) := πλ(k · x)

define una representación unitaria irreducible de N , que puede o no ser equivalente a πλ. Sea

Kπλ := {k ∈ K | πkλ ∼ πλ}

el estabilizador de πλ. Para k ∈ Kπλ , existe un (único salvo factor unitario) operador unitario ωλ(k)
sobre Hπλ que entrelaza πλ con πkλ, es decir, πkλ(x) = ωλ(k)πλ(x)ωλ(k)−1 para todo x ∈ N . En principio
ωλ es una representación proyectiva de Kπλ . Sin embargo, uno siempre puede elegir escalares y asegurar
que define una verdadera representación unitaria de Kπλ en Hπλ (cf. [BJR3, Lemma 2.3]).

Por otro lado, sea
KXλ := {k ∈ K | k ·Xλ = Xλ}

el estabilizador de Xλ con respecto a la acción de K sobre n. Si πλ ∈ N̂sq, es fácil ver que Kπλ coincide
con KXλ y los denotaremos simplemente por Kλ.

Observamos que, para todo u, v ∈ V y todo k ∈ Kλ,

Bλ(k · u, k · v) = 〈Xλ, [k · u, k · v]〉 = 〈Xλ, k · [u, v]〉 = 〈k−1 ·Xλ, [u, v]〉
= 〈Xλ, [u, v]〉 = Bλ(u, v),

donde en la segunda igualdad hemos usado que K actúa en n por automorfismos. Por lo tanto, Kλ resul-
ta un subgrupo del grupo simpléctico Sp(m) con respecto a la forma simpléctica (Bλ)|W×W del espacio
vectorial real W . Más aún, como Kλ es compacto, podemos asumir que es un subgrupo del grupo uni-
tario U(m) ⊂ Sp(m). Llegados a este punto enfatizamos que la representación ωλ de Kλ coincide con la
conocida representación metapléctica asociada al grupo de Heisenberg Nλ.

El siguiente teorema nos permitirá determinar si una terna es o no es de Gelfand a partir de estudiar
ternas asociadas a grupos de Heisenberg.

Teorema 4.4. (Reducción a grupos de Heisenberg) Sea N un grupo de Lie real dos pasos nilpotente cone-
xo, simplemente conexo que tiene representaciones de cuadrado integrable. Sea K un subgrupo compacto
del grupo de automorfismos de N y sea (τ, Vτ ) ∈ K̂. Entonces,

(i) (KnN,K) es un par de Gelfand si y sólo si (KλnNλ,Kλ) es un par de Gelfand para toda πλ ∈ N̂sq

(versión escalar).

(ii) (K nN,K, τ) es una terna conmutativa si y sólo si (Kλ nNλ,Kλ, τ|Kλ ) es una terna conmutativa

para toda πλ ∈ N̂sq (versión matricial).

Demostración.

(i) Recordamos que por hipótesis N tiene medida de Plancherel concentrada en N̂sq y podemos aplicar
los argumentos dados en [BJR3, p. 571-574].

(ii) Una generalización de las ideas dadas en [BJR3] nos permitirán probar la segunda afirmación. Para
ello usaremos el Teorema 3.36.

Asumamos primero que (KnN,K, τ) es una terna conmutativa. En particular, ωλ⊗ (τ|Kλ ) es libre de

multiplicidad para toda πλ ∈ N̂sq. Luego, el Teorema 3.36 afirma que (Kλ nNλ,Kλ, τ|Kλ ) es una terna

conmutativa para cada πλ ∈ N̂sq.
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Rećıprocamente, sean F,G ∈ L1
τ (N). Es claro que si π ∈ N̂ , π(F ∗ G) = π(F )π(G). Si vemos

que πλ(F ) conmuta con πλ(G) para toda πλ ∈ N̂sq, aplicando el teorema de Plancherel (Teorema 4.1)
y [Wo1, Teorema 14.2.14] habremos obtenido F ∗ G = G ∗ F p.p. Sabemos que el operador πλ(F )

entrelaza ωλ ⊗ (τ|Kλ ) con sigo misma (cf. [RS, Lema 6.2]). Como para cada πλ ∈ N̂sq por hipótesis

(Kλ nNλ,Kλ, τ|Kλ ) es una terna conmutativa, ωλ ⊗ (τ|Kλ ) es libre de multiplicidad. Luego, por el Lema

de Schur, πλ(F ) es un múltiplo del operador identidad en cada componente irreducible de Hπλ y la
conclusión se sigue inmediatamente.

Asumiremos que πλ actúa en el espacio de Fock Fλ que consiste, para λ > 0 (respectivamente para λ <
0), de las funciones holomorfas (respectivamente antiholomorfas) en Cm que son de cuadrado integrable

con respecto a la medida e−
λ
2 |z|

2

. El espacio P(Cm) de polinomios en Cm es denso en Fλ. De aqúı en
adelante consideraremos la acción metapléctica de U(m) en P(Cm) dada por

(ω(k)(p))(z) := p(k−1z) (4.2)

y trabajaremos con ω|Kλ en lugar de ωλ.

4.2. Estudio de una familia de pares de Gelfand (K nN,K)

En esta sección introduciremos una clase de grupos de Lie dos pasos nilpotentes cuya constucción es
similar a la de grupos de tipo Heisenberg (o de tipo H) (ver [Kap]). Estos grupos fueron introducidos por
J. Lauret en los art́ıculos [La2] y [La1].

Sea g un álgebra de Lie compacta, esto es, g = [g, g] ⊕ c donde c es el centro de g y g′ := [g, g] es
un álgebra de Lie compacta semisimple. La notación de derivada g′ viene a colación de la definición del
corchete de Lie (ver 1.12). Sea (ρ,W ) una representación real y fiel de g de dimensión finita. Definimos
el álgebra de Lie dos pasos nilpotentes

n := g⊕W

cuyo centro es g y su corchete de Lie en W es

〈[u, v], X〉g := 〈ρ(X)u, v〉W ∀u, v ∈W y ∀X ∈ g, (4.3)

donde los productos internos 〈·, ·〉g y 〈·, ·〉V son considerados ad(g)-invariante y π(g)-invariante, respecti-
vamente. Estos productos internos definen uno en n dado por

〈X,Y 〉 :=


〈X,Y 〉g si X,Y ∈ g,

〈X,Y 〉W si X,Y ∈W,
0 si X ∈ g y Y ∈W.

Tal producto interno se dice g-invariante. El grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de Lie n será
denotado por N(g,W ). Podemos dar a dicho grupo una métrica invariante a izquierda determinada por
〈·, ·〉 y de esta forma obtener una nilvariedad homogénea. Se remarca en [La2] que esta construcción no de-
pende de la elección del producto interno g-invariante (salvo isomorfismo de grupos de Lie). Precisamente
si (ρ,W ) y (ρ′,W ′) son dos representaciones de g y existen un automorfismo ϕ de g y un isomorfismo
T : W →W ′ lineal tales que T ◦ ρ(x) ◦ T−1 = ρ′(ϕ(x)) ∀x ∈ g, entonces N(g,W ) y N(g,W ′) son grupos
de Lie isomorfos.

Observación 4.5. En general, dados dos espacios vectoriales g y W , con productos internos 〈·, ·〉g y
〈·, ·〉W , podemos definir un nuevo espacio vectorial n = g ⊕ W con producto interno tal que la suma
directa se ortogonal y que restringido a g y W coincida con 〈·, ·〉g y 〈·, ·〉W , respectivamente. Si queremos
dotar a n de una estructura de álgebra de Lie, debemos definir sobre este espacio una forma bilineal
antisimétrica y que cumpla la identidad de Jacobi. Si pretendemos que n resulte un álgebra de Lie dos
pasos nilpotentes con centro z := g, la identidad de Jacobi se cumplirá trivialmente y sólo debemos definir
una forma bilineal antisimétrica no degenerada B de W ×W en g y el corchete estará dado por

[(X,u), (Y, v)] = (B(u, v), 0) ∀X,Y ∈ g, u, v ∈W.

Para definir B(u, v) para cada u, v ∈W , por dualidad, basta determinar su valor contra cada X ∈ g. Es
aqúı donde la construcción dada por J. Lauret requiere que g sea un álgebra de Lie compacta y (ρ,W )
una representación real y fiel de g para establecer B(u, v) (es decir, el corchete en W ) como (4.3).
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Ejemplo 4.6. Quizás el primer ejemplo de álgebra de Lie dos pasos nilpotentes que uno tiene en mente
es el álgebra de Heisenberg R⊕R2n. Aqúı B es la forma simpléctica canónica en R2n asociada a la matriz

ρ(1) :=

(
0 −In
In 0

)
.

Adrede hemos denotado dicha matriz por ρ(1), donde 1 ∈ R, ya que esta expresión extendida por linealidad
define la representación ρ de R sobre R2n en correspondencia con la construcción anterior.

Definición 4.7. El grupo N(g,W ) se dice descomponible si N(g,W ) es producto directo de grupos de
Lie de la forma

N(g,W ) = N(h1, V1)×N(h2, V2).

En caso contrario diremos que N(g,W ) es indescomponible.

Sea G′ el grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de Lie g′ y sea U la componente conexa
que contiene a la identidad del grupo de operadores de entrelazamiento ortogonales de (ρ,W ). El grupo
U actúa trivialmente en el centro g de n y cada g ∈ G′ actúa en n por (Ad(g), ρ(g)) (donde también
hemos denotado por ρ la correspondiente representación de G′ en W ). En este contexto consideramos K
el grupo de automorfismos ortogonales de N(g,W ). Si el grupo de automorfismos de g coincide con el de
automorfismos internos de g (Aut(g) = Int(g)) entonces K = G′ × U (cf. [La1, Teorema 3.12]). Al igual
que J. Lauret en [La2] consideraremos estos casos.

Hasta aqúı hemos repasado la contrucción de una familia de grupos de Lie dos pasos nilpotentes
realizada por J. Lauret. A su vez, el art́ıculo [La2] concluye determinando todos los pares de Gelfand
(K n N,K) donde N := N(g,W ) es indescomponible y K es el grupo de automorfismos ortogonales
conexo de la nilvariedad homogénea N que se asume dado por K := G′ × U . Estaremos interesadas, a
partir de dicha clasificación, en tomar cada una de las representaciones unitarias irreducibles τ de K para
cada ejemplo de par de Gelfand y determinar cuándo la terna (K n N,K, τ) resulta conmutativa. Con
este objetivo en el horizonte procedemos a describir un criterio que luego utilizaremos para realizar el
análisis caso por caso de cada uno de los pares (KnN,K) dados en [La2, Remark 3] con cada una de las

representaciones τ ∈ K̂. Al final se la sección se incluye una tabla que resume la clasificación de ternas
conmutativas.

4.2.1. Criterio de conmutatividad

En este apartado pretendemos desprender del Teorema 4.4 un criterio para determinar ternas de Gel-
fand (K nN,K) donde N es de la forma N := N(g,W ) y K := G′ × U . Al final de la sección listamos
todos los pares de Gelfand determinados por J. Lauret en [La2] en los que el grupo nilpotente N presenta
representaciones de cuadrado integrable.

Fijemos entonces una nilvariedad homogénea N := N(g,W ) con subgrupo de automorfismos ortogo-
nales K := G′ × U como hemos descripto anteriormente. Para λ ∈ n∗, sea Xλ ∈ g su representante en el
centro de n. Luego

λ([u, v]) = 〈[u, v], Xλ〉 = 〈ρ(Xλ)u, v〉 (u, v ∈W ). (4.4)

De la discusión hecha previamente se sigue que la representación πλ asociada a la órbita coadjunta de λ
es de cuadrado integrable si y sólo si Nú(ρ(Xλ)) = {0}.

Asumiendo que N tiene una representación de cuadrado integrable notamos que Kλ es exactamente
CG′(Xλ)× U , donde CG′(Xλ) := {g ∈ G′ | Ad(g)Xλ = Xλ} es el centralizador de Xλ en G′.

Sea τ ∈ K̂. Por el Teorema 4.4 sabemos que (K n N,K, τ) es una terna conmutativa si y sólo si

(ω ⊗ τ)|Kλ es libre de multiplicidad para toda πλ ∈ N̂sq. Para el caso en que g es un álgebra de Lie
semisimple daremos un criterio con el mismo esṕıritu de restringir el problema de determinar ternas
conmutativas a partir de estudiar grupos más sencillos.

Teorema 4.8. Sean N := N(g,W ) y K := G′ × U de acuerdo a las construcciones dadas previamente.

Sea τ ∈ K̂ y sea T un toro maximal de G′. Si asumimos que g es un álgebra de Lie semisimple y que N
posee al menos una representación de cuadrado integrable, entonces la terna (KnN,K, τ) es conmutativa
si y sólo si (ω ⊗ τ)|T×U es libre de multiplicidad, donde ω es la representación metapléctica (4.2).
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Demostración. Si (ω⊗ τ)|T×U es libre de multiplicidad entonces para cada Xλ ∈ g, (ω⊗ τ)|Kλ es libre de

multiplicidad ya que CG′(Xλ) contiene un toro maximal de G′.
Ahora supongamos que (K n N,K, τ) es una terna conmutativa. Recordemos que X ∈ g es un

elemento regular de g si CG′(X) es un toro maximal y se sabe que el conjunto de elementos regulares de
g es abierto y denso en g. Luego, sólo necesitamos hallar un elemento regular en g en correspondencia a
una representación de cuadrado integrable de N :

Para cada λ ∈ n∗ hemos definido una forma bilineal antisimétrica en W ×W

(Bλ)|W×W (u, v) := λ([u, v]).

Sea Pf((Bλ)|W×W ) la ráız cuadrada del determinante de una matriz asociada a (Bλ)|W×W . Este el llamdo
el Pfaffiano . Sea

P (λ) := Pf((Bλ)|W×W ).

Tal función P depende únicamente de λ|g y se ve que es un polinomio homogéneo sobre g∗ (que también
denotaremos por P ) tal que P (λ) = P (λ|g) (cf. [Wo1, p. 333]). De acuerdo a [Wo1, Teorema 14.2.10]
existe una correspondencia entre órbitas coadjuntas O(λ) con P (λ|g) 6= 0 y las representaciones de
cuadrado integrable. En particular, como O(λ) está completamente determinada por λ|g , denotamos por

φ la aplicación que asocia cada λ|g tal que P (λ|g) 6= 0 con la representación πλ ∈ N̂sq. Más aún, [Wo1,

Teorema 14.2.14] afirma que la medida de Plancherel de N está concentrada en N̂sq y que su imagen
bajo la aplicación φ−1 es un múltiplo positivo de |P (X)|dX, donde dX es la medida de Lebesgue en g.
En particular, el conjunto

{Ad∗(λ) ∈ g∗ | P (λ) 6= 0}

está en correspondencia con el conjunto

{Xλ ∈ g | ρ(Xλ) es invertible}.

Como este es abierto, existe un elemento regular en él.

Corolario 4.9. Sean N , K, τ y T como en el teorema anterior. Si g es un álgebra de Lie compacta no
abeliana (es decir, g′ 6≡ {0}) y existe X ∈ g′ tal que ρ(X) es invertible, entonces la terna (K nN,K, τ)
es conmutativa si y sólo si (ω ⊗ τ)|T×U es libre de multiplicidad.

Demostración. Por el teorema anterior, si (ω ⊗ τ)|T×U es libre de multiplicidad entonces (K n N,K, τ)
es conmutativa. Rećıprocamente, por hipótesis,

{X ∈ g′ | ρ(X) es invertible}

es un conjunto abierto distinto del vaćıo y por lo tanto posee un elemento regular. La conclusión sigue
como en el Teorema 4.8.

Como ya hemos mencionado, la clasificación de todos los pares de Gelfand de la forma (KnN(g,W ),K),
donde N(g,W ) es indescomponible y K := G′ × U , es debida a J. Lauret (cf. [La2, Remark 3]). A con-
tinuación listamos los grupos N(g,W ), que poseen una representación de cuadrado integrable, con sus
respectivos grupos de automorfismos ortogonales K que dan lugar a pares de Gelfand.

(I) • N(g,W ) = N(su(2), (C2)n) para n ≥ 1,

donde C2 denota la representación estándar de su(2) vista como representación real, por lo
que se entiende que su(2) actúa en (C2)n como Im (H) actúa componente a componente en
Hn por el producto cuaterniónico a izquierda (donde H denota a los cuaterniones e Im(H)
su correspondiente conjunto de cuaterniones imaginarios). En este caso N(su(2), (C2)n) es un
grupo de tipo H.

• K = SU(2)× Sp(n).

(II) • N(g,W ) = N(su(2)⊕ su(2), (C2)k1 ⊕ R4 ⊕ (C2)k2) para k1 + k2 ≥ 1,

donde la suma (C2)k1 ⊕ R4 ⊕ (C2)k2) es una suma ortogonal, R4 denota la representación
estándar de so(4), la primera copia de su(2) actúa en (C2)k1 de la manera natural y la segunda
en (C2)k2 .

• K = Spin(4)× Sp(k1)× Sp(k2).
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(III) • N(g,W ) = N(sp(2), (C4)n) para n ≥ 1,

donde sp(2) actúa componente a componente en (H2)n de la manera estándar (identificando
H2 con C4).

• K = Sp(2)× Sp(n).

(IV) • N(g,W ) = N(so(2n),R2n) para n ≥ 2,

donde R2n denota la representación estándar de so(2n).

• K = SO(2n).

(V) • N(g,W ) = N(su(n),Cn) para n ≥ 3,

donde Cn denota la representación real estándar de su(n).

• K = SU(n)× S1.

(VI) • N(g,W ) = N(u(n),Cn) para n ≥ 3,

donde Cn denota la representación real estándar de u(n).

• K = SU(n)× S1.

(VII) • N(g,W ) = N(u(2), (C2)k ⊕ (C2)n) para k ≥ 1 y n ≥ 0,

donde la suma (C2)k ⊕ (C2)n) es ortogonal, el centro de u(2) actúa no-trivialmente solamente
en (C2)k, (C2)n denota la representación de su(2) descripta en (I) y u(2) actúa componente a
componente sobre (C2)k de la manera estándar como representación real.

• K = SU(2)×U(k)× Sp(n).

(VIII) • N(g,W ) está dado por:

◦ g := su(m1) ⊕ ... ⊕ su(mβ) ⊕ su(2) ⊕ ... ⊕ su(2) ⊕ c, con α copias de su(2), mi ≥ 3 para
todo 1 ≤ i ≤ β y donde c es una componente abeliana.

◦ W := Cm1⊕ ...⊕Cmβ⊕C2k1+2n1⊕ ...⊕C2kα+2nα , con kj ≥ 1 y nj ≥ 0 para todo 1 ≤ j ≤ α
y donde la suma es ortogonal o equivalentemente g-invariante.

g actúa en W como sigue: Para cada 1 ≤ i ≤ β + α, c tiene un único subespacio maximal,
denotado por ci, actuando no-trivialmente en la i-ésima componente de W y la dimensión
de ci es 1. Para 1 ≤ i ≤ β, su(mi) ⊕ ci (el cual es isomorfo a u(mi)) actúa no-trivialmente
únicamente en Cmi (como la representación presentada en (VI)) y para β + 1 < i ≤ β + α,
su(2) ⊕ ci actúa no-trivialmente únicamente en C2ki+2ni (como la representación presentada
en (VII)).

• K = G′ × U donde

◦ G′ = SU(m1)× ...SU(mβ)× SU(2)× ...× SU(2), con α copias de SU(2) y

◦ U = S1 × ...× S1 ×U(k1)× Sp(n1)× ...×U(kα)× Sp(nα), con β copias de S1

(IX) • N(g,W ) = N(R,Cn) para n ≥ 1,

donde R actúa en Cn, visto como espacio vectorial real, como en el Ejemplo 4.6, es decir, es el
grupo de Heisenberg.

• K = U(n).

Observación 4.10. Para todos los casos presentados anteriormente existeX ∈ g′ satisfaciendo Nú(ρ(X)) =
{0}. Hemos excluido de la lista dos de los casos dados en [La2, Remark 3] ya que corresponden a grupos
nilpotentes que no poseen representaciones de cuadrado integrable. Estos son precisamente el segundo
punto de la observación final del art́ıculo [La2] y el par dado por N(g,W ) := N(so(2n + 1),R2n+1) y
K := SO(2n + 1) para n ≥ 2, es decir, el análogo al punto (IV). En ambos casos el espacio vectorial W
tiene dimensión impar.

Nuestra tarea ahora será considerar, para cada caso, una representación unitaria irreducible τ de
K = G′ × U y determinar si la terna resultante es conmutativa o no. El último ı́tem de la lista fue
estudiado en [Ya] donde se prueba que las ternas (U(n)nN(R,Cn),U(n), τ) son conmutativas para toda

τ ∈ Û(n), esto es, cuando N es un grupo Heisenberg y K es el grupo unitario tenemos un par de Gelfand
fuerte. Es aśı que a continuación exploraremos los casos del (I) al (VIII) con el fin de derivar ternas
conmutativas.
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4.2.2. Caso (I)

Denotamos por H a los cuaterniones y por Im (H) a los cuaterniones imaginarios. Para n ≥ 1, el grupo
N(su(2), (C2)n) es el grupo de tipo H con álgebra de Lie Im (H)⊕Hn donde la representación real ρ de
Im (H) sobre Hn está dada por el producto cuaterniónico a izquierda componente a componente

ρ(z)(v) := (zv1, ..., zvn) (v = (v1, ..., vn) ∈ H, z ∈ Im (H)), (4.5)

es decir, su(2) actúa sobre (C2)n como Im (H) actúa naturalmente en cada coordenada de Hn (identifi-
cando Im (H) con su(2) y Hn con (C2)n).

El grupo unitario de operadores de entrelazamiento de π es Sp(n) que actúa en Hn a derecha. Por lo
tanto, K = SU(2)× Sp(n).

Un toro maximal en SU(2) está dado por

T1 :=
{(

eiθ 0
0 e−iθ

)
| θ ∈ R

}
.

Notemos que la acción de T1×Sp(n) en P((C2)n) (el espacio de polinomios en (C2)n) es C-lineal mientras
que no lo es la acción de K.

La representación metapléctica ω de T1×Sp(n) en P((C2)n) se descompone en

ω =
⊕
s∈Z≥0

χs ⊗ η(s), (4.6)

donde χs(θ) := e−isθ y η(s) denota la representación irreducible de Sp(n) en el espacio Ps((C2)n) de
polinomios homogéneos de grado s.

Una representación τ ∈ ̂SU(2)× Sp(n) está dada por el producto tensorial τ = νk ⊗ η, donde

(νk,Pk(C2)) ∈ ŜU(2) es la representación de SU(2) que se realiza en el espacio de polinomios homogéneos

de C2 de grado k y η ∈ Ŝp(n). Cuando restringimos τ a T1× Sp(n) tenemos

(νk ⊗ η)|T1 × Sp(n)
=

(
k⊕
i=0

χk−2i

)
⊗ η. (4.7)

En consecuencia

(ω ⊗ νk ⊗ η)|T1 × Sp(n)
=

∞⊕
s=0

[(
⊕ki=0χs+k−2i

)
⊗ η(s)

]
⊗ η. (4.8)

Proposición 4.11. La terna (K nN,K, τ), para

N := N(su(2), (C2)n),

K := SU(2)× Sp(n) y

τ ∈ K̂,

es conmutativa si y sólo si:

(i) τ ∈ ŜU(2) o

(ii) τ ∈ Ŝp(n) y corresponde a una partición de la forma (a, a, ..., a), de longitud a lo sumo n, para
algún entero no negativo a.

Demostración. Sea τ = νk ⊗ η ∈ ̂SU(2)× Sp(n).
Si τ = νk, a partir de (4.8) la afirmación se prueba fácilmente ya que

(ω ⊗ νk)|T1 × Sp(n)
=

∞⊕
s=0

(
⊕ki=0χs+k−2i

)
⊗ η(s)

es libre de multiplicidad.
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Para el caso en que τ = η, nuevamente de (4.8) se llega a que

(ω ⊗ η)|T1 × Sp(n)
=

∞⊕
s=0

χs ⊗ η(s) ⊗ η.

Esta descomposición es libre de multiplicidad si y sólo si η(s) ⊗ η es libre de multiplicidad para cada
s ∈ Z≥0. Por el Corolario 1.74 esto se sigue si y sólo si η corresponde a una partición de la forma
(a, a, ..., a) de longitud a lo sumo n.

Ahora asumamos que tanto η como νk son ambas no-triviales. Usando el Teorema 4.8 probaremos
que (ω ⊗ νk ⊗ η)|T1 × Sp(n)

no es libre de multiplicidad. En efecto, si consideramos s = 0 y s = 2 en (4.8)

tenemos los términos

para s = 0 : (χ−k ⊕ χ−k+2 ⊕ ...⊕ χk−2 ⊕ χk)⊗ η y

para s = 2 : (χ−k+2 ⊕ χ−k+4 ⊕ ...⊕ χk ⊕ χk+2)⊗ η(2) ⊗ η.

Por un lado, con s = 0 tomamos el término χk ⊗ η y por otro lado, con s = 2 consideramos χk ⊗ η(2)⊗ η.
Por el Corolario 1.73, η aparece en la descomposición en factores irreducibles del producto tensorial
η(2) ⊗ η. Luego, η aparece al menos dos veces en la descomposición de (ω ⊗ νk ⊗ η)|T1 × Sp(n)

.

4.2.3. Caso (II)

En este caso g := su(2)⊕ su(2) y actúa en W := (C2)k1⊕R4⊕ (C2)k2 (con k1 +k2 ≥ 1) de la siguiente
manera:

(i) la primera copia de su(2) de g actúa en (C2)k1 como sp(1) actúa en Hk1 de la manera natural,
componente a componente y actúa trivialmente en (C2)k1 , mientras que la segunda copia de su(2)
de g actúa de manera análoga intercambiando los roles de (C2)k1 y (C2)k2 , además

(ii) g = so(4) actúa de la manera natural en R4 (ya que su(2)⊕ su(2) ' so(4)).

Luego, el grupo unitario de operadores de entrelazamiento de esta acción es U = Sp(k1)× Sp(k2).

Sea T1 un toro de SU(2). La representación metapléctica de T1×T1×U en P((C2)k1 ⊕R4 ⊕ (C2)k2)
se descompone de la siguiente forma:

(i) La acción de T1×Sp(k1) en P((C2)k1) se descompone libre de multiplicidad en representaciones
irreducibles como ⊕

r∈Z≥0

χr ⊗ η(r), (4.9)

donde χr(θ) = e−riθ (para todo θ ∈ T1) y η(r) es la clásica representación de Sp(k1) en Pr((C2)k1).

La acción de T1×Sp(k2) en P((C2)k2) se descompone análogamente como⊕
s∈Z≥0

χs ⊗ η(s), (4.10)

donde aqúı η(s) es la clásica representación de Sp(k2) en Ps((C2)k2).

(ii) La acción de

T1×T1 =
{(

eiθ1 0
0 eiθ2

)
| θ1, θ2 ∈ R

}
en P(C2) se descompone sin presentar multiplicidad como suma de los siguientes caracteres⊕

l1,l2∈Z≥0

χ(l1,l2), (4.11)

donde χ(l1,l2)(θ1, θ2) = e−l1iθ1e−l2iθ1 (para todo (θ1, θ2) ∈ T1×T1).
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Luego, de (4.9), (4.10) y (4.11),

ω|T1 ×T1 ×U
=

⊕
r,s,l1,l2∈Z≥0

χ(r+l1,s+l2) ⊗ η(r) ⊗ η(s). (4.12)

Sea τ = νm⊗νn⊗η1⊗η2 una representación unitaria irreducible de K = SU(2)×SU(2)×U , donde νm
y νn son las representaciones unitarias irreducibles de SU(2) en Pm(C2) y Pn(C2) respectivamente, y η1

y η2 son representaciones unitarias irreducibles arbitrarias de Sp(k1) y Sp(k2) respectivamente. Cuando
restringimos τ a T1×T1×U obtenemos la descomposición(

m⊕
i=0

χm−2i

)
⊗

 n⊕
j=0

χn−2j

⊗ η1 ⊗ η2. (4.13)

De (4.12) y (4.13), (ω ⊗ τ)|T1 ×T1 ×U
se descompone en irreducibles de la siguiente la forma:⊕

r,s,l1,l2∈Z≥0

(
⊕mi=0 ⊕nj=0 χ(r+l1+m−2i,s+l2+n−2j)

)
⊗
(
η(r) ⊗ η1

)
⊗
(
η(s) ⊗ η2

)
. (4.14)

Proposición 4.12. La terna (K nN,K, τ), para

N := N(su(2)⊕ su(2), (C2)k1 ⊕ R4 ⊕ (C2)k2),

K := SU(2)× SU(2)× Sp(k1)× Sp(k2) y

τ ∈ K̂,

es conmutativa si y sólo si τ es la representación trivial.

Demostración. Sea τ = νm ⊗ νn ⊗ η1 ⊗ η2 una representación irreducible de K como arriba.
Si νm es no-trivial, es decir m ≥ 1, considerando en (4.14) los pares de ı́ndices

l1 = 0, i = 0 y l1 = 2, i = 1,

obtenemos multiplicidad en la descomposición en representaciones irreducibles de (ω⊗τ)|T1 ×T1 ×U
. Análo-

gamente, si νn es no-trivial, es decir n ≥ 1, obtenemos multiplicidad en (4.14).

Si η1 ∈ Ŝp(k1) es no-trivial, argumentando de la misma manera que en la Proposición 4.11 (que usa
el Corolario 1.73), considerando en (4.14) por un lado

r = 0, l1 = 2

y por otro lado
r = 2, l1 = 0,

obtenemos repetición de representaciones irreducibles como factores invariantes de (ω ⊗ τ)|T1 ×T1 ×U
. Lo

mismo se sigue para η2 ∈ Ŝp(k2) no-trivial.

4.2.4. Caso (III)

Este caso consiste de g := sp(2) y n := sp(2) ⊕ (H2)n (con n ≥ 1), donde hemos identificado C4 con
H2 (como espacios vectoriales reales). La representación real ρ de sp(2) en (H2)n es similar a la descripta
en el caso (I):

ρ(z)(v) := (zv1, ..., zvn) (v = (v1, ..., vn) ∈ H2, z ∈ sp(2)). (4.15)

Como el grupo unitario de operadores de entrelazamiento de (ρ, (H2)n) es Sp(n) (actuando a derecha
de manera C-lineal), el grupo K es Sp(2)× Sp(n).

Sea
T2 :=

{(
eiθ1 0

0 eiθ2

)
| θ1, θ2 ∈ R

}
un toro maximal de Sp(2).
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Como la acción natural de sp(2) en H2 es irreducible, el Lema de Schur implica que cada operar de
entrelazamiento A ∈ Sp(n) de la acción de sp(2) en P((H2)n), A : (H2)n → (H2)n, posee la siguiente
escritura matricial

[A] =


a11I a12I ... a1nI
a21I a22I ... a2nI
... ... ... ...
... ... ... ...
an1I an2I ... annI

 , donde I =

(
1 0
0 1

)
y ai,j ∈ H.

Podemos deducir que la acción de Sp(n) en P((C4)n) se parte como P((C2)n) ⊗ P((C2)n) y también
puede ser escrita como

⊕
r,s∈Z≥0

Pr((C2)n)⊗ Ps((C2)n).

Luego, la representación metapléctica ω de T2×Sp(n) en P((C4)n) se descompone en

ω|T2 × Sp(n)
=

⊕
r,s∈Z≥0

χ(r,s) ⊗ η(r) ⊗ η(s),

donde χ(r,s)(θ1, θ2) = e−irθ1e−isθ2 y donde η(r) y η(s) denotan las clásicas representaciones de Sp(n) en
los espacios de polinomios homogéneos en (C2)n de grado r y s respectivamente. Más aún, de (1.27)
obtenemos la siguiente descomposición libre de multiplicidad

ω =
⊕

r,s∈Z≥0

χ(r,s) ⊗

 s⊕
j=0

j⊕
i=0

η(r+s−j−i,j−i)

 . (4.16)

Proposición 4.13. La terna (K nN,K, τ), para

N := N(sp(2), (H2)n),

K := Sp(2)× Sp(n) y

τ ∈ K̂,

es conmutativa si y sólo si τ es la representación trivial.

Demostración. Sea τ ∈ ̂Sp(2)× Sp(n). Entonces τ = κ⊗ η, con κ ∈ Ŝp(2) y η ∈ Ŝp(n).

En primer lugar supongamos que η ∈ Ŝp(n) es no-trivial. Fijamos r = 1 y s = 1 en (4.16). Por un
lado tomamos en (4.16)

i = j = 0

y por otro lado,
i = j = 1.

Como resultado,
χ(1,1) ⊗ (κ|T2

)⊗ η y χ(1,1) ⊗ (κ|T2
)⊗ (η(2) ⊗ η)

aparecen en (ω⊗τ)|T2 × Sp(n)
. Por el Corolario 1.73 sabemos que η aparece en la descomposición de η(2)⊗η.

Como esperábamos, (ω ⊗ τ)|T2 × Sp(n)
no es libre de multiplicidad. Esto nos permite asumir que el factor

η debe ser trivial.

Sea ahora κ ∈ Ŝp(2) no-trivial. Si su peso máximo es a1L1 + a2(L1 + L2), le podemos asociar la
partición (κ1, κ2), donde κ1 = a1 + a2 ay κ2 = a2. Por el teorema del peso máximo, todo peso de κ está
dado por el peso máximo menos una suma no negativa de las ráıces simples L1 − L2 y 2L2. Sean

χ(κ1,κ2) y χ(κ1−l,κ2+l−2m)

dos caracteres diferentes tomados de la descomposición de κ|T2
(para ciertos enteros no negativos l y m).

En la descomposición de ω|T2 × Sp(n)
⊗κ|T2

aparecen, por ejemplo, las siguientes sumas de representaciones

irreducibles ⊕
r,s∈Z≥0

χ(κ1+r,κ2+s) ⊗ η(r) ⊗ η(s)

⊕
 ⊕
r′,s′∈Z≥0

χ(κ1−l+r′,κ2+l−2m+s′) ⊗ η(r′) ⊗ η(s′)

 .
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Elegimos r′ = l, s′ = 2m, r = 0 y s = l. Estos satisfacen{
r = −l + r′

s = l − 2m+ s′
(4.17)

La representación η(l) es un factor invariante de η(r)⊗η(s) y de η(r′)⊗η(s′). Esto se sigue ya que de (1.27)
tenemos que

η(r) ⊗ η(s) = η(0) ⊗ η(l) = η(l),

η(r′) ⊗ η(s′) = η(l) ⊗ η(2m) = ⊕max{l,2m}j=0 ⊕ji=0 η(l+2m−j−i,j−i),

y tomando j = i = m vemos que η(l) aparece en η(r′) ⊗ η(s′).

En conclusión, cuando τ es no-trivial, (ω ⊗ τ)|T2 × Sp(n)
no es libre de multiplicidad y por el Teorema

4.8, la terna no resulta conmutativa.

4.2.5. Caso (IV)

Estudiaremos las ternas asociadas al grupo nilpotente N := N(so(2n),R2n) para n ≥ 2. Aqúı la
representación ρ es la acción natural de so(2n) en R2n y por lo tanto K = SO(2n).

Fijamos un toro maximal de SO(2n),

Tn :=




cos(θ1) sin(θ1) 0 0
− sin(θ1) cos(θ1) 0 0

. . .

0 0 cos(θn) sin(θn)
0 0 − sin(θn) cos(θn)

 | θ1, ..., θn ∈ R


.

La representación metapléctica de Tn en P(Cn) es la usual y se descompone libre de multiplicidad en
suma directa de caracteres

ω|Tn =
⊕

(k1,...,kn)∈Z≥0

χ(k1,...,kn), (4.18)

donde (χ(k1,...,kn)(θ1, ..., θn))(zk11 ...zknn ) = e−ik1θ1zk11 ...e−iknθnzknn .

Sea (τ, Vτ ) ∈ ŜO(2n) una representación no-trivial. Debemos analizar la descomposición en irreduci-
bles de τ restringida a Tn y luego verificar cuándo ω|Tn ⊗ τ|Tn es libre de multiplicidad.

(i) Si τ|Tn no es libre de multiplicidad, inmediatamente ω|Tn ⊗ τ|Tn tampoco lo es.

(ii) Asumamos que τ|Tn es libe de multiplicidad. Como τ es no-trivial, τ|Tn se descompone en suma
directa de caracteres (tantos como su dimensión). Sean

χ(r1,...,rn) y χ(s1,...,sn)

dos caracteres diferentes de τ|Tn determinados por las n-uplas de enteros

(r1, ..., rn) y (s1, ..., sn).

Sea
a := máx{si, ri, 0 : 1 ≤ i ≤ n}

y para cada 1 ≤ i ≤ n, consideramos enteros no negativos

ki := a− ri y li := a− si.

Como
χ(k1,...kn) y χ(l1,...ln)

aparecen en ω|Tn , entonces
χ(a,...,a)
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aparece en la descomposición de
ω|Tn ⊗ χ(r1,...,rn)

y en la de
ω|Tn ⊗ χ(s1,...,sn).

Por lo tanto χ(a,...,a) aparece al menos dos veces en ω|Tn ⊗ τ|Tn .

En conclusión, aplicando el Teorema 4.8, hemos probado el siguiente resultado.

Proposición 4.14. La terna (K nN,K, τ), para

N := N(so(2n),R2n),

K := SO(2n) y

τ ∈ K̂,

es conmutativa si y sólo si τ es la representación trivial.

4.2.6. Casos (V) y (VI)

Sea n ≥ 3. En el caso (V) tenemos n := su(n)⊕Cn, la representación ρ de su(n) en Cn es la natural y
por ende K = SU(n)×S1. En el caso (VI) tenemos g := u(n) no es semisimple y actúa en Cn de la manera
natural. El subgrupo de automorfismos K es el mismo que en el caso (V), es decir, K = SU(n)× S1.

Toda τ ∈ K̂ está dada por τ = ν ⊗ χr, para algún ν ∈ ŜU(n) y algún carácter χr de S1 con r ∈ Z.

Proposición 4.15. La terna (K nN,K, τ), para

N := N(su(n),Cn)),

K := SU(n)× S1 y

τ ∈ K̂,

es conmutativa si y sólo si τ ∈ Ŝ1.

Demostración. Sea Tn−1 un toro maximal de SU(n). A fin de aplicar el Teorema 4.8 analizaremos cómo
se descompone la representación metapléctica Tn−1×S1 que actúa en P(Cn). Obtenemos

ω|Tn−1 ×S1
=

⊕
m1,...,mn∈Z≥0

χ(m1,...,mn), (4.19)

donde (χ(m1,...,mn)(θ1, ..., θn))(zm1
1 ...zmnn ) = e−im1θ1zm1

1 ...e−imnθnzmnn .

Sea τ = ν⊗χr como arriba. Si restringimos τ sobre Tn−1×S1 se descompone como suma de caracteres
de la forma χk1,...,kn−1,r para ciertos k1, ..., kn−1 ∈ Z.

Es claro que si ν es la representación trivial SU(n), (ω ⊗ χr)|Tn−1 ×S1
se descompone en una suma de

caracteres libre de multiplicidad ya que

(ω ⊗ χr)|Tn−1 ×S1
=

⊕
m1,...,mn−1,mn∈Z≥0

χ(m1,...,mn−1,mn+r).

Supongamos que (ν, Vν) es no-trivial, por lo tanto dim(Vν) > 1. Sean χk1,...,kn−1
y χl1,...,ln−1

dos caracteres
diferentes que aparecen en ν|Tn−1

. Los caracteres⊕
m1,...,mn∈Z≥0

χ(m1+k1,...,mn−1+kn−1,mn+r) y
⊕

m̃1,...,m̃n∈Z≥0

χ(m̃1+l1,...,m̃n−1+ln−1,m̃n+r).

aparecen en la descomposición (ω ⊗ τ ⊗ χr)|Tn−1 ×S1
. Vemos multiplicidad en la descomposición de (ω ⊗

ν ⊗ χr)|Tn−1 ×S1
cuando elegimos, por ejemplo, mn = m̃n = 0 y para 1 ≤ i ≤ n− 1:{

mi = ki − li ; m̃i = 0 if ki − li ≥ 0
mi = 0 ; m̃i = li − ki if ki − li < 0.

(4.20)
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Proposición 4.16. La terna (K nN,K, τ), para

N := N(u(n),Cn)),

K := SU(n)× S1 y

τ ∈ K̂,

es conmutativa si y sólo si τ ∈ Ŝ1.

Demostración. Este resultado se sigue de argumentos análogos al teorema anterior y de aplicar el Coro-
lario 4.9.

4.2.7. Caso (VII)

En el caso (VII) g := u(2) actúa en W := (C2)k ⊕ (C2)n por ρ definida de la siguiente manera:

(i) u(2) actúa en cada una de las k componentes de (C2)k de la manera natural,

(ii) en (C2)n el centro de u(2) actúa trivialmente y la parte semisimple actúa como sp(1) (o Im (H)) a
izquierda en cada una de las n componentes de (C2)n.

El grupo unitario de operadores de entrelazamiento es U = U(k) × Sp(n). El grupo nilpotente
N(u(2), (C2)k ⊕ (C2)n)) tiene álgebra de Lie n = u(2) ⊕ (C2)k ⊕ (C2)n y su grupo de automorfismos
ortogonales es K = SU(2)×U(k)× Sp(n).

Un toro maximal de SU(2) está dado por

T1 =
{(

eiθ 0
0 e−iθ

)
| θ ∈ R

}
que está en correspondencia con

{
eiθ | θ ∈ R

}
en Sp(1).

La representación metapléctica ω de T1×U se realiza en P((C2)k ⊕ (C2)n):

(i) Para entender cómo actúa U(k) en P((C2)k) debemos pensar a cada elemento A ∈ U(k) como un
operador (unitario) de entrelazamiento de la acción de u(2) sobre P((C2)k): Como la acción natural
de u(2) en C2 es irreducible, el lema de Schur implica que A es un operador lineal, A : (C2)k → (C2)k,
cuya representación matricial está dada por

[A] =


a11I a12I ... a1kI
a21I a22I ... a2kI
... ... ... ...
... ... ... ...
ak1I ak2I ... akkI

 , donde I =

(
1 0
0 1

)
y ai,j ∈ C.

De aqúı la acción de U(k) en P((C2)k) se parte como P(Ck)⊗ P(Ck) y también se puede escribir
como

⊕
r,s∈Z≥0

Pr(Ck) ⊗ Ps(Ck). A pesar de que Pr(Ck) ⊗ Ps(Ck) no es irreducible como U(k)-

módulo, es libre de multiplicidad. Más aún, por [Ya], el par (U(k) nN(R,Ck),U(k)) es un par de
Gelfand fuerte. En particular, para cada s ∈ Z≥0, la suma⊕

r∈Z≥0

Pr(Ck)⊗ Ps(Ck)

es libre de multiplicidad como U(k)-módulo.

Además de esto, T1 ⊂ SU(2) actúa en cada polinomio p ∈ P((C2)k) por

p(u1, v1, ..., uk, vk) 7→ p(eiθu1, e
−iθv1, ..., e

iθuk, e
−iθvk), (ui, vi ∈ C).

Luego la acción de T1×U(k) en P((C2)k) se descompone sin multiplicidad como⊕
r,s∈Z≥0

χr−s ⊗ υ(r) ⊗ υ(s), (4.21)
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donde hemos denotado por υ(r) y υ(s) a las representaciones irreducibles de U(k) en Pr(Ck) y en

Ps(Ck) respectivamente y donde χr−s(e
iθ) = e−(r−s)iθ.

La descomposición de la representación metapléctica de U(k) en P(Ck) es⊕
r∈Z≥0

υ(r).

De acuerdo a [Ya], (U(k) n N(R,Ck),U(k) es un par de Gelfand fuerte, esto es, para cada repre-

sentación irreducible υ ∈ Û(k) ⊕
r∈Z≥0

υ(r) ⊗ υ

es libre de multiplicidad. En particular, para cada s ∈ Z≥0,⊕
r∈Z≥0

υ(r) ⊗ υ(s)

es libre de multiplicidad. Más aún, tampoco la siguiente expresión presenta multiplicidades⊕
r∈Z≥0

χr ⊗ υ(r) ⊗ υ(s).

Luego, ⊕
r,s∈Z≥0

χr−s ⊗ υ(r) ⊗ υ(s) =
⊕
s∈Z≥0

χ−s ⊗

 ⊕
r∈Z≥0

χr ⊗ υ(r) ⊗ υ(s)


es también libre de multiplicidad.

(ii) Para cada j ∈ Z≥0 la acción de Sp(n) sobre Pj(C2n), denotada por η(j), es irreducible. El toro

T1 ⊂ Sp(1) actúa en cada polinomio homogéneo por su grado, en el sentido que si p ∈ Pj(C2n), la
acción está dada por (eiθ, p) 7→ e−jiθp. Luego la acción de T1× Sp(n) en P(C2n) se descompone en
irreducibles como ⊕

j∈Z≥0

χj ⊗ η(j). (4.22)

En conclusión, la representación metapléctica se descompone libre de multiplicidad en

ω|T1 ×U
=

 ⊕
r,s∈Z≥0

χr−s ⊗ υ(r) ⊗ υ(s)

⊗
 ⊕
j∈Z≥0

χj ⊗ η(j)

 (4.23)

(debemos tener en mente que cada término υ(r) ⊗ υ(s) no es irreducible).

Una representación unitaria irreducible de K está dada por τ = νd ⊗ υ ⊗ η, donde (νd,Pd(C2)) es la

representación unitaria irreducible de SU(2) sobre los polinomios homogéneos en C2 de grado d, υ ∈ Û(k)

y η ∈ Ŝp(n). Esta representación restringida a T1×U se descompone en representaciones irreducibles
como

τ|T1 ×U
= (⊕di=0χd−2i)⊗ υ ⊗ η.

Luego ω ⊗ τ restringida a T1×U se descompone en

(ω ⊗ τ)|T1 ×U
=

⊕
r,s,j∈Z≥0

⊕di=0χr−s+j+d−2i ⊗ υ(r) ⊗ υ(s) ⊗ υ ⊗ η(j) ⊗ η. (4.24)

Proposición 4.17. La terna (K nN,K, τ), para

N := N(u(n), (C2)k ⊕ (C2)n),

K := SU(2)×U(k)× Sp(n) y

τ ∈ K̂,
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es conmutativa si y sólo si τ ∈ Û(k).

Demostración. Sea τ = νd ⊗ υ ⊗ η ∈ ̂SU(2)×U(k)× Sp(n).
Si η es no-trivial, por el Corolario 1.73, η aparece en la descomposición en representaciones irreducibles

de η(2) ⊗ η. Entonces, considerando por un lado

j = 0, r = 1, s = 0

y por otro lado
j = 2, r = 0, s = 1,

obtenemos repetición en (4.24).
Si νd es no-trivial, es decir, d ≥ 1, hay repetición de representaciones en (4.24) considerando por

ejemplo por un lado
i = 0 y j = 0

y por otro lado
i = 1 y j = 2.

En conclusión, si νd o η no son triviales, aplicando el Corolario 4.9, nos quedan ternas no conmutativas.
Asumamos entonces que tanto νd como η son triviales. Mostraremos que la descomposición

(ω ⊗ τ)|T1 ×U(k)×Sp(n)
=

⊕
r,s,j∈Z≥0

χr−s+j ⊗ υ(r) ⊗ υ(s) ⊗ υ ⊗ η(j)

es libre de multiplicidad a partir de notar que su restricción a T1×Z(U(k)) × Sp(n) es libre de multi-
plicidad, donde Z(U(k)) es en centro de U(k). En efecto, sea χl el carácter asociado a υ|Z(U(k))

. A cada

representación υ(r) ∈ Û(k) que actúa en el espacio de polinomios homogéneos de grado r, el carácter
asociado corresponde a su grado r, en el sentido que (υ(r))|Z(U(k))

= χr. Luego,

(ω ⊗ υ)|T1 ×Z(U(k))×Sp(n)
=

⊕
r,s,j∈Z≥0

χr−s+j ⊗ χr+s+l ⊗ η(j). (4.25)

El parámetro l está fijo y uno puede asumir el parámetro j también fijo porque cuando j corre en Z≥0

el factor η(j) cambia. Luego obtenemos multiplicidad en (4.25) si existen parámetros r, s, r′, s′ ∈ Z≥0,
r 6= r′, s 6= s′, tales que {

r − s = r′ − s′
r + s = r′ + s′

lo cual no es posible.
Aśı, si νm o η son triviales, por el Corolario 4.9, obtenemos ternas conmutativas.

4.2.8. Caso (VIII)

En este caso el álgebra de Lie g no será semisimple. Sean α y β dos enteros no negativos y sean
{mi}βi=1 enteros mayores o iguales a 3. Consideramos

g := su(m1)⊕ ...⊕ su(mβ)⊕ su(2)⊕ ...⊕ su(2)⊕ c,

donde c es su centro y donde hay α copias de su(2). La componente abeliana satisface que 1 ≤ dim(c) <
α+ β. Consideramos los espacios vectoriales

W1 := Cm1 , · · · , Wβ := Cmβ , Wβ+1 := C2k1+2n1 , · · · , Wβ+α := C2kα+2nα ,

donde kj ≥ 1 y nj ≥ 0 para todo 1 ≤ j ≤ α y sea

W :=

β+α⊕
i=1

Wi.

El grupo dos pasos nilpotente N(g,W ) está determinado por lo siguiente:

- Para cada 1 ≤ i ≤ β + α, c tiene un subespacio maximal, denotado por ci, de dimensión uno, que
actúa no-trivialmente en Wi.
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- Para 1 ≤ i ≤ β, su(mi)⊕ ci actúa en Wi al igual que en el caso (VI). Esto es, como su(mi)⊕ ci es
isomorfo a u(mi), actúa de la manera natural en Cmi . Aparte de esto, su(mi)⊕ci actúa trivialmente
en Wj para todo j 6= i.

- Para β + 1 < i ≤ β + α, su(2) ⊕ ci actúa en Wi al igual que en el caso (VII). Esto es, actúa
naturalmente como u(2) en (C2)ki y su(2) actúa naturalmente como sp(1) en Hni (que es isomorfo
a (C2)ni como espacio vectorial real). Además, su(2)⊕ ci actúa trivialmente en Wj para todo j 6= i.

El grupo unitario de operadores de entrelazamiento es

U := S1 × ...× S1 ×U(k1)× Sp(n1)× ...×U(kα)× Sp(nα),

que presenta β copias de S1.

Consideraremos un caso más sencillo. Sea g := su(m) ⊕ su(2) ⊕ c y W := Cm ⊕ (C2)k ⊕ (C2)n, para
ciertos enteros m ≥ 3, k ≥ 1 y n ≥ 0. Aqúı K = SU(m)× SU(2)× S1 ×U(k)× Sp(n).

Sea Tm−1 un toro maximal de SU(m) y T1 un toro maximal de SU(2).

La representación metapléctica ω de Tm−1×T1×S1 ×U(k)× Sp(n) actúa en P(Cm ⊕C2k ⊕C2n) de
la siguiente manera:

(i) T1×U(k)× Sp(n) actúa como en el caso (VII) sobre P(C2k ⊕ C2n) y

(ii) Tm−1×S1 es un toro de dimensión m en U(m) que actúa en P(Cm) de la manera estándar.

Luego, la representación de Tm−1×T1×S1 ×U(k)× Sp(n) se descompone en ⊕
j1,...jm∈Z≥0

χ(j1,...,jm)

⊗
 ⊕
r,s∈Z≥0

χr−s ⊗ υ(r) ⊗ υ(s)

⊗
 ⊕
j∈Z≥0

χj ⊗ η(j)

 (4.26)

donde en el primer factor del producto tensorial tenemos una suma de caracteres de la forma

χ(j1,...,jm)(θ1, ..., θm) := e−j1iθ1 ...e−jmiθm ,

mientras el segundo factor, ⊕
r,s∈Z≥0

χr−s ⊗ υ(r) ⊗ υ(s)

⊗
 ⊕
j∈Z≥0

χj ⊗ η(j)

 ,

es el mismo que aparece en el caso (VII). Recordemos que si bien cada término υ(r)⊗υ(s) no es irreducible,
ω|Tm−1 ×T1 ×S1×U(k)×Sp(n)

es libre de multiplicidad por lo probado en [Ya].

Proposición 4.18. La terna (K nN,K, τ), para

N := N(su(m)⊕ su(2)⊕ c,Cm ⊕ (C2)k ⊕ (C2)n, (C2)k ⊕ (C2)n),

K := SU(m)× SU(2)× S1 ×U(k)× Sp(n) y

τ ∈ K̂,

es conmutativa si y sólo si τ ∈ ̂S1 ×U(k).

Demostración. Una representación unitaria irreducible de K está dada por el producto tensorial

τ = ν ⊗ νd ⊗ χt ⊗ υ ⊗ η,

donde ν ∈ ŜU(m), (νd,Pd(C2)) es la ya conocida representación irreducible de SU(2) en el espacio de

polinomios homogéneos en C2 de grado d, χt es un carácter de S1 (t ∈ Z), υ ∈ Û(k) y η ∈ Ŝp(n).
Para comenzar notemos que si νd o η no son triviales, por la Proposición 4.17 tenemos multiplicidad

en la descomposición ω ⊗ τ cuando se la restringe a Tm−1×T1×S1 × U(k) × Sp(n). Podemos entonces
suponer que tanto νd como η son triviales.
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Ahora sea ν ∈ ŜU(m) no-trivial. El álgebra de Lie compleja sl(m) es la complexificación de su(m). Sea
h la subálgebra de Cartan de sl(m) consistente de la matrices diagonales m ×m sobre C de traza cero.
Tomando Hi := δi,i−δm,m, tenemos que h es un espacio vectorial complejo generado por {H1, ...,Hm−1}.
Sea {L1, ..., Lm−1} la base dual asociada en el espacio dual h∗. Los pesos fundamentales están dados

por
∑l
i=1 Li para 1 ≤ l ≤ m − 1 y las ráıces simples son L1 − L2, , ..., Lm−2 − Lm−1. Por el teorema

del peso máximo, a cada representación irreducible de sl(m) corresponde una combinación lineal entera
no negativa de pesos fundamentales. Además, fijada una representación de sl(m), todos sus pesos están
dados como su peso máximo menos una combinación lineal finita sobre Z≥0 de ráıces simples. Entonces,
por el teorema del peso máximo, ν se puede parametrizar en términos de una partición (ν1, ..., νm−1).
Denotando por

a := (a1,−a1 + a2, ...,−an−3 + an−2,−am−1)

(con ai ∈ Z≥0 para todo 1 ≤ i ≤ m− 1), cada peso de ν es de la forma

ν − a := (ν1 − a1, ν2 + a1 − a2, ..., νn−2 + an−3 − an−2, νm−1 + am−1)

ya que todo peso de ν se escribe como

m−1∑
i=1

νiLi −
m−2∑
i=1

ai(Li − Li+1) =

(ν1 − a1)L1 + (ν2 + a1 − a2)L2 + ...+ (νn−2 + an−3 − an−2)Lm−2 + (νm−1 + am−1)Lm−1,

para ai ∈ Z≥0 (1 ≤ i ≤ m− 1). Sean

(ν1, ..., νm−1) y ν − a

dos pesos distintos de ν con ai ∈ Z≥0 ∀i. En la descomposición de ω ⊗ (ν ⊗ χt ⊗ υ) restringida a
Tm−1×T1×S1 ×U(k)× Sp(n) encontramos por ejemplo los siguientes términos: ⊕

j1,...jm∈Z≥0

χν+(j1,...,jm−1) ⊗ χjm+t

⊗
 ⊕
r,s∈Z≥0

χr−s ⊗ υ(r) ⊗ υ(s) ⊗ υ

⊗
 ⊕
j∈Z≥0

χj ⊗ η(j)


y  ⊕

j′1,...j
′
m∈Z≥0

χν−a+(j′1,...,j
′
m−1) ⊗ χj′m+t

⊗
 ⊕
r,s∈Z≥0

χr−s ⊗ υ(r) ⊗ υ(s) ⊗ υ

⊗
 ⊕
j∈Z≥0

χj ⊗ η(j)

 .

Vemos multiplicidad considerando por ejemplo,
j1 = 0, j′1 = a1,
ji = ai − ai+1, j′i = 0 si ai − ai+1 ≥ 0 para 1 < i < m− 1,
ji = 0, j′i = −(ai − ai+1) si ai − ai+1 < 0 para 1 < i < m− 1,
jm−1 = am−1, j′m−1 = 0.

Aśı, si νd, η o ν son no-triviales, de lo que afirma el Corolario 4.9, tenemos ternas no conmutativas. Esto
nos permite suponer de aqúı en lo que resta de la prueba que νd, η y ν son representaciones triviales.

Para cada χt ∈ Ŝ1 y cada υ ∈ Û(k) debemos analizar por último ⊕
j1,...jm∈Z≥0

χ(j1,...,jm+t)

⊗
 ⊕
r,s∈Z≥0

χr−s ⊗ υ(r) ⊗ υ(s) ⊗ υ

⊗
 ⊕
j∈Z≥0

χj ⊗ η(j)

 . (4.27)

La suma ⊕
j1,...jm∈Z≥0

χ(j1,...,jm+t)

es libre de multiplicidad para todo t ∈ Z y por la Proposición 4.17, la descomposicón ⊕
r,s∈Z≥0

χr−s ⊗ υ(r) ⊗ υ(s) ⊗ υ

⊗
 ⊕
j∈Z≥0

χj ⊗ η(j)


es libre de multiplicidad para todo υ ∈ Û(k). Luego, por el Corolario 4.9, obtenemos ternas conmutativas
cuando τ = χt ⊗ υ.
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Haciendo leves modificaciones en la prueba de la proposición anterior podemos enunciar el siguiente
resultado que cierra el caso (VIII).

Proposición 4.19. La terna (K nN,K, τ), para

N := N(g,W ), donde

• g := ⊕βi=1su(mi)⊕⊕αj=1su(2)⊕ c,

• W := ⊕βi=1Cmi ⊕⊕αj=1(C2)kj+nj ,

K := G′ × U donde

• G′ = Πβ
i=1 SU(mi)×Πα

j=1 SU(2),

• U = Πβ
i=1U(1)×Πα

j=1U(kj)× Sp(nj) y

τ ∈ K̂,

es conmutativa si y sólo si τ = χt1 ⊗ ...⊗χtβ ⊗ υ1⊗ ...⊗ υα, donde χti ∈ Ŝ1 (ti ∈ Z) para todo 1 ≤ i ≤ β
y υj ∈ Û(kj) para todo 1 ≤ j ≤ α.

4.2.9. Conclusiones

A partir de las Proposiciones 4.11 a 4.19 obtenemos una lista completa de ternas conmutativas no-
triviales (KnN(g,W ),K, τ), donde N(g,W ) es indescomponible y admite representaciones de cuadrado

integrable, K = G′ × U y τ ∈ K̂. Condensamos esto en el siguiente teorema.

Teorema 4.20. Sea (KnN(g,W ),K) un par de Gelfand tal que N(g,W ) es indescomponible y tiene una
representación de cuadrado integrable y K = G′×U . Todas las ternas conmutativas (KnN(g,W ),K, τ)

con τ ∈ K̂ no-triviales son(
K nN(su(2), (C2)n),K, τ

)
, donde K = SU(2)×Sp(n), para toda τ ∈ ŜU(2) y para toda τ ∈ Ŝp(n)

asociada a una partición constante de longitud a lo sumo n (donde n ≥ 1),

(K nN(su(n),Cn),K, τ), donde SU(n)× S1, para toda τ ∈ Ŝ1 (donde n ≥ 3),

(K nN(u(n),Cn),K, τ), donde K = SU(n)× S1, para toda τ ∈ Ŝ1 (donde n ≥ 3),

(K nN(u(n), (C2)k ⊕ (C2)n),K, τ), donde K = SU(2)×U(k)× Sp(n), para toda τ ∈ Û(k) (donde
k ≥ 1, n ≥ 0),

((G′ × U) nN(g,W ), G′ × U, τ) donde

g = su(m1)⊕ ...⊕ su(mβ)⊕ su(2)⊕ ...⊕ su(2)⊕ c con c una componente abeliana,

G′ = SU(m1)× ...× SU(mβ)× SU(2)× ...× SU(2) ,

W = Cm1 ⊕ ...⊕ Cmβ ⊕ C2k1+2n1 ⊕ ...⊕ C2kα+2nα y

U = S1 × ...× S1 ×U(k1)× Sp(n1)× ...×U(kα)× Sp(nα)

para toda τ ∈ Ŝ1⊗ ...⊗ Ŝ1⊗ Û(k1)⊗ ...⊗ Û(kα) (donde mj ≥ 3 para todo 1 ≤ j ≤ β, ki ≥ 1, ni ≥ 0
para todo 1 ≤ i ≤ α) y

(U(n) nN(R,Cn),U(n), τ) para toda τ ∈ Û(n) (donde n ≥ 1): probado por O. Yakimova en [Ya].

Observación 4.21. El par de Gelfand (U(n) n N(R,Cn),U(n)) (donde N(R,Cn) es el grupo de Hei-
senberg y U(n) es su grupo de automorfismos ortogonales) es el único par de Gelfand fuerte de la familia
considerada.

Observación 4.22. Sea U el grupo (conexo) de operadores de entrelazamiento unitarios de (ρ,W ). Asu-
mamos que U es producto directo de grupos y que el grupo unitario U(n) aparece en U para algún n ≥ 1.

Si τ ∈ Û(n) la terna ((G′ × U) nN(g,W ), G′ × U, τ) es conmutativa. (Ver los casos (V) a (IX).)
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Teorema 4.23. Sea N(g,W ) indescomponible y con una representación de cuadrado integrable. Una
terna no-trivial ((G′ ×U)nN(g,W ), G′ ×U, τ) es conmutativa si y sólo si vale alguna de las siguientes:

(i) U puede ser puesto como producto directo de grupos U = L×M con L := U(n1)× ...×U(nm) (para

algún m ≥ 1 y algunos ni ≥ 1) y τ ∈ L̂.

(ii) N(g,W ) es un grupo de tipo H de la forma N(su(2), (C2)n) y τ es como en la Proposición 4.11.

Observación 4.24. Por último, con respecto a las funciones esféricas, resaltamos que cuando la repre-
sentación τ es un carácter de S1 = U(1), el análisis armónico de la terna coincide totalmente con la teoŕıa
clásica del par de Gelfand subyacente. (Ver Observación 3.41.)

La tabla que incluimos al final de esta sección la resume y concluye.
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Û

(k
j
))

*
5

R
C
n

U
(n

)
p

a
ra

to
d

a
τ
:

[Y
a
]

(g
ru

p
o

d
e

H
ei

se
n
b

er
g
)

*
?

:
N

o
sa

b
em

os
si

es
o

n
o

te
rn

a
d

e
G

el
fa

n
d

p
ar

a
al

gu
n

a
τ

n
o

tr
iv

ia
l.
N

n
o

p
re

se
n
ta

re
p

re
se

n
ta

ci
o
n

es
d

e
cu

a
d

ra
d

o
in

te
g
ra

b
le

.
*—

:
só
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4.3. Estudio de los restantes pares de Gelfand (K nN,K)

La clasificación de pares de pares de Gelfand (K n N,K) con N nilpotente fue completada por E.
Vinberg. Con ánimo de completar la clasificación de ternas conmutativas de la forma (KnN,K, τ) donde
N es un grupo de Lie dos pasos nilpotente, estudiaremos qué ternas conmutativas se desprenden de los
pares de Gelfand dados en [V] y que expanden la lista dada en [La2]. Es remarcable que sólo hay unos
pocos pares (K n N,K) en la clasificación de E. Vinberg tales que el grupo nilpotente N no es de la
forma N = N(g,W ). Espećıficamente corresponden a los ı́tems 3, 5, 11, 12, 20 y 26 de la tabla 3 del
art́ıculo [V].

Recordamos que al deber ser N un grupo de Lie dos pasos nilpotente, su álgebra de Lie se parte como
espacio vectorial en suma directa n = z⊕W , donde z es el centro de n y [W,W ] ⊂ n.

En los ı́tems 3 y 26 de la tabla 3 en [V] el grupo N no posee representaciones de cuadrado integrable.
Como nuestros argumentos para determinar ternas conmutativas se basan fuertemente en aplicar el
Teorema 4.4, evitaremos el análisis de estos dos casos. En los próximos párrafos abordaremos el estudio
de ternas provenientes de pares de Gelfand restantes.

- Caso A: Desarrollaremos el estudio del ı́tem 5 de la tabla 3 presentada en [V]. Aqúı encontramos que
el álgebra de Lie de N está dada por n :=

[
Λ2(C2n)⊕ iR

]
⊕C2n, donde Λ2(C2n) denota el espacio

de formas bilineales antisimétricas sobre C2n con respecto al cuerpo de los números complejos y
K := U(2n).

- Caso B: Analizaremos el punto 12 de la tabla 3 dada en [V]. Para este ejemplo tenemos que
n := [H0(Hn)⊕ Im (H)]⊕Hn, donde H0(Hn) denota el espacio de matrices hermitianas n×n sobre
el conjunto numérico de los cuaterniones H y de traza cero, mientras que K := S1×Sp(n). La única
diferencia que existe entre los pares dados en los ı́tems 12 y 11 de la tabla 3 de [V] es que para el
punto 11 el grupo K es “más chico”.

- Caso C: Estudiaremos el ı́tem 20 de la tabla 3 de [V]. Para este ejemplo n := R7 ⊕ R8 y K es el
grupo spin K := Spin(7).

Observación 4.25. Esta es una observación más bien técnica pero no podemos omitirla. En la clasifi-
cación de pares de Gelfand (K nN,K) realizada por J. Lauret en [La2], N es una nilvariedad y K es tal
que las isometŕıas de N forman el grupo Isom(N) = K nN . Se toma todo el grupo K de automorfismo
ortogonales de N y no un subgrupo para armar el par (KnN,K). Por su parte, E. Vinberg exhibe en [V]
todos los pares (KnN,K) que denomina irreducibles maximales. Aqúı no se considera una estructura de
variedad Riemanniana. La irreducibilidad implica que z = [n, n] y que K actúe de manera irreducible en
W . La maximalidad implica que el par de (KnN,K) no tiene reducciones centrales no triviales. Es decir,
el centro z no posee subespacios s que son K-invariantes tales que si s̃ denota el complemento ortogonal
de s en z y ponemos ñ := s̃ ⊕W ' n/s y Ñ su respectivo grupo de Lie simplemente conexo, entonces
(K n Ñ,K) sea un par de Gelfand (cf. [Wo1, Sección 13.4A, p. 320] o bien [FRY]).

En śıntesis, en lo que sigue veremos si hay ternas conmutativas de la forma (K n N,K, τ), donde
N es un grupo de Lie dos pasos nilpotente que posee representaciones de cuadrado integrable, K es un
subgrupo de atuomorfismos de N y (K nN,K) es un par de Gelfand de la lista dada en [V] que no está
en [La2]. En la clasificación que se encuentra en [V] muchos pares (K nN,K) involucran como N a un
grupo de Hesisenberg y a distintos subgrupos de automorfismos K de N . Hemos obviado el análisis de
ternas conmutativas provenientes de estos pares puesto que en estos casos N śı es de la forma N(g,W ).

4.3.1. Caso A

El ejemplo que pasaremos a describir se encuentra en el ı́tem 5 de la tabla 3 presentada en [V] o bien
en el ı́tem 5 de la tabla 13.4.1 del libro [Wo1].

Sea Λ2(C2n) el espacio de formas bilineales antisimétricas sobre C2n con respecto al cuerpo de los
números complejos, donde denotamos por u ∧ v el producto exterior (wedge) para u, v ∈ C2n. Conside-
ramos el álgebra de Lie dos pasos nilpotente

n = z⊕W :=
[
Λ2(C2n)⊕ iR

]
⊕ C2n

cuyo corchete de Lie está dado por

[(z, u), (w, v)] := ((u ∧ v, Im (u∗v)), 0) ∀z, w ∈ z = Λ2(C2n)⊕ iR y ∀u, v ∈W = C2n,
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donde si ut denota el vector fila obtenido del vector columna u, u∗ denota el conjugado de dicho vector
fila. Sea N el grupo de Lie dos pasos nilpotente simplemente conexo con álgebra de Lie n. El producto
exterior u ∧ v puede ser también expresado en la forma uvt − vut. (Recordar que toda forma bilineal
antisimétrica está en correspondencia con una matriz antisimétrica.) El grupo unitario K = U(2n) actúa
en z por

k · (uvt − vut, s) := (k(uvt − vut)kt, s) (para k ∈ K y uvt − vut ∈ Λ2(C2n), s ∈ iR).

Consideramos un funcional lineal particular λ en n∗ tal que cuando lo restringimos a z tiene como
representante al elemento Xλ := (u∧v, 0) ∈ z para u∧v no-degenerada. Sea πλ la representación unitaria
irreducible de N asociada a λ. De la fórmula del Pfaffiano dada en [Wo1, p. 339 y 340], P (λ) es un
múltiplo positivo del determinate de la matriz uvt − vut. Gracias a nuestra elección del funcional lineal
λ, P (λ) resulta distinto de cero. Luego, por [Wo1, Teorema 14.2.10], πλ ∈ N̂sq. Por lo tanto, estamos
habilitadas a usar el Teorema 4.4 que hemos probado previamente. En este caso, el subgrupo Kλ de K
coincide con el grupo simplético Sp(n).

Sea ahora τ ∈ K̂ no-trivial. Entonces, existe η ∈ Ŝp(n) no-trivial que aparece en la restricción de τ a
Kλ.

La representación metapléctica (ω,P(C2n)) de Sp(n) se descompone como

ω =
⊕
j∈Z≥0

η(j),

donde estamos usando la notación dada en la secciones previas, es decir, cada η(j) está asociada a la
partición de longitud uno (j) para algún entero no negativo j. Aplicando una de las ideas usada repeti-
damente en pruebas anteriores, encontramos fácilmente que la descomposición en irreducibles de ω⊗τ|Kλ
presenta multiplicidades distintas a uno. En efecto, esto se debe a que la representación η aparece con
multiplicidad mayor o igual a dos, ya que por el Corolario 1.73 esta aparece en la descomposición de los
términos η ⊗ η(0) y η ⊗ η(2). Luego, por el Teorema 4.4, obtenemos el siguiente resultado.

Proposición 4.26. La terna (U(2n) nN,U(2n), τ), donde N es el grupo de Lie dos pasos nilpotente
simplemente conexo con álgebra de Lie n :=

[
Λ2(C2n)⊕ iR

]
⊕ C2n, es conmutativa si y sólo si τ es la

representación trivial de U(2n).

4.3.2. Caso B

El siguiente ejemplo que pasaremos a describir corresponde al par de Gelfand que se encuentra en el
ı́tem 12 de la tabla 3 presentada en [V] o bien en el ı́tem 9 de la tabla 13.4.1 del libro [Wo1].

Sea H0(Hn) el espacio de matrices hermitianas n × n y de traza cero sobre los cuaterniones H.
Consideramos el álgebra de Lie dos pasos nilpotente

n = z⊕W := [H0(Hn)⊕ Im (H)]⊕Hn

con corchete de Lie dado por

[(z, u), (w, v)] := (((uiv∗ − viu∗)0, u
∗v − v∗u)), 0) ∀z, w ∈ z = H0(Hn)⊕ Im (H) y ∀u, v ∈W = Hn,

donde en general para una matriz A denotamos

(A)0 := A− 1

2
tr(A)I.

Sea N el grupo de Lie dos pasos nilpotente simplemente conexo cuya álgebra de lie es n. Cada punto
(eiθ, k) ∈ S1 × Sp(n) del grupo de automorfismos de K = S1 × Sp(n) de n actúa precisamente en n por

(eiθ, k) · ((A, q), v) := ((kAk∗, eiθqe−iθ), kve−iθ) (para A ∈ H0(Hn), q ∈ Im (H), v ∈ Hn).

Sea τ = η⊗χr una representación unitaria irreducible arbitraria de K para alguna η ∈ Ŝp(n) y algún

carácter χr de S1. Si el factor en Ŝp(n) es trivial, es decir, si τ = χr, entonces el álgebra de convolución
L1
τ (N) coincide totalmente con el álgebra de convolución de funciones a valores escalares K-invariantes
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sobre N (como hemos mencionado anteriormente para las ternas twisted) que es conmutativa por provenir
de un par de Gelfand. Por lo tanto obtenemos ternas conmutativas para este caso. Supongamos ahora

que η ∈ Ŝp(n) es no-trivial.

Consideramos el funcional lineal λ en n∗ cuya restricción z tiene por representante a un elemento de
la forma Xλ := (0, q) ∈ z. Sea πλ la representación unitaria irreducible de N asociada a λ. De la fórmula
para el Pfaffiano dada en [Wo1, p. 340], P (λ) es un múltiplo positivo de |q|2n. Entonces, para todo cua-
ternión imaginario q, la representación asociada πλ es de cuadrado integrable. Por su parte Kλ es simple
de calcular: Si el cuaternión q pertenece a iR, Kλ coincide con K ya que q conmuta con todo número
complejo, mientras que para todos los otros casos Kλ es Sp(n). Fijemos por ejemplo q = j ∈ Im (H) para
de esta forma tener Kλ = Sp(n). Observar que τ|Kλ = η.

La representación metapléctica (ω,P(C2n)) de Kλ = Sp(n) se descompone (empleando la notación
que venimos utilizando) como

ω =
⊕
j∈Z≥0

η(j).

Una vez más ω⊗ η no es libre de multiplicidad debido a que η aparece en los términos η⊗ η(0) y η⊗ η(2)

por el Corolario 1.73. Luego, aplicando el Teorema 4.4, no obtenemos ternas conmutativas en este caso.

Proposición 4.27. La terna
((
S1 × Sp(n)

)
nN, S1 × Sp(n), τ

)
, donde N es el grupo de Lie dos pasos

nilpotente simplemente conexo con álgebra de Lie n := [H0(Hn)⊕ Im (H)]⊕Hn, es conmutativa si y sólo

τ ∈ Ŝ1.

Para cerrar este apartado mencionamos que el analálisis del ı́tem 11 de la tabla 3 en [V] es completa-
mente idéntico (o hasta incluso más simple) ya que aqúı el grupo K es un subgrupo de Sp(n).

4.3.3. Caso C

Por último, el siguiente ejemplo parte del par de Gelfand dado en el ı́tem 20 de la tabla 3 de [V] o
bien en el ı́tem 2 de la tabla 13.4.1 de [Wo1].

En este caso el grupo de Lie dos pasos nilpotente simplemente conexo N será de tipo H. Su álgebra de
Lie n es de la forma z⊕W donde W está dado por R8 o por los octoniones O y cuyo centro z es R7 o los
octoniones imaginarios Im (O). El corchete en W está dado de manera análoga a (4.4) tomando (J,W )
la representación real de z dada por el producto en los octoniones J(z)v := zv para todo z ∈ Im (O)
y v ∈ O. Aqúı z = R7 no es un álgebra de Lie compacta. Además, se tiene que R7 actúa en n por
(−T (z), J(z)), donde T (z) es la reflexión con respecto al eje z. El cómputo del grupo conexo maximal
K de automorfismos de N es similar al del caso de los grupos de la forma N(g,W ) dada en [La1]. En
este caso su grupo de automorfismos es K = Spin(7) × U , donde U denota la componente conexa de la
identidad del grupo de operadores de entrelazamiento ortogonales de (J,W ) y más aún, en este caso U
es trivial. (Mencionamos que, en general, el grupo de automorfismos de un álgebra de tipo Hesisenberg
fue determinado por L. Saal en [Sa].)

Sea λ un funcional lineal de n con representante Xλ ∈ z al restringirse a z. Nuevamente, de [Wo1, p.
340], el Pfaffiano P (λ) es no nulo p.p. Sabemos entonces que en estos casos Kλ = KXλ . Preciamente en
nuestro ejemplo Kλ resulta isomorfo al grupo spin Spin(6). Por lo tanto trabajaremos con el álgebra de
Lie so(6) .

Sea τ una representación unitaria irreducible no-trivial de Spin(7). Al restringir τ a Spin(6) se des-
compone en una suma directa de representaciones irreducibles y tomamos un término no-trivial que

denotamos por η̃ ∈ Ŝpin(6) y que identificaremos con su representación derivada y que también veremos
como representación de so(6).

Por su parte, como Spin(6) es isomomorfo a SU(4), la representación metapléctica sobre P(C4) se
descompone en la forma ⊕j∈Z≥0

Pj(C4), que se puede identificar con

ω =
⊕
j∈Z≥0

η̃(j),
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donde η̃(j) corresponde a la partición de longitud uno (j) de so(6). Hemos dedicido utilizar una notación
similiar a la de las representaciones de sp(n) debido a que los resultados de descompocición de productos
tensoriales de representaciones son muy cercanos. En efecto, utilizaremos la segunda parte del teorema
[O, Teorema 3.2] que afirma lo siguiente:

Sea η̃ una representación irreducible arbitraria de o(6) (o equivalentemente una partición) y sea s
un entero no-negativo. Entonces, la multiplicidad de una representación irreducible (o partición) σ en el
producto tensorial η̃ ⊗ η̃(s) es igual al número de particiones ς que satisfacen las siguientes condiciones

(i) η̃/ς y σ/ς son ambas tiras horizontales;

(ii) |η̃/ς|+ |σ/ς| = s;

(iii) si η̃t1 + η̃t2 = 6, σt1 = η̃t1 y σt2 = η̃t2, entonces debe valer una de las siguientes:

(iii− 1) l(ς) = l(η̃) y ςl ∈ {η̃l, σl}, donde l = l(η̃) = l(ς) = l(σ),

(iii− 2) l(ς) < l(η̃) y ςt2 < η̃t2.

Utilizaremos este enunciado para probar que el producto tensorial ω⊗τ|Kλ no es libre de multiplicidad.
En efecto, sea η̃ un factor en la descomposición de τ|Kλ como arriba. Separamos el problema en los
siguientes casos:

(a) Si η̃t1 + η̃t2 6= 6, el argumento sigue de forma similar al caso de la descomposición de productos
tensoriales de representaciones de Sp(n). Esto es, η̃ aparece en η̃ ⊗ η̃(0) y también en η̃ ⊗ η̃(2), al
igual que en el Corolario 1.73. Por lo tanto, η̃ aparece al menos dos veces en ω ⊗ τ|Kλ .

(b) Si η̃t1 + η̃t2 = 6 debemos analizar las siguientes cuatro posibilidades:

(1) η̃t1 = 6 y η̃t2 = 0, es decir, la partición es η̃ = (1, 1, 1, 1, 1, 1). En particular l(η̃) = 6.

(2) η̃t1 = 5 y η̃t2 = 1, es decir, la partición es η̃ = (η̃1, 1, 1, 1, 1, 0) para algún entero η̃1 ≥ 2. En
particular l(η̃) = 5.

(3) η̃t1 = 4 y η̃t2 = 2, es decir, la partición es η̃ = (η̃1, η̃2, 1, 1, 0, 0) para ciertos enteros η̃1 ≥ η̃2 ≥ 2.
En particular l(η̃) = 4.

(4) η̃t1 = 3 y η̃t2 = 3, es decir, la partición es η̃ = (η̃1, η̃2, η̃3, 0, 0, 0) para ciertos enteros η̃1 ≥ η̃2 ≥
η̃2 ≥ 2. En particular l(η̃) = 3.

Nuestra estrategia consistirá en elegir en cada caso una representación σ que aparezca en η̃⊗ η̃(1) y
en η̃⊗ η̃(3) (y por lo tanto aparecerá al menos dos veces en ω⊗τ|Kλ ). Elegiremos una representación

especial σ (una para cada uno de las cuatro posibilidades) tal que no satisfaga la condición (iii) del
teorema de [O] enunciado arriba.

(1) Para el primero de los casos consideramos por ejemplo σ := (2, 1, 1, 1, 1, 1). Se sigue que σt1 = 6
y σt2 = 1 6= 0 = η̃t2. Para ver que no se cumple (iii), usando la notación de [O, Teorema 3.2],
consideramos las particiones ςa := η̃ y ςb := (1, 1, 1, 1, 1, 0).

(2) Para la segunda posibilidad consideramos por ejemplo σ := (η̃1, 2, 1, 1, 1, 0). Se sigue que σt1 = 6
y σt2 = 1 6= 0 = η̃t2. Considerando particiones ςa := η̃ y ςb := (η̃1, 1, 1, 1, 0, 0) vemos que no vale
(iii).

(3) En el tercer caso consideramos por ejemplo σ := (η̃1, η̃2, 2, 1, 0, 0). Se sigue que σt1 = 4 y
σt2 = 3 6= 2 = η̃t2. Tomando las particiones ςa := η̃ y ςb := (η̃1, η̃2, 1, 0, 0, 0) no se satisface (iii).

(4) Para la última de las posibilidades consideramos por ejemplo σ := (η̃1, η̃2, η̃3, 1, 0, 0). Se sigue
que σt1 = 4 6= 3 = η̃t1 y σt2 = 3. Al considerar las particiones ςa := η̃ y ςb = (η̃1, η̃2, η̃3−1, 0, 0, 0)
no vale (iii).

No se cumple (iii) en ninguno de los casos ya que en todos tenemos que

· η̃/ςa, η̃/ςb, σ/ςa y σ/ςb son tiras horizontales,

· |η̃/ςa|+ |σ/ςa| = 0 + 1 = 1 y

· |η̃/ςb|+ |σ/ςb| = 1 + 2 = 3.

Luego, la representación σ que hemos tomado en cada caso aparece al menos dos veces en (η̃ ⊗
η̃(1))⊕ (η̃ ⊗ η̃(3)).

Proposición 4.28. La terna (Spin(7) nN, Spin(7), τ), donde N es el grupo de Lie dos pasos nilpotente
simplemente conexo con álgebra de Lie n := Im (O)⊕O, es conmutativa si y sólo si τ es la representación
trivial de Spin(7).
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4.3.4. Conclusiones

En base a las Proposiciones 4.26, 4.27 y 4.28 vemos que ninguno de estos nuevos ejemplos aporta
ternas conmutativas relevantes. Sólo en el caso C tenemos ternas conmutativas pero estas vienen dadas
por caracteres del grupo K. Sabemos de antemano que todo par de Gelfand (K n N,K) es también
un par de Gelfand “twisted” con respecto a todo carácter de K (ver Observación 3.41). Sumando esto
a las conclusiones dadas en la Sección 4.2.9 encontramos en total realmente pocas ternas conmutativas
(K nN,K, τ) y solamente un par de Gelfand fuerte de esta forma. Podemos decir que hemos dado todas
las ternas de Gelfand de la forma (KnN,K, τ), donde N es un grupo de Lie dos pasos nilpotente, conexo,
simplemente conexo, que admite representaciones de cuadrado integrable y K es un subgrupo de auto-
morfismos de N que es compacto y conexo, con una condición extra de “irreducibilidad o minimalidad”
que requiere que N sea indescomponible si proviene de la construcción de J. Lauret o bien que el par
(K nN,K) sea irreducible maximal en el sentido de la condición de E. Vinberg. Podŕıa pensarse que el
hecho que sean pocas álgebras conmutativas L1

τ (N) hace que cobre mayor relevancia al análisis esférico
en los casos en que N es el grupo de Heisenberg o es abeliano.
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Caṕıtulo 5

Funciones esféricas en R3

En este y en el siguiente caṕıtulo nos concentraremos en las funciones esféricas de un par de Gelfand
fuerte (K nN,K) en particular. El grupo nilpotente N que consideraremos será más que nilpotente, es
decir, será abeliano:

N = Rn.

El grupo compacto y conexo maximal de automorfismos de Rn es, salvo conjugación, el grupo ortogonal
especial SO(n). Está probado en [Ya] que (SO(n)nRn,SO(n)) es efectivamente un par de Gelfand fuerte.

En este caṕıtulo estudiaremos en detalle el análisis esférico de espacio eucĺıdeo tridimensional R3

como espacio homogéneo con respecto a su grupo de movimientos ŕıgidos (conexo) M(3) = SO(3) n R3.
Con esto queremos decir que describiremos las funciones τ -esféricas y estudiaremos la transformada de
Fourier τ -esférica asociadas al par (M(3),SO(3)) para una representación unitaria irreducible arbitraria
τ del grupo de rotaciones SO(3). En el caso en que τ es la representación estándar, las funciones esféricas
han sido calculadas expĺıcitamente en [RS, Sección 12]. En esta tesis completaremos la teoŕıa de este par

de Gelfand fuerte dando fórmulas expĺıcitas de las funciones esféricas de tipo τ , para toda τ ∈ ŜO(3).

El problema de hallar fórmulas expĺıcitas para las funciones esféricas matriciales en ejemplos concretos
ha sido objeto de estudio de numerosos art́ıculos tales como [Ca, GPT, PTZ, RT]. En dichos trabajos se
han estudiado grupos semisimples. En cambio, en esta tesis, aśı como en el art́ıculo [RS], tratamos grupos
que son producto semidirecto de un grupo compacto y un grupo nilpotente. Asimismo, en el próximo
caṕıtulo presentamos una forma de vincular ambas familias de ejemplos.

Dada una representación unitaria irreducible arbitraria (τ, Vτ ) de SO(3) nuestros principales resultados
han sido la descripción expĺıcita de un conjunto de generadores del álgebra de operadores diferenciales
(D(R3)⊗End(Vτ ))SO(3), el cómputo expĺıcito desde tres enfoques diferentes de un conjunto completo de
funciones esféricas de tipo τ y la obtención de una fórmula expĺıcita para la transformada de Fourier
esférica asociada a τ . Además, hemos podido hallar la medida de Plancherel asociada a cualquier terna
(M(3),SO(3), τ) y en conjunto hemos dado un teorema de inversión. En resumen, los resultados de este
caṕıtulo se condensan en cinco teoremas:

- El Teorema 5.3 permite caracterizar ciertos operadores diferenciales matriciales que presentan de-
terminadas simetŕıas. Será probado en la Sección 5.1.

- Los Teoremas 5.6, 5.8 y 5.10 muestran diferentes realizaciones de las funciones esféricas matriciales.
Serán probados en la Sección 5.2.

- Finalmente, el Teorema 5.13, de la Sección 5.3, es el Teorema de Inversión asociado de la transfor-
mada de Fourier τ -esférica.

El espacio eucĺıdeo tridimensional es especial con respecto a los espacios eucĺıdeos de dimensiones
mayores en el sentido que R3 es isomorfo, como espacio vectorial, al álgebra de Lie so(3) de SO(3) y la
representación estándar de SO(3) en R3 es equivalente a la representación adjunta de SO(3) en so(3).

141
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5.1. Operadores diferenciales invariantes

Dada (τ, Vτ ) ∈ ŜO(3) utilizaremos el modelo presentado en 1.2.3.3. La dimensión de τ será 2m + 1
para algún entero no negativo m, hecho que efatizaremos poniendo τ = τm. Su acción se puede evidenciar
por medio de transformaciones en Vτm = Hm, el espacio de polinomios en R3 a valores en C que son
armónicos y homogéneos de grado m, dadas por

(τm(k)p) (x) := p(k−1 · x) ∀k ∈ SO(3), p ∈ Hm, x ∈ R3.

Por su parte, denominaremos dτ (o dτm) a la correspondiente representación del álgebra de Lie so(3).
Como mencionamos, el espacio eucĺıdeo tridimensional R3 es especial con respecto a los espacios eucĺıdeos
de dimensiones mayores en el sentido que R3 es isomorfo, como espacio vectorial, al álgebra de Lie so(3) de
SO(3) y la representación estándar de SO(3) en R3 es equivalente a la representación adjunta de SO(3) en
so(3). Entonces, dτ puede ser considerada como un polinomio en R3 a valores matriciales y denotaremos
por Dτ al correspondiente operador diferencial v́ıa el operador de simetrización que generaliza a (1.18).

El objetivo de esta sección es describir expĺıcitamente un sistema de generadores del álgebra (3.38)

Dτm := (D(R3)⊗ End(Vτm))SO(3).

Para ello estudiaremos primero el espacio de polinomios Pτm sobre R3 a valores en End(Vτm) que satisfacen
(3.33), es decir, tales que

P (k · x) = τm(k)P (x)τm(k)−1 ∀k ∈ K,x ∈ R3.

Veremos que, para cada entero no negativo m, el espacio de polinomios Pτm es un C[|x|2]-módulo de
dimensión 2m + 1. Probaremos, usando la teoŕıa de representaciones, que para cada 0 ≤ j ≤ 2m existe
esencialmente una matriz Qj cuadrada, (2m+ 1)× (2m+ 1), cuyas entradas matriciales son polinomios
homogéneos y armónicos en R3 de grado j tal que resulta SO(3)-invariante de acuerdo a la condición
(3.33). Luego, el espacio Pτm resultará generado, como módulo sobre el anillo C[|x|2], por un conjunto

finito {Qj}2mj=0. Este hecho resultará crucial para probar el Teorema 5.3.

Recordemos si P(R3) denota el espacio de polinomios en tres variables a valores en C (polinomios a
valores escalares), este se descompone como

P(R3) '
⊕
n

Pn(R3),

donde Pn(R3) denota el subespacio de P(R3) de polinomios homogéneos de grado n. A su vez, cada uno
de estos espacios se descompone naturalmente como

Pn(R3) '
⊕
k

|x|2kHn−2k.

Mirando Pτm como un módulo sobre C[|x|2], el siguiente paso consiste en estudiar, para cada entero no
negativo j, los elementos de Hj ⊗End(Vτm) que son SO(3)-invariantes respecto de la acción descripta en
(3.33). El uso de la teoŕıa de representaciones del grupo SO(3) será crucial en esta parte.

El espacio de operadores End(Vτm) se identifica naturalmente con Vτm ⊗ V ∗τm . Por su parte, τm es
unitariamente equivalente a su representación contragrediente (cf. [Fa, p. 112 y 113]) y usando (1.26)
obtenemos

τj ⊗ (τm ⊗ τm) = τj ⊗

[
2m⊕
k=0

τk

]
=

2m⊕
k=0

 j+k⊕
l=|j−k|

τl

 . (5.1)

Por lo tanto la representación trivial aparece en la descomposición (5.1) sólo una vez para cada 0 ≤ j ≤ 2m
y no aparece si j > 2m.

Luego,

Pτm ' C(|x|2)
⊗ 2m⊕

j=0

(Hj ⊗Hj)
SO(3),

donde (Hj ⊗Hj)
SO(3) denota el espacio vectorial unidimensional generado por una matriz Qj , de dimen-

siones (2m+ 1)× (2m+ 1), cuyas entradas son polinomios armónicos homogéneos de grado j y satisface
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(3.33). Subrayamos que los polinomios matriciales Qj dependen de τm. Finalmente, cada polinomio en
R3 a valores matriciales que satisface (3.33) puede ser escrito como

p0(|x|2)I + p1(|x|2)Q1 + · · ·+ p2m(|x|2)Q2m,

donde cada pj es un polinomio a valores escalares.
Para familiarizarnos un poco más con estos espacios polinomiales veamos primero los casos m = 0 y

m = 1 para luego pasar al caso general. A medida que los vayamos entendiendo describiremos el álgebra
de operadores diferenciales asociada.

Si m = 0, es decir, τ0 es la representación trivial de SO(3), el espacio Pτ0 es exactamente C[|x|2]
y el álgebra Dτ0 (de operadores diferenciales en R3 invariantes por traslaciones a izquierda y que
conmutan con rotaciones) es generada por el operador Laplaciano. (Comparar con la Sección 2.5.)

Si m = 1, es decir, si τ1 es la representación estándar de SO(3) en C3, el espacio Pτ1 está generado,
como C[|x|2]-módulo, por polinomios matriciales Q0, Q1 y Q2. Podemos considerar Q0 igual a la
función constante I (que a cada punto de R3 le asigna el operador identidad). El polinomio matricial
Q1 puede ser tomado como

Q1(x) := dτ1(x) ∀x ∈ R3,

que debe ser interpretado v́ıa la identificación entre R3 y so(3). Expĺıcitamente, sea{
Y1 :=

(
0 0 0
0 0 1
0 −1 0

)
, Y2 :=

(
0 0 −1
0 0 0
1 0 0

)
, Y3 :=

(
0 1 0
−1 0 0
0 0 0

)}
la base canónica de so(3), entonces dτ1 : R3 → so(3) se define como

dτ1(x1, x2, x3) :=

3∑
i=1

xidτ1(Yi) =

 0 x3 −x2
−x3 0 x1
x2 −x1 0

 ∀ (x1, x2, x3) ∈ R3.

Recordemos que en general dτ satisface (1.14)

τ(k)dτ(Y )τ(k−1) = dτ(Ad(k)Y ) ∀Y ∈ so(3) y ∀k ∈ SO(3). (5.2)

Como la representación adjunta de SO(3) en so(3) se puede identificar con la representación estándar
de SO(3) en R3, el polinomio matricial Q1 satisface (3.33).

Ahora determinaremos expĺıcitamente Q2. Primero notemos que

Q2
1(x) = xxt − |x|2I ∀x ∈ R3,

por lo tanto su imagen en cada punto devuelve una matriz simétrica, sus entradas matriciales son
polinomios homogéneos de segundo grado y además satisface (3.33) (ya que Q1 lo hace). Veremos
que

Q2(x) := Q2
1(x) +

2

3
|x|2I.

Por el grado de las entradas matriciales de Q2
1, este polinomio matricial no puede ser un C[|x|2]-

múltiplo de Q1 y entonces lo podemos escribir como

Q2
1(x) = a|x|2I + bQ2(x)

para ciertas constantes a y b. Como Q2
1 no es un múltiplo de |x|2I, la constante b no puede ser cero.

Luego, podemos considerar b = 1. Aplicando el operador Laplaciano en ambos lados y usando que
Q2 tiene componentes armónicas, obtenemos a = −2/3.

Luego, Pτ1 está generada como C[|x|2]-módulo porI, Q1 =

 0 x3 −x2
−x3 0 x1
x2 −x1 0

 , Q2
1 +

2

3
|x|2I

 ,

y el álgebra Dτ1 está generada por ∆⊗ I y por el rotor Q1( ∂
∂x ) :=

∑3
i=1

∂
∂xi

dτ1(Yi).
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De ahora en más pondremos r := |x|.
Pasemos al caso general en que m es un entero no negativo arbitrario. Queremos determinar un

conjunto de generadores Q0, Q1,...,Q2m de Pτm . Como anteriormente, podemos tomar

Q0 := I y

Q1(x) := dτm(x) ∀x ∈ R3.

Denotamos por Dτm al operador diferencial dado por

Dτm :=

3∑
i=1

∂

∂xi
dτm(Yi). (5.3)

Sea E el operador de Euler

E := x1
∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2
+ x3

∂

∂x3
.

yea Ωτm el operador de Casimir de la representación dτm definido según (1.16) por

Ωτm = (dτm(Y1))
2

+ (dτm(Y2))
2

+ (dτm(Y3))
2

Es bien sabido en este caso (cf. por ejemplo [Fa]) que

Ωτm = |x|2∆⊗ I− E (E⊗ I + I)

y que

Ωτm = cτmI donde cτm := −m(m+ 1).

De ahora en más pondremos r := |x|.

Lema 5.1.

(i) Para todo 1 ≤ j ≤ 2m, DτmQj = ajQj−1 para algún escalar aj.

(ii) DτmQ1 = Ωτm .

(iii) Para todo 0 ≤ j < 2m, Q1Qj − r2

2j+1DτmQj es una matriz cuadrada de tamaño (2m + 1) cuyas

entradas matriciales son polinomios armónicos homogéneos y que satisface (3.33).

(iv) Q1Q2m − r2

2m+1DτmQ2m = 0.

Demostración.

(i) DτmQj es una matriz cuyas entradas son polinomios armónicos homogéneos (o sea un polinomio
armónico y homogéneo a valores matriciales) de grado j−1 que satisface (3.33). Entonces DτmQj ∈
(Hj−1 ⊗Hj−1)SO(3) y por lo tanto es un múltiplo escalar del generador Qj−1.

(ii) Basta chequear

DτmQ1(x) =

3∑
i=1

∂

∂xi
dτm(Yi)

(
3∑
k=1

xkdτm(Yk)

)

=

3∑
i=1

(dτm(Yi))
2

= Ωτm .

Observar que de aqúı se sigue que a1 = cτm .
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(iii) Se sigue esencialmente de los siguientes cálculos:

∆[Q1Qj ](x) =

= [∆Q1](x)Qj(x) + 2

3∑
i=1

(
∂

∂xi
Q1(x)

)(
∂

∂xi
Qj(x)

)
+Q1(x)[∆Qj ](x)

= 2

3∑
i=1

(
∂

∂xi

3∑
k=1

xkdτm(Yk)

)(
∂

∂xi
Qj(x)

)
= 2Q1(

∂

∂x
) Qj(x)

= 2DτmQj(x) ;

∆[r2DτmQj ](x) = 6DτmQj(x) + 4[

3∑
i=1

xi
∂

∂xi
](DτmQj)(x) + r2∆[DτmQj ](x)

= (6 + 4(j − 1))DτmQj .

(iv) Finalmente, este último inciso resulta por tener queQ1Q2m− r2

2j+1DτmQ2m es un polinomio matricial

armónico y homogéneo de grado 2m+ 1 que además satisface (3.33) y porque hemos probado que
Pτm está generada como C[|x|2]-módulo por polinomios a valores matriciales armónicos homogéneos
de grado menor o igual que 2m.

Proposición 5.2. Sea m un entero no negativo arbitrario. Se tiene que Pτm está generada como C[|x|2]-
módulo por Qj1, con 0 ≤ j ≤ 2m.

Demostración. Por un lado, toda potencia de Q1 satisface (3.33). Por otro lado, para cada 0 ≤ j ≤ 2m
existe un único polinomio a valores matriciales armónico y homogéneo de grado j, salvo múltiplo escalar.

Procederemos inductivamente. Sea 1 < j < 2m y asumamos que Qj−1 y Qj son polinomios mónicos
en Q1 con coeficientes en C[|x|2]. Por el lema previo,

Q1Qj −
r2

2j + 1
DτmQj = Q1Qj −

r2

2j + 1
ajQj−1 (5.4)

es un polinomio a valores matriciales armónico y homogéneo que satisface (3.33). Por hipótesis inductiva,
este resulta una combinación lineal finita de potencias de Q1 con coeficientes en C[|x|2]. Sólo nos resta
probar que no es el polinomio matricial nulo.

Observemos queQ1(e1) = dτm(Y1) y es bien sabido que dτm(Y1) se puede diagonalizar y que tiene 2m+
1 autovalores diferentes. Luego, el polinomio minimal de Q1(e1) coincide con su polinomio caracteŕıstico
(que es de grado 2m+ 1). Considerando x = e1, (5.4) resulta un polinomio mónico en Q1 de grado j + 1
con coeficientes constantes y como j + 1 ≤ 2m, no puede ser nulo.

En consecuencia, Pτm está generada como C[|x|2]-módulo por Q0 := I, Q1(x) := dτm(x) y

Qj+1 := Q1Qj −
r2

2j + 1
DτmQj = Q1Qj −

r2

2j + 1
ajQj−1, para 1 < j < 2m. (5.5)

De este hecho se desprende inmediatamente el primero de los resultados principales de este caṕıtulo.

Teorema 5.3. El álgebra de operadores diferenciales (D(R3)⊗ End(Vτm))SO(3) está generada por ∆⊗ I
y Dτm , donde ∆ denota el operador Laplaciano en R3 y Dτm está dado por (5.3) y generaliza al rotor.

5.2. Funciones esféricas de tipo τ

Fijada una representación unitaria irreducible arbitraria τ de SO(3) describiremos tres métodos para
calcular todas las funciones esféricas de tipo τ de la terna conmutativa (SO(3) nR3,SO(3), τ). Si τ es la
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representación trivial, las funciones esféricas son bien conocidas y han sido presentadas en la Sección 2.5.
En esta sección nos referiremos a ellas por funciones esféricas clásicas.

Por la teoŕıa general (ver Teorema 3.38) sabemos que un conjunto completo de funciones esféricas
de tipo τm debe estar parametrizado por dos parámetros, uno continuo r ∈ R>0 y otro finito j que se
mueve en un conjunto de 2m+ 1 elementos. Usando la caracterización de funciones τ -esféricas como au-
tofunciones simultáneas de los operadores en (D(R3)⊗End(Vτ ))SO(3), las explicitaremos de tres maneras
diferentes. El primer apartado de esta sección muestra las funciones τ -esféricas como combinación lineal
de funciones escalares SO(3)-invariantes por polinomios “elementales” a valores en End(Vτ ) satisfaciendo
(3.33). Nuestro segundo resultado las representa a partir de tomar transformada de Fourier de distribu-
ciones matriciales sobre las SO(3)-órbitas de R3. Esto será consecuencia de una reducción de la fórmula
integral (3.39). Por último, evidenciamos cada función τ -esférica como una función a valores matriciales
cuyas entradas son derivadas de funciones esféricas escalares o “clásicas”.

5.2.1. Combinación lineal de polinomios matriciales y funciones esféricas
clásicas

Comencemos con la siguiente pregunta: ¿Será posible escribir a cada función esférica de tipo τm como
una combinación lineal de los polinomios {Qj}2mj=0 donde los coeficientes sean funciones en |x| (es decir,
funciones radiales) a valores escalares en C? Consideremos la función

Φ(x) := v0f0(|x|)I + v1f1(|x|)Q1(x) + ...+ v2mf2m(|x|)Q2m(x) (∀x ∈ R3) (5.6)

donde los coeficientes vj son escalares y las funciones fj se pueden interpretar como funciones definidas
en R3 pero que son radiales. Busquemos condiciones sobre vjfj para hacer de esta función Φ una función
esférica de tipo τm. Por simplicidad en la notación, como hemos hecho en la sección anterior, dado x ∈ R3

llamaremos r := |x| a su norma.
Como hemos tomado a las fj como funciones radiales y los polinomios Qj son los descriptos en la

sección previa, que por ende satisfacen (3.33), se sigue que la función Φ dada en (5.6) cumple (3.33).
Si aplicamos los operadores diferenciales ∆⊗ I y Dτm a (5.6) y utilizamos la identidad de Euler

E(Q) =

(
3∑
i=1

xi
∂

∂xi

)
Q = jQ

para cada polinomio homogéneo Q de grado j, obtenemos

∆

 2m∑
j=0

fjQj

 (x) =

2m∑
j=0

[
f
′′

j (r) +
2 + 2j

r
f
′

j(r)

]
Qj(x) y (5.7)

Dτm

 2m∑
j=0

fjQj

 (x) =

2m∑
j=0

[
f
′

j(r)

r
Q1(x)Qj(x) + fj(r)DτmQj(x)

]
. (5.8)

Queremos que Φ sea una autofunción de ∆⊗I y de Dτm . Para achicar nuestra búsqueda comenzaremos
tratando de ver si podemos tener que cada término fjQj sea autofunción del operador ∆ ⊗ I y que a
su vez correspondan al mismo autovalor λ ∈ C. Entonces, para cada 0 ≤ j ≤ 2m, la función fj deberá
cumplir la siguiente ecuación diferencial ordinaria de segundo orden:

f
′′

j (r) +
2 + 2j

r
f
′

j(r) = λfj(r). (5.9)

Conocemos que la función

uα,λ(r) := Γ(α+ 1)
Jα(iλ1/2r)(
iλ1/2 r

2

)α
es una solución de (5.9) con condición inicial 1 en r = 0, donde Jα(x) es la función de Bessel (2.48) de
primera especie y orden α := j + 1

2 .
Como, por definición, toda función esférica debe ser acotada, sólo consideraremos λ = −s2 con s ∈

R>0. Asociada al autovalor λ = −1 tenemos a la familia de funciones{
fj(r) := uj+1/2,−1(r)

}2m

j=0



5.2. FUNCIONES ESFÉRICAS DE TIPO τ 147

y asociada a un autovalor arbitrario, λ = −s2 con s ∈ R>0, tenemos a la familia{
fsj (r) := fj(sr)

}2m

j=0
.

(Como referencia adicional consultar [Dij]).

Observación 5.4. Observamos que, para cada entero 0 ≤ j ≤ 2m, la familia{
fsj
}
s∈R>0

es el conjunto de todas las funciones esféricas clásicas asociadas al par de Gelfand (SO(2j + 3) n
R2j+3,SO(2j + 3)). Además, estos conjuntos de funciones aparecen cuando uno calcula la transformada
de Fourier en R3 de funciones radiales por armónicos esféricos sólidos (polinomios homogéneos que so-
lucionan la ecuación de Laplace ∆p = 0 en coordenadas cartesianas) de grado j (cf. [SW, Teorema 3.10,
Caṕıtulo 4]).

Las funciones de Bessel satisfacen bien conocidas relaciones de recurrencia

Jα(z) =
z

2α
[Jα−1(z) + Jα+1(z)]

y relaciones diferenciales
d

dz

(
Jα(z)

zα

)
= −Jα+1(z)

zα
.

(Para una referencia ver [Sz]). De estas desprendemos las siguientes identidades que involucran a las
funciones fj y serán de gran utilidad

fj(r) = fj−1(r) +
r2

(2j + 1)(2j + 3)
fj+1(r) y (5.10)

d
drfj(r)

r
= −fj+1(r)

2j + 3
. (5.11)

Análogamente, para las funciones fsj valen las siguientes expresiones

fsj (r) = fsj−1(r) +
(sr)2

(2j + 1)(2j + 3)
fsj+1(r) y (5.12)

d
drf

s
j (r)

s2r
= −

fsj+1(r)

2j + 3
. (5.13)

Denominamos V 1 al espacio vectorial generado por

B1 := {fjQj}2mj=0 .

Este espacio vectorial tiene dimensión (2m + 1) y, de manera similar, para cada s ∈ R>0, consideramos
los espacios vectoriales V s de dimensión finita (2m+ 1) generados por

Bs :=
{
fsjQj

}2m

j=0
.

Lema 5.5. El espacio vectorial V 1 es invariante con respecto al operador diferencial Dτm .

Demostración.

Dτm(fjQj)(x) =
f
′

j(r)

r
Q1(x)Qj(x) + fj(r)DτmQj(x). (5.14)

Usando (5.10) y (5.11)) obtenemos

Dτm(fjQj)(x) =

= −fj+1(r)

2j + 3
Q1(x)Qj(x) + [fj−1(r)− r2

(2j + 1)(2j + 3)
fj+1(r)]DτmQj(x)

= −fj+1(r)

2j + 3
[Q1(x)Qj(x)− r2

2j + 1
DτmQj(x)] + fj−1(r)DτmQj(x).
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De la definición de Qj+1 dada en (5.5) y el Lema 5.1 se sigue que

Dτm(fjQj) = − fj+1

2j + 3
Qj+1 + ajfj−1Qj−1 ∀ 1 ≤ j ≤ 2m− 1, (5.15)

Dτm(f0Q0) = −f1

3
Q1 y (5.16)

Dτm(f2mQ2m) = a2mf2m−1Q2m−1. (5.17)

De las expresiones (5.15), (5.16) y (5.17) que surgieron en la prueba del lema podemos escribir la

matriz [Dτm ]
B1

B1 del operador Dτm con respecto a la base B1 de V 1

[Dτm ]
B1

B1 =



0 a1 0 ... ... ... 0
− 1

3 0 a2 0 ... ... ...
0 − 1

5 0 a3 0 ... ...
... ... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ... ...
... ... ... 0 − 1

4m−1 0 a2m

0 ... ... ... 0 − 1
4m+1 0


.

Análogamente, en el espacio vectorial V s tenemos que

Dτm(fsjQj) = − s2

2j + 3
fsj+1Qj+1 + ajf

s
j−1Qj−1 ∀ 1 ≤ j ≤ 2m− 1,

Dτm(fs0Q0) = −s
2

3
fs1Q1 y Dτm(fs2mQ2m) = a2mf

s
2m−1Q2m−1.

Por lo tanto, V s es invariante bajo Dτm y la matriz del operador Dτm con respecto a la base Bs resulta

[Dτm ]
Bs
Bs =



0 a1 0 ... ... ... 0

− s
2

3 0 a2 0 ... ... ...

0 − s
2

5 0 a3 0 ... ...
... ... ... ... ... ... ...
... ... ... ... ... ... ...

... ... ... 0 − s2

4m−1 0 a2m

0 ... ... ... 0 − s2

4m+1 0


. (5.18)

Si v ∈ C2m+1 es un autovector de [Dτm ]
B1

B1 con autovalor λ ∈ C, entonces sλ es un autovalor de [Dτm ]
Bs
Bs

y un autovector que le corresponde está dado por ṽ cuyas coordenadas son

ṽi := sivi ∀0 ≤ i ≤ 2m. (5.19)

Computando los autovectores de la matriz [Dτm ]
B1

B1 obtenemos un conjunto completo de funciones esféricas
de tipo τm. En efecto, para cada s ∈ R>0 sea{

v(s,k) := (1, v
(s,k)
1 , ..., v

(s,k)
2m )

}2m

k=0

el conjunto de autovectores de [Dτm ]
Bs
Bs (calculados a partir de los autovectores de [Dτm ]

B1

B1), luego el
conjunto de todas las funciones esféricas de tipo τm está parametrizado por s ∈ R>0 y k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ 2m,
y está dado por {

Φs,k(x) = fs0 (r)I + v
(s,k)
1 fs1 (r)Q1(x) + ...+ v

(s,k)
2m fs2m(r)Q2m(x)

}
s,k
. (5.20)

En śıntesis podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 5.6. A cada par de ı́ndices (s, k) ∈ R>0 × {0, 1, ..., 2m} le corresponde una función esférica
Φs,k de tipo τm dada por

Φs,k(x) = fs0 (|x|)I + v
(s,k)
1 fs1 (|x|)Q1(x) + ...+ v

(s,k)
2m fs2m(|x|)Q2m(x),

donde
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para cada k fijo, la familia

{fsk}s∈R>0

es un conjunto completo de funciones esféricas clásicas acotadas del par de Gelfand (M(2k +
3),SO(2k + 3)), es decir,

fsk(r) := Γ(
3

2
+ k)

Jk+ 1
2
(sr)

( sr2 )
k+ 1

2

,

donde Jk+ 1
2

denota la función de Bessel de primera especie de orden (k + 1
2 ) y

para cada s fijo, los vectores dados por

(1, v
(s,k)
1 , ..., v

(s,k)
2m ) ∈ C2m+1, k ∈ {0, 1, ..., 2m}

forman una base de autovectores de Dτm en V s (el espacio vectorial generado por Bs =
{
fsjQj

}2m

j=0
).

Más aún, toda función esférica de tipo τm es de esta forma o bien es el operador identidad en Vτm .

Para finalizar, si queremos hallar expĺıcitamente los autovalores y autovectores de [Dτm ]
B1

B1 necesitamos
una fórmula expĺıcita para los coeficientes aj . A partir del Lema 5.1 sabemos que a1 = cτm . Los demás
coeficientes son engorrosos de calcular y dicho cálculo se presenta en el siguiente apartado. Anticipamos
que su fórmula está dada por

aj+1 =
(j + 1)2

2j + 1

(
cτm +

j2 + 2j

4

)
(5.21)

y recomendamos pasar directamente al apartado 5.2.2 para una lectura flúıda de la tesis.

Un cálculo auxiliar

Presentaremos el cálculo de los coeficiente aj anteriormente mencionados.

En la Sección 5.1 dedujimos que cada polinomio matricial Qj (1 ≤ j ≤ 2m) se puede escribir como
un polinomio mónico en Q1 con coeficientes en C[|x|2], es decir,

Qj =

{
Qj1 + b1j r

2Qj−2
1 + ...+ b

j/2
j rjI si j es par

Qj1 + b1j r
2Qj−2

1 + ...+ b
(j−1)/2
j rj−1Q1 si j es impar

para ciertos escalares {bkj }k. Estamos interesadas únicamente en los coeficientes b1j y por eso nos permi-
tamos escribir

Qj = Qj1 + b1j r
2Qj−2

1 + términos de órdenes más bajos en Q1. (5.22)

Aplicando el operador Dτm a ambos lados de (5.22) obtenemos

ajQj−1 = DτmQj = Dτm [Qj1] + 2bjQ
j−1
1 + bjr

2Dτm [Qj−2
1 ] + términos de órdenes más bajos en Q1.

Ahora buscamos analizar Dτm [Qj1]. Por un argumento inductivo se tiene que

Dτm [Qj1] =

j−1∑
k=0

[

3∑
i=1

dτm(Yi)Q
k
1dτm(Yi)Q

j−1−k
1 ].

Para hacer más legibles los cálculos que vendrán a continuación ponemos

T (k) :=

3∑
i=1

dτm(Yi)Q
k
1dτm(Yi).

Para k = 0, T (0) =
∑3
i=1[dτm(Yi)]

2 = cτmI es el operador de Casimir asociado a dτm.
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Para k = 1, T (1) = (1 + cτm)Q1. En efecto, como T (1) =
∑3
i=1 dτm(Yi)Q1(x)dτm(Yi), sumando y

restando
∑3
i=1Q1(x)dτm(Yi)dτm(Yi), obtenemos

T (1) =

3∑
i=1

[dτm(Yi), Q1(x)]dτm(Yi) +Q1(x)Ωτm

=

3∑
i=1

(

3∑
j=1

xj [dτm(Yi), dτm(Yj)])dτm(Yi) + cτmQ1(x)

=

3∑
i=1

(

3∑
j=1

xjdτm([Yi, Yj ]))dτm(Yi) + cτmQ1(x)

=

3∑
i=1

xidτm(Yi) + cτmQ1(x)

= Q1(x) + cτmQ1(x),

donde [· , ·] denota el corchete de Lie de so(3).

Lema 5.7. Para T existe la siguiente fórmula recursiva:

T (k + 2)−Q1T (k + 1) = (k + 2)Qk+2
1 − r2

k∑
j=0

T (k − j)Qj1. (5.23)

Demostración. Comencemos calculando
∑3
i=0[dτm(Yi), Q1]Qk1 [dτm(Yi), Q1] de dos modos diferentes. Por

un lado,

3∑
i=0

[dτm(Yi),Q1]Qk1 [dτm(Yi), Q1] =

=

3∑
i=0

(dτm(Yi)Q1 −Q1dτm(Yi))Q
k
1(dτm(Yi)Q1 −Q1dτm(Yi))

= T (k + 1)Q1 − T (k + 2)−Q1T (k)Q1 +Q1T (k + 1)

y por otro lado,

3∑
i=0

[dτm(Yi),Q1]Qk1 [dτm(Yi), Q1] =

= (x3dτm(Y2)− x2dτm(Y3))Qk1(x3dτm(Y2)− x2dτm(Y3))+

+ (x1dτm(Y3)− x3dτm(Y1))Qk1(x1dτm(Y3)− x3dτm(Y1))+

+ (x2dτm(Y1)− x1dτm(Y2))Qk1(x2dτm(Y1)− x1dτm(Y2))

=

3∑
i=0

x2
i

3∑
j=0

dτm(Yj)Q
k
1dτm(Yj)−

∑
i,j

xixjdτm(Yi)Q
k
1dτm(Yj)

= r2T (k)−
3∑
i=0

xidτm(Yi)Q
k
1

3∑
j=0

xjdτm(Yj)

= r2T (k)−Qk+2
1 .

Luego,

T (k + 2)−Q1T (k + 1)− T (k + 1)Q1 +Q1T (k)Q1 = −r2T (k) +Qk+2
1 . (5.24)

Como conocemos los primeros dos valores de T , de la última expresión recursiva (5.24) podemos deducir
que T (k) es un polinomio en r2 y Q1. Por ende, T (k) conmuta con Q1. Esto nos permite reescribir (5.24)
como

T (k + 2)−Q1T (k + 1) = Q1(T (k + 1)−Q1T (k))− r2T (k) +Qk+2
1
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y de aqúı se llega a

T (k + 2)−Qk+1
1 T (1) = Q1T (k + 1)−Qk+2

1 T (0)− r2
k∑
j=0

Qj1T (k − j) + (k + 1)Qk+2
1 .

Finalmente, reemplazando T (0) y T (1) por sus conocidos valores se tiene (5.23).

Como T (k) es un polinomio en r2 y Q1, podemos expresar sus primeros términos como

T (k) = γ0
kQ

k
1 + γ1

kr
2Qk−2

1 + términos de órdenes más bajos en Q1. (5.25)

Comparando los coeficientes principales en (5.23) y (5.25) obtenemos

γ0
k+2 − γ0

k+1 = k + 2 y γ0
1 − γ0

0 = (1 + cτm)− cτm = 1.

Entonces

γ0
k − γ0

0 =

k∑
j=1

(γ0
j − γ0

j−1) =

k∑
j=1

j =

(
k + 1

2

)
=
k(k + 1)

2

y por lo tanto

γ0
k = cτm +

(
k + 1

2

)
y si k = 0, γ0

0 = cτm .

En consecuencia podemos escribir

DτmQ
j
1 = γ Qj−1

1 + términos de órdenes más bajos en Q1,

donde

γ =

j−1∑
k=0

γ0
k

= cτm +

j−1∑
k=1

(cτm +

(
k + 1

2

)
)

= jcτm +

j−1∑
k=1

(
k + 1

2

)
= jcτm +

(
j + 1

3

)
.

Por lo que

DτmQ
j
1 = (jcτm +

(
j + 1

3

)
)Qj−1

1 + términos de órdenes más bajos en Q1.

Ahora teniendo en cuenta (5.5) y que todo Qj puede ser escrito como en (5.22), comparando coeficientes
resulta

aj
2j + 1

= bj − bj+1 y a1 = cτm . (5.26)

Al mismo tiempo notemos que

aj+1Qj = Dτm [Qj+1] = Dτm

[
Qj+1

1 + bj+1r
2Qj−1

1 + términos de órdenes más bajos en Q1

]
= DτmQ

j+1
1 + 2bj+1Q

j
1 + bj+1r

2DτmQ
j−1
1 + términos de órdenes más bajos en Q1

= ((j + 1)cτm +

(
j + 2

3

)
)Qj1 + 2bj+1Q

j
1 + términos de órdenes más bajos en Q1.

Comparando coeficientes una vez más, tenemos

aj+1 = (j + 1)cτm +

(
j + 2

3

)
+ 2bj+1. (5.27)
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Entonces, de (5.26) y (5.27) se sigue

aj+1 − aj = cτm +

(
j + 1

2

)
− 2

aj
2j + 1

o, equivalentemente,

(2j + 1)aj+1 − (2j − 1)aj = (cτm +

(
j + 1

2

)
)(2j + 1). (5.28)

Finalmente, cuando sumamos sobre j en (5.28), los coeficientes aj pueden ser calculados como

ak+1 =
(k + 1)2

2k + 1
(cτm +

k2 + 2k

4
) y a1 = cτm .

5.2.2. Fórmula integral

Sea x ∈ R3\{0} y sea Kx el subgrupo de K := SO(3) que estabiliza o, mejor dicho, que fija a x.
Como Kx-módulo, (τm, Vτm) se descompone como suma directa de 2m+ 1 subespacios unidimensionales.
Por lo tanto la matriz Q1(x) = dτm(x) se puede diagonalizar y denotamos por λj(x) a sus autovalores
y por qj(x) a sus respectivos autovectores ya normalizados (donde j es un entero entre ≤ j ≤ 2m). Si
consideramos x̃ = x

|x| ∈ S2, como dτm es lineal,

dτm(x) = |x|dτm(x̃)

y es fácil de ver que λj(x) = |x|λj(x̃) y qj(x) = qj(x̃). Más aún, es suficiente conocer los autovalores
y autovectores de dτm(e1). En efecto, como todo x̃ ∈ S2 se puede escribir como x̃ = k · e1 para algún
k ∈ SO(3) (pues SO(3) actúa transitivamente en S2), obtenemos que

dτm(x̃) = dτm(k · e1) = τm(k)dτm(e1)τm(k−1)

(usando (1.14) y que la acción adjunta de SO(3) en su álgebra de Lie coincide con la acción natural de
SO(3) en R3). Luego, si q es un autovector de dτm(e1) con autovalor λ, entonces τm(k)q es un autovector
de dτm(x̃) con el mismo autovalor λ. Más aún, de la teoŕıa de representaciones de so(3), se conoce que
para todo j ∈ Z, −m ≤ j ≤ m,

λj(e1) = λj(x̃) = ij ∀x̃ ∈ S2 y λj(x) = ij|x| ∀x ∈ R3. (5.29)

Ahora observemos que, para cada punto x ∈ R3 y cada−m ≤ j ≤ m, la matriz qj(x)qj(x)∗ es la proyección
ortogonal sobre el autoespacio asociado al autovalor λj(x) = ij|x| de la matriz dτm(x). Denotaremos
Pj(x) := qj(x)qj(x)∗ a dicha proyección y esta cumple las siguientes propiedades:

◦ Para cada x ∈ R3\{0},
Pj(x) = Pj(

x

|x|
). (5.30)

◦ Dado ξ ∈ S2 y k ∈ SO(3) tal que ξ = k · e1,

Pj(ξ) = τm(k)Pj(e1)τm(k)∗. (5.31)

Notar que la matriz transpuesta conjugada τm(k)∗ coincide con τm(k)−1.

◦ Como dτm(x) tiene todos sus autovalores distintos libres de multiplicidad, por el teorema de Cayley-
Hamilton ([HK, Teorema 4, Sección 6.3]) y la fórmula de interpolación de Lagrange ([HK, Sección
4.3]), podemos expresar Pj(x) por

Pj(x) =

m∏
l 6=j; l=−m

dτm(x)− il|x|I
ij|x| − il|x|

. (5.32)

◦ Para todo j,

P−j(x) = Pj(−x). (5.33)
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Para s ∈ R>0 y j ∈ {−m, ...,m} consideramos

Φs,j(x) := dτm

∫
SO(3)

e−is〈k·x,e1〉τm(k−1)Pj(e1)τm(k) dk, (5.34)

donde dτm = 2m+ 1 es la dimensión de Vτm . Obtenemos que Φs,j cumple las siguientes propiedades:

◦ Φs,j es una autofunción de ∆⊗ I con autovalor −s2, ya que e−is〈x,k
−1·e1〉 es una autofunción de ∆

con el mismo autovalor −s2.

◦ Para s 6= 0, Φs,j(x) se puede reescribir como una integral sobre la esfera S2 ' K/Ke1 :

Φs,j(x) = dτm

∫
S2
e−is〈x,ξ〉Pj(ξ) dσ(ξ), (5.35)

donde σ es la medida en la esfera S2 ⊂ R3 invariante por el grupo ortogonal O(3) y normalizada.

◦ Φs,j es una autofunción de Dτm :

DτmΦs,j(x) = dτm

∫
S2

3∑
i=1

dτm(Yi)
∂

∂xi
(e−is〈x,ξ〉)Pj(ξ) dσ(ξ)

= dτm

∫
S2

(−is)e−is〈x,ξ〉
(

3∑
i=1

ξidτm(Yi)

)
Pj(ξ) dσ(ξ)

= dτm

∫
S2

(−is)e−is〈x,ξ〉dτm(ξ)Pj(ξ) dσ(ξ)

= −isdτm
∫
S2
e−is〈x,ξ〉λj(ξ)Pj(ξ) dσ(ξ)

= sjΦs,j(x).

◦ Φs,j satisface la propiedad (3.33) para todo k ∈ SO(3):

τm(k)Φs,j(k
−1 · x)τm(k−1) = dτm

∫
S2
e−is〈k

−1·x,ξ〉τm(k)Pj(ξ)τm(k)∗dσ(ξ)

= dτm

∫
S2
e−is〈x,k·ξ〉Pj(k · ξ)dσ(ξ)

= dτm

∫
S2
e−is〈x,ξ〉Pj(ξ)dσ(ξ)

= Φs,j(x)

porque la medida en S2 es invariante por rotaciones.

◦ Φs,j(0) es el operador identidad de Vτm . En efecto, si consideramos la base de Vτm dada por los
autovectores normalizados {qj(e1)}, entonces

Φs,j(0)qi(e1) = dτm

∫
SO(3)

[τm(k)Pj(e1)τm(k)∗] qi(e1) dk

= dτm

∫
SO(3)

τm(k)〈τm(k)∗qi(e1), qj(e1)〉qj(e1) dk

= dτm

∫
SO(3)

〈qi(e1), τm(k)qj(e1)〉τm(k)qj(e1) dk

y por lo tanto

〈Φs,j(0)qi(e1), qk(e1)〉 =

= dτm

∫
SO(3)

〈qi(e1), τm(k)qj(e1)〉〈τm(k)qj(e1), qk(e1)〉 dk

= dτm

∫
SO(3)

〈qi(e1), τm(k)qj(e1)〉〈qk(e1), τm(k)qj(e1)〉 dk

= δk,i
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donde la última igualdad resulta de las relaciones de ortogonalidad de las entradas matriciales de
τm(k).

◦ Por último,
Φs,−j(x) = Φs,j(−x). (5.36)

Esta propiedad se sigue de (5.33) y de la invariancia de la medida de la esfera S2 bajo el grupo
ortogonal O(3):

Φs,−j(x) = dτm

∫
S2
e−is〈x,ξ〉P−j(ξ) dσ(ξ)

= dτm

∫
S2
e−is〈x,ξ〉Pj(−ξ) dσ(ξ)

= dτm

∫
S2
eis〈x,ξ〉Pj(ξ) dσ(ξ)

= Φs,j(−x).

Además, como Pj(x) es una proyección ortogonal tenemos que

[Φs,j(x)]
∗

= Φs,j(−x) (5.37)

(donde el lado izquierdo de la igualdad denota la mariz transpuesta y conjugada de la matriz
Φs,j(x)).

Recordemos que para una medida de Borel, finita, positiva µ en Rn, su transformada de Fourier clásica
está dada (salvo un factor de normalización) por

µ̂(ξ) :=

∫
Rn
e−i〈ξ,x〉 dµ(x).

En particular, si µ es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en Rn, es decir, viene
dada en términos de una función integrable f sobre Rn a valores escalares, tenemos

f̂(ξ) :=

∫
Rn
f(x)e−i〈ξ,x〉 dx.

Para una función integrable F sobre Rn a valores matriciales, F̂ se interpreta como la matriz que resulta
de tomar transformada de Fourier clásica de cada una sus estradas. Luego, una función esférica de tipo
τm (no-trivial) está dada por

Φs,j(x) = dτm

∫
S2
e−is〈x,ξ〉Pj(ξ) dσ(ξ) = dτm

̂Pj(
.

s
)σs(x). (5.38)

A partir de todo lo construido hasta el momento en esta sección y a partir del Teorema 3.38 tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 5.8. Sea ξ ∈ S2. La acción de Kξ := {k ∈ SO(3) | k · ξ = ξ} en Vτm se descompone en 2m+ 1
subespacios unidimensionales {Vj,ξ}mj=−m. Para cada j, sea Pj(ξ) la proyección ortogonal de Vτm en Vj,ξ.
Esta proyección está dada expĺıcitamente por la fórmula

Pj(ξ) =

m∏
l 6=j; l=−m

√
−1dτm(ξ) + l I

l − j
.

Las funciones esféricas de tipo τm están parametrizadas por s ∈ R>0 y j ∈ Z entre −m ≤ j ≤ m, y se
pueden presentar de la siguiente forma

Φs,j = (2m+ 1) ̂Pj(
.

s
)σs, (5.39)

donde ·̂ denota la transformada de Fourier clásica y σs la medida invariante por rotaciones y normalizada
de la esfera en R3 radio s centrada en el origen de coordenadas. Más aún, −s2 y sj son los autovalores
de Φs,j con respecto a ∆⊗ I y Dτm , respectivamente.
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Como corolario se desprende el siguiente resultado sobre funciones esféricas de tipo positivo.

Corolario 5.9. Toda función esférica de tipo τ es de tipo positivo.

Demostración. Sea τ = τm y sea Φs,j una función esférica de tipo τm. De la expresión (5.39) se sigue
que todas las entradas matriciales de Φs,j son de tipo positivo ya que son transformadas de Fourier de
medidas de Borel finitas y positivas (ver teorema de Bochner 2.34).

Este último hecho es un caso particular del Teorema 3.35 debido a F. Ricci y A. Samanta cuya prueba
usa otros argumentos.

5.2.3. Derivadas matriciales de funciones esféricas clásicas

En este apartado mostraremos que todas las funciones τ esféricas pueden ser obtenidas luego de
aplicar adecuados operadores diferenciales en Dτm a las funciones esféricas clásicas del par de Gelfand
(M(3),SO(3)).

Para cada s ∈ R>0 y cada j ∈ Z, con −m ≤ j ≤ m, sea ϕs la función esférica (clásica) asociada al
par de Gelfand (M(3),SO(3)) con autovalor −s2 con respecto al operador Laplaciano. Inspiradas en la
expresión (5.32) definimos los siguientes operadores diferenciales en Dτm

Ds,j :=

m∏
l 6=j, l=−m

Dτm − sl I

sj − sl
. (5.40)

Teorema 5.10. Todas las funciones esféricas de tipo τm (no-triviales) se pueden obtener a partir de la
siguiente expresión

Φs,j = (2m+ 1)Ds,j (ϕsI) , (5.41)

para s ∈ R>0 y −m ≤ j ≤ m entero.

Demostración. Sea x ∈ R3. Los autovalores de la matriz Q1(x) = dτm(x) fueron dados en (5.29) y a
partir de ellos podemos escribir el polinomio caracteŕıstico de Q1(x) como

pQ1
(λ) = λ

m∏
j=1

(λ2 + j2|x|2). (5.42)

Por el teorema de Cayley-Hamilton, pQ1(Q1(x)) = 0. La aplicación de simetrización manda |x|2 en ∆ y
Q1 en Dτm , de lo que se sigue que

pDτm (λ) := λ

m∏
j=1

(λ2I + j2∆) (5.43)

anula a Dτm .
Para s ∈ R>0 y −m ≤ j ≤ m entero, definimos

Φs,j := dτmDs,j (ϕsI) ,

donde los operadores diferenciales Ds,j ∈ Dτm están dados por (5.40). Como ∆ ⊗ I conmuta con Dτm ,
Φs,j es autofunción de ∆ ⊗ I con autovalor −s2. Además, Φs,j es autofunción de Dτm con autovalor sj
porque

(Dτm − sj I)

 m∏
l 6=j, l=−m

(Dτm − sl I)

 (ϕsI) = Dτm

[
m∏
l=0

(D2
τm + l2∆⊗ I)

]
(ϕsI) = 0,

donde la primera igualdad vale por el hecho de que ∆ (ϕs) = −s2ϕs y la última igualdad sigue de
pDτm (Dτm) = 0.

Finalmente, como Ds,j ∈ Dτm y ϕs es una función (a valores escalares) radial, la función (a valores
matriciales) Φs,j satisface (3.33).

Nos gustaŕıa remarcar que hay otra manera de derivar la fórmula anterior (5.41) de las funciones esféri-
cas de tipo τm y es consecuencia de la siguiente proposición. Sea ϕs como anteriormente y consideremos
el espacio

Dτmϕs := {(ϕsI) | D ∈ Dτm} . (5.44)
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Proposición 5.11. Dτmϕs es un espacio vectorial de dimensión (2m+ 1) generado por{
ϕsI, Dτm(ϕsI), ..., D

2m
τm (ϕsI)

}
. (5.45)

Demostración. Sigue de la Proposición 5.2.

Consideremos ahora Bs :=
{
Dl
τm(ϕsI)

}2m

l=0
una base ordenada de Dτmϕs y [Dτm ]

Bs
Bs la matriz que

representa al operador Dτm con respecto a dicha base. De (5.43) y usando el hecho que ∆ (ϕs) = −s2ϕs,

el polinomio caracteŕıstico de [Dτm ]
Bs
Bs es

p[Dτm ]BsBs
(λ) = λ

m∏
j=1

(λ2 − j2s2) =

m∏
j=−m

(λ− js). (5.46)

Además la matriz [Dτm ]
Bs
Bs coincide con la forma racional canónica del operador dτm

(√
−1 sY1

)
y sus

2m+ 1 autovalores son {sj}mj=−m.

Como cualquier combinación lineal de elementos de Bs es autofunción de ∆ ⊗ I con autovalor −s2

y satisface (3.33), si queremos determinar funciones esféricas de tipo τm, sólo debemos calcular los au-

tovectores de la matriz [Dτm ]
Bs
Bs . Para ello hay que presentar al polinomio caracteŕıstico dado en (5.46)

de forma extendida y el sistema lineal para calcular los autovectores de una matriz dada en forma ra-
cional es simple de resolver. Asumiendo que hemos resuelto dicho sistema lineal, sea, para cada entero
−m ≤ j ≤ m, vj = (vj0, ..., v

j
2m) un autovector de [Dτm ]

Bs
Bs , entonces

2m∑
l=0

vjlD
l
τm(ϕsI) (5.47)

será una autofunción de Dτm . La condición inicial que dice que toda función esférica de tipo τm evaluada
en 0 debe ser I, determina el múltiplo de vj que debemos elegir para obtener efectivamente una función
esférica de tipo τm de la expresión (5.47).

Corolario 5.12. Para cada s ∈ R>0, el espacio vectorial Dτmϕs es de dimensión finita y coincide con el
espacio generado por las funciones esféricas de tipo τm con autovalor −s2 con respecto al operador ∆⊗ I,
esto es,

< {Φs,j}mj=−m >= Dτmϕs. (5.48)

5.2.4. Relaciones entre los métodos

En la teoŕıa clásica asociada al par de Gelfand (SO(n) n Rn,SO(n)), las funciones esféricas están
parametrizadas por un parámetro continuo s ∈ R>0 y precisamente están dadas a partir de

ϕs(x) =

∫
Sn−1

e−is〈x,ξ〉 dσ(ξ) ∀x ∈ Rn (5.49)

(revisar 2.5). De aqúı vemos que, para cada s ∈ R>0, ϕs es la transformada de Fourier de la medida
normalizada σs de la esfera en Rn radio s centrada en el origen, invariante por O(n).

En analoǵıa a la relación clásica x̂f = i∂xf̂ , las expresiones (5.32) y (5.40) muestran

̂Pj(
.

s
)σs = Ds,j (ϕsI) (s ∈ R>0, j ∈ {−m, ...,m}). (5.50)

Por lo tanto, la relación entre los métodos dados en las secciones 5.2.2 y 5.2.3 para obtener funciones
esféricas de tipo τ está dada por la transformada de Fourier. Además podŕıamos decir que la transformada
de Fourier es el “cambio de base” que lleva la medida Pj(

.
s )σs en la función esférica Φs,j , aśı como lleva

la medida de la esfera σs en ϕs.
Por último, nos gustaŕıa subrayar que, para todo s ∈ R>0, las funciones fs0 dadas en la Sección

5.2.1 son exactamente las funciones esféricas clásicas ϕs del par de Gelfand (SO(3) n R3,SO(3)) que
tiene autovalor −s2 con respecto al operador Laplaciano. A su vez, por completitud, mencionamos que la
conexión de los métodos dados en 5.2.1 y 5.2.3 está dada por la familia de cambios de bases, indexada por
el parámetro continuo s ∈ R>0, entre Bs y Bs. Estos cambios de bases conectan las relaciones diferenciales
(5.11) de las funciones fsj con el hecho de que cada polinomio Qj es un polinomio en Q1 con coeficientes

en C[|x|2] (revisar la Proposición 5.2). Por su parte, como las proyecciones matriciales Pl están dadas a
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parir de polinomios interpolantes de Lagrange en los autovalores {λl}0≤l≤2m de Q1 y, como hemos dicho,

tenemos Qj = qj(Q1) con qj un polinomio con coeficientes en C[|x|2], podemos poner Qj =
∑2m
l=0 qj(λl)Pl.

Concluimos esta sección con el siguiente cuadro que resume las tres maneras en que hemos expresado
las funciones τ -esféricas.
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ió

n
d

e
fu

n
ci

o
n

es
es

fé
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5.3. Transformada esférica, medida de Plancherel y fórmula de
inversión

Sea F ∈ L1
τm(R3). Fijado x ∈ R3, F (x) conmuta con τm|Kx , por lo tanto, por el Lema de Schur, se

puede descomponer como

F (x) =

m∑
j=−m

βj(x)Pj(x), (5.51)

donde βj(x) := tr (F (x)Pj(x)) = tr (F (x)[Pj(x)]∗) son funciones a valores escalares, radiales e integrables.
La transformada de Fourier usual (calculada componente a componente) de F preserva la relación de

K-invariancia
F̂ (k · y) = τm(k)F̂ (y)τm(k−1)

y entonces F̂ también se descompone como

F̂ =

m∑
j=−m

hjPj , (5.52)

donde hj = tr
(
F̂Pj

)
.

Fijado x ∈ R3, sea k ∈ SO(3) tal que k · e1 = x
|x| . Observamos que

hj(x) = tr
(
F̂ (x)Pj(x)

)
= tr

(
F̂ (x)Pj(

x

|x|
)

)
= tr

(
F̂ (|x|k · e1)Pj(k · e1)

)
= tr

(
τm(k)F̂ (|x|e1)τm(k)∗τm(k)Pj(e1)τm(k)∗

)
= tr

(
F̂ (|x|e1)Pj(e1)

)
.

Luego, cada hj es una función radial. Más aún, como F̂ ∈ C0(R3,End(Vτ )) (el espacio de las funciones
a valores matriciales cuyas entradas tienden a cero en el infinito) y Pj(e1) es una matriz constante, se
sigue que hj ∈ C0(R3).

Recordemos que hemos denotado por F a la transformada de Fourier esférica asociada a τm y estaba
definida según (3.15) por

F(F )(Φs,j) :=
1

dτm

∫
R3

tr (F (x)Φs,j(−x)) dx =
1

dτm

∫
R3

tr (F (x)[Φs,j(x)]
∗
) dx.

A partir de (5.36),

F(F )(Φs,j) =
1

dτm

∫
R3

tr (F (x)Φs,−j(x)) dx

y usando la fórmula integral para las funciones esféricas de tipo τm obtenemos

F(F )(Φs,j) =

∫
R3

tr

(
F (x)

∫
S2
e−is〈x,ξ〉P−j(ξ) dσ(ξ)

)
dx.

Para cada punto ξ ∈ S2 existe un elemento kξ ∈ K tal que ξ = kξ · e1, entonces, usando (5.31) para P−j
y (3.33) para F ,

F(F )(Φs,j) =

∫
R3

tr

(
P−j(e1)

∫
SO(3)

F (k−1 · x)e−is〈x,k·e1〉 dk

)
dx.

Haciendo un cambio de variables cuando integramos sobre R3 tenemos

F(F ) (Φs,j) = tr

(
P−j(e1)

∫
R3

F (x)e−is〈x,e1〉 dx

)
= tr

(
P−j(e1)F̂ (se1)

)
= h−j(s).
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Teorema 5.13. Si F ∈ L1
τ (R3) es tal que su transformada de Fourier clásica F̂ es integrable, entonces

F (x) =

m∑
j=−m

∫ ∞
0

F(F )(Φr,j) Φr,j(x) r2 dr. (5.53)

Demostración. Usando la fórmula de inversión clásica se sigue que

F (x) =

∫
R3

F̂ (y) ei〈x,y〉 dy

=

∫ ∞
0

∫
S2
F̂ (rξ) ei〈x,rξ〉 dσ(ξ) r2 dr

=

∫ ∞
0

∫
S2

m∑
j=−m

tr
(
Pj(ξ)F̂ (rξ)

)
Pj(ξ) e

i〈x,rξ〉 dσ(ξ) r2 dr

=

m∑
j=−m

∫ ∞
0

(
tr
(
Pj(e1)F̂ (re1)

)) (∫
S2
Pj(ξ)e

i〈x,rξ〉 dσ(ξ)

)
r2 dr

=

m∑
j=−m

∫ ∞
0

tr
(
Pj(e1)F̂ (re1)

)
Φr,j(−x) r2 dr

=

m∑
j=−m

∫ ∞
0

F(F )(Φr,−j) Φr,−j(x) r2 dr

=

m∑
j=−m

∫ ∞
0

F(F )(Φr,j) Φr,j(x) r2 dr.

(En la cuarta igualdad hemos omitido la constante 2π
3
2

Γ( 3
2 )

.)

Como corolario se tiene que la medida de Plancherel de L1
τ (R3) está dada por la medida producto

entre la medida de Plancherel asociada al par de Gelfand (SO(3)nR3,SO(3)) (i.e. la medida de Plancherel
del álgebra de las funciones integrables y radiales en R3) y una suma finita de deltas.

La fórmula de inversión (Teorema 5.13) nos permitirá probar una descomposición de las funciones
a valores matriciales que sean suficientemente regulares. Este resultado está inspirado en el resultado
principal del art́ıculo [Sc]. Consideremos una función arbitraria en el espacio de Schwartz a valores
matriciales, F ∈ S(R3,End(Vτm)), es decir cuyas entradas son funciones decaen, ellas y sus derivadas,
más rápido que cualquier polinomio (es decir, si f es una entrada matricial de F , entonces se tiene que
el supremo supx∈R3{|xα(∂βxf)(x)|} < ∞ para todo mult́ındice α = (α1, α2, α3) y β = (β1, β2, β3), con

αi, βi ∈ Z≥0) y que a su vez satisface (3.33). Ponemos, como en (5.52), F̂ =
∑m
j=−m hjPj . Observemos

que, de la identidad

hj(|x|) = tr
(
F̂ (|x|e1)Pj(e1)

)
,

las funciones escalares hj son radiales y están en el espacio de Schwartz de R3, S(R3), (para todo
−m ≤ j ≤ m) ya que la transformada de Fourier clásica de F es una función de Schwartz y Pj(e1)
es una matriz constante. Más aún, de la identidad F(F )(Φs,j) = h−j(s) se sigue que F(F ) define una
función Schwartz en la variable s ∈ R>0.

Corolario 5.14. Si F ∈ S(R3,End(Vτm)) es tal que cumple (3.33), entonces se puede escribir como

F (x) =

2m∑
k=0

gk(x)Qk(x) (5.54)

para ciertas funciones escalares gk infinitamente diferenciables.

Demostración. Usando el Teorema de Inversión, la fórmula de las funciones esféricas de tipo τ dada en
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la Sección 5.2.1 y (5.19) obtenemos

F (x) =

m∑
j=−m

∫ ∞
0

F(F )(Φr,j) Φr,j(x) r2 dr

=

m∑
j=−m

∫ ∞
0

h−j(r)

[
2m∑
k=0

v
(r,j)
k fk(r|x|)Qk(x)

]
r2 dr

=

2m∑
k=0

 m∑
j=−m

∫ ∞
0

v
(r,j)
k h−j(r)fk(r|x|) r2 dr

 Qk(x)

=

2m∑
k=0

 m∑
j=−m

∫ ∞
0

v
(1,j)
k rkh−j(r)fk(r|x|) r2 dr

 Qk(x)

=

2m∑
k=0

 m∑
j=−m

v
(1,j)
k

∫ ∞
0

h−j(r)f
|x|
k (r) rk+2 dr

 Qk(x).

Recordemos que las funciones fk son funciones esféricas asociadas al par de Gelfand (M(2k+3),SO(2k+3))

con autovalor −1 con respecto al operador Laplaciano (y las funciones f
|x|
k (r) = fk(r|x|) son funciones

esféricas asociadas a estos mismos pares de Gelfand con autovalor −|x|2). Por lo tanto, son funciones
acotadas, de hecho están acotadas por 1 (‖fk‖∞ = fk(0) = 1). A partir de esto y del hecho que las
funciones hj son funciones de Schwartz, las funciones

gk(x) :=

m∑
j=−m

v
(1,j)
k

∫ ∞
0

h−j(r)fk(r|x|)rk+2dr

están bien definidas para todo 0 ≤ k ≤ 2m. Más aún, son infinitamente diferenciables por el teorema
de convergencia dominada de Lebesgue ([Ru3, Teorema 1.34]). En efecto, para las primeras derivadas
usando (5.13) tenemos que, para cada −m ≤ j ≤ m,

∂

∂xl
[fk(r|x|)h−j(r)rk+2] = −fk+1(r|x|)

2k + 3
h−j(r)r

k+4xl

y estas son funciones integrables en la variable r.

Finalmente y sólo a modo de observación, nos gustaŕıa notar que, para cada 0 ≤ k ≤ 2m, como f
|x|
k

es una función esférica (escalar) del par Gelfand (SO(n) nRn,SO(n)) con n = 2k + 3, la expresión∫ ∞
0

h−j(r)f
|x|
k (r)rk+2dr =

∫ ∞
0

h−j(r)

rk
f
|x|
k (r)r2k+2dr (5.55)

coincide con la transformada de Fourier esférica de dicho par de la función
h−j(r)
rk

, evaluada en el punto
|x|. A ráız de esto cada función suave gk puede ser pensada como la transformada de Fourier esférica de
una función radial en R2k+3.

5.3.1. Observación final

Si T un operador sobre funciones de S(R3, Vτm) en S ′(R3, Vτm), continuo, lineal e invariante por
rotaciones y traslaciones, entonces es de convolución

T (u) = u ∗ F ∀u ∈ S(R3, Vτm)

para una única F ∈ S ′(R3,End(Vτm), SO(3)-equivariante. Si F es una función, entonces

F : R3 → End(Vτm)

y la condición de ser SO(3)-equivariante se refiere simplemente a que

F (k · x) = τ(k)F (x)τ(k)−1 ∀x ∈ R3, ∀k ∈ SO(3).
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Si F es suficientemente regular entonces podemos escribir a T como

T (u)(x) =

m∑
j=−m

∫ ∞
0

F(F )(Φr,j) u ∗ Φr,j(x) r2 ds.

Por lo tanto, toda la información de T está en {F(F )(Φr,j)}j,r para −m ≤ j ≤ m, r ∈ [0,∞). En
resumen, hemos hallado una forma de describir ciertos operadores integrales, invariantes por rotaciones y
traslaciones, que se aplican a ciertas funciones a valores vectoriales en Vτm usando el Análisis de Fourier.
Sabemos que en este caso todos estos operadores conmutan entre śı (por ser (SO(3)nR3,SO(3), τm) una
terna conmutativa). La trasformada de Fourier τm-esférica puede ser aplicada a todos de la misma manera.
Esto generaliza la noción de “diagonalización simultánea”. La transformada de Fourier τm-esférica va
calculando las “coordenadas” con respecto a cada una de las funciones τm-esféricas. Estas reemplazan la
noción de base ortonormal de un espacio de Hilbert y la transformada de Fourier τm-esférica cumple el
rol de un “cambio de base”. De esta forma se recupera el resultado clásico de álgebra lineal en dimensión
finita que establece que toda familia de operadores lineales diagonalizables (tomando como cuerpo a C)
que conmutan entre śı si y sólo si pueden diagonalizar simultáneamente (ver por ejemplo [HK, Teorema
8, Caṕıtulo 6]).

Concluimos este caṕıtulo con un cuadro comparativo entre los distintos objetos involucrados al realizar
el análisis esférico en el caso clásico o escalar y en el caso matricial que es el tema de esta tesis.
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Caṕıtulo 6

Funciones esféricas en Rn como
ĺımite de funciones esféricas en Sn

Figura 6.1: Motivación del caṕıtulo.

La figura precedente es la que ilustrará el último apartado de esta tesis. El objetivo central será ob-
tener todas las funciones esféricas del par de Gelfand fuerte (M(n),SO(n)) como un adecuado ĺımite de
funciones esféricas asociadas al par de Gelfand fuerte (SO(n+ 1),SO(n)).

Los pares (M(n),SO(n)) y (SO(n + 1),SO(n)) están asociados a las variedades homogéneas Rn '
M(n)/SO(n) (el espacio eucĺıdeo n-dimensional) y Sn ' SO(n+ 1)/ SO(n) (la esfera embebida en Rn+1),
como se muestran en la Figura 6.1 en verde y rojo para n = 2. Las órbitas de Rn y Sn bajo la acción
de SO(n) aparecen esquematizadas en color azul (para n = 2). Hemos mencionado estos objetos desde el
primer caṕıtulo de esta tesis en los Ejemplos 1.14 y 1.15. En la Sección 2.5 vimos las funciones esféricas
escalares asociadas a los pares de Gelfand (M(n),SO(n)) y (SO(n + 1),SO(n)). Las que corresponden
al primer par son funciones sobre Rn radiales, es decir, sólo dependen de una semirrecta [0,∞) como la
señalada en la Figura 6.1 para el caso del plano. Las funciones esféricas del segundo par son funciones cuyo
dominio es la esfera Sn y son zonales, es decir, sólo dependen de los valores que toman en un meridiano
como el marcado en ĺınea no punteada en color negro en 6.1. El esquema 6.1 permite intuir que podemos
vincular las funciones esféricas de uno y otro par a partir de relacionar sus dominios.

Evidencias de que esto es posible encontramos por ejemplo a ráız de la fórmula clásica de Mehler–Heine
para funciones especiales. Introducida por Heine en 1861 y por Mehler en 1868, la fórmula establece que
la función de Bessel J0 es ĺımite de polinomios de Legendre PN de orden N

ĺım
N→∞

PN

(
cos(

z

N
)
)

= J0(z), (6.1)

donde el ĺımite es uniforme sobre z para cualquier dominio acotado del plano complejo. Podemos observar
que las funciones del lado izquierdo de (6.1) son las funciones esféricas del par de Gelfand (SO(3),SO(2))

165
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y la función del lado derecho es una función esférica del par de Gelfand (M(2),SO(2)) (de hecho las
demás funciones esféricas de este par son {J0(Rz)}R∈[0,∞)). (Revisar la Sección 2.5.) La siguiente es una
generalización bien conocida de (6.1)

ĺım
N→∞

Pα,βN

(
cos( zN )

)
Nα

=
Jα(z)(
z
2

)α , (6.2)

donde cada Pα,βN es un polinomio de Jacobi y Jα es la función de Bessel de primera especie de orden α.
Su demostración se puede encontrar en el libro clásico [Sz] y utiliza la fórmula de Strirling

ĺım
n→∞

n!√
2πn

(
n
e

)n = 1.

Para α = β = n−2
2 la fórmula asintótica (6.2) relaciona otras funciones esféricas clásicas. En el lado

izquierdo de (6.2) encontramos polinomios de Gegenbauer, que son los polinomios ortogonales que corres-

ponden a las funciones esféricas del par (SO(n+1),SO(n)), mientras que en el lado derecho
Jn−2

2
(z)

( z2 )
n−2
2

es una

función esférica asociada al par (M(n),SO(n)) (sin normalizar). Todas las funciones esféricas escalares de

(M(n),SO(n)) son en esencia
Jn−2

2
(Rz)

(Rz2 )
n−2
2

para R ∈ [0,∞). (Ver nuevamente la Sección 2.5).

En este caṕıtulo generalizaremos dichas fórmulas asintóticas a funciones esféricas de tipo τ . Nece-
sitaremos la noción de contracción de grupos (group contraction) introducida por Inönü y Wigner en
[IW]. Además, los resultados debidos a A. Dooley y J. Rice que se pueden encontrar en [DR1] serán
muy importantes a la hora de probar lo que queremos: recuperar todas las funciones esféricas (a valores
escalares y a valores matriciales) del par de Gelfand fuerte (M(n),SO(n)) como un adecuado ĺımite de
funciones esféricas asociadas al par de Gelfand fuerte (SO(n+1),SO(n)) usando la noción de contracción
de grupos. Nuestro resultado más destacado se condensa en el Teorema 6.12.

Por otra parte, probaremos un resultado análogo pero cambiando el grupo SO(n+ 1) por la compo-
nente conexa de la identidad del grupo de Lorentz SO0(1, n). Es decir, consideraremos ahora un grupo
no compacto. Los argumentos utilizados en el caso que involucra al grupo compacto SO(n + 1) nos han
parecido mucho más complicados que los del caso con el grupo no compacto SO0(1, n). De hecho, podre-
mos probar fórmulas asintóticas trabajando con familias más generales de grupos, a saber, con grupos de
movimientos ŕıgidos de Cartan. Degenerar el espacio espacio hiperbólico SO0(1, n)/ SO(n) en el espacio
eucĺıdeo Rn y aplicar esto a obtener relaciones entre objetos del análisis armónico ha sido estudiado, en
el caso escalar, por ejemplo en [Will]. En cuanto a las ténicas utilizadas en esta última parte, el art́ıculo
[DR2] ha sido fundamental. Entre nuestros resultados destacamos el Teorema 6.16 y el Corolario 6.17 aśı
como también la Proposición 6.15. En dicha proposición, utilizando uno de nuestros teoremas probado en
el Caṕıtulo 4, se establece una equivalencia entre ternas conmutativas (G,K, τ), donde (G,K) es un par
simétrico Riemanniano, y ternas conmutativas (K n p,K, τ), donde K n p es el grupo de movimientos
ŕıgidos de Cartan asociado a (G,K).

Este caṕıtulo de cierre da cuenta de una forma de conectar la teoŕıa del análisis esférico en espa-
cios homogéneos con respecto a un grupo que es un producto semidirecto con la de espacios que son
homogéneos bajo la acción de un grupo de Lie semisimple (compactos o no compactos).

6.1. Contracción de grupos

La noción de contracción de grupos que discutiremos en este apartado tiene su origen en la f́ısica
teórica y fue introducida por Inönü y Wigner en [IW]. La siguiente definición formal ha sido tomada de
[R, p. 211]).

Definición 6.1. Si G y H son grupos de Lie conexos con la misma dimensión, decimos que la familia
{Dα} de funciones infinitamente diferenciables Dα : H → G, que aplican el elemento identidad eH de
H en la identidad eG de G, define una contracción de G a H si dado cualquier entorno relativamente
compacto (cuya clausura es compacta) V de eH

(i) existe un ı́ndice αV tal que para α > αV , (Dα)|V resulta difeomorfismo,
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(ii) si W es tal que W 2 ⊂ V y α > αV , entonces Dα(W )2 ⊂ Dα(V ) y

(iii) para h1, h2 ∈W ,
ĺım
α→∞

D−1
α

(
Dα(h1)Dα(h2)−1

)
= h1h

−1
2

uniformemente en V × V .

En particular, para G = SO(n + 1) y H = M(n) consideramos la siguiente familia de contracción
{Dα}α∈R>0

,

Dα : M(n) −→ SO(n+ 1)

Dα(k, x) := exp
(x
α

)
k,

(6.3)

donde exp denota la función exponencial de so(n + 1) en SO(n + 1) y donde hemos identificado (como
espacios vectoriales) Rn con el complemento de so(n) en so(n+1) que es invariante bajo la acción adjunta
de SO(n). Escribiendo

Dα(k1, x1)Dα(k2, x2) = exp

(
1

α
x1

)
k1 exp

(
1

α
x2

)
k2

= exp

(
1

α
x1

)[
k1 exp

(
1

α
x2

)
k−1

1

]
k1 k2

= exp

(
1

α
x1

)
exp

(
Ad(k1)

1

α
x2

)
k2

(donde Ad denota la representación adjunta de SO(n)) y usando la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff
podemos derivar, en el ĺımite α→∞, la propiedad (iii) para todo (k1, x1), (k2, x2) ∈ M(n).

A nivel de álgebras de Lie y para n = 2, la contracción de so(3) en el álgebra de Lie de SO(2) n R2

se puede entender del siguiente modo. Sea {X1, X2, X3} una base de so(3) cuyos corchetes de Lie están
dados por

[Y1, Y2] = Y3, [Y2, Y3] = Y1, [Y3, Y1] = Y2.

Si hacemos el cambio de variable

Z1 :=
1

α
Y1, Z2 :=

1

α
Y2, Z3 := Y3,

los nuevos corchetes quedan

[Z1, Z2] =
1

α2
Z3, [Z2, Z3] = Z1, [Z3, Z1] = Z2.

La contracción en el ĺımite α→∞ trivializa el primer conmutador y da lugar a elementos {X1, X2, X3}
que generan el álgebra de Lie de SO(2) nR2 ya que

[X1, X2] = 0, [X2, X3] = X1, [X3, X1] = X2.

6.2. Caso compacto

A lo largo de esta sección denotaremos por K al grupo de Lie isomorfo al grupo de rotaciones SO(n)
que es, dependiendo del contexto, un subgrupo de SO(n+ 1) o un subgrupo de M(n). En el primer caso
se identifica con el estabilizador {g ∈ SO(n + 1) | g · e1 = e1} (donde e1 indica el vector canónico
(1, 0, ..., 0) ∈ Rn+1) y en el segundo caso con SO(n)× {0}.

6.2.1. Un carácter, una función y una sucesión especiales

Introduciremos un carácter especial γ de SO(n+1) y también una función en particular ψ que jugarán
papeles centrales más adelante.

Sea m la parte entera de (n+ 1)/2 y sea Tm un toro maximal de SO(n+ 1) como en la Sección 1.2.3.
Sea γ : Tm → C la proyección sobre el primer factor, es decir,

γ(eiθ1 , ..., eiθm) := eiθ1 .
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La representación irreducible de SO(n + 1) asociada con γ (por el teorema de Borel-Weil-Bott) es equi-
valente a la representación estándar [DR1, Lemma 1]. Más aún, para cada ` ∈ N, la representación
irreducible de SO(n + 1) que tiene por carácter a la `-ésima potencia de γ (γ`(eiθ1 , ..., eiθm) = ei`θ1)
es la que corresponde a la partición (`, 0, ..., 0) (y por lo tanto puede ser realizada sobre el espacio de
polinomios homogéneos y armónicos de grado ` en Rn+1 con coeficientes complejos).

La representación trivial deK aparece con multiplicidad uno en la representación estándar de SO(n+1)
como K-módulo. En consecuencia podemos tomar un vector K-fijo para la representación estándar, es
decir, una función ψ : SO(n+ 1)→ C que cumple (1.23), (1.24) y tal que

ψ(kg) = ψ(g) para todo k ∈ K y g ∈ SO(n+ 1).

Mán aún, podemos elegirla tal que ψ(k) = 1 para todo k ∈ K. Observemos que ψ es el vector fijo nor-
malizado de la representación estándar de SO(n+ 1).

A continuación sintetizamos los resultados probados por A. Dooley y J. Rice en [DR1, Secciones 3 y
4] que se utilizarán en la próxima sección.

Definición 6.2. [DR1, Definición 4] Dados R ∈ R>0 y σ ∈ ̂SO(n− 1) con partición (σ1, ..., σm−1),
consideramos

(ωσ,R,Hσ,R) ∈ M̂(n)

dada por (1.32). La sucesión de caracteres de Tm

{γ`χσ}∞`=1

define, para ` ≥ σ1, una sucesión de representaciones unitarias irreducibles de SO(n+ 1)

{(ρσ,`,Hσ,`)}`

(como en la Sección 1.2.3) y es llamada sucesión de contracción asociada a ωσ,R. Para cada entero no
negativo ` ≥ σ1, hemos denotado por Hσ,` al espacio de funciones que satisfacen las condiciones (1.23) y
(1.24) y por lo tanto es un modelo para ρσ,`.

Lema 6.3. [DR1, Lema 5]

Para cada ` ∈ N, la multiplicación por la función ψ define una aplicación lineal de Hσ,` en Hσ,`+1.

A su vez, debido a que ψ|SO(n)
≡ 1, si f̃ ∈ Hσ,`, entonces las restricciones de f̃ y ψf̃ ∈ Hσ,`+1 a

SO(n) son las mismas.

Los espacios {Hσ,`|SO(n)
}`∈N de restricciones a SO(n) forman una sucesión creciente de subespacios

de Hσ,R.

Teorema 6.4. [DR1, Teorema 1 y Corolario 1]. Sea ψ` := ψ◦ ...◦ψ. Dado un entero no negativo `0 y una
función f̃ ∈ Hσ,`0 arbitraria, para cualquier subconjunto compacto B de Rn se tiene que los siguientes
ĺımites convergen uniformemente para (k, x) ∈ SO(n)×B

ĺım
`→∞

(
ρσ,`0+`(D`/R(k, x))(ψ`f̃)

)
(s) =

(
ωσ,R(k, x)(f̃|SO(n)

)
)

(s) ∀s ∈ SO(n) y (6.4)

ĺım
`→∞

∥∥∥ρσ,`0+`(D`/R(k, x))(ψ`f̃)− ωσ,R(k, x)(f̃|SO(n)
)
∥∥∥
L2(SO(n))

= 0. (6.5)

Corolario 6.5. [DR1, Corolario 2] La unión creciente
⋃∞
`=1

(
Hσ,`|SO(n)

)
es densa en Hσ,R con respecto

a la norma de L2(SO(n)).

6.2.2. El teorema de aproximación

El objetivo de esta sección es probar que toda función esférica de tipo τ correspondiente al par de
Gelfand fuerte (M(n),K) puede ser obtenida partir de un apropiado ĺımite de ciertas funciones esféricas
de tipo τ asociadas al par de Gelfand fuerte (SO(n+ 1),K).

Fijamos entonces (τ, Vτ ) una representación unitaria irreducible de K arbitraria y una función esférica
Φ de tipo τ de (M(n),K). Como hemos visto en los caṕıtulos previos, por el Teorema 3.35 Φ es siempre
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de tipo positivo y por lo tanto está asociada a una representación unitaria irreducible de M(n). Es decir,

debemos considerar (ωσ,R,Hσ,R) ∈ M̂(n) tal que τ ⊂ ωσ,R como K-módulo, esto es, tal que τ aparezca en
la descomposición de ωσ,R en representaciones irreducibles como K-submódulo. Denotamos por Hσ,R(τ)

la componente τ -isot́ıpica de Hσ,R y por Φ := Φ
τ,M(n)
ωσ,R a la función esférica correspondiente a la repre-

sentación ωσ,R de M(n) (ver (3.24)). Debemos hacer notar que ωσ,R corresponde, a partir de la teoŕıa de
Mackey, a una órbita no-trivial de la acción de SO(n) en Rn. Esto se debe a que el conjunto de represen-
taciones provenientes de la órbita trivial {0} tienen medida de Plancherel nula y no aportarán funciones
esféricas (ni τ -esféricas) cuyas “direcciones” aparezcan en la formula de inversión para la transformada
de Fourier esférica (y τ -esférica).

De acuerdo a la Sección 1.2.5

ωσ,R = Ind
SO(n)nRn
SO(n−1)nRn(σ ⊗ χR).

Entonces coinciden las multiplicidades

m(τ, ωσ,R) = m(τ, Ind
SO(n)
SO(n−1)(σ)).

Por el teorema de reciprocidad de Frobenius,

m(τ, Ind
SO(n)
SO(n−1)(σ)) = m(σ, τ|SO(n−1)

).

Luego, τ ⊂ ωσ,R como SO(n)-módulo si y sólo si σ ⊂ τ como SO(n− 1)-módulo. Más aún,

m(τ, ωσ,R) = m(σ, τ). (6.6)

Observación 6.6. Denotamos a la partición de τ por (τ1, ..., τm) si n = 2m y por (τ1, ..., τm−1) cuando

n = 2m − 1. Sea (σ1, ..., σm−1) la partición correspondiente a σ ∈ ̂SO(n− 1). Estamos asumiendo que
τ ⊂ ωσ,R. De (6.6) y las fórmulas de restricción dadas en la Sección 1.2.3 tenemos lo siguiente:

Si n = 2m, de (1.22) deducimos que

τ1 ≥ σ1 ≥ τ2 ≥ σ2 ≥ ... ≥ τm−1 ≥ σm−1 ≥ |τm|. (6.7)

Si n = 2m− 1, se sigue de (1.21) que

τ1 ≥ σ1 ≥ τ2 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σm−2 ≥ τm−1 ≥ |σm−1|. (6.8)

Seguidamente consideraremos una familia de representaciones unitarias irreducibles de SO(n+ 1) que
formen una sucesión de contracción para ωσ,R.

Denotamos por χσ al carácter de σ. El grupo especial ortogonal SO(n − 1) puede embeberse en
SO(n+ 1) colocando un bloque 2× 2 de la matriz identidad en la esquina superior izquierda. Sea Tm el
toro maximal de SO(n + 1) y Tm−1 el de SO(n − 1) dados como en la Sección 1.2.3. Concretamente, si
n+ 1 es par

Tm ⊃ Tm−1 =





1 0
0 1

cos(θ2) sin(θ2)
− sin(θ2) cos(θ2)

. . .

cos(θm) sin(θm)
− sin(θm) cos(θm)


| θ2, ..., θm ∈ R


.

Cuando n+ 1 es impar es de la misma forma pero con un 1 es la esquina inferior derecha. Consideramos
una subálgebra de Cartan de so(n + 1,C) generada por {H1, H2, ...,Hm} como en la Sección 1.2.3. Por
las relaciones de ortogonalidad con respecto a la forma de Killing, podemos pensar que {H2, ...,Hm} es
base de la subálgebra de Cartan de so(n− 1,C) embebida en so(n+ 1,C).

Para cada entero no negativo `, sea (ρσ,`,Hσ,`) la representación de SO(n+ 1) construida como en la
Sección 1.2.3 a partir del carácter γ`χσ de Tm. Es fácil ver que su partición es (`, σ1, ..., σm−1). Si ` ∈ N
es tal que ` < σ1, la representación ρσ,` es trivial y si ` ≥ σ1, la representación ρσ,` es irreducible.
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Lema 6.7. Si τ aparece en la descomposición en irreducibles de ωσ,R como K-módulo, entonces τ aparece
en la descomposición de ρσ,` como K-módulo para todo ` ≥ τ1.

Demostración. Aplicaremos varios de los enunciados dados en la Sección 1.2.3 recordando además que
vale (6.6).

Caso n+ 1 = 2m+ 1:

Como ρσ,` corresponde a la partición (`, σ1, ..., σm−1), se sigue de (6.7) y (1.21) que τ aparece en
la descomposición de ρσ,` como K-módulo si ` ≥ τ1.

Caso n+ 1 = 2m:

Si ` ≥ τ1, se deduce de (6.8) y (1.22) que τ aparece en la descomposición de ρσ,` como K-módulo.

Observación 6.8. Notamos que, a partir de (1.32), la representación ωσ,R restringida a K actúa en
Hσ,R por la acción regular a izquierda, es decir, para cada k ∈ K,

(ωσ,R(k, 0)f)(k0) = (Lk(f))(k0) = f(k−1k0) ∀k0 ∈ K y ∀f ∈ Hσ,R.

Además, para cada ` ∈ Z≥0, Hσ,`|K es un K-submódulo de Hσ,R. Luego, el operador de restricción

definido por
Res`(f̃) := f̃|K ∀f̃ ∈ Hσ,`

entrelaza Hσ,` y Hσ,R como K-módulos,

Hσ,`

ρσ,`(k)

��

Res` // Hσ,`|K ⊂ Hσ,R

(ρσ,`)|K (k)=Lk=ωσ,R(k,0)

��
Hσ,`

Res` // Hσ,`|K ⊂ Hσ,R

(ρσ,`(k)f̃)|K = Lk(f̃|K ) ∀k ∈ K y ∀f̃ ∈ Hσ,`.

Lema 6.9. Si f ∈ Hσ,R(τ), entonces existe `′ ∈ N tal que f ∈ Hσ,`|K para todo ` ≥ `′. Más aún, si

`0 := máx{τ1, `′}, entonces existe una única f̃ ∈ Hσ,`0(τ) tal que f = f̃|K .

Demostración. El espacio Hσ,R(τ) ' Vτ es un factor invariante en la descomposición de Hσ,R como
K-módulo. Recordemos que de la Sección 6.2.1 sabemos que cada Hσ,`|K es un subespacio de Hσ,R,

más aún,
⋃∞
`=1

(
Hσ,`|SO(n)

)
es densa en Hσ,R. Como la dimensión de Vτ es finita, existe `′ ∈ N tal que

Hσ,R(τ) está contenido en Hσ,`′ |K . Adicionalmente, como Hσ,`|K ⊂ Hσ,`+1|K para todo ` ∈ N, se sigue

que Hσ,R(τ) ⊂ Hσ,`|K para todo ` ≥ `′.
Por su parte, como la descomposición de ρσ,` como K-módulo es libre de multiplicidad (para cada

` ∈ N), tenemos que el operador Res` es un isomorfismo lineal que manda la componente irreducible
Hσ,`(τ) en la componente irreducible Hσ,`|K (τ), para todo ` ≥ τ1. Finalmente, si f es una función

arbitraria en Hσ,R(τ), existe una única f̃ ∈ Hσ,`0(τ) tal que f̃(k) = f(k) para todo k ∈ K.

Lema 6.10. Sea `0 ∈ N como en el Lema 6.9 y sea f̃ ∈ Hσ,`0(τ), entonces se sigue que ψ`f̃ ∈ Hσ,`0+`(τ)
para todo ` ∈ N.

Demostración. De la Sección 6.2.1 sabemos que si f̃ ∈ Hσ,`0 entonces ψ`f̃ ∈ Hσ,`0+` para todo ` ∈ N.
Además, como ψ es una función K-invariante, la multiplicación por ψ` define un operador de entrelaza-
miento entre (ρσ,`0 ,Hσ,`0) y (ρσ,`0+`,Hσ,`0+`) como K-módulos.

Hσ,`0
ρσ,`0 (k)

��

ψ` // Hσ,`0+`

ρσ,`0+`(k)

��
Hσ,`0

ψ` // Hσ,`0+`

ψ`(ρσ,`0(k)(f̃)) = ρσ,`0+`(k)(ψ`f̃) ∀k ∈ K y ∀f̃ ∈ Hσ,`0 .
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Como la descomposición de ρσ,` cuando se la restringe a K es libre de multiplicidad (para todo ` ∈ N),

multiplicar por ψ` manda componente irreducible en componente irreducible, esto es, aplica f̃ ∈ Hσ,`0(τ)

en ψ`f̃ ∈ Hσ,`0+`(τ).

Sea `0 como en el Lema 6.9. Consideramos la familia

{Φτ,SO(n+1)
ρσ,`0+`

}`∈Z≥0
(6.9)

de funciones esféricas de tipo τ del par de Gelfand fuerte (SO(n+ 1),K) correspondientes a las represen-
taciones {ρσ,`0+`}`∈Z≥0

.

Con toda la notación introducida previamente enunciamos el siguiente resultado.

Teorema 6.11. Sean τ ∈ ŜO(n) y (ωσ,R,Hσ,R) ∈ M̂(n) tal que σ ⊂ τ como SO(n − 1)-módulo. Sea

Φ
τ,M(n)
ωσ,R la función esférica de tipo τ de (M(n),SO(n)) correspondiente a ωσ,R y sea {Φτ,SO(n+1)

ρσ,` }`∈Z≥0

la familia de funciones esféricas de tipo τ de (SO(n + 1),SO(n)) como en (6.9). Entonces, para cada
f ∈ Hσ,R(τ) existe una única f̃ ∈ Hσ,`0(τ) tal que para todo subconjunto compacto B de Rn se tiene que

ĺım
`→∞

(
Φτ,SO(n+1)
ρσ,`0+`

(D`/R(k, x))(ψ`f̃)
)

(s) =
(

Φτ,M(n)
ωσ,R (k, x)(f)

)
(s) ∀s ∈ SO(n) y

ĺım
`→∞

∥∥∥∥(Φτ,SO(n+1)
ρσ,`0+`

(D`/R(k, x))(ψ`f̃)
)
|SO(n)

− Φτ,M(n)
ωσ,R (k, x)(f)

∥∥∥∥
L2(SO(n))

= 0,

donde las convergencias son uniformes para (k, x) ∈ SO(n)×B.

Demostración. Dada f ∈ Hσ,R(τ) consideramos f̃ como en el Lema 6.9. Antes que nada notamos que

Φ
τ,SO(n+1)
ρσ,`0+` (g) ∈ End(Hσ,`0+`(τ)) y por el Lema 6.10, ψ`f̃ ∈ Hσ,`0+`(τ).

Como la convergencia en (6.4) y (6.5) es uniforme para (k, x) ∈ SO(n) × B, podemos convolucionar
(sobre K) con dτχτ y obtener para todo s ∈ K

ĺım
`→∞

(
dτχτ ∗

(
ρσ,`0+`(D`/R(k, x))(ψ`f̃)|K

))
(s) = (dτχτ ∗ ωσ,R(k, x)(f)) (s)

y también

ĺım
`→∞

‖dτχτ ∗K (ρσ,`0+`(D`/R(k, x))(ψ`f̃))− dτχτ ∗ (ωσ,R(k, x)(f))‖L2(SO(n)) = 0.

Es inmediato que

dτχτ ∗
(
ρσ,`0+`(g)(ψ`f̃)|K

)
=
(
dτχτ ∗K ρσ,`0+`(g)(ψ`f̃)

)
|K

∀g ∈ SO(n+ 1).

Luego, para cada g ∈ SO(n+ 1) y para todo s ∈ K,(
dτχτ ∗K ρσ,`0+`(g)(ψ`f̃)

)
(s) = dτ

∫
K

χτ (k)
(
ρσ,`0+`(g)(ψ`f̃)

)
(k−1s) dk

= dτ

∫
K

χτ (k)Lk

(
ρσ,`0+l(g)(ψ`f̃)

)
(s) dk

= dτ

∫
K

χτ (k)ρσ,`0+`(k)
(
ρσ,`0+`(g)(ψ`f̃)

)
(s) dk

= P τρσ,`0+`

(
ρσ,`0+`(g)(ψ`f̃)

)
(s)

=
(

Φτ,SO(n+1)
ρσ,`0+`

(g)(ψ`f̃)
)

(s).

Similarmente, para cada (k, x) ∈ M(n) y para todo s ∈ K,

(dτχτ ∗ ωσ,R(k, x)(f)) (s) = P τωσ,R (ωσ,R(k, x)(f)) (s)

=
(

Φτ,M(n)
ωσ,R (k, x)(f)

)
(s).

(Recordar que P τρσ,`0+`
y P τωσ,R son las proyecciones definidas en (3.14).)
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Nos gustaŕıa cerrar este apartado de manera similar a como lo hacen A. Dooley y J. Rice en la
observación final del art́ıculo [DR1], diciendo que el análisis armónico (tanto de funciones a valores
escalares como a valores matriciales) en Rn como espacio homogéneo con respecto al grupo M(n) se
puede obtener como ĺımite (en un sentido apropiado) del análisis armónico en la esfera Sn como espacio
homogéneo con respecto al grupo SO(n+ 1). En efecto, consideremos para cada ` ∈ Z≥0 la aplicación

Res`0+` : Hσ,`0+`(τ) −→ Hσ,R(τ)

h 7−→ h|K

y la aplicación

Hσ,R(τ) −→ Hσ,`0+`(τ)

f 7−→ ψ`f̃,

donde f̃ es como en el Lema 6.9. Estos dos operadores son inversos uno del otro: El proceso de tomar
f ∈ Hσ,R(τ), extenderla a Hσ,`0(τ) para un adecuado `0 ∈ Z≥0 y multiplicarla por ψ`, es el proceso
inverso de la aplicación de restricción Hσ,`0+`(τ) −→ L2(SO(n)). Del teorema previo se sigue que para
cada f ∈ Hσ,R(τ)

ĺım
`→∞

∥∥∥[Res`0+` ◦ Φτ,SO(n+1)
ρσ,`0+`

(D`/R(·)) ◦ (Res`0+`)
−1 − Φτ,M(n)

ωσ,R (·)
]

(f)
∥∥∥
L2(SO(n))

= 0, (6.10)

donde la convergencia es uniforme sobre subconjuntos compactos de M(n). En conclusión, dada una
función esférica (a valores escalares o matriciales) del par de Gelfand fuerte (M(n),SO(n)), esta puede
ser obtenida a partir de un proceso de ĺımite que involucra una familia de funciones esféricas del par de
Gelfand fuerte (SO(n+ 1),SO(n)), una contracción de SO(n+ 1) en M(n) y una familia de operadores de
entrelazamiento (las aplicaciones de restricción) asociados a las representaciones que parametrizan a las
funciones esféricas. (Podŕıamos interpretar esto como que, en el ĺımite, los operadores de entrelazamiento
Res juegan el rol de un cambio de base entre una función esférica asociada al grupo M(n) y apropiadas
funciones esféricas asociadas a SO(n + 1).) Como se vio en la Observación 3.24, para todo ` ∈ Z≥0, las
funciones

Φτ,SO(n+1)
ρσ,`0+`

y Res`0+` ◦ [Φτ,SO(n+1)
ρσ,`0+`

(·)] ◦ (Res`0+`)
−1

representan la misma función esférica (sólo que cuando evaluamos en g ∈ G, la primera resulta un
operador sobre Hσ,`0+`(τ) y la segunda un operador en Hσ,`0+`(τ)). Usando el isomorfismo Hσ,R(τ) ' Vτ
y nuevamente la Observación 3.24, el ĺımite dado en (6.10) se puede reescribir como

ĺım
`→∞

∥∥∥[Φτ,SO(n+1)
ρσ,`0+`

(D`/R(·))− Φτ,M(n)
ωσ,R (·)

]
(v)
∥∥∥
Vτ

= 0 para todo v ∈ Vτ , (6.11)

donde ‖ · ‖Vτ es una norma del espacio vectorial finito-dimensional Vτ y el ĺımite es uniforme sobre
conjuntos compactos de M(n). De esta manera hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 6.12. Sea (τ, Vτ ) ∈ ŜO(n) y sea Φτ,M(n) una función esférica de tipo τ del par de Gelfand

fuerte (M(n),SO(n)). Entonces, existe una sucesión {Φτ,SO(n+1)
` }`∈Z≥0

de funciones esféricas de tipo τ
del par de Gelfand fuerte (SO(n+ 1),SO(n)) y una contracción {D`}`∈Z≥0

de SO(n+ 1) a M(n) tal que

ĺım
`→∞

Φ
τ,SO(n+1)
` (D`(k, x)) = Φτ,M(n)(k, x),

donde la convergencia es puntual en Vτ y uniforme sobre conjuntos compactos de M(n).

Observación 6.13. Enfatizamos que este resultado es independiente del modelo que se elija para las
representaciones que parametrizan las funciones esféricas.

6.3. Caso no compacto

Esta sección será desarrollada desde el marco general presentado al final de la Sección 1.2.5. En este
sentido, consideremos G un grupo de Lie semisimple, no compacto, conexo, con centro finito, con álgebra
de Lie g y K un subgrupo compacto de G con álgebra de Lie k. Más aún, asumiremos que (G,K) es un
par Riemnanniano simétrico. Sea p un complemento AdG(K)-invariante de k en g. Formamos el producto
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semidirecto K n p con respecto a la acción adjunta de K en p. Este es llamado el grupo de movimientos
ŕıgidos de Cartan asociado al par (G,K).

Como las representaciones genéricas de K n p tienen medida de Plancherel full, sólo consideremos
estas, es decir, las dadas por (1.34)

ωσ,φ = IndKnp
Mnp(σ ⊗ eiφ(·)) (σ ∈ M̂, φ ∈ a∗),

donde a ⊂ p es una subálgebra abeliana maximal contenida p y M es el centralizador de a en K. En este
caso M coincide con el estabilizador Kφ (ver (1.33)).

Por otro lado sea G = KAN la descomposición de Iwasawa G, donde A := expG(a). Sólo considera-
remos las representaciones de la serie principal de G ya que su complemento tiene medida de Plancherel
nula. Es decir, trabajaremos con las representaciones dadas por (1.35)

ρσ,φ = IndGMAN (γ ⊗ σ ⊗ 1N ) (σ ∈ M̂, φ ∈ a∗). (6.12)

A cada representación genérica ωσ,φ ∈ K̂ n p le podemos asociar la sucesión {ρσ,`φ}∞`=1 de represen-
taciones de la serie principal de G. Al igual que en (6.3) consideramos la contracción {Dβ}β∈R>0

Dβ : K n p −→ G

Dβ(k, x) := expG(
1

β
x) k. (6.13)

En analoǵıa con la Sección 6.2.1 consideremos la siguiente función particular

sφ : G −→ C

sφ(kan) := e−iφ(log(a)), (6.14)

la cual es K-invariante y vale 1 sobre K. Además, se tiene que, si f ∈ Hρσ,`φ , entonces sφ(f) ∈ Hρσ,(`+1)φ

y sφ(f) vale lo mismo sobre K que f .
El siguiente resultado, debido a A. Dooley y J. Rice, muestra cómo la sucesión {ρσ,`φ}∞`=1 aproxima

a ωσ,φ.

Teorema 6.14. [DR2, Teorema 1 y Corolario (4.4)] Para todo (k, x) ∈ K n p y F ∈ Hρσ,φ

ĺım
`→∞

∥∥∥(ρσ,`φ(D`(k, x))(s`φF )
)
|K
− ωσ,φ(k, x)(F|K )

∥∥∥
L2(K,Hσ)

= 0. (6.15)

Más aún, si F es una función suave, la convergencia es uniforme sobre conjuntos compactos de K n p.

Fijamos ahora τ ∈ K̂. Por el teorema de reciprocidad de Frobenius se sigue que τ ⊂ (ωσ,φ)|K y que

τ ⊂ (ρσ,`φ)|K si y sólo si σ ⊂ τ|M . En particular,

m(τ, ωσ,φ) = m(σ, τ) = m(τ, ρσ,φ). (6.16)

Fijamos entonces ωσ,φ ∈ K̂ n p (genérica) tal que τ sea un K-submódulo de ωσ,φ.
Consideramos el operador de restricción

Res`φ(F ) := F|K para toda F ∈ Hρσ,`φ .

Como la acción de ρσ,`φ es por traslación a izquierda, es obvio que Res`φ entrelaza Hρσ,`φ y Hωσ,φ como
K-módulos: Esto es, para todo k ∈ K el siguiente diagrama conmuta

Hρσ,`φ

ρσ,`φ(k)

��

Res`φ//
(
Hρσ,`φ

)
|K

Lk

��
Hρσ,`φ

Res`φ//
(
Hρσ,`φ

)
|K
.

Más aún, Res`φ env́ıa Hρσ,`φ(τ) en Hωσ,φ(τ).
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Por otro lado, observamos que la multiplicación por la función sφ es un operador de entrelazamiento
entre Hρσ,`φ y Hρσ,(`+1)φ

como K-módulos (para cada ` ∈ N): Esto es, satisface que, para todo k ∈ K, el
siguiente diagrama conmuta

Hρσ,`φ

(ρσ,`φ)|K (k)

��

sφ // Hρσ,(`+1)φ

(ρσ,`φ)|K (k)

��
Hρσ,`φ

sφ // Hρσ,(`+1)φ
.

En particular, el operador “multiplicar por sφ” mapea Hρσ,`φ(τ) en Hρσ,(`+1)φ
(τ) (para cada ` ∈ N).

Ahora, dada f ∈ Hωσ,φ la extendemos a G por

F (g) = F (kgagng) := e−iγ(log(ag))f(kg), (6.17)

donde g = kgagng con kg ∈ K, ag ∈ A y ng ∈ N es la descomposición de Iwasawa de g ∈ G. La inversa
del operador de restricción definido previamente es

Res−1
`φ (f) := (sφ)`F

para toda f ∈ Hωσ,φ(τ), donde F es la función definida por (6.17).
Una vez más tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo (para todo k ∈ K)

Hωσ,φ(τ)

ωσ,`φ(k)=τ(k)

��

Res−1
`φ //
(
Hρσ,`φ

)
(τ)

(ρσ,`φ)|K (k)=τ(k)

��
Hωσ,φ(τ)

Res−1
`φ//
(
Hρσ,`φ

)
(τ).

Con todo esto en mente, el Teorema 6.14 puede ser reescrito de la siguiente forma: Para toda (k, x) ∈
K n p y f ∈ Hωσ,φ(τ),

ĺım
`→∞

∥∥∥(Res`φ ◦ ρσ,`φ (D`(k, x)) ◦Res−1
`φ − ωσ,φ(k, x)

)
(f)
∥∥∥
L2(K,Hσ)

= 0. (6.18)

Por último, de (3.14), las proyecciones P τωσ,φ y P τρσ,`φ están dadas a partir de la misma expresión, es
decir, por la convolución en K con dτχτ . Más aún, son operadores continuos. Luego, a partir de la última
expresión (6.18) obtenemos la fórmula asintótica

ĺım
`→∞

∥∥∥(P τρσ,`φ ◦Res`φ ◦ ρσ,`φ (D`(k, x)) ◦Res−1
`φ − P

τ
ωσ,φ
◦ ωσ,φ(k, x)

)
(f)
∥∥∥
L2(K,Hσ)

= 0. (6.19)

Proposición 6.15. Sea G un grupo de Lie semisimple, conexo, no compacto y sea K un subgrupo cerrado
de G tal que (G,K) es un par simétrico Riemanniano. Sea K n p el grupo de movimientos ŕıgidos de

Cartan asociado a (G,K) y sea τ ∈ K̂. La terna (G,K, τ) es conmutativa si y sólo si (K n p,K, τ) es
conmutativa. En particular, (G,K) es un par de Gelfand fuerte si y sólo si (K n p,K) es un par de
Gelfand fuerte.

Demostración. La medida de Plancherel de K n p está concentrada en el conjunto de representaciones
unitarias irreducibles genéricas de Knp. Respectivamente, la medida de Plancherel de G está concentrada
en el conjunto de representaciones de la serie principal. Por el Teorema 4.4, (K n p,K, τ) es una terna

conmutativa si y sólo si m(τ, ω) ≤ 1 para toda ω en un subconjunto de K̂ n p con medida de Plancherel
full. (Recordemos que para la prueba del Teorema 4.4 nos basamos en la ideas dadas en [BJR1] para
pares de Gelfand.) Entonces tomamos una representación genérica arbitraria y una representación de la

serie principal, ωσ,φ ∈ K̂ n p y ρσ,φ ∈ Ĝ, como en (1.34) y (1.35) respectivamente, para σ ∈ M̂ y φ ∈ a∗.
Por (6.16), m(τ, ωσ,φ) = m(τ, ρσ,φ) y la conclusión de esta proposición sigue de forma inmediata.

Teorema 6.16. Sea G un grupo de Lie semisimple, conexo, no compacto y sea K un subgrupo conexo
y compacto maximal de G tal que (G,K) es un par simétrico Riemanniano. Sea K n p el grupo de

movimientos ŕıgidos de Cartan asociado a (G,K) y sea (τ, Vτ ) ∈ K̂ tal que (K n p,K, τ) es una terna
conmutativa. Sea Φτωσ,φ : Knp→ End(Vτ ) la función esférica de tipo τ correspondiente a la representación
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ωσ,φ ∈ K̂ n p. Entonces, existe una familia {Φτρσ,`φ}`∈Z≥0
, donde Φτρσ,`φ : G → End(Vτ ) es la función

esférica de tipo τ correspondiente a la representación ρσ,`φ ∈ Ĝ, tal que para cada (k, x) ∈ K n p

ĺım
`→∞

Φτωσ,`φ(D`(k, x)) = Φτρσ,`φ(k, x),

donde la convergencia es punto a punto en Vτ .

Demostración. Por la Proposición 6.15, (G,K, τ) es también una terna conmutativa y la prueba sigue de
(6.19) y de la Observación 3.24.

En particular, si consideramos G = SO0(1, n) la componente conexa de la identidad del grupo de
Lorentz y K = SO(n), entonces K n p = M(n). El par (SO0(1, n),SO(n)) es un par de Gelfand fuerte y,
análogamente al caso del par (SO(n+ 1),SO(n)), tenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.17. Sea (τ, Vτ ) ∈ ŜO(n) y sea Φτ,M(n) una función esférica de tipo τ del par de Gelfand

fuerte (M(n),SO(n)). Entonces existe una sucesión {Φτ,SO0(1,n)
` }`∈Z≥0

de funciones esféricas de tipo τ
del par de Gelfand fuerte (SO0(1, n),SO(n)) y una contracción {D`}`∈Z≥0

de SO0(1, n) a M(n) tal que
para todo (k, x) ∈ M(n)

ĺım
`→∞

Φ
τ,SO0(1,n)
` (D`(k, x)) = Φτ,M(n)(k, x),

donde la convergencia es puntual en Vτ .



Se iluminó el disco amarillo. De los coches que se acercaban, dos aceleraron antes de que se encendiera
la señal roja. En el indicador del paso de peatones apareció la silueta del hombre verde. La gente empezó

a cruzar la calle pisando las franjas blancas pintadas en la capa negra del asfalto, nada hay que se
parezca menos a la cebra, pero aśı llaman a este paso. Los conductores, impacientes, con el pie en el

pedal del embrague, manteńıan los coches en tensión, avanzando, retrocediendo, como caballos nerviosos
que vieran la fusta alzada en el aire. Hab́ıan terminado ya de pasar los peatones, pero la luz verde que

daba paso libre a los automóviles tardó aún unos segundos en alumbrarse. [...] Al fin se encendió la señal
verde y los coches arrancaron bruscamente, pero enseguida se advirtió que no todos hab́ıan arrancado.

Aśı comienza Ensayo sobre la ceguera de José Saramago. Metidos en el relato uno a uno dejamos de ver.
O quizás son los colores los que dejan de vernos, la luz la que nos olvida. Imaginar un mundo sin colores,

sin sonidos, sin diferentes texturas, sin sabores, sin olores es muy dif́ıcil. Con ellos describimos nuestro
alrededor. Algo de esto tiene la tesis. Trata sobre espectros. De cómo a partir de distintos valores en

una “paleta de colores” podemos caracterizar objetos, acciones. Y también nos sugiere pensar a la
inversa, que son los espectros, los abanicos de posibilidades en potencia, quienes nos otorgan existencia.
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cámara de Weyl, 40
campo invariante a izquierda, 33
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fórmula de Stirling, 166
fibrado vectorial, 30
fibrado vectorial homogéneo, 30
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isomorfismo de grupos, 18
isomorfismo isométrico, 66

Lema de Schur, 28
localmente compacto, 20
longitud de una partición, 37

medida, 22
medida compleja, 22
medida de Borel, 22
medida de Haar, 22
medida de Plancherel, 85
medida invariante a izquierda y/o derecha, 22
medida positiva, 22
medida regular, 22
morfismo de álgebras de Lie, 34

nilvariedad homogénea, 14
norma de Hilbert-Schmidt, 99

octoniones, 137
operador de análisis, 66
operador de entrelazamiento, 28
operador de Euler, 144
operador de Hilbert-Schmidt, 99
operador de reflexión, 54
operador de śıntesis, 66
operador integral, 73

par de Gelfand, 79
par de Gelfand “twisted”, 92
par de Gelfand fuerte, 92
par simétrico, 79
par simétrico Riemanniano, 47
partición, 37
peso algebraicamente integral, 40
peso de una representación, 39
peso dominante, 40
peso máximo, 40
pesos fundamentales, 40
Pfaffiano, 119
polinomios de Gegenbauer, 89
polinomios de Legendre, 89
producto directo, 19
producto exterior, 135
producto interno, 23

producto semidirecto, 19

ráız, 39
ráız simple, 40
Reciprocidad de Frobenius, 32
representación adjunta, 34
representación contragrediente, 28
representación de cuadrado integrable, 114
representación de la serie principal, 48
representación de un álgebra de Lie, 34
representación de un grupo, 27
representación derivada, 34
representación fiel, 28
representación genérica, 48
representación inducida, 32
representación irreducible, 28
representación unitaria, 28
rotor, 143

sección de un fibrado vectorial, 31
serie de Fourier, 67
simetrización, 37
sistema de ráıces, 39
subálgebra de Cartan, 38
subespacio invariante, 28
sucesión de contracción, 168

tamaño de una partición, 37
Teorema de Bochner, 66
Teorema de Cayley-Hamilton, 152
Teorema de Gelfand-Raikov, 80
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, 37
Teorema del núcleo de Schwartz, 73
Teorema del peso máximo, 40
terna conmutativa o de Gelfand, 92
tira horizontal, 38
toro, 41
toro maximal, 41
transformada de Fourier τ -esférica, 99
transformada de Fourier esférica, 85
transformada de Gelfand, 70
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