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ANALISIS ESFERICO MATRICIAL ASOCIADO A GRUPOS
NILPOTENTES

Resumen

Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto de G. Todos los fibrados vectoriales homogéneos
sobre G/K pueden ser descriptos a partir de las representaciones (7,V;) de dimensién finita de K. Sea
G X, V- un fibrado vectorial homogéneo sobre G/K y sea I'(G x V;) el espacio de secciones infinitamen-
te diferenciables y de soporte compacto de dicho fibrado. Esta tesis estd motivada por el problema de
expresar, simultaneamente, en forma diagonal a todos los operadores lineales y acotados aplicados sobre
I'(G x; V;) que conmutan con la accién de G. Como consecuencia del teorema del nicleo de Schwartz
todos estos operadores G-invariantes son de convolucién. Prestaremos atencién solamente a aquellos ope-
radores integrales cuyos ntcleos de convolucion son funciones integrables. Dichas funciones son a valores
matriciales en End(V;) y bi-r-equivariantes. Para lograr una diagonalizacién simultdnea necesitamos que
los operadores conmuten. Como la composicién de tales operadores se identifica con el producto de con-
volucién de sus nicleos, nos interesaré particularmente el dlgebra de convolucién L} (G,End(V;)) de
funciones de G en End(V;), integrables y bi-r-equivariantes, es decir, la estructura matemética que con-
forman los niicleos. Decimos que una terna (G, K,7) es conmutativa si el dlgebra Ll _(G,End(V;)) es
conmutativa. Los caracteres de dicha algebra son las llamadas funciones esféricas y se pueden interpre-
tar como las coordenadas que permitiran expresar en forma diagonal a todos los operadores de nuestro
interés. La presente tesis esta focalizada en determinar ejemplos particulares de grupos G, K y represen-
taciones irreducibles 7 tales que (G, K, 7) resulte una terna conmutativa, para luego poder desarrollar el
analisis esférico, esto es, dar una descripcién explicita de las funciones esféricas y de la transformada de
Fourier esférica. Con respecto al primer objetivo, a partir de la lista de pares de Gelfand (G, K) dada
por J. Lauret en [La2], hemos determinado todos los casos en los que una representacién 7 de K da lugar
a una terna conmutativa (G, K, 7). En tales ejemplos los grupos de Lie G son un producto semidirecto
K x N, donde N es una nilvariedad homogénea y K es el grupo de automorfismos ortogonales de N.
En relacion al segundo punto, hemos obtenido descripciones explicitas de todas las funciones esféricas en
el caso en que G es la componente conexa de la identidad del grupo de movimientos rigidos del espacio
euclideo tridimensional y K es el grupo de rotaciones. Finalmente, conectamos, a partir de una férmula
asintética, la teoria de funciones esféricas asociadas a ciertos grupos G = K x N, con N nilpotente, y la
teoria de funciones esféricas asociadas a ciertos grupos de Lie semisimples.

Pablabras claves: Funcién esférica, par de Gelfand fuerte, representacion unitaria irreducible, trans-
formada de Fourier esférica.

MSC 2010: 43A85, 43A90 ,4TA67.



MATRIX SPHERICAL ANALYSIS ON NILPOTENT GROUPS

Abstract

Let G be a Lie group and K a compact subgroup of GG. All the homogeneous vector bundles over
the homogeneous space G/K are described by taking finite dimensional representations (7,V;) of K.
Let G x, V; be an homogeneous vector bundle over G/K and let I'(G x, V;) be the space of section
of this vector bundle that are infinitely differentiable with compact support. This thesis is motivated by
the problem of simultaneous diagonalization of all the linear and continuous operators over I'(G %, V.)
that commute with the action of G. As a consequence of the niicleo de Schwartz’s kernel theorem every
such operator can be represented in a unique way as a convolution operator. We will work only with
the integral operators that have an integrable functions as kernel. Such function are End(V;)-valued and
bi-T-equivariant. In order to get a simultaneous diagonalization we require that the operators must com-
mute. Since the convolution of such operators can be identified with the convolution of their kernels, we
are interested in the convolution algebra L} (G,End(V;)) of End(V,)-valued functions on G tahta are
integrable and bi-T-equivariant, that is, the mathematical structure that conform those kernels. A triple
(G,K,7) is said to be commutative if dlgebra L. _(G,End(V;)) is conmutative. The characters of this
algebra are called spherical functions and can be thought as the coordinates that may write the operators
in a diagonal form. This thesis focuses on giving particular examples of groups GG, K and representations
7 for which (G, K, 7) is commutative and then develop the spherical analysis, that is, give an explicit
description of the spherical Fourier transform. Regarding the first objective, from the list of Gelfand
pairs given by J. Lauret in [La2], we determine for which representations 7 of K the triple (G, K, 7) is
commutative. In these cases the group G is of the form K x N, where NV is a two step nilmanifold and
K is a maximal connected group of the orthogonal automorphisms of N. Relative to the second point,
we obtained an explicit description of all the spherical functions when G is connected component of the
identity of the three dimensional euclidean motion group and K is the rotation group. Finally, we connect,
via an asymptotic formula, the theory of spherical functions associated to certain groups G = K x N for
N nilpotent and the theory of spherical functions associated with a semisimple Lie group.

Keywords: Spherical function, strong Gelfand pair, irreducible unitary representation, spherical Fou-
rier transform.

MSC 2010: 43A85, 43A90, 47TA67.
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Introduccion

El problema central que motiva esta tesis deriva de querer expresar simultdneamente en forma diagonal
a operadores lineales y continuos que presentan simetrias. Es claro que si un operador T estéd presentado
en forma diagonal, o de multiplicador, el sistema de ecuaciones del tipo Tz = y serd sencillo de resolver
dado cualquier dato inicial y.

El area de investigacién en la que se enmarca esta tesis es la del andlisis armonico. El andlisis de las
series de Fourier ha sido el tema clasico en este campo. Como es bien sabido, estas permiten obtener
informacion de senales a partir de su descomposicién en funciones bien conocidas. Su nombre se debe al
matematico y fisico francés J. Fourier, quien las estudié de manera sistematica a raiz de su interés por la
ecuacion del calor.

Una funcién periédica puede pensarse como una funcién definida en la circunferencia unitaria S!.
Toda funcién f : S' — C de cuadrado integrable se puede expresar como una serie trigonométrica (serie
de Fourier)

£0) = F(f)(n)e™, (1)

nez

donde la igualdad es en norma || - || o puntual si f es suficientemente suave, i := /—1, e™? =
cos(nd) + isen(nd) y F(f) indica la transformada de Fourier de f (es decir, F(f)(n) es la compo-
nente o la proyeccién de f en la direccién del vector €*). El dominio S! es una variedad homogénea en
el sentido que S! acttia como grupo en si misma por rotaciones (o por la multiplicacién compleja) de
manera transitiva, esto es, dados dos dngulos 0 < «, f < 27 siempre existe otro angulo 6 tal que o = 546
(con la notacién de grupo abeliano es una traslacién). Sea C°°(S') el espacio de funciones infinitamente
diferenciables sobre la circunferencia unitaria. La accién de S' en funciones u € C°°(S') est4 dada por

(0 u)(a) = ula—0).

Consideremos un operador T lineal y continuo sobre C*°(S') que sea invariante por la accién de S!, es
decir, tal que
0-(Tu)=T(0-u).

Dicho operador T resulta de convolucién, es decir,
Tu=ux*f,

donde f : S' — C denota su niicleo y donde el producto de convolucién estd dado por
2m
ux* f(0):= / u(a)f(0 — a) da para todo dngulo 6.
0

El teorema de Plancherel establece que la transformada de Fourier es un isomorfismo isométrico entre
el espacio de funciones de cuadrado integrable sobre la circunferencia unitaria L?(S!) y el espacio de
sucesiones de cuadrado integrable 2. Ademds, una propiedad fundamental establece que la transformada
de Fourier es un homomorfismo entre el dlgebra de convolucién de funciones integrables en S! y el espacio
de sucesiones con el producto puntual. Entonces, las coordenadas de T'u en términos de la base ortonormal
{e"9},.cz del espacio de Hilbert L?(S!) estdan dadas por

(7)) =700 Fa) e,
Esto permite ver que el operador T resulta conjugado del operador de multiplicacion

vi— F(f) v

7
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sobre el espacio de sucesiones de cuadrado integrable, es decir, del operador
02—
(n)nez ¥ (F(F)(n) vn)pez -

Precisamente, dada u € C°°(S'), resulta que u = F~'(v) para v = (F(u)(n)), e, € ¢* y entonces
computar T'u es equivalente a hacer

<]~'o To ]-"1(1})) (n)=F(f)(n) v, para todo n € Z. (2)

En sintesis, el operador T estd unfvocamente determinado por su nicleo f (que a su vez, si es de cuadrado
integrable, sélo depende de los valores discretos {F(f)(n)},c; por (1)) y la transformada de Fourier es
el operador de cambio de base, de la base

{enw}nez
de L%(S') en la base canénica de £2

{en}nelv

donde e, es la sucesién dada por e, (m) := dp m, (siendo d,, ., la delta de Kronecker), que permite escribir
a T de manera diagonal segin (2). Esto es, si f es de cuadrado integrable, utilizando la férmula de
inversion podemos expresar a 1 como

T(u)(x) =Y F(f)n) (uxe™) (2) 3)
neZ

=Y F(H)n) Fu)(n) e (4)

neE”Z

Pasemos a otro ejemplo cambiando S! por el plano. Sobre R? consideremos las acciones de traslacién
y rotacién. Sea C°(R?), o simplemente D, el espacio de funciones infinitamente diferenciables de R?
en C con soporte compacto. Tomemos un nuevo operador T ahora aplicado sobre D y que conmuta
con traslaciones. A partir del teorema del nicleo de Schwartz se puede ver que T es un operador de
convolucién cuyo nicleo es una distribucién, es decir, un elemento del espacio dual de D, digamos f € D'.
Si nos restringimos al caso en que f es una funcién integrable de R? en C, entonces T resulta un operador
integral de la forma

Tu(z) =ux* f(x) := / u(y)flx —y) dy Yu € D.
RQ

Si ahora F(f) denota la transformada de Fourier en R?, es decir,
FAE© = [ fla)e™ (R,
donde £ - x := & 11 + &ax9, entonces vale la siguiente expresion que es similar a (2)
(Forer )@ =F@ o) weD.

Por lo tanto, T es semejante al operador de multiplicacién F oT o F~!. Recordemos que en este contexto
la transformada de Fourier es un isomorfismo isométrico de L?(R?) en sf mismo. Notemos también que si
bien en este ejemplo las funciones {€***}¢cg2 no forman una base ortonormal de L?(R?) (ya que ni siquiera
pertenecen a este espacio), se identifican con los homomorfismos continuos del dlgebra de convolucién
L'(R?). Por su parte, observemos que son las autofunciones acotadas de todos los operadores diferenciales
en R? con coeficientes constantes, que justamente son los operadores diferenciales que conmutan con
traslaciones.

Ahora bien, si ademds T es simétrico ante rotaciones, también lo serd su nicleo. Esto es, f resulta
radial (invariante por rotaciones) y por lo tanto sélo depende de los valores que toma sobre la semirrecta
positiva [0,00). Denotamos por L!'(R?)? la subélgebra de convolucién de L!(R?) conformada por las
funciones radiales. Cada funcién e*¢'* deviene en una funcién radial cuando se la integra sobre S, o sea,
al tomar

o) = [ e an



donde df denota la medida en S' que es invariante por rotaciones y normalizada, estamos logrando
0(€) = ¢(|€|e1) para todo & € R?, donde e1 := (1,0) y [£] es el médulo de . Consideremos las siguientes
funciones radiales parametrizadas en r € [0, c0)

or(x) ::/ e (@0 qg. (5)
St

Estas son todas las autofunciones radiales acotadas del operador Laplaciano, cada una asociada al auto-
valor —r2, normalizadas por ¢,.(0) = 1. Es de destacar que el Laplaciano es un operador diferencial que
conmuta con traslaciones y rotaciones. A su vez, estas funciones se identifican con funcionales lineales
continuos de L!(R?)? y permiten obtener una férmula de inversién o de reconstruccién como pasaremos
a describir. Sabemos que si f y F(f) estdan en L!(R?), entonces

fla)y=[ F()E) e=tds  pp.

R2

(p.p. es la abreviacién de la frase en francés “presque partout”, en inglés se suele poner a.e. que abrevia a
“almost every way” y en catellano también es usual encontrar c.t.p. que indica “casi en todas partes”, a
los largo de esta tesis usaremos p.p. para indicar que dos funciones coinciden salvo un conjunto de medida
cero.) Si ademds f es radial, su transformada de Fourier también resulta radial y se tiene, haciendo
cambios de coordenadas, que

f@) = [ i) e ag
= /0 b 5 F(H(r) @ v ag dr
= /O h F(f)(r) ( /S 1 e”(”g)dQ) rdr
= [T F D) ) v

donde por simplicidad hemos denotado por F(f)(r) a F(f)(re1). Haciendo abuso de notacién definimos
la transformada de Fourier esférica de una funcién f € L'(R?)* en un valor r € [0, 00) por

F()pr) = . F(&)pr(€) dE.

Notemos que para f € L'(R?)? esta aplicacién coincide con la transformada de Fourier “clésica” de f:

@@ de= [ 1©) [ e ao dg
Rz R2 Sl

= 8 F(f)(ro) do

= F(f)(r),

donde hemos usado que F(f) es radial. La férmula de inversién para funciones radiales integrables y con
transformada de Fourier integrable queda

f(x) = / S F ) v dr.

Retornando a nuestro operador 7' definido sobre D y que es invariante por traslaciones y rotaciones,
podemos ahora escribirlo formalmente como

7)) = | T F(er) (ur o) (@) 7 dr.

Esta expresién es similar a (3) pero aqui no podemos obtener un andlogo a (4) ya que las funciones
u € C2°(R?) no necesariamente son radiales. Lo que si podemos seguir afirmando es que el operador
T sé6lo depende de los valores F(f)(¢,) (con r € [0,00)), es decir, s6lo depende de la transformada de
Fourier esférica de su nicleo.
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Estos ejemplos son clasicos y pueden ser ampliamente generalizados ya sea modificando el dominio asi
como también considerando funciones a valores vectoriales. En nuestro caso consideraremos operadores
lineales y acotados T aplicados sobre secciones de distintos fibrados homogéneos y por lo tanto estaremos
considerando distintos dominios y funciones a valores vectoriales. Pero antes de pasar a estos resumiremos
un poco los ejemplos vistos e introduciremos algunos conceptos.

§ Hemos trabajado con funciones definidas en dos dominios:
= la circunferencia unitaria S! y
= el plano R?.
¢ Ambos dominios son espacios homogéneos en los siguientes sentidos:
= el grupo de rotaciones actia transitivamente en S*;
= las traslaciones por vectores en R? acttian transitivamente en el plano R?;
= los movimientos rigidos dados por trasladar y rotar en R? actiian transitivamente en el plano R2.

§ Hemos analizado operadores T" aplicados sobre funciones de clase C2° en cada dominio. Los operadores
que nos han interesado presentaban ciertas simetrias:

= en el primer ejemplo, aplicados sobre funciones definidas en S' e invariantes por rotaciones;
= en el segundo, aplicados sobre funciones definidas en R? e invariantes por traslaciones;
= en el dltimo, aplicados sobre funciones definidas en R? e invariantes por traslaciones y rotaciones.

§ En los tres casos resultan operadores de convolucién. En el dltimo, sus niicleos son funciones (o, més
generalmente, distribuciones) invariantes por rotaciones, es decir, radiales. Consideramos entonces los
espacios conformados por los ntcleos integrables de operadores invariantes, es decir, las algebras de
convolucién

= LY(SY);
« L1(R?);
= LI(RQ)u.

§ En general, dado un espacio de medida (X, u) o-finito, el espacio de clases de funciones integrables
L'(X) es un espacio de Banach con la norma || - ||; dada por

191 i= [ 1f@)] duo).

X

Los funcionales lineales y continuos de L'(X) forman el espacio dual de L'(X), denotado por (L'(X))".
A veces este es llamado el espacio dual topoldgico haciendo énfasis en la continuidad de los funcionales
lineales. Por el teorema de Hahn-Banach sabemos que “los funcionales lineales separan puntos”, es decir,
dadas f y g funciones en L'(X), si A(f) = A(g) para todo A € (Ll(X))/7 entonces f = g. Por lo tan-
to, toda funcién en L'(X) queda completamente determinada a partir de sus evaluaciones en todos los
funcionales lineales acotados. Pretendemos a lo largo de esta tesis achicar el espacio dual sin perder su
propiedad de caracterizar a los elementos del espacio L'(X) o de un subespacio. Mas atin, buscaremos
obtener férmulas de reconstruccién de una funcién a partir de saber ciertas de sus evaluaciones (o “coor-
denadas”) dadas por adecuados funcionales lineales acotados. Por el teorema de representacién de Riesz
los elementos de (Ll(X))I se identifican con funciones en L™°(X), en el sentido que si A € (Ll(X))/7
entonces existe una tnica hy € L (X) tal que

Mﬁzéﬂ@M@WM) Vi e L'(X). (6)

En el caso del espacio de Banach L*(R?)*, su dual se identifica con L>(R?)*. En nuestros ejemplos hemos
considerado, respectivamente, los conjuntos de funciones acotadas

= {61'77,1}”62;
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w {7} ecpe;
» {¢r}refo,00) (dadas por (5)).

§ Con el producto de convolucién las tres dlgebras arriba mencionadas son ejemplos de dlgebras de Banach
conmutativas. Identificando cada una de las funciones de las familias recién listadas con su respectivo
funcional lineal como en (6), se puede ver que satisfacen una propiedad fundamental. Esta propiedad
es la de llevar la convolucién de dos funciones a su producto puntual, es decir, vistas como funcionales
lineales A, de las respectivas algebras, cumplen

A(f * g) = A(F)A(9)- (7)

Los funcionales lineales y multiplicativos, es decir, que satisfacen (7) y que son no-triviales se llaman
caracteres del algebra. Se puede ver que todo cardcter de un dlgebra de Banach es continuo. El espacio de
caracteres de un dlgebra de Banach dotado de la topologia de la convergencia puntual se llama el espectro
del algebra y es denotado usualmente por 3. Identificaremos el espectro X, en cada caso, con

n Z;
- R2'
= [0,00).

En general el espectro X se identifica mediante un homeomorfismo con un subconjunto cerrado de algiun
R™ (cf. [Fe]).

§ Se trabajé con la transformada de Fourier o transformada de Fourier esférica definidas en cada algebra
de convolucién por

] ]: fSl 6"“9 d@,
] ]: fRz 625 z dl‘,
= F(f fR2 dx

§ Se puede ver que la imagen de estas transformaciones cae, respectivamente, en los espacios
» Co(Z) := {sucesiones x = (zp)nez | im0 2, =0}
» Cp(R?) := {funciones continuas f : R? = C | lim;_o f(z) = 0}
= Cy([0,00)) := {funciones continuas y radiales f : R? — C | lim, o f(re;) = 0}

En general, dada un dlgebra de Banach A conmutativa, la transformada de Gelfand de un elemento a € A
es una funcién en el espectro X de A definida por

Fgla)(p) :==p(a) VpeX

y esta aplicacién Fg es un homomorfismo continuo de A en Cy(X) con la topologia de la convergencia
uniforme (entendiendo Cp(X) como las funciones continuas definidas en ¥ que se hacen cero en el punto
dado por la compactificacién de Alexandroff). La transformada de Fourier en L'(S') y en L'(R?), asi
como la transformada de Fourier esférica en L'(R?)# son ejemplos de transformada de Gelfand.

§ Introduciendo hipétesis adecuadas, se tienen las férmulas de inversion

= f@) = Yer F () e,

donde la igualdad es en norma || - |2 para toda f € L?(S');

) = [g2 F()(E) ¢ dE,
donde la igualdad es en norma || - ||z para toda f € L?(R?) o p.p. para toda f € L'(R?) con
F(f) € L'(R?);

= [, F(N(r) er(x) rdr,

donde la igualdad es en norma | - ||z para toda f € L?(R?)? o p.p. para toda f € L'(R?)* con
F(f) € LY(R?)%.



12 INTRODUCCION

§ La medida en ¥ que permite recuperar las funciones en el algebra a partir de conocer su transformada
de Fourier (esférica) se llama la medida de Plancherel. En nuestros ejemplos

= la medida de Plancherel asociada a ¥ = Z es la medida que cuenta puntos o cardinal;
» la medida de Plancherel asociada a ¥ = R? es la medida de Lebesgue;
» la medida de Plancherel asociada a ¥ = [0,00) es r dr.

§ Finalmente, los operadores 1" considerados se pueden reescribir formalmente como
» T(u)(x) =2 ,ez F(f)(0) (u * em-) () =2 ez F(f)(n) F(u)(n) en.
= T(u)(@) = fa FINE) (wx V) (2) dE = foa F())E) Flw)(€) €7 de;

» T(u)(z) =[5~ Fr) (wx o) (@) rdr.

En todos los casos T estd completamente determinado por la transformada de Fourier (esférica) de su
nticleo F(f). Con esta oracién cerramos la primera parte de la introduccién ya que es la que motivard
los problemas que forman parte de esta tesis de doctorado.

A lo largo de esta tesis trabajaremos justamente con subélgebras de funciones integrables que son
conmutativas con respecto al producto de convolucién. Las funciones que forman parte de estas dlgebras
se pueden ver como los nicleos de convolucién de ciertos operadores integrales que presentan una deter-
minada simetria. Pero empecemos ahora por el lado de la geometria. Sea M un variedad Riemanniana
y sea Isom(M) el grupo de isometrias de M. Denotamos por G := Isom(M)g al grupo de Lie dado por
la componente conexa del elemento identidad del grupo Isom(M). Cuando I'som(M )y actia transitiva-
mente en M decimos que M es una variedad Riemanniana homogénea. Sea K := G, el estabilizador
de un punto arbitrario g € M por el grupo G. Se puede ver que K siempre es compacto y que M se
identifica con el espacio cociente G/K (son espacios difeomorfos). Un espacio conmutativo es una varie-
dad Riemanniana homogénea conexa M cuya élgebra de operadores diferenciales Isom (M )g-invariantes
es conmutativa. Equivalentemente, en este caso, se dice que el par (G, K) es de Gelfand. Esta dltima
nocién se define de forma més general olvidando que los grupos G y K provienen de haber considerado
una variedad M. Sean G un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto de G, decimos que (G, K)
es un par de Gelfand si el dlgebra U(g)® de los operadores diferenciales invariantes a izquierda por G e
invariantes a derecha por K es conmutativa. Se puede ver que esto es equivalente a que el algebra

LY G = {f € LYGQ) | f(kizks) = f(x) Yk, ke € K}

sea conmutativa con el producto de convolucién. Observemos varias cuestiones. Por un lado, si no partimos
de una variedad M es necesario requerir que K sea compacto. Por otro lado, entendemos L!(G) como el
espacio de funciones de G en C integrables con respecto a la medida de Haar de G. Todo grupo topoldgico
localmente compacto y Hausdorff posee una medida de Haar. Por lo tanto también podemos definir, en
general, que dados G un grupo topoldgico localmente compacto y Hausdorff (no necesariamente conexo)
y K un subgrupo compacto de G, el par (G, K) es de Gelfand si el espacio L'(G)* es conmutativo con
respecto al producto de convolucién. A partir del teorema del niicleo de Schwartz los elementos de L!(G)*
se identifican con los nicleos de operadores integrales, aplicados sobre funciones escalares con dominio
G/K, que conmutan con la accién de traslacién de G.

En el primer y tercer ejemplo mencionados anteriormente las variedades M involucradas fueron S!
y R2. La componente conexa de la identidad del grupo de isometrias de S' es el grupo de rotaciones
SO(2) ~ S'. El del espacio euclidiano bidimensional estd formado por transformaciones ortogonales y por
traslaciones. La composicion de transformaciones rigidas se puede identificar con un producto semidirecto
y tomando la componente conexa de la identidad nos queda que I'som(R?)y = SO(2) x R2. En el caso de
la circunferencia, ninguna rotacién (o traslacién por un dngulo 0 < 6 < 27) deja fijo a algiin punto. En el
caso de R2, el origen de coordenadas, por ejemplo, es dejado fijo por todo el grupo de rotaciones. Por lo
tanto el subgrupo K mencionado anteriormente se identifica con SO(2). Las funciones sobre SO(2) x R
que son invariantes por SO(2) a derecha e izquierda estdn naturalmente en correspondencia con funciones
sobre el espacio homogéneo, que en este caso es R?, que son invariantes por rotaciones. Por su parte, el
segundo ejemplo analizado corresponde directamente a tomar G = R? y K = {0} el subgrupo trivial.
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Hasta aqui hemos visto algebras de convolucién conmutativas en correspondencia con algebras de
operadores lineales y acotados con alguna simetria que se pueden “diagonalizar” simultaneamente. Di-
chos operadores han estado, hasta el momento, aplicados a funciones a valores escalares. Por lo tanto,
los espacios dados por sus ntcleos han resultado de funciones a valores en C. La particularidad central
de esta tesis reside en que estaremos interesadas en estudiar ya no dlgebras de convolucién de funciones
a valores escalares sino de funciones a wvalores matriciales.

Sean G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto de G. Todos los fibrados vectoriales homogéneos
(complejos) sobre la variedad G/K se pueden describir usando las representaciones del grupo K. En
efecto, dada (7, V;) una representacién (compleja) de dimensién finita de K, si consideramos la relacién
de equivalencia en G x V. dada por (gk,v) ~ (g, 7(k)v), entonces el espacio de clases de equivalencia, que
denotamos G x, V;, tiene estructura de fibrado vectorial homogéneo sobre G/K. Més atin, todo fibrado
vectorial homogéneo sobre G/K es isomorfo a uno de la forma G x. V, para alguna representacién
(1, V;) de dimensién finita de K. Fijemos entonces una representacion de dimension finita (7,V;) de K.
Las secciones C*° de G x, V. con soporte compacto se identifican naturalmente con el subespacio de
funciones u : G — V, de clase C2° que satisfacen u(gk) = 7(k)~'u(g) para todo k € K y todo g € G.
Denotaremos dicho espacio por I'(G X, V;) o simplemente por D cuando quede claro el contexto. En
el caso en que 7 es la representacién trivial de K, las secciones del fibrado trivial se corresponden con
funciones de G/K en C, que son con las que habfamos estado trabajado al principio.

Consideremos el dlgebra de los operadores integrables (por lo tanto lineales y continuos) aplicados
sobre I'(G %, V) que conmutan con la accién de G. Por acotados nos referimos a que son operadores de
D en D’ continuos con respecto a la topologias estdndares. Esta tesis est4 motivada por el problema de
determinar cudndo esta algebra es conmutativa y, en caso afirmativo, poder expresar tales operadores en
forma diagonal, simultdneamente. A partir de un corolario del teorema del nicleo de Schwartz cada uno
de estos operadores estd caracterizado por ser un operador de convolucién cuyo ntucleo es una funcién
a valores en los endomorfismos del espacio vectorial V., End(V;), que a su vez es bi-T-equivariante.
Precisamente, un operador integral T que conmuta con la accién de G es de la forma

(1) @) = ws @) = [ Fltoputs) an
donde dy denota la medida de Haar a izquierda de G y F' es una funcién a valores matriciales,
F:G — End(V;),

que satisface
F(kll‘kg) = T(kJQ)_lF(JJ)T(kl)_l Vkl, ko€ K yxeE G.

Consideraremos operadores cuyos ntcleos sean funciones integrables e identificaremos cada operador
T con su nucleo F' llamédndolo expresamente Tw. La composicién de operadores se identifica con la
convolucién de sus nicleos

Tp, oTr =T xp,-

Llamamos L} (G, End(V;)) al dlgebra de convolucién que forman dichos nicleos.

Estaremos interesadas en calcular explicitamente la familia de caracteres continuos de L} (G, End(V)).
Estos permitiran diagonalizar simultaneamente a todos estos operadores de convolucion. Pero previamente
dichos operadores deberan conmutar entre si. Esta condicién motiva la nocién de pares y ternas conmuta-
tivas o de Gelfand. Fijada T una representacion irreducible de K, una terna (G, K, 1) se dice conmutativa
si el dlgebra de funciones matriciales L;T (G,End(V;)) es conmutativa con el producto de convolucién.
Recuperamos la nocién de par de Gelfand (G, K) cuando la terna (G, K, 7), con 7 la representacion trivial
de K, es conmutativa. Los caracteres continuos de estas dlgebras son las llamadas funciones esféricas.
Estas conforman el espectro ¥ de dicha algebra de funciones matriciales. La transformacion que escribira
los operadores en las coordenadas dadas por las funciones esféricas es la denominada trasformada de
Fourier esférica. Si F denota la transformada de Fourier esférica, entonces existe una medida p en X,
llamada medida de Plancherel, tal que

(Tp<u>) (@) = [ FE)®) () (2) du(a)

Por lo tanto, cada Tr queda completamente determinado al conocer los valores {F (F)(®)}4c5-
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Partiendo de motivaciones que provienen de la teoria de representaciones destacamos el trabajo
de R. Godement [God]. Entre los articulos recientes en este campo que involucran pares simétricos
(G, K) (de tipo compacto o no compacto) con G un grupo de Lie semisimple Lie podemos mencionar
[Ca, GPT, PTZ, RT].

En esta tesis nos interesaran particularmente los casos en que M sea un grupo de Lie nilpotente conexo,
simplemente conexo dotado de una métrica Riemanniana invariante a izquierda. Pondremos M = N y
esta recibe el nombre de nilvariedad homogénea. El grupo de isometrias de N estda dado por el producto
semidirecto Isom(N) = K x N, donde K es el grupo de automorfismos ortogonales de N. Uno podria
mas generalmente obviar la variedad M y su grupo de isometrias y considerar directamente N un grupo
de Lie nilpotente, K un subgrupo compacto de automorfismos de N y G = K x N. En estos casos el
espacio L'(G)* se identifica con el subespacio de L'(N) de las funciones que son invariantes por la accién
de K y L!_(G,End(V;)) con el subespacio Lt(N) C L'(N,End(V;)) de funciones matriciales tales que

F(k-x)=7(k)F(z)r(k)"" (8)
Las ternas de tipo (K x N, K, 7) han sido estudiadas en el reciente trabajo [RS] de F. Ricci y A. Samanta.

En esta tesis se abordaran concretamente los siguientes dos problemas:

- determinar ejemplos particulares de grupos K x N y de representaciones irreducibles 7 de K tales
que (K x N, K, T) sea una terna conmutativa;

- desarrollar el anélisis esférico en dlgebras conmutativas de tipo L1 (K x N,End(V;)), esto es, dar
una descripcién explicita de la transformada de Fourier esférica en estas algebras de funciones.

En cuanto al primero de los problemas, hemos determinado todas las ternas conmutativas de la forma
(K x N,K, ) donde N es un grupo de Lie dos pasos nilpotente, conexo, simplemente conexo, que admite
una representacion de cuadrado integrable y K es el subgrupo compacto y conexo maximal del grupo
de automorfismos de N. En general, una condicién necesaria para que (K x N, K,T) sea una terna
conmutativa (si N es conexo) es que (K x N,K) debe ser un par de Gelfand [RS]. Por su parte, si
(K x N, K) es de Gelfand, entonces N es abeliano o dos pasos nilpotente [BJR1]. Por este motivo hemos
considerado grupos de Lie N dos pasos nilpotentes conexos. Para abordar la clasificacién completa de
estas ternas, en una primera instancia hemos tomando como gufa la lista de pares de Gelfand dada por
J. Lauret en [La2]. La clasificacién de pares de Gelfand (K x N, K) fue completada por E. Vinberg. Por
ello, posteriormente analizamos nuevamente para qué pares de Gelfand del articulo [V], que no estdn en
[La2], existen representaciones irreducibles 7 de K tales que la terna (K x N, K, 7) resulta conmutativa.

En cuanto al segundo problema, nos hemos concentrado en el caso en que N es un grupo abeliano
y en particular R". Presentamos una descripcion explicita de todas las funciones esféricas del par de
Gelfand fuerte (SO(3) x R?,SO(3)). De hecho daremos diferentes alternativas para calcularlas. Al tener el
conjunto de todas las funciones esféricas de tipo positivo podremos, mediante la transformada de Fourier
esférica, obtener una férmula de inversiéon y la medida de Plancherel de cada una de las dlgebras LL(V)
para cada representacién irreducible 7 de SO(3). Identificando el dual de LL(NN) con funciones acotadas
satisfaciendo (8), las funciones esféricas se caracterizan

(i) por ser homomorfismos del algebra de convolucién LL(N) en C (sus caracteres);

(#4) por satisfacer una ecuacién integral que generaliza la propiedad de las funciones exponenciales
e)\(x+y) _ e)\;ze)\y;

(#i1) por ser autofunciones simultdneas de todos los operadores diferenciales matriciales invariantes por
traslaciones y rotaciones;

(iv) por ser las proyecciones a la componente V.- de cada una de las representaciones unitarias irreducibles
de G = SO(3) x R? que contienen a la representacién 7 de K cuando se las restringe a K.

Obtendremos un conjunto de generadores del algebra de operadores diferenciales matriciales invariantes
por traslaciones y rotaciones. A partir de la caracterizacion (iié) podremos escribir todas las funciones
esféricas como una combinacién lineal de productos de funciones radiales a valores escalares por polino-
mios matriciales invariantes por traslaciones y rotaciones. Daremos también una férmula integral para
las funciones esféricas que serda muy ttil a la hora de presentar la férmula de inversién y la medida
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de Plancherel. Utilizando esta descripcion de las funciones esféricas como una integral sobre una de las
SO(3)-6rbitas de funciones matriciales y, a su vez, observando similitudes con la transformada de Fourier
clésica, las funciones esféricas también podran ser expresadas como la transformada de Fourier de medi-
das en las érbitas de la accién de SO(3) en R3 (esferas de distintos radios) por matrices de proyeccién.
También hemos podido poner las funciones esféricas como derivadas matriciales de la matriz identidad
multiplicada por las funciones escalares ¢, definidas al comienzo de esta Introduccién. Tanto en esta
presentacién como en la descripcién de las funciones esféricas de forma integral, ha sido fundamental el
articulo [RS] y comunicaciones personales con el Prof. Fulvio Ricci. Por tltimo y para cualquier n € N,
explicamos un método que permite obtener las funciones esféricas asociadas al par de Gelfand fuerte
(SO(n) x R™,SO(n)) como limite de funciones esféricas del par (SO(n + 1),SO(n)). Esto generaliza la
férmula clasica de Mehler-Heine y conecta la teorfa de Gelfand en pares simétricos (G, K) con G semi-
simple con la de pares (K x N, K) donde N un grupo nilpotente o, més atn, abeliano. En esta dltima
parte utilizaremos la nocién de contraccién de grupos de Lie y la caracterizacién (iv) de las funciones
esféricas que requiere fuertemente de la teoria de representaciones de los grupos involucrados.

Esta tesis doctoral esta organizada de manera tal que en los primeros tres capitulos se encuentren la
mayor parte de las motivaciones, definiciones y herramientas bésicas que se necesitan para pasar a los
iltimos tres capitulos donde se presentan los resultados originales.

En el Capitulo 1 comenzamos recuperando las nociones béasicas de grupo, accién y representacion.
Estos conceptos algebraicos nos permitiran describir objetos geométricos como variedades homogéneas
y fibrados vectoriales homogéneos. A su vez, estos espacios seran luego los dominios de las funciones
a considerar en este trabajo. Este capitulo se divide en sélo dos secciones, 1.1 y 1.2. Pasaremos de
acciones de grupos al mundo lineal, con representaciones de grupos. Las acciones nos permitiran definir
espacios homogéneos y las representaciones, fibrados vectoriales homogéneos. Muchas de las nociones estan
presentadas de una manera ligeramente distinta a la que se encuentra en la literatura usada actualmente
en los cursos de grado y posgrado. Los libros clasicos utilizados como referencia han sido por ejemplo
[Fa, FH, He2, Hu, Kn, Le, Wal, War]. Asimismo, para resultados mas modernos se incluyen como referencia
los articulos recientes [HLLS, O]. Los tinicos resultados originales que se pueden encontrar en este apartado
son los Corolarios 1.73 y 1.74 que se desprenden de una afirmacién general dada en [O].

En el Capitulo 2 dasarrollaremos el anélisis esférico escalar. Dedicaremos la primera seccién (2.1) al
estudio de funciones de tipo positivo. Aqui se pueden encontrar reformulaciones respecto de los textos
clésicos. La segunda seccién (2.2) comienza con la conocida transformada de Fourier en R para pasar luego
a su generalizacién con la definicién de la transformada de Gelfand. Luego, en la Seccién 2.3, explicamos
el teorema del nicleo de Schwartz de la manera mads intuitiva posible. Estas dos secciones motivaran
la Seccién 2.4 donde se definen las nociones de pares de Gelfand, funciones esféricas y transformada
de Fourier esférica. Por 1ltimo, en la Seccién 2.5 desarrollamos la teoria presentada a lo largo de todo
este capitulo para dos ejemplos particulares que seran retomados en capitulos posteriores. Todos los
conceptos y resultados en este apartado son cldsicos (si bien hemos incluido adaptaciones personales)
y hemos tomado como referencias principales los libros [Die, Fo, Dij, Rul] y el curso CIMPA [CEFRT]
dictado por J. Faraut y el articulo [BJR1].

Es recién en el Capitulo 3 donde se introducen los objetos de estudio propios de la tesis. Para su
redaccién han sido fundamentales los articulos [Ca, God, RS]. Primero se tratardn ternas (G, K,7) en
general, luego las correspondientes funciones esféricas y en una ultima seccién especificaremos al caso en
que el grupo de Lie G estd dado por el producto semidirecto G = K X N, donde N es un grupo de Lie
nilpotente.

En el Capitulo 4 consideramos grupos de Lie de la forma G = K x N, donde N es un grupo de Lie
dos pasos nilpotente, conexo, simplemente conexo y K es el grupo maximal conexo y compacto de auto-
morfismos de N. Este capitulo estd dividido en tres secciones, 4.1, 4.2 y 4.3. En la primera, estudiaremos
condiciones sobre 7 para garantizar que (K x N, K, T) sea una terna conmutativa. Restringiremos nuestra
atencion solamente a aquellos grupos N que admiten representaciones de cuadrado integrable. En estos
casos veremos que es posible reducir el problema a estudiar la conmutatividad de ternas que involucran
un grupo de Heisenberg en lugar del grupo nilpotente general N. El Teorema 4.4 dard cuenta de esto. En
la segunda seccién estudiamos grupos de Lie dos pasos nilpotentes dados segin la construccién realizada
por J. Lauret en los articulos [Lal, La2]. Estos grupos N se describen de manera similar a los grupos
de tipo Heisenberg. A su vez, N presenta estructura de variedad Riemanniana y K x N conforma su
grupo de isometrias. Para esta clase particular de grupos hemos clasificado todas las ternas conmutativas
(KX N, K, 7). El teorema de clasificacién es el Teorema 4.20. Este requiere de un criterio dado previamen-
te en el Teorema 4.8 y en el Corolario 4.9 que simplifica la condicién dada en el Teorema 4.4. Los pares
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de Gelfand fuertes en este contexto son muy pocos, de hecho el tinico es el par (U(n) x H,, U(n)), donde
H,, denota el grupo de Heisenberg (2n + 1)-dimensional y U(n) es grupo unitario que actia de la manera
natural sobre C" (esto es debido a O. Yakimova, [Yal]). Los resultados de estas dos primeras secciones
se pueden encontrar en nuestro articulo [DS] (aceptado para su publicacién en la revista Transformation
Groups). Por dltimo, como la clasificacién de pares de Gelfand de la forma (K x N, K), con N un grupo
de Lie dos pasos nilpotente, fue completada por E. Vinberg, con el espiritu de completar la clasificacién
de ternas conmutativas de esta forma, estudiaremos si hay ternas de Gelfand no-triviales en el articulo
[V] que expandan nuestra clasificacién dada a partir de los pares se encuentran en [La2]. En su totalidad
este es un extenso capitulo donde se analizan caso por caso cada uno de los pares de Gelfand de la forma
(K x N, K) (con minimas restricciones) dando lugar a 12 proposiciones, de la 4.11 ala 4.19 y de la 4.26 a
la 4.28, que completan la clasificacién de ternas conmutativas de la forma mencionada y donde se utiliza
fuertemente la teoria de representaciones.

En el Capitulo 5 nos dedicaremos a describir las funciones esféricas de todas las ternas conmutativas
(SO(3) x R3,SO(3),7) haciendo variar 7 sobre todas las representaciones irreducibles de SO(3). Estas
seran presentadas desde tres enfoques distintos. Una manera permitira escribirlas como una combinacién
lineal de ciertas funciones radiales por polinomios sobre R? a valores matriciales bi-r-equivariantes. Otra,
a partir de dar una expresién integral, involucrard a la transformada de Fourier cldsica y a medidas
definidas sobre esferas de distinto radio (es decir, sobre las 6rbitas de la accién natural de SO(3) sobre R?).
Por 1ultimo, se podran derivar a partir de aplicar operadores diferenciales matriciales bi-7-equivariantes
a ciertas funciones esféricas asociadas al par de Gelfand (SO(3) x R3,SO(3)) (es decir, asociadas a la
terna donde 7 es la representacién trivial). Los resultados principales de este capitulo son el Teorema 5.3,
que permite caracterizar los operadores diferenciales a valores en End(V;) que son bi-r-equivariantes, los
Teoremas 5.6, 5.8 y 5.10, que muestran tales tres presentaciones de las funciones esféricas, y finalmente
la formula de inversion dada en el Teorema 5.13. Los argumentos empleados en las pruebas utilizan
fuertemente que la dimension considerada haya sido tres. Hemos publicado los resultados de este capitulo
en el articulo [DL] que es un trabajo en colaboracién con el Dr. Fernando Levstein.

Por ultimo, en el Capitulo 6 consideraremos nuevamente el par de Gelfand fuerte (SO(n) x R™, SO(n)),
pero esta vez la dimensién n serd arbitraria. Fijada una representacién irreducible 7 de SO(n) nos centra-
remos en generalizar la férmula clasica de Mehler-Heine para lograr una expresién asintética de cada una
de las funciones esféricas de cada terna conmutativa (SO(n) x R™,SO(n), ) a partir de tomar una suce-
sién de funciones esféricas asociadas a la terna conmutativa (SO(n +1),SO(n), 7). Por su parte, haremos
el mismo trabajo reemplazando al grupo compacto SO(n + 1) por la componente conexa de la identidad
del grupo de Lorentz SOq(1,n), que es no compacta. Més atin, en un sentido que serd especificado en el
capitulo, ampliaremos esto tltimo cambiando el grupo SOg(1,n) por familias més generales de grupos no
compactos vinculadas a grupos de movimientos rigidos de Cartan. Separamos el caso compacto del no
compacto en dos secciones, 6.2 y 6.3. Para la comprension de este problema han sido fundamentales los
articulos [DR1, DR2] de A. Dooley y J. Rice. Los resultados principales de este apartado son los Teoremas
6.12 y 6.16 que se pueden encontrar en [DP], articulo (enviado para ser considerado para su publicacién)
en colaboracién con la Dra. Inés Pacharoni quien ha sido parte de la comision asesora de mi doctorado.



Capitulo 1

Estructuras algebraicas y
geométricas

En este capitulo se definen las nociones més bédsicas que necesitaremos en esta tesis y se introduce
notacién. Muchas de las definiciones seréan presentadas desde una mirada personal, considerando que esta
es la forma mas natural para su comprension.

1.1. Luz, camara, accion: Grupos y espacios homogéneos

Nos levantamos encendemos la luz, nuestros ojos ya estdn abiertos y comienza la lectura. Para arrancar
necesitamos accion y justamente asi es como comienza esta tesis, con accidon. Imaginemos que tenemos el
mundo en nuestras manos. Imaginemos que podemos transformarlo. Pregunta: ;Cudl es la naturaleza de
nuestras acciones? Pensar su respuesta puede quizds hacernos disparar para muchos lados pero no es la
intencién en este momento. Modelizaremos las acciones o transformaciones acordando tres propiedades:

= En primer lugar, se puede pensar que dos transformaciones consecutivas dan origen a una nueva
transformacion: aquella formada por la composicién, en orden, de las dos primeras acciones. En
principio nos importars el orden en que efectuemos nuestras acciones (no hubiera sido lo mismo si
antes de encender la computadora hubiera escrito esta tesis y luego la hubiera prendido).

Siguiendo con combinaciones de transformaciones, podemos pensar ahora que tres acciones conse-
cutivas, a, b y ¢, son en sintesis una nueva transformacion. Esta nueva transformacién es, a su vez,
la combinaciéon de la accién a con la accién conjunta de b con ¢ o, equivalentemente, la combinacién
de la accién conjunta de a y b con la accién c.

= En segundo lugar, siempre podemos quedarnos de brazos cruzados y no hacer nada (a veces es
la opcién mds prudente, a veces la més cobarde). Es decir, siempre estd a nuestra disposicién la
transformacioén que es neutra.

= En tercer lugar vamos a suponer que nuestras acciones son reversibles, que siempre podemos volver
para atras.

Todo nuestro arsenal de verbos, todas nuestras posibles transformaciones, conforman una estructura que
en matematica llamamos grupo. Para pasar a formalizar lo dicho en palabras y a introducir notacién,
denotemos dicho conjunto por G y representemos nuestro mundo a transformar con un conjunto de
elementos X. Decimos que G actiia en X si se puede definir una aplicacién

GxX—X
(a,2) —a-x

que cumple:
= Dados a,b € G su composiciéon define un nuevo elemento ab € G que satisface
b-(a-z)=ba-x para todo z € X.

A su vez, si ¢ es otro elemento de G, (¢b) - (a-x) = c- ((ba) - z) para todo x € X.

17
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= Existe e € G tal que e-x = x para todo z € X. Esta transformacién neutra es el elemento identidad
del grupo.

» Para todo elemento a € G existe otro elemento en G, que denotamos por a~!, que satisface
-1

a”!-(a-z) =2y también a- (a~! - x) = x para todo z € X.
La estructura de grupo, conformada por cada una de nuestras potenciales transformaciones, es una de
las estructuras algebraicas mas simples. Podemos abstraer las propiedades que cumplen los elementos del
grupo, sin accionarlos sobre algiin espacio, y definir por grupo a un conjunto G con una operacién binaria
y cerrada

GxG@—G
(b,a) — ba

que satisface
= (cb)a = ¢(ba) para todo a,bec, € G,

= existe e € G tal que dado cualquier elemento a € G se tiene que ae = a y también ea = a,

= para todo elemento a € G existe otro elemento en G, denotado a~!, tal que aa™! = e = a"la.
En el caso en que el orden en que realicemos nuestras transformaciones no importe, es decir, cuando
ba = ab para todo par de elementos a,b € G, el grupo se llamara abeliano.

Un subconjunto no vacio H de G se dice subgrupo de G y se denota H < G, si forma en s{ mismo
un grupo bajo la operaciéon de composiciéon heredada de G. Un subgrupo H de G se dice normal si el
cociente

G/H :={aH| a € G}
(donde se entiende que aH = bH si y sélo si existe un elemento h € H tal que a = bh,

es decir, cocientamos por la relacién de equivalencia dada por la pertenencia al subgrupo H),

es un grupo con la operacién (aH)(bH) := abH. (Usualmente se los define, equivalentemente, como
aquellos subgrupos H que satisfacen aHa~' C H para todo a € G.) En este caso la notacién sera H < G.

Decimos que dos grupos, G; y G2, son isomorfos si existe una correspondencia entre sus elementos y
ademas esta correspondencia permite identificar las todas sus acciones. Si esto ocurre existe una aplicacion
biyectiva, ¢ : G1 — Ga, que respeta las operaciones de ambos, es decir, tal que ¢(ba) = ¢(b)¢p(a) para
todo a,b € G1. Se puede ver que la inversa ¢! también respeta las operaciones de grupo. Si debilitamos
un poco esta nocién, decimos que una aplicacién ¢ : G; — Go tal que ¢(ba) = ¢(b)¢p(a) para todo
a,b € G1 es un homomorfismo. El conjunto imagen de ¢, Im (¢), es un subgrupo de G5 y su ntcleo es el
subgrupo normal de G

Na(¢) :={a1 € G1 | ¢(a1) = ea},

donde es es el elemento identidad del grupo G2. Un teorema de isomorfismo, facil de probar, establece
que el siguiente diagrama es conmutativo

G — > Tm(¢),

7
e
elO/
7

7

G1/Nu(¢)

(donde @ denota la proyeccién cociente canénica), es decir, existe un isomorfismo de grupos ¢ entre
G1/Ni(¢) y Im (¢) tal que po = ¢.

Dado un grupo GG, un homomorfismo de G en G se dice endomorfismo y en caso que sea isomorfismo
se llamard automorfismo. Tanto el conjunto de endomorfismos, End(G), de un grupo G como el conjunto
de automorfismos, Aut(G), forman dos nuevos grupos, este tltimo con la operacién de composicién de
funciones y el primero con la operaciéon de producto puntual de funciones

= dados ¢, ¢ € End(G), se define (¢¢)(g) := ¢(g)p(g) para todo g € G, donde en el lado derecho se
utiliza la operacion del grupo Gy
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» dado ¢ € End(G), se define ¢~1(g) := (¢(g)) ! para todo g € G, donde en el lado derecho se utiliza

el inverso en G.

Dados dos grupos GG; y G4 es posible construir un nuevo grupo de diferentes maneras. Por ejemplo,
considerando el conjunto dado por el producto cartesiano G; x G4 entre ellos y definiendo la operacion

(a,b)(a,b) := (aa, bb).

Esta construccion recibe el nombre de producto directo de grupos. Por otro lado, si Gy actia en Gy por
automorfismos podemos dar otra construccién llamada producto semidirecto: El conjunto que da origen
al nuevo grupo sera el conjunto de pares G7 X G pero la operaciéon de composicién ahora estard dada
por

(a,b)(@,b) = (ad,b(a - b)).

Notar que con esta operacion
(a,) ' =(a a7

Este grupo se denota G; X G3. Ambas construcciones son ejemplos de una nocién mas general, la de
extension de grupos. Dados dos grupos Q y N, decimos que un grupo G es una extension de @) por N si
es posible hallar un diagrama
N 2 G 6 Q
donde tanto ¢ como 6 son homomorfismos, el primero inyectivo y el segundo sobreyectivo. Esto se conoce
con el nombre de sucesion exacta corta. Si G es una extension de Q por N, entonces N se identifica
con un subgrupo normal de Gy @ es isomorfo al grupo cociente G/N. Los grupos “indivisibles” o
“atomicos” seran aquellos que no sean extensiones no-triviales de otros grupos. Estos grupos se llaman
simples. (Usualmente se los define de modo equivalente como aquellos grupos G que no tienen subgrupos
normales propios, es decir, tales que sus tnicos subgrupos normales son {e} y G.) La palabra “simple”
alude entonces a que G no se puede partir en dos grupos més “chicos” (un subgrupo normal N y un
grupo cociente G/N). Si un grupo G que es producto directo de grupos simples se dice semisimple. (Esto
es equivalente a que G no tenga subgrupos normales abelianos no-triviales.)
El centro de un grupo G se define como

Z(G):={ac G| ab=ba VYbe G}

y resulta subgrupo normal abeliano de G. Dados dos elementos a,b € G, se define su conmutador por
el elemento [a,b] := a~'b~'ab. Si G no es abeliano, dados a,b € G, las acciones producidas por ab
no son las mismas que las de ba. El elemento de G que mide esta diferencia es el conmutador entre a
y b: ab = [a,blba. Es facil verificar que [a,b]~! = [b,a] ¥y que dado un homomofismo ¢ entre grupos,
o([a,b]) = [¢(a), p(b)]. El conmutatdor [G,G] de G es el subgrupo generado por todos los conmutadores
[a, b]. Suele ser llamado el subgrupo derivado de G y se lo suele denotar también por G'. El por qué de este
nombre tendrd un motivo cuando veamos grupos de Lie. Con estas definiciones los grupos semisimples
G son aquellos que cumplen que G = G’ y que G/Z(G) es un producto directo de grupos simples no
abelianos. En la otra orilla tenemos a los grupos solubles y nilpotentes. Los grupos solubles son aquellos
que se pueden construir a partir de grupos abelianos usando extensiones. Esto es, un grupo G es soluble
si tiene subgrupos {e} = Go < G1 < --- < G, = G tales que G;_1 <G; y Gj/G;_1 es abeliano para todo
1 < j < n. Por su parte, los grupos nilpotentes son aquellos contruidos a partir de extensiones centrales,
es decir, un grupo G es nilpotente si posee una serie de longitud finita {e} = Go<G1<-- <G, = G donde
Gj+1/G; < Z(G/G;) paratodo 0 < j <n—1.

Los operadores de traslacién a izquierda y a derecha en el grupo G por un elemento g € G estan
definidos por

Ly:G—G Ry:G— G

_ (1.1)
T — gx T — g

1

y serdn sumamente importantes. Ambos provienen de acciones sobre el mismo grupo G. Es decir, G actia
en si mismo por traslaciones a izquierda y también por traslaciones a derecha. A su vez, G actia en si
mismo por la accién conjunta de trasladar a izquierda y a derecha

GxG—@aG
(g9,2) — gzg™".
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Para cada g € G, el operador asociado a esta accién serd denotado por I, (z) := gxg~' v se conoce como

la conjugacion por g € G. Variando g € G forman el subgrupo de automorfismos interiores de G, Int(G).

Una accién de un grupo G en un conjunto X induce naturalmente una accién del grupo G en el
conjunto de funciones con dominio X: Dada una funcién f definida sobre X y dado un elemento g € G,
definimos la accién de g en la funcién f por

(9-f)z)=flg~"-x) Vred. (1.2)

Por ejemplo, las figuras 1.1 y 1.2 muestran cémo la accién de traslacién en G = R por el vector v € R (que
lleva cada elemento x € R al punto z + v € R) se traduce en la accién de traslacién de una funcién f de
R en R por el mismo vector v. Las figuras permiten visualizar que la definicién (1.2) no es caprichosa: en
primer lugar define de hecho una accién y, por otra parte, esta accién produce el efecto que esperariamos
(en el ejemplo, ir hacia la derecha v unidades).

Figura 1.1: Accién por traslacion en R.

Figura 1.2: Accién por traslacién sobre una funcién f: R — R.

Anélogamente, teniendo una accién de un grupo G en el conjunto de funciones con dominio X, podemos
ver que G actia naturalmente en el espacio de funciones (u operadores) sobre estas funciones por

(g-T)f):=T(g " f) (para todo operador T') (1.3)

Asi podriamos seguir definiendo indefinidamente acciones naturales de G en espacios de funciones sobre
funciones.

Definicién 1.1. Un grupo topoldgico es un espacio topoldgico G que ademas tiene estructura de grupo
y ambas estructuras son compatibles en el sentido que tanto la operacién de grupo

GxG—G (1.4)
(b,a) — ba )
como la aplicacién de tomar inversos
G—G
ar—sa ! (1.5)

son continuas. De manera similar, un grupo de Lie es una variedad diferenciable G que ademds admite
una estructura de grupo donde las operaciones (1.4) y (1.5) son funciones diferenciables.

S6lo consideraremos grupos topoldgicos N (es decir, cuya topologia tenga una base numerable de
abiertos), localmente compactos (es decir, tales que cada punto tenga un entorno compacto) y To (Haus-
dorft).
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Una accién de un grupo topoldgico G en un espacio topoldgico X localmente compacto y Hausdorff
es una accion del grupo en el espacio dada por la aplicacion

GxX—X
(a,2) —a-x

satisfaciendo que tal funcién es continua. Andlogamente, se dice que un grupo de Lie G actia en una
variedad diferenciable X si G actiia en X como grupo y dicha aplicacién es diferenciable.

Observacién 1.2. Si G es un grupo topoldgico, los operadores de traslacién L, y R, definidos en (1.1) son
homeomorfismos de G. En el caso en que ademads G sea grupo de Lie, tales operadores son difeomorfismos
de G.

Notacién. Si A y B son subconjuntos de G, denotamos
Al i={a"| ac A} Yy AB :={ab| a€ A, be B}. (1.6)
Propiedades 1.3. [Fo, Proposicién 2.1, Proposicion 2.2 y Corolario 2.3] Sea G un grupo topoldgico.

v Si{Ua}a es una base de entornos de e y g es un punto cualquiera de G, entonces {Ly(Uqa)}a es
una base de entornos de g.

= Dado U entorno de e, existe un entorno simétrico V dee (V=1 =V) tal que VV C U. Esto permite
ver que los entornos cerrados son base de entornos.

= Si A es un subconjunto abierto de G, entonces AB y BA son subconjuntos abiertos para todo B C G.

(Esto se debe a que BA = |J,cp Lv(A).)
= Dados A y B subconjuntos compactos de G, entonces AB es compacto.
n Si H es un subgrupo de G, entonces su clausura H también es un subgrupo de G.

= Si H es un subgrupo abierto de G, entonces H es cerrado. (Esto debe a que el complemento de H es
abierto. En efecto, como H es abierto y contiene al elemento identidad e, G = UgeG Ly(H), como
H es subgrupo, H = \J,cpr Lg(H), luego el complemento de H resulta H® = J gy Lg(H) y por lo
tanto es abierto.)

» Sea H un subgrupo de G y consideremos en el espacio de coclases G/H a izquierda de H la topologia
cociente, esto es, si 0 : G — G/H denota la proyeccion cociente candnica, U C G/H serd abierto
si y solo si la preimagen 0~1(U) es abierta en G. Resulta que la proyeccién cociente 0 es abierta,
esto es, manda abiertos de G en abiertos de G/H.

= Si H es un subgrupo cerrado de G, entonces G/H es un espacio topoldgico Hausdorff (Ts). Como
consecuencia de esto, G es Ty si y sdlo si G es Ty (ya que el subgrupo trivial {e} es cerrado si y
sdlo si G = G/{e} es Hausdorff).

= Si H es un subgrupo de G, entonces G/H es un espacio topoldgico localmente compacto. (Aqui se
requiere que G sea localmente compacto.)

» Si H es un subgrupo normal de G, entonces G/H es un grupo topoldgico.

A continuacién definiremos el “elemento de volumen invariante ante traslaciones” en un grupo to-
polégico G. Previamente recordemos algunas definiciones de teoria de la medida.

Definicién 1.4. Sea X un espacio topoldgico.

= Un subconjunto de X es de Borel si puede ser formado a partir de subconjuntos abiertos de X (o,
equivalentemente, a partir de subconjuntos cerrados) a través de las operaciones de unién numerable,
interseccién numerable y diferencia (tomar complementos relativos) de conjuntos.

= Dado un conjunto X, una coleccién de subconjuntos de X se dice o-dlgebra de X si contiene
al conjunto total X y es cerrada por las operaciones de conjuntos de tomar complemento y de
unién numerable. La coleccién de todos los conjuntos de Borel de X forma la llamada o-dlgebra de
Borel sobre X. Esta es la menor o-algebra que contiene a todos los conjuntos abiertos de X (o,
equivalentemente, a todos los cerrados).
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= Una medida p es una funcién definida sobre una o-algebra con la propiedad de ser o-aditiva, es
decir, dada una coleccién numerable { E,, },,cn de subconjuntos disjuntos de la o-algebra, u(U, Ey,) =
> (Ey). La medida se dice positiva si toma valores en [0,00] y compleja si toma valores en C.

= Una medida de Borel y, es decir, una medida definida sobre una o-algebra de Borel, se dice regular
si

e es finita sobre conjuntos compactos (es decir, u(K) < oo para todo K C X compacto);

e todo boreliano se puede aproximar, en medida, por abiertos por afuera, es decir, si E es de
Borel entonces

w(E) =mf{u(U): ECU, U abierto } (E se dice regular exterior),

e todo boreliano se puede aproximar, en medida, por compactos por adentro, es decir, si E es
de Borel entonces

w(E) =sup{u(K): K C E, K compacto } (E se dice regular interior).

Sea G un grupo topolégico (localmente compacto). Una medida de Borel p sobre G se dice invariante a
izquierda si
w(Ly(E)) = u(E) para todo g € G y para todo E C G de Borel.

Respectivamente, una medida de Borel u sobre G se dira invariante a derecha si
w(Rg(E)) = n(E) para todo g € G y para todo E C G de Borel.

Definicién 1.5. Sea G un grupo topolégico. Una medida p sobre G se llama medida de Haar a izquierda
(respectivamente a derecha) si es boreliana, regular e invariante a izquierda (respectivamente, invariante
a derecha).

Proposicién 1.6. [Fo, Proposicion 2.9] Sea p una medida de Borel regular sobre G. Se tiene que u es
una medida de Haar a izquierda si y solo si i, definida por

W(E) = u(E™) VE C G de Borel,
es una medida de Haar a derecha.

Teorema 1.7 (Existencia y unicidad de medida de Haar). Todo grupo topoldgico G posee una inica
(salvo maltiplo escalar positivo) medida de Haar a izquierda.

Una prueba general para grupos topoldgicos, que usa teoria de la medida, se puede hallar en [Fo,
Teorema 2.10]. En el caso en que G sea un grupo de Lie basta definir una n-forma diferencial no nula en
la idendidad y trasladarla. Supongamos que la dimensién de G como variedad en n. Sea { X, ..., X, } una
base de vectores en el espacio tangente T.G en el punto identidad e € G. Sea {w!,...,w™} su base dual
en el espacio cotangente en la identidad T, (G). Dada w € T (G) se puede definir una 1-forma invariante
a izquierda por G

wg = Ly 1we Vg € G, (1.7)

donde L}1 denota el pull-back determinado por L,. Esta resulta invariante a izquierda pues
(Lyw)n = Liwgn = LyLi 1y we = (Lp-1g-1Lg) " we = Lj 1we = wp.

A partir de w?, ...,w™ tomamos las respectivas 1-formas invariantes dadas segin (1.7), que seguiremos
denotando por w', ...,w™. Luego se define a partir del producto exterior

Q:=wlA . AW"
que resulta una n-forma de volumen G (que no se anula en ningdin punto) invariante a izquierda por G.

Observacion 1.8. La traslaciéon a derecha de una medida de Haar a izquierda es una nueva medida de
Haar a izquierda. Mas precisamente, si p es una medida de Haar en G invariante a izquierda, entonces
dado g € G

B+ u(g 'E) VE conjunto medible Borel de G

es también una medida de Haar en G invariante a izquierda. Debido a la unicidad de la medida de Haar,
es posible definir una funcién A : G — Rxg, llamada funcion modular, que satisface

wlg ™ 'E) = Alg)u(E) VE conjunto de Borel de G.
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Dejemos un poco de lado las medidas y volvamos a las acciones. Consideremos que G es grupo
topolégico actuando continuamente en un espacio topoldgico X localmente compacto y Hausdorff. Dado
x € X, el subgrupo

Gy, ={9€G| g-z=1z}

de las transformaciones que dejan invariante al punto x se denomina estabilizador de x y se llama la
orbita de x al conjunto

O, :={g-x| ge G}

De hecho, la relacién en X dada por = ~ y si existe g € G tal que y = g-x, es de equivalencia y sus clases de
equivalencia son las orbitas de la accién. La accion se llama efectiva cuando el tinico elemento de G que deja
invariante a todos los elementos de X es su elemento identidad e. Una accion siempre se vuelve efectiva
cuando se sustituye el grupo G por su cociente médulo el subgrupo H = {g € G| g -z =z Vz € X}
(el subgrupo H es normal y cerrado). Una accién se dice transitiva si dados x,y € X siempre es posible
hallar una transformacién a € G que los conecte, es decir, tal que g - x = y. En esta situacion la érbita
de cualquier punto x € X es todo el conjunto X. Una accién se dice simplemente transitiva si dados
x,y € X existe un tnico g € G tal que g-x = y.

Observacién 1.9.
(¢) Para cada g € G, la aplicacién

X —X

T—>g-x
es un homeomorfismo.
(#4) El estabilizador G, de un punto x € X es un subgrupo cerrado de G.

(#9t) Si x,y € X pertenecen a la misma drbita, sus estabilizadores son subgrupos conjugados uno del
otro, precisamente si y = ¢ - x, para algtin g € G, entonces G, = gG,g~'.

Definicién 1.10. Sea V un espacio vectorial real o complejo. Un producto interno en V' es una funcion
que asigna a cada par ordenado de vectores (u,v) en V' x V un escalar (u,v) de manera tal que

» (cu+ w,v) = c{u,v) + (w,v) para todo escalar ¢ y vectores u,v,w € V,

w (u,v) = (v,u),
» (v,v) >0siv#0.
Agregamos que si la forma (-, -) s6lo cumple que para todo escalar ¢ y vectores u,v,w € V
(cu + w,v) = c{u,v) + (w,v) y (u, cv + w) = ¢{u,v) + (u, w)

entonces se dice sesquilineal. Si una forma sesquilineal (-,-) sobre V ademads satisface

(u,v) = (v, u) Yu,v €V

entonces se dice que hermitiana o hermitica. Por su parte, una forma sesquilineal o bilineal (-,-) se dice
no-degenerada si cada vez que (u,v) = 0 para todo v € V se tiene que u = 0.

Notacion. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n con producto interno (-,-) sobre el cuerpo
de los nimeros reales o complejos (F =R o C). Denotamos por

= End(V) al conjunto de operadores lineales de V' en V. Notar se puede pensar como el grupo de
matrices n X n sobre F, Mat(n x n,F) (con la operacién de suma de matrices).

» Aut(V) al conjunto de operadores lineales de V' en V inversibles. Notar que coincide (en el sentido
que es isomorfo) con el grupo lineal general GL(n,F) (la operacion aqui estd dada por el producto
de matrices).
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= O(V) al conjunto de transformaciones lineales que preservan (-,-). Notar que coincide con el grupo
ortogonal O(n) si F =R, con el grupo unitario U(n) si F = C y con el grupo simpléctico Sp(n) en el
caso en que V sea un maodulo sobre el anillo de cuaterniones H. En los tres casos son subgrupos de
matrices inversibles sobre R, C y H, respectivamente, que preservan la forma hermitiana canénica

<xay> = 901271 + 1+ xngnv

donde la conjugacion debe entenderse compleja o cuaternionica sequn el caso. El grupo simpléctico
Sp(n) wisto como subgrupo de GL(2n,C) estd formado por todas aquellas matrices que conmutan

con
0 I,
-I, O

(donde 1,, denota la matriz identidad nxn) que es la matriz de una forma simpléctica (forma bilineal,
antisimétrica y no-degenerada). También trabajaremos con el grupo Spin(n) que es el cubrimiento
universal de SO(n). De ahora en adelante el simbolo 1 denotard la transformacidn identidad definida
en un espacio vectorial de dimension finita (con las dimensiones apropiadas en cada caso).

Definiciéon 1.11. Decimos que un grupo de Lie es un grupo de matrices si es un subgrupo cerrado del
grupo lineal general GL(n,R). Un grupo abstracto se dird lineal si es isomorfo a un grupo de matrices.

Definicién 1.12. Dado un grupo topolégico G, un espacio topoldgico X localmente compacto y Ty se
llama espacio homogéneo de G si el grupo G actua transitivamente en X.

Dos espacios homogéneos X y X’ se dicen G-equivariantes si existe una aplicacién continua ¢ : X —
X' tal que

donde en el lado izquierdo de la ecuacién tenemos a la accién de G en X’ y en el lado derecho, la accién
de G en X. Estos dos espacios homogéneos se diran equivalentes si ¢ es ademds un homeomorfismo.

Se prueba que si H es un subgrupo cerrado (no necesariamente normal) de un grupo topolégico G,
entonces el espacio cociente G/H es de Hausdorfl y localmente compacto. Mds atin, la accién de G sobre
G/H, dada por g - (¢'H) = g¢'H, convierte a G/H en un espacio homogéneo. Reciprocamente, si X un
espacio homogéneo de G, fijado x¢ € X, la aplicacion

G— X
gr——>9g- o

pasa al cociente mdédulo el estabilizador G, de xg e induce una aplicacién continua G-equivariante, ¢,
de G/Gy, en X. La aplicacién ¢, es ademds un homeomorfismo de G/G,, en X (es importante suponer
que la topologia de G es Ny). En particular, si la accién de G sobre X es simplemente transitiva, entonces
¢z, €s un homeomorfismo de G en X.

Observacion 1.13. La nocién de espacio homogéneo se puede dar de manera més general. Sea X un
conjunto no vacio y G un grupo, decimos que X es un G-espacio si G actia en X y decimos que es
homogéneo si a su vez esta accion es transitiva. En este caso, los elementos de G suelen llamarse simetrias
de X y uno puede pensar que si nos vemos de punto a punto en X localmente el “paisaje” que vemos no
varia.

Si la accién de G en X es continua, entonces cualquier estabilizador H = G, es un subgrupo cerrado
de G. En particular, si G es un grupo de Lie, entonces H es un subgrupo de Lie de G y por lo tanto
el espacio cociente G/H es una variedad diferenciable y de esta forma X posee una tnica estructura
diferenciable compatible con la accién del grupo G.

En geometria diferencial, una variedad Riemanniana M se dice homogénea si para cada par de puntos
z,y € M existe una isometria de M en si misma que aplica = en y (como referencia mencionamos el libro
[He2]). Las isometrias de una variedad homogénea M forman un grupo con la composicién. Denotamos
dicho grupo por Isom(M). Este posee una estructura de grupo localmente compacto, mas atin, resulta
un grupo de Lie con la topologia compacto-abierta (ver el articulo [MS] o el libro [Kob, Teorema 1.2,
Capitulo II)). El grupo G := I'som(M) actiia en M por la accién definida como

g-z:=g(x) (para todo g € I'som(M) y todo x € M).

Entonces M resulta un espacio homogéneo de Isom(M) en el sentido de la definicién 1.12. En este
contexto, el estabilizador G5, un punto cualquiera xo de M es siempre compacto. Esto se debe a los
siguientes hechos que pasamos a mencionar brevemente:
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= Cada isometria g : M — M es una aplicaciéon C*° de la variedad. Por lo tanto, estd bien defi-
nida la diferencial dg, entre los espacios tangentes a M, T, M y Ty M, en los puntos z y g(x)
respectivamente. Por la regla de cadena

(dgh)s = dgn(z)dha Ve € M, Vg,h € Isom(M).

= Si una isometria g deja fijo el punto ¢ € M, su diferencial dg,, aplica T,,M en si mismo. Por
la regla de cadena, el conjunto {dg,, | g € Isom(M)} es un subgrupo de Aut(7T,,M). Ademds, la
aplicacién g — dg, es inyectiva.

= La estructura de variedad Riemanniana de M presupone que cada espacio tangente T, M esta dotado
con un producto interno (-, -),., que permite definir la “longitud”, ||v||.., de los vectores tangentes en
x. Las diferenciales de las isometrias de M tienen la propiedad de conservar la norma de los vectores
tangentes: | dg.v||gz) = [|v[le para todo v € T, M, x € M, g € Isom(M). Equivalentemente,
por las identidades de polarizacién, respetan los productos internos entre los espacios tangentes:
(dgov, dgew) g(z) = (v, w), para todo v,w € T,M, x € M, g € Isom(M). En particular, si g € Gy,
la transformacién dg,, resulta un operador ortogonal del espacio vectorial Ty, .

Luego, dado zg € G, el grupo G, es isomorfo a un subgrupo del grupo ortogonal O(T,,M). En general,
el subgrupo de isotropia G,, siempre resulta cerrado si la accion considerada es continua. En este caso,
resulta compacto por ser un subgrupo cerrado en un compacto.

Los siguientes ejemplos clasicos seran tratados en esta tesis.

Ejemplo 1.14. Grupo de movimientos rigidos en el espacio euclideo n-dimensional.
Cada isometria de R" es de la forma

Loy () =k -z +y (1.8)
para algin vector de traslacién y € R™ y alguna rotacién o reflexién k € O(n). Por lo tanto,
Isom(R™) = O(n) x R",

donde el producto semidirecto se condice con la composicién de aplicaciones de la forma (1.8) (ver Figura
1.3).

composicion producto semidirecto
ey o= kE +(y+ky) x| (ky) (K, y) = (kK y+k-y)

Figura 1.3: La composicion I ,) o I, de isometrias de R™ coincide con el producto semidirecto de
los elementos (k,y), (k',y’) € O(n) x R™.

El espacio euclideo R™ es homogéneo para O(n) x R™ y también para el grupo conexo
M(n) := SO(n) x R™.

En la figura 1.4 se puede ver cémo conectar los distintos puntos del plano R™ a partir de las acciones de
rotacién y traslacion.

Figura 1.4: El plano R? y algunas de las lineas de flujo de las acciones de rotacién y traslacién.

La medida de Lebesgue en R™ es invariante por traslaciones y por la accién del grupo O(n).
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Ejemplo 1.15. Esfera en R"!. La esfera S* C R"*! es isomorfa al cociente SO(n + 1)/ SO(n), donde
SO(n) puede pensarse, por ejemplo, como el estabilizador del polo norte.

Por ltimo, mencionamos que también trabajaremos con el grupo de Lorentz O(1,3) dado por todas
aquellas transformaciones lineales de R* en R* que preservan la forma bilineal

B((t7 z,Y, Z)? (t/a x/a y/’ Z/)) = tt/ - l‘l‘/ - yy/ - ZZ/

que es el grupo de isometrias del espacio tiempo de Minkowski. Denotamos por SO(1, 3) al subgrupo del
grupo de Lorentz donde todas las transformaciones lineales tienen determinante igual a 1. Como O(1,3)
tiene cuatro componentes conexas, denotamos por SOg(1, 3) la componente conexa de la identidad. Todos
ellos tienen su andlogo cambiando 3 por n € N arbitrario.

Sea M un espacio homogéneo de G. De ahora en méas supondremos que el estabilizador G, de un punto
arbitrario g € X es compacto, pondremos K = G,, y supondremos también que M es homeomorfo a
G/K. (Una variedad homogénea cumple estas condiciones sin necesidad de suponerlas.) Hemos cambiado
la notacién X por M. Esto es debido a que pretendemos tener en mente los ejemplos de la geometria.

Se puede ver que si K un subgrupo compacto de G y sea 6 la proyeccién canénica de G en G/K, la
aplicacion

0" : C.(G/K) — C.(G)
6°(f) = f o b

tiene por imagen al espacio C.(G; K) conformado por las funciones continuas y de soporte compacto sobre
G que son invariantes por traslaciones a derecha por K (i.e., Rx(f) = f para todo k € K). Mds atin,
6* es un isomorfismo entre C.(G/K) y C.(G; K). Ademds, la aplicacién que a una funcién f € C.(G) le
asocia

(1.9)

)= /Kf(gk) &k (VgeG) (1.10)
(donde dk denota la medida de Haar de K) tiene por imagen C.(G;K) y (f*)* = f*, es decir, (1.10)
define una proyeccién de C.(G) en C.(G; K).
Una medida de Borel regular y sobre un espacio homogéneo M se dice G-invariante si

w(g- E) = p(E) para todo boreliano E de M y Vg € G.

Esta condicion es equivalente a que
[ 16w dute /f du(z)  VfeCM)yVgeG.

Proposicién 1.16. Sea M = G/K con K un subgrupo compacto de G. Existe sobre M una medida de
Borel, regular y G-invariante, inica salvo multiplicacion por constantes positivas.

Demostracion. Sea dg una medida de Haar invariante a izquierda de G. Consideramos el funcional lineal
A sobre C.(G/K) dado por
/ 0*(f)(g) dg,

donde 6* es como en (1.9). Por el teorema de representacién de Riesz existe una tnica medida de Borel
regular positiva p sobre G/K tal que

/G S /G 0 (f)(9) dg.

El grupo G actiia en C.(G/K) por
GxC.(G/K) — C.(G/K)

(hy f) — (h- (F)(@) == f(h~"-2) Ve M.
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Como 0* o h - (-) = Lj, 0 0* para todo h € G se tiene

F 2 du(z) = / 6 (h - (£))(9) dg
G

G/K

_ /G Lu(0*())(g) dg
- / 6 (f)(g) do

G
— [ f@) dulo).

G/K

Por lo que p es G-invariante. Sea ahora v una medida de Borel, regular y G-invariante en G/K. Dada
f € Cu(Q), sea ft € C.(G; K) como en (1.10). Al ser #* un isomorfismo entre C.(G/K) y C.(G; K),
f* =100 para alguna ¢ € C.(G/K) (univocamente determinada). Definimos

A= [ ) o) = N (/[ sta) ae) avigro).

G/K

Para cada h € G,

A(Ln(f))

i (/Kf(h-lgk) dk) dv(gK)
[ o) autn ) o)

/K
= Y(z) dp(-x) dv(z)
G/K
= A(f).
Por lo tanto, como f era arbitraria, A define un funcional lineal invariante a izquierda en C.(G) y por el

teorema de representacion de Riesz estd asociado a una medida de Haar a izquierda en . Por unicidad,
existe una constante positiva ¢ > 0 tal que

Q

Q

A =c [ 1(0) do.
G
Entonces, dada I € C.(G/K), sea f = F 0. Como f es K-invariante a derecha, f = f*y

/G ) @) = A = /G flg) dg = ¢ /G ) o)

De aqui se tiene v = cp. O

1.2. Representaciones y fibrados vectoriales homogéneos

La teoria de representaciones, como su nombre en parte lo indica, se basa en representar los elemen-
tos de estructuras algebraicas abstractas (en nuestro caso, grupos y més adelante dlgebras de Lie) como
transformaciones lineales de espacios vectoriales (de dimensién finita o infinita). Esto permite reducir
problemas complejos a problemas del dlgebra lineal.

Sea X un espacio de Banach, denotamos por B(X) el dlgebra de los operadores lineales y continuos
sobre X.

Definicién 1.17. Una representacién de un grupo topolégico G sobre X es un par (7, X), donde = :
G — B(X) es un homomorfismo de grupos tal que para cada x € X la aplicacién de G en X, g — 7(g)z,
es continua.

De aqui en adelante trabajaremos con grupos topolégicos. De hecho més adelante agregaremos la
estructura adicional de grupo de Lie.
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Observacion 1.18. Como consecuencia esencialmente del principio de acotacién uniforme, dada una
representacién (m, X) de G, resulta continua la aplicacién de G x X en X, (g,z) — m(g)x. En general
asumerimos que el cuerpo de escalares es C.

En sintesis una representacioén es una accidn lineal, es decir, cada 7(g) es una transformacién lineal.
Si estamos en espacios topoldgicos, pedimos a su vez continuidad.

Observacién 1.19. Si V es un espacio vectorial de dimensién finita y (m, V') es una representacién de
un grupo de Lie G, entonces 7 : G — Aut (V) es un homomorfismo de grupos que es continuo y por lo
tanto resulta infinitamente diferenciable ([War, Teorema 3.39]).

Definicién 1.20. Sea X un espacio de Banach. Dada una representacién (7, X) de G, un subespacio
cerrado Y de X se dice invariante por la representacién si 7(g)Y C Y, Vg € G.

La representacion se dice irreducible si no tiene subespacios invariantes (es decir, salvo el trivial y el
total).

Definicién 1.21. Una representacién (7, X) de un grupo G se dice fiel si elementos distintos g de G son
representados por distintas transformaciones lineales m(g). En otras palabras, si la aplicacién g — 7(g)
es inyectiva.

Definicién 1.22. Dada (7, X ) una representaciéon de G, sea X’ el espacio dual topolégico de X, es decir,
el espacio de funcionales lineales y continuos de X en C. Se define la representacién contragrediente de m
como la representacién (7', X’) de G dada por

(@ (@)(f)v) = (f,m(g ) (9@, feX' veX),

donde para un funcional lineal y continuo arbitrario f € X’ definimos su evaluacién en un vector v € X
por f(v) := (f,v). Sintéticamente podemos poner 7’'(g) = 7(g~!)!, donde en el lado derecho estamos
denotando la transformacién adjunta (o “la matriz transpuesta”) de 7(g~1).

Definicién 1.23. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que una representacién (mw, H) de G es unitaria
si m(g) es un operador unitario en H y esto se cumple para todo g € G.

Definicién 1.24. Dadas representaciones unitarias (w1, H1) y (72, Ha) de G, un operador de entrela-
zamiento entre ambas representaciones es un operador A de H; en Hy lineal y continuo que cumple
Aomyi(g) =m2(g) o A, Vg € G, es decir, para cada g € G hace conmutar el siguiente diagrama

Hy —2>H,

Wl(g)l iﬂz(g)

Hi *A>H2

Dos representaciones unitarias (w1, Hi) v (me, Ha) de G se dicen equivalentes si existe un operador de
entrelazamiento unitario entre ellas y denotamos m; ~ 5.

Podemos pensar que 7w, ~ 73 si existe un operador de cambio de base A entre una base ortonormal
de H; a otra en Ha que vuelve semejantes a todas las transformaciones m1(g) y m2(g) (variando g € G)
a la vez.

Notacién. Sean (71, Hi1) y (w2, Ha) representaciones unitarias de G, denotamos por Homeg(mi,m2) al
congunto de operadores de entrelazamiento entre dichas representaciones.

Lema 1.25 (Lema de Schur). [Fo, Teorema 3.5]

(1) Una representacion unitaria (m,H) de G es irreducible si y sélo si Homg(m, m) = CI, donde 1 denota
la transformacion identidad.

(i3) Dadas w1 y w2, representaciones unitarias irreducibles de G, se tiene:

(a) si son equivalentes y U es un operador de entrelazamiento unitario entre ellas, entonces
Homg (my,m) = CU;

(b) si no son equivalentes, entonces Homeg(my,m) = {0}.
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Corolario 1.26. [Fa, Corolario 3.6] Si G es abeliano, todas sus representaciones unitarias irreducibles
son unidimensionales.

Notacion. Denotamos por G al conjunto de clases de equivalencia de representaciones unitarias irredu-
cibles de G.

Dadas (71, X;) y (w2, X2) dos representaciones de G, construimos una nueva representacién de G,
T ® Mo, sobre X7 ® X5 dada por el producto tensorial

((m1 ® m2)(9)) (v, w) := (m1(g)v, m2(g)w) (g€ G,ve X,we Xs).

Observacién 1.27. Si (w1, H1) y (w2, Hz2) son representaciones unitarias de G, entonces también lo es
(m1 ® 7o, H1 @ Ha) respecto del producto escalar en H; ® Ha dado por ((v,w), (v, w')) = (v,v")y, +
(w, Wy, Yo, 0" € Hy,w,w' € Ha.

Observacion 1.28. Sea K un grupo topoldgico compacto. Las siguientes afirmaciones son vélidas:

(i) Para toda representacién de K sobre un espacio de Hilbert H existe un producto interno en H que
la hace unitaria ([Fa, Proposicién 6.1.1]).

(#4) Toda representacién unitaria irreducible de K es de dimensién finita ([Fa, Teorema 6.3.2]).

(#4t) Toda representacién unitaria de K se descompone como suma de representaciones irreducibles de
K (como consecuencia del Teorema Espectral [Fa, Teorema 6.2.5]).

Definicién 1.29. Sea (7,V;) una representacién de dimensién finita de K. El cardcter de 7 es la apli-
cacién de K en C dada por la traza x. (k) := tr(7(k)), Vk € K.

Dada una representacién (7, V;) de K que se descompone como suma de representaciones irreducibles
de K, 7 = ®]_,7;, se tiene que su cardcter esta dado por la suma de los caracteres asociados a las

representaciones de la descomposicién, es decir, x, = E Xri-

Cada representacion unitaria irreducible de dlmensmn finita de un grupo topoldgico compacto K estd
caracterizada por su caracter en el siguiente sentido:

(1) Si T ~ T, entonces sus caracteres coinciden. (En efecto, si U es un operador unitario de entrelaza-
miento entre ambas representaciones, entonces X, (k) = tr(ri(k)) = tr(Una(k)U 1) = tr(re(k)) =
Xy (K), VE € K.)

(#4) Por otro lado, dadas representaciones unitarias irreducibles no equivalentes, sus caracteres resultan
ortogonales.

Proposicién 1.30. Sean (11,V1) y (12, Va) representaciones de dimension finita de K. Sean X1, Y Xro
sus respectivos caracteres. Se tiene que Xr @r, = Xri Xra-

Demostracion. Dadas {v;} y {w,} bases de V4 y V, respectivamente, tenemos para cada k € K,

Xman (k) = tr(r(k) ® Tz(/f))
—Zﬁ (k)v; ® wj,v; @ wj)

= Z T1(k)v; @ Ta(k)wj, v; ® wj)

—Zﬁ i, vi) (Ta(k)w;, w;)

O

Teorema 1.31 (Relaciones de ortogonalidad de Schur). [Fa, Teoremas 6.5.3 y 6.3.4] Sea (7,V;) € K
donde V, es un C-espacio vectorial con un producto interno {-,-) y de dimension d.. Entonces, para

u,v €V,
1
J N0l ak = Pl
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y, por las identidades de polarizacién, para u,u',v,v € V;,

/ (7 (), o) () o) dke = di<u,u’><v,vf>.
K

T

Si ademds (7', V!) € K no es unitariamente equivalente a (t,V,), se tiene

/ (t(K)u, v){r'(k)u/,v") dk = 0 (u,v € Vo, v, 0" € V).
K

1.2.1. Fibrados vectoriales homogéneos

Los siguientes conceptos seran presentados utilizando como cuerpo de escalares al conjunto de niimeros
complejos C. En las definiciones usuales de geometria se cambia C por R.

Definicién 1.32. Sea M una variedad diferenciable. Un fibrado vectorial sobre M (ver Figura 1.5) es
una nueva variedad F junto con un mapa 6 : E — M tal que

» cada fibra E, := 071 ({z}) es un espacio vectorial;

= localmente se comporta como un producto cartesiano en el sentido que para cada z € M hay un
entorno U y un difeomorfismo ¢ : ~1(U) — U x C", llamada trivializacion local, tal que el
siguiente diagrama es conmutativo

0~ (U) —=U x C"

U

(donde 6; denota la proyeccién canénica) y para cada y € U, Plg, : E, — {y} xC™ =~ C" es lineal.

Figura 1.5: Esquema de las fibras a nivel local de un fibrado sobre una variedad.
Ejemplo 1.33. El fibrado tangente de una variedad es un ejemplo de fibrado vectorial cambiando el
cuerpo C por R.

Definicién 1.34. Sea G/K un espacio homogéneo. Un fibrado vectorial (E,8) sobre G/K se dice ho-
mogéneo si admite una G-linearizacion, esto es, si el grupo G actia en F y la accién cumple lo siguiente:

= hace conmutar al diagrama para cada g € G

E—o M

E—Y>M
(se dice que 6 es G-equivariante), en particular, g - E; = Ey., paratodoz € G/Ky g € G.

» para cada ¢ € G/K y cada g € G la aplicacién E, — E,., es lineal.
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Definicién 1.35. Sean G un grupo de Lie, K un subgrupo compacto de G y (7, V) una representacién
de dimension finita de K. Definimos el producto contractivo G X V. como el espacio cociente sobre G x V.,
donde, si g € Gy v € V,, la clase [(g,v)] se define a partir de la relacién de equivalencia

(g,v) ~ (gk,7(k)"*v)  Vke K.

Ejemplo 1.36. Por ejemplo, dada M = G/K, el fibrado vectorial trivial M x C corresponde a tomar
la representacién trivial (7,C) de K, ya que si definimos para g € G y ¢ € C la relacién de equivalencia
(g,¢) ~ (gk,c) Vk € K, entonces M x C coincide con G X, C.

Observacién 1.37. Sea G/K un espacio homogéneo, sea (7, V;) una representacién de dimension finita
de K y sea G x, V; un fibrado vectorial de G/K. El grupo G actiia en el producto contractivo G X, V;
por

9-lgv)]:=1gg,v)]  (99€GCG, velr) (1.11)

Esta accién convierte a G X, V; en un fibrado vectorial homogéneo.

Teorema 1.38. [Wal, p. 115, 5.2.2 y Lema 5.2.3] Todo fibrado vectorial homogéneo sobre G/K es, salvo
isomorfismo, de la forma E, := G X, V. para alguna representacion (7,V;) de dimension finita de K.

Definicién 1.39. Una seccidn de un fibrado vectorial (E,0) sobre una variedad M es una funcién
u: M — E tal que 6 ou = I, (donde I, denota la aplicacién identidad de M en M).

Notacion. Denotaremos por I'(Gx,V;) al conjunto de secciones infinitamente diferenciables y de soporte
compacto de un fibrado vectorial G X, V.

Ejemplo 1.40. Los campos vectoriales de una variedad M son las secciones de clase C'*° del fibrado
tangente real T M.

En particular, si M = R", dada una funcién suave f : R™ — R, el campo gradiente de f, denotado
por V. f € T,R™ es una seccion sobre el fibrado tangente de R™. Observemos que en este caso V f se
identifica con una funciéon de R™ en R™.

Observacién 1.41. Las secciones de un fibrado vectorial homogéneo E; ~ G x . V, sobre M ~ G/K se
pueden identificar con funciones

u:G —V;

tales que

u(gk) = 7(k)"tu(g) VkeK.

Dicha identificacién esta dada por

u(gK) := [(g,u(g))]

Ejemplo 1.42. Las secciones del fibrado trivial sobre la variedad M = G/K son funciones u : M —
M xC tales que 8(u(z)) = x, es decir, u(x) = (z, u(z)) para alguna funcién v : M — C. Equivalentemente,
toda funcién u : G — C satisface que, dado g € G, u(gk) = u(g) para todo k € K, estd en correspondencia
con una seccion u.

En general una seccién de un fibrado vectorial homogéneo sobre G/K no se puede representar como
una funcién de M en V; como esquematizamos en la siguiente figura.
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Figura 1.6: Las secciones del fibrado trivial se identifican con funciones definidas en la variedad pero las
secciones de un fibrado maés general no.

Dados G un grupo topolégico, H un subgrupo cerrado de G y (7, H,) una representacién unitaria
de H explicitaremos un proceso que permite pasar de 7 a una representacién de todo el grupo G, dando
lugar a lo que se conoce como representacion inducida de G a partir de una representacion de H. Este
pasaje estd dado por considerar el espacio

Ind$ () := {6: G — H| ¢(gh)=mn(h)""¢(g) Vh € H, g€ Gy ¢ de cuadrado integrable sobre G/H} .
y sobre él la accién de G por traslacion, es decir,

(9-90)(z) = ¢(g" ') para g,z € G y ¢ € Indf ().

La representacién (L,, Ind$ (7)), donde Ind$(r) es el espacio dado anteriormente es la representacién
inducida de H a G a partir de 7. El espacio Ind% (m) es el espacio de secciones de cuadrado integrable del
espacio homogéneo G/H (revisar Observacién 1.41). As{ como dada una representaciéon de un subgrupo
H en un grupo G podemos inducir una representacién del grupo G, dada una representacién p del grupo
G facilmente podemos pasar a una representacién del subgrupo H restringiendo el dominio de p a H.
Denotamos la restriccién de la representacién p al subgrupo H por Resg(p) o simplemente por pj, . El
siguiente resultado vincula las operaciones de inducir y restringir representaciones.

Teorema 1.43 (Reciprocidad de Frobenius). [FH, Proposicion 3.17] Sea G un grupo topoldgico y sea
H un subgrupo cerrado de G. Sean p y m representaciones unitarias de H y G respectivamente. Se tiene
que

Home (p, Ind$ (7)) ~ Homp (Res$ (p), ).

Definicién 1.44. Sean (71, Hnr,) y (72, Hnr,) representaciones unitarias de un grupo G. La multiplicidad
de m en my, denotada por m(my,m2), es la cantidad de veces que aparece m; como factor invariante en
9.

Como consecuencia del Teorema 1.43 se tiene que dado G un grupo topoldgico y H un subgrupo
cerrado de G, si p y 7 representaciones unitarias de H y G respectivamente, entonces

m(p, Indg (W)) = m(ReSg(p)v 71—)’

ya que m(p, Ind$ (7)) = dim(Homg (p, Ind§j (7)) v m(Res% (p), 7) = dim(Hom g (Res$ (p), 7).
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1.2.2. Algebras de Lie
Definicién 1.45. Un dlgebra de Lie g sobre R es un R-espacio vectorial con una forma bilineal
[,]:exg—g
tal que
= es antisimétrica: [X,Y] = —[YV,X] VX, Y egy
= satisface la identidad de Jacobi: (X, [Y,Z]]+ Y, [Z,X]|+[Z, [X,Y]]=0 VX,Y,Z¢€g.

Definicién 1.46. Sea G un grupo de Lie. Un campo vectorial en G se dice G-invariante a izquierda
si (Ly)+X = X para todo g € G, donde (L), denota el push-forward del difeomorfismo L,. Es decir,
dLgy o0 X = X o L, para todo g € G, donde dL, es la diferencial de L.

Observacién 1.47. Dado un vector en el espacio tangente a la identidad de un grupo de Lie v € T.G,
podemos definir un campo vectorial invariante a izquierda por

Xy :=dLy(v)
y resulta de clase C™°.
Definicién 1.48. Sea G un grupo de Lie con algebra de Lie g. Se define la aplicacién exponencial por

g— G
X=X (1)
donde vX : R — G es la curva integral del campo X dada por la ecuacién
V() =X((1) VteR,  (0)=X..

Equivalentemente, exp(X) estd dada por flujo del campo X en el punto e € G el tiempo ¢t = 1.

Definicién 1.49. Sea M una variedad diferenciable y sean X e Y campos vectoriales C*° de la variedad.
Se define el corchete de Lie como

X
d N (07 () (Y9tx(p)) —Yp
[X, Y], = @t:od(g*t)@fx“’) (Yef‘(p)) = lim t 7

(1.12)

donde 6;X denota el flujo del campo X (sintéticamente, para cada tiempo ¢, 8% : M — M es una funcién
C* que manda cada p € M hasta el punto obtenido siguiendo, para el tiempo ¢, la curva integral de X
que comienza en p).

La definicién usual del corchete de Lie es
(X, Y], (f) =X, (Y(f) = Xp (Y(f) VpeM, feC™(M).

Hemos optado por escribirla segiin una equivalencia dada a partir de la derivada de Lie de un campo Y
con respecto al campo X ([Le, Teorema 9.38]). La expresién (1.12) refleja la nocién de “derivada Y con
respecto a la direccién marcada por X” (sugerimos ver la figura [Le, Figura 9.13]).

Proposicién 1.50. [War, Proposicion 3.7 Capitulo 3] Sea G un grupo de Lie y sea g el conjunto de
campos invariantes a izquierda. Entonces

= g es un espacio vectorial real;

= Ja evaluacion en el elemento identidad e € G

g —T.G
X— X,

es un isomorfismo lineal;

= Jos campos vectoriales G-invariantes son C'°;
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» para todo X,Y € g, [X,Y] € g, donde [-,-] denota el corchete de Lie de campos vectoriales.
» (g,[,]) es un dlgebra de Lie.

Definicién 1.51. Un morfismo entre dlgebras Lie (de dimensién finita), ¢ : g — §, es una transformacién
lineal que manda el corchete en el corchete, es decir,

(X, Y]g) =[0(X),0(Y)]; VXY eg
La aplicacién ¢ serd un isomorfismo cuando sea biyectiva.

Teorema 1.52. [War, Corolario del Teorema 3.27] Sean G y H grupos de Lie simplemente conexos. Sus
dlgebras de Lie son isomorfas si y sélo si G y H son isomorfos.

A partir del teorema anterior extendemos las nociones de simple, semisimple, abeliana, soluble y
nilpotente a algebras de Lie de dimensién finita.

Definicién 1.53. Representacion de un dlgebra de Lie g en un espacio vectorial de dimension finita V
es una aplicacién ¢ : g — End(V) tal que

(X, Y]) = o(X)o(Y) —¢(Y)o(X)) VXY eg. (1.13)

(Notar que el lado derecho de (1.13) es el corchete entre ¢(X) y ¢(Y) en el espacio de matrices o
endomorfismos End V.)

Observacién 1.54. Todo homomorfismo ¢ : G — G entre dos grupos de Lie G y G induce una trans-
formacién lineal (d¢). del dlgebra de Lie g de G en el dlgebra de Lie g de G dada por su diferencial en
el punto e € GG, que manda corchete de Lie en corchete de Lie y tenemos que el siguiente diagrama es
conmutativo (cf. [War, Teorema 3.32])

[

G——=G
expT Texp

(dd)e -

g—>49

En particular, toda representacién de un grupo de Lie G en un espacio vectorial de dimension finita V,
digamos 7 : G — Aut(V), induce una representacion del algebra de Lie g de G, dada por su diferencial en
el punto e € G, (dn). : g = End(V), que denotaremos directamente por dr y llamaremos representacion
derivada.

Ejemplo 1.55. Sea G un grupo de Lie. La accién por conjugaciéon
Iy :G— G
€T — gar;g_1

para g € G induce un automorfismo en g dado por Ad(g) := (dIy)e. De esta manera obtenemos una
representacién de G en g llamada la representacion adjunta de G

Ad: G — Aut(g)
gr—r Ad(g).

Para cada g € G se obtiene el siguiente diagrama conmutativo

Ig
—G

G
expT Texp
Ad(g)
g g

- >

Por su parte, la representacién Ad de G induce una representacién (también llamada adjunta) de su
algebra de Lie g al tomar su diferencial en el elemento identidad

ad(X) i= (dAd).(X) = [X,- ].
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Se tiene el siguiente diagrama conmutativo

exp] TExp

g _ad End(g)

donde en este caso Exp denota simplemente la exponencial matricial. Si G es un grupo de matrices
directamente escribimos Ad,x = e*dX para todo X € g.

Proposicién 1.56. [Fa, Proposicidn 2.30] Si G es un grupo de Lie, entonces su funcidn modular A estd
dada por el determinate de la representacion adjunta:

A(z) = det(Ad(z™1)) Yz € G.

Observacién 1.57. En general, (ver [Fa, p. 53] como una referencia) dada 7 una representacién de un
grupo Lie G en un espacio vectorial de dimensién finita V' se tiene que para todo g € G y todo elemento
X del algebra de Lie de G,

m(g)dr(X)m (g~ ") = dr(Ad(g)X). (1.14)

Dado G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g, la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (ver [Fa,
Seccién 3.4]) establece en resumidas cuentas que para todo X,Y € g

1 1 1
exp(X)exp(Y) = exp (X +Y + §[X, Y]+ E[X7 [(X,Y]] + E[Y’ [Y, X]] + términos de “orden” >4 > .

Se puede ver que si G es un grupo de matrices se tiene que para todo X,Y € g

1 1
Ad(eX)(Y) = eXYe_X = ead(X)Y =Y + [X7 Y] + §[X7 [X7 Y” + g[Xa [X7 [Xa Y]]] e
Definicién 1.58. Sea g un &lgebra de Lie de dimensién finita. Se define la forma de Killing como la
forma bilineal simétrica dada por

B(X,Y) :=tr(ad(X) o ad(¥)) VXY €g.

Seguidamente presentamos los enunciados de dos teoremas fundamentales para dlgebras de Lie que
caracterizan las dlgebras de Lie nilpotentes (a partir de su representacién adjunta) y semisimples.

Teorema 1.59 (Teorema de Engel). [Hu, p. 12] Un dlgebra de Lie g es nilpotente si y sdlo si, para cada
X € g, ad(X) es una transformacion nilpotente en End(g).

Definicién 1.60. Un algebra de Lie nilpotente seréd de 2-pasos si para todo X € n, el grado de nilpotencia
del operador ad(X) es menor o igual que 2.

Teorema 1.61. [Hu, p. 22/ Un dlgebra de Lie semisimple g es semisimple si y sélo si su forma de Killing
es no-degenerada.

Las acciones lineales, asi como las matrices, se descomponen en semisimples y nilpotentes como evi-
dencia el siguiente teorema.

Teorema 1.62 (Descomposicién de Chevalley-Jordan). [Hu, Seccion 4.2 y Seccion 6.4]

= Para espacios vectoriales: Sea V' un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado K y sea X € End(V). Entonces existen inicos S, N € End(V) satisfaciendo
X = Xg+ Xn, con S semisimple, N nilpotente y tales que S y N conmutan. Mds ain, S = p(X)
y N = ¢q(X) donde p y q son polinomios sin término constante. En particular S y N conmutan con
cualquier endomorfismo que conmuta con X.

= Para dlgebras de Lie: Sea g un dlgebra de Lie semisimple y w : g — End(V') una representacion de
dimension finita. Sea X € g. Si w(X) =S+ N es la descomposicion de Chevalley-Jordan de w(X)
en End(V), entonces S, N € w(g). Mds ain, sean Xg, Xn € g tales que ad(X) = ad(Xg)+ad(Xn)
es la descomposicion de Chevalley-Jordan de ad(X) en End(V) (son dnicos pues ad es inyectiva),
entonces m(X) = 1(Xg) + 7(Xn) es la descomposicion de Chevalley-Jordan de w(X).
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Una forma bilineal simétrica 8 sobre un algebra de Lie g se dice invariante si
B([XaY]7Z):_6(K[X7Z]) VX,KZGQ,

es decir,

B(ad(X)Y,Z)+ p(Y,ad(X)Z) =0 VXY Zeg.
En particular, si g es el algebra de Lie de un grupo de Lie conexo y simplemente conexo G, esto es
equivalente a decir que (8 es invariante bajo la representaciéon adjunta

B(Ad(9)X,Ad(9)Y) = B(X,Y) VgeG ¥XYeq

Por ejemplo, la forma de Killing de un &lgebra de Lie de dimensién finita es una forma bilineal
g-invariante.

Sea g un &lgebra de Lie (de dimensidn finita) y asumamos que admite una forma bilineal simétrica
no-degenerada (3. Por ejemplo, si g es semisimple, podemos considerar § = B, la forma de Killing de g
(cf. Teorema 1.61). Si g es el dlgebra de Lie de un grupo de Lie lineal compacto, entonces existe en g un
producto interno invariante bajo la representacién adjunta (cf. Observacién 1.28) y consideramos como
B dicho producto interno. Si g es una subdlgebra de Mat(m x m,R), consideramos

B(X,Y) = tr(X' Y), (1.15)

donde X* denota la matriz transpuesta de X . Cabe destacar que (1.15) es una forma elegante de condensar
el hecho de ver a X e Y como vectores “largos”

Ti1  Ti2 o Tim
T21  T22  ccr T2m

— (xl,b X1,25 0oy 1y L2,15 L2,2y eeey T2 my ee aee oen y Tm,1y Tm,2y ooy xn,n)
Lm,1 Tm,2 e Tm,m

y luego tomar el producto interno euclidiano de vectores en R™,
Dada {Xj, ..., X,,} una base de g, pongamos

gij = B(Xy, Xj) y
i -1
9" = (9i5) -
Sea 7 una representacion de g en el espacio vectorial de dimension finita V.. Se define el operador Casimir
Q. la de la representacién 7w por

n
Q= Y g m(X)m(X)).
i,j=1
En particular, si 8 es definida positiva y {Xi, ..., X,,} es una base ortornormal respecto del producto
interno definido por § (es decir, 8(X;, X;) = d; ;), entonces

Q= (n(X0)*. (1.16)

i=1
Se puede ver que la definicién del elemento Casimir es independiente de la eleccién de la base de g (cf.
[Fa, Proposicién 6.7.1]). Ademds, Q, conmuta con la representacién 7 (cf. [Fa, Proposicién 6.7.1]).

Teorema 1.63. [Fa, Corolario 6.7.2] Si (7, Vy) es una representacion irreducible de g, C-lineal y donde
Vi es un espacio vectorial complejo de dimension finita, entonces existe ¢, € C tal que

Qr =c, L

Si g es el dlgebra de Lie de un grupo de Lie lineal compacto G, 7 es una representaciéon compleja de
dimensién finita de G y dr es la representacién derivada asociada, ponemos

Q, = Z (dr(X;))?,

i=1

donde {X;}? ; es una base ortonormal de g con respecto al producto interno invariante por la repre-
sentacién adjunta. Se puede ver que este operador conmuta con la representacién 7. Ademds, si T es
irreducible, entonces existe un escalar ¢, tal que

Q, =c,L

Si la representacion 7 es no-trivial, entonces ¢, < 0 (cf. [Fa, Proposicién 6.7.3]).
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Algebra universal o envolvente

Sea K un anillo conmutativo con unidad. Por ejemplo, podemos pensar que K es un cuerpo como C o R.

Definicién 1.64. Un élgebra envolvente (o universal) de un dlgebra de Lie g es una K-dlgebra asociativa
U(g) munida de un morfismo de dlgebras de Lie ¢ : g — U(g) (es decir, una aplicacién lineal tal que
([X,Y]) = o(X)e(Y) — o(Y)e(X)) que satisface la siguiente propiedad universal: Si A es otra K-dlgebra
asociativa con un morfismo de algebras de Lie p : g — A, entonces existe un tinico morfismo de K-algebras
asociativas F': U(g) — A tal que F ot =1, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

/g\
U~~~ -4

Dada un algebra de Lie g siempre existe una dlgebra envolvente asociada y esta es tnica (ver [Hu,
Seccién 17.2]).

Teorema 1.65 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt). [Hu, p. 92] Sea g un dlgebra de Lie. Sea {X;}icr
una base ordenada de g. Entonces,

(XX, )

m € Zzo, 11 < oo < lpn, kl, ...,k‘m S ZZO} (117)

es una base de U(g). En particular, la aplicacion v : g — U(g) es inyectiva (es decir, se puede pensar
como “inclusion”).

Esto permite identificar el dlgebra universal con el dlgebra de operadores diferenciales sobre G, in-
variantes a izquierda. (recordemos que si ¢ : G — G es un difeomorfismo decimos que D € U (g) es
¢-invariante si D o ¢ = ¢ o D). Podemos poner

d

UX)(N)(g) = X(folLg) = %tzof(g exp(tX)) (X €g).

Definicién 1.66. Si K es un subgrupo de G y Ry, denota la multiplicacién a derecha en G por elementos
k de K, definimos
U(g)* :={DecU(g):DoRy=RyoD,VkeK},

la subalgebra de U (g) de los operadores invariantes a izquierda por G que son invariantes a derecha por
K.

Dado V' un espacio vectorial de dimensién finita y {X7,..., X, } una base de V, el dlgebra simétrica

S(V) sobre V' se puede definir como el dlgebra (conmutativa) de los polinomios Z Uy oy XX
k

Teorema 1.67. [Hel, Teorema 4.3] Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g. Denotamos por S(g)
el dlgebra simétrica asociada a g. Entonces existe una unica biyeccion lineal

A:S(g) —U(g) (1.18)
tal que A(X™) =o(X)™ (X egym e N). i Xq,...,X,, es una base de g y P € S(g), entonces

(AP)f)(g) ={P(01, .-, 0n) f(g exp(t1 X1 + ... + t2X0n))}i=o0-

Llamaremos a X\ aplicacion de “simetrizacion”.

Teoria de pesos

Una particion es una sucesion monétona decreciente con una cantidad finita de términos no nulos
o = (01, 02,...) donde 0; € Z>. Al conjunto de todas las particiones lo denotaremos por P. La longitud
de o, denotada por I(o) , es el nimero de componentes no nulas y el tamano de o, denotado por |o|, es
la suma de los valores de sus componentes. Usualmente una particiéon o se identifica con un diagrama de
Young que contiene una cantidad |o| de celdas con una cantidad o; de celdas en la i-ésima fila. La particién
conjugada o transpuesta o de o es la particién cuyo diagrama de obtiene de transponer (reflejar con
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respecto a la diagonal principal) el diagrama de o. Para dos particiones o y ¢ escribimos ¢ C o si ¢; < o;
para todo 7 y en este caso el diagrama de Young “sesgado” (skew) o/ se define como el conjunto de celdas
que quedan cuando se hace la diferencia de los dos diagramas. El tamano de este diagrama se define como
|o/s| := |o| — |s|. Decimos que el diagrama o /< es una k-tira horizontal si contiene a lo més una célda en
cada columna y |o/s| = k. Notar que o /< es una tira horizontal si y sélo si 01 > ¢ > 09 > ¢ > ...

Figura 1.7: Diagrama de Young. Este ejemplo estd asociado a la particién o = (6, 3,2) de longitud (o) = 3
y tamaiio |o| = 11.

Figura 1.8: Diagrama de Young “sesgado” o “skew diagram”. Este ejemplo o /¢ se obtiene entre la particién
o de la Figura (1.7) y ¢ = (3,1). Su tamafio es |o/¢| = 7. Este ejemplo no es una tira horizontal ya que
en la segunda columna hay dos celdas.

Figura 1.9: Diagrama de Young “sesgado” que es una tira horizontal. Este ejemplo o /¢ se obtiene entre
la particién o de la Figura (1.7) y ¢ = (3,2). Su tamafo es |o/s| = 6 y aqui se cumple que 01 =6 > ¢ =
320’2:32§2:2ZO’3:2.

A partir de [Kn, Proposicién 2.7], dada un algebra de Lie compleja de dimensién finita g podemos
definir que una subélgebra de Lie h de g se dird de Cartan si es nilpotente y coincide con su normalizador
Ng(h) :={X € g| [X,b] Ch} (es decir, si [X,Y] € h para todo Y € b, entonces X € h). Se afirma en
[Kn, Teorema 2.9] que toda élgebra de Lie compleja de dimensién finita g posee una subélgebra de Cartan
h. Por [Kn, Proposicién 2.10] en el caso de ser g semisimple, h es abeliana. Mds ain, de [Kn, Corolario
2.11] se desprende que en un &lgebra de Lie compleja semisimple g, una subdlgebra Lie § es de Cartan si
es una subdlgebra abeliana maximal y a la vez los operadores {ad(H)}mep diagonalizan simultdneamente
(donde ad es la representacién adjunta de g). Por su parte, se establece en [Kn, Teorema 2.15] que toda
subdlgebra de Cartan de un algebra de Lie compleja g es tnica salvo conjugacién por elementos de g.

Ejemplo 1.68. Sea sl(n,C) el conjunto de matrices complejas n X n de traza cero. Es un subespacio
de Mat(n x n,C) con la operacién de suma de matrices y, mds atin, es una subdlgebra con el corchete
dado por [A, B] := AB — BA. Una subalgebra de Cartan estd dada por todos las matrices diagonales de
sl(n,C). Observar que si by denota el espacio conformado por las matrices reales diagonales de sl(n, C),
entonces podemos escribir h = hg @ ihy. Para cada par de indices 1 < 4, j < n definimos la matriz E; ;
como aquella de entradas cero salvo la componente en el lugar (4, j) donde tiene un 1. Sea puede ver que
el conjunto de matrices {E; ;}1<i j<n diagonaliza simultdneamente a los operadores ad(H) para H € b.
Escribimos para cada H € §

ad(H)Ew = [H, EZ,]] = HEZ,] - E,L H = (el(H) - eJ(H))E

J ij
donde e;(H) — e;(H) es el autovalor de ad(H) asociado al autovector E; ;. En este caso, para cada

1 <i<mn,e;(H) es exactamente la componente i-ésima de la diagonal de H. Cada e; —e; es un funcional
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lineal de b, es decir un elemento en el dual h*, y se llaman raices. Sea R el conjunto de todas las raices.
Se puede ver que R genera h* como C-espacio vectorial. A partir de dicha la diagonalizacién simultdanea
podemos descomponer a sl(n, C) como

sl(n,C) = h P [®:,CEi ] = b P [@i50c, ;] (1.19)

donde
Ge—e; = {Xeg| ad(H)X =(e; —e;)(H)X VH € b}

se llama espacio de raices de la descomposicién. Todas las raices son reales restringidas a hg y por
lo tanto pueden ser consideradas (aplicadas sobre bhy) como elementos de hg. Los funcionales lineales
e, ...,en generan hg y ademads su suma es 0. Luego, todo elemento A € b puede ser escrito de manera
no tnica como una combinacién lineal A =7, cje; y se tiene que (3, ¢;)(e1 + ... +en) = 0. Por lo que
A=Y, (¢;— £, ¢)e;. Es decir, A = " aje;, donde Y a; = 0y esta realizacién de A sf es tnica. Si
¢ = Zj aje; es un elemento de b con Zj a; = 0, decimos que es positivo si el primer coeficiente a; no
nulo es positivo. Esta nocién de “positividad” cumple dos propiedades fundamentales:

= Paratodo ¢ € b no nulo se cumple que o bien ¢ es positivo o bien —¢ es positivo (y son posibilidades
excluyentes una de la otra).

= Las sumas finitas y los multiplos positivos de hj; vuelven a ser elementos positivos de b.

A partir de esto podemos definir un orden en hi: Dados dos elementos ¢, ¢ € h§, ¢ > 1 si ¢ — 1) es
positivo. Las raices positivas son aquellas de la forma e; — e; para ¢ < j y estdn ordenadas en la forma
€] —€p > €1 —€p_1>...>€1—€2>€3—€ >€)—€p_1>...>€2—€3>€3—€4> ... ... >ep_9—€n >
€n—2 —€p—1 > €Ep_1 — €n.

Teorema 1.69 (Teorema de Lie). [Kn, Teorema 1.25] Sea g un dlgebra de Lie soluble. Si V es un
C-espacio vectorial no trivial y m es una representacion de g sobre V', entonces existe un autovector
stmultdneo v # 0 en V' para todos los operadores w(X) variando X € g.

Sea g un dlgebra de Lie compleja semisimple (aunque suene paraddjico) y sea h una subdlgebra de
Cartan de g. Sea (m, V) una representacién (de dimensién finita) de g sobre C. Para un funcional lineal
A de b, el espacio peso de V' con peso A es el subespacio V), de V' dado por

Vwi={veV| n(Hv=AH)v VH € h}.

Un peso de la representacion (m,V) es un funcional lineal A\ al cual le corresponde un espacio peso no
trivial. Los vectores no nulos de los espacios peso se llaman vectores peso y son autovectores simultdneos de
los operadores {7 (H)gep } correspondientes al autovalor dado por A. El espacio vectorial V' se descompone
como suma directa de los espacios peso

V=P

Aeb*

Observemos que como § es abeliana,se puede aplicar el teorema de Lie y entonces, para una adecuada
base de V, {m(H)}mey diagonalizan simultdneamente. Los pesos serdn dados por los funcionales lineales
que devuelven las distintas entradas sobre la diagonal de una matriz escrita en tal base. En el caso de
tener la representacién (ad, g) de g llamamos radces a los pesos. El conjunto de raices serd denotado por
R (o R(g, h) si se quiere hacer referencia a la subélgebra de Cartan elegida).

En abstracto, un sistema de raices es un subconjunto R C R", donde tenemos por ejemplo el producto
interno euclidiano (-, -), tal que satisface:

(R1) 2 Ezgi € Z para todo «, 8 € R: Esto significa que los tnicos posibles angulos entre dos raices son 0,

5 5 %’r, %’r, ‘%” y 7, y para dos raices no perpendiculares la proporcién de la raiz cuadrada de

sus longitudes es 1, 2 o 3 dependiendo del dngulo entre ellas (ver Figura 1.10).

i E . \{* 120° ® o 1350 \(""'\ -
1 {30+ 1 \ 45 1 A 6o 1 ‘\I ) \. : ".150
V3 V2 1 ! V2 V3

Figura 1.10: Propiedad (R1).
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(R2) g — 2428l ¢ R para todo «, 8 € R: Esto significa que R es invariante bajo todas las reflexiones

(ev,cx)

sa(B):=0—-2 égai « con respecto al hiperplano ortogonal a « (también llamado espejo de «), para
todo a € R. Por su parte, el grupo generado por las reflexiones s,, para a € R, se llama grupo
de Weyl asociado a Ry es un sugbrupo finito de O(n). El complemento de la unién de todos los

espejos en R” se divide en varias componentes conexas llamadas cdmaras de Weyl (abiertas).

Notar que las propiedades (R1) y (R2) son invariantes ante rotaciones y dilataciones. Por su parte, los
sistemas de raices con los que trabajaremos ademds cumplen que:

(R3) R genera R™ (el sistema de raices se dice no-degenerado).

(R4) R no se puede expresar como unién disjunta de dos sistemas de raices ortogonales entre si (el sistema
de raices se dice indescomponible).

(R5) Si o € R, entonces 2a ¢ R (el sistema de raices se dice reducido): Esto implica que cada vez que
tengamos a € Ry ka € R para algtin k € R, necesariamente k serd =1 o +2 o :I:%.

Dando un orden total, por ejemplo el orden lexicografico, podemos separar en raices positivas RT y
negativas R~. Para una formulacién precisa, en general, dado un cono V' C R" definimos el cono dual
V' como el conjunto de vectores v’ tales que (v,v’) > 0 Vv € V. Para cualquier orden total en R", el
cono convexo generado por R es el cono dual de alguna cdmara de Weyl. Decimos que a@ € R™ es
descomponible si o = B+~ con 3,7 € RT, de lo contrario « se dice simple. Toda raiz o € R posee una

Unica escritura
n
a = E CrQn,
k=1

para algiin natural n y donde o € R™ V1 < k < n y todos los escalares c; son o bien enteros positivos
o bien enteros negativos.

Sea g un &lgebra de Lie compleja semisimple. Fijemos una subdlgebra de Cartan h de g y sea R =
R(g,h) el conjunto de raices asociado. Usando [Kn, Corolario 2.38] sea ho una forma real de h donde
todas las raices son a valores reales. Sea B una forma simétrica, no-degenerada, invariante en g tal que
es definida positiva en hy. Para cada a € R sea H, € b su “representante” dado a partir de la forma B,
es decir,

a(X)=B(X,H,) VX eb.

Se tiene que hp = > RH,. Se induce la forma bilineal, simétrica, no-degenerada

aER
i) = A(H,) = p(Hy) = B(Hy, Hy).
Un elemento A € b se dice algebraicamente integral si

A @)

(@, )

2

ez para toda o € R.

Un elemento A € b se dice dominante si
(A a)>0 para toda o € R™.
Los pesos fundamentales wq, ..., w, se definen por ser una base de by tal que
w;, Q)

o

=0;; para todas las raices simples oy, ..., ap.
{aj, )

Un peso A, de una representacién de dimensién finita y compleja (7, V') de g es llamado el peso mdzimo
de la representacién si todo otro peso de (w, V) es menor que .

Teorema 1.70 (Teorema del peso maximo). [Kn, Teorema 5.5] Sea g un dlgebra de Lie compleja se-
misimple y sea ) una subdlgebra de Cartan de g. Fxiste una correspondencia biunivoca entre las clases
de equivalencias de representaciones irreducibles de dimension finita de g y los funcionales lineales de
h que son dominantes y algebraicamente integrales. Esta correspondencia estd dada por asociar a cada
representacion su peso mdximo.

Por su parte, el peso mdzimo \; de una representacion (mx, V) presenta las siguientes propiedades
adicionales:
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= \; depende solamente del sistema de raices simples y no depende del orden elegido en dicho conjunto;
= el espacio peso Vy_ asociado a \; es de dimension uno;

= todo peso de wy es de la forma
Ae = Y mic,
i

donde la suma es finita, los n; son enteros no negativos y los a; son raices simples.

Un toro de un grupo de Lie compacto G es un subgrupo de Lie conexo, compacto y abeliano G. Todo
toro es isomorfo a un toro estdndar T := S' x ... x S'. Un toro mazimal de G es un toro de G de
dimensién maximal entre los toros de G. Todo elemento de G el conjugado (en G) de un elemento de un
toro maximal de G. Fijado un grupo de Lie G conexo y compacto, sea g su dlgebra de Lie (que por lo
tanto es real) y sea gc¢ := g @ ig la complezificacion de g. Por [Kn, Corolario 4.26] la forma de Killing de
g es semidefinida negativa. Si T es un toro maximal de GG, entonces la complexificacién del dlgebra de Lie
t de T es una subdlgebra de Cartan de g (cf. [Kn, Capitulo IV]).

La descomposicién de un algebra de Lie compleja semisimple g en suma directa de una subélgebra
de Cartan y suma de espacios de raices g, de forma andloga a (1.19) es tnica salvo conjugacién [FH,
Apéndice D]. Los elementos H de una subélgebra de Cartan b de g tales que Cy(H) = b, donde Cy(H)
denota el centralizador de H en g

Cy(H) :={X eg| [H,X]=0}

se llaman elementos regulares. La existencia de estos elementos determina completamente una subalgebra
de Cartan (ver [FH, Capitulo 14]). Los elementos regulares de h forman un conjunto abierto y denso en
h. Si H € h no es regular, entonces Cy(H) es més grande que h puesto que contiene otros espacios de
raices. En general, los elementos regulares de un dlgebra de Lie (o de un grupo de Lie) son aquellos
cuyos centralizadores tienen la dimensién mas chica que sea posible. Para grupos de Lie G conexos
compactos (y sus élgebras de Lie), los elementos regulares forman un conjunto abierto y denso en G (y
respectivamente en su dlgebra de Lie) y si T' es un toro maximal de G, los elementos t € T que son
regulares en G determinan los elementos regulares de G. Todos los elementos regulares de G estan dados
por conjugaciones en G de elementos de 7" regulares en G.

El grupo de Heisenberg

El grupo de Heisenberg puede ser descripto como H,, = C™ x R con el producto
1
(z,)(w,s) = (z+w,t+s — §Im (z.w))

donde z.w = 21wy + ...+ 2, W, denota la forma hermitiana usual en C" y Im (¢) denota la parte imaginaria
de un numero complejo ¢ € C. Facilmente se verifica que es un grupo. El neutro de la operacion es el
(0,0) y el inverso de un elemento arbitrario (z,t) es (—z, —t). El grupo H,, es no conmutativo y su centro
es el subgrupo

ZMH,)={(0,t)| teR}.

Si bien el grupo de Heisenberg no es abeliano, tiene muchas similitudes con el espacio euclideo R2"*1,
Principalmente destacamos que la medida de Haar de H,, coincide con la medida de Lebesgue sobre R2"+1
y desde el punto de vista diferenciable, son variedades difeomorfas.

Denotaremos por §,, al dlgebra de Lie de H,,.

Teorema 1.71.

(i) Dado un vector v en R*" x R, existe un y sélo un campo vectorial Z sobre H,, invariante a izquierda
tal que Z(0) = v, donde Ov denota la derivada direccional respecto de v en R®" x R.

(ii) Una base de campos invariantes a izquierda de H,, estd dada, en la base candnica de R®*" x R, por

0 y; O 0 x; 0 0
x, =2 %9 y, =2 +4 2 1<j< T=_.
j _ 7 By, + 5 g Pvels=jgsnoy ot
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Demostracion. (i) Sea Z un campo invariante a izquierda de H, tal que Z(f)(0) = dvf para toda
f € C*(H,,), entonces para cada h € H,

Z(f)(h) = dLn(Z(£))(0) = Z(f o Ln)(0) = dv(f © Lp)(0)

b 0
= 5ls=o(f 0 L)(sv) = =-[s=of (h(s))

(1.20)

Esta expresion determina univocamente al campo Z, por lo tanto se demuestra la unicidad.

A su vez, si definimos Wf(h) := % ls=0 f(h(sv)), analizando (1.20) se tiene que W es un campo
vectorial de H,, invariante a izquierda tal que W(0) = dv y asi garantizamos existencia.

(#4) Para determinar los campos invariantes a izquierda de H,, por la parte (i) basta con hallar aquellos
que se corresponden con la base canénica de R?” x R y el resto serdn una combinacién lineal de estos.

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, n = 3. Sean {X,Y, T} los campos invariantes a izquierda
de H; que en el origen coinciden con las derivadas parciales {8%, 3%, % .

Sea f € C°(H;) y sea h = (z,y,t) € Hy. Se tiene,

0 0 1
Xf(l',y,t) = % |S:0 f((SC,y,t)(S,0,0)) = % |S:O f(il? + 57y7t - §Sy)

g yo
= (= - 2= t
(5; ~ 3 @90
Anélogamente resultan Y = 8% + %% yT = %. O

Si 77 es una representacién unitaria, irreducible de H,,, el lema de Schur nos asegura que 7(0,t) = I,
para algin A € R. Por otro lado, el teorema de Stone von Neumann establece que las representaciones
unitarias, irreducibles del grupo de Heisenberg estdn determinadas por la accién en el centro, es decir,

por un homomorfismo () = €. Un conjunto de representantes de H,, estd dado por:

= Representaciones de dimensién infinita (mwy, Fy), para A # 0, realizadas sobre el espacio de Fock
Fr= {F : C" — C holomorfa | [ |F(2)2e 212 dz < oo} (para A > 0), donde la accién estd dada

por 7y (z,t) F(u) := e*it=3%2=52") F(4 4 2) (y de una forma ansloga para A < 0) .

Aquf la accién del centro viene dada por xx(0,t) = e, con A # 0.

= Caracteres unitarios x (¢ ) (z, y,t) := e!&ms(=y) donde &, p € R™ y (-, -) denota el producto interno
canénico de R?". La correspondiente accién del centro es trivial (A = 0).

1.2.3. Teoria de representaciones del grupo de rotaciones

El dlgebra de Lie so(n) de SO(n) se puede pensar como el espacio de matrices n x n antisimétricas.
Su complexificacién so(n, C) es el espacio de tales matrices pero complejas. Sea m la parte entera de n/2.
Consideramos un toro maximal T de SO(2m) dado por

cos(f1)  sin(6:)
—sin(61) cos(61)

| 01,....0m €R

cos(f0m)  sin(fm)
—sin (Qm ) COS (em )

y para SO(2m + 1) consideramos el mismo pero con un 1 en la esquina inferior derecha.

Pasaremos a describir las nociones bésicas del sistema de raices de so(n, C) siguiendo los libros [Kn,
FH]. Esto ayudard sobre todo para fijar notacién.

Denotamos por t el dlgebra de Lie de T. Una subalgebra de Cartan § del algebra de Lie compleja
s0(n,C) estd dada por la complexificacién de t. Consideremos {Hj, ..., H,,} la siguiente base de h como
C-espacio vectorial:

o
~

0 0
0 0
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o O
o o

0 0
dependiendo de la paridad de n (donde i := v/—1). Esta base resulta “ortogonal” con respecto a la forma
de Killing B ya que
B(H;, Hj) =0 Vi#j y
4(m —1) (si n=2m)

BH:, H) = {4(m —1)+2 (sin=2m+1).

Sea h* el espacio dual de b y sea {L1, ..., L, } la base dual de {Hq, ..., H,,} (esto es, L;(H;) = ¢, ;, donde
d; ; denota la delta de Kronecker).

Los pesos correspondientes a la representacién adjunta (raices) son {£L; = L;};-;, en el caso en que
n es par y son {£L; £ L;}iz; U{£L;}, en el caso en que n es impar. El sistema de raices positivas R
esta dado por

RY ={Li+ L;}ic; U{Li — Lj }i<; (para el caso par),
Rt ={L;+ L;}ic; U{L;i — Lj};ic; U{L;} (para el caso impar).

Para o € RT, denotamos por g, su correspondiente espacio de raices y por n* la suma de los espacios
de raices positivas.
Las raices positivas simples estan dadas por

Li—Ly,Lo—Ls,...Ly_1—Ly,,Lyy_1+ Ly, (en el caso par),
Li— Ly, Ly—Ls,...;.Ly_1 — Ly, Ly, (en el caso impar).
La camara de Weyl W es exactamente

W:{ZaiLﬂ a; > ag > ... > |lapm|} (si n =2m),
i=1

W:{ZaiLﬁ a1 > as > ... > a,y >0} (sin=2m+1).
i=1

La lattice de pesos, tanto para el caso n par o n impar, es el reticulo generado por los L; (parai = 1,...,m)
junto con el elemento 3(Ly + -+ Lyy,).
Los pesos fundamentales para el caso en que n es par son

A =Ly, Ao :=L1+Lo,..., Ajyy_o:= L1+ ... + Lypy_o,
A1 = %(L1 bt Lt + L) ¥ A= %(L1 ot Lont = L),
mientras que para el caso impar son
ANMi=Li, Aog:=L1+Lg,.... A1 :=L1+ ...+ Lpy_1y Ap = %(Ll + .ot Ly + Lip).

A cada representacion irreducible de so(n,C) le corresponde un peso maximo A = Y ", b;A;, donde
b € Z> para todo 1 < i < m. Equivalentemente, podemos escribir cada peso maximo A como A\ =
m . .
Zi:l M L;, donde \; son todos enteros o medios enteros que a la vez satisfacen:

(1) M= X2> .. > A1 > |Am| sinesparo
(1) M1 > Ao > ... > A\, >0 sin es impar.

Luego, podemos asociar univocamente una representacién irreducible con una m-tupla o particién de
longitud m, (A1, ..., A\m), que cumpla con las condiciones anteriormente mencionadas.

Por tltimo, mencionamos que cada representacién irreducible del grupo SO(n) corresponde a una
particién (Aq, ..., Ay, ) (cumpliendo la propiedad (i) o (i) dependiendo de la paridad de la dimensién n)
donde los elementos A; son todos enteros (cf. [FH, Proposicién 23.13]).
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1.2.3.1. Férmulas de restriccion

En este apartado recordamos las formulas que describen la descomposicién de una representacién de
s0(n) cuando es restringida a so(n —1). En inglés son las llamadas “branching formulas” (ver por ejemplo
las férmulas (25.34) y (25.35) de la p. 426 de [FH]).

= Sea py una representacion irreducible de so(2m + 1, C) que estd en correspondencia con la particién
A= (A1, ..., A\) donde A\ > Xy > ... >\, > 0. Entonces,

() ooy = ED Px (1.21)

Y
donde la suma corre sobre todas las particiones A = (A1, ..., A,,,) que satisfacen
MM 2> >0 > A1 > A > A,

donde los elementos \; y A; son simultaneamente todos enteros o todos medios enteros.

= Sea p) una representacion irreducible de s0(2m) en correspondencia con la particién A = (Aq, ..., Ap)
donde A\ > Ay > ... > A1 > |A\n|). Entonces,

(O3 loeoms, = P o5 (1.22)
>

donde la suma corre sobre todas las particiones A = (A1, ..., \,,_1) que cumplen
MM > > > o > A1 > Al

donde los \; y los \; son simultineamente todos enteros o todos medios enteros.

1.2.3.2. Teorema Borel-Weil-Bott

El Teorema de Borel-Weil-Bott provee un modelo concreto para realizar las representaciones irredu-
cibles del grupo de rotaciones (ya que es compacto).

Dado un carédcter x de T, SO(n) actda por la accién regular a izquierda en el espacio de funciones
C*(S50(n)) que satisfacen

flgt) =x)f(g) vteT, gcSO(n) y (1.23)
para cada X € n™, X f(g) := di,ls\ :Of(g exp(sX)) =0 Vg€ SO(n). (1.24)

(estas son las secciones holomorfas del fibrado lineal -line bundle- G x, C). Recordamos que la accién
regular a izquierda es

(g9, f) — Lg(f) paratodo g € SO(n)y f € C(SO(n)) que satisface (1.23) y (1.24), (1.25)

donde Ly(f)(z) := f(g~'x) Vz € SO(n). Esta representacién es o bien trivial o bien irreducible, mds
aun, es irreducible cuando x es dominante integral. El teorema afirma que cada representacién irreducible
del grupo SO(n) es isomorfa a una representacién como (1.25) para un unico cardcter y del toro maximal
T. (Como referencia citamos [Wal, Seccién 6.3] y [DR1, Seccién 1].)

1.2.3.3. Representaciones de SO(3)

Las representaciones unitarias irreducibles de SO(3) se conocen muy bien. Estdn parametrizadas por

los enteros no negativos m € Zsq. Para cada m € Zx, la representacién (7,,, Vs, ) € S/O\(S) asociada es
de dimensién (2m + 1). Un modelo usual para 7, estd dado por los polinomios arménicos y homogéneos,
esto es, se toma como Vel espacio de polinomios en R? a valores en C que son arménicos y homogéneos
de grado m. Denotaremos este espacio de polinomios por H,,. La accién de SO(3) en V., = H,, estd
dada por

(T (k)p) (z) == p(k~" - x) Vk € SO(3), p € H,n, = € R,

Toda representacién unitaria irreducible de SO(3) es equivalente a una de las dadas por el modelo men-
cionado en las lineas previas.
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El producto tensorial entre dos representaciones 7, y 7, en SO(3) se descompone en irreducibles de
acuerdo a la siguiente expresién que se puede encontrar por ejemplo en [Fa, p. 151]

p+q
e = P (1.26)

k=|p—q|

1.2.4. Descomposicion de productos tensoriales de representaciones del gru-
po simpléctico

Sea B la subdlgebra de Cartan de sp(n,C) que consiste de las matrices diagonales (sobre C) de la
forma

hi

—hy |h1,...,hn€(c

—h,

Denotamos por §;; la delta de Kronecker. Escribiendo H; := 0;; — dp+i n+i, tenemos que h es un espacio
vectorial complejo generado por {Hq, ..., H,}. Sea {L1, ..., L, } la base dual correspondiente en h*, esto es,
(L;, H) = h; para todo H € . Los pesos fundamentales de sp(n,C) estdan dados por L1, Ly + Lo, ..., L1 +
...+ Ly, y las raices simples son Ly — Lo, , ..., L,,_1— Ly, 2L,. Por el teorema del peso maximo sabemos que
toda representacién irreducible de sp(n,C) estd en correspondencia con una combinacién lineal entera
(no negativa) de los pesos fundamentales. Por ende 1 € S/-p(;) se puede parametrizar en términos de {L;}
como (1, ...,m,) donde 1; € Z>o Yi 'y n1 > n2 > ... > 1, (como referencia ver por ejemplo [Kn] o [FH].)
Por abuso de notacién, para cada n € S/p® denotaremos su particiéon con la misma letra 7. Ademas,
denotaremos la representacién n € S/p® PO Ny, ,....n) Cuando queramos enfatizar que a 7 le corresponde
la particién (91, ...,nn,).

La descomposicién de productos tensoriales de representaciones irreducibles de sp(n,C) estd desa-
rrollada en [KT] y en los recientes articulos [HLLS, O] y a continuacién resumimos los resultados que
necesitaremos.

Las representaciones unitarias irreducibles de Sp(n) en el espacio de polinomios homogéneos sobre
C?" de grado r y s estdn respectivamente asociadas a las particiones de longitud uno (r) y (s). Serdn
denotadas por 7,y y 1(s)- Si 7 > s, su producto tensorial se descompone de acuerdo a la férmula que se
encuentra en [KT, p. 510]:

s 7
My @) = D P rts—jing—i- (1.27)

=0 i=0

Notemos que (1.27) generaliza la conocida férmula de Clebsch-Gordan para sp(1) (que es isomorfo a

s1(2)):

Ny @ Ns) = @U(T-&-s—%}' (1.28)
§=0
El producto tensorial de una representacién 7,1y (que suele ser llamada fundamental) de longitud
r > 1 (que a veces denotaremos por simplicidad 7(;»)) por una representacién 7, (con s > 1) es dado
en [KT, p. 510]:
Ny @ Nes) = N(s1,17-1) D N(s,1m) B Ns—1,17-1) D N(s,17-2)- (1.29)
El andlisis del producto tensorial de dos representaciones fundamentales también se presenta en [KT, p.
510].
Por dltimo, enunciamos una regla “universal” de Pieri debida a S. Okada.

Teorema 1.72. [O, Proposicién 3.1] Para una representacion irreducible (o particion) arbitraria n de
Sp(n) y un entero no negativo s tenemos,

N1 = > M ), (1.30)

c€P con l(c)<n

donde My ; denota el mimero de particiones s tales quen/s y o /s son tiras horizontales y [n/s|+|o /s| = s.
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Corolario 1.73. Sea n una representacion irreducible arbitraria de Sp(n), entonces n aparece en la
descomposicidn en factores irreducibles de n @ nz).

Demostracion. Usaremos la regla “universal” de Pieri con s = 2. El cardinal M,;’Q es no nulo ya que
si consideramos ¢ = (71, ..., — 1) tenemos que 7/¢ es una tira horizontal (hay una séla celda en el
diagrama de Young) y 2|n/<| = 2. O
Corolario 1.74. Sea n € Sp(n) correspondiente a la particion (M1, ...,0m), con Ny # 0, 0 < m < n.
Las representaciones 1 @ 1y son libres de multiplicidad para todo s € Z>q si y sélo si m; = n; para todo
1<4,j<m.

Notar que de (1.27) y (1.29), este corolario es inmediato en los casos en que 1 = 7, 0 7 = 7(1-) (para
algl'm re Zzo).

Demostracion. Primero fijamos s = 2 y asumimos 7; > 7,41, es decir, 7; —1 > 1,41 para algin 1 < ¢ < m.
De (1.30), n aparece en la descomposicién de n®12) al menos dos veces: Considerando ¢; = (91, ..., N —1)
VS22 = (MyeesMic1, M — 1, Mig1, ..., Mk) tenemos que /1 y 1/se son 1-tiras horizontales. De esta manera
hemos probado que 1 necesariamente satisfacer la condicién n; = 7; para todo 1 < 4,5 < m. Probaremos
ahora que esta condicién es suficiente.

Sea (a,a, ..., a) la particién de longitud 0 < m < n asociada a n para cierto a € N. Sea ¢ una particién
tal que 7/ es una tira horizontal. Como ¢ debe cumplir que 71 > ¢1 > ... > Gr_1 > M > S, Obtenemos
que ¢ es exactamente de la forma ¢; := (a,...,a,a — j) para algin 0 < j < a. Ahora fijemos un entero
no negativo arbitrario s y sea ¢ una representacién irreducible que aparece en la descomposicién de
7 ® 1(s). Entonces existe 0 < j < a tal que o /c; es una (s — j)-tira horizontal. Notemos que la particién
(01,...,00) asociada a o debe satisfacer: | < m+1,00 = ... =01 =a,01 > a, (a—j) <on<ay
0 < omt1 < (a—j). Porlo tanto |0 /s;| = o1—a+0m—(a—j)+0m41 y entonces o1+0,+0me1 = s+2a—2j.
De la ultima igualdad o aparece solamente una vez en la descomposicién de 1 ® 7). En efecto, si
suponemos que aparece al menos dos veces, entonces existen ¢; y ¢ como arriba, con j # k, tales que
0/s; y o/sk son tiras horizontales de longitud (s — j) y (s — k), luego s + 2a — 2j = s + 2a — 2k, o sea,
j =k y llegamos a una contradiccién. O

1.2.5. Teoria de Mackey

Condensaremos aqui el anélisis de 6rbitas de Mackey que permite describir las representaciones uni-
tarias irreducibles de grupos dados por un producto semidirecto.

Comencemos por el caso M(n) = SO(n) x R™. (Como referencia ver [Mac, Seccién 14] y [DR1, Seccién
2]). Las 6rbitas de la accién estdndar de SO(n) en R™ son esferas de radio R > 0 y el conjunto cuyo tinico
elemento es el origen {0} (que es un punto fijo de la accién de SO(n)). Las representaciones irreducibles
correspondientes a la érbita trivial {0} son unidimensionales, estdn parametrizadas por A € R"™ y son
explicitamente de la forma

(k,z) — M@ Y(k,z) € M(n), (1.31)

donde (-,-) denota el producto interno canénico en R™. El conjunto formado por estas representaciones
tiene medida de Plancherel nula y por esta razén no estaremos interesadas en €l en esta tesis.

Las representaciones irreducibles que provienen de 6rbitas no-triviales seran de nuestro interés. Fijado
el punto Re; en la esfera de radio R > 0 (donde e := (1,0,...,0) € R™), su estabilizador es

Kpge, :=={k €S0(n)| k- Re; = Re1}.

Notemos que este coincide con el estabilizador del punto e; (K., ) y a la vez es isomorfo al grupo SO(n—1).
Consideremos ahora un caracter

Xr(z) = eBl@en) Vo € R™.

Para cada o € SO(n — 1) podemos construir una representacién irreducible w, r de M(n) induciendo la
representacién o ® xr de Kge, X R™ a M(n).

Se puede ver (usando el modelo de Borel-Weil-Bott para o € SO(n — 1)) que la representacién we, g
puede ser realizada en un subespacio de funciones sobre SO(n) a valores escalares, de cuadrado integrable.
Este espacio consiste de funciones f € L?(SO(n)) que satisfacen las siguientes dos condiciones:
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(i) si T™~! denota el toro maximal de K., ~ SO(n — 1), entonces
fkt) = xo(t7")f(k)  Vk€SO(n) y vt e T,
donde x, es el caricter de o;

(ii) para cada k € SO(n), la funcién

satisface la condicién (1.24) (para n — 1).

Denotamos a este espacio por H, r. La representacion irreducible w, r actia en H, g de la siguiente
manera: Dadas f € Ho r y (k,z) € SO(n) x R,

(wo,r(k, )(f))(h) = BP0 f(k1h) (b e SO(n)). (1.32)

Por su parte, toda representacion irreducible de M(n) es equivalente a una del tipo (1.31) o a una de la
forma (1.32).

Pasemos ahora a describir un caso més general. Sea G un grupo de Lie conexo, con dlgebra de Lie
g v sea K un subgrupo compacto de G, con algebra de Lie . Por ser K compacto, su algebra de Lie ¢
admite un complemento Adg (K)-invariante in g, que denotamos por p (esto es, un subespacio p C g tal
que g =tDp y Ade(K)(p) C p). Mirando al espacio vectorial p como grupo abeliano, podemos formar
el producto semidirecto K x p con respecto a la acciéon adjunta de K en p.

Nos restringiremos al caso en que G es semisimple con centro finito. Més ain, sea © una involucién
analitica sobre G tal que (G, K) es un par simétrico Riemanniano, esto es, K estd contenido en el conjunto
de puntos fijos de la involucién ©, contiene la componente conexa de la identidad y Adg(K) es compacto.
La subdlgebra t es el autoespacio asociado al autovalor +1 de df, y naturalmente podemos elegir p como
el autoespacio asociado al autovalor —1. En el caso en que G es no compacto d©. es una involucién de
Cartan y g = €@ p es una descomposicién de Cartan de g [He2, p. 182]. El producto semidirecto K x p
es llamado grupo de movimientos rigidos de Cartan asociado al par simétrico (G, K).

El dual unitario m se describe de manera andloga a lo realizado para M(n) = SO(n) x R™. Primero
debemos fijar un cardcter de p. Todo cardcter de p puede ser expresado univocamente como e*®(*) para
algin funcional lineal ¢ € p*. Luego uno debe considerar

K= {k € K| (A e) _ (is@) vy e p} (1.33)

y (0,H,) € I/(; Finalmente una representacién unitaria irreducible wy ¢ de K x p se obtiene induciendo
o®e) de K » X P a K xp. Por definicién w, 4 actiia por traslacién a izquierda en el espacio de funciones
f: K xp— H, que satisfacen

f(gam) = e*id’(z)a(m)*lf(g) Veep, meKyyge Kxp.
Consecuentemente,
Flak) = f(kAd(k™V)z) = e AAEDD) £(k)y Yy ey, ke K,

por lo tanto cada una de estas funciones f estd completamente determinada por su restriccién a K.
Luego, la representacién we,¢ puede pensarse actuando en el espacio de aquella funciones cuya restriccién
a K cae en L?(K, H,). Este espacio comprende el subespacio cerrado H,,, de L*(K,H,)

H,

Wo, o

= {f € L*(K,H,)| f(km)=0(m)~' f(k) Vm € K4,k € K}
Y Wo,¢ actia en H,, ., por
(wo,p(k, ) f) (ko) := A0 D) f (L),

Toda representacién unitaria irreducible de K x p se puede realizar de esta manera y dos representaciones
Wor,41 Y Was,p SON Unitariamente equivalentes si y sélo si
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= @1y ¢2 yacen en la misma érbita coadjunta de K y
= 01 y 092 son unitariamente equivalentes.

Como K es compacto podemos dar a p un producto interno Ad(K)-invariante (-,-) (por ejemplo, la
forma de Killing restringida a p) y via (-, -) podemos identificar p con p* y la accién adjunta de K con la
coadjunta. Sea a C p una subdlgebra abeliana maximal de p. Toda 6rbita coadjunta de K en p interseca
a a ([He2, p. 247]). De esta forma, toda representacién unitaria irreducible de K x p se puede poner en
la forma wy g con ¢(x) = (H,x) para algin H € a, es decir, se nos permite suponer ¢ € a*. Luego,
K coincide con el estabilizador del elemento H bajo la accién adjunta de K. Sea M el centralizador de

—

a en K. Decimos que wy,¢ € K X p es genérica si Ky = M. El conjunto de representaciones unitarias
irreducibles no genéricas de K x p tiene medida de Plancherel nula y por lo tanto sélo nos interesaran
las representaciones genéricas, es decir, aquellas dadas por

Wop = Indj P (0@ ) (o€ M,¢pea’). (1.34)

Para cerrar este apartado consideraremos G no compacto, cuya descomposicién de Iwasawa es G =
K AN, donde A :=expg(a) y N tiene como dlgebra de Lie al dlgebra de Lie nilpotente dada por la suma
de los espacios de raices positivas. Con esto presente describiremos las representaciones irreducibles de G.
Si bien aqui no se utilizara la teoria de Mackey, las entradas matriciales de representaciones de G estaran
relacionadas con las entradas matriciales de representaciones del grupo de movimientos rigidos de Cartan
del par (G, K) como veremos en el Capitulo 6.

Sea (o, Hy) € M. Sea v € a* ® C tal que v = ¢ + iv donde ¢ € a* es una determinada aplicacion
lineal fija. Denotamos por 1y la representacién trivial de V. Una “principal series representation” pg g
de G se puede obtener induciendo v ® 0 ® 1y de MAN a KAN = G, o sea,

Poo =Id§an(1®c®1y)  (0€M,¢ea). (1.35)
Esta se realiza en el espacio de funciones F' : G — H, que satisfacen
flgman) = e~ 5 (1m) =1 f(g) Vg € G, man € MAN. (1.36)

Por la descomposicién de Iwasawa tales funciones estan claramente determinadas por su restriccién a K.
Una representacion de la serie principal resulta unitaria cuando consideramos que se realiza en el espacio
H,, , que consiste de funciones que satisfacen (1.36) y cuya restriccién a K vive en L?(K, H,). Tales
restricciones conforman el subespacio de L?(K, H,) donde las funciones cumplen

f(km) = a(m)~' f(k) Vk e K,m e M.

Finalmente observemos que el espacio H,,, , dado previamente coincide con este nuevo espacio (H o ¢) =

1.2.6. Teoria de Kirillov

La teoria de Kirillov permite parametrizar las representaciones unitarias irreducibles de un grupo
de Lie a partir de las érbitas de una determinada acciéon. En este breve apartado sdlo sintetizaremos
el método para grupos nilpotentes. Para una comprension en detalle de esta materia referimos al libro
[Kirl], a [Wol, Seccién 14.1], asi como a los articulos [Kir2] y [BJR3].

Sea N un grupo de Lie nilpotente. N actia naturalmente en n por la accién adjunta Ad. Ademas, N
actiia en el espacio dual n* por la representaciéon contragrediente de la representacion adjunta

Ad*(n)X := Ao Ad(n™!) (ne NyXen").
Fijado A € n* no-trivial, su érbita coadjunta estd dada por

O\) :={Ad*(n)A\| ne N}.
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La teoria de Kirillov establece una correspondencia entre N y el conjunto de orbitas coadjuntas. Sea
B, la forma bilineal antisimétrica en n dada por
By\(X,Y) = X\[X,Y]) (X,Y en).

Si
N*:={neN| doAd(n~')=A}

es el subgrupo de isotropia para Ay
" ={Xen| Aoad(X))(Y)=A[X,Y]) =0 VY en},
se tiene que el siguiente diagrama conmuta

N n—Ad (n))\O(A)

7
-
o -
Ve
-

N/N*

es decir, la érbita O(\) es difeomorfa al espacio cociente N/N* y By es no-degenrada béasicamente en la
6rbita coadjunta O(\).

Sea m C n la subdlgebra isotrépica maximal, en el sentido que By(X,Y) = 0 para todo X, Y € my
sea M := exp(m). Definiendo en M el cardcter

xalexp(Y)) := ) (Y e m),
la representacién my € N asociada a O() es la representacién inducida
mx 1= Ind i (xa)-

En principio las érbitas coadjuntas pueden tener diferentes dimensiones. En el Capitulo 4 veremos
que para toda 7y € N que cumple una condicién extra (ser de cuadrado integrable) se tiene que la 6rbita
O()\) es maximal. Es decir, tiene la dimensién del espacio ortogonal al centro 3 de n. En principio 3 C n?,
pero en este caso resultard que B) es no-degenerada en n/3.
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Capitulo 2

Pares de Gelfand

La teoria de Gelfand en algebras de Banach conmutativas dio lugar al desarrollo del andlisis armoénico
en pares de Gelfand (G, K), donde G es un grupo topoldgico localmente compacto y Hausdorff y K
un subgrupo compacto de G. Si G' es un grupo topoldgico localmente compacto y Hausdorff, L'(G)
con el producto de convolucién es un dlgebra conmutativa si y sélo si G es conmutativo. Si G no es
abeliano, dlgebras de Banach conmutativas modeladas sobre subdlgebras de L!(G) aparecen naturalmente.
En efecto, dado un subgrupo compacto K de G, decimos que (G, K) es un par de Gelfand si resulta
conmutativa el algebra de convolucién de las funciones integrables bi- K-invariantes que denotamos

LYG) = {f € LYG)| f(kizks) = f(x) Vki, ks € K, Yz € G}.
Maés aln, en el caso en que G sea un grupo de Lie conexo son equivalentes las siguientes afirmaciones:
(i) El dlgebra L'(G)* es conmutativa.

(ii) El 4lgebra U(g)X de los operadores diferenciales invariantes a izquierda sobre G e invariantes a
derecha por K es conmutativa.

(#41) Para cada representacién unitaria irreducible de G, el espacio de vectores fijos por K es de dimensién
a lo sumo uno.

En el drea del anélisis arménico no conmutativo son relevantes los casos en que (G, K) es un par simétrico
o aquellos en que G es el producto semidirecto G = K x N, donde N es un grupo de Lie nilpotente y
K actia sobre N por automorfismos. En el primer caso, el anédlisis esférico, es decir, el estudio de las
funciones esféricas y su correspondiente transformada de Gelfand, fue desarrollado por S. Helgason (ver
[Hel]). La clasificacién de los pares (K x N, K) y el correspondiente andlisis esférico fue objeto de nu-
merosos trabajos en los ltimos anos como [ABR1, ABR2, BJR2, BJR3, La2, V, Yal. Si K ya no es més
compacto la nocién de par de Gelfand se generaliza requiriendo un andlogo de la condicién (¢ii) arriba
mencionada. M&s ain, en este caso, se ha probado que vale (i¢) (ver [Dij]). Estos casos fueron estudiados
por ejemplo en [CS1, CS2].

En este capitulo primero estudiaremos funciones de tipo positivo que nos permitirdan enunciar el
teorema de Bochner. Luego revisaremos la transformada de Fourier para después traer a la mesa la
transformada de Gelfand. Cuando abordemos pares de Gelfand, la transformada de Fourier esférica en
algebras de tipo L'(G)* serd un ejemplo de transformada de Gelfand. Una motivacién para estudiar
pares de Gelfand, e incluso la misma transformada de Fourier clasica, proviene del analisis de operadores
integrales invariantes por una determinada accién. Todos estos se pueden escribir mediante un producto
de convolucién contra un ntcleo. A su vez, las funciones que son los ntcleos de estos operadores son
constantes en las 6rbitas de la accién del subgrupo K. Conforman un espacio que serd enmarcado en
un &algebra de Banach y en el caso de ser conmutativa se podra aplicar la teoria de Gelfand sobre ella.
Dedicaremos toda una seccién a entender intuitivamente como es la caracterizacién mediante el producto
de convolucién de operadores lineales, continuos e iguales a su conjugado por una accién de un grupo.

Preliminares: Espacios L?(G), convolucién y aproximaciones de la identidad

Consideremos los espacios LP(G), con 1 < p < oo, con respecto a la medida de Haar a izquierda de G.
Dadas f y ¢ funciones definidas sobre G a valores complejos definimos el producto de convolucion entre

o1
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ellas en un punto z € G como
(F+9)e) = | Fwata) dy (21)

siempre que tenga sentido, es decir, siempre que la integral sea finita. Los siguientes resultados muestran
en qué casos es posible definir f * g y a qué espacio de funciones pertenece esta nueva funcién.

Proposicién 2.1. [Desigualdad de convolucion de Young]
(i) Si fe LYG) yge LP(G) (1 <p < o0), entonces f*g € LP(G). Mds ain, la aplicacién

LP(G) — LP(G)
g— fxg

es continua y || f+ gllp < [[fll1llgllp-

(i1) Si f € LP(G) y g € LP (G), entonces f x g es continua y acotada, mds ain || f * glleo < || fllpllglly-
Si ademds

e 1 <p< oo, entonces fxg € Co(G);

e sip=1yp = o0, entonces g* f es uniformemente continua a izquierda (es decir, dado € > 0,
IL(g* f) — g * flloo < € para todo x en un entorno de e) y f * g es uniformemente continua
a derecha.

+ = —1. Mds aun, la

(iii) Si f € LYG) yge LP(G) (1 <p<o0), entonces f+g € L"(G) donde L =
aplicacion

141
P q

LP(G) — L"(G)
g— fxg

es continua y || f * gllr < [fllqllgllp-

Una posible interpretacién de la convolucién entre dos funciones f y g es que esta define una nueva
funcién f g que en cada punto x vale el “promedio” de la funcién f ponderado por la funcién g centrada
o trasladada a dicho punto x. Esto intenta esquematizar la Figura 2.1.

(J=g)(=2) |[(f=g)(0) (S=g)(3)

Figura 2.1: Convoluciéon como promedios ponderados. En este esquema la funcién g es la funcién carac-
teristica del intervalo [0, 1]. La convolucién entre las funciones en color rojo f y ¢ en los puntos —2, 0
y 3 es igual al drea de la funcién f dada por las franjas marcadas en color verde. Se obtiene de haber
trasladado la funcién g a dichos puntos, haberla multiplicado por f y haber integrado.

Proposicién 2.2. El producto de convolucion en L'(G) es asociativo.
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Demostracion. Sean f,g,h € L'(G). Usando el teorema de Fubini y la invariancia de la medida de Haar
de G tenemos,

(f * g) % h(z) = /G (f * 9)()h(y~'z) dy

= [ [ r@atunt ) dz ay

:/G/Gf(z)g(fly)h(yflx) dy d-

://f(z)g(u)h(uflzflx) du dz
/ / F() (g B)(=~"2) d=

(g % ) (x).
O
Definicién 2.3. Un dlgebra de Banach es un espacio de Banach (A, || - ||) dotado de un producto
x: Ax A— A
tal que A resulta un édlgebra y
syl < llzllllyll  Vz,y € A. (2.2)

La condicién (2.2) implica la continuidad del producto, es decir, que las estructuras de dlgebra y de
espacio topoldgico son compatibles.

A partir de los resultados anteriores L!(G) resulta un dlgebra de Banach con el producto de convolu-
cién.

Por su parte, en LP(G) (1 < p < o0) tenemos los subespacios LP(G; K), LP(K;G) y LP(G)* de
funciones K-invariantes a derecha, K-invariantes a izquierda y bi-K-invariantes, respectivamente. Cada
uno de ellos es cerrado y los operadores

LP(G) — LP(G; K) LP(G) — LP(K;G) LP(Q) — LP(G)*

feo /K Flgk) dk fo /K f(kg) dk P [ Fhaghs) diy dis

KxK

son proyecciones de norma uno. Si p = 2, son proyecciones ortogonales. A su vez, a partir de Proposicion
2.1 es posible verificar que con respecto a la convolucién valen las siguientes inclusiones:

LYG)* LY G;K) c LNG; K) LYK;G)+LY(G)c LNK;G) LYK;G)*LYG;K)c LYG)".

Volvamos a la definicién (2.1). Dadas f,g € L*(G) la convolucién f x g puede también definirse por
dualidad a partir de observar la identidad

/Gf*g(x dw—// (y2) fy) dy g(z) dz

para toda funcién h € L*°(G). Esto motiva que podamos definir la convolucién entre dos medidas de
Borel finitas p y v sobre G como

/Gh( dp + v(z // (y2) duly) dv(z)  Vh e L®(G),

px () = /G /G xe(w2) du(y) dv(z)

para todo conjunto medible de Borel E (donde x g denota la funcién caracteristica de E). Se puede verificar
que p*v es una nueva medida de Borel finita. Es interesante notar lo siguiente. En general, dados dos espa-
cios de medida (X1, M;) y (X2, M3), una funcién medible f: X; — X5 y una medida p: My — [0, +00],

O como
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se define el push-forward de p por la medida f.(p): M — [0, +00] dada por (f.(p))(B) = p(f(B))
para todo B € M. Teniendo presente esta nocién podemos ver que pu * v es el push-forward de la medida
producto g X v con respecto a la funcién dada por la operacién de producto G x G — G, (x,y) — zy. Por
dltimo, si gy v son medidas de probabilidad, entonces la medida de probabilidad u * v tiene la siguiente
interpretacién probabilistica: es la funcién de distribucién de la variable aleatoria X + Y, siendo X e Y
variables aleatorias independientes con distribuciones p y v respectivamente.

Denotamos el operador de reflexion en funciones definidas en G a valores escalares en C como
() = flz=HA(z™1), (2.3)

donde A es la funcién modular asociada a la medida de Haar a izquierda en G. Recordemos también que
usualmente se denota por D al espacio C2°(G) y por D’ su dual. Si T es una distribucién en D’ y ¢ una
funcién en D, se define la convolucién entre Ty ¢ como la funcién

(pxT)(x) :=T(Ls(9")) vV € G. (2.4)
Por su parte, (2.3) es una involucion, es decir, satisface que para toda f,g € L}(G) y c€ C

» (f+g)=f"+g

= (cf)r =¢f,
= (fxg) =g xf"y
= ()=

LY(G) con dicha involucién se vuelve lo que se llama una *-dlgebra.

Aproximacién de la identidad

Lema 2.4. El dlgebra L'(G) tiene unidad si y sélo si G es discreto.

Demostracion. Si G es discreto podemos asumir que todos los puntos de G tienen masa igual a 1 con
respecto a la medida de Haar. Sea ¢ la funcién que vale 1 en la identidad e € G y 0 en el resto. Luego se
tiene que ¢ es la identidad de L!(G), es decir,

fro(@)=> fl)ly'z) = f().

yeG

Reciprocamente, si L!(G) tiene unidad, la llamemos §. Entonces debe existir una cota inferior para la
masa de los conjuntos abiertos no vacios. De no ser asi para 0 < € < 1 existe U entorno simétrico de
e € G de medida menor que ¢ y tal que también [, [§(y)| dy < €. Sea xy su funcién caracteristica. Luego,
para los puntos x € U

1=xU(33)=xU*5(w)=/GXU(y)5(y’1x) dy:/U5(y) dyS/UI5(y)I dy < e

lo cual es un absurdo. Absurdo que provino de suponer que no existia una cota inferior para la masa o
medida de los abiertos no vacios. Por lo tanto, existe a > 0 tal que la medida de los conjuntos abiertos
no vacios es mayor o igual que a. Elegimos un abierto U con clausura compacta. Entonces, si U contiene
al menos n puntos su medida es mayor o igual que na. Asi, todo abierto con clausura compacta debe ser
finito y en particular conjuntos de un sélo punto son abiertos. Luego, G es discreto. O

Como vimos si G no es discreto entonces el algebra L!(G) no tiene unidad. Sin embargo, siempre existe
una familia de funciones que forman una aprozimacion de la identidad. Explicitamente podemos dar una
aproximacién de la identidad como sigue. Sea {U, } nen una base de entornos simétricos y compactos del

elemento identidad e € G. Definimos )

Pn = 77 N XUn>
" 1(Uy)
donde p es la medida de Haar invariante a izquierda de G'y xv, es la funcién caracteristica asociada al

conjunto U,,. Entonces {¢;, } nen forma una aproximacién de la identidad del dlgebra de Banach (L'(G), *),
es decir, satisface que



%)

- existe C' > 0 tal que ||y |l1 < C (en este caso ||¢nll1 = 1) para todon € Ny
- para cualquier f € LY(G), f* ¢, — f en L}(G) (y también ¢, x f — f en LY(QG)).

Recordemos que si G = R el ejemplo tipico de una aproximacién de la identidad consiste de tomar una
funcién ¢ € D(R) cuya integral sea 1 y tal que su soporte esté contenido en el intervalo [—1,1] (una
funcién “campanita”) y definir ¢, (x) := nyp(nx) para todo n € N (ver Figura 2.2). Se tiene que:

- Dada f € CR), f*xpn — fen || |co-

- Dada f € LP(R), 1 <p<oo, fxp, — fen ||,
- Dada f €D, f+xp, — fenD.
-DadaT €D, Txp, — T enD.

- ¢n — d en D', donde § denota la delta de Dirac.

Es preciso notar que todas las funciones ¢,, poseen integral igual a uno y sus soportes se van achicando

en el sentido que sop(¢,) = [f%, %] para todo n € N. A partir de esto y de la 1ltima convergencia es que

se puede interpretar a la delta de Dirac como una “funcién generalizada” que cumple tres propiedades
= §(0) = o0,
m 5(x)=0 Vr#0y
v [p0(x) do = 1.

De manera un poco mas precisa, la delta de Dirac estd caracterizada a partir de la férmula integral

: / F(@)6(x — a)dz = f(a)", (2.5)
R

pero queda bien definida cuando se la ve como la medida de probabilidad discreta concentrada en 0 o
como la distribucién

5(f)=r0©) vfeD

y de esta manera (2.5) estd bien escrita como (f * d)(a) de acuerdo a la definicién (2.4).

Figura 2.2: Aproximacion de la identidad en R.

Lema 2.5. Sea u € L'(G) tal que
/ up=0 V¢ eD.
Q

Entonces u =0 p.p. en G.
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El lema anterior puede ser interpretado en el siguiente sentido. Integrar una funcién u contra toda
funcién de prueba (¢ € D) puede considerarse como calcular todos los posibles promedios ponderados de
u en subdominios de G. Desde esta interpretacion no es dificil convencerse de la veracidad del lema. Una
demostracién para caso cldsico G = R™ puede verse en [Br, Corolario 4.24].

Integral de Bochner

Definiremos a continuacién una nocién de integracién de funciones a valores en espacios de Banach
(o més generalmente, a un espacio topoldgico localmente convexo). Como referencia ver por ejemplo [Yo,
Secciones 4 y 5 del Capitulo V] o [Fo, Apéndice 3].

En lo que sigue fijaremos (X, M, 1) un espacio de medida y V' un espacio de Banach.

Definicién 2.6. Diremos que una funcién F': X — V es

s débilmente medible si para cada funcional lineal y continuo A € V', la funcién a valores escalares
z +— A(f(z)) es medible en el sentido usual;

= fuertemente medible si existe una sucesion {f,}n,en de funciones simples a valores en V tal que,
para casi todo z € X, lim,,, || fn. — f]| = 0, donde por “funcién simple a valores en V” se entiende
una funcién de la forma
Z XE; Vis
1

siendo la suma sobre ¢ finita, v; vectores en V' y E; conjuntos medibles en M.

Observacién 2.7. Si f es fuertemente medible, entonces es débilmente medible y la funcién || f(-)|| es
medible (en el sentido usual).

Teorema 2.8 (Teorema de Pettis). [Yo, p. 131] Una funcion f : X — V es fuertemente medible si y sdlo
si es débilmente medible y existe un conjunto E de medida nula tal que f(E€) es separable. En particular,
si V' es separable, las dos nociones de medibilidad son equivalentes.

Definicién 2.9. Para una funcién simple a valores en V, g = > | xpg, v; con p(E;) < 0o, ponemos

n

[ ota) duto) = 3 (B v (2.6)

=1

Una funcién f : X — V se dice Bochner-integrable si existe una sucesién de funciones simples integrables
(es decir, tales que (2.6) es finita) {f,}nen que converge a f para casi todo punto con respecto a la
medida p y tal que

n—oo

lim /X 1ful@) — F@)] du(z) = 0. (2.7)

Si f es Bochner-integrable, entonces es fuertemente medible. Adem4s, existe una sucesién de funciones
simples integrables {f,}nen que converge a f para casi todo punto, tal que vale (2.7) y

n—o0

lim ; fn(x) du(z) (2.8)

existe con respecto a la norma de V. Mdas aun, el valor de (2.8) es independiente de la eleccién de
la sucesién {f,}nen. Luego, para una funcién f : X — V Bochner-integrable se define su integral de
Bochner [ f(z) du(z) igual al valor dado por (2.8).

Teorema 2.10. [Yo, Teorema de Bochner p. 133] Una funcién f es Bochner-integrable si y sdlo si es
fuertemente medible y || f(-)|| es integrable.

Corolario 2.11. [Yo, Corolario 1, p. 183] Si f es Bochner-integrable, entonces

II/Xf(SC) du(z)| < /Xl\f(x)ll dp ().

Corolario 2.12. [Yo, Corolario 2, p. 184] Si f : X — V es Bochner-integrable y T es un operador lineal
y continuo de V' en otro espacio de Banach, entonces T o f es Bochner-integrable y

T( J @ du(m) - [ T duto)

(Esto vale en particular para T un funcional lineal y continuo de V.)
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2.1. Funciones de tipo positivo

En esta seccion consideraremos G un grupo topolégico localmente compacto y Hausdorff. Su elemento
identidad serd denotado por e. Por simplicidad supondremos G unimodular y Ns.
Recordemos que la convolucion de funciones esté definida por

fgle) = /G F)glyz) dy = /G Flay)a(y) dy

donde tenga sentido.
Definicién 2.13. Una funcién ¢ € L*°(G) se dice de tipo positivo si el operador de convolucién
K,: LY(G) — LY(G) N L>(G)
fr—fxe

es semidefinido positivo, esto es, para toda f € L(G)
K1) 1) = [ Ko@) do (2.9)
= / / FWely™"a)f(z) dy dz > 0.
¢Ja

Esta definicion estd presentada de manera ligeramente distinta a la usual que puede encontrarse en la
literatura. Es una adaptacién personal de las definiciones dadas en [Fo, Seccién 3.3] y [CEFRT, Capitulo
Iv].

Observacién 2.14. Como el espacio C.(G) es denso en L'(G), (2.9) se cumple para toda funcién
f € LY(G) si y sélo si se satisface para toda funcién f € C.(G).

Notar que por la Proposicién 2.1, f * ¢ € L>®(G) N L'(G) para toda f € L'(G). En particular el
operador K, estd bien definido y es continuo de L'(G) en L*°(G).

Proposicién 2.15. Sea ¢ € L>*(G) una funcidn no-trivial de tipo positivo y sea K, el operador de
convolucion con nicleo ¢ dado en la definicion anterior.

(1) K, define una forma sesquilineal, hermitica y semidefinida positiva

(. gp = /G Ko (f)(@)g(@) de, (2.10)

que satisface
(9ol < ll@llocll fllallglh  Vf,9 € LYG). (2.11)

(it) K, es un operador autoadjunto y ¢ = @*.
Demostracion.

(i) Por definicién
<f7g></7:<K80(f)7g> v‘ﬁgELl(G)

Por la desigualdad de Hélder, (K, (f),g) < [|[Ky(f)|loollgll1 para toda f,g € L'(G) y por la Propo-
sicién 2.1, | Ky, (f)|loo < l¢llocll fl1 para toda f € LY(G).

Como K, es un operador lineal y (-,-) es un producto interno en L?(G) (donde C.(G) es denso),
(-, ), satisface trivialmente

<Cf+gah>tp = C<fa h>¢ + <gvh>tp y <fa Cg+h>§0 :6<f7g>tp + <.f7 h>tp VC S Ca vfagah € CF(G)

Para ver la hermiticidad notemos que para todo par de funciones f, g € C.(G),

0< <f+gaf+9>w: <fvg>so+<fvf><p+<gag>go+<gaf>so (2~12)

y como (f, f)o, >0y (9,9), > 0 se tiene que

Im ((f, 9)¢ + (9, f)e) =0, (2.13)
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donde para z € C, Im (z) denota su parte imaginaria. De manera andloga, considerando i f en lugar
de f en (2.12) se tiene que

Re(<fag>tp_<g7f><,0) :07 (214)
donde para z € C, Re (z) denota su parte real. Por lo tanto, de (2.13) y (2.14), se tiene que

<f7g>¢:<g’f>s& Vf,gEC'C(G)

(i) El operador adjunto K7, de K, se define por (f, K7(g)) := (K,(f),g) para todo par de funciones
f,9€ L*(G) (oen C, (G)) Luego por el teorema de’ Fubini, K es un operador de convolucién cuyo
nicleo es ¢*. Ahora, usando la hermiticidad de ambas formas sesquilineales, de (-,-) y de (-, "),
tenemos que

Como (-, -) es una forma definida positiva en L?(G), es decir,

(f,9) >0 Vf,geL*(G) y (f.f)=0 siysdlosi f=0,

se tiene que K, = K7 y que ¢ = ¢™.

O
La siguientes proposiciones aportan nociones equivalentes.
Proposicién 2.16. Una funcidn ¢ € L*>°(G) es de tipo positivo si y sdlo si
/cp(:c)f**f(g:) dr >0 Vfe LY(G)
G
(0, equivalentemente, si y solo si [, f* x f(x)e(x™") > 0 para toda f € L'(G)).
Demostracion. La prueba se sigue de la siguiente aplicacion del teorema de Fubini,
| @ T@ de = [ [ o@F i) dy da
//fyx V() ) da dy
= /. fxo)fly) dy
A su vez,
£ f@pe ) do = [ | TG s)ele ) dy da
G cJa
— [ [ TEs0e@ = do
cJa
:/ / (2)f(zx)p(x) dx dz
cJa
— [ [ TEseta ) du dz
cJa
— [ 10T d:
G
O

Observacién 2.17.
= Si ¢ es de tipo positivo, entonces también lo es p.

= Por la proposicién anterior y el teorema de representacién de Riesz podemos decir que un funcional
lineal continuo p de L'(G) serd de tipo positivo si pu(f* * f) > 0 para toda f € LY(G).
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» Dada g € L?(G) se tiene que g * g* es de tipo positivo. Esto se debe a que, por un lado, sabemos
que g * g* es continua y acotada (por la Proposicién 2.1). Por otro lado, por el teorema de Fubini,
para toda f € C.(G)

(99", f) = // dydw—// g(z=Ty) f(z) dz dy = (g, f * g)
(g, 1"+ f) = // FlarDiw) dydw—// N7y dw dy = (f * g, f)-

Luego, como el producto de convolucién es asociativo tenemos que

(g "+ f) =g, (" f)xg) = (g, ["*(f*xg)=(fxg9,fxg9 >0  VfeC(G).

Proposicién 2.18. [Fo, Proposicion 8.35] Una funcion ¢ € C(G) es de tipo positivo si y sdlo si dados

Z1,...,Tn € G y escalares ci, ...,cn, € C (para n € Z>q arbitrario) se tiene que Z:LJ 1 clcjw(x :rz) > 0.

Observacion 2.19.

= Una funcién ¢ : G — C se dice definida positiva si

Z cﬁcjgo(xj_lmi) >0 Vri,...,2, € Gy Ve, ...,c, € C, (2.15)

7,j=1

donde n es un entero no negativo arbitrario. La proposicién anterior establece una equivalencia entre
las definiciones dadas cuando la funcién es continua. Veremos, usando la teoria de representaciones,
que toda funcién de tipo positivo coincide p.p. con una funcién continua y por lo tanto se podran
asumir continuas. Sin embargo, una funcién definida positiva puede no ser continua. Por ejemplo
si consideramos la funcién definida por p(e) := 1y ¢(x) = 0. Incluso puede no ser medible. Por
ejemplo, si pensamos en G = R, la ecuacién funcional de Cauchy ¢(x 4+ y) = ¢(x) + ¢(y) tiene no
numerables soluciones no acotadas (ver [Kh, Capitulo 11]).

= Si ¢ es definida positiva se tiene que para cualquier conjunto finito {x1,...,z,} C G, la matriz
(aij)ij=1, con a;j = ¢(m;1xi), es hermitiana y semidefinida positiva.

= Notar que toda funcién ¢ definida positiva es acotada. Mds ain, p(e) > 0y |¢o(z)] < p(e) para
todo x € G. En efecto, considerando n = 2, 1 = e y x5 = z (un elemento arbitrario z de G), la

matriz A= (géz s0<,(0x(€)1)>

es hermitiana (por lo tanto p(x~1) = ¢(z)) y semidefinida positiva. En particular, 0 < (A(1,0), (1,0)) =
p(e) y 0 < det(A) = p(e)” — |p(x)]*.

Ejemplo 2.20. Si G es un grupo abeliano, entonces todo caracter y : G — S! (homomorfismo continuo)
es de tipo positivo. En efecto, dada f € L}(G),

Ejemplo 2.21. Sea (7, H,) una representacién unitaria de G. Dado v € H,, la funcién ¢ dada por la
entrada matricial de 7w correspondiente a v, esto es,

o(z) = (v, m(z)v) vz € G
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es de tipo positivo. En efecto, dados n € Z>¢, {z1,....,2,} C Gy {c1...,¢n} C C,

n n
Z cﬁ-cj@(ajjlmi) = Z Cicj (ﬂ(m}lxi)v,m

ij=1 ij=1

=Y Gej(m(a;)v, w(xi)v)

4,5=1

= <Z cjm(x;)v, Z cim(x;)v)

n
= ||Z cpm(zg)v| > 0.

k=1

Ademsds, ¢ es continua por ser una entrada matricial de una representacién de un grupo topoldgico y es
acotada con |p(z)| < |lv|| para todo x € G.

Lema 2.22. Sea ¢ € L>(G) una funcidn de tipo positivo. La forma (-,-), es invariante por traslaciones
a izquierda, esto es,

(Lo f, Lag)o = (f,9)e  Vf.g € L'G).

Demostracion. Sean f,g € L*(G) y € G, usando la invarianza de la medida de Haar de G a izquierda
tenemos

(Lo f. Lag)y = /G [ 1oty )T dy a:

- / Fw)e(ay) a2)g(z) dy dz
GJG
= / FW)e(yt2)g(2) dy dz

GJG

= <f7g>80
O

Dada una funcién ¢ € L*°(G) (no idénticamente nula) de tipo positivo construiremos dos espacios
funcionales de Hilbert vinculados a ¢, invariantes por traslaciones a izquierda en G y cuyos productos
internos resultaran invariantes por traslaciones a izquierda en G. Es decir, daremos dos espacios de Hilbert
donde la traslacién a izquierda definird una representacién unitaria de G. Ambas representaciones de G
resultaran unitariamente equivalentes, es decir, seran dos realizaciones de la misma accion.

= Modelo I: Sea M(G) el espacio de las medidas en G de soporte finito, esto es, de las medidas de
la forma

N
pi=>_ a;b,, (2.16)
=1

para algin N € N y algunos escalares a; € C y elementos z; € G. Notar que si 1 es como en (2.16),
dada una funcién u : G — C, se tiene

N
w(u) == Z a;u(x;).
Sea

Vo={u=pxp| peMo(G)},

donde, si p es como en (2.16),

N
wko(x) = Zai@(xflx) vV € G.
i=1

Podemos observar que el espacio V,, estd compuesto por todas las funciones que son combinaciones
lineales finitas de traslaciones de ¢. En particular, ¢ € V.
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Para todo par de funciones u = p* ¢ y v = v * ¢ en V,, definimos
(u, U>V¢, =T(u* )
= [ weola) dota)
= @ *p) ()
N M
=33 aibjplx;y)),
i=1 j=1
. p M _ M = X M =
si pu estd dada como en (2.16), v := 377 b6y, V=3 " b;dy, y v* =37, b;6, 1. Dada u €V,
J
yx €G, Ly(u) € V,. Mas atin,
(Le(u), Lz (v))v, = (u,v)v, Yu,v € Vo,.

En particular,
() = (p,La(p))v, VzeEQG. (2.17)

Sea pr el espacio de Hilbert dado por la completacién de V,,. Luego, (L, 'H{(,) es una representacién
unitaria de G.

» Modelo II: Definimos
Np = {f e LYG) | (f,[)y =0}

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz para una forma semidefinida positiva y sesquilineal ([Fo,
Teorema A.3]), f € N, siy sélosi (f, g), = 0 para toda g € L*(G). Luego, la forma (-, -),, induce un
producto interno en el espacio cociente L'(G)/N,,, que continuaremos denotando por (-, -),. Dada

f € LY(G), denotaremos por f su proyeccién a L'(G)/N,. Sea ’H{OI el espacio de Hilbert dado por
la completacién de L'(G)/N,, con respecto a la norma ||f||¢, = (ﬁ f)w Por (2.11),

1flle < lellsollflln ¥F € LNG).

A partir del Lema 2.22 se ve que N, es invariante por L,. Luego, L, define una representacién
unitaria de G sobre ’H{DI determinada por

Lo(f) = La(f)  (f € LY(G)).

La correspondiente representacién de L'(G) en 'Hi, estd dada por

L(f)(§) = (f *9)-
De manera similar al modelo I, consideramos el espacio

We={u=fxp| feL(G)}
Si f* ¢y g*p son funciones en W,, (con f,g € L'(G)), definimos
(fxo,9x0)w, = (f.9)
= /G /G FWely  2)g(x) dy da.
Observar que hemos definido un producto interno entre f*p y g+ a partir de la forma sesquilineal

y hermitica (f, g), dada en (2.10). Esta es una buena definicién ya que si f y h son dos funciones
en L(G) tales que f x ¢ = h * ¢, entonces

(f.9) =(fx@,9) =(hxp,g) =(h,g9), VgeL'(G)

y, por la hermiticidad,

<97f><p = <f7 g><p = <ha 9>ap = <gah>ap Vg € Ll(G)'




62 CAPITULO 2. PARES DE GELFAND

A su vez, (-,-)w, es en efecto un producto interno en W, ya que (f * ¢, f * p)w, = 0 si y sélo si
(f*@,g*%©)w, =0 para toda g € C.(G) y por lo tanto si

[ Fro@a@ =0 vgec.G)
G
entonces f * ¢ = 0 para casi todo punto. En este punto es crucial observar que en particular la
aplicacion
LYG) — W,

frefre

es la funcién “cociente” del modelo IT
LYG) — LY(G) /N,
fr— 1,

es decir, f = f *x . Por lo tanto, el espacio W,, coincide con LI(G)/.MP y su completaciéon con
respecto a la norma dada a partir del producto interno (-, -)w, coincide con el espacio de Hilbert

11
HLL

Lema 2.23. Si A es un funcional lineal, continuo y de tipo positivo de L'(G), entonces existe p € L=(G)
continua y de tipo positivo tal que

M) = [ s@peta) da.
Mds ain, ||A|| = p(e).

Demostracion. La idea de la prueba estd tomada de [CEFRT, Teorema II.4, Capitulo IV].
Consideramos la forma sesquilineal semidefinida postiva dada por

B(f,g9) :=Ag**f) Vf.geL'(G).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz

|B(f,9)]> <B(f,f)Blg,9)  Vf,g€L'(q).

Mas an,
B(f, f) < |ANFIT.

Consideramos

N = {f e L'(G)| B(f.f) = 0}.

La forma B dota al espacio L' (G) /N de una estructura de espacio pre-Hilbert y su clausura, denotada por
‘H, resulta un espacio de Hilbert. Se puede ver que la traslacion a izquierda en G define una representaciéon
unitaria en H.

Si V' es un entorno compacto de la identidad e € G consideramos la funcién de tipo positivo xv * xj.
Sea ¢, = fG xv * Xy (z) dz. Consideramos hy := %XV * X1, ya que serd til que tenga norma igual a 1.
Luego, dada una base de entornos {V,,} de e, la familia {hy, } define una aproximacién de la identidad
de LY(G), esto es,

lim hy, f=f en|-|x  VfeL'(G)
De la desigualdad de Cauchy-Schawartz
[A(hy * £)I? < B(f, f)B(hv, hv).

Ademas,
B(hv,,hv,) < [Allllhv, [T = [[A]

y también por la continuidad de A,

A(hy, = f) = A(f)  ¥fe LY(G),
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de lo que se deduce

IAHIZ < IAIB(S, 1)

Denotamos por f — f la asignacién entre L' (G) y H. El teorema de representacién de Riesz en el espacio
de Hilbert H establece que existe un tnico £ € H tal que

Luego,

B(3,f) = B(f,9) = A(f* * g) = A(L(f*)g) = B(L(f*)3,8) = B(3,L(f)3)  Vf.g € L'(G)
y por lo tanto
L(f)E=f vfeL'(q), (2.18)

de lo que se desprende que ¢ es ciclico. En particular, de (2.18) sigue que L(g)& = £.
Definiendo
o(z):= B(,L,(8)) Vx e,

esta resulta una funcién continua, acotada, de tipo positivo y tal que
(f) = B(L(f)2,8)
~ [ f@pea) do
G
=(fxe)le) VfeL'(q)
Como |p(z)| < ¢(e) para todo x € G, se sigue que
A <e@lflh - VfeLY(a).

Por otro lado, tenemos que A(hy, ) — ©(e) cuando n — oo y por ende ||[A|| = p(e).
Por 1ltimo, notemos que una vez definida ¢, la forma B(-,-) es la forma (-, -), y el espacio de Hilbert
H es el espacio 7—[5,1 . O

A

Teorema 2.24. [Fo, Teorema 3.20] Una funcion ¢ € L™(G) es de tipo positivo si y sdlo si existe una
representacion unitaria (m,H,) de G y v € Hr tal que

e(x) = (v,m(z)v)  pp.€G.
Mds atn, dicho vector v € H, es ciclico.

Demostracion. La prueba de la vuelta del teorema es muy sencilla y ya la hemos visto en el ejemplo 2.21.

La ida del teorema se prueba usando alguna de las representaciones unitarias que ya hemos construido,
la. representacion (L, H.) o la representacion (L, HL'). Dada ¢ de tipo positivo podemos considerar la
representacién unitaria dada en el modelo I y resulta que

o(x) = (p, L (¢))v, - (2.19)

Maés atn, ¢ es un vector ciclico pues {Lp| x € G} genera todo V,, cuya clausura es pr.
Otro camino consiste en considerar la representacién dada en el modelo IT y el funcional lineal continuo

Ay LNG) —C
f%/ f@)p(z™) dmz/ f(x)p(z) de.
G G
En la prueba del Lema 2.23 vimos que este funcional lineal continuo define un nuevo funcional lineal

continuo en M/, y, por el teorema de representacién de Riesz, existe un tnico vector £ € HL' que es el
representante del funcional lineal continuo (A,,) que satisface
® \Hyv

p(x) = (& La(£))e
y que es ciclico. S6lo a modo de completitud repasemos el hecho de que € es ciclico en ’prl : Si existe
fe HL tal que <f., L&), = 0paratodoxz € G, entonces 0 = (L,-1(f)*p)(e) = (Ly—1(f*p))(e) = frp(z)
para todo x € G y por lo tanto f = 0. O
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Observaciéon 2.25. A partir de la prueba resaltamos que en el modelo I se ve que funcién ¢ pertenece a
’Hé y que es la entrada matricial diagonal del operador L,-1 con respecto a ella misma (en el sentido de
(2.19)). Por otro lado, si consideramos el funcional lineal continuo A,, definido en todo L'(G), vemos que
por su misma definicién, ¢ € L°(G) es un representante de este funcional lineal continuo en L*(G) (no es
el inico ya que L' (G) no es un espacio de Hilbert pero si vale una versién del teorema de representacién de
Riesz). Al ver este funcional lineal continuo en el espacio de Hilbert 'H{al , se tiene un dnico representante
ge ”Hg . Estos dos representantes (i y ) en estos dos espacios (L'(G) y Hg ) deberian estar relacionados
de alguna manera. En efecto, se ve que para toda f € L'(G)

y por lo tanto ¢ = € * ¢, es decir, ¢ = &.

Observacién 2.26. [Fo, Proposicién 3.23 y Corolario 3.24] Si (7, H,) es una representacién unitaria de
G con vector ciclico v € H,, entonces (m, H,) es unitariamente equivalente a (L,,H,) donde op(x) :=
(v, m(x)v). En efecto, ¢ es una funcién de tipo positivo por estar definida como dicha entrada matricial de
la representacién unitaria (m, H,). Como ¢ es una funcién de tipo positivo, la pueba del teorema anterior
muestra que @ es a su vez es la entrada matricial de (L, 7—[5,[ ) dada por un cierto vector ciclico € € ’Hg ,
esto es, p(x) = (¢, Ly€), (Y € G). En sintesis tenemos que

(v,m(x)v)p, = p(x) = (£, Ly€)y Vr € G.

En particular,

<7T(y)’U,7I’(Z‘)U>HW = <U’7r(y71x)v>7-lﬂ = W(yilx) = <év Lyflzé>tp = <Lyév LTé>Lp Vy,o: €q.

Si definimos A(w(z)v) := L., se sigue que A se extiende por linealidad a una isometria del espacio
generado por {m(z)v| x € G} al generado por {L.,¢| z € G} y luego se extiende por continuidad a una
transformacién unitaria entre H, y H,. Como

Ly(A(m(x)v)) = Lyze = A(m(y)m(x)v) Ve, y € G
y tanto v como & son vectores ciclicos en sus respectivos espacios, se tiene que
LyoA=Aon(y) (VWyeq)

y por lo tanto es un operador de entrelazamiento unitario entre ambas representaciones.

En particular, las representaciones (L, 7-{,{0) v (Lg, ’HSIDI ), dadas en los modelos I, II, son unitariamente
equivalentes. Por lo tanto, de ahora en més, nos referiremos a cualquiera de ellas por (L, H,) y se
entendera el modelo que se estd usando por el contexto.

Corolario 2.27. Toda funcién de tipo positivo coincide p.p. con una funcion continua.

A partir de este resultado podemos asumir que las funciones de tipo positivo son continuas. Sea
C(G) := el conjunto de todas las funciones continuas de tipo positivo de G.

La eleccién de la letra C(G) para nombrar este conjunto se debe a que este forma un cono convexo (es
decir, to + s¢ € C(G) para toda ¢,¢ € C(G) y todo par de escalares positivos t,s € Rsg). También
definimos los subconjuntos convexos y acotados de C(G)

Co(G) :=={peC(G): |pllc <1} ={peC(G): 0<p(e) <1}
Ci(G) == {p € C(G) : lglloc =1} ={p € C(G) = p(e) =1}
Por dltimo, damos parte a los conjuntos de puntos extremales £(Co(G)) y E(C1(G)) de Co(G) y C1(G)
(respectivamente). Recordemos que los puntos extremales de un conjunto convexo son aquellos que no

pertenecen a ninglin segmento abierto que une dos puntos del conjunto (dan la idea de contener a los
“vértices” del conjunto).
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Lema 2.28. [Fo, Lema 3.26] £(Co(G)) = E(C1(GQ)) U {0}, es decir, E(Co(G)) estd formado por las
funciones ¢ € Co(G) tales que o bien ¢ = 0 o bien p(e) = 1 y es tal que si se puede escribir como
p = tp1 + (1 — t)pa para funciones p1,p2 € Co(G) y algin 0 < t < 1, entonces tanto @1 como @g son
maultiplos de .

Demostracion. La funcién idénticamente cero es un punto extremal de Co(G) ya que si 0 = to1+(1—1)pa,
para p1, @2 € Co(G) y algin 0 < t < 1. En particular 0 = tp1(e) + (1 — t)¢pa(e), lo que implica i (e) =
0 = ¢2(e) y por lo tanto 1 = 0 = o (por la Observacién 2.19). Por otro lado, dada ¢ € Ci(G), si
© = tp1 + (1 — t)p2, para 1,92 € Co(G) y algin 0 < t < 1, entonces 1 = tp1(e) + (1 — t)pa(e), 1

que implica 1 = 1 = @a(e) y por lo tanto ¢1, @2 € C1(G). Luego si ¢ es un punto extremal de C;(G )
también lo es de Co(G). Finalmente, ninguna funcién no-trivial ¢ € Co(G) que no pertenezca a C1(G)
puede ser un punto extremal ya que esta en el interior del segmento que une 0 con ﬁap. O

Teorema 2.29 (Teorema de Krein—-Milman). [Rul, Teorema 3.23] Todo conjunto convexo y compacto en
un espacio vectorial topoldgico localmente convexo (o tal que su espacio dual separa puntos) es la clausura
de la cdpsula convexa de sus puntos extremales.

Teorema 2.30 (Teorema de Banach-Alaoglu). [Rul, Teorema 3.15] Sea X un espacio normado y sea X'
su espacio dual (que es también un espacio normado con la norma de operadores, esto es, dado A € X,
|A]| = sup{|A(z)| : ||z|| = 1}). La bola unitaria cerrada de X', By := {A € X' : ||A|| <1}, es compacta
con respecto a la topologia débil *. (Recordemos que una red -0 una sucesion- {Ao}to C X' converge
débilmente * a A si lo hace puntualmente, es decir, si {Ay(z)}a tiende a A(x) para todo x € X .)

En nuestro caso, sabemos que el espacio L>(G) se identifica con el dual topolégico (L'(G))" por el
teorema de representacién de Riesz, por lo tanto, la bola unidad

Bi(G) :={f € LZ(G) : |fllee <1}

es débil-compacta. Como Cy(G) es cerrado en B;(G) con respecto a la topologia débil, se tiene (por el
teorema de Krein-Milman) que Co(G) es la clausura, con respecto a la topologia débil, de la cdpsula
convexa de sus puntos extremales.

Teorema 2.31. [Fo, Teorema 3.25] Si ¢ € C1(G), entonces ¢ es extremal si y sdlo si la representacion
(Lz,Hy) es irreducible.

Por el Teorema 2.24 sabiamos que existe una correspondencia entre funciones de tipo positivo y repre-
sentaciones unitarias de G que tienen un vector ciclico. Este nuevo teorema establece una correspondencia
biunivoca entre el conjunto de funciones de tipo positivo, extremales, de norma 1 (el conjunto C;(G)) y
el conjunto de clases de equivalencia de representaciones unitarias irreducibles de G (denotado (A;)

Corolario 2.32. Si G es abeliano, entonces sus caracteres son precisamente las funciones de tipo positivo

en £(C1(G)).

Demostracion. En el ejemplo 2.20 vimos que todo cardcter x : G — S! es una funcién de tipo positivo
de G. Consideremos ahora el funcional lineal y continuo

Ay LYG) — C

fH/f

En este caso, el espacio N, coincide con el nicleo de A, ya que vimos en el ejemplo 2.20 que (f, f)y =
| f( x) dz|?. Como N1(A,) tiene codimensién 1, la dimensién de H, es 1. Por lo tanto, (L, H,)
es 1rredu01ble

Por otro lado, dada ¢ € £(Ci(G)), por el Teorema 2.31 (L, H,) es una representacién unitaria
irreducible de G. Como G es abeliano, la dimensién de H,, es 1y por lo tanto (L, H,) es unitariamente
equivalente a un cardcter de G. Por el Teorema 2.24, sabemos que ¢(x) es la entrada matricial de L,
dada por un vector unitario (o un nimero complejo de médulo 1, en este caso) ya que ¢(e) = 1. Por lo
tanto ¢ coincide con el caracter conjugado asociado a L. O

Proposicién 2.33. [Fo, Proposicion 3.33] El espacio generado por C.(G) N C(G) incluye a todas las
funciones de la forma fxg con f,g € C.(G). Ademds, es denso en C.(G) con la norma uniforme (|| -||co)
y denso en LP(G), para 1 < p < oo, con la la norma || - ||p.
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Teorema 2.34 (Teorema de Bochner). Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y abeliano. Una
funcion ¢ € C(G) es de tipo postitivo si y sdlo si existe una unica medida de Borel, reqular, finita y
positiva fu, definida en G tal que

o) = /av(w) dpio():

Su demostracién puede encontrarse por ejemplo en [Fo, Seccién 4.2].

2.2. Analisis clasico de Fourier y transformada de Gelfand

Dado un conjunto I y un cuerpo F = R o C, se define el espacio £2(I) como el conjunto de todas las
funciones 2 : I — F tales que z(i) = 0 para todo i salvo un conjunto numerable y >, |z(i)[* < oco.
Para z,y € (*(I) se define el producto interno (z,y) := >, x(i)y(i) y resulta un espacio de Hilbert. Si
I = N, usualmente se denota ¢?(I) simplemente por £2. Estos espacios no son simples ejemplos de espacios
de Hilbert sino que caracterizan a todos los espacios de Hilbert. Asi como todo F-espacio vectorial de
dimensién finita n es isomorfo a F", todo espacio de Hilbert H es isomorfo a un espacio ¢*(I). En
particular, todo espacio de Hilbert separable es isomorfo a ¢ (cf. [Co, Teorema 5.4, su prueba y Corolario
5.5]). La prueba de este resultado es andloga a la prueba para espacios vectoriales de dimensién finita.
Consiste en tomar una base ortonormal {e;};c; de H (donde I es un conjunto de indices) y definir el
operador de analisis

H — 02(I)
h— ((h,e;))

S

el cual resultard un isomorfismo isométrico. Un isomorfismo isométrico T entre espacios de Hilbert es
una transformacién lineal continua que preserva las normas, es decir, ||Tv|| = ||v|| para todo vector v, y
que es sobreyectiva.
. ’ . . . . 1
Quizés el primer ejemplo donde uno ve de manera concreta este resultado es el siguiente. Sea S* la
circunferencia unitaria (o el toro unidimensional)

St:={zeC: |z|=1}={e": 0 eR}.

Consideremos H = L?(S'), es decir,

L*(S') = {f : R — C periédicas, de perfodo 27, tales que / |£(0))* db < oo}

cuyo producto interno se define como

)= [ 16)e@ do.

o -
La tipica base ortonormal de L2(S!) estd dada por {e'"?},cz v el operador de anlisis
L3(SY) — ¢2
f— emA>)neZ

es la transformada de Fourier F, es decir,
s

F(f)(n) = (f, ™) = % i (0)e™ ™0 dd  Vn e Z.

El teorema de Plancherel establece que F es un isomorfismo isométrico entre L?(S!) y £2. Su inversa est4
dada por el operador de sintesis

¢ — L*SY

(cn)nez — Y ene™, (2.20)
ne”Z
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donde la serie del lado derecho converge con respecto a la norma || - ||2. De esta manera toda funcién
periédica de cuadrado integrable coincide con su serie de Fourier

f=> F()n)em’ (2.21)

neEZ

donde la igualdad es con respecto a la norma || - [|2.

Para cada n € Z, F(e'™) = e,, donde e, denota la sucesién en ¢? cuyos valores estan dados por
en(m) = 6,.m. Es claro que {e, }nez es base ortonormal de 2. Para cada n € Z, sea V,, el subespacio
unidimensional de L2(S!) generado por ¢’ y sea W, el subespacio unidimensional de ¢? generado por
en. Es claro que podemos escribir al espacio de sucesiones de cuadrado integrable como

2 — EDW"’ (2.22)

neEZ

donde se entiende que cada elemento z € £? se puede expresar de manera tinica en la forma

x = Z x(n)en,

nez

donde z(n) es la componente de z en la direccién e,, y la igualdad es en el sentido de ¢2, siendo la serie
de la derecha de cuadrado sumable, es decir,

Z z(n)en 35 = Z lz(n)|? < oco.

ne”Z neZ

Anslogamente, a partir de (2.21) podemos escribir al espacio L%(S') como

L) =va (2.23)

neZ

(entendiendo que cada funcién de L%(S') se puede expresar como en (2.21) en el sentido de la norma

I lz)-

A su vez, la transformada de Fourier F estd bien definida para funciones en L'(S!). Su imagen en
principio cae en £ (sucesiones acotadas) y, mds atn, se puede ver que es un subconjunto propio de las
sucesiones que tienen a cero. Aunque L'(S') no sea un espacio de Hilbert, tiene estructura de espacio de
Banach y, més aun, de algebra de Banach con el producto de convolucion

1 ™
Fro®)i= o [ Ial0-tdt  (f.geLiEh)
De hecho, es un algebra conmutativa sin unidad y la transformada de Fourier satisface
F(f*g)(n)=F(f)(n)F(g)n)  VneZ, geL'(Sh), (2.24)

donde en el lado derecho tenemos un producto puntual.
Es de destacar que las proyecciones a los subespacios de la descomposicién (2.23) estén dadas, para
cada n € Z, por
LA(SY) — V,

f—{f, em'>em' = F(f)(n) e = fxe™. (2.25)

Por su parte, el espacio de las sucesiones absolutamente sumables ¢! estd contenido en ¢? y es un
dlgebra de Banach con la norma 1 dada por ||z, := 3", o5 [#(n)| (Vo € £) y el producto de convolucién

xxy(n) = Z x(m)y(n —m).
meZ
El vector eg es la unidad para dicho producto. El operador de traslacién en £? estd dado por
Zx 02 — 02

(n,2) > Lp(x) == (x(m —n)),,cz -
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La base {e,, }nez de £2 se obtiene a partir de trasladar eg, ya que e, = L, (eg), y por lo tanto W,, = L,,(Wp).
La descomposicién (2.22) equivale a escribir a la identidad de la convolucién en la forma

(1) *xeg = Z( -, €n)en.
nez
Esto se entiende en el sentido que dada cualquier z € £2 se puede escribir como
x = Z z(n)e, = Z z(n)L,(eg) = x * eg.
nez nez

En el caso del espacio L'(S!), este no tiene identidad para la convolucién. La delta de Dirac en el
espacio de distribuciones es la identidad para la convolucién. Podemos decir que la descomposicién (2.23)
permite expresar a la delta de Dirac como

cc(,) *x ) = Z() * ein-n (226)
nez
en el sentido que toda funcién f € C°°(S!) C L*(S') se puede escribir como
fro=f=) fxe™ (2.27)
nez

utilizando (2.25) en el igual de la derecha. A pesar de esto, si denotamos a las sumas parciales por

Dy = 2527 n €, también llamadas niicleos de Dirichlet (ver Figura 2.3), se tiene que para toda
f e L?SY), f+xDy tiende a f en || |2 cuando N — oo (por (2.21) y (2.25)). La familia {Dy} es casi una
aproximacién de la identidad en L!(S'). No cumplen que sus normas || - ||; estén uniformemente acotadas.

Considerando los niicleos de Fejér Fyy := 20F-tDN (ver Figura 2.4) se obtiene una aproximacién de la

N+1
identidad.

M M
n%f&% {/\\X—W 0\\I\//_\§ ?éf%izn

Figura 2.3: Nicleos de Dirichlet. En verde Dy, en violeta D;, en amarillo Dy, en celeste Dy, en rojo Dg
y en marrén Dig.

E—- 7/ S—

-m 0 ™

Figura 2.4: Nucleos de Fejér: F,, para 0 < n < 10. Cada Fj, es una funcién no negativa de integral igual
a 2m.
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El operador de traslacién en L'(S') o L?(S') estd4 dado de la manera natural L,f = f(- — x) para
cada x € S!. Los espacios V,, son invariantes por traslaciones, es decir, L,(V,,) C V,, para todo = € S*.
Por lo tanto, la descomposicién (2.23) también se puede leer como haber diagonalizado simultdneamente
a todos los operadores de traslacién L, (para todo z € S'). Dicho de otra manera, hemos descompuesto
en subespacios invariantes y de dimensién uno (por lo tanto irreducibles) a la accién de traslacién en
L2(SY).

Si reemplazamos el dominio S! por el toro m-dimensional T™ todo el andlisis es andlogo tomando
ahora como base ortonormal de L?(T™) la base del producto cartesiano {e?2=i=1 niei}(nl,..,,nm)ezm-

Dejemos la compacidad de S! y pasemos a R. La transformada de Fourier est4 definida sobre el dlgebra
de convolucién L'(R) por

F(f)) = /R flx)e ™8 dg Ve eR (2.28)

donde € € R y la expresién anterior tiene sentido ya que asi definida F(f) es una funcién continua, més
aun, tiende a cero en el infinito. Si cambiamos R por R™ la expresién para la transformada de Fourier es
similar
FHE) = | fle)e & dz Ve R, (2.29)
]R’n

donde (-, ) denota el producto interno canénico en R™ y todos los resultados que repasemos para el caso
de la recta R serdn anslogos para el dominio R”. La transformada de Fourier se puede extender a L?(R)
usando la densidad de L'(R) N L%(R) en L?(R), pero se pierde la férmula (2.28) para funciones arbitrarias
f € L3(R).

Por otro lado, L?(R) es un espacio de Hilbert separable. Una base ortonormal estd dada a partir de
las funciones de Hermite (ver Figura 2.5)

1

V2rnly/T
n 12 dn —X

donde por H,, denotamos al polinomio de Hermite de orden n, H,(z) := (—1)"e T € ’ y por w deno-
x

tamos el peso w(x) := e=2"/2 (los polinomios de Hermite son base ortonormal del espacio L?(R, w(z)dx)

w(z)Hy,

donde la medida de Lebesgue dx ests modificada por el peso w(z) := e=2/2).

Figura 2.5: Funciones de Hermite: n = 0 en negro, n = 1 en rojo, n = 2 en azul, n = 3 en amarillo y
n = 4 en verde.

Otra base ortonormal de L?(R) estd dada simplemente por considerar {Xgnm-irl] ey, mez, es decir,
tomando en cada intervalo [n,n + 1] la base ortonormal “de Fourier” de L*([n,n + 1]).

Distintas bases producen distintas descomposiciones del espacio. Se puede ver que las funciones de
Hermite son autofunciones de la transformada de Fourier, por lo tanto, descomponen a L?(R) en autoes-
pacios de la transformada de Fourier. La base de Gabor {X{n,nt1] €™ }nmez descompone a L?(R) como
@BnezL?([n,n + 1]), donde a su vez cada L?([n,n + 1]) se descompone de manera similar a (2.23). Otro
ejemplo méds moderno encontramos al estudiar wavelets donde se busca una descomposicién que tenga
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en cuenta localizacién de las funciones en tiempo y frecuencia. Para mas detalles sobre esta materia
invitamos a leer por ejemplo [HW, Kai].

Estamos interesadas en una descomposicién del espacio L?(R) similar a (2.23) en el sentido que
los subespacios involucrados sean invariantes e irreducibles con respecto a la accién de traslacion. De
esta manera podremos no sélo “diagonalizar” simultdneamente los operadores de traslacién {L;},er,
sino también todos los operadores lineales y continuos que conmutan con estos. Es esta, como dijimos
en la introduccién, la motivacién central de los problemas involucrados en esta tesis. Es aqui donde
aparece en escena la transformada de Fourier. La transformada de Fourier, la accién de traslacion y la
convolucién estan intimamente vinculadas. Evidencias de esto se muestran por ejemplo con Figura 2.1,
con la propiedad (2.24) y con la expresién para la proyeccién (2.25). Por su parte, la préxima seccién nos
ayudard a clarificar las relaciones entre la accién de traslacion y la convolucion.

La férmula de inversion para la transformada de Fourier y el teorema de Plancherel establecen res-
pectivamente que

flz) = /R}"(f)(f)e%ifr d¢  p.p. para toda f € L*(R) tal que F(f) € L*(R) y (2.30)

I fll2 = IF(F)ll2s

donde la tultima expresion es salvo una constante de normalizacién. Se concluye que F es un isomorfismo
isométrico de L?(R) en sf mismo. Vemos que hemos podido descomponer funciones f ya no en forma
de serie, sino en forma de integral. Esto es debido a que S' es compacta y R no lo es. Observemos que
aquf las funciones e2™" que acompaiian a los coeficientes de Fourier F(f)(¢) no son funciones de L'(R)
ni L?(R). Son funciones acotadas y por lo tanto via el teorema de representaciéon de Riesz las podemos
asociar a funcionales lineales y continuos de L!(R) dados justamente por

f&fémm%@m:fm@

2milx

La “proyeccién” de L'(R) al subespacio de L>(R) generado por e estd dada por

F s F(F)() 7€ = f x e2mi¢

(ver su analogfa con (2.25)). Cada uno de los espacios de dimensién uno, generados por e2™%" | es invariante
por traslaciones y, bajo hipétesis adecuadas, toda funcién f estd completamente determinada por sus
coordenadas en los espacios generados por €2™", es decir, por {F(f)(&)}eer (ver (2.30)). Formalmente
decimos que hemos podido descomponer la “funcién identidad” ¢ (que no es funcién ni es la identidad
de L'(R) pues no tiene) como
“§ = / 627ri£-77
R

caf*(szf:/f*e2rri£-w
R

donde hay que tener cuidado en qué sentido leemos las igualdades. Para dejar de lado la frase “bajo
hipdtesis adecuadas” es que se trabaja sobre el “espacio natural” para la transformada de Fourier, pre-
cisamente en el espacio de Schwartz S (y su dual).

en el sentido que

Tanto L'(S!) como L'(R) son ejemplos de dlgebras de Banach conmutativas.

Teorema 2.35. [Dij, p.26 y 47] Dado G un grupo topoldgico, el dlgebra de convolucién L*(G) es con-
mutativa si y solo si G es abeliano.

Pasemos a resumir la teoria general de Gelfand para algebras de Banach conmutativas con y sin
unidad.

Definicién 2.36. Dada A un dlgebra de Banach conmutativa se define su espectro 3 como el conjunto
de homomorfismos de A en C no idénticamente nulos. Dotamos a ¥ de la topologia de la convergencia
puntual. Si x € A, se define su transformada de Gelfand T (o Fg(x)) como la funcién

z:X—C

z(p) = p(x).
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Para cada = € A, Z resulta una funcién continua. El espacio de funciones continuas C'(X) es un élgebra
de Banach con el producto puntual y con la norma || - ||oc-

Teorema 2.37. [Fo, Teorema 1.12] Si A es un dlgebra de Banach conmutativa con unidad, entonces la
aplicacion
O Nd(tp)

es una correspondencia biunivoca entre ¥ y el conjunto de ideales mazimales de A.
Teorema 2.38. [Fo, Teorema 1.18 y 1.80] Sea A un dlgebra de Banach conmutativa.
= Si A tiene unidad, entonces la transformada de Gelfand es un homomorfismo de A en C(X).

= Si A no tiene unidad, entonces la transformada de Gelfand es un homomorfismo de A en Cy(X),
donde Co(X) es el espacio de funciones continuas que se hacen cero en el punto dado por la com-
pactificacion de Alexandroff.

Ademds, para cada x € A,
@[l = 1m [z ("™,
n—oo

donde x™ := x % ... x T, n veces.

n”l/n

Observacién 2.39. El limite lim,, . ||z coincide con el radio espectral de x (cf. [Fo, Teorema

1.8]).

Observacién 2.40. En el caso en que el algebra de Banach A tenga ain més estructura, sea una C*-
algebra (ver [Fo, Capitulo 1]), el teorema de Gelfand-Naimark ([Fo, Teorema 1.20 y 1.31]) establece que
la transformada de Gelfand es un isomorfismo isométrico entre A en C(X) (o Cy(X) en el caso de no
tener unidad).

En general, si G es abeliano, usando el Corolario 1.26, el espectro de L!(G) se puede identificar con
@G, asociando a cada m € G el funcional lineal continuo

w(f) = /G r(@)f(z) dz  Vf e LY(G)

(cf. [Fo, Teorema 4.2]). Ademds coinciden la topologia compacto-abierta con la topologia de la conver-
gencia puntual. Es por ello que, para los grupos topoldgicos abelianos, G se llama el grupo dual de G.

Proposicién 2.41. [Fo, Proposicion 4.3] Sea G un grupo topoldgico abeliano.
= Si G es compacto, entonces G es discreto.
= 51 G es discreto, entonces G es compacto.

Los espacios L!(S!) y L*(R) con sus respectivos productos de convolucién y norma | - ||; son ejem-
plos de dlgebras de Banach conmutativas sin unidad donde la transformada de Fourier coincide con la
transformada de Gelfand

F(f) =1
luego de identificar sus espectros con Z y R, respectivamente (cf. [Fo, Teorema 4.5]). De aqui en adelante
usaremos indistintamente la notacién F(f) y f para la transformada de Fourier cldsica de una funcién

f. Por su parte ¢! también es un dlgebra de Banach conmutativa y esta si tiene unidad. Su espectro se
identifica con S! ([Fo, Teorema 4.5]) y la transformada de Gelfand de z € ¢! estd dada por

z(e?) = Z z(n)em?
neZ
que es justamente el operador (2.2) que habfamos llamado “de sintesis”.

Observacién 2.42. Teorema de Bochner en G = R: Si g € L'(R) N C(R) es tal que g(z) > 0 para todo
z € R, entonces su transformada de Fourier § es una funcién de tipo positivo. Si f € L}(R) N C(R),

entonces su transformada de Fourier satisface f > 0. Mas aun, toda funcién de tipo positivo en R es la
transformada de Fourier de una medida de Borel positiva finita. (Revisar Teorema 2.34.)
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Teorema 2.43 (Principio de dualidad de Pontrjagin). [Fo, Teorema 4.31] Sea G un grupo topoldgico
abeliano. Cada x € G define un cardcter ¢(x) del grupo G por

(p(@)(€) =¢@)  VEed

y esta correspondencia define un homeomorfismo entre G y G.

Teorema 2.44 (Férmula de inversién para grupos abelianos). [Fo, Teorema 4.32] Sea G un grupo
topoldgico abeliano. Si f € LY(G) y f € LY(G), entonces

f(z) = /és(x)ﬂo i pop.

donde d¢ es la medida de Haar de G. Si ademds f es continua la igualdad vale para todo x € G.

Teorema 2.45. [Fo, Corolario 4.26] Si G es un grupo topoldgico abeliano y compacto cuya medida de

Haar es una medida de probabilidad (es decir G es de medida 1), entonces G es una base ortonormal de
L?(G).

Dejando de lado el caso de los grupos topoldgicos abelianos, para los grupos topolégicos G compactos,
el Teorema de Peter-Weyl (ver [Fo, Seccién 5.2]) da cuenta justamente de una descomposicién en suma
directa del L?(G) a partir de descomponer la accién regular a izquierda o a derecha del grupo G sobre sf
mismo.

Por el lado de la teoria de representaciones, una de las motivaciones de esta tesis tiene que ver con
estudiar la descomposicién del espacio de funciones de cuadrado integrable sobre una variedad homogénea
G /K. Esta descomposicién deberd ser en espacios que sean invariantes por la accién de G. En particular,
estaremos interesadas en grupos de la forma G = K X N con N un grupo de Lie nilpotente (o abeliano
como R") y K un subgrupo compacto de automorfismos de N (por ejemplo SO(n) en el caso en que
N = R™). Para estos casos la descomposicién de funciones sobre G/K =~ N sera en subespacios invariantes
por traslaciones dadas por N e invariantes por la accién de K. La teorfa cldsica se aboca a espacios de
funciones a valores escalares y en esta tesis abordaremos espacios de funciones a valores vectoriales (o
matriciales).

2.3. El teorema del nicleo de Schwartz y la convolucién

Para fijar ideas conceptuales comenzaremos con el caso clasico, es decir, trabajaremos en espacios
euclideos.
Dadas v € D(R™) y v € D(R™), el producto tensorial

(u @ v)(z,y) = u(r)v(y)
define una funcién en D(R™T™).

Notacién. Dadas una distribucién ® € D' y una funcién v € D denotaremos la evaluacion de ® en u
por

D(u) = (P, u).
FEsta notacion cobra mucho sentido en los espacios donde vale el teorema de representacion de Riesz.

Lema 2.46. Si ® € D'(R"™™) es tal que (P, u®v) = 0 para toda u € D(R™) y toda v € D(R™), entonces
® =0.

Demostracion. Sean {¢n} y {¢n} aproximaciones de la identidad en R™ y R™ respectivamente. Se puede
ver que {n, := ¢, ® ¥, } es una aproximacién de la identidad en R™*™. Por hipdtesis se tiene

D 1e(2,y) = (P, Liay) (1)) = (P, L (pn) @ Ly (¢n)) = 0.

Luego, ® = 0. O
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Si consideramos una distribucién ® € D’(R"*™) y construimos un operador “integral” T’ con niicleo
®, definido sobre D(R™) a valores en D'(R™)

(Tu,v) := (P, u@v) VYu € D(R"™) y Yv € D(R™), (2.31)
resulta bien definido, lineal y continuo. Veremos a continuacién el enunciado inverso.

Teorema 2.47 (Teorema del nicleo de Schwartz). Si T : D(R™) — D'(R™) es un operador lineal y
continuo, entonces existe una tnica distribucion ® € D'(R"™) tal que

(Tu,v) = (P, u @ v) Yu € D(R") y Vv € D(R™).

Demostracion. La unicidad resulta del Lema 2.46. El esquema para construir el nicleo ® del operador T'
consiste de tomar aproximaciones de la identidad {¢,} v {1} en R™ y R™, respectivamente, definir las
funciones

Py (2, y) == (T(Ly(pn)); Lz (tbn)),

probar que definen distribuciones y que convergen en D'(R**™). Se define ® como el limite, en el sentido
de las distribuciones, de {®,}. Usando resultados de continuidad se puede ver que dadas v € D(R™) y
v € D(R™)

(P, u®v) = lim v(x) Py (x, y)uly) dy dz

n—00 [pntm

= lim (T(Ly(n)), L (¥n)) u(y)v(z) dy dx

n—00 Jpntm

n—0o0

= lm (T(ux*p,),v* 1)

n—0o0

= (T'u,v).

i (0 ([ aLyon dn) [ o@)La(wn) de)

O

Observacion 2.48. Una versién del teorema del niicleo de Schwartz para variedades diferenciables, en
lugar de R™ y R™, se puede encontrar en [Die, Teorema 23.9.2].

Para visualizar mejor el teorema imaginemos que ® € D'(R"*™) es funcién ® : R™*" — C, por
ejemplo en D(R™T"), o0 una “matriz indexada en (z,y) € R™ x R™”, tal que vista como distribucién
queda

O(h) = /]R X O(z,y)h(y,z) dy dx Vh € D(R™™).
En este caso el operador T asociado a ®, como en (2.31), estd determinado por
(T'u, v) :/]R N O(z, y)u(y)v(z) dy dz
= / | </ | O(x,y)u(y) dy) v(z) dx Yu € D(R™) y Yo € D(R™).

Por lo tanto, para cada u € D(R™), Tu define una distribucién funcién en D’(R™), precisamente dada
por la funcién [, @(-,y)u(y) dy. Podemos entonces escribir directamente a T’ como

(Tu)(x) = / O(x,y)uly) dy Vo € R™. (2.32)

(A lo largo de esta tesis nos referiremos a los operadores de la forma (2.32) como operadores integrales).
El operador T' puede pensarse como el resultado de aplicar la “matriz” ® al “vector” w. Para cerrar
esta idea pasemos a dimensién finita. ;Cémo se podria interpretar el teorema del nicleo de Schwartz en
el caso en que T sea un operador entre espacios vectoriales de dimension finita, cudl seria el nicleo ®
asociado a T'? Reemplacemos D(R™) por R" y D'(R™) por el dual de R™. Consideremos un operador
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lineal T': R™ — R™. Elegimos sistemas de coordenadas dados por las bases ortonormales {e;}7_; en R"
y {fi}7, en R™ con su respectiva base dual {f*}™, para poder escribir a los vectores u de R™ como

u(1)

u(n)
y los funcionales lineales de R™ como vectores fila
[v(@) - wv(m) ].

Sabemos que T' estd completamente determinada por su efecto en los vectores e;. Cada uno de los n
vectores T'e; se expresa de manera tnica como combinacién lineal de los {f;}

Te; = (i, j) s
=1

Los escalares ®(1,7),..., ®(m, j) son las coordenadas de T'e; en la base ordenada {f;}. Por lo tanto,
(i, j) = £ (T(e;))-
Tal expresién también se puede poner en la forma
(I)(Za ]) = <Tej7 f1>

a partir del teorema de representacién de Riesz. Por consiguiente, la transformacién 7" esta completamente
determinada por los escalares ®(i, j). La matriz m x n

®(1,1) -+ @(1,n)
e=|
®(m,1) --- P(m,n)

es la llamada matriz de 7' con respecto al par de bases {e;}_; y {fi}/Z;. Reciprocamente, la matriz ®

determina completamente a 7. (Confrontar cualquier libro de dlgebra lineal, por ejemplo [HK, Seccién
3.4]). Entonces, en este contexto (2.32) viene a ser la expresién

n

(Tu)(i) = @, )ulj)  Vie{l,..,m}

y (2.31) toma la forma
®(1,1) -+ P(1,n) u(1)
(Tu,v) = [w(1) oo wo(m) ] : : :
o(m,1) -+ D(m,n) u(n)
Es decir, en coordenadas, Tu es
o(1,1) -+ D(1,n) u(1)
o(m,1) -+ D(m,n) u(n)

Podemos concluir que el teorema del nticleo de Schwartz es una extensién al caso de transformaciones
lineales y continuas en espacios vectoriales topoldgicos de dimensién infinita del resultado clésico de
algebra lineal de representacién de transformaciones lineales por matrices. Denotando por

8y = Ly (0) = “6(- — )"
la traslacién de la delta de Dirac, es decir,
02(f) = f(z)  VxeD,
(0o (f) = 6(f) = £(0)),

en dimension infinita los conjuntos de funcionales lineales continuos dados por las medidas puntuales
{0y }yern ¥ {0z }zerm “juegan el rol” de las bases ortonormales (o sistemas de coordenadas) {e;}7_; ¥y
{fi}™, o, mas bien, el de sus bases duales. Esto se formaliza tomando aproximaciones de la identidad
que son justamente las que intervienen en el esquema de demostracién presentado anteriormente.
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Observacién 2.49. Por ltimo nos gustaria hacer notar que, para 1 < p, ¢ < oo, como D es un subespacio
denso de todos los espacios LP y L9, que a su vez estdn incluidos en D’ (viendo las funciones como
funcionales lineales), pensar en un operador de D en D’ abarca a los operadores de LP en L. De hecho,
es el contexto de las distribuciones el que permite pensar a las transformaciones lineales y continuas de
manera “matricial”.

Pasemos a estudiar el caso de operadores que presentan una cierta “simetria”. En general, una simetria
es “una propiedad de un sistema fisico que se mantiene invariante bajo ciertas transformaciones”. En
nuestro caso lo que estudiaremos son operadores T : D — D’ invariantes por traslaciones, es decir, tales
que satisfacen

L,oT=TolL, o equivalentemente T=(L,) 'oTolL, (2.33)

para todo x en R™ en primera instancia (luego generalizaremos a dominios mds generales). Recordemos
las definiciones (1.2) y (1.3). Si G es un grupo actuando en un conjunto X, se puede definir que G actia
en las funciones u con dominio X por

(g-u)(z) :=u(g™t-z) Vee X,ge G
y también que G actia en los operadores T aplicados a funciones u con dominio en X por
(g-T)(u) :=T(g7" -u) =T(x+— u(g-z)) Vg € G.

Veamos de manera intuitiva como esta caracterizado un operador lineal, continuo e invariante por
traslaciones en R. Para ello conviene pensar que nuestro operador 7' es una méaquina a la cual entran
senales y de la cual salen senales. Esta maquina es en principio una “caja negra”, no sabemos de qué
manera fue construida, cémo ensamblaron cada uno de sus engranajes. Es decir, no sabemos la férmula
explicita del operador. Pero lo que si sabemos son sus propiedades:

= lineal,

= continuo,

= invariante ante traslaciones.
Observemos la Figura 2.6. Supongamos que entra a esta maquina un impulso inicial (“la medida §p”) y
sale una determina senal. Si trasladamos un poco el impulso de entrada y lo enviamos por la maquina

observaremos la senal que habfa salido anteriormente pero también trasladada (mirar lo punteado en la
figura).

OPERADOR
INVARIANTE

Figura 2.6: Operador invariante por traslaciones.

Enviemos de golpe, al mismo tiempo, una cantidad finita de impulsos soportados en distintos puntos,
digamos d¢, 0z, 0z, 0z,, como muestra la Figura 2.7. Sabiendo la imagen de cada impulso por separado y
usando la linealidad del operador, conocemos el resultado de esta operacién. Permitiéndonos pensar que
una funcién u en R se descompone como una “suma infinita” de u(x)d, = u(z)d(- — x) variando x € R,
usando ahora también que el operador es continuo y que sabemos el resultado que daba el impulso inicial
“T'(60) = F” podemos intuir que T'(u) = u * F. El siguiente teorema formaliza esta intuicién.
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w(0)F(z) + u(x)F(x — x1) + u(z2)F(2z — 22) + u(xs)

u(0) ®

u(x) T

OPERADOR F
LINEAL
CONTINUO
u(xs)e INVARIANTE

0 X%

Figura 2.7: Operador invariante por traslaciones T'(u) = u x F'.

Teorema 2.50. [Rul, Teorema 6.33] Si T : D(R™) — D(R™) es un operador lineal, continuo e invariante
por traslaciones, entonces existe una unica distribucion F € D'(R™) tal que

T(u)=uxF Yu € D(R").
En este caso el nucleo ® del operador T es de la forma
®(z,y) = Fz—y).

Si visualizamos esto de manera discreta tenemos una matriz cuadrada, digamos n X n, de la forma

F(0) F(1) -+ F(n-1) F(n)
o — ) ) ) .
F(n—1) F(n) F(n—3) F(n-2)
F(n) F(0) F(n—2) F(n-1)

que por lo tanto esta completamente determinada por uno de sus vectores fila o columna.

Observacién 2.51. Dado T : LP(R™) — L9(R"™) lineal, continuo y tal que conmuta con traslaciones, se
prueba que existe una tnica distribucién temperada ® € S’'(R™) tal que Tu = u x F' para toda funcién
en el espacio de Schwartz u € S(R™). Esto vale para 1 < p,q < oo pero donde debemos convenir que
si p = oo hay que reemplazar L™ por Cy. (En el caso en que ¢ < p, T = 0). Reciprocamente, dada
F e 8'(R") y T operador de S(R™) en §'(R™) definido por Tu = u* F, para el cual existe una constante
¢ > 0 tal que ||®x*ully < ¢||F||, Yu € S(R™), se puede ver que T se extiende de modo dnico a un operador
lineal y continuo de LP(R™) en L?(R™) que conmuta con traslaciones.

Caracterizar los operadores de convolucién T : LP(R™) — L4(R™), Tr(u) = u* F, es un problema
relevante y muy estudiado en analisis, del cual s6lo se conocen repuestas parciales. Se sabe que los
operadores de convolucién Tr : L?(R") — L?(R") estén caracterizados por cumplir que F € L (R™).
Por su parte, un operador 7 lineal y acotado de L'(R"™) en L!(R™) conmuta con traslaciones si y sélo si
existe una medida de Borel finita p tal que T'(u) = u * p para toda funcién u de clase Schwartz.

Observacién 2.52. Para esta observacién usaremos el espacio de Schwartz (y su dual) por ser el espacio
“natural” para la transformada de Fourier F. Si T : § — S’ es de la forma T(u) = ux Fy F € S,
entonces

M:=FoToF !

es un operador de multiplicacion con multiplicador F(F) en el sentido que

Esto se debe a la propiedad de la transformada de Fourier de ser un homomorfismo respecto de los
productos de convolucién y puntual entre funciones.
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Notemos que si queremos generalizar el Teorema 2.50 a otros dominios que no sean R, necesitamos,
para que tenga sentido, una nocién de “traslaciéon”. Se podra generalizar a grupos de Lie, por ejemplo,
va que el hecho que sean variedades con una operacién entre sus puntos permite tener una nocién tan-
to de traslacion como de convolucién. Mas generalmente, siempre que tengamos una accién de un grupo
en un espacio podremos esperar poder definir una convolucién. Esto es lo que abordaremos a continuacién.

Para finalizar, entonces, pasemos a una versién en espacios homogéneos. Sea M un espacio homogéneo
de un grupo topoldgico localmente compacto G. Sea K = G, el estabilizador por la accién de G de un
elemento arbitrario g € M. Sabemos que M es homeomorfa al espacio cociente G/K. Sea y una medida
de Borel positiva, regular sobre M y G-invariante dada por la Proposicién 1.16.

Sea T un operador integral sobre M dado por

Tu(zx) := /M O(x,y)uly) dy Vu € Co(M) (2.35)

con @ continua sobre M x M. Decimos que T es G-invariante si T(g-u) = g-(Tu) Vg € G y Yu € C.(M).
Es facil ver que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= T es G-invariante.
s O(g-z,g9-y) =P(x,y) paratodo g e Gy x, y € M.

» Existe una funcién ¢ continua sobre M y K-invariante (es decir, p(k-z) = ¢(z) Vk € K y Vo € M)
tal que ®(x,g-79) = ¢(g*-x). De hecho ® y ¢ se relacionan mediante la identidad ®(x, zg) = ¢(x)
Ve € M.

» Existe una funcién F' continua sobre G y bi-K-invariante (es decir, F'(kigks) = F'(g) Vk1, ke € K
y Vg € G) tal que ®(g - zo, h-x9) = F(h~'g) Vh, g € G. De hecho, F(g) = ¢(g - z0) Vg € G.

Luego, si llamamos 6(g) := g -z la proyeccién candnica de G en G/K y 6* a la aplicacién que a cada
f € C.(G/K) asocia una funcién sobre G dada por 6*(f) = f o 6 como en (1.9), entonces todo operador
T integral como en (2.35) que sea G-invariante resulta de convolucién en el sentido que

0" (Tu) = (0" (u)) * F Vu € C.(M). (2.36)

En lo anterior, mediante #* hemos podido “levantar” funciones definidas sobre la variedad M a fun-
ciones definidas sobre el grupo G donde tenemos un producto y por lo tanto tiene sentido la convolucién.
El hecho que el nicleo F' del operador T (o del operador “levantado” a G) sea bi-K-invariante puede
recordarse y visualizarse con el siguiente ejemplo. Hay que tener presente que el hecho de ser invariante a
derecha por K permite identificarlo con una funcién en el cociente G/K ~ M. La invarianza a izquierda
por K hace que ademds sea una funcién constante en las 6rbitas del espacio M dadas por la accién del
subgrupo K.

Ejemplo 2.53. Consideremos M = R? como espacio homogéneo con respecto a G = M (2) = SO(2) x R?
(como en el ejemplo 1.14 para n = 2). Sabemos que K = SO(2) se identifica con el estabilizador de
un punto en el plano por la accién de rotacién y traslacion. Precisamente consideremos K = Gy el
estabilizador del origen de coordenadas de R2.

Notar que por tener un producto semidirecto

(k,z) = (I,z)(k,0) Vo € R? Vk € SO(2). (2.37)

Asi, las funciones u sobre R? pueden pensarse como funciones u sobre G que son invariantes a derecha
por K y viceversa:

u(k,z) =u((l,z)(k,0)) = u(l,z) = u(x) Vo € R?, Vk € SO(2).

En este caso M = R? es un grupo ademés de una variedad y no precisaremos de la aplicacién 0*. Sea T
un operador integral definido como en (2.35)

Tuw)i= [ Beauls) dy Vue Cr?)
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para ® : R? x R? — C continua. Hemos visto recientemente en el Teorema 2.50 que si T conmuta con
traslaciones entonces
P(z,y) = F(z —y)

para una funcién regular F' : R? — C (o para una funcién definida sobre G, invariante a derecha por K). La
accién del grupo G = SO(2) x R? sobre M = R? es tanto por traslaciones como por rotaciones. Entonces,
si ademaés de ser T invariante por traslaciones, es invariantes por rotaciones, nos preguntamos ;Tendra el
nicleo F' alguna particularidad? Por lo que vimos anteriormente, ya anticipamos que la respuesta es jSi!
El nicleo F siempre serd una funcién constante en las érbitas de R? por la accién del estabilizador del
0, que es isomorfo a SO(2). Es decir, serd una funcién invariante por rotaciones o dicho de otro modo,
radial.

Para convencernos de esto veamos primero a nivel “algebraico” qué significa que una funcién sobre
G sea bi-K-invariante en este ejemplo. Vimos que de (2.37) las funciones sobre G, invariantes a derecha
por K, pueden pensarse como funciones de (I, z). Usando la expresién del producto semidirecto tenemos

(k,0)(I,x) = (k,k-x) V€ R?* Vk € SO(2). (2.38)

Luego, si ademds una funcién es invariante a izquierda por K, usando nuevamente (2.37) y ahora también
(2.38) tenemos que las funciones sobre G, bi- K-invariantes son funciones en (I, z) (es decir en R?) tales
que

F(I,z)=F((k,0)1,2)) = F((k,k-x)) = F(I,k - z) para todo k € K.
Por lo tanto, se identifican con funciones sobre R?, invariantes por la accién de K.

Ahora nos convenzamos a nivel “intuitivo”. Volvamos a la Figura 2.6. De alli podemos afirmar que
el nicleo F es la salida por medio de operador T' de la “funcién impulso” §. Como vemos en la Figura
2.8, esta es invariante ante rotaciones. Entonces, si la rotamos de cualquier forma, su salida por T sera
siempre la misma debido a que T conmuta con rotaciones. Luego, F' es también una funcion radial.

Figura 2.8: La “funcién impulso” en R? es invariante por rotaciones.

Una de las motivaciones de esta tesis es estudiar una generalizacién de la transformada de Fourier para
poder expresar como en (2.34) a operadores que son de convolucién. Nos interesardn operadores como en
(2.36), es decir, operadores invariantes por la accién de un grupo G y que estén aplicados sobre espacios
de funciones de una variedad homogénea. En el proximo capitulo estudiaremos espacios que conforman
los niicleos F' de convolucién de estos operadores (es decir, funciones F sobre G que son bi- K-invariantes).
Esto corresponde a la teoria clasica del andlisis esférico ya que todas las funciones involucradas son a
valores escalares. Posteriormente, los problemas que estudia esta tesis tienen que ver con operadores de
convolucién aplicados sobre espacios de funciones a valores vectoriales sobre una variedad homogénea.

2.4. Pares de Gelfand, funciones esféricas y transformada de
Fourier esférica

Pares de Gelfand

Sea G un grupo topoldgico localmente compacto y Hausdorff con medida de Haar a izquierda dx y
sea K un subgrupo compacto de G.
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Definicién 2.54. Decimos que (G, K) es un par de Gelfand si el dlgebra de convolucién L'(G)* es
conmutativa.

Ejemplo 2.55. G un grupo abeliano y K = {e}. (Ver Teorema 2.35.)
Proposicién 2.56. [Dij, Proposicion 6.1.2] Si (G, K) es un par de Gelfand, entonces G es unimodular.

En la Seccién 2.1 hemos supuesto por simplicidad G unimodular pues teniamos en mente esta propo-
sicion,

Criterio 2.57. [Dij, Proposicion 6.1.3] Si existe un automorfismo involutivo © de G que satisface
r ' e KO(r)K Vx <G,
entonces (G, K) es un par de Gelfand.

Ejemplo 2.58. Sea g un algebra de Lie semisimple y B su forma de Killing. Una involucién © de g
es un automorfismo del algebra de Lie de g tal que © o © es la funcién identidad. Una involucion se
dice de Cartan si Bo(X,Y) := —B(X,0(Y)) es una forma bilineal definida positiva. Por ejemplo, la
transformacién identidad es trivialmente una involucién y es la tnica involucién de Cartan de un élgebra
de Lie semisimple g si y sélo si la forma de Killing de g es definida negativa si y sélo si g es el algebra
de Lie de un grupo de Lie compacto semisimple. Dado G un grupo de Lie semisimple, siempre existe
una involucién de Cartan © en su algebra de Lie g y es unica salvo conjugacién por automorfismos
interiores (cf. [Kn, Corolarios 6.18 y 6.19]). Sean £ y p los autoespacios asociados a los autovalores 1y
—1, respectivamente, del operador ©. Entonces escribimos g = £+ p y esta se llama la descomposicion de
Cartan de g. Sea K el grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie £. Supongamos que el centro
de G es finito. Por [Kn, Teorema 6.31] tenemos que

= existe en G un automorfismo de grupos de Lie cuya diferencial es ©, que por abuso de notacién
también llamaremos © y tal que © o © es la aplicacién identidad;

= el subgrupo de G fijado por © es K y este es el subgrupo compacto maximal de G;
= la aplicacion

Kxp—G
(k, X) — exp(X)k

es un difeomorfismo global, por lo que podemos poner G = PK, donde P = exp(p) (“descomposicién
polar”).

Se obtiene la descomposicién G = K AK, donde A = exp(a) para cualquier subdlgebra abeliana maximal
a contenida en p. El par (G, K) se llama par simétrico y a partir de lo anterior y del Criterio 2.57 se ve
que es un par de Gelfand.

Teorema 2.59. [BJRI1, Teorema A] Sea N un grupo de Lie nilpotente, conexo, simplemente conexo y
K un subgrupo compacto y conezxo de automorfismos de N. Si (K x N, K) es un par Gelfand entonces
N es (alo sumo) dos pasos nilpotente.

Este resultado se deduce de [BJR1, Teorema 1.12] que establece que (K x N, K) es de Gelfand si y
s6lo si el producto (como conjuntos) de K-6rbitas en N es conmutativo, es decir, si y sélo si para todo
z,y €N

(K- z)(K-y) = (K-y)(K ),

donde K -z :={k-xz | k € K} y el producto de conjuntos es como en (1.6). Esto es reminiscente del
Teorema 2.35.

La teoria de representaciones nos aportard un nuevo criterio. Antes de enunciarlo veamos algunas
nociones y resultados preliminares.

Sea (m,H,) una representacién unitaria de G. Asociada a 7 tenemos una representacién del dlgebra
L'(G) definida por

(o, w)a, = /G F@)r(@)v, whn.dg  Yo,w e Ha, f € LN(G). (2.39)
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Es una representaciéon ya que
m(f xg) = =(f)m(g)-

Esta representaciéon de L!(G) es “no-degenerada” en el sentido que si v € H, es tal que w(f)v = 0 para
toda f € L'(G), entonces v = 0. Més atin, es irreducible si y sélo si (m, H,) lo es.

Decimos que un vector v € H, es fijado por K si 7(k)v = v para todo k € K. Indicamos por H,(K)
al subespacio cerrado de H, constituido por tales vectores.

Observaciéon 2.60. El operador
PEK .= / m(k) dk (2.40)
K
es el proyector ortogonal de H, en H,(K). Ademds, una funcién f € L*(G) es
(1) K-invariante a derecha si y sélo si, para cada representacion m € G, 7(f) = w(f) o PX;
(it) K-invariante a izquierda si y sélo si, para cada representacién 7 € @, 7(f) = PK o (f);
(iii) bi-K-invariante si y sélo si, para cada representacién m € G, 7(f) = PX o 7(f) o PX.

En general, dada f € L'(G), sea
ffz) = / fkixky) dky dky  (Vz € G), (2.41)
KxK

entonces PX o w(f) o PX = n(f¥).

Lema 2.61. [Dij, Lema 6.2.1] Sea (x,H,) € G. Para f € L(G)*, sea T, (f) la restriccion de w(f) a
Hr(K). Entonces, o bien H(K) = {0} o bien m,. define una representacion irreducible de L*(G)*.

Las funciones de tipo positivo se utilizardan para probar los siguientes dos teoremas.

Teorema 2.62 (Teorema de Gelfand-Raikov). [Fo, Teorema 3.34] Si G es un grupo topoldgico localmente
compacto, toda representacion unitaria irreducible de G separa puntos en G. Esto es, dados xg e yo puntos
distintos en G, existe una representacion unitaria irreducible © de G tal que m(z) # 7(y).

Demostracion. Procederemos por absurdo. Sea 2y = x L40. Supongamos que no podemos separar zo de
e, es decir, 7(z9) = w(e) para toda (m,H,) € G. Por lo tanto, para cada g € G se tiene que

7(gz0) = 7(g) vred. (2.42)
Asociada a cada (7, H,) € G definimos una funcién

@w(g) = <57ra77(g)57r>7~l7r (Vg € G)’ (243)

donde £, es un vector arbitrario de H, ya que como 7 es irreducible, todos sus vectores son ciclicos.
Cada una de estas funciones de tipo positivo, satisface pr = R, ¢ (por (2.42)) y v € E(Co(G)) (por
el Teorema 2.31). Por el teorema de Krein—Milman (2.29) toda funcién ¢ € Co(G) es R, -invariante.
Consideramos V un entorno de e simétrico, es decir, V. = V=1 y tal que zg ¢ V? (esto siempre lo
podemos conseguir ya que la topologia de G es Hausdorff). Sea xy la funcién caracteristica de V' y sea

P i= XV * Xy = XV *XV-

Por la Observacién 2.17 sabemos que dicha funcién ¢ es de tipo positivo. Ademds, p(e) =1y ¢(z9) = 0.
Pero a su vez p(e) = ¢(z9) y por lo tanto hemos llegado a una contradiccién. O

Teorema 2.63. Sea f € LY(G). Si 7(f) = 0 para toda 7 € G, entonces f =0.

Demostracion. La prueba de este resultado es similar a la prueba del teorema anterior.
Sea f € L(G) tal que 7(f) = 0 para toda (7, H,) € G. Entonces, para todo = € G,

m(Laf)=0 VreQ (2.44)
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pues

Para cada 7 € G consideramos la funcién como en (2.43): wr(g) == (e, 7(9)ex)n, para algin e, € H,.
Por (2.44), para cada z € G

fpm(a) = /G Lof@)en(y™) dy

=n(Lyf)=0.
Anélogamente a lo argumentado en la prueba anterior, por el teorema de Krein-Milman, para toda
p € Co(G) se cumple f *p = 0.
Sea V un entorno de e tal que V = V! y sea xy su funcién caracteristica. Sea {h,, } una aproximacién
de la identidad en G, con h,, € L*(G)NL*(G) (Vn € N). Luego, {h, *h%} es también una aproximacién de

la identidad en G donde cada h,,xh} es de tipo positivo. Entonces tenemos por un lado que f*(h,xh’) =0
para todo n € N y por otro lado que f * (h, x h%) tiende a f en L!(G). Por lo tanto f = 0en L'(G). O

Criterio 2.64. [Dij, Proposicion 6.3.1] El par (G, K) es de Gelfand si y sdlo si para toda (7w, H,) € G
se tiene que dim(H,(K)) < 1.

Funciones esféricas

Sea (G, K) un par de Gelfand. Buscaremos determinar los caracteres del dlgebra conmutativa L' (G)*.
Comenzaremos por la caracterizaciéon de su espacio dual.

Lema 2.65. Todos los funcionales lineales y continuos de L'(G)* son de la forma

f) = /G F(2)6(@) da

con ¢ € L>®(G)*. Ademds, ||A]| = ||¢]|oo-

Demostracion. Sea A un funcional lineal continuo de L'(G)#. Por el teorema de Hahn-Banach se extiende
a L1(G) y este, a partir del teorema de representaciéon de Riesz, es de la forma

N= [ fe@ds  vreL'G)
G
para alguna v € L*(G) y ||A]| = ||¢¥||so- Consideramos
o(x) ::/ Y(kizks) dky dky € L®(G)H.
KxK

Si f e LY(G)E,

/Gf(x)@ dg:/Gf(z)/KXKm dky dky dz
z/KXK/Gf(kflxk;l)w(x) dx dky dks

- / f(@) (@) da
G
— A(f)

Ademsds, |[A(f)] < Ifll11¢]lo- Por otra parte, de la definicién de ¢ tenemos que [|@||co < [|2]|o0, pPor lo
cual ]| = /6o O
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Definicién 2.66. Una funcién ¢ € L>(G)* se dice esférica si el funcional lineal
- / F@@ N de  Vfe LNG) (2.45)
G

es un cardcter no-trivial del dlgebra de convolucién L!(G)*, es decir,

Xo(f*9) =xo(f) xol9)  Vf,g€ LY G

En la literatura a veces no se requiere la hipétesis ¢ € L sino que ¢ sea una funcién continua. Si
bien veremos que pedir ¢ € C(G) es més general que la condicién ¢ € L*°(G), optamos por requerir
acotacién de las funciones esféricas. Fundamentamos esto a partir de recordar una de las motivaciones
originales de esta tesis: Lo que relamente estamos buscando son funcionales lineales de subdlgebras de
funciones integrables que permitan diagonalizar simultdneamente a ciertos operadores y por el teorema
de representacién de Riesz el espacio dual de L'(G) se identifica con L>(G).

A la siguiente caracterizacién de las funciones esféricas la llamamos “propiedad exponencial” por ser

la relacién funcional que generaliza la propiedad de las funciones exponenciales, ¢*(*¥:€) = ¢i#:8) i(v:€)
que son los caracteres de L'(R™).

Proposicién 2.67. [Dij, Proposicion 6.1.5] Una funcion ¢ € L>=(G)* es esférica si y solo si coincide
p.p. con una funcion continua tal que

/K o(rky) dk = d(x)d(y). (2.46)

donde dk denota la medida de Haar de K normalizada. En particular, ¢(e) = 1.

Demostracion. Sea ¢ una funcién continua, acotada, bi-K-invariante y que satisface (2.46). Sean f,g €

Ll(G)ﬁ,
x)o(x ! dx (25 ! dy = xT (ZS xT 1 ! dk dx d

/ch/ J )o(xy) dk dx dy
/chf(w)g(w Yoyt do dy

/f*g y~ 1) dy.

Por lo tanto el funcional lineal x4 definido por (2.45) es multiplicativo.
Reciprocamente, sea ¢ € L>(G)# tal que el funcional lineal X¢ es multiplicativo. Para cada f € LY(G)
consideramos f# € L'(G)* como en (2.41). Sean f,g € L*(G),

Fhogh) = /G @) b do
- / / / Feayka)g Ky~ k) d(a) dky diy dE, di dy da
GxGJKxK JKxK

- / / FW)g@)d(e ky™) dk dy de.
GxG JK

Esta expresién debe ser igual a

Yo (7 xo(d?) = /G P ) dy / F@)o(a?) da

G
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Como f y g son funciones arbitrarias en L!(G), se tiene que ¢ satisface (2.46).
Por tltimo, dadas f € L'(G) y g € L' (G)* tenemos por un lado

olftvg) = /G ) /K FWg(@)o(a ky™Y) di dy de
- / / Fg(ke)p(aty™Y) dk dy de
GxG JK
- / fWg(@)d(zy™) dy de
GxG

y por otro lado

Yo(F) xolg) = / FW)e@)dly o) dy de.

GxG

Nuevamente, como f € L*(G) es arbitraria,

Yolg)bla) = ( [ st dx) o) = [ g@)ote™y ) do = (gx0)(y™)  para casi todo y € G,

Como g * ¢ es una funcién continua, eligiendo g tal que x4(g) # 0, se deduce que ¢ es una funcién
continua en casi todo punto. O

Corolario 2.68. [Dij, Proposicion 6.1.6] Una funcién ¢ € L=(G)* es esférica si y solo si
(1) ple)=1.
(ii) para toda f € L*(G)* existe un nimero complejo x(f) tal que f* ¢ = x(f)o.

Demostracion. De la prueba de la proposicién anterior sabemos que si ¢ es esférica entonces satisface ()
y (ii) con x(f) = xs(f) (Vf € LY(G)¥). Reciprocamente, si ¢ satisface (i) y (i), la aplicacién

fr= [ F@o™) dy = x(h
resulta un cardcter no-trivial de L*(G)¥. En efecto, dadas f,g € L'(G)f,

X(F9) = x(F % 9)b(e) = (F  9) % Ble) = / F@)aay)o) dr dy

GxG

— [ r@)gsl e do dy
GxG
— / f(gc)g* d)(x*l) dx
G
= (/G f@)p(z™) dw) x(9) = x(Hx(9)¢(e) = x(f)x(g)-

Observacién 2.69. Si ¢ : G — S! es un homomorfismo continuo, entonces ¢(K) es un subgrupo
compacto de St, por lo tanto ¢(K) = {1} y ademéds ¢ es una funcién esférica.

Transformada de Fourier esférica

Teorema 2.70. El espectro de Gelfand ¥ del dlgebra L*(G)* es el espacio de funciones esféricas con la
topologia compacto-abierta, es decir, donde una base de entornos de ¢pg € X estd dada por los conjuntos

Ugo(6,C) :={p €X: |¢p(x) — do(z)| <€, Yx e}

variando € > 0 y subconjuntos compactos C en G.
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Demostracion. Por definicién, la topologia de Gelfand es la restriccién a X de la topologia débil del dual
del 4lgebra, que hemos identificado con L>(G)* por el Lema 2.65. Sea

Vo (€, f1, s fn) = {qﬁ ex: ‘/ijqb—/ijd)o <eVj= 1,...,n}, donde € > 0y fi,..., fn € L (G)*

un entorno de ¢ con la topologia de Gelfand. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que || f;]|1 =1
para cada j = 1,...,n. Sea C C G compacto tal que ch fijl < €/3 para cada j = 1,...,n. Si ¢ €

Uso (€/3,C),
’/Gfm/Gfmo

< [ it =enl+ [ 1£11o -l

<2/Cclfj|+§/g|fj\

< €.

Por lo tanto, Uy, (¢/3,C) C Vi, (€, f1, .., fn)-

Veamos ahora que cada entorno de ¢y de la topologia compacto-abierta contiene un entorno de la
topologia débil.

Observemos primero que para toda f € LY(G)t y ¢ € X,

o(z) /G Fw)oly) dy = /G /K F(w)d(eky) dy

- /G /K F (k) o(y) dy
- /G F(y)é(ey) dy

_ / Lo(F)(0)6(y) dy.
G

A partir de esto, mostremos que la aplicacion
Gx¥—C
(z,9) — o(x) (2.47)

es continua considerando en ¥ la topologia de Gelfand: Fijemos f € L'(G)* tal que fG féo =1, entonces

o) — do(zo) = /G F(w)boly) dy — /G Luo (1) )0 (y) dy
= #(x) / () (o) — 6(y)) dy
G
+ /G (Lo (F) (W) — Ly ())(w)) 6u) dy
+ /G Luo ()W) (6y) — do(w)) dy

y por lo tanto

[9(x) = go(2)] < ‘/G f) (9o(y) — o(y)) dy‘ + 1 La(f) = Lo ()l + ‘/C;on(f)(y) (¢(y) = ¢o(y)) dy|,

desde donde se puede deducir la continuidad de (2.47).

Ahora si tomemos un entorno Uy, (e,C) de ¢o en la topologia compacto-abierta. Para cada y € C
existen un entorno V(y) de ¢¢ en la topologia de Gelfand y un entorno B(y) de y en G tales que
lo(x) — do(y)| < €/2 Vo € V(y) y Vo € B(y). Elegidos y1,...,yn, € C tales que {B(y;)}1<j<n sea un
cubrimiento de C', ponemos V' = U?_,V(y;) y se obtiene, para ¢ € V' y x € B(y;)

6(2) = do(@)| < [d(x) = dolys)| + [do(ys) = do(2)| <,
y asi V C Uy, (e, C). O
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Definicién 2.71. Sea (G, K) un par de Gelfand. Se llama transformada de Fourier esférica a la trans-
formada de Gelfand relativa al algebra L'(G)* con el producto de convolucién. Sera denotada por F
y explicitamente, si f € L'(G)!, su transformada de Fourier esférica la funcién definida sobre ¥ en la
siguiente forma:

FO@) = [ f@oe) e (e,
Propiedades 2.72. La transformada de Fourier esférica satisface las siguientes propiedades:
(i) es lineal, es decir F(af + bg) = aF(f) +bF(9) Vf,g€ LY G)* yVa,be C;
(i4) F(f) € Co(S) 3 |F(H)lloe < |f]lx para toda f € LG
(iii) F(f*g)=F(f) Flg) Vf, g€ LY G), es decir, F: L}(G) — Co(X) y es continua;
(iv) f*¢=F(f)¢ para toda f € L*(G)* y para toda ¢ € ¥;

(v) si ¢ €8, entonces ¢* € ¥ y vale la identidad F(f*)(¢) = F(f)(¢*) para toda f € L*(G)*.

Funciones esféricas de tipo positivo

Lema 2.73. [Dij, Lema 6.2.2] Sea (7, H,) € @, sea € € H, un vector ciclico de dicha representacion y
sea p(x) = (e, m(x)e)3. . La funcién ¢ es bi-K-invariante si y sélo si e € H(K).

Teorema 2.74. [Dij, Teorema 6.2.5] Sea ¢ una funcidn de tipo positivo y bi-K -invariante. La funcidn
@ es esférica si y sélo si ¢ es extremal (p € C1(G)).

En consecuencia existe una correspondencia biunivoca entre las clases de equivalencia de representa-
ciones unitarias e irreducibles de G que tienen un vector ciclico K-fijo y las funciones esféricas de tipo
positivo.

Observacién 2.75. Por el teorema de Stone-Weierstrass la imagen de F resulta densa en Cy(X). Por otra
parte, F es inyectiva. En efecto, dada f € L'(G)* tal que f # 0, por el Teorema 2.63 existe (7, H,) € G
tal que w(f) # 0y Hr(K) # {0}. Por lo tanto se puede concluir que existe una funcién esférica de tipo
positivo ¢, tal que F(¢) # 0.

A partir de un teorema andlogo al de Bochner 2.34, usando fuertemente la conmutatividad del dlgebra
de convolucién L'(G)!, es posible probar el siguiente teorema de inversién. Sea ¥ T el conjunto de funciones
esféricas de tipo positivo del par de Gelfand (G, K) con la topologia débil viéndolo como subespacio de
(LY(@)). Sean C.(G)* y L?(G)* los subespacios de funciones C.(G) y L?(G), respectivamente, que son
bi- K-invariantes y V(G)* el conjunto de todas las combinaciones lineales complejas de funciones continuas
de tipo positivo sobre GG que son bi- K-invariantes.

Teorema 2.76. [Dij, Teorema 6.4.5] Sea (G, K) un par de Gelfand, entonces existe una inica medida
positiva v en S tal que para toda f € V(G)* se tiene que F(f) € LY(F,v) y

fz) = - F(Np) plx) dv(p)  VeeG.

Teorema 2.77. [Dij, Teorema 6.4.6][Teorema de Plancherel para pares de Gelfand] Sea (G, K) un par
de Gelfand y sea v la medida dada por el Teorema 2.76, entonces para toda f € C.(G)* (bi-K -invariante)
se tiene que F(f) € L*(XT,v) y

/ F(@)? dx = / FD@I dv(p).
G >+

Mas aiin, la transformada de Fourier esférica F se extiende de C.(G)* a L*(G)* dando un isomorfismo
isométrico entre L?(G)* y L*(XF,v).

Definicién 2.78. La medida v dada por el Teorema 2.76 es la llamada medida de Plancherel del par de
Gelfand (G, K).
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Observacién 2.79. En el caso en que G sea abeliano si f € C.(G), entonces F := f x f* € C.(G) y es
de tipo positivo. Por el teorema de Bochner (Teorema 2.34), F estd asociada a una medida pp soportada

sobre G. La relacién entre la medida de Plancherel v, que también estard soportada en G , v el teorema de
Bochner viene dada por una aplicacion de teorema de representacion de Riesz que resulta en la identidad

/ \F(f / hp) dup(p)  Vh e Co(G)

y en particular se deduce la férmula de Plancherel

F()@)Pdv(p) = [ dur(p) = Fe) = fxf*(e) = [ flx)f* (@ e = | f(x)f(z)de = [ |f(x)]*da.
/ / / / /

& G G G

2.5. Ejemplos

El par (R™,{0}) es trivialmente un par de Gelfand y la transformada esférica es la transformada de
Fourier “clasica”.

Recuperemos los ejemplos 1.14 y 1.15 y desarrollemos en ellos el analisis esférico (ver, por ejemplo,
referencia [Dij]).

Ejemplo 2.80. Recordemos que habiamos denotado M(n) = SO(n) x R™. El par (M(n),SO(n)) es de
Gelfand ya que por ejemplo podemos aplicar el Criterio 2.57 con

O(k,x) := (k,—x).

Las funciones sobre M(n), bi-SO(n)-invariantes se identifican con funciones sobre R™ invariantes por
la accién de SO(n), es decir, con funciones radiales. Mas atin, el &lgebra de Banach L'(M(n))* con
su producto de convolucién, se identifica con la subdlgebra de L!(R™) de las funciones radiales con su
respectivo producto de convolucién, que llamaremos L*(R™)radiales,

Las funciones esféricas (acotadas) del par de Gelfand (M(n), SO(n)) son funciones ¢ : R™ — C radiales
caracterizadas por dos propiedades segin el Corolario 2.68. A partir de ellas y del hecho de que el operador
Laplaciano en R"

conmuta con rotaciones, se puede ver que las funciones esféricas son funciones ¢ € C*°(R"™) que satisfacen
la ecuacion diferencial

para s € R (cf. [Dij, Teorema 7.1.1 y Proposicién 7.1.2]). Observar répidamente que ps = ¢_,. Mds
atin, como funcién de r € [0,00), cada @, de autovalor —s? (para algiin s € [0, 00)) satisface la ecuacién
diferencial ordinaria

d%p n—1dp
G+ —— () == ¢(r)

con la misma condicién inicial de antes. Entonces ¢1(r) es un miltiplo de

JW,EQ(T)
(57
donde
Ju@) = St __(EDF ayere 2.48
)= e () (2:45)

es la funcién de Bessel de primera especie y orden « (ver Figura 2.9) siendo I' la funcidn Gamma. Para
s € ]0,00)
@s(r) = @1(sr).
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Figura 2.9: Funciones de Bessel J,,.

Por su parte una férmula integral para dichas funciones esféricas estd dada por

ps(x) = /an e~ is(2:8) du(§) (2.49)

donde p es la medida normalizada de la esfera unitaria S*~! en R y (-,-) es el producto interno canénico
en R™. O equivalentemente,

0 (7”) _ I‘(721)/1 eisrt(l — IfQ)TLT_3 dt
VAL(t5h)
F(%) eisr /27‘ X n_3s U, n—3
=2 e YUy z (2— =)=z du.
ﬁf("gl) TTI o ( 7‘)

Veamos también la caracterizacion de las funciones esféricas como entradas matriciales de represen-
taciones de M(n). A partir de la teorfa de Mackey revisada en la Seccién 1.2.5, sea w, g la representacién

inducida por una representacién (o, V) € SO(n — 1) y un carédcter xr de R™ asociado al vector Re; € R™
para R € (0,00) =: Rsq. La representacién inducida w, g actia por traslaciones a izquierda sobre fun-
ciones

f:M(n) =V, de cuadrado integrable sobre M(n)/(SO(n — 1) x R") ~ SO(n)/SO(n — 1) ~ S"~!
con las propiedades
f((h,0)g) =0(h)f(g) paratodohe{keSO(n)| k-e1 =e1} ~2SO(n—1)ytodo g€ M(n)y

f((I,z)g9) = xr(x)f(9) para todo z € R" y todo g € M(n).

Por tener un producto semidirecto resulta que, para todo (k,z) € M(n), cada una de estas funciones
cumple

flk,z) = (L 2)(k, 0) = xr(2)f(k,0) = xr(2)Li-1,0)(f(1,0)) = XR()we,r (k" 0)(£(1,0)).
Por lo tanto, si buscamos un vector K-fijo por la representacién w, r podemos considerar
Xr(2).
Luego la funcién esférica asociada a w, g es su entrada matricial dada por el vector xr(z), es decir,
¢r(7) = (XR,wo,r(L, T)XR) 257 1)

Proposicién 2.81. [Dij, Proposicion 7.1.3] Todas las funciones esféricas (acotadas) del par de Gelfand
(M(n),SO(n)) resultan de tipo positivo.
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La transformada de Fourier esférica de este par es

F(f)(p2nis) = . f(@)pamis(—x) dz Vs €[0,00). (2.50)

Denotaremos directamente F(f)(p2qis) = F(f)(s) para todo s € [0,00). Calculemos, por ultimo, la
medida de Plancherel asociada a este par de Gelfand. Sea f € L!(R™) una funcién radial. Su transformada
de Fourier (clédsica) (2.29) serd denotada aqui por /v resulta una nueva funcién radial. Por abuso de
notacién escribiremos f(s) para s € [0,00). Por simplicidad en la notacién de aqui en mas no pondremos

la constante 27 ni en (2.29) ni en (2.50). Podemos observar que las transformadas de Fourier f y de
Fourier esférica F(f) de f estdn relacionadas. En efecto, de la expresién integral (2.49) obtenemos

9= [ 1@ [ e aug
= f(s)

Por lo tanto, si f a su vez es suficientemente regular, usando la férmula de inversiéon asociada a la
transformada de Fourier clasica tenemos que

fl@)= [ Flx)e's) dg

R”

= I%Wif /00 F(f)(s)s" 1 ds.

Luego, la medida de Plancherel del par de Gelfand (M(n), SO(n)) es

sobre [0, 00), donde hemos identificado cada s con ¢;.
Por ultimo, referimos al articulo [Wo3] si uno estd interesado en las funciones esféricas de cualquier
par (K x R, K) donde K es un subgrupo cerrado de O(n).

Ejemplo 2.82. Analicemos otro par de Gelfand cldsico: (SO(n+1),SO(n)). Recordemos que una funcién
f 'V — W, entre espacios vectoriales V y W sobre un cuerpo F, se dice homogénea si ante cualquier
dilatacién o contraccién en su dominio dada por un parametro no nulo A € F

V—-V
T — Az,

la funcién sufre una dilatacién o una contracciéon particular en su imagen
fQx) = A%f(x) Ve eV,

para alguna constante o que no varia al cambiar de dilatacién o contraccién del espacio de salida V', es
decir, la constante « es la misma para todo A. Dicha constante es llamada el grado de homogeneidad de
la funcién.

Sea P(R3?) el espacio de polinomios en tres variables con coeficientes en C y a valores en C (polinomios
a valores escalares). Es claro que podemos descomponer

Rn+1 @P Rn+1

donde P, (R"*1) denota el subespacio de P(R"*!) de polinomios homogéneos R? de grado m. A su vez,
cada uno de estos espacios se descompone naturalmente como

Rn+1 @|l’|2 m—2k

donde recordemos que Hj denota el espacio de polinomios arménicos y homogéneos de grado k. Esto
se deduce a partir de que el operador Laplaciano es suryectivo de P,,(R"*!) en P, _o(R3) y de que el
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operador |z|?A, de P, (R"*1) en su imagen, es autoadjunto con respecto al producto interno en P, (R"*1)
definido por (P, Q) := P(%)\z:o@ para todo P, Q € P,,(R"1), y su niicleo es exactamente el nticleo del
Laplaciano, es decir, H,,.

El espacio de las restricciones a la esfera S™ de los polinomios en H,, es el espacio de los armdnicos
esféricos H,. Como aplicacion del teorema de Stone-Weierstrass ([Ru2, Teorema 7.26]) la suma ortogonal
By Hm es densa en L2(S™). Ademés, como dijimos en la Seccién 1.2.3, cada H,,, es un espacio invariante e
irreducible bajo la accién de SO(n+1). La estrecha conexién entre la teorfa cldsica de arménicos esféricos
y la de representaciones del grupo de rotaciones fue establecida por E. Cartan y H. Weyl. Cada H,,
contiene una funcién especial llamada funcidn zonal que genera el espacio de vectores SO(n)-fijos y que
es ciclica en H,,. Estas son funciones que dependen solamente de uno de los meridianos de la esfera S™,
por lo que se pueden pensar como funciones de una sola variable e identificar el subespacio de funciones
zonales de L%(S™) con L*([—1,1],(1 —¢) = dt). El espacio de vectores SO(n)-fijos de la accién natural
de SO(n+ 1) en cada H,, es de dimensién uno y se puede ver que con este modelo las funciones zonales
coinciden con la entrada matricial de un vector fijo por SO(n) (ellas mismas) de dicha accién y por lo
tanto son funciones esféricas del par (SO(n +1),SO(n)). Para n = 2 tenemos los polinomios de Legendre
(ver figura 2.10) y para n > 2 a los polinomios de Gegenbauer. (Como referencia revisar el libro cldsico
[SW] o bien [Dij]).

Figura 2.10: Polinomios de Legendre.
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Capitulo 3

Ternas de Gelfand (G, K, 7) y pares
de Gelfand fuertes

En este capitulo nos desprendemos de la teoria clasica para adentrarnos al estudio de los objetos cen-
trales de esta tesis de doctorado. Sintéticamente extenderemos la nocién de par de Gelfand. Seguiremos
principalmente los articulos [Ca, God, RS].

Sea G un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto de G. (En realidad se puede suponer sola-
mente que G es grupo topolégico localmente compacto y T, pero a los fines de esta tesis consideraremos
que G es un grupo de Lie.) Sea 7 una representacién compleja de K actuando en el espacio vectorial V;,
de dimensién finita d.. Sea G (respectivamente, K ) el conjunto de todas las clases de equivalencia de
representaciones unitarias irreducibles de G (respectivamente, de K). Todo fibrado vectorial homogéneo
sobre G/K es, salvo isomorfismo, de la forma E,. = G x, V. (ver Teorema 1.38). El grupo G actia en
G %, V; segtin (1.11). Vimos en la Observacién 1.41 que las secciones de E. se identifican naturalmente
con funciones u sobre GG a valores en V. tales que

u(gk) = 7(k~Hu(g) Vg e G, ke K. (3.1)

Denotamos por I'(G x, V), o simplemente por D al espacio de secciones de E; = G %, V; de clase C*
y de soporte compacto. El grupo G actiia en G x V; por la accién que induce (1.11) de acuerdo a (1.2),
es decir, por la accién regular a izquierda

G-wlg)=u@'g) (MET(Gx,V;), §.g €G).

Hemos dicho en la introduccién que la motivacion central de esta tesis radica en dar una caracteriza-
cién, a partir del anélisis esférico, de todos los operadores lineales T" aplicados sobre el espacio de secciones
de E;, que conmutan con la accién de G en E, (ver [Kor]). Supondremos T : D — D’ lineal y continuo
(con la propiedad de ser G-invariante) ya que asi abarcamos una gran cantidad de operadores definidos
sobre distintos espacios funcionales (en este sentido recordemos lo dicho en la Observacién 2.49). Como
aplicacién del teorema de nucleo de Schwartz, todos estos operadores T' estan univocamente determinados
como operadores de convoluciéon. En el caso en que los operadores T sean integrales, en el sentido que
estan dados por

Tu(g) = /G &(g, xyu(h) dr,

donde @ es una funcién y no una distribucién, entonces su ntcleo de convolucién F' serd una funcién y
no una distribucién. Concretamente, resultan de la forma

Tu(g) :/ F(z 'g)u(z) d (3.2)
G
cuyo nticleo F es una funcién sobre G a valores en End(V,.) que satisface
F(kghs) = 7(ky V()7 (k") Vg € G, kushs € K. (3.3)

Denotaremos T' = Tr. Sea

L! (G,End(V;)) := {F € L'(G,End(V;)) | F satisface (3.3)}.
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Teorema 3.1. Los operadores de convolucion Ty con nicleo una funcion integrable F' € L;T(G, End(V;))
se pueden componer dando lugar a un nuevo operador de convolucion

Tr, oTr, = TF 4Py
donde

Fy x Fy(g) == /GFl(x_lg)Fg(x) dzx. (3.4)

Demostracion. En efecto,

Tr, (Tr,(W)(9) = | Fi(z™'g) Tp,(u)(z) dz

S

N

x ! 2 “12)u X
[ R g>/GF<y ) u(y) dy d

_ / / Fi(a™'y ™ g)Fa(e) do u(y) dy
GJG

S

GFl « Fy(y~'g) uy) dy

= TFl*FZ (u)(g)a

donde en la tercera igualdad hemos intercambiado el orden de integracion y usado la invarianza a izquierda
de la medida de Haar en la variable x.

Como Fy, Fy € LY (G, End(V;)), entonces Fy x Fy € L' (G, End(V;)). Ademés, como F; y Fy satisfacen
(3.3), también lo cumple Fy * F5 ya que dados k1,ke € K, g € G

Fy x Fy(k1gks) = /GF1($_1k19k2) Fy(z) dv
- /G (ks )y (k) Lg) Fa(a) da
_ / ey )y (2 lg) Fa(krz) da
G

= [0 R G ) B do
= 7(ky) F1* Fa(g) T(k),
donde en la tercera igualdad hemos usado la invarianza a izquierda de la medida de Haar de G. O

El producto de convolucién (3.4) da a L} (G,End(V;)) estructura de dlgebra de Banach.

Observacién 3.2. Un problema més general consiste en analizar operadores integrales T que aplican
secciones de un fibrado vetrorial homogéneo E., en secciones de otro de un fibrado vetrorial homogéneo
E,, y que son G-invariantes (sugerimos como referencia [Kor]). En este caso la funcién F' como en (3.2)
es tal que para cada g € G, F(g) : V;; — V,, es un operador lineal y satisface

F(kigks) = mo(ks V) F(g)m1 (kT h) Vg € G, ki, ks € K.

Uno de los grandes objetivos tratado en articulos como [Ca] y [RS] ha sido (y sigue siendo) reproducir
el anélisis de Fourier esférico en el dlgebra de convolucién L (G, End(V;)) con el fin de hallar su medida
de Plancherel y deducir una férmula de inversion. Esto permitiria “diagonalizar simultaneamente” el
conjunto de operadores integrales (por lo tanto lineales y continuos), G-invariantes, que se aplican a las
secciones integrables de un fibrado vectorial homogéneo sobre G/K. Entonces, como hemos visto en los
cursos de dlgebra lineal, una condicién necesaria para la diagonalizacién simultdnea es que los operadores
deben conmutar. Esto es lo que motiva la siguiente definiciéon que es central en esta tesis.

Definicién 3.3. Sea G un grupo topoldgico y K un subgrupo compacto de G. Sea 7 una representaciéon
(compleja) unitaria irreducible de K. La terna (G, K, 7) se dice conmutativa (o de Gelfand) si el dlgebra
L;T(G, End(V;)) es conmutativa con el producto de convolucién. Si ademds esto se cumple para toda
T E IA(, diremos que (G, K) es un par de Gelfand fuerte.

En particular, cuando 7 es la representacién trivial de K, la definicion de terna conmutativa es
equivalente a decir que (G, K) es un par de Gelfand. En el caso en que 7 sea un cardcter de K y la terna
(G, K, 1) sea conmutativa, se llamard un par de Gelfand “twisted” o retorcido con respecto al cardcter 7.
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Observacion 3.4. En la definiciéon anterior hemos hecho una reduccién del problema al considerar sélo
representaciones unitarias irreducibles (7,V;) de K. En general, si (7,V;) es una representacién unitaria
de dimensién finita de K, entonces se descompone en suma directa

VT = é‘/z
i=1

para algin n € N, donde, si 7;(k) := 7(k) : V; — V; (para todo k € K), se tiene que (7;,V;) es una
representaciones unitarias irreducibles de K para cada 1 < i < n. La relacién de equivalencia que define
G x, V, se puede ver como

(g,v1 4 .. +vp) ~ (gk, 1 (k) tor 4 oo+ 70 (k) " op) parag€e G, v, €V; (1<i<n)yVkeK.
El espacio de secciones de F, se descompone en
NG x, Vo) =T(G x,, Vo) ®...0T(G %, V),

ya que dada u : G — V; tal que u(gk) = 7(k)"'u(g) para todo g € G y todo k € K, si para cada g € G
denotamos por (u(g)); la componente en V; de u(g), se tiene que para cada 1 < ¢ < n,

(u(gk)); = (k)" H(u(g)); (para todo g € G y todo k € K).

Ahora bien, dado un operador lineal que manda secciones de G X, V. en secciones de G x., V., este
podria “entrelazar” los espacios de secciones G X, V;,. Luego, con requerir que (G, K, 7;) sea una terna
conmutativa para cada 1 < ¢ < n no alcanza para decir que los operadores de convolucién sobre las
secciones de GG X, V. conmutan entre si. Por eso decimos que pedir 7 irreducible es una reduccién del
problema original.

Un poco de historia... Como referencia para los siguientes parrafos referimos al articulo [God]. El
primer ejemplo fue estudiado por V. Bargman en 1947 en su articulo [Ba]. Alli se consideré el grupo
G = SL(2,R) y como K el subgrupo compacto maximal de G (que es unidimensional). Estudié funciones
F definidas sobre G tales que, para un dado caracter y de K, satisfacen

F(kgk') = x(k)F(g)x(k) (3.5)

(similares a las que cumplen (3.3)). En particular, tales funciones aparecen cuando se consideran re-
presentaciones irreducibles de G. Esto se debe a que estas representaciones tienen coeficientes (entradas
matriciales) que cumplen dicha relacién (3.5). Haciendo algunos célculos se puede ver que estos pueden ser
identificados con funciones hipergeométricas particulares. En el caso que x es el cardcter trivial x(k) = 1,
encontramos ciertas funciones de Legendre. Estas presentan tres importantes caracteristicas:

= satisfacen una determinada ecuaciones diferencial,
= pueden ser representadas mediante una férmula integral y
= cumplen una ecuacién funcional que involucra la operaciéon de grupo.

Al mismo tiempo, I. Gelfand y M. Naimark dirigieron su atencién sobre preguntas similares pero conside-
rando representaciones unitarias irreducibles del grupo complejo G = SL(n, C) y K un subgrupo maximal
compacto de G. Vieron que algunas representaciones tienen coeficientes matriciales dados por funciones
que satisfacen

F(kgk') = F(g).

Estas funciones tienen propiedades similares a las de las funciones de Legendre pero quizds no son tan
interesantes desde el lado de las funciones “especiales”. En 1950 importantes resultados fueron publicados
(sin pruebas) por I. Gelfand en [Ge] considerando grupos de Lie G no necesariamente compactos y un
subgrupo compacto K de G donde se estudiaban funciones sobre G, bi-K-invariantes. De tales funciones
aquellas que ademads son integrables en G forman el dlgebra normada bajo el producto de convolucién.
Esta es justamente el dlgebra L'(G)* vista en el capitulo precedente. Asumiendo que existe en G' una
anti-involucién g — g tal que sobre K se cumpla k& = k=1, I. Gelfand prueba que L'(G)* es conmutativa
(revisar 2.57). “Sus funciones esféricas” ¢ fueron definidas bajo los siguientes requerimientos:
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= continuas,
= de tipo positivo,
= invariantes por g — kgk’ (es decir, bi- K-invariantes),

» la transformacién lineal

f s 6(f) = /G f(9)olg) dg

debe ser un homomorfismo de L'(G)* sobre el cuerpo de niimeros complejos.

Esta ultima propiedad es equivalente a la ecuacién funcional
| otiais) da = ol)ots)

(reminiscente de (2.46)) e implica que las funciones esféricas son caracteres o ideales maximales del
algebra L'(G)*. Entonces Gelfand aplica la teorfa de dlgebras normadas conmutativas para probar una
generalizacion del teorema de Bochner, esto es, que toda funcién continua, de tipo positivo e invarian-
te por g — kgk’ es una “suma continua” de funciones esféricas con respecto a una medida positiva y
acotada. Este resultado puede ser interpretado como un teorema de descomposicién para representa-
ciones unitarias de G que “contengan suficientes” vectores invariantes por K. Por otro lado, Gelfand
exhibe ecuaciones diferenciales para las funciones esféricas. Dichas ecuaciones diferenciales expresan las
funciones esféricas, consideradas como funciones sobre G/K, como autofunciones de todos los operado-
res diferenciales invariantes bajo el grupo de movimientos rigidos del espacio simétrico Riemanniano G/ K.

Como podemos apreciar, histéricamente, funciones que satisfacen una relacién del tipo (3.3) pueden
encontrar un origen y una motivacién por el lado de la teorfa de representaciones (mds alld de que nuestro
interés provenga desde la “diagonalizacién simultdnea” de operadores que presentan simetrias). En este
sentido destacamos también el articulo publicado en la Revista de la Unién Matematica Argentina en
1977 por J. Tirao [T].

Como es de esperar, es posible dar una definicién equivalente de ternas de Gelfand empleando la teoria
de representaciones. A tal fin veamos primero una correspondencia entre el algebra LlyT(G7 End(V;)) y
una cierta algebra de funciones a valores escalares. Fijemos 7 una representacion unitaria irreducible de
K.

Dada una funcién definida sobre G, f : G — C, y una funcién definida sobre K, h : K — C, podemos
definir una convolucién sobre K entre f y h en la forma

f i hig) = hxxe flg) = /K fgk™Yh(k) dk Vg e G, (3.6)

donde dk denota la medida de Haar normalizada de K. Si x, denota el cardcter de 7, esto es, x.(k) =
tr(7(k)) (Vk € K), obtenemos en particular

f*r d X7 (x) :==d; /K flzk)xr(k) dk Ve e G

(recordamos que por d; hemos denotado la dimensién de la representacién 7).
Definicién 3.5. Una funcién f : G — C se dice K-central si
flkxk™) = f(x) Vke K,Vx € G
(es decir, invariante por la accién Ij de conjugacién por elementos del subgrupo K) y se dice de tipo 7 si
[ dXr = f
donde dk denota la medida de Haar normalizada de K.

Usando la notacién de [Ca] definimos el subespacio I}(G) (respectivamente 1>°(G)) de LY(G) (res-
pectivamente de L>°(G)) de funciones K-centrales y de tipo 7. (S6lo a modo de observacién remarcamos
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que es indistinto trabajar con funciones de clase L' o C2°.) Dotamos al espacio I'(G) con una estructura
de algebra dada por el producto

fi% fol) = /G WA ey dy  VeeG, Yh, f € ING).

Este es un producto de convolucion que se corresponde con la composicién de operadores de tipo convo-
lucién cuyos nicleos son funciones en I1(G).
A cada F': G — End(V,) le podemos asociar una funcién a valores escalares

fr(x) = d tr(F(x)) vz € G. (3.7)

Reciprocamente, a cada funcién f : G — C le asignamos una funcién a valores en End(V;) dada por

Fy(z) = /K r(k)f(ke) dk Vo€ G (3.9)

El siguiente resultado es una sintesis de [RS, Proposicién 1.2, Proposicién 1.3] y [Ca, Proposicién 2.1].

Proposicién 3.6. Si F': G — End(V;) satisface (3.3), entonces fr es K-central y de tipo 7. Reciproca-
mente, si f : G — C es K-central y de tipo T, entonces Fy satisface (3.3). Mds ain, la aplicacion

L (G, End(V;)) — 1(G)
Fr— fr
es un isomorfismo lineal entre L;T (G,End(V;)) e IXNG) cuya inversa es la aplicacion
I(G) — L7 (G, End(V;))
fr—Fy.
Ademds, ambas aplicaciones establecen un isomorfismo de dlgebras ya que
Fpips = Fp * Fyy
fror, = fr % [F,.
Demostracion. Supongamos que F' : G — End(V;) satisface (3.3). Facilmente se ve que
fr(kxk™) = dotr(F(kxk ™)) = dotr(r(k)F(2)7(k™1)) = dotr(F(z) = f(x) (Vke K,z € G).

Ademas,
(Fr *x X)) = @2 /K tr(F (k) xa (k) dk

=& e [ ol @k Fo)

= d,tr(F(x)) (por las relaciones de ortogonalidad de Schur)
= fr(x) (Vz € G).

Sea ahora f una funcién sobre G a valores escalares, K-central y de tipo K, entonces

Fy(kyaks) = /K (k) f(eknhs) dk

= /K 7(kky ') f(kxks) dk (por propiedad de la medida de Haar en K compacto)

= [ rshoks) an o)

= / 7(k) f(koka) dk 7(k7Y)  (como f es K-central, f(gk) = f(kg) Vk € K, g € G)

= /K 7(ky 'E) f(kx) dk (k) (por propiedad de la medida de Haar en K compacto)

k) /K r(k) f(kz) dk (k)
ky DFp(z)r(ky')  (Vki, ke € K y V2 € G).
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Por tltimo veamos las correspondencias entre convoluciones. Dadas fi, f» € I1(G), para todo x € G
obtenemos

Fp, « Fp,(x) = | Fp,(y~'2)Fp,(y) dy

|:</KT ki) fi(kiy ') dlﬁ) (/K (k) fa(kay) dk2> ]dy

I
Q\Q

:/ / T klkg f2 kgy)fl(kly 1:]9) dkg dk’l dy (39)

GJKJK

:// (k) fo(ky tkay) f1(kry ™) dky diy dy (3.10)
GJK JK

:/ / (ko) fo(y) f1(kry ™ ky ko) dy dky dky (3.11)
KJK JG

:/ / T(k2)/ fa() iy Ky koxky) dy dky dky (3.12)
K JK G

= [ ) [ (e 2 k) ais i
K K

= [ k) (1« ) o) ak (3.13)

:Ffl*f2(x)7

donde hemos usado (3.9) que f1 y fa son funciones a valores escalares y que 7 es representacién de K, en
(3.10) la invarianza de la medida de Haar de K, en (3.11) el teorema de Fubini y la invarianza a izquierda
de la medida de Haar de G, en (3.12) que f; es K-central y en (3.13) que fi x fo € I}(G) que la medida
de Haar de K es finita, por ser compacto y la hemos considerado normalizada.

Por tltimo usaremos las relaciones de ortogonalidad de Schur (cf. [Fa, p. 106]): Si A4, B € End(V;),
entonces

/ te(Ar (k) (Br (k) dk = ditr(AB*).
K

Dadas F1,F, € L} (G,End(V;)), vimos que fp,,fr, € I}(G) y por lo tanto fp, * fp, € I}(G). En
particular, fr * fr, es K-central y como la medida de Haar de K es uno, obtenemos que para todo =z € G

fro* fr(x) = /K fr, * fry (K7 2k) dE.

Luego,

fr* fry (o d/K
#

= dT/G (dT /Ktr (Fy(y)7(k)) tr (T(kfl)Fl(yflx)) dk> dy (pues Fy y F satisfacen (3.3)).

tr (Fa(y)) tr (Fi(y 'k~ 'zk)) dy dk (por definicién de la aplicacién (3.7))

tr (Fo(k™'y)) tr (Fi(y~'ak)) dy dk (por la invarianza a izquierda de dy)

T

Para cualquier operador A € End(V;) vale que tr(A4) = tr(A?) y tr(A) = tr(4*). Como 7(k)* = 7(k™1)
para todo k € K tenemos que

tr (1(k™")Fi(g)) = tr ([Fi(9)*] 7(k)) (Vg € G,Vk € K).

Finalmente obtenemos
fo e fra(o) = [ (a. / e (Faly)r (1) & (G2 T ) dk ) dy
dT/ tr (Fa(y)Fi(y ') dy

/tr Wy ') Fa(y)) dy
= FI*FQ( ) (VJ?EG)

Q

Q
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Corolario 3.7. El dlgebra de convolucion Ll’T(G,End(VT)) es conmutativa st y solo si el dlgebra de
convolucién I'(G) es conmutativa.

Observacién 3.8. Si 7 es la representacion trivial de K, entonces L} (G, End(V;)) = L(G)* = ING).

Dada (7, H,) una representacién unitaria irreducible de G' denotamos por 7|, la restriccién de 7 a K.
Sea (A?(T) el conjunto de todas aquellas representaciones 7 € G que contienen a 7 cuando se restringen a
K. Dada (m,H,) € G(r) denotamos por m(r, ) la multiplicidad de 7 en 7 restringida a K y por H(7)
al subespacio de H, conformado por todos aquellos vectores donde la transformacién por 7|, viene dada
por T, esto es

Ho(r):={veH, | n(k)v=r(k)vVk e K}.

Es decir, esta es la componente isotipica de 7 en 7|,.. Podemos interpretar que H,(7) se puede identi-
ficar con la suma directa de V; una cantidad m(7, ) de veces. En principio m(7,7) podria ser infinita
(numerable).

Consideremos el operador 7(f) sobre L!'(G) dado por (2.39). Recordemos estaba definido por

(r(flv,w)y, = /Gf(g)<7r(g)v,w)ﬂwdg Yo, w € Hy, Vf € LG).

Consideramos la proyeccién ortogonal P : H, — H.(7) dada por

Pl =d,m, (X7) = d,/ X (k™Y (k)dk, (3.14)
K
es decir, P estd definida por
(m(d: X7 )u,v) = / d:- X7 (k) (m(k)u, v)y dk Yu,v € Hy.

K

(Como referencia ver por ejemplo [Wal, Proposicién 5.3.7] y [Ca, Seccién 3].) Podemos pensar que esta
proyeccién estd dada por la convolucién en K entre 7 y d,x, evaluada en el elemento identidad. Notar
que como

d: X7 *K dr X7 = d-Xr,

se tiene que

7(d:X7)? = m(do X7 *x dr X)) = 7(do 7).

Observacién 3.9. Resaltamos que P generaliza al operador PX dado por (2.40) ya que PX = P para
T la representacién trivial de K.

Dadas 7 € @(T), f € LY(G) y el operador 7(f), valen las relaciones

m(f)o Pr =n(f*k d:Xx),  Prow(f) =m(diXa ¥k [) ¥
Prom(f)o Pr=m(deXr *k f*K drXa)-

En particular, si f € I1(G) tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.10. Sea 7 € G(7). Si f € IN(G), entonces m(f) : Ha(T) = Hx(7), es decir, el espacio
Hn(7) es w(f)-invariante y P o w(f) o PT = w(f) (por lo que w(f) es operador de entrelazamiento de

7(k) sobre H(T)).

Demostracion. Esto se debe al simple hecho de que 7(d,X7) es la proyeccién ortogonal PT de H, en
H(7) (al descomponer a |, como suma de representaciones irreducibles de K). Luego, si f € I}(G),

w(de )T (f) = 7(deXr #x £) = 7(f) = 7(f 2 dor) = 7(H)r(d ).
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Otra forma para ver solamente que 7(f) y 7(k) conmutan consiste en observar primero que en general
dados v,w € H, arbitrarios, como f es una funcién K-central se tiene

(k) (Fye (R, w), = (w(f)m ko, w(k ),
/ F(o)m(g)m(k)o, 7(k)w)a, dg

= [ 1@ r@n e, wym. dy
/f (k™ gk)v, w)y . dg
/ flkgk™)(m(g9)v, w)3.,.dg

/ f(g){m(g)v,w).dg
(m(flv, w)a, -

Es decir, si f es K-central entonces 7(f) y 7|, conmutan. En particular, si tomamos v,w € H(7), se
tiene (7(k~Hw(f)T(k)v,w)y, = (7(f)v,w)y, . O

Como referencia para la la proposicién anterior mencionamos [Warl, p. 307 y Proposicién 4.5.1.7, p. 310].

Criterio 3.11 (Criterio de Godement). [God] La terna (G, K,T) es conmutativa si y sélo si para toda
7 € G la multiplicidad de T en m|,. es a lo sumo uno. En particular, (G, K) es un par de Gelfand fuerte

si y sélo si, para toda ™ € é, |, es libre de multiplicidad.

Demostracion. Sea (m,H,) una representacién unitaria irreducible de G arbitraria. Dada cualquier fun-
ciéon f € IN(G), m(f) es un operador de entrelazamiento de 7(k) cuando se lo ve sobre H, (7).

Si m(7,7) < 1, entonces 7(f) es un cardcter o es idénticamente 0. Luego, dadas f y h funciones en
I}(G) arbitrarias, se tiene que 7(f*h —h* f) = 0. Como esto vale para cualquier representacién unitaria
(m,H,) de G, por el teorema de Gelfand-Raikov resulta f x h = h* f y esto Vf,h € IL(G).

Reciprocamente, sea (G, K, 7) una terna conmutativa. Esto quiere decir que I1(G) es un dlgebra de
funciones conmutativa con el producto de convolucién. Como para cada f € I}(GQ), si 7 € G es tal que
contiene a 7 cuando se la restringe a K, se tiene que 7(f) es un operador de entrelazamiento de 7(k)
cuando se lo ve sobre H(7), 7(f) € GL(m(r,7),C) y por lo tanto I}(G) actda irreduciblemente en
C™™™ (donde simplemente C™(™) denota el producto directo de C una cantidad m(7,7) de veces).
Argumentando de manera similar a la prueba del Lema de Schur se tiene que la dimensién de C™(7:7)
es 1 y por lo tanto m(7,7) = 1. (Nota: En un principio m(7, 7) podria haber sido infinita numerable, en
dicho caso entendemos C”™("7) como ¢2 y GL(m(r,7),C) como B(f?).) O

Observacién 3.12. En la teorfa de pares de Gelfand, (G, K) es un par conmutativo si y sélo si la
representacién trivial de K es libre de multiplicidad en toda representacion unitaria irreducible de G
restringida a K. Esto indica que dada (7, H,) una representacién unitaria irreducible de G arbitraria, si
Hr(K) denota el subespacio

Ho(K)={veH,| n(k)lv=vVke K},

entonces su dimensién debe ser a lo sumo 1 para que el par sea conmutativo. El espacio H,(7) viene
entonces a generalizar el rol de H,(K).

Observacién 3.13. Si (G, K,7) una terna conmutativa, dada (m,H.) € G(r), como m(r,7) = 1,
entonces el espacio H,(7) se identifica con V..

De ahora en més consideraremos G'y K grupos de Lie. Sea D(E;) el dlgebra de operadores diferenciales
G-invariantes en E..

Teorema 3.14. [RS, Teorema 3.1] Si G/K es conexo (por ejemplo siendo G conexo), entonces (G, K, T)
es una terna conmutativa si y sélo si D(E,) es conmutativa (la ida vale en general y para la vuelta se
precisa la hipdtesis de coneridad).

Teorema 3.15. [RS, Corolario 3.3] Si (G, K,T) es una terna conmutativa y G/K es conexo, entonces
(G,K) es un par de Gelfand. En particular, G es unimodular.

En adelante asumiremos que G/K es conexo.
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3.1. Funciones esféricas matriciales

Para analizar a los operadores integrales G-invariantes debemos analizar a sus nicleos. Para com-
prender el dlgebra de nicleos L! (G,End(V;)) debemos comprender su espacio dual. Este espacio es-
tard dado por las funciones que, en cierto sentido, seran “autofunciones” de todos los operadores inte-
grales G-invariantes. Por el teorema de representaciéon de Riesz los funcionales lineales y continuos de
L! (G,End(V;)) se identifican con L3 (G, End(V;)). Los caracteres de LL (G, End(V;)) estaran dados
por la siguiente definicién.

Definicién 3.16. Sea (G, K,7) una terna conmutativa. Una funcién (no idénticamente nula) & €
L, (G,End(V;)) se dice una funcion esférica de tipo T o T-esférica si la aplicacién

Fr— F (F)(®) = d—lT/Gtr (F(z)®(z™")) do = d—thr (F * ®)(e)) (3.15)

define un homomorfismo de LI (G,End(V;)) en C. Dicha aplicacién es llamada la transformada de
Fourier esférica asociada a 7 o transformada de Fourier T-esférica. Diremos que hemos obtenido un
conjunto completo de funciones T-esféricas cuando tengamos todas las funciones esféricas (acotadas) de
tipo 7.

La transformada de Fourier esférica permitird descomponer a los operadores integrales G-invariantes,
Tr, en las direcciones dadas por los caracteres del algebra Ll _(G,End(V;)) y a partir de esta descom-
posicion los operadores Tr quedaran completamente caracterizados.

Observacién 3.17. No quisiéramos dejar de observar que dadas dos matrices A, B € C"*" la traza
tr(AB*) se corresponde con el producto interno candnico en C"* viendo a dichas matrices como vectores.
Esta es la llamada norma de Frobenius cuya generalizacion a espacios de dimensién infnita es la norma
Hilbert-Schmidt. Dado H un espacio de Hilbert, un operador lineal y continuo 7' : H — H se dice de
Hilbert-Schmidt si dada una base ortonormal {e;};c; de H se tiene que

ITN7s =D IT(ed)]* < o0
el

v ||IT|las es la norma de Hilbert-Schmidt del operador T

Definicién 3.18. Sea (G, K, T) una terna conmutativa. Una funcién (no idénticamente nula) ¢ € I2°(G)
se dice una funcidn esférica de traza de tipo T si la aplicacién

f s 3 (F)(9) = di /G f@)é(a1) dg = i(f « 8)(e) (3.16)

define un homomorfismo de I!(G) en C. Dicha aplicacién es llamada la transformada de Fourier esférica
escalar asociada a T.
Lema 3.19. Sea (G, K, T) una terna conmutativa. Sea ® una funcidn esférica de tipo T y sea

() = tr(P(x)) (Vz € G).

Las siguientes identidades relacionan ambas funciones:

/ S(kak~Y) dk = “p(@)T  VoeG y (3.17)
K dr
/ S(wk)r(k) dk = ~d(z) Ve d. (3.18)
« 1

Demostracion. La prueba es andloga a la de [Ca, Lema 3.1]. Como @7 satisface (3.3) tenemos que
/ ®(kxk™') dk € Endg(V,) Vo €G.
K
Como 7 es una representacién unitaria irreducible de K, por el Lema de Schur se tiene que

/ ®(kxk™b) dk = c(z)I  (Vz € Q),
K
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para alguna funcién ¢ : G — C. Tomando traza obtenemos

drc(z) = tr (/K d(kxk™h) dk) =tr(®(z)) = ¢(x)  Vr€G.

Esto prueba (3.17). Por su parte, la identidad (3.18) se puede escribir como

/Ktr (®(z)r(k™")) (k) dk = diqﬁ(m) (Vr € G)

T

y es consecuencia de las relaciones de ortogonalidad de Schur. O

Lema 3.20. Sea (G, K, T) una terna conmutativa. Sea ® una funcidn esférica de tipo T y sea ¢p(x) :=
tr(®(x)) (Vo € G). Se tiene que

Fr(F)(®) =§-(fr)(@)  VF €L (GEnd(V;))

§-(f)(0) = F-(Fp)(@)  VfeL(G).

Demostracion. La prueba es andloga a la de [Ca, Lema 3.4] y es consecuencia directa del Lema 3.19. Por
un lado, dada F € L} (G,End(V;))

FA@) = - [ 1 (Pa)eE) i
// tr (F k) p(z7'k) dk dx (por (3.18))

//tr (k™'z)) ¢(z~ k) dk da

- / tr (F(a)) b(e™) da

:7/fF dx

—ST fF

donde la tercera igualdad vale por el teorema de Fubini, la invarianza a izquierda de la medida de Haar
de G y porque la medida de Haar de K estd normalizada. Por otro lado, dada f € I'}(G), utilizando los
mismos argumentos que en las identidades anteriores tenemos

O

El siguiente resultado permite caracterizar a las funciones esféricas de tipo 7 a partir de ecuaciones
funcionales al estilo de la “propiedad exponencial” dada en la Proposicién 2.67.

Teorema 3.21. [Ca, Teorema 3.6/ Sea (G, K,T) una terna conmutativa. Sea ® € L3 (G,End(V;)) (no
idénticamente cero) y sea ¢p(x) = tr(®(x)) (Vx € G). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ® es funcidn esférica de tipo T.

(i) ¢ es funcidn esférica de traza de tipo T.
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(t3i) para todo x,y € G

- [ otakyk™) dk = 6()o(0). (3.19)

(iv) para todo x,y € G
d, /K O(zkyk™") dk = ®(x)p(y). (3.20)

(v) para todo z,y € G
d, /K B(wky)xs (k) dk = B(y)(). (3.21)

Observacién 3.22. La ecuacidn (3.19) es la ecuacién funcional de funciones esféricas de traza de altura
uno (ver [God]). El término altura hace referencia a la multiplicidad m(7, 7) para cada 7 € G. En nuestro
caso estamos interesadas en ternas conmutativas (G, K, 7) y entonces m(7,7) < 1 para toda m € G.

Teorema 3.23. [Ca, Teorema 8.7] Sea (G, K, T) una terna conmutativa. Sea ® una funcién esférica de

tipo T y sea p(x) := tr(®(xz)) (Vx € G). Entonces ®(e) =1 y para todo x € G

Fd(z) = /G F(y)®(y ‘w) de = F(F)(®) ®(z) VF e Ll (G,End(V;)) y (3.22)

£ dla) = /G F)oly~'2) de = 3(F)(6) dz) V€ ING). (3.23)

Dada 7 € G(7), consideramos la funcién
®T(g9) :=Plom(g ") o Pl Vg € G. (3.24)

(Recordemos que como 7 es unitaria, 7(g~1) = 7(g)*.) Para cada g € G, ®Z(g) es considerado como un
elemento de End(V;) y satisface

@7 (9)" = 2797
A su vez, como

w(k)o Pl =1(k) para todo k € K
y ademads, como ¥, es una funciéon K-central, se puede ver que
Pl omw(k)=7(k)o P para todo k € K
y se tiene que ®7(g) cumple (3.3), es decir,
O7 (kigks) = 7(ka) ' ®L(g)7(k1)™" Vg€ G, ki ko € K.
Observacion 3.24.

(i) Observar que la funcién ®7 dada por (3.24) depende sélo de la clase de equivalencia de 7 en G de
la representacién unitaria irreducible 7 de G. En efecto, si 7 es unitariamente equivalente a otra
representacién 7 de Gy A : H, — Hx es el operador de entrelazamiento unitario entre ambas (i.e.,
Aom(g)o A™! = 7(g) para todo g € G), entonces

AOP;OA_lzP;

y por lo tanto
Ao®i(g)o ATl = @%(9) Vgel.

Como conclusién, para todo g € G, ®Z(g) y ®L(g) son operadores isomorfos o, mejor dicho, conju-
gados y el isomorfismo entre ambos o, mejor dicho, su conjugacion esta dada por la transformacion
A (es decir, A es la “matriz de cambio de base”) y es la misma para todo g € G.

(#4) Ademds, como hemos dicho previamente, dada 7 € G tal que 7 C 7 como K-médulo y m(r,7) = 1,
se tiene que el espacio vectorial H,(7) es isomorfo a V. Si T : H, (1) — V; es el isomorfismo entre
ellos, no haremos distincién entre ®7(g) € End(H. (7)) y T 0 ®7(g) o T~! € End(V;).
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Observacién 3.25. Observamos que en el caso de pares (G, K) de Gelfand, H,(7) corresponde a H . (K)
que es de dimensién uno. Digamos que H,(K) estd generado por un vector . La funcién @7 viene a
generalizar la funcién (e, m(x)e)y, = (w(x)*e,e)y, (z € G), ya que la proyeccién PT en este caso estd
dada simplemente por proyectar a la componente en la direccién del vector

He — Hir(K)

v (V,€)p €

Dada 7 € G(7) consideramos la funcién escalar
¢r(g) = tr(®7(g))  Vgeq. (3.25)

Notar que, para cada g € G, la funcién ¢Z(g) es la traza de 7(g) sobre el espacio vectorial H,(7) (que es
de dimensién finita). Por lo tanto, ¢Z es una suma de entradas matriciales diagonales y por lo tanto es
una funcién de tipo positivo (revisar el ejemplo 2.21).

El siguiente resultado es andlogo al Lema 3.19 y se prueba de la misma forma.

Lema 3.26. [Ca, Lema 8.1] Sea 7 € @(T) Las siguientes identidades relacionan a las funciones ®I y

Or:
/ ST (kxk™t) dk = iqg;(x) I VeeG vy (3.26)
« i
/ o7 (k)T (k) dk = 0T (z) Yz e G (3.27)
K dT

Observacién 3.27. Como toda funcién ®7 dada por (3.24) satisface (3.3), se ve claramente de (3.25)
que ¢ es una funcién K-central. Por otro lado, tomando traza en la ecuacién (3.27) obtenemos que

or xx dexr(z) = oF Ve e G
y por lo tanto ¢L es de tipo 7.

Sean 7 € é(T) y f € I}(G). Denotamos por m(f)™ la restriccion de 7(f) a H, (7). De la Proposicién
3.10 y de (3.26) tenemos que

(f)7 = /G @7 (@) do

://f(k:’lxk)@;(x’l) dk dz
GJK

://f(x)fl);(kaflkfl) dk dz
GJK

*i )T (z~ 1) dx

- | r@era don
1 T

= TG 1

1
= tr(x(f) 1

De manera similar a lo hecho en el capitulo 2, tenemos que

7(f1* f2) = 7(f2) o m(f1) Vfi, f2 € IXG).

Por lo tanto, si (G, K, T) es una terna conmutativa, la transformacién
1 _
Fro 8N = - [ @) do (3.25)

es un homomorfismo continuo de I}(G) en C, esto es

§(fr* f2)(m) = - (f0)(7) B (f2) (7)) Vf1, f2 € I(G). (3.29)
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Para F € L! (G,End(V;)) se tiene que
/G F(x)®T(z71) do € Endg (V5).
Como 7 es irreducible este operador es un multiplo de la identidad, esto es,
/C;F(:v)@;(xfl) dx = I,

donde )
c= —/ tr (F(z)®@7(z7")) da.
d: Ja

Definimos, para cada F' € L} (G,End(V;)), la aplicacién

~

F(F):G(r) — C

Fr(F)(m) := i/ctr (F(z)®L(z7 ")) da.

En breve veremos el por qué de la notacién elegida, es decir, la relacién entre F,(F)(m) y Fr(F)(®L).
El siguiente resultado es andlogo al Lema 3.20 y se prueba de la misma forma.

Lema 3.28. [Ca, Lema 3.4] Para toda w € é(r), se tiene que:
= para toda F € L} (G, End(V;))

Fr(F)(m) = 8-(fr)(m)

= para toda f € I1(G)
§+(f)(m) = Fr(Fy)(m).

En el caso en que (G, K, T) es una terna conmutativa, dada m € 6’(7), juntando la Proposicién 3.6,
(3.29) y el Lema 3.28 se tiene que la aplicacién

Fr— F . (F)(m)
satisface
Fo(Fy x Fy)(m) = (Fo(B) () (Fr(Ba)(x))  VFy,Fy € LY (G,End(V;)),
es decir, es un homomorfismo continuo de L} . (G,End(V;)) en C. Por lo tanto, la funcién ®7 es una
funcién esférica de tipo 7y
Fr(F)(m) = F(F)(®L) para toda F € L} (G,End(V;)).

Ademas, por el Teorema 3.21, ¢7 es una funcién esférica de traza de tipo 7y

3-(f)(m) =3-(f)(¢7)  paratoda f € I}(G).

Definicién 3.29. Sea V un espacio vectorial sobre C de dimensién finita y con producto interno (-, -}y .
Una funcién ¥ a valores en End(V') sobre un grupo G se dice definida positiva si para cualquier eleccién
de elementos 1, ..., x, € G se tiene que para toda eleccién de vectores vy, ...,v, € V

n

> (W v, vi)y > 0.

ij=1
es de tipo positivo en G (recordar la Definicién 2.13).

Notar que esta definicién generaliza a (2.15) donde se estaba considerando el producto interno canénico
de C. Equivalentemente, podemos decir que ¥ : G — End(V) es definida positiva si y sélo si para cualquier
eleccién de elementos z1, ..., z, € G se tiene que para toda eleccién de operadores By, ..., B, € End(V)

> B;W(x; 'zi)B;

(2%
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es un operador en End(V) semidefinido positivo y también si y sélo si

Ztr (Bj\Il(:rj_lxi)B;k) > 0.
g

Con esta equivalencia estamos generalizando a (2.15) ya que ahora estamos considerando el producto
interno canénico de End(V) dado por tr(C*D) para C,D € End(V) (le decimos “canénico” ya que
equivale a ver las matrices C'y D como vectores “largos”, poniendo una a continuacién de otra sus filas, y
tomar el producto interno canénico de vectores -remitimos a (1.15) con la salvedad de que aqui el cuerpo
en C en lugar de R-).

Anélogamente a la Observacién 2.19, F' : G — End(V) es definida positiva si para cualquier eleccién
de elementos x1, ..., x, € G se tiene que para todo vy, ...,v, € V la matriz

(<\IJ((E;1$¢)'UJ‘, vi>V) .

,J
es semidefinida positiva. En particular, toda funcién definida positiva pertenece a L (G, End(V)).

Definicién 3.30. Sea V un espacio vectorial sobre C con producto interno (-,-)y. Una funcién ¥ €
L>(G,End(V)) se dice de tipo positivo si el operador de convolucién

Ky : LY(G,End(V)) — LYG,End(V)) N L>=(G, End(V))
Fr— FxWU

es semidefinido positivo, esto es,

(K (F), F) i /G tr (Ko (F)(@)F(2)") da

= /G/Gtr (Fy)¥(y 'a)F(x)*) dyde >0  YF e LY(G,End(V)).

En analogia a la Proposicién 2.18, ¥ € L*°(G,End(V)) es de tipo positivo si y sélo si para toda
F e C*(G,End(V;))

/ tr (F* « F(z)¥(z™")) dz > 0.
G

Se puede ver que toda funcién ¥ : G — End(V') de tipo positivo coincide en casi todo punto con una
funcién continua. Més atn, si ¥ € C(G,End(V)) se tiene que ¥ de tipo positivo si y sélo si es definida
positiva.

Proposicién 3.31. [RS, Proposicién 9.1] Sea V' un C- espacio vectorial de dimensidn finita. Toda funcion
U e L (G,End(V)) de tipo positivo satisface las siguientes propiedades:

(¢) U(e) es un operador en End(V') semidefinido positivo;
(ii) para todo x € G, U(z~1) = U(z)*;
(#91) para todo v € V, i, (x) := (¥ (x)(v),v)v (Vx € G) es una funcion de tipo positivo;
(1v) Nu(¥(e)) C Nu(¥(x)) y Im(¥(z)) C Im(¥(e)) para todo x € G;
(iv) para todo x € G, ¥(x) * ¥(x) < ¥(e)?.
Observacién 3.32. Sea V un C-espacio vectorial de dimension finita y sea ¥ € L>°(G,End(V)).
(i) Sitodas las entradas matriciales de ¥ son funciones de tipo positivo, entonces ¥ es de tipo positivo.
(74) Si ¥ es de tipo positivo, entonces tr(¥) es de tipo positivo.

En este sentido, las funciones definidas por la férmula (3.24) generalizan la nocién de funciones esféricas
escalares de tipo positivo.



3.2. EL CASO DEL PRODUCTO SEMIDIRECTO G = K x N 105

3.2. El caso del producto semidirecto G = K x N

Esta tesis se centra en el estudio del caso en que G = K X N, donde N es un grupo de Lie nilpo-
tente conexo y K es un subgrupo compacto de automorfismos de N. La teoria general relativa a este
caso particular ha sido estudiada recientemente por F. Ricci y A. Samanta en [RS]. El andlisis de ternas
conmutativas considerando G de esta forma es particularmente interesante ya que los operadores involu-
crados se identifican con operadores integrales sobre las secciones de un fibrado homogéneo del grupo de
Lie N que conmutan con traslaciones y con la accién de K. Dejando de lado los grupos G de esta forma,
destacamos en los casos en que (G, K) es un par simétrico (de tipo compacto o no compacto), con G
semisimple, trabajos pioneros son [Ca, GPT, RT].

Fijemos una variedad Riemanniana homogénea M y consideremos G := Isom(M) su grupo de iso-
metria y el estabilizador K := G,, de un punto arbitrario g € M. Sabemos que K es siempre compacto
y que M se identifica con el espacio cociente G/K (revisar la Seccién 1.1). Sea Isom(M)q la componente
conexa de la identidad del grupo Isom(M). Un espacio conmutativo es una variedad Riemanniana ho-
mogénea conexa M cuya dlgebra de operadores diferenciales invariantes por Isom(M)q es conmutativa.
Equivalentemente, en este caso, se dice que el par (G, K) es de Gelfand. A partir del Teorema 3.14 tene-
mos una equivalencia andloga entre fibrados vectoriales homogéneos E; de una variedad M cuya dlgebra
de operadores D(E;) es conmutativa y ternas de Gelfand (G, K, 7), para 7 € K.

En el caso en que M sea un grupo de Lie nilpotente conexo, simplemente conexo dotado de una
métrica Riemanniana invariante a izquierda, pondremos M = N y esta recibe el nombre de nilvariedad
homogénea. El grupo de isometrias de N estd dado por Isom(N) = K x N, donde K es el grupo de auto-
morfismos ortogonales de N (cf. [Wils] y [Wo2]). Estaremos particularmente interesadas en mirar ternas
de Gelfand sobre estos grupos G = Isom(N) y K es el grupo (conexo) de automorfismos ortogonales de la
nilvariedad homogénea (conexa) N. Cabe mencionar que también podemos abstraernos un poco més ol-
vidando que los grupos de Lie G y K provienen de haber considerado una variedad M. Es decir, podemos
directamente considerar N un grupo de Lie nilpotente conexo y K un subgrupo de Lie compacto y co-
nexo de automorfismos de N y preguntarnos por ternas de Gelfand de la forma (K x N, K, 7) para T € K.

Fijemos entonces N un grupo de Lie nilpotente conexo y K un subgrupo compacto de automorfismos
de N. Denotamos por k-x la accién de k € K en z € N. Recordemos que la operacién de grupo en K x N
esta dada por

(k,z)(K',2") = (kK z(k - 2")) para k. k' € K, z,2' € N.

El grupo N es a su vez un espacio homogéneo del grupo G := K x N. Dada 7 una representacién de
dimension finita de K, que ya asumiremos irreducible, consideramos el fibrado vectorial homogéneo E.,
de N. Las secciones de E,, es decir, las funciones u sobre G a valores en V; que satisfacen (3.1) (que
pueden considerearse de clase L, L2, C>°, C°, C., etc.) se identifican con funciones u sobre N a valores
en V. a través del mapa

u(z) — ulk,z) = 7(k) " u(x). (3.30)

como muestra la Figura 3.1. En este apartado D hara referencia al espacio de las secciones u de clase Cg°.
Cabe destacar que esto contrasta con la situaciéon general esquematizada en la Figura 1.6 de la Seccion
1.2.1.
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Figura 3.1: Esquema de una seccién u de un fibrado vectorial homogéneo sobre G = K x N.

La accién de G en una seccién u se reinterpreta como la accién conjunta de N sobre u por traslacién
a izquierda y de K sobre u por

(k,u(z)) — T(B)u(k™" - x). (3.31)

Ejemplo 3.33. Consideremos N = R? el espacio euclideo bidimensional y K = SO(2) el grupo de
rotaciones. Fijemos como espacio vectorial V, = R?. En este caso para que sea més simple la visualizacién
de las acciones tomamos un R-espacio vectorial. Las acciones de traslacion y rotacién se presentan en las
siguientes figuras.

Figura 3.2: Accién por traslacién en R2.

Figura 3.3: Accién de rotacién en R2.

Un campo vectorial sobre la variedad R? se identifica una funcién v : R2 — R? y se puede esquematizar
ubicando para cada punto de variedad = € R? el vector u(x). En la siguiente figura dibujamos un campo
u y hacemos notar que la accién por rotaciones sobre u dada en (3.31) es “la natural”.
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(a) u: R* - R? (b) &+ u(k™" - ) (c) x> 7(k) - u(k™ - x)

Figura 3.4: Accién por rotacién en un campo vectorial u de R? (seccién del fibrado trangente). Aquf
V, = R2, es decir, 7 es la representacién real estdndar dada por 7(k)x := k -z, donde k € SO(2), » € R
La primera figura (a) muestra en negro algunos de los puntos de un campo vectorial u en R? indicando en
uno de los vectores u(z) una curva tangente a dicho vector u(x). La segunda figura (b) es auxiliar. Vemos
que la curva tangente dibujada en (a) en negro rota a la curva azul marcada en (b) pero no es tangente
al vector en rojo indicado sobre ella y que se obtiene del vector u(z) en negro que si era tangente a la
curva negra. El campo vectorial en azul de la figura (c) es el dado por la accién de k € SO(2) sobre u, es
decir, k- u como en (3.31). Aqui vemos que a la curva en azul le corresponde un vector tangente en azul.
Por ello decimos la acciéon de K = SO(2) es la natural.

Los operadores lineales y continuos de I'(G X, V) en su dual, que conmutan con la accién de G, se
identifican con operadores T de D en D’ que conmutan con la accién de traslacién a izquierda dada por
N y con la accién de K que se obtiene de (3.31) usando (1.3). De manera andloga a lo visto en la Seccién
2.3 donde estudiamos el teorema del nucleo de Schwartz, la invarianza a izquierda por N hace que estos
operadores T resulten de convolucién (sobre N). A su vez, la invarianza por K hace que sus niicleos sean
aplicaciones lineales y continuas A : D — V. con la propiedad de ser K-invariantes, es decir,

k- (Aw) = A(k-u) Yu € D, Vk € K. (3.32)
Como A(u) € V; sabemos que
k- (A(u)) = 7(k)(A(u)) Vk € K.

Estas aplicaciones A extienden el concepto de funcionales lineales continuos. Una clase particular son las
dadas por funciones matriciales F': N — End(V;) localmente integrables. Definimos A = A por

Ap(u) ::/ F(z)u(z) dz.
N
Si Ap es K-invariante, es decir, satisface (3.32), entonces
F(k-z) = 7(k) F(z) 7(k)~" (3.33)
entendida esta igualdad para casi todo punto x € N. En efecto, por un lado
r0ar ) = 706) [ Foyute) do)
N
Por otro lado,
Ap(k-u) = / F(x)(k-u)(z) dx
N
= / F(z)r(k)u(k™' - ) d
N
= / F(k-z)r(k)u(z) dx
N

(aqui hemos usado que N es una variedad Riemanniana donde K es un subgrupo de automorfismos
ortogonales de V). Igualando obtenemos que para cada k € K

(k) ( /N Fz)u(z) dx) . /N Fk-2)r(k)u() de  VYueD
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0 equivalentemente

/N (F(z) — (k) ' F(k - 2)7(k)) u(z) dx  Vu e D.

Por lo que para todo k € K
F(z) =7(k)"'F(k - 2)7(k) p.p.

que es equivalente a (3.33). Si una funcién definida sobre N satisface (3.33), para una adecuada repre-
sentacion 7, diremos que es K -equivariante. Denotamos por

LA(N)

al conjunto de funciones integrables sobre N a valores en End(V;) que satisfacen (3.33). (Notacién similar,
L(N), C-(N), C(N), etc., serd usada para diferentes clases de espacios de funciones sobre N a valores
en End(V;) cumpliendo (3.33).) El recuadro se debe a que serd nuestro principal espacio de funciones de
estudio.

Para F € L1(N) denotamos por Tr al correspondiente operador de convolucién

(Tp(w) () = (F *u) (z) == /N Fly~'z)u(y) dy.

Por ser de convolucién, Tr conmuta con las traslaciones dadas por elementos de N. Verifiquemos rapi-
damente que efectivamente, como F satisface (3.33), Tr conmuta con la accién de K, es decir, que

k- (Tr(u)) =Tr(k-u) Yu € D, Vk € K. (3.34)

Por la definicién de la accién de K en secciones (3.31), el lado izquierdo de (3.34) estd dado por

(k- (Tr(u)(z) = 7(k)(Tr(uw) (k™" - 2) = 7(k) /NF(y_lk_l -z)u(y) dy. (3.35)

y el lado derecho de (3.34) por

Tolk - u) = /N Fly~ta)r(k)u(k—" -y) dy. (3.36)

Como cada seccién u es continua, asi como cada seccién Tr(u), entonces evaluando (3.35) y (3.36) en la
identidad = = e de N y mediante un cambio de variable, usando que la accién de K es por automorfismos
ortogonales, se tiene que para que coincidan F' debe cumplir (3.33).

La correspondiente funcién de F' sobre G = K x N via la asociacién de secciones (3.30), que denota-
remos F', es

F(k,x) = (k)™ F(z) € L} (G,End(V;)).

Es decir, cada T esté en correspondencia con un operadores 1 de los “viejos”, es decir, con un operador
integral aplicado sobre secciones u € I'(G x V;) y G-invariante que por lo tanto es de convolucién (sobre
G) con un niicleo F € L (G,End(V;)) (revisar la escritura (3.2) para el operador Tz).

Como sucedia anteriormente, la composicién de operadores integrales invariantes se corresponde con
la convolucién de funciones en L1 (N). Luego, (K x N, K, 7) es un terna conmutativa si y sélo si el dlgebra
de convolucién L1(N) es conmutativa. En tal caso, diremos que una funcién no-trivial ® € L®(N) es
esférica de tipo T si la aplicacién

1

Fr— (F(F))(®) := E/Ntr[F(x)@(x’l)] dx (3.37)

es un homomorfismo de algebras entre L1(N) y C. Se puede probar que una funcién ® es una funcién
esférica de tipo 7 sobre N si y sélo si la correspondiente funcién via la aplicacién (3.30) es una funcién
esférica de tipo 7 en K x N ([RS, Teorema 5.3]).

Pasemos ahora a una caracterizacién de ternas conmutativas (K x N, K, 7) y de sus funciones esféricas
de tipo 7 (o T-esféricas) por medio de operadores diferenciales. Recordemos que habiamos denotado por
D(E.) el algebra de operadores diferenciales G-invariantes del fibrado vectorial homogéneo E,. Cuando
G = K x N, una vez que hemos identificado las secciones suaves de E, con funciones infinitamente
diferenciables u sobre N a valores en V., podemos también identificar D(E.) con un élgebra de operadores
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diferenciables sobre N. Sea D(N) el dlgebra de operadores diferenciales invariantes a izquierda en N.
Denotamos por
(D(N) ® End(V,))* (3.38)

al algebra de operadores diferenciales, aplicados a funciones sobre IV a valores en V., que son N-invariantes
y que conmutan con la accién de K dada en (3.31). Entonces, existe un isomorfismo

D(E,) ~ (D(N) ® End(V;))*.

Mss atin, (K x N, K, T) es una terna conmutativa si y sélo si (D(N) ® End(V;))¥ es conmutativa. Como
referencia ver [RS, Teorema 6.1].

Sea n el élgebra de Lie de N. Sea P, el espacio de polinomios sobre n a valores en End(V;) que
satisfacen
P(k-z)=7(k)P(z)r(k)~" Vk e K,z € M.

Existe un isomorfismo lineal entre entre (D(N) ® End(V;))® y P,. Este isomorfismo es el llamado ope-
rador de simetrizacidn (revisar la aplicacién 1.18) que estd descripto en [Hel, Teorema 4.3], en el caso
escalar, y en [RS, Seccién 2], para nuestro caso.

Al abocarnos al estudio de ternas que involucran grupos de Lie nilpotentes simplemente conexos
podremos muchas veces trabajar sin pérdida de generalidad o bien sobre el grupo o bien sobre su dlgebra
de Lie debido al siguiente teorema.

Teorema 3.34. [Kn, Teorema 1.104] Si N es un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo con dlgebra
de Lie n, entonces la funcion exponencial exp : n — N es un difeomorfismo global.

En [RS, Corolario 6.2] se establece que si (K x N, K, T) es una terna conmutativay ® : N — End(V;)
perteneciente a ® € L°(N), entonces son equivalentes:

(i) ® es una funcién esférica de tipo 7,
(ii) ®(0) =1y ® es una autofuncién simultdnea de todo D € (D(N) ® End(V;))X.

Teorema 3.35. [RS, Teorema 9.4] Sea (K x N, K, T) una terna conmutativa con N nilpotente, entonces
todas las funciones T-esféricas definidas sobre N (acotadas) son de tipo positivo.

Por su parte, el Criterio de Godement puede ser reformulado aprovechando la estructura de G' como
producto semidirecto de grupos. El grupo K actiia en N por
(k, [x]) — [7*], donde n*(z):=w(k"' ).
Denotando por K al estabilizador de [rr] bajo dicha accién, se tiene que para cada k € K, hay un
operador de entrelazamiento unitario entre (7, H,) y (7%, H,), que llamamos §(k). Entonces § define una

representacién proyectiva de K. Se dice proyectiva ya que cada §(k) estd univocamente determinado
salvo multiplo unitario.

Teorema 3.36. [RS, Teorema 5.1] La terna (K x N, K, T) es conmutativa si y sdlo si, para cada repre-
sentacion unitaria irreducible w de N, la representacion 6 @ (7),. ) es libre de multiplicidad.

A su vez, en [RS], F. Ricci y A. Samanta particularizan al caso N = R”™ el criterio para ternas
conmutativas dado en el Teorema 3.36 y la férmula (3.24) para las funciones 7-esféricas obteniendo
simplicaciones.

Sea K un sugrupo cerrado de SO(n) actuando naturalmente en R™ y sea (7,V;) una representa-
cién unitaria irreducible de K. Consideremos el estabilizador de un punto x € R" bajo la accién por
automorfismos de K

K, ={keK| k-z=ua}.

Teorema 3.37. [RS, Teorema 10.1] (K x R™, K,T) es una terna conmutativa si y sdlo si, para todo
x € R", la accion de K, en V; es libre de multiplicidad.
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Sea (K x R™ K, 7) una terna conmutativa. En [RS, Seccién 11] se encuentra una férmula integral
para las funciones esféricas de tipo 7. Para cada £ € R™, sea

l
Ve = ®j(£)1 Vie

la decomposicién (libre de multiplicidad) de V; bajo la accién de K¢. Sea P;(&) la proyeccién de V; en
Vj.¢ con respecto a dicha descomposicién (como (3.14)) y sea d; la dimensién de Vje.

Teorema 3.38. [RS, Teorema 11.1] La funcidn definida por

D¢ jy(a) = ‘CZ/Ke“&’“'%(k1)Pj(5)7(k) dk (Vo € R™), (3.39)

donde (-, ) denota el producto interno usual en R™, es una funcion esférica de tipo .

Mas ain, {® ;| £ €R™, j=1,2,..,1(§)} es un conjunto completo de funciones esféricas de tipo 7.
En particular, dos funciones esféricas ® ¢, jy, Pe, ) de tipo T coinciden si y solo si & y &2 estan en la
misma K -orbita. Ademds, si §&o =k - &1, entonces Vi, ¢, = T(E)Vj, ¢, -

Teorema 3.39. [Ya, Teorema 3] Los pares (SO(n) x R™,SO(n)) y (U(n) x H*,U(n)), donde H" denota
el grupo de Heisenberg de dimension 2n + 1, son pares de Gelfand fuertes.

Observacién 3.40. Relacién con las dlgebras de funciones escalares I2(G):
Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto de G. Recordemos que I?(G) denota el espacio de
funciones de G en C de cuadrado integrable, K-centrales y de tipo 7. El espacio

D 2(©).

TGIA(

en el caso en que G = K x N, coincide con el subespacio de L?(G) de las funciones K-centrales. En
efecto, si f : G — C es K-central, entonces

f(k,n) = f((k,0)(k,n)(k~*,0)) = f(kkk™',k-n)  paratodo k € K, (k,n) € K x N.

Sea T un toro maximal de K. Como
K= kTk,
keK

por la densidad de las funciones a variables separadas sobre la variedad K x IV, se tiene que el subespacio
de L?(K x N) de funciones K-centrales se puede poner como

LA(T) @ I2 (K x N),

donde 7y denota la representacion trivial de K y por lo tanto IZO es el espacio de funciones de NV en C,
de cuadrado integrable, que son invariantes por la acciéon de K. Es decir,

I (K x N) = L2 (N).

Por el teorema de Peter-Weyl
LA(T) = P Cror.
rek
donde Cyx, denota el C-espacio vectorial de dimension uno generado por el cardcter y. de la representacién

7. Por otro lado,
Cxr @ I2 (K x N) = I?

y esto concluye la afirmacion.

Observacién 3.41. Si (K x N, K) es un par de Gelfand entonces es un par de Gelfand “twisted” (o
retorcido) con respecto a todo cardcter de K. Esto se debe simplemente a la identificacién del dlgebra
L (K x N,End(V;)) con LL(N).
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Observacion 3.42. Existen ejemplos de
= pares de Gelfand (G, K) que no dan lugar a ternas de Gelfand (G, K, 7) con 7 no trivial.

= pares de Gelfand (G, K) que dan lugar a ternas de Gelfand (G, K, 7) con 7 no trivial pero que no
son pares de Gelfand fuertes.

Ejemplos de estos veremos en el préximo capitulo. Mencionamos también que para el grupo de Heisenberg
H", la terna (SU(n) x H™,SU(n), 7) es conmutativa sélo para algunas representaciones irreducibles 7 de
SU(n). Esto estd demostrado en [RS, Corolario 10.4] y para n = 2 en mi trabajo final de Licenciatura en
Matemética, FAMAF-UNC, dirigido por la Dra. Linda V. Saal [D].
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Capitulo 4

Ejemplos y clasificacion de ternas de
Gelfand (K x N, K, 7)

El objetivo de este capitulo serd dar ejemplos de ternas conmutativas (G, K, 7) para el caso en que
G = Kx N, donde N es un grupo de Lie nilpotente conexo, simplemente conexo y K es un subgrupo com-
pacto de automorfismos de N. Dos familias de ejemplos de ternas conmutativas son (SO(n)xR™,SO(n), 7)

para cualquier T € 86\(71) y (U(n) x H",U(n), ) para cualquier 7 € U(n), donde H" denota el grupo
de Heisenberg de dimension real 2n + 1. Este resultado se debe a O. Yakimova quien probé que tanto
(SO(n) x R™,SO(n)) como (U(n) x H”, U(n)) son pares de Gelfand fuertes (cf. [Ya, Teorema 3]).

En una primera instancia, dado un grupo de Lie nilpotente N no abeliano, un subgrupo compacto K
de automorfismos de N y una representacién unitaria irreducible (7,V;) de K, estudiaremos condiciones
sobre T para garantizar que (K x N, K, T) sea una terna conmutativa. Una condicién necesaria, probada
por F. Ricci y A. Samanta en [RS], establece que (K x N, K) debe ser un par de Gelfand. Por su parte, se
muestra en el Teorema 2.59, debido a C. Benson J. Jenkins y G. Ratcliff, que si (K x N, K) es un par de
Gelfand, entonces N debe ser abeliano o dos pasos nilpotente. Restringiremos nuestra atencién solamente
a aquellos grupos N que admiten representaciones de cuadrado integrable. En estos casos veremos que es
posible reducir el problema a estudiar la conmutatividad de ternas de la forma (K’ x H, K, 7, ), donde
H es un grupo de Heisenberg, K’ es un subgrupo ortogonal de automorfismos de H contenido en K y up
denota la restriccién de 7 a K’. Esto se muestra en el Teorema 4.4.

Posteriormente determinaremos todas las ternas conmutativas que provienen de una clase particular
de pares de Gelfand dados por J. Lauret. Concretamente, partiendo de una representacion real y efectiva
W de un élgebra de Lie compacta g, J. Lauret construye en [La2] grupos de Lie dos pasos nilpotentes
N(g,W) con estructura de variedad Riemanniana y da una clasificacién completa de los pares de Gel-
fand de la forma (K x N(g, W), K) donde K estd conformado por todos los automorfismos ortogonales de
N (g, W). Nuestro objetivo serd determinar todas las ternas conmutativas de la forma (K x N(g, W), K, 1),
donde 7 varia sobre K. Para usar la caracterizacién de ternas conmutativas que habremos probado en el
Teorema 4.4, solamente analizaremos aquellos grupos N (g, W) que tienen representaciones de cuadrado
integrable. Cabe destacar que esta condicién es satisfecha por todos los pares listados en [La2] con ex-
cepcién de dos casos. Nuestro resultado de clasificacion es el Teorema 4.20.

Finalmente dejaremos de lado los pares de Gelfand comprendidos en [La2] para pasar a analizar
otras ternas (K x N, K,7) partiendo de pares de Gelfand (K x N, K). La clasificacién de pares de
Gelfand de dicha forma fue completada por E. Vinberg. Con el espiritu de completar la clasificacién de
ternas conmutativas, estudiaremos si hay ternas de Gelfand no-triviales provenientes de [V] que expandan
nuestra clasificacién dada a partir de los pares que se encuentran en [La2]. Concluiremos que la respuesta
es practicamente negativa y tanto esto como las pocas ternas que muestra el Teorema 4.20 nos dan pautas
para decir que entonces el andlisis esférico matricial sobre un grupo N abeliano cobra mayor relevancia.
En los préximos capitulos dedicaremos nuestra atencién justamente a este problema fijando N = R™.
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4.1. Localizacion

Sea N un grupo de Lie nilpotente conexo, simplemente conexo. El teorema de Plancherel establece
que para funciones sobre N a valores escalares existe una medida g en N tal que

/N (@) P = /N In () du),

para toda f € L*(N)N L?(N), donde dx denota la medida de Haar en N, HS refiere a la norma Hilbert-
Schmidt y para 7 € ]/\]', 7m(f) es el operador definido por (2.39). Este resultado es debido a J. Dixmier
y como referencias mencionamos su articulo [Dix], el libro [P] o bien su enunciado se puede encontrar
de manera clara en [Gool. Es posible extender de manera natural este resultado abarcando funciones a
valores matriciales.

Lema 4.1 (Teorema de Plancherel). Sea V' un espacio vectorial complejo de dimension finita m y sea
F e LY(N,End(V)) N L*(N,End(V)), entonces

1713 = /1v l7(F)Zrs dp(m), (4.1)

donde 7(F) es el operador definido por =(F) := [\ m(x) ® F(z)dzx.

Demostracion. Consideramos {e;}™, una base de V. El teorema de Plancherel cldsico es vélido para
todas las funciones definidas como entradas F;;(z) := (F(x)ej,e;) de F. Por lo tanto tenemos que

IFI = 3 13
= 3 [ el e
i,j=1

Para cada (7, Hr) € N , sea {hy } una base ortonormal del espacio de Hilbert H., luego

m

Z [ IR rs dut) -3 / e ) )
Z/ Z”/ ) g (F (@), ex)de? dy)
= [ XS [ ) F)ha © ¢, eiisl? dutr

i,j=1 a,B

= [ E 1) @ ). @ e dutr)

,7=1 o,

= [ (P lrs dutr).

O

Definicién 4.2. Sea Z el centro de N. Una clase (7, H,) € N se dice de cuadrado integrable si sus
coeficientes matriciales (u,m(x)v).., para u,v € H,, son funciones de cuadrado integrable en N mddulo

Z (es decir, es una funcién en L?(N/Z)). Denotaremos por Ns\q al subconjunto de N de representaciones
de cuadrado integrable.

De [Wol, Teorema 14.2.2] se desprende que para determinar si una representacién es de cuadrado

integrable, basta chequear que sélo una de sus entradas matriciales no nulas sea una funcién de clase
L?(N/Z).

Teorema 4.3. [Wol, Teorema 14.2.14] Si N tiene una representacion de cuadrado integrable, entonces
su medida de Plancherel estd concentrada en Ngg.
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A partir del resultado anterior dirigiremos nuestra atencién hacia aquellos grupos N que tengan re-
presentaciones de cuadrado integrable.

Al mismo tiempo, si n denota el dlgebra de Lie de N con corchete de Lie [-,-], dotamos a N con
una métrica Riemanniana invariante izquierda determinada a partir de un producto interno (-,-) en n,
dando lugar a una nilvariedad homogénea (N, (-,-)) (cf. [Lal]). Su grupo de isometrias estd dado por el
producto semidirecto K x N, donde K es el grupo de automorfismos ortogonales de N (cf. [Wils] y [Wo2]).

Como nuestro interés recae sobre la determinacién de ternas conmutativas (K x N, K, 1), del Teorema
3.15 el par (K x N, K) debe ser necesariamente de Gelfand y por lo tanto, por un resultado de C. Ben-
son, J. Jenkins y G. Ratcliff dado en [BJR1] (Teorema 2.59), N debe ser abeliano o dos pasos nilpotente.
Consideraremos entonces unicamente grupos N dos pasos nilpotentes. En consecuencia, n = 3® W, donde
3 es su centro y W el complemento ortogonal de 3 tal que [W, W] C 3.

Vimos que la teoria de Kirillov establece una correspondencia entre N y el conjunto de érbitas coad-
juntas (ver apartado 1.2.6). Fijada A € n* no-trivial se considera la forma bilineal antisimétrica en n dada
por

By\(X,Y) = X\[X,Y]) (X,Y en)

y la representacién ) € N asociada a la érbita coadjunta O(A) de A bajo la accién de N, es la represen-
tacion inducida
my = IndY (),
donde M es el grupo de Lie simplemente conexo asociado a la subalgebra isotrépica maximal m de By y
e () es un cardcter de M.
Sea X € ; el representante de la restriccion A, de A a 3, esto es,

AY) =¥, Xy) (VY €j).
Podemos partir 3 como
3 =RX\Djn,
donde 3, := Nﬁ()\‘j) es el complemento ortogonal en 3 del espacio unidimensional RX generado por X.

—

Si mn € Ngq se puede ver que By es no-degenerada en W y las érbitas son maximales, esto es,
O(A\) = A® W*. En efecto, sea ay el subespacio de W donde B} es degenerada, es decir,

ay:={u eV | Bx(u,v) =0 YveW}
Sea Ay :=exp(ay) y sea by el subespacio de W donde B, es no-degenerada. Consideramos
ny =ay ® by ®RX),
y Ny :=exp(ny). Si dotamos a ay con el corchete de Lie trivial, podemos considerar el dlgebra de Lie
ha == by & RX),
con corchete de Lie dado por
[X,Y]y, = BA(X,Y)X).

Observamos que h es un algebra de Heisenberg y denotamos por Hy su correspondiente grupo de Hei-
senberg. La representacién my es trivial en Zy := exp(3x). Luego, se factoriza en N y via identificar N
con el grupo producto Ay x Hy podemos escribir

ma(a,n) = x(a)my(n),

donde x es un cardcter unitario de Ay y 7} representacién unitaria irreducible de Hy. Por lo tanto, my
no puede ser de cuadrado integrable a menos que ay = {0}.

La reciproca de este hecho también es cierta. Si las drbitas son maximales (o equivalentemente, si By
es no-degenerada en W), entonces 7y de cuadrado integrable. De hecho resulta

n, =RX, e W.

Como el cardcter x es trivial en 3, la representacion 7y actia trivialmente en 35 y define una represen-
tacién unitaria irreducible en Ny. En este caso V) es directamente isomorfo a un grupo de Heisenberg y
por lo tanto 7y es de cuadrado integrable.

Este es un hecho particular del siguiente resultado general (ver [Wol, Theorem 14.2.6]): Si N es un
grupo de Lie nilpotente conexo, simplemente conexo, entonces las siguientes son equivalentes
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(i) [m] € Neg:
(ii) La 6rbita O()) estd completamente determinada por A, .
(iii) By es no-degenerada en n/j.

Por 1ltimo, nos gustaria remarcar que en este contexto la forma bilineal B) restringida a W x W
define la forma simpléctica asociada al grupo de Heisenberg Ny. Por lo tanto dim(W) = 2m para algin
numero natural m y el espacio vectorial m introducido en el apartado 1.2.6 resulta isomorfo a 3 & R™.

Nos concentraremos ahora en las acciones de un subgrupo compacto K de automorfismos ortogonales
de N. No haremos distincién entre automorfismos de N y n. (Para resultados en contextos més generales
consultar [Kik]).

Dados k € K y (mx, Hr,) € N,

(x) = m\(k - z)

define una representacion unitaria irreducible de N, que puede o no ser equivalente a 7). Sea
o k
Ky ={ke K| ny ~m\}

el estabilizador de my. Para k € K, existe un (inico salvo factor unitario) operador unitario wy (k)
sobre H,, que entrelaza 7y con 7§, es decir, 7¥(z) = wy (k)7 (x)wy (k) "t para todo x € N. En principio
wy es una representacién proyectiva de K, . Sin embargo, uno siempre puede elegir escalares y asegurar
que define una verdadera representacién unitaria de K, en Hr, (cf. [BJR3, Lemma 2.3]).

Por otro lado, sea

Kx, ={keK| k-X, =X}

el estabilizador de X con respecto a la acciéon de K sobre n. Si 7y € ]Tf;, es facil ver que K, coincide
con Ky, y los denotaremos simplemente por K.
Observamos que, para todo u,v € V' y todo k € K,

B)\(k " u, k - ’U) = <X)\7 [k : U,k : ’U]> = <X)\7k : [U,’U]> = <k_1 : X)\a [uva
= <X>\7 [U7U]> = B)\(U,U),
donde en la segunda igualdad hemos usado que K actta en n por automorfismos. Por lo tanto, K resul-
ta un subgrupo del grupo simpléctico Sp(m) con respecto a la forma simpléctica (By)),, ., del espacio
vectorial real W. Méas ain, como K es compacto, podemos asumir que es un subgrupo del grupo uni-

tario U(m) C Sp(m). Llegados a este punto enfatizamos que la representacién wy de K coincide con la
conocida representacion metapléctica asociada al grupo de Heisenberg N.

El siguiente teorema nos permitira determinar si una terna es o no es de Gelfand a partir de estudiar
ternas asociadas a grupos de Heisenberg.

Teorema 4.4. (Reduccidn a grupos de Heisenberg) Sea N un grupo de Lie real dos pasos nilpotente cone-
To, simplemente conexo que tiene representaciones de cuadrado integrable. Sea K un subgrupo compacto
del grupo de automorfismos de N y sea (7,V;) € K. Entonces,

(1) (KxN,K) esun par de Gelfand si y solo si (Kx X Ny, K)) es un par de Gelfand para toda 7y € J/\f;
(version escalar).
(#1) (K x N,K,T) es una terna conmutativa si y sdlo si (K x Ny, Ky, T‘K/\) es una terna conmutativa

para toda Ty € ]Tf; (version matricial).

Demostracion.

(7) Recordamos que por hipdtesis N tiene medida de Plancherel concentrada en ]Tf; y podemos aplicar
los argumentos dados en [BJR3, p. 571-574].

(#4) Una generalizacién de las ideas dadas en [BJR3] nos permitiran probar la segunda afirmacién. Para
ello usaremos el Teorema 3.36.
Asumamos primero que (K x N, K, T) es una terna conmutativa. En particular, wy @ (7)., ) es libre de

multiplicidad para toda ) € ]Tf;. Luego, el Teorema 3.36 afirma que (K x Ny, K}, T|K)\) es una terna

conmutativa para cada m\ € Ngq.
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Reciprocamente, sean F,G € LL(N). Es claro que si 7 € N, 7(F * G) = 7(F)7(G). Si vemos
que 7y (F') conmuta con mx(G) para toda my € ]/\f;, aplicando el teorema de Plancherel (Teorema 4.1)
y [Wol, Teorema 14.2.14] habremos obtenido F' * G = G x F p.p. Sabemos que el operador my(F)
entrelaza wy ® (1), ) con sigo misma (cf. [RS, Lema 6.2]). Como para cada m\ € J/\/:S\q por hipédtesis
(K x Ny, Ky, 7'|K>\) es una terna conmutativa, wy ® (T‘KA) es libre de multiplicidad. Luego, por el Lema
de Schur, m\(F') es un multiplo del operador identidad en cada componente irreducible de H,, y la
conclusion se sigue inmediatamente. O

Asumiremos que 7y actia en el espacio de Fock Fy que consiste, para A > 0 (respectivamente para A <
0), de las funciones holomorfas (respectivamente antiholomorfas) en C™ que son de cuadrado integrable
con respecto a la medida e~212”, El espacio P(C™) de polinomios en C™ es denso en Fy. De aqui en
adelante consideraremos la accién metapléctica de U(m) en P(C™) dada por

(w(k)P)(2) = p(k~"2) (4.2)

y trabajaremos con W, €n lugar de wy.

4.2. Estudio de una familia de pares de Gelfand (K x N, K)

En esta seccién introduciremos una clase de grupos de Lie dos pasos nilpotentes cuya constuccién es
similar a la de grupos de tipo Heisenberg (o de tipo H) (ver [Kap]). Estos grupos fueron introducidos por
J. Lauret en los articulos [La2] y [Lall.

Sea g un dlgebra de Lie compacta, esto es, g = [g,g] @ ¢ donde ¢ es el centro de g y ¢’ := [g, 9] es
un algebra de Lie compacta semisimple. La notacién de derivada g’ viene a colacién de la definicién del
corchete de Lie (ver 1.12). Sea (p, W) una representacién real y fiel de g de dimensién finita. Definimos
el dlgebra de Lie dos pasos nilpotentes

n:=goW

cuyo centro es g y su corchete de Lie en W es

([u,v], X) 4 = (p(X)u, v) Yu,v e Wy VX €g, (4.3)

donde los productos internos (-,-)g ¥ (-, -)v son considerados ad(g)-invariante y 7(g)-invariante, respecti-
vamente. Estos productos internos definen uno en n dado por

(X,Y), siX,Yeg,
(X)) =< (X, Yy siX,YeW,
0 siXegyYeW

Tal producto interno se dice g-invariante. El grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie n sera
denotado por N(g, W). Podemos dar a dicho grupo una métrica invariante a izquierda determinada por
(+,-) v de esta forma obtener una nilvariedad homogénea. Se remarca en [La2] que esta construccién no de-
pende de la eleccién del producto interno g-invariante (salvo isomorfismo de grupos de Lie). Precisamente
si (p,W) y (p/, W) son dos representaciones de g y existen un automorfismo ¢ de g y un isomorfismo
T : W — W’ lineal tales que T o p(z) o T~! = p/(p(x)) Vx € g, entonces N (g, W) y N(g, W’) son grupos
de Lie isomorfos.

Observacién 4.5. En general, dados dos espacios vectoriales g y W, con productos internos (-,-)g ¥y
(-, Yw, podemos definir un nuevo espacio vectorial n = g & W con producto interno tal que la suma
directa se ortogonal y que restringido a g y W coincida con (-,-)g y (-, -)w, respectivamente. Si queremos
dotar a n de una estructura de algebra de Lie, debemos definir sobre este espacio una forma bilineal
antisimétrica y que cumpla la identidad de Jacobi. Si pretendemos que n resulte un algebra de Lie dos
pasos nilpotentes con centro 3 := g, la identidad de Jacobi se cumplird trivialmente y sélo debemos definir
una forma bilineal antisimétrica no degenerada B de W x W en g y el corchete estard dado por

[(X,u), (Y,v)] = (B(u,v),0) VX,Y €g, u,v e W.

Para definir B(u,v) para cada u,v € W, por dualidad, basta determinar su valor contra cada X € g. Es
aqui donde la construccién dada por J. Lauret requiere que g sea un dlgebra de Lie compacta y (p, W)
una representacion real y fiel de g para establecer B(u,v) (es decir, el corchete en W) como (4.3).
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Ejemplo 4.6. Quizas el primer ejemplo de dlgebra de Lie dos pasos nilpotentes que uno tiene en mente
es el dlgebra de Heisenberg R®R?”. Aqui B es la forma simpléctica canénica en R?" asociada a la matriz

w=(p ).

Adrede hemos denotado dicha matriz por p(1), donde 1 € R, ya que esta expresién extendida por linealidad
define la representacién p de R sobre R2" en correspondencia con la construccién anterior.

Definicién 4.7. El grupo N(g, W) se dice descomponible si N(g, W) es producto directo de grupos de
Lie de la forma

N(g,W) = N(b1,V1) x N(ha, Va).
En caso contrario diremos que N (g, W) es indescomponible.

Sea G’ el grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie g’ y sea U la componente conexa
que contiene a la identidad del grupo de operadores de entrelazamiento ortogonales de (p, W). El grupo
U actia trivialmente en el centro g de n y cada g € G’ actia en n por (Ad(g),p(g)) (donde también
hemos denotado por p la correspondiente representaciéon de G’ en W). En este contexto consideramos K
el grupo de automorfismos ortogonales de N (g, W). Si el grupo de automorfismos de g coincide con el de
automorfismos internos de g (Aut(g) = Int(g)) entonces K = G’ x U (cf. [Lal, Teorema 3.12]). Al igual
que J. Lauret en [La2| consideraremos estos casos.

Hasta aqui hemos repasado la contruccién de una familia de grupos de Lie dos pasos nilpotentes
realizada por J. Lauret. A su vez, el articulo [La2] concluye determinando todos los pares de Gelfand
(K x N,K) donde N := N(g,W) es indescomponible y K es el grupo de automorfismos ortogonales
conexo de la nilvariedad homogénea N que se asume dado por K := G’ x U. Estaremos interesadas, a
partir de dicha clasificacién, en tomar cada una de las representaciones unitarias irreducibles 7 de K para
cada ejemplo de par de Gelfand y determinar cudndo la terna (K x N, K, 7) resulta conmutativa. Con
este objetivo en el horizonte procedemos a describir un criterio que luego utilizaremos para realizar el
anglisis caso por caso de cada uno de los pares (K x N, K) dados en [La2, Remark 3] con cada una de las
representaciones 7 € K. Al final se la seccién se incluye una tabla que resume la clasificacién de ternas
conmutativas.

4.2.1. Criterio de conmutatividad

En este apartado pretendemos desprender del Teorema 4.4 un criterio para determinar ternas de Gel-
fand (K x N, K) donde N es de la forma N := N(g,W) y K := G’ x U. Al final de la seccién listamos
todos los pares de Gelfand determinados por J. Lauret en [La2] en los que el grupo nilpotente N presenta
representaciones de cuadrado integrable.

Fijemos entonces una nilvariedad homogénea N := N(g, W) con subgrupo de automorfismos ortogo-
nales K := G’ x U como hemos descripto anteriormente. Para A € n*, sea X, € g su representante en el
centro de n. Luego

)\([U,UD = <[u7v]7X/\> = (p(X;Ju,v) (u,v € W) (4.4)

De la discusién hecha previamente se sigue que la representacion ) asociada a la d6rbita coadjunta de A
es de cuadrado integrable si y sélo si Nu(p(X,)) = {0}.

Asumiendo que N tiene una representacion de cuadrado integrable notamos que K es exactamente
Ce (X)) x U, donde Ce/ (Xy) :={g € G' | Ad(g9)Xx = X} es el centralizador de X en G'.

Sea 7 € K. Por el Teorema 4.4 sabemos que (K x N,K,T) es una terna conmutativa si y sélo si
(w® 7')‘KA es libre de multiplicidad para toda m) € N; Para el caso en que g es un &lgebra de Lie
semisimple daremos un criterio con el mismo espiritu de restringir el problema de determinar ternas
conmutativas a partir de estudiar grupos maés sencillos.

Teorema 4.8. Sean N := N(g,W) y K := G’ x U de acuerdo a las construcciones dadas previamente.
Sea 7 € K y sea T un toro mazimal de G'. Si asumimos que g es un dlgebra de Lie semisimple y que N
posee al menos una representacion de cuadrado integrable, entonces la terna (K x N, K, T) es conmutativa

si y s6lo si (W@ 7)., es libre de multiplicidad, donde w es la representacion metapléctica (4.2).
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Demostracion. Si (w®T)|,,,, es libre de multiplicidad entonces para cada Xy € g, (w® 7)), es libre de
multiplicidad ya que Cg/ (X)) contiene un toro maximal de G’.

Ahora supongamos que (K x N, K,T) es una terna conmutativa. Recordemos que X € g es un
elemento regular de g si C/(X) es un toro maximal y se sabe que el conjunto de elementos regulares de
g es abierto y denso en g. Luego, sélo necesitamos hallar un elemento regular en g en correspondencia a
una representacién de cuadrado integrable de N:

Para cada A\ € n* hemos definido una forma bilineal antisimétrica en W x W

(B (1, 0) := Al[u, v]).

Sea Pf((B\)|, . ) la raiz cuadrada del determinante de una matriz asociada a (5)) Este el llamdo

el Pfaffiano . Sea

|W><W'

P()) = PE((By)

lww )

Tal funcién P depende tnicamente de A|, y se ve que es un polinomio homogéneo sobre g* (que también
denotaremos por P) tal que P(\) = P()|,) (cf. [Wol, p. 333]). De acuerdo a [Wol, Teorema 14.2.10]
existe una correspondencia entre dérbitas coadjuntas O(X) con P()\|g) # 0 y las representaciones de
cuadrado integrable. En particular, como O()) esta completamente determinada por A, denotamos por
¢ la aplicacién que asocia cada A|, tal que P() ) # 0 con la representacién my € ]\A/'sq. Miés atin, [Wol,
Teorema 14.2.14] afirma que la medida de Plancherel de N estd concentrada en qu y que su imagen
bajo la aplicacién ¢! es un miltiplo positivo de |P(X)|dX, donde dX es la medida de Lebesgue en g.
En particular, el conjunto

{Ad"(\) e g” | P(N) # 0}

estd en correspondencia con el conjunto
{X\ €g| p(X)) es invertible}.
Como este es abierto, existe un elemento regular en él. O

Corolario 4.9. Sean N, K, 7 y T como en el teorema anterior. Si g es un dlgebra de Lie compacta no
abeliana (es decir, g’ # {0}) y existe X € g’ tal que p(X) es invertible, entonces la terna (K x N, K,T)

es conmutativa si y s6lo si (w @ T)|,,, es libre de multiplicidad.

Demostracion. Por el teorema anterior, si (w ® 7) es libre de multiplicidad entonces (K x N, K, T)

es conmutativa. Reciprocamente, por hipdtesis,

|TxU

{X €g'| p(X) es invertible}

es un conjunto abierto distinto del vacio y por lo tanto posee un elemento regular. La conclusién sigue
como en el Teorema 4.8. O

Como ya hemos mencionado, la clasificacién de todos los pares de Gelfand de la forma (K x N (g, W), K),
donde N (g, W) es indescomponible y K := G’ x U, es debida a J. Lauret (cf. [La2, Remark 3]). A con-
tinuacién listamos los grupos N (g, W), que poseen una representacién de cuadrado integrable, con sus
respectivos grupos de automorfismos ortogonales K que dan lugar a pares de Gelfand.

(I) e N(g,W) = N(su(2),(C*") paran > 1,
donde C? denota la representaciéon estandar de su(2) vista como representacién real, por lo
que se entiende que su(2) acttia en (C?)" como Im (H) actda componente a componente en
H"™ por el producto cuaterniénico a izquierda (donde H denota a los cuaterniones e I'm(H)
su correspondiente conjunto de cuaterniones imaginarios). En este caso N (su(2), (C?)") es un
grupo de tipo H.

o K =SU(2) x Sp(n).
(I1) e N(g, W) = N(su(2) @ su(2), (C2)* @ R* ® (C)*2) para ky + ko > 1,
donde la suma (C%)" @ R* @ (C?)*2) es una suma ortogonal, R* denota la representacion

estandar de s0(4), la primera copia de su(2) acttia en (C?)*' de la manera natural y la segunda
en (C2)kz,

e K = Spin(4) x Sp(k1) x Sp(kz).
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(II) e N(g,W) = N(sp(2),(CH") paran > 1,
donde sp(2) acttia componente a componente en (H?)" de la manera estdndar (identificando
H? con C*).
e K =Sp(2) x Sp(n).

(IV) e N(g,W) = N(s0(2n),R?") para n > 2,
donde R?" denota la representacién estdndar de so(2n).
o K =S50(2n).

(V) e N(g,W)= N(su(n),C") para n > 3,
donde C™ denota la representacién real estdndar de su(n).
e K =SU(n) x Sh.

(VI) e N(g,W)= N(u(n),C") para n > 3,
donde C™ denota la representacién real estdndar de u(n).
e K =SU(n) x St.

(VII) e N(g, W)= N(u(2),(C*)* @ (C?)") parak >1yn >0,
donde la suma (C?)* @ (C2)") es ortogonal, el centro de u(2) actia no-trivialmente solamente
en (C2)F, (C%)™ denota la representacion de su(2) descripta en (I) y u(2) actia componente a
componente sobre (C?)* de la manera estdndar como representacién real.

o K =SU(2) x U(k) x Sp(n).

(VIII) e N(g, W) estd dado por:

o g:=su(mi)®..Pesu(mg) dsu(2)d...Hsu(2) & c, con o copias de su(2), m; > 3 para
todo 1 < ¢ < Sy donde ¢ es una componente abeliana.

o W:i=Cm@..eCms @CHit2ng . @C?hatne conk; > 1yn; > 0paratodol <j<a
y donde la suma es ortogonal o equivalentemente g-invariante.

g actia en W como sigue: Para cada 1 < i < § + «, ¢ tiene un unico subespacio maximal,
denotado por ¢;, actuando no-trivialmente en la i-ésima componente de W y la dimensién
de ¢; es 1. Para 1 < i < 8, su(m;) @ ¢; (el cual es isomorfo a u(m;)) actia no-trivialmente
unicamente en C™ (como la representacién presentada en (VI)) y para f+1 < i < 8+ a,
su(2) @ ¢; actia no-trivialmente tinicamente en C2*+2% (como la representacién presentada
en (VII)).

e K =G xU donde
o G' =SU(mq) x ...SU(mg) x SU(2) x ... x SU(2), con « copias de SU(2) y
o U=S'"x..xS!xU(ky) x Sp(n1) x ... x U(ka) x Sp(na), con B copias de S!

(IX) e N(g,W)=N(R,C") paran > 1,
donde R actia en C™, visto como espacio vectorial real, como en el Ejemplo 4.6, es decir, es el
grupo de Heisenberg.

e K =U(n).

Observacién 4.10. Para todos los casos presentados anteriormente existe X € g’ satisfaciendo Ni(p(X)) =
{0}. Hemos excluido de la lista dos de los casos dados en [La2, Remark 3] ya que corresponden a grupos
nilpotentes que no poseen representaciones de cuadrado integrable. Estos son precisamente el segundo
punto de la observacién final del articulo [La2] y el par dado por N(g, W) := N(so(2n + 1),R>"*1) y
K :=S0(2n + 1) para n > 2, es decir, el andlogo al punto (IV). En ambos casos el espacio vectorial W
tiene dimensién impar.

Nuestra tarea ahora serd considerar, para cada caso, una representacion unitaria irreducible 7 de
K = G’ x U y determinar si la terna resultante es conmutativa o no. El dltimo {tem de la lista fue
estudiado en [Ya] donde se prueba que las ternas (U(n) x N(R,C™),U(n), ) son conmutativas para toda

7 € U(n), esto es, cuando N es un grupo Heisenberg y K es el grupo unitario tenemos un par de Gelfand
fuerte. Es asi que a continuacién exploraremos los casos del (I) al (VIII) con el fin de derivar ternas
conmutativas.
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4.2.2. Caso (I)

Denotamos por H a los cuaterniones y por Im (H) a los cuaterniones imaginarios. Para n > 1, el grupo
N(s5u(2), (C*)™) es el grupo de tipo H con &lgebra de Lie Im (H) ¢ H" donde la representacién real p de
Im (H) sobre H" esta dada por el producto cuaterniénico a izquierda componente a componente

p(z)(v) == (zv1, ..., 20p) (v=(v1,...,vp) € H, z € Im(H)), (4.5)

es decir, su(2) actia sobre (C?)" como Im (H) actia naturalmente en cada coordenada de H" (identifi-
cando Im (H) con su(2) y H" con (C?)").

El grupo unitario de operadores de entrelazamiento de 7 es Sp(n) que actia en H" a derecha. Por lo
tanto, K = SU(2) x Sp(n).

Un toro maximal en SU(2) estd dado por

= {(o o)1 o).

Notemos que la accién de T* x Sp(n) en P((C?)") (el espacio de polinomios en (C?)") es C-lineal mientras
que no lo es la acciéon de K.

La representacién metapléctica w de T* x Sp(n) en P((C?)") se descompone en

w = @ Xs @ 1(s), (4.6)

SGZZO

donde x,(f) := e y n() denota la representacién irreducible de Sp(n) en el espacio Ps((C?)") de
polinomios homogéneos de grado s.

Una representacmn T € SU(2 ) x Sp(n) estd dada por el producto temsorial 7 = v, ® 1, donde
(vk, Pe(C?)) € SU( ) es la representacién de SU(2) que se realiza en el espacio de polinomios homogéneos

de C? de grado k y n € Sp(n). Cuando restringimos 7 a T' x Sp(n) tenemos

k
(Vk ® n)lTl X Sp(n) = (@ ka) ® - (47)
=0

En consecuencia
o0

WOV @ Mgy, gy = D [(BiooXsrn2i) @] @1 (4.8)
s=0

Proposicién 4.11. La terna (K x N, K, T), para
= N := N(su(2),(C*)"),
» K :=8U(2) xSp(n) y
«TEK,

es conmutativa si y solo si:

(i)TES/U-\(Z)o

(1i) 7 € Sp(n) y corresponde a una particion de la forma (a,a,...,a), de longitud a lo sumo n, para
algun entero no negativo a.

Demostracion. Sea T = v, @ n € SU(2) x Sp( ).
Si 7 = 1, a partir de (4.8) la afirmacién se prueba ficilmente ya que

oo

@V, gy = D (Bl0Xsrh2i) ®1(s)
s=0

es libre de multiplicidad.



122 CAPITULO 4. EJEMPLOS Y CLASIFICACION DE TERNAS DE GELFAND (K x N,K,T)

Para el caso en que 7 = 7, nuevamente de (4.8) se llega a que

(W®n)) —— @ Xs @ Ns) 1.
s=0

Esta descomposicién es libre de multiplicidad si y sdlo si ;) ® n es libre de multiplicidad para cada
s € Z>o. Por el Corolario 1.74 esto se sigue si y sélo si n corresponde a una particién de la forma
(a,a,...,a) de longitud a lo sumo n.

Ahora asumamos que tanto n como vy son ambas no-triviales. Usando el Teorema 4.8 probaremos
que (w® v @), so(my 1O €s libre de multiplicidad. En efecto, si consideramos s =0y s = 2 en (4.8)
tenemos los términos

para s =0: (X—k D X-k42 D ... O Xh2DXk) @7 ¥
para s =2:  (X—k+2 B X—kt4 D .- B X& D Xr+2) @ 1(2) D 1.

Por un lado, con s = 0 tomamos el término xx ®n y por otro lado, con s = 2 consideramos xx ® 1(2) 1.
Por el Corolario 1.73, n aparece en la descomposicién en factores irreducibles del producto tensorial

7(2) @ 1. Luego, n aparece al menos dos veces en la descomposicion de (w ® g ® 77)\T1 Y Snim)” O

4.2.3. Caso (II)

En este caso g := su(2) @ su(2) y actiia en W := (C?)* @ R* @ (C2)*2 (con ky + kg > 1) de la siguiente
manera:

(i) la primera copia de su(2) de g actia en (C?)** como sp(1) actiia en H* de la manera natural,
componente a componente y actiia trivialmente en (C?)*!| mientras que la segunda copia de su(2)
de g acttia de manera andloga intercambiando los roles de (C2)* y (C2)*2, adem4s

(ii) g = s0(4) actta de la manera natural en R?* (ya que su(2) @ su(2) ~ so(4)).

Luego, el grupo unitario de operadores de entrelazamiento de esta accién es U = Sp(k1) x Sp(kz).

Sea T' un toro de SU(2). La representacién metapléctica de T x T* xU en P((C?)* ¢ R* @ (C?)F2)
se descompone de la siguiente forma:

(i) La accién de T' x Sp(k;) en P((C?)*1) se descompone libre de multiplicidad en representaciones
irreducibles como

TEZEO

donde x,(8) = e~ (para todo § € T') y 1)(ry es la cldsica representacién de Sp(ki) en P,.((C?)*).

La accién de T' x Sp(ks) en P((C?)*2) se descompone andlogamente como

@ Xs @ N(s); (4.10)

SGZZO
donde aqui 7 es la cldsica representacién de Sp(kz) en Py((C?)*2).

(#4) La accién de
T!xT! = {(eigl ei%z) | 01,0, € R}

en P(C?) se descompone sin presentar multiplicidad como suma de los siguientes caracteres

@ X(l1,l2) s (4.11)

l1,l2€Z>0

donde (1, 1,)(61,02) = e~ 712 (para todo (6y,0:) € T' x T*).
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Luego, de (4.9), (4.10) y (4.11),

Wit ot o = @ X(r+11,5+12) ® N(r) & N(s)- (4.12)

r,8,l1,12€Z >0

Sea T = vy, @, @M1 @M una representacién unitaria irreducible de K = SU(2) x SU(2) x U, donde v,,
¥ vn son las representaciones unitarias irreducibles de SU(2) en P,,(C?) y P,,(C?) respectivamente, y n;
y 72 son representaciones unitarias irreducibles arbitrarias de Sp(k1) y Sp(k2) respectivamente. Cuando
restringimos 7 a T* x T xU obtenemos la descomposicién

m n
(@ X7n—2i> ® @ Xn—2j | ® M @ na. (4.13)
i=0

Jj=0

De (4.12) y (4.13), (w® T) se descompone en irreducibles de la siguiente la forma:

B

@ (@0 DT X(r+l+m—2i,s+1s+n—27)) © (M) @ m1) @ (es) @ 12) - (4.14)

7,8,l1,12€Z50
Proposicién 4.12. La terna (K x N, K, T), para
» N := N(su(2) @ su(2), (CH* o R* @ (C?)*k2),
s K :=SU(2) x SU(2) x Sp(k1) x Sp(ka) v
T E I?,
es conmutativa si y solo si T es la representacion trivial.

Demostracion. Sea T = vy, ® v, @ 11 ® 12 una representaciéon irreducible de K como arriba.
Si vy, es no-trivial, es decir m > 1, considerando en (4.14) los pares de indices

l1=0,i=0 y 11:2,i:1,

obtenemos multiplicidad en la descomposicién en representaciones irreducibles de (w®T) o Anélo-

[p1 x Tl x
gamente, si v, es no-trivial, es decir n > 1, obtenemos multiplicidad en (4.14).

—

Siny € Sp(k1) es no-trivial, argumentando de la misma manera que en la Proposicién 4.11 (que usa
el Corolario 1.73), considerando en (4.14) por un lado

r= 0, ll =2
y por otro lado

r= 2, ll = 0,
obtenemos repeticién de representaciones irreducibles como factores invariantes de (w® ), _, .- Lo
mismo se sigue para 7z € Sp(kz2) no-trivial. O

4.2.4. Caso (III)

Este caso consiste de g := sp(2) y n := sp(2) @ (H?)" (con n > 1), donde hemos identificado C* con
H? (como espacios vectoriales reales). La representacién real p de sp(2) en (H?)™ es similar a la descripta
en el caso (I):

p(2)(v) := (zv1, ..., 20p) (v =(v1,..., ) € H?, 2 € 5p(2)). (4.15)

Como el grupo unitario de operadores de entrelazamiento de (p, (H2)") es Sp(n) (actuando a derecha

de manera C-lineal), el grupo K es Sp(2) x Sp(n).

Sea _
T2 = {(6151 6,7%2) | 01,92 S R}

un toro maximal de Sp(2).
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Como la accién natural de sp(2) en H? es irreducible, el Lema de Schur implica que cada operar de
entrelazamiento A € Sp(n) de la accién de sp(2) en P((H?)"), A : (H*)" — (H?)", posee la siguiente
escritura matricial

(1111 algI alnI
a21I CLQQI agnI 10

Al=1 .. e we . |, dondeI= <0 1> y a;; € H.
anil ap2l .. apnl

Podemos deducir que la accién de Sp(n) en P((C*)") se parte como P((C?)") @ P((C?*)") y también
puede ser escrita como €P, .z Pr((CH™) @ Ps((CH™).

Luego, la representacién metapléctica w de T? x Sp(n) en P((C*)™) se descompone en

WWWWZGBMW®%@%w

T,8€ZL>0

donde x(r,q)(01,02) = e~ r01e=i502 v donde Ny Y 1(s) denotan las clsicas representaciones de Sp(n) en
los espacios de polinomios homogéneos en (C?)" de grado 7 y s respectivamente. M4as atin, de (1.27)
obtenemos la siguiente descomposicién libre de multiplicidad

s J
w= @ X(r,s) © @@W(Hs—j—i,ﬁi) . (4.16)

r,s€Z>0 §=0 i=0
Proposicién 4.13. La terna (K x N, K, T), para
= N = N(sp(2), (H*)"),
= K :=5p(2) xSp(n) y
mTEC I?,

es conmutativa si y solo si T es la representacion trivial.

—

Demostracion. Sea 7 € Sp(2) x Sp(n). Entonces 7 = k ® 1), con & € g(?) yne S/p®
En primer lugar supongamos que n € Sp(n) es no-trivial. Fijamos » = 1y s = 1 en (4.16). Por un
lado tomamos en (4.16)

y por otro lado,

Como resultado,
Xan @ EL)®n Yy X @ (F,) © () @n)

aparecen en (W®T) . Por el Corolario 1.73 sabemos que 7 aparece en la descomposicién de 7(2) @.

[r2 X Sp(n)
Como esperabamos, (w ® 7)

7 debe ser trivial.

2 5 sp(my 1O €8 libre de multiplicidad. Esto nos permite asumir que el factor

Sea ahora k € Sp(2) no-trivial. Si su peso méximo es a1L1 + az(L; + Ls), le podemos asociar la
particién (K1, k2), donde k1 = a; + ag ay ko = ag. Por el teorema del peso méximo, todo peso de k estd
dado por el peso maximo menos una suma no negativa de las raices simples Ly — Ly v 2L5. Sean

X(k1,k2) y X(k1—1,ka+1—2m)

dos caracteres diferentes tomados de la descomposicién de k| _, (para ciertos enteros no negativos [ y m).

En la descomposicién de wy_, « Sn(ny D K| 2 @PATEcen, por ejemplo, las siguientes sumas de representaciones
b(n

irreducibles

@ X(k1+r,Kk2+s) ® Ner) ® T(s) @ @ X (k1 —l+r" ko +l—2m+s") @ UIGH)! ® N(s)

T,8€ZL>0 r’,8'€L>0
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Elegimos ' =1, s’ = 2m, r =0y s = . Estos satisfacen

r=—l+7
{ s=1-2m+s (4.17)

La representacién 7y es un factor invariante de 1.,y @75y y de 1) ® (5. Esto se sigue ya que de (1.27)
tenemos que

N(ry @ N(s) = M0) @ N1y = N(1)5
maz{l,2m}

Ny @ M(sry = Ny @ N2my = =g Do Ni+2m—j—i,j—i)>

y tomando j =i = m vemos que 7y aparece en 1,y & 1(s’)-

En conclusién, cuando 7 es no-trivial, (w ® T)‘T2 « sp(my DO €S libre de multiplicidad y por el Teorema
p(n

4.8, la terna no resulta conmutativa. O

4.2.5. Caso (IV)

Estudiaremos las ternas asociadas al grupo nilpotente N := N(so0(2n),R?") para n > 2. Aquf la
representacién p es la accién natural de s0(2n) en R?" y por lo tanto K = SO(2n).

Fijamos un toro maximal de SO(2n),

cos(fy)  sin(6;) 0 0
—sin(61) cos(61) 0 0
T = ‘ 01,....,0, €R
0 0 cos(f,) sin(6,)
0 0 —sin(6,) cos(6,)

La representaciéon metapléctica de T™ en P(C™) es la usual y se descompone libre de multiplicidad en
suma directa de caracteres
W‘Tn = @ X(k1,..‘,kn)7 (418)
(K1yeeskn)€EZ>0

donde (X(k,,...,.k,) (01, ,Qn))(zflzﬁ") = e_iklelzlfl...e‘ik"(’"zfj".

Sea (1,V;) € SO(2n) una representacién no-trivial. Debemos analizar la descomposicién en irreduci-
bles de 7 restringida a T" y luego verificar cudndo wj,, ® 7, es libre de multiplicidad.
(i) Si T|on 1O es libre de multiplicidad, inmediatamente w ., ® 7., tampoco lo es.

(ii) Asumamos que 7|, es libe de multiplicidad. Como 7 es no-trivial, 7)., se descompone en suma
directa de caracteres (tantos como su dimensién). Sean

X(rl,...,rn) y X(sl ..... Sn)

dos caracteres diferentes de T|» determinados por las n-uplas de enteros

(r1y ey ) y (81, e, Sn)-

Sea
a:=méx{s;,r;,0: 1 <i<n}

y para cada 1 < i < n, consideramos enteros no negativos
kl-::a—n- y li::a—si.

Como
X(k1,e.kn) Yy X(l1,..-1n)
aparecen en wy,.,, , entonces
X(a,...,a)
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aparece en la descomposicién de

Win ® X(r15eesrn)
y en la de

Wipn © X(s1,80)+

Por lo tanto x(q,....q) aparece al menos dos veces en wy,,, & 7|,
En conclusién, aplicando el Teorema 4.8, hemos probado el siguiente resultado.
Proposicién 4.14. La terna (K x N, K, T), para
= N := N(so0(2n),R?"),
» K:=50(2n)y
« 7K,

es conmutativa si y solo si T es la representacion trivial.

4.2.6. Casos (V) y (VI)

Sean > 3. En el caso (V) tenemos n := su(n) @ C", la representacién p de su(n) en C™ es la natural y
por ende K = SU(n) xS!. En el caso (VI) tenemos g := u(n) no es semisimple y actia en C" de la manera
natural. El subgrupo de automorfismos K es el mismo que en el caso (V), es decir, K = SU(n) x S*.

Toda 7 € K estd dada por T = v ® X, para algtin v € SU(n) y algtin cardcter y, de S* con r € Z.
Proposicién 4.15. La terna (K x N, K,T), para

= N := N(su(n),Cm)),

= K:=SU(n) xSty

«TEK,
es conmutativa si y solo si T € SL.

Demostracion. Sea T™~! un toro maximal de SU(n). A fin de aplicar el Teorema 4.8 analizaremos c6mo
se descompone la representacién metapléctica T" 1 xS que actia en P(C™). Obtenemos

w|Tn71 wsl = @ X(may,...,mn)> (419)

m17<~-7mnEZ20

donde (X(my,....mp) (01,0, 0n)) (21" ozl ) = emimbizii emimnbn ymn,

Sea T = v® Y, como arriba. Si restringimos 7 sobre T" ™! xS! se descompone como suma de caracteres
de la forma X, ,.. k,_,,r para ciertos ki, ..., kn—1 € Z.

Es claro que si v es la representacion trivial SU(n), (w ® x.)
caracteres libre de multiplicidad ya que

lom_1 .1 S€ descompone en una suma de
Tn—1 x8§

(UJ ® XT)|T"71 wsl @ X(ma,eoosMp— 1, M +7) -

M1,y M —1,Mp €ZL>0
Supongamos que (v, V,,) es no-trivial, por lo tanto dim(V},) > 1. Sean xx,.... k., 1 ¥V Xi1,...l,_; d0S caracteres

diferentes que aparecen en v|_ . Los caracteres

@ X(mi+tki,..omu_1+kn_1,mn+r) Y @ X+, -1 4ln—1,mn+1)-

aparecen en la descomposicién (w ® 7 & x.) Vemos multiplicidad en la descomposicién de (w ®

[rrn—1 yg1°

V@ Xr)|pn_1 o Cuando elegimos, por ejemplo, m,, =1, =0y para 1 <i<n— 1
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Proposicién 4.16. La terna (K x N, K, T), para
= N := N(u(n),C")),
» K:=SU(n) xSy
mTEC I? s
es conmutativa si y solo si T € St
Demostracion. Este resultado se sigue de argumentos analogos al teorema anterior y de aplicar el Coro-

lario 4.9. ]

4.2.7. Caso (VII)
En el caso (VII) g := u(2) actiia en W := (C?)* @ (C?)" por p definida de la siguiente manera:
(i) u(2) actia en cada una de las k componentes de (C?)* de la manera natural,

(ii) en (C%)™ el centro de u(2) actda trivialmente y la parte semisimple acttia como sp(1) (o Im (H)) a
izquierda en cada una de las n componentes de (C2)".

El grupo unitario de operadores de entrelazamiento es U = U(k) x Sp(n). El grupo nilpotente
N(u(2), (CH* @ (C*H)")) tiene dlgebra de Lie n = u(2) @ (C?)k @ (C?)" y su grupo de automorfismos
ortogonales es K = SU(2) x U(k) x Sp(n).

Un toro maximal de SU(2) estd dado por

16
T ={(% %) 6€R}
que estd en correspondencia con {e” | § € R} en Sp(1).

La representacién metapléctica w de T' xU se realiza en P((C?)* @ (C?)"):

(i) Para entender cémo actiia U(k) en P((C?)*) debemos pensar a cada elemento A € U(k) como un
operador (unitario) de entrelazamiento de la accién de u(2) sobre P((C2)*): Como la accién natural
de u(2) en C? es irreducible, el lema de Schur implica que A es un operador lineal, A : (C2)¥ — (C?)*,
cuya representacién matricial esta dada por

a111 algl ... alkl
aglI aggl . agkl 10

A= .. we e |, dondeI= (0 1) y a;; € C.
aklI akgl cee akkI

De aqui la accién de U(k) en P((C?)¥) se parte como P(CF) ® P(C*) y también se puede escribir
como @, .z, Pr(CF) @ Py(C¥). A pesar de que P,(C*) @ Ps(C*) no es irreducible como U(k)-
médulo, es libre de multiplicidad. Més atin, por [Ya], el par (U(k) x N(R,C*),U(k)) es un par de
Gelfand fuerte. En particular, para cada s € Z>¢, la suma

P P.(c*) e P.(CH)
TEZZO
es libre de multiplicidad como U(k)-médulo.
Ademés de esto, T* € SU(2) acttia en cada polinomio p € P((C?)*) por
—i0 Oor),  (ui,v; € C).

0 i0 -
P(U1, 01, ey U, V) > (P ur, e v, ., ePug, e

Luego la accién de T* x U(k) en P((C?)*) se descompone sin multiplicidad como

@ Xr—s ®@ U(r) ® U(s), (4.21)

nsGZZO
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donde hemos denotado por vy y v(s) a las representaciones irreducibles de U(k) en P, (CF) y en
P,(CF) respectivamente y donde y,_4(e??) = e~ (r=2)i0,
La descomposicién de la representaciéon metapléctica de U(k) en P(CF) es

@ ’U(,,).

TEZEO

De acuerdo a [Ya], (U(k) x N(R,CF),U(k) es un par de Gelfand fuerte, esto es, para cada repre-

D v ®v

TEZZO

sentacién irreducible v € U(k)

es libre de multiplicidad. En particular, para cada s € Zx>,
D v @ vy
TEZZO

es libre de multiplicidad. Mas aun, tampoco la siguiente expresién presenta multiplicidades

D - ©vm @)

TGZZO
Luego,
D xs@vmeuen = D xs® | D xr @@
T,SGZEO SEZZO 7’6220

es también libre de multiplicidad.

Para cada j € Z>¢ la accién de Sp(n) sobre P;(C*"), denotada por ), es irreducible. EI toro
T! Sp(1) actia en cada polinomio homogéneo por su grado, en el sentido que si p € Pj((CQ"), la
accién estd dada por (e, p) — e=7%p. Luego la accién de T* x Sp(n) en P(C?") se descompone en

irreducibles como
P @) (4.22)

JEZ>o

En conclusién, la representaciéon metapléctica se descompone libre de multiplicidad en

Wit = EB Xr—s @ Uy @U(s) | ® @ X5 @ () (4.23)

r,8€Z>0 J€Z>o

debemos tener en mente que cada término v,y ® v, no es irreducible).
(r) (s)

Una representacién unitaria irreducible de K estd dada por 7 = v ® v ® 1), donde (v4, Pa(C?)) es la

representacién unitaria irreducible de SU(2) sobre los polinomios homogéneos en C2? de grado d, v € U(k)

y n € Sp(n). Esta representacion restringida a T! xU se descompone en representaciones irreducibles

como

= (@ g Xd—2i) VD N.

7—|T1 xU

Luego w ® 7 restringida a T' xU se descompone en

(WOT)|p 0y = @ B Xr—s+j+d—2 ® V(r) ® V() @ V@ 1(j) @ 1. (4.24)
r,8,J€L>0

Proposicién 4.17. La terna (K x N, K, T), para

N := N(u(n), (C*)* @ (C*H)"),
K :=SU(2) x U(k) x Sp(n) y

TGIA(,
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—

es conmutativa si y sdlo si T € U(k).

Demostracion. Sea 7 =vq @ v ®@n € SU(2) xﬁ(k\) x Sp(n).
Si n es no-trivial, por el Corolario 1.73, n aparece en la descomposicién en representaciones irreducibles
de 7(2) @ n. Entonces, considerando por un lado

y por otro lado

obtenemos repeticién en (4.24).
Si vg4 es no-trivial, es decir, d > 1, hay repeticién de representaciones en (4.24) considerando por
ejemplo por un lado
i=0y j7=0

y por otro lado
i=1y j=2.

En conclusidn, si v4 0 n no son triviales, aplicando el Corolario 4.9, nos quedan ternas no conmutativas.
Asumamos entonces que tanto v4 como 7 son triviales. Mostraremos que la descomposiciéon

WOt s = D Xr-ati @ V() V() BV 1)
7,8,J€Z>0

es libre de multiplicidad a partir de notar que su restriccién a T' xZ(U(k)) x Sp(n) es libre de multi-
plicidad, donde Z(U(k)) es en centro de U(k). En efecto, sea x; el cardcter asociado a vy, ,,,- A cada

—

representacién v,y € U(k) que actiia en el espacio de polinomios homogéneos de grado r, el cardcter

asociado corresponde a su grado r, en el sentido que (’U(T))‘Z(U(k)) = x,. Luego,

W& V) XZ(UR)xSp(n) @ Xr—stj © Xr+s+1 @ 1()- (4.25)
7,8,J€L>0

El pardmetro [ estd fijo y uno puede asumir el pardmetro j también fijo porque cuando j corre en Zxg
el factor 7(;) cambia. Luego obtenemos multiplicidad en (4.25) si existen pardmetros r,s,r’,s" € Zxo,

r#71 s# s, tales que
r—s=r —s
r+s=r"+¢
lo cual no es posible.
Asi, si v, 0 7 son triviales, por el Corolario 4.9, obtenemos ternas conmutativas. O

4.2.8. Caso (VIII)

En este caso el algebra de Lie g no serd semisimple. Sean « y S dos enteros no negativos y sean
{mi}le enteros mayores o iguales a 3. Consideramos

g :=su(my) ® ... ®su(mg) dsu(2) @ ... dsu(2) S,

donde ¢ es su centro y donde hay a copias de su(2). La componente abeliana satisface que 1 < dim(¢) <
a + B. Consideramos los espacios vectoriales

Wiy =Cm™,..., Wg = Cc™ms, Wpyy = C2k1+2”1,~ oy Waia = CZka+2na’
donde kj > 1y n; >0 paratodol <j<aysea
B+o
i=1
El grupo dos pasos nilpotente N (g, W) estd determinado por lo siguiente:

- Para cada 1 < i < 8+ a, ¢ tiene un subespacio maximal, denotado por ¢;, de dimensién uno, que
actia no-trivialmente en W.
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- Para 1 <i < 3, su(m;) @ ¢; actia en W; al igual que en el caso (VI). Esto es, como su(m;) @ ¢; es
isomorfo a u(m;), actia de la manera natural en C™i. Aparte de esto, su(m;) @¢; actiia trivialmente
en W; para todo j # i.

-Para B+ 1 < i < B+ qa, su(2) ®¢; actiia en W; al igual que en el caso (VII). Esto es, actia
naturalmente como u(2) en (C2)* y su(2) actia naturalmente como sp(1) en H" (que es isomorfo
a (C?)™ como espacio vectorial real). Ademas, su(2) & ¢; acttia trivialmente en W; para todo j # i.

El grupo unitario de operadores de entrelazamiento es
U:=S"x..xS"xU(ky) x Sp(n1) x ... x U(ka) x Sp(na),

que presenta 3 copias de S'.

Consideraremos un caso més sencillo. Sea g := su(m) @ su(2) @cy W := C™ @ (C?)* @ (C?)", para
ciertos enteros m >3, k > 1y n > 0. Aqui K = SU(m) x SU(2) x St x U(k) x Sp(n).

Sea T™ ! un toro maximal de SU(m) y T' un toro maximal de SU(2).

La representacién metapléctica w de T™ ! x T* xS x U(k) x Sp(n) actia en P(C™ @ C?* @ C?") de
la siguiente manera:

(i) T' x U(k) x Sp(n) actiia como en el caso (VII) sobre P(C?* @ C>") y
(i) T™ ' xS! es un toro de dimensién m en U(m) que actiia en P(C™) de la manera estdndar.

Luego, la representacién de T™ ! x T' xS x U(k) x Sp(n) se descompone en

B xtim || P xv—@vmvy | @ B xi @y (4.26)

s dm €220 7,8€L>0 JE€ZL>o
donde en el primer factor del producto tensorial tenemos una suma de caracteres de la forma
. o110 —JmiOm
X(jla“~7jm)(017"'79m) = 1 7Y ,

mientras el segundo factor,

@ Xr—s @U(r) @ V() | & @ Xi @Gy | s

r,8€ZL>o JE€EZL>0

es el mismo que aparece en el caso (VII). Recordemos que si bien cada término v(,) ®v(s) no es irreducible,
Wiom—1 11 xot o xspeny &S liPre de multiplicidad por lo probado en [Yal.
Proposicién 4.18. La terna (K x N, K, T), para

» N := N(su(m) dsu(2) ®c,Cm @ (CHE o (CH", (C*)F o (C*)"),

» K :=SU(m) x SU(2) x St x U(k) x Sp(n) y

T E IA(,

es conmutativa si y sélo si T € St x U(k).

Demostracion. Una representacién unitaria irreducible de K estd dada por el producto tensorial

T=VRUiQXt@vRM,

—

donde v € SU(m), (va, Pa(C?)) es la ya conocida representacién irreducible de SU(2) en el espacio de

polinomios homogéneos en C? de grado d, x; es un caracter de S! (¢t € Z), v € U(k) y n € Sp(n).

Para comenzar notemos que si 4 0 17 no son triviales, por la Proposicién 4.17 tenemos multiplicidad
en la descomposicién w @ 7 cuando se la restringe a T x T' xS! x U(k) x Sp(n). Podemos entonces
suponer que tanto v4 como 7 son triviales.



4.2. ESTUDIO DE UNA FAMILIA DE PARES DE GELFAND (K x N, K) 131

—

Ahora sea v € SU(m) no-trivial. El dlgebra de Lie compleja sl(m) es la complexificacién de su(m). Sea
b la subdlgebra de Cartan de sl(m) consistente de la matrices diagonales m x m sobre C de traza cero.
Tomando H; := 0; ; — 0m.m, tenemos que h es un espacio vectorial complejo generado por {Hy, ..., Hp—1}.
Sea {Li,..., L;m—1} la base dual asociada en el espacio dual h*. Los pesos fundamentales estdn dados
por 22:1 L; para 1l <[ < m — 1y las raices simples son L.y — Ls,,...; Lyy_o — L;,—1. Por el teorema
del peso méximo, a cada representacién irreducible de sl(m) corresponde una combinacién lineal entera
no negativa de pesos fundamentales. Ademds, fijada una representacién de sl(m), todos sus pesos estan
dados como su peso maximo menos una combinacién lineal finita sobre Z> de raices simples. Entonces,
por el teorema del peso méximo, v se puede parametrizar en términos de una particién (v, ..., Vpm—1).
Denotando por

a:=(a1,—a1 + agy .oy —Ap_3 + Gp_2, —Am_1)

(con a; € Z>o para todo 1 < i <m — 1), cada peso de v es de la forma
v—a:= (V1 — a1, V2 + a1 —az,....Vn-2+ @3 — Qp_2,Vm—1 + Gm_1)

ya que todo peso de v se escribe como

m—1 m—2
Z viL; — Z ai(Li - Li+1) =
i=1 i=1

(1 —a1) Ly + (va a1 —az) Lo+ ... + (Vn—2 + an-3 — an—2)Lin—2 + (Vm—1 + @m—1)Lim—1,
para a; € Z>o (1 <i<m—1). Sean
(V1 ey Vin—1) y vV—a

dos pesos distintos de v con a; € Z>g Vi. En la descomposicién de w ® (v ® x; ® v) restringida a
T™ 1 x T! xS! x U(k) x Sp(n) encontramos por ejemplo los siguientes términos:

@ Xv+Gseerjm—1) @ Xjmtt | @ ED Xr—s @U(r) @ V() Qv | @ @Xj®%)

J1s---IJm€L>0 r,8€~L>0 JE€Z>o

D v-arled ) OXiptt | | D X @vm@vg v | @ | D X @)

G315 dim €ZL>0 7,8€ZL>0 J€Z>0

Vemos multiplicidad considerando por ejemplo,

j1:0, jizala
Ji = Q; — Giq1, j;:O sia;—aj41 >0 paral <i<m—1,
j; = 0, ji=—(a; —aj41) sia; —a;41 <0 paral <i<m—1,

jm—l = Am-—1, j7/n—1 =0.
Asi, si vg, n o v son no-triviales, de lo que afirma el Corolario 4.9, tenemos ternas no conmutativas. Esto
nos permite suponer de aqui en lo que resta de la prueba que vy, 1 y v son representaciones triviales.
Para cada x; € S! y cada v € U(k) debemos analizar por tltimo

@ XG1seorim+t) | @ @ Xr—s @U@ @ V) @V | & @ X5 @Gy | - (4.27)
J1s---JmEZL>0 7,8€L>0 J€Z>o
La suma
@ X(G15+rjm+t)
Jise--Jm€L>0

es libre de multiplicidad para todo ¢t € Z y por la Proposicién 4.17, la descomposicén

D x-s0vmovyev|e| O xien
,8€L>0 J€L>0

—

es libre de multiplicidad para todo v € U(k). Luego, por el Corolario 4.9, obtenemos ternas conmutativas
cuando T = y; ® v. O
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Haciendo leves modificaciones en la prueba de la proposicién anterior podemos enunciar el siguiente
resultado que cierra el caso (VIII).

Proposicién 4.19. La terna (K x N, K, T), para

= N := N(g,W), donde

o g:= @?leu(mi) ® Dj_5u(2) B¢,

o W= ,C™ @@ (Cktn,
s K :=G xU donde

o G' =TI, SU(m;) x II%_, SU(2),

o U=TI_,U(1) x T%_, U(k;) x Sp(n;) y
» re K,

es conmutativa si Yy solo si T = x4, @ ... @ Xt; QU1 ® ... Vg, donde xy; € éT (t; €Z) para todo 1 < i <

—

y vj € U(k;) para todo 1 < j < a.

4.2.9. Conclusiones

A partir de las Proposiciones 4.11 a 4.19 obtenemos una lista completa de ternas conmutativas no-
triviales (K x N(g, W), K, ), donde N (g, W) es indescomponible y admite representaciones de cuadrado
integrable, K = G’ x U y 7 € K. Condensamos esto en el siguiente teorema.

Teorema 4.20. Sea (KX N(g, W), K) un par de Gelfand tal que N(g, W) es indescomponible y tiene una
representacion de cuadrado integrable y K = G’ x U. Todas las ternas conmutativas (K x N(g, W), K, 1)
con T € K no-triviales son

» (K x N(su(2),(C*"),K,7), donde K = SU(2) x Sp(n), para toda T € S/U@ y para toda T € %
asociada a una particion constante de longitud a lo sumo n (donde n > 1),
» (K x N(su(n),C"), K, 7), donde SU(n) x S, para toda T € st (donde n > 3),

(K x N(u(n),C"), K, ), donde K = SU(n) x S, para toda T € st (donde n > 3),

(K x N(u(n), (C>)* @ (C*)"), K,T), donde K = SU(2) x U(k) x Sp(n), para toda T € [T(?) (donde
k>1,n>0),

s ((G"xU)x N(g,W),G xU,1) donde

g=su(mi) @ .. dsu(mg) Gsu(2) ® ... dsu(2) dc con ¢ una componente abeliana,
G =8SU(my) X ... x SU(mg) x SU(2) x ... x SU(2) ,
W=C™g..0C™ @CH*ting  gC%ht2ma y
U=8"x..xS"xU(ky) x Sp(n1) x ... x U(ka) x Sp(nq)
para toda T € @@...@@@@@...@@ (donde mj > 3 para todo 1 < j < B, k;>1,n; >0
para todo 1 <i<a)y
s (U(n) x N(R,C™),U(n),7) para toda T € If(n\) (donde n > 1): probado por O. Yakimova en [Ya].
Observacién 4.21. El par de Gelfand (U(n) x N(R,C™),U(n)) (donde N(R,C") es el grupo de Hei-

senberg y U(n) es su grupo de automorfismos ortogonales) es el tinico par de Gelfand fuerte de la familia
considerada.

Observacién 4.22. Sea U el grupo (conexo) de operadores de entrelazamiento unitarios de (p, W). Asu-
mamos que U es producto directo de grupos y que el grupo unitario U(n) aparece en U para algin n > 1.

—

Si 7 € U(n) la terna ((G' x U) x N(g,W),G’' x U,7) es conmutativa. (Ver los casos (V) a (IX).)
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Teorema 4.23. Sea N(g, W) indescomponible y con una representacion de cuadrado integrable. Una
terna no-trivial ((G' x U) x N(g, W), G’ x U, T) es conmutativa si y sélo si vale alguna de las siguientes:

(1) U puede ser puesto como producto directo de grupos U = L x M con L :=U(ny) x ... x U(n,y,) (para
algin m > 1 y algunosn; > 1) y 7 € L.

(ii) N(g,W) es un grupo de tipo H de la forma N(su(2),(C*)") y 7 es como en la Proposicién 4.11.

Observacion 4.24. Por ultimo, con respecto a las funciones esféricas, resaltamos que cuando la repre-
sentacién 7 es un cardcter de S' = U(1), el andlisis arménico de la terna coincide totalmente con la teorfa
clésica del par de Gelfand subyacente. (Ver Observacién 3.41.)

La tabla que incluimos al final de esta seccion la resume y concluye.
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4.3. Estudio de los restantes pares de Gelfand (K x N, K)

La clasificacién de pares de pares de Gelfand (K x N, K) con N nilpotente fue completada por E.
Vinberg. Con dnimo de completar la clasificacién de ternas conmutativas de la forma (K x N, K, 7) donde
N es un grupo de Lie dos pasos nilpotente, estudiaremos qué ternas conmutativas se desprenden de los
pares de Gelfand dados en [V] y que expanden la lista dada en [La2]. Es remarcable que sélo hay unos
pocos pares (K x N, K) en la clasificacién de E. Vinberg tales que el grupo nilpotente N no es de la
forma N = N(g,W). Especificamente corresponden a los items 3, 5, 11, 12, 20 y 26 de la tabla 3 del
articulo [V].

Recordamos que al deber ser N un grupo de Lie dos pasos nilpotente, su algebra de Lie se parte como
espacio vectorial en suma directa n = 3 @ W, donde 3 es el centro de ny [W, W] C n.

En los items 3 y 26 de la tabla 3 en [V] el grupo N no posee representaciones de cuadrado integrable.
Como nuestros argumentos para determinar ternas conmutativas se basan fuertemente en aplicar el
Teorema 4.4, evitaremos el andlisis de estos dos casos. En los préximos parrafos abordaremos el estudio
de ternas provenientes de pares de Gelfand restantes.

- Caso A: Desarrollaremos el estudio del {tem 5 de la tabla 3 presentada en [V]. Aqui encontramos que
el dlgebra de Lie de N estd dada por n := [A%(C*") & iR] & C?", donde A%(C?") denota el espacio
de formas bilineales antisimétricas sobre C?” con respecto al cuerpo de los nimeros complejos y
K :=U(2n).

- Caso B: Analizaremos el punto 12 de la tabla 3 dada en [V]. Para este ejemplo tenemos que
n:= [Hy(H") @ Im (H)] & H", donde Hy(H") denota el espacio de matrices hermitianas n x n sobre
el conjunto numérico de los cuaterniones H y de traza cero, mientras que K := S* x Sp(n). La tinica
diferencia que existe entre los pares dados en los items 12 y 11 de la tabla 3 de [V] es que para el
punto 11 el grupo K es “mas chico”.

- Caso C: Estudiaremos el ftem 20 de la tabla 3 de [V]. Para este ejemplo n := R7 @ R® y K es el
grupo spin K := Spin(7).

Observacion 4.25. Esta es una observacion mads bien técnica pero no podemos omitirla. En la clasifi-
cacién de pares de Gelfand (K x N, K) realizada por J. Lauret en [La2], N es una nilvariedad y K es tal
que las isometrias de N forman el grupo Isom(N) = K x N. Se toma todo el grupo K de automorfismo
ortogonales de N y no un subgrupo para armar el par (K x N, K). Por su parte, E. Vinberg exhibe en [V]
todos los pares (K x N, K) que denomina irreducibles maximales. Aqui no se considera una estructura de
variedad Riemanniana. La irreducibilidad implica que 3 = [n,n] y que K actie de manera irreducible en
W. La mazimalidad implica que el par de (K x N, K) no tiene reducciones centrales no triviales. Es decir,
el centro 3 no posee subespacios s que son K-invariantes tales que si § denota el complemento ortogonal
de sen 3 yponemos n:=5®W ~n/sy N su respectivo grupo de Lie simplemente conexo, entonces
(K x N,K) sea un par de Gelfand (cf. [Wol, Seccién 13.4A, p. 320] o bien [FRY]).

En sintesis, en lo que sigue veremos si hay ternas conmutativas de la forma (K x N, K, 1), donde
N es un grupo de Lie dos pasos nilpotente que posee representaciones de cuadrado integrable, K es un
subgrupo de atuomorfismos de N y (K x N, K) es un par de Gelfand de la lista dada en [V] que no estd
en [La2]. En la clasificacién que se encuentra en [V] muchos pares (K x N, K) involucran como N a un
grupo de Hesisenberg y a distintos subgrupos de automorfismos K de N. Hemos obviado el andlisis de
ternas conmutativas provenientes de estos pares puesto que en estos casos N si es de la forma N (g, W).

4.3.1. Caso A

El ejemplo que pasaremos a describir se encuentra en el item 5 de la tabla 3 presentada en [V] o bien
en el item 5 de la tabla 13.4.1 del libro [Wol].

Sea A2?(C?") el espacio de formas bilineales antisimétricas sobre C2" con respecto al cuerpo de los
nimeros complejos, donde denotamos por u A v el producto exterior (wedge) para u,v € C?*. Conside-
ramos el algebra de Lie dos pasos nilpotente

n=;3;e W := [A*(C*™) &iR] & C*"
cuyo corchete de Lie estd dado por

[(z,u), (w,v)] := ((uAv,Im (u*v)),0) Vz,w € 3 = A>(C*) @ iR y Yu,v € W = C?",
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donde si u! denota el vector fila obtenido del vector columna u, u* denota el conjugado de dicho vector
fila. Sea N el grupo de Lie dos pasos nilpotente simplemente conexo con dlgebra de Lie n. El producto
exterior u A v puede ser también expresado en la forma uv? — vut. (Recordar que toda forma bilineal
antisimétrica estd en correspondencia con una matriz antisimétrica.) El grupo unitario K = U(2n) actia
en 3 por

k- (uv' —vut,s) i= (k(uv' —oul )k, s) (para k € K y v’ —vu' € A?(C*"), s € iR).

Consideramos un funcional lineal particular A en n* tal que cuando lo restringimos a 3 tiene como
representante al elemento X := (uAv,0) € 3 para uAv no-degenerada. Sea 7y la representacién unitaria
irreducible de N asociada a A. De la férmula del Pfaffiano dada en [Wol, p. 339 y 340], P(\) es un
miltiplo positivo del determinate de la matriz uv® — vut. Gracias a nuestra eleccion del funcional lineal
A, P(X) resulta distinto de cero. Luego, por [Wol, Teorema 14.2.10], mx € Ngq. Por lo tanto, estamos
habilitadas a usar el Teorema 4.4 que hemos probado previamente. En este caso, el subgrupo K de K
coincide con el grupo simplético Sp(n).

Sea ahora 7 € K no-trivial. Entonces, existe 1 € S/-p(;) no-trivial que aparece en la restricciéon de 7 a
K.

La representacién metapléctica (w, P(C?")) de Sp(n) se descompone como

w= EB 1G)»

J€Z>o

donde estamos usando la notacion dada en la secciones previas, es decir, cada 7, estd asociada a la
particién de longitud uno (j) para algin entero no negativo j. Aplicando una de las ideas usada repeti-
damente en pruebas anteriores, encontramos facilmente que la descomposicién en irreducibles de w ® T, i
presenta multiplicidades distintas a uno. En efecto, esto se debe a que la representacién 1 aparece con
multiplicidad mayor o igual a dos, ya que por el Corolario 1.73 esta aparece en la descomposicién de los
términos 1 @ 1y y 7 ® 1(2)- Luego, por el Teorema 4.4, obtenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.26. La terna (U(2n) x N,U(2n),7), donde N es el grupo de Lie dos pasos nilpotente
simplemente conexo con dlgebra de Lie n := [AQ((C%) b iR] ® C?", es conmutativa si y sélo si T es la
representacion trivial de U(2n).

4.3.2. Caso B

El siguiente ejemplo que pasaremos a describir corresponde al par de Gelfand que se encuentra en el
item 12 de la tabla 3 presentada en [V] o bien en el item 9 de la tabla 13.4.1 del libro [Wol].

Sea Hy(H™) el espacio de matrices hermitianas n X n y de traza cero sobre los cuaterniones H.
Consideramos el dlgebra de Lie dos pasos nilpotente

n=30W:=[Hy(H") ®Im (H)] & H"
con corchete de Lie dado por
[(z,u), (w,v)] = ((uiv* —viu*)g,u v — v u)),0) Vz,w € 3 = Hy(H") @ Im (H) y Yu,v € W = H",

donde en general para una matriz A denotamos
1
(A)o:=A— itr(A)I.

Sea N el grupo de Lie dos pasos nilpotente simplemente conexo cuya algebra de lie es n. Cada punto
(€ k) € S' x Sp(n) del grupo de automorfismos de K = S' x Sp(n) de n actiia precisamente en n por

(€ k) - (A, q),v) = (kAK*, e qe™ ), kve™ ) (para A € Hy(H"), q € Im (H),v € H").

Sea T = 1 ® x, una representacién unitaria irreducible arbitraria de K para alguna n € Sp(n) y algin

—_—
caricter y, de S!. Si el factor en Sp(n) es trivial, es decir, si 7 = .., entonces el dlgebra de convolucién
LL(N) coincide totalmente con el dlgebra de convolucién de funciones a valores escalares K-invariantes
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sobre N (como hemos mencionado anteriormente para las ternas twisted) que es conmutativa por provenir
de un par de Gelfand. Por lo tanto obtenemos ternas conmutativas para este caso. Supongamos ahora

—

que 1 € Sp(n) es no-trivial.

Consideramos el funcional lineal A en n* cuya restriccién 3 tiene por representante a un elemento de
la forma X := (0, ¢q) € 3. Sea m) la representacién unitaria irreducible de N asociada a A. De la férmula
para el Pfaffiano dada en [Wol, p. 340], P()) es un miltiplo positivo de |q|?". Entonces, para todo cua-
ternién imaginario g, la representacion asociada 7y es de cuadrado integrable. Por su parte K es simple
de calcular: Si el cuaternién g pertenece a iR, K coincide con K ya que ¢ conmuta con todo ntmero
complejo, mientras que para todos los otros casos K es Sp(n). Fijemos por ejemplo ¢ = j € Im (H) para
de esta forma tener K, = Sp(n). Observar que T, =1

La representacién metapléctica (w, P(C*")) de K) = Sp(n) se descompone (empleando la notacién
que venimos utilizando) como
w= P

J€L>o

Una vez més w ® 7 no es libre de multiplicidad debido a que 7 aparece en los términos 7 ® 1) y 71 ® 12)
por el Corolario 1.73. Luego, aplicando el Teorema 4.4, no obtenemos ternas conmutativas en este caso.

Proposicién 4.27. La terna ((Sl X Sp(n)) x N,S! x Sp(n),T), donde N es el grupo de Lie dos pasos
nilpotente simplemente conexo con dlgebra de Lie n := [Ho(H") & Im (H)] @ H", es conmutativa si y sélo

TSt

Para cerrar este apartado mencionamos que el analdlisis del item 11 de la tabla 3 en [V] es completa-
mente idéntico (o hasta incluso més simple) ya que aqui el grupo K es un subgrupo de Sp(n).

4.3.3. Caso C

Por dltimo, el siguiente ejemplo parte del par de Gelfand dado en el {tem 20 de la tabla 3 de [V] o
bien en el item 2 de la tabla 13.4.1 de [Wol].

En este caso el grupo de Lie dos pasos nilpotente simplemente conexo N sera de tipo H. Su algebra de
Lie n es de la forma 3® W donde W esta dado por R® o por los octoniones @ y cuyo centro 3 es R” o los
octoniones imaginarios Im (Q). El corchete en W estd dado de manera anéloga a (4.4) tomando (J, W)
la representacién real de 3 dada por el producto en los octoniones J(z)v := zv para todo z € Im (Q)
y v € 0. Aqui 3 = R” no es un algebra de Lie compacta. Ademds, se tiene que R” actia en n por
(=T(z),J(2)), donde T'(z) es la reflexién con respecto al eje z. El computo del grupo conexo maximal
K de automorfismos de NV es similar al del caso de los grupos de la forma N(g, W) dada en [Lal]. En
este caso su grupo de automorfismos es K = Spin(7) x U, donde U denota la componente conexa de la
identidad del grupo de operadores de entrelazamiento ortogonales de (J, W) y mds atn, en este caso U
es trivial. (Mencionamos que, en general, el grupo de automorfismos de un &dlgebra de tipo Hesisenberg
fue determinado por L. Saal en [Sa].)

Sea A un funcional lineal de n con representante X € 3 al restringirse a 3. Nuevamente, de [Wol, p.
340], el Pfaffiano P(\) es no nulo p.p. Sabemos entonces que en estos casos K = K, . Preciamente en
nuestro ejemplo K resulta isomorfo al grupo spin Spin(6). Por lo tanto trabajaremos con el dlgebra de
Lie s0(6) .

Sea 7 una representacién unitaria irreducible no-trivial de Spin(7). Al restringir 7 a Spin(6) se des-
compone en una suma directa de representaciones irreducibles y tomamos un término no-trivial que
—_—

denotamos por 7 € Spin(6) y que identificaremos con su representacién derivada y que también veremos
como representacién de s0(6).

Por su parte, como Spin(6) es isomomorfo a SU(4), la representacién metapléctica sobre P(C*) se
descompone en la forma @jez. ,P; (C*), que se puede identificar con

w= P iy,

J€Z>o
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donde 7)(;) corresponde a la particién de longitud uno (j) de s0(6). Hemos dedicido utilizar una notacién
similiar a la de las representaciones de sp(n) debido a que los resultados de descompocicién de productos
tensoriales de representaciones son muy cercanos. En efecto, utilizaremos la segunda parte del teorema
[O, Teorema 3.2] que afirma lo siguiente:

Sea ) una representacion irreducible arbitraria de o(6) (o equivalentemente una particion) y sea s
un entero no-negativo. Entonces, la multiplicidad de una representacidn irreducible (o particion) o en el
producto tensorial 1] ® 7)) es igual al nimero de particiones s que satisfacen las siguientes condiciones

(1) /s y o/s son ambas tiras horizontales;
(@) [/s|+lo /<] = s;
(i13) sint + 75 =6, ot =70t yob =nk, entonces debe valer una de las siguientes:

(111 — 1) I(s) =U(7) y & € {i, 01}, donde I = (7)) = I(s) = l(0),
(iii —2) 1(c) <1(7) y <5 < 75
Utilizaremos este enunciado para probar que el producto tensorial w®7, «, Does libre de multiplicidad.
En efecto, sea 7 un factor en la descomposicién de T Kk, COmO arriba. Separamos el problema en los
siguientes casos:

(a) Si 77t + 775 # 6, el argumento sigue de forma similar al caso de la descomposicién de productos
tensoriales de representaciones de Sp(n). Esto es, 7 aparece en 7 ® (o) ¥ también en 7 @ 7o), al
igual que en el Corolario 1.73. Por lo tanto, 7 aparece al menos dos veces en w ® 7 K,

(b) Si 7} + 74 = 6 debemos analizar las siguientes cuatro posibilidades:

(1) 7t =6y 75 = 0, es decir, la particién es 7 = (1,1,1,1,1,1). En particular I(7}) = 6.

(2) 7t =5y nt =1, es decir, la particién es 7 = (71,1,1,1,1,0) para algin entero 7j; > 2. En
particular {(77) = 5.

(3) 7t =4y nb =2, es decir, la particién es 77 = (71,72, 1, 1,0, 0) para ciertos enteros 71 > 7 > 2.
En particular I(77) = 4.

(4) 7t =3y 7% = 3, es decir, la particién es 7 = (71, 72, 73, 0, 0, 0) para ciertos enteros 7j; > 7jo >
72 > 2. En particular {(77) = 3.

Nuestra estrategia consistird en elegir en cada caso una representacion o que aparezca en 7 @171 y
en 7 ®7)(3) (y por lo tanto aparecera al menos dos veces en w®T| P ). Elegiremos una representacion
especial o (una para cada uno de las cuatro posibilidades) tal que no satisfaga la condicién (ii:) del
teorema de [O] enunciado arriba.

(1) Para el primero de los casos consideramos por ejemplo o := (2,1,1,1,1,1). Se sigue que o =6
y 05 =1# 0 = 75. Para ver que no se cumple (4i7), usando la notacién de [O, Teorema 3.2],
consideramos las particiones ¢, := 17y ¢ := (1,1,1,1,1,0).

(2) Para la segunda posibilidad consideramos por ejemplo o := (71,2, 1,1, 1,0). Se sigue que o =6
y 04 =1 # 0 = i}. Considerando particiones ¢, := 17 y  := (71, 1,1, 1,0,0) vemos que no vale
(iii).

(3) En el tercer caso consideramos por ejemplo o := (7j1,72,2,1,0,0). Se sigue que o} = 4y
ol =3 # 2 = fit. Tomando las particiones ¢, := 7 y & := (71,72, 1,0,0,0) no se satisface (ii4).

(4) Para la ultima de las posibilidades consideramos por ejemplo o := (71,72, 73, 1,0,0). Se sigue
que ot =4 # 3 =nty ol = 3. Al considerar las particiones ¢, := 7y ¢, = (71, 72,73 — 1, 0,0, 0)
no vale (ii7).

No se cumple (ii7) en ninguno de los casos ya que en todos tenemos que

“ 71/Sas N/Sb, 0/Sa ¥ 0/sp son tiras horizontales,
/sl Hlo/al =0+1=1y
/| + o/ =1+2=3.

Luego, la representacién o que hemos tomado en cada caso aparece al menos dos veces en (7] ®
M1y) ® (1 @ 173))-
Proposicién 4.28. La terna (Spin(7) x N, Spin(7),7), donde N es el grupo de Lie dos pasos nilpotente

simplemente conezo con dlgebra de Lie n :=Im (Q)® O, es conmutativa si y sélo si T es la representacion
trivial de Spin(7).
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4.3.4. Conclusiones

En base a las Proposiciones 4.26, 4.27 y 4.28 vemos que ninguno de estos nuevos ejemplos aporta
ternas conmutativas relevantes. Sélo en el caso C tenemos ternas conmutativas pero estas vienen dadas
por caracteres del grupo K. Sabemos de antemano que todo par de Gelfand (K x N, K) es también
un par de Gelfand “twisted” con respecto a todo cardcter de K (ver Observacién 3.41). Sumando esto
a las conclusiones dadas en la Seccién 4.2.9 encontramos en total realmente pocas ternas conmutativas
(K x N, K,T) y solamente un par de Gelfand fuerte de esta forma. Podemos decir que hemos dado todas
las ternas de Gelfand de la forma (K x N, K, 7), donde N es un grupo de Lie dos pasos nilpotente, conexo,
simplemente conexo, que admite representaciones de cuadrado integrable y K es un subgrupo de auto-
morfismos de N que es compacto y conexo, con una condicién extra de “irreducibilidad o minimalidad”
que requiere que N sea indescomponible si proviene de la construccion de J. Lauret o bien que el par
(K x N, K) sea irreducible mazimal en el sentido de la condicién de E. Vinberg. Podria pensarse que el
hecho que sean pocas dlgebras conmutativas L1(N) hace que cobre mayor relevancia al analisis esférico
en los casos en que N es el grupo de Heisenberg o es abeliano.
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Capitulo 5

Funciones esféricas en R°

En este y en el siguiente capitulo nos concentraremos en las funciones esféricas de un par de Gelfand
fuerte (K x N, K) en particular. El grupo nilpotente N que consideraremos serd mas que nilpotente, es
decir, sera abeliano:

N =R".

El grupo compacto y conexo maximal de automorfismos de R™ es, salvo conjugacion, el grupo ortogonal
especial SO(n). Esta probado en [Ya] que (SO(n) x R, SO(n)) es efectivamente un par de Gelfand fuerte.

En este capitulo estudiaremos en detalle el andlisis esférico de espacio euclideo tridimensional R?
como espacio homogéneo con respecto a su grupo de movimientos rigidos (conexo) M(3) = SO(3) x R3.
Con esto queremos decir que describiremos las funciones 7-esféricas y estudiaremos la transformada de
Fourier 7-esférica asociadas al par (M(3),SO(3)) para una representacién unitaria irreducible arbitraria
7 del grupo de rotaciones SO(3). En el caso en que 7 es la representacién estdndar, las funciones esféricas
han sido calculadas explicitamente en [RS, Seccién 12]. En esta tesis completaremos la teoria de este par

de Gelfand fuerte dando férmulas explicitas de las funciones esféricas de tipo 7, para toda 7 € SO(3).

El problema de hallar formulas explicitas para las funciones esféricas matriciales en ejemplos concretos
ha sido objeto de estudio de numerosos articulos tales como [Ca, GPT, PTZ, RT]. En dichos trabajos se
han estudiado grupos semisimples. En cambio, en esta tesis, as{ como en el articulo [RS], tratamos grupos
que son producto semidirecto de un grupo compacto y un grupo nilpotente. Asimismo, en el préximo
capitulo presentamos una forma de vincular ambas familias de ejemplos.

Dada una representacién unitaria irreducible arbitraria (7, V;) de SO(3) nuestros principales resultados
han sido la descripcion explicita de un conjunto de generadores del algebra de operadores diferenciales
(D(R?) ® End(V;))%°®) | el cémputo explicito desde tres enfoques diferentes de un conjunto completo de
funciones esféricas de tipo 7 y la obtenciéon de una féormula explicita para la transformada de Fourier
esférica asociada a 7. Ademaés, hemos podido hallar la medida de Plancherel asociada a cualquier terna
(M(3),S0(3),7) ¥ en conjunto hemos dado un teorema de inversién. En resumen, los resultados de este
capitulo se condensan en cinco teoremas:

- El Teorema 5.3 permite caracterizar ciertos operadores diferenciales matriciales que presentan de-
terminadas simetrias. Serd probado en la Seccién 5.1.

- Los Teoremas 5.6, 5.8 y 5.10 muestran diferentes realizaciones de las funciones esféricas matriciales.
Seran probados en la Seccién 5.2.

- Finalmente, el Teorema 5.13, de la Seccién 5.3, es el Teorema de Inversién asociado de la transfor-
mada de Fourier T-esférica.

El espacio euclideo tridimensional es especial con respecto a los espacios euclideos de dimensiones
mayores en el sentido que R? es isomorfo, como espacio vectorial, al dlgebra de Lie s0(3) de SO(3) y la

representacién estandar de SO(3) en R? es equivalente a la representacién adjunta de SO(3) en so(3).

141
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5.1. Operadores diferenciales invariantes

Dada (7,V;) € SO(3) utilizaremos el modelo presentado en 1.2.3.3. La dimensién de 7 serd 2m + 1
para algin entero no negativo m, hecho que efatizaremos poniendo 7 = 7,,,. Su accién se puede evidenciar
por medio de transformaciones en V,, = H,,, el espacio de polinomios en R?® a valores en C que son
armonicos y homogéneos de grado m, dadas por

(T (K)p) () := p(k™' - ) Vk € SO(3), p € H,,, v € R®.

Por su parte, denominaremos dr (o dr,,) a la correspondiente representacién del dlgebra de Lie s0(3).
Como mencionamos, el espacio euclideo tridimensional R? es especial con respecto a los espacios euclideos
de dimensiones mayores en el sentido que R? es isomorfo, como espacio vectorial, al algebra de Lie so0(3) de
SO(3) y la representacién estandar de SO(3) en R? es equivalente a la representaciéon adjunta de SO(3) en
50(3). Entonces, dr puede ser considerada como un polinomio en R? a valores matriciales y denotaremos
por D, al correspondiente operador diferencial via el operador de simetrizacién que generaliza a (1.18).

El objetivo de esta seccin es describir explicitamente un sistema de generadores del dlgebra (3.38)
D,,, == (D(R?) @ End(V;,,))5°®.

Para ello estudiaremos primero el espacio de polinomios P, sobre R? a valores en End(V,, ) que satisfacen
(3.33), es decir, tales que

P(k-x) = T (k)P(x)Tm (k)™ Vk € K,z € R

Veremos que, para cada entero no negativo m, el espacio de polinomios P,, es un C[|z|?]-médulo de
dimensién 2m + 1. Probaremos, usando la teoria de representaciones, que para cada 0 < j < 2m existe
esencialmente una matriz @); cuadrada, (2m + 1) x (2m + 1), cuyas entradas matriciales son polinomios
homogéneos y arménicos en R? de grado j tal que resulta SO(3)-invariante de acuerdo a la condicién
(3.33). Luego, el espacio P, resultard generado, como médulo sobre el anillo C[|z|?], por un conjunto
finito {Q; }?ZO. Este hecho resultard crucial para probar el Teorema 5.3.

Recordemos si P(R?) denota el espacio de polinomios en tres variables a valores en C (polinomios a
valores escalares), este se descompone como

P(R?) ~ D P (R®),

donde P, (R?) denota el subespacio de P(R?) de polinomios homogéneos de grado n. A su vez, cada uno
de estos espacios se descompone naturalmente como

Pu(R?) ~ P |2|** Hyu o
k

Mirando P,,, como un médulo sobre C[|z|?], el siguiente paso consiste en estudiar, para cada entero no
negativo j, los elementos de H; ® End(V7,,) que son SO(3)-invariantes respecto de la accién descripta en
(3.33). El uso de la teorfa de representaciones del grupo SO(3) serd crucial en esta parte.

El espacio de operadores End(V;,,) se identifica naturalmente con V, ® V* . Por su parte, 7, es

unitariamente equivalente a su representacién contragrediente (cf. [Fa, p. 112 y 113]) y usando (1.26)
obtenemos

2m 2m Jj+k
@ (i ® ) =73 8 @Tk]@ B . 61)
k=0 k=0 |i=|j—k|

Por lo tanto la representacion trivial aparece en la descomposicién (5.1) s6lo una vez para cada 0 < j < 2m
y no aparece si j > 2m.
Luego,

2m

Pr, ~ C(|2[*) Q) P(H; @ H;)3°®,
3=0

donde (H; ® H j)so(3) denota el espacio vectorial unidimensional generado por una matriz Q);, de dimen-
siones (2m + 1) x (2m + 1), cuyas entradas son polinomios arménicos homogéneos de grado j y satisface
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(3.33). Subrayamos que los polinomios matriciales @); dependen de 7,,. Finalmente, cada polinomio en
R3 a valores matriciales que satisface (3.33) puede ser escrito como

PO(|$|2)I +P1(|$\2)Q1 + - +p2m(|l"2)Q2ma

donde cada p; es un polinomio a valores escalares.

Para familiarizarnos un poco més con estos espacios polinomiales veamos primero los casos m =0y
m = 1 para luego pasar al caso general. A medida que los vayamos entendiendo describiremos el algebra
de operadores diferenciales asociada.

= Si m = 0, es decir, 79 es la representacién trivial de SO(3), el espacio P, es exactamente C[|z|?]
y el dlgebra D, (de operadores diferenciales en R? invariantes por traslaciones a izquierda y que
conmutan con rotaciones) es generada por el operador Laplaciano. (Comparar con la Seccién 2.5.)

» Sim =1, es decir, si 71 es la representacion estandar de SO(3) en C?, el espacio P, estd generado,
como C[|x|?]-médulo, por polinomios matriciales Qp, Q1 y Q2. Podemos considerar @ igual a la
funcién constante I (que a cada punto de R? le asigna el operador identidad). El polinomio matricial
Q1 puede ser tomado como

Q1 () :==dm(x) Vo € R3,

que debe ser interpretado via la identificacién entre R3 y s0(3). Explicitamente, sea

L 0 0 0 L 0 0 -1 L 0 1 0
=0 5 D=0 v)w=(2 59}

la base canénica de s0(3), entonces dr; : R? — 50(3) se define como

3 0 T3  —T2
dri(z1,x2,23) := indﬁ(Yi) = | —z3 0 T Y (z1,22,23) € R3.
i=1 X9 —I 0

Recordemos que en general dr satisface (1.14)
r(k)dr(Y)r(k™") = dr(Ad(k)Y) VY €50(3) y Vk € SO(3). (5.2)

Como la representacién adjunta de SO(3) en s0(3) se puede identificar con la representacién estandar
de SO(3) en R?, el polinomio matricial Q; satisface (3.33).

Ahora determinaremos explicitamente Q2. Primero notemos que
Q3(x) = za’ — |z|*1 Vr € R3,

por lo tanto su imagen en cada punto devuelve una matriz simétrica, sus entradas matriciales son
polinomios homogéneos de segundo grado y ademas satisface (3.33) (ya que @1 lo hace). Veremos
que

Qala) 1= Q3(a) + a1

Por el grado de las entradas matriciales de Q%, este polinomio matricial no puede ser un C[|z|?]-
multiplo de @1 y entonces lo podemos escribir como

Qi(z) = alz’T + bQ2(z)

para ciertas constantes a y b. Como Q? no es un miiltiplo de |x|?I, la constante b no puede ser cero.
Luego, podemos considerar b = 1. Aplicando el operador Laplaciano en ambos lados y usando que
Q)2 tiene componentes arménicas, obtenemos a = —2/3.

Luego, P, estd generada como C[|z|?]-médulo por

0 X3 —T2 9
LQ=(-2zs 0 = |, Q?+§\I|21 ;
i) —X1 0

y el dlgebra D, estd generada por A ® Iy por el rotor Ql(%) = Z?zl %dﬁ(Yi).
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De ahora en mds pondremos r := |z|.
Pasemos al caso general en que m es un entero no negativo arbitrario. Queremos determinar un
conjunto de generadores Qq, Q1,...,Q2,, de P, . Como anteriormente, podemos tomar

Qo =1 y

Ql(x) = dT’rn(x) Vr € R3.

Denotamos por D, al operador diferencial dado por

Sea E el operador de Euler
0

E:.= J}laixl —|—$287x2 +.T387x3

yea €, el operador de Casimir de la representacién dr,, definido segtin (1.16) por
Qs = (A (V1)) + (A7 (Y2))? + (d7n (Y3))?
Es bien sabido en este caso (cf. por ejemplo [Fa]) que

Q.. =2PART-E (E®I1+1)

y que
Q.. =c¢;, I donde ¢, =-m(m+1).
De ahora en més pondremos r := |z|.
Lema 5.1.

(i) Para todo 1 < j <2m, D, Q; =a;Qj—1 para algin escalar a;.
(#4) D, Q1 =8, .

(#9i) Para todo 0 < j < 2m, Q1Q; — QJ%DTMQJ- es una matriz cuadrada de tamano (2m + 1) cuyas
entradas matriciales son polinomios armdnicos homogéneos y que satisface (3.33).

. 2
('L'U) QlQQm - 2,,:L+1DTmQ2m - 0
Demostracion.
(t) D, Q; es una matriz cuyas entradas son polinomios arménicos homogéneos (o sea un polinomio
armoénico y homogéneo a valores matriciales) de grado j — 1 que satisface (3.33). Entonces D, Q; €

(Hj—1 ® Hj_l)so(3) y por lo tanto es un multiplo escalar del generador @Q;_;.

(i) Basta chequear

3.9 3
D, Qi(z) = Z 8x-dTm(Yi) <Z J:dem(Yk)>
i=1 " k=1
3
= 3 (drn(11))?
i=1
=Q, .

Observar que de aqui se sigue que a; = ¢, .
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(#i) Se sigue esencialmente de los siguientes célculos:

AlQjl(z) =

A[r?D-,,Q;)(x) = 6D, Q;(x +4sz 1(Ds,,Q3)(@) + 1*AlDr, Qj](@)

=(6+4( — 1))DT,,,QJ'~

(iv) Finalmente, este tltimo inciso resulta por tener que Q1 Q2 — D, Q2 es un polinomio matricial

2_7-‘,—1
arménico y homogéneo de grado 2m + 1 que ademds satisface (3.33) y porque hemos probado que
P,,. estd generada como C[|x|?]-médulo por polinomios a valores matriciales arménicos homogéneos

de grado menor o igual que 2m.
O

Proposicién 5.2. Sea m un entero no negativo arbitrario. Se tiene que P, estd generada como Cl|z|?]-

mddulo por @), con 0 < j < 2m.

m

Demostracion. Por un lado, toda potencia de @7 satisface (3.33). Por otro lado, para cada 0 < j < 2m
existe un Unico polinomio a valores matriciales armoénico y homogéneo de grado j, salvo multiplo escalar.

Procederemos inductivamente. Sea 1 < j < 2m y asumamos que );_1 y @; son polinomios ménicos
en @ con coeficientes en C[|z|?]. Por el lema previo,

2 2

Q1Q; — m @ = Q1Q; — 51 a;Qj1 (5.4)

es un polinomio a valores matriciales arménico y homogéneo que satisface (3.33). Por hipétesis inductiva,
este resulta una combinacién lineal finita de potencias de Q1 con coeficientes en C[|z|?]. S6lo nos resta
probar que no es el polinomio matricial nulo.

Observemos que Q1 (e1) = d7,, (Y1) y es bien sabido que d7,,(Y7) se puede diagonalizar y que tiene 2m+
1 autovalores diferentes. Luego, el polinomio minimal de @1 (e1) coincide con su polinomio caracteristico
(que es de grado 2m + 1). Considerando x = ej, (5.4) resulta un polinomio ménico en @y de grado j+ 1
con coeficientes constantes y como j + 1 < 2m, no puede ser nulo.

En consecuencia, P, estd generada como C[|z|?]-médulo por Qg =1, Q1() := dr(z) y

2 2

r ,
Qj+1 = 1Qj — 51 D, Q; =@1Q; — m%‘@j—h para 1 <j <2m. (5.5)

O
De este hecho se desprende inmediatamente el primero de los resultados principales de este capitulo.

Teorema 5.3. El dlgebra de operadores diferenciales (D(R?) @ End(V;,,))S9®) estd generada por A @1
y D, , donde A denota el operador Laplaciano en R® y D, estd dado por (5.3) y generaliza al rotor.
5.2. Funciones esféricas de tipo 7

Fijada una representacién unitaria irreducible arbitraria 7 de SO(3) describiremos tres métodos para
calcular todas las funciones esféricas de tipo 7 de la terna conmutativa (SO(3) x R?,SO(3), 7). Si 7 es la
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representacién trivial, las funciones esféricas son bien conocidas y han sido presentadas en la Seccién 2.5.
En esta seccién nos referiremos a ellas por funciones esféricas cldsicas.

Por la teorfa general (ver Teorema 3.38) sabemos que un conjunto completo de funciones esféricas
de tipo 7, debe estar parametrizado por dos parametros, uno continuo r € Ry y otro finito j que se
mueve en un conjunto de 2m + 1 elementos. Usando la caracterizacién de funciones 7-esféricas como au-
tofunciones simultaneas de los operadores en (D(R?) ® End(V;))%°(®) las explicitaremos de tres maneras
diferentes. El primer apartado de esta secciéon muestra las funciones 7-esféricas como combinacién lineal
de funciones escalares SO(3)-invariantes por polinomios “elementales” a valores en End(V;) satisfaciendo
(3.33). Nuestro segundo resultado las representa a partir de tomar transformada de Fourier de distribu-
ciones matriciales sobre las SO(3)-6rbitas de R3. Esto serd consecuencia de una reduccién de la férmula
integral (3.39). Por tltimo, evidenciamos cada funcién 7-esférica como una funcién a valores matriciales
cuyas entradas son derivadas de funciones esféricas escalares o “clasicas”.

5.2.1. Combinacion lineal de polinomios matriciales y funciones esféricas
clasicas

Comencemos con la siguiente pregunta: ;Sera posible escribir a cada funcién esférica de tipo 7, como
una combinacién lineal de los polinomios {Q; f;”o donde los coeficientes sean funciones en |z| (es decir,
funciones radiales) a valores escalares en C? Consideremos la funcién

®(2) = vofollz) +v1fi(|z)Q1(z) + ... + vam fom (|2))Q2m(z)  (Vz € R?) (5.6)

donde los coeficientes v; son escalares y las funciones f; se pueden interpretar como funciones definidas
en R3 pero que son radiales. Busquemos condiciones sobre v; f; para hacer de esta funcién ® una funcién
esférica de tipo 7,,,. Por simplicidad en la notacién, como hemos hecho en la seccién anterior, dado 2 € R3
llamaremos r := |z| a su norma.

Como hemos tomado a las f; como funciones radiales y los polinomios @); son los descriptos en la
seccién previa, que por ende satisfacen (3.33), se sigue que la funcién ® dada en (5.6) cumple (3.33).

Si aplicamos los operadores diferenciales A ® I'y D, a (5.6) y utilizamos la identidad de Fuler

LA
EQ) = (Z max> Q=jQ

para cada polinomio homogéneo @ de grado j, obtenemos

MEne|@=Y o+ 22 0o 5.7
j=0 j=0
2m 72m fj’(r)
Dr, | D2 5Q5 | (@) =D |2 Qu@)Qs() + £5(r)Dr, Qs ()| (5.8)
j=0 j=0

Queremos que ® sea una autofunciéon de A®Iy de D,, . Para achicar nuestra bisqueda comenzaremos
tratando de ver si podemos tener que cada término f;Q); sea autofuncién del operador A ® I y que a
su vez correspondan al mismo autovalor A € C. Entonces, para cada 0 < j < 2m, la funcién f; debera
cumplir la siguiente ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden:

’

fi(r) = Afj(r). (5.9)

" 2425
fj (r) + r

Conocemos que la funcién
Jo (iAY27)
RIS
(iA1/25)
es una solucién de (5.9) con condicién inicial 1 en r = 0, donde J,(z) es la funcién de Bessel (2.48) de
primera especie y orden « := j + %
Como, por definicién, toda funcion esférica debe ser acotada, sélo consideraremos A = —s
R<g. Asociada al autovalor A = —1 tenemos a la familia de funciones

Uaa(r) =T (a+ 1)

2con s €

2m

{fj (r):= uj+1/2,71(7“)}j:0
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2

y asociada a un autovalor arbitrario, A = —s® con s € Ry, tenemos a la familia

s 2m
{fj (r)==f; (sr)}j:O.
(Como referencia adicional consultar [Dij]).

Observacion 5.4. Observamos que, para cada entero 0 < j < 2m, la familia

{f;}seR>o

es el conjunto de todas las funciones esféricas clésicas asociadas al par de Gelfand (SO(2j + 3) x
R%+3 SO(25 + 3)). Ademés, estos conjuntos de funciones aparecen cuando uno calcula la transformada
de Fourier en R3 de funciones radiales por armdnicos esféricos sélidos (polinomios homogéneos que so-
lucionan la ecuacién de Laplace Ap = 0 en coordenadas cartesianas) de grado j (cf. [SW, Teorema 3.10,
Capitulo 4]).

Las funciones de Bessel satisfacen bien conocidas relaciones de recurrencia

Ja(2) = 5 a1 () F Jaa (2)]

y relaciones diferenciales

dz z% 22

d (Ja(z)) __dan(®)

(Para una referencia ver [Sz]). De estas desprendemos las siguientes identidades que involucran a las
funciones f; y seran de gran utilidad

2

(25 +1)(25 +3)

= i(r) ~ fi+a(r)

fi(r) = fi—a(r) + fira(r) y (5.10)

= . 5.11
r 2743 ( )
Anélogamente, para las funciones f; valen las siguientes expresiones
) = a0+ )y (5.12)
J i1 (27 +1)(25 +3)7 7t '
d rs s
L f5(p 5. (r
arfi () fia() (5.13)

s2r 2j+3°

Denominamos V! al espacio vectorial generado por
1. 2
B = {ijj}j;nO'

Este espacio vectorial tiene dimensién (2m + 1) y, de manera similar, para cada s € Rsq, consideramos
los espacios vectoriales V* de dimensién finita (2m + 1) generados por

B = {f;Q; 1.

Lema 5.5. El espacio vectorial V1 es invariante con respecto al operador diferencial D, .

Demostracion.
D, (1,2 = 20,00, (@) + £,0)D.,. Q) 0. (514)
Usando (5.10) y (5.11)) obtenemos
D, (f;Qj)(z) =
= L0 G )0y (@) + (1) = 1P @5 (0)
T g3 TR g )2y )T T

2

__fin(r) oy ‘ ‘ ‘
= =543 Q@@ ~ 57 Dr Q@]+ fi-1(r) D, Q).
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De la definicién de Q;41 dada en (5.5) y el Lema 5.1 se sigue que

D, (f;Q;) = fi1 Qjt1+a;fi—1Q5-1

213 Vi<ji<2m-—1, (5.15)
D, (foQo) = _%Ql y (5.16)
D-,, (famQa2m) = azm fam-1Q2m—1- (5.17)
O

De las expresiones (5.15), (5.16) y (5.17) que surgieron en la prueba del lema podemos escribir la

1
matriz [DTm}gl del operador D, con respecto a la base B! de V1

—% 0 ag 0 .
-1 0 a3 0
Bl

[D‘rm]Bl =
0 Im—1 01 agm,
0 ves “es ces 0 _m 0

Anélogamente, en el espacio vectorial V* tenemos que

2

S S S -

DTm(fj Qg) = —mfj+1Qj+1 + ajfjts,]ijl V 1 S Vi S 2m — 1,

2
D (f5Q0) = =5 K@ ¥ Dr(f5nQam) = Gz fim 1Qamr.

Por lo tanto, V* es invariante bajo D,  y la matriz del operador D, , con respecto a la base B resulta

0 aq 0 0
82
-3 02 an 0
0 -2 0 a3 0
BS
[Dr,.1ps = (5.18)
0 47271 02 a2m
0 0 —gumm O
1 s
Si v € C*™*! es un autovector de [Dm]gl con autovalor A € C, entonces sA es un autovalor de [Dm]gs
y un autovector que le corresponde estd dado por v cuyas coordenadas son
b o= sy, Y0 <i < 2m. (5.19)

1
Computando los autovectores de la matriz [DTm]gl obtenemos un conjunto completo de funciones esféricas
de tipo 7,,,. En efecto, para cada s € Ry sea

2m
(s.k) . (1. (R (sk) }
{U (Lo, e vgp ) b0

s 1
el conjunto de autovectores de [DTm]gs (calculados a partir de los autovectores de [Dfm]gl), luego el
conjunto de todas las funciones esféricas de tipo 7, estd parametrizado por s € Rsgy k € Z, 0 < k < 2m,
y esta dado por

{@a@) = HOT+ P FEQ @) + 4050 £ (1) Qo (@)} (5.20)

v
En sintesis podemos enunciar el siguiente teorema.
Teorema 5.6. A cada par de indices (s, k) € Rsg x {0,1,...,2m} le corresponde una funcién esférica
&, . de tipo T, dada por
ok k
(@) = fi (e + o™ 7 () Q@) + v+ v f5n (12]) Qe (),
donde
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= para cada k fijo, la familia
{f]j}se]R>0
es un conjunto completo de funciones esféricas cldsicas acotadas del par de Gelfand (M(2k +
3),50(2k + 3)), es decir,
S 3 iyl
fi(r) =T(5 +k)—=

20

donde Jk+% denota la funcidn de Bessel de primera especie de orden (k + %) y

= para cada s fijo, los vectores dados por

(LolF oMy e et ke qo,1,...,2m}

- VUom
forman una base de autovectores de D, enV* (el espacio vectorial generado por B® = {f Qj }] 0)
Mads atn, toda funcion esférica de tipo T,, es de esta forma o bien es el operador identidad en V.

1
Para finalizar, si queremos hallar explicitamente los autovalores y autovectores de [Dm]gl necesitamos
una férmula explicita para los coeficientes a;. A partir del Lema 5.1 sabemos que a1 = c¢,,,. Los demés
coeficientes son engorrosos de calcular y dicho célculo se presenta en el siguiente apartado. Anticipamos

que su férmula esta dada por
(J+1)° 7> +2j
= - 21
aj+1 2+ 1 Crm + 7 (5.21)

y recomendamos pasar directamente al apartado 5.2.2 para una lectura fluida de la tesis.

Un cédlculo auxiliar

Presentaremos el célculo de los coeficiente a; anteriormente mencionados.
En la Seccién 5.1 dedujimos que cada polinomio matricial Q; (1 < j < 2m) se puede escribir como
un polinomio ménico en @ con coeficientes en C[|z|?], es decir,

0 = Qf + bjl r2QI7 4+ ..+ b;/Z rI1 si j es par
/ Q1 + bj QI 4.+ b§]_1)/2 ri71Q, si j es impar

para ciertos escalares {bf}k. Estamos interesadas unicamente en los coeficientes b} y por eso nos permi-
tamos escribir

Qj = Q{ + b; TQQ{72 + términos de érdenes mas bajos en Q1. (5.22)

Aplicando el operador D, a ambos lados de (5.22) obtenemos
a;Q;—1 = D, Q; = D, [QI] 4 20;Q" 4+ b;r2D,, [Q} %] + términos de érdenes més bajos en Q.

Ahora buscamos analizar D, [Q4]. Por un argumento inductivo se tiene que

D, Q] = szrm QYT ()R

k=0 i=1

Para hacer mas legibles los cdlculos que vendréan a continuacién ponemos

de QY dr (V).

Para k=0, T(0) = Zg’:l[drm(Yi)P = ¢,, 1 es el operador de Casimir asociado a dr,.



150 CAPITULO 5. FUNCIONES ESFERICAS EN R®
Para k = 1, T(1) = (1 + ¢.,,)Q1. En efecto, como T(1) = 2?21 A7y (Y:)Q1(x)dr, (Y;), sumando y
restando Zle Q1 (z)dr, (Y;)dr,, (Y;), obtenemos

3

T(1) =Y ldrn(Y:), Qu(@)ldra(Y:) + Qu(2)R;

=1

= Z ij A7 (Y7), A7 (V7)) AT (V) + €1, Q1 (2)

zl]l

= Z Zx]dTm 1y j )d’rm.(}fz) + CTle(x)

=1 j=1
—szdTm +CTmQ1( )
=Q1( ) + ¢, Q1(z),

donde [- ,-] denota el corchete de Lie de so(3).

Lema 5.7. Para T existe la siguiente formula recursiva:
k .
T(k+2) - Q1 T(k+1) = (k+2)QF — > T(k — j)Q. (5.23)
§=0

Demostracién. Comencemos calculando 37 [d7, (Y;), Q1]Q% [drm (Yi), Q1] de dos modos diferentes. Por
un lado,

3

> (7 (Yi),Q1]Q [d7m (Y:), Q1] =
1=0
3
= > (@7 (Y)Q1 — Qudrn (Y1) Q1 (drn (Vi) Q1 — Qudrin(Y))
=0

=T(k+1)Q1 —T(k+2) - T(k)Q1 + QT (k+1)
y por otro lado,

3

> [d7m (Yi),Q1]Q [d7m (Y:), Q1] =

i=0
(23d7m (Y2) — 2d7m (Y3)) QY (23d7m (Y2) — x2dT, (Y3))+
+ (iﬁldTm(Yg) — J?ngm(Yl))Qlf(l‘ldTm(Yg) xngm(Yl))—F
+ (22dTy (Y1) — 21d7 (Y2)) Q¥ (22d T, (Y1) — z1d7 (Y2))
3 3
= Zx?ZdTm( QldTm Y;) lexdem QldTm( i)
i=0 =0
3
— Y idrn (V) QY dem(i@)
i=0 j=0
= 2T (k) — QV+2,
Luego,
T(k+2)—Q1T(k+1) = T(k+1)Q1 + Q1T(k)Q1 = —r*T(k) + Q7. (5.24)

Como conocemos los primeros dos valores de T, de la ultima expresién recursiva (5.24) podemos deducir
que T(k) es un polinomio en 72 y Q. Por ende, T'(k) conmuta con Q. Esto nos permite reescribir (5.24)
como

T(k+2)—QiT(k+1)=Q(T(k+1) — QiT(k)) — 7T (k) + Q¥
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y de aqui se llega a
k .
T(k+2) = QyHT(1) = T(k+1) = Qy?T(0) = r* Y QIT(k — j) + (k + QY.
j=0

Finalmente, reemplazando T'(0) y T(1) por sus conocidos valores se tiene (5.23). O

Como T'(k) es un polinomio en r? y Q1, podemos expresar sus primeros términos como
T(k) = 10Q% + vir?Q%=? 4+ términos de 6rdenes més bajos en Q. (5.25)
Comparando los coeficientes principales en (5.23) y (5.25) obtenemos
Vitz = Veg1 =k +2 y N=1=~0+¢,)—¢, =1

Entonces

y por lo tanto

En consecuencia podemos escribir

j i—1 , . , z .
D, Q] =~ @ + términos de érdenes més bajos en Q1,

donde
j—1
Y=Y
k=0
= k+1
=Cr, T Z(ch + ( 9 ))
k=1
Skl
e+ (")
k=1
. j+1
=Jjcr,, + < 3 )
Por lo que

Jj+1

DTmle. = (jer,, + ( 3

))Q{_l + términos de érdenes més bajos en Q.

Ahora teniendo en cuenta (5.5) y que todo @; puede ser escrito como en (5.22), comparando coeficientes

resulta
a;

2j + 1

= bj — bj+1 y ay = Cr, . (526)
Al mismo tiempo notemos que
aj41Q; = D-, [Qj+1] = D, [Q{H + ijer{*l + términos de 6rdenes mas bajos en Ql}
=D, Q{H + 2bj+1Q{ + bj+1r2DTm Q{_l + términos de 6rdenes mas bajos en (g

|+ 2
— (G Den+ (7

))le +2b;41Q7 + términos de érdenes més bajos en Q.
Comparando coeficientes una vez més, tenemos

. j + 2
aj+1 = (j+1ec,,, + (j 3 ) +2bj41. (5.27)
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Entonces, de (5.26) y (5.27) se sigue

j+1 a;
Clj+1—aj:C7—m+( 9 > —22j_j|_1
0, equivalentemente,
Jj+1

(2 + Dajiy — (2 — Daj = (cr, + ( >)(2j +1). (5.28)

2

Finalmente, cuando sumamos sobre j en (5.28), los coeficientes a; pueden ser calculados como

(k+1)? k? + 2k
Skt et ) Y @

Ai+1 =

5.2.2. Foérmula integral

Sea € R3\{0} y sea K, el subgrupo de K := SO(3) que estabiliza o, mejor dicho, que fija a .
Como K,-médulo, (7, Vs, ) se descompone como suma directa de 2m + 1 subespacios unidimensionales.
Por lo tanto la matriz Q1 (z) = dr(x) se puede diagonalizar y denotamos por \;(z) a sus autovalores
y por g;(z) a sus respectivos autovectores ya normalizados (donde j es un entero entre < j < 2m). Si
consideramos & = \%I € S?, como dr,, es lineal,

drm(z) = |z|dTm (Z)

y es facil de ver que A;(z) = |z|\;(Z) ¥ ¢;(z) = ¢;(&). Més atn, es suficiente conocer los autovalores
y autovectores de d7,,(e1). En efecto, como todo # € S? se puede escribir como # = k - e; para algin
k € SO(3) (pues SO(3) actdia transitivamente en S?), obtenemos que

A (%) = drp (k- €1) = Ty (k) dTm (€1) T (k1)

(usando (1.14) y que la accién adjunta de SO(3) en su algebra de Lie coincide con la accién natural de
SO(3) en R?). Luego, si q es un autovector de dr,,(e;) con autovalor \, entonces 7,,(k)g es un autovector
de d7,(Z) con el mismo autovalor A\. Mds ain, de la teoria de representaciones de s0(3), se conoce que
para todo j € Z, —m < j < m,

Ajler) =X;(&) =1j vz € S y Aj(z) = ij|z| Vr € R3. (5.29)

Ahora observemos que, para cada punto x € R? y cada —m < j < m, la matriz ¢;(x)gq;j(x)* es la proyeccién
ortogonal sobre el autoespacio asociado al autovalor A;(z) = ij|z| de la matriz dr,,(z). Denotaremos
Pj(x) := gj(z)g;(x)* a dicha proyeccién y esta cumple las siguientes propiedades:

o Para cada x € R3\{0},

T

Py(2) = P(i)- (5.30)

[]
o Dado £ € S? y k € SO(3) tal que £ =k - ey,

P;(&) = (k) Pj(e1)mm (k)". (5.31)
~1

Notar que la matriz transpuesta conjugada 7,,(k)* coincide con 7, (k)

o Como d7,,(x) tiene todos sus autovalores distintos libres de multiplicidad, por el teorema de Cayley-
Hamilton ([HK, Teorema 4, Seccién 6.3]) y la férmula de interpolacién de Lagrange ([HK, Seccién
4.3]), podemos expresar P;j(z) por

T dr () — il
P — —my 5.32

o Para todo j,
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Para s € Rygy j € {—m,...,m} consideramos

D 5(x) = dr, S0 e med (k1) Py(en)Tm (k) dk, (5.34)

donde d,,, =2m + 1 es la dimensién de V;, . Obtenemos que ®, ; cumple las siguientes propiedades:

is{x, k!

o @, ; es una autofuncién de A @ I con autovalor —s?, ya que e~ 1) es una autofuncién de A

con el mismo autovalor —s2.

o Para s # 0, @, ;j(x) se puede reescribir como una integral sobre la esfera S ~ K/K,,:

By(o) = dr, [ IR dote), (53)

donde ¢ es la medida en la esfera S? C R? invariante por el grupo ortogonal O(3) y normalizada.

o &, : es una autofuncién de D, :
N m

%

3 9 _
Do ®uy(@) = doy [ Y dr (V5 () B () dote)
i=1

3
= e, [ (is)emisd (Z @-dTmm)) P;(€) do(€)
S2 i=1
—d,,, [ (isje = (©P(€) do(e
SQ
= —isd,,, /gz 67is<z’€>)\j(£)Pj(g) da(f)
— qu)s,j(x)-
o @, ; satisface la propiedad (3.33) para todo k € SO(3):

T (B) 0 (" @) (K1) = dr,, |7 () Py ()i (k) dor(€)

Tm

=d,, /Sz e R Py (k- £)do(€)

= dr, | IR (€)do(€)

porque la medida en S? es invariante por rotaciones.

o @, ;(0) es el operador identidad de V;, . En efecto, si consideramos la base de V;, dada por los
autovectores normalizados {g;(e1)}, entonces

B, ;(0)gi(er) = dr,, /S oy PR IP T () afer)

d., / o () (7 (B) i1, g5 e1)) g5 (1)
SO(3)

oy [ e (k)05 (00 (R er)
SO(3)
y por lo tanto
(®s,;(0)gi(e1), qr(er)) =

=d,, (gi(€1), Tm (k) q;(e1)) (T (K)q;(e1), g (e1)) dk
SO(3)

ey [ {asen)s () ) TanCer), (R )
SO(3)

=0,
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donde la tltima igualdad resulta de las relaciones de ortogonalidad de las entradas matriciales de

Tm (k).

o Por tultimo,
O, j(2) = D5 5(—2). (5.36)

Esta propiedad se sigue de (5.33) y de la invariancia de la medida de la esfera S? bajo el grupo
ortogonal O(3):
Bo0) =d, [ EEIP () do(e)
SQ
—d, [ IR do(e)
SZ

= d, [ O (€) do(e

=&, ;(—x).
Ademés, como Pj(z) es una proyeccién ortogonal tenemos que

[@5,5(2)]" = ®s,5(—2) (5.37)
(donde el lado izquierdo de la igualdad denota la mariz transpuesta y conjugada de la matriz
D5 ().

Recordemos que para una medida de Borel, finita, positiva g en R™, su transformada de Fourier cldsica
estd dada (salvo un factor de normalizacién) por

Ae) = / e du(e).

En particular, si i es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en R™, es decir, viene
dada en términos de una funcién integrable f sobre R™ a valores escalares, tenemos

~

F& = | fla)e&) du.

R n

Para una funcién integrable F' sobre R™ a valores matriciales, F' se interpreta como la matriz que resulta
de tomar transformada de Fourier clasica de cada una sus estradas. Luego, una funcién esférica de tipo
Tm (no-trivial) estd dada por

D, i(x) =d.,, /S ) e~ B @O Pi(g) do(€) = dej(;)as(x). (5.38)

A partir de todo lo construido hasta el momento en esta seccién y a partir del Teorema 3.38 tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 5.8. Sea £ € S?. La accidén de K¢ := {k € SO3) | k-&=£&} enV,,, se descompone en 2m+ 1
subespacios unidimensionales {Vj,g};—n:,m- Para cada j, sea Pj(§) la proyeccidn ortogonal de V,,, en Vj¢.
Esta proyeccion estd dada explicitamente por la formula

©= 1 ﬁdﬁ(?“ L

l#j; l=—m

Las funciones esféricas de tipo T, estdn parametrizadas por s € Rsg y j € Z entre —m < j < m, y se
pueden presentar de la siguiente forma

—

©s5 = (2m+1)P;(2)os, (5.39)

donde = denota la transformada de Fourier cldsica y o5 la medida invariante por rotaciones y normalizada
de la esfera en R? radio s centrada en el origen de coordenadas. Mds ain, —s? y sj son los autovalores
de @ ; con respecto a AR 1y D, , respectivamente.
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Como corolario se desprende el siguiente resultado sobre funciones esféricas de tipo positivo.
Corolario 5.9. Toda funcion esférica de tipo T es de tipo positivo.

Demostracion. Sea T = 7, y sea ®,; una funcién esférica de tipo 7,,,. De la expresién (5.39) se sigue
que todas las entradas matriciales de ®, ; son de tipo positivo ya que son transformadas de Fourier de
medidas de Borel finitas y positivas (ver teorema de Bochner 2.34). O

Este tltimo hecho es un caso particular del Teorema 3.35 debido a F. Ricci y A. Samanta cuya prueba
usa otros argumentos.

5.2.3. Derivadas matriciales de funciones esféricas clasicas

En este apartado mostraremos que todas las funciones 7 esféricas pueden ser obtenidas luego de
aplicar adecuados operadores diferenciales en D, a las funciones esféricas clasicas del par de Gelfand

(M(3),50(3)).

Para cada s € Ry y cada j € Z, con —m < j < m, sea @; la funcién esférica (cldsica) asociada al
par de Gelfand (M(3),SO(3)) con autovalor —s? con respecto al operador Laplaciano. Inspiradas en la
expresion (5.32) definimos los siguientes operadores diferenciales en D,

D, —sll
D, ;= | | “Tm 7 5.40
¥ ‘ Sj _ Sl ( )
I#37, I=—m

Teorema 5.10. Todas las funciones esféricas de tipo T, (no-triviales) se pueden obtener a partir de la
siquiente erpresion
O, ;= (2m+1)D, ; (¢sl), (5.41)

para s € Ryg y —m < j < m entero.

Demostracion. Sea x € R3. Los autovalores de la matriz Q1(r) = d7,,(x) fueron dados en (5.29) y a
partir de ellos podemos escribir el polinomio caracteristico de Q1 (z) como

m

P () = AT + 7%af?). (5.42)

Jj=1

Por el teorema de Cayley-Hamilton, pg, (Q1(z)) = 0. La aplicacién de simetrizacién manda |z|? en A y
@1 en D, de lo que se sigue que

=AJJ(\1+5%4) (5.43)
j=1

anula a D,
Para s € Ryg y —m < j < m entero, definimos

& :=dr, Ds j (psl),

donde los operadores diferenciales D, ; € D, estdn dados por (5.40). Como A ® I conmuta con D, ,
®, ; es autofuncién de A @ I con autovalor —s?. Ademas, ®; ; es autofuncién de D, con autovalor sj
porque

(Dr,, —sj 1) H (Dr,, = st )| (¢s]) = D-,, [H m T PA@T)| (p]) =0,
l#j, l=—m 1=0
donde la primera igualdad vale por el hecho de que A (p;) = —s%p, y la tltima igualdad sigue de

PpD.,, (D‘rm) =0.
Finalmente, como D, ; € D,y ¢, es una funcién (a valores escalares) radial, la funcién (a valores
matriciales) @, ; satisface (3.33). O

Nos gustaria remarcar que hay otra manera de derivar la férmula anterior (5.41) de las funciones esféri-
cas de tipo 7, y es consecuencia de la siguiente proposicién. Sea ¢, como anteriormente y consideremos
el espacio

Dy, s := {lps) | DeDy, }. (5.44)
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Proposicién 5.11. D, s es un espacio vectorial de dimensidn (2m + 1) generado por

{osL, Dy, (@s]), ..., D2 (o 1) } . (5.45)
Demostracion. Sigue de la Proposicién 5.2. O

l

L (@sl)}fro una base ordenada de D, ¢, vy [DTm]g: la matriz que
representa al operador D, con respecto a dicha base. De (5.43) y usando el hecho que A (p5) = —s%ps,

el polinomio caracteristico de [DTm]g“‘ es

Consideremos ahora B, := {D

m

Pip,, iz W) = A ]JO7 =% = T (0 =Js). (5.46)

j=—m

Ademas la matriz [Dm]gz coincide con la forma racional canénica del operador dr, (v/—1 sY1) y sus
2m + 1 autovalores son {sj}; .

Como cualquier combinacién lineal de elementos de B, es autofuncién de A ® I con autovalor —s?
y satisface (3.33), si queremos determinar funciones esféricas de tipo 7y,, sélo debemos calcular los au-
tovectores de la matriz [DTm]g:'. Para ello hay que presentar al polinomio caracteristico dado en (5.46)
de forma extendida y el sistema lineal para calcular los autovectores de una matriz dada en forma ra-
cional es simple de resolver. Asumiendo que hemos resuelto dicho sistema lineal, sea, para cada entero

—m < j <m,v; = (v),...,v3,,) un autovector de [DTm]g:, entonces

2m

> viDl, (eal) (5.47)
=0

sera una autofuncién de D, . La condicién inicial que dice que toda funcién esférica de tipo 7, evaluada
en 0 debe ser I, determina el multiplo de v; que debemos elegir para obtener efectivamente una funcién
esférica de tipo 7, de la expresién (5.47).

Corolario 5.12. Para cada s € R, el espacio vectorial D, s es de dimension finita y coincide con el
espacio generado por las funciones esféricas de tipo T, con autovalor —s? con respecto al operador A ®1,
esto es,

< {(I)Saj};‘nz—m >= ]D)ngps- (548)

5.2.4. Relaciones entre los métodos

En la teoria clésica asociada al par de Gelfand (SO(n) x R™,SO(n)), las funciones esféricas estdn
parametrizadas por un parametro continuo s € Ry y precisamente estan dadas a partir de

ps(z) = / @8 do(¢) Yz eR" (5.49)
Sn—l

(revisar 2.5). De aqui vemos que, para cada s € Rsq, ¢, es la transformada de Fourier de la medida
normalizada o de la esfera en R” radio s centrada en el origen, invariante por O(n).

En analogia a la relacién cldsica a/:}’ = i0, f, las expresiones (5.32) y (5.40) muestran

-

Pj(é)as = D, ; (psI) (s € Rsq, j€{—m,...,m}). (5.50)

Por lo tanto, la relacién entre los métodos dados en las secciones 5.2.2 y 5.2.3 para obtener funciones
esféricas de tipo 7 estd dada por la transformada de Fourier. Ademads podriamos decir que la transformada
de Fourier es el “cambio de base” que lleva la medida P;(:)os en la funcién esférica @, ;, asi como lleva
la medida de la esfera o5 en ;.

Por ultimo, nos gustaria subrayar que, para todo s € Rsq, las funciones f; dadas en la Seccién
5.2.1 son exactamente las funciones esféricas cldsicas ¢, del par de Gelfand (SO(3) x R3,SO(3)) que
tiene autovalor —s? con respecto al operador Laplaciano. A su vez, por completitud, mencionamos que la
conexién de los métodos dados en 5.2.1 y 5.2.3 esta dada por la familia de cambios de bases, indexada por
el parametro continuo s € Ry, entre B° y B;. Estos cambios de bases conectan las relaciones diferenciales
(5.11) de las funciones 5 con el hecho de que cada polinomio @; es un polinomio en @1 con coeficientes
en C[|z|?] (revisar la Proposicién 5.2). Por su parte, como las proyecciones matriciales P; estdn dadas a



5.2. FUNCIONES ESFERICAS DE TIPO T 157

parir de polinomios interpolantes de Lagrange en los autovalores {\; }o<i<2m de Q1 y, como hemos dicho,
tenemos @Q; = ¢;(Q1) con g; un polinomio con coeficientes en C[|z|?], podemos poner Q; = 212:6 q; (M) B

Concluimos esta seccién con el siguiente cuadro que resume las tres maneras en que hemos expresado

las funciones T-esféricas.
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5.3. Transformada esférica, medida de Plancherel y férmula de
inversion

Sea F € Lim (R3). Fijado z € R3, F(x) conmuta con Tm|g,» Por lo tanto, por el Lema de Schur, se
puede descomponer como

Fz)= ) B(z)Pi(), (5.51)
j=—m
donde B;(z) := tr (F(z)P;j(z)) = tr (F(x)[P;(z)]*) son funciones a valores escalares, radiales e integrables.
La transformada de Fourier usual (calculada componente a componente) de F' preserva la relacién de
K-invariancia

Fk - y) = T (k) F(y)mn (k1)

y entonces F' también se descompone como

m
F= " np, (5.52)
j=—m

donde h; = tr (FF;).
Fijado x € R3, sea k € SO(3) tal que k - ¢; = ‘””7‘ Observamos que

hy(z) = tr (ﬁ(x)Pj (x))
—ur(Fn ()

|z]
ir (E(lalk - e)Py (k- 1))
= tr (Tm(k)ﬁ(|x|el)Tm(k)*7—m(k)Pj(el)Tm(]g)*)
=tr (ﬁ(|x|61)Pj(€1)) :

Luego, cada h; es una funcién radial. Més atn, como Fe Co(R3,End(V;)) (el espacio de las funciones
a valores matriciales cuyas entradas tienden a cero en el infinito) y P;(e1) es una matriz constante, se
sigue que h; € Cp(R3).

Recordemos que hemos denotado por F a la transformada de Fourier esférica asociada a 7, y estaba
definida segun (3.15) por

F(F)(®s ;) = i /]RB tr (F(z)®s;(—x)) dx = % . tr (F(2)[®,;(2)]") dz.
A partir de (5.36),
FO@) =7 [ wF@e @) d

y usando la férmula integral para las funciones esféricas de tipo 7, obtenemos

FE@.) = [0 (F@) [ e 9P dol) an

R3

Para cada punto ¢ € S? existe un elemento ke € K tal que € = k¢ - eq, entonces, usando (5.31) para P_;
y (3.33) para F,

F(F)(®s5) = / tr (P_j(el) / F(k™" - z)eistwhen) dk> dz.
R3 SO(3)

Haciendo un cambio de variables cuando integramos sobre R? tenemos
F(F)(®s;) =tr (Pj(61)/ F(m)e_i5<w761> dx)
]R3

=tr (P,j(el)ﬁ(sel))
= h_;(s).
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Teorema 5.13. Si F € LL(R?) es tal que su transformada de Fourier cldsica F es integrable, entonces
F(z) = § / F(F)(®,;) @ (z) r* dr. (5.53)
, 0
j=-m

Demostracion. Usando la férmula de inversion cléasica se sigue que

Fla) = [ Fo) ¢ ay
B 0

/ F(re) e do(¢) v? dr
S2

(PHOF(&)) Pi(€) €= do(&) r* dr

2 /0 " (i (BenFiren)) < /Szpj(/s)efw£> da(g)) 72 dr

= i /Ooo tr (Pj(el)ﬁ(ﬂfl)) D, i(—x) r? dr

j=—m

I
S—
D

]

m

|
(]

3

(En la cuarta igualdad hemos omitido la constante ??—f)) O
2

Como corolario se tiene que la medida de Plancherel de L1(R3) estd dada por la medida producto
entre la medida de Plancherel asociada al par de Gelfand (SO(3) x R?, SO(3)) (i.e. la medida de Plancherel
del 4lgebra de las funciones integrables y radiales en R?) y una suma finita de deltas.

La férmula de inversién (Teorema 5.13) nos permitird probar una descomposicién de las funciones
a valores matriciales que sean suficientemente regulares. Este resultado esté inspirado en el resultado
principal del articulo [Sc|. Consideremos una funcién arbitraria en el espacio de Schwartz a valores
matriciales, F' € S(R3,End(V;,,)), es decir cuyas entradas son funciones decaen, ellas y sus derivadas,
mds rdapido que cualquier polinomio (es decir, si f es una entrada matricial de F', entonces se tiene que

el supremo sup,cps{|z*(92 f)(z)|} < oo para todo multindice a = (a1, a2,a3) y B = (B, B2, B3), con
m
j=—m

o, Bi € Z>o) y que a su vez satisface (3.33). Ponemos, como en (5.52), F= >
que, de la identidad

h;P;j. Observemos

hy(Ja)) = tr (F(laler) Py(en))
las funciones escalares h; son radiales y estdn en el espacio de Schwartz de R3, S(R?), (para todo
—m < j < m) ya que la transformada de Fourier clasica de F' es una funcién de Schwartz y P;(e;)
es una matriz constante. Mds atn, de la identidad F(F)(®s,;) = h_;(s) se sigue que F(F') define una

funcién Schwartz en la variable s € Ryy.

Corolario 5.14. Si F € S(R3,End(V;,,)) es tal que cumple (3.33), entonces se puede escribir como

2m
F(z) = gr(z)Qx(x) (5.54)
k=0

para ciertas funciones escalares gy, infinitamente diferenciables.

Demostracion. Usando el Teorema de Inversion, la formula de las funciones esféricas de tipo 7 dada en
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la Seccién 5.2.1 y (5.19) obtenemos

F(z) = Z /000 F(E) (@ ) @y j(x) r* dr

I
'™
S—

3
\

[ka D f(rlz)Qu(x) | r* dr

= Z Z / ’])h fe(rlz)) r? dr| Qw(x)

k=0 jffm

=2 Z/O SR () fu(rla]) 72 dr | Qu()

k=0 j*fm

-3 Z 9 [ o) ] ulo)

k=0 J——m

Recordemos que las funciones fj son funciones esféricas asociadas al par de Gelfand (M(2k+3), SO(2k+3))
con autovalor —1 con respecto al operador Laplaciano (y las funciones f,lf‘(r) = fr(r|z|) son funciones
esféricas asociadas a estos mismos pares de Gelfand con autovalor —|x|?). Por lo tanto, son funciones
acotadas, de hecho estdn acotadas por 1 (|| fx|lcc = fx(0) = 1). A partir de esto y del hecho que las
funciones h; son funciones de Schwartz, las funciones

3 o / B () Fu(r )2

j=—m

estdn bien definidas para todo 0 < k < 2m. Mas ain, son infinitamente diferenciables por el teorema
de convergencia dominada de Lebesgue ([Ru3, Teorema 1.34]). En efecto, para las primeras derivadas
usando (5.13) tenemos que, para cada —m < j < m,

% [firlzh—; (r)rkt?] = _%h*j (r)rF i

y estas son funciones integrables en la variable r.

Finalmente y sélo a modo de observacién, nos gustaria notar que, para cada 0 < k < 2m, como f,‘fl
es una funcién esférica (escalar) del par Gelfand (SO(n) x R™, SO(n)) con n = 2k + 3, la expresién

/000 h_; (r)fllfl(r)rk“dr = /000 h%pf,'f‘(r)r%wdr (5.55)

- . L. . R
coincide con la transformada de Fourier esférica de dicho par de la funcién T’k(r), evaluada en el punto

|z]. A raiz de esto cada funcién suave gi puede ser pensada como la transformada de Fourier esférica de
una funcién radial en R2¥+3, O

5.3.1. Observacién final

Si T un operador sobre funciones de S(R3,V;, ) en S'(R3,V,
rotaciones y traslaciones, entonces es de convolucién

), continuo, lineal e invariante por
Tw)=uxF  YueSR>V,, )
para una tnica F € §'(R?, End(V;,, ), SO(3)-equivariante. Si F' es una funcién, entonces
F:R® = End(V;,)

y la condicién de ser SO(3)-equivariante se refiere simplemente a que

F(k-z)=7(k)F(x)r(k)™" Vo eR3 VkeSO(3).
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Si F es suficientemente regular entonces podemos escribir a 7' como

T(u)(x)= Y /Ooof(F)(ér_j)u*@hj(x) r? ds.

j=—m

Por lo tanto, toda la informacién de T estd en {F(F)(®,;)};, para —m < j < m, r € [0,00). En
resumen, hemos hallado una forma de describir ciertos operadores integrales, invariantes por rotaciones y
traslaciones, que se aplican a ciertas funciones a valores vectoriales en V.. usando el Anélisis de Fourier.
Sabemos que en este caso todos estos operadores conmutan entre si (por ser (SO(3) x R?,SO(3), 7,,,) una
terna conmutativa). La trasformada de Fourier 7,,-esférica puede ser aplicada a todos de la misma manera.
Esto generaliza la nocion de “diagonalizacion simultdnea’. La transformada de Fourier 7,,-esférica va
calculando las “coordenadas” con respecto a cada una de las funciones 7,,-esféricas. Estas reemplazan la
nocién de base ortonormal de un espacio de Hilbert y la transformada de Fourier 7,,-esférica cumple el
rol de un “cambio de base”. De esta forma se recupera el resultado clasico de algebra lineal en dimensién
finita que establece que toda familia de operadores lineales diagonalizables (tomando como cuerpo a C)
que conmutan entre si si y sélo si pueden diagonalizar simultdneamente (ver por ejemplo [HK, Teorema
8, Capitulo 6]).

Concluimos este capitulo con un cuadro comparativo entre los distintos objetos involucrados al realizar
el anélisis esférico en el caso cldsico o escalar y en el caso matricial que es el tema de esta tesis.
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Capitulo 6

Funciones esféricas en R"” como
limite de funciones esféricas en S"

Figura 6.1: Motivacion del capitulo.

La figura precedente es la que ilustrard el ultimo apartado de esta tesis. El objetivo central serd ob-
tener todas las funciones esféricas del par de Gelfand fuerte (M(n),SO(n)) como un adecuado limite de
funciones esféricas asociadas al par de Gelfand fuerte (SO(n + 1),SO(n)).

Los pares (M(n),SO(n)) y (SO(n + 1),S0(n)) estan asociados a las variedades homogéneas R™ ~
M(n)/SO(n) (el espacio euclideo n-dimensional) y S™ ~ SO(n+ 1)/ SO(n) (la esfera embebida en R™*1),
como se muestran en la Figura 6.1 en verde y rojo para n = 2. Las orbitas de R™ y S™ bajo la accién
de SO(n) aparecen esquematizadas en color azul (para n = 2). Hemos mencionado estos objetos desde el
primer capitulo de esta tesis en los Ejemplos 1.14 y 1.15. En la Seccién 2.5 vimos las funciones esféricas
escalares asociadas a los pares de Gelfand (M(n),SO(n)) y (SO(n + 1),SO(n)). Las que corresponden
al primer par son funciones sobre R™ radiales, es decir, sélo dependen de una semirrecta [0, 00) como la
senalada en la Figura 6.1 para el caso del plano. Las funciones esféricas del segundo par son funciones cuyo
dominio es la esfera S™ y son zonales, es decir, sélo dependen de los valores que toman en un meridiano
como el marcado en linea no punteada en color negro en 6.1. El esquema 6.1 permite intuir que podemos
vincular las funciones esféricas de uno y otro par a partir de relacionar sus dominios.

Evidencias de que esto es posible encontramos por ejemplo a raiz de la férmula clasica de Mehler—Heine
para funciones especiales. Introducida por Heine en 1861 y por Mehler en 1868, la féormula establece que
la funcion de Bessel Jj es limite de polinomios de Legendre Py de orden N

fm PN(COS(%)) — Jo(2), (6.1)

N—oc0

donde el limite es uniforme sobre z para cualquier dominio acotado del plano complejo. Podemos observar
que las funciones del lado izquierdo de (6.1) son las funciones esféricas del par de Gelfand (SO(3),SO(2))

165
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y la funcién del lado derecho es una funcién esférica del par de Gelfand (M(2),SO(2)) (de hecho las
demds funciones esféricas de este par son {Jo(Rz2)}refo,00))- (Revisar la Seccién 2.5.) La siguiente es una
generalizacién bien conocida de (6.1)

Py (cos(£)) _ Jal2)
lim & NZZ = & 6.2
N—oo N« (%) ( )

donde cada Pﬁ‘,’ﬁ es un polinomio de Jacobi y J, es la funcién de Bessel de primera especie de orden «.
Su demostracién se puede encontrar en el libro cldsico [Sz] y utiliza la férmula de Strirling

n!
lim ——5 =1.

Para o = f = 252 la férmula asintética (6.2) relaciona otras funciones esféricas clésicas. En el lado

izquierdo de (6.2) encontramos polinomios de Gegenbauer, que son los polinomios ortogonales que corres-
Jn_2 (Z)
ponden a las funciones esféricas del par (SO(n+1),SO(n)), mientras que en el lado derecho ( ;,L,z es una
Z 2
2
funcién esférica asociada al par (M(n),SO(n)) (sin normalizar). Todas las funciones esféricas escalares de
)

n—2 (Rz

(M(n),SO(n)) son en esencia —2—— para R € [0, 00). (Ver nuevamente la Seccién 2.5).
2

Rz

N

En este capitulo generalizaremos dichas férmulas asintéticas a funciones esféricas de tipo 7. Nece-
sitaremos la nocién de contraccién de grupos (group contraction) introducida por Inénii y Wigner en
[IW]. Ademads, los resultados debidos a A. Dooley y J. Rice que se pueden encontrar en [DR1] serdn
muy importantes a la hora de probar lo que queremos: recuperar todas las funciones esféricas (a valores
escalares y a valores matriciales) del par de Gelfand fuerte (M(n),SO(n)) como un adecuado limite de
funciones esféricas asociadas al par de Gelfand fuerte (SO(n+1),S0(n)) usando la nocidn de contraccién
de grupos. Nuestro resultado més destacado se condensa en el Teorema 6.12.

Por otra parte, probaremos un resultado anédlogo pero cambiando el grupo SO(n + 1) por la compo-
nente conexa de la identidad del grupo de Lorentz SO¢(1,n). Es decir, consideraremos ahora un grupo
no compacto. Los argumentos utilizados en el caso que involucra al grupo compacto SO(n + 1) nos han
parecido mucho més complicados que los del caso con el grupo no compacto SOg(1,n). De hecho, podre-
mos probar férmulas asintéticas trabajando con familias més generales de grupos, a saber, con grupos de
movimientos rigidos de Cartan. Degenerar el espacio espacio hiperbélico SOg(1,n)/SO(n) en el espacio
euclideo R™ y aplicar esto a obtener relaciones entre objetos del andlisis armdnico ha sido estudiado, en
el caso escalar, por ejemplo en [Will]. En cuanto a las ténicas utilizadas en esta tltima parte, el articulo
[DR2] ha sido fundamental. Entre nuestros resultados destacamos el Teorema 6.16 y el Corolario 6.17 asi
como también la Proposicion 6.15. En dicha proposicién, utilizando uno de nuestros teoremas probado en
el Capitulo 4, se establece una equivalencia entre ternas conmutativas (G, K, 7), donde (G, K) es un par
simétrico Riemanniano, y ternas conmutativas (K x p, K,7), donde K X p es el grupo de movimientos
rigidos de Cartan asociado a (G, K).

Este capitulo de cierre da cuenta de una forma de conectar la teoria del andlisis esférico en espa-
cios homogéneos con respecto a un grupo que es un producto semidirecto con la de espacios que son
homogéneos bajo la accién de un grupo de Lie semisimple (compactos o no compactos).

6.1. Contraccién de grupos

La nocién de contracciéon de grupos que discutiremos en este apartado tiene su origen en la fisica
tedrica y fue introducida por Inénii y Wigner en [IW]. La siguiente definicién formal ha sido tomada de
R, p. 211]).

Definicién 6.1. Si G y H son grupos de Lie conexos con la misma dimensién, decimos que la familia
{D,} de funciones infinitamente diferenciables D, : H — G, que aplican el elemento identidad ey de
H en la identidad e de G, define una contraccion de G a H si dado cualquier entorno relativamente
compacto (cuya clausura es compacta) V de ey

(i) existe un indice ay tal que para a > ay, (Da)), resulta difeomorfismo,
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(ii) si W es tal que W? C V y a > ay, entonces Do (W)? C Do(V) vy

(#it) para hi,he € W,
lim D' (Do(h1)Da(ha)™t) = hihy!

a—r 00

uniformemente en V x V.

En particular, para G = SO(n + 1) y H = M(n) consideramos la siguiente familia de contraccién
{Da}aE]R>ov

D, : M(n) — SO(n+1)

6.3
D, (k,z) :=exp <£> k, (6:3)
«
donde exp denota la funcién exponencial de so(n + 1) en SO(n + 1) y donde hemos identificado (como
espacios vectoriales) R™ con el complemento de s0(n) en so(n+1) que es invariante bajo la accién adjunta
de SO(n). Escribiendo

1 1
Do (k1,21) Do (k2, 2) = exp (Ole) k1 exp (am) ko

exp <1x1> {kl exp <1x2> kll] k1 ko
« «
1 1
= exp <1’1> exp (Ad(k1)$2> ko
« «

(donde Ad denota la representacién adjunta de SO(n)) y usando la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff
podemos derivar, en el limite o — oo, la propiedad (4ii) para todo (ki,x1), (k2,22) € M(n).

A nivel de 4lgebras de Lie y para n = 2, la contraccién de so(3) en el algebra de Lie de SO(2) x R?
se puede entender del siguiente modo. Sea { X7, X5, X3} una base de s0(3) cuyos corchetes de Lie estan
dados por

[Y1,Ys] = V3, [Y2,Y3] = Y71, [Y3,Y1] = Ya.
Si hacemos el cambio de variable
1 1
Zl = *Yl, ZQ = *YQ, Z3 = Yg,
@ «
los nuevos corchetes quedan

1
[Z1, Z5) = ?ZS’ (22, Z3] = Z1, [Z3, Z1] = Z>.

La contraccién en el limite o — oo trivializa el primer conmutador y da lugar a elementos { X1, X2, X5}
que generan el algebra de Lie de SO(2) x R? ya que

[XlaX2] = 07 [X27X3] = X17 [X37X1} = X2'

6.2. Caso compacto

A lo largo de esta seccién denotaremos por K al grupo de Lie isomorfo al grupo de rotaciones SO(n)
que es, dependiendo del contexto, un subgrupo de SO(n 4 1) o un subgrupo de M(n). En el primer caso
se identifica con el estabilizador {g € SO(n + 1) | g-e1 = e1} (donde e; indica el vector candnico
(1,0,...,0) € R"™1) y en el segundo caso con SO(n) x {0}.

6.2.1. Un caracter, una funcion y una sucesién especiales

Introduciremos un cardcter especial v de SO(n+1) y también una funcién en particular ¢ que jugaran
papeles centrales mas adelante.

Sea m la parte entera de (n+1)/2 y sea T™ un toro maximal de SO(n + 1) como en la Seccién 1.2.3.
Sea v : T™ — C la proyecciéon sobre el primer factor, es decir,

v(e?, ..., efm) .= i1,
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La representacién irreducible de SO(n + 1) asociada con « (por el teorema de Borel-Weil-Bott) es equi-
valente a la representacién estdndar [DR1, Lemma 1]. Mds ain, para cada ¢ € N, la representacién
irreducible de SO(n 4 1) que tiene por cardcter a la f-ésima potencia de v (y%(e¥1,...,e!0m) = eit01)
es la que corresponde a la particién (¢,0,...,0) (y por lo tanto puede ser realizada sobre el espacio de
polinomios homogéneos y arménicos de grado £ en R"*! con coeficientes complejos).

La representacion trivial de K aparece con multiplicidad uno en la representacién estandar de SO(n+1)
como K-médulo. En consecuencia podemos tomar un vector K-fijo para la representacién estandar, es
decir, una funcién ¢ : SO(n + 1) — C que cumple (1.23), (1.24) y tal que

P(kg) = ¥(g) para todo k € K y g € SO(n+1).

Mén atin, podemos elegirla tal que ¥(k) = 1 para todo k € K. Observemos que % es el vector fijo nor-
malizado de la representacién estdndar de SO(n + 1).

A continuacién sintetizamos los resultados probados por A. Dooley y J. Rice en [DR1, Secciones 3 y
4] que se utilizaran en la préxima seccién.

—

Definicién 6.2. [DR1, Definicién 4] Dados R € Ryg y 0 € SO(n — 1) con particién (o1, ...,0m—1),
consideramos

—

(wU,R7HU,R) € M(n)
dada por (1.32). La sucesién de caracteres de T™
{7'xo}i

define, para £ > o1, una sucesién de representaciones unitarias irreducibles de SO(n + 1)

{(Pa,é; Ho,é) }E

(como en la Seccién 1.2.3) y es llamada sucesion de contraccion asociada a w, r. Para cada entero no
negativo £ > o1, hemos denotado por H, ¢ al espacio de funciones que satisfacen las condiciones (1.23) y
(1.24) y por lo tanto es un modelo para py g.

Lema 6.3. [DRI1, Lema 5]

= Para cada ¢ € N, la multiplicacion por la funcion 1 define una aplicacion lineal de Ho o en He o41.
A su vez, debido a que Py, =1, si [ € Hqyp, entonces las restricciones de f y Y f € Hooy1 a
SO(n) son las mismas.

= Los espacios {H toen de restricciones a SO(n) forman una sucesion creciente de subespacios

de /H(;,R.

550 (n)

Teorema 6.4. [DR1, Teorema 1y Corolario 1]. Sea Y :=1po...o1p. Dado un entero no negativo £y y una
funcion f € Hey o, arbitraria, para cualquier subconjunto compacto B de R" se tiene que los siguientes
limites convergen uniformemente para (k,z) € SO(n) x B

tim (ot 0Dyl 2) () (5) = (w0 (k0 (fioo)) () Vs €SO(m)y  (6.4)

£— 00

ottt (Dol ) () = woun (k) (o))

(6.5)

lim |

£—00
Corolario 6.5. [DR1, Corolario 2] La unién creciente | J,°, (7—[
a la norma de L*(SO(n)).

L2(SO(n)) -

ENI )) es densa en Hqy r con respecto

6.2.2. El teorema de aproximacion

El objetivo de esta seccién es probar que toda funcién esférica de tipo 7 correspondiente al par de
Gelfand fuerte (M(n), K) puede ser obtenida partir de un apropiado limite de ciertas funciones esféricas
de tipo 7 asociadas al par de Gelfand fuerte (SO(n + 1), K).

Fijamos entonces (7, V) una representacién unitaria irreducible de K arbitraria y una funcién esférica
® de tipo 7 de (M(n), K). Como hemos visto en los capitulos previos, por el Teorema 3.35 ® es siempre
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de tipo positivo y por lo tanto estd asociada a una representacién unitaria irreducible de M(n). Es decir,

—

debemos considerar (wy,r, Ho,r) € M(n) tal que T C wy g como K-mdédulo, esto es, tal que T aparezca en

la descomposicién de w, r en representaciones irreducibles como K-submédulo. Denotamos por Heq, r(T)

la componente 7-isotipica de Hys g y por @ := @LGV R(n) a la funcion esférica correspondiente a la repre-

sentacién w, g de M(n) (ver (3.24)). Debemos hacer notar que w, r corresponde, a partir de la teoria de
Mackey, a una drbita no-trivial de la accién de SO(n) en R™. Esto se debe a que el conjunto de represen-
taciones provenientes de la 6rbita trivial {0} tienen medida de Plancherel nula y no aportaran funciones
esféricas (ni 7-esféricas) cuyas “direcciones” aparezcan en la formula de inversién para la transformada
de Fourier esférica (y T-esférica).

De acuerdo a la Seccién 1.2.5

SO(n)xR™
Wo,R = IDdSOEn):Xl)D(Rn (J by XR)

Entonces coinciden las multiplicidades
SO(n
m(r,we,r) = m(r, Indgo " | ().

Por el teorema de reciprocidad de Frobenius,

SO(n
m(T7 Indsognll) (U)) = m(U’ T\so(n—l))'

Luego, 7 C we, g como SO(n)-mdédulo si y sélo si o C 7 como SO(n — 1)-médulo. Més atin,
m(7, we,r) = m(o,T). (6.6)

Observacién 6.6. Denotamos a la particién de 7 por (71, ..., 7) si n = 2m y por (11, ..., Tm—1) cuando
—_—

n = 2m — 1. Sea (01, ...,0m—1) la particién correspondiente a o € SO(n — 1). Estamos asumiendo que
T C wy r. De (6.6) y las férmulas de restriccién dadas en la Seccién 1.2.3 tenemos lo siguiente:

= Sin=2m, de (1.22) deducimos que

T>012>2T2>02> o > Tyl 2 Ome1 2 | Tl (6.7)

= Sin=2m —1, se sigue de (1.21) que

TI>012>2T02>022 o > 0m_2 > Tm1 > |Om—1]. (6.8)

Seguidamente consideraremos una familia de representaciones unitarias irreducibles de SO(n+ 1) que
formen una sucesién de contraccién para wg,g.

Denotamos por x, al cardcter de o. El grupo especial ortogonal SO(n — 1) puede embeberse en
SO(n + 1) colocando un bloque 2 x 2 de la matriz identidad en la esquina superior izquierda. Sea T™ el
toro maximal de SO(n + 1) y T™! el de SO(n — 1) dados como en la Seccién 1.2.3. Concretamente, si
n 4+ 1 es par

cos(f2)  sin(62)
T el — —sin(f2) cos(62) | 02,....0m €R

cos(0r,)  sin(6.,)
—sin(0m) cos(Om)

Cuando n + 1 es impar es de la misma forma pero con un 1 es la esquina inferior derecha. Consideramos
una subélgebra de Cartan de so(n + 1,C) generada por {Hi, Ho, ..., H;,} como en la Seccién 1.2.3. Por
las relaciones de ortogonalidad con respecto a la forma de Killing, podemos pensar que {Ha, ..., H,, } es
base de la subélgebra de Cartan de so(n — 1, C) embebida en so(n + 1, C).

Para cada entero no negativo ¢, sea (ps¢, Ho¢) la representacion de SO(n + 1) construida como en la

Seccién 1.2.3 a partir del cardcter v*x, de T™. Es facil ver que su particién es (¢,01,...,0m_1). Si £ € N
es tal que £ < 01, la representacién p, ¢ es trivial y si £ > o, la representacién p, ¢ es irreducible.
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Lema 6.7. Si 1 aparece en la descomposicion en irreducibles de wy g como K-mddulo, entonces T aparece
en la descomposicion de py e como K-mddulo para todo £ > Ty.

Demostracion. Aplicaremos varios de los enunciados dados en la Seccion 1.2.3 recordando ademés que
vale (6.6).

m Cason+1=2m+1:

Como p, ¢ corresponde a la particién (¢, 01, ..., 0m—1), se sigue de (6.7) y (1.21) que 7 aparece en
la descomposicién de py ¢ como K-moédulo si € > 7.

» Cason+1=2m:

Si £ > 71, se deduce de (6.8) y (1.22) que 7 aparece en la descomposicién de py  como K-médulo.

O

Observacién 6.8. Notamos que, a partir de (1.32), la representacién w, g restringida a K actia en
‘Ho.r por la accién regular a izquierda, es decir, para cada k € K,

(wo,r (K, 0) f) (ko) = (Li(f)) (ko) = f(k™ ko) Vke Ky Vfe€Hsr-

Ademas, para cada ¢ € Zxo, /H”’élx es un K-submédulo de H, r. Luego, el operador de restriccién
definido por ~ ~ R
Reso(f) := [, VfeHou

entrelaza Ho ¢ y Ho,r como K-mddulos,

Resy
Hoyé > HU,Z‘K C HO’,R

lpo,z(k) i(pal)lk(k)_Lk_WU,R(k)O)
Ho’,é ﬁ) HO’,Z‘K C HO’,R

(Poe(B) )1 = Li(fie) VEEK y Vf € Hop

Lema 6.9. Si f € H, r(T), entonces existe ' € N tal que f € ’Hg,glK para todo £ > ¢'. Mds ain, st

lo := méx{r, '}, entonces existe una inica f € Hy g, (1) tal que f = Sl

Demostracion. El espacio H, r(7) ~ V. es un factor invariante en la descomposicién de H, r como
K-moédulo. Recordemos que de la Seccién 6.2.1 sabemos que cada ng‘K es un subespacio de H, R,

mas aun, U;‘;l (nglsom) es densa en H, g. Como la dimensién de V; es finita, existe ¢/ € N tal que
Ho r(T) estd contenido en ’Hg,gzlk. Adicionalmente, como Hg’e‘K - HU’Z+1|K para todo £ € N, se sigue
que Hy r(T) C ng'K para todo £ > ¢'.

Por su parte, como la descomposicién de py ¢ como K-mddulo es libre de multiplicidad (para cada
¢ € N), tenemos que el operador Resy es un isomorfismo lineal que manda la componente irreducible

Hoe(T) en la componente irreducible H075|K(T), para todo ¢ > 71. Finalmente, si f es una funcién

arbitraria en H,, (7), existe una tnica f € Hqq, () tal que f(k) = f(k) para todo k € K. O

Lema 6.10. Sea ly € N como en el Lema 6.9 y sea f € Heo o, (T), entonces se sigue que Vif e Hoto+0(T)
para todo £ € N.

Demostracion. De la Seccién 6.2.1 sabemos que si f € Ho.e, entonces = He,eo+¢ para todo £ € N.
Ademas, como 1 es una funcién K-invariante, la multiplicacién por ¢ define un operador de entrelaza-
miento entre (po.ey, Hooto) ¥ (Poto+e> Hoto+) como K-médulos.

wﬁ
Hoo — Hopo+¢

lpo,eo(k) J{Po,zou(k)
w[
HO‘,@Q —_— HO‘,[Q +4

U (Pt (k) () = potore(R) W f) YhEK y YVf € Hop,.
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Como la descomposicién de p, ¢ cuando se la restringe a K es libre de multiplicidad (para todo ¢ € N),
multiplicar por /¢ manda componente irreducible en componente irreducible, esto es, aplica f € He e (T)
en wff S 7‘[07504_@(7'). O

Sea ¢y como en el Lema 6.9. Consideramos la familia

7,50(n+1)
{(I)Po,20+£ }EEZEO

(6.9)

de funciones esféricas de tipo 7 del par de Gelfand fuerte (SO(n+ 1), K) correspondientes a las represen-
taciones {po,e,+¢}ezs,-

Con toda la notacién introducida previamente enunciamos el siguiente resultado.

— —

Teorema 6.11. Sean 7 € SO(n) y (wo,r, Ho.r) € M(n) tal que o C 7 como SO(n — 1)-mddulo. Sea
@L’i\)/[R(n) la funcidn esférica de tipo T de (M(n),SO(n)) correspondiente a wy g Y sea {‘I);;S,eO(nJrl)}KEZZO
la familia de funciones esféricas de tipo T de (SO(n + 1),SO(n)) como en (6.9). Entonces, para cada

f € Ho r(T) existe una dnica f € Heyp,(T) tal que para todo subconjunto compacto B de R™ se tiene que

tim (@700 (Dy (k@) (W) ) (5) = (T2 (k,2)(1) (5) Vs € SO(m) y

{— 00

:0’

i |[(95300 0 (Dyak )W) = 8k )(0) o,

[so(n)

donde las convergencias son uniformes para (k,x) € SO(n) x B.

Demostracion. Dada f € Hq g(T) consideramos f como en el Lema 6.9. Antes que nada notamos que

@;;S,ZOO(:ZH)(Q) € End(Hy ¢,4¢(7)) ¥ por el Lema 6.10, Vife Hoto+0(T)-
Como la convergencia en (6.4) y (6.5) es uniforme para (k,z) € SO(n) x B, podemos convolucionar
(sobre K) con d, X, y obtener para todo s € K

tim (47 (potose(Depmk, 2)) (W D) ) (5) = (X %,k )(£) (5)

{— 00

y también
Jm (ld-x #x (Poto+e(Deyr(k, 2) (W' f)) = deXr * (wo,r (K, ) ()|l L2(50(n)) = 0.

Es inmediato que

4% # (oot e 9) W D) = (X7 #1¢ oot )W) Vg €SO +1).

| K
Luego, para cada g € SO(n + 1) y para todo s € K,

(43 k¢ potos ) W' F)) (5) = dr /

K

) (P9 WD) (K71s) d

& [ WLk (pasasala) ') (5) b
= dr [ Wmiore8) (ool 01 ) (5)
=P (Potarel)@' D) (5)
= (87500 D (g) (') ) (5)
Similarmente, para cada (k, z) € M(n) y para todo s € K,
(4% * ok, 2)()) (5) = I, , (o, 2)() )
= (222 (k,2) () ().

(Recordar que Py ¥ PL, , son las proyecciones definidas en (3.14).) O

Wo,R
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Nos gustaria cerrar este apartado de manera similar a como lo hacen A. Dooley y J. Rice en la
observacién final del articulo [DR1], diciendo que el andlisis arménico (tanto de funciones a valores
escalares como a valores matriciales) en R™ como espacio homogéneo con respecto al grupo M(n) se
puede obtener como limite (en un sentido apropiado) del andlisis arménico en la esfera S™ como espacio
homogéneo con respecto al grupo SO(n + 1). En efecto, consideremos para cada ¢ € Z>¢ la aplicacién

ReSgo+g : ngo_,_g(T) — 7‘[07}{(7')
h—> h|K

y la aplicacion

HU,R(T) — Ho,lo-i-é(T)
fr—=9

donde f es como en el Lema 6.9. Estos dos operadores son inversos uno del otro: El proceso de tomar
f € My r(7), extenderla a H, 4, (7) para un adecuado £y € Zso y multiplicarla por 1*, es el proceso
inverso de la aplicacién de restriccion Hy g4+¢(7) — L%(SO(n)). Del teorema previo se sigue que para
cada f € Heo r(T)

tim [ Resgy e 0 @500 (D () o (Resiy )™ = 2 ()] (1))

f—oo Lo+0 Wo, R

=0, 6.10
L?(S0(n)) (6.10)

donde la convergencia es uniforme sobre subconjuntos compactos de M(n). En conclusién, dada una
funcién esférica (a valores escalares o matriciales) del par de Gelfand fuerte (M(n),SO(n)), esta puede
ser obtenida a partir de un proceso de limite que involucra una familia de funciones esféricas del par de
Gelfand fuerte (SO(n+1),SO(n)), una contraccién de SO(n+ 1) en M(n) y una familia de operadores de
entrelazamiento (las aplicaciones de restriccién) asociados a las representaciones que parametrizan a las
funciones esféricas. (Podriamos interpretar esto como que, en el limite, los operadores de entrelazamiento
Res juegan el rol de un cambio de base entre una funcién esférica asociada al grupo M(n) y apropiadas
funciones esféricas asociadas a SO(n + 1).) Como se vio en la Observacién 3.24, para todo ¢ € Z>o, las
funciones
7SOy Resyypo0 [@7500 D ()] 0 (Resgyre)

representan la misma funcién esférica (sélo que cuando evaluamos en g € G, la primera resulta un
operador sobre Hy ¢+¢(7) v la segunda un operador en H, ¢,4¢(7)). Usando el isomorfismo Hy g(7) >~ V;
y nuevamente la Observacién 3.24, el limite dado en (6.10) se puede reescribir como

Jim [[[07:500 ) (Dy () - 222 0)] @) =0 para todo v e VA, (6.11)
donde || - ||y, es una norma del espacio vectorial finito-dimensional V, y el limite es uniforme sobre

conjuntos compactos de M(n). De esta manera hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 6.12. Sea (7,V;) € S/O\() y sea ®™MM) yna funcion esférica de tipo T del par de Gelfand

fuerte (M(n),SO(n)). Entonces, existe una sucesion {®,’ SO0(n+1) Yeezs, de funciones esféricas de tipo T

del par de Gelfand fuerte (SO(n +1),80(n)) y una contraccion {D¢}iez., de SO(n+ 1) a M(n) tal que

1tm &5 (D, (k, 2)) = ™M) (k, ),

£— 00
donde la convergencia es puntual en V; y uniforme sobre conjuntos compactos de M(n).

Observacion 6.13. Enfatizamos que este resultado es independiente del modelo que se elija para las
representaciones que parametrizan las funciones esféricas.

6.3. Caso no compacto

Esta seccién serd desarrollada desde el marco general presentado al final de la Seccién 1.2.5. En este
sentido, consideremos G un grupo de Lie semisimple, no compacto, conexo, con centro finito, con algebra
de Lie g y K un subgrupo compacto de G con dlgebra de Lie £. M&s atin, asumiremos que (G, K) es un
par Riemnanniano simétrico. Sea p un complemento Adg (K )-invariante de € en g. Formamos el producto
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semidirecto K X p con respecto a la accion adjunta de K en p. Este es llamado el grupo de movimientos
rigidos de Cartan asociado al par (G, K).

Como las representaciones genéricas de K X p tienen medida de Plancherel full, sélo consideremos
estas, es decir, las dadas por (1.34)

Wop = Indﬁii(d ® () (0 €M,¢ € a),

donde a C p es una subdlgebra abeliana maximal contenida p y M es el centralizador de a en K. En este
caso M coincide con el estabilizador Ky (ver (1.33)).

Por otro lado sea G = K AN la descomposicién de Iwasawa G, donde A := exps(a). Sélo considera-
remos las representaciones de la serie principal de G ya que su complemento tiene medida de Plancherel
nula. Es decir, trabajaremos con las representaciones dadas por (1.35)

poy =ndfan(y® 0o @ 1) (0 € M,¢ea). (6.12)

.z - > . s 0
A cada representacion genérica wg,¢ € K X p le podemos asociar la sucesién {pg,e4},., de represen-
taciones de la serie principal de G. Al igual que en (6.3) consideramos la contraccién {Dg}ger.,

Dg:Kxp—0G

Dg(k,x) == expG(1 ) k. (6.13)

BLU
En analogia con la Seccién 6.2.1 consideremos la siguiente funcién particular

5:G—C

s¢(kan) = e~t*(os(a) (6.14)

la cual es K-invariante y vale 1 sobre K. Ademads, se tiene que, si f € H,
y $4(f) vale lo mismo sobre K que f.

El siguiente resultado, debido a A. Dooley y J. Rice, muestra como la sucesién {pg,w}zl aproxima
a Wea, -

entonces s4(f) € Hp, ;1194

o, lp?
Teorema 6.14. [DR2, Teorema 1 y Corolario (4.4)] Para todo (k,z) e K xp y F e H,

=0. 6.15
L2(K,H,) (6.15)

. ¢
Jim | (po.es(De(k, ) (s5F)) | = woro(h, ) (Fl)|
Mads aun, si F' es una funcion suave, la convergencia es uniforme sobre conjuntos compactos de K X p.

Fijamos ahora 7 € K. Por el teorema de reciprocidad de Frobenius se sigue que 7 C (wg@)lK v que
T C (pg,gd,)‘K si y sélo si o C 7},,. En particular,

m(T,We,¢) = m(c,T) = m(T, po,gp)- (6.16)

Fijamos entonces w, 4 € m (genérica) tal que 7 sea un K-submédulo de we, 4.
Consideramos el operador de restriccién

Resy(F) := F| para toda F' € H,

o, 0"

Como la accién de py e €s por traslacion a izquierda, es obvio que Resy, entrelaza H, ,, v H,,
K-moédulos: Esto es, para todo k € K el siguiente diagrama conmuta

& como

Resw

H - (Hpa,w)\K

Po,tp

lpo,w(’c) iLk

Resyg

H,,,, — ( Pa.,w)\K'

Més atin, Resy envia H, . (7) en H,, (7).
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Por otro lado, observamos que la multiplicacién por la funcién s, es un operador de entrelazamiento

entre H,_ ,, v Hy, ,.,,, como K-médulos (para cada ¢ € N): Esto es, satisface que, para todo k € K, el

siguiente diagrama conmuta

S¢
H/’a,(Hl)d;

l(ﬁa,w)}((k) i(ﬂa,w)K(k)
H, , —%H

Po,tp Po,(£+1)9 "

H

Po, b

En particular, el operador “multiplicar por s4” mapea H,, ,,(7) en H

po.esns(T) (Para cada £ € N).
Ahora, dada f € H,, , la extendemos a G' por

F(g) = F(kgagng) := e~"7108(a9)) f(k ), (6.17)

donde g = kgagng con kg € K, ag € Ay ng € N es la descomposicién de Iwasawa de g € G. La inversa
del operador de restriccién definido previamente es

Resé_(; (f):= (s¢)zF

para toda f € H,,, ,(7), donde F es la funcién definida por (6.17).
Una vez més tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo (para todo k € K)

Res;(;
Hwa,¢ (T) - (Hﬁo,e¢> (T)
J{wa,m(k)—T(k) \L(Pa,m)m(k)"'(k)
Res;d)l
Hwa,qs(T) - ( Pa,eqs)(T)'

Con todo esto en mente, el Teorema 6.14 puede ser reescrito de la siguiente forma: Para toda (k,z) €
Kxpy[feH,,,(r),

=0. (6.18)

‘ —1
Jim H (Resw © poep (De(k, x)) o Res,, — wa,¢(k,$)) (f)‘ .

Por 1ltimo, de (3.14), las proyecciones P]_ LY P L, estan dadas a partir de la misma expresion, es
decir, por la convoluciéon en K con d.x,. Mas aun, son operadores continuos. Luego, a partir de la tltima

expresion (6.18) obtenemos la férmula asintética

lim H (PPTGM o Respp 0 poig (De(k,x)) 0 Res[q} — P}, owse(k, a:)) (f)‘

{— 00

=0. (6.19)
L2(K,H,)

Proposicion 6.15. Sea G un grupo de Lie semisimple, conexo, no compacto y sea K un subgrupo cerrado
de G tal que (G, K) es un par simétrico Riemanniano. Sea K x p el grupo de movimientos rigidos de
Cartan asociado a (G,K) y sea 7 € K. La terna (G, K, T) es conmutativa si y sélo si (K x p, K,T) es

conmutativa. En particular, (G, K) es un par de Gelfand fuerte si y solo si (K x p,K) es un par de
Gelfand fuerte.

Demostracion. La medida de Plancherel de K x p estd concentrada en el conjunto de representaciones
unitarias irreducibles genéricas de K x p. Respectivamente, la medida de Plancherel de G esté concentrada
en el conjunto de representaciones de la serie principal. Por el Teorema 4.4, (K x p, K,T) es una terna
conmutativa si y sélo si m(7,w) <1 para toda w en un subconjunto de m con medida de Plancherel
full. (Recordemos que para la prueba del Teorema 4.4 nos basamos en la ideas dadas en [BJR1] para
pares de Gelfand.) Entonces tomamos una representacién genérica arbitraria y una representacioén de la
serie principal, wy,¢ € m Y Po,s € G, como en (1.34) y (1.35) respectivamente, para o € M y ¢ €a”.
Por (6.16), m(7,we,¢) = m(T, ps,¢) ¥ la conclusién de esta proposicién sigue de forma inmediata. O

Teorema 6.16. Sea G un grupo de Lie semisimple, conexo, no compacto y sea K un subgrupo conezxo
y compacto mazimal de G tal que (G, K) es un par simétrico Riemanniano. Sea K x p el grupo de
movimientos rigidos de Cartan asociado a (G,K) y sea (1,V,) € K tal que (K x p,K,7) es una terna
conmutativa. Sea CDZ»U.¢ : Kxp — End(V;) la funcidn esférica de tipo T correspondiente a la representacion



6.3. CASO NO COMPACTO 175

Wop € K x p. Entonces, existe una familia {®7, ., eezsy, donde @), G — End(V;) es la funcion

esférica de tipo T correspondiente a la representacion py e € G, tal que para cada (k,z) € K x p

Wo, Lo

Jim @7 (De(k,2)) = 5, (k.),

donde la convergencia es punto a punto en V.

Demostracion. Por la Proposicién 6.15, (G, K, 7) es también una terna conmutativa y la prueba sigue de
(6.19) y de la Observacién 3.24. O

En particular, si consideramos G = SOg(1,n) la componente conexa de la identidad del grupo de
Lorentz y K = SO(n), entonces K x p = M(n). El par (SOg(1,n),SO(n)) es un par de Gelfand fuerte y,
andlogamente al caso del par (SO(n + 1),SO(n)), tenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.17. Sea (7,V;) € S/O\(n) y sea M) yna funcion esférica de tipo T del par de Gelfand
fuerte (M(n),SO(n)). Entonces existe una sucesion {@;’SOO(I’R)}ZEZEO de funciones esféricas de tipo T
del par de Gelfand fuerte (SOo(1,n),S0(n)) y una contraccion {De}eez.., de SOo(1,n) a M(n) tal que
para todo (k,x) € M(n)

1im 50" (D, (k, 2)) = ™M) (k, 1),

{— 00

donde la convergencia es puntual en V.



Se ilumind el disco amarillo. De los coches que se acercaban, dos aceleraron antes de que se encendiera
la serial roja. En el indicador del paso de peatones aparecio la silueta del hombre verde. La gente empezo
a cruzar la calle pisando las franjas blancas pintadas en la capa negra del asfalto, nada hay que se
parezca menos a la cebra, pero asi llaman a este paso. Los conductores, impacientes, con el pie en el
pedal del embrague, mantenian los coches en tension, avanzando, retrocediendo, como caballos nerviosos
que vieran la fusta alzada en el aire. Habian terminado ya de pasar los peatones, pero la luz verde que
daba paso libre a los automdviles tardd ain unos sequndos en alumbrarse. [...] Al fin se encendid la serial
verde y los coches arrancaron bruscamente, pero enseguida se advirtio que no todos habian arrancado.
Asi comienza Ensayo sobre la cequera de José Saramago. Metidos en el relato uno a uno dejamos de ver.
O quizés son los colores los que dejan de vernos, la luz la que nos olvida. Imaginar un mundo sin colores,
sin sonidos, sin diferentes texturas, sin sabores, sin olores es muy dificil. Con ellos describimos nuestro
alrededor. Algo de esto tiene la tesis. Trata sobre espectros. De como a partir de distintos valores en
una “paleta de colores” podemos caracterizar objetos, acciones. Y también nos sugiere pensar a la
inversa, que son los espectros, los abanicos de posibilidades en potencia, quienes nos otorgan existencia.
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