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Resumen

Una solvariedad es una variedad compacta de la forma I'/G donde G es un grupo de Lie soluble
simplemente conexo y I" es un reticulo de G. En este trabajo estudiamos solvariedades equipadas con
una métrica riemanniana plana, a partir de la caracterizacién dada por Milnor de los grupos de Lie que
admiten una métrica riemanniana invariante a izquierda plana. Las solvariedades planas son ejemplos
de variedades compactas planas, por lo cual podemos aplicar los teoremas clasicos de Bieberbach para
describir el grupo fundamental I" de la variedad I'/G. En particular, todo grupo de Bieberbach posee
un subgrupo abeliano maximal de indice finito. Mas atn, el cociente del grupo L por este subgrupo es
finito y se identifica con la holonomia riemanniana de la variedad compacta plana. Probamos primero
que el grupo de holonomia riemanniana de cualquier solvariedad plana es abeliano y que todo grupo
abeliano finito se puede obtener asi. Luego, nos restringimos al caso de grupos de Lie casi abelianos, para
los cuales hay un criterio para determinar la existencia de reticulos, el cual utilizamos para clasificar
las solvariedades planas en dimensiéon 3, 4 y 5. Para dimensiones mayores, probamos que para todo
n > 2 la dimensiéon minima de una variedad compacta plana con grupo de holonomia Z,, coincide con
la dimensién minima de una solvariedad plana con grupo de holonomia Z,,.

Abstract:

A solvmanifold is a compact manifold I'/G where G is a simply connected solvable Lie group and I is
a lattice of G. In this article we study solvmanifolds equipped with a flat Riemannian metric, according
to Milnor’s characterization of Lie groups that admit a flat left invariant metric. Flat solvmanifolds are
examples of compact flat manifolds, so we can apply the classic theory of Bieberbach groups to describe
the fundamental group I" of the manifold I'/G. In particular, every Bieberbach group has a maximal
normal abelian subgroup which has finite index. Furthermore, the quotient of the group I' by this
subgroup is finite and can be with the riemannian holonomy group of the compact flat manifold. First,
we prove that the holonomy group of every flat solvmanifold is abelian and, conversely, that every finite
abelian group can be obtained as a holonomy group of a flat solvmanifold. Then, we focus on almost
abelian Lie groups, for which there is a well known criterion to determine the existence of lattices that
we use to classify flat solvmanifolds of dimension 3, 4 and 5. Concerning arbitrary dimensions, we prove
that for every n > 2 the minimum dimension of a compact flat manifold with holonomy group Z, is
equal to the minimum dimension of a flat solvmanifold with holonomy group Z,,.

Palabras clave: Grupo de Bieberbach - Holonomia - Grupo de Lie soluble - Solvariedad - Reticulo.
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Introduccion

Las solvariedades, es decir, variedades diferenciables compactas obtenidas como el cociente de un
grupo de Lie soluble simplemente conexo por un subgrupo discreto, constituyen una clase importante
de variedades. Notemos que esta clase contiene a las nilvariedades (cocientes compactos de grupos de
Lie nilpotentes por subgrupos discretos), que han sido objeto de un intenso estudio en los tltimos
anos. Podria decirse que en ciertos aspectos las solvariedades son objetos simples de tratar, ya que al
considerar en ellas estructuras invariantes por el grupo de Lie soluble, podemos simplemente asumir
que tal estructura estd definida a nivel del dlgebra de Lie, y de esa manera, una cuestion geométrica se
traduce en un problema algebraico.

Estas variedades son muy importantes en la geometria diferencial, ya que han servido en numerosas
ocasiones como fuente de ejemplos (o contraejemplos); asi como también han servido para brindar
respuestas a preguntas muy importantes de la matematica; por ejemplo, la famosa variedad de Kodaira-
Thurston, que fue el primer ejemplo de una variedad compacta que admite formas simplécticas pero
ninguna métrica de Kéhler, es una nilvariedad de dimensién 4 [36].

Muchas propiedades globales de las nilvariedades no pueden ser generalizadas a solvariedades, por
esta razon estas variedades se estudian ampliamente. Por ejemplo, no es facil en general determinar
cuando un subgrupo discreto de un grupo de Lie es un reticulo, es decir un subgrupo discreto de cociente
compacto. Para nilvariedades existe un criterio preciso debido a Malcev [25], sin embargo, determinar
la existencia de reticulos en grupos de Lie solubles no es tan sencillo. Afortunadamente si el grupo de
Lie es casi abeliano existe un método para construir reticulos [8].

En particular, es sabido que algunas solvariedades admiten una métrica riemanniana plana inducida
por una métrica invariante a izquierda plana en el grupo de Lie asociado. En efecto, Milnor [26] di6
una caracterizacién en 1976 de los grupos de Lie que admiten una métrica riemanniana invariante
a izquierda plana y mostré que son todos solubles de una forma muy restrictiva, probando que su
algebra de Lie se descompone como una subdlgebra abeliana y un ideal abeliano, donde la acciéon de
la subalgebra en el ideal es por endomorfismos antisimétricos. En particular, un tal grupo de Lie G es
soluble y unimodular, es decir que la medida de Haar invariante a izquierda en G también es invariante
a derecha, o equivalentemente, trad, = 0 para todo = € Lie(G), donde ad, : Lie(G) — Lie(G),
ad,(y) = [z, y]. Mas aun, G es de tipo (I) es decir que los autovalores de ad, son imaginarios puros para
todo = € Lie(G). Algunos grupos de Lie simplemente conexos de esta clase admiten reticulos, por lo
que las correspondientes solvariedades admiten una métrica riemanniana plana inducida por la métrica
invariante a izquierda plana del grupo de Lie.

Las solvariedades con métrica plana son una clase particular de variedades compactas planas. Un
teorema clasico asegura que una variedad riemanniana completa es plana si y sélo si su cubrimiento
universal es isométrico al espacio euclideo. En particular la variedad es isométrica a un cociente de la
forma R" /T para cierto subgrupo I discreto de las isometrias de R”, y su grupo fundamental es isomorfo
a I'. Cuando la variedad es compacta, dichos grupos fueron caracterizados por los tres teoremas clasicos
de Bieberbach [5, 6, 7] y consecuentemente se llaman “grupos de Bieberbach”. En particular, un grupo
de Bieberbach I" admite un dnico subgrupo normal abeliano maximal A de indice finito. Mas aun, el
grupo finito I'/A se identifica con la holonomia riemanniana de la variedad compacta plana.

Nuestro objetivo es estudiar las posibles holonomias de las solvariedades con métrica plana. Primero
probamos un resultado sobre la holonomia de una solvariedad plana, a saber, que el grupo de holonomia
de una tal solvariedad es abeliano. A continuacién, se estudian solvariedades obtenidas como cocientes
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de grupos de Lie casi abelianos por subgrupos discretos. En particular determinamos completamente
las holonomias para dimensiones 3, 4, 5 y 6, logrando ademaés clasificar las solvariedades planas en
dimensiones 3, 4 y 5. Para dimensiones mayores damos ejemplos y probamos que todo grupo abeliano
finito es el grupo de holonomia de una solvariedad plana, en analogia con el resultado conocido de
Auslander y Kuranishi [1], que dice que todo grupo finito es el grupo de holonomia de una variedad
compacta plana. Mas adn, al final del trabajo probamos que para todo n > 3 la dimensién minima
de una solvariedad plana con grupo de holonomia ciclico coincide con la dimensién minima de una
variedad compacta plana con grupo de holonomia ciclico.

El trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1 veremos las definiciones
bésicas para entender la teoria de grupos de Bieberbach. Comenzamos presentando el grupo de las
isometrias de R™ junto con algunas nociones topoldgicas relacionadas con subgrupos discretos, espacios
de cubrimiento y acciones de grupos, para luego poder demostrar que el espacio de érbitas de un grupo
de Bieberbach es una variedad topoldgica, cuyo grupo fundamental es isomorfo al grupo original. Luego
mencionamos los teoremas clasicos de Bieberbach junto con notas histéricas. Finalmente se analizan
con detalle tres ejemplos basicos.

En el Capitulo 2 se dan los preliminares de variedades diferenciables y de geometria riemanniana
para poder entender el concepto de holonomia y el concepto de variedad compacta plana. A continuacién
probamos que el espacio de érbitas de un grupo de Bieberbach es una variedad compacta plana y
mencionamos que toda variedad compacta plana se construye de esta manera. Relacionado a esto se
demuestran algunos resultados sobre la holonomia que jugardn un rol destacado en el Capitulo 4.
Finalizamos el capitulo reinterpretando los teoremas de Bieberbach para variedades compactas planas.

En el Capitulo 3 se desarrollan los conceptos necesarios de grupos de Lie teniendo como objetivo
poder entender la demostracién de Milnor de la caracterizacién de las métricas riemannianas invariantes
a izquierda planas. Ademas en la Seccién 3 se estudian nociones basicas de medida de Haar para poder
dar una prueba del criterio de unimodularidad que da Milnor, es decir que si un grupo de Lie admite
un reticulo entonces es unimodular. Finalmente se estudia la teoria de métricas bi-invariantes que luego
permite demostrar la caracterizacién de métricas invariantes a izquierda planas de Milnor.

Por 1ltimo, en el Capitulo 4, se introducen las nilvariedades y las solvariedades, intentando motivar
el estudio de esta clase particular de variedades diferenciables. Luego nos enfocamos en las solvariedades,
en particular se prueba que si un grupo de Lie con métrica invariante a izquierda plana admite un reticulo
entonces la solvariedad obtenida también posee una métrica plana, asi como también se deduce que el
grupo de holonomia de cualquier solvariedad plana es abeliano finito. Luego nos restringimos a estudiar
solvariedades obtenidas a partir de grupos de Lie casi abelianos, para los cuales enunciamos y utilizamos
un criterio debido a Bock [8] para determinar reticulos de grupos de Lie casi abelianos en dimensiones 3,
4 y 5. En particular, logramos una clasificacion explicita de las solvariedades planas en esas dimensiones,
usando la clasificacién por conjugacién de los subgrupos finitos de GL(n,Z) para n = 2,3,4. Para
dimensiones mayores se prueba que todo grupo abeliano finito se obtiene como holonomia de una
solvariedad plana y se finaliza demostrando el teorema sobre la dimensién minima de una solvariedad
con grupo de holonomia Z, antes mencionado.

El primer capitulo ha sido desarrollado siguiendo principalmente a [12, 34]. Respecto al segundo
capitulo, los preliminares de variedades diferenciables estdn basados en [38, 24] mientras que los de
geometria riemanniana han sido extraidos de [15]. Las ultimas dos secciones del Capitulo 2 siguen el
hilo de [12]. Para el Capitulo 3 hemos incluido preliminares de grupos de Lie de [38] y nociones bésicas
de medida de Haar de [23], para luego basarnos en las tltimas dos secciones del trabajo de Milnor [26].

Se ha intentado que la exposiciéon sea lo méas autocontenida posible, comenzando desde lo més
bésico, para luego de a poco introducir los conceptos. Para los primeros tres capitulos se ha tenido como
meta complementar los temas que se han visto en las especialidades de la Licenciatura en Matematica
“Introduccién a la geometria riemanniana” y “Grupos de Lie y algebras de Lie”, incluyendo solo aquellas
demostraciones no vistas en tales materias.



CAPITULO 1

Grupos de Bieberbach

1. Transformaciones rigidas de R"

Sea R"™ el espacio euclideo de dimensién n con el producto interno estandar
n
<$7 y> - Z TiY;
i=1
donde x = (z1, ... ,2,) ER" e y = (y1, ... ,yn) € R™. Esto permite definir una norma
]| =/ (2, x) =

y una distancia

DEFINICION 1.1. Una funcién f : R™ — R™ es una isometria si dados x,y € R™ arbitrarios se
cumple

d(z,y) = d(f(x), f(y))-

Notemos que si f es una isometria, en particular f es inyectiva, por lo que existe su inversa f~1, la
cual también resulta ser isometria. A su vez la funcién identidad es claramente una isometria. Por lo
tanto el conjunto de todas las isometrias de R™ es un grupo con la composicién.

A continuacién describiremos explicitamente este conjunto.

DEFINICION 1.2. Una transformacién lineal T : R® — R" se dice ortogonal si dados x,y € R"
arbitrarios se cumple

(z,y) = (T'(x),T(y)).

Es facil verificar que una transformacion lineal T : R — R"™ es ortogonal si y s6lo si para todo
z € R™ se cumple

[l = 1T ()] -

De aqui se deduce que una transformacién ortogonal es una isometria de R™.

Ademas se verifica que T es ortogonal si y sélo si la matriz A que resulta de escribir 1" en cualquier
base ortonormal de R” cumple que A = A~L.

Denotaremos por O(n) al conjunto de tales matrices, llamado el grupo ortogonal, el cual resulta
un subgrupo compacto del grupo topologico de Hausdorff GL(n,R), que es el conjunto de todas las
matrices inversibles.

DEFINICION 1.3. Dado v € R", se define t,, la traslacién por v, mediante

ty(z) =2+ v.

5
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Notemos que

d(to(z),to(y)) = [lte(2) =t (y)]| = llz +v = (y + )| = [z —y| = d(z,y).

Luego las traslaciones son isometrias de R".

Ahora podemos probar la siguiente caracterizacién de las isometrias de R™.

TEOREMA 1.4. Una isometria de R" es una composicion de una transformacion lineal ortogonal
y una traslacion. Mds especificamente una funcion f : R® — R" es isometria si y solo si existe una
traslacion t, y una transformacion ortogonal T : R™ — R"™ tales que f =1, o T.

DEMOSTRACION:
<) Es claro pues f es una composicién de isometrias.
=) Probaremos esta implicacién mediante varias afirmaciones.

Afirmacién 1: Una isometria f : R™ — R™ tal que f(0) = 0 preserva el producto interno.
En efecto, dados v y w en R™ arbitrarios se cumple

1f(v) = fw)]| = llv —wl], (1)
eligiendo w = 0 resulta
1f ) =[] - (2)

La afirmacién se sigue entonces de elevar al cuadrado ambos miembros en (1) y usar (2).

Afirmacién 2: Si f : R™ — R"” es una isometria tal que f(0) =0y f fija la base candénica entonces
f es la transformacién identidad.
Esto se sigue de la Afirmacién 1, puesto que dado v € R™ vale

(f(v), flei)) = (v, ei).

Al ser f(e;) = e; para todo 1 < i < n resulta

(f(v),ei) = (v, ).

Por lo tanto f(v) = v. Como v era arbitrario, se sigue la afirmacion.

Afirmacién 3: Una isometria f : R™ — R"™ tal que f(0) =0 es de la forma f(v) = Av, para v € R",
donde A € O(n). En particular f es lineal e inversible.

Esto se deduce usando las dos afirmaciones anteriores, pues por la Afirmacién 1 el conjunto
{f(ei)}1~; resulta un conjunto ortonormal de vectores. Definiendo la matriz A como la matriz cuya
columna, i-ésima es el vector f(e;) resulta que A es ortogonal y Ae; = f(e;), de donde A~1(f(e;)) = e;.
Por la Afirmacién 2 tenemos que A=t o f =1Id y asi f(v) = Aw.

Ahora probamos el teorema. Sea v = f(0) y T =t_, o f, entonces T" es una isometria y 7°(0) = 0.
En consecuencia, por la afirmacién 3, T'(v) = Av para alguna matriz A € O(n) y asi t_, o f = A, lo
cual es equivalente a f = t, o A, como queriamos. O

Otra descripcién para el conjunto de isometrias de R™, que serd la que utilizaremos, es la siguiente
DEFINICION 1.5. Una transformacién rigida es un par ordenado (A4,v) con A € O(n) y v € R™.

La accién® de una transformacién rigida en R™ estd dada por
(Ajv) -z =Azx+v, xeR"™
Las transformaciones rigidas forman un grupo con la composicién:
(A,v)(B,w) = (AB, Aw + v). (3)

IDe aqui en adelante escribiremos (A, v)x para abreviar (A,v) - z, y en general para cualquier accién abreviaremos
g - a por ga.
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El elemento neutro® es Id = (I,0) y el inverso de (A4,v) es (A,v)~t = (A7}, —A~1w).

Denotamos al grupo de transformaciones rigidas de R"™ por M,,. Otra manera de ver a M, es como
el producto semidirecto

M, =0(n) x,R"
donde p(A)(z) = Az.

Podemos escribir una transformacion rigida (A, v) como una matriz (n + 1) x (n + 1)

A v
0 1/)°
De esta manera, la composicién (3) es sélo la multiplicacién usual de matrices.

Como espacio topoldgico, pensaremos a M,, con la topologia de O(n) x R".

DEFINICION 1.6. Un grupo topoldgico G es un espacio topolégico que posee estructura de grupo®
tal que las operaciones de grupo m : G x G — G e i : G — G dadas por m(g,h) = gh e i(g) = g~! son

continuas para todo g,h € G.

Notemos que M,, con la topologia de O(n) x R™ resulta un grupo topoldgico de Hausdorff localmente
compacto. Ademés, al ser M,, el grupo de isometrias de R™ como espacio métrico, se sigue que los
elementos de M, son homeomorfismos de R™. Mas ain, si pensamos a M, como subconjunto de
M, +1(R), el conjunto de todas las matrices reales (n+ 1) x (n+ 1), resulta que M,, hereda la distancia
de My, +1(R) y por lo tanto es un espacio métrico.

Aunque nuestro interés son las transformaciones rigidas, existe una generalizacién de ellas, las
transformaciones afines, que dan lugar a ciertos ejemplos y conjeturas® interesantes que pueden verse
en [12].

DEFINICION 1.7. Una transformacion afin es un par ordenado (A4,v) con A € GL(n,R) y v € R™.

Las transformaciones afines actiian en R™ de la misma manera que las transformaciones rigidas, y
forman un grupo, A,, con la composicién. Como O(n) es subgrupo de GL(n,R), resulta que M, es
subgrupo de A,,. Cabe aclarar que sélo nos enfocaremos en las transformaciones rigidas, dejando de
lado el estudio de las transformaciones afines.

Dado un subgrupo I' de M,,, un subgrupo de I' que juega un rol destacado, como se vera mas
adelante, es el siguiente: una traslacion pura de T’ es un elemento (A,v) € T" tal que A = I. Denotaremos
por I'NMR™ al subgrupo de I' formado por todas las traslaciones puras de I'. Notar que la accién de una
traslacién pura (I,v) en R™ estd dada por la traslacion t,.

Algunas propiedades de I' N IR™ son las siguientes:

OBSERVACION. El subgrupo I' N R" resulta
e Abeliano: sean (I,v1), (I,v2) € T NR™,

(TLv1)(I,v2) = ty, 0 ty, = ty, 0 ty, = (I, v2) (I, v1).

2En esta seccién denotaremos a la transformacién identidad por Id y a la matriz identidad por I. Luego usaremos Id
indistintamente para las dos.

3Denotaremos por e al elemento neutro de un grupo G.

4por ejemplo, veremos que el espacio de érbitas de ciertos subgrupos de las transformaciones rigidas admite estructura
de variedad topoldgica; mientras que es un problema abierto decidir esto para subgrupos en general de las transformaciones
afines. La dificultad radica en que el grupo O(n) es compacto mientras que GL(n) no lo es.
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e Normal en I': sean (A,v;) € T, (I, v2) €e T NR",
(A, v1)(Lvg) (A7, —A ) (2) = (A, v1) T, v) (A7 — A7)
= (A, ) (A7 'z — A7 oy 4 o)
=z —v + Avs + v
=z + Avy
= (I, Av9)(z).

Por lo tanto (A,v1)(I,ve)(A,v1)~1 € TNR™.
e Libre de torsién®: para k € Ny (I,v1) € T NR" con vy # 0 resulta

(I, ’Ul)k == (I,’Ul)(I,Ul) NN (I,Ul) = (I, k"Ul)

k veces

De modo que si (I,v1)* = (I,0) entonces k debe ser 0. Por lo tanto ningiin elemento excepto (I,0) tiene
orden finito. A

2. Espacios de 6rbitas y acciones propiamente discontinuas

En esta seccién estudiaremos la accién de un subgrupo discreto® I' de M,, sobre R" y algunas
propiedades de las o6rbitas de la accién. Luego estudiaremos acciones libres y propiamente discontinuas
para concluir demostrando que el espacio de orbitas de un subgrupo discreto de M,, que actia de
manera libre es una variedad topolégica.

Una propiedad importante de los subgrupos discretos de M, es que son cerrados. Este hecho
podemos probarlo méas en general para cualquier grupo topoldgico. Primero probamos el siguiente
lema:

LEMA 1.8. Sea G un grupo topolégico de Hausdorff. Entonces dado un entorno abierto U de e existe
un entorno abierto V de e tal que VV 1 C U.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : U x U — G la aplicacién definida por ¢(z,y) = zy~!. Por continuidad
existe un entorno abierto N C U x U de (e, e) tal que ¢(IN) C U. Ademés por ser N abierto, N debe
contener un entorno abierto de (e, e) de la forma V; x Vo donde V3, Vo C U son abiertos y e € V4 N Va.

Sea V = Vi N Vs, Entonces V' es un entorno abierto de e y

VxVcVixVoCN,
yasi VV 1 =o(V x V) Cp(N)CU. O
Usando este lema, podemos probar la siguiente proposicién:
PROPOSICION 1.9. Todo subgrupo discreto de un grupo topolégico G es cerrado.

DEMOSTRACION: Sea H un subgrupo discreto de G, veamos que G — H es abierto, encontrando
para cada g € G — H un entorno abierto W de g en G tal que W N H = .

Sea g € G — H. Como H es discreto existe un abierto Uy de la identidad e tal que Uy N H = {e}.
Por el lema anterior existe un abierto V de e tal que VV ! c Uy.

Observemos que Vg es un entorno abierto de g tal que Vg N H tiene a lo sumo un elemento, pues
si wy,we € VgN H entonces wy = v1g y wy = vag para algunos vy, vy € V. Luego

—1 -1
por lo que

-1 -1

5Un grupo G se dice libre de torsion si el Gnico elemento de orden finito es la identidad.
6Recordemos que si X es un espacio topoldgico entonces un subespacio Y es discreto si para cada y € Y existe un
entorno abierto U en X que lo contiene tal que U NY = {y}.



2. ESPACIOS DE ORBITAS Y ACCIONES PROPIAMENTE DISCONTINUAS 9

de donde
w1w2_1 = v1v2_1 evvlc Uy.

En consecuencia, wlwgl e UynNH ={e} y asi w1 = wo.

Si la interseccién Vg N H es vacia, entonces Vg es el entorno abierto deseado. En caso contrario, si
Vgn H = {h}, al ser G de Hausdorff, podemos elegir un entorno abierto W de g que no contenga a h,
entonces Vg N W es el entorno abierto deseado. U

En el caso en que X es un espacio métrico se tiene el siguiente criterio 1til para decidir si es un
espacio discreto o no.

LEMA 1.10. Un espacio métrico X es discreto si y sélo si toda sucesion convergente {z,} en X es
eventualmente constante’.

DEMOSTRACION:

(=) Sea {z,}>2; C X una sucesion tal que x,, — z. Como X es discreto, el conjunto {z} es un
abierto que contiene a x, por lo que debe existir N € N tal que x,, € {z} para todo n > N, es decir
Ty, = x para todo n > N y asi la sucesién x,, es eventualmente constante.

(<) Supongamos que X no es discreto, es decir que existe = € X tal que {} no es abierto. Luego
para cada n € N, resulta B(z,2) # {z}. Eligiendo x,, en B(z,1) distinto de z se tiene una sucesién
que converge a x pero no es eventualmente constante, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto X es
discreto. O

Un concepto clave para estudiar acciones de grupos es el de la 6rbita de una accién. Puede definirse
para una acciéon en general, pero aqui lo definiremos sélo para el caso que nos interesa.

DEFINICION 1.11. Sean X un espacio topolégico y G un subgrupo de homeomorfismos de X. Para
cada x € X se define la dérbita de x como el conjunto Gx = {gz | g € G}. El conjunto formado por
todas las 6rbitas dotado con la topologia cociente se llama espacio de érbitas y se denota X/G.

Al ser G un subgrupo de homeomorfismos de X, tenemos propiedades adicionales sobre la accién,
la primera de ellas es sobre la proyeccién candnica.

OBSERVACION. La proyeccién 7 : X — X/G es abierta puesto que si U es abierto en X, entonces

=) = U gv.

geG

Como cada gU es abierto, pues g es un homeomorfismo de X, resulta 7~ !(7(U)) abierto en X, por lo
que 7(U) es abierto en X/G por definicién. A

Estamos interesados en los subgrupos de M, cuyas érbitas son conjuntos discretos de R™. Como
veremos, estos subgrupos poseeran una estructura rica en cuanto a su espacio de érbitas. Ademads
queremos estudiar como actuan estos subgrupos en R". Nos gustaria que la accién sea lo suficientemente
buena, por ejemplo para que el espacio X/G sea de Hausdorff.

Probamos la siguiente caracterizacién de subgrupos discretos de M, que en la préxima seccién
serd util para probar que la accién de estos subgrupos es lo suficientemente buena.

PROPOSICION 1.12. Sea T' un subgrupo de M,,. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) Para todo x € R™ la orbita T'x es un conjunto discreto de R™.

(2) El subgrupo I es un conjunto discreto de M,,.

DEMOSTRACION: (1) = (2) Probaremos que toda sucesién convergente en I' es eventualmente
constante, hecho que, en conjunto con el Lema 1.10 probaran la afirmacién.

"La, sucesién {zn}nen es eventualmente constante si existe N € N tal que para todo n > N resulta , = Tn41.
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Sea {7}, con 7; = (A, a;), una sucesién convergente en I', digamos a v = (A4, v). Luego para

todo x € R,
lviw = yal| = [[Aiw 4+ vi — Az + vf| < [[Ai = Al ||lz]| + [Jvi — o] .
Usando que A; — Ay v; — v se tiene que la sucesion {~v;z} es convergente en I'z a yx. En consecuencia,
es eventualmente constante, es decir que existe ig € N tal que para todo ¢ > iy vale que v, = vz o
equivalentemente
Ajx +v; = Ax +v.
En particular, eligiendo x = 0 € R"™ resulta ,
v; =v para todoi > iy, 11 € N.
Por otro lado, eligiendo como x los vectores de la base canodnica y eligiendo un indice kg > ¢; resulta
Apej = Ae; para todok > ko, 1 < j<n.

Esto dice que Ay = A para k > ko y asi, la sucesién {7;} resulta eventualmente constante.

(2) = (1) Supongamos que I' es discreto, veamos que la 6rbita de x es discreta, para x € R"
arbitrario. Sea {y;7}72,, con 7; = (4, a;), una sucesién convergente en I'z a un elemento y € R".

Como O(n) es compacto, pasando por subsucesiones si es necesario, podemos suponer que A; converge
a una matriz A, por lo tanto aj converge a y — Az. En efecto,

la; — (y — Az)|| = |laj —y + Az + Ajz — Ajz|| < |4z + a; — y|| + |4z — Ax]|.

Como I' es discreto, existe NV € N tal que v; = (A,y — Az) para todo j > N. Luego ;& = y para todo
7 > N, por lo que {'ij};’il es eventualmente constante. En consecuencia, 'z es discreto. O

Ademés de querer que I' sea un subgrupo discreto de M,,, pediremos una propiedad més para la
accion.

DEFINICION 1.13. Sean X un espacio de Hausdorff y G un grupo topolégico de Hausdorff. Se dice
que la accién de G en X es libre si para todo x € X se cumple que

{9€Glgr=x}={e}.
Recordamos a continuacién la definicién de variedad topolégica.

DEFINICION 1.14. Una variedad topoldgica de dimensién n es un espacio de Hausdorff M con una
base numerable que es localmente euclideo de dimensiéon n, esto es que cada punto g € M posee un
entorno abierto homeomorfo a un abierto de R™.

El objetivo en lo que resta de la seccién es probar que el espacio de 6rbitas de un subgrupo discreto
que actia de manera libre en R"™ es una variedad topoldgica. Ademads, veremos que la proyeccién
al cociente es un cubrimiento. Para este fin, serd 1til introducir el concepto de accién propiamente
discontinua.

DEFINICION 1.15. Sea G un subgrupo del grupo de homeomorfismos de un espacio topoldgico X.
Se dice que una accién de G en X es propiamente discontinua si para todo z € X existe un entorno
abierto U de z tal que gU NU = () para todo g # e.

OBSERVACION. Notemos que si la accién de G es propiamente discontinua y U es un abierto de x
tal que gU NU = () para todo g # e entonces dados gg, g1 € G se tiene que goU y g1U son disjuntos si
go # g1, pues en caso contrario U y g, 191U no serfan disjuntos. A

DEFINICION 1.16. Se dice que una funcién continua p entre espacios topoldgicos X e Y es un
cubrimiento si cada punto y € Y posee un entorno abierto arcoconexo U tal que p~!(U) es una
unién disjunta no vacia de abiertos U, tales que para cada «, la restricciéon p[ v. P Ua = U es un
homeomorfismo. Tal conjunto U se dice parejamente cubierto y los abiertos U, se dicen las hojas del
cubrimiento.
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Si X es un espacio de Hausdorff y G un subgrupo de homeomorfismos de X, veremos que si la
accion de G en X es propiamente discontinua, la proyeccién canodnica resulta un cubrimiento. Mas atin
podremos determinar el grupo fundamental del espacio X/G, para lo cual introducimos el concepto de
transformacion de cubrimiento de un cubrimiento dado.

DEFINICION 1.17. Sea p : X — Y un cubrimiento. Un homeomorfismo D : X — X se dice una
transformacion de cubrimiento del cubrimiento si po D = p.

Las transformaciones de cubrimiento forman un grupo A := A(p) con la composicién.

Un hecho que utilizaremos es que si D1 y Dy son dos transformaciones de cubrimiento tales que
D (z) = Da(x) para algin z € X entonces D; = Dj. Una prueba de esto puede verse por ejemplo en
[9, Lema 4.4].

Con estos ingredientes, probamos el siguiente resultado sobre acciones propiamente discontinuas.

TEOREMA 1.18. Sean X un espacio topologico arcoconexo y localmente arcoconexo y G un subgrupo
de homeomorfismos de X . Si la accion de G es propiamente discontinua entonces la proyeccion canonica
7 : X = X/G es un cubrimiento reqular® y G es el grupo de transformaciones de cubrimiento de la
accion.

DEMOSTRACION: Veamos que 7 es un cubrimiento. Dado x € X, sea U un entorno abierto de z tal
que goU y g1U son disjuntos si gy # g1. Afirmamos que w(U) estd parejamente cubierto por .

En efecto, 77 (7 (U)) es la unién de los conjuntos abiertos disjuntos gU, para g € G, cada uno de
los cuales contiene a lo sumo un punto de cada érbita.

Por lo tanto, la aplicacién 7r|gU : gU — 7(U) obtenida al restringir 7 es biyectiva, y como la

proyeccion es abierta (y sigue siendo abierta al restringirla a un abierto), resulta un homeomorfismo.
Veamos que G es el grupo de aplicaciones de cubrimiento de m y que m es regular. Todo g € G es
una transformacién de cubrimiento pues {hgz | h € G} = {h'z | K’ € G}. Por lo tanto la érbita de gz es
igual a la érbita de x, por lo que mo g = m. Por otro lado, sea h una transformaciéon de cubrimiento con
hx1 = xo para algunos x1,x2 € X. Como 7o h = m, las 6rbitas de x1 y 2 coinciden, por lo que existe
un elemento g € G tal que gr1 = xs. Al coincidir en x1 y ser ambas transformaciones de cubrimiento
se tiene que h = g. En conclusién, A(r) = G. Ademas 7 es regular puesto que para cualesquiera x; y
T2 que estén en la fibra 771 (x) se cumple 7(z1) = 7(x2) por lo que existe un elemento g € G' = A(7)
tal que gz = 2. O

NoOTA. En el caso en que X sea R", la condicién de que la proyecciéon sea un cubrimiento asegura
que R"/G es localmente euclideo, pues cada g € R™/G posee un entorno parejamente cubierto, el cual
es homeomorfo a cada una de las hojas U,, las cuales son abiertos de R™.

En el caso en que X es un espacio topoldgico simplemente conexo y w : X — Y es un cubrimiento,
es sabido [9, Corolario 6.10] que
A= ™1 (Y)
En consecuencia,

m(X/G) =2 A(r) = G.

Para el caso particular de un subgrupo I' C M,, que actiia de manera propiamente discontinua en R",
se tiene que
m (R"/T) =T.

Podemos probar ahora que un subgrupo discreto de M,, que actiia de manera libre también actia
de manera propiamente discontinua.

8Un cubrimiento p: X — Y se dice regular si A actiia de manera transitiva en la fibra p~*(y) para todo y € Y, esto
es, dados x1,x2 € p~*(y) arbitrarios, existe D € A tal que D(z1) = z2.
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PROPOSICION 1.19. Sea I' un subgrupo discreto de M,, que actia de manera libre en R™, entonces
R™ /T es un espacio de Hausdorff con base numerable y la accién de ' en R™ es propiamente discontinua.

DEMOSTRACION: Como R™ posee una base numerable y I' es un subgrupo de homeomorfismos de
R™, la proyeccién al cociente es abierta y suryectiva por lo que preserva la propiedad de poseer una
base numerable.

A continuacién veremos que el espacio de érbitas es Hausdorff. Asumamos que 'z # I'y, deseamos
hallar entornos U, y Uy de = e y en R™ respectivamente tales que 7(U,) N7 (Uy) = 0. Ahora, resulta
7(Ug) N7(Uy) = 0 siy sélosi w(Uy) N Uy = 0 pues: la condicién necesaria es inmediata, y si au, = Suy
entonces B~ au, = uy, por lo tanto m(U,) N U, = 0 implica que w(U,) N7 (Uy,) = 0.

Como I es discreto, lo cual es equivalente a que I'x sea discreto, resulta que la érbita I'x es cerrada,
por lo que d({y},I'z) = € para algin € > 0. Sean U, = B(x,¢/2) y U, = B(y,¢/2). Estos entornos
verifican que 7(U,) N U, = 0.

Veremos ahora que la accién de I' en R™ es propiamente discontinua. Consideremos el conjunto
I'c —{z} ={ax | a €'y a # Id}. Como la 6rbita I'z no posee puntos de acumulacién al ser discreta,
resulta d({z},I'z — {z}) = € para algin € > 0. Si definimos U, = B(z,€/2), entonces aU, N U, = )
para todo « # Id, como queriamos. O

OBSERVACION. Es claro que vale la reciproca, es decir que si I' actia de manera propiamente
discontinua en R™, entonces I' es un subgrupo discreto de M,, y actia de manera libre en R™. Por
lo tanto, los subgrupos de M, que actian de manera propiamente discontinua en R" son aquellos
subgrupos discretos que actiian de manera libre. A

A manera de resumen de los resultados probados en esta seccién concluimos con el siguiente teorema:

TEOREMA 1.20. Sea I' un subgrupo discreto de M,, que actia de manera libre en R™, entonces el
espacio de drbitas R"/T' es una variedad topoldgica de dimension n. Mds ain, la proyeccion candnica
7 :R" = R"/T es un cubrimiento reqular con A(r) =T y m (R"/T) =T.

3. Grupos cristalograficos y teoremas de Bieberbach

En esta seccion introduciremos los grupos cristalograficos y grupos de Bieberbach, y mencionaremos
los teoremas de Bieberbach, herramientas fundamentales para estudiar variedades compactas planas en
el préximo capitulo.

Estamos interesados en estudiar, ademas de subgrupos discretos de M,,, subgrupos cuyas érbitas
generen R™. Veremos que una condicion suficiente para esto es que el espacio de dérbitas sea compacto.

DEFINICION 1.21. Se dice que un subgrupo I' de M,, es cocompacto (o uniforme) si el espacio de
érbitas R™/I" es compacto.

OBSERVACION. Una condicién equivalente a que I' sea cocompacto es la existencia de un conjunto
compacto D C R" tal que

R" = [ J 7D.
vyel’
En efecto, si existe tal conjunto D, por construccion R"/T" = 7(D) es compacto. Reciprocamente,
supongamos que el espacio R"/I" es compacto. Dado z € R"/T" sea z tal que () = z y U, un entorno
abierto de x. Como 7 es abierta, 7(U,) es un entorno abierto de z. Haciendo esto para todos los z € R" /T
obtenemos un cubrimiento de R™/T" por abiertos del cual podemos obtener un subcubrimiento finito. Se
sigue que existe un r > 0 tal que 7(B,(0)) = R" /I, donde B,(0) es la bola abierta de radio 7 centrada

en 0. Luego R" = | vB,(0). JAN
yel’
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Un concepto que provee mds informacion acerca del aspecto geométrico de R™ /T es el de dominio
fundamental. Debemos aclarar que no existe un consenso total acerca de la definicién de dominio
fundamental; la idea de fondo es que sea un conjunto que contenga exactamente un punto de cada
6rbita. Se suele pedir que sea un conjunto razonable en cuanto a propiedades topolégicas (por ejemplo,
conexo con frontera suave o poliedral). Una definicién bastante comiin que puede verse por ejemplo en
[33, 34] es la siguiente:

DEFINICION 1.22. Sea X un espacio métrico y G un subgrupo del grupo de isometrias de X. Un
dominio fundamental para la accién de G es un conjunto abierto y conexo D C X tal que

X=UgD y g1DNgD="0sig # g.
geG

Una condicién equivalente es que para todo z € R" exista g € G tal que gx € Dy quesix #y € D
entonces no exista g € G tal que gr = y, es decir x e y estdn en diferentes dérbitas.

NoTa. El espacio R"/I" es compacto si y sélo si la accién de I' admite un dominio fundamental
de clausura compacta. Es inmediato que si existe un dominio fundamental compacto D, el espacio de
orbitas es compacto, pues R"/T' = (D) por construcciéon. Reciprocamente, un ejemplo de dominio
fundamental que se puede construir es el llamado Dominio de Dirichlet, el cual se puede probar que
resulta de clausura compacta si R"/I" es compacto, ver [33, Teoremas 6.6.9 y 6.6.13.].

Una propiedad importante de los conjuntos cocompactos es la siguiente:

PROPOSICION 1.23. Sean I' un subgrupo cocompacto de M,, y x € R™, entonces la érbita Tz de x
contiene un conjunto de generadores de R™.

DEMOSTRACION: Supongamos, buscando una contradiccién, que existe zo € R™ tal que el conjunto
generado por ['zg es un subespacio propio de R, digamos W. Afirmamos que, posiblemente cambiando
el origen de coordenadas, podemos asumir que xg = 0. En efecto,

Tzo = I'(I, zo) (I, —z0)(x0) = (I, 20)(0).

Por lo tanto los conjuntos (I, —z¢)I'(I,z¢)(0) y I'(x¢) difieren en la traslacién (I, —x) y asi, definen
un subespacio de la misma dimensién. Cambiando z por 0, el conjunto I' por (I, —z¢)I'(I,zo) (el cual
también es cocompacto) y el subespacio W por (I, —xo)W queda probada la afirmacién. Se sigue que
para v = (A,v) € T debe ser v € W, pues v = (A,v)0 € W. En particular, notemos que el elemento
inverso (A=, —A~!v) € W por lo que Av € W para todo elemento (4,v) € T.

Ademés, A(W) C W, pues si w € W entonces

n n
w=> a;i(A;,v:)0 = a;,
i=1 i=1
por lo que

n
Aw = ZaiAivi ew.
i=1
Como w = A~ (Aw), se tiene que A(W) = W, es decir W es un subespacio A-invariante para todo A
tal que (A,v) € I'. Sea W+ el complemento ortogonal de W, el cual resulta un subespacio A-invariante
para todo A tal que (A,v) € T'. Sea 2 € W+ un elemento a distancia d del origen. Entonces para cada
v =(A,v) €T se tiene que

(v(z),v(z)) = (Ax + v, Az +v) = (Ax, Azx) + 2(Az,v) + (v,v) = (z,z) + (v,v).

Asi, ||[y(x)|| > ||z|. En conclusién, al hacer actuar el grupo I, sucede que los puntos en W+ a distancia d
del origen (los cuales existen pues W es un subespacio) continuaran estando como minimo a distancia
d del 0, luego I no admite un dominio fundamental de clausura compacta, por lo que no es cocompacto,
lo cual es un absurdo. O
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Los teoremas de Bieberbach tratan sobre subgrupos discretos y cocompactos de M, pero para
poder aplicarlos al estudio de las variedades compactas planas en el proximo capitulo, pediremos ademas
que la accion sobre R™ sea libre. Si I' es un subgrupo discreto de M,,, existe una manera equivalente
para verificar que la accién sea libre.

PROPOSICION 1.24. Un subgrupo discreto de M,, actia de manera libre en R™ si y sélo si es libre
de torsion.

DEMOSTRACION: Sea I' un subgrupo discreto de M,,.
=) De existir un elemento v € I' distinto de la identidad tal que vk = (I,0) para algin k € N la
accion no seria libre. En efecto, dado x € R™ arbitrario, si tal v existe, entonces el elemento

y:$+7$—|—...+7k_13:

cumple que vy = y. Notar que en esta implicacién no hemos utilizado el hecho de que I' sea discreto.
<) Primero veamos que

{yveT|yx=2} CT Nt (O(n) x {0})t_,. (4)
Siy = (A,v) fija z, entonces Az +v =z y asi
t_govyoty, = (I, —z)(Av)I,z) =1, —z)(A,z) = (A4,0) € O(n) x {0}.

La implicacion se sigue de (4) ya que al ser O(n) compacto y I' discreto, el conjunto de la derecha en
(4) es finito, por lo tanto el conjunto de la izquierda también es finito, digamos {71, ... ,V,}. Como ¥
es un elemento que fija = para todo k € Z, deben existir enteros r y s tales que r # s y 7] = 77, es
decir que 77 ° = (I,0). Como I es libre de torsion resulta v; = (I,0). Haciendo el mismo andlisis con
2 v con todos los demés llegamos a que

{’Yl’ .. a7n} = {(L 0)}

En consecuencia, la accién de I' es libre. O

Llegamos asi a la definicion principal del capitulo.

DEFINICION 1.25. Un subgrupo I' € M, se dice cristalogrdfico si es discreto y cocompacto. Si
ademas es libre de torsion, I' se llama un subgrupo de Bieberbach de M,,.

NoTA. El estudio de las estructuras cristalinas se llama cristalografia. Para mas informacién sobre
el significado del término “cristalografico”, ver [10]. Para fines del siglo XIX ya se habian clasificado los
grupos cristalograficos de dimensién n, con n < 3. Para cada una de estas dimensiones, se determiné
que existia una cantidad finita de tipos distintos de grupos cristalograficos. Esto llevé a Hilbert a
preguntarse, en la primera parte del Problema 18 de su lista famosa de problemas de 1900, si existe sélo
una cantidad finita de tipos distintos de grupos cristalograficos en cualquier dimensién. Este problema
fue resuelto por el matematico aleman Ludwig Bieberbach en 19121 cuando probd que existe una
cantidad finita de clases de isomorfismo de grupos cristalograficos de dimensién n, para todo n € N.

Antes de enunciar los teoremas de Bieberbach, dejamos enunciado un resultado sobre el espacio de
6rbitas R™/I" si I' es de Bieberbach, que utilizaremos en el préximo capitulo.

TEOREMA 1.26. Sea ' un subgrupo de Bieberbach de M,, y 7 : R™ — R" /T la proyeccidn candnica.
Entonces 7 es un cubrimiento, A(mw) =T y m(R"/T') = T'. Mds ain R™/T" es una variedad topoldgica
de dimension n.

Este teorema es un corolario del Teorema 1.20 al final de la seccién anterior, pues al ser I' un
subgrupo de Bieberbach de M,, es libre de torsion, lo cual es equivalente por la Proposicién 1.24, a que
la accién sea libre.

A continuacién enunciamos los tres teoremas clasicos de Bieberbach. La prueba original del primero
fue en 1910, dada por Bieberbach [4, 5]. Luego en 1911 Frobenius prob6 que salvo equivalencia afin
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existe s6lo una cantidad finita de grupos cristalograficos de dimension n. Finalmente en 1912, Bieberbach
probé el segundo y el tercero [6, 7]. Una demostracién de los teoremas puede encontrarse en [12, 34, 39].

TEOREMA 1.27 (Primer Teorema de Bieberbach). Sean T' un subgrupo cristalogrdfico de M, y
I' N R"™ el subgrupo de traslaciones puras de I'. Entonces I' NR™ es un subgrupo normal abeliano libre
de rango n de indice finito.

Se llama a A = T NR™ el reticulo de traslaciones, mientras que I'/A es conocido como el grupo
puntual de ' o el grupo de holonomia de I', en el caso en que I' es un subgrupo de Bieberbach de M,,.

En otras palabras, el primer teorema de Bieberbach dice que si I" es un grupo cristalografico entonces
el grupo T satisface la siguiente sucesién exacta’:

0—A—T—TI/A—1.

El grupo puntual de I' se identifica con r(I') C O(n), el cual es finito, donde r es la proyeccion definida
por r((A,v)) = A. En efecto, el niicleo de r : I' — O(n) es A y entonces

I'/A = r(D).

Se tiene la siguiente caracterizaciéon algebraica del reticulo de traslaciones, que permite probar el
segundo teorema de Bieberbach, el cual afirma que todo isomorfismo entre grupos cristalograficos se
realiza mediante un cambio afin de coordenadas.

PROPOSICION 1.28. Sea I'" un subgrupo cristalogrdfico de M,,. Entonces A es el tinico subgrupo
normal abeliano maximal de I', en el sentido que contiene a todo otro subgrupo normal abeliano de T'.

TEOREMA 1.29 (Segundo Teorema de Bieberbach). Sean T'y y T’y subgrupos cristalogrdficos de M,
tales que T'1 = T'y, entonces existe o € A, tal que al'ya™t = Ty.

Por ultimo, usando los dos primeros teoremas de Bieberbach y resultados profundos sobre teoria de
grupos (extensiones de grupos, representaciones enteras de grupos finitos'") se prueba el tercer teorema.

TEOREMA 1.30 (Tercer Teorema de Bieberbach). Para cada n fijo existe una cantidad finita de
clases de isomorfismo de subgrupos cristalograficos de M,,.

Una caracterizacién abstracta de los grupos cristalograficos, de la cual puede encontrarse una prueba
en [39], estd dada por el siguiente teorema:

TEOREMA 1.31 (Zassenhaus). Si T' es un grupo abstracto que posee un subgrupo abeliano mazimal
A de indice finito, entonces existe un homomorfismo ¢ : I' = M,, de modo que ¢(T") es cristalogrdfico
y ¢(A) es el reticulo de traslaciones de ¢(T).

NotA (Un poco de historia). Sabiendo, por el Tercer Teorema de Bieberbach, que existe una
cantidad finita de grupos cristalograficos (salvo isomorfismo) en cada dimensién, una cuestiéon inmediata
que se puede plantear es determinar la cantidad exacta de clases de isomorfismo para cada dimension.

El problema de clasificar las clases de isomorfismo de grupos cristalograficos de dimensién n es
estudiado desde hace méas de 100 afios. La solucion para el problema de clasificacion para dimensiones
1, 2 y 3 fue descubierta al final del siglo XIX, usando principalmente técnicas geométricas. En [10]
puede encontrarse la clasificacién de los grupos cristalograficos hasta dimensién 4, lograda en 1978.

9Recordemos que una sucesién de homomorfismos de grupos es ezacta si la imagen de cualquiera de los homomorfismos
es igual al nicleo del siguiente. El grupo trivial se denota por 0 en notacién aditiva (usualmente cuando los grupos son
abelianos), o por 1 en notacién multiplicativa.

10ver [12] Capitulo 1, secciones 5 y 6.
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Es notable que ya en dimensioén 4 se requirié la ayuda de computadoras, y parece ser que es la tltima
dimensiéon donde puede darse una lista completa de clases de isomorfismo de manera legible. Respecto
a los grupos de Bieberbach, en [13] se obtiene la clasificacién en dimensién 5 y 6, usando el programa
de computadora CARAT, en 2001. En la siguiente tabla damos el nimero de grupos cristalograficos y
de Bieberbach en dimensiones bajas:

Dimensién 112 3 4 ) 6
Nro. grupos cristalograficos | 1 | 17 | 219 | 4.783 | 222.018 | 28.927.922
Nro. grupos de Bieberbach | 1| 2 | 10 74 1.060 38.746

En cuanto a dimensiones arbitrarias no se conoce una férmula explicita. Un método de clasificacién
fue presentado en 1948, cuando Zassenhaus presenté un algoritmo [41], basado en conceptos de teoria
de grupos, que permite calcular el conjunto de representantes de clases de isomorfismo para todo n € N.

En 1956, Calabi [11] dio otro método!! para obtener la clasificacién de los grupos de Bieberbach
de dimensién n de manera recursiva, para el cual juegan un rol relevante los grupos de Bieberbach de
dimension n con centro trivial, los cuales se llaman grupos primitivos. Siguiendo la terminologia de
[22], se dice que un grupo finito P es primitivo si puede ser realizado como el grupo de holonomia de
un grupo de Bieberbach G cuya abelianizacién G/[G, G] es finita, condicién que es equivalente a que G
tenga centro trivial. No todo grupo finito es primitivo, por ejemplo los grupos ciclicos no son primitivos
[34, Ejemplo 4.1]. En [22], Hiller y Sah prueban que un grupo finito P es primitivo si y s6lo si ningin
p-subgrupo de Sylow ciclico de P posee un complemento normal.

En la década del '60, Charlap enfocé el problema de la clasificacion desde el punto de vista del grupo
de holonomia en lugar de la dimensién, y di6 un método que reduce la clasificacién a un problema
cohomolodgico. Siguiendo este método algebraico logré clasificar todos los grupos de Bieberbach con
holonomia Zj,, con p primo.

Por 1ltimo, mencionamos un resultado sorprendente probado en 1957 por Auslander y Kuranishi
[1], el cual afirma que para todo grupo finito G existe un grupo de Bieberbach con grupo de holonomia
isomorfo a G.

4. Ejemplos

Para concluir el capitulo desarrollaremos tres ejemplos bésicos, los cuales probaremos con detalle
que son grupos de Bieberbach y calcularemos sus grupos de holonomia.

Recordemos que si I' es un subgrupo de M,,, otro modo de considerar al elemento v = (A, v) € T,
. (A . .
con A € O(n) y v € R" es como la matriz ( 0 11)) Utilizaremos esto para probar que ciertos subgrupos

son discretos, pues probaremos que cada elemento coincide con una bola métrica, la cual es abierta. La
topologia de M,, es la de O(n) x R™ y esta coincide con la topologia métrica inducida por las normas
sobre matrices (n + 1) x (n + 1), en particular por la norma |||, definida por

||BH2: szzj'
\ i

4.1. El toro R"/Z". Sean ey, ... ey los vectores candnicos de R". Sea I';, C M,, el subgrupo
generado por el conjunto

Utilizaremos esta norma para los calculos.

{Tye1), ..., (I,en)}.

Denotemos por t; a la traslacién por e;, es decir t;(z) = (I, e;)(z) = = + ;.

Hpara més informacién sobre los métodos de clasificacién de grupos cristalograficos y grupos de Bieberbach, ver [34,
Capitulo 3].
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Notemos que el grupo I'), es abeliano, por lo cual todo elemento v € I',, puede escribirse de una
Unica manera como
v = t]fl .. .tﬁ” = tz kje; = (I, Z kjej) , Ppara ciertos enteros ki, ..., ky,.
A continuacién probamos que I'), es de Bieberbach.

e Libre de torsién: Sea v € I, — {Id} tal que v* =1d. Si v = t,,, con m = o mge;, entonces
V¥ = tm, por lo que 7 kmge; = 0, lo que implica km; = 0 para todo i, y al ser v # Id resulta k = 0.
Esto dice que el inico elemento de orden finito es la transformacién identidad.

e Discreto: Sean vy # v € 'y, 1 = tz ke, ¥ V2 = thjej' Sean k =) k;e; y m = Y mjej. Como
~1 es distinto de o, existe algun i tal que k; # m;, y al ser enteros resulta que |k; — m;| > 1. Ahora
Calculamos

i[9G

Por lo tanto, {71} = {y € I';, | d(7,71) < 1}, el cual es un conjunto abierto.

= (k1 = ma)2 o (i — ma)? > [k — g > 1
2

e Cocompacto:
LEMA 1.32. Un dominio fundamental para la accion de Ty, es D = (0,1)™.

DEMOSTRACION: Veamos primero que R" = U.yepn’yb. Sea x = (x1, ... ,x,) € R", se tiene que
m; < z; < m; + 1, donde m; = |z;], la parte entera de z;. Entonces t; " (z;) € [0,1) C [0, 1]. Notemos
que la traslacién en la i-ésima coordenada no altera las deméas coordenadas, por lo que aplicando estas
traslaciones para cada coordenada tenemos que t; "' ...tz € [0,1]", y asl @ = "' ...¢]'"s con
s € [0,1]".

Ahora veamos que dos elementos distintos en (0,1)™ pertenecen a distintas érbitas. Si = # y debe
ser z; # y; para algin i. Luego |z; —y;| < 1, por lo que no existe ningiin entero k; tal que tf" (i) =i, y
al ser t; la Unica traslacién que afecta a la coordenada ¢, tenemos que no existe ningin elemento v € I';,
tal que vx = y. Por lo tanto las 6rbitas de x e y son disjuntas. O

Como D = [0,1]" es compacto, resulta T',, cocompacto. En consecuencia, al ser discreto, libre de
torsién y cocompacto, I';, es un subgrupo de Bieberbach de M,. Méds atn, R"/I" es homeomorfo a
R™/Z", el toro n-dimensional. Para ver esto definimos f : R"/Z" — R" /T’ por

f(la]) = 7 (),
donde [z] es la clase de equivalencia de z € R"™ en R"/Z" y 7 es la proyeccién al cociente R"™/T.
Notemos que f estd bien definida, pues si y € [z] entonces y — x € Z". Entonces y = z + Y m;e; para
ciertos m; € Z, es decir que (I, m;e;)x = y, lo cual implica que 7(y) = 7(z). Claramente este camino es
reversible, luego f es inyectiva. La suryectividad es clara. Por otro lado, f es continua y al ser R"/Z"
compacto y R"/I', de Hausdorff, f resulta un homeomorfismo.

& GRUPO DE HOLONOMIA DE I',: Todo v € T',, se escribe como v = (I, Y kje;) para ciertos enteros
k;. Luego r(v) = I, por lo que r(I';)) = {I} y A,, = T',. Por lo tanto el grupo de holonomia de I, es
trivial.

4.2. La botella de Klein. Sea I'yr C Ms generado por
1 0|0

(3 5)-(39) v o= (01l ) - (1))

Queremos encontrar una expresiéon para un elemento genérico de I'r. Notemos que B = (I, (O, g)),




4. EJEMPLOS 18

I, %, 0 si ¢ es par; I, %,% si £ es par;

¢ k
o = 1 of — )
((0 01> ; (%7 5)) si £ es impar. p <<O 01> , (%7 k#)) si £ es impar.

Dado que a3 = S~ 'a resulta que todo elemento v € I'x puede ser escrito de manera tinica como
v = *at para ciertos enteros k y £. Ademés se tiene que

(B*a")(57a%) = B0t
Con esto podemos verificar que 'k es un subgrupo de Bieberbach de M.
e Libre de torsién: Si v = Fat entonces
- ﬁgkﬂ_l)é%kapé si p es par;
7 {ﬁpglk*(_l)“}lkaﬂ si p es impar.
Por lo tanto, como *af # Id para k y ¢ distintos de 0, resulta que 4 # Id para todo p # 0.

e Discreto: Sean v, # 72 € ', con 71 = SFal y 7o = f%a”. Al ser distintos, entonces k # s 0 £ # r.
Si ¢ y r son ambos pares o ambos impares, calculamos

00 (£—r)/2
(o 0 (k:—s)/Q)
00 0

H/Bkaf _ Bsar

2

2

00 (£—1)/2
=ll{o 2 k=—s—1)/2]| >2
2 H(o 0 0 >2

Si £ es par y r es impar se tiene que

Hﬂkaé o ﬁsar

> 2.

Si £ impar y r par se tiene, de igual manera, que Hﬁk t_ Bsar )
En definitiva, {y1} = {7 € T'x | d(v,7) < 3}, €l cual es un conjunto abierto.

e Cocompacto:

LEMA 1.33. Un dominio fundamental para la accion de Tk es D = (0,3) x (0,1).

DEMOSTRACION: Veamos que dado v = (z,y) € R? existe v € T'x tal que yv € D = [0, 5] x [0, %}
,3]. Como existe m € Z
tal que m < z < m + 1, aplicando a2™ = (I, (—m, 0)) trasladamos z al intervalo [0,1]. Si z € [0, %]
pasamos a analizar la coordenada y. En caso contrario, si % < x < 1, aplicando o~ ! tenemos que
z— 3 € [0, 1], luego podemos suponer que z € [0, 3]. Sea ahora n € Z tal que n < y < n+1, aplicando

72" 1o cual no afecta a la coordenada z, trasladamos y al intervalo [0, 1]. Ahora, si y € 0, %] hemos

En primer lugar, analizamos como trasladar la coordenada z al intervalo [0

terminado, y si no, aplicamos 57!.

Ahora veamos que si v € D entonces no existe v € I' no trivial tal que yv € D. Esto implicara que
siv,w € Dy v # w entonces v y w estan en distintas érbitas. Sea v € I'x no trivial, entonces v = Fal
para ciertos enteros k y ¢, alguno no nulo. Si v = (z,y) € D tenemos que 0 < x < % yOo<y< %, por

lo que
14
4+t
( :::,%) si f es par.
k, ¢ yT3
B v = 2@
<x+2 ) si £ es impar
—y+

Si £ =0, al ser v no trivial entonces k # 0, luego y + % ¢ (0, %) Si £ #£ 0, en cualquier caso resulta
que = + 5 & (0, 3). Por lo tanto yv ¢ D. O
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En consecuencia, ' es un subgrupo de Bieberbach de My. Més atin, la variedad topoldgica R? /T
es homeomorfa a la botella de Klein dada por K = [0,3] x [0,4]/ ~ , donde ~ esté definida por
(2,0) ~ (2,3) ¥y (0,y) ~ (3,3 —y) para z,y € [0,3]. En efecto, sea f : K — R?/T'x dada por
f([(z,y)]) = 7((x,y)), donde [(x,y)] es la clase de equivalencia de (z,y) en K y 7 es la proyeccion
al cociente R?/T'k. Notemos que f estd bien definida pues si [(x1,y1)] = [(x2,y2)] entonces hay dos
posibilidades. Si zo =21, y1 =0y yo = % entonces ((z1,y1) = (z2,y2). Si y2 = %fyl, r1=0y z9 = %
entonces a(x1,y1) = (z2,y2) por lo que en cualquier caso 7((z1,y1)) = 7((x2,y2)). Reciprocamente
puede verse que si las érbitas de (z1,y1) v (x2,¥y2) coinciden entonces estan relacionados en K, por
tanto f es inyectiva. La suryectividad es clara, y como K es compacto y R? /T'k es de Hausdorff, f
resulta un homeomorfismo.

& GRUPO DE HOLONOMIA DE I'g: Si v € T'x entonces v = BFal. Se tiene que

10 y
S1 £ €S par;
0 1 P

T _=
() L0 -
si £ es impar.
0 -1
Por lo tanto 7(I'x) = Zy y A = {#*a’ € T | £ es par}. Notemos que este grupo I'x y el grupo I'y
de todas las traslaciones puras de My son dos subgrupos de Bieberbach de dimensién 2 no isomorfos.
Maés atn, como en dimensién 2 sélo hay 2 grupos de Bieberbach salvo isomorfismo, son los tinicos.

4.3. La variedad de Hantzsche-Wendt. En dimensiéon 3 existen 10 grupos de Bieberbach,
hecho que fue probado originalmente en [17] por Hantzsche y Wendt en 1935. El mds interesante'? de
estos grupos es el subgrupo 'y de M3 generado por

~1 0 0]1/2 1 0 0 |1/2

| 0o —1o]o G| 0 -1 0|12
1o o 112 Y P70 0o -1]0
0 0 0] 1 0 0 0]1

La variedad R? /T gw es conocida como la variedad de Hantzsche-Wendt.

LEMA 1.34. Sean k,m,n € Z. Definimos

1 0 0]1/24+k

[0 -1 0 |1/24m
) 72(kam7n)_ 0 0 -1 n )

00 0] 1

-1.0 0 k -1 0 0]1/2+k

0o 1 0 |1/24m 0o -1 0] m
whkmn) =1 o o 11240 [» kMW=t 45 o 1190,
00 0] 1 0 0 0] 1

Entonces Tgw = {vi(k,m,n) | k,m,n € Z,1 < i < 4}.

—~

DEMOSTRACION: Llamemos H al conjunto del miembro de la derecha, veamos que es un subgrupo
de Ms3. Las siguientes son las tablas de multiplicacién de los elementos ;.

12 grupo de Hantzsche-Wendyt es el tinico grupo de Bieberbach de dimensién 3 cuyo grupo de holonomia no es ciclico,
la abelianizacién de I'gw es finita y el espacio R? / I'uw posee la misma homologia real que S, entre otras propiedades.
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‘ v1 (4,7, s) vo(l,r, s)
yi(k,m,n) | vi(k+£,m~+rn+s) Yok + ¢, m+r,n+s)
ya(k,m,n) | va(k+€m—rn—s) y(k+L+1,m—rn—2s)
v3(k,m,n) | v3(k — Km—l—rn—s) yak—C—1,m+r+1,n—s)
ya(k,m,n) | va(k —€,m —r,n+s) v3(k —€,m —r,n+s)

‘ 73(£7T78) 74(677178)
y(k,m,n) | y3(k+€,m+r,n+s) ya(k+ L, m~+r,n+s)
ya(k,m,n) | a(k+¢,m—r,n—s—1) y(k+l+1,m—rn—s—1)
73(kaman) Vl(k_éam_kr_}']-an_s) ’72(k3—£—1,m+’f',n—5)
Ya(k,m,n) | vo(k—4m—r—1,n+s) mk—-—Cm—rn+s+1)

Respecto a los inversos se tiene
(1 (k,m, )" (2 (k,m, n)) !

(’73(]{7m7n))_ (’}/4(16,712,71))_1

Observando la tabla de multiplicar y los inversos, obtenemos que H es un subgrupo. Ademés H contiene
a los generadores o y f puesto que a = 74(0,0,0) y 5 = 72(0,0,0) y cualquier otro subgrupo de Ms3
que contenga a « y 8 contendré a los elementos de H. Para ver esto, calculamos primero las potencias

de los elementos «, 8, af vy Ba.
0 1
1) ) (57

A
<

71(_k’ —-m, _n)7 72(_k_ 17m7 n)?

! :73(]{:7 _m_lvn)a :74(]{3,77?,, _n_l)'

Ids

si k es impar;

si k es par,

1 0 ] )
gk — ((0 ~1dy ,(é,%,o ) =72(552,0,0) sik es impar;
(Ida (%,0,0)) :’yl(g,(),O) sikes par,
-1 0 O
( ﬁ)k B o 1 0], (0, —g, %) = 73(0, —k2—17 ) sik es impar;
aw= 0 0 -1
(Id7 (0, S,O)) =7(0, —%,0) si k es par,
-1 0 0
(ﬁa)k . 0 1 0 ,(1,%—%) 273(1,%,—1) si k es impar;
- 0 0 -1
(Id ( )95 )) _71(0,270) si k es par.

Por lo tanto podemos obtener los elementos v;(k, m,n) de la siguiente manera:
ﬁQk(IBa)2ma2n =N (k? 0, 0)’71 (Oa m, 0)71 (O’ 07 TL) =N (ka m, TL),
a2n(5a)2m52k+1 =N (0’ 07 n)71(07 m, 0)72(]{:7 Oa O) = ’72(]{7 m, n)v

2%5216 (a5)7(2m+1) =M (07 07 n)’yl(k7 07 0)73(07 m, 0) = 73(]{:5 m, n)?

Q

B (Ba)*™ e =~ (k, 0,0)71(0, m, 0)74(0,0, n) = y4(k, m,n).
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Ahora que hemos descrito 'y y sabemos qué forma tienen sus elementos, probamos que 'y es
un subgrupo de Bieberbach de Maj:

e Libre de torsién: Primero debemos calcular las potencias de los elementos ;.

(y1(k, m,n))" = (14, (k¢, mt, nl))

(1a, (e(k + 3,0.0))) si L s par,
k,m,n))’ = 1
(72( ) <<0 _?d2>’<€(k+%)’m+%’n)> si ¢ es impar,
(1, (0,£0m + 3),0)) si € es par,
-1 0 0
k,m,n =
(a( ) 0 1 0 ,(k,ﬁ(m—i—%),n-i-%) si £ es impar,
0 0 -1

¢ 1d, (0,0,E(n + %)) si £ es par,
(’}/4(141,77%77,)) = 1 1 . .
—1d, (k+§,m,£ n+§))) si £ es impar.
De aqui vemos que si v;(k,m,n) # Id y £ # 0 entonces (v;(k, m,n))’ # Id.

e Discreto: Calculamos

000 k—-(-1/2
0 20 m—-r—1/2
vk, mn) = (brs)lla = || g o 9 n_s/ > 2.
000 0 )
De manera similar, se tiene que  ||y1(k,m,n) —v3(,7,8)|ly > 2 v |lvi(k,m,n) —ya(l,r,8)|ly > 2.

Por otro lado,

2 0 0 k—(+1/2
0 -2 0 m—r
||fyg(k,m,n)—73(€,r,s)\|2— 0 0 0 n—s—1/2 > 2.
0 0 0 0 ,
Anélogamente ||y2(k, m,n) —va(l,7,5)|l5 > 2y ||v3(k,m,n) —v4(¢,r,s)|l, > 2. Por tltimo calculamos
1vi(k,m,n) — (€, 7, 5)||5 con v;(k, m,n) # ~v;(¢,r,s), es decir que {k,m,n} # {{,r,s}. Tenemos que
000 k-1
‘ ‘ 10 0 0 m—r B e Y 2
||’71(k7m1 TL) - 72(& r, 5)”2 - 0 0 0 n—s - \/(k g) + (m ’F) + (n 8) .
0 0 0 0

2

Como {k,m,n} # {{,r,s} y son enteros, resulta \/(k — )2 + (m —r)2 + (n — s5)2 > 1. En conclusién,
dado un elemento ~;(k, m,n) hemos demostrado que {v;(k,m,n)} ={y € Tgw | d(v,vi(k,m,n)) < 1},
el cual es un conjunto abierto.

e Cocompacto:
LEMA 1.35. Un dominio fundamental para la accion de Tgw es D = (0,3) x (—3,3) x (0,3).

DEMOST%GI@N: Veamos que para todo elemento v = (z,y, z) € R? existe un elemento v € [y
tal que yv € D. Si 2 y z se hallan en el intervalo [0, %], pasamos a analizar la coordenada y. En caso
contrario, existen enteros m y n tales que m <z < m+1yn < 2z < n+ 1, por lo que aplicando

~v1(—=m,0,—n) a v obtenemos que 0 < x < 1y 0 < z < 1. Ahora tenemos varias posibilidades:

-1 0 0
SingS%y%<z<1aplicamosy4(0,0,—1): ((0 -1 0) ,(%,O,—%)).
0 0 1
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-1 0 O
Si%<x<1y0§z§%aplicamos*yg(l,(),()): 0 1 0 ,(1,%,%) .
0 0 -1
1 0 0
Sil<z<lyl<z<1aplicamosy5(—1,0,1)=[[0 -1 0 ,(—%,%,1) .

0 0 -1

En cualquier caso siempre podemos trasladar las coordenadas x y z al intervalo [0, %] Una vez hecho
esto, no importan los cambios que hayamos hecho en la coordenada y, dado que siempre existe un
entero k tal que k — % <y<k+ %, por lo que aplicando 71 (0, —k, 0) trasladamos y al intervalo [ — %, %]
sin afectar las otras coordenadas. En conclusién, siempre existe v € I'gy tal que yv € D.

Ahora veamos que si v,w € D con v # w entonces v y w estan en distintas érbitas. Basta ver que si
v € D entonces no existe ¥ € I'gyy no trivial tal que yv € D. Sea v = (z,y,2) € (0,3) x (—3,2)x (0, 3),
veamos que 7;(k, m,n)v ¢ D para todo 1 < i <4 (excepto 71(0,0,0) = Id).

Tenemos que

yi(k,m,n)v=(x+k,y+m,z+n)¢ D siyi(k,m,n)#Id.
Por otro lado,

1 1

vo(k,m,n)v = (k+ 5 +x,m+ 5 ~ Y1 z).
Como 0 < z < 3 entonces n — z € (n — 3,n) el cual es disjunto con (0, ) para todo n € Z. De manera
similar,

v3(k, m,n)v = (k—:v m—l—l—i-y n—i—l—z).

) ) ) 2 ) 2

Luego, como 0 < z < 5 debe ser k —z € (k — 3,k) el cual es disjunto con (0, ) para todo k € Z. Por
altimo, . .

74(k:,m,n)v—<k+2 z,m y,n—|—2+z),

yalser 0 < z < 1 se tiene que n+ 3 +2 € (n+ 3,n+1) el cual es disjunto con (0, 3) para todo n € Z.
En conclusién, si v, w € D entonces no existe v € I'gy tal que yv = w. O

En consecuencia I'gy es un subgrupo de Bieberbach de Mj3.

0 1 0 O

0], r(v2(k,m,n))=({0 —1 0

1 0 0 -1
-1

0 -1 0 O
r(y3(k,m,n)) = ( 0 0 ) , r(ya(k,m,n)) = ( 0 -1 0)
0O 0 -1 0 0 1

Como todo elemento v € I'yw es de esta forma y todas estas matrices tienen orden 2, resulta que
’I”(PHw) S270o®Zs y Agw = {71(k,m,n) e gw ‘ k,m,n € Z}

Como un ultimo comentario, notemos que el grupo de Hantzsche-Wendt es primitivo, segin la
definicién de Hiller y Sah [22], ya que su centro es trivial. Esto puede deducirse facilmente de la tabla
de multiplicacién descrita al principio del ejemplo. Por otro lado, ni el grupo I';, de traslaciones puras
de M, ni el grupo fundamental de la botella de Klein poseen centro trivial, pues el primero es abeliano
por lo que su centro coincide con I',, y para el segundo, es ficil ver que el elemento a? pertenece al
centro. Ser primitivo es sélo una de las propiedades por las cuales el grupo de Hantzsche-Wendt es tan
importante. Por ejemplo, existen los llamados grupos generalizados de Hantzsche-Wendt, que son una
generalizacion de este subgrupo de Bieberbach de M3 con holonomia Zg & Zs, los cuales son bastante
estudiados [34, Capitulo 9].

& GRUPO DE HOLONOMIA DE I'yyy:

1

r(vi(k,m,n)) = (0
0

_ o OO



CAPITULO 2

Variedades compactas planas

A partir de las propiedades de los grupos de Bieberbach que hemos estudiado en la seccién anterior
obtendremos resultados sobre geometria riemanniana, en particular sobre variedades compactas planas.
Para entender estos resultados, necesitamos introducir un poco de teoria sobre variedades diferenciables
y también de geometria riemanniana.

1. Preliminares de variedades diferenciables

En esta seccion, a modo de introduccion, damos algunas definiciones y herramientas basicas de
geometria diferencial que seran la base para entender los conceptos y resultados posteriores.

DEFINICION 2.1. Una variedad diferenciable M de dimensién n es un espacio de Hausdorff con una
base numerable que posee una estructura diferenciable, es decir una familia de abiertos {U, : a € A}
tales que:

(1) M =Ugea U,.

(2) Para cada a € A existe un homeomorfismo ¢, : Uy — R™ con ¢, (U, ) abierto en R™.
(3) Si Uy NUg # 0 entonces pg 0 ot : 00Uy NUz) CR™ — (U, NUz) C R™ es C*°.
(4) La familia {U, | o € A} es maximal con respecto a las propiedades anteriores.

Al par (Ug, ¢a) se le llama un entorno coordenado o un sistema de coordenadas.

A las variedades diferenciables también las llamaremos variedades C°°. De igual manera pueden
definirse las variedades de clase C* para todo k € N. S6lo consideraremos variedades C°.

DEFINICION 2.2. Una funcién F : M — N es C* (o diferenciable) si para todo p € M existe
un entorno coordenado (U, ¢) de p y un entorno coordenado (V,%) de F(p) tales que F(U) C V y la
funcién o F oo™t oU) — (V) es C™.

Denotaremos por C*°(M) al conjunto de funciones f : M — R que son C*°. Se cumple que C*°(M)
posee una estructura de R-espacio vectorial y ademds posee una estructura de anillo, ambas con las
operaciones naturales.

Es importante definir cudndo consideraremos que dos variedades son “la misma”.

DEFINICION 2.3. Se dice que F : M — N es un difeomorfismo si F' es C*°, biyectivay F~1: N — M
es C*°. Se dice que las variedades M y N son difeomorfas si existe un difeomorfismo F' : M — N.

Una nocién mas débil, pero que serd bastante ttil, es la de un difeomorfismo local.

DEFINICION 2.4. Se dice que F': M — N es un difeomorfismo local si para todo p € M existe un
entorno abierto U de p tal que F(U) es abierto en N y F' |U : U — F(U) es un difeomorfismo.

Ahora, queremos generalizar el concepto de vector tangente en R™ a una variedad M. Podemos
visualizar a un vector en R™ como una flecha. Sin embargo, la propiedad importante de los vectores
que se quiere generalizar es su accién sobre funciones diferenciables como una derivada direccional. La
observacién clave es que el proceso de tomar derivadas direccionales da una correspondencia biyectiva
entre vectores tangentes en R™ y transformaciones lineales entre C*°(R™) y R que satisfacen la regla
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del producto de Leibniz (tales aplicaciones se llaman derivaciones). Con esto en mente, se define un
vector tangente de la siguiente manera:

DEFINICION 2.5. Sean M una variedad diferenciable y p € M. Un vector tangente a M en p es una
aplicacién lineal v : C*°(M) — R que satisface

v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g)
para f,g € C°°(M) arbitrarias.

Notemos que, mientras que un vector tangente esta definido en términos de funciones diferenciables
definidas en toda la variedad, los entornos coordenados se definen en general en conjuntos abiertos. Sin
embargo, la accién de los vectores tangentes es local en el siguiente sentido:

LEMA 2.6. Siv es un vector tangente a M en p y f,g € C®(M) coinciden en un entorno de p,
entonces v(f) = v(g).

La prueba del lema requiere la existencia de “funciones campana”, ver [24, Proposicién 3.8]. Esto
permite definir vectores tangentes para funciones que estan definidas sblo en abiertos de la variedad,
extendiendo a funciones definidas en toda la variedad. Un ejemplo importante es el siguiente: sea
(U, = (21, ..., 2y)) es un entorno coordenado de p € M, se define el vector tangente

0 py. O
8xi N 8Ti

(fow™), feC>M),

»(p)

(f):

p

donde % es la i-ésima derivada parcial canénica de R™. El conjunto de todos los vectores tangentes a
M en p se denomina espacio tangente a M en p 'y se denota T, M. Mas aun, T, M admite estructura de
R-espacio vectorial y se puede demostrar que el conjunto {8%1|p, ceey %|p} es una base del mismo.

Un concepto de gran importancia en el andlisis matematico es el de la derivada de una funcién.
En el caso de una funcién diferenciable entre espacios euclideos, la derivada de la funcién en un punto
(representada por su matriz jacobiana) es una aplicacién lineal que representa la “mejor aproximacién
lineal” a la funcién en un entorno cercano al punto. En el caso general de una variedad existe una
aplicacién lineal similar, pero entre espacios tangentes.

DEFINICION 2.7. Sea F' : M — N diferenciable. Para p € M, la diferencial de F' en p es la aplicacién
lineal (dF), : TyM — Tp(,)N definida por

((dF)po)(g) =v(go F),  veTpM,ge C*(N).

Resumimos las propiedades importantes de la diferencial que usaremos mas adelante en la siguiente
proposicién, la cual es basica y no es dificil de probar. El tltimo punto de la proposicién se prueba
usando el teorema de la funcién inversa en R™.

PROPOSICION 2.8. Sean F': M — N y G : N — P funciones C* y sea p € M. Se cumplen las
stguientes propiedades:

(1) Regla de la cadena: d(G o F), = (dG) g o (dF)p.

(2) Si F' es constante entonces (dF), es la transformacion nula y si Id : M — M es la funcion
identidad, entonces (d1d), es la transformacion identidad de T,M .

(3) Si F esun difeomorfismo local, entonces (dF'), : TyM — TrgyN es un isomorfismo y se cumple
que (dF),t = d(F~ ) pg).

(4) Teorema de la funcién inversa para variedades: Si g € M es tal que (dF), es inversible entonces

existen entornos abiertos Uy de q y Vo de F(q) tales que la restriccion F|U0 :Up — Vo es un
difeomorfismo.
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Otro concepto familiar del andlisis en varias variables es la de un campo vectorial. En ese caso, un
campo vectorial en un conjunto abierto U C R"™ es simplemente una funciéon de U a R™, y puede ser
visualizado como asignarle una flecha a cada punto de U. Se dice que un campo vectorial es continuo
como funcién de U a R™ y se dice que es C'*° si lo es como funcién de U a R™. En el caso general de
una variedad esta idea se extiende de la siguiente manera:

DEFINICION 2.9. Sea U un abierto de una variedad diferenciable M. Un campo vectorial C*° en U
es una aplicacién que asigna a cada p € U un vector tangente
XP = X(p) € TpMa
tal que si f € C°°(U) entonces la funciéon X f : U — R dada por X f(p) := X, (f) es C*°.

De aqui en adelante s6lo consideraremos campos C°. Al conjunto de todos los campos vectoriales
C*> en U se lo denota por X(U), el cual admite estructura de R-espacio vectorial (de dimensién infinita)
y ademads resulta un C°°(U)-médulo con la accién dada por f- X := fX donde

(fX)p = f(p)Xp, paratodopeU.

De manera anédloga podemos definir campos vectoriales a lo largo de curvas.

DEFINICION 2.10. Una curva en una variedad M es una funcién v : I C R — M que es C*. Se
define un campo vectorial C*° a lo largo de una curva v : I — M como una aplicacién V' que a cada
t € I le asocia un vector tangente V; := V (t) € T, M tal que si f € C°°(M), la funcién t — Vi(f) es

C® en I. El campo vectorial (d’y)td%| . € TyyM, indicado +'(t), se llama el campo velocidad® o campo
tangente de -y en t.

Dado X € X(M) y F : M — N diferenciable, nos preguntamos si existe alguna manera de definir
un campo Y € X(NN) que esté relacionado de alguna manera con X.

DEFINICION 2.11. Sea F': M — N una funcién diferenciable y sean X € X(M), Y € X(N). Se dice
que X e Y estan F'-relacionados si

(dF)pX, = Yp(), paratodop e M.

Se suele denotar X ~p Y para indicar que X e Y estan F-relacionados.

En general, dados X y F' podria no existir ningtin campo vectorial Y € X(N) que esté F-relacionado
con X. Sin embargo, existe un caso especial en el cual siempre existe el campo Y buscado.

DEFINICION 2.12. Sean F': M — N un difeomorfismo y X € X(M). Se define el pushforward de X

por F' como el campo vectorial F, X en N dado por
(FeX)p@p) = (dF)pXp, pe M.

OBSERVACION. Si X € X(M) entonces F, X € X(N). En efecto, si g € C°>°(N), por la definicién de
F, resulta (F.X)g = X(go F)o F~! la cual es una composicién de funciones C*°. Notemos que al ser
F un difeomorfismo, (dF), es un isomorfismo para todo p € M, y por lo tanto Fi X es el tinico campo
vectorial C"° en N que estd F-relacionado con X. A

Una propiedad importante que usaremos mas adelante y se verifica facilmente es
Fu(gX +hY) = (9o FYEX + (ho F7Y)FEY, donde X,Y € X(M)yg,h € C®(M).

Una manera importante de combinar dos campos vectoriales C*° y obtener otro campo vectorial
C®° es usando el denominado corchete de Lie.

Ipe aqui en adelante sélo consideraremos curvas regulares, es decir que v'(t) # 0 para todo t € I.
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DEFINICION 2.13. Dados X,Y € X(M) se define su corchete de Lie [X,Y] por
(X, Y]p(f) = Xp (Y ) = Yp(X[), peM,feC®M).
Es facil verificar que [X, Y], € T,M para todo p € M y que [X,Y] € X(M), es decir que [X, Y] resulta
efectivamente un campo vectorial C'*.

La siguiente proposicién, la cual se prueba usando sélo la definicién del corchete de Lie, resume las
propiedades importantes que nos seran de gran utilidad en secciones posteriores.

PROPOSICION 2.14. Sean X,Y,Z € X(M), sean a,b € R, p € M y sean f,g € C*°(M). Entonces
valen las siguientes propiedades:
(1) Bilinealidad:
[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z],
[Z,aX +bY] =alZ,X]|+b]Z,Y].

—

(2) Antisimetria:
Y, X] =—-[X,Y].

(3) Identidad de Jacobi:
X, Y], Z]+ [V, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0.

(4) Si (U, = (x1,...,25)) es un entorno coordenado en M entonces
g 0
—,—1| =0 para todo i, j.
{8931 83:]} P J
Una propiedad importante que involucra campos F'-relacionados y el corchete de Lie es la siguiente
proposicién, la cual nuevamente no es dificil de verificar.

PROPOSICION 2.15. Sea F : M — N una funcidn diferenciable y sean X,Y € X(M), Z,W € X(N).
SiX ~pZeY ~p W entonces [X,Y]| ~p [Z,W].

COROLARIO 2.16. Si F : M — N es un difeomorfismo y X, Y € X(M), entonces
F.[X,Y] = [F.X, F,Y]

DEMOSTRACION: Por la proposicién anterior, [Fy X, F,Y] ~p [X,Y]. Por unicidad del pushforward
se concluye la prueba. O

Lo dltimo que necesitaremos introducir de la teoria general de variedades diferenciables, es la nocién
de orientacion en variedades.

DEFINICION 2.17. Sea M una variedad diferenciable conexa de dimensiéon n. Se dice que M es
orientable si existe un atlas A = {(Uq, pa) : @ € A} con o = (2§, ..., 25) tal que para todos los indices
a,B € Acon Uy, NUg # 0, se cumple

oz
det[ xg] >0 enU,NUsg.
(i,9)

8$j

Existe una nocién equivalente que usaremos en las proximas secciones para probar que una variedad es
orientable, que estd relacionada a la existencia de una n-forma. Recordemos que una n-forma en M es
una aplicacién

w:M— A"(M),
tal que w, € A"(T,; M), donde
ATy M) ={o : (T;M)" — R | o es multilineal y alternante}®.

2Se denota Ty M a (T,M)™, el espacio cotangente a M en p.
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Una n-forma w es C* si dados X1, ..., X, campos C* la funcién w(Xy, ..., X,) : M — R definida
por w(Xi, ..., Xn)(p) = wp(X1(p), ..., Xn(p)) es C*.

Dado un R-espacio vectorial V' y dadas o € AF(V*) y 7 € AY(V*) se define una operacién A tal que
o AT € AFT(V*). No daremos la definicién de A pero si mencionaremos algunas propiedades que nos
seran utiles después.

e Sea {e1, ... ,e,} una base de V y sea {el, ..., e"} su base dual. Entonces
(P A neM(er, ... en) = 1.
e Sea {v, ... ,v,} una base de V' y sea w € A"(V*). Si w; = 377 a;ju; son n vectores en V,
entonces
w(wi, ... ,wyp) = det(az)w(vi, ... ,vn).

Mas adelante, en vez de usar la definicién para probar que una variedad es orientable usaremos un
criterio equivalente dado en términos de la existencia de una n-forma.

TEOREMA 2.18. Sea M una variedad diferenciable coneza de dimension n. Son equivalentes®:

(1) M es orientable.
(2) Eziste una n-forma continua nunca nula en M.
(3) Eziste una n-forma diferenciable nunca nula en M.

Una clase especial de variedades que son orientables son las llamadas paralelizables.

DEFINICION 2.19. Una variedad M se dice paralelizable si existen n campos X1, ..., X, € X(M)

tales que {X1|p, .. 7Xn|p} es base de T, M para todo p € M.

TEOREMA 2.20. Toda variedad paralelizable es orientable.

DEMOSTRACION: Para cada p € M, definimos w, = ¢! A --- A e, donde {e!, ... e"} es la base
dual de {X 1‘p, e ,Xn‘p} en T, M. Entonces w define una n-forma nunca nula que resulta C°°, hecho

que se sigue de que la funcién w(Xy, ..., X,) : M — R es constante para la base global de campos
{X1, ..., Xyn} de M. Por lo tanto, M es orientable. O

2. Conexiones y curvatura

En la seccion anterior hemos introducido los conceptos bésicos de variedades diferenciables. En esta
seccion profundizamos mas para poder definir lo que es una variedad compacta plana, objeto que estara
muy relacionado con los grupos de Bieberbach vistos en el capitulo anterior, como veremos.

Para hablar de una variedad plana, necesitamos una nocién de curvatura. Para tener una nocién
de curvatura, necesitaremos un objeto llamado conexion.

DEFINICION 2.21. Sea M una variedad C*°. Una conezién afin en M es una aplicacién
V:iX(M)xX(M)— X(M)
la cual es denotada por (X,Y) Y. v xY y que satisface las siguientes propiedades:
(1) VixqgvZ = fVXxZ +gVv Z.
(2) Vx(Y+2)=VxY +VxZ.

(3) Vx(fY) = (X)Y + fVxY,
donde X,Y,Z e X(M) y f,g € C®(M).

3Una prueba puede encontrarse en [24, Proposicién 15.5].
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EJEMPLO 2.22 (Conexién euclidea). En R™ definimos una conexién de la siguiente manera: Dado
x € R™ una base del espacio tangente es el conjunto {3%1| \ }, donde a | es la i-ésima
derivada parcial evaluada en el punto x. Se define

x’...’arn

)
(Vo —) =0, 1<i<n 1<j<n, zeR"
37’18’[”]

y se extiende segin la definiciéon de conexién. La conexién V se llama la conezion euclidea.

n n .
Si X,Y € X(R") entonces X = Y ai%, Y =73 bja%j con a;,b; € C°(R™). Luego se tiene que
i=1 ! j=1

VxY =Vy, 2 db jar

B ab; 9
_Zaz (87‘1'87‘]‘ bVa >

or; Orj

Observemos que, identificando T, R™ con R"™, podemos pensar al campo Y como la funciéon Y : R* — R"
tal que Y = (b1, ... ,byn). En consecuencia VxY = (X (b1),...,X(bn)) v asi (VxY), = X.(Y) que es
la derivada direccional de Y en la direccién del vector X,.

OBSERVACION. Toda variedad C*° admite una conexién afin. Esto se puede demostrar copiando la
conexién euclidea de R™ en cada entorno coordenado de la variedad y luego, usando una particiéon de
la unidad, se puede definir una conexién en toda la variedad. A

Una conexién es una nocién local, como lo muestra la siguiente proposicién. A partir de aqui en
esta seccién habré varios resultados que no demostraremos, pues son resultados basicos de geometria
riemanniana. Una referencia para consultar las demostraciones es [15].

PROPOSICION 2.23. Sea V una conexién afin en una variedad diferenciable M, sea p € M y sean
X,Y € X(M). Entonces vale que:

(1) (VxY), depende de X eY sdlo en un entorno abierto de p, es decir que si X1,Y1 son campos
C* que satisfacen X1 = X y Y1 =Y en algin entorno de p entonces (Vx, Y1), = (VxY).

(2) (VxY), depende solo de X, y del valor de'Y a lo largo de una curva que define a Xp, es decir
una curva 7y tal que v(0) = p y 7'(0) = X,.

La nocién de conexién proporciona una manera de derivar vectores a lo largo de curvas.

PROPOSICION 2.24. Sea M wuna variedad diferenciable con una conexién afin V. Entonces existe
una unica correspondencia que asocta a cada campo vectorial V a lo largo de la curva v : 1 — M otro
campo vectorial % a lo largo de vy, llamada la derivada covariante de V' a lo largo de vy, tal que:

(1) Si W es un campo vectorial a lo largo de v y f € C*(I), entonces

DV DW df
dt(v+W) o T a Y (fV) dtv+f
(2) SiV es la restriccion de un campo Y € X(M), es decir Vi = Y,y para todo t € I, entonces
DV
g LT (VoY)

Notar que la ultima linea tiene sentido por el punto (2) de la Proposicién 2.23.
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OBSERVACION. (Férmula de la derivada covariante en coordenadas)

Sea v : I — M una curva en la variedad diferenciable M. Sea (U, = (z1,...,xy)) un entorno
coordenado de M tal que v(I) NU # 0. Sea V; = >77 4 Uj(t)%h(t) con v; € C*(I). Usando las
propiedades (1), (2) y (3), no es dificil verificar que la derivada covariante viene dada localmente en
coordenadas por

DV , 0 , 0
i = 2 O] )+ ZAONO g 5
donde (y1(t), ...,y (t)) son las componentes de p(y(t)) en o(U) C R™ y ~; € C(I). A

Se sigue ahora de una manera natural el concepto de paralelismo.

DEFINICION 2.25. Sea M una variedad diferenciable con una conexién afin V. Se dice que un campo

; : . DV _
vectorial V' a lo largo de la curva v : I — M es paralelo si =~ = 0.

EJEMPLO 2.26. En R™ con la conexién euclidea, al ser (V _o_ %) = 0, la derivada covariante de un
dx; J

campo vectorial V =Y vj% a lo largo de una curva v : I — R" estd dada por

DV 0
— = Z Vi) =—| .

dt 1t I I00r ()
De aqui se sigue que un campo vectorial V' es paralelo en R™ si y so6lo si sus componentes v; son
constantes para todo j.

Sean ahora M y N variedades diferenciables tales que V es una conexién afin en N. Supongamos
que F': M — N es una funcién diferenciable. Nos preguntamos si es posible inducir una conexién en M
mediante ' que esté relacionada con V. En el caso especial en que F' es un difeomorfismo esto siempre
puede hacerse.

PROPOSICION 2.27. Sean F : M — N wun difeomorfismo y V una conexion afin en N. Sea p € M
y sean X, Y € X(M). Si definimos V mediante la ecuacion

entonces V es una conexion afin en M.

DEMOSTRACION: Notemos que la asignacién (X,Y) — VxY estd bien definida pues al ser F' un
difeomorfismo, se tiene que (dF), es un isomorfismo para todo p € M. Més atin, VxY es el pushforward
del campo Vg, x F.Y por el difeomorfismo F~!, por lo que VxY es C. Verificamos a continuacién las
propiedades de conexién. Sean XY, Z € X(M) y g,h € C*®°(M). Entonces:

o VyxinyZ=gVxZ+hVyZ.
(dF)p(Vyx+ny Z)p = (Vi ox1m) FeZ) r(p)
= (V(goP-1)(F. X)+ (hoF1)(F.Y) FX Z) F(p)
IO VrxEZ)p@) + h(p)(VEXEZ) p(p)
(P)(dF)p(Vx Z)p + h(p)(dF),(Vy Z),
= (dF),(gVxZ + hVy 2),.

e Vx(Y +2)=VxY +VxZ.

dF)y(Vx(Y + 2))p = (VexF(Y + Z))pp)

= (Vex(EY + F.2Z))pp)

= (VExEY)r@p) + (VEXFZ)p@p)
= (dF),(VxY +VxZ)p.
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e Vx(gY) = (Xg)Y +gVxY.

F.X) (g0 F ) pp) (FY ) pgy + 9(0) (VEXFY ) pip)
= ((dF)pXp)(g 0 F~1)(dF),Y, + g(p)(dF),(VxY),

= Xp(9)(dF),Yp + (dF),(gVxY),

(dF)p((Xg)Y +gVxY),.

Como (dF), es un isomorfismo para todo p € M, resulta V conexién afin en M. O

DEFINICION 2.28. Si F : M — N es un difeomorfismo y V es una conexiéon en N definimos la
conexion inducida por V como V, y la denotamos F,V := V. Si M tiene una conexién V* tal que
V* = F,V y F es un difeomorfismo se dice que F' es una equivalencia afin.

Ahora pasamos a definir otro objeto que necesitamos, la curvatura. Toda conexién afin da origen
a un tensor de curvatura, que mide en algiin sentido cuanto difiere la conexién de la conexién euclidea
en R™, la cual enseguida veremos que posee tensor de curvatura nulo.

DEFINICION 2.29. La curvatura R de una conexién afin V en una variedad M es una correspondencia
que asocia a cada par X,Y € X(M) una aplicaciéon R(X,Y), llamado operador de curvatura, donde
R(X,Y): X(M) — X(M) esté definido por

R(X,Y)Z: VvaZ—vYVXZ—V[X’y]Z, Z € :{(M)
El siguiente lema, que es facil de verificar usando las propiedades de V y las propiedades del corchete,

asegura que R es un tensor? de tipo (1,3) en M, por lo que el valor de R(X,Y)Z en p s6lo depende del
valor de X,Y, Z en p.

LEMA 2.30. La curvatura R de una conexion afin V tiene las siguientes propiedades:
(1) R es C*°(M)-bilineal en X(M) x X(M), esto es,
R(fX1+gX2, Y1) = [R(X1, Y1) + gR(X2, Y1),
R(Xy, fY1+gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1,Y2),
para fvg € COO(M)’ X17Y17X2,Y2 € %(M)

(2) Dados X,Y € X(M), el operador de curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) es C*°(M)-lineal, es
decir
R(X,Y)(Z +W) = fR(X,Y)Z + R(X, Y)W,
para f € C°(M), Z,W € X(M).

EJEMPLO 2.31. En el caso de R" con la conexién euclidea, si denotamos X; = a%j resulta
R(X;, X)Xy, = Vx,Vx; X — Vx,;Vx, Xk, — Vix, x,; Xk = 0,

donde hemos usado que Vx, X, = 0 para todos s y £, y que [X;, X;] = 0. Dado que R(X,Y)Z es
C°(M)-lineal como funcién de las 3 variables por el Lema 2.30, concluimos que R = 0.

Es de nuestro interés estudiar conexiones con un tensor de curvatura muy particular.

4No profundizaremos sobre la definicién de un tensor.
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DEFINICION 2.32. Una conexién afin V en M tal que su tensor de curvatura asociado R es nulo
serd, denominada una conexién plana.

Sera ttil en proximas secciones saber como se comporta la curvatura respecto a la construccién de
la conexién inducida.
LEMA 2.33. Si F: M — N es una equivalencia afin, entonces
F.(RM(X,Y)Z) = RN(F.X,F.Y)F.Z.
DEMOSTRACION: Usando que F' es una equivalencia afin y la definiciéon de F, se tiene,
(PR (X,Y)2)) ) = (dF)p(RM (X, Y)2),

= (dF),(VYVYZ), — (dF), (VY VY Z), — (dF)p (VX v 2)p
= (VEXEVY 2)pp) — (VEYEVY 2) ppy — (VR x v Fe ) piy)
(VF XVF vF.Z — vF YVF xEZ — V[F*X,F*Y]F*Z)F(p)
= (RN(F.X,F.Y)F.Z)p F(p)-

Por lo tanto, vale la igualdad del enunciado. O

Estamos interesados en una clase especial de conexiones planas, con mayores simetrias. Por ejemplo,
en R™ con la conexién euclidea, si X; = 8r , X =>a;X;eY =3 b;X; entonces se satisface que

VxY = VyX =) (Xb; — Ya;)X; = ZXbX ZYbX > [aiXi, b X;] = [X,Y].
J i,J

DEFINICION 2.34. Sean X e Y campos vectoriales C* en una variedad diferenciable M con una
conexion afin V. Definimos un campo vectorial T'(X,Y’) por

T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y].

El campo vectorial T' es llamado la torsion de V. La conexién V se dice simétrica o libre de torsion si
T = 0, equivalentemente
VXy—VyX:[X,Y], X,YE:{(M).

Es directo verificar que T' es C°°(M )-bilineal, por lo tanto T'(X,Y"), sélo depende del valor de X, e Y},.

Nos introducimos ahora en el mundo de las variedades riemannianas, para hallar una conexién con
propiedades y simetrias especiales.

DEFINICION 2.35. Una métrica riemanniana en una variedad diferenciable es una aplicacién () tal
que asocia a cada p € M un producto interno (, ), en T, M que es diferenciable en el siguiente sentido®:

si (U, = (x1,...,2,)) es un entorno coordenado de p en M, la funcién p +— <£z

’6x | > es O para

todo i, j. La variedad M con una métrica riemanniana (,) dada se llamara una Uamedad riemanniana
y serd denotada por (M, (,)).

EJEMPLO 2.36. En R" definimos una métrica riemanniana (,) mediante

0 0
(il vl ), =i

)
p Orjlp/p
Esta métrica es llamada la métrica usual de R™ o métrica euclidea.

SEsta definicién no depende de la eleccién del sistema coordenado (U, ) y ademds es equivalente a pedir que (X,Y’)
sea diferenciable para todo par de campos X, Y € X(M).
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OBSERVACION. Toda variedad diferenciable admite una métrica riemanniana. En efecto, localmente
en entornos coordenados de la variedad podemos copiar la métrica euclidea y luego usar una particién
de la unidad para extender la métrica a toda la variedad. A

Luego de introducir cualquier tipo de estructura matemadtica, debemos decir cuando dos de los
objetos de esta estructura son el mismo.

DEFINICION 2.37. Sean (M, (,)™) y (N, (,)") variedades riemannianas y sea F : M — N un
difeomorfismo, entonces F' se dice una isometria si

N

(o)1 = (AP )y, (AF)p0)

» peM, uveT,M.

Una funcién F' : M — N C*° se dice una isometria local si para todo p € M existe un entorno abierto
U de p tal que F(U) es abierto en N y F|U : U — F(U) es isometria.

En nuestro estudio de las conexiones, es deseable una conexién que respete de algin modo la
estructura de variedad riemanniana. Las condiciones de compatibilidad vienen dadas por la siguiente
proposicién.

PROPOSICION 2.38. Sea (M, (,)) variedad riemanniana con una conezion afin V. Son equivalentes:

(1) Para todo par de campos V- y W a lo largo de una curva vy : I — M, se tiene:

d DV DW
@<V7W> = <7 W»

donde (V,W)(t) := (Vi, Wi) (1)

W)+ (V,

(2) Para todo par de campos paralelos P y P’ a lo largo de la curva vy : I — M se tiene que (P, P’)
es una funcion constante.

(3) Dados X,Y,Z € X(M), se tiene

DEFINICION 2.39. Sea (M, (,)) una variedad riemanniana con una conexién afin V. Se dice que la
conexion V es compatible con la métrica si ocurre (1),(2) o (3) de la proposicién anterior.

El siguiente teorema revela la existencia en una variedad riemanniana de una conexién afin simétrica
y compatible con la métrica dada. Més atn, esta conexién resultard tinica con estas propiedades.

TEOREMA 2.40. Sea (M, (,)) una variedad riemanniana. Entonces existe una unica conexion afin
V en M que satisface ser compatible con la métrica y sin torsion.

NoTA. La conexién V del Teorema 2.40 se suele llamar la conexion de Levi-Civita (también conocida
como conexion riemanniana) asociada a (M, (,)). La idea de la demostracién del teorema es suponer
que una tal conexién existe, y deducir la formula para la misma, luego probar que tal formula determina
una conexién que cumple las propiedades. Esta idea es comin de varias demostraciones en geometria
riemanniana. La conexién de Levi-Civita de M esta definida por la llamada formula de Koszul: dados
XY, Z € X(M),

2AVxY, Z) = XY, Z) + Y (Z,X) — Z(X,Y) + (X, Y], Z) — ([Y, Z), X) + (|Z,Y], X).
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EJEMPLO 2.41. En R", usando la féormula de Koszul, se llega a que la conexién de Levi-Civita

asociada a la métrica euclidea es la conexién euclidea. En efecto, denotemos X; = %. Primero veamos
J

que (Vx, X;, Xj) = 0 para todos ¢, j, k. En la férmula de Koszul tenemos dos tipos de términos, términos
como X;(X;, Xy) y términos como ([X;, X;], X;). Los primeros términos son 0 pues (Xj;, Xj) es una
funcién constante por lo que al derivarla resulta 0; y los ultimos términos son 0 porque el corchete de
Lie de dos campos coordenados es nulo. Por lo tanto, al ser (,) un producto interno, resulta Vx, X; =0
para todos i, j, por lo que la conexion de Levi-Civita es la conexién euclidea.

Ahora podemos definir el concepto que nos interesa de este capitulo.

DEFINICION 2.42. Una variedad riemanniana (M, (,)) se dice plana si su conexién de Levi-Civita
es plana.

Veremos en la seccién 4 que toda variedad compacta plana es de la forma R"/T" donde T' es un
subgrupo de Bieberbach de M,,, lo cual nos permitird aplicar la teoria de grupos de Bieberbach al
estudio de estas variedades.

Para concluir esta seccién, probamos que las isometrias son equivalencias afines entre las conexiones
de Levi-Civita.

PROPOSICION 2.43. Sean M y N wvariedades riemannianas con conexiones de Levi-Civita asociadas
VM 4 VN respectivamente. Sea F : M — N una isometria, entonces para todo X,Y € X(M) se cumple

(VExBY)p) = (dF)p(VXY)p, p €M,
es decir F' es una equivalencia afin.

DEMOSTRACION: Veamos que la conexién inducida en M por VN, F,.VV, coincide con la conexién
de Levi-Civita de M. Para ello, debemos ver que V = F, V¥ es sin torsiéon y compatible con la métrica
riemanniana (, ). Sean X,Y,Z € X(M) y g € C°°(M). Entonces V es:

e Sin torsién.
F*(@XY - @YX)F(p) = (V%XF*Y - V%YF*X>F(]3) = [F*X7 F*Y]F(p) = (F*[X7 Y])F(p)a

Por definicion de F} resulta que (dF),((VxY —VyX), = (dF),([X,Y]), y al ser (dF), un isomorfismo
para todo p € M, resulta V sin torsién.

e Compatible con la métrica.
Como F es isometria, vale que (Y, Z) = (F.Y, F.Z) o F. En efecto, si ¢ € M,

(<F*Ya F*Z> o F)(Q) = <F*Y> F*Z>F(q) = <(dF)qu> (dF)qu>F(q) = <Yq’Zq>q = <Y, Z>(Q)-
Ahora,

(VxY,Z) + (Y. Vx 2))(p) = (Fu(VxY), F.Z) pp) + (FY, Fu(Vx Z)) iy
(vF*XF*Ya F*Z>F(p) + <F*Y7 VF*XF*Z>F([))
(FX) (Y, FL.Z))(F (p))
= (dF)pXp(F.Y, F.Z)
p((FWY,F,Z)o F)
(Y, Z)(p).
En consecuencia, V es sin torsién y compatible con la métrica (,YM . Por unicidad V =VM y por lo
tanto vale la afirmacion del enunciado. O

[l
it
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3. Transporte paralelo y holonomia

En esta seccion profundizaremos sobre el concepto de paralelismo, el cual permite de alguna manera
transportar informacién geométrica a lo largo de la variedad mediante curvas. Sea M una variedad
diferenciable con una conexién afin V (no necesariamente la conexién de Levi-Civita de M). Recordemos
que un campo vectorial V' a lo largo de una curva v : I — M se dice paralelo si % =0.

PROPOSICION 2.44. Sea M una variedad C> con una conexién afin V. Sea v : I — M una curva
C> en M y vy € Ty 4)M para algin tg € I. Entonces existe un tnico campo vectorial V' paralelo a lo
largo de vy tal que V (to) = vy.

Esta proposiciéon permite relacionar de alguna manera los espacios tangentes a puntos distintos de
una curva.

DEFINICION 2.45. Se define el transporte paralelo a lo largo de una curva v : I — M desde tg hasta
t1 por la aplicacion Py : Ty )M — T4y M tal que Py(vg) = V(t1), donde V es el inico campo paralelo
a lo largo de v tal que V (t9) = vp.

LEMA 2.46. El transporte paralelo a lo largo de 7 : [to,t1] — M no depende de la parametrizacion
de . Mas precisamente, si ¢ : [ty, th] — [to,t1] es una funcion C* con ¢(ty) = to y ¢(t)) = t1, entonces
P, =P.,s.

Y yoo

DEMOSTRACION: El hecho que usaremos es que si V es un campo paralelo a lo largo de v entonces
V o ¢ es un campo paralelo a lo largo de v o ¢. Esto se comprueba usando la férmula de la derivada
covariante en coordenadas.

Sea vg € T, U arbitrario, por un lado P,(vg) = V(1) donde V es el tinico campo paralelo
a lo largo de ~ tal que V(ty) = vg. Por otro lado Pyos(vg) = W (t]) donde W es el tnico campo
paralelo a lo largo de v o ¢ tal que W (t,) = vo. Pero V o ¢ también es un campo paralelo tal que
Vo ¢(ty) = V(to) = vo, luego por la unicidad de la Proposicién 2.44 obtenemos que V o ¢ = W y asi
Pyos(v0) = W(t) = Vo o(th) = V(t1) = P, (vy): 0

Siempre que hablemos de transporte paralelo de aqui en adelante, podemos suponer por este lema,
que el dominio de las curvas es el intervalo [0, 1]. Probamos a continuacién otras propiedades bésicas
que necesitaremos posteriormente.

PROPOSICION 2.47. Sea 7 : [0,1] — M una curva en M y Py : Ty oyM — TyqyM el transporte
paralelo asociado. Valen las siguientes propiedades:

(1) Sea o :[0,1] = M otra curva en M tal que y(1) = o(0) entonces P,y = P, o P, donde vyo es
la concatenacion de v y o definida por

~v(2t) 510

vo(t) = { 1

o2t —1) sig

(2) El transporte paralelo Py : T\o)M — Ty )M es un isomorfismo lineal.

3) Si M estd orientada, el transporte paralelo preserva orientacion, es decir que si {e;}i—1 es una
i=1
base positiva de T, )M entonces {Py(e;)}i; es una base positiva de T 1)M.

(4) Si (M, {,)) es una variedad riemanniana y V es la conexién de Levi-Civita de M, entonces el
transporte paralelo es una isometria de espacios producto interno, esto es

(0, v1)5(0) = (Py(v0), Py(v1))y(1); 0,01 € Tyo)M.

DEMOSTRACION:



3. TRANSPORTE PARALELO Y HOLONOMIA 35

(1) Veamos que Pyy = P, o P,. Sea vy € T )M, por un lado P, (vp) = V (1), donde V es el tinico
campo paralelo a lo largo de ~ tal que V(0) = vy y por otro lado P,(V (1)) = W (1), donde W es el
tnico campo paralelo a lo largo de o tal que W(0) = V(1).

Definimos
~ V(2t) si0<t<
V(t) = q
W(2t—1) sili<t<

Entonces V es un campo paralelo a lo largo de vo y V(0
Po(vo) =V (1) =W(1) = P,(V(1)) = Py o Py(v0).

~—

= V(0) = vp, por lo que se tiene

(2) Veamos primero que P, es una transformacién lineal. Sean v, w € T, )M, ¢ € R. Debemos ver
que Py (cv+w) = cPy(v) + Py(w). Por un lado P,(cv+w) = V(1) donde V es el tinico campo vectorial
paralelo tal que V' (0) = cv + w. Por otro lado, P,(v) = Vi(1) y Py(w) = V2(1) donde Vi y V5 son los
unicos campos paralelos tales que V1(0) = v y V2(0) = w, respectivamente. Como el campo cVj + V5 es
paralelo y (¢Vi 4+ V2)(0) = cv + w, se sigue por unicidad que ¢V; 4+ V5, = V| y al evaluar ambos campos
en 1 se tiene Py (cv + w) = cPy(v) + Py(w).

Ma4s atin, Py es un isomorfismo pues la aplicacion P,-1 es una inversa para P, donde ~~ ! es recorrer
en sentido inverso . En efecto, P,-10P, (vo) = P,-1(V (1)) = W(0) donde W es el tinico campo paralelo
tal que W (1) = V(1). Por unicidad W = V y asi W(0) = V(0) = vy, por lo tanto la composicién da como
resultado la transformacién identidad. Andlogamente, la otra composicién también da como resultado
la transformacion identidad.

(3) Asumimos que M estd orientada. Fijemos una n-forma diferenciable nunca nula w. Sea ¢ € [0, 1]
y sea Pyoy : TyoyM — T, M el transporte paralelo asociado a 7. Supongamos que {e;};L; es una
base orientada de manera positiva de T’ ) M. Esto quiere decir que w. () (e1, ... ,en) > 0. Queremos
ver que {Pyo+(e;)}i, también es una base positiva. Definimos

() = wy@y(Pyorler), -, Pyorlen)),
puede probarse que f es diferenciable ya que el transporte paralelo se obtiene como solucién de una
ecuaciéon diferencial. Como f(0) = w,y(e1,- .., en) > 0, si existiera algin ¢* € [0, 1] tal que f(t*) <0,
por el teorema de los valores intermedios tendriamos que, para algtin t; € [0, t*] resultaria

0= f(tl) = wv(t1)(P’Y,07t1 (61)7 R 7P’Y,0,t1 (en))

lo cual es un absurdo pues w es nunca nula, por lo que w.,(;,) no puede anularse en la base { P, 0.1, (€;) }i1 -
En consecuencia f(t) > 0 para todo ¢t € [0,1]. En particular f(1) > 0 y asi {Py(e;)};—; es una base
positiva de T, 1) M.

(4) Sean vy y v vectores tangentes a M en v(0) y sean V' y W los unicos campos paralelos tales
que V(0) = vy y W(0) = v; respectivamente. Se tiene que

<P”/(U0)7P7(Ul)>'y(l) = <V(1)7 W(1)>'y(1) = <V(O)7W(O)>'y(0) = <U07Ul>’y(0)'

En la segunda igualdad hemos usado la condicién (2) de la compatibilidad con la métrica. Por lo tanto
P, es una isometria entre los espacios T, )M y T, 1) M. O

La dultima propiedad del transporte paralelo que queremos destacar es cémo se comportan las
equivalencias afines respecto del mismo.

PROPOSICION 2.48. Sean v : [0,1] — M una curva C* en M y F : M — N un difeomorfismo
local. Sea VN una conexion afin en N y sea U un abierto de M tal que F]U U — F(U) es un

difeomorfismo. Si VY es la conexion en U inducida por VN mediante F‘U, y consideramos el transporte
paralelo asociado a VY y VN respectivamente, entonces se tiene la relacion

(dF)W(l) O Iy = PFO'y © (dF)W(O)
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DEMOSTRACION: Primero supongamos que ([0,1]) C U. Por definicién de la conexién inducida
tenemos que, dados X,Y € X(U) y p € U, vale

(V%XF*Y)F(p) = (dF)p(VSJ(Y)p-

Esta relacion entre las conexiones permite también dar una relacién para las derivadas covariantes
asociadas a VY y a V¥ respectivamente. En efecto, si V es un campo vectorial a lo largo de v, entonces

(dF) (lzljv)t = (ZJ;F*V)t, (5)

donde F.V es un campo vectorial a lo largo de F' oy definido por (F.V); = (dF), ) V;. Esta relacién

puede probarse definiendo en U una aplicacién % como en (5), y verificando que esta aplicaciéon cumple
las propiedades de la derivada covariante de la Proposicién 2.24, la igualdad se seguira entonces por
unicidad. Ahora, sea vy € Tp)M y sea V el tinico campo paralelo tal que V(0) = vg. Por un lado
tenemos que

(dF)1y 0 Py (vo) = (dF)yqay o V(1) = (E.V)(1).
Por otro lado tenemos que
Proy o (dF)y(0)(vo) = W(1),
donde W es el tinico campo paralelo a lo largo de F oy tal que W (0) = (dF')(0)vo- Como F,V también
es paralelo (por (5)), y
FV(0) = (dF)0)V(0) = W(0),

resulta que F,V = W y asi, al evaluar ambos campos en t = 1 se tiene la afirmacién del enunciado.

Si~([0,1]) ¢ U, como ~([0, 1]) es un conjunto compacto en M, puede ser cubierto por una cantidad
finita de conjuntos abiertos U;, digamos Uy, . .. , Uy, tales que F'(U;) es abierto y F|Ui :U; — F(U;) esun

difeomorfismo. Luego las preimagenes {7~ (U;)}¥_; forman un cubrimiento abierto del intervalo [0, 1],
el cual es un espacio métrico compacto, por lo que existe d, el nimero de Lebesgue del cubrimiento®.
Sea 0 = 59 < ... < s, = 1 una particién de [0, 1] tal que |s; — s;41] < d para todo 0 < i < n — 1.
Entonces ([si, si+1]) C Uj(;) para algin i. Esto dice que vale

(dF)'Y(Sl) °© P’Y‘[si,si+1] = PFOVl[si,si+1] ° (dF>’Y(SZ) <6)
Sea v € T ()U, veremos que la relacién (6) vale en el intervalo [0, s2]. Notemos que se tiene la igualdad
’Y|[0782] = o donde o = 7’[0751] yB= 7‘[81752]’ por lo que
P’Yl[o,SQ] = Pop = P o Pa.
Ahora,
(dF)“/(S2)<P’Y|[o,SQ]U) = <dF)’Y(S2) © P’Yl[sl,SQ}(P’YI[o,sl]v)

= PF0W|[51,52] © (dF)W(Sl)(PW\[o,sl]U)

= PFOWI[sl,SQ] © PFO“/l[o,sl] ((dF)(s0)v)

= PFO’Vl[o,SQ] ((dF)V(So)U)'

Como v era arbitrario, vale la relacién (6) en [0, s2]. Prosiguiendo de esta manera vale (6) en [0,1] y
por lo tanto se tiene probada la proposicion. O

El transporte paralelo puede extenderse a curvas (continuas) que sean diferenciables a trozos.

6El lema del nimero de Lebesgue afirma que si A es un cubrimiento abierto del espacio métrico compacto (X, d),
existe un ¢ > 0 tal que para cada subconjunto de X de didmetro menor que J, existe un elemento del cubrimiento que lo
contiene.



3. TRANSPORTE PARALELO Y HOLONOMIA 37

DEFINICION 2.49. Sea M variedad C'°°, una curva diferenciable a trozos o en M es una aplicacién
continua « : [a,b] — M para la cual existe una particiéon a = tg < ... < t, = b tal que a‘(t_ tia1) S Cc™
para todo 0 <i <n—1.

Definimos el transporte paralelo (en una variedad con una conexién afin) a lo largo de una curva C'*°
a trozos simplemente por composiciéon de los transportes paralelos a lo largo de los respectivos trozos
diferenciables de la curva.

Introducimos ahora el concepto de holonomia de una conexiéon afin V dada. Intuitivamente, este
concepto medira de algin modo la manera en que el transporte paralelo alrededor de curvas cerradas
falla en preservar los datos geométricos que se transportan.

DEFINICION 2.50. Dado p € M, se dice que una curva C* a trozos v : [0,1] — M es un lazo en p
siy(0) =~(1) =p.

Dado un lazo v en p, por la Proposicién 2.47, el transporte paralelo a lo largo de v induce un
isomorfismo lineal P, de T, M en T}, M. El conjunto de todos los isomorfismos lineales de T}, M obtenidos
de esta manera forma un grupo con la composicién. En efecto:

» Si vy y o son lazos en p, estd bien definido el lazo o7, y resulta P, o P, = P,,.

» Sea v :[0,1] - M dada por «(t) = p para todo t € [0,1]. Sea v € T,M, entonces, usando la
férmula de la derivada covariante en coordenadas, resulta que el campo V definido por V; = v
para todo t € [0,1], es paralelo. Luego, P, (v) = V(1) = v y por lo tanto P, =1d.

= La transformacioén lineal P, -1 es una inversa para P,, donde ~~! es recorrer en sentido inverso

1

a . Es claro que v~ es un lazo en p si v es un lazo en p.

Definimos entonces
Hol,(V) ={P, : T,M — T, M | 7 es un lazo enp},

llamado el grupo de holonomia de la conexion V en p. Denotamos por HOIS(V) a la componente
conexa de la identidad” en Hol,(V), llamado grupo de holonomia restringido. En el caso en que M sea
una variedad riemanniana y V su conexién de Levi-Civita, hablaremos simplemente de Hol,(M) y lo
llamaremos grupo de holonomia de M en p.

EjempLO 2.51. En R" con la conexién euclidea el transporte paralelo de vectores coincide con
la idea intuitiva de trasladar paralelamente. En efecto, sea x € R™ y sea « : [0,1] — R"™ una curva
con v(0) = z. Sea v € T,R", entonces P,(v) = V(1) donde V es el tnico campo paralelo tal que
V(to) = v. Hemos visto que los campos paralelos tienen sus componentes constantes, por lo que si
v=>", /Uiain'|p resulta V(1) = >, Ui@iﬁ’v(l)’ el cual tiene las mismas componentes que v, lo que
demuestra la afirmacién.

En particular, si v es un lazo en z la cuenta anterior muestra que

0 0

i=1

= Vi(ty) = .
(1) o~ V)

Por lo tanto
Hol,(R™) = {Id}, para todo z € R".

Si n = dim(M), el conjunto de todos los isomorfismos lineales de T, M, denotado por GL(T,M), es isomorfo a
GL(n,R). Si le damos la topologia a GL(T,M) que hace que este isomorfismo sea un homeomorfismo, resulta GL(7,M)
un grupo topoldgico, y Hol,(M) un subgrupo topoldgico de GL(T, M). Entonces tiene sentido hablar de la componente
conexa de la identidad.
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Existe una descripcién alternativa para el grupo de holonomia. Dados p € M y V una conexién
afin en M, se define una relacién de equivalencia en la coleccién de todos los lazos C*° a trozos en p de
la siguiente manera: los lazos o y ¢’ estan relacionados si y sélo si la traslacién paralela a lo largo de o
coincide con la traslacién paralela a lo largo de o', es decir P, = P,,. En este caso se dice que o y o’
son holénomos. Es trivial verificar que esta es una relacion de equivalencia.

Si definimos en el conjunto de clases de equivalencia la operacion - dada por

] - o] = [val,
resulta bien definida pues si 7' y ¢’ son lazos holénomos a v y o respectivamente, entonces Py = Py
P, = P,. Luego, Py, = P,o Py = P, 0Py = Py por lo que [y'0'] = [yo]. La clase de equivalencia [c]
del lazo constante resulta un elemento neutro, y dado un lazo o, resulta [0 '] = [0]~!. En consecuencia,
el conjunto de clases de equivalencia de lazos holénomos, forma un grupo con la operacion - , el cual
veremos a continuacién que resulta isomorfo al grupo de holonomia de V en p.

LEMA 2.52. El conjunto de clases de equivalencia de lazos holonomos es isomorfo a Hol, (V).

DEMOSTRACION: Definimos ®([o]) = P,-1. La buena definicién y la inyectividad se siguen por
construccién de la relacion y porque P, = Py si y s6lo si P,-1 = P.-1. La suryectividad se sigue por
construccién de Hol,(V). Por tltimo,

®([o].[r]) = ®([o7]) = Plor)-1 = Pr-15-1 = Ppm1 0 P = ®([o]) o ®([7]).
Luego @ es un isomorfismo de grupos. ([

Se tiene el siguiente teorema que caracteriza de otra manera al grupo de holonomia restringido,
cuya prueba puede encontrarse en [30].

TEOREMA 2.53. Sea M una variedad diferenciable con una conexion afin V. Entonces el grupo de
holonomia restringido de V en p, Holg(V), consiste de las clases de holonomia de lazos homotopicamente
equivalentes al lazo constante ¢ : [0,1] — {p}.

COROLARIO 2.54. Existe un homomorfismo suryectivo
v: w1 (X, p) — Hol,(V)/Hol)(V).

DEMOSTRACION: El homomorfismo consiste en mandar una clase de homotopia « a la clase de
holonomia de cualquier lazo en «a. Este homomorfismo estd bien definido pues si v,0 : [0,1] — M
representan la misma clase en 7 (X, p) entonces oy~! es un lazo homotépicamente nulo. Escribimos
P, = PyoP,-10P; = P, 0P, 1. Por lo tanto P, representa la misma clase que P, en Hol,(V)/ Holg(V).
Es claro que el homomorfismo v es suryectivo. O

Un aspecto en comiin entre el grupo fundamental y el grupo de holonomia es el hecho de que asi
como 71 (M, p) es isomorfo a 71 (M, q) si es que p y g pertenecen a la misma componente conexa, esto
mismo sucede con el grupo de holonomia, como lo muestra la siguiente proposicion.

PROPOSICION 2.55. Dados p,q € M tales que p puede unirse a q por una curva C>® a trozos, se
tiene que Hol, (V) es isomorfo a Holy (V).

DEMOSTRACION: Sea 7 : [0,1] — M una curva C™ a trozos en M tal que v(0) = p y v(1) = q.
Definimos la aplicacién @ : Hol, (V) — Holy(V) por

®(P,;) = PyoP,0 P

Tenemos que Py o Py o P g PyoPyoP, 1 =P, 1,, Ademis la curva v~ 1oy es un lazo en g dado

que o es un lazo en p. Por lo tanto ®(F,) € Hol, (V). Al ser Hol,(V) y Hol,(V) conjugados por el
isomorfismo lineal P, se tiene que son isomorfos. O
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En una variedad M conexa, como todos los grupos de holonomia son isomorfos, a menudo omitiremos
el punto base y hablaremos sélo de Hol(V).

Antes de estudiar propiedades especificas de la holonomia asociada a la conexién de Levi-Civita de
una variedad riemanniana, probamos a continuacién que las equivalencias afines preservan el grupo de
holonomia.

PROPOSICION 2.56. Sea F' : M — N wuna equivalencia afin entre dos variedades diferenciables
equipadas con conexiones afines VM y VN respectivamente. Entonces para todo p € M vale que

Hol, (VM) 2 Hol g, (VY).

DEMOSTRACION: Sean p € M y o : [0,1] = M un lazo en p. Por la Proposicién 2.48 se tiene la
relacién (dF'), o Py = Ppoy o (dF), o equivalentemente

Py = (dF) 5, © Proy o (dF),p,

por lo que Hol,(VM) y Hol F(p)(VN ) son conjugados y por lo tanto isomorfos. O

Hasta ahora hemos descrito propiedades de la holonomia de una conexién afin V arbitraria. Vamos
a concluir esta seccién probando dos propiedades acerca del grupo de holonomia para el caso particular
en que V es la conexién de Levi-Civita de M.

ProrosICION 2.57.

(1) Sean (M, (,)) una variedad riemanniana, V su conezion de Levi-Civita y Hol,(M) el grupo de
holonomia asociado, entonces Hol,(M) C O(T,M). Mds ain, Hol,(M) C SO(T,M) si y sélo si
M es orientable®.

(2) Sean (M, (,)!) y (Ms,(,)?) variedades riemannianas con coneziones de Levi-Civita V! y V>
respectivamente. Si consideramos en My X Ms la métrica producto y la conexion de Levi-Civita,
entonces dados p € My y q € My se cumple que

HOl(p,q)(Ml x My) = Hol, (M) x Holy(Ma).

DEMOSTRACION:

(1) Hemos probado en la Proposicién 2.47 que el transporte paralelo asociado a la conexién de
Levi-Civita es una isometria lineal, por lo tanto Hol, (M) C O(T,M) para todo p € M. A continuacién
demostramos la segunda afirmacién.

<) Sean M orientable, p € M y o un lazo en p. Considerando en M la conexién de Levi-Civita,
tenemos que P, es una isometria lineal de 7,M en T, M. Ademas, como el transporte paralelo preserva
orientacién, si {v;};~; es una base ortonormal positiva de T,M entonces {Py(v;)}i; también lo es.
Esto quiere decir det(P,) = 1, pues P, es la matriz cambio de base entre {v;}; v {P5(v;)}I_;, por lo
que P, C SO(T,M).

=) Sean p € M y {ey,...,e,} una base ortonormal positiva de T, M. Si ¢ € M, sea v una curva
que une p con g. Consideramos P, el transporte paralelo a lo largo de la curva «, y decretamos positiva
en T,M la base {Py(e;)}i;. Notar que la orientacion en T, M asi obtenida no depende de la curva.
En efecto, si o es otra curva que une p con ¢, al considerar la base {P,(e;)}I;, se tiene para todo 1,
Py(e;) = (Py o P10 Py)(e;i), por lo que

Py(e1) N--- N Py(ep) = det(Py 0 Py1) Py(e1) A--- A Py(en).

8Se define O(T, M) como el conjunto de transformaciones lineales de T, M en T, M que preservan el producto interno
de T, M y se define SO(T, M) como el conjunto de transformaciones lineales de O(T, M) con determinante igual a 1.
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Por hipétesis Hol,(M) C SO(T,M). Notemos que la curva v~ 1o es un lazo en ¢ por lo que resulta
det(P,P,-1) = det(P,-1,) = 1 y asi ambas bases determinan la misma orientacién. Definimos una
n-forma nunca nula w mediante

wp==e1A---Nep, wg=P,(er)N---NPy(en), g€ M.

Dado que el transporte paralelo se obtiene como solucién de una ecuacién diferencial se verifica que w
es C™, y es claro que w es nunca nula.

(2) Recordamos primero algunos hechos sobre variedades producto.

Fijos p € My y ¢ € My, se definen i, : My — My x My por i4(p') = (P, q), e i, andlogamente.
Sean w1 y w9 las proyecciones al primer y al segundo factor, respectivamente. Entonces, se definen
F: Tle X Tqu — T(p,q)(Ml X Mg) y G : T(p,q)(Ml X Mg) — TpM1 X TqMQ por

F(u,v)(f) = u(f oiq) +v(f o ip),
G(v) = (dm(v),dma(v)).
Las aplicaciones F' y G resultan ser una inversa de la otra, y por lo tanto
Tp.q(My x M) = T, My x Ty Ms.
La métrica riemanniana producto se define por
(U, 0) pg) = (A1) () s (A7) (g V) + ((AT2) () U (AT2) (g 0)g, 50 € Ty (M X M),

Para hablar del transporte paralelo en la variedad producto M7 x M, necesitamos hablar de la derivada
covariante. Es sabido que la derivada covariante a lo largo de v = (7y1,72) asociada a la conexién de
Levi-Civita es

DV (DWVWy D*V,
dat  \ dt ' dt

La forma que tiene % implica que V; y V5 son campos paralelos si y sélo si V' = (V1, V) es paralelo. Esto

permite concluir que P, = (Py,, Py,). En efecto, si v € T,M; y w € T, My, entonces Py, (v) = Vi(t1)
y Py, (w) = Va(t1) donde Vi(ty) = v y Va(ty) = w. Por lo tanto el campo (Vi,Va) es paralelo y
(V1, Va)(to) = (v,w) = V(tp), donde V es el campo paralelo que se obtiene al trasladar paralelamente a
lo largo de «y el vector (v, w). Luego V = (Vi,Va) y asi Py (v,w) =V (t1) = (V1, Va)(t1) = (Py,v, Py,w).
Por dltimo, o = (01, 02) es un lazo en (p, q) si y sblo si o1 y o2 son lazos en p y en ¢ respectivamente.
Por lo visto acerca del transporte paralelo en una variedad producto, se tiene la afirmacion sobre la
holonomia. O

4. Relacién entre variedades compactas planas y grupos de Bieberbach

El objetivo principal de esta seccion es probar que si I' es un grupo de Bieberbach de M,,, entonces
R™ /T es una variedad compacta plana. Més ain, veremos que toda variedad compacta plana se obtiene
de esta manera. Esto nos permitird formular los teoremas de Bieberbach para variedades compactas
planas. Ademas, calcularemos el grupo de holonomia de R™/T.

Comenzaremos por darle estructura a R™/T".

Sea I' un subgrupo de Bieberbach de M,. En el Teorema 1.26 del Capitulo 1 hemos visto que la
proyeccién 7 : R™ — R™/I" es un cubrimiento. En particular = es un homeomorfismo local. Dotamos a
R™ /T de la tinica estructura diferenciable tal que 7 sea un difeomorfismo local.

Definimos una conexién V en R"/T' como sigue: sean g € R"/I" y p € R™ tales que 7(p) = ¢q. Sea U
entorno abierto de p tal que 7(U) es abierto y 7|, : U — 7(U) es un difeomorfismo. Denotamos a 7|,
por 7. Definimos

E -1
(VxY)q = (dﬂp(v(ﬂal)*X(WU )«Y)p, X, Y € X(U). (7)
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donde V¥ es la conexién euclidea de R™. Observemos que V es la conexién inducida de V¥ por el
difeomorfismo lel. Daremos una expresion en coordenadas para la férmula de la conexién definida
anteriormente. Notemos que (7(U), 7, = (21, ... ,¥,)) es un entorno coordenado alrededor de g. Sean

n n
(g )X = Z; aia%i|U y (mph)Y = Jz::l bja%j]U, donde a;,b; € C*°(U), entonces se cumple

0
) ;g (8)

, para ciertas funciones c;. Para averiguar

- 0b;

(V¥ :Z( aip )é?n
=1 \j=

1

Demostremos (8). Notemos que (dw)p% 71 Cj (q)a%j
! q

ck(q), evaluamos a ambos lados en zy, de lo que resulta

0 " oxy,
d — () 22k
(@l (o) = L i@
de donde
ck(q) = 9 (xg o)
k\q 87’1' » k
68” (rpom tomn)
= Oik-
Por lo tanto (dﬂ')par = ai_
‘lq

Ahora, podemos verificar que vale (8):

(VxY), = (dm), (vga e 2 baa)

=Y ailp)(dm)y Y (g’;f 8‘2 ;95 2 )

=1 =1 or; 87‘] »
" ob 0
= a’L _—
Z:ZI ®) (]Zl Or; lp Oz; q)
n n 0b; 0
= ai(p) =2 ) o

Veremos ahora que la conexién no depende de la eleccion de p. Sea p’ tal que 7(p’) = ¢, entonces resulta
p' = « - p para algin a = (A,v) € M, y denotamos a(p) := « - p. Sea V entorno abierto de a(p) tal
que Ty = 7T|V es un difeomorfismo. Si X € X(V'), entonces se cumple que

(dm)a(p) (7 )2 X )a(p) = X

Como se tiene la relacion 7o a = 7, entonces tenemos (dm)q(p) © (dv), = (dm),. Luego,

(dTr)oz(p) o (da)y ((Wﬁl)*X)p = (dﬂ)p((ﬂﬁl)*X)p = Xg.

Por unicidad del pushforward se tiene

()X )a(p) = (da)p (751 X)p = (0 (754 X))a)-
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Entonces,
(dﬂ)a(p) (vE )*X(Wal)*y)a(p) = (dﬂ)a(p)(vf*((ﬂal)*x)a*((WEI)*Y))a(p)-

(my !
No es dificil verificar, realizando la cuenta, que « es una isometria de R"™ como variedad riemanniana.
Esto implica, por la Proposiciéon 2.43, que vale

(vg*Xa*Y)oc(p) = (da)p(vJ)E(Y)p'
Usando esto, se tiene

(dﬂ)a(p) (vi((ﬂal)*x)a*((F(;l)*y))a(p) = (dﬂ')a(p) ((d@)p(vaal)*x(ﬂﬁl)*wp),

como 7 o a = T, resulta (dm),(p) © (da), = (dm), y por lo tanto
(dﬂ)p(vﬁrgl)*x(ﬂﬁl)*y)p-

En consecuencia, la definicion de V usando p 6 a(p) es la misma. Por lo tanto la conexién V es
independiente de la eleccién de p tal que w(p) = q.

1, Qué podemos decir acerca de la curvatura de la conexiéon V7 Por construccion, localmente en cada
. -1 . L S .
abierto 7(U) en R"/I" donde 7T‘U sea un difeomorfismo, la conexién V es la conexién inducida por la

conexién euclidea de R™ mediante 77{]1. Una consecuencia de este hecho, por el Lema 2.33, es que el
tensor de curvatura en 7(U) es nulo como el tensor de curvatura euclideo. Como la curvatura es una
nocion local y depende de los campos en los que se evaliia sélo en el punto por el Lema 2.30, resulta
que la conexion V es plana.

M4s atin, podemos equipar a R™/I" con una estructura de variedad riemanniana de modo tal que
la proyeccién candnica resulte una isometria local, en cuyo caso la conexién de Levi-Civita resultara
ser la conexién V. Procedemos como sigue: dados ¢ € R"/I" y u,v € T,(R"/T"), sea p tal que 7(p) = q.
Como 7 es un difeomorfismo local, (dr), es un isomorfismo para todo p € R™. Se define entonces

(u,0)g = {(dm); "u, (dm); o)y,
Notemos que la métrica estd bien definida, es decir que no depende del punto p tal que w(p) = ¢. En
efecto, sea p’ € R™ tal que 7(p’) = ¢. Luego existe v € T tal que p’ = v(p). Por lo tanto, se tiene que
() gyt (7)) ) ) = (T 0 7)1, 0 7)1 ) )
= <(d7);én) © (dﬁ);lua (d’Y);(;) © (dﬁ);lvh(p)
_ -1 -1
- <(d7’[‘)p U, (dﬂ-)p U>p'

Hemos usado que m oy = 7 en la primera igualdad y que v es una isometria de R"™ como variedad
riemanniana en la dltima igualdad. De aqui resulta la buena definicién. Por construccién de la métrica,
7 es una isometria local. Esta métrica en R™/I" se llama métrica inducida por el cubrimiento. Nos
preguntamos ahora cuéal es la conexiéon de Levi-Civita asociada a esta métrica. Como 7 es una isometria
local, en cada abierto 7(u) en R" /T’ donde 7r|(_]1 sea un difeomorfismo, resulta que la conexién V coincide
con la conexién de Levi-Civita. Como la conexion es local, en el sentido de la Proposicién 2.23, resulta
que la conexién de Levi-Civita de la variedad riemanniana R"/I" es precisamente la conexién V definida
en (8). Como hemos visto antes que V es plana, resulta que R"/T" es una variedad plana.

Resumiendo lo hecho en esta seccion, hemos probado que si I' es un subgrupo de Bieberbach de
M,,, entonces el espacio de érbitas R™/T" admite una estructura de variedad riemanniana tal que R" /T
resulta una variedad compacta plana. Un hecho sorprendente, aunque bastante mas dificil de probar,
es que vale la reciproca, es decir que toda variedad compacta plana es isométrica a una variedad de la
forma R™/T", con I" un subgrupo de Bieberbach de M,,. Probar este hecho requiere muchas definiciones
y teoremas que por cuestiones de espacio no podemos introducir, por lo que s6lo mencionaremos las
definiciones necesarias para comprender el enunciado del teorema.
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Uno de los aspectos més interesantes de la geometria diferencial es la relacién que existe entre
propiedades locales, es decir propiedades que dependen del comportamiento de la variedad en un entorno
de un punto, y propiedades globales que dependen del comportamiento de la variedad considerada como
un todo. Un ejemplo de esta relacién es el teorema que queremos probar. Combinando una propiedad
global (compacidad) con una propiedad local (variedad plana), se obtiene una restriccién global fuerte
sobre la variedad (isométrica a R™/T"). Una nocién global que serd necesaria en nuestro camino es la de
completitud. Para hablar de completitud previamente necesitamos introducir el concepto de geodésica.
Hablando brevemente, las geodésicas son una generalizaciéon de las rectas en el espacio euclideo, en el
sentido en que minimizan localmente la distancia entre dos puntos. No ahondaremos en sus propiedades
minimizantes, para un estudio profundo de ello, se puede ver por ejemplo [15, Capitulo 3.

DEFINICION 2.58. Sea M una variedad C'*° con una conexién afin V. Una curva v : [0,1] — M se
dice geodésica si el campo ' es paralelo a lo largo de v para todo ¢ € [0, 1], es decir Dd—;/ =

EJEMPLO 2.59. En R" con la conexién euclidea, las geodésicas son las rectas de la forma c(t) = at+b

con a,b € R. En efecto, si v : [0,1] — M es una curva con v'(t) = 37, ’ylf(t)ai”fw(t), entonces por la
féormula de la derivada covariante en R™ resulta DT;Z’L = ”yg (t)a%j R luego
D~

%:0 = V' =0 = y{t)=at+b = y(t)=at+b,

donde a = (ay, ... ,an),b= (b1, ... ,by).

Asumiremos de aqui en adelante que las variedades M son conexas.

DEFINICION 2.60. Una conexién afin V en una variedad M se dice completa si para todo p € M,
todas las geodésicas con punto inicial p estan definidas para todo ¢t € R. Una variedad riemanniana
conexa M se dice completa si su conexiéon de Levi-Civita es completa.

Un primer ejemplo de variedad completa, es R™ con la métrica euclidea, ya que las geodésicas de la
conexi6on euclidea son las rectas.

Una propiedad importante de variedades completas es que si M y N son variedades riemannianas
conexas y 7w : M — N es una isometria local, entonces M es completa si y sélo si N es completa. Vale
mencionar ademads, que toda variedad compacta (y conexa) es completa, este hecho es un corolario del
teorema de Hopf-Rinow, [15, Capitulo 7], en donde se caracterizan las variedades completas.

Enunciamos a continuacién el teorema? que permite caracterizar las variedades compactas planas.

TEOREMA 2.61. Sea M una variedad riemanniana completa y plana. Entonces M es isométrica al
espacio de orbitas R" /T, donde T es un subgrupo del grupo de las isometrias de R"™ que actia de manera
propiamente discontinua en R"™, y la métrica en R™ /T es la inducida por el cubrimiento w : R" — R™ /T.

OBSERVACIONES.

(1) En este teorema se habla de las isometrias de R” como variedad riemanniana. No obstante, se
puede probar'® que el conjunto de isometrias de R” como variedad riemanniana coincide con el
conjunto de isometrias de R™ que preservan la distancia euclidea, es decir M,,.

9Esta versién del teorema es un caso particular de [15, Capitulo 8, Proposicién 4.8] que caracteriza los espacios de
curvatura seccional constante.

10vrale el siguiente hecho general: sean f y g isometrias de M como variedad riemanniana. Si existe p € M tal que
f(p) =9(p) y (df)p = (dg)p entonces f = g.
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(2) Si M es una variedad compacta plana, por el Teorema 2.61, M es isométrica a R™/T" con la
métrica de cubrimiento, donde I' es un subgrupo cocompacto de M, que actia de manera
propiamente discontinua en R™, esto es, que I' es un subgrupo discreto y ademaés actiia de
manera libre, o equivalentemente es sin torsién. En conclusién, I' es un subgrupo de Bieberbach
de M,,. Notemos ademads, que el grupo fundamental de la variedad R™ /T es el subgrupo T..

(3) Si M es una variedad riemanniana completa, plana y ademéas simplemente conexa, entonces M
es isométrica a R™ con la métrica usual.

El teorema, junto con las observaciones, terminan por caracterizar las variedades compactas planas.
En conclusion, si I' es un subgrupo de Bieberbach de M,,, entonces el espacio de 6rbitas R™/T' con
su estructura de variedad riemanniana y métrica inducida por el cubrimiento 7 : R™ — R"/I" es una
variedad compacta plana. Reciprocamente, toda variedad compacta plana se obtiene mediante esta
construccion.

El estudio previo que hemos hecho de los grupos de Bieberbach en el Capitulo 1, nos ayudaréd a
entender ahora las variedades compactas planas.

Un ejemplo de esto es el grupo de holonomia de R /T, el cual es bastante simple. Recordemos que
hemos llamado grupo de holonomia de un subgrupo de Bieberbach de M, a la parte rotacional del
mismo. La eleccién de tal nombre se ve justificada en el siguiente teorema que serd de suma utilidad
para el Capitulo 4.

TEOREMA 2.62. Sea I un subgrupo de Bieberbach de M,,. Si consideramos la variedad riemanniana
R"™/T" con la conexién de Levi-Civita, entonces resulta

Hol(R"/T) = »(T'),
donde r: I' = O(n) es la proyeccion r((A,v)) = A.

DEMOSTRACION: Sean ¢ € R"/T' y p € R™ tal que 7(p) = ¢, y sea o un lazo en ¢. Queremos
entender cudl es la transformacién inducida por el transporte paralelo P,. Por la teoria de espacios de
cubrimiento, mas precisamente el teorema del levantamiento de curvas, existe una tnica curva ¢ en R™
con ¢(0) =py moc=o0.Como o es un lazo en ¢, entonces 7o ¢(0) = 7o ¢(1). Esto implica que existe
a = (4,v) € M, tal que a(c(0)) = ¢(1). Sea vy € Ty(R"/T") y sea (U, ¢) entorno coordenado en ¢ tal
que 7r|U es un difeomorfismo. Por la Proposicién 2.48, resulta

(dm)ery © Pe = Py o (dT)¢(0),
Como 7 o a = m, se tiene que
(dm)a(e(0)) © (da)e(o) = (dT)e(0)
de donde
(dm)e(1)y © Pe = Py o (dm)c(1) © (da)c(0)-
Por lo tanto,
Py(vo) = (dﬂ')c(l) oP.o (doz)c_(é) o (dﬂ')c_(i)(v()).
Bajo la identificacion T,R™ = R", el transporte paralelo P, en R" es la transformacién identidad y la
diferencial (da)g([l)) se identifica con A~!. Es decir que, intuitivamente, trasladar paralelamente en o es

simplemente multiplicar por la matriz A~!. Con esto en mente, definimos la aplicacién
¢ : Hol(R"/I") — r(T)

mediante ®(P,) = A~L.

Una vez que fijamos p € R"™ tal que 7(p) = ¢, como la accién de T" es libre, existe un tnico « tal
que a(p) = ¢(1), por lo tanto la aplicacién ® es inyectiva. A su vez, dada una matriz B~! en 7(I'), sea
¢ :[0,1] — R"™ el segmento que une p con el vector Bp € R™. Al proyectar la curva ¢ obtenemos un lazo
en ¢ tal que ®(Pro.) = B~'. Comprobamos a continuacién que es un morfismo de grupos: Sean o y o’
lazos en ¢, debemos determinar la matriz que induce el transporte paralelo P, o Py = Py
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Sean ¢ y ¢ los levantamientos de o y ¢’ con ¢(0) = ¢/(0) = p. Como o y ¢’ son lazos, existen
a, f € M, tales que ¢(1) = a(p) y d(1) = (p) respectivamente. Ahora, si consideramos v(t) = B(c(t)),
resulta que v es un levantamiento de o con v(0) = ¢/(1). Ahora, para ver la matriz inducida por la
transformacién P,, debemos encontrar el levantamiento del lazo o’c. Consideremos la concatenacién
v, la cual estd bien definida pues ¢/(1) = v(0). Esta curva ¢’y es un levantamiento de ¢’c que satisface

(d7)(0) = (0) =py (¢7)(1) = (1) = Ba(p). Luego
O(Py 0 Pyr) = ®(Pyrg) = (r(fa)) " = (r(B)r(a)) ™" = r(a) "'r(B) ™" = ®(Ps)®(Py).
Por lo tanto ® es un isomorfismo. O

Para concluir la secciéon y el capitulo, reinterpretaremos los teoremas de Bieberbach para grupos
de Bieberbach, en el contexto de variedades compactas planas. Antes de probar los teoremas, vamos a
mencionar ! algunos conceptos acerca de la teorfa de cubrimientos que ayudaran en la comprensién de
los mismos.

Sea m: (X ,Z0) — (X, z9) una aplicacién de cubrimiento entre espacios topolédgicos. En el caso en
que X sea simplemente conexo, el espacio X se dice el cubrimiento universal de X y resulta ser tinico
salvo cierta equivalencia. No siempre existe el cubrimiento universal de un espacio X, pero bajo ciertas
hipétesis (que nos basta saber que las variedades topolégicas conexas las cumplen) se puede construir
un cubrimiento universal X definiendo

X ={[y] | 7 es una curva en X que empieza en o},
donde [7] es la clase de equivalencia de homotopia de ~.

Teniendo el cubrimiento universal X, todos los demés cubrimientos de X pueden ser vistos como
cocientes de X, como sigue: si H C m (X, ) es un subgrupo, se define una relaciéon de equivalencia
en X de la siguiente manera. Dados [7],[y/] € X, definimos [y] ~ [y] si y s6lo si (1) = ~/(1) y
[Y/y~!] € H. Como H es un subgrupo, la relacién est4 bien definida y resulta que el espacio de 6érbitas
X /H es un cubrimiento de X con 7 (X' /H) = H. Se prueba que todo cubrimiento de X se construye

de esta manera.

Si el espacio X tiene cierta estructura adicional y X es un cubrimiento de X entonces podemos
transportar la estructura a X. Sea M una variedad C* conexa y m : M — M un cubrimiento. Entonces
M resulta automéaticamente un espacio de Hausdorff con base numerable y localmente euclideo. Ademas,
existe una tnica estructura diferenciable en M tal que 7 es un difeomorfismo local. En efecto, para
cada U parejamente cubierto de M con 71 (U) = U;c U, la estructura proviene de requerir que 7r|U,
sea un difeomorfismo para todo i € I. '

Si (M,(,)) es una variedad riemanniana podemos definir una métrica riemanniana en M como
sigue: sean p € M, u,v € T,M, definimos

(u, ) = ((dm)pu, (drm)po)M, .

Con esta métrica en M, la aplicacién de cubrimiento 7 resulta una isometria local. Esta métrica se
llama la métrica de cubrimiento y w se dice un cubrimiento riemanniano.

TEOREMA 2.63 (Bieberbach 1). Sea M wna variedad compacta plana. Entonces M admite un

cubrimiento riemanniano por un toro plano y el cubrimiento es una isometria local. Mds aun, el grupo
de holonomia Hol(M) es finito.

DEMOSTRACION: Al ser una variedad compacta plana, podemos considerar a M como R"/I", con
I" un subgrupo de Bieberbach de M,,. Sea A C T el reticulo de traslaciones. Como R" es el cubrimiento
universal de R"/T" cuyo grupo fundamental es I' se tiene que R"™/A es un espacio de cubrimiento de
R™/T. Més atn, el espacio R"/A admite estructura de cubrimiento riemanniano tal que la aplicacién
de cubrimiento es una isometria local. Por el primer teorema de Bieberbach, como A es un subgrupo

Hyrer [8] para un estudio profundo acerca de teoria de espacios de cubrimiento.
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abeliano libre finitamente generado, R™/A es un toro, y resulta plano pues la aplicacién de cubrimiento
es una isometria local. Por tltimo, hemos probado que Hol(M) = r(T) el cual, por el primer teorema
de Bieberbach es finito. O

TEOREMA 2.64 (Bieberbach 2). Sean M y N variedades compactas planas tales que w1 (M) = m(N).
Entonces existe una equivalencia afin entre M y N.

DEMOSTRACION: Consideramos a M y N como M = R"/m(M) y N = R"/m(N) con m (M) y
m1(N) subgrupos de Bieberbach de M,,. Supongamos que ¢ : 71 (M) — 71(N) es un isomorfismo. Por
el segundo teorema de Bieberbach existe a € A, tal que ¢(38) = aBa~! para todo 3 € 71 (M). Sean
ma y 7N las proyecciones de R™ en las variedades R" /m (M) y R™ /71 (N), respectivamente.

Definimos F': R™/m (M) — R" /71 (N) por

F(z) = (ryoao (my) H(x), = €R"/m(M).

Para verificar que est4 bien definida, sean # € 7,/ (z) y 8 € m(M). Como afa~! =~ € m(N), resulta
af = vya 'y asi
TN (af(Z)) = 7y (ya(T)) = TN (()).

Veamos que F' es una equivalencia afin. Al ser una composicién de difeomorfismos locales, resulta
F un difeomorfismo local. Ademés F' tiene una inversa G : R"/m(N) — R"/m(M) definida por
G(y) =myoato 775,1 (y). Notemos que de manera anédloga a la buena definicién de F' resulta la buena
definicién de G, teniendo en cuenta que o~ !fBa € 71 (M) para todo 3 € 71 (N). Al ser un difeomorfismo
local biyectivo, resulta un difeomorfismo.

Por ltimo, veremos que la conexién inducida por la conexién de N mediante F' coincide con la
conexion de M. Para eso debemos ver que

(dF)o(VV)q = (VEuFV)rg), €M, UV €X(M).

Realizamos los célculos, teniendo en cuenta que wp; v wn son isometrias locales. Sea p € R™ tal que
mm (p) = g, entonces

(dWN)a(p) o (da)p) (Vg]&l)*(](ﬂi/})*v)p

(
(
= (dWN)a(p)(VHX(F;;)*UO‘*(”541)*‘/)0‘(?)
(
(

N

(oGt T (T30 V D o)

Por lo tanto F' es una equivalencia afin. O

TEOREMA 2.65 (Bieberbach 3). Para cada n fijo existe una cantidad finita de clases de equivalencia
afin de variedades compactas planas de dimension n.

DEMOSTRACION. Dado n € N, si dos variedades compactas planas son equivalentes de manera afin,
entonces sus grupos fundamentales, los cuales son subgrupos de Bieberbach de M,,, son isomorfos.
Por el tercer teorema de Bieberbach, existe una cantidad finita de clases de isomorfismo de grupos de
Bieberbach. Esto fuerza a que la cantidad de clases de equivalencia afin de variedades compactas planas
sea finita. O



CAPITULO 3

Grupos de Lie con métricas invariantes a izquierda planas

En este capitulo nos introducimos en el mundo de los grupos de Lie y las dlgebras de Lie. Queremos
estudiar las métricas que son compatibles en algiin sentido con la estructura invariante a izquierda
del grupo. El objetivo principal del capitulo es estudiar la caracterizacién de los grupos de Lie que
admiten una métrica invariante a izquierda plana dada por Milnor [26]. Ademds, tratamos en la tltima
seccion con cierto detalle el concepto de unimodularidad, el cual posee cierta relacién con la existencia
de subgrupos discretos de cociente compacto en grupos de Lie. Veremos ademés ejemplos y algunos
criterios, ademéas de mostrar una construccién de la medida de Haar para grupos de Lie.

1. Resultados preliminares de grupos de Lie

A modo de introduccién y para presentar el lenguaje que utilizaremos en las proximas secciones,
introducimos los grupos de Lie. Mencionaremos los resultados que necesitamos para lo que sigue.

DEFINICION 3.1. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G' que posee una estructura de
grupo tal que las operaciones de grupo m : G x G — G e i : G — G dadas por m(g,h) = gh e
i(g) = g~ son C*° para todo g,h € G.

Se define la aplicacion Ly : G — G por
Ly(h) = gh.
Notar que L4 es una funcién C* pues L, es igual a la composicién de las funciones h — (g, h) — gh,
las cuales son C*°. Notar ademas que la funcién Lg-1 es una inversa diferenciable para L, por lo que
L, es un difeomorfismo de G. De manera andloga se define el difeomorfismo R, : G — G dado por
Ry(h) = hg.
Sera de fundamental importancia introducir las dlgebras de Lie para estudiar los grupos de Lie.

DEFINICION 3.2. Un dlgebra de Lie real es un R-espacio vectorial g junto con una operacién bilineal
[,]:9xg— g (llamada corchete) que satisface

(1) (Antisimetria)
(X, Y] = —[Y, X].
(2) (Identidad de Jacobi)
(X, Y], 2] + (Y, Z], X] + [[2, X], Y] = 0,
donde X,Y, Z € g.

EJEMPLO 3.3. Si M es una variedad C*°, el conjunto X(M) es un dlgebra de Lie (de dimensién
infinita) con la operacién [,] dada por el corchete de Lie. Esto es consecuencia de la Proposicién 2.14.

La importancia del concepto de algebra de Lie es que para cada grupo de Lie hay asociada un algebra
de Lie destacada de dimensién finita, cuyas propiedades reflejan ciertas propiedades del grupo. Por
ejemplo, los grupos de Lie simplemente conexos estdn completamente determinados (salvo isomorfismo)
por sus algebras de Lie. Por tanto, el estudio de estos grupos de Lie se reduce a estudiar sus algebras
de Lie.

47
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Describimos a continuacion el dlgebra de Lie asociada a un grupo de Lie, para la cual necesitaremos
del concepto de campos invariantes a izquierda.

DEFINICION 3.4. Un campo vectorial X en G se dice invariante a izquierda si
(dLg)hXh = Xgha g, heq.

En otras palabras, X es invariante a izquierda si X estd Lg-relacionado consigo mismo para todo g € G.

Notemos que un campo invariante a izquierda queda univocamente determinado por su valor en e,
pues Xy = (dLg)Xe. Denotamos por g al conjunto de campos vectoriales invariantes a izquierda en G,
el cual posee muchas propiedades interesantes.

PROPOSICION 3.5. Sea G un grupo de Lie y g el conjunto de campos invariantes a izquierda en G.
Valen las siguientes propiedades:

(1) Si X € g entonces X € X(G).
(2) El conjunto g es un subespacio vectorial de X(G) y es cerrado para el corchete de Lie.

(3) La aplicacion a: g — T.G definida por a(X) = X¢ es un isomorfismo de espacios vectoriales.

DEMOSTRACION: La prueba de (1) es un poco técnica, puede encontrarse en [24, Corolario 8.38].
Para (2), es facil verificar que g es un espacio vectorial. Por otro lado, g es cerrado para el corchete de
Lie por la Proposicién 2.15, dado que X esta Lg-relacionado con X si X € g. Por tltimo para (3), como
los campos invariantes a izquierda estan determinados por su valor en e, la aplicaciéon « es inyectiva.
Para ver la sobreyectividad, dado v € T,.G basta definir el campo X por X, = (dLg)ev. O

Esta proposicién nos dice que el conjunto g es un algebra de Lie, llamada el dlgebra de Lie de G.
Maés ain, g es de dimensién finita, con dimg = dim7T.G = dim G.

DEFINICION 3.6. Sea g un dlgebra de Lie. Un subespacio h C g se dice una subdlgebra si es cerrado
para el corchete en g. Un ideal en g es un subespacio h tal que [h,g] € h para todo h € b, g € g.

Un algebra de Lie particular pero sencilla que queremos introducir ahora es la siguiente. El espacio
euclideo R™ es un grupo de Lie bajo la operacién suma. Se verifica facilmente que los campos invariantes
a izquierda son simplemente los campos constantes, y por lo tanto el corchete entre dos de estos campos
es 0. Como espacio vectorial, esta adlgebra de Lie es isomorfa a R"™, por esta razén la denotaremos asi.
Esta algebra de Lie es un ejemplo de un tipo particular de algebras de Lie.

DEFINICION 3.7. Un é&lgebra de Lie g se dice abeliana si dados X,Y € g arbitrarios se cumple que
[X,Y]=0.

OBSERVACION. Si g es un dlgebra de Lie abeliana de dimensién n entonces g = R". En efecto,
dada una base {Xi, ..., X,} en g, la aplicacién ¢ : g — R™ definida por ¢(> a;X;) = Zai%b es un
isomorfismo. A

Una propiedad que nos sera de suma utilidad es que una base del dlgebra de Lie provee una base
de T,G para todo g € G.

LEMA 3.8. Sea {X1, ..., X,} una base de g, entonces el conjunto {X1|
T4G para todo g € G.

g ,Xn|g} es una base de
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DEMOSTRACION: Basta ver que el conjunto {X1] .. ,Xn]g} es linealmente independiente. Sean

9"
a; € R tales que Y7 ain'|g =0, luego

n n
0= Zai(dLg)eXi|e = (dLg)e(Z aiXi’e)_
i=1 i=1

Como (dLg)e es un isomorfismo, resulta 0 = >°7" 4 aZ-Xi|e = (311 aiXi)e. Como evaluar en e es un
isomorfismo y los campos Xy, ..., X, forman una base de g, resulta que a; = 0 para todo i. O

Pasamos ahora a estudiar homomorfismos de grupos de Lie y de dlgebras de Lie.

DEFINICION 3.9. Sean G y H grupos de Lie y sean g y b dlgebras de Lie. Una funcién ¢ : G — H
se dice un homomorfismo (de grupos de Lie) si ¢ es C*° y es homomorfismo de grupos. Si ademads ¢ es
un difeomorfismo, se dice que ¢ es un isomorfismo. Una funcién ¢ : g — h se dice un homomorfismo
de (dlgebras de Lie) si ¢ es una transformacion lineal que ademds satisface [p(X), ¢(Y)] = ¢([X,Y]),
para X,Y € g arbitrarios. Si ademéas ¢ es una funcién biyectiva, se dice que @ es un isomorfismo.

Todo homomorfismo de grupos de Lie induce un homomorfismo de algebras de Lie de la siguiente
manera: si ¢ : G = H es un homomorfismo, definimos el homomorfismo inducido dyp : g — h mediante
X — dp(X) donde dp(X) es el tnico campo invariante a izquierda tal que (dp(X))e = (dp)eXe.

Los homomorfismos ¢ y dp estan relacionados. Por ejemplo, una propiedad inmediata es que si
 es un isomorfismo de grupos de Lie entonces dyp es un isomorfismo de algebras de Lie. Un hecho
sorprendente es que se puede construir un homomorfismo de grupos de Lie a partir de un homomorfismo
de élgebras de Lie (lo cual suena mucho més complicado), como lo muestra el siguiente teorema.

TEOREMA 3.10. Sean G y H grupos de Lie con dlgebras de Lie g y b respectivamente, y supongamos
que G es simplemente conexo. Sea 1 : g — b un homomorfismo, entonces existe un dnico homomorfismo
p:G— H tal que dp = 1.

DEMOSTRACION: La demostracién no es sencilla, requiere muchos teoremas previos. No obstante,
una demostracion puede encontrarse en [38, Teorema 3.27]. (]

COROLARIO 3.11. Sean G y H grupos de Lie simplemente conexos con dlgebras de Lie g y b
respectivamente. St g = b, entonces G = H.

Debido al Teorema de Ado, dada un algebra de Lie g siempre existe un grupo de Lie, en particular
simplemente conexo, con algebra de Lie g.

Definimos ahora un elemento importante que relaciona un grupo de Lie con su algebra de Lie, que
es la aplicacién exponencial, la cual resulta ser una generalizacién a grupos de Lie arbitrarios de la
exponencial matricial.

DEFINICION 3.12. Sea G un grupo de Lie y sea g su dlgebra de Lie. Dado X € g, la aplicacién
)\d% — AX es un homomorfismo del algebra de Lie de R en g. Puesto que R es simplemente conexo,
existe por el Teorema 3.10 un tinico homomorfismo

expy : R =G
tal que
d
d A—) = 2X.
expx dr)

En otras palabras, t — expx(t) es el tinico homomorfismo ¢ : R — G cuyo vector tangente en 0 es X..
Se define la aplicacion exponencial
exp:g— G
mediante
exp(X) = expy(1).
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Listamos unas pocas propiedades de la funcién exponencial que nos servirdn més adelante en este
capitulo. Una demostracién puede encontrarse en [38, Teorema 3.31 y 3.32].

LEMA 3.13. Sea X un elemento del dlgebra de Lie g del grupo de Lie G. Entonces
(1) Para cadat € R se tiene exp(tX) = expx (t).

(2) Dados t1,tz € R arbitrarios, se cumple exp((t1 +1t2)X) = (exp(t1.X))(exp(t2X)). En particular,
notar que sit € R, entonces (exp(tX))~! = exp(—tX).

(3) La aplicacion exponencial exp : g — G es C™ y exp es un difeomorfismo entre algin entorno
abierto del 0 en g y algun entorno abierto de e en G.

(4) Sea ¢ : G — H un homomorfismo. Entonces

0 expy = expy o dip.

Lo 1ltimo que queremos mencionar sobre la aplicaciéon exponencial es que en el caso particular de
que G es un grupo de Lie conexo, todo elemento puede escribirse como un producto de exponenciales.
Esto es gracias a la siguiente proposicién cuya prueba puede encontrarse en [38, Proposicién 3.18]

PROPOSICION 3.14. Sea G un grupo de Lie conexo, y sea U un entorno abierto de e. Entonces
G = Uy U™ donde U™ consiste en todos los productos de n elementos de U.

OBSERVACION. Combinando la proposicién anterior con (1) del Lema 3.13, obtenemos que si G es
un grupo de Lie conexo entonces todo elemento g € G puede escribirse de la forma

g =exp(Xy) ... exp(Xy)
donde X4, ..., X, €g. A

Para concluir esta seccién de preliminares, introduciremos la representaciéon adjunta.

Sea V' un espacio vectorial sobre R o sobre C. Entonces el conjunto Aut(V) formado por todas
las transformaciones lineales T : V' — V' que son isomorfismos posee una estructura de grupo de Lie,
y su algebra de Lie asociada es el conjunto End(V') formado por todas las transformaciones lineales
T :V — V. Nos serd tutil para mas adelante describir concretamente la aplicacién exponencial en este
caso,

exp : End(V) — Aut(V),
la cual estd dada por la exponenciacién de endomorfismos. Si T € End(V'), entonces

o0 Tn
eXp(T) = Zl Ha
n—=
donde T" =T o ... oT y T° = Id. Una propiedad importante que usaremos es que
det(el) = (1),

DEFINICION 3.15. Un homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — Aut(V') para algin espacio vectorial
V se dice una representacion de G. Un homomorfismo de algebras de Lie ¢ : g — End(V) se dice una
representacion de g.

La representacion adjunta serd un caso particular del concepto de representacién inducida por una
accion a izquierda.

DEFINICION 3.16. Sea M una variedad C> y sea G un grupo de Lie. Una funcién diferenciable
uw:Gx M — M tal que

p(gh,m) = p(g, p(h,m)), p(e,m)=m, parag,hcG, me M,

se llama una accion o izquierda de G en M.
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Sip:Gx M — M es una accién a izquierda de G en M, entonces para g € G fijo, la aplicacién
g definida por pg(m) = p(g, m) es un difeomorfismo. Tenemos el siguiente teorema sobre acciones a
izquierda.

TEOREMA 3.17. Sea p: G x M — M una accion a izquierda de G en M. Sim € M es un punto
fijo por la accidn, es decir pg(m) = m para todo g € G, entonces la aplicacion ¢ : G — Aut(1,, M)
definida por ¢(g) = (djg)m es una representacion de G.

DEMOSTRACION: ¢ es un homomorfismo pues si p € M se tiene que
tgn(p) = p(gh, p) = p(g, tn(p)) = pg(pa(p)) = (kg © pn)(P),
por lo que
(b(gh) = (d:ugh)m = (d:ug)uh(m) © (duh)m = (d:ug)m o (dﬂ'h)m = ¢(g) © ¢(h)

La demostraciéon de que ¢ es C* puede verse en [38, Teorema 3.45]. O

Ahora, un grupo de Lie G actiia en si mismo a izquierda por conjugacion:
C:GxG—G, Cg,h)=ghg™=C,h).
La identidad es un punto fijo de esta accién, por lo que la aplicacién
g (dCy)e
es una representacion de G en Aut(7.G). Esta es llamada la representacion adjunta y es denotada por
Ad: G — Aut(T.G).

Denotamos al homomorfismo inducido por Ad por ad. A menudo denotaremos Ad(g) por Ad, y ad(X)
por adx. Por las propiedades de la exponencial tenemos la relacién

Adoexp = expoad.
Ademas, también por el diagrama conmutativo de la exponencial tenemos que
exp(t Ady (X)) = Cyexp(tX)) = gexp(tX)g "
Lo dltimo que queremos mencionar es que hay una manera sencilla de calcular la representacion

adjunta de algebras de Lie. La demostraciéon de la siguiente proposicién involucra flujos de campos y
la derivada de Lie, por lo que no la incluimos aqui.

PROPOSICION 3.18. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g, y sean X,Y € g. Entonces
ady Y = [X,Y].

2. Meétricas riemannianas invariantes a izquierda

En esta corta seccion introducimos la definicién y algunas propiedades bésicas de las métricas
invariantes a izquierda en un grupo de Lie GG, y enunciamos un criterio preciso de cuando una tal
métrica es plana. La demostraciéon se pospondrd hasta la tltima seccién, cuando se tengan todas las
herramientas necesarias para realizar la misma.

DEFINICION 3.19. Una métrica riemanniana en un grupo de Lie G se dice invariante a izquierda si
para todo g € G se cumple que

(u,v)p, = ((dLg)pu, (dLg)nv)gn, u,v € T4G, h € G.

En otras palabras la métrica (,) es invariante a izquierda si la traslacién a izquierda Ly es una isometria
de G en G para todo g € G. Andlogamente una métrica riemanniana en G se dice invariante a derecha
si la traslacién a derecha R, es una isometria para todo g € G.
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OBSERVACION. Si (,) es una métrica invariante a izquierda en un grupo de Lie G, entonces la
variedad (G, (,)) es homogénea, es decir que dados g, h € G arbitrarios, existe una isometria que lleva
g en h. Se prueba que una variedad riemanniana homogénea es completa. Por lo tanto, todo grupo de
Lie G con una métrica invariante a izquierda es completo como variedad riemanniana. A

OBSERVACION. Existe una correspondencia entre el conjunto de métricas riemannianas invariantes
a izquierda en G y el conjunto de productos internos en g. En efecto, sea (,) una métrica riemanniana
invariante a izquierda en G, entonces (). define un producto interno en g dado por

<X, Y) = <Xea YVe)&
Reciprocamente sea (,) un producto interno en g. Dados g € G y u,v € T4G definimos
(u,v)g = (X,Y)

donde X e Y son los tinicos campos invariantes a izquierda tal que X, = (dLg),'uy Y, = (dLg); v,
respectivamente. La métrica es invariante a izquierda pues

((dLg)pu, (dLg)pv)gn = (X,Y),

con
Xe = (dLgn),p © (dLg)nu = (dLp-1)p o (dLg-1)gn o (dLg)pu = (dLy-1)pu,
y, de manera analoga, Y. = (dL;-1)v, por lo que (X,Y) = (u,v)p. A

Sea I" un subgrupo discreto de un grupo de Lie G. Veremos que una métrica riemanniana invariante a
izquierda en G permite definir una métrica riemanniana en el espacio cociente I'\G que preserva ciertas
propiedades de G como por ejemplo la curvatura.

Primero necesitamos que el espacio cociente sea una variedad diferenciable, lo cual esta asegurado
por el siguiente teorema.

TEOREMA 3.20. Sea H un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G. Entonces el espacio de coclases
a izquierda G/H es una variedad topoldgica de dimension igual a dim G — dim H y posee una unica
estructura diferenciable tal que la proyeccion m: G — G/H es diferenciable y (dm)y es suryectiva para
todo g € G.

Una demostracién puede hallarse en [24, Teorema 21.17]. Este teorema vale andlogamente para el
conjunto de coclases a derecha.

En el caso en que I' sea un subgrupo discreto de un grupo de Lie, resulta I' autométicamente
cerrado por ser G un espacio de Hausdorff, por lo que el espacio cociente I'\G es una variedad. Mas
aun, como I es discreto, tenemos que

dim(I'\G) = dim G — dim I" = dim G,

por lo que (dm), es un isomorfismo para todo g € G. Entonces, por el teorema de la funcién inversa
para variedades, la proyecciéon resulta un difeomorfismo local. Construimos una métrica riemanniana
en I'\G para que 7 resulte una isometria local: Sea g € G, dados u,v € T, m(g) L \G, definimos

<ua U>7r(g) = <(d77)g_1u7 (dw)g_I'U)g'

Esta construccién es la misma que cuando construimos una métrica riemanniana en la variedad R /T’
donde I' era un subgrupo de isometrias de R™. De manera analoga, en este caso la buena definicién de
la métrica se sigue de que para todo v € I' se tiene m o L, = 7 y de que la traslacién a izquierda L,
es una isometria de G. Por construccion de la métrica, es claro que 7 es una isometria local, y resulta
entonces que la curvatura de I'\G es idéntica a la curvatura de G. Esto nos dice que si G es un grupo
de Lie con una métrica invariante a izquierda plana, al cocientar por subgrupos discretos obtendremos
variedades planas. El caso en que I'\G es compacto serd de particular interés.

Pasamos ahora a estudiar métricas invariantes a izquierda que sean planas, siempre considerando
la conexion de Levi-Civita en G.
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OBSERVACION. Si G es un grupo de Lie abeliano, entonces cualquier métrica invariante a izquierda
es plana. Esto se deduce de los dos siguientes hechos:

Primero, si G es abeliano entonces g es un algebra de Lie abeliana. Una manera de ver esto es
considerar la representacion adjunta. Como el automorfismo Cj es la funcién identidad del grupo para
todo g € G, resulta que Ad(g) = (dCy). = Id para todo g € G. Asi, [X,Y] =adx Y = (dAd)xY =0,
pues Ad es una funcién constante por lo que su diferencial es nulo.

Segundo, si (,) es una métrica invariante a izquierda en G, y X,Y son campos invariantes a
izquierda, entonces la funcién (X,Y’) es constante. En efecto,

(X,Y)g = <X97Yg>g = <(dLg)eXev (dLg)eYe>g = (Xe, Ye)e = (X, Y)e.
Observamos la férmula de Koszul. Dados X,Y, Z € X(G), tenemos

Si XY, Z € g, por los dos hechos del parrafo anterior resulta (VxY, Z) = 0, por lo que R(X,Y)Z = 0.
Si XY, Z € X(G) son arbitrarios, como R es C°°(G)-trilineal, desarrollando X, Y, Z en términos de la
base de campos invariantes a izquierda, resulta R(X,Y)Z = 0. Esto dice que el tensor de curvatura R
es idénticamente nulo, por lo que la métrica (,) es plana. A

Hemos visto en el capitulo anterior que una variedad riemanniana completa es plana si y sélo
si es isométrica a una variedad de la forma R"/I', donde I' es un subgrupo de las isometrias de R"
que actia de manera propiamente discontinua en R™, y la métrica es la inducida por el cubrimiento
7:R™ — R"/T. En el caso de un grupo de Lie G con una métrica invariante a izquierda (,) existe un
criterio dado por Milnor [26] para decidir si la variedad (G, (,)) es plana.

TEOREMA 3.21. Un grupo de Lie admite una métrica invariante a izquierda plana st y soélo si
su dlgebra de Lie se descompone como una suma directa ortogonal b & u, donde b es una subdlgebra
abeliana, u es un ideal abeliano y la transformacion lineal ady es antisimétrica para todo b € b.

Para demostrar este teorema, necesitamos establecer algunos hechos sobre métricas bi-invariantes,
por lo que posponemos la prueba hasta la tltima seccion.

3. Grupos de Lie unimodulares

En el dltimo capitulo estudiaremos la existencia de subgrupos discretos cocompactos en ciertos
grupos de Lie. Una condicién necesaria para que estos reticulos existan es que el grupo sea unimodular.
El objetivo de esta seccion serd probar esta condicién de necesidad, asi como también dar algan criterio
para la unimodularidad y ejemplos de grupos de Lie unimodulares.

La unimodularidad estd relacionada con el concepto de medida de Haar, el cual introducimos
a continuacién, y mostramos una construccién para la misma en grupos de Lie a partir de formas
invariantes a izquierda.

DEFINICION 3.22. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. Se dice que una medida p en
G es:

= Regular, si
w(E) =sup{u(K) : K C E, K compacto},
donde E C G es un abierto y,
w(S) = inf{u(A) : S C A, Aabierto},
donde S C G es un conjunto de Borel de G.

= Localmente compacta si todo conjunto compacto de G' posee medida finita.
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Una medida de Haar a izquierda en G es una medida no nula p definida sobre la o-dlgebra de Borel
de G que es regular, localmente compacta e invariante a izquierda, es decir u(gE) = u(E) para todo
conjunto E de Borel de G.

Se sabe que todo grupo topolédgico localmente compacto admite una medida de Haar a izquierda
y mas aun, es Unica salvo multiplos positivos. En el caso particular de grupos de Lie, mostraremos la
existencia de una medida de Haar a izquierda a partir de formas invariantes a izquierda. Necesitaremos
de la nocién de pullback de formas. Sean F': M — N una funcién diferenciable y £ € N. Si w es una
k-forma diferenciable en N, se define una k-forma diferenciable en M mediante

(F*(w))p(vl, . ,’Uk) = wF(p)((dF)pvl, e (dF)p’Uk), peEM, v, ..., v € TpM.
DEFINICION 3.23. Una k-forma w en G es invariante a izquierda si Ljw = w para todo g € G.

PROPOSICION 3.24. Para todo grupo de Lie G de dimensién n existe una n-forma nunca nula' que
es invariante a izquierda, y es unica salvo una constante multiplicativa.

DEMOSTRACION: Sea {e1, ... ,e,} una base de T.G, y sea {el, ... e"} su base dual. Entonces
we=¢elA...Ae" € AYTFG) — {0}. Definimos una n-forma w nunca nula en G dada por
wg(v1, - ) = we((dLg-1)gv1, -, (dLg-1)gvn), V1, ... ,0n € T,M.
Es invariante a izquierda pues
(Lyw)n(vi, - ..y vn) = wen((dLg)va, - .., (dLg)vn)
= we((dLp-1)v1, ..., (dLp-1)vn)
= wh(vlv ce 7vn)'

M4s atin, supongamos que w’ es otra n-forma invariante a izquierda en G. Como dim A™(TFG) = 1,

existe una constante no nula C' tal que w, = Cw,. Por la invarianza a izquierda, para cualquier g € G
. ;o

se tiene que wy = Cuwy. O

Si M es una variedad orientada de dimensién n, existe una nocién de integracién que involucra
formas diferenciables, ver por ejemplo [24, Capitulo 16]. Sea w una n-forma diferenciable en M nunca
nula fija, una tal w es llamada una forma de volumen para M. Puede definirse [,, fw para toda f en el
espacio C.(M) de funciones continuas con soporte compacto en M, y asi se obtiene un funcional lineal
[ — [y fwen C.(M). Dada w otra forma de volumen, cambiando w’ por —w’ podemos suponer que w’
es positiva, es decir que w’ = cw con ¢ > 0. En el caso que w sea positiva, el funcional lineal f — [, fw
es positivo en el sentido en que f > 0 implica [, fw > 0. Por el teorema de representacién de Riesz
existe una medida de Borel dpu,, en M tal que [, fw = [, f(z)du,(x) para toda f € C.(M).

Para poder concluir que una medida de Haar en un grupo de Lie siempre existe, necesitamos de la
nocioén de funciones que preserven orientacién. Notemos que si F': M — N es un difeomorfismo y w es
una forma de volumen en N, entonces F*w es una forma de volumen en M.

DEFINICION 3.25. Sean M y N variedades de dimensiéon n orientadas y sea F' : M — N un
difeomorfismo. Decimos que F' preserva orientacién si para toda forma de volumen w positiva en IV,
se satisface que F*w es una forma de volumen positiva en M. Andlogamente, F' revierte orientacion si
F*w es una forma de volumen negativa en M.

La propiedad importante que utilizaremos de los difeomorfismos que preservan orientacién es la
siguiente. Una demostracién puede encontrarse en [23].

lEn particular, todo grupo de Lie es orientable.
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PROPOSICION 3.26. Sean M y N wvariedades de dimension n orientadas y sea F : M — N un
difeomorfismo. ST w es una n-forma C* en N, entonces

/ fw = i/ (foF)F*w, f e Cu(N),
N M
de acuerdo a st F' preserva o revierte orientacion respectivamente.

Con todo lo hecho, ya podemos probar que en un grupo de Lie G una medida de Haar a izquierda
siempre existe.

TEOREMA 3.27. 57 G es un grupo de Lie de dimension m, entonces G admite una forma de volumen
w tnvariante a izquierda. Por lo tanto G puede ser orientado de manera que w es positiva, y asi w define
una medida de Borel duy no nula en G que resulta ser una medida de Haar o izquierda.

DEMOSTRACION: Hemos visto en la Proposicién 3.24 que w siempre existe y que G puede ser
orientado de manera que w resulte positiva. Sea dy; la medida asociada tal que [ fw = [, f(z)du(x)
para toda f € C.(G). Como w es invariante a izquierda, Ly es un difeomorfismo que preserva orientacion
para todo g € G, luego por la Proposicién 3.26 tenemos

| Heodu@ = [ f@duta (9)

para toda f € C.(G). Si K es un conjunto compacto, podemos aplicar (9) al conjunto de funciones
continuas de soporte compacto que son mayores o iguales a la funcién caracteristica de K. Tomando el
infimo, resulta que dy; (9K ) = dp(K) para todo g € G. Como G posee una base numerable, la medida
dyy es automdticamente regular, y asi du;(gF) = du(F) para todo g € G y para todo E conjunto de
Borel en G. O

Este teorema muestra que todo grupo de Lie G admite una medida de Haar invariante a izquierda.
Maés atn, se prueba que la medida de Haar es tnica salvo miltiplos positivos.

De manera andloga a como hemos definido una medida de Haar a izquierda en grupos topoldgicos
localmente compactos, andlogamente se define una medida de Haar a derecha en G como una medida
no nula p definida sobre la o-algebra de Borel de G que es invariante a derecha, es decir u(Eg) = p(F)
para todo conjunto E de Borel de G.

Queremos destacar una propiedad importante de la medida de Haar, y es que si f € C.(G) satisface
f >0 pero f no es idénticamente nula entonces [ fdu > 0.

Ahora, pasamos a introducir la funcién modular. Si 4 es una medida de Haar a izquierda en G, se
define p9(F) = u(Eg), esta medida p9 también resulta ser una medida de Haar a izquierda, por lo que
w=cud con ¢ > 0. Esto da lugar a una funcién A : G — R tal que u(E) = A(g)u?(E), A se llama
la funcion modular.

PROPOSICION 3.28. Toda medida de Haar a izquierda en G es también una medida de Haar a
derecha si y solo si A = 1.

DEMOSTRACION: Dadas p medida de Haar a izquierda en G y f una funcién integrable en G,
siguiendo la demostracién del Teorema 3.27 se puede probar que p es una medida de Haar a derecha si
y slo si [ f(gh)du(g) = [ f( . Por lo tanto basta probar que

/fghdu /f Ydu(g), para todo h € G.
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Sea Xg la funcién caracteristica de F, entonces

/ Xg(gh)du(g) = / Xgn-1(9)du(g)
G G

= w(EL™Y) = A(h)u"(ERY)
= A(h)u(E)

— A() /G X5 (9)dp(g),

para todo E conjunto de Borel de G. La afirmacion se sigue aproximando por combinaciones lineales
de funciones caracteristicas, y por lo tanto queda probada la proposicion. O

DEFINICION 3.29. Un grupo topoldgico localmente compacto G se dice unimodular si toda medida

de Haar invariante a izquierda en G es invariante a derecha. Equivalentemente, si la funcién modular
A : G — Ry satisface que A = 1.

En el caso de los grupos de Lie, existe una férmula precisa para la funcién modular.

LEMA 3.30. Si G es un grupo de Lie, entonces la funcion modular para G estd dada por

A(g) = [det(Ad(g))|-

DEMOSTRACION: Supongamos que dim G = n. Sea w una forma de volumen invariante a izquierda
positiva. Sean g,h € G, X € X(GQ) y f € C*(G). Entonces, se tiene que

((dRg—1)nXpn)f = (Adg X)pg—1 f-

En efecto, v(t) = hexp(tX) es una curva tal que v(0) = h y 7/(0) = (dLp)eXe = Xp. Luego

(AR, )nXi)f = 2| f(hexp(tX)g™)

o dt ‘tz()
d
2| oy

=2 ‘tzof(hg_1 exp(t Adg X))
= (Ady X)pg-1 f-

En conclusién (dRg-1),Xp = (Adg X)pg-1. Con esto podemos calcular (R} _,)w como sigue:

(R w)n(X1, o s Xn)h = wngt (ARy- 1 )n X1 -+, (dRg1)3 X
— g1 (Ady X1, ... Ady Xp)pg1
— (det(Ady))wpg—1 (X1 - Xn)pg—t
= (det(Ady))wn(X1, -, Xp)n.

En la dltima igualdad hemos usado que si w es una k-forma invariante a izquierda y Xi, ..., X
son k campos invariantes a izquierda entonces la funcién w(X7, ..., Xg)(g9) — we(X1] , ... ,Xk|g) es
constante.

g’
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Por lo tanto R} _,w = (det(Ady))w. Usando esto, resulta que si det(Ad,) > 0, entonces R,-1 preserva
orientacion, y asi

(det(Ady) [ F@)dpu(z) = (det(ady) [ fo

y asi det(Ady) = A(g). Si det(Ady) < 0, entonces R,-1 revierte orientacion, de lo que se obtiene
det(Ady) = —A(g). En conclusion A(g) = | det(Ady)|. O

COROLARIO 3.31.
(1) La funcion modular A : G — Rsg es un homomorfismo de grupos de Lie.

(2) Los grupos abelianos son unimodulares.

(3) Los grupos compactos son unimodulares.

DEMOSTRACION: (1) es claro. Para (2), es claro que toda medida de Haar en G invariante a izquierda
es invariante a derecha, por lo tanto G es unimodular. Para (3), notar que A(G) es un conjunto compacto
del grupo (Rsg,-), por lo que debe ser el conjunto {1}. En efecto, si a € A(G) y a # 1 entonces la
sucesion {ap,}52; definida por a, = a’ no posee una subsucesiéon convergente ya que lim a*=0o0

n—,oo
lim a™ = o0, lo cual es un absurdo. U

n—oo

Para grupos de Lie, tenemos el siguiente criterio de unimodularidad en términos del algebra de Lie.
LEMA 3.32. Un grupo de Lie conexo G es unimodular si y sélo si tr(ady) = 0 para todo X € g.
DEMOSTRACION: Sea X € g, se tiene la relacion

\det(Ad(exp(X)))] _ ]det(eadx)\ _ ‘etr(adx)‘ _ etr(adx).

tr(adx)

=) Si G es unimodular, entonces 1 = e para todo X € g, por lo que tr(adx) = 0.

<) Si tr(adx) = 0 para todo X € g, entonces det(Ad(exp(X))) = 1 para todo X € g. Pero al ser
G conexo, todo elemento de G puede ser escrito como g = exp(X1) ... exp(X,) para X1, ..., X, € g.
Luego

det(Ad(g)) = det(Ad(exp(X7)...exp(X,))) = det(Ad(exp(X1)))...det(Ad(exp(X,))) =1,

por lo que G es unimodular. O

Un ejemplo de algebra de Lie que satisface este criterio es un algebra de Lie nilpotente, ya que
adg es nilpotente si g lo es, por lo que adx es una transformaciéon nilpotente para todo X € g, y esto
implica que tr(adx) = 0.

Para finalizar la seccién, probamos un interesante criterio de unimodularidad relacionado con la

existencia de subgrupos discretos tal que el cociente posee una medida invariante a izquierda finita.

En general, si G es un grupo topoldgico localmente compacto y I" es un subgrupo discreto, se puede
definir una nocién de volumen en el cociente I"\G usando un dominio fundamental para la acciéon de I'

en G.
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DEFINICION 3.33. Sea GG un grupo topoldgico localmente compacto. Dado un subgrupo discreto I’
de G, un dominio fundamental para I'\G' es un conjunto de Borel F' de G tal que UyervF = Gy

NEF Ny F =0 siy #7o.

OBSERVACION. Si G es un grupo topoldgico localmente compacto que posee una base numerable,
siempre existe un dominio fundamental para I'\G. En efecto, como I" es un subgrupo discreto de G,
existe un conjunto abierto V' C G que contiene al elemento neutro tal que VN I" = {e}. Como G
es un grupo topolégico, existe un entorno abierto U que contiene a e tal que UU~! C V. Luego si
v1 # 72 € I', entonces y1U N~U = ), pues si x € y1U N~2U, entonces

T ="up = y2u2,
por lo que 71_13:3:*172 € UU' C V, es decir que 71_172 e I'nV = {e}, luego y2 = 71. Como G
posee una base numerable, cualquier cubrimiento abierto de G posee un subcubrimiento numerable, y
como {Ug : g € G} es un tal cubrimiento, existe una sucesién {g,}5°; C G tal que G = U2, Ugy,.

Finalmente, sea
o0
F=J (Ugn -U FUgi> :

n=1 <n

Puede verificarse que F' es un dominio fundamental para I'\G. A

PROPOSICION 3.34. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto con una base numerable y sea
w una medida de Haar a izquierda en G. Entonces para cualquier subgrupo discreto I' de G existe una
medida inducida en I'\G.

DEMOSTRACION: Sea 7 : G — I'\G la proyeccion al cociente y sea F' un dominio fundamental para
la accién de I' en G. Entonces por definicién del dominio fundamental 7| pi =T \G es inyectiva.
Definimos una medida v en I'\G por v(B) = u(FN7~%(B)), donde B es un conjunto de Borel de I'\G.
Veamos que esta medida inducida es independiente de la eleccién de F. Sean F y F’' dos dominios
fundamentales. Basta ver que u(F N A) = pu(F' N A) para cualquier conjunto A C G que sea invariante
por I'. Tenemos que

FNA=Uy,ervyF' NFNA,

luego
p(FNA) =Y p(yF'NFNA) =Y wF Ny 'FnytA) => uy 'FNF' nA) = u(F NA).
yer yer ver
Por lo tanto la medida inducida estd bien definida. O

DEFINICION 3.35. Sea p una medida de Haar en un grupo topoldgico localmente compacto G. Un
subgrupo discreto I' de G se llama un reticulo si p/(I'\G) es finita, donde p’ es la medida inducida en
I'\G. Equivalentemente I es un reticulo si u(F') < oo para todo F' dominio fundamental de I'.

En el capitulo siguiente trabajaremos con reticulos tal que el cociente I'\G sea compacto. A este
tipo de reticulos se los define de manera frecuente como reticulos uniformes.

Es bien sabido que para que G admita un reticulo se necesita que G sea unimodular. Probaremos
esto a continuacién para finalizar la seccion.

PROPOSICION 3.36. Si un grupo topoldgico localmente compacto G admite un reticulo I' entonces
G es unimodular.

DEMOSTRACION: Sabemos que existe un dominio fundamental F tal que 0 < u(F) < oo. Para cada
g € G el conjunto Fg también es un dominio fundamental, por lo que u(Fg) = u(F') para todo g € G,
esto resulta por la definicién de la medida inducida en I'\G. Ahora, segin la definicién de la funcién
modular, se tiene para cada E conjunto de Borel de G,

A(g)pd(E) = n(E),
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donde p9(E) = p(Eg). Luego A(g)pd(F) = u(F) = p(Fg) = p9(F), como 0 < u(Fg) < oo para todo
g € G por ser Fg dominio fundamental, resulta A = 1 y por lo tanto G es unimodular. O

4. Meétricas bi-invariantes

Algunos grupos de Lie poseen una métrica que no es sélo invariante a izquierda, si no que también
es invariante a derecha.

DEFINICION 3.37. Una métrica riemanniana en G se dice bi-invariante si es invariante a izquierda
e invariante a derecha.

En esta seccién desarrollaremos la teorfa de métricas bi-invariantes, siguiendo el Capitulo 7 de [26],
con la cual podremos concluir el capitulo probando el criterio que caracteriza las métricas invariantes
a izquierda planas. Veremos que la condicién de admitir métricas bi-invariantes es bastante restrictiva
para el grupo de Lie G. Primero daremos un criterio en términos del algebra de Lie que caracteriza las
métricas invariantes a izquierda que también son invariantes a derecha. Necesitamos un lema previo.

LEMA 3.38. Una métrica invariante a izquierda en un grupo de Lie G es a su vez invariante a
derecha si y solo si para cada g € G, la transformacion lineal Ady : g — g es una isometria lineal
respecto al producto interno inducido en el dlgebra de Lie g.

DEMOSTRACION: Sea g € G arbitrario. Notemos que la conjugacién Cj es igual a la composicién
de una traslaciéon a derecha con una traslacién a izquierda, mas precisamente Cy = Ly o Ry-1. Esto
implica que

Ady = (dCy)e = (d(Lgo Ry-1))e = (dLg) g1 0 (dRy-1)e.
Luego, dados X,Y € g tenemos
(Adg X,AdyY) = ((Adg X)e, (Adg Y )e)e
= <(dLg)g*1 ((ng*1)€X6)7 (dLg)g*1 ((ngfl)SY'e»e

= <(ng*1 )eXea (ng*1>eYve>g71 .

=) Si la métrica es invariante a derecha entonces
<(ng*1)eXev (ngfl)eYve> -1 = <X87)/e>€7

por lo que Ad, es una isometria lineal respecto del producto interno ().

g

L resulta

<) Reciprocamente, si Ad, es una isometria para todo g € G, particularizando para g~
<(ng)eXe’ (ng)eYe>g = <Xe,Ye>e-

Como todo vector en TG se escribe como X, para algin campo X € g, resulta que, dados ug,vg € T.G
se tiene

(10, v0)e = ((dRg)euo, (dRy)ev0) -
Ahora, queremos ver que dado h € G y u,v € TG, se cumple
(u, v} = ((dRg)nu, (dRg)nv)ng-
Como (dRp)e es un isomorfismo, existen tnicos @, 0 € TG tales que u = (dRy)et y v = (dRg)c0. Asf,
((dRg)nu, (dRg)nv)ng = ((dRg)n(dRp)et, (dRg)n(dRp)c0)ng
d(Rg o Rp))ets, (d(Rg © Rp))et)ng
dRpg)et, (ARnpg)eV)hg

i, e
(

—~
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En conclusién, (,) es invariante a derecha. O

Para enunciar el criterio que caracteriza las métricas invariantes a izquierda que ademaés resultan
ser invariantes a derecha, precisamos la nocién de adjunta de una transformacién lineal entre espacios
con producto interno.

LEMA 3.39. Sea F =R 0 C. Si V es un espacio vectorial sobre F' de dimensiéon n con un producto
interno y £ : V. — F es un funcional lineal, entonces existe un iunico w € V tal que ¢(v) = (v, w) para
todov V.

DEMOSTRACION: La unicidad se sigue de que el producto interno es no degenerado y la existencia
se prueba eligiendo una base ortonormal {e;}! ; de V' y definiendo v = >} ¢(ex)ex. O

Sean V' y W espacios vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo F' con un producto interno
y sea T : V — W una transformacion lineal. Entonces para cada w € W la aplicaciéon £ : V — F
definida por £(v) = (T'(v),w) es un funcional lineal. Por el lema anterior existe un tinico y € V' tal que

t(v) = (y,v).

DEFINICION 3.40. Se define la transformacion adjunta T* de T' como la transformacion T* : W — V
tal que para cada w € W, T™(w) es el tnico vector que cumple

<T(U)7 w> = <’U, T (w)>

Una transformacién lineal T : V — V se dice antisimétrica si T* = —T.
Es sencillo verificar que T* es lineal y que (A\T')* = A\T™ para todo A € R.

OBSERVACION. Para el caso en que T : V. — V es una isometria lineal, se tiene que T es un
isomorfismo pues (T'(z), T(z)) = (z,z) = ||z||>. Méas atn, T* = T~ debido a que
(z,y) = (T(2), T(y)) = (2, T*T(y)),
por lo que T*T = Id, luego T~! = T*. Es claro que también vale la reciproca, es decir quesiT: V — V
es un isomorfismo lineal tal que T~ = T, entonces T es una isometria lineal. A

Podemos demostrar ahora un criterio para la bi-invariancia de una métrica invariante a izquierda,
en términos del algebra de Lie.

PROPOSICION 3.41. Sea G un grupo de Lie conexo, entonces una métrica invariante a izquierda es
bi-invariante si y solo si la transformacion lineal adx es antisimétrica para todo X € g.

DEMOSTRACION: Sea X € g. Por la relacién entre las representaciones Ad y ad, para todo ¢t € R
vale Ad(exp(tX)) = exp(tad(X)). Por un lado,

(Ad(exp(tX))) ™" = (exp(tad(X))) ™" = exp(~tad(X)),
por otro lado
(Ad(exp(tX)))* = (exp(tad(X)))* = exp(tad(X)").
En la dltima igualdad usamos que si T : V' — V es lineal, entonces (exp(T"))* = exp(T™) lo cual se
sigue de la continuidad del producto interno.

=) Si G posee una métrica bi-invariante, por el Lema 3.38, Ad, es una isometria de g para todo
g € G, en particular para g = exp(tX). Como notamos en la observacién anterior, resulta
Ad(exp(tX))) ™" = (Ad(exp(tX)))".

Esto implica que
exp(—tad(X)) = exp(tad(X)").
Derivando en ¢t = 0 a ambos lados obtenemos que —adx = ad’, por lo que adx es antisimétrica.
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<) Si adx es antisimétrica para todo X € g, se tiene que
exp(—tad(X)) = exp(tad(X)").
Esto implica que
Ad(exp(tX))) ™ = (Ad(exp(tX)))".
Por la observacion anterior, Ad(exp(tX)) es una isometria lineal. Como G es conexo, todo elemento
g € G se escribe como g = exp(X)...exp(X,) para Xi,...,X,, € g. Por lo que
Ad(g) = Ad(exp(X1) ... exp(Xn)) = Ad(exp(X1)) 0. .. o Ad(exp(Xn)),

que resulta una isometria por ser composiciéon de isometrias. O

Serd conveniente definir productos internos en g que sean bi-invariantes.

DEFINICION 3.42. Un producto interno en g es bi-invariante si la transformacién lineal ady es
antisimétrica para todo X € g.

Una propiedad importante de los productos internos bi-invariantes es la siguiente. Recordemos que
un algebra de Lie g se dice simple si no contiene otros ideales distintos de 0 y g.

LEMA 3.43. Si el producto interno en g es bi-invariante, entonces el complemento ortogonal de
cualquier ideal es un ideal. Por lo tanto g se descompone en una suma directa ortogonal de ideales
stmples.

DEMOSTRACION: Sea a un ideal de g. Debemos probar que el complemento ortogonal de a respecto
de (,) es un ideal. Si Y € g es ortogonal al ideal a, debemos probar que [X,Y] es ortogonal a a para
todo X € g. Usando la bi-invariancia resulta

([X,Y],A) = (adx(Y),A) = —(Y,adx(A)) = —(Y,[X,A]) =0, para A€ a.
Por lo tanto a es un ideal. Asf,
g=adal.
Si estos dos ideales no son simples, podemos descomponerlos en una suma ortogonal de dos ideales de

dimension mas chica, y asi sucesivamente. Como g es de dimensién finita, este proceso acaba en algin
momento, por lo que vale la afirmacién. O

Ahora queremos probar que si G admite una métrica bi-invariante entonces G se descompone como
producto de grupos abelianos y grupos compactos. Para esto necesitaremos introducir otro tensor,
relacionado a la curvatura, que tiene una gran importancia en la geometria riemanniana.

DEFINICION 3.44. Sea M una variedad diferenciable y V una conexién afin en M. Dado p € M,
definimos el tensor de Ricci por

Ric(Y, Z)p = tr(v = Rp(v,Yp)Zp), Y, Z € X(M).
Se define la curvatura de Ricci r, dada por
Ric(X, X
r(X) = M, para X € X(M)no nulo.
Se verifica facilmente que Ric es C°°(M)-bilineal, lo que asegura que Ric es un tensor. Sea (M, (,))
una variedad riemanniana y sea {e;};_; una base ortonormal de T,M , entonces tenemos la formula

Ric(Y, Z)p = 3it1(Rp(€i, Yp) Zp, €i) p-

OBSERVACION. Notemos que 7(X) = r(AX) para todo A € R, por lo que sélo basta calcular r(X)
para X € g unitario. A
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PROPOSICION 3.45. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g equipado con una métrica bi-
invariante y sean X,Y, Z € g. Consideremos V la conexion de Levi-Civita. Entonces valen las siguientes
afirmaciones:

(1) VxV = 5[X,Y].
(3) r(X) >0 para todo X € g yr(X) =0 si y solo si [X,U] =0 para todo U € g. En consecuencia

si el centro® de g es nulo, entonces G tiene curvatura de Ricci positiva.

DEMOSTRACION: Usaremos que adx es antisimétrica para todo X € g, es decir que
<[X7 Y], Z> = <Y7 [Z7 X]>

(1) Usamos la férmula de Koszul. Dado W € g arbitrario, recordemos que X (Y, W) = 0 pues la
métrica es invariante a izquierda y los campos también, por lo que resulta

2VxY, W) = (X, Y], W) = ([Y, W], X) + (W, X],Y)
= (X, Y], W) = (v, [W, X]) + (W, X],Y)
= (X, Y], W).
(2) Por definicién,
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ—Vixy|Z

= Vx (511.21) - vy (51%.2]) - 50x.v1. 2

1 1 1
1 1 1
1 1
- _7[Z7 [X7 YH - 7[[X7 Y]7Z]
4 2
1
=——||X,Y], Z].
JX.v1,2)
(3) Sean g € G y {e;}i~; una base ortonormal de T;G, y sean Xj, ... ,X,, los campos invariantes

a izquierda tales que Xi|g =e¢;. Sea W € g de norma 1. Entonces

(W), = Ric(X, X),

= Z(Rg(ei, Wo)Wy, ei)g

=1
" 1
= Z<_1[[Xl7 W]? W]7 X1>9
i=1
1 n
= *Z Z<[XZ’ W]’ [VVv X1]>g
i=1
1 n
=1 Z H[Xi,W]H?;'
=1
Por lo tanto 7(W) > 0 y la igualdad se da si y sélo si [W, U] = 0 para todo U € g. O

Recordamos un teorema de geometria riemanniana, una demostracién puede encontrarse en [15].

2Si g es un algebra de Lie, se define el centro de g, por 3, = {X € g | [X,Y] = 0 para todo Y € g}.
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TEOREMA 3.46 (Bonnet-Myers). Sea M una variedad riemanniana completa de dimension n. Si la
curvatura de Ricci de M satisface r,(v) > %2 > 0 para todo p € M y para todo v € T, M. Entonces el
didmetro® satisface diam(M) < 7r? y M es compacta.

OBSERVACION. En el caso de un grupo de Lie G con una métrica invariante a izquierda, la hipétesis
rg(v) > 0 para todo g € G y v € T,G alcanza para asegurar que G es compacto. En efecto, es facil
comprobar que si F': M — N es una isometria entre variedades riemannianas entonces

(V) = Tp@E) ((dF)pv), p€ M, veT,M.

En particular, dados g € G y v € T,G, resulta r4(v) = re((dLg-1)4v). Por otro lado, la imagen de la
esfera unitaria de g por r es un conjunto compacto de R, por lo que posee un valor minimo r¢ > 0.
Por lo tanto 74(v) > ro > 0 para todo g € G, v € TyG. Aplicando el teorema de Bonnet-Myers resulta
G compacto. A

Combinando las cosas que hemos visto hasta ahora, podemos obtener el siguiente teorema.
TEOREMA 3.47. Sea G un grupo de Lie simplemente conexo con una métrica bi-invariante. Entonces
GZ A x---x A,
donde A; es un grupo de Lie abeliano o compacto para cada 1 <1 < n.

DEMOSTRACION: Como G admite una métrica bi-invariante, g admite un producto interno bi-
invariante. Por el Lema 3.43 el adlgebra de Lie g se descompone en una suma de ideales g =a; ®--- D a,
donde a; es abeliano o simple para cada 1 < i < n. Por lo tanto, al ser G simplemente conexo, resulta
que G = Ay x -+ X A, con qa; el dlgebra de Lie de A;. Si a; es abeliano, entonces A; = R. Si a; es
simple, entonces el centro de a; debe ser nulo, por lo que A; tiene curvatura de Ricci positiva por la
Proposicién 3.45. Por la observacion anterior se sigue que A; es compacto. U

Veremos que la condicién de que G sea simplemente conexo en este teorema puede removerse. Para
poder probar esto, necesitamos repasar algunas nociones del cubrimiento universal de grupos de Lie.

Si G es un grupo de Lie, posee un cubrimiento universal G, con una tnica estructura tal que G
es una variedad diferenciable y la proyeccién 7 : G — G es C®. Més atn, se le puede dar a G una
estructura de grupo tal que G es un grupo de Lie y 7 es un homomorfismo. La multiplicacién en G esté
dada como sigue: consideremos la aplicacién

a:G x G — G tal que a(g,h) = n(§)m(h™h).

Qz
Y

Sea é € 7 !(e). Como G x G es simplemente conexo, existe una tnica aplicacién & : G x
que mo & = o y tal que G(é,¢&) = é. Para § y h en G se define

Gh = &(g, (e, h)).

OBSERVACION. Si G es un grupo de Lie con una métrica invariante a izquierda (,) entonces la
métrica de cubrimiento en G dada por

3El didmetro de una variedad riemanniana M estd definido por diam(M) := sup, ,enr AP, 9)-
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es invariante a izquierda. En efecto, vale la relaciéon mo L = L o pues dado h € G,

(3)
(moLg)(h) ==

Usando esto, es facil verificar que (, )™ es invariante a izquierda. A

La siguiente proposicién muestra que el lgebra de Lie de G es isomorfa al dlgebra de Lie de G, en
el caso en que G sea conexo. Para una demostracién de ella, ver [38, Proposicién 3.26].

PROPOSICION 3.48. Sean G y H grupos de Lie conexos, y sea @ : G — H un homomorfismo.
Entonces ¢ es una aplicacion de cubrimiento si y solo si dyp : T.G — T H es un isomorfismo.

Por dltimo, queremos mencionar que en el contexto de grupos de Lie también vale el primer teorema
de isomorfismo para grupos abstractos, una demostracién de esto puede verse en [24, Teorema 21.27].

Ahora podemos caracterizar los grupos de Lie conexos que admiten una métrica bi-invariante.

TEOREMA 3.49. Un grupo de Lie conexo G admite una métrica bi-invariante si y sélo si es isomorfo
al producto cartesiano de un grupo compacto y un grupo abeliano.

DEMOSTRACION:

<) Toda métrica invariante a izquierda en un grupo abeliano es bi-invariante. Para un grupo
compacto H, se puede definir una métrica bi-invariante como sigue: Dado un producto interno fijo ()
en g definimos (,) por

(u,v) = /G(Adg u, Adg v)4dpy,

donde p; es la medida de Haar a izquierda en G. La buena definicién del producto interno es gracias a
las propiedades de la medida de Haar, y la bi-invariancia es por definicién.

=) Si G admite una métrica bi-invariante, el teorema anterior muestra que el cubrimiento universal
G se descompone como un producto cartesiano de un grupo compacto H y un grupo abeliano R™. Por
el primer teorema de isomorfismo, G'/ Ker(r) & G, donde Ker(r) es un subgrupo normal de G' y ademds
es discreto pues 7 es un difeomorfismo local. Si definimos I' := Ker(7) y proyectamos I'" a R™, sea V' el
espacio vectorial generado por su imagen, y V+ el complemento ortogonal. Entonces G es isomorfo al
producto cartesiano del grupo compacto (H x V)/I" y el grupo abeliano V. O

4.1. Caracterizacion de grupos de Lie con una métrica invariante a izquierda plana.
Probaremos a continuacion la anteriormente mencionada caracterizacion de aquellos grupos de Lie que
admiten una métrica invariante a izquierda plana. Antes, precisamos un lema.

LEMA 3.50. Sea G un grupo compacto de isometrias de R™. Entonces la accion de G en R™ tiene
un punto fijo.
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DEMOSTRACION: Sea x € R fijo, entonces la aplicaciéon g — gz es continua. Sea y; la medida de
Haar normalizada en G, es decir tal que [, du = 1. Sea v € R" y consideremos [ gv dyy. Integrando
componente a componente, el resultado es un vector v/ € R"™ que depende de v. Por invariancia a
izquierda de la medida para h~! € G y usando que G actiia por isometrias resulta

hh' = h‘l/ gudpy = / h~H(gv)dp = / (h™'g)vdp = / gudpy = '
G G G G
Por lo que h~'' =/, y de aqui hv' = v’ para todo h € G. O

Damos ahora una demostracién de la caracterizacion de grupos de Lie que admiten una métrica
invariante a izquierda plana probada por Milnor en [26].

TEOREMA 3.51. Una métrica invariante a izquierda en un grupo de Lie es plana si y solo si su
dlgebra de Lie se descompone como una suma directa ortogonal bébu, donde b es una subdlgebra abeliana,
u es un ideal abeliano y la transformacion lineal ady es antisimétrica para todo b € b.

DEMOSTRACION:

=) Sea G un grupo de Lie con una métrica invariante a izquierda plana. Consideramos el cubri-
miento universal G con la métrica de cubrimiento, la cual es invariante a izquierda. Entonces, como
variedad riemanniana G resulta isométrico a R™ para algin n € N. En particular, cualquier subgrupo
compacto H de G es trivial. En efecto, al hacer actuar H por multiplicacién a izquierda en G, podemos
considerar a H como un subgrupo compacto de isometrias de R™ , y por el Lema 3.50 H tendria un
punto fijo, pero la accién de multiplicar a izquierda no tiene puntos fijos, por lo tanto H debe ser trivial.

Ahora, sea (,) el producto interno en g correspondiente a la métrica de cubrimiento en Gy sea V
la conexién de Levi-Civita de G. Definimos una transformacién lineal

¢:g—s0(g)
dada por
p(X) =Vx
donde so(g) es el conjunto de todas las transformaciones lineales antisimétricas de g en g.

La aplicacién ¢ esta bien definida pues por compatibilidad de V con la métrica, dados X, Y, Z € g
se tiene que (VxY,Z) = X (Y, Z) — (Y, VxZ), pero X(Y,Z) =0 y por lo tanto

(VxY,Z) = —(Y,VxZ).

Si (G, (,)) es una variedad plana, entonces R = 0. Como la proyeccién m : G — G es una isometria
local, la variedad (G, (,)") también es plana por lo que

V[X’y] =VxVy — VyVx.

Esto dice que ¢ es un homomorfismo de algebras de Lie y por lo tanto u = Ker ¢ es un ideal. Como la
conexién V es sin torsion,
[u,v] = Vyv — Vyu =0, parau,v € u.
por lo que u es conmutativo.
Sea b el complemento ortogonal de u. Para cada b € b la identidad

[b,u] = Vyu — Vb = Vyu

muestra que V;, manda u en u. Por lo tanto V, manda b en b ya que (Vyb/,v) = — (b, Vyv) = 0. Se
sigue que b es una subdlgebra de Lie de g pues V es sin torsién.

La aplicacion g0|b es un isomorfismo, debido a que si b € b satisface Vj, = 0 entonces b € bnu = {0}.
Esto nos permite considerar a b como una subélgebra de Lie de so(g). Como so(g) es el dlgebra de Lie
del grupo ortogonal, el cual es compacto, posee un producto interno bi-invariante, por lo que b posee
un producto interno bi-invariante. Por el Lema 3.43, b se parte como una suma directa by @ --- @ by, de
ideales simples o abelianos. Si alguno de estos b; fuera un ideal no abeliano, entonces el correspondiente
grupo de Lie B; seria compacto. Por otro lado, la inclusiéon b; C b C g induciria un homomorfismo no
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trivial de B; a G. Pero de esta manera, G tendria un subgrupo compacto no trivial, lo cual es absurdo.
En conclusiéon cada b; es un ideal abeliano y asi b es una subalgebra de Lie de g abeliana.

Por dltimo, para cada b € b, resulta ad, antisimétrica pues ady ‘b es trivial al ser b abeliana y
ady, ]u =V, la cual es una transformaciéon antisimétrica.

<) Si g admite un producto interno tal que g se escribe como una suma directa ortogonal g = u®b,
con b una subdlgebra abeliana, u un ideal abeliano y ad; antisimétrica para todo b € b, queremos ver
que la métrica invariante asociada en G es plana. Primero mostraremos que si u € uy b € b entonces
Vi =0y Vp = ady. Notemos que esto implica que V|, ,; = 0 para todo z,y € g. En efecto, [g,9] €u
pues b es una subdlgebra abeliana y u es un ideal.

Veamos que V, = 0. Usaremos la férmula de Koszul: para z,y € g,

2(Vuz,y) = ([u, z],y) = ([, 9], w) + ([, ul, z),

Miremos el miembro de la derecha.

Siz,y € b, al ser u un ideal, b una subdlgebra y ser la suma ortogonal, resulta cada uno de los
términos igual a 0.

Sixz € bey € u, al ser ad, antisimétrica los dos primeros términos se cancelan y el tltimo es 0 pues
u es abeliano. La situacién es completamente andloga si x € ue y € b.

Si z,y € u, al ser u abeliano, resulta cada uno de los términos igual a 0.

Veamos que V; = adp. Por la férmula de Koszul,

2(Vow,y) = ([b, 2], y) — ([, 4], b) + ([y, 0], ).

Miremos el miembro de la derecha.

Six,y € b, cada uno de los términos es 0 pues b es abeliana.

Sixz €bey€u, al ser b abeliana, u un ideal y la suma b & u ortogonal, cada uno de los términos
es igual a 0.

Luego Vyz =0=adyxz, six €b.

Siz € uey € b, de manera completamente analoga al segundo caso cada uno de los términos es
igual a 0.

Si x,y € u, al ser una suma ortogonal y u un ideal resulta ([z,y],b) = 0 y al ser ad;, antisimétrica
resulta 2(Vyz,y) = 2([b, x], ).

Por lo tanto Vyz = adpz, sixz € uy asi resulta V;, = ad,.

De aqui se sigue que el tensor de curvatura es idénticamente nulo. En efecto, como R es un tensor,
basta calcularlo para campos invariantes a izquierda. Sean z,y,z € g. Si z o y pertenecen al ideal u,
hemos visto que V,, = 0 para u € u, por lo que en este caso R(z,y)z = 0 automdaticamente. Luego
basta considerar el caso en que x,y € b, en donde vale V, = ad, y V, = ad,.

R(xay)z = vl?vyz - vyvxz = [33, [y,z]] - [yv [m,ZH = —[.CU, [Z’y]] - [ya [x,z]] = [27 [x,y]] =0,

usando la identidad de Jacobi y que b es una subélgebra abeliana. (]

En [3], Barberis, Dotti y Fino refinaron este teorema descomponiendo ain mas el algebra de Lie
g en el caso en que es plana. A fines de usar esta versién en el préximo capitulo, reproduciremos una
versién de su demostracién a continuacion. En este trabajo diremos que un algebra de Lie es plana si
el grupo de Lie simplemente conexo asociado posee una métrica invariante a izquierda plana.

TEOREMA 3.52. Sea g un dlgebra de Lie plana. Entonces g se descompone como una suma directa
ortogonal,

g=30) @b g0
donde b es una subdlgebra de Lie abeliana, [g,g] es abeliano y satisfacen:

dim({g,g])

(1) ad: b — so([g,g]) es inyectiva y [g,g] es de dimension par y dimb < =352,

(2) adx = Vx para todo X € 3(g) @ b.
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DEMOSTRACION: Por el Teorema 3.51 un dlgebra de Lie plana g se descompone como una suma
directa ortogonal, g = bdu donde b es una subdlgebra de Lie abeliana, u es el ideal abeliano definido por
u={ue€g|V,=0}yady es antisimétrica para todo X € b. Como se vio en la demostracién anterior,
Vx = adx para X € b. Luego, para X € b, si ady = 0 entonces Vx = 0 por lo que X € bnu = {0},
en consecuencia resulta que ad : b — so0([g, g]) es inyectiva.

Ahora, notemos que [g,g] C u pues u es un ideal y b es abeliana. Esto dice que u se descompone
ortogonalmente como

u=0a(g,gl-
Veamos que v = 3(g). En efecto, al ser adx : [g, g] — [g, g] antisimétrica para X € b, preserva v. Por lo
tanto,
[X,v] Cvng,g] = {0},
por lo que v C 3(g). Por otro lado, si Y € 3(g) entonces
0=([Y,X],U) =(V,[X,U]), paraX €b,U € [g,g],

es decir que 3(g) L [b,[g,9]]. Pero resulta que [g,g] = [b, [g,9]], pues como ad, preserva v para todo
b € b, debe preservar su complemento ortogonal. Ademas resulta de analizar los distintos casos que
para todo z,y € g se tiene que [z,y] € [b,[g,g]]. Por lo tanto 3(g) L [g,g]. Dado que 3(g) N b = {0},
pues adx es inyectiva en b, resulta v = 3(g).

Para probar que la dimensién de [g, g] es par, asumimos que dim([g, g] = 2m~+1. Como {adx | X € b}
es una subdlgebra abeliana de so([g, g]) = s0(2m+1), podemos verla incluida en una subalgebra abeliana
maximal. Todas las subélgebras abelianas maximales de so(2m + 1) son conjugadas y tienen dimensién
igual a la dimensién de una subdlgebra de Cartan, ver [23]. Una de ellas es la familia de matrices de la
forma

0 al
—al 0
, conai, ...,an, €R.
0 am
—am 0
0
Por lo tanto existe una base B = {e1, f1, ..., em, fm, 2} de [g, g] tal que para X € b se tiene
0 Ckl(X)
—Cvl(X) 0
a'dXB: ." 041,...,(1 Eb*.
ladx] 0 o (X) "
—am (X) 0
0

Por lo tanto adx(z) = 0 para todo X € b. Se sigue que z € [g,g] N 3(g), lo cual es absurdo, de lo que

se sigue que dim([g, g]) es par. Se sabe que la dimensién de la subdlgebra de Cartan de s0(2n) es n, de

lo que se sigue que dim b < M. Finalmente, por la férmula de Koszul resulta Vy = 0 = ady para

Y € 3(g). En conclusién ady = Vy para todo Y € 3(g) @ b. O



CAPITULO 4

Solvariedades planas

Las solvariedades son variedades compactas que se obtienen al cocientar un grupo de Lie soluble
simplemente conexo por un reticulo, es decir un subgrupo discreto cocompacto. En este capitulo vamos
a estudiar solvariedades de la forma I'\G equipadas con una métrica riemanniana plana inducida por
una métrica invariante a izquierda plana en el grupo de Lie G. Nuestro enfoque sera usar el teorema de
caracterizacién de Milnor de los grupos de Lie con métricas invariantes a izquierda planas demostrado en
el Capitulo 3 para estudiar dichas solvariedades, centrandonos en dimensiones bajas. Ademas, dado que
G es isométrico a R™ con la métrica usual por ser una variedad completa y simplemente conexa, veremos
que podemos identificar a I" con un subgrupo de Bieberbach del grupo de isometrias de R™, lo cual
nos permitird aplicar la teoria de grupos de Bieberbach y variedades compactas planas, en particular
podremos calcular la holonomia de la solvariedad I'\G. Para la clase especial de solvariedades planas
casi abelianas, en donde el grupo de Lie G asociado es un producto semidirecto de la forma R x, R",
podremos construir reticulos y calcular los posibles grupos de holonomia de manera explicita, gracias a
un criterio descripto por [8]. Finalmente, basdndonos en las construcciones que haremos para describir
reticulos y los correspondientes grupos de holonomia en dimensiones bajas, exhibiremos de manera
general solvariedades planas con holonomia Z,, para todo n € N.

1. Definiciones y resultados basicos acerca de solvariedades

Describir de manera global una variedad diferenciable en general es muy dificil. A menudo se obtiene
informacién precisa y concreta pero sélo localmente, en un entorno de algiin punto. Sin embargo, existen
clases particulares de variedades, por ejemplo solvariedades y nilvariedades, para las cuales es posible
determinar propiedades globales.

El estudio de nilvariedades fue iniciado por Malcev en 1949 mientras que las solvariedades fueron
estudiadas originariamente por Mostow en 1954. Esta clase de variedades ha sido una fuente importante
de ejemplos y contraejemplos en geometria diferencial, podemos citar que el primer ejemplo de una
variedad simpléctica que no admite una estructura de Kéahler es debido a Thurston y es una nilvariedad
[36].

Una nilvariedad se define como un cociente compacto I'\G, donde G es un grupo de Lie simplemente
conexo nilpotente y I" es un reticulo en GG, es decir un subgrupo discreto cocompacto. Una generalizacion
natural de esto es considerar una solvariedad, que se obtiene en el caso que G sea soluble. Muchas
propiedades globales de las nilvariedades no pueden ser generalizadas a solvariedades, razén por la
cual las solvariedades son ampliamente estudiadas en la actualidad. Mencionamos a modo de ejemplo
que siempre se puede determinar la cohomologia de de Rham de una nilvariedad I'\G en términos del
algebra de Lie g de G, lo cual fue probado por Nomizu [31] en 1954. Esto no es cierto para solvariedades
en general, s6lo en casos particulares como por ejemplo cuando el grupo de Lie es completamente soluble
(debido a un teorema de Hattori [19]), o cuando vale la llamada “condicién de Mostow” [28].

No es facil determinar cuando un grupo de Lie admite reticulos. Para grupos de Lie nilpotentes
existe un criterio sencillo debido a Malcev. Desafortunadamente, en grupos de Lie solubles no hay un
criterio general para determinar la existencia de reticulos, pero si existe un método para construir
reticulos si el grupo de Lie es casi abeliano.

68
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Para construir nilvariedades y solvariedades, necesitamos hablar de grupos de Lie nilpotentes y
solubles. Primero, recordamos la definicién de grupos y algebras de Lie nilpotentes y solubles.

DEFINICION 4.1.

(1) Sea G un grupo. Se definen la serie conmutador® G* y la serie central Gy de subgrupos de G
inductivamente como sigue:

G'=Gy=aG, GF=[GF1.GF1Y, Gp=IG, Gl

El grupo G se dice soluble si existe k € N tal que G* = {e}. El grupo G se dice nilpotente si
existe k € N tal que G, = {e}.

(2) Sea g un algebra de Lie. Se definen la serie conmutador y central de subalgebras de g por

kfl7 gkfl]

@ =go=9 o"=g ok =9, 0%1).

El algebra de Lie g se dice soluble si g&¥ = {0} para algin k € N. El algebra de Lie g se dice
nilpotente si g = {0} para algiun k € N.

Se tiene la siguiente proposicién sobre grupos y dlgebras de Lie solubles y nilpotentes. Una prueba
puede encontrarse en [37].

ProrosiciON 4.2.

(1) Los subgrupos de las series conmutador y central de un grupo G son normales. Ademds, en el
caso en que G sea un grupo de Lie simplemente conexo, son cerrados en G y resultan grupos
de Lie simplemente conexos.

(2) Las subdlgebras de las series conmutador y central de un dlgebra de Lie son ideales.

(3) Un grupo de Lie es soluble si y solo si su dlgebra de Lie es soluble y es nilpotente si y sdlo si
su dlgebra de Lie lo es.

OBSERVACION. Como g* C g, para todo k € NU {0}, resulta que todo algebra de Lie nilpotente es
soluble. Claramente, lo mismo vale para grupos. A

Queremos estudiar cocientes de grupos de Lie solubles por subgrupos discretos cocompactos, los
cuales son usualmente denominados reticulos. Sin embargo, existe una definicién de reticulo mas general.
Recordemos la definicién que dimos en el Capitulo 3. Dada i una medida de Haar a izquierda en un
grupo de Lie G, un reticulo es un subgrupo discreto tal que p/(I'\G) < oo donde p’ es la medida
inducida por p. Es claro que si I'\G es una variedad compacta, entonces I" es un reticulo. Por otro
lado, debido a un resultado de Mostow [29], si G es soluble entonces la variedad I"\G resulta compacta
si I' es un reticulo. Como estudiaremos grupos de Lie solubles, diremos simplemente que un reticulo I
de G es un subgrupo discreto tal que el cociente I'\G es compacto.

DEFINICION 4.3. Una solvariedad S es un cociente compacto de la forma I'\G donde G es un grupo
de Lie soluble simplemente conexo y I es un reticulo en G, es decir un subgrupo discreto cocompacto.
Si G es nilpotente, S se dice una nilvariedad.

1Si G es un grupo, el subgrupo conmutador [G, G| se define como el subgrupo generado por todos los elementos de la
forma [g, h] donde g,h € Gy [g,h] = ghg™'h™".
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OBSERVACION. Cabe aclarar que existen diferentes definiciones de solvariedades en la literatura. Por
ejemplo, L. Auslander define una solvariedad como un cociente de un grupo de Lie conexo soluble por
un subgrupo cerrado, [2]; K. Hasegawa define una solvariedad S como un espacio homogéneo compacto
de un grupo de Lie soluble, esto es una variedad compacta en la cual un grupo de Lie soluble G actia
de manera transitiva, [20]. Como se observa en la pagina 132 de [20], se puede asumir que S = I'\G,
donde G es el cubrimiento universal de G y I" es un subgrupo cerrado de G. Notemos que un grupo
cerrado de un grupo de Lie soluble no tiene por qué ser discreto; sin embargo, toda solvariedad compacta
en el sentido de Auslander posee una solvariedad I’ \é con subgrupo de isotropia discreto I’ como un
espacio de cubrimiento,[2]. En este trabajo sélo se consideraran solvariedades como en la definicién que

dimos. AN

Una propiedad que es importante remarcar de las solvariedades segiin nuestra definiciéon es que son
orientables. Mas aiin, el siguiente teorema asegura que son paralelizables.

TEOREMA 4.4. Sea G un grupo de Lie y sea I' un reticulo en G. Entonces I'\G es paralelizable.

DEMOSTRACION: Por el Lema 3.8, todo grupo de Lie es paralelizable, por lo que existe una base de
campos invariantes a izquierda {Xi, ..., X,} tales que {Xi(g), ..., X,(g9)} es una base de T,G para
todo g € G. Consideremos la accién de I'" por multiplicacién a izquierda en G, y sea 7 : G — I'\G la
proyeccién canénica. Tenemos que (dm)y(Xy) = (dm)n(X4) si w(g) = w(h). En efecto, si 7(g) = mw(h),
entonces h = g para algin ~ € I'. Luego

(d7)7g(Xyg) = (dm)yg(dLy) g Xg = d(m 0 Ly) g Xg = (dm) ¢ X,.

Por lo tanto los campos X; inducen tnicos campos Y; en el cociente I'\G que son C*° tales que
X ~z Y;. Como I es discreto, (dm), es un isomorfismo para todo g € G. Esto implica, dado que
{X1(9), .-, Xn(g)} es una base, que el conjunto {Y1(7(g)), ..., Yn(m(g))} es una base de T ;) I'\G
para todo g € G. Luego, I'\G es paralelizable. O

Es claro que toda nilvariedad es una solvariedad. Sin embargo, existen solvariedades que no son
difeomorfas a ninguna nilvariedad pues todo reticulo en un grupo de Lie nilpotente es nilpotente, pero
en general los reticulos en grupos de Lie solubles no son nilpotentes y por lo tanto las correspondientes
solvariedades no son nilvariedades.

Todo grupo de Lie soluble simplemente conexo es difeomorfo a R™ (véase por ejemplo [37]) para
algin n € N. Esto implica que una solvariedad es asférica, esto es que los grupos de homotopia de orden
mayor a 1 son nulos, y que su grupo fundamental es isomorfo al reticulo por el cual se esté cocientando,
es decir que

m (F \G) =T

El grupo fundamental juega un rol importante en el estudio de las solvariedades. Més atin, estan
determinadas salvo difeomorfismo segiin su grupo fundamental, debido al Teorema de Mostow, cuya
prueba puede encontrarse en [32, Teorema 3.6].

TEOREMA 4.5 (Mostow). Sean Gy y Ga grupos de Lie solubles simplemente conexos. Si I'1 y I
son reticulos en Gy y Ga respectivamente, entonces, dado un isomorfismo ¢ : It — Iy existe un
difeomorfismo ¢ : G1 — G4 tal que

. ¢|F1 = ¢,
= ¢(v9) = o()e(g), veI1, g€

COROLARIO 4.6. Dos solvariedades con grupos fundamentales isomorfos son difeomorfas.

En general no es facil construir una solvariedad, pues dado un grupo de Lie soluble no existe un

método general para encontrar reticulos. Para nilvariedades el problema tiene una solucién precisa
debido a Malcev [25].
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TEOREMA 4.7. Sea G un grupo de Lie nilpotente simplemente conexo y sea g su dlgebra de Lie.
Entonces G admite un reticulo I' si y sélo si g admite una base {X1, ..., X,} tal que las constantes
de estructura C’fj definidas por la ecuacion

n
[Xi, Xj] = C{;Xk
k=1

son numeros racionales.

Para solvariedades en general sélo tenemos una condicién necesaria, que es la que probamos en
el Capitulo 3: si un grupo de Lie soluble admite un reticulo entonces G es unimodular, lo cual es
equivalente a que tr(adx) = 0 para todo X € g. Para un caso particular de grupos de Lie solubles, los
grupos de Lie casi abelianos, existe una condicién necesaria y suficiente, como veremos.

En las proximas secciones estudiaremos solvariedades planas en dimensiones bajas. La mayoria de
los grupos de Lie solubles de tales dimensiones poseen una estructura de producto semidirecto, por lo
que recordamos a continuacion ciertas nociones de productos semidirectos.

DEFINICION 4.8. Dada un dlgebra de Lie g, una derivacién es una transformacién lineal D : g — g
que satisface

D([X,Y]) =[D(X), Y]+ [X,D(Y)], paratodoX,Y € g.

El espacio vectorial de todas las derivaciones en g se denota por Der(g) y resulta ser una subalgebra de

Lie de End(g).

LEMA 4.9. Si G es un grupo de Lie simplemente conexo, entonces el conjunto Aut(G) de todos los
automorfismos de grupos de Lie es un grupo de Lie con la composicion y su dlgebra de Lie es Der(g).

DEMOSTRACION: Ver [38] 3.57, (b). O

DEFINICION 4.10. Sean g y h algebras de Lie y sea ¢ : g — Der(h) un homomorfismo, se define el
producto semidirecto g X b como el espacio vectorial g @ b con el corchete dado por

(X1 + Y1), (X2 + Y2)] := [X1, Xo + [V1, Yo] + 9(X1)(Y2) — ¥(X2) (Y1),
donde X1, X5 € g, Y1, Y €h.

Sean G'y H grupos de Lie y sea ¢ : G — Aut(H) un homomorfismo, se define el producto semidirecto
G x, H como el producto G x H con la operaciéon de grupo dada por

(g1, h1) - (92, h2) :== (9192, h1p(g1)(h2)),
donde ¢1,92 € G, h1,ho € H.

El producto semidirecto de algebras de Lie resulta ser un algebra de Lie, y el producto semidirecto
de grupos de Lie resulta ser un grupo de Lie. Més atn, estan relacionados segin muestra la siguiente
proposicién, cuya prueba puede encontrarse por ejemplo en [37].

PROPOSICION 4.11. Sea g Xy b un producto semidirecto de dlgebras de Lie, entonces el grupo de
Lie simplemente conexo asociado es G X, H donde G y H son los grupos de Lie simplemente conexos
asociados a g y b respectivamente, y ¢ : G — Aut(H) es el inico homomorfismo tal que dp = 1.

En las préximas secciones, apareceran de manera frecuente solvariedades planas especiales, las cuales
se obtendran a partir de grupos de Lie con estructura sencilla.
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DEFINICION 4.12. Un é&lgebra de Lie g se dice casi abeliana si no es abeliana y posee un ideal
abeliano de codimensién 1, es decir que se puede escribir como

g = Rz Xady R™
para algin n € N.

Notemos que la condicién de que un algebra de Lie casi abeliana no sea abeliana se traduce en
que ady |1Rn # 0. Por otro lado, un algebra de Lie casi abeliana es soluble pues [[g, g, [g,0]] = 0, y es
nilpotente si y sélo si adx|Rn es nilpotente.

DEFINICION 4.13. Un grupo de Lie se dice casi abeliano si su dlgebra de Lie es casi abeliana.

Un grupo de Lie simplemente conexo casi abeliano se escribe como
G=Rx,R" donde ¢(t)=e'™

ya que por la Proposicién 4.11 la aplicaciéon ¢ es el inico homomorfismo que cumple dy = ad,. Por lo
tanto

( ) Adexp(x)( ) tadz
Notemos que R™ es un subgrupo normal de G.

Un hecho importante de los grupos casi abelianos es que existe un criterio para la existencia de
reticulos como veremos méas adelante.

1.1. Un primer resultado sobre holonomia de solvariedades planas. Recordemos del
Capitulo 3 que si G es un grupo de Lie con una métrica riemanniana invariante a izquierda (,) y I" es
un subgrupo discreto de G, entonces (,) induce una métrica riemanniana en el cociente I'\G.

Queremos estudiar solvariedades I'\G con una métrica plana inducida por una métrica invariante
a izquierda plana en G, partiendo de la caracterizacion de Milnor de los grupos de Lie que admiten una
métrica invariante a izquierda plana, la cual se ha demostrado al final del capitulo anterior. Notemos
que un tal grupo de Lie es soluble y unimodular.

OBSERVACION. Notar que no asumimos que G actiia por isometrias en I'\G. De hecho, es sabido que
si M es una variedad riemanniana plana con un grupo transitivo de isometrias, entonces M = T™ x RF
para algin k y algin m, [39]. AN

En general, si G es un grupo de Lie simplemente conexo que admite una métrica invariante a
izquierda plana, entonces G es isométrico como variedad riemanniana a R™ con la métrica usual. Esto
nos permite identificar a I' con un subgrupo de isometrias de R™ del siguiente modo:

Sea 1) : G — R™ una isometria, definimos una accién de G en R"™ como sigue: dado x € R", existe un
tnico h € G tal que x = ¢ (h). Sea entonces 7,(z) = 1)(gh). Notemos que esta accion es por isometrias,
en efecto, dados u,v € T, R", usando que 9 es una isometria y que ¢ o L, = 7,4 0 1) resulta

((drg)u(nyts (d79) () 0)igh) = (A1) gy (drg )yt (A~ )y(gn) (d7g) s n) ) gh
<d - OTg) w(h) U d(’(ﬁ OTg) 'U>gh
= (d(Lg o™yt d(Lg o ™)y 0)gn
= ((d™ D ymyw, (d™ ) ymyv)n
<u7 >'¢)(h

Luego podemos definir la aplicacién i : G — M, dada por i(g) = 74, la cual es claramente un
homomorfismo de grupos inyectivo. Por lo tanto, identificaremos a I" con su imagen y consideraremos
a I' como un subgrupo de isometrias de R"™.
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La solvariedad I'\G es isométrica a R"/I" mediante la aplicacién ¢([g]) = [1/(g)]. Observemos que

¢ estd bien definida pues ¢([vg]) = [¢(v9)] = [14(¥(9))] = [¥(9)] = &([g]). Mds atin es inyectiva, pues
si [¥(g)] = [¢¥(h)] entonces ¥(g) = 7(¢(h)) por lo que ¢(g) = 1b(vh) y asi g = vh por lo que [g] = [h].
Es claro que ¢ es suryectiva, y al ser una composiciéon de isometrias locales y biyectiva resulta una
isometria. Por lo tanto I" es un subgrupo de Bieberbach de M,, y por el Teorema 2.62,

Hol(R™ /") = r(I),

donde r : M,, — O(n) es la proyeccién r(A,v) = A. Recordemos que 7(I") se identifica con el grupo
finito I"/A donde A es el subgrupo normal abeliano maximal de I". En conclusién

Hol(I'\G) = I'/A. (10)

Terminaremos este capitulo probando un primer resultado sobre holonomia de solvariedades planas.
Maés precisamente, probaremos que la holonomia de una solvariedad plana es un grupo abeliano.

TEOREMA 4.14. El grupo de holonomia de cualquier solvariedad plana es abeliano.

DEMOSTRACION: Sea G un grupo de Lie simplemente conexo con una métrica invariante a izquierda
plana y sea I" un reticulo en G. Si g denota el dlgebra de Lie de G, sabemos por el Teorema 3.51 que
g = b @ u donde b es una subdlgebra abeliana, u es un ideal abeliano y ad, : u — u es antisimétrico
para todo = € b. Podemos reescribir a g como g = R¥ x,q R donde m = dimb y n = dimu > 2. En
consecuencia G puede escribirse como el producto semidirecto G = R X R? para cierto homomorfismo
@ : RF — Aut(R?).

Como I C R* X R’ es un grupo de Bieberbach existe un subgrupo normal abeliano maximal A de
indice finito en I". Ahora, el subgrupo I' "R’ es un subgrupo normal y abeliano de I" entonces por la
maximalidad de A (Proposicién 1.28) tenemos que I'NR’ C A. Veremos a continuacién que I'/(I" NR¥)
es abeliano. En efecto, consideremos la composicion

I < RF x RE 55 (RF x RY) /R,
entonces por el primer teorema de isomorfismo resulta
r/(INRY ~Im(m o) < (R* x RY) /R ~ R¥,
por lo que efectivamente el grupo de la izquierda es abeliano.

La aplicacién natural I'/(I' N R®) — I'/A es un homomorfismo suryectivo, y al ser I'/(I' N RY)
abeliano, resulta I'/A abeliano. Debido a (10) obtenemos que la holonomia es abeliana. O

Mas adelante, en la Seccién 4, probaremos que todo grupo abeliano finito es el grupo de holonomia
de una solvariedad plana.

Una ultima propiedad que probaremos en relacién a los grupos de Bieberbach es que los reticulos
de grupos de Lie planos no son primitivos, es decir que su centro no es trivial. Recordemos que el centro
de un grupo G se define como Zg = {g € G | gh = hg para todo h € G}.

PROPOSICION 4.15. Sea G un grupo de Lie que admite una métrica invariante a izquierda plana y
sea I' un reticulo de G. Entonces I' no es primitivo.

DEMOSTRACION: En primer lugar, si I" es un grupo de Bieberbach entonces el centro de I es trivial
si y sélo si la abelianizacién I'/[I",T'] es finita [34, Proposicién 4.1]. En particular, el centro de T es
trivial si y sélo si la solvariedad I'\G posee su primer niimero de Betti? 3; igual a 0. Sin embargo, se
tiene que 81 (I'\G) > 0 ya que se puede probar (usando més herramientas) que 1 (I'\G) > dim(g/|g, g])
y este ultimo es un ntimero positivo dado que g es soluble. En consecuencia el centro de I' no puede ser
trivial. O

2Ver Seccién 3 para la definicién precisa de (.
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2. Grupos de Lie casi abelianos planos

En esta secciéon nos concentraremos en las solvariedades planas que se pueden obtener a partir
de grupos de Lie casi abelianos planos, los cuales apareceran de manera frecuente en dimensiones
bajas. Deduciremos propiedades sobre reticulos y los grupos de holonomia de las correspondientes
solvariedades.

2.1. Algebras de Lie casi abelianas planas. Caracterizaremos a continuacion las algebras de
Lie casi abelianas planas, en relacion al Teorema 3.52.

TEOREMA 4.16. Sea g un dlgebra de Lie plana y sea

g=13(g) ©b® g, 9], (11)

su descomposicion en suma directa ortogonal como en el Teorema 3.52, donde [g, g] es un ideal abeliano
de dimension par, b es una subdlgebra abeliana y ad : b — so([g, g]) es inyectiva. Entonces g es casi
abeliana st y sélo st dimb = 1.

DEMOSTRACION: =) Sea u ~ R™ un ideal abeliano de codimensién 1 y sea x # 0 perpendicular
a u. Entonces g se escribe como g = Rz x,q, R, con Rz L R"™. Queremos probar que x € b, para lo
cual notamos antes que [g, g] @ 3(g) C R". En efecto, es claro que [g,g] C R" y también se tiene que
3(g) € R™ dado que si un elemento z € 3(g) se escribe como z = ax + u para a € R no nulo y u € R,
entonces
0=[z2] = [u,x].
En consecuencia, al ser R™ abeliano, se tiene que u € 3(g) y esto implica que = € 3(g) lo cual es absurdo
pues g no es abeliana. Luego ¢ = 0 y asi z € R™ por lo que

3(9) @ [g,9] CR™
Ahora escribimos © = z + b + y segun la descomposicién (11) y asi resulta 0 = (x, z) = (z,y). Como
(x,2) = |[2[I* + (b, 2) + (y,2) = ||2]|* y andlogamente (z,y) = [|ly]|* se tiene que 0 = ||2[|* = ||y]|* lo que
implica que x € b. Podemos descomponer a b como

b =Rz @ (Rz)™ .
Siv € b (Rx)*, entonces v € b NR™, lo que implica que v € 3(g), por lo tanto v = 0. En consecuencia
b =Rz.

<) Si dimb = 1 entonces el ideal 3(g) @ [g, g] es abeliano y posee codimensién 1, luego g es casi
abeliana. 0

Como consecuencia de este teorema, resulta que si g = Rz X,q, R™ es un dlgebra de Lie plana,
entonces ad, es una transformaciéon antisimétrica y

R™ = Ker(ad,) ¢ Im(ad;), donde Ker(ad,) = 3(g), Im(ad,) = [g, 9] y dim([g, g]) es par.
Por lo tanto existe una base B = {e1, f1 ... ,en, fn} de [g,g] y una base B’ de 3(g) tales que

OSXS
0 al

—aq 0
[adz]pruB = . donde s = dim3(g) y a1, ... ,a, € R —{0}.

0 an,
—a, O

Denotaremos al dlgebra de Lie g = Rz x,q, R*T2" por Os,a1, ... .an- s claro que fijada la base B, el
algebra de Lie g queda determinada por los parametros s,aq, ... ,ay.
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LEMA 4.17.
(1) El a/’lgebra’ d@ L’Le gs,ah...,ai,.,.,aj,‘..,an €s isomOTfa a gs,al,.‘.,aj,...,ai,...,an-
(2) El dlgebra de Lie gs.q,,... a;,....an €S iSOMmoOrfa a gsa;, ... —a

.y Gy eeeyan *

(3) El dlgebra de Lie gsq,, ... a, €S iSOMmorfa a gsca,,... can para todo ¢ € R no nulo.

DEMOSTRACION:

(1) Un isomorfismo es ¢ : gs.ay, .. .as, ... a5, ....an — Os,a1, i, ....an dado por

RN
plej) = ei, ¢(f5) = fi, d(ei) = €5, o(fi) = fj,
y en los demds elementos de la base {z} UB U B’ es la identidad. En efecto, calculamos
o[z, &]) = ¢(—aifi) = —aif;,
[¢(z), plei)] = [z, €] = —aif;.
La verificacién para los demas corchetes se realiza de manera andloga.
(2) Un isomorfismo es ¢ : gsa,, ... .a;,....an — Os,a1,....—ai, .. .an dado por
o(ei) = —ei, 9(fi) = fi,
y en los demds elementos de la base {x} UB U B’ es la identidad. En efecto, calculamos
o([z,€]) = d(—aifi) = —aifi,
[6(2), p(ed)] = [2, —es] = —[2,ei] = —aifi.
La verificaciéon para los demés corchetes se realiza de manera anéloga.

(3) Un isomorfismo €s ¢ : gs.qa,, .. .an — Os.car,... can, dado por
1

En efecto, calculamos

1
Mz, ¢5]) = ¢(~a;f;) = —Za;fj,
1 1
[¢($),¢(6])] = 072[$7€j] = _Eajfj'
La verificacién para los demas corchetes se realiza de manera andloga. O
En virtud de este lema, podemos suponer que a1, ... ,a, son todos positivos y que a; = 1. Més
aun, no es dificil verificar, planteando las correspondientes ecuaciones, que siby, ... , b, 1y €1, ... ,Cn_1

cumplen la condicién 1 > by > -+ > b1 >0y 1>¢ > -+ > ¢p—1 > 0 entonces gs1p,,... b1 €S
isomorfa a gs 1,¢;,... ¢, , Sty solos =s"y b, = ¢; para todo 1 <7 < n—1. Sin embargo, nos olvidaremos
de esta condicién mas adelante. En resumen, un algebra de Lie plana casi abeliana g se escribe de la
forma

g = R x,q, RST2"

y existen bases B de R?" y B’ de R® tal que

OSXS

[ade] g = ~b 0 conby, ..., by_1 > 0.

0 bn—l
—bp—1 O
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Para describir el grupo simplemente conexo asociado a un algebra de Lie casi abeliana recordamos
brevemente propiedades de exponenciacién de matrices. El conjunto GL(m,R) de matrices inversibles
de tamafio m X m es un grupo de Lie y su dlgebra de Lie asociada es el conjunto gl(m,R) de todas
las matrices de tamafio m x m. La funcién exponencial exp : gl(m,R) — GL(m,R) estd dada por la
exponencial de matrices

A - Ak
et =Y R
k=0
Ay
Es facil verificar que si A es una matriz en bloques de la forma A = , entonces

Ay
exp(A1)
exp(A) =
exp(Ar)
Por otro lado, si a € R, usando la serie de Taylor de las funciones sen y cos resulta que

ox 0 a\ [ cos(a) sen(a)
Pleoa 0) 7 (- sen(a) cos(a)
Por lo tanto, el grupo de Lie simplemente conexo asociado a g = Rx x,q, RT2" es
G =R x, R

donde q
I 0
t) =exp(tad,) = % _ >
o(t) = expltad,) = (5 0,
con
cos(t)  sen(t)
—sen(t) cos(t)
cos(bit)  sen(bit)
B(t) = —sen(bit) cos(bit) (12)
cos(bp—1t)  sen(b,_1t)
—sen(by—1t) cos(bp_1t)
ybl, ey b1 >0.
OBSERVACION. Se tiene que p(t)¥ = @(kt) para todo k € Z. En efecto, de manera inductiva se
prueba que
cos(bt)  sen(bt) F _( cos(bkt)  sen(bkt)
(— sen(bt) cos(bt)) — \—sen(bkt) cos(bkt))’ para todo b € R.
La afirmacién se sigue por la forma en bloques que tiene la matriz @(t). A

Una ventaja de los grupos casi abelianos es que existe un criterio para decidir la existencia de
reticulos [8].

PROPOSICION 4.18. Sea G = Rx4R™ un grupo de Lie casi abeliano. Entonces G admite un reticulo
I' si y sdlo si existe un tg # 0 tal que ¢(tg) se puede conjugar a una matriz entera inversible en Z. En
este caso, el reticulo I' estd dado por
I'= toZ X PZm,
donde P~1¢(tg) P es una matriz entera.

Teniendo en cuenta este criterio, veremos condiciones necesarias para que la matriz ¢(ty) como en
(12) sea conjugada a una matriz entera para ty # 0.
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2.2. Sobre la conjugacion a una matriz entera. Sea K un cuerpo y A una matriz con
coeficientes en K. El polinomio caracteristico de A es el polinomio ménico

pa(x) := det(z1d —A) € K[z],

y el polinomio minimal m4(z) es el tnico generador ménico del ideal de polinomios tales que p(A) = 0.
Observemos que por el teorema de Cayley-Hamilton, se tiene que p4(A) = 0. Una raiz « del polinomio
caracteristico de A se dice un autovalor de A.

Es un hecho de dlgebra lineal que las raices del polinomio caracteristico y del polinomio minimal son
las mismas, salvo quizas por la multiplicidad. Ademas, si dos matrices son conjugadas en K, entonces
poseen el mismo polinomio caracteristico y el mismo polinomio minimal. En el caso en que una matriz
se puede conjugar a una matriz entera, sigue valiendo un resultado similar. Una idea de la prueba puede
encontrarse por ejemplo en [8, Teorema B.3].

TEOREMA 4.19. Sea A € M (n,C) una matriz que se puede conjugar a una matriz entera. Entonces
pa(x),ma(x) € Zlz].

Este teorema nos dice que dado typ # 0 una condicién necesaria para que la matriz p(ty) se pueda
conjugar a una matriz entera es que el polinomio caracteristico y el polinomio minimal de ¢(tp) posean
coeficientes enteros. Mas atn, por la forma que tiene ¢(tp), veremos que otra condicién necesaria es que
el orden? de ©(tog) debe ser finito. Para demostrar esto, necesitaremos de un hecho sobre polinomios
con coeficientes enteros.

DEFINICION 4.20. Un niimero complejo se dice algebraico si es raiz de un polinomio no nulo con
coeficientes racionales. Un ntimero complejo se dice un entero algebraico si es raiz de un polinomio
moénico no nulo con coeficientes enteros.

Si « es un nmero algebraico, entonces entre todos los polinomios p con coeficientes racionales tales
que « es raiz de p, existe un tinico polinomio ménico ¢ de grado minimo, y por lo tanto irreducible, tal
que « es raiz de ¢. Las demas raices de ¢ se llaman los conjugados de . Se tiene el siguiente teorema
debido a Kronecker. Una referencia para la demostracion es [18].

TEOREMA 4.21 (Kronecker). Todo entero algebraico a € C tal que || =1 y |&/| =1 para todos los
conjugados o' de o, es una raiz de la unidad, es decir que existe algin k € N tal que o = 1.

Este teorema nos permite demostrar el resultado sobre el orden de ¢(tg) que buscdbamos.

Idgxs 0

TEOREMA 4.22. Sitg # 0 satisface que la matriz o(tog) = ( 0 ot
0

)> como en (12) se puede
conjugar a una matriz entera, entonces p(ty) tiene orden finito.

DEMOSTRACION: Basta ver que la matriz ¢(to) tiene orden finito. Escribimos

0(to)
0(b cos sen
P(to) = o donde 0(t) = (— sex(lt()t) coséii) ’
e(bnfltﬂ)

Supongamos que existe P € GL(2n,R) tal que P~ lp(t)P es una matriz entera. Por lo tanto, el
polinomio minimal y el polinomio caracteristico de ¢(tg) deben tener coeficientes enteros. El polinomio
caracteristico de 6(t) es

p(A) = A2 — 2\ cos(t) + 1

3Denotamos por ord(A) al menor entero positivo k tal que A¥ = Id. Si no existe tal k se dice que el orden de A es
infinito.
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por lo que los autovalores de 6(t) son A (t) = cos(t) +isen(t) y A~ (t) = cos(t) — i sen(¢). Entonces, los
autovalores de ¢(ty) son

1L, AE (to), A5 (bito), « ., A (bp—1to),
los cuales son todos de norma 1.

Si consideramos un autovalor A de p(tp), el cual es un entero algebraico, el tinico polinomio ménico
de grado minimo correspondiente a A debe dividir al polinomio minimal. Por lo tanto, el conjunto de
los conjugados de A es un subconjunto de los autovalores de ¢(tg). Luego, por el teorema de Kronecker,
todos los autovalores de ¢(tg) son raices de la unidad.

Si At (t) = cos(t) +isen(t) es una raiz de la unidad, existe k € N tal que (AT (¢))¥ = 1. Se tiene que
(AT (1)F = AT (kt), luego AT (kt) = 1 y también A\~ (kt) = 1. Esto implica que 6(¢)* = Id.

Si At (to), AT (b1to), ... , AT (by_1to) son raices de la unidad de orden ki, ... ,k, respectivamente,
entonces

Ord(@(t())) = mcm(kla s 7kn)7
con lo cual el orden de @(tg) es finito. O

OBSERVACION. 6(t) tiene orden finito si y sélo si ¢ € 7Q. En efecto, sea k € N tal que 6(t)* = Id,
luego cos(kt) = 1 y sen(kt) = 0, por lo que kt € 27Z, o equivalentemente ¢t € 7Q. Reciprocamente, si
t = " entonces 0(t)*" = Id. A

Juntando esta observacién con el Teorema 4.22, deducimos que una condicidon necesaria, aunque no
suficiente como veremos, para que (tp) se pueda conjugar a una matriz entera es que

to, bito, ... ;bn—1to € TQ
Notemos que tg € TQ y bitg € mQ si y sblosi tg € 7Q y b; € Q.
Ya estudiamos condiciones necesarias para que, dado ¢y € R no nulo, la matriz ¢(ty) como en

(12) se pueda conjugar a una matriz entera. Ahora queremos dar condiciones suficientes, para lo cual
recordamos el concepto de matriz compaifiera.

DEFINICION 4.23. Dado un polinomio ménico p(t) = co + c1t + - -+ + cp_1t" "1 4+ ", se define su
matriz compariera como la matriz

0 0 0 —co

1 0 ... 0 —C1
C(p) = 01 ... 0 —co

0 0 1 —cpoq

Se tiene el siguiente teorema de dlgebra lineal:

TEOREMA 4.24. Sea A una matriz de tamano n X n con entradas en un cuerpo K, entonces son
equivalentes las siguientes afirmaciones:

(1) A es conjugada en K a la matriz companera sobre K de su polinomio caracteristico.
(2) El polinomio caracteristico de A coincide con el polinomio minimal de A

(3) Ewriste un vector ciclico v € K" para A, es decir que {v, Av, ... , A" 1v} es una base para K".

Idsxs 0

0 &(to
lo sea. A la luz de este teorema, una condicién suficiente para que @(tg) como en (12) sea conjugada
a una matriz entera es que todos sus autovalores sean distintos y su polinomio caracteristico tenga
coeficientes enteros.

Notemos que para que ¢(tg) = ( )> sea conjugada a una matriz entera basta que @(t)
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Una clase especial de polinomios con coeficientes enteros que apareceran en nuestro camino, sobre
todo cuando analicemos dimensiones arbitrarias, son los llamados polinomios ciclotémicos.

DEFINICION 4.25. Dado n € N, una raiz n-ésima primitiva de la unidad es un nimero complejo ¢
tal que (" =1y (¥ #1paratodol1 <k <n-—1.

No es dificil probar que dado n € N, todas las raices n-ésimas primitivas de la unidad son

.
{exp (2%) | 1<k <n, med(k,n) = 1}7

es decir que hay ¢(n) raices primitivas de la unidad donde p(n) es la funcion multiplicativa de Euler
que cuenta la cantidad de enteros positivos coprimos menores o iguales que n. Recordemos algunas
propiedades que cumple la funcién . Se sigue de la definicién que ¢(1) = 1. Para otros nimeros se
cumple que:

(1) p(p¥) = (p— 1)p*~1 si p es primo y k € N.
(2) ¢ es multiplicativa, es decir que si m y n son coprimos, entonces p(mn) = @(m)p(n).

DEFINICION 4.26. Dado n € N, se define el n-ésimo polinomio ciclotémico ®,(x), por

D, () = <1_[< (ac - e%k)
mc{i_(llcc,ﬁglzl

Una propiedad fundamental (que no probaremos) es que ®,(x) es un polinomio ménico irreducible
en Q[z] con coeficientes enteros, es decir @,,(x) € Z[z].

2.3. Reticulos en grupos de Lie casi abelianos planos. Queremos estudiar ahora reticulos
en grupos de Lie simplemente conexos casi abelianos planos. Recordemos que un algebra de Lie casi
abeliana plana se escribe como g = Rz x,q, R*t?" donde s = dim(3(g)) y 2n = dim({[g, ), por lo que
el grupo de Lie simplemente conexo asociado se escribe como

G=Rx,R™"  con ot)=e e,

Supongamos que G admite un reticulo I'. Entonces por la Proposicion 4.18 existe un ty # 0 tal que
©(to) se puede conjugar a una matriz entera y el reticulo I" estd dado por

I = tyZ x, PZ*T2"

donde P~'¢(to)P es una matriz entera, digamos E. Por el Teorema 4.22, ¢(tg) tiene orden finito.
Notemos que det(E) = det(p(tg)) = 1, por lo que existe una matriz inversa E~! para E, y es una
matriz entera.

FEl producto en I' estd dado por
(tok, Prn) - (tol, Pma) = (to(k + €), Pma + (to)* Pmy) ,
y el inverso de un elemento (tok, Pm) estd dado por

(tok, Pm)~" = (~tok, —p(to) " Pm).

Nos sera tutil, sobre todo al estudiar dlgebras de Lie planas en dimensiones bajas, identificar de
manera explicita un reticulo de la forma I' = tgZ x, PZ¢ como un subgrupo de isometrias de R4+
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PROPOSICION 4.27. Sea I el reticulo de R x, R dado por I' = tyZ x, PZ¢ donde P~Yp(to)P = E
con E una matriz entera. Sea U el subgrupo de Mgy1 definido por

U:{((l E>k(om(:;%))m)> ‘keZ,meZd}.

Entonces I' y U son isomorfos como grupos.

DEMOSTRACION: Podemos definir un isomorfismo ¢ : I' — U por

sk =( (" 5) (i) )

la biyeccién es clara, comprobamos que es un morfismo de grupos:
¢<(t0k‘,Pm1)(t0€, ng ) (t k‘—l—f , Pmy —|—gO(to) sz)

(t (k+0), Pmy + PEka)

=¢
((1 )kH’(()mﬁ;r(f())),m1+Ekm2)>

= ¢(tok, Pmq)o(tol, Pmy).

En consecuencia ¢ es un isomorfismo de grupos. O

Otra manera de ver al reticulo I' = tyZ x, PZ? es la siguiente. Si A € GL(d,R), definimos el

producto semidirecto Z x 4 Z¢ donde la accién esta dada por k - = Ak

nd ng

PROPOSICION 4.28. Sean tg # 0 y P € GL(d,R) tales que P~ '¢(tg)P = E donde E es una matriz
entera. Entonces I' = tgZ X, PZ4 es isomorfo a Z X g Ze.

DEMOSTRACION: Un isomorfismo es ¢ : t0Z x, PZ% — Z x p Z% definido por ¢(tok, Pm) = (k,m).
Es claro que ¢ es biyectivo, verificamos a continuacién que es un homomorfismo.

o ((tok, Pma)(tol, Pma)) = 6 (to(k + £), Pmy + ¢(to)* Py )
— ¢ (to(k +0), Pmy + PEkmg)
= (k+¢,m1 + E*my)
= (k,m1)(¢,ma)
= ¢(tok, Pmq)o(tol, Pmy)
Por lo tanto ¢ es un isomorfismo. O

Nos interesa clasificar salvo isomorfismo los reticulos I' = tyZ %, PZ?. El problema es que pueden
existir varias matrices P que conjuguen la matriz ¢(tg) como en (12) a una matriz entera, por lo que
puede haber distintos reticulos para un mismo tg. Si P, Q € GL(d, R) satisfacen que P~ lp(tg)P = E'y
Q to(tg)Q = E', es claro que

t0Z %, PZY = t0Z %, QZ% si y sélo si Z x g 2% = 7 w pr Z°.

Para estudiar el problema del isomorfismo de reticulos para un mismo ¢y nos sera tutil pasar al problema
de estudiar el isomorfismo entre Z x g Z% v Z x g Z%.
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En general si A y B son matrices enteras inversibles y d es un entero positivo, no es facil decidir
si los productos semidirectos Z x 4 Z¢ y Z x g Z¢ son isomorfos o no. En el caso particular en que B
sea conjugada por una matriz entera a A o A~! entonces la respuesta es afirmativa, como lo muestra
la siguiente proposicion.

PROPOSICION 4.29. Sean A, B,C € GL(d,Z) tales que C~'BC = A o C~'BC = A~'. Entonces
ZxaZ8 =7 xpZl

DEMOSTRACION: Si C~'BC = A, entonces definimos la aplicacién ¢ : Z x 4 Z% — Z x g Z¢ por
é(k,n) = (k,Cn), la cual es biyectiva pues posee una inversa ¢~' dada por ¢~(k,n) = (k,C~'n).
Resta verificar que es un homomorfismo de grupos:

¢((k,m1)(£,m2)) = ¢(k + £,my1 + APmsy)
= (k +£,Cmy + CAFmy)
= (k +£,Cmy + B*Cmy)
= (k,Cmq)(£,Cmz)
= ¢(k,m1)p(¢, m3).
Si C7'BC = A™!, definimos la aplicacion ¢ : Z x 4 Z% — Z x5 Z* por ¢(k,n) = (—k,Cn), la cual

tiene una inversa ¢~!(k,n) = (—k,C~!n), por lo que es biyectiva. Verificamos a continuaciéon que es
un homomorfismo de grupos:

d((k,m1) (€, mz)) = ¢k + £, m1 + A¥my)
= (—k — £,Cmy + CA¥my)
= (—k —£,Cmy + B *Cmy)
= (—=k,Cmq)(—4,Cmy)
= ¢(k,m1)9 (L, m2).

En cualquier caso, resulta Z x 4 74 =7 x g 7°. O

Es importante observar que esta proposiciéon es una condicién suficiente para que Z x4 Z% sea
isomorfo a Z x g Z®. No sabemos si resulta necesaria o no. Se puede probar que si A y B son matrices
hiperbélicas, es decir que ninguno de sus autovalores complejos tenga norma 1, entonces si resulta
una condicién necesaria. Sin embargo, en nuestro contexto las matrices enteras que queremos analizar
son conjugadas a la matriz ¢(typ) como en (12) la cual posee todos sus autovalores de norma 1. Més
adelante, cuando tratemos las dimensiones 3, 4 y 5, analizaremos caso por caso y podremos obtener
una clasificacién de los reticulos de R x, R? en base a la clasificacién de las clases de conjugacién en
GL(d,Z) para d = 2,3 y 4, la cual por supuesto es dificil de obtener explicitamente en dimensiones
mayores.

Respecto al grupo de holonomia de solvariedades obtenidas como cocientes de subgrupos discretos
de Rx,R?, probaremos a continuacién que es un grupo ciclico y més ain, daremos una férmula explicita
2 ) )
para calcularlo, la cual utilizaremos a lo largo de todo el capitulo en dimensiones bajas y también para
exhibir solvariedades con grupo de holonomia ciclico en dimensiones arbitrarias.

Recordemos que el algebra de Lie g de un grupo de Lie simplemente conexo casi abeliano plano G
era de la forma g = Rz x,q, R*T?" con s = dim(3(g)) y 2n = dim({g, g]), por lo que
G =R x, R
donde ¢(t) = exp(tady).
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TEOREMA 4.30. Sea G = R x,, R5+27 un grupo de Lie casi abeliano plano y sea tg # 0 tal que

la matriz p(ty) = (IdBXS ¢(20)> como en (12) se puede conjugar a una matriz entera mediante una

matriz P € GL(s 4 2n,R), donde
0(to)
o= " ono) = (il )
9<bn_1t0)
Si I es el reticulo dado por I' = toZ X, P75ty
d = mem (ord(0(tp)), ord(0(bity)), ... ,ord(0(b,—_1to))),

entonces
Zq std > 1,

{e} sid=1.
DEMOSTRACION: Si d = 1, entonces (tg) = Id, por lo que G es abeliano y entonces la solvariedad

I'\G es un toro, el cual posee grupo de holonomia trivial. Si d > 1, afirmamos que el subgrupo abeliano
maximal es A = dtgZ x, PZ5t2n En efecto, es claro que dtyZ X PZ512" es normal y ademas,

Hol(I'\G) = {

e A es abeliano: sean (dtok, Pm) y (dtol, Pr) en A. Es claro que ¢(tg)? = Id, y asi
(dtok, Pm)(dtot, Pr) = (dto(k + £), Pm + @(to) ™ Pr)

= (dto(+ k), Pr+ (to) " Pm)
= (dtog, P?“)(dtok), Pm)

e A es maximal como subgrupo abeliano normal: Sea H otro subgrupo abeliano normal de I tal
que A C H. Probaremos que H C A. Sean v, = (tok, Pm) € H y v = (tof, Pr) € A. Queremos ver
que k = dkg para algin kg € N. Del hecho de que 7, y ) conmuten, deducimos, mirando las ltimas
coordenadas, que

Pm + ¢(to)*Pr = Pr + Pm,
por lo que o(tg)* Pr = Pr. Entonces P~ p(tg)* P es una matriz que fija r para todo r € Z*+2". Como
r es arbitrario, dejandolo variar por la base candnica, debe ser P‘lgo(to)kP = Id y esto dice que
¢(to)* = Id. Como d = ord(yp(ty)), entonces k = dkg para algiin kg € N. Por lo tanto H C A, esto
concluye la demostracién de la afirmacién.

Resta identificar el grupo I'/A con Zg. Sea ¢ : I' = Zg €l homomorfismo suryectivo definido por

(;5(t0]€, Pm) = [k]d

Notemos que (tok, Pm) € Ker(¢p) <= k = dky <= (tok,Pm) € A. Por el primer teorema de
isomorfismo concluimos que Hol(I'\G) = Zj. O

3. Solvariedades planas en dimensiones bajas

Partiendo de la caracterizacion de algebras de Lie planas la cual fue demostrada al final del capitulo
anterior, nuestro objetivo es estudiar solvariedades con una métrica inducida por una métrica invariante
a izquierda plana en el grupo de Lie correspondiente. Analizaremos en concreto y con el mayor detalle
posible las dimensiones 3, 4, 5 y 6, en las cuales podemos particularizar resultados obtenidos en la
seccién anterior, como por ejemplo el cilculo del grupo de holonomia para una solvariedad proveniente
de un grupo de Lie casi abeliano. En dimensién 3, 4 y 5 podremos lograr una clasificacion completa
de tales solvariedades, mientras que en dimensién 6 nos concentraremos mas bien en la holonomia de
solvariedades y daremos una manera de construir reticulos que dan origen a solvariedades con grupos
de holonomia que no son ciclicos.
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OBSERVACION (Sobre dimensiones 1 y 2). Notemos que por el Teorema 3.52 si g es un algebra de
Lie plana no abeliana entonces dimg > 2. Si dimg = 1 6 dimg = 2 y g es plana resulta g abeliana
por lo que el grupo de Lie simplemente conexo asociado G es abeliano y entonces la solvariedad I'\G
es difeomorfa a un toro para cualquier reticulo I" de G. Observemos ademads que, si bien la botella de
Klein es una variedad compacta plana de dimensién 2, esta no se obtiene como una solvariedad. Esto
también se sigue de que toda solvariedad es orientable por el Teorema 4.4, mientras que la botella de
Klein no lo es. A

De aqui en adelante, descartaremos el caso en que g es abeliana ya que cualquier solvariedad obtenida
a partir del grupo de Lie simplemente conexo asociado es difeomorfa a un toro y su grupo de holonomia
es trivial.

3.1. Dimensién 3. Sea g = 3(g) ® b D [g, g] un algebra de Lie plana no abeliana de dimension 3,
entonces la unica posibilidad es 3(g) = 0, dimb =1 y dim([g, g]) = 2, por lo que
g =Rz x,q, R?,

es decir que toda algebra de Lie plana de dimensién 3 es un algebra de Lie plana casi abeliana. Como
la transformacién ad, es antisimétrica, existe una base B = {e1, f1} de R? tal que

0 a
[ady]p = (—a 0) , cona € R no nulo.

Por el Lema 4.17 particularizado a un sélo parametro podemos suponer que a = 1. Este dlgebra de Lie
es el dlgebra de Lie del grupo de las transformaciones rigidas del plano euclideo y tradicionalmente es
denotada por ¢(2), es decir

¢(2) = Rz X, R?,
con corchetes dados por
[z,e1] = —f1, [z, fi] = e1.

El grupo de Lie simplemente conexo asociado a ¢(2) es

s _ tade _ cos(t)  sen(t)
E(2) =R Ky, R?, p(t) = = <— sen(t) COS<t)> . 1

La variedad subyacente es R? con su estructura diferenciable usual, el producto estd dado por
(t,z,y)- (2, y) = (t+ 1,2+ 2’ cos(t) + ' sen(t), y — 2’ sen(t) + 3 cos(t)) (14)
y el inverso estd dado por

(t,z,y)"" = (—t, —z cos(t) 4+ ysen(t), —z sen(t) — y cos(t)) .

A continuacion estudiaremos la existencia de reticulos en E(2). Por la Proposicién 4.18, para hallar
los reticulos de E(2) debemos hallar los valores de g no nulos tales que ¢(tp) como en (13) sea conjugada
a una matriz entera mediante una matriz P € GL(2,R).

PROPOSICION 4.31. Para tg # 0 la matriz p(tg) es conjugada en R a una matriz entera si y sélo si

tg € {g, 37”, 2%, %T, %, 5{,71’,271’} + 277

DEMOSTRACION:
=) Si ¢(tg) es conjugada a una matriz entera, entonces

2cos(tp) = tr(p(tg)) =k, para algink € Z.
Como —2 < 2cos(tp) < 2 las tnicas posibilidades que tenemos para para k son k = 0,+1, +2, de donde

cos(tp) = O,:I:%, +1 lo que implica que to € {7, 37”, 2{, %’r, T %T,ﬂ', 21} + 27Z.
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<) Sitg € {5,335, m, 27} + 2nZ entonces ¢(ty) es trivialmente conjugada a una matriz entera ya
que ella misma es una matriz entera.
Supongamos ahora que ty € %”, %’r, EE %’r} + 277. Para cualquiera de estos g los autovalores de la
matriz ¢(tg) son cos(ty) £ isen(tp), los cuales son distintos. Por lo tanto ¢(tp) es conjugada en C a la
matriz compaiiera de su polinomio caracteristico p(\) = A? — 2\ cos(t) + 1 el cual es un polinomio con
coeficientes enteros pues 2 cos(ty) = £1 donde el signo depende de ty. En conclusién ¢(t) es conjugada
en C a la matriz companera de su polinomio caracteristico, la cual es entera. Como ambas matrices

tienen entradas reales y son conjugadas en C, también son conjugadas en R. U

Estudiaremos ahora los reticulos salvo isomorfismo para los distintos valores de ty encontrados.
Primero, observaremos a continuacion que podemos restringir aiin mas la lista de valores de ¢y3. En
efecto sea ty € (0,2n], por la Proposicién 4.27 el reticulo I' = toZ x, P72 es isomorfo al subgrupo
U C M3 dado por

Uz{((l E)k,((mi(i(t())),m)>‘k€Z,m€Z2}, dondeE:P_lgo(tg)P.

Observemos que si r € Z es tal que tg+27r # 0 entonces t7Z l><<{,PZ2 y (to+2nr)Z l><<{,PZ2 son isomorfos
pues p(tg) = @(to + 27r) por lo que es evidente que como subgrupos de isometrias de R? son el mismo
conjunto. Por otro lado, existe un isomorfismo entre los reticulos (27 — t9)Z X, P72 y toZ X QP7?
donde @ = ((1] é), dado por f((27 — to)k, Pm) = (tok, @Pm). La aplicacién f resulta homomorfismo

debido a que (27 — tg) = @(to) ™! con lo que resulta Qp (21 — to)* = ()" Q para todo k € Z.

En conclusién, para estudiar los distintos reticulos de E'(2) salvo isomorfismo, basta considerar
m2rw
lo € {77777771-’277}' (15)

Hemos mencionado que dado tg # 0, pueden existir varias matrices que conjuguen la matriz o(tg)
a una matriz entera. Queremos mostrar que en dimension 3 la clase de isomorfismo de un reticulo no
depende de la matriz, es decir que si P y @ conjugan ¢(ty) a matrices enteras Fy y E9 respectivamente,
entonces los reticulos I = tgZ x, P72y I'" = tyZ X Q72 son isomorfos. Ya demostramos en la seccién
anterior que si B y Fs se pueden conjugar mediante una matriz entera, entonces I' y I son isomorfos.
La cuestién se reduce entonces a mostrar que estas matrices E7 y Ey pertenecen a la misma clase de
conjugacién en GL(2,Z), para lo cual utilizaremos la clasificacién de las matrices de orden finito de
GL(2,Z) por conjugacién, que se encuentra listada por ejemplo en [35].

PROPOSICION 4.32. Toda matriz de orden d en GL(2,7Z) con determinante 1 se conjuga sélo a la
stquiente matriz:

d=2: <_01 —01>;
=3 (1 o)
1= (1)
d=6: G _01).

Sityg = 27 o tg = 7 entonces para cualquier P € GL(2,R) se tiene que P~ ()P = ¢(tg), por lo que
hay una tnica matriz entera a la cual puedan conjugarse ¢(7) y ¢(27). Por otro lado, si tg € %’r, 534
existe una tunica clase de conjugaciéon en GL(2,Z) para matrices de orden 3, 4 y 6 respectivamente. En
virtud de esto, sélo bastard encontrar una matriz P que conjugue ¢(tp) a una matriz entera y estudiar

el reticulo I" asociado a ty y a dicha matriz.
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Ahora queremos estudiar en detalle las solvariedades planas obtenidas al cocientar el grupo de Lie
E(2) por los distintos reticulos I' = tyZ x, PZ?* asociados a los valores de to € {27, T, Z %”, %} Unos
invariantes interesantes de una variedad compacta son los niimeros de Betti, los cuales se calculan a
partir de los complejos de homologia singular de la variedad. En general, dado un entero no negativo k,
el k-ésimo nimero de Betti B;,(X ) de un espacio topolégico X se define como el rango del grupo abeliano
Hi(X,Z), si es que este ultimo es finitamente generado. En el contexto més particular de variedades
diferenciables compactas, se define (M) como la dimensién del k-ésimo grupo de Cohomologia de De
Rham de M. El Teorema de De Rham asegura que los niimeros de Betti son invariantes topolégicos, més
precisamente que existe un isomorfismo entre HX.(M,R) y H*(M,R), el k-ésimo grupo de cohomologia
singular. Por otro lado, los grupos de homologia con coeficientes enteros determinan a los grupos de
homologia y cohomologia con coeficientes arbitrarios, esto es gracias al llamado Teorema del Coeficiente
universal. Por tltimo, el famoso Teorema conocido como la “dualidad de Poincaré” asegura que si M
es una variedad compacta y orientada de dimensién n entonces existe un isomorfismo entre H¥(M,R)
y H,_(M,R). Juntando estos tres resultados, observamos que para calcular los niimeros de Betti de
una variedad M compacta y orientada de dimensién n, basta calcular Hy(M,Z), y se tiene que

Br(M) = Bp—r(M) para todo 0 <k < n.

En el caso particular de las solvariedades planas de dimensién 3, al ser arcoconexas, es claro que
Hy(I'\G) = Z, lo que implica 5y = 53 = 1. Para calcular 51 y en consecuencia [, usaremos el siguiente
resultado clasico debido a Hurewicz, que nos permitira calcular el primer grupo de homologia de una
solvariedad de la forma I"\E(2) con facilidad. Una demostracién del teorema puede encontrarse en [9].

TEOREMA 4.33 (Hurewicz). Si X es un espacio topoldgico arcoconexo, entonces
Hi(X,Z) = m (X)/[m(X), m (X)),

en otras palabras el primer grupo de homologia con coeficientes enteros del espacio X es isomorfo a la
abelianizacion de su grupo fundamental.

La clasificacién de variedades compactas planas de dimension 3 se sigue de la clasificacién de los
subgrupos de Bieberbach de las isometrias de R3. Esta clasificacién fue completada por W. Hantzsche
y H. Wendt en 1935 [17]. En el libro de Wolf [39] estan listadas las 10 variedades compactas planas de
dimension 3 salvo difeomorfismo, de las cuales 6 son orientables y 4 no lo son. Recientemente, Conway
y Rossetti en [14] estudiaron en detalle estas variedades, dando una nueva nomenclatura sistematica
que describe algunas de las propiedades de estas variedades. Alli, proponen llamarlas platycosms, o sea
“universos planos”. Los simbolos y nombres propuestos son los siguientes:

Nombre [39] | Hol(M) | Hi(M,Z) | Orientable | Simbolo[14] Nombre[14]
G1 {e} VASY AV v cl torocosm
Go Zso 7 ® Lo D Zo v c2 dicosm
Gs Zs3 YRSY/ v c3 tricosm
G Zy 7. D Zo v c4 tetracosm
Gs Ze Y/ v c6 hezxacosm
Gs Lo ® 7o Ly © Ly v c22 didicosm
B Zo YASYASYL X +al first amphicosm
Bs Zo YASY/ X —al second amphicosm
Bs To ®Zo | 7D Lo ® Zs X +a2 first amphidicosm
By Zo @ Zo YASY X —a2 second amphidicosm

Ademas, los “platycosms” orientables con grupo de holonomia ciclico se llaman helicosms. Para una
descripcién explicita de los grupos de Bieberbach en dimensiéon 3 y las correspondientes variedades
compactas planas, ver pagina 46 de [34]. Cabe aclarar que la descripcién alli dada se corresponde con
la identificacién que dimos en la Proposiciéon 4.27.
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En lo que sigue vamos a identificar cudles de estas variedades compactas planas de dimensién 3
podemos obtener a partir de solvariedades planas. Como toda solvariedad es paralelizable, en particular
orientable, las variedades no orientables Bi, Bo, B3 y B4 no se obtienen como solvariedades planas, y
ademaés por el Teorema 4.30 una solvariedad casi abeliana posee grupo de holonomia ciclico, por lo que
la variedad Gg, la cual es la Variedad de Hantzsche-Wendt que estudiamos en el Capitulo 1, tampoco se
obtiene como una solvariedad plana. Veremos que podemos obtener las variedades restantes Gy, Go, G3, G4
y G5 como cocientes de E(2) por subgrupos discretos.

OBSERVACION (Sobre el conmutador). Si I" es un reticulo de E(2), para calcular el primer grupo de
homologia de la solvariedad I"\ E(2) debemos identificar el espacio I'/[I',I']. Como I" = toZ X, PZ? es
isomorfo a I' = Z x g Z2, donde E = P~1p(to) P, analizaremos el espacio I'/[T,T] ya que esto facilitara
las cuentas y la intuicién.

Si (k,m), (¢,n) € I', mediante un calculo directo se verifica que su conmutador estd dado por

[(k,m), (£,n)] = (0,m 4+ Efn — E'm — n) = (0, (Id —E*)m + (E* — Id)n).

Para identificar el subgrupo conmutador de I' no hace falta considerar todas las posibilidades para
k y ¢, podremos suponer k = 0. En efecto, considerando el caso en que k = 0y 0 < ¢ < ord(FE)
deduciremos una condicién sobre [I', T'] para que el elemento (0,m — E“m) pertenezca a [T, I'], mientras
que considerando 0 < k < ord(E) y ¢ = 0, obtendremos una condicién sobre [I', I'] para que el elemento
(0, E*n —n) pertenezca a [I',T]. Por lo tanto, impuestas las condiciones sobre [I",T'] al considerar k = 0
o £ = 0, no se agregara ninguna nueva condicién al considerar k # 0 y ¢ # 0. Por otro lado, haciendo
variar m y n en Z2, es claro que identificar cuél es la condicién para que un elemento de la forma E¥n—n
pertenezca a un subgrupo de Z2 es la misma a identificar para un elemento de la forma —E‘m +m, por
lo que considerar k =0y £ # 00 k # 0y £ =0 es indistinto. En conclusién, para analizar el subgrupo
conmutador, basta considerar k = 0y 0 < £ < ord(E), con lo que [(0,m)({,n)] = (0,m — E'm), es
decir que basta ver la imagen de Z?2 por el operador Id —E* para 0 < £ < ord(E). Notemos que esta
observacion se puede generalizar a dimensiones mayores. A

Por todo lo dicho, el grupo de Lie casi abeliano F(2) = R ¢R2 admite 5 reticulos, salvo isomorfismo,

que son de la forma I' = tyZ x,, PZ? para ty € {2m,m, 5 %”, 51y P es alguna matriz fija tal que

P~1o(tp) P es una matriz entera. A continuacién describiremos las 5 solvariedades asociadas con sus
nombres segin [14].

Torocosm. Sea ty = 2w, ¢(27) = Id la cual es entera por lo que el reticulo asociado es
I =277 x, 72
Por la Proposicion 4.27 resulta que I es isomorfo al subgrupo de las traslaciones puras de Mj el cual
es isomorfo a Z3 por lo que la solvariedad I\ E(2) es difeomorfa al toro R? / 73, lo que nos dice que
Hol(I1\E(2)) = {e}

vy que sus nimeros de Betti estdn dados por
3
Br. = i) para 0 < k < 3.

-1

Dicosm. Sea tg =7, p(7) = ( 0

_01> la cual es entera por lo que el reticulo asociado es

I =717 %, 72,

el cual es isomorfo a I'y = Z X (1) 72 de acuerdo con la Proposicién 4.28. El orden de ¢(7) es 2, entonces
por el Teorema 4.30 tenemos que
Calculamos a continuacién el primer grupo de homologia de I3\ E(2).
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LEMA 4.34. Hl(FQ\E(2),Z) =7 F ZQ D ZQ.

DEMOSTRACION: Analizaremos el subgrupo conmutador [z, T's].
Sean (0,m,n), (¢,r,s) € I'y, entonces

(0., ), (7,5)] = (o, ((é D= (% _01)€> (7;)) .

Como ord(F) = 2, basta elegir £ = 1 que da como resultado (0, 2m, 2n). Luego, [['y, '] C 0ZH2Z®27Z y
reciprocamente, dado un elemento (0,2m,2n) € 0Z & 2Z & 2Z, resulta [(0,m,n), (7,0,0)] = (0,2m, 2n).
Por lo tanto,

[[2,Ts] = 0Z ® 2Z & 2Z.

Ahora, sea f : 'y = Z & Zo & Zy dada por
f(k,m,n) = (k, [mlz, [n]2).

Claramente ker(f) = [['3,T2] y f es suryectiva, ademéas es un homomorfismo debido a que [(—1)¥]5
para todo k € Z. Por el primer teorema de isomorfismo I'y /[Ty, T'o] = Z @& Zg ® Zo. O

I
=
no

En particular los nimeros de Betti de I\ E(2) estan dados por
Po=P1=pP2=pPs=1

S

_1
Tricosm. Sea tg = %’r, go(%”) = ( \% 2 ), la cual no es entera. Para hallar una matriz P tal

5 —

N[ =

1

2

que P~1p(3F)P sea entera, basta observar que vy = (D y vy = ( ) son autovectores de (L) de

—1++/3i —1—/3i
2 y 2

autovalores ) es un vector ciclico pues el

V3

-1

respectivamente, y que v := v + vy = (2

2

conjunto formado por {v, p(%)v} es una base de R?, donde ¢(ZF)v = < ) Luego podemos escoger

0

1 :}) y el reticulo asociado es

P = <g \_/?> que conjuga gp(%”) a la matriz entera E3 = (

P
Iy = %Z w, P3Z2,

el cual es isomorfo aI's = Z x g, Z? de acuerdo con la Proposicién 4.28. El orden de Lp(%“) es 3, entonces
por el Teorema 4.30 tenemos que
HOI(Fg\E(2)) = Zg.
Calculamos a continuacién el primer grupo de homologia de I3\ E(2).
LEMA 4.35. Hl(Fg\E(Q), Z) =27 D7Zs.

DEMOSTRACION: Analizamos el subgrupo conmutador [I's, T's].
Sean (0,m,n), (¢,r,s) € I's, entonces

[(0,m,n), (LT, s)] = <0, (((1) (1)) _ ((1) :D€> (:3)) |

Analizamos las distintas posibilidades para £ en la siguiente tabla.

¢] [(0,m,n), (¢, s))]
1] (0,m +n,—m+ 2n)
2 (O,2m_n7m+n)




3. SOLVARIEDADES PLANAS EN DIMENSIONES BAJAS 88

De la tabla observamos que [I's,I's] € {(0,p,q) | p,q € Z,p+ q = 0(3)} y que dado (0,p,q) con
p+q=0(3), resulta [ (0,259,251} (1,0,0)| = (0,p,q). Por lo tanto

[, T's] = {(0.p,q) | p,g €Z,p+q=0(3)}.
Ahora, sea f : T's — Z & Z3 dada por
f(k,m,n) = (k,[m + n3).

Es claro que f es suryectiva y que Ker(f) = [I3, I3]. La verificacion de que es homomorfismo se
realiza separando en los casos de acuerdo a la congruencia médulo 3, luego por el primer teorema de
isomorfismo I's /[['3,T's] =2 Z & Zs. O

En particular los nimeros de Betti de I3\ F(2) estan dados por
Po=P1=pP2=pPs=1

Tetracosm. Sea tg = 5, (%) = (_01 (1)> la cual es entera por lo que el reticulo asociado es

I, = gz X 72,

el cual es isomorfo a I'y = 7Z X(Z) 7?2 segin la Proposicién 4.28. El orden de ©(%) es 4, entonces por

el Teorema 4.30 tenemos que
HO](F4\E(2)) = Z4.
Calculamos a continuacién el primer grupo de homologia de I';\ E(2).

LEMA 4.36. Hl(F4\E(2), Z) =27 D Ls.

DEMOSTRACION: Analizamos el subgrupo conmutador [y, I'y].
Sean (0,m,n), (¢,r,s) € T'y, entonces

[(0,m, n), (€,7,5)] = (0(((1) (1))_(_01 (1))4) (Z’:))

Analizamos las posibilidades para ¢ en la siguiente tabla.

¢] [(0,m,n), (¢,r,s)]
1] (0,m—n,n+m)
2 (0,2m, 2n)

31 (0,m+n,—m+n)

De la tabla observamos que [I'4,T'4] C {(0,m,n) : m =n(2
elemento (0,m,n) € {(0,m,n) : m =n(2)}, resulta [(0, 252,

2
[T4,Ta] = {(0,m,n) : m =n(2

Ahora, sea f : 'y — Z & Zo dada por
f(k,m,n) = (k,[m+ nla).

hLyr eciprocamente vemos que dado un
£ .(1,0,0)] = (0,m,n). Por lo tanto

)}

—

Es claro que f es suryectiva y que [['4,I'4y] = Ker(f). La comprobacién de que es homomorfismo se
hace por casos, distinguiendo la clase de congruencia de k£ moédulo 4. Luego, por el primer teorema de
isomorfismo I'y /[Ty, T4] = Z ® Zs. O

En particular los nimeros de Betti de I\ F(2) estan dados por

Bo=p1=pP2=pP3=1
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V3

V3 . 1
Hewacosm. Sea tg = T, (%) = ( % ) la cual no es entera. Si observamos que v; = (z) y
- 2

‘ D[
1\3%
w

1 : : .
vy = <—z) son autovectores de (%) de autovalores 1+T\/§1 y 1_7‘/31 respectivamente, y que el vector

2 - . 2 1 . .
vi= v + vy = g) esun vector ciclico, hallamos la matriz Ps = 0 —V3 que conjuga la matriz

0

©(%) a la matriz entera Eg = (1

_11). El reticulo asociado es

Is = gz x, P72,

el cual es isomorfo a Z x g, Z? de acuerdo a la Proposicién 4.28. El orden de ©(%) es 6, entonces por el
Teorema 4.30 tenemos que

HOI(FG\E(Q)) = ZG.
Calculamos a continuacién el primer grupo de homologia de I\ E(2).

LEMA 4.37. Hy(I5\E(2),Z) = Z.

DEMOSTRACION: Analizamos el subgrupo conmutador [I'g, I's].
Sean (0,m,n), (¢,r,s) € I's, entonces

[(0,m,m), (t,r,5)] = (0, ((}) - (3 ‘11)K> (’g)) .

Analizamos las distintas posibilidades para £ en la siguiente tabla.

¢ [(0,m,n), (T, s)]
(0,m +n,—m)
(0,2m +mn,—n+m))
(0,2m, 2n)
(0,m —n,m + 2n)
(0, —n,m+n)

Uk LW N~

De la tabla observamos que dado (0, p, ¢) resulta [(0,—q,p + ¢), (1,0,0)] = (0,p, q). Por lo tanto
g, T] = 0Z & Z & Z.
Luego I'¢/[Ts, T's] = Z. O
En particular los nimeros de Betti de I\ F(2) estan dados por
Po=P1=pP2=pPs=1

Clasificacion de solvariedades planas de dimension 3. A modo de resumen de esta seccién y de la
clasificacién de las solvariedades planas de dimensién 3, concluimos con la siguiente tabla:

Solvariedades planas de dimension 3

Solvariedad M Hol(M) | Hi(M,Z) | Notacién [39] | Nombre[14]
(27Z w, Z*)\E(2) {e} 2SLDL G1 torocosm
(7Z %, Z*)\E(2) 7o Z® Lo ® 7o Go dicosm
(2Z x, PsZ*)\E(2) 73 7D L3 Gs tricosm

(3Z xy, Z*)\E(2) Zy 7@ Lo Gy tetracosm
(327 x, PsZ*)\E(2) Zg Z gs hexacosm
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3.2. Dimension 4. Sea g = 3(g) ® b [g, g] un dlgebra de Lie plana no abeliana de dimension 4,
entonces la tnica posibilidad es dim([g, g]) = 2, y por el Teorema 3.52 resulta dim b = 1 y por lo tanto
dim 3(g) = 1. De acuerdo al Lema 4.17

0 0 O
g =Rz x,q, R®, dondead,js=(0 0 1
0 -1 0

para alguna base B = {z,e1, f1} de R3. Luego, el grupo de Lie simplemente conexo correspondiente es

1 0 0
G=Rx,R® conpt)= (O cos(t) sen(t)) . (16)
0 —sen(t) cos(t)

Como G es casi abeliano, podemos utilizar la Proposicién 4.18 para determinar sus reticulos.

LEMA 4.38. Para tg # 0 la matriz ¢(tg) es conjugada a una matriz entera si y solo si
toe {5, 5 T m o ™, 21} + 2nZ. (17)

DEMOSTRACION:
=) Si p(to) es conjugada a una matriz entera, entonces

1+ 2cos(ty) = tr(e(tp)) = k, para algin k € Z.

Luego 2 cos(ty) = k, lo que implica que tg es como en (17).

cos(tp) sen(t0)>

<) Si tp es como en (17), ya demostramos en la Proposicién 4.31 que la matriz (_ sen(ty) cos(to)

es conjugada a una matriz entera mediante una matriz P € GL(2,R). Basta definir P = (é g), luego
P~1¢(ty) P es entera. O

Respecto a la cuestién de los reticulos, de igual manera que en dimensién 3, podemos restringirnos
a estudiar reticulos asociados a ty € {7, 2%, 5,721}, Si tg = 27 resulta G abeliano por lo que la
solvariedad I'\G es difeomorfa a un toro. Para los demés t¢, ya no es cierto como en dimensién 3 que
todas las matrices enteras e inversibles de un orden d con d € {1,2, 3,4, 6} sean conjugadas en GL(3,7Z).
Sin embargo de igual manera podremos clasificar los reticulos salvo isomorfismo. Debemos analizar caso
por caso las posibles matrices enteras no conjugadas a las que podemos conjugar la matriz ¢(ty) como
en (16). Usaremos la clasificacién de las matrices de orden finito de GL(3,Z) salvo conjugacién, que se
encuentra en [35]. Listaremos s6lo aquellas matrices que tengan determinante 1 ya que analizaremos las
posibles matrices enteras que resultan de conjugar mediante una matriz P € GL(3,R) la matriz (tp),
la cual posee determinante 1.

PROPOSICION 4.39. Toda matriz de orden d en GL(3,Z) con determinante 1 se conjuga a una y
solo a una de las siguientes matrices:

1 0 0 1.0 0
d=2: MP =0 -1 o], MP=[0 o0 1|;

0 -1 0 10

0

0

10 0 010
d=3: MP=|o o0 1|, MP=[0 0 1];

01 -1 100

10 0 10 1
d=4: MP=(0 0 -1), M"=|0 0 -1];

01 0 01 0
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10 0
d=6: M9 =[0 0 —1].

01 1

En lo que sigue veremos para cada to € {, %’r, 5,5}, dado un orden d € {2,3,4,6}, cudles son las
matrices de orden d que aparecen en la Proposicién 4.39 que se pueden obtener mediante conjugar la

matriz ¢(tp) con una matriz arbitraria P € GL(3,R).

1 0 0
& Si to = 7, entonces ¢(ty) = (O -1 0 ) , la cual es una matriz entera de orden 2.
0 0 -1

LEMA 4.40. Si MI(Q) Y M?EZ) son las matrices de orden 2 de la Proposicion 4.39, entonces se puede
conjugar la matriz p(m) a cada una de ellas mediante una matriz inversible con coeficientes reales.

0 1 1
DEMOSTRACION: Se tiene Id ¢(r) Id = M? y Py lo(r) Py = MS? donde P, = (o 1 —1) . O
1 -1 1

(2)

LEMA 4.41. Los productos semidirectos I'Y”" = Z X 17, (2) VAR F§2) =7 X g (2 73 no son isomorfos.

DEMOSTRACION: Analizamos en la siguiente tabla los subgrupos conmutador de 1“52) y Fg) .

¢ 1(0,m), (¢,n)]" [(0,m), (£,n)]5”
1| (0,0,2me,2ms) | (0,2m1, me — ms, —ma + ms)

Se deduce que [\, I'?] = 0Z ® 0Z © 22 © 2Z y que [, T = {(0,2p1,p2,p3) | p2 + ps = 0}. Es
facil verificar entonces que

rP /@ rd~zezez 02, y /P rP2zezez,.

Por lo tanto Fg2) y FéQ) no son isomorfos. U

1 0
& Si tg = 2%, entonces p(tg) = | 0 —
0

, la cual es una matriz de orden 3.

M‘al\’m—t
S ©

LEMA 4.42. 5% M1(3) Y M2(3) son las matrices de orden 8 de la Proposicion 4.39, entonces se puede
conjugar la matriz 90(2%) a cada una de ellas mediante una matriz inversible con coeficientes reales.

1 0 0
DEMOSTRACION: Eligiendo P5 = (O 0 \/3) , resulta Pg_lgo(%’r)Pg = Ml(g). Por otro lado al elegir
0 2 —1
1 1 1
la matriz Q3 = | 0 —?3 @ resulta le()p(%w)Qs = M2(3). O
1 -3 —3

LEMA 4.43. Los productos semidirectos Fgg') =7Z Xy 3 73 y Fgg) =7 X3 73 no son isomorfos.

DEMOSTRACION: Analizamos los subgrupos conmutador de ng) y Fg?’).
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: [(0,m), (¢ m)]” [0, m), (6,n)]Y)

1 (0,0,7712 + ma3, — Mg +2m3) (O,m1 — Mg, My — M3, —M1 —I—m3)
2 (0,0,27712 — ms, ma +m3) (O,m1 — m3, —Mmi + Mg, —M32 +m3)

De la tabla se deduce de manera sencilla que [Fg3),Fg3)] = {(0,0,p,q) | p+ g = 0(3)} y ademéas que
[Fgg), Tg)’)} = {(0,p1,p2,p3) | P1 + p2 + p3 = 0}. Es facil verificar entonces que

Por lo tanto no son isomorfos. O
1 0 O
& Si to = T, entonces ¢(tp) = (0 0 1], la cual es una matriz de orden 4.
0 -1 0

LEMA 4.44. Si M1(4) Y M§4) son las matrices de orden 4 de la Proposicion 4.39, entonces se puede
conjugar la matriz ¢(3) a cada una de ellas mediante una matriz inversible con coeficientes reales.

010

2 1 1
Q=0 2 3. 0
0 3 —2

LEMA 4.45. Los productos semidirectos Fg4) =7 X pg, (@) VAR I‘gl) =7 SYAC) 73 no son isomorfos.

100
DEMOSTRACION: Resulta Py lo(T)Py = MY y Q7'0(5)Qs = M"Y donde Py = (o 0 1) y

DEMOSTRACION: Analizamos los subgrupos conmutador de T’ 54) y Fg4).

¢ [(0,m), (£,n)]" [(0,m), (£,n)]°

1 (0,0,mg + ms3, —mao —i—mg) (O, —ms, Mo + ms, —ms +M3)
2 (0, 0, 2m2, 2m3) (0, —mo — ms, 2m2, 2m3)

3 (0,0,mz — ms, mso +m3) (0, —msg, My — M3, My —|—m3)

~

Observamos que [V, T1V] = {(0,0,p,9) | p+¢ = 0(2)} y [[$Y, T5Y] = {(0, p1, p2. p3) | p2-+ps-+2p1 = 0}.
Es facil verificar entonces que

F§4)/[F§4),F§4)] > 770 T F§4)/[Fg4), F§4)] ~ 707
Por lo tanto no son isomorfos. O
0
V3

%5 |, la cual es una matriz de orden 6.
1
2

&<
w

1
& Si to = %, entonces ¢(tg) = | 0
0

2

LEMA 4.46. Si M1(6) es la matriz de orden 6 de la Proposicion 4.39, entonces se puede conjugar la
matriz (%) a MI(G) mediante una matriz inversible con coeficientes reales.

10 0
DEMOSTRACION: Es directo verificar que Pﬁ_lcp(g)Pﬁ = Ml(G), donde Py = (0 2 1 ) ) O
00 —V3

Si FgG) =Z Xy 0 73, teniendo en cuenta los célculos que hicimos en dimensién 3 para ty = 3, 1O
es dificil ver que Fgﬁ)/[Fgﬁ),Fgﬁ)] =771
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Clasificacion de solvariedades planas de dimension 4. Llamemos G(4) = R x, R3. Concluimos esta
seccion con la clasificacion de solvariedades planas de dimensién 4 en la siguiente tabla:

Solvariedades planas de dimensién 4
Solvariedad M Hol(M) H,{(M,7)
T {e} ZOLOLOL
(TZ %, Z3) \ G(4) Zo |Z@®Z®Zy®Zo
(TZ % PyZ3) \ G(4) Zs ZOLDZs
(27 x, P3Z3) \ G(4) Zs YACYACY A
(FZxy,Q3Z3) \ G(4) | Zs Z®L
(ZZwy, PZ3)\ GA) | Zy Z&L® Lo
(3Z %, QuZ3)\ G(4) | Zs YACY/
(2Z %, PsZ3) \ G(4) Zg yAY/

NOTA. Se sabe que los niimeros de Betti de 7% estdn dados por B, = (:) para 1 < k < 4. De
la tabla podemos observar que todas las demés solvariedades de dimensiéon 4 poseen 81 = 2, y por la
dualidad de Poincaré resulta 53 = 2. Ademas es claro que 5y = B4 = 1. Podemos calcular §9 observando
lo siguiente. Para una variedad compacta se define la Caracteristica de Euler de M por

n
X(M) =3 (=1)'B:.

=0

Por ejemplo la caracteristica de Euler de un toro 7™ es 0 pues x(7T") = ZZZO(—l)k(Z) = 0. Se sabe que
si p: E — B es una aplicacion de cubrimiento de k hojas entre dos espacios topoldgicos con grupos de
homologia finitamente generados entonces

X(E) = kx(B).

Por el Teorema 2.63, una variedad compacta plana M = R"™/I" posee un cubrimiento p : Ty — M con
una cantidad finita de hojas k donde Ty es el toro plano T, = R" / A y A es el reticulo de traslaciones
en I'. De aqui resulta que la caracteristica de Euler de una variedad compacta plana es nula ya que
X(M) = kx(Tx) = 0. En el caso de una solvariedad de dimensién 4 que no sea el toro, resulta Gy = 2.

Notemos que todos los niimeros de Betti impares de las solvariedades planas de dimensién 4 son
pares, propiedad que cumplen las llamadas variedades Kéhler. Esto no es coincidencia, ya que Barberis,
Dotti y Fino probaron en [3] que toda &lgebra de Lie plana de dimensién par admite estructura Kéhler.
En particular todas las solvariedades planas de dimensién 4 poseen estructura Kéhler. Hubo un tiempo
en donde se crefa que la tnica solvariedad que admitia una estructura Kéhler era el toro. Hasegawa [20]
fue el primero que probd que esta conjetura era falsa y di6 ejemplos de solvariedades no difeomorfas a
un toro que admitian estructura Kéhler.

3.3. Dimension 5. Sea g = 3(g) ® b [g, g] un dlgebra de Lie plana no abeliana de dimensién 5,
entonces puede ser dim([g, g]) = 2 6 dim([g, g]) = 4.

e Si dim([g, g]) = 2 entonces dimb =1 y dim 3(g) = 2 por lo que, de acuerdo al Lema 4.17

00 0 O
00 0 O

g =Rz x,q, R?, donde [ad,]s = o0 o 1l
00 -1 0
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para alguna base B = {z1, 29, €1, f1} de R*. Por lo tanto el correspondiente grupo de Lie simplemente
conexo es

1 0 0 0
B - P K| 0 0
G=RxsR* conp(t)= 0 0 cos(t) sen(t)

0 0 —sen(t) cos(t)
Al igual que en dimension 4, utilizando la Proposicién 4.18 se deduce que los nicos valores de tg

para los cuales R x5 R* admite reticulos son 27, T, %’r, 5 Y 5. Detallaremos méas sobre su clasificacion

en el caso siguiente ya que ahi obtendremos reticulos isomorfos a los obtenidos en este caso.

e Si dim([g, g]) = 4 entonces debe ser dimb =1y 3(g) = 0, por lo que de acuerdo al Lema 4.17

0 1 0 O
-1 0 0 O

g =Rz x,q, R*, donde [ad,]s = 0o 0 o0 bl
0 0 —-b O

para alguna base B = {e1, f1,e2, fo} de R* y algin b € R positivo, esta algebra de Lie serd denotada
por gp. El correspondiente grupo de Lie simplemente conexo asociado a g es

cos(t)  sen(t)

—sen(t) cos(t)

Gy =R, RY con py(t) = (18)

cos(bt)  sen(bt)
—sen(bt) cos(bt)

Usaremos nuevamente la Proposicion 4.18 para analizar la existencia de reticulos. Necesitamos un
to # 0 tal que la matriz pp(tg) sea conjugada a una matriz entera.

LEMA 4.47. Sea ty # 0 € R. Entonces @p(to) es conjugada a una matriz entera si y sélo si se da

uno de los siguientes casos*:
Valores para tg Valores para bty
Caso (1) 2n %,%,%,%,%,%,W,ZW}+27TZ

Valores para tg Valores para bty

Caso (2) | {Z,%F,25, 42, 2 38w} 4+ 20Z | {to, —to} + 27Z

Valores para tg Valores para bty
{%,3%,2%,4%,%,5%}4-271'2 T+ 277
Caso (3) {Z,30) + 2nZ {28, 41y 4 o7
AR O e

Valores para ty | Valores para bty

2y onZ | {35,508} 4 20
Caso (4) T} +21Z {3%>%}+27TZ

T U 4 oxZ | {37, 7T} + 207

41,05 roles de to y bto son intercambiables.
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DEMOSTRACION: =) Denotemos por P, ,)(A) al polinomio caracteristico de la matriz @y (to). Si
¢p(to) es conjugada a una matriz entera entonces debe ser P, ;) (\) € Z[A]. Tenemos que

P%(to)()\) =((A— cos(to))2 + sen(to)2)(()\ — cos(btg))2 + sen(bto)z)
= (A% — 2cos(to) A + 1)(A\? — 2 cos(bto) A + 1)
= A — 2(cos(tp) + cos(btg)) N> + (2 + 4 cos(ty) cos(btg))A? — 2(cos(ty) + cos(bto))A + 1,

por lo que debe ser 4 cos(tg) cos(bty) € Z y cos(ty) + cos(btp) € Z. Llamemos = = cos(to) e y = cos(bty),
de esta manera tenemos el sistema de ecuaciones

2 +y)=m

dxy =n ’

para ciertos enteros m y n. Despejando y de la primera ecuacién obtenemos y = 5 — x por lo que
422 —2mz +n=0

2m + V4m?2 — 16n
x pry

8
m £ vm?2 —4n
r=——
4
de donde
m T vVm?2 —4n
V= 4
Por lo tanto
m=+vm? —4n mF vVm? —4n
cos(tp) = 1 y cos(btg) = —
Supongamos que cos(ty) = ZAVI=—4n VTQ_‘L", entonces cos(bty) = B0 VTQ_M. Queremos analizar los pares

(m,n) posibles, es decir las restricciones que hay para los enteros m y n. Como m = 2(cos(to)+-cos(btp)))
debe ser |m| < 4. Por otra parte como | cos(tp)| < 1y |cos(btg)| < 1 tenemos que |m + v/m?2 — 4n| < 4
y |m — v/m2% — 4n| < 4, luego
A4 <m+vVm?2—-—4n<4 y —4<m—vm?—4n <4
Entonces
—4-m< \/mgél—m y —4—m§—mg4—m.
Como |m| < 4 debe pasar
Og\/Mgéler y Ogmgll—m.
Si m = 0, entonces 0 < /—4n < 4 por lo que —4 < n < 0.
Sim = %1, entonces 0 < /T —4n < 3 por lo que —2 < n < 1.
Sim = £2, entoncesOS\/mg2porloque0§n§1.
Si m = 43, entonces 0 < /9 —4n < 1 por lo que 2 < n < %
Si m = 44, entonces 0 < /16 — 4n < 0 por lo que n = 4.
Asi, los pares posibles para (m,n) son
(0, —4), (0,—3), (0, —2), (0, —1), (0,0), (1, —2), (£1, —1), (£1,0), (£2,0), (£2, 1), (£3,2), (4, 4),
v los correspondientes valores para

m+ vm?2 —4n m—vm?2 —4n
— cos(bty) = 1

cos(tp) =

son
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Caso (1)
(2,0) | (1,-2) | (3,2) | (0,—4) | (4,4)
cos(tg) | 1 1 1 1 1
cos(btg) | O —3 3 -1 1
Caso (2)
(0,0) | (=2,1) | (2,1) | (—4,4)
cos(to) | O -1 i -1
cos(btg) | 0 -1 i -1
Caso (3)
(—=2,0) | (=3,2) | (-1,-2) | (—=1,0) | (1,0) | (0,-1)
cos(to) 0 —3 3 0 3 3
cos(bto) -1 -1 -1 _% 0 _%
Caso (4)

cos(to) ‘éﬁ 1+4\/5 —11\/5 §

Si cos(ty) = %274" y cos(bty) = mEvm—dn VTLM simplemente se intercambian los valores de las

tablas de los casos (1), (2),(3) y (4) respectivamente. De aqui se sigue la lista del enunciado.

<) Para los casos (1), (2) y (3), usamos la Proposiciéon 4.31 y de esa manera obtenemos que para

cada t € {g(, :;2”, 2%, 4(;), D %’r,w, 21} 4 277 existe una matriz P € GL(2,R) que conjuga la matriz
cos(t sen(t . . .

0(t) = (_ sen(?) cos(t)> a una matriz entera. Luego, se puede conjugar la matriz ¢, (tg) como en (18)

mediante una matriz en bloques.

Para el caso (4), como todos los autovalores de la matriz ¢y (tg) como en (18) son distintos, se puede
conjugar ¢p(tp) a la matriz compatiera de su polinomio caracteristico el cual tiene coeficientes enteros
pues esa condicién impusimos al despejar los pares posibles para cos(tg) y cos(btp). O

Teniendo todos los valores de tg y bty para los cuales R x,, R* admite reticulos, podemos obtener
todos los posibles grupos de holonomia de solvariedades planas de dimension 5.

TEOREMA 4.48. Los posibles grupos de holonomia de solvariedades planas de dimension 5 son:
{6}7 Z27 Z37 Z47 ZE)) Z67 ng Zl(]a Z12-

cos(t)  sen(t)
—sen(t) cos(t)
solvariedad (toZ X, PZ*)\(R X, R?) es Zy donde d = mem(ord(8(ty)), ord(8(bt))). Analizando caso
por caso la tabla de valores que hemos obtenido en el Lema 4.47 obtenemos la tabla siguiente de donde
se deduce el resultado. Observemos que 8(27 — to) = 0(ty) ! por lo que ord(8(27 — tg)) = ord(6(to)).

DEMOSTRACION: Si 0(t) = ( ), por el Teorema 4.30, el grupo de holonomia de la
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Valores para tg Valores para bt ord(¢(to))
Caso (1) 27 7,3m 2 A 2 0% m2m} +2nZ | {4,3,6,2,1}
Caso (2) 3,37”,%“,%”,%,5—“ T} + 277 {to, —to} + 27Z {4,3,6,2}
2,3, Y+ onZ ™+ 21 {4,6,6}
Caso (3) {Z,%} + 21Z {4y 1 9n7, 12
{2,522} + 2nZ {2,370 28 41} 4 2nZ {12,6}
L LY/ {32,228} 4 21Z 8
Caso (4) {7r 2} +21Z {35, 72} + 21Z 10
{Z, 8} 1 277 (4,52} + 27Z 5
{5, %=} +2nZ {5, 5+ 2nZ 12

0

En cuanto al estudio de los reticulos, el siguiente lema, el cual se verifica de manera directa, nos
permitird restringir los valores de g.

LEMA 4.49. Sean ty € (0,27] y r € Z tal que to + 2wr # 0 y sea Ft%,P el reticulo toZ X, PZ*.
Entonces valen las siguientes afirmaciones:

btg
to+27r°

(1) El reticulo Ft +2qrp €8 isomorfo al reticulo Ftlép donde b =

(2) Si Q es la matriz que permuta las dos primeras filas de la matriz 1dy con las dos dltimas,
entonces el reticulo thp es isomorfo al reticulo Fblto,QP'

(3) Sitg € (0,2m) y Q1 es la matriz que permuta las dos primeras filas de la matriz 1dg, entonces
b(27‘r to)

. . ., /
el reticulo F2b7r—t0,P es isomorfo al reticulo Ftl;’le donde t/ = %o

(4) Sitg € (0,2m), bty = 2w — tg y Q2 es la matriz que permuta las dos dltimas filas de la matriz

Id4, entonces el reticulo F&}P es isomorfo al reticulo Ftlo,QgP-

En virtud de este lema podemos suponer ty € (0,27] y descartar los valores 27 — ¢y que aparecen
en la tabla del Lema 4.47. Ademds, conviene olvidarnos del pardmetro b y analizar directamente las
posibles matrices que hemos obtenido en ese mismo lema, las cuales detallaremos a continuacién en
un orden mas conveniente para su estudio. Utilizaremos la notacion A @ B para describir a la matriz

. A 0
diagonal en bloques (0 B)'

Caso (1): Ids, Ids@(—1Idy), IdQ@e(g), Idg@e(g), IdQ@e(g);

coa 1w o(i)00(). o(5) 5). (5)20(s):
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Para clasificar los reticulos salvo isomorfismo vamos a recurrir a la clasificaciéon de las matrices de
orden finito de GL(4,Z) por conjugacion, la cual es determinada por ejemplo en [40]. Listaremos s6lo
aquellas que tengan determinante 1 ya que analizaremos las matrices enteras que resultan de conjugar
mediante una matriz P € GL(4,R) la matriz ¢(tg) = 0(tg) © 0(bty), la cual posee determinante 1.

TEOREMA 4.50. Sean las matrices

(%) w=( k) w=C ) =) ()

Toda matriz de orden d en GL(4,7Z) con determinante 1 se conjuga a una y sélo a una de las siguientes’:

d=2: —1Id4, Ide® (—Idg), Ko U U U;

_ 2. Idy EY.

d=3: WaoeW, Idye W, <0 W>f

— A - Id2 E B —Id2 E .

d=4: Ja&dJ, IdyaJ, (O J)’ (—1Idg) @ J, <0 J)’

d=25: C5,‘

d=6: —-(WaoW), Ide(-W), (-ld)eW, —(IdeW),
—1dy F W E .

d=8: Cg;

d=10: Cio;

d=12: Chig, JBW, J@(—W).

Analizaremos para cada uno de nuestros casos las posibles clases de conjugacion de matrices enteras
que resultan de conjugar la matriz ¢(to) = 6(to) ® 6(bto) mediante una matriz P € GL(4,R).

LEMA 4.51 (Caso (1)). Teniendo en cuenta el Teorema 4.50 se tiene la siguiente tabla:

Matriz Clases de conjugacion enteras mediante P € GL(4,R)
Id4 Id4
Idy ® (—1d2) Idye(—1dg), KU, Us U
Ids FE
27 2
1y @ 0 (%) Id & W, ( N W)
s IdQ FE
Idy® 0 (5) Ids & J, < 0 J)
Idy & 6 (%) Idy & (—W)

DEMOSTRACION: Comparando la traza de cada una de las matrices de la columna izquierda de la
tabla de un orden d dado con la traza de las matrices de orden d en el Teorema 4.50 se descartan las
clases de conjugaciéon que no aparezcan en la columna derecha.

1 0 2 1
. 3 0 4 2 .
Por otro lado, conjugando Ids &(— Idz) por P(1’2) =10 5 0 6 obtenemos K @ U y conjugando

07 0 8

2 1 4 2

6 3 8 4

por Q(Lg): 01 0 2 obtenemos U d U.
0 3 0 4

5Dado n € N , la matriz C,, denotard la matriz compaiiera del n-ésimo polinomio ciclotémico @, (z).
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30 2 -1
. 2 _ 0 V3 61 4 2
Conjugando Ids & 6 (?> por P 3 = lda @ (2 _1) ypor Q) = 00 0 V3 obtenemos
00 2 -1
Id, F .
Ido W y ( 0 W) respectivamente.
01 0 O
Conj do Ido® 0 (% P, = Id 01 _ (23t bti
onjugando Idy @ 6 (3) por Py = Ida® 1 o) ¥ Ppor Qua = 00 1 o | seobtienen
000 —1
IdoJ y <I(32 ?) respectivamente.
Conjugando Idy @ 6 () por Py ) = Ida @ <(2) ;%) obtenemos Idy &(—W). O
LEMA 4.52 (Caso (2)). Teniendo en cuenta el Teorema 4.50 se tiene la siguiente tabla:
Matriz Clases de conjugacion enteras mediante P € GL(4,R)
—Id4 _Id4
0(%) o 0(%) We w
0(3) @ 0(3) J& J
0(3) e o(3) ~(W e W)

DEMOSTRACION: De manera analoga al lema anterior comparando la traza de las matrices de la
columna izquierda de la tabla de un cierto orden d con la traza de las matrices de orden d en el Teorema
4.50 se descartan las clases de conjugacién que no aparecen en la columna derecha.

Por otro lado, conjugando 6 (2%) @ 0 (2%) por Pp3) = (g \_/§> ) (g {?) se obtiene W & .

Conjugando ¢ (3) & 6 (5) por Py = (0 1) @ <0 1) se obtiene J & J.

10 10
. 2 -1 2 —1 .
Conjugando 0 (§) @ 6 (%) por Py g = (O \/§> ® <0 \/§> se obtiene —(W & W). O
LEMA 4.53 (Caso (3)). Teniendo en cuenta el Teorema 4.50 se tiene la siguiente tabla:
Matriz Clases de conjugacion enteras mediante P € GL(4,R)
~ld@ 0 (%) —Idy &W
. “1dy E
—Ido ® (9(5) —Ide ®J, ( 0 J)
™ —Idy FE
~1dy® 0 (%) 1y aW), ( : _W>
0(5) @ 0(%) Jow
2 s w E
0(%)® 0(3) waow), (3
0(5) @ 0(5) J& (=W)

DEMOSTRACION. Tomamos una matriz de la columna izquierda de la tabla, si tiene orden d distinto
de 12, basta comparar su traza con las matrices de orden d del Teorema 4.50 para descartar las clases
de conjugacién que no aparecen en la columna derecha. Si la matriz tiene orden 12 se descarta la clase
de conjugacion de C1a pues el polinomio caracteristico de C'yo es irreducible mientras que los polinomios
caracteristicos de las matrices que estamos considerando son todos reducibles.
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0 V3

Por otro lado, conjugando — Ids & 6 (2%) por P33 =Ida @ ( ) obtenemos — Idy ®W.

2 -1
01 0 ©
Conjugando —Idy @ 6 (%) por P34 = Ida ® 0 1 or Q |20 -1 - obtenemos
2 (3,4) 2 1 0 yp (3,4) 0 0 0 1
00 1 0
—Ids .
—Ids®J y ( 0 J) respectivamente.
01 0 O
. - 2 -1 3 0 -2 1 .
Conjugando —Idy @ 6 (5) por Pz =1d2® <0 \/§> y por Q36 = 00 2 -—1]|°%° obtiene
00 0 V3

—(Idy W) y ( 1d; ) respectivamente.
Conjugando 0 (3) & (%) por P 19) = ) obtenemos J @& W.

Conjugando 6 ( ) G0 ( ) por P(3 6 = ( ) ( ) obtenemos W @& (—W) y conjugando
-2v3 43 0 V3

~ 6 0 -6 3
por Q3 6) = 0 0 3 ,3,23\/5 obtenemos
Finalment jugando 0 (Z) @ 6 (% o 2 -1 btiene J w). O
inalmente, conjugando (5)69 (g) por Fz 1) = {4 0 57 0 3 se obtiene J @ (—=W).

0 0 3 =333

LEMA 4.54 (Caso (4)). Teniendo en cuenta el Teorema 4.50 se tiene la siguiente tabla:

Matrz Clases de conjugacidn enteras mediante P € GL(4, R)
0(%)e 0(%) Cs
0(5) @ 0(%) Cs
0(%)® 0 (%r) Cio
0(%) e 0 (%’T) Ciz

DEMOSTRACION: Existe una tnica clase de conjugaciéon en GL(4,7Z) para matrices de orden 5, 8
y 10. Para la matriz 0(%) &5, 9(%“) basta notar que su polinomio caracteristico tiene como raices a
todas las raices sextas primitivas de la unidad, luego su polinomio caracteristico es ®g(x) el cual es
irreducible, mientras que los polinomios caracteristicos de las demads clases de conjugaciéon de orden 12
son reducibles. Por otro lado, para conjugar cada una de las matrices en la columna izquierda de la
tabla a una matriz entera, notamos que sus autovalores son todos distintos, por lo que la suma de sus
autovectores resultara un vector ciclico. Con este método podemos escoger:
Para 9(%”) P 9(%”) la matriz P4 5) cuyas columnas son potencias sucesivas del vector v = (0,1,1,0) y
asf conjugar a la matriz Cs que es la matriz compaiiera del polinomio A* + A3 + X2 + X\ + 1.
Para 0(F) @ 6(2F) la matriz P48y cuyas columnas son potencias sucesivas del vector v = (1,0,0,1) y
asi conjugar a la matriz Cg que es la matriz compaiiera del polinomio A\* + 1.
Para 0(%) @ 9(3%) la matriz Py 10y cuyas columnas son potencias sucesivas del vector v = (1,0,1,0) y
asi conjugar a la matriz C1g que es la matriz companera del polinomio A* — X3 + A2 — X\ + 1.
Para 0(%) @ 6(5F) la matriz P(412) cuyas columnas son potencias sucesivas del vector v = (1,0,1,0) y
asf conjugar a la matriz C15 que es la matriz companera del polinomio A\* — \? + 1. O
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Veremos que la gran mayoria de los reticulos I' asociados a los distintos productos semidirectos que
hemos obtenido resultan ser no isomorfos 2 a 2, dado que el espacio cociente I'/[I", I'] los distingue. Los
célculos son parecidos a los que ya hemos hecho en dimensién 3 y 4 por lo que daremos directamente
los primeros grupos de homologia para todas las solvariedades obtenidas.

Clasificacion de solvariedades planas de dimensién 5. Llamemos G(5) = R x,, R A modo de
resumen tenemos la siguiente tabla que describe todas las solvariedades planas de dimensién 5.

Solvariedad M Matriz entera asociada | Hol(M) H,\(M,7)
> Id4 {e} VAV AYACYAY/
(27Z Xy 24)\(;%(5) Idy @ (—Idy) 7o ZOLDLD Lo ® 7o
(27Z Xy P(172)Z4)\G%(5) KeU Zo YASYASYASYS)
2
(27Z Xy, Q(LQ)Z‘*)\G% (5) UaU Zs VASYACY/
2
(27Z X, P(173)Z4)\G% (5) Idy &W Zs ZOLOL®Ls
Id, E
(272 %5, QuyZ NG (5) ( . Zs YAy
(27Z Xy, P(1’4)Z4)\Gi (5) Idy ©J Z4 YASYACYACY/
4
(21Z 5, PuayZ)\G1(5) ldy B Z4 YAy
I ’ 4 0 J
(27Z .y, P(176)Z4)\G% (5) Idy &(—W) Zg ZOLDL
6
(7TZ Xy Z4)\G1(5) —Idy Zo 1D Loy DLy ® LoD Zo
(37 Xy, PosZ*)\G1(5) Waew 73 7373 ® 73
(37 %y, PoayyZ*)\G1(5) J®J 7y 7@ Lo ® Zo
(3Z %y, Po6yZ*)\G1(5) -(WeaWw) Zeg Z
(nZ Xy P(3,3)Z4)\G% (5) —Idy W Zg ZDZo®Zo®Zs
(TZ ™ 4, P(374)Z4)\G% (5) —IdyJ Zy YASY ARGV HIRSW)
~Idy E
(o, QuaZNGy6) | (o™ ) Z, 167,07
(nZ Xy P(376)Z4)\G% (5) —(Idy ®W) Zg 7D 7o ®Zo
~Id, E
(7TZ D(cp% Q(3’6)Z4)\G%(5) ( 0 2 —W> Z6 YAS) ZQ ) ZQ
(2Z %y, P(3712)Z4)\G% (5) Jow YAD 7D ®Zs3
(27 X, ]5(3,6)Z4)\G% (5) W o (-W) Zg 77
. ~ W E
Gzxo, Qo600 () ) Zs 267
(32 Xp, F312)Z°)\G2(5) J&(=W) AP L® Ly
(27 Xy P Z*)\Ga(5) Cs Zs 7D Ls
(57 % 3 Plag)Z*)\G3(5) Cs Zs Z® Lo
(27 Xy Py10)Z*)\G3(5) Cho Z1o Z
(§Z X5 Pra12yZ*)\G5(5) C1z AP Z

OBSERVACION. De la tabla notamos que no se pueden distinguir mediante el primer grupo de
homologfa o el grupo de holonomia las solvariedades (7Zx P(3’6)Z4)\G§ (5)y (mZx g, Q3 6)24)\G% (5)
3 : 3 ’
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ni tampoco las solvariedades (%”Z X, ]5(376)24)\6’%(5) y (%”Z X, Q(3,6)24)\G%(5). Sin embargo, en
2 2

[27, Teorema 5] se prueba que las clases de difeomorfismo de solvariedades planas de dimensién 5 con
B1 = 1 estan en correspondencia 1-1 con las clases de conjugacién en GL(4,7Z) de matrices enteras de

. . . . —1Id E
orden finito sin puntos fijos. Como las matrices —(Idy ®@W) y ( 0 2 —W> pertenecen a clases de
conjugacion enteras distintas y no poseen puntos fijos, los reticulos asociados no son isomorfos y lo

w
0o -w
las clases de difeomorfismo de solvariedades planas de dimensiéon 5. A

mismo sucede con W@ (=W) y ( > . En consecuencia nuestra tabla exhibe efectivamente todas

3.4. Dimensién 6. Sea g = 3(g) ® b [g, g] un dlgebra de Lie plana no abeliana de dimensién 6,
entonces puede ser dim([g, g]) = 2 6 dim([g, g]) = 4.

e) Si dim([g, g]) = 2, por el Teorema 3.52 debe ser dimb = 1 y por lo tanto dim(3(g)) = 3, por lo
que el grupo de Lie simplemente conexo asociada al dlgebra de Lie g = Rz X,q, R® es

- Id 0 cos(t)  sen(t)

_ _ b — 3x3 —

G=RxzR’ conp(t) ( 0 Q(t)) , donde 0(t) (_ sen(t) cos(t))

Es claro que ¢(to) es conjugada a una matriz entera si y sélo si tg € {7, 37”, 2{, %’r, T 5{, m, 21} + 27,
por lo que no conseguiremos nuevos grupos de holonomia. La clasificacién de los reticulos ya se tornaria

més complicada y mas tediosa por lo que no la hacemos.

e Si dim([g, g]) = 4, por el Teorema 3.52 puede ser dimb =1 6 dim b = 2. El caso més interesante
pero también mas complicado serd dim b = 2, ya que no es un grupo de Lie casi abeliano.

¢ Si dimb = 1 entonces dimj(g) = 1 y por lo tanto el grupo de Lie plano casi abeliano serd
1
G=Rxz;R5 donde@(t) = 0(t) , conb> 0.
0(bt)
La caracterizacion de los valores para tg y btg que dimos en dimensién 5 sigue siendo valida para este
caso. Por lo tanto podremos conseguir los mismos grupos de holonomia de dimensién 5 dados en el
Teorema 4.48, es decir {e}, Zs, Zs, L4, L5, Le, Lg, Z1o Y ZL12.

¢ Si dimb = 2 entonces dim 3(g) = 0. Notemos que en este caso g no es un algebra de Lie casi
abeliana, por lo que no podemos usar la Proposiciéon 4.18 para determinar si existen o no reticulos. En
este caso lo tinico que haremos serd dar ejemplos de solvariedades planas con grupos de holonomia no
ciclico, los cuales son

Lo ® Lo, Lo®ZL3, Lo®Ly, Lo®ZLs, LsDLs, L3BLs, L3DLe, La®ZLs, Ls®Le, Lec®ZLs. (19)

Estos ejemplos se dardn en la tltima seccién, donde se darda una construccion general para el caso
dim(g,g]

en que dim b = ===

NotA. Como ya hemos mencionado, toda solvariedad plana de dimensién par admite una estructura
de Kéhler. En [16] se determinaron todos los grupos de holonomia posibles de variedades Kéhler
compactas planas de dimension 6. En ese listado aparecen todos los grupos que tenemos hasta el
momento, los cuales son el trivial, Z,, para n = 2,3,4,5,6,8,10,12, los grupos de (19) y un grupo
no abeliano, el grupo diedral Dg. Se menciona en [16] que hay una tnica variedad Kéhler compacta
plana de dimensién 6 que posee a este grupo como grupo de holonomia y esta variedad tiene 5; = 0.
Esta variedad compacta plana no es homeomorfa a una solvariedad plana pues su grupo fundamental es
primitivo, mientras que por lo visto en la Proposicion 4.15 el grupo fundamental de cualquier solvariedad
plana cumple que no es primitivo.

En conclusién, los posibles grupos de holonomia de solvariedades planas de dimensién 6 son los que
ya encontramos y no hay maés.
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4. Resultados generales en dimensiones arbitrarias

En esta tltima seccién nos dedicaremos a generalizar para dimensiones altas algunas cuestiones
sobre reticulos y holonomia que hemos observado en dimensiones bajas. Sea g un algebra de Lie plana,
entonces por el Teorema 3.52 g se descompone en una suma directa ortogonal

g=3(g) ©bDIg, 4],
dim([g,g])

donde b es una subélgebra abeliana, [g, g] es un ideal abeliano de dimensién par con dim b < 5
y ad : b — s0([g, g]) es inyectiva. Profundizaremos sobre los siguientes casos:
: _ dim([g,g]).
& dim b = =50

& dim g = 2n + 1 para algin n € N y dim([g, g]) = 2n, por lo que 3(g) =0 y dimb = 1.

e Sidimb = M, el algebra de Lie g tiene una estructura sencilla, como se ve en la siguiente
proposicién.

PROPOSICION 4.55. Sig=3(g)®bd|[g, g] es un dlgebra de Lie plana con dimb = %[g’g]), entonces

g~3(g) xe(2)",

donde n = dim b.

DEMOSTRACION: En la demostraciéon del Teorema 3.52 vimos que existe una base B = {f1, ..., fon}
de [g, g] tal que para todo = € b
ay(z)
—ay(x)
lad]s = para ai, ..., o, € b%

o ()
—o(z)
Como ad : b — s0([g, g]) es inyectiva se tiene que N}, ker a; = {0}, en efecto si x € N}, ker o; resulta
ad, = 0 por lo que x = 0. Luego, usando que ai, ... ,ax € (R™)* son linealmente independientes si y
s6lo si dim(N¥_; ker o) = n — k, resulta que {a;}" ; es base de b*.
Sea ahora {e;};; la base dual de {«a;}} ;. Entonces

0

[a‘dei]B = _ 1 0 Y

es decir que los tnicos corchetes no nulos son [e;, fo;—1] = —fo; ¥ [€i, foi] = foi—1, para 1 < i < n. Sea
gi = span{e;, fo;i—1, f2;}, que resulta ser un ideal de g isomorfo a ¢(2) para todo i. Por lo tanto g se
parte como un producto directo de algebras de Lie, es decir g = 3(g) X g1 X -+ X gp >~ 3(g) x e(2)". O

El correspondiente grupo de Lie G simplemente conexo asociado sera de la forma
G=R°x E(2) x---x E(2),

donde s = dim 3(g) y £(2) es isomorfo como grupo de Lie a R? con su estructura diferenciable usual y
el producto estd dado por (14). Sean Iy, 1%, ..., I}, reticulos en E(2). Podemos construir un reticulo
en G dado por

I'=7Z°xIyx---x1I,.
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Consideremos la solvariedad asociada
NG =ZZ7Z°\R° x N\E(2) x --- x [,\E(2)

con la métrica plana gy inducida por la métrica invariante a izquierda en G. Por otro lado, consideremos
en I'\G la métrica producto g, de las métricas inducidas en I;\ E(2) por alguna métrica plana invariante
a izquierda en E(2). Entonces (I'\G, go) v (I'\G, g«) son dos variedades compactas planas cuyos grupos
fundamentales son isomorfos. Por el Teorema 2.64 existe una equivalencia afin entre ellas, lo que implica
Hol(I'\G, go) = Hol(I'\G, g4), segin la Proposicién 2.56. Esta tltima es isomorfa, de acuerdo con la
Proposicién 2.57 a
Hol(T*) x Hol(I1\E(2)) x --- x Hol(I},\ E(2)).

En conclusién

Hol(I'\G) =Zy, ® --- & Zy,, conk;=|Aj\I}|,
donde A; es el subgrupo abeliano maximal de I';. Esto permite construir solvariedades planas con grupo
de holonomia Zjy, & --- & Z, donde k; € {2,3,4,6}.

e Sidimg =2n+1y dim([g, g]) = 2n resulta dim b = 1, y por lo tanto g es casi abeliana con centro
trivial, por lo que se escribe de la forma

0 by
-b; O
g =Rz x,q, R*, donde [ad,|s = ,
0 b,
—b, 0
para alguna base ortonormal B = {eq, f1, ... ,en, fn} de R?™ y by, ... b, > 0, segtin lo visto en la

Seccién 2.1.
Denotaremos por Gy al grupo de Lie simplemente conexo asociado, el cual estd dado por

Gy = R x,, R*™,
donde

cos(bit)  sen(bit)
—sen(bit) cos(bit)

op(t) = - : (20)
cos(bpt)  sen(byt)
—sen(byt) cos(bnt)

En lo que resta vamos a estudiar la cuestién sobre la dimensién minima en la cual aparece una
solvariedad plana con holonomia Z,, para n € N arbitrario. En primer lugar, dado p un nimero primo
y k € N daremos ejemplos de solvariedades planas con grupos de holonomia Z. y Zg,x respectivamente.

. [ . . . . _1)pk—1
Estas solvariedades se obtendran como cocientes de grupos de Lie casi abelianos G, = R x,, R(P—1p
por algun reticulo.

LEMA 4.56. Sean p primo impar y k € N, entonces existen solvariedades planas de dimension
(p— 1)p*=t 41 con grupos de holonomia Ly Y Loy, Tespectivamente. St p = 2 la afirmacion vale para
k> 2.

DEMOSTRACION: Si p = 2 exhibimos a continuacién una solvariedad con holonomia Z,x para k > 2.
Sea n = 2F72 elegimos tg = Qk% v bp=2¢—1paral < /¢ <n, es decir

T (21 — )7

blt() = F, “ e 5 bnto = 2k‘—1



4. RESULTADOS GENERALES EN DIMENSIONES ARBITRARIAS 105

Los autovalores de la matriz ¢(tg) como en (20) para estos valores son
i 2F=1 — 1)
exp <i2k—l> s c. N exp (i(Qk‘—l)) .

Notemos que si j, ¢ € N entonces
o ( jm’) o ((€ — j)m’)
xp|—— ) =—exp| —— ).
P P

Sil<j<2F 1 _—1esimpar entonces 1 < 21 — j < 281 _ 1 es impar por lo que los autovalores de
©(tp) resultan ser

i i (25— 1)mi (247! — D
XP\ge—1 ) TP \QE=1 ) 0 P\ T | TP T )

los cuales son 2F~! rafces 28 1-ésimas de —1, todas distintas. Asi, el polinomio caracteristico Pso(to)(/\)
de ¢(tg) es
PN =227 11 ez,

Como todos los autovalores de ¢(tp) son distintos, por el Teorema 4.24 la matriz ¢(tg) es conjugada en
C a la matriz companera de p@(to)()\) la cual es entera, y no es dificil probar que si dos matrices con
coeficientes reales son conjugadas en C entonces también son conjugadas en R. Luego, por la Proposicién
4.18 el grupo de Lie Gy, = R Xy, R2™" de dimensién 2+-1 + 1, donde by = (1,3,5, ... ,2F 1 — 1),
admite un reticulo de la forma

Iy, = %Z X gy, PZ2k71, para alguna matriz P € GL(Zk_l,R).

Por el Teorema 4.30 el grupo de holonomia de la solvariedad Iyx—1\Gp, es Zg donde

d = mem <0rd <9 (2:_1» ord <9 <2]?;7_T1)> ..., ord <e <(2k;k__11)”>>> — ok,

. . . . ‘s . ; —1)pk—1
Si p es impar, exhibimos a continuacion una solvariedad con holonomia Z,x, k > 1. Sea n = %

y sea el grupo de Lie Gpx = R Xy R®P=DP*"" ¢l cual es de dimensién (p — 1)p*~! + 1. Elegimos los

. : . k_
valores de tg y by, para 1 < ¢ <n, de la siguiente manera. Primero consideramos los % valores

21 Arw (pF — )7
pk 9y pk y ottt pk Y
y luego eliminamos los % valores
2pm  dpm (p*~t = D)pr
pratie sl p: .

k_ k—1_ _1)pk—1
Notar que nos quedamos con L (p 5 1) — ;p = n elementos, los cuales son de la forma

bety para tg = ZQ)—Z yb=Lconl1l</(< M%, med(¢, p) = 1.
Los autovalores de la matriz ¢(f9) como en (20) para esta eleccién de tg y by seran

2mi k-1
exp (:l:pﬂkzﬂ), 1</1< b , med(4,p) =1,

2

los cuales son (p — 1)p*~! raices pF-ésimas primitivas distintas de la unidad, que son todas porque
k—1

justamente hay p* — p raices pF-ésimas primitivas de la unidad. Asi, el polinomio caracteristico de
la matriz ¢(ty) serd el pF-ésimo polinomio ciclotémico ®,1(z), el cual tiene coeficientes enteros. Como
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todos los autovalores de o(tp) son distintos, esta se puede conjugar a la matriz companera de @, ()
la cual es entera, luego por la Proposicién 4.18 el grupo de Lie G+ admite un reticulo I} de la forma
Iy = 227w, Pz 1 triz P € GL((p — 1)p* !, R
* =k X , para alguna matriz P € GL((p — 1)p" *,R).

Por el Teorema 4.30 el grupo de holonomia de la solvariedad I'x\G es Zg donde

d = mem (ord <9 (;Z)) , ord (0 <‘;,:>) ..., ord <9 (W))) = pk.

Ahora, exhibiremos una solvariedad con holonomia Zg,x, k > 1. Elegimos los valores de to y by,

ko
para 1 < ¢ < n, de la siguiente manera. Primero consideramos los 102—1 valores

T 3w (p* —2)7
ﬁ? pfk, ] pk 9
y luego eliminamos los £ k; —1 valores
pm 3pm (p" = 2)pr
P I

n elementos los cuales son de la forma

k k—1 k—1
pP—1 _ (pFl-1\ _ (p=Dp"m _
Notar que nos quedamos con *; ( 3 ) = 5 =

blty para tg = ﬁ yby=20—1conl1</(< ka_l, med (b, p) = 1.

Los autovalores de la matriz ¢(tp) como en (20) para esta eleccién de ty y by seran de la forma
m &
exp | £—be), b, 1<b <p"—2, med(bg, p) =1,
p

o equivalentemente
oi
exp (i;r]:bg> . b, 1< by < p*—2, med(by,p) =1,
P

los cuales son (p — 1)pF~! raices 2pF-ésimas primitivas distintas de la unidad, que son todas porque
justamente hay pF — pF~1 raices 2pF-ésimas primitivas de la unidad. Asi, el polinomio caracteristico
serd, el 2pF-ésimo polinomio ciclotémico Pk (), el cual tiene coeficientes enteros. Como todos los
autovalores de la matriz ¢(tg) son distintos, esta se puede conjugar a la matriz compafiera de @, ()
la cual es entera, luego por la Proposicion 4.18 el grupo de Lie G» admite un reticulo I« de la forma

I3

ok = %Z X PZ(p_l)pkil, para cierta matriz P € GL((p — 1)p* ™1, R).
p

Por el Teorema 4.30 el grupo de holonomfia de la solvariedad Iy \G» es Zq donde
d = mem (ord (9(}%)) ord (9(:;:)) ..., ord (9(@:;2)”))) — 2",
O

Es facil ahora mostrar la reciproca del Teorema 4.14, es decir que todo grupo abeliano finito es el
grupo de holonomia de una solvariedad plana.

TEOREMA 4.57. Sea A un grupo abeliano finito, entonces existe una solvariedad plana con grupo
de holonomia A.
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DEMOSTRACION: Por el teorema de estructura de grupos abelianos finitamente generados se tiene

AZLpy @ O Ly,

donde py, ..., py, son nimeros primos (no necesariamente distintos) y ki, ... , k, € N. En el Lema 4.56
hemos construido una solvariedad I;\G; con grupo de holonomia sz?i para todo 1 < ¢ < n. Sea G el

grupo de Lie dado por G = Gy x---x G, y I el reticulo de G dado poxf I' =11 x---x1I}. Consideramos
la solvariedad
F\Ggfl\Gl X--'XFn\Gn
equipada con la métrica producto, que es plana. Por la Proposicién 2.57 se tiene
Hol(I'\G) = Hol(I1\G1) x - -+ x Hol(I},\G,) ~ Zpkl S DL
1 n
O

COROLARIO 4.58. Dado un grupo abeliano finito A existe una solvariedad plana Kdhler que tiene
grupo de holonomia A.

DEMOSTRACION: Sea A un grupo abeliano finito. Por el Teorema 4.57 existe una solvariedad plana
I'G de dimensiéon n que tiene al grupo A como grupo de holonomia. En [3] se prueba que toda
solvariedad plana de dimension par admite una estructura Kéhler, por lo que si n es par, no hay nada
que probar. Si n es impar, basta tomar la solvariedad obtenida como cociente del grupo de Lie R x G
por el reticulo Z x I' equipada con la métrica producto. Entonces, se cumple

Hol(Z x I'\R x G) ~ Hol(T") x Hol(I'\G) ~ {e} x A~ A.
O

La dimension de la solvariedad construida en el Teorema 4.57 podria no ser la minima. Es bien sabido
que cualquier grupo finito G es el grupo de holonomia de una variedad compacta plana [1]. Resulta de
interés encontrar la dimension minima de una variedad compacta plana con grupo de holonomia G. En
[12] Charlap clasificé las variedades compactas planas con grupo de holonomia Z,, p primo, y probé
que la dimensién minima es p. Méas generalmente, Hiller [21] probé que la dimensién minima d(n) de
una variedad compacta plana que posee grupo de holonomia Z,, es

d(n) = ®(n)+1, paratodon €N,

donde ® es una version “aditiva” de la funcién ¢ de Euler que se define de la siguiente manera.

DEFINICION 4.59. Se define la funcién ® por las siguientes dos reglas:
(1) Si p es primo ®(p*) = ¢(p*), para todo k € N.

(2) Sim y nson coprimos, entonces ®(mn) = &(m)+ ®(n), a menos que m = 2 y n sea un nimero
impar mayor o igual que 3, en cuyo caso ®(2n) = ®(n).

Notar que ®(1) =0, ®(2) =1y ®(n) es par para todo n > 3.

Consideramos ahora el problema de encontrar la dimensién minima dg(n) de una solvariedad plana
con grupo de holonomia Z,. En principio tenemos que d(n) < dg(n) para todo n. Para n = 2 la
desigualdad es estricta. En efecto, d(2) = 2 pues la Botella de Klein es una variedad compacta plana
de dimensién 2 con grupo de holonomia Zy, mientras que dg(2) = 3 ya que toda solvariedad de
dimension 2 es difeomorfa a un toro y el “dicosm” es una solvariedad de dimensiéon 3 con holonomia
Zo. Afortunadamente, este es el inico caso donde se da la desigualdad estricta ya que mostraremos que
para todo n > 3 se tiene d(n) = dg(n). Primero probamos unos resultados auxiliares.

Exhibimos en primer lugar una construccién sencilla que permite conseguir solvariedades planas
con grupo de holonomia Z,,, en términos de solvariedades planas con grupos de holonomia Z,, y Z,
en el caso en que m y n sean coprimos.
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PROPOSICION 4.60. Sean G = R, Ry G, =R X o, R242 grupos de Lie casi abelianos con centro
trivial. Si existen to, t1 € R no nulos tales que @p(to) y oc(t1) se pueden conjugar a matrices enteras con
ord(¢pp(to)) = m y ord(pc(t1)) = n, entonces existe una solvariedad de dimension dim Gy + dim G, — 1
con grupo de holonomia Zycm(mn)-

DEMOSTRACION: Sean @p(t) = 0(bit) @ -+ B 0(bg,t) v pe(t) = 0(cit) @ -+ - @ O(cq,t). Sea el grupo
de Lie Gy = R x,, R2d1+2d2 Jopde

@a(t) = op(t) ® e(t), con cjtg = ¢jty, para 1 < j < dp.
Sean Py, P> las matrices inversibles tales que P 1g0b(t0)P1 =FEyP; lcpc(tl)Pg = F», entonces la matriz
P = P; & P, conjuga la matriz
wa(to) = wu(to) ® pe (to) = @u(to) ® ¢e(t1)

a la matriz entera F; @ Es. Por la Proposicién 4.18 el grupo de Lie G4 admite un reticulo I'y, y segtn
el Teorema 4.30 la correspondiente solvariedad tiene grupo de holonomia Z4 con

d = ord(pq4(to)) = mem(ord(pp(to)), ord(p.(t1)) = mem(m,n).

Podemos generalizar de manera inductiva esta proposiciéon y asi obtener el siguiente resultado.

COROLARIO 4.61. 8% Zy,,, ... , Ly, aparecen como grupos de holonomia de solvariedades obtenidas
como cocientes de grupos de Lie casi abelianos de la forma G; = Rlx%(i) R2% parai=1, ... ,n entonces

existe una solvariedad de dimension
n

Y ([dimG—1)+1=1+2) d;

i=1 =1
con grupo de holonomia Zgq con d = mem(my, ... ,my).
Ahora estamos en condiciones de probar el resultado enunciado anteriormente.

TEOREMA 4.62. Sea n > 3, entonces d(n) = dg(n).

DEMOSTRACION: Veamos primero que vale para potencias de primos. Si n = p* con p un ntéimero
primoy k € N (k> 2 si p=2), en el Lema 4.56 hemos construido una solvariedad plana de dimensién
(p — 1)p*~1 + 1 con grupo de holonomia, Z, por lo que

ds(p*) < (p— PP + 1.
Por otro lado
ds(®) > dp*) =" +1=(p—1)p* 1 +1.

En consecuencia
ds(p®) = (p— 1)pF ' + 1 =d(p").

Ahora, sea n = 2kplf1 ...pfm con k € Ny, k # 1y p; primos impares distintos con k; € N. Para 2¥ y
las demas potencias de primos podemos construir, segin el Lema 4.56, solvariedades planas obtenidas

k m
de grupos de Lie casi abelianos Gg = R x Rq)@k), G1 =Rx R‘D(pll), oo, Gp=Rx R®®") con grupos
de holonomia Zx, Zpkl, . ,Zpkm respectivamente. Luego, por el Corolario 4.61 podemos construir una
1 m

solvariedad plana de dimensién ®(2%) + CI)(p’fl) 4+ ®(pkm) 4 1. Por lo tanto
ds(n) < ®(2") + d(py") + -+ + (pjy) + 1
=& 2Fph . pkry 41
=d(n).
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Por lo tanto son iguales. Es claro que si & = 0 la prueba también funciona para nimeros que son
producto de potencias de primos impares distintos.
Por ultimo, sea n = 2p]f1 ...plm con p; primos impares distintos y k; € N. Segtin el Lema 4.56

k
podemos obtener una solvariedad plana como cociente de un grupo de Lie casi abeliano G; = Rix R2(®:")
con grupo de holonomia Zzpkl. Como en el caso anterior, combinando el Lema 4.56 con el Corolario

1

4.61, para el ntimero p§2 ...pfm podemos obtener una solvariedad plana a partir del grupo de Lie
G =R x R‘I’(p?“'pﬁ%m). Luego, por el Corolario 4.61 de nuevo, tenemos que
ds(n) < ®(p1™) + &(pa™ ... ppm) +1
=®(p M pa" . pf) 1
=®(2p Mpa™ . pp ) 1
=d(n).
Por lo tanto son iguales. En conclusion, dg(n) = d(n) para todo n > 3. O

En otras palabras, este teorema dice que la variedad compacta plana con grupo de holonomia Z,
de dimensién minima puede ser elegida como una solvariedad.
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