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Resumen

En esta tesis discutimos algunos resultados generales referentes al problema de clasificación de
álgebras de Hopf de dimensión finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k de característica
cero. Dichos resultados son parte de tres trabajos [G], [AG], [AG2], estando el primero ya publicado.

Después de recordar en el Capítulo 1 definiciones básicas y algunos hechos conocidos, presenta-
mos en el Capítulo 2 varios resultados sobre extensiones de álgebra de Hopf de dimensión finita que
serán necesarios en los capítulos subsiguientes. Explícitamente, primero probamos que un álgebra de
Hopf que es una extensión de un álgebra de Taft T (q) de dimensión p2 por un álgebra de grupo de
dimensión p, con p un número primo impar y q una raíz de p-ésima de la unidad, es necesariamente
punteada. Luego estudiamos extensiones centrales de álgebras de Hopf y mostramos cómo construir
extensiones centrales de álgebras de Hopf a partir de una extensión central B ↪→ A � H y dos
epimorfismos p : B → K y r : H → L. Más aún, describimos bajo ciertas hipótesis adicionales las
clases de isomorfismos de este tipo de extensiones.

En el Capítulo 3 aplicamos los resultados obtenidos a las álgebras de Hopf H de dimensión p3

sobre k. Según los grupos de elementos de tipo grupo deH yH∗, hay 10 casos posibles. Demostramos
que en 8 de los 10 casos, se puede determinar la estructura del álgebra de Hopf. Además damos una
clasificación parcial de las álgebras de Hopf cuasitriangulares de dimensión p3 sobre k. En particular,
probamos que toda álgebra de Hopf de cintas de dimensión p3 sobre k es, o bien un álgebra de grupo,
o bien un núcleo de Frobenius-Lusztig. Usando algunos resultados de [AN] y [BD] sobre cotas para
la dimensión del primer término H1 de la filtración corradical de H, finalizamos el capítulo dando
la clasificación completa de las álgebras de Hopf cuasitriangulares de dimensión 27.

En el Capítulo 4 utilizamos la construcción de extensiones centrales para producir nuevos ejem-
plos de álgebras de Hopf de la misma dimensión no isomorfas entre sí, que forman parte de otro
contraejemplo de la ya negada décima conjetura de Kaplansky: sea G un grupo de Lie conexo,
simplemente conexo y semisimple sobre C con álgebra de Lie g, matriz de Cartan C y matriz sime-
trizada de Cartan CD. Sea ` ≥ 3 un número entero impar, coprimo con detCD. Dada una inclusión
σ de un grupo finito Γ en G y una raíz primitiva `-ésima de la unidad ε, construimos una extensión
central Aσ del álgebra de funciones CΓ de Γ por el dual del núcleo de Frobenius-Lusztig uε(g); Aσ
es un cociente del álgebra de coordenadas cuantizada Oε(G) y dimAσ = |Γ|`dim g. Si G es simple y
σ(Γ) no es central en G, obtenemos una familia infinita de álgebra de Hopf no isomorfas entre sí que
son no semisimples, no punteadas y sus duales tampoco son punteados. Esto generaliza el resultado
obtenido por E. Müller [Mu2] para SL2(C). Sin embargo, se sigue de resultados en [Mk5] que estas
álgebras de Hopf son deformaciones por cociclos unas de otras. Cabe destacar que la construcción
de tal familia requiere algunas preparaciones técnicas en la cohomología de Γ en un cierto subgrupo



Tfσ de un toro maximal fijo T de G, y la desigualdad

dimG > rgG+ dimM

para cualquier subgrupo reductivo maximalM de G. Como las subálgebras maximales de las álgebra
de Lie simples fueron clasificadas por Dynkin, hemos probado esta desigualdad por inspección en
las listas de [D1, D2]. Ver el Apéndice para más detalles.

Finalmente, usando algunas herramientas desarrolladas anteriormente, determinamos en el Ca-
pítulo 5 todos los subgrupos finitos de un grupo cuántico simple cuyo parámetro es una raíz de 1,
generalizando así la clasificación de E. Müller para el caso de tipo An. Específicamente, primero
mostramos cómo construir cocientes de Oε(G) de dimensión finita y luego probamos que esta cons-
trucción es exhaustiva, es decir, todos los cocientes de Oε(G) de dimensión finita se pueden construir
de esta forma. Sean h ⊆ g una subálgebra de Cartan fija, Π la base del sistema de raíces Φ(g, h) de
g con respecto a h y n = rg g. Brevemente, los cocientes están determinados por una colección de
datos D = (I+, I−, N,Γ, σ, δ) a la cual llamaremos dato de subgrupo finito donde

• I+ ⊆ Π e I− ⊆ −Π. Estos conjuntos definen una subálgebra algebraica de Lie l con subgrupo
de Lie conexo L de G tal que l = l+⊕h⊕l− y l± =

∑
α∈Ψ± gα con Ψ± = {α ∈ Φ : Supα = I±}.

Sea s = n− |I+ ∪ −I−|.
• N es un subgrupo de (Z/(`))s.

• Γ es un grupo finito.

• σ : Γ→ L es un morfismo inyectivo de grupos.

• δ : N → Γ̂ es un morfismo de grupos.



Abstract

In this thesis we discuss some general results concerning the classification problem of finite
dimensional Hopf algebras over an algebraically closed field k of characteristic zero. They are based
on three articles [G], [AG], [AG2], being the first one already published.

After recalling the basic definitions and some known facts in Chapter 1, we present in Chapter 2
several results on extensions of finite-dimensional Hopf algebras which will be needed in the chapters
thereafter. Explicitly, we prove first that a Hopf algebra which is an extension of a Taft algebra
T (q) of dimension p2 by a group algebra of dimension p, with p an odd prime number and q a p-th
root of unity, is necessarily pointed. Then we study central extensions of Hopf algebras and show
how to construct central extensions of finite-dimensional Hopf algebras from a central extension
B ↪→ A � H and two epimorphisms p : B → K and r : H → L. Moreover, we describe under
certain conditions the classes of isomorphisms of this type of extensions.

Next we apply in Chapter 3 the obtained results to Hopf algebrasH of dimension p3 over k. There
are 10 cases according to the group-like elements of H and H∗. We show that in 8 of the 10 cases,
it is possible to determine the structure of the Hopf algebra. We also give a partial classification of
the quasitriangular Hopf algebras of dimension p3 over k. In particular, we prove that every ribbon
Hopf algebra of dimension p3 over k is either a group algebra or a Frobenius-Lusztig kernel. Using
some results from [AN] and [BD] on bounds for the dimension of the first term H1 in the coradical
filtration of H, we end Chapter 3 by giving the complete classification of the quasitriangular Hopf
algebras of dimension 27.

In Chapter 4 we use the construction of central extensions of finite-dimensional Hopf algebras to
produce new examples of non-isomorphic Hopf algebras of the same dimension, which are another
counter-example of the already negated Kaplansky 10-th conjecture: let G be a connected, simply
connected complex semisimple Lie group with Lie algebra g, Cartan matrix C and symmetrized
Cartan matrix CD. Let ` ≥ 3 be an odd integer, relatively prime to detCD. Given an embedding
σ of a finite group Γ on G and a primitive `-th root of unity ε, we construct a central extension
Aσ of the function algebra CΓ by the dual of the Frobenius-Lusztig kernel uε(g); Aσ is a quotient
of the quantized coordinate algebra Oε(G) and dimAσ = |Γ|`dim g. If G is simple and σ(Γ) is not
central in G, then we obtain an infinite family of pairwise non-isomorphic Hopf algebras which
are non-semisimple, non-pointed and their duals are also non-pointed. This generalizes the result
obtained by E. Müller [Mu2] for SL2(C). Nevertheless, it follows from results in [Mk5] that these
Hopf algebras are cocycle deformations of each other. We notice that the construction of such a
family requires some technical preparations on the cohomology of Γ in a certain subgroup Tfσ of a
fixed maximal torus T of G, and the inequality

dimG > rgG+ dimM



for any maximal reductive subgroupM of G. As the maximal subalgebras of the simple Lie algebras
were classified by Dynkin, we have proved this by inspection in the lists of [D1, D2]. See the Appendix
for details.

Finally, using the machinery developed in the previous chapters, we determine in Chapter 5 all
finite subgroups of a simple quantum group at roots of 1, generalizing in this way the classification of
E. Müller for the case of type An. Specifically, we show first how to construct finite-dimensional quo-
tients of Oε(G) and then we prove that this construction is exhaustive, that is, all finite-dimensional
quotients of Oε(G) can be constructed in such a way. Let h ⊆ g be a fixed Cartan subalgebra, Π
the basis of the root system Φ(g, h) of g with respect to h and n = rg g. Briefly, every quotient is
determined by a 6-tuple D = (I+, I−, N,Γ, σ, δ) which will be called finite subgroup datum where

• I+ ⊆ Π and I− ⊆ −Π. This sets define an algebraic Lie subalgebra l with connected Lie
subgroup L of G such that l = l+ ⊕ h⊕ l− and l± =

∑
α∈Ψ± gα with Ψ± = {α ∈ Φ : Supα =

I±}. Let s = n− |I+ ∪ −I−|
• N is a subgroup of (Z/(`))s.

• Γ is a finite group.

• σ : Γ→ L is an injective group homomorphism.

• δ : N → Γ̂ is a group homomorphism.
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Introducción

Las álgebras de Hopf fueron introducidas en la década del 50. Desde los 60, han sido estudia-
das sistemáticamente, en primer lugar en relación con grupos algebraicos (han sido especialmente
eficientes en la descripción de fenómenos típicos de característica positiva), y más adelante como
objetos de interés en sí mismos. Ver por ejemplo [Sw].

Los grupos cuánticos, introducidos en 1986 por Drinfeld en su Conferencia [Dr], forman cierta
clase particular de álgebras de Hopf. Se pueden presentar a partir de deformaciones en un parámetro
de álgebras universales de álgebras de Lie o de álgebras de funciones regulares de grupos algebraicos
afines. Aparecen naturalmente codificando la simetría de categorías trenzadas, esto es, categorías
munidas de un producto tensorial asociativo y conmutativo. El punto distinguido aquí es que la
transformación de conmutatividad

c : V ⊗W →W ⊗ V

no es involutiva. Es de este modo que se los pueden encontrar en diversas áreas relacionadas con
la teoría conforme de campos; por ejemplo, en invariantes de variedades topológicas de dimensión
baja.

Si el parámetro que aparece en la definición de los grupos cuánticos se especializa en una raíz de
la unidad, se obtiene una conexión con grupos algebraicos sobre cuerpos de característica positiva.
Como resultado de sus investigaciones sobre este tema, Lusztig introdujo familias de álgebras de
Hopf de dimensión finita en [L1, L2]; estas álgebras se conocen como núcleos de Frobenius-Lusztig.
En los últimos quince años, los grupos cuánticos han atraído el interés de matemáticos con diversas
formaciones e intereses. En particular, ha habido gran interés en problemas de clasificación de
álgebras de Hopf; ver por ejemplo [A2].

El estudio de los problemas de clasificación de álgebras de Hopf de dimensión finita se encarrila
por dos vías muy diferentes: las semisimples y las no semisimples. Los resultados conocidos hasta
ahora, y en particular los obtenidos en esta tesis, ponen de relieve la estrecha relación entre las
álgebras de Hopf tanto con los grupos finitos como con las álgebras de Lie. Por un lado, los grupos
finitos se relacionan estrechamente con las álgebras de Hopf semisimples y son de gran importancia
en el estudio de las álgebras de Hopf no semisimples cuya dimensión es una potencia de un número
primo. Por otro lado, ejemplos como los núcleos de Frobenius-Lusztig muestran la interacción de la
teoría de Lie con la teoría de álgebras de Hopf no semisimples. Una de las estrategias para estudiar
el caso no semisimple es mirar la posición relativa del corradical, es decir, de la mayor subcoálgebra
cosemisimple. Específicamente, en [AS3, AS5] se consideró una subclase particular de las álgebras de
Hopf no semisimples: las “punteadas”, donde el corradical es una subálgebra de Hopf semisimple, y se
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mostró que determinadas clases de ellas están constituidas por variaciones de núcleos de Frobenius-
Lusztig. El método para clasificar álgebras de Hopf punteadas, conocido como “método del levante”,
fue introducido por Andruskiewitsch y Schneider, ver el artículo panorámico [AS4].

semisimples

Álgebras de Hopf
de dim. finita

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiii

$$IIIIIIIIIIIIIIIIIIII

punteadas

no semisimples

55lllllllllllllll

))RRRRRRRRRRRRRRR

no punteadas

En esta tesis aportamos algunos resultados referentes al problema de clasificación de álgebras
de Hopf de dimensión finita sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de característica cero. Para
algunos casos en particular, supondremos que k = C. Gran parte de esta tesis se encuentra en los
trabajos [G], [AG] y [AG2]. En el primero, ya publicado, se dan varios resultados parciales sobre
la clasificación de álgebras de Hopf de dimensión p3, con p un primo impar. Éstos nos llevan a
conjeturar que no existe álgebra de Hopf de dimensión p3 que sea no semisimple, no punteada y
su dual sea no punteado. Sin embargo, en el segundo trabajo se muestra que esto es falso si la
dimensión es distinta de p3, pues allí se construye una familia infinita de álgebras de Hopf que
cumplen con esas propiedades. En el tercer trabajo se determinan todos los subgrupos finitos de un
grupo cuántico simple cuyo parámetro es una raíz de 1, generalizando de esta manera un resultado
de E. Müller [Mu2] para grupos de tipo An. A continuación hacemos un resumen del contenido de
esta tesis:

Sea p un número primo impar y sea Gp el grupo cíclico de raíces p-ésimas de la unidad. Notemos
por T (q) al álgebra de Taft de parámetro q ∈ Gp r {1}, ver Ejemplo 1.1.16. Las álgebras de Hopf
de dimensión 8 fueron clasificadas por Williams [W]. Masuoka [Mk2] y Stefan [St] dieron más tarde
una demostración diferente de este resultado. En general, el problema de clasificación de álgebras de
Hopf sobre k de dimensión p3 sigue abierto. Sin embargo, la clasificación es conocida para álgebras de
Hopf semisimples o punteadas. Las álgebras de Hopf semisimples de dimensión p3 fueron clasificadas
por Masuoka [Mk1]; hay exactamente p+ 8 clases de isomorfismos, a saber:

(a) tres álgebras de grupo de grupos abelianos.

(b) dos álgebras de grupo de grupos no abelianos, y sus duales.

(c) p+ 1 álgebras de Hopf autoduales, las cuales no son conmutativas ni coconmutativas y están
dadas por extensiones de k[Z/(p)× Z/(p)] por k[Z/(p)].

Las álgebras de Hopf punteadas no semisimples de dimensión p3 fueron clasificadas en [AS3],
[CD] y [SvO], por diferentes métodos. La lista explícita es la siguiente, donde q ∈ Gp r {1}:
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(d) el álgebra de Hopf dada por el producto tensorial T (q)⊗ k[Z/(p)].

(e) T̃ (q) := k < g, x| gxg−1 = q1/px, gp
2

= 1, xp = 0 > con q1/p una raíz p-ésimas de q y con el
coproducto determinado por ∆(x) = x⊗ gp + 1⊗ x, ∆(g) = g ⊗ g.

(f) T̂ (q) := k < g, x| gxg−1 = qx, gp
2

= 1, xp = 0 >, con el coproducto determinado por
∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x, ∆(g) = g ⊗ g.

(g) r(q) := k < g, x| gxg−1 = qx, gp
2

= 1, xp = 1 − gp >, con el coproducto determinado por
∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x, ∆(g) = g ⊗ g.

(h) el núcleo de Frobenius-Lusztig de sl2

uq(sl2) := k < g, x, y| gxg−1 = q2x, gyg−1 = q−2y, gp = 1,

xp = 0, yp = 0, xy − yx = g − g−1 >,

con el coproducto determinado por ∆(x) = x⊗g+1⊗x, ∆(y) = y⊗1+g−1⊗y, ∆(g) = g⊗g.

(i) el álgebra de Hopf libro

h(q,m) := k < g, x, y| gxg−1 = qx, gyg−1 = qmy,

gp = 1, xp = 0, yp = 0, xy − yx = 0 >,

para todo m ∈ Z/(p)r{0} y con el coproducto determinado por ∆(x) = x⊗g+1⊗x, ∆(y) =
y ⊗ 1 + gm ⊗ y, ∆(g) = g ⊗ g.

Más aún, existen dos ejemplos de álgebras de Hopf de dimensión p3 que son no semisimples y
no punteadas, a saber

(j) el dual del núcleo de Frobenius-Lusztig, uq(sl2)∗.

(k) el dual del caso (g), r(q)∗.

No existen isomorfismos entre las diferentes álgebras de Hopf de la lista. Más aún, las álgebras
de Hopf de los casos (d), . . . , (k) son no isomorfas para distintos valores de q ∈ Gp r {1}, excepto
para las álgebras libro, donde h(q,m) es isomorfa a h(q−m2

,m−1). En particular, el álgebra de Hopf
T̃ (q) no depende, salvo isomorfismos, de la elección de la raíz p-ésimas de q. El álgebra de Hopf r(q)
fue considerada por primera vez por Radford, ver [AS3], [R6].

Por los resultados descriptos anteriormente, conjeturamos lo siguiente.

Conjetura 1. Toda álgebra de Hopf H de dimensión p3 sobre k es semisimple o punteada o su
dual es punteado, esto es, H es una de las álgebras de Hopf de la lista (a), . . . , (k).

En esta tesis probamos que esta conjetura es cierta bajo algunas hipótesis adicionales. Por
ejemplo, en el Teorema 2.2.1 y el Corolario 2.2.2 mostramos que los módulos simples de un producto
cruzado de un álgebra de Taft de dimensión p2 con un álgebra de grupo de orden p son de dimensión
1, es decir, el álgebra dual del producto cruzado es punteada.
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En el Capítulo 3 discutimos algunos resultados generales sobre álgebras de Hopf de dimensión
finita y luego los aplicamos para el caso de las álgebras de Hopf de dimensión p3. De acuerdo a
los elementos de tipo grupo de H y H∗ existen sólo 10 casos posibles, salvo dualidades. De esos 10
casos, mostramos que en 8 de ellos es posible determinar la estructura del álgebra de Hopf.

Diremos que un álgebra de Hopf H de dimensión p3 es extraña si H es simple como álgebra de
Hopf, no semisimple y si H y H∗ no son punteadas. Se verá que un álgebra de Hopf H de dimensión
p3 es isomorfa a un álgebra de Hopf de la lista (a), . . . , (k), o

(I) H es extraña, G(H) ' Z/(p) y G(H∗) = 1, o

(I*) H es extraña, G(H) = 1 y G(H∗) ' Z/(p), o
(II) H es extraña, G(H) ' Z/(p), y G(H∗) ' Z/(p).

Cabe destacar que no se sabe si un álgebra de Hopf extraña existe o no. Claramente, el caso (I*) es
dual a (I) y el caso (II) es autodual. Por lo tanto, sólo tendremos en cuenta los casos (I) y (II).

En la Subsección 3.1.1, se estudian álgebras de Hopf de dimensión p3 no semisimples tales que
G(H) ' G(H∗) ' Z/(p). El orden de la antípoda de tales álgebras de Hopf es necesariamente 2p
o 4p. Si el orden es 2p, entonces H es una bosonización del álgebra de grupo k[G(H)]. En este
caso, creemos que H es isomorfa a un álgebra de Hopf libro h(q,m), para algún q ∈ Gp r {1}, y
m ∈ Z/(p)r {0}. Si el orden es 4p, entonces H satisface (II), y todos los elementos casi-primitivos
de H son triviales, es decir, están contenidos en k[G(H)]. Radford y Schneider [RS2] conjeturaron
que el cuadrado de la antípoda de cualquier álgebra de Hopf de dimensión finita debe satisfacer
una cierta condición, la cual llamaron la condición fuerte de anulación de la traza. Si H es un
álgebra de Hopf de dimensión finita y B es la única subálgebra de Hopf semisimple maximal de H,
entonces se deduce de la conjetura que el orden del cuadrado de la antípoda de H debe dividir a
dimH/dimB, ver [RS2, Thm. 6]. En particular, si la conjetura es cierta y la dimensión de H es p3

y |G(H)| = |G(H∗)| = p o |G(H)| = p y |G(H∗)| = 1, entonces el orden de la antípoda debe ser 2p.

Por otro lado, se sabe que los núcleos de Frobenius-Lusztig uq(sl2) y las álgebras de grupo
admiten una estructura cuasitriangular, ver por ejemplo [K, IX. 7]. En la Sección 3.2 probamos que
éstas son las únicas álgebras Hopf cuasitriangulares contenidas en la lista. Probamos además en el
Teorema 3.2.10 que no existen álgebras de Hopf cuasitriangulares de dimensión p3 que satisfagan la
condición (I). Específicamente, si H es un álgebra de Hopf cuasitriangular de dimensión p3, entonces

(i) H es isomorfa a un álgebra de grupo o a uq(sl2), o

(ii) H satisface (II) y la aplicación fR : H∗cop → H es un isomorfismo. Más aún, H y H∗ son
cuasitriangulares minimales, 1 =< β, x >, para todo β ∈ G(H∗), x ∈ G(H) y ordS = 4p.

Una consecuencia de esto es el Corolario 3.2.11, el cual nos dice que toda álgebra de Hopf de
cintas de dimensión p3 es, o bien un álgebra de grupo, o bien un núcleo de Frobenius-Lusztig.
Además, usando algunos resultados de [AN] y [BD] sobre acotaciones para la dimensión del primer
término H1 de la filtración corradical de H, clasificamos las álgebras de Hopf cuasitriangulares de
dimensión 27.

En 1975, I. Kaplansky conjeturó que las álgebras de Hopf de una dimensión fija son finitas salvo
isomorfismos. A fines de los 90, varios autores han demostrado que esta conjetura es falsa. Por
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diferentes métodos se ha construido familias infinitas de álgebras de Hopf no isomorfas. En esta
dirección, los ejemplos dados por E. Müller [Mu2] difieren bastante de los otros. Estas álgebras de
Hopf son extensiones centrales no triviales de álgebras de funciones CΓ de subgrupos finitos Γ de
SL2 de orden `, por el dual del núcleo de Frobenius-Lusztig uε(sl2), donde ` ≥ 3 es un número entero
impar y ε es una raíz `-ésima primitiva de la unidad. Además éstas resultan ser no semisimples, no
punteadas y sus duales tampoco son punteados. Más aún, son cocientes del álgebra de coordenadas
cuantizada Oε(SL2) de SL2 de dimensión finita y sus dimensiones son `4.

En este trabajo generalizamos la construcción dada por E. Müller a cualquier grupo de Lie G
conexo, simplemente conexo y semisimple sobre C. Esto es, dada cualquier inclusión σ : Γ → G
de un grupo finito Γ en G, construimos una familia infinita de álgebras de Hopf Aσ de dimensión
finita que son no isomorfas entre sí. Éstas son extensiones centrales del álgebra de funciones CΓ

por el dual del núcleo de Frobenius-Lusztig uε(g) de g, donde g es el álgebra de Lie semisimple
asociada a G. De este hecho se sigue el título del capítulo, puesto que como es usual, se considera
la categoría de grupos cuánticos como la categoría que es opuesta a la categoría de álgebras de
Hopf. En el caso que G es simple y σ(Γ) no es central en G obtenemos una familia infinita de
álgebras de Hopf no semisimples y no punteadas de dimensión |Γ|`dim g, cuyos duales tampoco son
punteados. Análogamente al caso de SL2, estas álgebras son cocientes de dimensión finita del álgebra
de coordenadas cuantizada Oε(G).

Para construir este tipo de extensiones describimos primero cómo construir extensiones centrales
de álgebras de Hopf de dimensión finita a partir de una sucesión exacta de álgebras de Hopf

1→ B
ι−→ A

π−→ H → 1,

y dos epimorfismos de álgebras de Hopf p : B → K y r : H → L, siendo B central en A.

Aunque sólo utilicemos en esta tesis algunos resultados de este proceso, esta construcción la
hacemos en general y a través de dos pasos. Primero usamos la información dada por el epimorfismo
p : B → K: sea J = Ker p y (J ) = AJ . Entonces (J ) es un ideal de Hopf de A y el álgebra de
Hopf Ap = A/(J ) está dada por un pushout y satisface el siguiente diagrama conmutativo, cuyas
filas son sucesiones exactas de álgebras de Hopf y B, K son centrales en A y Ap respectivamente:

1 // B
ι //

p

��

A
π //

q

��

H // 1

1 // K
j // Ap

πp // H // 1.

Para el segundo paso, suponemos que K y H son de dimensión finita e introducimos al epimor-
fismo r : H → L en el procedimiento. Al ser dimK y dimH finitas, se puede ver que la H-extensión
Ap de K es cleft, i.e. existe un morfismo de K-módulos ξ : Ap → K que es inversible con respecto
a la convolución y εξ = ε.

Sean Mr = q(Ker rπ) = Ker rπp e Ir,ξ el menor ideal de Hopf de Ap que contiene al conjunto
(id−jξ)(Mr). Entonces Ir,ξ = Ir,ξ∩K es un ideal de Hopf deK y el álgebra de Hopf Ap,r,ξ = Ap/Ir,ξ
es parte de una sucesión exacta de álgebras de Hopf de dimensión finita

1→ Kr,ξ
jξ−→ Ap,r,ξ

πξ−→ L→ 1,

donde Kr,ξ = K/Ir,ξ es central en Ap,r,ξ.
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Luego de estos dos pasos se obtiene un álgebra de Hopf Ap,r,ξ de dimensión finita asociada a los
epimorfismos p : B → K, r : H → L, y la retracción ξ : Ap → K, esto es, a una terna (p, r, ξ) que
hace el siguiente diagrama conmutativo

1 // B
ι //

p

��

A
π //

q

��

H // 1

1 // K
j //

pξ

��

Ap πp
//

qξ

��

ξ

jj f_X H //

r

��

γ
tt W_g

1

1 // Kr,ξ
jξ // Ap,r,ξ

πξ // L // 1.

Posteriormente, aplicamos la primera construcción a un caso concreto. Sean G un grupo de Lie
conexo, simplemente conexo y semisimple sobre C, g su álgebra de Lie con matriz de Cartan C y
matriz simetrizada de Cartan CD. Sea ` ≥ 3 un número natural impar, coprimo con detCD y sea
ε una raíz `-ésima primitiva de la unidad. El álgebra de coordenadas cuantizada Oε(G) de G en ε
es una extensión central de O(G), el álgebra de funciones coordenadas sobre G, por el álgebra de
Hopf H = Oε(G)/O(G)+Oε(G). Esta álgebra de Hopf H resulta ser isomorfa al dual del núcleo de
Frobenius-Lusztig uε(g) de g en ε y Oε(G) es parte de una sucesión exacta de álgebras de Hopf

1→ O(G) ι−→ Oε(G) π−→ uε(g)∗ → 1.

La inclusión O(G) ι−→ Oε(G) está asociada al morfismo cuántico de Frobenius, de allí el nombre de
uε(g). Más aún, existe un toro maximal fijo T ⊆ G asociado a esta inclusión, ver Subsección 4.1.2.

Si notamos A = Oε(G), B = O(G) y H = uε(g)∗, dada una inclusión σ de un grupo finito Γ en
G y usando la primera construcción se obtiene una extensión central Aσ del álgebra de funciones
CΓ por el dual del núcleo de Frobenius-Lusztig uε(g); ésta viene dada por la sucesión exacta

1→ CΓ → Aσ → uε(g)∗ → 1.

Además, Aσ es un cociente del álgebra de coordenadas cuantizada Oε(G) y dimAσ = |Γ|`dim g.

Seguidamente estudiamos las clases de isomorfismos de este tipo de extensiones. Suponiendo que
G es simple, mostramos en el Teorema 4.2.20 que el conjunto de isomorfismos de álgebras de Hopf
de las extensiones centrales Aσ inducen una relación de equivalencia en el conjunto Emb(Γ, G) de
inclusiones de Γ en G. Esta equivalencia está dada por una terna (τ, f, v), donde τ ∈ Aut(Γ), f
pertenece a un subgrupo qAut(G) de Aut(G) y v es un 1-cociclo con respecto a la cohomología de
Γ en un subgrupo Tfσ del toro maximal T de G fijado por la inclusión ι. Sea σ ∈ Emb(Γ, G) y
supongamos que σ(Γ) no es central en G. En el Teorema 4.2.23 mostramos que la inclusión σ da
lugar a una familia infinita de álgebras de Hopf Aσi no isomorfas entre sí, que son no semisimples, no
punteadas, de dimensión |Γ|`dim g y sus duales tampoco son punteados. Esto generaliza el resultado
obtenido por E. Müller [Mu2] para SL2(C). Sin embargo, se sigue de resultados en [Mk5] que estas
álgebras de Hopf son deformaciones por cociclos unas de otras. Cabe destacar que la construcción de
tal familia requiere algunas preparaciones técnicas en la cohomología de Γ en Tfσ y la desigualdad

dimG > rgG+ dimM
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para cualquier subgrupo reductivo maximalM de G. Como las subálgebras maximales de las álgebra
de Lie simples fueron clasificadas por Dynkin, hemos probado esta desigualdad por inspección en
las listas de [D1, D2]. Ver el Apéndice para mas detalles.

Finalmente, usando las herramientas desarrolladas anteriormente, determinamos en el Capítulo
5 todos los subgrupos finitos de un grupo cuántico simple cuyo parámetro es una raíz de 1, generali-
zando así la clasificación de E. Müller [Mu2] para el caso de tipo An. Sean h ⊆ g una subálgebra de
Cartan fija, Π la base del sistema de raíces Φ(g, h) de g con respecto a h y n = rg g. Explícitamente,
probaremos que todo cociente de dimensión finita de Oε(G) está determinado por una colección de
datos D = (I+, I−, N,Γ, σ, δ) a la cual llamaremos dato de subgrupo finito donde

• I+ ⊆ Π e I− ⊆ −Π. Estos conjuntos definen una subálgebra algebraica de Lie l con subgrupo
de Lie conexo L de G tal que l = l+⊕h⊕l− y l± =

∑
α∈Ψ± gα con Ψ± = {α ∈ Φ : Supα = I±}.

Sea s = n− |I+ ∪ −I−|.
• N es un subgrupo de (Z/(`))s.

• Γ es un grupo finito.

• σ : Γ→ L es un morfismo inyectivo de grupos.

• δ : N → Γ̂ es un morfismo de grupos.

Para hacerlo procedemos de la siguiente manera: en la primera sección se determinan todas las
subálgebras de Hopf de uε(g), ver [MuII]. En la segunda sección se construyen cocientes de dimensión
finita de Oε(G) sobre el cuerpo Q(ε) y en la tercera sección se muestra que esta construcción es
exhaustiva, es decir, todos los cocientes de Oε(G) de dimensión finita son de esta forma.

Brevemente, todo cociente de álgebras de Hopf r : uε(g)∗ → H está determinado por una terna
(Σ, I+, I−), donde I+ e I− son como más arriba y Σ es un subgrupo de (Z/(`))n. Usando esta terna
se construyen subálgebras de Hopf Γε(l) ⊆ Γε(g) y uε(l) ⊆ uε(g) y un subgrupo conexo L de G
tales que l es una subálgebra de Lie de g con Lie(L) = l. Así, de éstas álgebras de Hopf se obtienen
subálgebras de Hopf O(L) ⊆ O(G) y Oε(L) ⊆ Oε(G) tales que el siguiente diagrama es un diagrama
conmutativo de sucesiones exactas de álgebras de Hopf:

1 // O(G) ι //

res
����

Oε(G) π //

Res
����

uε(g)∗

P
����

// 1

1 // O(L)
ιL // Oε(L)

πL // uε(l)∗ // 1

Luego, si σ : Γ → G es una inclusión y σ(Γ) ⊆ L, se aplica la construcción pushout dada en la
Sección 2.3, obteniendo un álgebra de Hopf Aε,l,σ de dimensión finita que es una extensión de CΓ

por uε(l)∗:
1 // O(G) ι //

res

��

Oε(G) π //

Res
��

uε(g)∗ //

P
��

1

1 // O(L)

tσ
��

ιL // Oε(L)
πL //

s

��

uε(l)∗ // 1

1 // CΓ
j // Aε,l,σ

π̄ // uε(l)∗ // 1.
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Finalmente, para cada morfismo de grupos δ : N → Γ̂, donde N es un grupo abeliano asociado a
Σ (ver Observación 5.2.11) y Γ̂ es el grupo de caracteres de Γ, se construye un ideal de Hopf Jδ de
Aε,l,σ tal que el álgebra de Hopf AD := Aε,l,σ/Jδ es una extensión de CΓ por uε(l)∗, tiene dimensión
|Γ| dimH, es un cociente de Oε(G) y encaja en el siguiente diagrama de sucesiones exactas de
álgebras de Hopf

1 // O(G) ι //

res

��

Oε(G) π //

Res
��

uε(g)∗ //

P
��

1

1 // O(L)

tσ
��

ιL // Oε(L)
πL //

s

��

uε(l)∗ // 1

1 // CΓ
j // Aε,l,σ

π̄ //

t

��

uε(l)∗ //

v

��

1

1 // CΓ ι̂ // AD
π̂ // H // 1.

Para probar que todo cociente de Oε(G) se puede construir de esta manera son cruciales los
siguientes hechos: todo cociente de A de Oε(G) encaja en una sucesión exacta central y se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

1 // O(G) ι //

tσ
��

Oε(G) π //

q

��

uε(g)∗ //

r

��

1

1 // CΓ ι̂ // A
π̂ // H // 1.

Más aún, por la descripción de las subálgebras de Hopf de uε(g), H resulta ser un cociente de uε(l)∗

y el diagrama anterior se factoriza de la siguiente manera

1 // O(G) ι //

tσ

��

res

��

Oε(G) π //

Res
��

q

��

uε(g)∗ //

P
��

r

��

1

1 // O(L)

u

��

ιL // Oε(L)
πL //

w

��

uε(l)∗ //

v

��

1

1 // CΓ ι̂ // A
π̂ // H // 1.

Al ser el álgebra de Hopf Aε,l,σ un pushout, se ve que A es el cociente de Aε,l,σ por un ideal de Hopf
Jδ, para cierto morfismo de grupos δ.

La tesis está organizada de la siguiente manera. En el Capítulo 1 recordamos definiciones y
resultados básicos de la teoría de álgebras de Hopf y de cohomología de grupos.

En el Capítulo 2 desarrollamos algunas herramientas necesarias para probar los resultados men-
cionados anteriormente. En particular, se estudian algunos hechos generales sobre extensiones de
álgebras de Hopf. Entre ellos mostramos que toda álgebra de Hopf que es una extensión de una
extensión de un álgebra de Taft T (q) de dimensión p2 por un álgebra de grupo de orden p, con p
un primo impar y q una raíz p-ésima primitiva de la unidad, es necesariamente punteada. Además
describimos como construir extensiones centrales de álgebras de Hopf de dimensión finita a partir
de una sucesión exacta de álgebras de Hopf y dos epimorfismos.
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En el Capítulo 3 se estudian las álgebras de Hopf de dimensión p3 y se demuestran algunos de
los teoremas de clasificación enunciados anteriormente.

En el Capítulo 4 aplicamos una construcción del Capítulo 2 al caso concreto de las álgebras
de coordenadas cuantizadas Oε(G). Así, en la Sección 4.1 recordamos la definición del álgebra de
coordenadas cuantizada Oε(G) de G en ε, y que Oε(G) es una extensión central de O(G), el álgebra
de funciones coordenadas sobre G, por el álgebra de Hopf H = Oε(G)/O(G)+Oε(G), ver [DL] y
[BG]. Seguidamente estudiamos las clases de isomorfismos de este tipo de extensiones y damos
una forma de construir una familia infinita de álgebras de Hopf de dimensión finita que son no
semisimples, no punteadas y sus duales tampoco son punteados, mostrando así otro contra ejemplo
a la 10◦ conjetura de Kaplansky.

Finalmente, en el Capítulo 5 se determinan todos los subgrupos finitos de un grupo cuántico
simple cuyo parámetro es una raíz de 1. En la primera sección se clasifican todas las subálgebras de
Hopf de un álgebra de Hopf punteada y se aplica al caso en el cual el álgebra de Hopf es uε(g), ver
[MuII]. En la segunda sección se construyen en tres pasos cocientes de dimensión finita de Oε(G) y
en la tercera sección se demuestra que todos los cocientes de Oε(G) de dimensión finita son de esta
forma.





Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo damos definiciones y resultados básicos sobre la teoría de álgebras de Hopf
y la cohomología de grupos, que serán necesarios para demostrar los resultados más importantes.
Nuestras referencias para la teoría de álgebras de Hopf son [Mo], [K], [Sch3] y [Sw], para álgebras
de Lie [Hu1], para grupos cuánticos [J] y [K], y para cohomología de grupos [Br].

1.1. Definiciones y resultados básicos

Trabajaremos sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado de característica cero. Todos los pro-
ductos tensoriales que consideramos son sobre el cuerpo k.

Definición 1.1.1. Una k-álgebra con unidad es un anillo A con un morfismo de anillos u : k → A
cuya imagen está contenida en el centro de A. La aplicación k×A→ A dada por (λ, a) 7→ u(λ)a le
da a A una estructura de k-espacio vectorial tal que la multiplicaciónm : A×A→ A resulta bilineal.
Es decir, A es un k-espacio vectorial con dos aplicaciones k-lineales u y m tal que los siguientes
diagramas conmutan:

Asociatividad: Unidad:

A⊗A⊗A m⊗id //

id⊗m

��

A⊗A

m

��
A⊗A m

// A

A⊗A

m

��

k ⊗A

u⊗id
99ttttttttt

%%JJJJJJJJJJ A⊗ k

id⊗u
eeJJJJJJJJJ

yytttttttttt

A

Notar que la unidad en A está dada por 1A = u(1k).

Definición 1.1.2. Sean V y W dos k-espacios vectoriales. Se define la aplicación flip τ como
la aplicación lineal τ : V ⊗W →W ⊗ V dada por τ(v ⊗ w) = w ⊗ v para todo v ∈ V, w ∈W .

1
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Notar que A es conmutativa si y sólo si m ◦ τ = m en A ⊗ A. Dualizando la noción de álgebra se
define:

Definición 1.1.3. Una k-coálgebra con counidad es un k-espacio vectorial no nulo C munido de
dos aplicaciones lineales, la comultiplicación o coproducto ∆ : C → C ⊗ C y la counidad ε : C → k
tales que los siguientes diagramas conmutan:

Coasociatividad: Counidad:

C
∆ //

∆

��

C ⊗ C

∆⊗id

��
C ⊗ C

id⊗∆
// C ⊗ C ⊗ C

C

∆

��

'
yytttttttttt

'
%%KKKKKKKKKK

k ⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C
ε⊗id

eeJJJJJJJJJ id⊗ε

99ttttttttt

Diremos que C es coconmutativa si τ ◦∆ = ∆ en C.

Definición 1.1.4. Sean C y D dos coálgebras con comultiplicación ∆C y ∆D y counidad εC y
εD respectivamente.

(i) Una aplicación lineal f : C → D es un morfismo de coálgebras si ∆D ◦ f = (f ⊗ f)∆C y
εC = εD ◦ f .

(ii) Un subespacio I ⊆ C es un coideal si ∆(I) ⊆ I ⊗ C + C ⊗ I y εC(I) = 0.

Con esta definición es claro que I es un coideal de C si y sólo si el k-espacio vectorial C/I es una
coálgebra con la comultiplicación inducida de ∆C . Notar que, al ser εC un morfismo de coálgebras,
se sigue que el subespacio C+ = Ker ε ⊆ C es un coideal de C.

Para trabajar con coálgebras usaremos la notación sigma de Sweedler: si c es un elemento de
una coálgebra (C,∆, ε), notaremos al elemento ∆(c) =

∑
i ai ⊗ bi ∈ C ⊗ C de la siguiente forma

∆(c) = c(1) ⊗ c(2).

Por ejemplo, el axioma de coasociatividad de C dado por (∆ ⊗ id) ◦ ∆ = (id⊗∆) ◦ ∆, se puede
expresar como

(c(1))(1) ⊗ (c(1))(2) ⊗ c(2) = c(1) ⊗ (c(2))(1) ⊗ (c(2))(2) = c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3),

para todo c ∈ C.

Definición 1.1.5. Sea C una k-coálgebra. Un C-comódulo a derecha es un k-espacio vectorial
M munido de un morfismo lineal ρ : M →M ⊗ C tal que los siguientes diagramas conmutan

M
ρ //

ρ

��

M ⊗ C

ρ⊗id

��
M ⊗ C

id⊗∆C

// M ⊗ C ⊗ C

M
ρ //

'

""EEEEEEEEEEEEEEEEEE M ⊗ C.

id⊗ε

��
M ⊗ k
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Análogamente se define un C-comódulo a izquierda. Las categorías de C-comódulos a derecha y a
izquierda se denotarán porMC y CM respectivamente. También usaremos la notación sigma de
Sweedler para los comódulos: si M es un C-comódulo a derecha, entonces escribimos

ρ(m) = m(0) ⊗m(1) ∈M ⊗ C para todo m ∈M.

Análogamente, si M es un C-comódulo a izquierda con morfismo de estructura λ : M → C ⊗M
entonces escribimos

ρ(m) = m(−1) ⊗m(0) ∈ C ⊗M para todo m ∈M.

Sean M y N dos C-comódulos a derecha con morfismos de estructura ρM y ρN respectivamente.
Una aplicación lineal f : M → N es un morfismo de C-comódulos a derecha si ρN ◦f = (f⊗id)◦ρM .

Ejemplo 1.1.6. Sea f : C → D un morfismo de coálgebras. Entonces C es un D-comódulo a
derecha y a izquierda vía los morfismos

ρ = (id⊗f)∆ : C → C ⊗D y λ = (f ⊗ id)∆ : C → D ⊗ C.

Definición 1.1.7. Sea C una coálgebra.

(i) Un elemento c ∈ C se dice de tipo grupo si ∆(c) = c⊗ c y ε(c) = 1. El conjunto de elementos
de tipo grupo de C se denota por G(C).

(ii) Sean a, b ∈ G(C). El conjunto de elementos (a, b)-casi-primitivos de C se define como

Pa,b = {c ∈ C| ∆(c) = a⊗ c+ c⊗ b};

en particular, k(a − b) ⊆ Pa,b. Diremos que un elemento casi-primitivo c ∈ C es trivial si
c ∈ k[G(C)].

Diremos que una coálgebra C es simple si no posee subcoálgebras propias y diremos que es
cosemisimple si es suma directa de subcoálgebras simples. En particular, se define el corradical de C
como la suma de todas las subcoálgebras simples de C y se denota por C0. Si todas las subcoálgebras
simples de C tienen dimensión uno, entonces C se dice punteada y se tiene que C0 = k[G(C)].

De hecho, el corradical C0 de una coálgebra C es el menor elemento de una filtración de C.
Diremos que una familia de subespacios {Cn}n∈N de C es una filtración de coálgebras si

(i) Cn ⊆ Cn+1 y C = ∪n∈NCn.
(ii) ∆(Cn) ⊆∑n

i=0Ci ⊗ Cn−i.

Si C0 es el corradical de C, entonces se define recursivamente Cn para n ≥ 1 como:

Cn = ∆−1(C ⊗ Cn−1 + C0 ⊗ C).

Luego, {Cn}n∈N es una familia de subcoálgebras de C que da una filtración de coálgebras, ver [Mo,
Cap. 5], [Sw, Cap. IX]. Dicha filtración recibe el nombre de filtración corradical de C.
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Ejemplo 1.1.8. Sea G un grupo. Entonces k[G] = {∑g∈G ageg| ag ∈ k, ag 6= 0 para finitos g}
es una coálgebra cosemisimple con todas sus subcoálgebras de dimensión 1. Su estructura está
determinada por

∆(eg) = eg ⊗ eg y ε(eg) = 1, para todo g ∈ G.

Claramente eg ∈ G(k[G]) para todo g ∈ G. Más aún, se puede ver que G(k[G]) = G.

Definición 1.1.9. Una 5-upla (B,m, u,∆, ε) se dice una biálgebra si (B,m, u) es un álgebra,
(B,∆, ε) es una coálgebra y se cumple alguna de las siguientes condiciones equivalentes:

(i) ∆ y ε son morfismos de álgebras.

(ii) m y u son morfismos de coálgebras.

Como es de esperar, una aplicación f : B → B
′ entre biálgebras es un morfismo de biálgebras si

f es un morfismo de álgebras y un morfismos de coálgebras. Un subespacio I ⊆ B es un bi-ideal si
es un ideal bilátero y un coideal. Al igual que antes, I es un bi-ideal de una biálgebra B si y sólo si
el k-espacio vectorial B/I es una biálgebra con las operaciones inducidas por el cociente.

Ejemplo 1.1.10. Sea O(Mn(k)) = k[Xij | 1 ≤ i, j ≤ n] el álgebra de funciones polinomiales en
la matrices de n× n. Como álgebra, O(Mn(k)) es simplemente el anillo conmutativo de polinomios
en n2 variables. O(Mn(k)) admite una estructura de coálgebra con la comultiplicación y la counidad
determinada por sus valores en los generadores del álgebra {Xij}1≤i,j≤n:

∆(Xij) =
n∑

`=1

Xi` ⊗X`j , y ε(Xij) = δij , para todo 1 ≤ i, j ≤ n.

Definición 1.1.11. Sean C una coálgebra y A un álgebra. El conjunto Homk(C,A) tiene una
estructura de álgebra con el producto de convolución dado por

(f ∗ g)(c) = f(c(1))g(c(2)) para todo f, g ∈ Homk(C,A), c ∈ C.

Definición 1.1.12. Sea (H,m, u,∆, ε) una biálgebra. Decimos que H es un álgebra de Hopf si
existe un elemento S ∈ Homk(H,H) que es la inversa de la identidad idH con respecto al producto
de convolución. Es decir, S debe satisfacer las igualdades

S(h(1))h(2) = ε(h)1H = h(1)S(h(2)) para todo h ∈ H.

Tal S recibe el nombre de antípoda de H.

Al igual que para coálgebras y biálgebras, se tienen las definiciones obvias para morfismos e
ideales: una aplicación f : H → K entre dos álgebras de Hopf es un morfismo de álgebras de
Hopf si f es un morfismo de biálgebras y f(SH(h)) = SK(f(h)) para todo h ∈ H. En realidad, se
puede ver que si f : H → K es un morfismo de biálgebras entre dos álgebras de Hopf, entonces
necesariamente f preserva la antípoda, i.e. es un morfismo de álgebras de Hopf. Un subespacio I de
H es un ideal de Hopf si I es un bi-ideal y S(I) ⊆ I. Claramente, I ⊆ H es un ideal de Hopf si y
sólo si el espacio vectorial cociente H/I es un álgebra de Hopf. Por ejemplo, el coideal H+ = Ker ε
es un ideal de Hopf de H y se denomina el ideal de aumento de H.
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Ejemplo 1.1.13. Sea (H,m, u,∆, ε,S) un álgebra de Hopf. Entonces (Hop,mop, u,∆, ε,S−1)
y (Hcop,m, u,∆cop, ε,S−1) son álgebras de Hopf, donde Hop = H como coálgebra pero con la
multiplicación opuesta y Hcop = H como álgebra pero con la comultiplicación opuesta, esto es,

∆cop(h) = h(2) ⊗ h(1) para todo h ∈ H.
Ejemplo 1.1.14. Sea G un grupo. Entonces el álgebra de grupo k[G] es un álgebra de Hopf

con la antípoda determinada por

S(eg) = eg−1 para todo g ∈ G.
Ejemplo 1.1.15. Sean g un álgebra de Lie y U(g) su álgebra envolvente universal. Entonces

U(g) es un álgebra de Hopf con la estructura determinada por

∆(x) = x⊗ 1 + 1⊗ x, ε(x) = 0, S(x) = −x para todo x ∈ g.

Luego, x ∈ P1,1(U(g)) para todo x ∈ g. Más aún, se puede ver que P1,1(U(g)) es un álgebra de Lie
y P1,1(U(g)) = g. Para cualquier álgebra de Hopf H, a los elementos casi-primitivos P1,1(H) de H
se los denomina elementos primitivos.

Ejemplo 1.1.16. Sea N ≥ 2 un número entero y sea q ∈ k una raíz N -ésima primitiva de la
unidad. El álgebra de Taft T (q) es la k-álgebra dada por generadores g, x y relaciones gN = 1,
xN = 0 y gx = qxg. T (q) posee una estructura de álgebra de Hopf determinada por

∆g = g ⊗ g, ∆x = x⊗ 1 + g ⊗ x,

de donde se sigue que ε(g) = 1, ε(x) = 0, S(g) = g−1 y S(x) = −g−1x. Es sabido que T (q) es
un álgebra de Hopf punteada tal que G(T (q)) = 〈g〉 ' Z/(N). Las subálgebras de Hopf propias de
T (q) están contenidas en k〈g〉, y por lo tanto son semisimples. Además se tiene que:

(i) T (q) ' T (q)∗,

(ii) T (q) ' T (q′) si y sólo si q = q′.

Más aún, se puede ver que T (q)cop ' T (q)op ' T (q−1); en particular, T (q)∗cop ' T (q−1). El
cuadrado de la antípoda de T (q) coincide con el automorfismo interno inducido por g. Por lo tanto,
S4 6= id si N > 2.

Ejemplo 1.1.17. Sea A una k-álgebra. El dual finito o dual de Sweedler de A está dado por

A◦ = {f ∈ A∗| f(I) = 0, para algún ideal bilátero I de A tal que dimA/I <∞}.

Si (A,m, u,∆, ε,S) es un álgebra de Hopf, entonces A◦ es un álgebra de Hopf con los morfismos de
estructura dados por

mA◦ = ∆∗ : A◦ ⊗A◦ → A◦ < ∆∗(f, g), a > = < f ⊗ g,∆(a) >,
uA◦ = ε∗ : k → A◦ < ε∗(λ), a > = λ < ε, a >,
∆A◦ = m∗ : A◦ → A◦ ⊗A◦ < m∗(f), a⊗ b > = < f, ab >,
εA◦ = u∗ : A◦ → k u∗(f) = < f, 1 >,
SA◦ = S∗ : A◦ → A◦ < S∗(f), a > = < f,S(a) >,

para todo a, b ∈ A, f, g ∈ A◦. En particular, si A es de dimensión finita, A◦ = A∗ y por lo tanto
(A∗,∆∗, ε∗,m∗, u∗,S∗) resulta ser un álgebra de Hopf.
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Usando la dualidad entre álgebras y coálgebras, se puede ver que un álgebra de Hopf H de
dimensión finita es punteada si y sólo si todos los H∗-módulos simples tienen dimensión uno.

Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita. Entonces H actúa en H∗ a derecha y a izquierda
por

H ⊗H∗ ⇀−→ H∗ H∗ ⊗H ↼−→ H∗

< h ⇀ α, x >=< α, xh > < α ↼ h, x >=< α, hx >,

para todo h, x ∈ H, α ∈ H∗. Análogamente, H∗ actúa en H a izquierda y a derecha por

H∗ ⊗H ⇀−→ H H ⊗H∗ ↼−→ H
β ⇀ h = h(1)β(h(2)) h ↼ β = β(h(1))h(2),

para todo β ∈ H∗ y h ∈ H.

Definición 1.1.18. Una integral a izquierda deH es un elemento Λ ∈ H tal que hΛ =< ε, h > Λ
para todo h ∈ H. Análogamente se define integral a derecha deH. Los subespacios deH de integrales
a izquierda y a derecha se denotan por I`(H) y Ir(H) respectivamente.

Si dimH es finita, entonces vale que dim I`(H) = dim Ir(H) = 1. En general, si 0 6= Λ ∈ I`(H)
y 0 6= λ ∈ Ir(H∗) entonces para todo x ∈ H, β ∈ H∗ se tiene que Λx ∈ I`(H) y βλ ∈ Ir(H∗).
Luego, si dimH es finita, se definen los elementos de tipo grupo modulares g ∈ H y α ∈ H∗ como
los elementos de H y H∗ que cumplen las igualdades

Λx =< α, x > Λ y βλ =< β, g > λ,

para todo x ∈ H, β ∈ H∗. Se puede ver que α y g no dependen de la elección de Λ y λ. Existe una
fórmula para S4 en términos de α y g, a la cual llamaremos la fórmula de Radford para la antípoda:

S4(h) = g(α ⇀ h ↼ α−1)g−1 para todo h ∈ H, (1.1)

Más aún, si λ y Λ son tales que < λ,Λ >= 1, entonces se tienen fórmulas para la traza de cualquier
endomorfismo lineal f on H:

tr f =< λ,S(Λ(1))f(Λ(2)) >=< λ, (S ◦ f)(Λ(1))Λ(2) > . (1.2)

Estas fórmulas se deben a varios autores, entre ellos Radford, ver [Mo], [R1], [Sch3].

Definición 1.1.19. [Mo, 3.4.1] Sea H un álgebra de Hopf y K una subálgebra de Hopf de H.
Decimos que K es normal en H si

h(1)bS(h(2)) ∈ K y S(h(1))bh(2) ∈ K para todo h ∈ H, b ∈ K.

Un álgebra de Hopf H se dice simple si no contiene ninguna subálgebra de Hopf normal propia
no trivial. H es dice semisimple, respectivamente cosemisimple, si es semisimple como álgebra,
respectivamente si es cosemisimple como coálgebra.

El siguiente teorema se debe a varios autores que dieron equivalencias sobre la semisimplicidad
de un álgebra de Hopf H, ver [LR1], [LR2], [R3, Prop. 2], [LS], [OSch1] y [OSch2]. Para una
demostración completa ver [Sch3].
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Teorema 1.1.20. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita sobre k, entonces son equiva-
lentes:

(a) H es semisimple,

(b) H es cosemisimple,

(c) S2 = id,

(d) trS2 6= 0,

(e) H posee una integral no nula Λ tal que < ε,Λ > 6= 0.

(f) H∗ posee una integral no nula λ tal que < λ, 1 >6= 0.

donde tr denota la traza.

Observación 1.1.21. [Z] Si H es un álgebra de Hopf cuya dimensión es impar y S4 = id, entonces
necesariamente S2 = id y por lo tanto H es semisimple. Luego, si H es un álgebra de Hopf no
semisimple de dimensión impar, por la fórmula (1.1), o bien G(H), o G(H∗) es no trivial.

Definición 1.1.22. Sean H un álgebra de Hopf y M un H-comódulo a derecha. Se define el
conjunto de coinvariantes de H en M por

M coH = {m ∈M | ρ(m) = m⊗ 1}.

Análogamente, si M es un H-comódulo a izquierda, se define el conjunto de coinvariantes de C en
M por

coHM = {m ∈M | λ(m) = 1⊗m}.

Sean A y H álgebras de Hopf y sea A π−→ H un morfismo de álgebras de Hopf. Entonces por el
Ejemplo 1.1.6, A admite una estructura de H-comódulo a derecha y a izquierda. Luego, los espacios
coinvariantes se denotan por AcoH = Acoπ y coHA = coπA y están dados por

Acoπ = {a ∈ A| (id⊗π)∆(a) = a⊗ 1} y coπA = {a ∈ A| (π ⊗ id)∆(a) = 1⊗ a}.

Más aún, estos espacios resultan ser subálgebras de A y se denominan las subálgebras de coinva-
riantes.

Finalizamos esta sección con un resultado de Nichols-Zoeller para álgebras de Hopf similar al
teorema de Lagrange. Junto con sus generalizaciones, este teorema es uno de los más importantes
en la teoría y lo aplicaremos sucesivamente en esta tesis.

Teorema 1.1.23. [NZ] Sean H un álgebra de Hopf de dimensión finita y K una subálgebra de
Hopf de H. Entonces todo (H,K)-módulo de Hopf es libre como K-módulo. En particular, H es un
K-módulo libre y dimK| dimH.
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1.2. Cohomología de grupos

Para describir las clases de isomorfismo de un cierto tipo de extensiones necesitaremos algunos
resultados básicos de cohomología de grupos. Sean G y Γ dos grupos y supongamos que Γ actúa en
G a derecha por automorfismos de grupos, es decir, existe una acción G × Γ ↼−→ G, tal que para
todo g, h ∈ G y x ∈ Γ se tiene que

(gh) ↼ x = (g ↼ x)(h ↼ x) y 1 ↼ x = 1. (1.3)

Dados dos grupos K y L, denotamos por Map(K,L) al conjunto de funciones de K en L. Para
n = 0, 1 se definen aplicaciones diferenciales ∂n por

∂0 : Map(1, G)→ Map(Γ, G), ∂0(g)(x) = (g ↼ x)g−1,

∂1 : Map(Γ, G)→ Map(Γ× Γ, G), ∂1(v)(x, y) = (v(x) ↼ y)v(y)v(xy)−1,

para todo x, y ∈ Γ, g ∈ G y v ∈ Map(Γ, G). Notar que Map(1, G) = G. Con esta definición, se tiene
como es usual que ∂2 = 1: sean g ∈ G y x, y ∈ Γ, entonces

∂2(g)(x, y) = ∂1(∂0(g))(x, y) = ((∂0(g))(x) ↼ y)(∂0(g))(y)((∂0(g))(xy))−1

= [((g ↼ x)g−1) ↼ y][(g ↼ y)g−1][(g ↼ xy)g−1]−1

= ((g ↼ x) ↼ y)(g−1 ↼ y)(g ↼ y)g−1g(g ↼ xy)−1

= (g ↼ xy)(g ↼ xy)−1 = 1.

Definición 1.2.1. (i) Una función u ∈ Map(Γ, G) se dice un 1-coborde si u ∈ Im ∂0, es decir, si
existe g ∈ G tal que

u(x) = ∂0(g)(x) = (g ↼ x)g−1 para todo x ∈ Γ.

(ii) Una función v ∈ Map(Γ, G) se dice un 1-cociclo si ∂1(v) = 1, es decir, si

v(xy) = (v(x) ↼ y)v(y) para todo x, y ∈ Γ.

Como ∂2 = 1, todo 1-coborde es un 1-cociclo. Sea Z1(Γ, G) el subconjunto de 1-cociclos de
Map(Γ, G). Entonces G = Map(1, G) actúa en Z1(Γ, G) por

(g · v)(x) = (g ↼ x)v(x)g−1, (1.4)

para todo g ∈ G, v ∈ Z1(Γ, G) y x ∈ Γ. En efecto, es claro que 1 · v = v para todo v ∈ Z1(Γ, G) y
para g, h ∈ G y v ∈ Z1(Γ, G), se tiene que

(g · (h · v))(x) = (g ↼ x)(h · v)(x)g−1 = (g ↼ x)(h ↼ x)v(x)h−1g−1

= ((gh) ↼ x)v(x)(gh)−1 = ((gh) · v)(x),

para todo x ∈ Γ. Más aún,

∂1(g · v)(x, y) = ((g · v)(x) ↼ y)(g · v)(y)((g · v)(xy))−1

= [((g ↼ x)v(x)g−1) ↼ y][(g ↼ y)v(y)g−1][(g ↼ (xy))v(xy)g−1]−1

= ((g ↼ x) ↼ y)(v(x) ↼ y)(g−1 ↼ y)(g ↼ y)v(y)v(xy)−1(g ↼ (xy))−1

= (g ↼ xy)[(v(x) ↼ y)v(y)v(xy)−1](g ↼ (xy))−1

= (g ↼ xy)[∂1(v)(x, y)](g ↼ (xy))−1 = (g ↼ xy)(g ↼ (xy))−1 = 1,
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lo cual implica que g · v ∈ Z1(Γ, G) para todo g ∈ G y v ∈ Z1(Γ, G).

Esta acción define en Z1(Γ, G) una relación de equivalencia. Explícitamente, decimos que dos
1-cociclos v y u son equivalentes, y lo denotamos por v ∼ u, si existe g ∈ G tal que v = g · u.
Entonces se define el primer grupo de cohomología H1(Γ, G) de Γ en G como el conjunto dado por
el cociente de Z1(Γ, G) por esta relación de equivalencia:

H1(Γ, G) = Z1(Γ, G)/G.

En particular, v̄ = 1̄ en H1(Γ, G) si y sólo si v es a 1-coborde, i.e. existe g ∈ G tal que v = g · 1 =
∂0(g).





Capítulo 2

Extensiones de álgebras de Hopf

En este capítulo demostramos algunos hechos generales sobre extensiones de álgebras de Hopf.
Varios resultados de los capítulos que siguen están basados en hechos que aquí se demuestran,
particularmente sobre extensiones centrales y extensiones del álgebra de Taft por un álgebra de
grupo. Para este estudio seguimos [A1, AD, Hf, MS, Mo, Sch2].

2.1. Definiciones y resultados básicos

En esta sección recordamos algunas definiciones básicas y algunos hechos conocidos de exten-
siones de álgebras de Hopf.

Definición 2.1.1. [AD] Una sucesión de morfismos de álgebras de Hopf

1→ B
ι−→ A

π−→ H → 1,

donde 1 representa el álgebra de Hopf k, es exacta si

(i) ι es inyectiva,

(ii) π es sobreyectiva,

(iii) Kerπ = AB+,

(iv) B = coπA.

En tal caso, A se denomina una extensión del álgebra de Hopf B por el álgebra de Hopf H. Gene-
ralmente se identifica B con su imagen en A y decimos simplemente que A es una H-extensión de
B, si no hay ninguna confusión. Si la imagen de B es central en A, decimos que A es una extensión
central de B.

Ejemplo 2.1.2. Esta definición de sucesión exacta se puede ver como una generalización de la
definición de sucesión exacta corta para grupos. Sean G un grupo finito, N un subgrupo normal de
G y F = G/N . Entonces la sucesión de álgebras de Hopf

1→ k[N ]→ k[G]→ k[F ]→ 1

11



12 CAPÍTULO 2. EXTENSIONES DE ÁLGEBRAS DE HOPF

es una sucesión de álgebras de Hopf.

Sean A y B dos álgebras de Hopf. Denotemos por Reg(B,A) al grupo de morfismos lineales de
B a A que son inversibles con respecto al producto de convolución. Definimos entonces

Reg1(B,A) ={α ∈ Reg(B,A) : α(1) = 1},
Regε(B,A) ={α ∈ Reg(B,A) : εα = ε},

Reg1,ε(B,A) = Reg1(B,A) ∩ Regε(B,A).

Claramente, los conjuntos Reg1(B,A), Regε(B,A) y Reg1,ε(B,A) son subgrupos de Reg(B,A).

Un A-comódulo álgebra es un álgebra C que es simultáneamente un A-comódulo cuyo morfismo
de estructura ρ : C → C ⊗ A es un morfismo de álgebras. Si R = {c ∈ C : ρ(c) = c ⊗ 1} es la
subálgebra de coinvariantes a derecha de C, decimos que C es una A-extensión de R. Una extensión
de álgebras es hendida si existe γ en Reg1(A,C) tal que ργ = (γ ⊗ id)∆; un tal γ se denomina una
sección.

Un A-módulo coálgebra es una coálgebra C que es simultáneamente un A-módulo cuyo morfismo
de estructura µ : A ⊗ C → C es un morfismo de coálgebras. Si D = C/A+C es la coálgebra de
coinvariantes, decimos que C es una A-extensión de D. Una extensión de coálgebras es hendida si
existe ξ en Regε(C,A) tal que ξ(ac) = aξ(c) para todo a ∈ A, c ∈ C; un tal ξ se denomina una
retracción.

La siguiente definición fue dada por varios autores; ver por ejemplo [A1, Def. 3.1.14].

Definición 2.1.3. Sea 1 → B
ι−→ A

π−→ H → 1 una sucesión exacta de álgebras de Hopf.
Decimos que A es una extensión hendida del álgebra de Hopf B por el álgebra de Hopf H, si existe
una sección γ ∈ Reg1(H,A) de una extensión de álgebras y una retracción ξ ∈ Regε(A,B) de una
extensión de coálgebras que satisface una de las siguientes condiciones equivalentes para todo a ∈ A:

(i) γ−1(π(a)) = S(a(1))ξ(a(2));

(ii) γ(π(a)) = ξ−1(a(1))a(2);

(iii) ξ−1(a) = γ(π(a(1)))S(a(2));

(iv) ξ(a) = a(1)γ
−1(π(a(2)));

(v) ξγ = εH1B.

El siguiente resultado es una consecuencia de [Sch2, Thm. 2.2].

Teorema 2.1.4. Una extensión de álgebras de Hopf de dimensión finita es siempre hendida.

Sea 1→ B
ι−→ A

π−→ H → 1 una sucesión exacta de álgebras de Hopf de dimensión finita. Por el
Teorema 2.1.4 tenemos que la extension A de B por H es hendida y por lo tanto, existe una sección
γ en Reg1(H,A). Usando esta sección, se puede construir una acción débil de B en H y un 2-cociclo
σ ∈ Reg(H ⊗H,B) que le dan a A una estructura de producto cruzado B#σH de B con H, donde
B#σH = B ⊗H como espacios vectoriales. La acción débil de H en B se define como sigue:

h · b = γ(h(1))bγ
−1(h(2)),
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para todo h ∈ H, b ∈ B, y satisface que

h · (bb′) = (h(1) · b)(h(2) · b′) y h · 1 = ε(h)1B,

para todo h ∈ H, b, b′ ∈ B. El 2-cociclo σ está dado por

σ(h, t) = γ(h(1))γ(t(1))γ
−1(h(2)t(2)),

para todo h, t ∈ H, y satisface que

[h(1) · σ(h′(1), h
′′
(1))]σ(h(2), h

′
(2)h

′′
(2)) = σ(h(1), h

′
(1))σ(h(2)h

′
(2), h

′′)

y σ(h, 1) = σ(1, h) = ε(h)1,

para todo h, h′, h′′ ∈ H. La multiplicación en el producto cruzado B#σH está dada por

(a#h)(b#t) = a(h(1) · b)σ(h(2), t(1))#h(3)t(2),

para todo a, b ∈ B, h, t ∈ H. El elemento unidad en B#σH es 1#1. Aquí escribimos a#h en lugar
de a⊗ h para denotar los elementos de A#σB.

Sean A un álgebra de Hopf y B una subálgebra de Hopf de A. La siguiente proposición, obtenida
independientemente por [AD] y [Sch2], nos dice bajo qué hipótesis B es normal en A, y por lo tanto,
cuándo A resulta ser una extension de B por A/AB+; para una demostración ver loc. cit. o [Mo,
Prop. 3.4.3]. Antes necesitamos la siguiente definición.

Definición 2.1.5. Una extensión de anillos B ⊆ A es fielmente playa a izquierda si para
cualquier morfismo de B-módulos a derecha f : M → N , f es inyectivo si y sólo si el morfismo de
B-módulos f ⊗ idA : M ⊗B A→ N ⊗B A es inyectivo.

Proposición 2.1.6. Sea A un álgebra de Hopf y sea B una subálgebra de Hopf de A tal que
A es fielmente playa sobre B a izquierda o a derecha, y tal que AB+ = B+A. Sea Ā = A/AB+ y
consideremos a A como un Ā-comódulo a derecha y a izquierda vía ρ = (id⊗π)∆ y λ = (π ⊗ id)∆
respectivamente, donde π : A→ Ā denota la proyección canónica. Entonces

(a) B = Acoπ = coπA.

(b) B es una subálgebra de Hopf normal de A.

2.2. Extensiones de un álgebra de Taft por un álgebra de grupo

Sea p un número primo impar. En la lista de álgebras de Hopf de dimensión p3 dada en la
introducción, los casos (d), (f) y (g) son extensiones de un álgebra de grupo de orden p por un
álgebra de Taft de dimensión p2 y por ende, son parte de una sucesión exacta de álgebras de Hopf
de dimensión finita

1→ k[Z/(p)] ι−→ A
π−→ T (q)→ 1.

Mostraremos en esta sección que la recíproca es cierta. Más específicamente, si A es una ex-
tensión de un álgebra de grupo de orden p por un álgebra de Taft de dimensión p2, entonces A es
necesariamente punteada y es isomorfa a un álgebra de Hopf de la lista.
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Si B = k[Γ] es un álgebra de grupo de un grupo finito Γ, entonces el producto cruzado A∗σ Γ :=
A#σk[Γ] se denomina el producto Γ-cruzado de Γ sobre A. Notar que A ∗σ Γ es un álgebra Γ-
graduada. Más aún, se puede ver que A ∗σ Γ está caracterizada como el álgebra Γ-graduada que
contiene un elemento inversible en cada componente y la componente que contiene a 1 es A. En tal
caso, decimos que A es la componente neutral de A ∗σ Γ.

Teorema 2.2.1. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita que es parte de una sucesión
exacta de álgebras de Hopf

1→ A
ι−→ H

π−→ k[Γ]→ 1, (2.1)

donde Γ = Z/(p) es el álgebra de grupo de orden p, A∗ es punteada y |G(A∗)| ≤ p. Entonces H∗ es
punteada.

Demostración. Para probar que H∗ es punteada, mostraremos que todo H-módulo simple tiene
dimensión uno. Para ello, basta probar que el álgebra H/RadH es conmutativa. En efecto, puesto
que su radical de Jacobson es nulo, el álgebraH/RadH es un álgebra semisimple. Si es conmutativa,
entonces por el teorema de Artin-Wedderburn se sigue que todo H/RadH-módulo simple, y por lo
tanto todo H-módulo simple, tiene dimensión uno.

Como H es una extensión hendida de A por k[Γ], probaremos lo siguiente: sea H = A ∗σ Γ un
producto Γ-cruzado de dimensión finita con componente neutral A y supongamos que

(i) A/RadA ' Map(X, k), y

(ii) existe un epimorfismo π : H → k[Γ] de álgebras graduadas sobre Γ,

donde Map(X, k) es el conjunto de funciones de un conjunto finito X en k y |X| ≤ p. Entonces
H/RadH es conmutativa.

Sea A = A/RadA. Al ser A∗ punteada, identificamos a X con el conjunto {δ0, . . . , δm} de
idempotentes primitivos de A.

Puesto que para todo g ∈ Γ, el morfismo r(g) : A→ A dado por r(g)(a) = g ·a es un morfismo de
álgebras para todo a ∈ A, RadA es estable por la acción débil de Γ en A y por lo tanto (RadA) ∗Γ
es un ideal Γ-graduado en H, que es nilpotente. En particular, (RadA) ∗ Γ ⊆ RadH. Por lo
tanto, se tiene un álgebra cociente H = A ∗ Γ, que es un Γ-producto cruzado. Como car k = 0,
H es semisimple, y consecuentemente H = H/RadH. Más aún, puesto que k[Γ] es un álgebra
semisimple, se sigue que π(RadH) = 0 y π se factoriza a través de H. Denotemos por π̄ : H → k[Γ]
al morfismo inducido por esta factorización.

Sea δ un idempotente primitivo de A. Luego, para todo g ∈ Γ, g · δ también es un idempotente
primitivo de A. Por lo tanto, la acción débil de Γ asociada a H proviene de un morfismo de grupos,
digamos α : Γ→ Perm(X). Puesto que para todo g ∈ Γ y δi ∈ X se tiene

π̄(α(g)(δi) ∗ 1) = π̄(g · δi ∗ 1) = π̄((1 ∗ g)(δi ∗ 1)(1 ∗ g−1)) = ε(δi)1 = δi,0,

se sigue que Γ debe fijar al único elemento δ0 en X que no es anulado por π̄. Como Γ = Z/(p) y p
no divide a (|X| − 1)!, el morfismo α debe ser trivial. Esto implica que la acción débil de Γ en A es
trivial y por lo tanto el Γ-producto cruzado H es conmutativo.
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Corolario 2.2.2. Sea A un álgebra de Hopf de dimensión p3 que es una extensión de un álgebra
de grupo k[Z/(p)] por un álgebra de Taft T (q) de dimensión p2; en particular, A encaja en la
siguiente sucesión exacta de álgebras de Hopf de dimensión finita:

1→ k[Z/(p)] ι−→ H
π−→ T (q)→ 1. (2.2)

Entonces H es punteada.

Demostración. Si dualizamos la sucesión (2.2), vemos que H∗ es una extensión de un álgebra
de Taft de orden p2 por un álgebra de grupo de orden p,

1→ T (q) ι∗−→ H∗ π∗−→ k[Z/(p)]→ 1.

Como el álgebra de Taft satisfice las hipótesis sobre A del Teorema 2.2.1, se sigue que H es un
álgebra de Hopf punteada.

El siguiente corolario establece que si existe un álgebra de Hopf H de dimensión p3 que no es
isomorfa a un álgebra de Hopf de la lista (a), . . . , (k), entonces H es necesariamente extraña.

Corolario 2.2.3. Sea H un álgebra de Hopf no semisimple de dimensión p3 tal que H y H∗ no
son punteadas. Entonces H es simple como álgebra de Hopf.

Demostración. Supongamos que H no es simple, entonces contiene una subálgebra de Hopf K
propia que es normal y no trivial. Por lo tanto, se tiene una sucesión exacta de álgebras de Hopf

1→ K
ι−→ H

π−→ D → 1, (2.3)

donde D = H/K+H. Luego, por el Teorema 1.1.23 se sigue que p3 = dimK dimD, y la dimensión
de K es p o p2.

Si dimK = p2, entonces dimD = p. Luego, por [Z, Thm. 2], D ' k[Z/(p)] y por [Ng, Thm.
5.5], K ' T (q), un álgebra de Taft, puesto que H es no semisimple por hipótesis. Por lo tanto, H
es una extensión de un álgebra de Taft de dimensión p2 por un álgebra de grupo de orden p, lo
que implica por el Corolario 2.2.2, que H∗ debe ser punteada, lo cual es una contradicción. Si dim
K = p, aplicando el mismo argumento a la extensión dual de (2.3) se tiene que H es punteada, lo
cual también contradice nuestra hipótesis.

2.3. Extensiones centrales de álgebras de Hopf

En esta sección demostramos varios resultados que serán utilizados más adelante. En particular,
damos aquí una construcción general de una familia de álgebras de Hopf a partir de una sucesión
exacta y dos epimorfismos.
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2.3.1. Resultados generales

Proposición 2.3.1. Sean A y K álgebras de Hopf, B una subálgebra de Hopf central de A tal
que A es fielmente playa sobre B y p : B → K un epimorfismo de álgebras de Hopf. Entonces
H = A/AB+ es un álgebra de Hopf y A encaja en una sucesión exacta de álgebras de Hopf

1→ B
ι−→ A

π−→ H → 1.

Si tomamos J = Ker p ⊆ B, entonces (J ) = AJ es un ideal de Hopf de A y A/(J ) es un pushout
dado por la siguiente diagrama:

B
ι //

p

��

A

q

��
K

j
// A/(J ).

Más aún, se puede identificar a K con una subálgebra de Hopf central de A/(J ) y A/(J ) es parte
de la siguiente sucesión exacta

1→ K → A/(J )→ H → 1.

Demostración. La primera afirmación se sigue directamente de la Proposición 2.1.6. Al ser B
central en A, (J ) es un ideal bilátero de A. Más aún, del hecho que ε y ∆ son morfismos de
álgebras y S(J ) ⊆ J , se sigue que (J ) es un ideal de Hopf. Identifiquemos a K con B/J . Entonces
el morfismo j : K → A/(J ) dado por j(b + J ) = ι(b) + (J ) define un morfismo de álgebras
de Hopf pues ι es un morfismo de álgebras de Hopf. Como A es fielmente playa sobre B, por
[Sch2, Cor. 1.8], B es un sumando directo en A como B-módulo, digamos A = B ⊕M . Entonces
(J ) ∩ B = JA ∩ B = (JB ⊕ JM) ∩ B = (J ⊕ JM) ∩ B = J . Luego, si j(b + J ) = 0 entonces
ι(b) ∈ (J ) y esto implica que b ∈ (J )∩B = J por la igualdad anterior. Por lo tanto, j es inyectiva.

Veamos ahora que A/(J ) es un pushout : sea C un álgebra de Hopf y supongamos que existen
morfismos de álgebras de Hopf ϕ1 : K → C y ϕ2 : A→ C tales que ϕ1p = ϕ2ι. Tenemos que mostrar
que existe un único morfismo de álgebras de Hopf φ : A/(J )→ C tal que φq = ϕ2 y φj = ϕ1.

B
ι //

p

��

A

q

�� ϕ2

��

K
j

//

ϕ1 ,,

A/(J )

∃!φ
F

F

""F
F

C

Como ϕ2((J )) = ϕ2(AJ ) = ϕ2(A)ϕ2(ι(J )) = ϕ2(A)ϕ1(p(J )) = 0, existe un único morfismo de
álgebras de Hopf φ : A/(J )→ C tal que φq = ϕ2. Más aún, sea x ∈ K y b ∈ B tales que p(b) = x.
Entonces φj(x) = φjp(b) = φqι(b) = ϕ2ι(b) = ϕ1p(b) = ϕ1(x), de donde se sigue que φj = ϕ1.

Denotemos también por K a la imagen de K por j. Para ver que K es central en A/(J ) hay que
ver que j(c)ā = āj(c) para todo ā ∈ A/(J ), c ∈ K. Como p es sobreyectiva, para todo c ∈ K existe
b ∈ B tal que p(b) = c y como q es un morfismo de álgebras, se sigue que āj(c) = q(a)j(p(b)) =
q(a)q(ι(b)) = q(aι(b)) = q(ι(b)a) = q(ι(b))q(a) = j(c)ā, puesto que B es central en A. En particular,
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el cociente H̃ = [A/(J )]/[K+(A/(J ))] es un álgebra de Hopf. Para ver que A/(J ) es una extensión
central de K por H̃, por la Proposición 2.1.6 basta probar que A/(J ) es playa sobre K y K es un
sumando directo de A/(J ) como K-módulo, ya que por [Sch2, Cor. 1.8] esto implica que A/(J ) es
fielmente playa sobre K.

Primero probaremos que A/(J ) es playa sobre K. SeanM1 yM2 dos K-módulos a derecha y sea
f : M1 → M2 un morfismo inyectivo de K-módulos. En particular, ambos admiten una estructura
de B-módulo a través del morfismo p : B → K, a las cuales denotamos por M i para i = 1, 2 y f
resulta ser un morfismo inyectivo de B-módulos. Como A es fielmente playa sobre B, el morfismo
de A-módulos f ⊗ id : M1 ⊗B A → M2 ⊗B A también es inyectivo. Al ser J central en A, se
tiene que (M i ⊗B A)(J ) = 0 para i = 1, 2. Entonces los A-módulos también son A/(J )-módulos
y M i ⊗B A ' Mi ⊗K A/(J ) como A/(J )-módulos por la construcción de M i. Por lo tanto, el
morfismo de A/(J )-módulos f ⊗ id : M1⊗K A/(J )→M2⊗K A/(J ) es inyectivo y A/(J ) es playa
sobre K.

Como A = B ⊕M como B-módulos, se tiene que (J ) = AJ = J ⊕MJ , donde MJ es un B-
submódulo deM y J = B∩(J ⊕MJ ). Por lo tanto A/(J ) = (B⊕M)/(J ⊕MJ ) = K⊕(M/MJ )
como K-módulos, lo cual implica que K es un sumando directo de A/(J ). En conclusión, A/(J )
encaja en una sucesión exacta de álgebras de Hopf

1→ K
j−→ A/(J ) r−→ H̃ → 1.

Como el morfismo Ψ : K+(A/(J )) → (B+A)/(J ) definido por Ψ(ba) = ba es un isomorfismo
k-lineal, se sigue que H̃ = (A/(J ))/[K+(A/(J ))] ' (A/(J ))/[(B+A)/(J )] ' A/B+A = H y por
lo tanto A/(J ) encaja en una sucesión exacta

1→ K −→ A/(J ) −→ H → 1.

La siguiente proposición nos será de utilidad.

Proposición 2.3.2. [Mu2, Prop. 3.4 (c)] Sean 1 → B
ι−→ A

π−→ H → 1 una sucesión exacta de
álgebras de Hopf, J un ideal de Hopf de A de codimensión finita y J = B ∩J . Entonces la sucesión

1→ B/J → A/J → H/π(J)→ 1

también es exacta.

2.3.2. De cocientes a extensiones

Sean A, B álgebras de Hopf tales que B es una subálgebra de Hopf central de A y A es fielmente
playa sobre B. Por la Proposición 2.1.6, A encaja en la sucesión exacta

1→ B
ι−→ A

π−→ H → 1, (2.4)

donde H = A/B+A. Sean p : B → K y r : H → L dos epimorfismos de álgebras de Hopf. En lo
que sigue construimos a partir de los datos dados por p y r, álgebras de Hopf que son nuevamente
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extensiones centrales.
1 // B

ι //

p

��

A
π // H //

r

��

1.

K L

Haremos esto en dos pasos. En el primero comenzamos con los datos asociados al epimorfismo
p : B → K: sea J = Ker p y (J ) = AJ . Por la Proposición 2.3.1, (J ) es un ideal de Hopf de
A y el álgebra de Hopf Ap = A/(J ) está dada por un pushout y encaja en el siguiente diagrama
conmutativo, cuyas filas son sucesiones exactas de álgebras de Hopf y B y K son centrales en A y
Ap respectivamente.

1 // B
ι //

p

��

A
π //

q

��

H // 1

1 // K
j // Ap

πp // H // 1.

(2.5)

A partir de aquí suponemos que K y H son de dimensión finita.

Entonces dimAp también es finita por el siguiente lema.

Lema 2.3.3. Sean K y H dos álgebras de Hopf de dimensión finita y supongamos que encajan
en una sucesión exacta de álgebras de Hopf

1→ K → A→ H → 1,

tal que K es central en A. Entonces A también es de dimensión finita.

Demostración. Como K es conmutativa y de dimensión finita, es semisimple. Luego, todo K-
módulo es proyectivo; en particular, A es proyectivo. Si A es de dimensión infinita, por [Sch1,
Thm. 2.4], A es un K-módulo libre y A ' K(I) para cierto conjunto de índices I. Pero entonces
H ' A/K+A ' A⊗K (K/K+) ' K(I)⊗K (K/K+) ' (K/K+)(I) por ser A playa sobre K. Luego el
cardinal de I, y a fortiori dimA deben ser números finitos, lo cual nos lleva a una contradicción.

Observación 2.3.4. Sean H y K dos álgebras de Hopf de dimensión finita. Parece ser todavía
un problema abierto determinar cuándo un álgebra de Hopf A que es una extensión de K por H,
en el sentido de la Definición 2.1.1, es de dimensión finita.

Si S es un subconjunto de Ap, denotamos por (S) = ApSAp al ideal bilátero de Ap generado
por S.

Veamos ahora cómo el epimorfismo r : H → L entra en escena. Sea Mr = q(Ker rπ) = Ker rπp.
Por el Lema 2.3.3 y el Teorema 2.1.4, la H-extensión Ap de K dada por la sucesión exacta

1→ K
ι−→ Ap

πp−→ H → 1 (2.6)

es hendida. Por lo tanto, por la Definición 2.1.3, existen una retracción ξ : Ap → K en Regε(Ap,K)
y una sección γ : H → Ap en Reg1(H,Ap).

Sea Ir,ξ el menor ideal de Hopf de Ap que contiene al conjunto

(id−jξ)(Mr) = {x− jξ(x)| x ∈Mr}. (2.7)
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Notar que Ir,ξ ⊆Mr y πp(Ir,ξ) = πp(Mr).

Proposición 2.3.5. En la situación anterior, Ir,ξ := Ir,ξ ∩ K es un ideal de Hopf de K y
Ap,r,ξ := Ap/Ir,ξ encaja en una sucesión exacta de álgebras de Hopf de dimensión finita

1→ Kr,ξ
jξ−→ Ap,r,ξ

πξ−→ L→ 1, (2.8)

donde Kr,ξ = K/Ir,ξ es central en Ap,r,ξ.

Demostración. Por la Proposición 2.3.2, la sucesión exacta (2.6) induce una sucesión exacta de
álgebras de Hopf de dimensión finita

1→ Kr,ξ −→ Ap,r,ξ −→ H/πp(Ir,ξ)→ 1,

donde Kr,ξ es central en Ap,r,ξ. Como Mr = Ker(rπp) y πp es sobreyectiva, se sigue que πp(Mr) =
Ker r. Entonces L ' H/Ker r = H/πp(Mr) = H/πp(Ir,ξ) y se obtiene la sucesión (2.8).

Después de estos dos pasos, se obtiene un álgebra de Hopf de dimensión finita Ap,r,ξ asociada
a los epimorfismos p : B → K y r : H → L, y a la retracción ξ : Ap → K, esto es, a una terna
(p, r, ξ), que encaja en el siguiente diagrama conmutativo

1 // B
ι //

p

��

A
π //

q

��

H // 1

1 // K
j //

pξ

��

Ap πp
//

qξ

��

ξ

jj f_X H //

r

��

γ
tt W_g

1

1 // Kr,ξ
jξ // Ap,r,ξ

πξ // L // 1.

(2.9)

Por la Proposición 2.1.4, sabemos que la extensión dada por la sucesión (2.8) es hendida, con
alguna sección γ̄ y alguna retracción ξ̄. La siguiente proposición nos muestra como elegir γ̄ y ξ̄
relacionadas con las aplicaciones que vienen dadas por la extensión hendida Ap de (2.6).

Proposición 2.3.6. Si la extensión Ap dada por la sucesión exacta (2.6) es hendida vía γ :
H → Ap, entonces la extensión Ap,r,ξ dada por (2.8) es hendida vía γ̄ : L→ Ap,r,ξ, donde γ̄(r(h)) =
qξγ(h).

Demostración. Primero debemos probar que la sección γ̄ está bien definida. Sean h, h
′ ∈ H

tales que r(h) = r(h
′
), entonces h−h′ ∈ Ker r. Basta ver que γ(Ker r) ⊆ Ker qξ, pues esto implicaría

que γ(h − h′) ∈ Ker qξ y por lo tanto γ̄(r(h)) = qξ(γ(h)) = qξ(γ(h
′
)) = γ̄(r(h

′
)). Sean t ∈ Ker r y

m ∈ Mr = Ker(rπp) tales que πp(m) = t. Como m ∈ Mr, se tiene que qξ(m) = pξξ(m) y por la
Definición 2.1.3 (ii), m = ξ(m(1))γ(πp(m(2))). Entonces

pξξ(m) = qξ(m) = qξ(ξ(m(1)))qξ(γ(πp(m(2)))),

lo cual implica que pξξ(m) = (pξξ ∗ qξγπp)(m). Como ξ es inversible con respecto a la convolución
y pξ : K → Kr,ξ es un morfismo de álgebras de Hopf, se sigue que pξξ también es inversible con
respecto a la convolución y por lo tanto 0 = ε(m) = qξγπp(m) = qξγ(t).
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Recordar que Ap,r,ξ es un L-comódulo álgebra a derecha vía ρ = (id⊗πξ)∆. Mostraremos ahora
que γ̄ es un morfismo de L-comódulos, es decir, ργ̄(t) = (γ̄ ⊗ id)∆(t) para todo t ∈ L. Sean t ∈ L
y h ∈ H tales que r(h) = t. Usando que qξ y r son morfismos de álgebras de Hopf, que γ es un
morfismo de H-comódulos a derecha y la igualdad πξqξ = rπp se tiene que

ργ̄(t) = ργ̄(r(h)) = (id⊗πξ)∆(γ̄(r(h)))
= (id⊗πξ)∆(qξ(γ(h))) = (id⊗πξ)(qξ ⊗ qξ)∆(γ(h))
= (qξ ⊗ πξqξ)∆(γ(h))) = (qξ ⊗ rπp)∆(γ(h))
= (qξ ⊗ r)(id⊗πp)∆(γ(h)) = (qξ ⊗ r)(γ ⊗ id)∆(h)
= qξ(γ(h(1)))⊗ r(h(2)) = γ̄(r(h(1)))⊗ r(h(2))

= γ̄(r(h)(1))⊗ r(h)(2) = (γ̄ ⊗ id)∆(r(h))

= (γ̄ ⊗ id)∆(t).

Para terminar, probamos que γ̄ ∈ Reg1(L,Ap,r,ξ). Es claro que γ̄(1) = γ̄(r(1)) = qξγ(1) =
qξ(1) = 1. Luego, basta mostrar que γ̄ es inversible con respecto a la convolución. Sean t ∈ L y
h ∈ H tales que r(h) = t y definamos γ̄−1(t) = qξγ

−1(h). Al igual que antes, se puede ver que γ̄−1

es una función bien definida y es la inversa de γ̄ con respecto a la convolución. A saber,

γ̄ ∗ γ̄−1(t) = γ̄ ∗ γ̄−1(r(h)) = γ̄(r(h)(1))γ̄
−1(r(h)(2))

= γ̄(r(h(1)))γ̄
−1(r(h(2))) = qξγ(h(1))qξγ

−1(h(2))

= qξ(γ(h(1))γ
−1(h(2))) = qξ(ε(h)) = ε(t).

La demostración de γ̄−1 ∗ γ̄ = εL1Ap,r,ξ es similar.

Si para todo a ∈ Ap,r,ξ definimos ξ̄(a) = a(1)γ̄
−1(πξ(a(2))), entonces por [A1, Lemma 3.1.14] se

tiene que ξ̄ ∈ Regε(Ap,r,ξ,Kr,ξ) y satisface la Definición 2.1.3 (iv), lo cual implica que la extensión
es hendida vía γ̄.

Observación 2.3.7. Como la extensión Ap dada por (2.6) es hendida vía ξ y γ, Ap es isomorfa
como álgebra de Hopf a un producto cruzado K τ#σH, donde τ : H → K ⊗ K es un 2-cociclo
determinado por ξ y σ : H ⊗H → K es un 2-cociclo determinado por γ, ver [DT, Thm. 11] y [AD,
Prop. 3.2.9]. El isomorfismo

φ : Ap → K τ#σH

está dado por la fórmula φ(a) = ξ(a(1))#πp(a(2)) y su inversa φ−1 por φ−1(b#h) = bγ(h) para
todo a ∈ Ap, b ∈ K, h ∈ H. Análogamente, el cociente Ap,r,ξ es isomorfo a un producto cruzado
Kr,ξ

τ̄#σ̄L. Si componemos estos isomorfismos con el epimorfismo qξ : Ap → Ap,r,ξ, se obtiene un
epimorfismo de álgebras de Hopf entre los productos cruzados ϕ : K τ#σH → Kr,ξ

τ̄#σ̄L. Este
epimorfismo no es otro que el dado por la fórmula

ϕ(b#h) = pξ(b)#r(h) para todo b ∈ K, h ∈ H.

En efecto, como ξ̄ es un morfismo de K̄-módulos a izquierda y γ̄ es un morfismo de L-comódulos
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a derecha se sigue que

ϕ(b#h) = φ̄qξφ
−1(b#h) = φ̄qξ(bγ(h)) = φ̄(qξ(b)qξ(γ(h)))

= φ̄(pξ(b)γ̄(r(h))) = ξ̄((pξ(b)γ̄(r(h)))(1))#πξ((pξ(b)γ̄(r(h)))(2))

= ξ̄((pξ(b))(1)(γ̄(r(h)))(1))#πξ((pξ(b))(2)(γ̄(r(h)))(2))

= ξ̄(pξ(b(1))(γ̄(r(h)))(1))#πξ(pξ(b(2))(γ̄(r(h)))(2))

= pξ(b(1))ξ̄((γ̄(r(h)))(1))#πξ(pξ(b(2)))πξ((γ̄(r(h)))(2))

= pξ(b(1))ξ̄(γ̄(r(h)(1)))#ε(b(2))r(h)(2)

= pξ(b)ξ̄(γ̄(r(h(1))))#r(h(2)) = pξ(b)ε(r(h(1))))#r(h(2))

= pξ(b)#r(h).

Nuestro próximo objetivo es encontrar algunas condiciones que nos ayuden a describir al ideal
Ir,ξ y la retracción ξ más explícitamente. Denotemos por (Ap)0 al corradical de Ap. Por [Mo, Thm.
5.4.2], existe un coideal N de Ap tal que Ap = (Ap)0 ⊕ N como k-espacios vectoriales. Sea E el
subgrupo de G(A) dado por

E = {x ∈ G(A)| rπ(x) = 1}

y sea F = q(E). Claramente G(B) ⊆ E. Como B es conmutativa,K también es conmutativa y por lo
tanto semisimple. Entonces KF es una subálgebra de Hopf de Ap que es semisimple, por el Teorema
1.1.20, pues S2|KF = idKF . Luego KF ⊆ (Ap)0. Como (Ap)0 es una coálgebra cosemisimple, existe
una coálgebra C tal que (Ap)0 = KF ⊕ C. En particular,

Ap = KF ⊕D, (2.10)

donde D = C ⊕N . Más aún, podemos asumir que S(D) ⊆ D, por el siguiente lema.

Lema 2.3.8. Sean A un álgebra de Hopf cuya antípoda S tiene orden finito, K una subcoálgebra
de A tal que S(K) = K y π : A → K una proyección de coálgebras, i.e. π2 = π. Entonces existe un
coideal D de A tal que S(D) = D y A = K ⊕D.

Demostración. Sean m = ordS el orden de S en A y π̃ : A → K la aplicación k-lineal dada por

π̃(a) =
1
m

m∑

i=0

Siπ(Sm−i(a)) para todo a ∈ A.

Luego, π̃ es un morfismo de coálgebras y Sπ̃ = π̃S. En efecto, la segunda afirmación se sigue
directamente de la definición de π̃. Si m es impar, entonces A es conmutativa y coconmutativa. Por
lo tanto, S y consecuentemente π̃ son morfismos de coálgebras. Luego, podemos suponer que m es
par. Como las potencias pares de la antípoda son morfismos de coálgebras y π es un morfismo de
coálgebras, basta probar la primera afirmación para los morfismos SiπSm−i donde 1 ≤ i ≤ m es
impar. Pero en este caso, el resultado se sigue del hecho que m− i también es un número impar Si



22 CAPÍTULO 2. EXTENSIONES DE ÁLGEBRAS DE HOPF

y por lo tanto, Sm−i son antimorfismos de coálgebras: sea a ∈ A, entonces

∆(Siπ(Sm−i(a))) = (Siπ(Sm−i(a)))(1) ⊗ (Siπ(Sm−i(a)))(2)

= Si((π(Sm−i(a)))(2))⊗ Si((π(Sm−i(a)))(1))

= Si(π((Sm−i(a))(2)))⊗ Si(π((Sm−i(a))(1)))

= Si(π(Sm−i(a(1))))Si(π(Sm−i(a(2))))

= (SiπSm−i ⊗ SiπSm−i)(∆(a)),

Como por hipótesis S(K) = K, se tiene que Im π̃ ⊆ Imπ = K. Sea x ∈ Imπ, entonces Sm−i(x) ∈
Imπ para todo 1 ≤ i ≤ m, y por ende π(Sm−i(x)) = Sm−i(x). Esto implica que π̃(x) = x = π(x)
para todo x ∈ Imπ, y por lo tanto Imπ ⊆ Im π̃. Más aún, para todo x ∈ A se tiene que π̃2(x) =
π(π̃(x)) = π̃(x) de donde se sigue que π̃ también es una proyección de coálgebras.

Sea D = Ker π̃. Entonces D es un coideal de A que satisface A = K ⊕D y S(D) = D porque π̃
conmuta con la antípoda de A.

Mostraremos ahora que en algunos casos especiales el ideal bilátero ((id−jξ)(Mr)) de Ap es un
ideal de Hopf.

Proposición 2.3.9. Sea D como en (2.10). Supongamos que ξ(a) = 0, para todo a ∈ D ∩Mr

y el morfismo ξ|F : F → G(K) define un morfismo de grupos. Entonces Ir,ξ = ((id−jξ)(Mr)).

Demostración. Como S(D) = D, se tiene que S(D∩Mr) ⊆ D∩Mr, puesMr es un ideal de Hopf.
Por lo tanto, el ideal bilátero Ir := (D∩Mr) es un ideal de Hopf y coincide con ((id−jξ)(D∩Mr)).
Por otro lado, si KF+ denota al ideal de Hopf de KF dado por K(k[F ]+), entonces KF ∩Mr =
(KF )+ = K+F +KF+ y

((id−jξ)(KF ∩Mr)) = ((id−jξ)(KF+)) = ((id−jξ)(F )),

ya que ξ es un morfismo de K-módulos tal que ξK = idK . Luego, si ξ|F define un morfismo de
grupos se sigue que Iξ := ((id−jξ)(F )) es un ideal de Hopf y Ir,ξ = Ir + Iξ = ((id−jξ)(Mr)).

La siguiente proposición nos muestra bajo qué condiciones, existen retracciones ξ que satisfacen
las hipótesis de la Proposición 2.3.9.

Proposición 2.3.10. Supongamos que Ap = KF ⊕ D donde D es un K-módulo coideal. Sea
β : F → G(K) un morfismo de grupos tal que βq|ι(G(B)) = p|G(B). Entonces existe una retracción
ξ : Ap → K tal que ξ|F = β y ξ|D = 0.

Demostración. Como Ap = KF ⊕D como K-módulos, basta definir ξ en D y KF . Como KF
es de dimensión finita, por el Teorema 1.1.23, KF es un K-módulo libre de rango m = |F |/|G(K)|.
Sea {e1, . . . , em} una base de KF que consiste de un conjunto de representantes de coclases a
izquierda de F/G(K) tal que e1 = 1. Definimos β̂ como el único morfismo K-lineal dado por
β̂(ei) = β(ei). Luego, definimos ξ|D = 0 y ξ|KF = β̂. Claramente, ξ es un morfismo de K-módulos
tal que ξ(1) = β̂(1) = β(1) = 1 y ξ(a) = ξ(a · 1) = β̂(a · 1) = aβ̂(1) = a para todo a ∈ K.
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Por lo tanto, para probar que ξ es una sección se tiene que ver que ξ es inversible con respecto
a la convolución. Como Ap admite una descomposición Ap = KF ⊕D, donde D es un coideal y un
K-módulo, basta definir la inversa para ξ en KF . Definimos entonces ξ−1|KF = β̂−1, donde β̂−1 es
el morfismo k-lineal dado por β̂−1(ae) = S(a)β−1(e) para todo a ∈ K y e ∈ {ei}1≤i≤m. Entonces
para todo a ∈ K y e ∈ {ei}1≤i≤m se tiene

β̂ ∗ β̂−1(ae) = β̂(a(1)e)β̂
−1(a(2)e) = a(1)β(e)S(a(2))β

−1(e) = ε(ae).

Análogamente β̂−1 ∗ β̂ = ε1, lo cual implica que β̂ ∈ Reg(Ap,K) es un morfismo de K-módulos.

2.3.3. Sobre los isomorfismos de las extensiones obtenidas

En esta subsección estudiamos algunas propiedades de las extensiones construidas en la Subsec-
ción 2.3.2 que serán de utilidad en la Sección 4.2. Definimos primero el centro de Hopf de un álgebra
de Hopf, que siempre existe por [A1, Cor. 2.2.2]

Definición 2.3.11. [A1, Def. 2.2.3] El centro de Hopf de un álgebra de Hopf A es la subálgebra
central maximal de Hopf Z(A) de A.

Proposición 2.3.12. Para i = 1, 2, sea 1 → Ki → Ai → Li → 1 una sucesión exacta de
álgebras de Hopf tal que Ki = Z(Ai) y Li = Ai/(K+

i Ai). Supongamos que ω : A1 → A2 es un
isomorfismo de álgebras de Hopf. Entonces existen isomorfismos ω : K1 → K2 y ω : L1 → L2 tales
que el siguiente diagrama conmuta

1 // K1
ι1 //

ω

��

A1
π1 //

ω

��

L1
//

ω
��

1

1 // K2
ι2 // A2

π2 // L2
// 1.

Demostración. Como K1 = Z(A1) y ω es sobreyectiva, ω(K1) es una subálgebra de Hopf central
de A2. Entonces ω(K1) ⊆ Z(A2) = K2. Análogamente ω−1(K2) ⊆ K1 y por lo tanto ω(K1) =
K2. Por consiguiente, el morfismo de álgebras de Hopf ω : K1 → K2 dado por ω = ω|K1 es un
isomorfismo. Como Li = A/K+

i Ai para 1 ≤ i ≤ 2 y ω(K1) = K2, ω induce un isomorfismo de
álgebras de Hopf ω : L1 → L2 dado por la fórmula ω(π1(a)) = π2(ω(a)) para todo a ∈ A. En efecto,
si ω(π1(a)) = 0, entonces ω(a) ∈ K+

2 A2 = Kerπ2. Pero como K+
2 A2 = ω(K1)+ω(A1) = ω(K+

1 A1),
existe b ∈ K+

1 A1 tal que ω(a) = ω(b). Al ser ω inyectiva, se sigue que a = b ∈ K+
1 A1 = Kerπ1 y por

lo tanto ω es inyectiva. La sobreyectividad de ω se sigue de la sobreyectividad de ω. Finalmente, el
diagrama es conmutativo por la definición de ω y ω.

Aquí probamos una condición que implica la hipótesis de la Proposición 2.3.12.

Lema 2.3.13. [A1, 3.3.9] Consideremos la sucesión exacta de álgebras de Hopf de dimensión
finita 1→ K

ι−→ A
π−→ L→ 1, con K central en A. Si Z(L) = k, entonces Z(A) = K.

Demostración. Como K es central en A, se tiene que K ⊆ Z(A). Al ser π sobreyectiva, π(Z(A))
es central en L y por ende está contenida en Z(L) = k. Luego, π|Z(A) = ε|Z(A), lo cual implica que
Z(A) ⊆ coπA = K.
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En lo que sigue damos condiciones suficientes para que dos álgebras de Hopf construidas vía el
pushout sean isomorfas. Consideremos la sucesión exacta (2.4) y sean p1 : B → K1 y p2 : B → K2

dos epimorfismos de álgebras de Hopf. Entonces por la Proposición 2.3.1, se pueden construir dos
álgebras de Hopf A1 := Ap1 y A2 := Ap2 , tales que Ki es central en Ai y encajan en el diagrama
conmutativo:

1 // B
ι //

pi
��

A
π //

qi
��

H // 1

1 // Ki
ji // Ai

πi // H // 1.

(2.11)

Lema 2.3.14. Sea f : K1 → K2 un isomorfismo de álgebras de Hopf tal que fp1 = p2. Entonces
las álgebras de Hopf A1 y A2 son isomorfas.

Demostración. Como fp1 = p2, se sigue que q2ι = j2p2 = j2fp1. Como A1 es un pushout dado
por p1 y ι, existe un único morfismo de álgebras de Hopf ω : A1 → A2 tal que ωq1 = q2 y ωj1 = j2f .

B
ι //

p1

��

A

q1
�� q2

��

K1 j1
//

j2f ++

A1

∃!ω
C

C

!!C
C

A2.

Usando que p1 = f−1p2, al igual que antes, se ve que existe un único morfismo de álgebras de
Hopf ω−1 : A2 → A1 tal que ω−1q2 = q1 y ω−1j2 = j1f

−1. Luego, se sigue que ω−1 es la inversa de
ω, lo cual implica que A1 y A2 son isomorfas.

Finalizamos esta sección con el siguiente teorema, el cual nos proporciona, bajo ciertas hipótesis,
una caracterización de las clases de isomorfismos de este tipo de extensiones. Primero, necesitamos
algunas definiciones: diremos que la H-extensión A de B satisface

(L) si todo automorfismo f de H se levanta a un automorfismo F de A tal que πF = fπ, y

(Z) si Z(H) = k.

Sea f ∈ Aut(H). Si (L) y (Z) se satisfacen, entonces por el Lema 2.3.13, B = Z(A) y el morfismo
g = F |B define un automorfismo de B. Al subgrupo de Aut(B) generado por estos automorfismos
lo llamaremos qAut(B).

Teorema 2.3.15. Supongamos que (L) y (Z) se satisfacen. Si las álgebras de Hopf A1 y A2 son
isomorfas entonces existe una terna (ω, g, u) tal que

(a) ω : K1 → K2 es un isomorfismo,

(b) g ∈ qAut(B),
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(c) u ∈ Reg1,ε(A,K2) es un morfismo de álgebras tal que para todo b ∈ B y a ∈ A se tiene

ω(p1(b)) = p2(g(b(1)))u(ι(b(2))), (2.12)
∆(u(a)) = u(a(2))⊗ q2(F (S(a(1))a(3)))u(a(4)), (2.13)

donde F ∈ Aut(A) es el morfismo inducido por ω tal que Fι = ιg. Recíprocamente, si dimK1 y
dimH son finitas y existe tal terna, entonces A1 y A2 son isomorfas.

Demostración. Sea ω : A1 → A2 un isomorfismo de álgebras de Hopf. Como por hipótesis
Z(H) = k, del Lema 2.3.13 se sigue que Z(Ai) = Ki para 1 ≤ i ≤ 2. Luego, por la Proposición
2.3.12, ω induce un isomorfismo ω : K1 → K2 y un automorfismo ω ∈ Aut(H). Entonces existe
F ∈ Aut(A) tal que πF = ωπ y el morfismo dado por g = F |B es un automorfismo de B tal que
Fι = ιg. Sea u : A→ A2 la aplicación k-lineal dada por

u(a) = q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(2))) para todo a ∈ A,

esto es, u = q2FS ∗ ωq1, el producto de convolución entre q2FS y ωq1. Al ser estas aplicaciones
inversibles con respecto a la convolución, con inversas q2F y ωq1S respectivamente, se sigue que
u también es inversible con respecto a la convolución con inversa u = ωq1S ∗ q2F . Más aún, u ∈
Reg1,ε(A,K2) es un morfismo de álgebras y satisface (2.12) y (2.13). En efecto, es claro que u(1) = 1
y ε(u(a)) = ε(a) para todo a ∈ A. Para ver que Imu ⊆ K2 = coπ2A2, tomemos a ∈ A. Entonces

(π2 ⊗ id)∆(u(a)) = (π2 ⊗ id)∆(q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(2))))

= π2(q2(F (S(a(2))))ω(q1(a(3))))⊗ q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(4)))

= π2(q2(F (S(a(2)))))π2(ω(q1(a(3))))⊗ q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(4)))

= π(F (S(a(2))))ωπ1(q1(a(3)))⊗ q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(4)))

= ωπ(S(a(2)))ωπ(a(3))⊗ q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(4)))

= ε(a(2))⊗ q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(3)))

= 1⊗ q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(2))) = 1⊗ u(a).

Probaremos ahora que u es un morfismo de álgebras. Sean a, b ∈ A, entonces

u(ab) = q2(F (S((ab)(1))))ω(q1((ab)(2))) = q2(F (S(a(1)b(1))))ω(q1(a(2)b(2)))

= q2(F (S(b(1))S(a(1))))ω(q1(a(2)))ω(q1(b(2)))

= q2(F (S(b(1))))q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(2)))ω(q1(b(2)))

= q2(F (S(b(1))))u(a)ω(q1(b(2))) = u(a)(q2(F (S(b(1))))ω(q1(b(2))))

= u(a)u(b),

pues u(a) ∈ K2 y K2 es central en A2. Junto con u(1) = 1, esto implica que u es un morfismo de
álgebras. Finalmente, probemos que u satisface las ecuaciones (2.12) y (2.13): sea b ∈ B, entonces
u(ι(b)) = q2(F (S(ι(b(1)))))ω(q1(ι(b(2)))) y por lo tanto

ω(p1(b)) = ω(q1(ι(b))) = q2(F (ι(b(1))))u(ι(b(2))) = p2(g(b(1)))u(ι(b(2))).
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Para la segunda ecuación, tomemos a ∈ A. Entonces
∆(u(a)) = (q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(2))))(1) ⊗ (q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(2))))(2)

= q2(F (S(a(1))(1)))ω(q1((a(2))(1)))⊗ q2(F (S(a(1))(2)))ω(q1((a(2))(2)))

= q2(F (S(a(2))))ω(q1(a(3)))⊗ q2(F (S(a(1))))ω(q1((a(4))))

= u(a(2))⊗ q2(F (S(a(1))))ω(q1(a(3))) = u(a(2))⊗ q2(F (S(a(1))))q2(F (a(3)))u(a(4))

= u(a(2))⊗ q2(F (S(a(1))a(3)))u(a(4)).

Probemos ahora la recíproca: sea (ω, g, u) una terna que satisface (a), (b) y (c) y sean F ∈
Aut(A), ω ∈ Aut(H) tales que Fπ = ωπ y F |B = g. Definamos ϕ : A → A2 como la aplicación
k-lineal dada por

ϕ(a) = q2(F (a(1)))u(a(2)) para todo a ∈ A.

Como K2 es central en A2 y u ∈ Reg1,ε(A,K2) es un morfismo de álgebras que satisface la ecuación
(2.13), se sigue que ϕ es un morfismo de álgebras de Hopf. Más aún, por la ecuación (2.12) se tiene
que

ϕ(ι(b)) = j2(p2(g(b(1)))u(ι(b(2)))) = j2(ω(p1(b))) para todo b ∈ B.

Al estar A1 dado por un pushout, existe un único morfismo de álgebras de Hopf ω : A1 → A2 tal
que el siguiente diagrama conmuta:

B
ι //

p1

��

A

q1
�� ϕ

��

K1 j1
//

ω ''

A1

∃!ω
C

C

!!C
C

K2 j2
// A2.

En particular, j2ω = ωj1 y ωπ1 = π2ω, ya que para todo a ∈ A1:

π2ω(q1(a)) = π2ϕ(a) = π2(q2(F (a(1)))u(a(2))) = π2(q2(F (a(1))))π2(u(a(2))) = π(F (a(1)))ε(a(2))

= π(F (a)) = ω(π(a)) = ω(π1(q1(a))).

Luego, ambas sucesiones exactas son parte de un diagrama conmutativo

1 // K1
j1 //

ω

��

A1
π1 //

ω

��

H //

ω

��

1

1 // K2
j2 // A2

π2 // H // 1.

(2.14)

Si dimK1 y dimH son finitas, entonces dimA1 = dimA2 también son finitas por la Proposición
2.3.3. Como el diagrama (2.14) es conmutativo, se sigue que

dimω(A1) = dimω(K1) dim(ω(A1)/ω(K1)+ω(A1)) = dimω(K1) dimω(H)
= dimK2 dimH = dimA2,

lo cual implica que ω es un isomorfismo.



Capítulo 3

Sobre álgebras de Hopf de dimensión p3

En este capítulo tratamos el problema de clasificación de las álgebras de Hopf de dimensión p3.
Sea p un número primo impar y sea Gp el grupo cíclico de raíces p-ésimas de la unidad. El problema
de clasificación de álgebras de Hopf sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero
de dimensión p3 sigue abierto. Sin embargo, la clasificación es conocida para álgebras de Hopf semi-
simples o punteadas. En este capítulo se dan varios resultados generales que nos llevan a conjeturar
que toda álgebra de Hopf no semisimple H sobre k es punteada o su dual es punteado. En particular,
H es isomorfa a un álgebra de Hopf de la lista dada en la introducción.

3.1. Resultados generales

En esta sección se discuten primero algunos resultados generales sobre álgebras de Hopf de
dimensión finita y luego se aplican a álgebras de Hopf de dimensión p3.

Como es sabido, el orden de la antípoda juega un papel preponderante en la teoría de álgebras
de Hopf de dimensión finita. El siguiente lema de álgebra lineal nos ayudará a determinar dicho
orden en algunos casos particulares. Observar que (c) generaliza (b).

Lema 3.1.1. (a) [AS2, Lemma 2.6, (i)] Sea T una transformación lineal de un espacio vectorial
de dimensión finita V 6= 0 tal que trT = 0 y T p = id. Sean q ∈ Gpr{1} y V (i) el autoespacio
de T de autovalor qi. Entonces dimV (i) es constante; en particular p divide a dimV .

(b) [AS2, Lemma 2.6, (ii)] Si V es un espacio vectorial de dimensión p y T ∈ EndV satisface que
trT = 0 y T 2p = id, entonces T p = ± id.

(c) Sean n ∈ N y ω una raíz pn-ésima primitiva de la unidad en k. Si V es un espacio vectorial
de dimensión p y T ∈ EndV satisface que trT = 0 y T 2pn = id, entonces existe m, 0 ≤ m ≤
pn−1 − 1 tal que T p = ±ωmp id.

Demostración. Para probar (c) seguiremos las ideas de [AS2]. El punto crucial aquí es que se
conoce el polinomio minimal sobre Q de una raíz pn-ésima de la unidad y que V es de dimensión p.

Como T 2pn = id, los autovalores de T son de la forma (−1)aωi, donde a ∈ {0, 1} y 0 ≤ i ≤ pn−1.
Sea Va,i := {v ∈ V : T (v) = (−1)aωiv} el autoespacio de T de asociado al autovalor (−1)aωi. Como

27
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trT = 0, se tiene que

0 = trT =
pn−1∑

i=0

(dimV0,i − dimV1,i)ωi. (3.1)

Consideremos ahora el polinomio P ∈ Z[X] dado por P (X) =
∑pn−1

i=0 (dimV0,i − dimV1,i)Xi. En-
tonces grP ≤ pn − 1, P (ω) = 0 y el número de coeficientes de P no nulos es menor o igual a p, ya
que V =

⊕
a,i Va,i y dim V = p. Más aún, el polinomio minimal χω de ω sobre Q debe dividir a P .

En este caso, χω es el polinomio ciclotómico dado por

T (X) = Xpn−1(p−1) +Xpn−1(p−2) + · · ·+Xpn−1
+ 1.

En efecto, como ωpn = 1 y Xpn−1 = (X−1)T (X), se sigue que T (ω) = 0. Luego, T es minimal pues
ordT = pn−1(p − 1) = ϕ(pn) = grχω, con ϕ la función ϕ de Euler. Por lo tanto, existe Q ∈ Z[X]
tal que P = Qχω, con Q = 0 o grQ ≤ pn−1 − 1.

Si definimos

V+ =
pn−1⊕

i=0

V0,i y V− =
pn−1⊕

i=0

V1,i,

es claro que V = V+ ⊕ V−. Si Q = 0, entonces P = 0 y se sigue que dimV0,i = dimV1,i para todo
0 ≤ i ≤ pn − 1. Pero esto implicaría que dim V+ = dim V−, de donde se sigue que la dimensión de
V es par, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, podemos asumir que Q no es el polinomio nulo. Supongamos que Q se escribe
de la forma Q(X) =

∑pn−1−1
j=0 djX

j , donde dm 6= 0 para algunos 0 ≤ m ≤ pn−1 − 1. Como
χω(X) = Xpn−1(p−1) +Xpn−1(p−2) + · · ·+Xpn−1

+ 1, se tiene que

P (X) =



pn−1−1∑

i=0

diX
i





p−1∑

j=0

(Xpn−1
)j


 =

pn−1−1∑

i=0

di



p−1∑

j=0

Xi+jpn−1


 .

Al ser el número de coeficientes no nulos de P distinto de cero y menor o igual a p, existe un
único `, 0 ≤ ` ≤ pn−1 − 1 tal que d` 6= 0 y di = 0 para todo i 6= `, 0 ≤ i ≤ pn−1 − 1. Por lo tanto,
` = m y entonces P (X) = dmX

mχω, lo que implica que para todo 0 ≤ j ≤ p− 1, 0 ≤ i ≤ pn− 1 tal
que i 6= m+ jpn−1 se tiene que

dimV0,m+jpn−1 − dimV1,m+jpn−1 = dm, y dimV0,i − dimV1,i = 0.

De estas igualdades se sigue que dimV+ − dimV− = dmp. Como dimV+ + dimV− = p, se tiene que

V+ =
p−1⊕

j=0

V0,m+jpn−1 = V o V− =
p−1⊕

j=0

V1,m+jpn−1 = V,

y esto implica que T p(v) = ±(ωm)pv = ±ωmpv para todo v ∈ V .

El siguiente resultado da un ejemplo de cómo el orden de la antípoda ayuda a determinar la
estructura de un álgebra de Hopf.
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Proposición 3.1.2. [AS2, Prop. 5.1] Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita cuya antí-
poda S tiene orden 2p. Supongamos además que H contiene una subálgebra de Hopf cosemisimple
B tal que dimH = p dimB. Entonces B es el corradical de H.

En la siguiente proposición usamos el Lema 3.1.1 (c) para generalizar un resultado de Radford y
Schneider [RS1]. Como se muestra en la observación que le sigue a la demostración, dicho resultado
da una demostración alternativa de la clasificación de las álgebras de Hopf de dimensión p2 sobre k.

Proposición 3.1.3. Sea H un álgebra de Hopf no semisimple de dimensión finita que contiene
una subálgebra de Hopf conmutativa B tal que dimH = p dimB. Si S4pn = id para algún n ∈ N,
entonces S2p = id, y consecuentemente B es el corradical de H.

Demostración. Seguiremos las ideas de la demostración de [RS1]. Por el Teorema 1.1.20, sabemos
queB es semisimple, puesto que es conmutativa. Sea {ej}1≤j≤s el conjunto de idempotentes centrales
primitivos de B tales que 1B = e1+· · ·+es y sea Ij = Hej ; entonces podemos escribir H =

⊕s
j=1 Ij .

Afirmación 1. tr(S2|Ij ) = 0 para todo 1 ≤ j ≤ s.
Es claro que S2(Ij) ⊆ Ij , pues S2(Ij) = S2(Hej) = S2(H)S2(ej) = S2(H)(ej) ⊆ Hej = Ij . Sea

Pj : H → Ij la proyección lineal dada por Pj(a) = aej para todo a ∈ H, y sea r(h) la aplicación
lineal dada por r(h)(x) = xh para todo x, h ∈ H. Entonces S2|Ij = S2 ◦ Pj = S2 ◦ r(ej), ya que
ambas aplicaciones coinciden en Ij . Sean λ ∈ H∗ una integral a derecha y Λ ∈ H una integral a
izquierda tales que < λ, Λ >= 1. Luego, (Λ(1), S(Λ(2))) son bases duales para la aplicación de
Frobenius λ, ver [Sch3]. Por la fórmula (1.2), tenemos que

tr(S2|Ij ) = tr((S2) ◦ r(ej)) =< λ, S(Λ(2))[S2 ◦ r(ej)](Λ(1)) >=< λ, S(Λ(2)) S2(Λ(1)ej) >

=< λ, S(Λ(2))S2(Λ(1))S2
B(ej) >=< λ, S(S(Λ(1))Λ(2)) ej >

=< λ, ej >< ε, Λ >= 0,

donde la última igualdad se sigue del Teorema 1.1.20 ya que H es no semisimple.

Afirmación 2. dim Ij = p para todo 1 ≤ j ≤ s.
Como para todo idempotente e ∈ B, e 6= 0, He ∼= H ⊗B Be como espacios vectoriales sobre k,

se tiene que dimHe = rgBH · dimBe, donde rgBH es el rango de H como B-módulo libre. Pero
esta dimensión es p, ya que dimBe = 1, por ser B conmutativa.

Sea Tj = S2|Ij , 1 ≤ j ≤ s. Por las afirmaciones anteriores, se sigue que tr(Tj) = 0, T 2pn

j = idIj
y dim Ij = p, lo cual implica por el Lema 3.1.1 (c) que T pj = ±ωmjpj idIj , donde ωj es una raíz
pn-ésima de la unidad y 0 ≤ mj ≤ pn−1 − 1. Como Tj(ej) = S2|Ij (ej) = ej , tenemos que mj = 0 y
T pj = idIj , para todo 1 ≤ j ≤ s, esto es, S2p|Ij = idIj para todo 1 ≤ j ≤ s. Luego, la proposición se
sigue de la Proposición 3.1.2.

Observación 3.1.4. [RS1] Radford y Schneider probaron la Proposición 3.1.3 para el caso n = 1
usando el Lema 3.1.1 (b). Este resultado da una demostración alternativa de la clasificación de las
álgebras de Hopf de dimensión p2, la cual fue dada recientemente por S-H. Ng [Ng]. A saber, si H
es semisimple, entonces por un resultado de Masuoka [Mk3], es isomorfa a un álgebra de grupo de
orden p2. Supongamos ahora que H es no semisimple. Por la Observación 1.1.21, G(H) o G(H)∗ es
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no trivial y el orden de cada grupo es menor a p2. Supongamos que G(H) es no trivial. Entonces
dimH = p|G(H)| y de la fórmula (1.1) se sigue que S4p = id. Por lo tanto, por la proposición
anterior, H debe ser punteada y por [AS2, Thm. A (ii)], H es isomorfa a un álgebra de Taft.

Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita y supongamos que G(H) es abeliano de orden
pn, n ≥ 0. Siguiendo la clasificación de grupos abelianos finitos, decimos que G(H) es de tipo
(pi1 , pi2 , . . . , pis) si G(H) ' Z/(pi1) × . . . × Z/(pis). Supongamos además que G(H∗) también es
abeliano y su orden es una potencia de p.

Definición 3.1.5. Decimos que el álgebra de Hopf H es de tipo (pi1 , . . . , pis ; pj1 , . . . , pjt) si
G(H) y G(H∗) son de tipo (pi1 , . . . , pis) y (pj1 , . . . , pjt) respectivamente.

SiH es un álgebra de Hopf no semisimple de dimensión p3, entoncesG(H) y G(H∗) son abelianos
y sus órdenes son potencias de p, por el Teorema 1.1.23. Salvo dualidad, se tienen sólo 10 tipos
posibles. A continuación probamos que es posible clasificar 8 de los 10 tipos posibles.

Teorema 3.1.6. (a) No existe álgebra de Hopf H de dimensión p3 tal que H o H∗ es de uno de
los siguientes tipos:

(1; 1), (p, p; 1), (p, p; p), (p, p; p2), (p2; 1).

(b) Sea H un álgebra de Hopf no semisimple de dimensión p3.

(i) Si H es de tipo (p, p; p, p), entonces H ' T (q)⊗ k[Z/(p)].

(ii) Si H es de tipo (p2; p), entonces H ' r(q).

(iii) Si H es de tipo (p2; p2), entonces, o bien H ' T̂ (q), o bien H ' T̃ (q).

Demostración. De la clasificación de Masuoka se sigue que ningún álgebra de Hopf semisimple
satisface alguna de las condiciones en (a). Entonces, si existe un álgebra de Hopf H que satisface una
de las condiciones anteriores, H debe ser no semisimple. El tipo (1; 1) es imposible por Observación
1.1.21. Para los otros tipos, se tiene que |G(H)| = p2 y por la fórmula (1.1), el orden de la antípoda
divide a 4p2. Por lo tanto, por la Proposición 3.1.3, H debe ser punteada. Comparando los casos
con la lista, se sigue que los casos en (a) son imposibles y en el caso (i), H debe ser isomorfa a
T (q)⊗ k[Z/(p)], en el caso (ii), H debe ser isomorfa a r(q) y en el caso (iii), H debe ser isomorfa,
o bien a T̂ (q), o bien a T̃ (q).

Observación 3.1.7. Del Teorema 3.1.6 y el Corolario 2.2.3 se sigue que un álgebra de Hopf H
de dimensión p3 es isomorfa a un álgebra de Hopf de la lista (a), . . . , (k) de la introducción o H
satisface la condición (I), (I*) o (II), i.e. H es extraña y su tipo es, o bien (p; 1), o bien (1; p), o
bien (p; p).

Observación 3.1.8. De la clasificación de Masuoka se sigue que no existe álgebra de Hopf se-
misimple de dimensión p3 de tipo (p; 1) o de tipo (p; p). Los núcleos de Frobenius-Lusztig uq(sl2),
q ∈ Gp r {1} son de tipo (p; 1) y las álgebras libro h(q,m), q ∈ Gp r {1}, m ∈ Z/(p)r {0} son de
tipo (p; p). Éstas son las únicas álgebras de Hopf no semisimples y punteadas de tipo (p; 1) o (p; p),
ver [AS2, Section 6].
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3.1.1. Álgebras de Hopf de tipo (p; p)

Con el objetivo de colaborar con la clasificación completa de álgebras de Hopf de dimensión p3,
damos en esta sección algunos resultados sobre álgebras de Hopf de tipo (p; p).

El siguiente teorema nos será de mucha utilidad para estudiar el caso cuasitriangular.

Teorema 3.1.9. Sea H un álgebra de Hopf no semisimple de dimensión finita tal que G(H) es
abeliano, S4p = id y < α, x >= 1 para todo x ∈ G(H), donde α es el elemento modular de H∗.
Supongamos además que existe un epimorfismo de álgebras de Hopf π : H → L, tal que π(x) = 1
para todo x ∈ G(H), donde L es un álgebra de Hopf semisimple tal que dimL = dimH/p|G(H)|.
Entonces ordS = 4p.

Demostración. Como H es no semisimple, el orden de la antípoda es mayor a 2, y por la fórmula
(1.1), éste debe dividir a 4p. Claramente no es p, ya que el orden debe ser par. Supongamos que
S2p = id.

Sea {e0, . . . , es} el conjunto de idempotentes centrales primitivos de k[G(H)]. Como en la
demostración de la Proposición 3.1.3, podemos escribir 1 = e0 + · · ·+es y por lo tanto H =

⊕s
j=0 Ij ,

donde Ij = Hej . Puesto que G(H) es abeliano, se sigue que dim k[G(H)]ej = 1 para todo 0 ≤ j ≤ s,
y esto implica que dim Ij = dimH/|G(H)| para todo 0 ≤ j ≤ s, ya que

dim Ij = dimH ⊗k[G(H)] k[G(H)]ej = rgk[G(H)]H dim k[G(H)]ej = dimH/|G(H)|.

Se mostró también en la demostración de la Proposición 3.1.3 que estos espacios son invariantes por
la acción de S2 y tr(S2|Ij ) = 0. Sea q ∈ Gpr{1}. Como S2p = id, por el Lema 3.1.1 (a) tenemos que
Ij =

⊕p−1
m=0 Ij,m para todo 0 ≤ j ≤ s, donde Ij,m = {h ∈ Ij : S2(h) = qmh}, y p dim Ij,m = dim Ij

para todo 0 ≤ m ≤ p− 1. En particular,

dim I0,0 = dim I0/p = dimH/p|G(H)| = dimL,

y podemos descomponer H como H =
⊕p−1

j,m=0 Ij,m.

De la hipótesis π(x) = 1 para todo x ∈ G(H), se sigue ahora que π(ej) = 0 para todo j 6= 0,
esto es, Ij ⊆ Kerπ para todo j 6= 0. Más aún, I0,m ⊆ Kerπ para todo m 6= 0, ya que para todo
h ∈ I0,m, con m 6= 0, se tiene que qmπ(h) = π(S2(h)) = S2(π(h)) = π(h), por ser L semisimple.
Por lo tanto

⊕
(j,m)6=(0,0) Ij,m ⊆ Kerπ, lo cual implica que

Kerπ =
⊕

(j,m) 6=(0,0)

Ij,m, (3.2)

por tener la misma dimensión.

Sea Λ ∈ H una integral a izquierda no nula, entonces Λ ∈ I0,0. En efecto, como H =
⊕s

j=0 Ij ,
existen h0, . . . , hs enH tales que Λ = h0e0+· · ·+hses. Por lo tanto, Λ = < α, e0 > Λ = Λe0 = h0e0,
ya que < α, x >= 1 para todo x ∈ G(H) y e0 = 1

|G(H)|
∑

x∈G(H) x. Más aún, por [R3, Prop. 3, d)],
sabemos que S2(Λ) =< α, g−1 > Λ, donde g ∈ G(H) es el elemento modular de H. Esto implica
que Λ ∈ I0,0, ya que por hipótesis tenemos que < α, g−1 >= 1 y Λ = h0e0 ∈ I0.
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Por otro lado, al ser H no semisimple se tiene que < ε,Λ > =< ε, π(Λ) > = 0 y esto implica
que π(Λ) = 0, por ser π(Λ) una integral a izquierda y L semisimple. Entonces Λ ∈ Kerπ ∩ I0,0 y
por lo tanto, (3.2) implica que Λ = 0, lo cual es una contradicción a nuestra elección de Λ.

Observación 3.1.10. Sean H, I0, Λ y α ∈ G(H∗) como en el Teorema 3.1.9 y sean e0, . . . , es
idempotentes primitivos de k[G(H)] tales que 1 = e0 + · · · + es. Entonces Λ ∈ I0 si y sólo si
< α, x >= 1, para todo x ∈ G(H).

Demostración. Supongamos que Λ ∈ I0. Entonces existe h ∈ H tal que Λ = he0. En particular,
para todo x ∈ G(H) se tiene que Λx =< α, x > Λ = he0x = he0 = Λ, y esto implica que
< α, x >= 1, para todo x ∈ G(H).

Recíprocamente, supongamos que< α, x >= 1, para todo x ∈ G(H). ComoH = He0+· · ·+Hes,
existen h0, . . . , hs ∈ H tal que Λ = h0e0 + · · · + hses. Puesto que < α, e0 >= 1, se tiene que
Λ =< α, e0 > Λ = Λe0 = h0e0, lo que implica que Λ ∈ I0.

Observación 3.1.11. La demostración del teorema anterior estuvo inspirada en algunos resultados
de Ng; los espacios Ij,m, 0 ≤ j,m ≤ p − 1 son el espacios Hw

0,m,j , w = q ∈ Gp r {1}, definidos en
[Ng, Section 3] en el caso particular que S2p = id.

Corolario 3.1.12. Sea H un álgebra de Hopf no semisimple de dimensión p3 y tipo (p; p).

(a) Entonces el orden de la antípoda es 2p o 4p.

(b) Si < β, x >= 1 para todo β ∈ G(H∗), x ∈ G(H), entonces el orden de la antípoda es 4p.

Demostración. (a) Como H es no semisimple, el orden de la antípoda es mayor a 2 y por la
fórmula (1.1) debe dividir a 4p. Luego, ordS es 2p o 4p, ya que éste es par y p es impar.

(b) Consideremos el epimorfismo de álgebras de Hopf π : H −→ kG(H∗) dado por la fórmula
< π(h), β >=< β, h > para todo h ∈ H, β ∈ G(H∗). Entonces π(x) = 1 para todo x ∈ G(H),
ya que por hipótesis < β, x >= 1 para todo β ∈ G(H∗), x ∈ G(H). Luego, la afirmación se sigue
directamente del Teorema 3.1.9, pues kG(H∗) es semisimple, dim kG(H∗) = p = dimH/p|G(H)| y
S4p = id.

SeaH un álgebra de Hopf provista de una proyecciónH π−→ B, que admite una sección de álgebras
de Hopf B γ−→ H. Entonces A = Hco π es un álgebra de Hopf en la categoría de módulos de Yetter-
Drinfeld sobre B y H es isomorfa al producto smash A#B. En tal caso, siguiendo la terminología
de Majid, decimos que H es una bosonización de B. Por referencias sobre la correspondencia entre
álgebras de Hopf con una proyección y álgebras de Hopf en la categoría de módulos de Yetter-
Drinfeld ver [Mj], [R5].

Proposición 3.1.13. Sea H un álgebra de Hopf no semisimple de dimensión finita y supongamos
que G(H) es no trivial, abeliano y G(H) ' G(H∗).

(a) Si |G(H)| = p, entonces H es una bosonización de k[G(H)] si y sólo si existe β ∈ G(H∗) y
x ∈ G(H) tal que < β, x >6= 1.

(b) Si dimH = p|G(H)|, entonces H es una bosonización de k[G(H)].
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Demostración. (a) Supongamos queH es una bosonización de k[G(H)]. Entonces existe una pro-
yección de álgebras de Hopf H π−→ k[G(H)] que admite una sección de álgebras de Hopf k[G(H)]

γ−→
H, con π ◦ γ = id. Sea G = G(H) y denotemos por Ĝ al grupo de caracteres de G. En lo que
sigue, identificamos Ĝ con Alg(k[G], k) = G(k[G]∗). Como G 6= 1, existen x ∈ G, β ∈ Ĝ tales que
< β, x >6= 1. Sea Ĝ ϕ−→ G(H∗) el morfismo de grupos dado por ϕ(χ) = χ ◦ π para todo χ ∈ Ĝ.
Entonces β ◦ π ∈ G(H∗), γ(x) ∈ G y < β ◦ π, γ(x) > =< β, π ◦ γ(x) >= < β, x >6= 1.

Supongamos ahora que H no es una bosonización de k[G]. Mostraremos que para todo β ∈
G(H∗), x ∈ G, < β, x >= 1. Sea k[G] ι−→ H la inclusión del álgebra de grupo en H. Como G(H∗) es
no trivial, se tiene un epimorfismo de álgebras de HopfH π−→ kG(H∗), dado por < π(h), β >=< β, h >
para todo h ∈ H, β ∈ G(H∗).

Afirmación 1. π(x) = 1kG(H∗) para todo x ∈ G.

Al ser G(H∗) abeliano, se tiene que kG(H∗) ' k[Ĝ(H∗)] ' k[G] como álgebras de Hopf. Más aún,
la composición de estos isomorfismos con π induce un epimorfismo de álgebras de HopfH τ ′−→ k[G]. Si
existe x ∈ G tal que π(x) 6= 1kG(H∗) , entonces τ ′(x) 6= 1 y la restricción τ ′ ◦ ι define un automorfismo
de k[G], por ser |G| = p un número primo. Definamos ahora τ : H → k[G] via τ = (τ ′ ◦ ι)−1 ◦ τ ′.
Entonces τ ◦ ι = idk[G] y H es una bosonización de k[G], lo cual es una contradicción.

Por lo tanto para todo β ∈ G(H∗), x ∈ G tenemos que < β, x >=< π(x), β >= < 1kG(H∗) , β >=
1, lo cual prueba (a).

(b) Sea H τ ′−→ k[G] el epimorfismo definido en la demostración de la Afirmación 1.

Afirmación 2. τ ′|G define un automorfismo de G.

Supongamos por el contrario, que τ ′|G no define un automorfismo de G. Entonces existe h ∈ G
tal que h 6= 1 y τ ′(h) = 1; en particular, h ∈ Hco τ ′ .

Por otro lado, dimHco τ ′ = p, puesto que dim kG(H∗) = |Ĝ(H∗)| = |G|, y dimH = p|G| =
dimHco τ ′ dim kG(H∗), por el Teorema 1.1.23. Al ser p primo, se sigue que ordh = p y k < h >=
Hco τ ′ . En particular, se tiene la sucesión exacta de álgebras de Hopf de dimensión finita

1→ k < h >
ι−→ H

τ ′−→ k[G]→ 1,

lo que implica, como es sabido, que H es semisimple, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, el automorfismo τ ′|G define un automorfismo de álgebras de Hopf en k[G], y H es
una bosonización de k[G].

Observación 3.1.14. Si se examinan las álgebras de Hopf de la lista (a), . . . , (k) en la introducción,
se ve que los casos (d), (e), (f) y (i) son bosonizaciones. En el caso (d), es claro que el álgebra
de Hopf dada por el producto tensorial es la bosonización de k[Z/(p)] y por la proposición anterior
también es una bosonización de k[Z/(p)×Z/(p)]. Los casos (e) y (f) son bosonizaciones de k[Z/(p2)]
y las álgebras de Hopf libro h(q,m) del caso (i) son bosonizaciones de k[Z/(p)]. En el caso de las
álgebras libro, Andruskiewitsch y Schneider probaron en [AS2] que también son bosonizaciones del
álgebra de Taft, i.e. son isomorfas al producto smash R#T (q). Más aún, también probaron que las
álgebras R son todas las álgebras de Hopf no semisimples de orden p en la categoría de módulos de
Yetter-Drinfeld sobre T (q), salvo isomorfismos.
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Ahora probaremos que un álgebra de Hopf H de dimensión p3 es una bosonización de k[Z/(p)]
en los siguiente dos casos. Aunque se pueden conocer algunas propiedades de H, lamentablemente
no podemos determinar su estructura, ya que esto implicaría conocer la clasificación de álgebras de
Hopf de dimensión p3 que son bosonizaciones de k[Z/(p)], esto es, de álgebras de Hopf trenzadas
de dimensión p2 en la categoría de módulos de Yetter-Drinfeld sobre k[Z/(p)], el cual sigue siendo
un problema abierto. En particular, podría haber algún álgebra de Hopf de dimensión p3 y de tipo
(p; p) que sea una bosonización, pero que no sea isomorfa a un álgebra libro.

Corolario 3.1.15. Sea H un álgebra de Hopf no semisimple de dimensión p3 y tipo (p; p). Si
S2p = id entonces H es una bosonización de k[Z/(p)].

Demostración. Se sigue del Corolario 3.1.12 (b) y de la Proposición 3.1.13 (a).

Corolario 3.1.16. Sea H un álgebra de Hopf de dimensión p3 y tipo (p; p) tal que H contiene
un elemento casi-primitivo no trivial. Entonces H es una bosonización de k[Z/(p)].

Demostración. Supongamos por el contrario, que H no es una bosonización de k[Z/(p)]. Por
[AN, Prop. 1.8], H contiene una subálgebra de Hopf B que es isomorfa a un álgebra de Taft de
dimensión p2. Sean x, h ∈ H, los generadores de B, tales que 1 6= h ∈ G(H) y x ∈ P1,h.

Consideremos ahora el epimorfismo de álgebras de Hopf π : H −→ kG(H∗) dado por < π(t), β >
=< β, t > para todo t ∈ H, β ∈ G(H∗). Si π es no trivial en G(H), entonces H es una bosonización
de k[Z/(p)], por la Proposición 3.1.13 (a). Si π es trivial en G(H), entonces t ∈ Hco π para todo
t ∈ G(H). Como π es un epimorfismo de álgebras de Hopf y ∆(x) = x ⊗ 1 + h ⊗ x, tenemos que
π(x) es un elemento primitivo en kG(H∗). Puesto que G(H∗) tiene orden finito, π(x) = 0 y por lo
tanto (id⊗π)∆(x) = x ⊗ 1, es decir x ∈ Hco π. Al estar B generado por x y h ∈ G(H), se tiene
que B ⊆ Hco π y por lo tanto B = Hco π, ya que ambos tienen dimensión p2. Luego, H encaja en
la sucesión exacta de álgebras de Hopf

1 −→ B
ι−→ H

π−→ kG(H∗) → 1.

Al ser G(H∗) ' Z/(p), tenemos por el Teorema 2.2.1 que H∗ es punteada. Como las únicas álgebras
de Hopf no semisimples y punteadas de dimensión p3 y tipo (p; p) son las álgebras libro, se sigue que
H∗ ' h(q,−m), donde q ∈ Gpr{1} ym ∈ Z/(p)r{0}. Por lo tanto,H ' h(q,m) y por consiguiente
H es punteada, ya que para todo q ∈ Gpr {1}, m ∈ Z/(p)r {0} se tiene que h(q,−m)∗ ' h(q,m),
ver [AS2, Section 6]. Luego, por la Observación 3.1.14, H es una bosonización de k[Z/(p)].

Para finalizar con esta sección, damos un resultado bastante particular sobre álgebras de Hopf
de dimensión p3 basándonos en [Na2, Prop. 1.3] y el Teorema 2.2.1.

Proposición 3.1.17. Sea H un álgebra de Hopf no semisimple de dimensión p3 y supongamos
que H contiene una subcoálgebra simple C de dimensión 4 tal que S(C) = C. Entonces H∗ es
punteada. En particular, H no puede ser de tipo (p; p).

Demostración. Sea B el álgebra generada por C; claramente B es una subálgebra de Hopf de
H y se tiene que dimB|p3, por el Teorema 1.1.23. Como C ⊆ B ⊆ H, B es no semisimple y no
punteada. En efecto, como C ⊆ B, B es no punteada. Si B fuera semisimple, entonces dimB = p
o p2, ya que H es no semisimple por hipótesis. Pero en este caso, por [Z, Thm. 2] y [Ng, Thm.
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5.5], B sería isomorfa a un álgebra de grupo, lo cual es imposible, ya que éstas no contienen a
ninguna subcoálgebra de dimensión mayor a 1. Entonces necesariamente B = H, pues por los
mismos resultados anteriores, las únicas álgebras de Hopf no semisimples cuyas dimensiones son
una potencia de p con exponente menor a 3 son las álgebras de Taft, las cuales son punteadas. Por
lo tanto, H está generada como álgebra por una coálgebra simple de dimensión 4 que es estable por
la antípoda. Por [Na2, Prop. 1.3], H encaja en una sucesión exacta

1→ kG → H → A→ 1,

donde G es un grupo finito y A∗ es un álgebra de Hopf punteada no semisimple.

Por el Teorema 1.1.23, sabemos que |G(H)| divide a p3. ComoH es no semisimple y no punteada,
por el Teorema 3.1.6 se sigue que |G(H)| = 1 o |G(H)| = p, puesto que si |G(H)| = p2 o p3,
tendríamos que H es semisimple o punteada. Si |G(H)| = 1, entonces H = A y por lo tanto H∗ es
punteada. Si |G(H)| = p, entonces por el Teorema 2.2.1, H es punteada, lo cual es imposible por
hipótesis. Más aún, si H∗ es punteada y de tipo (p; p), entonces H∗ es isomorfa a un álgebra libro
h(q,m), para ciertos q ∈ Gp r {1}, m ∈ Z/(p) r {0}. Por lo tanto, H también es punteada y no
puede contener una subcoálgebra simple de dimensión 4.

3.2. Álgebras de Hopf cuasitriangulares de dimensión p3

Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita y sea R ∈ H ⊗ H. Como es usual, usamos la
notación simbólica para R = R(1) ⊗R(2). Se define la aplicación lineal fR : H∗ → H por

fR(β) =< β,R(1) > R(2) para todo β ∈ H∗.
Definición 3.2.1. [Dr] El par (H, R) se dice un álgebra de Hopf cuasitriangular si se satisfacen

los siguientes axiomas:

(QT.1) ∆cop(h)R = R∆(h) para todo h ∈ H,

(QT.2) (∆⊗ id)(R) = R13R23,

(QT.3) (ε⊗ id)(R) = 1,

(QT.4) (id⊗∆)(R) = R13R12,

(QT.5) (id⊗ε)(R) = 1;

o equivalentemente si fR : H∗cop → H es un morfismo de biálgebras y se satisface (QT.1). Aquí usa-
mos R12 para denotar al elemento R⊗1 ∈ H⊗3; de manera análoga escribimos R13 y R23. Notar que
(Hcop, R21) y (Hop, R21) también son cuasitriangulares, donde R21 := R(2) ⊗R(1). Nos referiremos
a un par (H, R) que satisface los cinco axiomas anteriores como un álgebra de Hopf cuasitriangular
o simplemente diciendo que H admite una estructura cuasitriangular. Ver por ejemplo [R2].

Un morfismo f : (H, R) → (H ′, R′) de álgebras de Hopf cuasitriangulares es un morfismo de
álgebras de Hopf f : H → H ′ tal que R′ = (f ⊗ f)(R). Si R̃ = R21, se tiene otro morfismo de
álgebras de Hopf f eR : H∗ → Hop por

f eR(β) =< β,R(2) > R(1) para todo β ∈ H∗.
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Con la identificación usual de espacios vectoriales de H y H∗∗, las aplicaciones f eR y fR están
relacionadas por la ecuación f eR = f∗R.

Observación 3.2.2. Sean L y K las imágenes de fR y f eR respectivamente. Entonces L y K son
subálgebras de Hopf de H de dimensión n > 1, salvo que H sea coconmutativa y R = 1⊗ 1; a esta
dimensión se la denomina el rango de R. Por [R2, Prop. 2], se tiene que L ' K∗cop.

Sea HR la subálgebra de Hopf de H generada por L y K. Si B es una subálgebra de Hopf
de H tal que R ∈ B ⊗ B, entonces HR ⊆ B. Por lo tanto, decimos que (H, R) es un álgebra de
Hopf cuasitriangular minimal si H = HR. En [R2, Thm. 1] se muestra que HR = LK = KL. Si
L es semisimple, entonces K es semisimple y por lo tanto HR es semisimple. Las álgebras de Hopf
cuasitriangulares minimales fueron introducidas y estudiadas por primera vez en [R2].

Recordamos ahora algunas propiedades fundamentales de álgebras de Hopf cuasitriangulares de
dimensión finita, para más detalles ver [Dr, Mo].

(i) El elemento R es inversible con inversa R−1 = (S ⊗ I)(R) = (I ⊗ S−1)(R), y vale que
R = (S ⊗ S)(R).

(ii) Sea u = S(R(2))R(1), entonces u también es inversible, donde

(a) u−1 = R(2)S2(R(1)),

(b) ∆(u) = (u⊗ u)(R̃R)−1 = (R̃R)−1(u⊗ u),

(c) ε(u) = 1,

(d) S2(h) = uhu−1 = (S(u))−1hS(u) para todo h ∈ H.

Consecuentemente, uS(u) es un elemento central de H. Como S2(h) = h para todo h ∈ G(H), se
sigue que u conmuta con los elementos de tipo grupo de H. A u ∈ H se lo llama el elemento de
Drinfeld de H.

Decimos que v ∈ H es un elemento cinta de (H, R) si las siguientes condiciones se satisfacen:

(R.1) v2 = uS(u),

(R.2) S(v) = v,

(R.3) ε(v) = 1,

(R.4) ∆(v) = (R̃R)−1(v ⊗ v) y

(R.5) vh = hv para todo h ∈ H.

Si H contiene un elemento cinta, entonces la terna (H, R, v) o simplemente H se dice un álgebra
de Hopf de cintas, ver [K, XIV. 6], [KR], [R4, Section 2.2].

El siguiente teorema será crucial para probar algunos resultados para el caso en el cual la
dimensión del álgebra de Hopf es p3.

Teorema 3.2.3. [Na1, Thm. 2.3] Sea H un álgebra de Hopf cuasitriangular de dimensión pq
sobre k, donde p y q son primos impares no necesariamente distintos. Entonces H es isomorfa a un
álgebra de grupo k[F ], donde F es un grupo de orden pq. En particular, H es semisimple.
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Observación 3.2.4. El teorema anterior implica el resultado conocido que el álgebra de Taft T (q)
de dimensión p2, con p impar, no admite ninguna estructura cuasitriangular.

El siguiente resultado se debe a S. Gelaki.

Teorema 3.2.5. Sea (H, R) un álgebra de Hopf cuasitriangular de dimensión finita con antípoda
S sobre un cuerpo k de característica 0.

(a) [Ge1, Thm. 3.3] Si el elemento de Drinfeld u de H actúa como la multiplicación por un escalar
sobre cualquier representación irreducible de H (e.g. si H∗ es punteada), entonces u = S(u)
y en particular S4 = id.

(b) [Ge2, Thm. 1.3.5] Si HR es semisimple, entonces u = S(u) y S4 = id.

(c) Si H∗ es punteada, entonces H es semisimple o dimH es par.

Demostración. (c) se sigue de (a) y la Observación 1.1.21.

Ahora podemos probar nuestro primer resultado sobre álgebras de Hopf cuasitriangulares.

Proposición 3.2.6. Entre las álgebras de Hopf de la lista (a), . . . , (k) en la introducción, sólo
las álgebras de grupo y los núcleos de Frobenius-Lusztig uq(sl2), con q ∈ Gp r {1}, admiten una
estructura cuasitriangular.

Demostración. Se sabe que las álgebras de grupo y los núcleos de Frobenius-Lusztig son cua-
sitriangulares, ver [K, IX.7]. Luego, basta mostrar que las otras álgebras de Hopf de la lista no
admiten estructura cuasitriangular. Sean q ∈ Gp r {1} y m ∈ Z/(p)r {1}.

Las álgebras de Hopf en los casos (d), (f) y (g) no admiten estructura cuasitriangular, ya
que poseen un epimorfismo de álgebras de Hopf al álgebra de Taft T (q) de dimensión p2 y por la
Observación 3.2.4, T (q) no es cuasitriangular (ver [AS3, Section 1]).

Sea H una de las álgebras de Hopf T̃ (q), h(q,m), uq(sl2)∗, r(q)∗, i.e. H es uno de los casos
(e), (i), (j), (k) de la lista. Entonces H∗ es punteada y H es no semisimple de dimensión impar.
Por lo tanto, por el Teorema 3.2.5 (c), H no puede admitir una estructura cuasitriangular.

Sea G un grupo finito. Si H = kG admite una estructura cuasitriangular, entonces G es abeliano
por (QT1), pues kG es conmutativa y tendríamos que ∆cop = ∆. EN particular, H es isomorfa a
un álgebra de grupo.

Finalmente, las álgebras de Hopf semisimples de dimensión p3 en (c) no son cuasitriangulares
por [Mk4, Thm. 1].

Observación 3.2.7. La demostración para T̃ (q) de la Proposición 3.2.6 también se sigue de [R4,
Section 5]. En ese trabajo, Radford define álgebras de Hopf que dependen de ciertos parámetros
y prueba que estas álgebras admiten una estructura cuasitriangular si y sólo si estos parámetros
satisfacen ciertas relaciones. Se puede ver que estas álgebras de Hopf son de este tipo y las condiciones
necesarias para que admitan una estructura cuasitriangular no se cumplen.
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En lo que sigue damos una descripción parcial de las álgebras de Hopf cuasitriangulares de
dimensión p3.

Sea D(H) el doble de Drinfeld de H (ver [Mo] o [R2] para la definición y propiedades básicas).
Identificaremos D(H) = H∗cop ⊗H como espacios vectoriales y para β ∈ H∗ y h ∈ H, el elemento
β ⊗ h ∈ D(H) se denotará por β#h. También identificaremos D(H)∗ = Hop ⊗H∗ y para h ∈ Hop

y β ∈ H∗, el elemento h⊗ β ∈ D(H)∗ se denotará por h#β, si no hay confusión.

Para toda álgebra de Hopf cuasitriangular de dimensión finita (H, R), existe un epimorfismo F
de álgebras de Hopf dado por

D(H) F−→ H, F (β#h) =< β,R(1) > R(2)h,

el cual induce por dualidad una inclusión de álgebras de Hopf H∗ F ∗−−→ D(H)∗. Más aún, por
[R2, Prop. 10] todos los elementos de tipo grupo de D(H)∗ tienen la forma x#β, para ciertos
x ∈ G(H), β ∈ G(H∗). Además, k[G(D(H)∗)] es una subálgebra de Hopf central de D(H) vía
el monomorfismo ι(x#β) = β#x para todo x#β ∈ G(D(H)∗) y se tiene una sucesión exacta de
álgebras de Hopf

1→ k[G(D(H)∗)] ι−→ D(H) π−→ A→ 1, (3.3)

donde A es el álgebra de Hopf dada por el cociente D(H)/D(H)k[G(D(H)∗)]+.

El siguiente lema se debe a S. Natale.

Lema 3.2.8. [Na1, Lemma 3.2] Sea 1 → A
ι−→ H

π−→ B → 1 una sucesión exacta de álgebras
de Hopf de dimensión finita y sea L ⊆ H una subálgebra de Hopf. Si L es simple entonces, o bien
L ⊆ ι(A), o L ∩ ι(A) = k1. En el último caso, la restriction π|L : L→ B es inyectiva.

Como aplicación del resultado anterior tenemos el siguiente lema.

Lema 3.2.9. Sea H un álgebra de Hopf cuasitriangular de dimensión p3 tal que el morfismo
fR de álgebras de Hopf definido anteriormente es un isomorfismo. Supongamos además que H es
simple como álgebra de Hopf. Entonces G(H) ' G(H∗), |G(H)| = p y < α, g >= 1, donde α y g
son los elementos modulares de H∗ y H, respectivamente.

Demostración. H no puede ser semisimple, puesto que de serlo, H admitiría un elemento de tipo
grupo central no trivial por [Mk3, Thm. 1] y esto contradice la hipótesis de simplicidad de H. Más
aún, H no puede ser unimodular, puesto que de lo contrario H∗ sería también unimodular y por la
fórmula de Radford para la antípoda tendríamos que S4 = id, lo cual implicaría por la Observación
1.1.21 que H es semisimple. Como fR es un isomorfismo, H∗ también es no semisimple, simple
como álgebra de Hopf y G(H) ' G(H∗). Por lo tanto, por el Teorema 1.1.23 se puede suponer que
|G(H)| = |G(H∗)| = p o |G(H)| = |G(H∗)| = p2.

El orden de G(H) no puede ser p2, ya que de lo contrario, H sería punteada por la Proposición
3.1.3 y consecuentemente isomorfa a un núcleo de Frobenius-Lusztig uq(sl2), para cierto q ∈ Gpr{1},
por la Proposición 3.2.6. Esto es una contradicción, ya que |G(uq(sl2))| = p.

Por lo tanto, la única posibilidad es que |G(H)| = |G(H∗)| = p. Por [Ge2, Cor. 2.10, 1)], sabemos
que f eR(α) = g−1 y por [R4, Prop. 3], f eRR = f eR ∗ fR y f eRR(α) = 1. Esto implica necesariamente
que fR(α) = g y por lo tanto el orden de g y α deben ser iguales.
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Consideremos ahora el epimorfismo de álgebras de Hopf F : D(H) → H y la inclusión de
álgebras de Hopf F ∗ : H∗ → D(H)∗ definidas anteriormente. Como G(H∗) 6= 1, se tiene que
G = G(D(H)∗) 6= 1, y dualizando la extensión (3.3), obtenemos otra extensión de álgebras de Hopf
dada por

1→ A∗ π∗−→ D(H)∗ ι∗−→ kG → 1.

Sea L = F ∗(H∗) ⊆ D(H)∗. Como H∗ es simple como álgebra de Hopf, por el Lema 3.2.8 se tiene que
L ⊆ π∗(A∗) o L∩π∗(A∗) = k1. Pero lo último no puede ocurrir, ya que de lo contrario la restricción
ι∗|L : L→ kG sería inyectiva, implicando que H∗ es semisimple. Por lo tanto L ⊆ π∗(A∗).

Entonces existen β ∈ G(H∗), β 6= ε y x ∈ G(H) r {1} tales que x#β ∈ G(π∗(A∗)) ⊆ G. Más
aún, como la imagen de G en D(H) es central y F es un epimorfismo de álgebras de Hopf, se sigue
que F (β#x) ∈ G(H) ∩ Z(H) y por simplicidad de H tenemos que F (β#x) = 1.

Al ser ambos elementos modulares no triviales, se sigue que G(H∗) =< α > y G(H) =< g >
y por lo tanto |G(D(H))| = p2. Más aún, |G(H∗)| = |G(A∗)| = p, pues de lo contrario |G(A∗)| =
|G(D(H)∗)| = |G(D(H))| = p2 y esto implicaría que H contiene un elemento de tipo grupo central
no trivial, lo cual contradice la hipótesis de simplicidad de H. Por consiguiente el elemento de tipo
grupo β#x genera G(π∗(A∗)), y β = αj , x = gi para ciertos 1 ≤ i, j ≤ p− 1. En particular,

1 = F (αj#gi) =< αj , R(1) > R(2)gi = fR(αj)gi = fR(α)jgi = gjgi.

Entonces se tiene que j ≡ −i mod p y π∗(G(A∗)) =< g#α−1 >. Más aún, por [Na2, Cor. 2.3.2], se
sigue que < α−1, g >2= 1, y esto implica que 1 =< α−1, g >=< α, g >−1, pues |G(H)| = |G(H∗)| =
p y p es impar.

Probamos ahora uno de nuestros resultados principales.

Teorema 3.2.10. Sea H un álgebra de Hopf cuasitriangular de dimensión p3. Entonces

(i) H es un álgebra de grupo, o

(ii) H es isomorfa a uq(sl2), para algún q ∈ Gp r {1}, o

(iii) H es un álgebra de Hopf extraña de tipo (p; p) y el morfismo fR es un isomorfismo. Más aún,
H y H∗ son cuasitriangulares minimales, 1 =< β, x > para todo β ∈ G(H∗), x ∈ G(H), y
ordS = 4p.

Demostración. SiH es semisimple, el afirmación se sigue de [Mk4, Thm. 1], ya queH es isomorfa
a un álgebra de grupo.

Supongamos ahora que H es no semisimple y sea HR la subálgebra de Hopf cuasitriangular
minimal de H. Recordar que HR = KL = LK, donde K = Im fR y L= Im f eR. Por el Teorema
3.2.5 (b) y la Observación 1.1.21, HR es necesariamente no semisimple. Como por [Z, Thm. 2] y
[Ng, Thm. 5.5], las únicas álgebras de Hopf no semisimples cuyas dimensiones son una potencia de
p con exponente menor a 3 son las álgebras de Taft y las álgebras de Taft no son cuasitriangulares
por la Observación 3.2.4, concluimos que dimHR = p3.
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Luego, el único caso posible es cuando HR = H y (H, R) es un álgebra de Hopf cuasitriangular
minimal. Entonces por [R2, Cor. 3], se sigue que dimH|(dimK)2 y por lo tanto la dimensión de K
es p2 o p3.

Supongamos que la dimensión de K es p2. Como H es no semisimple, K es no semisimple por
la Observación 3.2.2. Más aún, por [Ng, Thm. 5.5], K debe ser isomorfa a un álgebra de Taft T (q),
donde q ∈ Gpr{1}. Como L ' K∗cop, L también es isomorfa a un álgebra de Taft y por el Ejemplo
1.1.16, L ' T (q−1).

Es claro que G(K) ⊆ G(H) y G(L) ⊆ G(H), donde el orden de G(H) es p o p2. Como H es un
producto de dos álgebras de Taft, se tiene que S4p = id. Si el orden de G(H) es p2, entonces por la
Proposición 3.1.3, H es punteada. Luego, por [AS3, Thm. 0.1] y la Proposición 3.2.6, H es isomorfa
a un núcleo de Frobenius-Lusztig uq(sl2); lo cual es imposible, pues |G(uq(sl2))| = p.

Por lo tanto |G(H)| = p, y consecuentemente G(H) = G(K) = G(L). Sean g ∈ G(H), x ∈ K
los generadores de K, y g′ ∈ G(H), y ∈ L los generadores de L. Éstos están sujetos a las relaciones
del Ejemplo 1.1.16, ya que ambas son isomorfas a álgebras de Taft, pero en diferentes raíces de la
unidad. Más aún, g′ debe ser una potencia de g, ya que |G(H)| = p. Luego, H está generada como
álgebra por g, x e y, lo cual implica por [Mo, Lemma 5.5.1] que H es punteada. Entonces por [AS3,
Thm. 0.1] y la Proposición 3.2.6, H es isomorfa a uq(sl2), para algún q ∈ Gp r {1}.

Supongamos ahora que dimK = p3. Entonces el morfismo fR : H∗cop → H es un isomorfismo
de álgebras de Hopf. Más aún, H es no punteada y por ende simple como álgebra de Hopf por el
Corolario 2.2.3, ya que de lo contrario H sería isomorfa a un núcleo de Frobenius-Lusztig uq(sl2),
lo cual es imposible pues uq(sl2)∗ no es punteada ni cuasitriangular. Entonces, por el Lema 3.2.9
se tiene que |G(H)| = p y < α, g >= 1, donde α y g son los elementos modulares de H∗ y H
respectivamente. Puesto que de la demostración del Lema 3.2.9 se tiene que fR(α) = g, se sigue
de la Observación 1.1.21 que H y H∗ no son unimodulares. Por lo tanto, < β, x >= 1 para todo
β ∈ G(H∗), x ∈ G(H), lo cual implica por el Corolario 3.1.12 (b) que ordS = 4p. En conclusión, H
es un álgebra de Hopf extraña de tipo (p; p) que satisface todas las condiciones en (iii).

Es un hecho conocido que las álgebras de grupo y los núcleos de Frobenius-Lusztig son álgebras
de Hopf de cintas, ver [K]. A continuación, probamos que no existe otra álgebra de Hopf de cintas
de dimensión p3.

Corolario 3.2.11. Sea H un álgebra de Hopf de cintas de dimensión p3. Entonces H es un
álgebra de grupo o H es isomorfa a uq(sl2) para algún q ∈ Gp r {1}.

Demostración. Supongamos por el contrario queH es un álgebra de Hopf de cintas de dimensión
p3 que no es un álgebra de grupo y H no es isomorfa a un núcleo de Frobenius-Lusztig. Entonces
por el teorema anterior, H es de tipo (p; p) y ordS = 4p. Sin embargo esto no puede ocurrir, ya que
por [KR, Thm. 2], el cuadrado de la antípoda debe tener orden impar.

Usando el Teorema 3.2.10 y algunos resultados de [AN] y [BD], clasificamos en el siguiente
teorema las álgebras de Hopf cuasitriangulares de dimensión 27. Al igual que en [BD], M c(n, k)
denotan las coálgebras matriciales simples contenidas en el corradical.

Sea H un álgebra de Hopf de dimensión finita y sea H0 el corradical de H. Luego, H0 '⊕
τ∈Ĥ Hτ , donde Hτ es una subcoálgebra simple de dimensión d2

τ , dτ ∈ Z, y Ĥ es el conjunto de
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clases de isomorfismo de H-comódulos simples a izquierda. Definimos entonces

H0,d =
⊕

τ∈Ĥ: dτ=d

Hτ .

Por ejemplo, H0,1 = k[G(H)] y H0,2 es la suma de todas las subcoálgebras simples de dimensión 4
de H. Por [AN, Lemma 2.1 (i)], el orden de G(H) divide a la dimensión de H0,d para todo d ≥ 1.

Teorema 3.2.12. Sea H un álgebra de Hopf cuasitriangular de dimensión 27. Entonces H es
un álgebra de grupo o H es isomorfa a uq(sl2) para algún q ∈ G3 r {1}. Más precisamente, H es
isomorfa sólo a un álgebra de Hopf de la siguiente lista, donde q ∈ G3 r {1},

(a) k[Z/(27)]

(b) k[Z/(9)× Z/(3)]

(c) k[Z/(3)× Z/(3)× Z/(3)]

(d) uq(sl2)

Demostración. Por el Teorema 3.2.10, basta mostrar que no existe álgebra de Hopf cuasitrian-
gular H de dimensión 27 que satisface (iii).

Supongamos que tal álgebra de Hopf existe. Como H es no semisimple, por el Teorema 1.1.20 H
tampoco es cosemisimple. Más aún, por el Corolario 3.1.16 y la Proposición 3.1.13 (a), H no posee
elementos casi-primitivos no triviales.

SeaH0 = k[G(H)]⊕M c(n1, k)⊕· · ·⊕M c(nt, k), el corradical deH, donde 2 ≤ n1 ≤ · · · ≤ nt ≤ 3,
pues 3|dimH0,d para todo d ≥ 1. Más aún, como H no es cosemisimple, se tienen las siguientes
posibilidades para H0:

(1) H0 = k[G(H)]⊕M c(3, k), con dimH0 = 12,

(2) H0 = k[G(H)]⊕M c(2, k)3, con dimH0 = 15,

(3) H0 = k[G(H)]⊕M c(3, k)2, con dimH0 = 21,

(4) H0 = k[G(H)]⊕M c(2, k)3 ⊕M c(3, k), con dimH0 = 24.

Puesto que todos los elementos casi-primitivos de H son triviales, por [BD, Cor. 4.3] se tiene que

27 = dimH > dimH1 ≥ (1 + 2n1)3 +
t∑

i=1

n2
i . (3.4)

Reemplazando las dimensiones correspondientes en la ecuación (3.4), se sigue que ninguno de los
casos (1), . . . , (4) es posible.





Capítulo 4

Extensiones de grupos cuánticos finitos
por grupos finitos

Sea G un grupo de Lie conexo, simplemente conexo y semisimple sobre C, con álgebra de Lie
g, matriz de Cartan C y matriz simetrizada de Cartan CD. Sea ` ≥ 1 un número natural impar,
coprimo con detCD. Dada una inclusión σ de un grupo finito Γ en G y una raíz `-ésima primitiva de
la unidad ε, construimos en este capítulo una extensión central Aσ del álgebra de funciones CΓ por el
dual del núcleo de Frobenius-Lusztig uε(g); Aσ es un cociente del álgebra de coordenadas cuantizada
Oε(G) y dimAσ = |Γ|`dim g. Más aún, si G es simple y σ(Γ) no es central en G, obtenemos una
familia infinita de Hopf álgebras de Hopf no isomorfas entre sí que son no semisimples, no punteadas
y sus duales tampoco son punteados. Esto generaliza un resultado obtenido por E. Müller [Mu2] para
SL2(C). Sin embargo, en la Subsección 4.2.4 mostramos, siguiendo algunos resultados de Masuoka
[Mk5], que estas álgebra de Hopf son deformaciones por cociclos unas de otras.

4.1. Álgebras de coordenadas cuantizadas

En esta sección recordamos la definición del álgebra de coordenadas cuantizada de G y que
la misma es una extensión central de O(G), el álgebra de funciones coordenadas de G. Sea R =
Q[q, q−1], con q una indeterminada. En [DL], De Concini y Lyubashenko construyen una forma
integral Γ(g) del álgebra envolvente cuantizada Uq(g), la cual es una R-álgebra de Hopf. Usando
la teoría de representaciones de Γ(g), definen una R-subálgebra del dual de Sweedler de Γ(g) (ver
Ejemplo 1.1.17), obteniendo así una R-álgebra de Hopf Rq[G].

Para más información sobre las definiciones y las demostraciones de los resultados que aquí se
enuncian, ver loc. cit. o el libro de Jantzen [J]. Allí se demuestran los resultados con gran detalle.

4.1.1. Definiciones

Comenzamos primero recordando la información asociada a g:

• Denotaremos por C = (aij) a la matriz de Cartan con respecto a alguna elección de una
subálgebra de Cartan h y raíces simples Π = {α1, . . . , αn}.

43
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• n = dim h no depende de la elección de la subálgebra de Cartan. Luego, se define es el rango
de g como rg g = n.

• Denotaremos por Φ al sistema de raíces y por W al grupo de Weyl asociado.

• El reticulado de raíces de g se define por Q = ZΦ =
⊕n

i=1 Zαi ⊆ h∗.

• Los pesos fundamentales $1, . . . , $n ∈ h∗ están definidos por las condiciones

(αj , $i) = diδij para todo 1 ≤ i, j ≤ n,
donde (−,−) es la forma bilineal positiva simétrica en h∗ inducida por la forma de Killing de
g y di = (αi,αi)

2 ∈ {1, 2, 3}.
• El reticulado de pesos se define por P =

⊕n
i=1 Z$i ⊆ h∗. Más aún, se puede ver que αj =∑n

i=1 aij$i para todo 1 ≤ j ≤ n. En particular, Q ⊆ P .
Definición 4.1.1. Para todo reticulado M con Q ⊆ M ⊆ P se define el álgebra envolvente

cuantizada Uq(g,M) de g como la Q(q)-álgebra generada por los elementos E1, . . . , En, F1, . . . , Fn
y {Kλ| λ ∈M}, que satisfacen las siguientes relaciones para λ, µ ∈M y 1 ≤ i, j ≤ n:

K0 = 1 KλKµ = Kλ+µ

KλEjK−λ = q(αj ,λ)Ej , KλFjK−λ = q−(αj ,λ)Fj ,

EiFj − FjEi = δij
Kαi −K−1

αi

qi − q−1
i

,

1−aij∑

m=0

(−1)m
[

1−aij
m

]
qi
E

1−aij−m
i EjE

m
i = 0 (i 6= j),

1−aij∑

m=0

(−1)m
[

1−aij
m

]
qi
F

1−aij−m
i FjF

m
i = 0 (i 6= j).

Cuando M = Q, el álgebra Uq(g,M) = Uq(g, Q) se llama la forma adjunta del álgebra envolvente
cuantizada y se denota por Uq(g). En el otro extremo, cuando M = P , el álgebra envolvente
cuantizada que se obtiene se llama la forma simplemente conexa y se denota por Ǔq(g).

Observación 4.1.2. Si E(m)
i y F (m)

i denotan Emi y Fmi divididos por (m)qi ! respectivamente, por
[L2] podemos escribir las últimas dos relaciones de la forma:

∑

r+s=1−aij
(−1)sE(r)

i EjE
(s)
i = 0 (i 6= j),

∑

r+s=1−aij
(−1)sF (r)

i FjF
(s)
i = 0 (i 6= j).

Teorema 4.1.3. Uq(g,M) es un álgebra de Hopf con la estructura determinada por

∆(Kλ) = Kλ ⊗Kλ ε(Kλ) = 1 S(Kλ) = K−λ

∆(Ei) = Ei ⊗ 1 +Kαi ⊗Ei ε(Ei) = 0 S(Ei) = −K−αiEi

∆(Fi) = Fi ⊗K−αi + 1⊗ Fi ε(Fi) = 0 S(Fi) = −FiKαi
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para todo 1 ≤ i ≤ n y λ ∈M .

Demostración. Ver [J, Cap. 4].

Para t, m ∈ N0 y u ∈ Q(q)r {0,±1} usamos la siguiente notación para q-números:

[t]u : =
ut − u−t
u− u−1

, [t]u! := [t]u[t− 1]u · · · [1]u,
[
m
t

]

u

:=
[m]u!

[t]u![m− t]u!

(t)u :=
ut − 1
u− 1

, (t)u! := (t)u(t− 1)u · · · (1)u,
(
m
t

)

u

:=
(m)u!

(t)u!(m− t)u!
.

Definición 4.1.4. [DL, Section 3.4] El álgebra Γ(g) es la R-subálgebra de Ǔq(g) generada por
los elementos

K−1
αi (1 ≤ i ≤ n),

(
Kαi ; 0
t

)
:=

t∏

s=1

(
Kαiq

−s+1
i − 1
qsi − 1

)
(t ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n),

E
(t)
i :=

Eti
[t]qi !

(t ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n),

F
(t)
i :=

F ti
[t]qi !

(t ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n),

donde qi = qdi para 1 ≤ i ≤ n.
Observación 4.1.5. De la misma forma se pueden definir las formas integrales Γ(b+) y Γ(b−) de

las subálgebras de Borel. Tomando las relaciones que las definen y usando resultados de Lusztig [L2],
se pueden obtener relaciones que definen Γ(g), ver [DL, Sec. 3.4]. Cabe observar que las mismas no
son necesariamente independientes; en particular, las relaciones (4.5) y (4.6) que siguen muestran

que los elementos
(
Kαi ; c
t

)
:=
∏t
s=1

(
Kαiq

c−s+1
i −1

qsi−1

)
están en la R-subálgebra generada por los

elementos de la forma
(
Kαi ; 0
s

)
. Más aún, por Lusztig [L3, Cor. 3.1.9] se tiene que las relaciones

(4.16), (4.17) y (4.18) se satisfacen en Ǔq(g), y por lo tanto se satisfacen en Γ(g).

todos los K−1
αi ,

(
Kαi ; c
t

)
conmutan, (4.1)

(
Kαi ; c

0

)
= 1, (qi − 1)

(
Kαi ; 0

1

)
= Kαi − 1, (4.2)

(
Kαi ; c
t

)(
Kαi ; c− t

s

)
=
(
t+ s
t

)

qi

(
Kαi ; c
t+ s

)
, t, s ≥ 0, (4.3)

(
Kαi ; c+ 1

t

)
− qti

(
Kαi ; c
t

)
=
(
Kαi ; c
t− 1

)
, t ≥ 1, (4.4)

(
Kαi ; c
t

)
=
∑p≤c,t

0≤p q
(c−p)(t−p)
i

(
c
p

)

qi

(
Kαi ; 0
t− p

)
, c ≥ 0, (4.5)
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(
Kαi ;−c

t

)
=
∑t

p=0(−1)pq−t(c+p)+p(p+1)/2
i

(
p+ c− 1

p

)

qi

(
Kαi ; 0
t− p

)
, c ≥ 1, (4.6)

(
Kαi ; c+ 1

t

)
−
(
Kαi ; c
t

)
= qc−t+1

i Kαi

(
Kαi ; c
t− 1

)
, t ≥ 1, (4.7)

KλE
(t)
j = qt(αj ,λ)E

(t)
j Kλ, λ ∈ P, (4.8)

KλF
(t)
j = q−t(αj ,λ)F

(t)
j Kλ, λ ∈ P, (4.9)

(
Kαi ; c
t

)
E

(m)
j = E

(m)
j

(
Kαi ; c+maij

t

)
, (4.10)

(
Kαi ; c
t

)
F

(m)
j = F

(m)
j

(
Kαi ; c−maij

t

)
, (4.11)

E
(r)
i E

(s)
i =

[
r + s
r

]

qi

E
(r+s)
i , E

(0)
i = 1, (4.12)

F
(r)
i F

(s)
i =

[
r + s
r

]

qi

F
(r+s)
i , F

(0)
i = 1, (4.13)

∑
r+s=1−aij (−1)sE(r)

i EjE
(s)
i = 0, (4.14)

∑
r+s=1−aij (−1)sF (r)

i FjF
(s)
i = 0, (4.15)

E
(r)
i F

(s)
j = F

(s)
j E

(r)
i , i 6= j (4.16)

E
(r)
i F

(s)
i =

∑t≤r,s
0≤t F

(s−t)
i

[
Kαi ; 2t− r − s

t

]
E

(r−t)
i , (4.17)

F
(s)
i E

(r)
i =

∑t≤r,s
0≤t (−1)tE(r−t)

i

[
Kαi ; r + s− t− 1

t

]
F

(s−t)
i . (4.18)

En lo que sigue definimos el álgebra de coordenadas cuantizada de G. Sea C la subcategoría
estricta plena de Γ(g)-mod cuyos objetos son Γ(g)-módulosM tales queM es un R-módulo libre de
rango finito con una base sobre la cual los operadores Kαi y

(
Kαi ;0
t

)
actúan por matrices diagonales

con autovalores qmi y (mt )qi respectivamente.

Definición 4.1.6. [DL, Section 4.1] Denotemos por Rq[G] al R-submódulo de HomR(Γ(g), R)
generado por las funciones coordenadas tji de representaciones M de C

< tji , g >=< mj , g ·mi >,

donde (mi) es la R-base deM , (mj) es la base dual y g ∈ Γ(g). Como la subcategoría C es tensorial,
Rq[G] es un álgebra de Hopf.

Sea ε una raíz `-ésima primitiva de 1. Si denotamos por χ`(q) ∈ R al `-ésimo polinomio ciclotó-
mico, entonces R/[χ`(q)R] ' Q(ε).

Definición 4.1.7. [DL, Section 6] El álgebra Rq[G]/[χ`(q)Rq[G]] se denota por Oε(G)Q(ε) y se
denomina el álgebra de coordenadas cuantizada deG sobre Q(ε) en la raíz de la unidad ε. De la misma
manera que para Oε(G)Q(ε), podemos tomar la Q(ε)-álgebra de Hopf Γε(g) := Γ(g)/[χ`(q)Γ(g)].

Usando la siguiente definición, podemos relacionar las álgebras de Hopf Oε(G)Q(ε) y Γε(g).
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Definición 4.1.8. Sean U y H dos álgebras de Hopf sobre un anillo A. Un apareamiento de
Hopf entre U y H es una forma bilineal (−,−) : H×U → A tal que para todo u, v ∈ U y f, h ∈ H,

(i) (h, uv) = (h(1), u)(h(2), v);

(ii) (fh, u) = (f, u(1))(h, u(2));

(iii) (1, u) = ε(u) y (h, 1) = ε(h);

(iv) (h,S(u)) = (S(h), u).

Dado un apareamiento de Hopf, los morfismos inducidos U → H∗ y H → U∗ son en realidad
morfismos de la forma U → H◦ y H → U◦ que resultan ser morfismos de álgebras de Hopf, donde
H◦ y U◦ son los duales de Sweedler de H y U respectivamente. El apareamiento se dice perfecto o
no degenerado si los morfismos anteriores son inyectivos.

Proposición 4.1.9. Existe un apareamiento de Hopf perfecto entre Rq[G] y Γ(g)

Rq[G]⊗R Γ(g)→ R

que induce un apareamiento de Hopf perfecto entre Oε(G)Q(ε) y Γε(g)

Oε(G)Q(ε) ⊗Q(ε) Γε(g)→ Q(ε).

En particular, Oε(G)Q(ε) ⊆ Γε(g)◦ y Γε(g) ⊆ Oε(G)◦Q(ε).

Demostración. Ver [DL, Lemmas 4.1 y 6.1].

Si k es cualquier cuerpo que contiene a Q(ε), se puede construir una k-forma de Oε(G)Q(ε), a
saber Oε(G)k := Oε(G)Q(ε) ⊗Q(ε) k. Cuando k = C, simplemente escribimos Oε(G) para Oε(G)C.
Los siguientes resultados implican, por la Proposición 2.1.6, que Oε(G) es una extensión central de
O(G) por un álgebra de Hopf de dimensión finita.

Teorema 4.1.10. (a) Oε(G) contiene una subálgebra de Hopf central isomorfa al álgebra de fun-
ciones coordenadas O(G) en G.

(b) Oε(G) es un O(G)-módulo proyectivo finitamente generado de rango `dimG.

Demostración. Ver [DL, Prop. 6.4 y Thm. 7.2].

Más aún, Brown, Gordon y Strafford mostraron lo siguiente.

Teorema 4.1.11. Oε(G) es un O(G)-módulo libre de rango `dimG.

Demostración. Ver [BG, Section III.7.11].
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4.1.2. Un toro maximal

En esta subsección mostraremos que la inclusión dada por el Teorema 4.1.10 (a) determina un
toro maximal T de G.

Sea k = C. En [DL, Section 9.2], se define una acción de Cn en Γε(g): sea φ′ : Γ(g) → Γε(g) la
proyección canónica y, para cada 1 ≤ i ≤ n sea Hi el elemento primitivo dado por

Hi = φ
′
(
K`
αi − 1

`(q`i − 1)

)
∈ Γε(g) para todo 1 ≤ i ≤ n.

Entonces para cualquier n-upla (p1, . . . , pn) ∈ Cn y para cualquier Γε(g)-módulo M de di-
mensión finita, los elementos exp(

∑
i piHi) definen operadores en M que conmutan con todo mor-

fismo de Γε(g)-módulos. Por lo tanto, definen caracteres sobre Oε(G). Claramente, los elementos
exp(

∑
i piHi) ∈ Oε(G)∗ forman un grupo y el morfismo dado por

φ : Cn → Alg(Oε(G),C), (p1, . . . , pn) 7→ exp

(∑

i

piHi

)
,

define un morfismo de grupos cuyo núcleo es el subgrupo 2πi`Zn. Más aún, se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 4.1.12. El monomorfismo (C/2πi`Z)n ↪→ Alg(Oε(G),C) es un isomorfismo.

Demostración. Ver [DL, Thm. 10.8].

Además, la inclusión O(G) ι−→ Oε(G) dada por el Teorema 4.1.10 (a) induce por restricción un

morfismo de grupos Alg(Oε(G),C)
tι−→ Alg(O(G),C). La composición de este morfismo de grupos

con φ define un morfismo de grupos

ϕ : Cn φ−→ Alg(Oε(G),C)
tι−→ Alg(O(G),C) = G,

cuyo núcleo es el subgrupo 2πiZn, por [DL, Prop. 9.3 (c)]. Sea T el subgrupo de G dado por la
imagen de ϕ.

Lema 4.1.13. T es un toro maximal en G.

Demostración. De la definición se sigue que T ' (C/2πiZ)n ' (C×)n. Luego T es abeliano,
semisimple, conexo y dim T = n. Si T no fuera maximal, existiría un toro maximal T

′ tal que
T ⊆ T

′ . Si h y h
′ son sus álgebras de Lie, tendríamos que h ⊆ h

′ , pues G es conexo. Pero entonces
dim h

′
= n = dim h, lo que implica que h

′
= h, y por lo tanto T = T

′ .

4.1.3. Una sucesión exacta

Finalizamos esta sección mostrando explícitamente quién es el cociente de Oε(G) por su subál-
gebra de Hopf central O(G).
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Sea Oε(G) = Oε(G)/[O(G)+Oε(G)] y denotemos por π : Oε(G) → Oε(G) al epimorfismo que
da el cociente. Por los Teoremas 4.1.10 y 4.1.11, Oε(G) es un álgebra de Hopf de dimensión `dimG.
Como Oε(G) es un O(G)-módulo libre, es fielmente playo y por la Proposición 2.1.6, se sigue que
O(G) = Oε(G)coπ = coπOε(G). Esto implica que Oε(G) encaja en la sucesión exacta

1→ O(G)→ Oε(G)→ Oε(G)→ 1.

Nuestro objetivo es determinar el álgebra de Hopf Oε(G). Para ello, consideramos la forma
adjunta del álgebra envolvente cuantizada Uq(g) con sistema de raíces asociado Φ y grupo de Weyl
W . El grupo de trenzas BW de tipo Φ asociado al grupo de Weyl W es el grupo generado por los
elementos t1, . . . , tn que satisfacen las relaciones

titjti · · · = tjtitj · · · , para i 6= j,

con mij factores en ambos lados de la igualdades, donde mij es el orden del producto sαisαj de las
reflexiones simples sαi y sαj en W .

Lusztig, e independientemente Levendorskii y Soibelman, probaron que los generadores ti sa-
tisfacen las relaciones de trenza y que BW actúa a través de automorfismos de álgebras en Uq(g).
Para una discusión detallada sobre estas afirmaciones ver [J, Section 8].

Consideraremos ahora el álgebra de Hopf Ǔε(g), con ε una raíz `-ésima primitiva de la unidad.
El siguiente teorema se debe a De Concini, Kac y Procesi.

Teorema 4.1.14. Con la misma notación que en la Definición 4.1.1 se tiene que

(a) Uε(g,M) tiene los mismos generadores que Uq(g,M) que satisfacen las mismas relaciones,
pero con q reemplazado por ε.

(b) Uε(g,M) es un álgebra de Hopf con las mismas definiciones de ∆, ε y S que para Uq(g,M)
pero con q reemplazado por ε.

(c) Al igual que Uq(g), Uε(g,M) admite una acción de BW .

Demostración. Ver [DK], [DKP].

Sea Z0 la menor subálgebra BW -invariante de Ǔε(g) que contiene a los elementos

K`α = K`
α, E

`
i , F

`
i para α ∈ P y 1 ≤ i ≤ n.

Entonces por [BG, Thm. III.6.2], Z0 es una subálgebra de Hopf central de Ǔε(g) y Ǔε(g) es un Z0-
módulo libre de rango `dim g. El álgebra de Hopf de dimensión `dim g dada por el cociente uε(g) :=
Ǔε(g)/[Z+

0 Ǔε(g)] se llama el álgebra envolvente cuantizada restringida de g en ε o el núcleo de
Frobenius-Lusztig de g en ε.

Aunque es un resultado bien conocido que el álgebra de Hopf Oε(G) es isomorfa al dual del
álgebra envolvente cuantizada restringida uε(g), sólo pudimos hallar la siguiente referencia.

Teorema 4.1.15. Las álgebras de Hopf Oε(G) y uε(g)∗ son isomorfas.
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Demostración. Ver [BG, Thm. III.7.10].

Observación 4.1.16. Varios autores definen el núcleo de Frobenius-Lusztig uε(g) como la subál-
gebra de Γε(g) generada por los elementos Ei, Fi y Kαi para 1 ≤ i ≤ n, la cual es de hecho una
subálgebra de Hopf de Γε(g). Sin embargo, esta definición coincide con la dada aquí (ver [BG] para
más detalles): por la Proposición 4.1.9, sabemos que existe un apareamiento de Hopf perfecto

Oε(G)⊗Q(ε) Γε(g)→ Q(ε),

que induce un apareamiento de Hopf perfecto

Oε(G)⊗Q(ε) Ûε(g)→ Q(ε),

donde Ûε(g) es la subálgebra de Hopf de Γε(g) generada por los elementos Ei, Fi y Kαi para
1 ≤ i ≤ n. Esto induce un morfismo de álgebras de Hopf de Oε(G) a Ûε(g)∗ que es un isomorfismo
por [BG, Dem. del Thm. III.7.10]. Por lo tanto, uε(g) es isomorfa a Ûε(g) y el epimorfismo

π : Oε(G)→ Oε(G)

se corresponde con un monomorfismo tπ : uε(g)→ Γε(g) ⊆ Oε(G)◦.

Más aún, el siguiente resultado muestra que no sólo el núcleo de Frobenius-Lusztig es un cociente
de Ǔε(g) sino que también es un cociente de Γε(g).

Proposición 4.1.17. Existe un epimorfismo de álgebras ϕ : Γε(g)→ uε(g) tal que ϕ|uε(g) = id.

Demostración. Como Γε(g) = Γ(g)/[χ`(q)Γ(g)], podemos definir ϕ como una aplicación de Γ(g)
en uε(g) tal que ϕ(q) = ε. Sea entonces ϕ el único morfismo de álgebras que toma los siguientes
valores en los generadores:

ϕ(E(m)
i ) =

{
E

(m)
i si 1 ≤ m < `

0 si ` ≥ m ,

ϕ(F (m)
i ) =

{
F

(m)
i si 1 ≥ m < `

0 si ` ≥ m ,

ϕ(
(
Kαi ;0
m

)
) =

{(
Kαi ;0
m

)
si 1 ≤ m < `

0 si ` ≤ m ,

ϕ(K−1
αi ) = K`−1

αi ϕ(q) = ε,

para todo 1 ≤ i ≤ n. Puesto que ϕ es, por definición, la identidad en los generadores de uε(g)
y E`i = 0 = F `i , K

`
αi = 1 en uε(g), de un cálculo directo se sigue que ϕ satisface las relaciones

dadas en la Observación 4.1.5. En efecto, es claro que ϕ satisface las relaciones (4.1), (4.2), (4.8)

y (4.9). Además, las relaciones (4.5) y (4.6) solamente dicen que los elementos
(
Kαi ; c
t

)
están

en la R-subálgebra generada por los elementos de la forma
(
Kαi ; 0
s

)
. Luego, basta verificar las

relaciones restantes para los elementos
(
Kαi ; 0
s

)
. Así, de la definición de ϕ se sigue directamente
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que se verifican las relaciones (4.10) y (4.11). La relación (4.3) se satisface directamente cuando

t+ s < `. Si t+ s ≥ `, ϕ satisface la relación pues εmi

(
t+ s
t

)

ε2i

=
[
t+ s
t

]

εi

con m ∈ Z y εi = εdi , y

por [L3, Lemma 34.1.2] se tiene que
[
t+ s
t

]

εi

= 0. Análogamente, la relación (4.4) se satisface para

t < ` y t > `. Para t = ` y c = 0 la relación se lee
(
Kαi ; 1
`

)
− q`i

(
Kαi ; 0
`

)
=
(
Kαi ; 0
`− 1

)
,

y es simplemente la misma relación que (4.5). Usando las definiciones se ve claramente que la
relación (4.7) para c = 0 es la misma relación que (4.4). Las relaciones (4.12) y (4.13) se satisfacen
trivialmente para el caso en que r + s < `. Si r + s ≥ ` tenemos que E(r)

i E
(s)
i = 0 en uε(g) pues

la relación se satisface en Γε(g) y vale que
[
r + s
r

]

εi

= 0. Por la Observación 4.1.2, las relaciones

(4.14) y (4.15) son relaciones en Ǔq(g). Por ser uε(g) un cociente de Ǔq(g), éstas se verifican luego
de tomar el cociente por el álgebra central Z0, que en particular contiene a los elementos E`i , F

`
i

para todo 1 ≤ i ≤ n. Como aplicar ϕ a la ecuación es lo mismo que ver la ecuación en el cociente,
se sigue que ϕ satisface estas dos relaciones. Finalmente, por [L3, Cor. 3.1.9], la relación (4.16) y
las relaciones cuánticas de Serre (4.17) y (4.18) se satisfacen en Ǔq(g), por lo tanto, ϕ las satisface
por satisfacer las anteriores. Esto implica que ϕ es un morfismo de álgebras bien definido tal que su
imagen es uε(g) y ϕ|uε(g) = id.

Resumiendo lo visto en esta sección, tenemos que el álgebra de coordenadas cuantizada Oε(G)
de G en ε es una extensión central de O(G) y Oε(G) es fielmente playa sobre O(G). En particular,
Oε(G) encaja en la sucesión exacta

1→ O(G) ι−→ Oε(G) π−→ uε(g)∗ → 1. (4.19)

4.2. Cocientes de Oε(G) de dimensión finita

Continuamos en esta sección con la misma notación que en la Sección 4.1; en particular, se tiene
un toro fijo T de G (ver Subsección 4.1.2). En lo que sigue construimos nuevos ejemplos de álgebras
de Hopf de dimensión finita que son extensiones de álgebras de funciones de subgrupos finitos no
centrales Γ de un grupo de Lie G conexo, simplemente conexo y semisimple sobre C, por el dual del
núcleo de Frobenius-Lusztig uε(g). De aquí en más supondremos que k = C.

4.2.1. Construcción de los cocientes

Comenzamos esta subsección estableciendo explícitamente el siguiente resultado clásico.

Lema 4.2.1. Sea Γ un subgrupo finito de G. Entonces existe un epimorfismo de álgebras de
Hopf % : O(G) → CΓ. Recíprocamente, si % : O(G) → H es un epimorfismo de álgebras de Hopf y
H es de dimensión finita, entonces existe un subgrupo finito Γ de G tal que H ' CΓ.
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Demostración. Como G ' Alg(O(G),C), podemos suponer que Γ ⊆ Alg(O(G),C). Si denota-
mos J =

⋂
g∈Γ Ker g, se sigue que J es un ideal de Hopf de O(G) y Γ ' Alg(O(G)/J,C). Como

Alg(CΓ,C) ' Γ, concluimos que O(G)/J ' CΓ y el epimorfismo de álgebras de Hopf está dado por
el cociente % : O(G)→ O(G)/J.

Recíprocamente, al ser O(G) conmutativa, H es un álgebra de Hopf de dimensión finita que es
conmutativa, y por ende isomorfa a CΓ donde Γ es el grupo finito dado por Γ = Alg(H,C). Como
% es sobreyectiva, existe una inclusión t% : Γ = Alg(H,C) → Alg(O(G),C) = G, de donde se sigue
la afirmación.

Ahora aplicamos la construcción general de la Subsección 2.3.2 en el contexto de Oε(G).

Construcción 1. Sea Γ un grupo finito y sea σ : Γ→ G una inclusión de Γ en G. Denotemos
por % al epimorfismo de álgebras de Hopf % : O(G) → CΓ dado por el Lema 4.2.1. Entonces la
sucesión exacta de álgebras de Hopf (4.19) da lugar por la Proposición 2.3.1 a una sucesión exacta
de álgebras de Hopf de dimensión finita

1→ CΓ j−→ Oε(G)/(J ) π̄−→ uε(g)∗ → 1, (4.20)

donde J = Ker %, (J ) = Oε(G)J y CΓ es central en Oε(G)/(J ). Luego, el álgebra de Hopf
Oε(G)/(J ) está dada por un pushout y por el Lema 2.3.3, dimOε(G)/(J ) es finita. De aquí en más
escribimos Aσ = Oε(G)/(J ).

Construcción 2. Sean σ como en la Construcción 1 y r : uε(g)∗ → L un epimorfismo de
álgebras de Hopf. Por el Teorema 2.1.4, tenemos que la extensión central Aσ es cleft. Entonces
existe una retracción ξ ∈ Regε(Aσ, kΓ) y por la Proposición 2.3.5, se tiene una sucesión exacta de
álgebras de Hopf asociada a la terna (σ, r, ξ):

1→ Kr,ξ → Aσ,r,ξ → L→ 1,

donde Kr,ξ = CΓ/(I ∩ CΓ) es central en Aσ,r,ξ y dimAσ,r,ξ es finita.

Aunque ambas construcciones parecen ser de interés, nos concentraremos sólo en la primera para
dar nuevos resultados sobre familias infinitas de álgebras de Hopf de dimensión finita. El siguiente
lema generaliza [Mu2, Prop 5.3].

Lema 4.2.2. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones exactas de álgebras
de Hopf

1 // O(G) ι //

p

��

Oε(G) π //

q

��

uε(g)∗ //

r

��

1

1 // CΓ
j // A π̄ // L // 1,

donde Γ es un grupo finito y p, q, r son epimorfismos de álgebras de Hopf. Sea σ : Γ → G el
monomorfismo de grupos inducido por p. Entonces

(a) El morfismo CΓ j−→ A induce un morfismo de grupos G(A∗)
tj−→ Γ e Imσ(tj) ⊆ T ∩ σ(Γ).

(b) Si A∗ es punteada, entonces σ(Γ) es un subgrupo del toro maximal T de G.
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Demostración. (a) Como L es un cociente de uε(g)∗, que es de dimensión finita, dimL es finita.
Más aún, como Γ es finito por hipótesis, por el Lema 2.3.3 A también es de dimensión finita.
Entonces, la sucesión exacta

1→ CΓ j−→ A π−→ L→ 1

induce una sucesión exacta de álgebras de Hopf de dimensión finita

1→ L∗
tπ−→ A∗

tj−→ C[Γ]→ 1

y ésta, una sucesión exacta de grupos

1→ G(L∗)
tπ−→ G(A∗)

tj−→ Γ, (4.21)

que es parte del siguiente diagrama conmutativo

1 // G(uε(g))
tπ // Alg(Oε(G),C)

tι // Alg(O(G),C) = G

1 // G(L∗)
tπ //

tr

OO

G(A∗)
tj //

tq

OO

Γ.

σ

OO

Como q es sobreyectiva, se sigue que tq : G(A∗) → Alg(Oε(G),C) es inyectiva. Por el Teorema
4.1.12, sabemos que Alg(Oε(G),C) ' (C/2πi`Z)n y por la Subsección 4.1.2, la imagen del morfismo
de restricción tι : Alg(Oε(G),C) → G es el toro maximal T de G. Por lo tanto, el subgrupo
σ(tj)(G(A∗)) de σ(Γ) debe ser un subgrupo de T.

(b) Como tj : A∗ → C[Γ] es sobreyectiva, por [Mo, Cor. 5.3.5], la imagen del corradical de A∗
es el corradical de C[Γ]. Por lo tanto, si A∗ es punteada entonces tj(G(A∗)) = Γ. Entonces por el
item (a), σ(Γ) debe ser un subgrupo de T.

Usando el siguiente lema podemos deducir algunas propiedades de la L-extensión A de CΓ a
partir de propiedades de Γ y L.

Lema 4.2.3. Sea 1→ CΓ → A→ L→ 1 una sucesión exacta de álgebras de Hopf de dimensión
finita. Entonces

(a) A es semisimple si y sólo si L es semisimple.

(b) Si A es punteada, entonces L es punteada. Más aún, sea p un número primo impar y supon-
gamos que |Γ| = p y |G(L)| ≤ p. Si L es punteada, entonces A es punteada.

Demostración. (a) Es sabido que A es semisimple si y sólo si CΓ y L son semisimples. Luego,
la afirmación se sigue del hecho que CΓ es semisimple.

(b) Como L es un cociente de A, por [Mo, Cor. 5.3.5] se tiene que L es punteada si A es punteada.
La recíproca se sigue del Teorema 2.2.1.

El siguiente teorema resume en cierto modo lo hecho hasta ahora.
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Teorema 4.2.4. Sea G un grupo de Lie conexo, simplemente conexo y semisimple sobre C.
Sean Γ un grupo finito y σ : Γ → G una inclusión de Γ en G tal que σ(Γ) no está incluido en el
toro maximal T. Entonces el álgebra de Hopf Aσ construida anteriormente es no semisimple, no
punteada y su dual tampoco es punteado. Es un cociente de Oε(G) de dimensión |Γ|`dim g y encaja
en la sucesión exacta

1→ CΓ → Aσ → uε(g)∗ → 1,

donde CΓ es central en Aσ.

Demostración. Sabemos que Oε(G) encaja en la sucesión exacta (4.19) y que es una extensión
central deO(G) por uε(g)∗. Como σ(Γ) es un subgrupo deG, por el Lema 4.2.1 existe un epimorfismo
de álgebras de Hopf % : O(G) → CΓ. Si denotamos J = Ker % y (J ) = JOε(G), entonces CΓ '
O(G)/J y por la Proposición 2.3.1, el álgebra de Hopf Aσ = Oε(G)/(J ) está dada por un pushout
y encaja en la sucesión exacta

1→ CΓ → Aσ → uε(g)∗ → 1,

donde CΓ es central en Aσ. Por el Lema 4.2.3, Aσ es no semisimple y no punteada pues, como
es sabido, el álgebra de Hopf uε(g)∗ no es semisimple ni punteada. El hecho que A∗σ tampoco es
punteada se sigue del Lema 4.2.2.

4.2.2. Cohomología de grupos y equivalencia de inclusiones

Para describir las clases de isomorfismos de este tipo de extensiones necesitaremos algunos
resultados básicos de cohomología de grupos. Seguimos la misma notación que en la Subsección 1.2.

De ahora en más supondremos que G es simple.

Propiedades de las extensiones:

Sea Γ un grupo finito. Por el Teorema 4.2.4, para toda inclusión σ : Γ→ G tenemos un álgebra
de Hopf de dimensión finita Aσ que encaja en el siguiente diagrama conmutativo

1 // O(G) ι //

p

��

Oε(G) π //

q

��

uε(g)∗ // 1

1 // CΓ
j // Aσ

π // uε(g)∗ // 1.

Comenzamos primero mostrando que la uε(g)∗-extensión Oε(G) de O(G) satisface la propiedad
(L) de la Subsección 2.3.3.

Lema 4.2.5. Cada automorfismo de uε(g) induce un automorfismo de G, que deja invariante
a T.

Demostración. Por la Observación 4.1.16, podemos ver a uε(g) como una subálgebra de Hopf
de Γε(g) a través de la inclusión tπ : uε(g) → Γε(g). Sea F un automorfismo de uε(g). Por [MuI,
Cor. 5.10], existe un único automorfismo F de Γε(g) tal que F |uε(g) = F , esto es F tπ = tπF .
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Consideremos ahora el morfismo cuántico de Frobenius Fr : Γε(g) → U(g)Q(ε), definido en los
generadores de Γε(g) por

Fr(E(m)
i ) =

{
e

(m/`)
i si `|m
0 si ` - m

, Fr(F (m)
i ) =

{
f

(m/`)
i si `|m

0 si ` - m
,

Fr((Ki;0m )) =

{
( hi;0m ) si `|m

0 si ` - m
, Fr(K−1

i ) = 1,

para todo 1 ≤ i ≤ n. Entonces por [DL, Thm. 6.3], Fr está bien definido y es un morfismo de
álgebras de Hopf cuyo núcleo es el ideal bilátero generado por el conjunto

{E(m)
i , F

(m)
i , (Ki;0m ) ,Ki − 1, χ`(q)| m > 0, ` - m}.

Usando la descripción explícita del grupo de automorfismos de uε(g) dada recientemente en
[AS5, Thm. 7.2], se puede ver que F Ker Fr = Ker Fr. Por lo tanto, F se factoriza a través de un
automorfismo de álgebras de Hopf F : U(g)Q(ε) → U(g)Q(ε). Pero por [H1, Thm. 3.1], se tiene que
U(g)◦ ' O(G), y por lo tanto, la transpuesta tF de F induce un automorfismo de O(G), y por lo
tanto un automorfismo f de G que proviene de un automorfismo F de uε(g).

Finalmente, mostramos que f(T) = T. Recordar que T = tι(Gε), donde Gε = Alg(Oε(G),C).
Como por la Proposición 4.1.9, existe un apareamiento de Hopf perfecto entre Oε(G) y Γε(g), el
automorfismo F induce un automorfismo tF de Oε(G). Como F se factoriza a través de F se tiene
que Fη = ηF . Como tη = ι, transponiendo se tiene que tFι = ι tF y por lo tanto,

f(T) = f(tι(Gε)) = t(ι tF )(Gε) = t(tFι)(Gε) = tι(F (Gε)) = tι(Gε) ⊆ T.

Luego f(T) = T, puesto que f es un automorfismo.

Corolario 4.2.6. La uε(g)∗-extensión Oε(G) de O(G) satisface (L).

Demostración. Como uε(g) es de dimensión finita, todo automorfismo α de uε(g)∗ se corresponde
con un automorfismo F de uε(g). Luego, por la demostración del lema anterior, F induce un
automorfismo F de Γε(g) tal que F tπ = tπF . Por lo tanto, tF ∈ Aut(Oε(G)) y απ = π tF ,
lo cual implica que la uε(g)∗-extensión Oε(G) de O(G) satisface (L).

Definición 4.2.7. Denotemos por qAut(G) al subgrupo de Aut(G) generado por los automor-
fismos de G que provienen de un automorfismo de uε(g).

Recordar que un subgrupo de Borel de un grupo de Lie G semisimple es un subgrupo soluble
maximal conexo. Cada subgrupo de Borel es igual a su normalizador y contiene a un único toro
maximal. Más aún, todos los subgrupos de Borel son conjugados, ver [Hu2]. Fijemos ahora un
subgrupo de Borel B de G que contenga a T, lo cual implica fijar una base Π del sistema de raíces
Φ determinado por T. Sea D el subgrupo de Aut(G) dado por

D = {f ∈ Aut(G)| f(T) = T y f(B) = B}.

Cada f ∈ D induce de manera obvia un automorfismo f̂ de Φ, puesto que f(T) = T. Más aún, como
f(B) = B, se tiene que f(Π) = Π. Por lo tanto, f̂ pertenece al grupo Autd(Φ) de automorfismos
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de diagrama de Φ y la aplicación ˆ : D → Autd(Φ) es inyectiva. Además, si Int(G) es el subgrupo
de automorfismos interiores de G, entonces por [Hu2, Thm. 27.4] se tiene que Int(G) es normal en
Aut(G) y Aut(G) = Int(G)oD. En particular, Int(G) tiene índice finito en Aut(G).

Como para todo t ∈ T, el automorfismo interior Int(t) de G dado por la conjugación deja
invariantes a T y a B, ver [Hu2, Lemma 24.1], se sigue que la imagen Int(T) de T en Aut(G) es un
subgrupo de D.

Por otro lado, por [MuI, Cor. 5.7] se sigue que D está contenido en qAut(G). Denotemos por
Int(NG(T)) al subgrupo de automorfismos interiores de Aut(G) cuyos elementos están dados por
la conjugación de elementos del normalizador NG(T). Entonces se tiene el siguiente lema.

Lema 4.2.8. (a) qAut(G) es un subgrupo de Int(NG(T))oD.

(b) T actúa en qAut(G) por multiplicación a izquierda de Int(T).

(c) El conjunto de órbitas qAut(G)/T correspondiente a la acción anterior es finito.

Demostración. Sea f ∈ qAut(G). Entonces existe α ∈ Int(G), β ∈ D tal que f = αβ. Como
f(T) = T y β(T) = T, se sigue que α(T) = T. Sea g ∈ G tal que α = Int(g), entonces Int(g)(T) =
gTg−1 = T, lo cual implica que g ∈ NG(T) de donde se sigue la afirmación (a).

Al ser Int(T) es un subgrupo de D, se sigue que Int(T) es un subgrupo de qAut(G). Por lo
tanto, la multiplicación a izquierda por elementos de Int(T) define una acción de T en qAut(G).

Por (a), tenemos que qAut(G) ⊆ Int(NG(T))oD, entonces

| qAut(G)/T| ≤ |[Int(NG(T))oD]/T| ≤ |NG(T)/T||D| = |WT||D|,

donde WT es el grupo de Weyl asociado a T. La última igualdad se sigue del hecho CG(T) = T,
para todo G semisimple y WT = NG(T)/CG(T). Luego, (c) se sigue del hecho que los órdenes de
WT y D son finitos.

Cohomología de las extensiones:

Sea Γ un finito grupo y σ : Γ→ G una inclusión de Γ en G. Entonces para cada automorfismo
f ∈ Aut(G) se define una acción de Γ en G, dependiendo de σ y f :

G× Γ ↼−→ G, g ↼ x = (fσ(x))−1g(fσ(x)), (4.22)

para todo g ∈ G, x ∈ Γ. Claramente, ambas condiciones en (1.3) se satisfacen. Por lo tanto, una
función u ∈ Map(Γ, G) es un 1-coborde si y sólo si existe g ∈ G tal que

u(x) = ∂0(g)(x) = (g ↼ x)g−1 = (fσ(x))−1g(fσ(x))g−1, (4.23)

para todo x ∈ Γ, y una función v ∈ Map(Γ, G) es un 1-cociclo si y sólo si

v(xy) = (v(x) ↼ y)v(y) = (fσ(y))−1v(x)(fσ(y))v(y), (4.24)

para todo x, y ∈ Γ. Como la acción depende de σ y f , denotamos por Z1
f,σ(Γ, G) al conjunto de

1-cociclos asociados a esta acción. Sea Emb(Γ, G) el conjunto de inclusiones de Γ en G.
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Definición 4.2.9. Sean Γ un grupo finito y σ1, σ2 ∈ Emb(Γ, G). Decimos que σ1 es equivalente
a σ2, y escribimos σ1 ∼ σ2, si existen τ ∈ Aut(Γ), f ∈ qAut(G) y v ∈ Map(Γ, G) tales que

σ1(τ(x)) = f(σ2(x))v(x) para todo x ∈ Γ.

Notar que la función v está unívocamente determinada por σ1τ y fσ2 con v(x) = f(σ2(x))−1σ1(τ(x))
para todo x ∈ Γ. Más aún, se tiene que v ∈ Z1

f,σ2
(Γ, G):

v(xy) = f(σ2(xy))−1σ1(τ(xy))

= f(σ2(y))−1f(σ2(x))−1σ1(τ(x))σ1(τ(y))

= f(σ2(y))−1f(σ2(x))−1σ1(τ(x))f(σ2(y))v(y)

= f(σ2(y))−1v(x)f(σ2(y))v(y).

Observación 4.2.10. Si el 1-cociclo v es un 1-coborde, entonces existe g ∈ G tal que v(x) =
∂(g)(x) = (g ↼ x)g−1 = f(σ2(x))−1gf(σ2(x))g−1 para todo x ∈ Γ y esto implica que

σ1(τ(x)) = gf(σ2(x))g−1.

Esto es, σ1 se obtiene a través de los automorfismos τ, f y la conjugación por un elemento de G.

Lema 4.2.11. ∼ es una relación de equivalencia en Emb(Γ, G).

Demostración. Debemos probar que ∼ es (a) reflexiva, (b) simétrica y (c) transitiva.

(a) Tomando f = id ∈ qAut(G), τ = id ∈ Aut(Γ) y v = 1 ∈ Z1
id,σ(Γ, G) es claro que σ ∼ σ para

todo σ ∈ Emb(Γ, G). Por lo tanto ∼ es reflexiva.

(b) Supongamos que σ1 ∼ σ2. Entonces existe τ ∈ Aut(Γ), f ∈ qAut(G) y v ∈ Z1
f,σ2

(Γ, G) tales
que

σ1(τ(x)) = f(σ2(x))v(x) para todo x ∈ Γ.

Por lo tanto, de la ecuación anterior se sigue que

σ2(τ−1(x)) = f−1(σ1(x))f−1(v(τ−1(x))−1) = f−1(σ1(x))v̂(x),

para todo x ∈ Γ, donde v̂ está dado por v̂(x) = f−1(v(τ−1(x))−1). Como τ−1 ∈ Aut(Γ) y f−1 ∈
qAut(G), esto prueba que σ2 ∼ σ1.

(c) Sean σ1, σ2, σ3 ∈ Emb(Γ, G) y supongamos que σ1 ∼ σ2 y σ2 ∼ σ3. Esto es, existen
f, g ∈ qAut(G), τ, t ∈ Aut(Γ) y v ∈ Z1

f,σ2
(Γ, G), u ∈ Z1

g,σ3
(Γ, G) tales que

σ1(τ(x)) = fσ2(x)v(x) y σ2(t(x)) = gσ3(x)u(x),

para todo x ∈ Γ. Usando ambas ecuaciones se tiene que

σ1(τ(x)) = f(g(σ3(t−1(x)))u(t−1(x)))v(x)

= f(g(σ3(t−1(x))))f(u(t−1(x)))v(x),

y por lo tanto se sigue que σ1(τt(x)) = f(g(σ3(x)))f(u(x))v(t(x)) = f(g(σ3(x)))v̂(x), donde v̂(x) =
f(u(x))v(t(x)) para todo x ∈ Γ. Como τt ∈ Aut(G) y fg ∈ qAut(Γ), se sigue σ1 ∼ σ3.
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Definición 4.2.12. Sea σ ∈ Emb(Γ, G) y f ∈ qAut(G). Definimos entonces Tfσ como el
subgrupo de T dado por

Tfσ =
⋂

y∈Γ

fσ(y)Tfσ(y−1).

Puesto que para todo σ ∈ Emb(Γ, G) y f ∈ qAut(G) la acción de Γ en G se define por

g ↼ x = fσ(x−1)gfσ(x) para todo x ∈ Γ, g ∈ G,

se sigue que el subgrupo Tfσ es estable por esta acción. Veremos más adelante en el Teorema 4.2.20
que los cociclos que provienen de las extensiones construidas en el Teorema 4.2.4 son en realidad
elementos de Z1

f,σ(Γ,Tfσ) para ciertos f ∈ qAut(G) y σ ∈ Emb(Γ, G).

Ahora probamos algunos lemas que dan propiedades sobre la cohomología de Γ en los grupos
abelianos Tfσ para f ∈ qAut(G) y σ ∈ Emb(Γ, G).

Lema 4.2.13. Z1
f,σ(Γ,Tfσ) = Z1

(t·f),σ(Γ,T(t·f)σ) para todo t ∈ T.

Demostración. Supongamos que v ∈ Z1
(t·f),σ(Γ,T(t·f)σ). Entonces v(x) ∈ T(t·f)σ para todo x ∈

Γ. Pero

T(t·f)σ =
⋂

y∈Γ

(t · f)σ(y)T(t · f)σ(y−1) =
⋂

y∈Γ

tfσ(y)t−1Ttfσ(y−1)t−1

=
⋂

y∈Γ

tfσ(y)Tfσ(y−1)t−1 = tTfσt−1 = Tfσ,

pues Tfσ ⊂ T y t ∈ T. Por lo tanto, T(t·f)σ = Tfσ para todo t ∈ T. Más aún, v es un 1-cociclo con
respecto a f y a σ:

v(xy) = (t · f)(σ(y−1))v(x)(t · f)(σ(y))v(y) = tf(σ(y−1))t−1v(x)tf(σ(y))t−1v(y)

= tf(σ(y−1))v(x)f(σ(y))v(y)t−1 = f(σ(y−1))v(x)f(σ(y))v(y).

La última igualdad se sigue del hecho que f(σ(y−1))v(x)f(σ(y))v(y) ∈ T para todo x, y ∈ Γ. La
otra inclusión se sigue directamente de cálculos similares.

Lema 4.2.14. Sean σ ∈ Emb(Γ, G), τ ∈ Aut(Γ) y f ∈ qAut(G). Definimos entonces

Cσ,f,τ = {η ∈ Emb(Γ, G)| σ ∼ η vía la terna (τ, f, v), v ∈ Z1
f,σ(Γ,Tfσ)}.

Entonces Tfσ actúa en Cσ,f,τ por t ·η = Int(t)η para todo η ∈ Cσ,f,τ . Más aún, existe una aplicación
inyectiva

Cσ,f,τ/Tfσ → H1
f,σ(Γ,Tfσ), [η] 7→ [vη],

donde vη(x) = f(σ(x))−1η(τ(x)) es el único 1-cociclo tal que η(τ(x)) = f(σ(x))vη(x) para todo
x ∈ Γ.
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Demostración. Sea η ∈ Cσ,f,τ . Por definición, existe v = vη ∈ Z1
f,σ(Γ,Tfσ) tal que η(τ(x)) =

f(σ(x))v(x) para todo x ∈ Γ. Entonces, para todo t ∈ Tfσ se tiene que

t · η(τ(x)) = tη(τ(x))t−1 = tf(σ(x))v(x)t−1 = f(σ(x))f(σ(x))−1tf(σ(x))v(x)t−1

= f(σ(x))[f(σ(x))−1tf(σ(x))]v(x)t−1 = f(σ(x))(t ↼ x)v(x)t−1

= f(σ(x))(t · v)(x),

lo cual implica que t · η ∈ Cσ,f,τ . Claramente, s · (t · η) = (st) · η para todo t, s ∈ Tfσ. Por lo tanto,
la aplicación (t, η) 7→ t · η define una acción de Tfσ en Cσ,f,τ . Denotemos por [η] a la clase de η en
Cσ,f,τ/Tfσ. Entonces [η] = [ν] si y sólo si existe t ∈ Tfσ tal que t · η = ν.

Luego, la aplicación definida por

Cσ,f,τ/Tfσ → H1
f,σ(Γ,Tfσ), [η] 7→ [vη],

está bien definida y es inyectiva, puesto que de los cálculos anteriores se deduce que ν = t · η si y
sólo si vν = t · vη para todo t ∈ Tfσ.

Antes de probar los siguientes lemas necesitamos una definición.

Definición 4.2.15. Sea G un grupo algebraico. Decimos que G es un d-grupo si el anillo de
coordenadas O(G) tiene una base que consiste de caracteres.

Claramente un toro T contenido en un grupo algebraicoG es un d-grupo, ya que cualquier función
polinómica es una combinación de monomios construidos a partir de las funciones coordenadas y
sus inversas.

Lema 4.2.16. [Hu1, Prop. 16.1 y Thm. 16.2]

(a) Si H es un subgrupo cerrado de un d-grupo G, entonces H también es un d-grupo.

(b) Un d-grupo conexo es un toro.

El siguiente lema es crucial para la demostración del Teorema 4.2.23.

Lema 4.2.17. El grupo H1
f,σ(Γ,Tfσ) es finito.

Demostración. Sea Tfσ
0 la componente conexa de Tfσ que contiene a la identidad y sea T =

Tfσ/Tfσ
0 . Entonces |T| es finito, ya que como es sabido, Tfσ

0 tiene índice finito en Tfσ. Como la
acción de Γ en Tfσ está dada por la conjugación vía f y σ, se sigue que para todo x ∈ Γ, x actúa en
Tfσ por un automorfismo continuo. Por lo tanto, Tfσ

0 es estable bajo la acción de Γ y por ende, la
acción de Γ en Tfσ induce una acción de Γ en T. Luego, se tiene una sucesión exacta de Γ-módulos

Tfσ
0

� � // Tfσ // // T,

la cual induce por [Br, Prop. III.6.1] una sucesión exacta larga

0 // H0
f,σ(Γ,Tfσ

0 )
α0∗ // H0

f,σ(Γ,Tfσ)
β0∗ // H0

f,σ(Γ,T) //
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// H1
f,σ(Γ,Tfσ

0 )
α1∗ // H1

f,σ(Γ,Tfσ)
β1∗ // H1

f,σ(Γ,T) // · · ·

Como Γ y T son grupos finitos, el orden de H1
f,σ(Γ,T) es finito. Por lo tanto, basta probar que

|H1
f,σ(Γ,Tfσ

0 )| es finito, ya que en tal caso |H1
f,σ(Γ,Tfσ)| = | Imα1∗|| Imβ1∗ | también es finito.

Como T es cerrado, se sigue que f(σ(x))Tf(σ(x−1)) es cerrado para todo x ∈ Γ. Luego, Tfσ

también es cerrado, pues es la intersección de f(σ(x))Tf(σ(x−1)) para todo x ∈ Γ. Entonces por el
Lema 4.2.16 (a), Tfσ y consecuentemente Tfσ

0 son d-grupos. Como Tfσ
0 es conexo, se sigue por el

Lema 4.2.16 (b) que Tfσ
0 es un toro. En particular, Tfσ

0 es un grupo divisible.

Por [Br, Cor. III.10.2], sabemos que Hn
f,σ(Γ,Tfσ

0 ) es anulado por m = |Γ| para todo n > 0.
Entonces, para todo α ∈ Z1

f,σ(Γ,Tfσ
0 ) existe t ∈ Tfσ

0 tal que αm = ∂(t). Como Tfσ
0 es divisible,

existe s ∈ Tfσ
0 tal que t = sm. Sea β = ∂(s−1)α, entonces βm = 1 y por lo tanto β ∈ Z1

f,σ(Γ, Dm),
donde Dm = {t ∈ Tfσ

0 | tm = 1}. Pero entonces [α] = [β] y por la inclusión de Z1
f,σ(Γ, Dm) en

Z1
f,σ(Γ,Tfσ

0 ) se tiene una aplicación sobreyectiva

H1
f,σ(Γ, Dm)→ H1

f,σ(Γ,Tfσ
0 ).

Como Tfσ
0 es un toro, se sigue que Dm es un grupo finito y por lo tanto |H1

f,σ(Γ, Dm)| es finito, lo
cual implica que |H1

f,σ(Γ,Tfσ
0 )| también es finito.

4.2.3. Clases de isomorfismos

En esta subsección estudiamos los isomorfismos entre las álgebras de Hopf Aσ dadas por el
Teorema 4.2.4. En particular, probamos en el Teorema 4.2.23 que bajo ciertas condiciones, existe
una familia infinita de álgebras de Hopf de dimensión finita que son no isomorfas entre sí, no
semisimples, no punteadas y sus duales son no punteados.

Fijemos un grupo finito Γ y sean σ1, σ2 ∈ Emb(Γ, G) y denotemos Ai = Aσi . Por el Corolario
4.2.6, sabemos que todo automorfismo de uε(g)∗ se puede levantar a un automorfismo de O(G), esto
es, la extensión Oε(G) de O(G) por uε(g)∗ satisface la propiedad (L). Veamos ahora que también
satisface la propiedad (Z).

Lema 4.2.18. La uε(g)∗-extensión Oε(G) de O(G) satisface (Z).

Demostración. Como por hipótesis el orden ` de la raíz de la unidad ε y el determinante de la
matriz simetrizada de Cartan DC son coprimos, de [AS1, Prop. A.3] se sigue que los núcleos de
Frobenius-Lusztig uε(g) son simples como álgebras de Hopf, es decir, no poseen subálgebras de Hopf
normales propias no triviales. Observar que, si g no es de tipo An, siempre se cumple que ord ` y
detDC son coprimos. Luego, Z(uε(g)∗) = C, puesto que de lo contrario uε(g)∗ tendría una subál-
gebra de Hopf central propia v y en ese caso, uε(g)∗ sería una extensión de v por uε(g)∗/v+uε(g)∗.
Esto implicaría por dualidad la existencia de una subálgebra de Hopf normal propia en uε(g) dual
a uε(g)∗/v+uε(g)∗, lo cual es imposible, ya que uε(g) es simple. Por lo tanto, uε(g)∗ satisface la
propiedad (Z).



4.2. COCIENTES DE Oε(G) DE DIMENSIÓN FINITA 61

Observación 4.2.19. Las álgebras de Hopf Aσ = Oε(G)/(J ) no sólo dependen de σ sino también
de g y la raíz de la unidad ε. Sin embargo, estos datos son invariantes con respecto a la primera
construcción: si Aσ,ε,g ' Aσ′,ε′,g′ entonces ε = ε′, g ' g′ y Γ ' Γ′. A saber, denotemos por ϕ :
Aσ,ε,g → Aσ′,ε′,g′ el isomorfismo. Como Z(uε(g)∗) = Z(uε′(g′)∗) = C, por el Lema 2.3.13 tenemos
que Z(Aσ,ε,g) = CΓ y Z(Aσ′,ε′,g′) = CΓ′ . Así, por la Proposición 2.3.12, ϕ induce dos isomorfismo
ϕ : CΓ → CΓ′ y ϕ : uε(g)∗ → uε′(g′)∗. En particular se tiene que Γ ' Γ′ y uε(g) ' uε′(g′). Puesto
que los núcleos de Frobenius-Lusztig son espacios lineales cuánticos de tipo Cartan, de [AS5, Thm.
7.2] se sigue que ε = ε′ y g ' g′.

Más adelante en esta tesis notaremos Aε,g,σ = Aσ para enfatizar la dependencia en la terna.

Recordar que, por la Definición 4.2.9, dos inclusiones σ1 y σ2 son equivalentes si existe una terna
(τ, f, v) donde

(i) τ ∈ Aut(Γ),

(ii) f ∈ qAut(G) y

(iii) v ∈ Z1
f,σ2

(Γ, G) con v(1) = 1.

Si aplicamos el Teorema 2.3.15 a las extensiones A1 y A1 obtenemos lo siguiente.

Teorema 4.2.20. Si las álgebras de Hopf A1 y A2 son isomorfas entonces σ1 ∼ σ2 a través de
una terna (τ, f, v) con v ∈ Z1

f,σ2
(Γ,Tfσ2).

Demostración. Por el Teorema 2.3.15, sabemos que las álgebras de Hopf A1 y A2 son isomorfas
si y sólo si existe una terna (ω, g, u) tal que ω ∈ Aut(CΓ), g ∈ qAut(O(G)) y u ∈ Reg1,ε(Oε(G),CΓ)
es un morfismo de álgebras que satisface las propiedades (2.12) y (2.13). Las transpuestas de estas
aplicaciones inducen las aplicaciones tω = τ ∈ Aut(Γ), tg = f ∈ qAut(G) y tu = µ ∈ Map(Γ, Gε),
donde Gε = Alg(Oε(G),C) y µ(1) = 1.

Sea v = tιµ, entonces v es un 1-cociclo que satisface (iii): por la Subsección 4.1.2, la imagen de
tι : Gε → G es el toro maximal T, entonces la composición v = tιµ es una función v : Γ→ T ⊂ G,
que por las ecuaciones (2.12) y (2.13) satisface que

σ1(τ(x)) = f(σ2(x))v(x) y v(xy) = f(σ2(y))−1v(x)σ1(τ(y))

= f(σ2(y))−1v(x)f(σ2(y))v(y)
= (v(x) ↼ y)v(y).

para todo g, h ∈ Γ. En efecto, para todo x, y ∈ Γ y b ∈ O(G) tenemos que

< σ1(τ(x)), b > =< tp1(tω(x)), b >=< t(ωp1)(x), b >=< x, ωp1(b) >
=< x, p2g(b(1))uι(b(2)) >=< x, p2g(b(1)) >< x, uι(b(2)) >

=< t(p2g)(x), b(1) ><
t(uι)(x), b(2) >=< tg(tp2(x)), b(1) ><

tι(tu(x)), b(2) >

=< f(σ2(x)), b(1) >< v(x), b(2) >=< f(σ2(x))v(x), b >,
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de donde se sigue la primera igualdad. Usando que ι es un morfismo de álgebras de Hopf y la
igualdad (2.13) tenemos que

< v(xy), b > =< (tιtu)(xy), b >=< t(uι)(xy), b >=< xy, uι(b) >=< x⊗ y,∆(uι(b)) >
=< x⊗ y, uι(b(2))⊗ q2(F (S(ι(b(1)))ι(b(3))))uι(b(4)) >

=< x, uι(b(2)) >< y, q2(F (S(ι(b(1)))ι(b(3))))uι(b(4)) >

=< x, uι(b(2)) >< y, p2(g(S(b(1))b(3)))uι(b(4)) >

=< x, uι(b(2)) >< y, p2(g(S(b(1)))) >< y, p2(g(b(3))) >< y, uι(b(4)) >

=< v(x), b(2) >< S(f(σ2(y))), b(1) >< f(σ2(y)), b(3) >< v(y), b(4) >

=< v(x), b(2) >< f(σ2(y))−1, b(1) >< f(σ2(y)), b(3) >< v(y), b(4) >

=< f(σ2(y))−1v(x)f(σ2(y))v(y), b > .

Más aún, de las igualdades anteriores se sigue que

v(xy)v(y)−1 = f(σ2(y))−1v(x)f(σ2(y)) para todo x, y ∈ Γ,

lo cual implica que f(σ2(y))−1v(x)f(σ2(y)) ∈ T para todo x, y ∈ Γ. Luego, v(x) ∈ Tfσ2 para todo
x ∈ Γ y por ende v ∈ Z1

f,σ2
(Γ,Tfσ2). Por definición, ambas igualdades se satisfacen si y sólo si

σ1 ∼ σ2 vía τ ∈ Aut(Γ), f ∈ qAut(G) y v ∈ Z1
f,σ2

(Γ,Tfσ2).

Notar que Aut(G) actúa en Emb(Γ, G) por f ◦ σ para todo f ∈ Aut(G) y σ ∈ Emb(Γ, G). En
particular, G y T actúan en Emb(Γ, G) por Int(G) e Int(T) respectivamente. Denotemos Int(g)◦σ =
g ·σ para todo σ ∈ Emb(Γ, G), g ∈ G y G ·σ a la órbita de σ en Emb(Γ, G) dada por la acción de G.
Es claro que, si C = CG(σ(Γ)) es el centralizador de σ(Γ) en G, entonces G ·σ ' G/C y el conjunto
de T-órbitas en G ·σ es equivalente a T\G/C. A saber, T actúa en G ·σ por t · (g ·σ) = (tg) ·σ para
todo t ∈ T. Luego, [g · σ] = [h · σ] en G · σ/T si y sólo si existe t ∈ T tal que (tg) · σ = h · σ. Pero
esto ocurre si y sólo si h−1tg ∈ C, es decir, si existe c ∈ C tal que tg = hc. Pero esto es equivalente
a que [g] = [h] en T\G/C.

Lema 4.2.21. Si σ(Γ) no es central en G, entonces T\G/C es infinito.

Demostración. Para probar que el conjunto T\G/C es infinito basta ver que

dimG > dim T + dimC = rgG+ dimC.

Pues si m = #T\G/C fuera finito, entonces G =
⋃m
i=1 TgiC y esto implicaría que dimG ≤

dim T + dimC. Como σ(Γ) no es central en G y C = ∪x∈ΓCG(σ(x)) existe x ∈ Γ tal que σ(x) no
es central en G y C ⊆ CG(σ(x)). En ese caso, C está incluido en un subgrupo reductivo maximal
M de G, pues como es sabido, el centralizador de un elemento semisimple es un subgrupo reductivo
propio de G (ver por ejemplo [R]). Sean g y m las álgebras de Lie de G y M respectivamente.
Como las subálgebras maximales de las álgebras de Lie simples fueron clasificadas por Dynkin, por
inspección en [D1, D2] se puede ver que para toda subálgebra reductiva maximal se tiene que

dim g > rg g + dim m,

de donde se sigue el lema. Ver el Apéndice para más detalles.
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Lema 4.2.22. Si σ(Γ) no es central en G, entonces existe una familia infinita {gi}i∈I de ele-
mentos de G tales que (gi · σ)(Γ) * T.

Demostración. Sea {gj}j∈J un conjunto de representantes de T\G/C. Luego, J es infinito por
el Lema 4.2.21. Probaremos que puede haber sólo un número finito de elementos gj tales que
(gj · σ)(Γ) ⊆ T.

Supongamos que existe gi ∈ G tal que (gi · σ)(Γ) ⊆ T. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que Γ ⊆ T. Consideremos ahora los conjuntos

L = {h ∈ G| hΓh−1 ⊆ T} y Λ =
∑

h∈L
hΓh−1.

Claramente T ⊆ L y Λ ⊂ T. En lo que sigue, mostraremos que T\L/C es finito. Sea N = |Γ|,
entonces NΛ = 0, lo cual implica que Λ ⊆ (GN )n, donde GN es el grupo de raíces N -ésimas de
la unidad. Por lo tanto, Λ es un subgrupo finito de T. En particular, contiene sólo una cantidad
finita de subgrupos que son distintos entre sí e isomorfos a Γ. Sean Γ1, . . . ,Γs estos subgrupos y
h1, . . . , hs ∈ L tales que hiΓh−1

i = Γi. Si h ∈ L, entonces hΓh−1 = hiΓh−1
i para algún 1 ≤ i ≤ s.

Luego, h−1
i hΓh−1hi = Γ y por ende h−1

i h ∈ NG(Γ), el normalizador de Γ en G. En consecuencia
L =

∐s
i=1 hiNG(Γ).

Por otro lado, existe un homomorfismo NG(Γ)→ Aut(Γ) que se factoriza por el monomorfismo
NG(Γ)/C ↪→ Aut(Γ). Como Γ es finito, el orden de NG(Γ)/C es finito y consecuentemente L/C es
finito. Como por hipótesis Γ ⊆ T, se sigue que T ⊆ C y por lo tanto existe una aplicación inyectiva
T\L/C → L/C, lo cual implica que {gj}j∈J contiene sólo un número finito de elementos tales que
gjΓg−1

j ⊆ T.

El que sigue es uno de los resultados más importantes de esta tesis.

Teorema 4.2.23. Sea σ ∈ Emb(Γ, G) tal que σ(Γ) no es central en G. Entonces existe una
familia infinita {σj}j∈J en Emb(Γ, G) tal que las álgebras de Hopf {Aσj}j∈J de dimensión |Γ|`dim g

son no isomorfas entre sí, no semisimples, no punteadas y sus duales tampoco son punteados.

Demostración. Como σ(Γ) no es central en G, del Lema 4.2.21 se sigue que existe un conjunto
infinito {gi}i∈I de elementos de G tal que (tgi) · σ 6= gj · σ para todo i 6= j y t ∈ T. Denotemos
σi = gi · σ para todo i ∈ I. Por el Lema 4.2.11 sabemos que

Emb(Γ, G) =
∐

η∈E
Cη,

donde Cη = {µ ∈ Emb(Γ, G)| η ∼ µ} y E es un conjunto de representantes de Emb(Γ, G) por
la relación de equivalencia ∼. Para encontrar la familia, probaremos primero que no puede haber
infinitos σi incluidos en un solo Cη.

Supongamos por el contrario que existe η ∈ Emb(Γ, G) tal que Cη contiene infinitos σi. Por el
Teorema 4.2.20, sabemos que

Cη =
⋃

τ∈Aut(Γ), f∈qAut(G)

Cη,f,τ ,

donde Cη,f,τ = {µ ∈ Emb(Γ, G)| η ∼ µ vía la terna (τ, f, v) para algún v ∈ Z1
f,η(Γ,T

fη)}.
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Por el Lema 4.2.8 sabemos que T, y en particular Tfη, actúa en qAut(G) por t ·f(x) = tf(x)t−1

para todo f ∈ qAut(G), t ∈ T.

Afirmación: si t ∈ Tfη, entonces Cη,t·f,τ = Cη,f,τ .

En efecto, µ ∈ Cη,t·f,τ si y sólo si existe v ∈ Z1
(t·f),η(Γ,T

(t·f)η) tal que µ(τ(x)) = (t ·f)(η(x))v(x).
En tal caso

µ(τ(x)) = (t · f)(η(x))v(x) = tf(η(x))t−1v(x) = tf(η(x))v(x)t−1

= f(η(x))[f(η(x))−1tf(η(x))]v(x)t−1 = f(η(x))(t · v)(x),

lo que implica que µ ∈ Cη,f,τ , ya que por el Lema 4.2.13, Z1
(t·f),η(Γ,T

(t·f)η) = Z1
f,η(Γ,T

fη) para
todo t ∈ T, y por el Lema 4.2.14, t · v ∈ Z1

f,η(Γ,T
fη). Luego, Cη,t·f,τ ⊆ Cη,f,τ . Reemplazando f por

t−1 · f se sigue la otra inclusión. Entonces podemos escribir

Cη =
∐

τ∈Aut(Γ)

∐

f∈J

∐
t∈t

Cη,t·f,τ ,

donde J es un conjunto de representantes de qAut(G)/T y t es un conjunto de representantes de
T/Tfη. Como Aut(Γ) es finito, y por el Lema 4.2.8 (c), J también es finito, si Cη contiene infinitos
σi entonces existen τ ∈ Aut(Γ) y f ∈ J tal que

∐
t∈t Cη,t·f,τ contiene infinitos σi. Si σi ∈ Cη,t·f,τ para

algún t ∈ t, entonces t−1 · σi ∈ Cη,f,τ . Pero por los Lemas 4.2.14 y 4.2.17, sabemos que el conjunto
Cη,f,τ/Tfη es finito, lo que implica que deben existir σj , i 6= j y s ∈ T tales que [t−1 ·σi] = [s−1 ·σj ].
Pero esto contradice la hipótesis sobre la familia {σi}i∈I puesto que en tal caso, existiría r ∈ Tfη

tal que t−1 · σi = r · (s−1 · σj) = (rs−1) · σj , esto es σi = (trs−1) · σj con trs−1 ∈ T.

En conclusión, existen sólo finitos elementos del conjunto {σi}i∈I en cada Cη, para todo η ∈ E.
Por lo tanto, por los Teoremas 4.2.4 y 4.2.20 y el Lema 4.2.22, existe un subconjunto J ⊂ I infinito
tal que las álgebras de Hopf {Aσj}j∈J son no isomorfas entre sí, no semisimples, no punteadas y sus
duales tampoco son punteados.

Ejemplo 4.2.24. Sea n ≥ 2 y sea Γ un subgrupo finito de SL(2). Consideremos la inclusión
σ : Γ→ SLn(C) dada por σ(x) =

(
x 0
0 In−2

)
, x ∈ Γ. Si Γ no es central, esto es Γ * {± id}, obtenemos

una familia infinita de álgebras de Hopf no isomorfas entre sí, no semisimples, no punteadas con
duales no punteados y de dimensión |Γ|`n2−1. Un ejemplo análogo se puede describir para cualquier
G simple. Los ejemplos dados por Müller en [Mu2, Thm. 5.13] son un caso particular de la situación
anterior, para G = SL(2) y Γ = G`.

Ejemplo 4.2.25. Dado G un grupo algebraico afín simple, en general no se sabe cuáles son
sus subgrupos finitos. Más aún, en caso de conocerlos resultaría imposible dar una lista explícita de
ellos. Por ejemplo, existen infinitos subgrupos finitos dentro de un toro maximal de G.

Usando teoría de caracteres e indicadores de Frobenius-Schur, es posible determinar si un grupo
finito fijo Γ está incluido en alguno de los grupos clásicos SL(N), O(N) y Sp(N): si ρ : Γ→ GL(N)
es una representación fiel irreducible de Γ y χ es su carácter, el indicador de Frobenius-Schur se
define por ε = 1

|Γ|
∑

g∈Γ χ(g2). Luego, Γ está incluido en SL(N), O(N) o Sp(N) si ε = 0, 1 o −1
respectivamente.
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El problema resulta más complejo si el grupo de Lie simple es excepcional. Varios autores han
estudiado inclusiones de grupos finitos simples o extensiones centrales de grupos finitos simples en
los grupos de Lie excepcionales, ver por ejemplo [CW], [GR].

Para ilustrar lo dicho anteriormente, mostramos en lo que sigue algunos resultados de Serre y
de Pianzola y Weiss.

Teorema 4.2.26. [S, Thm. 1] Sea G un grupo algebraico lineal conexo y simple sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado k. Sean h su número de Coxeter y p un número primo.

(a) Si p = h+ 1, el grupo G(k) contiene un subgrupo isomorfo a PGL2(Fp), salvo que car k = 2
y G ' PGL2.

(b) Si p = 2h+ 1, G(k) contiene un subgrupo isomorfo a PSL2(Fp).

Los siguientes resultados establecen cuándo un grupo de Lie simple G contiene un elemento de
orden p. En particular, usando el Teorema 4.2.4 obtenemos álgebras de Hopf de dimensión p · `dim g.

Proposición 4.2.27. [S, Prop. 4] Supongamos que G(k) es simple y sea h el número de Coxeter
asociado a G. Si p = mh+ 1, con m ≥ 1, entonces G contiene un elemento regular de orden p.

Sea G un grupo de Lie compacto, conexo y simple. Si x ∈ G es un elemento de orden N , entonces
los valores de los caracteres trV (ρ(x)), para toda representación (ρ, V ) de dimensión finita de G,
generan un cuerpo A(x) sobre Q. Este cuerpo A(x) es un subcuerpo del cuerpo ciclotómico Q(ξ),
donde ξ = e2πi/N . El grado de la extensión Q(ξ)/A(x) se denomina la profundidad de x.

Teorema 4.2.28. [PW, Thm. 3] Sea p un número primo que no divide a |W | y sea d un número
entero positivo. Entonces G tiene un elemento de orden p y profundidad d si y sólo si se cumple las
siguientes condiciones:

(a) d divide a p− 1.

(b) d divide a m+ 1 para algún exponente m de W .

(c) Si d es impar entonces G es, o bien de tipo An, o de tipo E6, o de tipo Dn, con n un múltiplo
impar de d.

4.2.4. Clases de casi-isomorfismos

En 1975 I. Kaplansky conjeturó lo siguiente:
Conjetura 2. Las álgebras de Hopf de una dimensión dada son finitas salvo isomorfismos, si el

cuerpo k es algebraicamente cerrado y su característica no divide a dicha dimensión.

Varios autores han encontrado contraejemplos a esta conjetura, entre ellos E. Müller. Claramen-
te, las familias de álgebras de Hopf Aσj encontradas anteriormente a través de una generalización
de los resultados de E. Müller, son un nuevo contraejemplo de esta conjetura.

Sin embargo, en 2001 A. Masuoka [Mk5] demostró que todas las familias de álgebras de Hopf
encontradas hasta ese momento consistían en una cantidad finita de álgebras de Hopf salvo casi-
isomorfismos, es decir, salvo deformación por cociclos. Por tal motivo, propuso la siguiente variante
a la conjetura de Kaplansky:
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Conjetura 3. Las álgebras de Hopf de una dimensión dada son finitas salvo casi-isomorfismos,
si el cuerpo k es algebraicamente cerrado y su característica no divide a dicha dimensión.

Siguiendo sus métodos, mostraremos que las familias de álgebras de Hopf Aσj consisten en
álgebras de Hopf casi-isomorfas entre sí.

Cabe destacar que la conjetura de Masuoka también ha sido negada por varios autores, por
ejemplo Etingof y Gelaki [EG], que encontraron familias infinitas continuas de álgebras de Hopf que
no son casi-isomorfas.

Definición 4.2.29. (i) Sea A un álgebra de Hopf con antípoda S. Un 2-cociclo normalizado
para A es una aplicación lineal σ ∈ Reg(A⊗A, k) que satisface las siguientes condiciones

σ(a(1), b(1))σ(a(2)b(2), c) = σ(b(1), c(1))σ(a, b(2)c(2))

σ(1, a) = σ(a, 1) = ε(a),

para todo a, b, c ∈ A.
(ii) Una deformación por cociclo Aσ de A por un 2-cociclo σ es el álgebra de Hopf definida como

A como coálgebra pero con el siguiente producto · y la siguiente antípoda Sσ:

a · b = σ(a(1), b(1))a(2)b(2)σ
−1(a(3), b(3)),

Sσ(a) = σ(a(1),S(a(2)))S(a(3))σ
−1(a(4), a(5)),

para todo a, b ∈ A. Usando las condiciones de cociclo de σ, es fácil ver que el producto · de Aσ
resulta asociativo con unidad 1 y Aσ resulta un álgebra de Hopf con antípoda Sσ. Más aún, el
inverso σ−1 de σ con respecto a la convolución es un 2-cociclo para Aσ y se puede ver que se verifica
(Aσ)σ

−1
= A. Por lo tanto, A y Aσ son deformaciones por cociclos una de otra.

Si dos álgebras de Hopf A y B son deformaciones de cociclo una de otra, entonces son monoidal-
mente co-Morita equivalentes, es decir, existe una equivalencia monoidal k-lineal entre las categorías
de comódulos a derechaMA 'MB. Más aún, por [Sbg, Cor. 5.9], si A y B son de dimensión finita
entonces vale la recíproca.

Sea A un álgebra de Hopf y consideremos Alg(A, k) el grupo de morfismos de álgebras de A en
k. Alg(A, k) actúa a izquierda y a derecha en A a través de:

β ⇀ a = a(1) < β, a(2) > y a ↼ β =< β, a(1) > a(2),

para todo a ∈ A y β ∈ Alg(A, k). Más aún, ambas acciones conmutan entre sí, es decir

β ⇀ (a ↼ β
′
) = (β ⇀ a) ↼ β

′

para todo a ∈ A, β, β′ ∈ Alg(A, k) y el automorfismo de A definido por a 7→ β ⇀ a ↼ β−1 para
β ∈ Alg(A, k) es un morfismo de álgebras de Hopf.

Definición 4.2.30. Dos ideales de Hopf I, J de un álgebra de Hopf A se dicen conjugados si
existe un morfismo de álgebras β ∈ Alg(A, k) tal que

J = β ⇀ I ↼ β−1 = {< β−1, a(1) > a(2) < β, a(3) > | a ∈ I}.
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Teorema 4.2.31. [Mk5, Thm.2] Sea B una subálgebra de Hopf central de un álgebra de Hopf
A. Si dos ideales I, J de B son conjugados, entonces las álgebras de Hopf A/(I) y A/(J) dadas por
el pushout son co-Morita equivalentes.

En particular, si los cocientes A/(I) y A/(J) son de dimensión finita, entonces dichas álgebras
de Hopf son deformaciones por cociclos una de otra.

En lo que sigue probamos que las álgebras de Hopf dadas por el Teorema 4.2.23 son deformaciones
por cociclos unas de otras. La demostración se basa en el hecho que las álgebras de Hopf Aσj se
construyen a través de un pushout a partir de las inclusiones ι : O(G) ↪→ Oε(G) y gj · σ : Γ ↪→ G y
que los subgrupos (gj · σ)(Γ) de G son todos conjugados entre sí.

La siguiente proposición se sigue directamente de un resultado de Masuoka sobre SLn(C). Sean
G un grupo de Lie conexo, simplemente conexo y simple sobre C, Γ y Γ̃ dos subgrupos finitos de G
y denotemos por AΓ y AeΓ a las álgebras de Hopf dadas por la construcción por el pushout.

Proposición 4.2.32. Si Γ y Γ̃ son conjugados en G, entonces las álgebras de Hopf AΓ y AeΓ
son deformaciones por cociclos una de otra.

Comparar con [Mk5, Prop. 4].

Demostración. Denotemos por p1 : O(G)→ CΓ y p2 : O(G)→ CeΓ los epimorfismos de álgebras
de Hopf dados por las inclusiones de Γ y Γ̃ en G. Entonces, los subgrupos Γ y Γ̃ son conjugados
por un elemento g ∈ Alg(O(G),C) = G si y sólo si los ideales I = Ker p1 y J = Ker p2 son
conjugados por g. En efecto, como Γ = Alg(CΓ, k) = Alg(O(G)/I, k) se sigue que I = ∩γ∈Γ Ker γ.
Análogamente J = ∩

γ̃∈eΓ Ker γ̃. Luego, si Γ y Γ̃ son conjugados en G, entonces existe g ∈ G tal que
gΓg−1 = Γ̃. Pero x ∈ J si y sólo si < γ̃, x >= 0 para todo γ̃ ∈ Γ̃ y esto ocurre si y sólo si

0 =< gγg−1, x >=< g, x(1) >< γ, x(2) >< g−1, x(3) >

=< γ,< g, x(1) > x(2) < g−1, x(3) >>

=< γ, g−1 ⇀ x ↼ g >

para todo γ ∈ Γ, lo cual se cumple si y sólo si g−1 ⇀ x ↼ g ∈ I para todo x ∈ J , es decir
I = g−1 ⇀ J ↼ g y los ideales son conjugados por g ∈ G = Alg(O(G), k). Luego, la proposición se
sigue del teorema anterior.

Corolario 4.2.33. Las álgebras de Hopf Aσj dadas por el Teorema 4.2.23 son todas casi-
isomorfas entre sí.

Demostración. Se sigue directamente de la construcción de dichas álgebras de Hopf y de los
resultados anteriores.





Capítulo 5

Subgrupos finitos de un grupo cuántico
simple cuyo parámetro es una raíz de 1

En este último capítulo se determinan todos los cocientes de dimensión finita del álgebra de
coordenadas cuantizada Oε(G), para todo grupo de Lie G conexo, simplemente conexo y simple
sobre C, donde ε es una raíz `-ésima primitiva de la unidad. Recordemos que g denota el álgebra de
Lie de G, h ⊆ g es una subálgebra de Cartan fija, Π = {α1, . . . , αn} es la base del sistema de raíces
Φ(g, h) de g con respecto a h y n = rg g.

Probaremos que todo cociente de dimensión finita de Oε(G) está determinado por una colección
de datos D = (I+, I−, N,Γ, σ, δ) a la cual llamaremos dato de subgrupo finito donde

• I+ ⊆ Π e I− ⊆ −Π. Estos conjuntos definen una subálgebra algebraica de Lie l con subgrupo de
Lie conexo L de G, tal que l = l+⊕h⊕ l− y l± =

∑
α∈Ψ± gα con Ψ± = {α ∈ Φ : Supα = I±}.

Sea s = n− |I+ ∪ −I−|.

• N es un subgrupo de (Z/(`))s.

• Γ es un grupo finito.

• σ : Γ→ L es un morfismo inyectivo de grupos.

• δ : N → Γ̂ es un morfismo de grupos.

Para hacerlo procedemos de la siguiente manera: en la primera sección se determinan todas las
subálgebras de Hopf de uε(g), ver [MuII]. En la segunda sección se construyen cocientes de dimensión
finita de Oε(G) sobre el cuerpo Q(ε) y en la tercera sección se muestra que esta construcción es
exhaustiva, es decir, todos los cocientes de Oε(G) de dimensión finita son de esta forma.

Brevemente, todo cociente de álgebras de Hopf r : uε(g)∗ → H está determinado por una terna
(Σ, I+, I−), donde I+ e I− son como más arriba y Σ es un subgrupo de (Z/(`))n. Usando esta terna
se construyen subálgebras de Hopf Γε(l) ⊆ Γε(g) y uε(l) ⊆ uε(g) y un subgrupo conexo L de G tales
que l es una subálgebra de Lie de g con Lie(L) = l y la siguiente sucesión es exacta:

1→ O(L)→ Oε(L)→ uε(l)∗ → 1.

69
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Luego, si σ : Γ → G es una inclusión y σ(Γ) ⊆ L, se aplica la construcción pushout dada en la
Sección 2.3, obteniendo un álgebra de Hopf Aε,l,σ de dimensión finita que es una extensión de CΓ

por uε(l)∗. Entonces, para cada morfismo de grupos δ : N → Γ̂, donde N es un grupo abeliano
asociado a Σ (ver Observación 5.2.11) y Γ̂ es el grupo de caracteres de Γ, se construye un ideal de
Hopf Jδ de Aε,l,σ tal que el álgebra de Hopf AD = Aε,l,σ/Jδ es una extensión de CΓ por uε(l)∗ y un
cociente de Oε(G).

5.1. Subálgebras de Hopf de un álgebra de Hopf punteada

En esta sección se describen las subálgebras de Hopf de álgebras de Hopf punteadas. Sea U un
álgebra de Hopf tal que el corradical U0 es una subálgebra de Hopf. U admite una filtración de
coálgebras, la filtración corradical, que resulta ser de álgebras de Hopf, por ser U0 una subálgebra.
Denotemos por (Un)n≥0 a la filtración corradical de U , U−1 = 0 y sean grU(n) = Un/Un−1 el espacio
homogéneo de grado n y grU = ⊕n≥0 grU(n) el álgebra de Hopf graduada asociada a la filtración.
Sean ι : U0 → grU la inclusión canónica, y π : grU → U0 la proyección homogénea. Luego, el
conjunto R := (grU)coπ es una subálgebra de grU que se denomina el diagrama de U . Más aún,
R resulta ser un álgebra de Hopf graduada trenzada, es decir, un álgebra de Hopf en la categoría
U0
U0
YD de módulos de Yetter-Drinfeld de U0. Explícitamente, R es una subálgebra graduada de grU ,

con una acción a izquierda y una coacción a izquierda de U0 dada por

h · r = h(1)rS(h(2)), ρ(r) = r(−1) ⊗ r(0) = π(r(1))⊗ r(2),

para todo r ∈ R, h ∈ U0. La comultiplicación de R está dada por

∆R(r) = r(1) ⊗ r(2) = ϑR(r(1))⊗ r(2),

donde ϑR : grU → R es la aplicación definida para todo a ∈ grU como

ϑR(a) = a(1)ιπ(Sa(2)). (5.1)

Se puede probar fácilmente que

ϑR(rh) = rε(h), ϑR(hr) = h · r (5.2)

para todo r ∈ R, h ∈ U0. Por consiguiente, se tiene que grU ' R#U0, es decir, grU es una
bosonización de R con R = ⊕n≥0R(n), donde R(0) ' C, R(1) = P(R).

Diremos que R es un álgebra de Nichols si R está generada como álgebra por R(1). Ver [AS2]
para más detalles.

Para formular los siguientes resultados, necesitaremos introducir cierta terminología. Sean A
una álgebra de Hopf, M un módulo de Yetter-Drinfeld sobre A y B una subálgebra de Hopf de A.
Decimos que un subespacio vectorial N de M es B-compatible si

(i) es estable bajo la acción de B, y

(ii) posee una estructura de B-comódulo que induce la coacción de A.
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Siendo poco exactos pero descriptivos, diremos que “N es un submódulo de Yetter-Drinfeld
sobre B”, aunque M no sea necesariamente un módulo de Yetter-Drinfeld sobre B.

Lema 5.1.1. Sea Y una subálgebra de Hopf de U . Entonces el corradical Y0 es una subálgebra
de Hopf y el diagrama S de Y es una subálgebra de Hopf trenzada de R (en el sentido de [Tk]).

Si R = B(V ) es un álgebra de Nichols tal que dimV <∞, entonces S es también un álgebra de
Nichols. En este caso, las subálgebras de Hopf de U están parametrizadas por pares (Y0,W ) donde
Y0 es una subálgebra de Hopf de U0 y W ⊂ V = R(1) es Y0-compatible.

Demostración. La primera afirmación se sigue del hecho que Y0 = Y ∩ U0 y la intersección de
dos subálgebras de Hopf es una subálgebra de Hopf. Más aún, por [Mo, Lemma 5.2.12], la filtración
corradical de Y está dada por Yn = Y ∩ Un; por lo tanto existe un morfismo homogéneo inyectivo
de álgebras de Hopf γ : grY ↪→ grU que induce el siguiente diagrama conmutativo

grY � � γ //

πY
��

grU

π

��
Y0

� � // U0.

Así, S = (grY )coπY = {a ∈ grY : (id⊗πY )∆(a) = a ⊗ 1} es una subálgebra de R que es además
un subespacio vectorial trenzado. Más aún, como γϑS = ϑRγ y γ es de álgebras de Hopf, cf. (5.1),
se sigue que S es una subcoálgebra de R y por lo tanto una subálgebra de Hopf trenzada de R.

Supongamos ahora que R ' B(V ) es un álgebra de Nichols con dimV < ∞. Tomando duales
graduados, i. e. la suma directa de los espacios duales de las componentes homogéneas, se tiene un
epimorfismo de álgebras de Hopf graduadas trenzadas ℘ : B(V ∗)→ Sgrdual. Como B(V ∗) y Sgrdual

son coalgebras irreducibles punteadas, por [Sw, Thm. 9.1.4], ℘ manda la filtración corradical de
la primera suryectivamente sobre la filtración corradical de la segunda. Por ende, P(Sgrdual) =
Sgrdual(1) y a fortiori S está generada en grado 1, i. e. es un álgebra de Nichols. Además, Y
está determinada por Y0 y S(1), siendo este último Y0-compatible. Recíprocamente, si Y0 es una
subálgebra de Hopf de U0 y W ⊂ R(1) es Y0-compatible, entonces se pueden elegir (yi)i∈I en U1 tal
que las clases (yi)i∈I en U1/U0 generan W#1. Entonces la subálgebra Y de U generada por Y0 y
(yi)i∈I es una subálgebra de Hopf de U que se corresponde al par (Y0,W ).

Observación 5.1.2. El lema anterior también es válido si V es localmente finito como espacio
trenzado, i. e. para todo v ∈ V existe un subespacio trenzadoW ⊆ V tal que v ∈W y dimW <∞.

Volvamos ahora a las subálgebras de Hopf de álgebras de Hopf punteadas. La noción de “com-
patibilidad” para grupos se puede leer de la siguiente manera. Sean G un grupo y M un módulo
de Yetter-Drinfeld sobre C[G]. Si F es un subgrupo de G, un subespacio vectorial N de M es
F -compatible si

(i) es estable bajo la acción de F , y

(ii) es un C[G]-comódulo y el soporte SupN := {g ∈ G : Ng 6= 0} está contenido en F .

Corolario 5.1.3. Sea U un álgebra de Hopf punteada cuyo diagrama R es un álgebra de Ni-
chols. Entonces las subálgebras de Hopf de U están parametrizadas por pares (F,W ) donde F es un
subgrupo de G(U) y W ⊂ R(1) es F -compatible.
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El resultado del corolario se lee mejor aún si G(U) es abeliano y dimR(1)g = 1 para todo
g ∈ SupR(1); pues las subálgebras de Hopf de U están parametrizadas en este caso por pares (F, J)
donde F es un subgrupo de G(U) y J ⊂ SupR(1) está contenido en F . De esta manera, se recuperan
resultados de [CM, MuI, MuII].

Como corolario, aplicamos el resultado a los núcleos de Frobenius-Lusztig. Comparar con [MuII,
Thm. 6.3].

Corolario 5.1.4. Las subálgebras de Hopf de uε(g) están parametrizadas por ternas (Σ, I+, I−)
donde Σ es un subgrupo de T := 〈Kα1 , . . . ,Kαn〉 e I+ ⊆ Π, I− ⊆ −Π son tales que Kαi ∈ Σ si
αi ∈ I+ ∪ −I−.

5.2. Construcción de subgrupos cuánticos finitos

En esta sección se construyen cocientes de dimensión finita del álgebra de coordenadas cuanti-
zada Oε(G). Este proceso se realizará en tres pasos.

Sean G un grupo de Lie conexo, simplemente conexo y simple sobre C con álgebra de Lie g,
ε una raíz `-ésima primitiva de la unidad y ` ∈ N como en el capítulo anterior. Recordemos que
Oε(G) es parte de la sucesión exacta de álgebras de Hopf

1→ O(G) ι−→ Oε(G) π−→ uε(g)∗ → 1. (5.3)

5.2.1. Primer paso

Sea r : uε(g)∗ → H un epimorfismo de álgebras de Hopf. En lo que sigue se construyen cocientes
de Oε(G)Q(ε) sobre Q(ε) asociados a una subálgebra de Hopf de uε(g) y se corresponden a una
subálgebra de Lie algebraica y regular de g y a un subgrupo de Lie conexo L. Como uε(g) es de
dimensión finita, la aplicación r induce un monomorfismo tr : H∗ → uε(g). Luego, por el Corolario
5.1.4, el álgebra de Hopf H∗ está parametrizada por una terna (Σ, I+, I−).

La subálgebra de Hopf Γε(l) de Γε(g)

Definición 5.2.1. Para toda terna (Σ, I+, I−) se define Γ(l) como la subálgebra de Γ(g) generada
por los elementos

K−1
αi (1 ≤ i ≤ n),

(
Kαi ; 0
m

)
:=

m∏

s=1

(
Kαiq

−s+1
i − 1
qsi − 1

)
(m ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n),

E
(m)
j :=

Emj
[m]qj !

(m ≥ 1, αj ∈ I+),

F
(m)
k :=

Fmk
[m]qk !

(m ≥ 1, αk ∈ I−),

donde qi = qdi para todo 1 ≤ i ≤ n. Notar que Γ(l) no depende de Σ, sino solamente de I+ e I−.
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Eligiendo una expresión reducida si1 · · · siN del mayor elemento del grupo de Weyl, se puede
ordenar totalmente la parte positiva Φ+ del sistema de raíces Φ con β1 = αi1 , β2 = si1αi2 , . . . , βN =
si1 · · · siN−1αiN . Luego, usando los automorfismos de álgebras Ti introducidos por Lusztig [L2] se
pueden definir vectores raíces correspondientes Eβk = Ti1 · · ·Tik−1

Eik y Fβk = Ti1 · · ·Tik−1
Fik .

Recordemos que R = Q[q, q−1] con q una indeterminada y que χ`(q) ∈ R es el `-ésimo polinomio
ciclotómico (ver página 43). Consideremos ahora los R-submódulos de Γ(g) dados por

J` = R
{∏

β≥0

F
(nβ)
β ·

n∏

i=1

(
Kαi ; 0
ti

)
KEnt(ti/2)
αi ·

∏

α≥0

E(mα)
α : ∃ nβ, ti,mα 6≡ 0 mod (`)

}
,

Γ` = R
{∏

β≥0

F
(nβ)
β ·

n∏

i=1

(
Kαi ; 0
ti

)
KEnt(ti/2)
αi ·

∏

α≥0

E(mα)
α : ∀ nβ, ti,mα ≡ 0 mod (`)

}
.

Luego, por [DL, Thm. 6.3], existe una descomposición de R-módulos libres Γ(g) = J` ⊗ Γ` y
Γ`/[χ`(q)Γ`] ' U(g)Q(ε). Denotemos por QI± =

⊕
αi∈I± Zαi a los subretículos de Q con soporte en

I+ e I− respectivamente. Definimos entonces los siguientes R-submódulos de Γ(l):

I` = R
{∏

β≥0

F
(nβ)
β ·

n∏

i=1

(
Kαi ; 0
ti

)
KEnt(ti/2)
αi ·

∏

α≥0

E(mα)
α :

∃ nβ, ti,mα 6≡ 0 mod (`) con β ∈ QI− , α ∈ QI+ , 1 ≤ i ≤ n
}

Θ` = R
{∏

β≥0

F
(nβ)
β ·

n∏

i=1

(
Kαi ; 0
ti

)
KEnt(ti/2)
αi ·

∏

α≥0

E(mα)
α :

∀ nβ, ti,mα ≡ 0 mod (`) con β ∈ QI− , α ∈ QI+ , 1 ≤ i ≤ n
}

Usando la descomposición de Γ(g) como R-módulo libre tenemos el siguiente lema.

Lema 5.2.2. Existe una descomposición de R-módulos libres Γ(l) = I`⊗Θ`. En particular, Γ(l)
es un sumando directo de Γ(g) como R-módulo.

Demostración. Puesto que Γ(g) = J` ⊗ Γ` como R-módulos libres, I` ⊗ Θ` es un R-módulo
libre que claramente está contenido en Γ(l). Luego, basta mostrar que Γ(l) ⊆ I` ⊗Θ`, pero esto se
sigue directamente del hecho que Γ(l) está generada como álgebra sobre R por los elementos en la
Definición 5.2.1 que satisfacen las relaciones de la Observación 4.1.5.

Consideremos ahora la Q(ε)-álgebra Γε(l) := Γ(l)/[χ`(q)Γ(l)] dada por el cociente por el ideal
bilátero generado por el polinomio ciclotómico χ`(q).

Proposición 5.2.3. (a) Γε(l) es una subálgebra de Hopf de Γε(g).

(b) Γε(g) ' Γ(g)⊗R R/[χ`(q)R] y Γε(l) ' Γ(l)⊗R R/[χ`(q)R].
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Demostración. (a) Por definición, sabemos que los elementos Ej son (Kαi , 1)-primitivos, los Fk
son (1,K−1

αk
)-primitivos y los Kαi son elementos de tipo grupo. Más aún, la antípoda está dada por

S(Kαi) = K−1
αi , S(Ej) = −K−1

αj Ej y S(Fk) = −FkKαk para todo 1 ≤ i ≤ n, αj ∈ I+ y αk ∈ I−.
Por lo tanto, la subálgebra de Γ(l) generada por estos elementos es una subálgebra de Hopf de Γ(g)
y Γ(l)/[χ`(q)Γ(g)∩ Γ(l)] es una subálgebra de Hopf de Γε(g). Como por el Lema 5.2.2 sabemos que
Γ(g) = Γ(l)⊕N para algún R-submódulo N , tenemos que χ`(q)Γ(g)∩Γ(l) = χ`(q)(Γ(l)⊕N)∩Γ(l) =
χ`(q)Γ(l), lo cual implica que Γε(l) = Γ(l)/[χ`(q)Γ(g) ∩ Γ(l)].

(b) Probaremos la afirmación sólo para Γε(g), pues la demostración de la otra afirmación es
análoga. Consideremos la aplicación α : Γ(g) ⊗R R/[χ`(q)R] → Γε(g) dada por α(x ⊗ ā) = xa.
Claramente α es un morfismo de Q(ε)-álgebras bien definido. Más aún, dicho morfismo es inversible
con inversa β : Γε(g) → Γ(g) ⊗R R/[χ`(q)R] dada por β(x̄) = x ⊗ 1̄. Está bien definido pues
x̄ = 0 si y sólo si x ∈ χ`(q)Γ(g), esto es, si y sólo si existe y ∈ Γ(g) tal que x = χ`(q)y; en
tal caso, x ⊗ 1̄ = y ⊗ χ`(q) = 0. Más aún, β es la inversa ya que αβ(x̄) = α(x ⊗ 1̄) = x̄ y
βα(x⊗ ā) = β(xa) = x⊗ ā. Por lo tanto, α es un isomorfismo de Q(ε)-álgebras.

El núcleo regular de Frobenius-Lusztig uε(l)

Sea uε(l) la subálgebra de Γε(l) generada por los elementos

{Kαi , Ej , Fk : 1 ≤ i ≤ n, αj ∈ I+, αk ∈ I−}.

Lema 5.2.4. uε(l) es una subálgebra de Hopf de Γε(l) tal que Γε(l) ∩ uε(g) = uε(l). Como
subálgebra de Hopf de uε(g) está determinada por la terna (T, I+, I−) con T = 〈Kα1 , . . . ,Kαn〉.

Demostración. Por la demostración de la parte (a) del lema anterior se sigue fácilmente que uε(l)
es una subálgebra de Hopf de Γε(l). Como el núcleo de Frobenius-Lusztig uε(g) es la subálgebra
de Hopf de Γε(g) generada como álgebra por los elementos {Kαi , Ei, Fi : 1 ≤ i ≤ n}, es claro que
uε(l) ⊆ Γε(l) ∩ uε(g). Más aún, del Lema 5.2.2 se sigue que cada elemento de Γε(l) ∩ uε(g) debe
estar contenido en uε(l). La última afirmación se sigue inmediatamente del Corolario 5.1.4.

Como consecuencia del lema anterior se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

uε(g) � � // Γε(g)

uε(l)
� � //

?�

OO

Γε(l).
?�

OO
(5.4)

Recordar que el morfismo cuántico de Frobenius Γε(g) Fr−→ U(g)Q(ε) está definido en los generadores
de Γε(g) por

Fr(E(m)
i ) =

{
e

(m/`)
i si `|m
0 si ` - m

, Fr(F (m)
i ) =

{
f

(m/`)
i si `|m

0 si ` - m
,

Fr(
(
Kαi ;0
m

)
) =

{
( hi;0m ) si `|m

0 si ` - m
, Fr(K−1

αi ) = 1, para todo 1 ≤ i ≤ n.
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y se tiene la sucesión exacta de álgebras de Hopf (ver [DL, Thm. 6.3]):

1→ uε(g) −→ Γε(g) Fr−→ U(g)Q(ε) → 1.

Si definimos U(l)Q(ε) := Fr(Γε(l)), entonces U(l)Q(ε) es una subálgebra de U(g)Q(ε) y el siguiente
diagrama conmuta

uε(g) � � // Γε(g) Fr // // U(g)Q(ε)

uε(l)
� � //

?�

OO

Γε(l)
Fr // //

?�

OO

U(l)Q(ε),
?�

OO
(5.5)

donde Fr es la restricción de Fr a Γε(l).

Observación 5.2.5. (a) Sea l el conjunto de elementos primitivos P (U(l)Q(ε)) de U(l)Q(ε). Enton-
ces l es una subálgebra de Lie de g, ya que U(l)Q(ε) ⊂ U(g)Q(ε) y g = P (U(g)Q(ε)). De hecho l es
regular en el sentido de [D1], ver la Definición A.0.1 en el Apéndice. En efecto, de la definición se sigue
que l debe ser la subálgebra de Lie generada por el conjunto {hi, ej , fk : 1 ≤ i ≤ n, αj ∈ I+, αk ∈ I−}.
Así, tenemos que l = l+ ⊕ h⊕ l−, donde l± =

∑
α∈Ψ± gα, con Ψ± = {α ∈ Φ : Supα = I±}.

(b) Ker Fr es el ideal bilátero I de Γε(l) generado por el conjunto

{
E

(m)
j , F

(m)
k ,

(
Kαi ; 0
m

)
,Kαi − 1 : 1 ≤ i ≤ n, αj ∈ I+, αk ∈ I−,m ≥ 0, ` - m

}
,

y coincide con I`. En efecto, por [DL, Thm. 6.3] sabemos que Ker Fr = J` y éste coincide con el
ideal bilátero generado por

{
E

(m)
i , F

(m)
i ,

(
Kαi ; 0
m

)
,Kαi − 1 : 1 ≤ i ≤ n,m ≥ 0, ` - m

}
.

Como por el Lema 5.2.2, la base de Γε(l) como R-módulo está contenida en la base de Γε(g), se
tiene entonces que Ker Fr = Ker Fr∩Γε(l) = J` ∩ Γε(l) = I` y éste coincide con el ideal I.

(c) Por [DL, Thm. 6.3], sabemos que el morfismo Γ`/[χ`(q)Γ`] → U(g)Q(ε) inducido por el
morfismo cuántico de Frobenius es biyectivo. Puesto que por definición se tiene que Θ` ⊆ Γ` y
U(l)Q(ε) = Fr(U(g)Q(ε)), por el Lema 5.2.2 se sigue que Θ` ∩ χ`(q)Γ` = χ`(q)Θ` y el morfismo
Θ`/[χ`(q)Θ`]→ U(l)Q(ε) también es biyectivo.

La siguiente proposición enumera algunos propiedades de uε(l) que usaremos más adelante.

Proposición 5.2.6. (a) La sucesión de álgebras de Hopf

1→ uε(l)
j−→ Γε(l)

Fr−→ U(l)Q(ε) → 1 (5.6)

es exacta.

(b) Existe un epimorfismo de álgebras ψ : Γε(l)→ uε(l) tal que ψ|uε(l) = id.
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Demostración. (a) Basta probar que Ker Fr = uε(l)+Γε(l) y co FrΓε(l) = uε(l). La primera
igualdad se sigue directamente de la Observación 5.2.5 (b), puesto que el ideal bilátero generado por
uε(l)+ coincide con I. La segunda igualdad se sigue del Lema 5.2.4, ya que co FrΓε(g) = uε(g) por
[A1, Lemma 3.4.1] y uε(l) = uε(g) ∩ Γε(l) = co FrΓε(g) ∩ Γε(l) = co FrΓε(l).

(b) Por la Proposición 4.1.17 sabemos que existe un epimorfismo de álgebras ϕ : Γε(g)→ uε(g)
tal que ϕ|uε(g) = id. Definimos entonces ψ := ϕ|uε(l) : Γε(l) → uε(g). Claramente, por la definición
de ϕ se tiene que Imψ ⊆ uε(l) y que ϕ|uε(l) = id, de donde se sigue que Imψ = uε(l).

El álgebra de coordenadas cuantizada Oε(L)

Por la Proposición 4.1.9, sabemos que existe un apareamiento de Hopf perfecto

<,>: Oε(G)Q(ε) ⊗Q(ε) Γε(g)→ Q(ε).

En particular, se tienen las inclusiones Oε(G)Q(ε) ⊆ Γε(g)◦ y Γε(g) ⊆ Oε(G)◦Q(ε). Además, el mono-
morfismo de álgebras de Hopf Γε(l) ↪→ Γε(g) determina por dualidad un morfismo de álgebras de
Hopf Res : Γε(g)◦ → Γε(l)◦. Se define entonces

Oε(L)Q(ε) := Res(Oε(G)Q(ε)).

Como O(G)Q(ε) ⊆ Oε(G)Q(ε), Res(O(G)Q(ε)) es una subálgebra de Hopf central de Oε(L)Q(ε) y por
lo tanto existe un subgrupo algebraico afín L de G tal que Res(O(G)Q(ε)) = O(L)Q(ε). En lo que
sigue mostraremos que L es conexo y que el álgebra de Lie correspondiente a L no es otra que l.
Primero necesitamos algunas definiciones.

Definición 5.2.7. (i) Una Lie subálgebra h ⊆ g se dice algebraica si existe un subgrupo alge-
braico H ⊆ G tal que h = Lie(H).

(ii) Decimos que h+ es la cápsula algebraica de h si h+ es una subálgebra algebraica de g tal que
h ⊆ h+ y si a es una subálgebra algebraica de g que contiene a h, entonces h+ ⊆ a.

Cabe observar que no toda subálgebra de Lie h de un álgebra de Lie g es algebraica, ver algunos
ejemplos en [FR].

Proposición 5.2.8. El grupo algebraico L es conexo y Lie(L) = l.

Demostración. Puesto que O(G)Q(ε) ⊆ U(g)◦Q(ε), dualizando el diagrama (5.5) se tiene que
O(L)Q(ε) = Res(O(G)Q(ε)) ⊆ U(l)◦Q(ε). Pero por [H2, XVI.3], U(l)◦Q(ε) es un dominio íntegro y
consecuentemente O(L)Q(ε) también es un dominio íntegro, lo cual implica que L es irreducible y
por lo tanto conexo.

Para ver que Lie(L) = l, probaremos que Lie(L) es la cápsula algebraica de l y que l es una
subálgebra de Lie algebraica.

Como Ker(Oε(G)Q(ε)
Res−−→ Oε(L)Q(ε)) = {f ∈ Oε(G)Q(ε) : f |Γε(l) = 0} y la inclusión O(G)Q(ε) ⊆

Oε(G)Q(ε) está dada por la transpuesta del morfismo cuántico de Frobenius, se sigue que O(L)Q(ε) '
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O(G)Q(ε)/J , donde

J = {f ∈ O(G)Q(ε) : < f,Fr(x) >= 0,∀ x ∈ Γε(l)}
= {f ∈ O(G)Q(ε) : < f, x >= 0, ∀ x ∈ U(l)Q(ε)}.

Además, sabemos que x(f) =< f, x >= 0 para todo x ∈ U(l)Q(ε). Como por [FR, Lemma 6.9], se
tiene que

Lie(L) = {τ ∈ g : τ(f) = 0, ∀f ∈ J},

es claro que l ⊆ Lie(L). Consideremos ahora H ⊆ G un subgrupo de G tal que l ⊆ Lie(H) =: h y
denotemos por I al ideal de H. Entonces h = {τ ∈ g : τ(I) = 0}. Como l ⊆ h, tenemos que τ(I) = 0
para todo τ ∈ l. Al ser el apareamiento de Hopf <,> multiplicativo, esto implica que < f, x >= 0,
para todo x ∈ U(l)Q(ε), f ∈ I. Luego I ⊆ J y por lo tanto L ⊆ H. Así Lie(L) ⊆ h para toda
subálgebra de Lie algebraica h tal que l ⊆ h, lo cual implica que Lie(L) = l+.

Mostraremos ahora que l es algebraica. En tal caso, l = l+ y por el párrafo anterior tenemos
que l = Lie(L) que es lo que queríamos probar. Consideremos a g como un G-módulo con la acción
adjunta y sean Gl y gl los conjuntos

Gl = {x ∈ G : x · l = l} y gl = {τ ∈ g : [τ, l] ⊆ l}.

Por [FR, Ex. 8.4.7], se tiene que Lie(Gl) = gl. Luego, para ver que l es algebraica basta mostrar que
l es igual a su normalizador en g, es decir, gl = l.

Por la Observación 5.2.5 (a), sabemos que l = l+⊕h⊕ l−, donde h es la subálgebra de Cartan de
g correspondiente al sistema de raíces fijado y l± =

⊕
α∈Ψ± gα, con Ψ± = {α ∈ Φ : Sup(α) ⊆ I±}.

Sea x ∈ gl, entonces podemos escribir

x =
∑

α∈Φ

cαxα + x0 con x0 ∈ h.

Por lo tanto, para todo H ∈ h se tiene que

[H,x] =
∑

α∈Φ

cαα(H)xα ∈ l.

Esto implica que para todo H ∈ h, cαα(H) = 0 para todo α /∈ Ψ = Ψ+ ∪ Ψ−. Por lo tanto,
necesariamente debe ser cα = 0 para todo α /∈ Ψ, lo que implica que x ∈ l.

Al ser O(L)Q(ε) una subálgebra central en Oε(L)Q(ε), el cociente

Oε(L)Q(ε) := Oε(L)Q(ε)/[O(L)+
Q(ε)Oε(L)Q(ε)]

es un álgebra de Hopf que resulta ser de dimensión finita. La siguiente proposición muestra que,
como era de esperar, esta álgebra es isomorfa a uε(l)∗.

Proposición 5.2.9. (a) La sucesión de álgebras de Hopf

1→ O(L)Q(ε)
ιL−→ Oε(L)Q(ε)

πL−−→ Oε(L)Q(ε) → 1 (5.7)

es exacta.
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(b) Existe un epimorfismo P : uε(g)∗ → Oε(L)Q(ε) de álgebras de Hopf que hace que el siguiente
diagrama conmute:

1 // O(G)Q(ε)
ι //

res
����

Oε(G)Q(ε)
π //

Res
����

uε(g)∗

P
����

// 1

1 // O(L)Q(ε)
ιL // Oε(L)Q(ε)

πL // Oε(L)Q(ε)
// 1.

(5.8)

(c) Oε(L)Q(ε) ' uε(l)∗ como álgebras de Hopf. En particular, dimOε(L)Q(ε) = rgO(L)Q(ε)
Oε(L)Q(ε)

es finita.

Demostración. (a) Necesitamos mostrar solamente que O(L)Q(ε) = coπLOε(L)Q(ε). Veamos,
el álgebra Oε(G)Q(ε) es noetheriana, pues contiene a O(G)Q(ε) que es noetheriana. Esto último
se deduce del teorema de la base de Hilbert, pues O(G)Q(ε) es un álgebra conmutativa finitamente
generada. En ese caso, Oε(L)Q(ε) también es noetheriana, por ser un cociente de Oε(G)Q(ε). Entonces
por [Sch1, Thm.3.3], Oε(L)Q(ε) es fielmente playo sobre O(L)Q(ε) y, por la Proposición 2.1.6 tenemos
que O(L)Q(ε) = coπLOε(L)Q(ε) = Oε(L)coπL

Q(ε) , que es lo que se quería probar.

(b) Puesto que la sucesión (5.3) es exacta, tenemos que Kerπ = O(G)+
Q(ε)Oε(G)Q(ε) y uε(g)∗ '

Oε(G)Q(ε)/[O(G)+
Q(ε)Oε(G)Q(ε)]. Pero entonces, πL Res(Kerπ) = πL(O(L)+

Q(ε)Oε(L)Q(ε)) = 0, lo cual

implica que existe un morfismo de álgebras de Hopf P : uε(g)∗ → Oε(L)Q(ε) que hace que el diagrama
conmute.

(c) Dualizando el diagrama (5.5) obtenemos el diagrama conmutativo

U(g)◦Q(ε)

��

� � t Fr // Γε(g)◦
ρ //

Res

��

uε(g)∗

s
����

U(l)◦Q(ε)
� �

tFr

// Γε(l)◦
f

// uε(l)∗.

(5.9)

Como Oε(L)Q(ε) = Res(Oε(G)Q(ε)), O(L)Q(ε) = Res(O(G)Q(ε)) y O(G)Q(ε) ' U(g)◦Q(ε), pues g es
simple, se sigue que O(L)Q(ε) ⊆ tFr(U(l)◦Q(ε)); en particular, O(L)+

Q(ε) ⊆ Ker f . Más aún, puesto
que ρ(Oε(G)Q(ε)) = π(Oε(G)Q(ε)) = uε(g)∗, tenemos que uε(l)∗ = s(uε(g)∗) = f Res(Oε(G)Q(ε)) =
f(Oε(L)Q(ε)). Por lo tanto, existe un epimorfismo de álgebras de Hopf β : Oε(L)Q(ε) → uε(l)∗ y
tenemos que dimOε(L)Q(ε) ≥ dim uε(l)∗.

En lo que sigue, mostraremos que existe un epimorfismo uε(l)∗ → Oε(L)Q(ε), hecho del cual se
deduce que ambos objetos tienen la misma dimensión y por ende la aplicación β es un isomorfismo.
Consideremos el morfismo de álgebras de Hopf s : uε(g)∗ → uε(l)∗ y sea a ∈ Ker s. Veremos que
a ∈ KerP .

Al ser uε(g) de dimensión finita, se tiene que las funciones coordenadas de la representación regu-
lar de uε(g) generan linealmente uε(g)∗. En efecto, sea a ∈ uε(g)∗ y fijemos una base {1, v2, . . . , vs}
de uε(g) con base dual {δ1, . . . , δs}. Entonces para todo v ∈ uε(g) tenemos que

a(v) =
s∑

i=1

a(vi)δi(v) =
s∑

i=1

a(vi)δi(v · 1) =
s∑

i=1

a(vi) < ti1, v >= 〈
s∑

i=1

a(vi)ti1, v〉.
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Luego, podemos suponer sin pérdida de generalidad que a es una función coordenada de una re-
presentación M de uε(g) de dimensión finita. Puesto que s es simplemente el morfismo dado por
la restricción y a ∈ Ker s, se tiene que a debe ser trivial en toda base de uε(l), en particular la
siguiente:

{∏

β≥0

F
nβ
β ·

n∏

i=1

Kti
αi ·

∏

α≥0

Emαα : 0 ≤ nβ, ti,mα < `, β ∈ QI− , 1 ≤ i ≤ n, α ∈ QI+
}
.

Por otro lado, sabemos por la Proposición 4.1.17 que existe un epimorfismo de álgebras ϕ :
Γε(g)→ uε(g) tal que ϕ|uε(g) = id. Por lo tanto, el uε(g)-móduloM admite una estructura de Γε(g)-
módulo vía ϕ. Como M es de dimensión finita y K`

αi actúa por la identidad para todo 1 ≤ i ≤ n, se
sigue que cada operador Kαi es diagonalizable con autovalores εmi para algún m ∈ N. Esto implica,
por definición, que toda función coordenada ϕ∗(a) del Γε(g)-móduloM está contenida en Oε(G)Q(ε).
Luego, usando la definición de ϕ se tiene que Resϕ∗(a) debe anular al conjunto

I` = Q(ε)
{∏

β≥0

F
(nβ)
β ·

n∏

i=1

(
Kαi ; 0
ti

)
KEnt(ti/2)
αi ·

∏

α≥0

E(mα)
α :

∃ nβ, ti,mα 6≡ 0 mod (`) con β ∈ QI− , 1 ≤ i ≤ n, α ∈ QI+
}
.

Pero por el Lema 5.2.2, tenemos que Γ(l) = I`⊗Θ` como R-módulos libres y por la Observación 5.2.5
(b), tenemos que KerFr = I` y la aplicación Θl/[χ`(q)Θ`] → U(l)Q(ε) inducida por la restricción
del morfismo cuántico de Frobenius Fr es biyectiva. Entonces existe b ∈ U(l)◦Q(ε) tal que tFr(b) =
Res(ϕ∗(a)) y se tiene que

P (a) = P (π(ϕ∗(a))) = πL(Res(ϕ∗(a))) = πL(j(b)) = ε(b) = ε(a) = 0,

y a ∈ KerP . En conclusión Ker s ⊆ KerP y por lo tanto existe un epimorfismo uε(l)∗ → Oε(L)Q(ε).

Observación 5.2.10. La proposición anterior da el siguiente diagrama conmutativo de sucesiones
exactas de álgebras de Hopf

1 // O(G)Q(ε)
ι //

res
����

Oε(G)Q(ε)
π //

Res
����

uε(g)∗

P
����

// 1

1 // O(L)Q(ε)
ιL // Oε(L)Q(ε)

πL // uε(l)∗ // 1

(5.10)

5.2.2. Segundo Paso

En lo que sigue consideraremos la forma compleja de las álgebras definidas anteriormente:

O(G) = O(G)Q(ε) ⊗Q(ε) C, Oε(G) = Oε(G)Q(ε) ⊗Q(ε) C,
O(L) = O(L)Q(ε) ⊗Q(ε) C, Oε(L) = Oε(L)Q(ε) ⊗Q(ε) C,

y denotaremos simplemente como uε(g) y uε(l) a las C-formas de los núcleos de Frobenius-Lusztig.
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Sea Γ un grupo finito y σ : Γ → G una inclusión en G tal que σ(Γ) ⊆ L := Alg(O(L),C). Se
tiene entonces un epimorfismo de álgebras de Hopf tσ : O(L) → CΓ tal que el siguiente diagrama
conmuta

O(G) //

##HHHHHHHHH
O(L)

tσ
��
CΓ

Así, aplicando la construcción pushout dada en la Proposición 2.3.1, obtenemos un álgebra de
Hopf de dimensión finita Aε,l,σ la cual es parte de una sucesión exacta de álgebras de Hopf y encaja
en el siguiente diagrama conmutativo

1 // O(G) ι //

res

��

Oε(G) π //

Res
��

uε(g)∗ //

P
��

1

1 // O(L)

tσ
��

ιL // Oε(L)
πL //

s

��

uε(l)∗ // 1

1 // CΓ
j // Aε,l,σ

π̄ // uε(l)∗ // 1.

(5.11)

En particular, dimAε,l,σ = |Γ|dim uε(l).

5.2.3. Tercer Paso

En esta subsección realizamos el tercer y último paso de la construcción. Éste consta, esencial-
mente, de tomar el cociente por un ideal de Hopf generado por diferencias de elementos de tipo
grupo centrales de Aε,l,σ. El punto crucial aquí es la descripción de H como cociente de uε(l)∗ y la
existencia de un morfismo de coálgebras ψ∗ : uε(l)∗ → Oε(L).

Recordemos que fijamos un epimorfismo de álgebras de Hopf r : uε(g)∗ → H y que H∗ está
determinada por la terna (Σ, I+, I−). Como la subálgebra de Hopf uε(l) está determinada por la
terna (T, I+, I−) con Σ ⊆ T , tenemos que H∗ ⊆ uε(l) ⊆ uε(g) lo que implica que H es un cociente
de uε(l)∗ y el siguiente diagrama conmuta

uε(g)∗ P // //

r $$ $$JJJJJJJJJ
uε(l)∗

v
����
H.

Observación 5.2.11. Por el Corolario 5.1.4, sabemos que Kαi ∈ Σ para todo αi ∈ I = I+ ∪−I−.
Por lo tanto (Z/(`))n−s ⊆ Σ ⊆ (Z/(`))n = (Z/(`))n−s × (Z/(`))s, donde n − s es el cardinal de I.
Si denotamos Ω = Σ ∩ (Z/(`))s, se sigue claramente que

Σ ' (Z/(`))n−s × Ω.

En efecto, si x ∈ Σ entonces existen x1 ∈ (Z/(`))n−s y x2 ∈ (Z/(`))s tales que x = x1 + x2. Como
(Z/(`))n−s ⊆ Σ, se sigue que x1 ∈ Σ y por lo tanto x2 ∈ Ω. Así, Σ se descompone como un producto,
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que evidentemente resulta ser directo. En particular, Σ es el subgrupo abeliano generado por los
elementos Kαi tales que αi ∈ I = I+ ∪ −I− y por monomios M compuestos por elementos K

nij
αij

tales que αij /∈ I, 0 ≤ nij < `.

Notar además que dar un subgrupo Σ tal que (Z/(`))n−s ⊆ Σ ⊆ (Z/(`))n es lo mismo que dar
un subgrupo Ω ⊆ (Z/(`))s, y que es lo mismo que dar un subgrupo N ⊆ (Ẑ/(`))s = (Z/(`))s, donde
N es el núcleo del morfismo de grupos ρ : (Ẑ/(`))s = (Ẑ/(`))s → Ω̂ entre los grupos de caracteres
inducido por la inclusión de Ω en (Z/(`))s.

(Z/(`))n−s ⊆ Σ ⊆ (Z/(`))n! Ω ⊆ (Z/(`))s! N ⊆ (Z/(`))s. (5.12)

En particular, tenemos que

|Σ| = `n−s|Ω| = `n

|N | .

Definición 5.2.12. Para todo 1 ≤ i ≤ n tal que αi /∈ I+ o αi /∈ I− definimos Di ∈ G(uε(l)∗) =
Alg(uε(l),C) en los generadores de uε(l) por

Di(Ej) = 0 ∀ j, αj ∈ I+, Di(Fk) = 0 ∀ k, αk ∈ I−,
Di(Kαt) = 1 ∀ t 6= i, 1 ≤ t ≤ n, Di(Kαi) = εi,

donde εi es una raíz `-ésima primitiva de la unidad. Si αi /∈ I+ o αi /∈ I−, se tiene que Ei o Fi no es
un generador de uε(l), respectivamente. Luego, Di es un morfismo de álgebras bien definido, pues
verifica todas las relaciones de la Observación 4.1.5. Notar que las únicas relaciones que pueden
traer conflicto son (4.17) y (4.18), pero éstas no son relaciones en uε(l) por la condición sobre i.

Así, si Πr (I+ ∪−I−) = {αi1 , . . . , αis} y N ⊆ (Z/(`))s, se corresponde a Σ como en la Observación
5.2.11, definimos para todo z = (z1, . . . , zs) ∈ N el elemento de tipo grupo

Dz := Dz1
i1
· · ·Dzs

is
.

Lema 5.2.13. (a) Si αi /∈ I entonces Di es central. En particular Dz es central par todo z ∈ N .

(b) H ' uε(l)∗/(Dz − 1|z ∈ N).

Demostración. (a) Para ver que Di es central, tenemos que ver que Dif = fDi para todo
f ∈ uε(l)∗. Observar que Di coincide con la counidad de uε(l) salvo en aquellos elementos de la base
que contengan a alguna potencia de Kαi , que es un elemento de tipo grupo. Además, como αi /∈ I,
de las relaciones en la Observación 4.1.5 se sigue que Kαi es un elemento central en uε(l). Más aún,
por el Lema 5.2.2 sabemos que uε(l) tiene una base de la forma

{∏

β≥0

F
nβ
β ·

n∏

i=1

Kti
αi ·

∏

α≥0

Emαα : 0 ≤ nβ, ti,mα < `, con β ∈ QI− , α ∈ QI+ , 1 ≤ i ≤ n
}
.

Así, todo monomio de esta base es de la forma Kti
αiM con 0 ≤ ti < `. Entonces se tiene que

Dif(Kti
αiM) = Di(Kti

αiM(1))f(Kti
αiM(2)) = Di(Kti

αi)Di(M(1))f(Kti
αiM(2))

= εtii ε(M(1))f(Kti
αiM(2)) = εtii f(Kti

αiM)

= fDi(Kti
αiM),
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que es lo que se quería probar.

(b) Por la parte (a), tenemos que Dz es un elemento de tipo grupo central en uε(l)∗ para todo
z ∈ N . Por lo tanto el cociente uε(l)∗/(Dz − 1|z ∈ N) es un álgebra de Hopf.

Por otro lado, sabemos que H∗ está determinada por la terna (Σ, I+, I−) y consecuentemente
H∗ está incluida en uε(l). Si denotamos por v : uε(l)∗ → H al epimorfismo dado por esta inclusión,
tenemos que Ker v = {f ∈ uε(l)∗ : f(h) = 0, ∀ h ∈ H∗}. Por lo tanto, Dz − 1 ∈ Ker v para todo
z ∈ N , puesto que Dz(ω) = ρ(z)(ω) = 1 para todo ω ∈ Ω. Entonces existe un epimorfismo de
álgebras de Hopf

γ : uε(l)∗/(Dz − 1| z ∈ N)� H.

Sin embargo, combinando el Corolario 5.1.4 con las bases PBW de H y de uε(l) tenemos que

dimH = `|I+|+|I−||Σ| = `|I+|+|I−|`n−s|Ω| = `|I+|+|I−|`n−s|Ω̂| = `|I+|+|I−|
`n

|N |
= dim(uε(l)∗/(Dz − 1| z ∈ N)),

lo cual implica que γ es un isomorfismo.

Observación 5.2.14. Cabe destacar que el resultado del lema anterior es muy similar a un resul-
tado usado por E. Müller en el caso de tipo An [Mu2, Sec. 4] para la clasificación de los cocientes
finitos de Oε(SLN ). El nuevo enfoque aquí consiste en ver a H como un cociente del dual del núcleo
regular de Frobenius-Lusztig uε(l).

Antes de seguir con la construcción necesitamos otro lema técnico.

Lema 5.2.15. El álgebra de Hopf Aε,l,σ contiene un subgrupo Z := {∂z|z ∈ (Z/(`))s} de G(Aε,l,σ)
que consiste de elementos centrales y cuyo orden es `s.

Demostración. Consideremos el conjunto X = {Dz| z ∈ (Z/(`))s} de elementos de tipo grupo
centrales de uε(l)∗ dado por el Lema 5.2.13. Por la Proposición 5.2.6 (b), sabemos que existe un
morfismo de álgebras ψ : Γε(l) → uε(l). Este morfismo induce un morfismo de coálgebras ψ∗ :
uε(l)∗ → Γε(l)◦ tal que el siguiente diagrama conmuta

Γε(g)◦

Res
����

uε(g)∗
ϕ∗oo

P
����

Γε(l)◦ uε(l)∗
ψ∗

oo

donde ϕ∗ es el morfismo de coálgebras inducido por el morfismo de álgebras ϕ : Γε(g) → uε(l)
dado por la Proposición 4.1.17, cuya restricción a Γε(l) define ψ. Pero por la demostración de la
Proposición 5.2.6 (c), la imagen de ϕ∗ está contenida en Oε(G). Luego, como Res(Oε(G)) = Oε(L),
se sigue que la imagen de ψ∗ está contenida en Oε(L). De esta manera queda definido el conjunto
de elementos de tipo grupo Y = {dz = ψ∗(Dz)| z ∈ (Z/(`))s}. Más aún, usando el Lema 5.2.2 y
las definiciones de ψ y de los elementos Di con αi /∈ I, se puede ver, al igual que antes, que estos
elementos son centrales, ya que coinciden con la counidad de Γε(l) salvo en aquellos elementos de
la base que contengan a alguna potencia de Kαi.
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Como la aplicación s : Oε(L) → Aε,l,σ dada por la construcción pushout es un epimorfismo de
álgebras de Hopf, la imagen de Y define un conjunto de elementos de tipo grupo centrales en Aε,l,σ
que denotaremos por

Z = {∂z = s(dz)| z ∈ (Z/(`))s}.

Además, |Z| = |Y| = |X| = `s. A saber, π̄(Z) = π̄s(Y) = πL(Y) = πLψ
∗(X) = X pues el diagrama

(5.11) es conmutativo y πLψ∗ = id. Luego |π̄(Z)| = |X|, de donde se sigue nuestra afirmación.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el teorema que da la construcción de los cocientes de
Oε(G) de dimensión finita. Recordar que por el primer paso, todo epimorfismo r : uε(g)∗ → H de
álgebras de Hopf determina un núcleo regular de Frobenius-Lusztig uε(l) y éste un subgrupo conexo
L de G. Comparar con [Mu2, Thm. 4.11].

Definición 5.2.16. Sean g un álgebra de Lie simple, h ⊆ g una subálgebra de Cartan fija, Π la
base del sistema de raíces Φ(g, h) de g con respecto a h, n = rg g y sea ε una raíz de la unidad de
orden `. Un dato de subgrupo finito es una colección D = (I+, I−, N,Γ, σ, δ) tal que

• I+ ⊆ Π e I− ⊆ −Π. Estos conjuntos definen una subálgebra algebraica de Lie l con subgrupo de
Lie conexo L de G, tal que l = l+⊕h⊕ l− y l± =

∑
α∈Ψ± gα con Ψ± = {α ∈ Φ : Supα = I±}.

Sea s = n− |I+ ∪ −I−|.

• N es un subgrupo de (Z/(`))s.

• Γ es un grupo finito.

• σ : Γ→ L es un morfismo inyectivo de grupos.

• δ : N → Γ̂ es un morfismo de grupos.

Notar que, salvo σ, todos los datos de la colección son discretos.

Sea H el álgebra de Hopf cuyo dual es la subálgebra de uε(g) que se corresponde por el Corolario
5.1.4 a la terna (Σ, I+, I−) donde (Z/(`))n−s ⊆ Σ ⊆ (Z/(`))n es el subgrupo que se corresponde a
N ⊆ (Z/(`))s como en la Observación 5.2.11.

Teorema 5.2.17. Para todo dato de subgrupo finito D = (I+, I−, N,Γ, σ, δ) existe un álgebra
de Hopf AD de dimensión |Γ| dimH que es un cociente de Oε(G) y encaja en la sucesión exacta

1→ CΓ ι̂−→ AD
π̂−→ H → 1,

Más aún, AD está dada por el cociente Aε,l,σ/Jδ donde Jδ es el ideal bilátero generado por el conjunto
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{∂z− δ(z)|z ∈ N} y el siguiente diagrama de sucesiones exactas de álgebras de Hopf es conmutativo

1 // O(G) ι //

res

��

Oε(G) π //

Res
��

uε(g)∗ //

P
��

1

1 // O(L)

tσ
��

ιL // Oε(L)
πL //

s

��

uε(l)∗ // 1

1 // CΓ
j // Aε,l,σ

π̄ //

t

��

uε(l)∗ //

v

��

1

1 // CΓ ι̂ // AD
π̂ // H // 1.

Demostración. Por la Observación 5.2.11, N determina un subgrupo Σ de (Z/(`))n y la terna
(Σ, I+, I−) da lugar a un epimorfismo r : uε(g)∗ → H de álgebras de Hopf. Si σ : Γ → L ⊆ G es
inyectivo, por los primeros dos pasos se puede construir un álgebra de Hopf Aε,l,σ que es un cociente
de dimensión |Γ| dim uε(l) de Oε(G), donde uε(l) es la subálgebra de Hopf de uε(g) asociada a la
terna (T, I+, I−). Más aún, por el Lema 5.2.13 (b), H es el cociente de uε(l)∗ por el ideal bilátero
(Dz − 1| z ∈ N). Si δ : N → Γ̂ es un morfismo de grupos y Γ̂ ' Alg(C[Γ],C) = G(CΓ), entonces
los elementos δ(z) son elementos de tipo grupo centrales en Aε,l,σ para todo z ∈ N . Luego, el ideal
bilátero Jδ de Aε,l,σ generado por el conjunto {∂z − δ(z)|z ∈ N} es un ideal de Hopf. Así, por la
Proposición 2.3.2 la siguiente sucesión es exacta

1→ CΓ/J→ Aε,l,σ/Jδ → uε(l)∗/π̄(Jδ)→ 1,

donde J = Jδ ∩ CΓ. Como π̄(∂z) = Dz y π̄(δ(z)) = 1 para todo z ∈ N , tenemos que π̄(Jδ) es
el ideal bilátero de uε(l)∗ dado por (Dz − 1| z ∈ N), lo que implica por el Lema 5.2.13 (b) que
uε(l)∗/π̄(Jδ) = H. Por lo tanto, si denotamos AD := Aε,l,σ/Jδ, la sucesión exacta anterior se escribe
de la forma

1→ CΓ/J→ AD → H → 1. (5.13)

Entonces, para finalizar la demostración basta ver que J = Jδ ∩CΓ = 0. Claramente, Jδ coincide
con el ideal bilátero (∂zδ(z)−1−1| z ∈ N) de Aε,l,σ. Más aún, Υ = {∂zδ(z)−1|z ∈ N} es un subgrupo
de elementos de tipo grupo centrales de G(Aε,l,σ) y Jδ = (g − 1|g ∈ Υ). Luego, por [Mu2, Lemma
4.8] tenemos que dimAD = dimAε,l,σ/|Υ|. Como Aε,l,σ y AD están dadas por extensiones, tenemos
que

dimCΓ dim uε(l)
|Υ| = dimAD = dim(CΓ/J) dimH = dim(CΓ/J)

dim uε(l)
|N | . (5.14)

Al ser π̄(Υ) = {Dz|z ∈ N} y π̄(∂zδ(z)−1) = Dz = 1 si y sólo z = 0, tenemos que |Υ| = |N |. Así, de
las igualdades (5.14) se deduce que CΓ = CΓ/J.

5.3. Determinación de subgrupos cuánticos finitos

En esta sección mostraremos que la construcción hecha en la Sección 5.2 es exhaustiva, es decir,
todo subgrupo finito de un grupo cuántico simple se construye a través de los tres pasos desarrollados.
Formalmente, el principal resultado de la tesis es el siguiente:
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Teorema 5.3.1. Existe una biyección entre

(a) Cocientes q : Oε(G)→ A de álgebras de Hopf con dimA <∞.

(b) Datos de subgrupo finito.

Demostración. La demostración del hecho que todo dato de grupo finito D da un cociente de
Oε(G) de dimensión finita está dada por el Teorema 5.2.17.

La prueba que todo cociente q : Oε(G)→ A de álgebras de Hopf con dimA <∞ está determi-
nado por un dato de subgrupo finito está dada por una sucesión de lemas que demostraremos en lo
que sigue.

Sea q : Oε(G)→ A un epimorfismo de álgebras de Hopf con dimA <∞. Entonces la subálgebra
de Hopf K = q(O(G)) es central en A y en ese caso, A es una H-extensión de K, donde H es el
álgebra de HopfH = A/AK+. Puesto queK es conmutativa, existe un grupo finito Γ y una inclusión
σ : Γ→ G tal que K ' CΓ. Más aún, como q(Oε(G)O(G)+) = AK+, tenemos que Oε(G)O(G)+ ⊆
Ker π̂q, donde π̂ : A→ H es el epimorfismo canónico. Así, por ser uε(g)∗ ' Oε(G)/[Oε(G)O(G)+],
existe un epimorfismo r : uε(g)∗ → H y por la Proposición 5.1.3, H∗ está determinada por una
terna (Σ, I+, I−). En particular, se tiene el siguiente diagrama conmutativo

1 // O(G) ι //

tσ
��

Oε(G) π //

q

��

uε(g)∗ //

r

��

1

1 // CΓ ι̂ // A
π̂ // H // 1.

(5.15)

En lo que sigue, mostraremos que A = AD para cierto dato de subgrupo D = (I+, I−, N,Γ, σ, δ).
Como en la Subsección 5.2.1, consideremos el núcleo regular de Frobenius-Lusztig uε(l). Éste está
dado por la terna (T, I+, I−) donde T = 〈Kα1 , . . . ,Kαn〉 ' (Z/(`))n. Luego, Σ ⊆ T y consecuente-
mente H∗ ⊆ uε(l). Denotemos por v : uε(l)∗ → H al epimorfismo inducido por esta inclusión.

Lema 5.3.2. El diagrama (5.15) se factoriza a través de la sucesión exacta

1 // O(L)
ιL // Oε(L)

πL // uε(l)∗ // 1,

es decir, el siguiente diagrama de sucesiones exactas de álgebras de Hopf conmuta

1 // O(G) ι //

tσ

��

res

��

Oε(G) π //

Res
��

q

��

uε(g)∗ //

P
��

r

��

1

1 // O(L)

u

��

ιL // Oε(L)
πL //

w

��

uε(l)∗ //

v

��

1

1 // CΓ ι̂ // A
π̂ // H // 1.

Demostración. Para mostrar la existencia de las aplicaciones u y w basta probar que Ker Res ⊆
Ker q, ya que u es simplemente wιL.
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Sean Ǔε(b+) y Ǔε(b−) las subálgebras de Borel de la forma simplemente conexa Ǔε(g) del álgebra
envolvente cuantizada de g (ver Definición 4.1.1), y sea Aε la subálgebra de Ǔε(b+)⊗Ǔε(b−) generada
por los elementos

{1⊗ ej , fj ⊗ 1,K−λ ⊗Kλ : 1 ≤ j ≤ n, λ ∈ P},

donde P es el reticulado de pesos con P =
⊕n

i=1 Z$i ⊆ h∗. Por [DL, Sec. 4.3], esta álgebra tiene una
base dada por el conjunto {fK−λ ⊗Kλe} con λ ∈ P y e, f monomios en eα y fβ respectivamente,
α, β ∈ Q+. Más aún, Aε es un álgebra graduada por (Q−, P,Q+), donde la graduación está dada
por

deg(fj ⊗ 1) = (−αj , 0, 0), deg(1⊗ ej) = (0, 0, αj), deg(K−λ ⊗Kλ) = (0, λ, 0),

para todo 1 ≤ j ≤ n, λ ∈ P . Más aún, por [DL, Lemma 4.3 y Prop. 6.5], existe un morfismo
inyectivo de álgebras µε : Oε(G) → Aε tal que µε(O(G)) ⊆ A0, donde A0 es la subálgebra de Aε
generada por los elementos

{1⊗ e`j , f `j ⊗ 1,K−`λ ⊗K`λ : 1 ≤ j ≤ n, λ ∈ P}.

Por lo tanto, basta mostrar que µε(Ker Res) ⊆ µε(Ker q).

Afirmación: µε(Ker Res) es el ideal I generado por los elementos

{1⊗ ek, fj ⊗ 1 : αk /∈ I−, αj /∈ I+}.

En efecto, por [DL, Sec. 4.4] existen coeficientes matriciales ψ±α±λ , λ ∈ P+ y α ∈ R+ tales que

ψλ(FME) = δ1,Eδ1,FM(λ), ψ−λ(EMF ) = δ1,Eδ1,FM(−λ),
ψα−λ(EMF ) = ψ−λ(EMFEα), ψ−α−λ (EMF ) = ψ−λ(FαEMF ),

para todo elemento FME de la base PBW de Γε(g), dondeM ∈ Q y la formaM(λ) es simplemente
la extensión lineal de la forma bilineal < αj , λ >= εdi(αi,λ) para todo λ ∈ P , 1 ≤ i ≤ n. Más aún,
se tiene que

µε(ψ−$i) = K−$i ⊗K$i , µε(ψ
αk−$i) = K−$i ⊗K$iek, µε(ψ

−αj
−$i) = fjK−$i ⊗K$i ,

para todo 1 ≤ i, j ≤ n. A través de un cálculo directo se ve que ψαk−$i , ψ
−αj
−$i ∈ Ker Res y además

µε(ψ$iψ
αk−$i) = 1⊗ ek µε(ψ

−αj
−$iψ$i) = fj ⊗ 1.

para todo αk /∈ I−, αj /∈ I+. Por lo tanto, los generadores de I están en µε(Ker Res).

Supongamos ahora que h ∈ Ker Res y veamos que µε(h) ∈ I. Si h ∈ Ker Res, entonces h|Γε(l) = 0
y por definición se tiene que

< µε(h), EM ⊗NF >=< h,EMNF >= 0,

para todo elemento EMNF de la base PBW de Γε(l). Así, usando la existencia de apareamientos
perfectos (ver [DL, Sec. 3.2]) y evaluando en elementos adecuados, se sigue que todo término de la
base {fK−λ ⊗Kλe} que aparece en µε(h) debe estar en I.
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Finalmente, si h ∈ Ker Res, entonces 0 = πL Res(h) = rπ(h) = π̂q(h). Esto implica que q(h) ∈
Ker π̂ = (CΓ)+A = q(O(G)+Oε(G)). Entonces existen a ∈ O(G)+Oε(G) y c ∈ Ker q tales que
h = a + c; en particular, para todo generador t de I tenemos que t = µε(a) + µε(c), donde µε(a)
está contenido en A0. Comparando grados en ambos lados de la igualdad se sigue que µε(a) = 0, lo
cual implica que cada generador de I está en µε(Ker q).

El siguiente lema muestra la conveniencia de caracterizar a los cocientes Aε,l,σ de Oε(G) de
dimensión finita como pushout.

Lema 5.3.3. σ(Γ) ⊆ L y por lo tanto A es un cociente del álgebra de Hopf Aε,l,σ dada por el
pushout. Más aún, el siguiente diagrama conmuta

1 // O(G) ι //

res

��

Oε(G) π //

Res
��

uε(g)∗ //

P
��

1

1 // O(L)

u

��

ιL // Oε(L)
πL //

s

��

uε(l)∗ // 1

1 // CΓ
j // Aε,l,σ

π̄ //

t

��

uε(l)∗ //

v

��

1

1 // CΓ ι̂ // A
π̂ // H // 1.

Demostración. Por el lema anterior tenemos que wιL = ι̂u, es decir, el siguiente diagrama
conmuta

O(L)
ιL //

u

��

Oε(L)

s

�� w

��

CΓ
j

//

ι̂ ,,

Aε,l,σ

A.

Como Aε,l,σ es un pushout, existe un único morfismo de álgebras de Hopf t : Aε,l,σ → A tal que
ts = w y tj = ι̂. Esto implica que Ker π̄ = j(CΓ)+Aε,l,σ ⊆ Ker π̂t y por lo tanto el siguiente diagrama
de sucesiones exactas de álgebras de Hopf es conmutativo

1 // CΓ
j // Aε,l,σ

π̄ //

t

��

uε(l)∗ //

v

��

1

1 // CΓ ι̂ // A
π̂ // H // 1.

Sea (Σ, I+, I−) la terna que determina H y s = n − |I+ ∪ −I−|. Recordemos que, por la Ob-
servación 5.2.11, dar un grupo Σ tal que (Z/(`))n−s ⊆ Σ ⊆ (Z/(`))n es lo mismo que dar un
subgrupo N ⊆ (Z/(`))s. De hecho, por el tercer paso de la construcción dada en la sección anterior,
sabemos que el álgebra de Hopf Aε,l,σ contiene un conjunto de elementos centrales de tipo grupo
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Z = {∂z| z ∈ N} tal que π̄(∂z) = Dz para todo z ∈ N y H = uε(l)∗/(Dz − 1| z ∈ N). Para ver que
A = AD para un cierto dato de grupo finito D = (I+, I−, N,Γ, σ, δ) basta encontrar el morfismo de
grupos δ : N → Γ̂ tal que A = Aε,l,σ/Jδ. Esto viene dado por el último lema de esta tesis.

Lema 5.3.4. Existe un morfismo de grupos δ : N → Γ̂ tal que Jδ = (∂z − δ(z)| z ∈ N) es un
ideal de Hopf de Aε,l,σ y A = Aε,l,σ/Jδ.

Demostración. Sea ∂z ∈ Z. Entonces por el Lema 5.2.13 (b), tenemos que π̂t(∂z) = vπ̄(∂z) = 1
para todo z ∈ N . Luego, se tiene que t(∂z) ∈ Ker π̂. Como t(∂z) es un elemento tipo grupo, esto
implica que t(∂z) ∈ CΓ. Así, usando que G(CΓ) = Alg(C[Γ],C) = Γ̂, tenemos definido un morfismo
de grupos

δ : N → Γ̂, δ(z) = t(∂z) ∀ z ∈ N.

Consideremos entonces el ideal bilátero de Aε,l,σ dado por Jδ = (∂z − δ(z)| z ∈ N). Claramente
Jδ es un ideal de Hopf y t(Jδ) = 0. Esto implica que Jδ ⊆ Ker t y por consiguiente se tiene un
epimorfismo de álgebras de Hopf

η : Aε,l,σ/Jδ � A.

Pero por el Teorema 5.2.17 tenemos que AD := Aε,l,σ/Jδ es una CΓ-extensión de H, lo que
implica que dimAD = |Γ|dimH = dimA y por lo tanto η es un isomorfismo.



Apéndice

Subálgebras maximales de álgebras de
Lie simples

Sea G un grupo de Lie simple, conexo y simplemente conexo sobre C de rango rgG = n y seaM
un subgrupo propio no trivial reductivo maximal de G. En este apéndice probaremos la desigualdad

dimG > dimM + rgG, (A.1)

basándonos en la clasificación de las subálgebras maximales de las álgebras de Lie simples dada por
Dynkin en [D1, D2], ya que basta ver que se verifica

dim g > dim m + rg g, (A.2)

donde g y m son las álgebras de Lie correspondientes a G y M . Notar que por [Bk, Cor. VIII.10.1]
toda subálgebra maximal de un álgebra de Lie semisimple es parabólica o reductiva.

Recordemos que esta desigualdad es crucial para la demostración del Teorema 4.2.23. Como en
toda esta tesis notaremos g como el álgebra de Lie de G, Φ su sistema de raíces y Π como el conjunto
de raíces simples.

Definición A.0.1. Una subálgebra g̃ de g se dice regular si tiene una base que consiste de
elementos de alguna subálgebra de Cartan h de g y de vectores de raíces del álgebra g relativos a h.

Recordar que para cada subálgebra de Cartan h de g existe una descomposición canónica

g = h +
∑

α∈Φ

gα,

donde gα es el espacio asociado a la raíz α ∈ h∗. Si g̃ es una subálgebra regular de g, por definición
existe una subálgebra de Cartan h tal que

g̃ = h̃ +
∑

α∈Φ̃

gα,

donde h̃ ⊆ h y Φ̃ ⊆ Φ.

89
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Para ver que la desigualdad (A.2) se verifica para toda subálgebra maximal reductiva m de g,
descomponemos el estudio de las subálgebras maximales en tres casos. A saber:

(I) regulares,

(II) no regulares simples,

(III) no regulares no simples.

El Teorema A.1.2 clasifica las subálgebras maximales regulares de un álgebra de Lie simple g. És-
tas vienen dadas por dos familias, las semisimples y las no semisimples. Por construcción, las no
semisimples son subálgebras parabólicas maximales de g. Por lo tanto, veremos que la desigualdad
se satisface para las subálgebras maximales regulares semisimples y para las subálgebras reducti-
vas maximales incluidas en las subálgebras parabólicas maximales. Por otro lado, veremos en las
secciones subsiguientes que toda subálgebra maximal no regular satisface la desigualdad.

La clasificación de las subálgebras maximales de tipo (I), (III) y de las subálgebras maximales
de tipo (II) de las álgebras de Lie simples excepcionales se encuentra en [D1]. La clasificación para
subálgebras maximales de tipo (II) de las álgebras de Lie simples clásicas se hace a través de la
teoría de grupos de Lie y es el principal resultado de [D2].

A.1. Subálgebras maximales regulares

Antes de enunciar el primer teorema necesitamos algunas definiciones.

Definición A.1.1. (a) Decimos que una raíz δ ∈ Φ es expresable en término de las raíces
γ1, . . . , γr si δ = γi1 + · · ·+ γis y para k = 1, . . . , s la suma γi1 + · · ·+ γik ∈ Φ.

(b) Un subsistema Σ de Φ se dice un sistema Π si

(i) α ∈ Σ, β ∈ Σ, entonces α− β /∈ Σ,

(ii) Σ es un sistema linealmente independiente.

Sean α1, . . . , αm raíces que forman un sistema Π que no se parte en dos sistemas ortogonales.
Supongamos además que las raíces α1, . . . , αm son positivas. Decimos que una raíz δ es mínima con
respecto a {α1, . . . , αm} si es la menor raíz expresable en término de ±α1, . . . ,±αm. Si g es simple,
su sistema de raíces Φ tiene una base Π = {α1, . . . , αn} que es un sistema Π y no se parte en dos
sistemas ortogonales. Luego, existe una raíz mínima δ con respecto a Π, que llamaremos la menor
raíz en Φ con respecto a Π. Si g es semisimple, Π se descompone en dos o más sistemas ortogonales
Πj . En ese caso, cada componente Πj tiene una raíz mínima δj y la menor raíz en Φ con respecto
a Π es la menor de las raíces δj .

Sea Σ = {α1, . . . , αm} un sistema Π que no se parte en dos sistemas ortogonales y adjuntemos
a Σ la menor raíz δ expresable en término de ±α1, . . . ,±αm. Obtenemos así un nuevo sistema
Σ′ = {α1, . . . , αm, δ} al que llamaremos una extensión del sistema Σ. A través cálculos directos, se
puede ver que los diagramas que más abajo enumeramos se corresponden con las extensiones de
los sistemas de raíces simples de las álgebras de Lie simples. A estos diagramas los llamaremos los
diagramas extendidos de Dynkin. Con el símbolo + denotamos la raíz agregada:



APÉNDICE 91

An : ◦��
��
��

◦ ◦

◦+HHHHHH. . . ◦ ◦ Bn :
◦+
◦
PPP ��� ◦ . . . ◦ ◦ ◦

Dn :
◦+
◦
PPP ��� ◦ . . . ◦ ◦���PPP

◦
◦

Cn : ◦
+

◦ . . . ◦ ◦ ◦

E6 :

◦+

◦

◦
◦
PPP

���

◦PPP ��� ◦ ◦ E7 : ◦ ◦ ◦

◦

◦ ◦ ◦ ◦+

E8 : ◦
+

◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦

◦ ◦

F4 : ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
+

G2 : ◦ ◦ ◦
+

El siguiente teorema clasifica las subálgebras maximales regulares de las álgebras de Lie semi-
simples.

Teorema A.1.2. [D1, Thm. 5.5] Sea g un álgebra de Lie semisimple, Φ su sistema de raíces,
Π = {α1, . . . , αn} el conjunto de raíces simples, Πα el conjunto de raíces simples que se obtiene
omitiendo α ∈ Π y δ la menor raíz en Φ con respecto a Π. Sea g(α) la subálgebra generada por
los elementos eβ, e−β con β ∈ Πα y eδ, e−δ; y sea g[α] la subálgebra generada por los elementos
eβ, e−β con β ∈ Πα y α, eα. Entonces toda subálgebra g(α) con α ∈ Φ y toda subálgebra g[α] con
α ∈ Φ excepto g es una subálgebra maximal regular de g. Más aún, toda subálgebra maximal regular
es conjugada a una de estas subálgebras.

Observación A.1.3. Las subálgebras g(α) dan todas las subálgebras semisimples maximales re-
gulares de g y las subálgebras g[α] dan todas las subálgebras no semisimples maximales regulares
de g. Más aún, estas últimas son parabólicas por construcción.

Basándonos en el teorema y en los diagramas extendidos de Dynkin, enumeramos en la Tabla
A.1 los tipos de subálgebras g(α) para toda álgebra de Lie simple tales que g(α) 6= g, ver [D1, Tabla
12]. Observar que las álgebras de tipo An no poseen subálgebras regulares del tipo g(α) propias. De
esta tabla se sigue que toda subálgebra maximal regular semisimple verifica la desigualdad (A.2).
La primera columna denota el tipo del álgebra de Lie g, la segunda dim g, la tercera el tipo de la
subálgebra g(α), la cuarta dim g(α) y la quinta dim g− rg g.

Claramente, la ecuación (A.2) con m = g(α) se verifica para los casos excepcionales. Para los
casos clásicos debemos probar las desigualdades correspondientes. El caso Bn se deduce inmediata-
mente del caso Cn, puesto que las desigualdades para n = 2 y n ≥ 2, k = n se verifican trivialmente.
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Tabla A.1: Subálgebras maximales regulares de tipo g(α)

g dim g g(α) dim g(α) dim g− rg g

Bn 2n2 + n Dk +Bn−k k(2k − 1) + (n− k)(2n− 2k + 1) 2n2

n ≥ 2 2 ≤ k ≤ n
Cn 2n2 + n Ck + Cn−k k(2k + 1) + (n− k)(2n− 2k + 1) 2n2

n ≥ 3 1 ≤ k ≤ n− 1
Dn 2n2 − n Dk +Dn−k k(2k − 1) + (n− k)(2n− 2k − 1) 2n2 − 2n
n ≥ 4 2 ≤ k ≤ n− 2
G2 14 A1 +A1 6 12

A2 8
F4 52 A1 + C3 24 48

A2 +A2 16
A3 +A1 18
B4 36

E6 78 A5 +A1 38 72
3A2 24

E7 133 D6 +A1 69 126
A5 +A2 43
2A3 +A1 33

A7 63
E8 248 A1 +E7 136 240

A2 +E6 86
A3 +D5 60

2A4 48
A5 +A2 +A1 46
A7 +A1 66
D8 136
A8 80
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Caso 1: g de tipo Cn. Debemos ver que se verifica la desigualdad

k(2k + 1) + (n− k)(2n− 2k + 1) < 2n2 para todo 1 ≤ k ≤ n− 1. (A.3)

Demostración. Sea 1 ≤ k ≤ n− 1. Entonces

k(2k + 1) + (n− k)(2n− 2k + 1) = 4k2 + 2n2 − 4nk + n < 2n2

⇔ 4k2 − 4nk + n < 0⇔ (2k − n)2 + n− n2 < 0.

Si n/2 < k ≤ n− 1 entonces 0 < 2k − n ≤ n− 2 y tenemos que

(2k − n)2 − n(n− 1) < (n− 2)2 − n(n− 1) < 0.

Si 0 < k ≤ n/2, entonces −n < 2k − n ≤ 0 y por ende 0 ≤ n− 2k < n, lo que implica que

(2k − n)2 − n(n− 1) = (n− 2k)2 − n(n− 1) < (n− 1)2 − n(n− 1) < 0.

Caso 2: g de tipo Dn. Debemos verificar la desigualdad

k(2k − 1) + (n− k)(2n− 2k − 1) < 2n2 − 2n para todo 2 ≤ k ≤ n− 2. (A.4)

Demostración. Sea 2 ≤ k ≤ n− 2. Entonces

k(2k − 1) + (n− k)(2n− 2k − 1) = 4k2 + 2n2 − 4nk − n < 2n2 − 2n

⇔ 4k2 − 4nk + n < 0⇔ (2k − n)2 + n− n2 < 0.

Luego, la desigualdad (A.4) se sigue de la demostración del caso anterior.

Sea r una subálgebra reductiva de g tal que r está contenida en una subálgebra maximal regular
m. Si m es semisimple, entonces es reductiva y, por la Tabla A.1, verifica la desigualdad (A.2). El
siguiente lema nos ayudará a resolver el caso en el que m es parabólica. Recordar que por [Bk, Prop.
VIII.3.13] si p es una subálgebra parabólica de g, entonces p = s⊕ n donde s es reductiva en g y n

es el radical nilpotente de p. Además el centro de p es nulo.

Lema A.1.4. Sea r una subálgebra reductiva de g y supongamos que r está contenida en una
subálgebra maximal regular parabólica p = s⊕ n. Entonces r ⊆ s.

Demostración. Basta ver que r∩ n = 0. Pero r∩ n es un ideal nilpotente de r y por lo tanto está
contenido en el radical nilpotente de r. Pero r es un álgebra de Lie reductiva, y por ende su radical
nilpotente es nulo.

En la Tabla A.2 describimos la situación para las subálgebras maximales regulares del tipo g[α].
Como este tipo de subálgebras son no semisimples, en la tercera columna se denotará el tipo de
la subálgebra reductiva maximal m dada por la construcción de g[α] en el Teorema A.1.2: m es la
subálgebra generada por los elementos eβ, e−β con β ∈ Πα y α. Este tipo de subálgebras es fácil de
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construir a partir del diagrama de Dynkin de g, pues el diagrama de su parte semisimple se obtiene
a partir del diagrama de g simplemente quitando un nodo. Por ejemplo, consideremos un diagrama
de tipo E7 con la numeración estándar de las raíces simples α1, . . . , α7:

◦
α1

◦
α3

◦
α4

◦
α5

◦α2

◦
α6

◦
α7

Si quitamos la raíz α6 del diagrama obtenemos el nuevo diagrama:

◦
α1

◦
α3

◦
α4

◦
α5

◦α2

◦
α7

que representa un álgebra semisimple de tipoD5+A1. Luego, el álgebra reductiva maximal contenida
en la parabólica maximal g[α6] será del tipo D5 + C+A1.

Por convención, cuando un subíndice sea 0, la subálgebra de Lie correspondiente será la trivial,
i.e. A0 = B0 = C0 = D0 = 0. Además, notaremos B1 = C1 = A1, B2 = C2, etc. En la cuarta
columna se indicará directamente la dimensión de m.

Análogamente al caso anterior, debemos ver que para las álgebras de Lie clásicas se satisface la
desigualdad (A.2). Como veremos, todos los cálculos son similares y fáciles de verificar.

Caso 1: g de tipo An. Debemos verificar la desigualdad

k(k + 2) + (n− 1− k)(n− k + 1) + 1 < n2 + n para todo 0 ≤ k ≤ n− 1. (A.5)

Demostración. Sea 0 ≤ k ≤ n− 1. Entonces

k(k + 2) + (n− 1− k)(n− k + 1) + 1 = 2k2 + n2 − 2nk + 2k < n2 + n

⇔ 2k2 + 2k − 2nk − n < 0

⇔ 2(n− k)2 − 2n2 + 2nk − n+ 2k < 0

⇔ 2(n− k)2 − 2n(n− k)− (n− k) + k < 0
⇔ (n− k)(2(n− k)− 2n− 1) + k < 0
⇔ (n− k)(−2k − 1) + k < 0
⇔ k − (n− k)(2k + 1) < 0

lo cual es siempre cierto, pues (n− k) > 0.

Caso 2: g de tipo Bn o Cn. Debemos verificar la desigualdad

k(k + 2) + (n− 1− k)(2n− 2k − 1) + 1 < 2n2 para todo 0 ≤ k ≤ n− 1. (A.6)
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Tabla A.2: Subálgebras reductivas maximales en g[α]

g dim g m dim m dim g− rg g

An n2 + 2n Ak +An−1−k + C k(k + 2)+ n2 + n
n ≥ 1 0 ≤ k ≤ n− 1 +(n− 1− k)(n+ 1− k) + 1
Bn 2n2 + n Ak +Bn−1−k + C k(k + 2)+ 2n2

n ≥ 2 0 ≤ k ≤ n− 1 +(n− 1− k)(2n− 2k − 1) + 1
Cn 2n2 + n Ak + Cn−1−k + C k(k + 2)+ 2n2

n ≥ 3 0 ≤ k ≤ n− 1 +(n− 1− k)(2n− 2k − 1) + 1
Dn 2n2 − n Ak +Dn−1−k + C k(k + 2)+ 2n2 − 2n
n ≥ 4 0 ≤ k ≤ n− 1 +(n− 1− k)(2n− 2k − 3) + 1
G2 14 A1 + C 4 12
F4 52 C3 + C 22 48

B3 + C 22
A1 +A2 + C 12

E6 78 A5 + C 36 72
D5 + C 46

A1 +A4 + C 28
A2 +A2 +A1 + C 20

E7 133 A6 + C 49 126
D6 + C 67

A1 +A5 + C 39
A1 +A2 +A3 + C 27
A1 +D5 + C 49
A2 +A4 + C 33
E6 + C 79

E8 248 D7 + C 92 240
A7 + C 64

A1 +A6 + C 52
A2 +A1 +A4 + C 34
A4 +A3 + C 40
D5 +A2 + C 54
A1 + E6 + C 82
E7 + C 134
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Demostración. Sea 0 ≤ k ≤ n− 1. Entonces

k(k + 2) + (n− 1− k)(2n− 2k − 1) + 1 = 2n2 + 3k2 + 5k − 3n− 4nk + 2 < 2n2

⇔ 3k2 + 5k − 3n− 4nk + 2 < 0
⇔ 3k(k − n) + 3(k − n) + k(2− n) + 2 < 0
⇔ −(n− k)(3k + 3)− k(n− 2) + 2 < 0

lo cual es siempre cierto, pues (n− k) > 0.

Caso 3: g de tipo Dn. Debemos verificar la desigualdad

k(k + 2) + (n− 1− k)(2n− 2k − 3) + 1 < 2n2 − 2n para todo 0 ≤ k ≤ n− 1. (A.7)

Demostración. Sea 0 ≤ k ≤ n− 1. Entonces

k(k + 2) + (n− 1− k)(2n− 2k − 3) + 1 = 2n2 + 3k2 + 7k − 5n− 4nk + 4 < 2n2 − 2n

⇔ 3k2 + 7k − 3n− 4nk + 4 < 0
⇔ 3k(k − n) + 3(k − n)− nk + 4k + 4 < 0
⇔ 3k(k − n) + 3(k − n) + k(4− n) + 4 < 0
⇔ −(3k + 3)(n− k)− k(n− 4) + 4 < 0

lo cual es siempre cierto, pues (n− k) > 0 y n ≥ 4.

A.2. Subálgebras maximales no regulares de las álgebras de Lie
simples excepcionales

Las subálgebras maximales no regulares, i.e. los casos (II) y (III), de las subálgebras de Lie
excepcionales están dadas por el siguiente teorema. De la Tabla A.3 se deduce que todas dichas
subálgebras verifican la desigualdad (A.2).

Teorema A.2.1. [D1, Thm. 14.1] La Tabla A.3 da todas las subálgebras maximales no regulares
de álgebras de Lie simples excepcionales.

En la tercera columna denotamos el tipo de la subálgebra maximal m de g.

A.3. Subálgebras maximales no regulares de las álgebras de Lie
simples clásicas

En esta sección recordamos la clasificación de los subgrupos maximales irreducibles de los grupos
de Lie clásicos dada por Dynkin en [D2]. Allí se determinan todos los subgrupos maximales de los
grupos clásicos: el grupo SLN de todas las matrices complejas deN×N con determinante 1, el grupo
SO(N) de todas las matrices complejas ortogonales de N×N con determinante 1 y el grupo Sp(N)
de todas las matrices complejas simplécticas de N × N . Esta clasificación se divide, al igual que
antes, en subgrupos maximales irreducibles simples y subgrupos maximales irreducibles no simples.
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Tabla A.3: Subálgebras maximales no regulares de álgebras de Lie simples excepcionales

g dim g m dim m dim g− rg g

G2 14 A1 3 12
F4 52 A1 3 48

G2 +A1 17
E6 78 A1 3 72

G2 14
C4 36

G2 +A2 22
F4 52

E7 133 A1 3 126
A2 8

G2 + C3 35
F4 +A1 55
G2 +A1 17
A1 +A1 6

E8 248 A1 3 240
G2 + F4 66
A1 +A2 11
B2 10

Recordemos brevemente cómo se realizan las álgebras de Lie simples sobre C. En lo que sigue,
V denotará un espacio vectorial complejo.

An: sea dimV = n+ 1. Denotamos por sln+1, el álgebra especial lineal, al conjunto de endomor-
fismos de V que tienen traza cero. Su dimensión es dim sln+1 = (n + 1)2 − 1 y su rango es n. Por
lo tanto dim sln+1 − rg sln+1 = (n+ 1)2 − (n+ 1).

Cn: sea dimV = 2n con base {v1, . . . , v2n}. Se define una forma bilineal antisimétrica f de V por
la matriz s =

(
0 In
In 0

)
. Denotamos por sp2n, el álgebra simpléctica, al conjunto de endomorfismos T

de V que satisfacen que f(T (v), w) = −f(v, T (w)) para todo v, w ∈ V . Su dimensión es dim sp2n =
2n2 + n y su rango es n. Por lo tanto dim sp2n − rg sp2n = 2n2.

Bn: sea dimV = 2n + 1 con base {v1, . . . , v2n+1}. Se define una forma bilineal simétrica no
degenerada f de V por la matriz s =

( 1 0 0
0 0 In
0 In 0

)
. Denotamos por so2n+1, el álgebra ortogonal, al

conjunto de endomorfismos T de V que satisfacen que f(T (v), w) = −f(v, T (w)) para todo v, w ∈
V . Su dimensión es dim so2n+1 = 2n2 +n y su rango es n. Por lo tanto dim so2n+1−rg so2n+1 = 2n2.

Dn: sea dimV = 2n con base {v1, . . . , v2n}. Se define una forma bilineal simétrica no degenerada
f de V por la matriz s =

(
0 In
In 0

)
. El álgebra ortogonal so2n, se define de manera análoga al caso

dimV = 2n+1. Su dimensión es dim so2n = 2n2−n y su rango es n. Por lo tanto dim so2n−rg so2n =
2n2 − 2n.

Definición A.3.1. Diremos que un grupo G de transformaciones lineales del espacio complejo
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de dimensión N es reducible si existe un subespacio lineal no nulo y propio de CN que es invariante
por la acción de G. Diremos que un grupo es irreducible si no es reducible.

Observación A.3.2. Sean G un grupo de transformaciones lineales del espacio complejo de di-
mensión N , S un subgrupo de G y g, s sus álgebras de Lie respectivamente. Entonces, S es un
subgrupo reducible de G si y sólo si s es una subálgebra regular de g, en el sentido de la definición
A.0.1. En efecto, las álgebras de tipo Bn, Cn y Dn se pueden ver como álgebras de transformaciones
lineales de un espacio R cuyos elementos A satisfacen las condiciones

trA = 0 Q(Av,w) +Q(v,Aw) = 0,

donde Q(v, w) es una forma bilineal no degenerada en R, simétrica o anti-simétrica. Luego, las sub-
álgebras del tipo g(α) se pueden pensar como el conjunto de matrices que transforma un subespacio
R̃ de dimensión 2k en sí mismo y las subálgebras de tipo g[α] como el conjunto de matrices que
transforma un subespacio de dimensión k en sí mismo. Para más detalles ver [D2, Thm. 1.1, 1.2].

A.3.1. Subálgebras maximales no regulares no simples

Los subgrupos maximales irreducibles no simples de los grupos clásicos se pueden describir por
los siguientes teoremas.

Teorema A.3.3. [D2, Thm. 1.3] El conjunto de matrices

SL(s)× SL(t), con st = N, 2 ≤ s ≤ t,

es un subgrupo maximal de SL(N). Los subgrupos maximales irreducibles no simples de SL(N)
están todos dados por subgrupos de este tipo, salvo conjugación.

Teorema A.3.4. [D2, Thm. 1.4] El conjunto de matrices

Sp(s)× SO(t), con s par, st = N, s ≥ 2, t ≥ 3, t 6= 4; o s = 2, t = 4,

es un subgrupo maximal de Sp(N). Todo subgrupo maximal irreducible no simple de Sp(N) es
conjugado en Sp(N) a un subgrupo de este tipo. Los conjuntos de matrices

Sp(s)× Sp(t), con s, t pares, st = N, 2 ≤ s ≤ t, y

SO(s)× SO(t), con st = N, 2 ≤ s ≤ t, s, t 6= 4,

son subgrupos maximales de SO(N). Todo subgrupo maximal irreducible no simple de SO(N) es
conjugado en SO(N) a uno de estos subgrupos.

Por lo tanto, las subálgebras maximales no regulares no simples de las álgebras de Lie clásicas
vienen dadas por la Tabla A.4, donde g denota el álgebra de Lie y m la subálgebra maximal.

Veamos ahora que en todos los casos se verifica la desigualdad (A.2).

Caso 1: g = slN . Debemos ver que

s2 − 1 + t2 − 1 < N2 −N para todo 2 ≤ s ≤ t, st = N. (A.8)
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Tabla A.4: Subálgebras maximales no regulares no simples de álgebras de Lie simples clásicas

g dim g m dim m dim g− rg g

slN N2 − 1 sls × slt s2 − 1 + t2 − 1 N2 −N
st = N, 2 ≤ s ≤ t

spN sps × sot

N ≥ 6 N(N+1)
2 s par, st = N s(s+1)

2 + t(t−1)
2

N2

2
par s ≥ 2, t ≥ 3, t 6= 4; o s = 2, t = 4

soN sps × spt
s(s+1)

2 + t(t+1)
2 N par:

N ≥ 6 N(N−1)
2 s, t pares st = N, 2 ≤ s ≤ t N(N−2)

2

sos × sot
s(s−1)

2 + t(t−1)
2 N impar:

st = N, 3 ≤ s ≤ t, s, t 6= 4 (N−1)(N−1)
2

Demostración. Como st = N y 2 ≤ s ≤ t, se sigue que s ≤ N/2 y t ≤ N/2. Entonces

s2 − 1 + t2 − 1 ≤ N2

4
− 1 +

N2

4
− 1 ≤ N2

2
− 2 =

N2 − 4
2

=
(N + 2)(N − 2)

2
< N(N − 1),

pues (N+2)
2 ≤ N para todo N ≥ 2.

Caso 2: g = spN . Debemos ver que

s(s+ 1)
2

+
t(t− 1)

2
<
N2

2
para todo s ≥ 2, t ≥ 3, t 6= 4; o s = 2, t = 4, st = N. (A.9)

Demostración. Al igual que el caso anterior tenemos que s ≤ N/2 y t ≤ N/2. Luego
s(s+ 1)

2
+
t(t− 1)

2
≤ N(N + 2)

8
+
N(N − 2)

8
=
N2

4
<
N2

2
.

Caso 3: g = soN . Probaremos las desigualdades correspondientes para el caso N par y N impar.
Claramente, soN tiene subgrupos del tipo sps × spt, st = N , sólo si 4|N .

Demostración. Supongamos que N es par. Luego, basta ver que

s(s+ 1)
2

+
t(t+ 1)

2
<
N(N − 2)

2
para todo s, t pares con 2 ≤ s ≤ t, st = N. (A.10)

Pero

s(s+ 1)
2

+
t(t+ 1)

2
≤ N(N + 2)

8
+
N(N + 2)

8
=
N(N + 2)

4
<
N(N − 2)

2
,

pues (N+2)
2 < N − 2 para todo N > 6. Si N = 6, por el Teorema A.3.4, soN no posee subálgebras

maximales irreducibles no simples no triviales de este tipo.
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Supongamos ahora que N es impar. Debemos ver que

s(s− 1)
2

+
t(t− 1)

2
<

(N − 1)2

2
, para todo st = N, 3 ≤ s ≤ t, s, t 6= 4. (A.11)

Como s ≤ N/2 y t ≤ N/2 tenemos que

s(s− 1)
2

+
t(t− 1)

2
≤ N(N − 2)

8
+
N(N − 2)

8
=
N(N − 2)

4
.

Pero

N(N − 2)
4

<
(N − 1)2

2
⇔ N2 − 2N < 2N2 − 4N + 2⇔ 0 < N2 − 2N + 2 = (N − 1)2 + 1,

lo cual siempre se cumple.

A.3.2. Subálgebras maximales no regulares simples

La clasificación de los subgrupos maximales irreducibles simples de los grupos clásicos se deduce
del hecho que los grupos irreducibles de transformaciones lineales y los subgrupos maximales de los
grupos clásicos esencialmente coinciden.

Recordar que un grupo unimodular de transformaciones lineales de CN es un grupo de matrices
de determinante 1.

Teorema A.3.5. [D2, Thm. 1.5] Todo grupo unimodular irreducible de transformaciones lineales
de CN es, salvo algunas excepciones conocidas, maximal o bien en SL(N), si no posee una forma
bilineal invariante, o en Sp(N), si posee una forma bilineal antisimétrica invariante, o en SO(N),
si posee una forma bilineal simétrica invariante.

Observación A.3.6. (a) Las excepciones a la regla general dada por el teorema anterior están
descritas en [D2, Tabla 1].

(b) Las tres posibilidades en el teorema anterior son mutuamente excluyentes, ya que un subgrupo
irreducible no puede tener simultáneamente una forma invariante simétrica y antisimétrica no nula.

(c) Los grupos irreducibles de transformaciones lineales unimodulares fueron clasificados por
Cartan [Ca]. Luego, del teorema anterior y de la Observación (a) se sigue la clasificación de los
subgrupos maximales irreducibles simples de los grupos clásicos. En efecto, todos los grupos irredu-
cibles de transformaciones lineales unimodulares son conocidos y se sabe cuáles no son maximales
en SL(N), Sp(N) o en SO(N). Claramente, si G es un grupo clásico y M es un subgrupo maximal
irreducible simple, entonces M es un grupo de transformaciones lineales unimodulares.

La demostración del Teorema A.3.5 se realiza a través de la teoría de representaciones. Sea G
un grupo de Lie simple complejo y ρ : G → SL(N) una representación lineal de G. El espacio de
representación en el cual G actúa será denotado por Rρ y su dimensión por N(ρ). Diremos que la
representación (ρ,Rρ) es fiel si ρ es inyectiva. Si un subespacio R̃ de Rρ es invariante bajo la acción
de G, diremos que R̃ reduce a ρ. Así, una representación se dice reducida si es reducida por algún
subespacio propio no nulo. Finalmente, un subgrupo H de G se dice irreducible con respecto a ρ si
(ρ|H , Rρ) es irreducible.
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Tabla A.5: Subgrupos irreducibles de SL(N) con respecto a la alternación

H dimH N dimSL(N)
Bn n(2n+ 1) 2n+ 1 4n2 + 4n
n ≥ 2
Dn n(2n− 1) 2n 4n2 − 1
n ≥ 3

An n(n+ 2) n(n+1)
2

n2(n+1)2

4 − 1
n ≥ 3

An n(n+ 2) (n+1)(n+2)
2

(n+1)2(n+2)2

4 − 1
n ≥ 2
D5 45 16 255
E6 78 27 728

Luego, basta encontrar para cada grupo de Lie simple clásico G y cada representación fiel ρ de G
todos los subgrupos H de G que son irreducibles con respecto a ρ. A continuación, enunciamos los
teoremas que resuelven el problema y luego de cada enunciado adjuntamos la tabla correspondiente
a las álgebras de Lie. Como el estudio de las representaciones de G no es el tema que aquí nos
ocupa, para definiciones referimos directamente al trabajo de Dynkin [D2].

Subálgebras maximales de slN

El siguiente teorema da la clasificación de los subgrupos irreducibles de SL(N).

Teorema A.3.7. [D2, Thm. 4.1] Toda representación no trivial ρ de SL(N) que es irredu-
cible con respecto a algún subgrupo propio H es una alternación πk o una simetrización de las
representaciones fundamentales. El subgrupo simpléctico Sp(N) es irreducible con respecto a las
simetrizaciones de todo orden. Con respecto a cualquier otro grupo, las simetrizaciones de orden
k ≥ 2 son reducibles. La clasificación completa de todos los casos en los cuales H es irreducible con
respecto a la alternación está dada por la Tabla A.5.

La Tabla A.5 difiere un poco de [D2, Tabla 6]. Notaremos como N = N(ρ) la dimensión de la
representación fiel de SL(N). Luego, dimSL(N) = N2 − 1. Observar que el subgrupo SO(N) ⊆
SL(N) (primeros dos casos) es irreducible con respecto a la alternación.

Usando el teorema anterior obtenemos una lista completa de las subálgebras maximales no
regulares simples de slN .

Claramente, para m de tipo D5 y E6 se satisface (A.2). Veamos que también se satisface en los
otros casos.

Caso 1: m de tipo Cn. Debemos ver que

n(2n+ 1) < 4n2 − 2n para todo n ≥ 3. (A.12)
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Tabla A.6: Subálgebras maximales no regulares simples de slN

m dim m N dim slN dim slN − rg slN

Cn n(2n+ 1) 2n 4n2 − 1 4n2 − 2n
n ≥ 3
Bn n(2n+ 1) 2n+ 1 4n2 + 4n 4n2 + 2n
n ≥ 2
Dn n(2n− 1) 2n 4n2 − 1 4n2 − 2n
n ≥ 4

An n(n+ 2) n(n+1)
2

n2(n+1)2

4 − 1 n2(n+1)2

4 − n(n+1)
2

n ≥ 3

An n(n+ 2) (n+1)(n+2)
2

(n+1)2(n+2)2

4 − 1 (n+1)2(n+2)2

4 − (n+1)(n+2)
2

n ≥ 2
D5 45 16 255 240
E6 78 27 728 702

Pero n(2n+ 1) = 2n2 + n < 4n2 − 2n⇔ 0 < 2n2 − 3n⇔ 0 < n(2n− 3)⇔ n ≥ 2.

Caso 2: m de tipo Bn. Debemos ver que

n(2n+ 1) < 4n2 + 2n para todo n ≥ 2. (A.13)

Pero n(2n+ 1) = 2n2 + n < 4n2 + 2n⇔ 0 < 2n2 + n⇔ n ≥ 1.

Caso 3: m de tipo Dn se sigue del caso 1.

Caso 4: m de tipo An, n ≥ 3. Debemos ver que

n(n+ 2) <
n2(n+ 1)2

4
− n(n+ 1)

2
para todo n ≥ 3. (A.14)

Pero (A.14) se satisface si y sólo si se satisface la desigualdad

4n(n+ 2) < n(n+ 1)(n(n+ 1)− 1) para todo n ≥ 3,

y ésta siempre se cumple ya que 4 ≤ n+ 1 y n+ 2 < n(n+ 1)− 1 si n ≥ 3.

Caso 5: m de tipo An, n ≥ 2. Debemos ver que

n(n+ 2) <
(n+ 1)2(n+ 2)2

4
− (n+ 1)(n+ 2)

2
para todo n ≥ 2. (A.15)

Análogamente al caso anterior, (A.15) se satisface si y sólo si se satisface la desigualdad

4n(n+ 2) < (n+ 1)(n+ 2)((n+ 1)(n+ 2)− 1) para todo n ≥ 2,

y ésta siempre se cumple ya que 2 < n+ 1 y 2n < (n+ 1)(n+ 2)− 1 si n ≥ 2.
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Tabla A.7: Subgrupos irreducibles de Sp(N)

H dimH N dimSp(N)
A1 3 4 10
A5 35 20 210
C3 21 14 105
D6 66 32 528
E7 133 56 1596

Tabla A.8: Subálgebras maximales no regulares simples de spN

m dim m N dim spN dim spN − rg spN

A1 3 4 10 8
A5 35 20 210 200
C3 21 14 105 98
D6 66 32 528 512
E7 133 56 1596 1568

Subálgebras maximales de spN

El siguiente teorema da la clasificación de los subgrupos irreducibles de Sp(N).

Teorema A.3.8. [D2, Thm. 5.1] Sea ρ una representación de Sp(N) que es irreducible con respecto
a un subgrupo propio no trivial H. Entonces ρ es una de las representaciones básicas de Sp(N). La
clasificación completa de todos los casos posibles está dada por la Tabla A.7.

Usando el teorema anterior obtenemos una lista completa de las subálgebras maximales no
regulares simples de spN . Recordemos que dimSp(N) = N(N+1)

2 y que rgSp(N) = N
2 . Luego,

dim spN − rg spN = N2

2 . Más aún, de la tabla se sigue que la desigualdad (A.2) se satisface para
toda subálgebra maximal m no regular simple de spN .

Subálgebras maximales de soN

La clasificación de los subgrupos irreducibles de SO(N) está dada por tres teoremas. El primero
clasifica los subgrupos irreducibles de los grupos de tipo Bn, o sea de SO(2n + 1), con n ≥ 3. El
segundo teorema clasifica los subgrupos irreducibles de los grupos de tipo Dn, o sea de SO(2n),
con n ≥ 5 y el último teorema clasifica los subgrupos irreducibles de un grupo de tipo D4, o sea de
SO(8).

Teorema A.3.9. [D2, Thm. 6.1] Sea H un subgrupo propio de Bn con n ≥ 3. Una representación
arbitraria ρ de Bn distinta de la representación fundamental τ1 es reducible con respecto a H.
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Tabla A.9: Subgrupos irreducibles de Dn

H dimH N = 2n dimDn

B2 10 10 45
A1 ·A1 6 10 45
B2 10 14 91
G2 14 14 91
C3 21 14 91
B4 36 16 120
F4 52 26 325
Bn n(2n+ 1) 2(n+ 1) 2(n+ 1)2 − (n+ 1)
n ≥ 4

Bn1 ·Bn2 n1(2n1 + 1)+ 2(n1 + n2 + 1)2−
n1 + n2 ≥ 4 +n2(2n2 + 1) n1 + n2 + 1 −(n1 + n2 + 1)
n1, n2 ≥ 1
Bn ·A1 n(2n+ 1) + 3 2(n+ 3) 2(n+ 3)2 − (n+ 3)
n ≥ 2

Tabla A.10: Subgrupos irreducibles de D4

H dimH dimD4

B3 21 28
A1 ·A1 6 28
B2 ·A1 13 28
A8 8 28

Las únicas excepciones son las simetrizaciones de τ1 de B3 que son irreducibles con respecto a un
subgrupo de tipo G2.

Teorema A.3.10. [D2, Thm. 6.2] Sea H un subgrupo propio de Dn con n ≥ 5 y ρ una represen-
tación de Dn distinta de la fundamental τ1. Una lista completa de los casos cuando ρ es irreducible
con respecto a H está dada por la Tabla A.9.

Teorema A.3.11. [D2, Thm. 6.3] En el grupo D4 hay en total 4 clases de subgrupos. En cada
clase, los subgrupos son isomorfos por un automorfismo de D4 y todos ellos son irreducibles con
respecto a cualquier representación.

La Tabla A.10 da una lista de las 4 clases de subgrupos de D4 mencionadas por el teorema.

Usando los tres teoremas anteriores podemos describir las subálgebras maximales no regulares
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Tabla A.11: Subálgebras maximales no regulares simples de soN

g dim g m dim m dim g− rg g

B3 21 G2 14 18
D4 28 B3 21 24

A1 +A1 6
A2 +A1 13
A2 8

D5 45 B2 10 40
A1 +A1 6

D7 91 B2 10 84
G2 14

D8 120 B4 36 112
D13 325 F4 52 312
Dn+1 2(n+ 1)2 − (n+ 1) Bn n(2n+ 1) 2(n+ 1)n
n ≥ 4

Dn1+n2+1 2(n1 + n2 + 1)2− Bn1 +Bn2 n1(2n1 + 1)+ 2(n1 + n2 + 1)(n1 + n2)
n1 + n2 ≥ 4 −(n1 + n2 + 1) +n2(2n2 + 1)
n1, n2 ≥ 1
Dn+3 2(n+ 3)2 − (n+ 3) Bn +A1 n(2n+ 1) + 3 2(n+ 3)(n+ 2)
n ≥ 2

simples de soN . En la primera columna de la Tabla A.11 indicamos el tipo del álgebra clásica que
es representada por soN .

Luego, para ver que toda subálgebra maximal no regular de soN verifica la desigualdad (A.2),
basta probarlo para los tres últimos casos de la tabla anterior.

Caso 1: g = Dn y m = Bn con n ≥ 4. Hay que ver que dim m = n(2n+1) < dim g−rg g = 2n(n+1).
Pero n(2n+ 1) = 2n(n+ 1

2) < 2n(n+ 1) para todo n ≥ 4.

Caso 2: g = Dn1+n2+1 y m = Bn1 +Bn2 con n1 +n2 ≥ 4 y n1, n2 ≥ 1. Luego, para todo n1, n2 ≥ 1
tenemos que

n1(2n1 +1)+n2(2n2 +1) = 2n2
1 +2n2

2 +n1 +n2 < 2(n2
1 +n2)2 +2(n2

1 +n2) = 2(n1 +n2 +1)(n1 +n2),

que es lo que queríamos probar.

Caso 3: g = Dn+3 y m = Bn +A1 con n ≥ 2. Entonces, para todo n ≥ 2 tenemos que

n(2n+ 1) + 3 < 2(n+ 3)(n+ 2)⇔ 2n2 + n+ 3 < 2(n2 + 5n+ 6)⇔ 0 < 9n+ 3,

lo cual siempre se cumple.
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