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Resumen

Este trabajo presenta un procedimiento para el ajuste de pardametros de modelos numéricos
de sistemas con interaccién suelo-estructura basado en funciones de transferencia experi-
mentales obtenidas a través de ensayos dinamicos. La fuerte concentracién de amortigua-
miento en la fundacién y las incertidumbres en los parametros del suelo diferencian esta
clase de problemas de otros tipos de sistemas estructurales ampliamente estudiados con
andlisis modal experimental.

Los modelos de estos sistemas comprenden todos los grados de libertad de la estruc-
tura y aquellos de la interfaz fundacién-estructura. El modelo de coordenadas fisicas de
la fundacién consiste en matrices independientes de la frecuencia derivadas de soluciones
rigurosas de su rigidez dindmica a través de una nueva forma de una técnica experimental
que produce matrices simétricas.

Estudios de sensibilidad de los parametros del suelo y la estructura seleccionados para
la calibracién fueron realizados considerando el efecto de asunciones alternativas para la
rigidez y el amortiguamiento de los grados de libertad de la interfaz ademds de la rigidez
dindmica rigurosamente derivada. Estas alternativas se refieren a la flexibilidad del bloque
de fundacién y al uso de un semi-espacio homogéneo equivalente en lugar de las condiciones
estratificadas de suelo. La dispersién de los pardametros ajustados se expresa a través de la
comparacién de los valores de la rigidez flexional de estructuras predominantemente uni-
dimensionales y la velocidad de ondas de corte del suelo para las alternativas consideradas.

Los ensayos fueron realizados utilizando acelerémetros inductivos y equipos de adqui-
sicién de datos estdndares. Los dispositivos de carga empleados para los ensayos fueron
disenados para ajustar los requerimientos de presicién de acuerdo a la masa del sistema.
Para los ensayos de escala reducida la carga fue aplicada a través de una celda de carga
montada sobre el extremo de un péndulo, mientras que para ensayos de gran escala la carga
fue aplicada dejando caer un peso sobre una plataforma de carga. Se demuestra que la bue-
na Coherencia de los resultados puede alcanzarse atin cuando la méxima carga instantanea
sélo representa una muy pequena fraccion del peso total de la estructura y la fundacion, tal
como el 0.1 % para las estructuras de gran escala. Los resultados en la forma de modelos
numéricos calibrados obtenidos han mostrado suministrar informacién 1til en relacién a
las caracteristicas dindmicas asociadas con efectos de interaccién suelo-estructura para los
casos estudiados de reducida y gran escala.



Summary

This work presents a procedure for parameter adjustment of numerical models of systems
with soil-structure interaction based on experimental transfer functions obtained through
dynamic tests. The strong concentration of damping in the foundation and the uncertainties
in the soil parameters differentiate this class of problems from other types of structural
systems often studied with experimental modal analysis.

The system models involve all the structure degrees of freedom and those of the
foundation-structure interface. The model of the physical coordinates of the foundation
consists of frequency independent matrices derived from rigorous dynamic stiffness solu-
tions by means of a new form of an experimental technique that yields symmetric matrices.

Sensitivity studies of the soil and the structure parameters selected for calibration
were performed and the effect of alternative assumptions for stiffness and damping of the
interface degrees of freedom were considered in addition to the rigorously derived dynamic
stiffness. These alternatives refer to the flexibility of the foundation block and to the use of
a homogeneous equivalent half-space instead of stratified soil conditions. The dispersion of
the adjusted parameters is expressed through the comparison of the values of the bending
stiffness of predominantly unidimensional structures and the shear waves velocity of the
soil for the considered alternatives.

The tests were performed using standard inductive accelerometers and data acquisi-
tion equipment. Loading devices used for the tests were custom made to fit the precision
requirements in accordance to the mass of the system. For the small scale tests the load was
applied though a load cell mounted on the tip of a pendulum, while for the full-scale tests
the load was applied dropping a weight on a load pad. It is shown that good Coherence
of the results can be achieved even when the maximum instantaneous load is only a very
small fraction of the total weight of the structure and foundation, such as 0.1 % for full-scale
structures. The results in the form of calibrated numerical models obtained are shown to
provide useful data concerning the dynamic characteristics associated with soil-structure
interaction effects for both the small and full-scale cases studied.

ii



Resumo

Este trabalho apresenta um procedimento para o ajuste de parametros de modelos numéri-
cos de sistemas com interacao solo-estrutura baseado em funcoes de transferéncia experi-
mentais obtidas através de ensaios dinamicos. A forte concentracao de amortecimento na
fundacao e as incertezas nos parametros do solo diferenciam esta classe de problemas de
outros tipos de sistemas estruturais amplamente estudados com anéalise modal experimental.

Os modelos destes sistemas compreendem todos os graus de liberdade da estrutura
e aqueles da interface fundagao-estrutura. O modelo de coordenadas fisicas da fundacao
consiste em matrizes independentes da freqiiéncia derivadas de solucgoes rigorosas de sua
rigidez dinamica através de uma nova forma de uma técnica experimental que produz
matrizes simétricas.

Estudos de sensibilidade dos parametros do solo e a estrutura selecionados para a
calibragao foram realizados considerando o efeito de assungoes alternativas para a rigidez e o
amortecimento dos graus de liberdade da interface além da rigidez dinamica rigorosamente
derivada. Estas alternativas se referem a flexibilidade do bloco de fundagdo e ao uso de
um semi-espaco homogéneo equivalente em lugar das condicoes estratificadas de solo. A
dispersao dos parametros ajustados se expressa através da comparagao dos valores da rigidez
flexional de estruturas predominantemente uni-dimensionales e a velocidade de ondas de
corte do solo para as alternativas consideradas.

Os ensaios foram realizados utilizando acelerémetros indutivos e equipes de aquisicao
de dados estandares. Os dispositivos de carga empregados para os ensaios foram desenhados
para ajustar os requerimentos de precisao de acordo a massa do sistema. Para os ensaios
de escala reduzida o carga foi aplicada através de uma cela de carga montado sobre o
extremo de um péndulo, enquanto para ensaios de grande escala o carga foi aplicada dando
a entender um peso sobre uma plataforma de carga. Demonstra-se que a boa Coeréncia
dos resultados pode atingir-se ainda quando o maximo carga instantanea so representa
uma muito pequena fracao do peso total da estrutura e a fundacéao, tal como o 0.1 % para
as estruturas de grande escala. Os resultados na forma de modelos numéricos calibrados
obtidos mostraram fornecer informacao 1til em relagdao as caracteristicas dinamicas socias
com efeitos de interagao solo-estrutura para os casos estudados de reduzida e grande escala.
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Capitulo 1

Introduccion

La calibracién de modelos de elementos finitos a través de la realizacién de ensayos dindmi-
cos se ha convertido en las dltimas décadas en un area de gran importancia para el diseno,
construccién y mantenimiento de sistemas mecanicos y estructuras de ingenieria civil. La
realimentacion entre las mediciones del prototipo y los procedimientos de disefio permi-
ten afianzar y mejorar los actuales métodos de calculo. El modelo calibrado de un sistema
existente permite efectuar modificaciones para adecuar su comportamiento frente a solici-
taciones diferentes a las utilizadas para su diseno. En otros casos, la calibracién del modelo
analitico de una estructura resulta imprescindible para la reevaluacion de los coeficientes
de seguridad y la reasignacién de su funcionalidad (especialmente para puentes).

Las dificultades que surgen en el proceso de calibracién se encuentran asociadas tanto
a inexactitudes en el modelo como a distorsiones e insuficiencias de datos experimentales.
La validez de las predicciones numéricas del comportamiento de un sistema se encuentra
limitada por las hipdtesis asumidas durante el desarrollo del modelo matemaético. Las idea-
lizaciones sobre vinculaciones entre elementos y condiciones de apoyo influyen en forma
determinante en la capacidad del modelo en reproducir adecuadamente la respuesta del
sistema. Una de las metas de la calibracién de modelos resulta entonces la correccion de
hipétesis inapropiadas utilizando los resultados de ensayos dindamicos.

La calibraciéon de modelos se enmarca dentro de una disciplina denominada analisis
modal experimental (AME) que a partir de la década de 1980 ha tenido un crecimiento
vertiginoso. Este fenémeno se debe principalmente al desarrollo de sofisticados instrumen-
tos de medicién de vibraciones y veloces analizadores de senales dindmicas de bajo costo.
En forma paralela un importante niimero de investigadores han desarrollado técnicas expe-
rimentales y analiticas que permiten procesar y utilizar eficientemente los datos dindmicos
relevados. Las areas relacionadas con las industrias aerondutica, aeroespacial, automovilisti-
ca y electro-mecdnica se han desarrollado prematuramente dentro del AME. La necesidad
de comprender y mejorar el comportamiento dindmico de sistemas mecanicos de relevan-
te impacto econdémico y social o fabricados en serie produjo que investigadores de estas
disciplinas contribuyeran intensamente en la gestacién de los lineamientos generales del
AME. El desarrollo reciente del AME dentro de la ingenieria estructural resulta notable.
Las estructuras que han recibido mayor atencién son centrales nucleares, puentes y torres.
Estos grandes sistemas estructurales requieren consideraciones particulares dada la energia
necesaria para excitarlos durante la realizacion de ensayos modales convencionales.



Cap. 1 Introduccion

El andlisis modal experimental (AME) es el proceso de determinar las caracteristicas
dindmicas de un sistema y utilizarlas para formular o adecuar un modelo analitico que
describa su comportamiento dindmico. Los libros de Ewins [1] y Maia et al. [2] presentan
una revisién exhaustiva de las distintas etapas comprendidas por el AME que se resumen
a continuacion.

e Ensayo modal (modal testing). Consiste en la planificacién y la realizacién del ensayo
dindmico e involucra topicos referidos a técnicas de medicién: definicién de la condicién
de apoyo del sistema, seleccién y ubicacién de los transductores y el excitador dinamico,
evaluacion preliminar de los resultados, etc.

e Procesamiento de senales (signal processing). En esta etapa se obtiene una versién
discreta de la respuesta caracteristica del sistema designada modelo de respuesta.
Comprende la conversién de sefiales analdgicas a digitales, la solucion de problemas
derivados del muestreo, el filtrado en determinados rangos de frecuencia, etc.

e Identificacién de pardametros modales (modal parameter identification). Consiste en la
estimacién de los parametros modales del sistema utilizando su respuesta caracteristi-
ca. El modelo matemaético derivado se denomina modelo modal. Aunque esta etapa es
prescindible permite condensar en forma adecuada la informacién experimental elimi-
nando pequenas inconsistencias que ocurren inevitablemente en los datos medidos. En
ingenieria de control ([3]) como en otras dreas afines se utilizan habitualmente técni-
cas de identificacién de sistema (system identification) para obtener a partir de los
datos experimentales crudos un modelo fisico condensado que reproduce la respuesta
observada. Los pardmetros modales pueden derivarse luego resolviendo un problema
de autovalores.

e Aplicaciones. Los principales campos de aplicacién de las distintas versiones de modelos
experimentales (de respuesta, modales y fisicos) son los siguientes:

a. Acoplamiento estructural (coupling techniques). Estimacién de las propiedades
dindmicas globales de un sistema complejo a través del acoplamiento de modelos
(derivados analitica y/o experimentalmente) de sus componentes analizados en
forma independiente.

b. Modificacién estructural (structural modification). Estudio de los cambios en las
propiedades dinamicas del sistema producidos por alteraciones de diseno impues-
tas por razones operativas. Evaluacién de los cambios estructurales mas conve-
nientes para evitar problemas de resonancia sin introducir efectos indeseados.

c. Calibracion de modelos (model updating). Ajuste de los pardmetros fisicos del
modelo analitico preexistente de un sistema en base a la correlacién con el modelo
experimental. La formulacion de un modelo analitico sometido a un proceso de
calibracién requiere la consideracion de aspectos normalmente no contemplados
en la construccién de un modelo regular. El libro de Friswell y Mottershead [4]
presenta los aspectos més relevantes de esta aplicacién del AME en que se centra
el presenta trabajo.

1.1 Consideraciones Generales

Los sistemas con interaccion suelo-estructura presentan caracteristicas particulares que re-
quieren especial atencion en las distintas etapas del proceso de calibracién de sus modelos.

2



Cap. 1 Introduccion

1.1.1 Aspectos analiticos

El principal obstaculo en el modelado analitico de un sistema con interaccién suelo-estruc-
tura es la existencia de un dominio ilimitado de suelo. Una préactica habitual en el analisis
de vibraciones de maquinas con bloques rigidos de fundacién apoyados en la superficie de
suelos relativamente homogéneos es adoptar coeficientes de rigidez y amortiguamiento apro-
ximados que se derivan de soluciones rigurosas para modelos de parametros concentrados.
El andlisis individual de cada grado de libertad (GL) de cuerpo rigido presupone implici-
tamente un desacoplamiento completo del comportamiento dindamico. La determinacién
de valores representativos de los coeficientes de rigidez y amortiguamiento que reproduz-
can satisfactoriamente el comportamiento dindmico del sistema en un determinado rango
de frecuencias constituye una delicada tarea. Los coeficientes de rigidez toman los valores
estaticos de las soluciones rigurosas. Los coeficientes de amortiguamiento suelen expresarse
en funcion de la masa total de la estructura y el bloque de fundacién para garantizar una
reproducciéon adecuada del factor de amplificacién dindmica. En el libro de Richart et al.
[5] se presentan los valores éptimos de estos coeficientes que fueron adoptados por algunos
reglamentos.

Los coeficientes de rigidez y amortiguamiento aproximados resultan de suma utilidad
en el diseno de fundaciones de maquinas y otras estructuras fundadas superficialmente sobre
suelos homogéneos que pueden considerarse infinitamente rigidas a los efectos del cédlculo
de vibraciones. El andlisis de sistemas con fundaciones profundas queda supeditado a la
existencia de formulas simplificadas para cada caso particular. Sin embargo, la calibracién
de modelos exige aproximaciones més rigurosas que las adoptadas para el diseno. Estos
coeficientes pueden resultar inapropiados en casos mas generales donde debe considerarse
la flexibilidad de la estructura e incluso de la fundacién. La definicién de un coeficiente
de amortiguamiento que reproduzca adecuadamente la respuesta del primer modo puede
producir desviaciones importantes en las predicciones de los restantes modos.

Una interpretacion del problema de los modelos simplificados es que el nimero de GL
fisicos involucrados es insuficiente para describir con mayor rigurosidad la rigidez dinamica
del sistema dentro de un determinado rango de frecuencias. Una técnica de acoplamiento
estructural (component mode synthesis) utilizada dentro del AME representa las matrices
fisicas de cada componente a través de modelos que combinan GL fisicos en correspondencia
con las interfaces entre componentes y GL generalizados para acomodar la restante infor-
macién modal contenida en la flexibilidad dindmica. En el libro de Wolf [6] se presentan
modelos que poseen GL internos para reproducir adecuadamente la rigidez dinamica de
los GL de la interfaz fundacién-estructura para varios tipos de fundacion. En el presente
trabajo se combinan estas ideas generales para derivar de la solucién rigurosa de la rigidez
dindmica de la fundaciéon matrices de rigidez y amortiguamiento independientes de la fre-
cuencia que pueden ensamblarse directamente con las matrices fisicas de la estructura para
ajustar los parametros globales del sistema.

1.1.2 Aspectos experimentales

La mayor parte de la energia suministrada a sistemas con interaccién suelo-estructura para
pequenas deformaciones se disipa por radiacién a través del suelo. La fuerte concentracion
de amortiguamiento geométrico en la zona de la fundacién produce que las formas modales
del sistema resulten esencialmente complejas. Los sistemas con formas modales complejas se

3



Cap. 1 Introduccion

denominan sistemas de amortiguamiento general en contraposicién a los sistemas de amor-
tiguamiento clasico que poseen formas modales reales. Los sistemas de amortiguamiento
clésico se conocen también como sistemas de amortiguamiento proporcional dado que la
matriz de amortiguamiento puede expresarse como una combinacion lineal de las matrices
de rigidez y masa. Por razones opuestas, los sistemas de amortiguamiento general se de-
signan sistemas de amortiguamiento no-proporcional. En el capitulo 9 del libro de Hurty
y Rubinstein [7] y en los trabajos de Mitchell [8] y Lallement e Inman [9] se presentan
tratados sobre sistemas con formas modales complejas.

Las técnicas de identificaciéon de parametros modales presentan algunas dificultades
para detectar modos de interaccién con alto amortiguamiento debido a que su contribucién
en la respuesta del sistema no presenta picos marcados en el dominio de la frecuencia como
sucede para estructuras con bajo amortiguamiento. En el caso de estructuras que se com-
portan como un cuerpo rigido vinculado al bloque de fundacién (maquinas con fundaciones
masivas) puede ocurrir incluso que no se produzcan picos de resonancia para algunos GL
con un desacoplamiento de la respuesta respecto a los restantes GL. Los problemas que
surgen en la etapa de la calibracién de modelos durante la vinculacién entre modos ex-
perimentales y analiticos sugieren descartar los pardmetros modales como pardmetros de
referencia en el ajuste.

El procedimiento utilizado en el presente trabajo para la calibracién de modelos de
sistemas con interaccion suelo-estructura involucra como modelo experimental las funciones
de respuesta en frecuencia (FRF) obtenidas directamente del procesamiento de senales. La
informacién experimental de las FRF resulta méas voluminosa respecto al modelo modal
dado que no se condensan las caracteristicas dinamicas del sistema como en los parametros
modales. Por lo tanto, la cantidad de informacién no redundante que poseen implicitamente
las FRF depende de los modos presentes en el rango de frecuencias de andlisis (excepto por
la normalmente pequeiia contribucién de los modos fuera del rango de andlisis velada por
los ruidos de las mediciones).

El mejoramiento del modelo analitico de un sistema respecto a su capacidad de repro-
ducir las mediciones del ensayo manteniendo el sentido fisico de sus coeficientes requiere
una adecuada seleccion de parametros de ajuste. Esta seleccién de los parametros de ajuste
es una tarea importante en dos aspectos. El primero se refiere a la cantidad de parame-
tros que pueden ser seleccionados. Desde el punto de vista del condicionamiento numérico
resulta 6ptimo tomar un pequeno nimero de parametros de ajuste y utilizar un volumen
importante de informacién experimental. La frecuencia de corte que depende del muestreo
digital limita el rango de frecuencias de analisis. El segundo aspecto importante se refie-
re a cuales pardametros de los posibles candidatos son més convenientes. El analista debe
estimar la confianza atribuida a los distintos parametros del modelo. Los parametros de
ajuste deberian estar asociados con caracteristicas dudosas del modelo por razones fisicas.
Las predicciones numéricas de la respuesta deben ser sensibles a pequenos cambios en los
parametros de ajuste sin que esta sensibilidad sea razén suficiente para la seleccién de un
parametro candidato. De lo contrario, la calibracién puede imponer, para la reduccién de
la diferencia entre modelos analiticos y experimentales, variaciones inapropiados en algu-
nos pardmetros por el cambio de otros pardmetros mas sensibles con menor necesidad de
ajuste. El resultado puede ser entonces un modelo calibrado que reproduce las mediciones
a costa de la pérdida del sentido fisico de algunos parametros con menor influencia sobre
la respuesta.
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1.2 Objetivos y Alcances

El objetivo principal de la tesis consiste en la calibracién de modelos de sistemas con in-
teraccién suelo-estructura utilizando técnicas desarrolladas en el area del analisis modal
experimental (AME). La fuerte concentracién de amortiguamiento en la zona de la funda-
cién diferencia a los sistemas con interaccién suelo-estructura de otros tipos de sistemas
estructurales ampliamente estudiados en las aplicaciones del AME. Las incertidumbres vin-
culadas a los parametros del modelo de la fundacién constituyen un aspecto de particular
importancia en la calibracion del modelo completo de este tipo de sistemas.

Otros objetivos del trabajo son:

e Evaluacion de las posibilidades y limitaciones de las técnicas experimentales actuales
aplicadas al andlisis de sistemas con interaccion suelo-estructura.

e Determinacion de matrices independientes de la frecuencia que reproduzcan el com-
portamiento dindmico de la fundacién para los grados de libertad (GL) de la interfaz
con la estructura dentro del rango de frecuencia de andlisis.

e Caracterizacién de parametros modales de sistemas con interaccién suelo-estructura.

e Estudio de sensibilidad de los parametros de ajuste en el proceso de calibracién del
modelo del sistema.

e Adquisicién de datos experimentales confiables de sistemas con interacciéon suelo-
estructura a través del andlisis de casos reales de aplicacién.

En la bibliografia consultada sobre calibracién de modelos dentro del AME se encuentra
una escasa cantidad de trabajos sobre el ajuste de parametros de modelos de sistemas
con interaccién suelo-estructura en comparacién con otros tipos de sistemas. Los trabajos
encontrados se refieren fundamentalmente a puentes tomando resortes y amortiguadores
para los modelos de la fundacion de las pilas y los estribos cuyas constantes no se vinculan
en forma explicita con las propiedades del suelo.

El modelado y el andlisis de los sistemas con interaccion suelo-estructura se realiza a
través del método de sub-estructuracion. El modelo de la fundacién se deriva de soluciones
rigurosas de la rigidez dindmica para ensamblarse luego con el modelo de la estructura
obtenido con el método de elementos finitos.

Una motivacién para la determinacién de los pardmetros modales de estos sistemas se
debe a que algunas normas de disefio (en particular, la norma alemana KTA 2201.4) fijan
valores méximos de las relaciones de amortiguamiento del 30 % para modos de movimiento
vertical y del 15 % para modos de movimiento horizontal y de balanceo. La distincién entre
estos modos puede tornarse dificultosa a medida que aumenta el acoplamiento de estos
movimientos.

Los casos reales y simulados de los sistemas analizados poseen fundaciones superficiales
y estructuras predominantemente uni-dimensionales. El procedimiento de ajuste propuesto
puede aplicarse para sistemas con fundaciones profundas manteniendo un nimero reducido
de grados de libertad (GL) en la interfaz con la estructura (requisito que se cumple en
forma natural para estructuras lineales en altura).

El primer caso de aplicacién que se analiza designado Prototipo de Interacciéon cons-
tituye un ejemplo tipico de los problemas planteados. La estructura consiste bdsicamente
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en un tubo de seccién circular vinculado a un bloque cilindrico de fundacién. Este sistema,
construido integramente por motivos del presente trabajo permite el ensayo y analisis indi-
vidual y conjunto de la estructura y la fundacién. El segundo caso de aplicacién presentado
es el Molino de Crudo de una planta cementera. El bloque de fundacién es prismético y
posee alrededor del 80 % de la masa total del sistema. La estructura del molino posee una
elevada complejidad aunque puede representarse con un modelo simple a los efectos de la
reproduccion de las caracteristicas dinamicas en bajas frecuencias. La seleccion de los casos
de aplicacién estudiados responde a la intencién de comparar las dificultades y limitacio-
nes experimentales asociadas a la calibracién de modelos de sistemas de escala reducida y
sistemas de grandes dimensiones.

1.3 Aspectos Originales del Trabajo

La proposicién de un procedimiento para el ajuste de pardametros fisicos de modelos de sis-
temas con interaccién suelo-estructura constituye un aspecto original de tipo metodoldgico.
El procedimiento involucra la ejecucién de ensayos dindmicos impulsivos sobre el sistema, la
obtencién de un modelo de la fundacién que permita expresar en forma explicita los parame-
tros de ajuste del suelo y la aplicacién de un método estdndar de calibracion sumamente
robusto utilizado en analisis modal experimental.

Un aspecto original de tipo algoritmico consiste en el desarrollo de un método para
la obtencion de matrices simétricas de la fundacion independientes de la frecuencia. La
utilizacién de técnicas experimentales de identificacion de parametros modales sobre curvas
analiticas de rigidez dindmica derivadas de soluciones rigurosas para la obtenciéon de un
modelo de la fundacién constituye también una contribucién de la presente investigacién.

Los aspectos originales de tipo experimental se relacionan con la generacién de datos
en forma de funciones de transferencia experimentales que permiten la comprobacién de la
validez de los modelos utilizados en la actualidad para el cdlculo de la respuesta de sistemas
con interaccion suelo-estructura. Los casos de aplicacién estudiados proporcionan informa-
cién 1til sobre las posibilidades y limitaciones de los ensayos impulsivos considerando la
sensibilidad del sistema frente a diferentes niveles de carga.

1.4 Hipoétesis del Trabajo

Las hipdtesis asumidas en el presente trabajo son las siguientes:
1. Los sistemas son geométrica y mecanicamente lineales: se utilizan modelos de pequenos
desplazamientos y giros.

2. Los sistemas se mantienen invariantes en el tiempo: las propiedades geométricas y
mecdnicas permanecen constantes.

3. Los modelos analiticos poseen una adecuada discretizacion espacial.
4. Los modelos experimentales poseen una adecuada discretizacién temporal.

5. Los modelos utilizados sélo poseen GL fisicos en la estructura y en la interfaz con la
fundacién. La incorporacién de GL generalizados al modelo de la fundacién permite
describir adecuadamente su comportamiento dinamico.

6
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6. El numero de GL fisicos utilizados en la interfaz fundacién-estructura es el minimo
necesario para estudiar las caracteristicas principales del fenémeno de interaccién.

7. El comportamiento dindmico de los sistemas analizados se describe satisfactoriamente
utilizando modelos de amortiguamiento viscoso. El amortiguamiento de tipo histerético
puede reproducirse en un determinado rango de frecuencias a través de la combinacién
de un cierto nimero de modos con amortiguamiento viscoso.

8. El suelo que sustenta la fundacién del sistema posee una estratificaciéon horizontal
referida a sus parametros mecanicos.

9. Los sistemas 3D analizados presentan un desacoplamiento de la respuesta en dos planos
verticales perpendiculares que permite utilizar modelos 2D para la representacion de
su comportamiento dinamico.

10. Las funciones de transferencia experimentales se consideran exactas en los rangos de
frecuencia donde la funcién de coherencia supera el valor de 0.9.

1.5 Organizacién del Trabajo

En el capitulo 2 se presentan los fundamentos tedricos que permiten el modelado de la
estructura y la fundacién. Los efectos de la discretizacion espacial y temporal se discuten
brevemente a fin de establecer las diferencias entre modelos continuos y discretos. La formu-
lacién de segundo orden utilizada en el modelado de sistemas con amortiguamiento clasico
permite la derivaciéon de una formulaciéon de primer orden apta para el andlisis de siste-
mas con interaccién suelo-estructura. Esta ultima formulaciéon permite la incorporacion de
matrices de masa singulares obtenidas para la fundacién y la obtencién de formas modales
complejas. En la seccién se discuten las limitaciones en el nimero de coordenadas y en el
ntumero de modos de los modelos experimentales.

En el capitulo 3 se presenta el procedimiento utilizado para la identificacién del mo-
delo experimental de respuesta. La correlacién entre funciones de transferencia analiticas y
experimentales permite el ajuste de los modelos de los sistemas estudiados.

El capitulo 4 presenta una técnica de identificacién de parametros modales denomi-
nada método de la fraccion polinémica matricial que se aplica sobre datos experimentales
en el ambito del analisis modal experimental. La aplicacion de esta técnica experimental
sobre la flexibilidad dinamica de la fundacion obtenida de soluciones rigurosas permite la
identificacién de un modelo modal que describe el comportamiento de la fundacién. Las
matrices fisicas derivadas de este modelo modal resultan asimétricas. El método del poli-
nomio matricial complejo desarrollado en el presente trabajo resulta aplicable para curvas
de flexibilidad dindmica de variacién suave comunes en este tipo de problemas permitiendo
la derivacion de matrices simétricas.

El capitulo 5 describe un procedimiento basado en la sintesis de componentes modales
que permite la obtencién de matrices de rigidez, amortiguamiento y eventualmente masa
para la fundacién utilizando el modelo modal derivado con las técnicas descriptas en el
capitulo anterior. Una particularidad que posee este modelo modal es que el niimero de
modos supera al nimero de coordenadas fisicas utilizadas para la fundacién. La determina-
cion de matrices fisicas independientes de la frecuencia requiere entonces la utilizacién de
coordenadas generalizadas. Los ejemplos presentados en la seccion final ilustran el grado de
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aproximaciéon que puede esperarse con este procedimiento.

En el capitulo 6 se describen los pardmetros modales de sistemas con interaccion suelo-
estructura caracterizados por estructuras uni-dimensionales prismaticas vinculadas a discos
rigidos de fundacién. Se comienza con una descripcion de modelos simplificados de fundacio-
nes superficiales compuestos por coeficientes de rigidez, amortiguamiento y eventualmente
masa que se aplican en forma desacoplada para cada movimiento analizado. Los dbacos
de interaccién que se generan con estos coeficientes permiten la estimacion de la influencia
de los efectos de la interaccién en los pardmetros modales del sistema. Las versiones mas
rigurosas de estos parametros modales se obtienen con modelos exactos de la fundacion
conformados por las matrices fisicas derivadas con el procedimiento del capitulo anterior.

En el capitulo 7 se presenta el método de la funcién de respuesta en frecuencia que se
utiliza en la calibracion de modelos de sistemas con interaccion suelo-estructura. La consi-
deracion de aspectos relacionados con una seleccion adecuada de parametros de ajuste y con
potenciales problemas de condicionamiento numérico y de convergencia permite optimizar
el proceso de calibracién.

El capitulo 8 presenta un estudio de sensibilidad que permite la estimacion de las
dispersiones que pueden esperarse en los valores de los parametros ajustados por simplifi-
caciones del modelo analitico de la fundacién en funcién de la influencia de la interaccion
en el comportamiento dindmico del sistema.

El capitulo 9 describe dos casos reales de sistemas con interaccién suelo-estructura
analizados. El primer caso consiste en un sistema de escala reducida mientras que el segundo
caso representa un sistema de grandes dimensiones.

El capitulo 10 presenta las conclusiones y las contribuciones de la investigacion junto
con recomendaciones y futuras lineas de investigacion.

En el apéndice A se detallan algunas propiedades de la Transformada de Laplace.

En el apéndice B se describen las aplicaciones de la Descomposicion de Valores Singu-
lares utilizada exhaustivamente en técnicas de identificacién.

El apéndice C incluye los dbacos de interaccion de los modos 2, 3 y 4 que complementan
los abacos presentados en el capitulo 6.
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Fundamentos Teoricos

La nomenclatura empleada se extrae basicamente de fuentes que constituyen pilares del
andlisis modal experimental (AME): los textos de Ewins [1] y Maia et al. [2], y las memo-
rias de la Conferencia Internacional de Analisis Modal. Por regla general, las matrices se
expresan entre corchetes y los vectores se escriben entre llaves.

Los modelos utilizados para representar la respuesta dinamica de sistemas con inter-
accién suelo-estructura presentan una concentracion importante de amortiguamiento en
la zona de la fundacién. El modelo de amortiguamiento viscoso para la estructura resul-
ta satisfactorio dado que las fuerzas disipativas juegan un rol secundario. A pesar que el
comportamiento de la fundacién puede responder a otros modelos de amortiguamiento, el
numero de grados de libertad (GL) generalizados agregados a los GL fisicos permite apro-
ximar adecuadamente la respuesta dinamica de la fundacién combinando un determinado
ntmero de modos con amortiguamiento viscoso. La totalidad de los modelos utilizados en
el presente trabajo poseen entonces este tipo de amortiguamiento.

De acuerdo a una clasificacién propuesta por Ewins [1] (adoptada en la literatura del
AME) los sistemas dindmicos lineales pueden describirse utilizando 3 tipos de modelos
matematicos interrelacionados. El primero es el modelo fisico que se obtiene de la discreti-
zacién espacial de las propiedades fisicas del sistema representadas por matrices simétricas
de rigidez, masa y amortiguamiento. Las coordenadas del modelo se designan coordenadas
fisicas y coinciden con las utilizadas para describir los desplazamientos, velocidades y ace-
leraciones del sistema. Los procedimientos méas utilizados para obtener el modelo fisico se
basan en el Método de Elementos Finitos.

El segundo es el modelo modal constituido por una matriz diagonal de polos del sistema
y una matriz de formas modales que se obtienen resolviendo el problema de autovalores del
modelo fisico para el caso de vibracién libre. Las coordenadas involucradas se conocen como
coordenadas modales, principales o normales y surgen de la transformacién de coordenadas
fisicas utilizando la matriz de formas modales.

El tercero es el modelo de respuesta que se compone de una unica matriz en funcién de
una variable independiente (tiempo o frecuencia) que describe desplazamientos, velocidades
o aceleraciones del sistema. El modelo de respuesta obtenido experimentalmente puede
transformarse al modelo modal utilizando técnicas de identificacién de parametros modales.
La relevancia de esta transformacion radica en la condensacién que se produce respecto a
las caracteristicas dindmicas del sistema.
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El orden de apariciéon de estos modelos mateméaticos depende de la secuencia utilizada
para derivarlos. La secuencia analitica parte del modelo fisico: el modelo modal surge de la
resolucion del problema de autovalores y el modelo de respuesta se obtiene en funcién de
los parametros fisicos o modales. La secuencia experimental parte del modelo de respuesta
obtenido de un ensayo modal: el modelo modal se extrae utilizando técnicas de identificacién
de parametros modales mientras que es posible derivar un modelo fisico condensado a
través de las condiciones de ortogonalidad. Los modelos matematicos se presentan en este
capitulo en la secuencia analitica mientras que en los restantes capitulos se sigue la secuencia
experimental.

2.1 Modelos Continuos y Discretos

En esta seccion se describen los efectos de la discretizacién espacial en los modelos analiticos
que deben considerarse en la etapa de calibracién. La discretizacién temporal producida du-
rante la obtencion de los modelos experimentales también posee efectos que deben reducirse
al minimo.

2.1.1 Discretizacion Espacial

Las estructuras reales poseen propiedades fisicas de rigidez, masa y amortiguamiento que
se encuentran distribuidas en el espacio dando origen a fuerzas eldsticas, inerciales y di-
sipativas respectivamente. Estos sistemas continuos pueden ser descriptos en forma mas
conveniente con modelos de pardmetros concentrados de multiples grados de libertad (GL).
Los GL de un sistema representan el nimero de coordenadas independientes necesarias
para describir completamente su movimiento. Los sistemas continuos poseen rigurosamente
un numero infinito de grados de libertad imposibilitando la obtencién de un modelo que
reproduzca el comportamiento dindmico para cualquier rango de frecuencias. Sin embargo,
en la mayoria de los casos se obtienen resultados satisfactorios separando las propiedades
bésicas en elementos discretos simples que se combinan adecuadamente para representar
las propiedades del sistema con suficiente exactitud. Este procedimiento presupone siempre
una aproximacién que depende del grado de discretizacion y el rango de frecuencias de
interés. La ubicacién de los GL constituye la decisién inicial que debe tomar el analista en
funcién del tipo de andlisis y la precision requerida.

La comparacién de modelos continuos simples y sus contrapartes discretas sugieren
que aproximadamente un tercio de los modos del modelo discreto resultan razonablemente
exactos. Por lo tanto, el nimero necesario de GL del modelo discreto depende de la exactitud
requerida dentro del rango de frecuencias de andlisis. En el trabajo de Berman [10] se
demuestra que existe un numero ilimitado de modelos discretos capaces de reproducir la
respuesta experimental de un sistema continuo.

La totalidad de los modelos de los sistemas analizados en el presente trabajo son
espacialmente discretos. La formulacion de segundo orden descripta en primer término
surge naturalmente de consideraciones fisicas. Los sistemas con interaccion suelo-estructura
estudiados requieren modelos con matrices de amortiguamiento general y masa singular.
La incapacidad que posee la formulacién de segundo orden para manipular estas matrices
sugiere la utilizacién de una formulacién de primer orden (formulacién en espacio de estado)

10
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que surge de una reestructuracion de las ecuaciones de movimiento. La formulacién de
primer orden permite ademas el reconocimiento de los modos no-oscilantes que poseen los
sistemas analizados.

2.1.2 Discretizacion Temporal

Las senales analdgicas de los transductores utilizados durante los ensayos dindmicos se
digitalizan a través de un conversor A/D (analdgico a digital) que muestrea los datos
experimentales en forma discreta. La eficiencia de las técnicas de identificacion en base a
modelos de tiempo discreto ([3]) se debe a la naturaleza discreta de los datos experimentales.

El modelado de los sistemas dinamicos lineales se realiza a través de ecuaciones de
tiempo continuo o ecuaciones de tiempo discreto. Las ecuaciones de movimiento de los
modelos de tiempo continuo resultan ecuaciones diferenciales en el dominio del tiempo y
ecuaciones algebraicas en el dominio de la frecuencia. Los modelos de tiempo discreto poseen
ecuaciones de movimiento descriptas a través de ecuaciones lineales de diferencias finitas.

En el presente trabajo se utilizan exclusivamente modelos temporalmente continuos. La
reduccién de los efectos del muestreo se consigue con una frecuencia de muestreo adecuada
al rango de frecuencias de andlisis.

2.2 Formulacién de Segundo Orden

En la primera parte de esta seccién se describen los modelos con amortiguamiento clasico
o proporcional que resultan aptos para el andlisis de un importante nimero de casos de la
dindmica estructural. A continuacién se analizan algunas caracteristicas sobresalientes de
los modelos con amortiguamiento general o no-proporcional expresadas en términos de la
formulacion de segundo orden que se describen con mayor generalidad en la presentacién
de la formulacién de primer orden.

2.2.1 Modelos con Matriz de Amortiguamiento Proporcional

La definicién de estos modelos se realiza de acuerdo a la secuencia analitica.

A) Modelo Fisico

Las ecuaciones de movimiento de un sistema dindmico lineal pueden expresarse como un
conjunto de N ecuaciones diferenciales de segundo orden, donde N es el niimero de coorde-
nadas independientes. Se definen [M], [C] y [K] como matrices simétricas N x N de masa,
amortiguamiento y rigidez respectivamente. Las ecuaciones de movimiento se expresan en
forma matricial como

[M]{a()} + [C]{a(®)} + [K]{u(t)} = {p ()} (2.1)

donde {u(t)}, {u(t)} y {u(t)} son vectores de aceleracién, velocidad y desplazamiento res-
pectivamente y {p(t)} es el vector que contiene la distribucién espacial y la variacién
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temporal de las fuerzas. Considerando la vibracién libre del sistema en (2.1) se tiene

[M]{a(t)} + [C]{a(t)} + [K]{u(t)} = {0} (2.2)

Dado que las N ecuaciones simultédneas en (2.2) son homogéneas, si {v(t)} representa una
solucion del sistema luego v {v(t)}, con 7 siendo una constante arbitraria no-nula, también
representa una solucién. Esto implica que la solucién de (2.2) sélo puede encontrarse en
términos de un movimiento relativo que responde a la forma

{u(t)} ={U}u(t) (2.3)

donde {U} es un vector N x 1 de amplitudes de respuesta independientes del tiempo y @ (t)
es la variacién temporal de la carga. Sustituyendo (2.3) en (2.2) y aplicando transformada
de Laplace con condiciones iniciales nulas se obtiene

(s* [M] + s [C] + [K]) {U}a(s) = {0} (2.4)
Para que se verifique (2.4) debe cumplirse
(s*[M] + s [C] + [K]) {U} = {0} (2.5)

La solucién trivial de (2.5) corresponde al caso donde {U} = {0}, que no resulta de interés
dado que implica que el sistema permanece inmévil. La determinacién de la solucién no-
trivial requiere el cumplimiento de la siguiente condicién

det (s* [M] +s[C] + [K]) =0 (2.6)

La ecuacién (2.6) se conoce como ecuacion caracteristica del sistema. Dado que esta ecuacion
resulta de orden 2N provee esta cantidad de posibles valores s, designados genéricamente
como polos. El subindice n se refiere al niimero de modo y varia entre 1 y 2N . Los vectores
no-nulos asociados a cada polo se designan formas modales y se representan como {i,}.
Los polos poseen informacion global referida a la frecuencia de vibracion y a la relacion de
amortiguamiento de cada modo. Las formas modales describen el movimiento relativo de
todas las partes del sistema.

El cédlculo de polos y formas modales de (2.5) se conoce como problema de polinomio
matricial. Desde el punto de vista computacional el problema de autovalores planteado
de esta forma resulta inadecuado. Por tal motivo, los algoritmos normalmente utilizados
resuelven un problema regular de autovalores que se obtiene en forma natural durante la
formulacién en espacio de estado.

El problema de polinomio matricial para sistemas no-amortiguados o con amortigua-
miento proporcional puede convertirse sin dificultad en un problema regular de autovalores.
Los polos del sistema se calculan luego en funcién de los autovalores obtenidos. La matriz de
formas modales posee propiedades de ortogonalidad que permiten desacoplar las ecuaciones
de movimiento del sistema. En la formulaciéon de segundo orden este desacoplamiento sélo
es posible para sistemas con amortiguamiento proporcional.

B) Modelo Modal

La matriz de amortiguamiento se denomina clasica o proporcional cuando puede ser expre-
sada como combinacion lineal de las matrices de rigidez y masa.

[C] =e[K]+ v [M] (2.7)

12
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siendo ¢ y v dos escalares arbitrarios. Por lo tanto, la ecuacién (2.5) para el modo n adquiere
la siguiente forma

(1 +esp) [K] + (57 + vsn) [M]) {¢n} = {0} (2.8)

Dividiendo por el escalar (1 + es,,) se obtiene un problema generalizado de autovalores

([K] = A [M]) {br} = {0} (2.9)
donde
_ (sE+wsn)
M= (2.10)

De (2.9) se observa que sélo es necesario encontrar N modos compuestos que tienen asociado
un subindice r que varia entre 1 y N. Cada uno de estos modos compuestos involucra un
par de modos simples con la misma forma modal y con polos reales o complejos conjugados.
La ecuacién (2.9) puede transformarse en un problema regular de autovalores multiplicando
por [M]™! (asumiendo matriz de masa no singular), es decir

(4] - A 1)) ) = {0} (2.11)
4] = [M] K] (2.12)

Los autovalores A, resultan siempre positivos para matrices de rigidez y masa definidas
positivas. De cada autovalor de (2.10) se obtienen dos polos resolviendo la siguiente ecuacién
cuadratica

24 (e + )54+ A =0 (2.13)

para obtener

2

RNCE TN \/ (<A+>) . (2.14b)

2 2

con ¥ = N 4 r. Por analogia con sistemas de un GL se define
wr =V A (2.15a)
1
& =5 <€wr + V) (2.15b)

2 Wy

donde w, y & se denominan frecuencia no-amortiguada y relacion de amortiguamiento
respectivamente. Utilizando (2.15) los polos en (2.14) resultan

Sp = —&uwr + V& — 1w, (2.16a)

sp=—&wr — & — 1w, (2.16b)

La naturaleza de los polos en (2.16) depende del valor que tome &, para cada autovalor.

13
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e > 1 Cada autovalor genera dos polos reales, negativos y diferentes.
e =1 Cada autovalor genera dos polos reales, negativos e iguales.
e £ <1 Cada autovalor produce un par de polos complejos conjugados.

Para este ultimo caso, la ecuacién (2.16) puede escribirse como

sp = —&wr +iy/1 — &2 wy (2.17a)
sp = —&wr —iy/1 =& wp = s (2.17b)

donde i = /—1 y el asterisco (*) simboliza complejo conjugado. La parte real de los polos
controla la tasa de decaimiento de la amplitud y la parte imaginaria describe la frecuencia
de oscilacién. Ademés, se verifican las siguientes relaciones

Sy + sp = —2&wy (2.18a)
S5p55 = w? (2.18b)
De (2.15b) se observa que & = 0 para ¢ = v = (. Para este caso, se obtienen polos

imaginarios puros y complejos conjugados correspondientes a sistemas no-amortiguados

Sy = +iwy (2.19a)
S = —iw, = Sy (2.19b)

Las formas modales resultan directamente los autovectores de (2.9) que poseen componentes
reales.

La comparacién entre los nimeros de pardmetros independientes de los modelos fisico y
modal permite comprobar que ambos coinciden. En efecto, las matrices simétricas de rigidez
y masa poseen cada una % (N 24N ) parametros independientes. Segtin (2.7) la inclusién de
la matriz de amortiguamiento agrega sélo 2 parametros. Por lo tanto, el modelo fisico tiene
un total de (N 24N+ 2) parametros independientes. Por otra parte, la matriz modal posee
N? y la matriz diagonal de frecuencias no-amortiguadas tiene N parametros independientes.
Se observa de (2.15b) que las relaciones de amortiguamiento se encuentran en funcién de
las frecuencias no-amortiguadas ya computadas y de los 2 parametros de proporcionalidad
de la matriz de amortiguamiento. De esta forma, el modelo modal posee también un total
de (N 24N+ 2) parametros independientes.

Propiedades de Ortogonalidad
Las propiedades de ortogonalidad resultan de gran importancia en el desacoplamiento de

las ecuaciones de movimiento del sistema para obtener la contribucién de cada modo en
forma independiente. Utilizando (2.15a) la ecuacién (2.9) para el modo genérico r resulta

(K] — w? [M]) {¢,} = {0} (2.20)

en tanto que para el modo 7’ se tiene

([K] = o [M]) {¢rr} = {0} (2.21)

14
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Pre-multiplicando (2.20) por {¢,/}” resulta

(v} (K] = w? [M]) {¢r} =0 (2.22)

Por otro lado, post-multiplicando por {¢,} la transpuesta de (2.21) resulta

{we}" (K17 = w2 [M]7) {a} = 0 (2.23)
que es igual a

{} (K] = wd [M]) {er} =0 (2.24)
dado que [K] y [M] son simétricas. Realizando la diferencia entre (2.24) y (2.22) se obtiene

(wr = wi) (e} M) {4} = 0 (2.25)
que s6lo puede ser satisfecha para w, # w, si

{¢}" [M] {),} =0 (r#7) (2.26)
Ademés, de (2.26) y (2.24) se deduce que

{¢w}" [K]{th} =0 (r#1') (2.27)
Finalmente, tomando 7 = 7 y considerando (2.22) o (2.24) se obtiene

{0} [K]{r} = wr {0} [M] {2} (2.28)

(o} K]{We} _ K _ s (2.29)

{wr}T [M] {Qpr} My '

donde k, y m, se denominan rigidez y masa generalizada, respectivamente, del modo r.
Teniendo en cuenta (2.7) puede definirse ademas el amortiguamiento generalizado como

cr = ek, +vm, (2.30)
Utilizando (2.30) y (2.15b) se obtiene

= 26w, (2.31)

Si se consideran todas las posibles combinaciones de modos r y r’ las propiedades de orto-
gonalidad del sistema pueden expresarse como

(O] (M) [@] = [>m] (2.32a)
[ [C) W] = [e] (2.32b)
(0] [K][¥] = [k (2.32¢)

donde [V] representa la matriz de formas modales. De acuerdo a (2.32) las formas modales
son linealmente independientes (ningin vector puede ser obtenido como combinacién lineal
de los restantes) y por lo tanto forman una base en el espacio N-dimensional. A diferencia de
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los polos, que presentan valores unicos, las formas modales son conocidas dentro de un factor

de escala indeterminado. Por lo tanto, k., ¢, vy m, no pueden ser tomados separadamente
) Ty T T

ya que sus valores también estdn afectados por dicho factor de escala.

La presentacion de las formas modales se encuentra habitualmente sujeta a un proceso
de normalizacion. La asignacién de un valor unitario al elemento de mayor médulo en cada
vector constituye una forma de normalizacién. Una alternativa mas conveniente consiste en
escalar los vectores de formas modales de tal forma que

@] [M][@] = [1] (2.33)

donde [/] es la matriz identidad y [®] es la matriz modal normalizada respecto a la matriz
de masa constituida por vectores

{¢r} = {wr} (2-34)
que obedecen la relacion

{¢T}T [M] {(z)r} = '772‘ {wr}T [M] {wr} =1 (235)
para cada modo 7. De (2.35) se obtiene

1 1
Tr = =
iy ) ey VT

Por lo tanto, las propiedades de ortogonalidad de la matriz modal normalizada respecto a
la matriz de masa se expresan como

(2.36)

[®]" [M] [®] = [1] (2.37a)
[@]" [C][@] = [>26wr] (2.37b)
[@]" [K][@] = [w;] (2.37¢)

Las matrices del modelo fisico pueden calcularse en funcién de las matrices del modelo
modal a través de (2.37) resultando

[M] = [®] " [®] 7 (2.384)
(€] = [@] " 26w ] (@] (2.38b)
(K] = [®]7" [wi ][] (2.38¢)

La aplicacién préactica de estas expresiones es limitada dado que requieren que la matriz de
formas modales sea cuadrada. Esta condicion implica que el niimero de coordenadas medidas
debe coincidir con el nimero de modos identificados. Desde el punto de vista experimental
no existe ninguna razén para que se cumpla este requerimiento. En la seccién sobre Modelos
Completos e Incompletos se analizan con mayor profundidad estas expresiones.

Descomposicion Modal

Las propiedades de ortogonalidad pueden utilizarse para facilitar el calculo de la respuesta
de vibracién forzada de (2.1). Definiendo la transformacién de coordenadas

{u(®)} = [@] {v(t)} (2.39)
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y sustituyendo en (2.1) se obtiene

[M][@]{8(t)} + [CT[@] {o(t)} + [K] [®] {v(t)} = {p (1)} (2.40)

Las coordenadas de respuesta {v(t)} son conocidas como coordenadas principales, normales
o modales. Pre-multiplicando (2.40) por [®]"

[@]" [M][@] {5(t)} + [@]" [C][@] {o()} + [@]" [K][@] {v(t)} = [@]" {p (1)}  (241)
y considerando (2.37) la representaciéon matricial de las ecuaciones de movimiento resulta

{50} + 26w ] {o(0)} + [wil ] {o(®)} = {B(1)} (2.42)

con

b0} =@ {p®)} (2.43)

La ecuacién (2.42) representa un conjunto de N ecuaciones de movimiento desacopladas. La
utilizacién de una matriz modal escalada arbitrariamente [¥] produce la siguiente expresién

me J{8O} + e {00} + [N {v()} = {5 (1)} (2.44)

con

{5} =[] {p(1)} (2.45)

Esta transformacién de coordenadas permite desacoplar un sistema de multiples GL en N
sistemas independientes de un GL. Cada ecuaciéon de movimiento depende solamente de
una coordenada v; (t) que se obtiene en forma separada como la respuesta de un oscilador
simple no-amortiguado. Después de resolver v; (t) a través de (2.42) o (2.44), la solucién final

en términos de {u (t)} se obtiene facilmente a través de la transformacién de coordenadas
(2.39).

C) Modelo de Respuesta

El modelo de respuesta se deriva en la secuencia analitica en funcién de los modelos an-
teriores. En la secuencia experimental, este modelo constituye el punto de partida de un
ensayo modal. A diferencia de los modelos fisico y modal, la informacién bésica del sistema
se vincula en este caso a una variable independiente. El modelo de respuesta toma diferentes
nombres descriptos en la Tabla 2.1 de acuerdo a la variable independiente involucrada.

Variable Designacion Representacién

Tiempo Funcién de Respuesta a Impulso (FRI) [h(t)]

Laplace Funcién de Transferencia (F'T) [H (s)]
Frecuencia | Funcién de Respuesta en Frecuencia (FRF) [ (w)]

Tabla 2.1: Clasificacion de modelos de respuesta

El tiempo y la frecuencia son variables reales en tanto que la variable de Laplace es un
escalar complejo que posee una estrecha vinculacién con la frecuencia. De hecho, la FRF
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constituye un caso particular de la FT. Las representaciones del modelo de respuesta reciben
un indice especifico de acuerdo al pardmetro de respuesta involucrado: los indices D, V y A
se asignan a desplazamientos, velocidades y aceleraciones respectivamente. La FRF adopta
nombres especificos en funcién del parametro de respuesta utilizado segun la Tabla 2.2.

Las componentes de estas matrices describen la relacién entre la respuesta en una coordena-
da particular j y un impulso unitario aplicado en la coordenada k con el sistema partiendo
del reposo. En el dominio del tiempo, el impulso equivale a producir una velocidad inicial
en el instante t = 0 a través de una aceleracion instanténea.

Las funciones hjj (t) y Hjj (s) constituyen un par de Laplace. Por lo tanto, se verifica
que

+oo
Hy(s) = L0y ) = [ by ar (2.46a)

+oo
hj (t) = L7 (Hjp, (s)) = Hji, (s) e®tds (2.46b)
0
En el apéndice A se presentan algunas propiedades relevantes de la transformada de Laplace.
Una forma directa de determinar la F'T en funcién de desplazamientos consiste en aplicar
a (2.1) la transformada de Laplace con condiciones iniciales nulas

(s> [M] + s [C] + [K]) {u(s)} = {p(s)} (2.47)
de donde
{u(s)} = (s [M] +s[C] + [K)) " {p(s)} = [Hp ()] {p(5)} (2.48)

Las componentes individuales de la F'T se calculan como

HP () = 4 (8) 2.49
jk ( ) i (S) ( )
Evaluando la FT sobre el eje de la frecuencia se obtiene la FRF
. -1
[op ()] = [Hp (5)],—q, = ([K] +iw [C] — w? [M]) (2.50)

La aparente simplicidad de la ecuacién (2.50) no refleja la ineficiencia numérica que limita su
utilidad en técnicas de identificacién. En efecto, el célculo de [ap (w)] requiere la inversién
de una matriz N x N para cada frecuencia de interés que resulta computacionalmente
costosa para sistemas con un nimero importante de GL. Esta ineficiencia se agudiza en el
caso que sélo interese un pequeinio nimero de componentes de la receptancia. La utilizacién

Parametro de Respuesta | Designacion | Representaciéon
Desplazamiento Receptancia [ap (w)]
Velocidad Movilidad [ay (w)]
Aceleracién Acelerancia [ (w)]

Tabla 2.2: Formas alternativas de la FRF
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de pardmetros modales permite obtener expresiones méds ttiles para [ap (w)] que reflejan
caracteristicas importantes de la receptancia.

La inversién de la ecuacién (2.50) produce
o ()] ! = ([K] + iw [C] — w? [M]) (2.51)

Pre-multiplicando y post-multiplicando ambos miembros por [®]7 y [®] respectivamente
resulta

[@]" [ap ()] 7" [@] = [@]" ([K] + iw [C] — w® [M]) [2] (2.52)
Considerando (2.37) se obtiene
@] [ap ()] 7" [@] = | (w? + 2igwrw - w?) | (2.53)

que puede reescribirse como
2 | o 2y 17t T
[ap ()] = [@] [\ (w2 + 2i€rwyw — w )\] [®] (2.54)

La ecuacién (2.54) permite calcular cualquier componente oe?k (w) de la FRF utilizando la
siguiente expresion

N N

Oé?k (w) _ Z éjrgbkr Z jk?" (255)

— (W2 4 2i&wrw — w?) — ( (W2 4 2i&wrw — w?)

con Aji = ¢jrPrr denominada constante modal. Las componentes de las formas modales
son reales produciendo constantes modales reales. De acuerdo a (2.55), el conocimiento de
cualquier fila o columna de la receptancia permite en teoria reconstruir la matriz completa.
Una limitacién practica a esta afirmacién surge cuando existe algiin modo sin excitacién
por la presencia de un nodo (punto sin movimiento) cercano al punto de aplicacién de la
carga.

Las caracteristicas dinamicas del sistema pueden describirse en términos de polos y
residuos utilizando como modelo de respuesta la funcién de transferencia (FT). En efecto,
la ecuacién (2.55) puede expresarse como

N N

Pjr Phor Ajr
5)= § E 2.56
) — (w2 + 26wps + 52) - 1 (W2 + 26w, + 82) (2.56)

Expandiendo cada sumando de (2.56) en fracciones parciales se obtiene

Y i pirorr o= Rjk Y R
Y (s) = S Parhr FIAZTEN LT S L 2.57
i (5) ;(s—sr)+ (5 —s7) ;(S—ST)JF;(S—ST) (2:57)

WE

=
I

con s, y s7 definidos en (2.17), y

A jkr ¢ T ¢k
R. = _ kT i = . ar r = S oL — 258
Ik (sr — s7) & (sr — s7) o (5 — s7) ( :
Ajkr Pjr P
R‘ r = S L v = - r = — 259
ik o (Sr o SF) SDJ — (37, — SF) Pk — (37, — SF) ( )
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Teniendo en cuenta que r y 7 son modos genéricos del sistema la ecuacién (2.57) puede
expresarse como

2N 2N
2 nsokn jkn
R e e 260)
n= 1 n 1 n

donde s, y Rjky, son los polos y residuos del sistema respectivamente. La F'T" adquiere una
amplitud indeterminada en correspondencia con los polos dado que se encuentran en el
mismo dominio que la variable de Laplace. La FT puede expresarse en forma andloga a
(2.54) definiendo la matriz diagonal de polos [A] = [>s,< ]

[Hp ()] = [9] (s 1] = [AD) ™' [9]" (2.61)

donde [¥] agrupa las formas modales {¢,, }.

La ecuacién (2.61) se considera fundamental en el desarrollo de técnicas de identifi-
cacién dentro del andlisis modal experimental. La normalizacién de estas formas modales
coincide con la utilizada en la formulacion en espacio de estado. Sin embargo, la disocia-
cién de los N modos compuestos utilizados en (2.54) para sistemas con amortiguamiento
clasico produce que la normalizacién de las formas modales de los 2N modos simples en
(2.61) difiera de la normalizacién respecto a la matriz de masa. Las ecuaciones (2.58) y
(2.59) relacionan las componentes de las formas modales para ambas normalizaciones. En
caso que s, y Sy sean complejos conjugados (relaciéon de amortiguamiento subcritica) el
radicando del denominador resulta imaginario. De esta forma, las componentes de {p,} y
{¢7} consisten en niimeros complejos que posee parte real e imaginaria con idéntico valor
absoluto'; los residuos resultan imaginarios. En el caso que s, y sr sean reales negativos
(relacién de amortiguamiento supercritica), uno modo tendra componentes reales y el otro
modo tendra componentes imaginarias; los residuos resultan reales.

Las componentes de la FRI en funcién de desplazamientos se calculan segin (2.46b)
como

W (t) = L7 (H}, (5)) = > Rjne™ (2.62)

Dado que el sistema parte del reposo, el desplazamiento inicial debe ser nulo, es decir

2N 2N
0) =Y Rign=>_ @inPrn =0 (2.63)
n=1 n=1

La ecuacién (2.63) conocida como restriccion fundamental se analiza en detalle en [11]. La
restriccién fundamental adquiere relevancia para técnicas de identificacion que se desarrollan
a partir de la formulacién en espacio de estado. La generalizacién de la ecuacién (2.63) para
cualquier par de coordenadas j y k produce la siguiente expresion matricial

9] [9)" =0 (2.64)

!Las partes real e imaginaria de las componentes de las formas modales correspondientes al polo con
parte imaginaria positiva tienen distinto signo, mientras que para el polo con parte imaginaria negativa
presentan el mismo signo.
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La interrelacién matemaética que existe entre desplazamientos, velocidades y acelera-
ciones permite derivar las distintas versiones de la FT' a partir de una FT en funcién de
cualquier parametro de respuesta. Desde el punto de vista experimental, los modelos de
respuesta en base a aceleraciones tienen particular importancia dado que los transductores
normalmente utilizados registran aceleraciones. Derivando (2.62) se obtienen las FRI para
velocidad y aceleracién

2N
d S
hir (t) = %h?k (t) =) snRjgne’ (2.65)
n=1
R d2 2N
iy (t) = @h?k (t) = Z 2 Rjpne! (2.66)
n=1

donde el simbolo (") indica que las aceleraciones se calculan exclusivamente derivando
desplazamientos o velocidades. La expresién completa de aceleraciones se obtiene agregando
el término producido por el impulso en el instante inicial?, es decir

2N
Wi (8) = 82 Rjgne™" + 6 (t) b, (0) (2.67)

n=1
donde la velocidad inicial resulta
2N

Wi (0) = snRjkn (2.68)

n=1

El término agregado en (2.67) se denomina transmision directa y surge siempre que se
utiliza la aceleracion como parametro de respuesta. Aplicando la transformada de Laplace
a las FRI en términos de velocidad y aceleracién, y considerando (2.63) junto con las
expresiones del apéndice A, se obtiene

il () = £ (515 0)
= I (0) + 5D, (5
() (2.69)
2
HY (s)=L (;i?h?k (t)) + L (3(t) hj, (0))
= — A% (0) — sh2, (0) + s>HY, (s) + hY, (0)
_ e (9 (2.70)

La aceleracién instantdnea ii () de un oscilador simple de masa m se expresa como
u(t) =9(t) o

donde g representa la velocidad inicial y ¢ (¢) simboliza un delta de Dirac. De esta forma, el impulso
producido por la fuerza f (t) = mii(t) de duracién infinitesimal AT es igual al producto de la masa por la
velocidad inicial

AT AT
1:/ f(t)dt:m/ 5 (t) fiodt = mito
0 0
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Expandiendo en fracciones parciales y teniendo en cuenta (2.63) y (2.68) resultan

2N sRir
HY (s) = Z _CTkn
Jk _
n=1 (S Sn>
2N 2N
SnBikn
= R+ 3 el
n=1 n=1 (8 - Sn)
2N
=y ke (2.71)
(s — spn)
n=1
2N )
A . S Rj]m
Hjy (s) =) G = sn)
n=1 n

2N 2N 2N 2 p
n ]kn
=2 snRijin 53 R + 3 71208
n=1 n=1 n=1 n

)

La aplicacién directa de la transformada de Laplace a (2.65) y (2.67) permite arribar a
idénticas expresiones. Una observacién importante es que el paso de las representaciones de
un parametro de respuesta a otro solo implica una re-normalizacion de las formas modales
a través de los polos. La expresion (2.72) permite obtener ficilmente desplazamientos a
partir de aceleraciones en funcién de los parametros modales. Descontado el término de
transmisién directa a (2.72) la F'T para aceleraciones resulta

2N )
SnR ikn
— Z s _JS + hjy (0) (2.72)
n=1 n

2N
HY (s) = Z S?iRiﬂm (2.73)
’ n=1 (S o Sn)

La ecuacién (2.73) se obtiene también aplicando la transformada de Laplace a (2.66). De-
finiendo las formas modales y residuos para velocidad y aceleracién como

R}y = snRjkn Pl = V/5nPjn Phn = V/5nPkn (2.74)
Rl = soRjin O = $nPjn Phn = SnPhn (2.75)
las F'T asociadas resultan
2N ' 2N v Vv
R PLinPk
HY (s) =Y 2 N7 Tinrhn (2.76)
L I
2N A 2N A A
- R; PinP
Hj, (s) = = e (2.77)
L N

Las FT para velocidad y aceleracién expresadas matricialmente son anédlogas a (2.61), es
decir

[Hy (s)] = [9v] (s [1) — [A]) ™ [o)” (2.78)
Ay ()] = [0a] (11 = [A) " [0a] (2.79)
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De acuerdo a (2.69) y (2.70) la movilidad y la acelerancia pueden obtenerse como

-1

[y (w)] = [Hy (8)] =y, = i ([K] +iw [C] — w? [M]) (2.80)

[n ()] = [Ha ()]s, = —w? ([K] +iw [C] = w? [M]) (2.81)

Estas ecuaciones se expresan como fracciones parciales utilizando (2.71) y (2.72).

2.2.2 Modelos con Matriz de Amortiguamiento General

La clasificacion utilizada para estos modelos coincide con la descripta para el caso de amor-
tiguamiento clasico.

A) Modelo Fisico

La derivacién del modelo fisico no presenta ninguna diferencia respecto al caso de amorti-
guamiento clasico.

B) Modelo Modal

La determinacion de las matrices del modelo modal se efectiia a través de la transformacién
del problema de polinomio matricial de (2.5) en un problema regular de autovalores. La
alternativa normalmente utilizada consiste en recurrir a la formulacién de primer orden des-
cripta en la siguiente seccion. A continuacion sélo se describen las principales caracteristicas
de los pardametros modales resultantes.

Las formas modales resultan esencialmente complejas y sus componentes se definen por
una amplitud y un dngulo de fase (o por una parte real y una parte imaginaria). La visua-
lizacién del movimiento representado por cada forma modal se torna dificultosa dado que
los valores maximos de cada componente no ocurren simultaneamente. La normalizacién de
las formas modales involucra tanto un factor de escala como una fase angular de referen-
cia. Las formas modales correspondientes a polos complejos conjugados resultan complejas
conjugadas. De esta forma, la combinacién de dos formas modales complejas conjugadas
produce una respuesta real.

Propiedades de Ortogonalidad

Las propiedades de ortogonalidad se deducen a partir de un razonamiento anédlogo al utili-
zado para sistemas con amortiguamiento cldsico. La ecuacién (2.5) para el modo n resulta

(s2 [M] + s, [C] + [K]) {¢n} = {0} (2.82)

y similarmente para el modo n’, transponiendo la ecuacién resultante y considerando la
simetria de las matrices

{n}" (52 [M] + s [C] + [K]) = {0} (2.83)
Pre-multiplicando (2.82) por {1/} y post-multiplicando (2.83) por {t,,} se obtiene
{0w}" (57 [M] + 5 [C] + [K]) {$hn} = 0 (2.84)
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{Uw}" (s [M] + s [C] + [K]) {thn} = 0 (2.85)
Realizando la diferencia entre las ecuaciones resultantes (asumiendo que s,, # s,/) y divi-
diendo por (s, — s,/) resulta

(s + o) Y} M {0n} + (Y} [C]{¥n} =0 (2.86)
Por otra parte, multiplicando (2.82) por s, y (2.83) por s, y restando una de la otra se
obtiene

snsw {thw } IM]{n} — {$w}" [K] {tn} =0 (2.87)

Las ecuaciones (2.86) y (2.87) constituyen las propiedades de ortogonalidad que satisfacen
las formas modales del sistema. Resulta interesante examinar la forma que adquieren las
ecuaciones de ortogonalidad para modos n y n’ complejos conjugados: s, = S, ; Sy = s& ;

{tn} = {¥r} v {ton} = {¢}}. Teniendo en cuenta (2.31) y (2.29) se obtienen las siguientes
expresiones

W C1{r} _ e
(g} M) {r} e

= 26w, (2.88)

o (K {un} _ e _ o (2.89)

(o} M) {gr} me T
Los pardmetros k., ¢, vy m, de estas expresiones resultan reales y se denominan rigidez,
amortiguamiento y masa generalizada respectivamente por analogia con sistemas con amor-
tiguamiento proporcional. A pesar que w, y & pueden considerarse como la frecuencia na-
tural no-amortiguada y la relacién de amortiguamiento asociada a un oscilador simple, el
significado de estos parametros es diferente dado que

e 1o intervienen formas modales del mismo modo, sino de modos complejos conjugados,
e no surgen del desacoplamiento de las ecuaciones de movimiento,

e no representan parametros equivalentes de osciladores simples que describen la contri-
bucién de los modos.

Descomposiciéon Modal

La ecuacién (2.42) resulta en este caso

{5} + [Cl{o®)} + D] {v®)} = {p (1)} (2.90)

donde [C] es, en general, una matriz N x N completa. La diagonalizacién de la matriz
de amortiguamiento no resulta posible dado que la matriz modal [®] se deriva utilizando
solamente las matrices de masa y rigidez. El acoplamiento adicional introducido por el
amortiguamiento impide el analisis desacoplado de las ecuaciones de movimiento a través
de la transformacion descripta anteriormente.

La eliminacién de los elementos fuera de la diagonal principal en [C] cuando el amor-
tiguamiento es pequeno permite alcanzar una solucién aproximada sin una pérdida impor-
tante de precisién. La utilizacion de la formulacién en espacio de estado es inevitable para
valores altos de amortiguamiento que impiden esta simplificacién.
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C) Modelo de Respuesta

La ecuacién (2.55) es inaplicable debido al acoplamiento producido por el amortiguamien-
to. La expresién que resulta valida para estos casos es la ecuacién (2.60) que responde a
modelos con amortiguamiento general. Sin embargo, las componentes de las formas mo-
dales y los residuos no guardan ninguna relacién entre si como ocurre para modelos con
amortiguamiento clasico.

La unién de términos correspondientes a polos complejos conjugados se analiza a con-
tinuacién. La ecuacién (2.57) puede expresarse como

N *
D o j : Rjkr jkr
H]k (S) = <(S — Sr) + (S — 3*)) (291)

r=1 r

Considerando (2.17) la ecuacién (2.91) resulta

N Re (Rjkr) — i Im (Rjpr) Re (Rjir) + i Im (R
H? (s) = 2= ol Chet Gl (2.92)
O o rivig)e) - (o -wimg)w)
Operando se arriba a
N Re(Rjkr) 26wy + 25) + Im (Rji,) (24/1 — 2wy
Hie(5) = Z (W2 + 28 wrs + s2) ( > (2.93)

Los sistemas con amortiguamiento cldsico poseen residuos puramente imaginarios que per-
miten anular el término del numerador de los sumandos en (2.93) asociado a la parte real
de Rj que depende de s.

Las expresiones para modelos de respuesta en términos de polos y residuos resultan
idénticas a las obtenidas para sistemas con amortiguamiento clasico.

2.3 Formulacion de Primer Orden

La formulacion de segundo orden descripta en la seccién anterior presenta dificultades en la
representacion de sistemas con amortiguamiento no-proporcional. En articulos de reciente
publicacion ([12], [13]) se presenta un algebra especifica para modelos de segundo orden en
general (Algebra de Clifford) con éptimas ventajas desde el punto de vista numérico. Sin
embargo, la formulacién en espacio de estado posee aiin mayor aceptacién por la simplicidad
de las expresiones resultantes.

2.3.1 Modelos con Matriz de Masa No-Singular

Los modelos descriptos a continuacién constituyen una generalizacién de los modelos pre-
sentados en la formulacién de segundo orden.
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A) Modelo Fisico

La ecuacién (2.1) puede reescribirse como un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden de varias formas distintas con diferentes ventajas computacionales. La formulacién
utilizada en este trabajo parte de la siguiente definicién

[ e
[A] = o) ] (2.94a)
[B] = [[I(;] _[34 ]] (2.94D)

y
[ ey )

{p()}=[P{p(t)} (2.95b)

{a@)} =[QI{p (1)} (2.95¢)
_ | [P]

Q] = 0] (2.95d)

La matriz [P] representa la matriz identidad con columnas eliminadas en correspondencia
con los GL no excitados. El vector {p (t)} posee las funciones de carga de los GL excitados.
La ecuacion (2.1) se escribe entonces en forma mdas compacta como

[Al{z ()} + Bl{z (1)} = [QIH{p )} = {¢ (1)} (2.96)

Las matrices [A] y [B] son reales, simétricas y tienen dimensién N x N con N = 2N. Multi-
plicando (2.96) por [A]~! se obtiene

{2 ()} = [Ac] {z ()} + [B] {p (1)} (2.97)

con

(2.98a)

P G (0

} (2.98b)

En el caso de vibraciones libres (2.97) resulta

A {o (1)) - & (8)} = {0} (2.99)
El vector de estado puede expresarse como

{z(®)} ={X}z(t) (2.100)

Reemplazando (2.100) en (2.99) y aplicando la transformada de Laplace con condiciones
iniciales nulas se obtiene

([Ac] — s [I) {X} = {0} (2.101)

que representa un problema regular de autovalores cuya solucién comprende un conjunto
de 2N autovalores s, que son reales o se presentan en pares complejos conjugados.
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B) Modelo Modal

En este caso, a diferencia de los problemas de autovalores resultantes de la formulacién de
segundo orden, autovalores y polos representan los mismos parametros. De esta forma, los
polos y las formas modales se calculan como autovalores y autovectores respectivamente de

([(B] + sn [A]) {On} = {0} (2.102)

La estructura matemética de las matrices [A] y [B] produce que la forma modal para un
modo genérico n resulte

_ ) {vn}
{0n} = { 5o {10m) } (2.103)

donde {v,} contiene los desplazamientos relativos de las coordenadas del sistema.

Propiedades de Ortogonalidad

En el caso de dos modos genéricos n y n’ se demuestra que los autovectores de (2.102)
cumplen las siguientes propiedades de ortogonalidad

{0} [A] {6} =0 (n#n) (2.104a)
{0} B]{0n} =0 (n#n) (2.104b)

En el caso que n = n/ se obtiene la siguiente expresién pre-multiplicando (2.102) por {6, }"

{0} BI{0n} = 50 {6n}" [A] {0} (2.105)

{0,3" B] {6} _ b _ s (2.106)

0.} [A]{6,}  an

Las propiedades de ortogonalidad del sistema surge de considerar todas las posibles com-
binaciones de n y n’

01" [A][6] = [Man-] (2.107a)
[©]" [B][0] = [“bn-] (2.107D)

La siguiente normalizacién de las formas modales produce que las propiedades de ortogo-
nalidad resulten funcién de los polos

()" [A][Y] = 1] (2.108a)
()" [B][Y] = — [A] (2.108b)
donde [A] = [>sp] es la matriz diagonal conteniendo los polos y [Y] es la matriz modal
normalizada respecto a [A] formada por vectores {v,} = pp {05} que obedecen la relacién
{oa}" [A] {vn} = 0} {6} [A]{0,} =1 (2.109)
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para cada modo n. De (2.109) se obtiene

1 1
on = (2.110)

e A,y VO

Utilizando (2.103) se comprueba que

an = {0,}7 [A] {0,} (2.111)

:{ {n}" sn{tn} } [ [M]  [0] ] { sn {tn} }

= {%}T ([C] + 2sp, [M]) {wn}

La normalizacion difiere claramente de la utilizada para la formulacién de segundo orden y
en consecuencia

{Un}:{ ten} } (2.112)

sn {on}

con {¢n} # {¢n}. La matriz de formas modales normalizadas resulta

_| M

Y] = 9] [A] (2.113)

Las ecuaciones (2.108) pueden escribirse en forma explicita como
v 1116 BT W] .
1) WM}[M[NUWML_M (2.1142)

v o L E 0]
“m[MM}meyijj‘W (21148)
que operando resultan

[ [CT19] + [A] 9] [M] [9]) + [9]" [M] [9] [A] = [1] (2.115a)
1" (K] [9] — [A] 9] [M] [9] [A] = — [A] (2.115b)

Estas expresiones constituyen una generalizacién de las ecuaciones (2.86) y (2.87) que re-
presentan los términos fuera de la diagonal principal en (2.115).

Las ecuaciones (2.108) pueden utilizarse para reconstruir las matrices de rigidez, amor-
tiguamiento y masa en funcién de las matrices del modelo modal ([11]). En efecto, pre-
multiplicando por [T]_T, post-multiplicando por [T]_l e invirtiendo ambas expresiones se
obtiene

(A7 =[]x]” (2.116a)
B~ =—[][A 7 ()" (2.116b)
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que considerando (2.113) resultan

L[ wet Wt
A BT oA ] 1)
N e (U
B = ot T ] (2.117b)
Por otra parte, de (2.94) se tiene
A7 = {0]71 [ﬂﬂ_ . (2.118a)
| M = [M]T (O] [M]
B] ' = [Ifg]l - [][\04]]_1 (2.118b)
Comparando (2.117) y (2.118) se concluye que
K] =~ (1)) ") (2.1190)
)= (W) (2.10h)
[C] = — [M][9) [A]” (9] [M] (2.119c)
Yy
[0 [0)" =0 (2.120)

La ecuacién (2.120) conocida como restriccion fundamental es idéntica a (2.64) y relaciona
los pardmetros modales resultantes del modelo fisico descripto segtn (2.94). En el trabajo de
Garvey et al. [14] se demuestra que las partes real e imaginaria de formas modales complejas
no son parametros totalmente independientes. Esto se comprueba comparando los niimeros
de parametros independientes de los modelos fisico y modal. El modelo fisico posee un total
de % (N 24N ) parametros independientes dado que cada matriz fisica simétrica posee
% (N 2+ N ) Por otra parte, la matriz diagonal de polos provee 2N pardmetros reales en
tanto que la matriz modal posee 2N2. De esta forma, el modelo modal acumula 2 (N 24N )
parametros reales. La diferencia en el niimero de pardmetros reales entre los modelos fisico
y modal revela la dependencia de % (N 24N ) parametros modales a través de la restriccion
fundamental.

Las matrices fisicas reconstruidas con (2.119) utilizando parametros modales derivados
en forma experimental sélo reproducen la respuesta medida si se garantiza el cumplimiento
de la condicién (2.120). En [11] se propone la incorporacién explicita de la restriccion
fundamental en los algoritmos de identificacion de pardmetros modales para la obtencién
de matrices fisicas de sistemas con amortiguamiento general.

Descomposicion Modal

El desacoplamiento de las ecuaciones de movimiento comienza con la definicién de la si-
guiente transformacién de coordenadas

{z (@)} = [T]{w (1)} (2.121)
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Reemplazando (2.121) en (2.96) y pre-multiplicando por [Y]7 se obtiene
[0} TAT (Y] {ar (8)} + [X]" [B] Y] {w (8)} = [Y]" {a (1)} (2.122)
Teniendo en cuenta (2.108) se arriba a
{w(®)} = [AH{w @)} = {q (1)} (2.123)
{a®y =1"{a()} (2.124)

La ecuacién (2.123) representa un conjunto de 2N ecuaciones desacopladas para cualquier
modelo lineal de amortiguamiento.

C) Modelo de Respuesta

La funcién de transferencia (F'T') en funcién de los pardmetros modales resulta el modelo
de respuesta mds simple. Aplicando la transformada de Laplace a (2.96) con condiciones
iniciales nulas se obtiene

(B] +s[A){z (s)} = {q(s)} (2.125)
y por lo tanto

{a ()} = (B]+s[AD) " {a(s)} = H(s)] {a(s)} (2.126)
De la ecuacién (2.126) se observa que

[H (s)]"" = (B] + s [A]) (2.127)

Pre-multiplicando y post-multiplicando ambos miembros por [Y]* y [Y] respectivamente
resulta

(Y] [H ()] 71 [X] = [X]" ([B] + s [A]) [Y] (2.128)
Considerando (2.108) se obtiene

O H ()] 7 1Y) = [ (s = s0) ] (2.129)
que se reescribe como

H ()] = (0] [> (s =) ] (Y] (2.130)
Reemplazando (2.113) en (2.130) se obtiene
]

€

INCREON

(2.131)
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donde se observa que [H (s)] se compone de funciones de transferencia de desplazamiento,
velocidad y aceleracién. La ecuacién (2.130) permite calcular cualquier componente de la
funcién de transferencia Hjj, (s) como

2N

l VjnUkn Rjkn
Hjp(s) = => (2.132)

(s — spn) (s — spn)

donde s, y Rk, son los polos y residuos de la funcién de transferencia respectivamente.

2.3.2 Modelos con Matriz de Masa Singular

El estudio de estos modelos tiene particular importancia en la representacién de sistemas
con interaccién suelo-estructura dado que el comportamiento dinamico de las fundaciones
suele reproducirse solamente con matrices de rigidez y amortiguamiento. Las expresiones
presentadas se basan en el trabajo de Inaudi [15].

A) Modelo Fisico

El comportamiento dindmico de sistemas que poseen algunos GL sin masa asociada se
describe como

[0 [0] {iin (t)} N
(0] [Ma] {iiz (t)}

(K] [Ki2] {ur ()} | _
[Ko1]  [Ko] {uz (1)}
donde {u;i(t)} y {ua(t)} representan los vectores de desplazamientos de los N; GL sin masa

asociada y los Ny GL con masa asociada respectivamente. En la formulacion en espacio de
estado la ecuacién (2.133) toma la siguiente forma

[Cul [Coo] | [ {0} ]
[Cor] [Co2] | | {2 (D)}

7] |

.+ Py | {p(t)} (2.133)

[A]{z (1)} + B]{z (t)} = [QI{p(t)} (2.134)
donde
[ (O] [Cia] (0]
[A] = | [Ca1] [Co2] [Mao)] (2.135a)
(0] [My] [0]
[ [Ku] (K (0]
[B] = | [Ka] [K2] [0] (2.135b)
[0 o] —[Mx]
’ fur (1)}
{fe@®)} =9 {u2(®)} (2.136a)
{uz (¢)}
[P1]
Q= | [P] (2.136D)
[0]
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Las matrices [A] y [B] son reales, simétricas y tienen dimensién N x N en este caso con
N = Ny + 2No. Multiplicando (2.134) por [A] ™! se obtiene

{2 ()} = [Ac] {z ()} + [B] {P (1)} (2.137)

[Ac] = — [A] ' [B]
—[Cul T K] —[On] T K] —[Cu) TG
_ 0] 0] 1] (2.138a)
— [Mao] ™ [Kan] - [Mag] (K] - [Mao] [Ca2]
[Be] = [A]7 Q)
[C1a] ™ A1)
- 0] (2.138D)
(M| ™ (1P2] = [Cr] (O] ™ [P2])
y
[Ka1] = [Ko1] = [Con] [Cua] " [K1a] (2.139a)
[Ka2] = [Kao] — [Con] [Cua] " [K12) (2.139b)
[Ca2] = [Cao] = [Con] [C1a] ™ [Ch2 (2.139¢)

En el caso de vibracién libre (2.137) resulta

[AcJ{z ()} — {& ()} = {0} (2.140)
El vector de estado se expresa como

{z @)} ={X}z(t) (2.141)

Reemplazando (2.141) en (2.140) y aplicando la transformada de Laplace con condiciones
iniciales nulas se obtiene

([Ac] = s[I) {X} = {0} (2.142)

que representa un problema regular de autovalores cuya solucién comprende un conjunto
de N autovalores s,, que son reales o se presentan en pares complejos conjugados.
n

B) Modelo Modal

Los polos y las formas modales se obtienen resolviendo el siguiente problema de autovalores
((B] + sn [A]) {0n} = {0} (2.143)

Dadas las caracteristicas intrinsecas de las matrices [A] y [B] la forma modal para un modo
genérico n resulta

{vn}
{0} =1 {vn} (2.144)
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donde {w}l} y {1/1,21} contienen los desplazamientos relativos de las coordenadas del sistema.
Las propiedades de ortogonalidad del sistema responden a (2.108) y (2.116) aunque con

(V1]
(T]=1] [V (2.145)
[Ua] [A]
Reemplazando (2.145) en (2.116) se obtiene
[04] [91]" 1] [92]"  [91] [A] [92]"
(A7 =[] [04)" [92) [92]"  [92] [A] [P2]" (2.146a)
| W] [A][0h]T [02) [A][9a]" [Da] [A]? [92]"
— W] [A] T 0] = ] (AT )T = [h] 9]
B = | —[Wa] [A] T [01) — 0] [A] T [02) (9] [92)T (2.146b)
— [92] [0h]" —[Wa] [92]" =[] [A] [92]"

Por otra parte, de (2.135) se tiene

[C] ™ [0] — [C1a] ! [Cua] [Ma] ™
A7 = [0] [0] [Mao] ™ (2.147a)
- [Mao] M [Con] [Cra] ™" [Mao] ™" — [Mao] ™" [Cao] [Mao] ™
| [ (K] [Kio] } [ 0] }
B ' =| [ [Ka] [K2] [0] (2.147b)
[ [0] [0] ] — M) ™!
donde
[Coz] = [Caa] — [Con] [C1a] " [Cr2] (2.147¢)

Comparando (2.146) y (2.147), la relacién entre matrices fisicas y modales se obtiene como

[Maz] = ([792] [A] [192]T>_1 (2.1484a)
[C1] = (1] [ﬁl]T)fl (2.148b)
[Co1] = — [Mas] [92] [A] [91]" [C11] (2.148¢)
[Cha] = — [Cua] [91] [A] [V2]" [Mao] (2.1484)
[Caa] = — [Mao] [92] [A] [Wa]" [Mao] + [Co1] [C1a] " [Che] (2.148¢)
11 12 (41 1 T T !
et e = ([ oo Lo )
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Ademads, las formas modales deben satisfacer las siguientes condiciones

[01] [91)" = [Cu] ™ (2.149a)
[92] (1] = [0] (2.149D)
[91] [92]" = [0] (2.149¢)
[92] [92]" = [0] (2.149d)

La restriccién fundamental resulta relajada por (2.149a) respecto a (2.120). Los modelos
utilizados para los sistemas con interaccién suelo-estructura analizados poseen la morfo-
logia descripta en (2.135). El modelado de la estructura en base a consideraciones fisicas
permite satisfacer la restriccién fundamental de los GL en correspondencia con la estruc-
tura. La aplicacién de técnicas de identificacién de parametros modales sobre las curvas de
flexibilidad dindmica de la fundacién (derivadas a través de soluciones rigurosas) permite
obtener matrices independientes de la frecuencia que no garantizan el cumplimiento de esta
condicién. La ecuacién (2.149) implica que el modelado de la fundacién con GL sin masa
asociada en correspondencia con los GL fisicos libera a las formas modales de la necesidad
de cumplir la restriccién fundamental.

C) Modelo de Respuesta

Las ecuaciones del modelo de respuesta resultan idénticas a las obtenidas para el caso de
matriz de masa no-singular utilizando (2.145) en lugar de (2.113).

2.4 Modelos Completos e Incompletos

El comportamiento de un sistema dindmico puede describirse a través de tres tipos dife-
rentes de modelos presentados en las secciones anteriores: fisicos, modales y de respuesta.
Las versiones analiticas de estos modelos resultan esencialmente equivalentes dado que la
transformacion de uno a otro no implica pérdidas de informacién. La equivalencia supone
que se utilizan modelos completos; es decir, se conocen todos los elementos de las matrices
de rigidez, masa y amortiguamiento, o todos los polos y las componentes de las formas
modales, o todos los elementos de las matrices de respuesta.

La medicién de la respuesta o la aplicacion de fuerzas excitatrices en todas las coor-
denadas del sistema definidas en el modelo analitico resulta practicamente imposible. La
relacién que existe entonces entre el niimero de coordenadas de los modelos analiticos y
experimentales puede alcanzar normalmente dos, tres o mas érdenes de magnitud. Por otra
parte, el nimero de modos experimentales que pueden identificarse en un ensayo modal de-
pende de los pardametros de muestreo. Ademads, se considera que sélo un tercio del niimero
de modos analiticos de un modelo discreto resultan representativos de un sistema continuo.
La comparacién entre el nimero de modos analiticos representativos y el niimero de modos
experimentales identificados presenta también diferencias considerables. De esta forma, la
inevitable utilizacién de modelos experimentales incompletos degrada la equivalencia entre
los modelos fisicos, modales y de respuesta.

Las limitaciones en el ntimero de coordenadas y modos resulta irrelevante en casos
que solo interesa obtener modelos representacionales (modelos fisicos condensados) que
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reproduzcan la respuesta medida. Los coeficientes de las matrices de estos modelos no
poseen una vinculacion explicita con los parametros fisicos del sistema.

El objetivo principal del presente trabajo requiere la soluciéon de los problemas vin-
culados a las limitaciones de los modelos experimentales. Los pardmetros de ajuste que
intervienen en el proceso de calibraciéon de los modelos analiticos deben relacionarse con
propiedades geométricas y mecanicas del sistema. La discrepancia entre modelos analiticos
y experimentales se atribuye a valores inexactos de estos parametros de ajuste. La corre-
lacién de estos modelos a los efectos de la calibracién exige la utilizacién del mismo tipo
de informacién: uno o ambos modelos deben transformarse a coordenadas fisicas, moda-
les o de respuesta. A continuacién se analizan los efectos de las limitaciones del modelo
experimental en funcién del tipo de modelo elegido para la correlacién.

2.4.1 Limitacién en el Nimero de Coordenadas

El nimero de coordenadas medidas suele limitarse por razones técnicas y econémicas. La
dificultad de medir giros o aplicar momentos excitatrices y la necesidad de acotar el tiempo
de ejecucion del ensayo modal resultan restricciones corrientes.

El procesamiento de senales y la aplicacion de técnicas de identificacion de pardmetros
modales sobre los datos experimentales permiten derivar modelos de respuesta y modelos
modales respectivamente. Estos modelos vinculados intimamente a la flexibilidad dindmica
no resultan afectados por las coordenadas medidas. La derivacién de la flexibilidad dindmi-
ca requiere la aplicacién de una fuerza unitaria armonica en la coordenada de excitacién
mientras se asignan fuerzas nulas a las restantes coordenadas. La inclusion o exclusion de
alguna coordenada no afecta los coeficientes de las coordenadas medidas.

Las técnicas de identificacién de sistema o métodos directos permiten obtener modelos
fisicos condensados directamente de los datos experimentales. La limitacién en el ntimero
de coordenadas afecta severamente los coeficientes de la matriz de rigidez dindmica de los
modelos fisicos. La derivacién de la rigidez dindmica requiere el bloqueo de todas las coorde-
nadas medidas mientras se aplica un desplazamiento unitario arménico en la coordenada de
excitacion. La inclusion o exclusién de alguna coordenada implica un bloqueo o desbloqueo
que afecta los restantes coeficientes de las coordenadas medidas.

A) Modelo Fisico

La correlacion de modelos fisicos en el proceso de calibracién requiere la reduccién de
las matrices fisicas de la contraparte analitica. La simple eliminacién de filas y columnas
que puede efectuarse en los modelos modales y de respuesta (vinculados a la flexibilidad
dindmica) no es aplicable dado que se obtendria un modelo con propiedades completamente
diferentes. La utilizacién de técnicas de condensaciéon o reducciéon dinamica permiten la
redistribucién de las propiedades de rigidez, masa y amortiguamiento entre las coordenadas
retenidas. En el trabajo de Avitabile et al. [16] se analizan varias técnicas de condensacion.
Las técnicas de reduccion dinamica de mayor difusién son las siguientes:

e Condensacion estdtica (Guyan [17]). La aplicacién original de esta técnica se encuentra
en la obtencién de los primeros modos de vibracién de modelos de gran tamano sin
amortiguamiento. Las matrices condensadas de rigidez y masa preservan las propieda-
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des modales para baja frecuencia. El grado de aproximacién de esta técnica depende
de la seleccién de los GL retenidos.

e Condensacién dindmica (Paz [18]). Esta técnica resulta exacta sélo para una frecuen-
cia de referencia. La variacién de la frecuencia de referencia en forma iterativa en la
resolucién de problemas de autovalores permite converger rapidamente a la solucién
exacta.

e Condensacién mejorada (O’Callahan [19]). Las caracteristicas dindmicas del modelo
reducido se optimizan con la inclusién de la contribucion de las fuerzas de inercia de
los GL suprimidos.

e Proceso equivalente de reduccion-expansion (O’Callahan et al. [20]). La condensacién
de las matrices del modelo se realiza a través de las formas modales analiticas. El
modelo reducido posee exactamente las mismas frecuencias y formas modales que el
modelo completo para los modos seleccionados. La capacidad de reproduccién de las
caracteristicas dindmicas es insensible a la seleccién de GL retenidos en el modelo
reducido.

En el trabajo de Lieven y Ewins [21] se analizan las principales desventajas de las técnicas
de reduccién dindamica. Desde el punto de vista de la calibracién de modelos, los principales
problemas de las matrices condensadas son la diseminacién de los parametros fisicos y la
disolucién de las conectividades del sistema.

B) Modelo Modal

El modelo modal no resulta afectado por la reducciéon de coordenadas. Los parametros
modales experimentales se obtienen aplicando técnicas de identificacion sobre el modelo de
respuesta derivado del ensayo modal. El modelo modal analitico surge de la resolucion de
un problema de autovalores. Las técnicas de correlacion de las formas modales permiten
la vinculacion de las contrapartes analitica y experimental a los efectos de la calibracion.
Esta correlacion se efectia con la simple eliminacion de los GL no medidos de las formas
modales analiticas.

La calibracién del modelo analitico puede realizarse utilizando la matriz de sensibili-
dad del modelo modal respecto a los parametros de ajuste. El cdlculo de los coeficientes
de la matriz de sensibilidad requiere que las formas modales experimentales posean todas
las coordenadas del modelo analitico. La solucién habitualmente adoptada para completar
los datos faltantes consiste en utilizar técnicas de expansion modal para determinar valo-
res de los elementos no medidos utilizando un modelo analitico preexistente. El grado de
aproximacion de la expansiéon depende de la exactitud del modelo analitico. En general, los
resultados de la expansién resultan méas apropiados para modos de baja frecuencia.

En el trabajo de Gysin [22] se comparan distintas técnicas de expansiéon modal que
pueden agruparse en cuatro categorias de acuerdo al grado de dependencia respecto al
modelo analitico:

1. Expansién geométrica de datos experimentales. El ajuste de curvas suaves y continuas
a través de los datos experimentales medidos permite interpolar los datos faltantes
sin necesidad de recurrir al modelo analitico. La principal ventaja de estas técnicas
es la independencia respecto al modelo analitico. Sin embargo, la incapacidad de re-
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presentar cambios espacialmente bruscos de las formas modales constituye el mayor
inconveniente.

2. Generacién indirecta de datos utilizando el modelo analitico. La informacién adquirida
del modelo analitico permite realizar una interpolacion geométrica apropiada de los
datos experimentales. Estas técnicas constituyen una sofisticacion de las técnicas de
expansion geométrica.

3. Generacion directa de datos utilizando el modelo analitico y los datos experimentales.
Esta categoria posee las técnicas de expansion de mayor aplicacién. Las matrices de
transformacién derivadas del modelo analitico permiten expandir los datos experimen-
tales a todas las coordenadas analiticas.

4. Sustitucion de formas modales analiticas. Las componentes faltantes de las formas
modales se reemplazan directamente con los valores analiticos sin recurrir a los datos
experimentales disponibles. La utilizacién de esta técnica expeditiva en modos de alta
frecuencia puede producir discontinuidades en las formas modales.

Por regla general, una disminucién en el nimero de coordenadas medidas no puede ser
totalmente compensada con la utilizacion de técnicas de expansién modal.

C) Modelo de Respuesta

El modelo de respuesta no resulta afectado por la reduccién de coordenadas. En efecto, la
correlacién de estos modelos s6lo requiere la eliminacion de filas y columnas de la contraparte
analitica en correspondencia con los GL no medidos. Las matrices analiticas del modelo de
respuesta se derivan directamente del modelo fisico o se obtienen en forma mas conveniente
en funcién de los parametros modales. Las técnicas de expansién descriptas anteriormente
se utilizan para determinar las matrices de sensibilidad involucradas en la calibracién de
los parametros de ajuste.

2.4.2 Limitacién en el Niimero de Modos

El nimero de modos experimentales identificados depende de la frecuencia de corte impues-
ta por el muestreo digital. Por otra parte, los modos analiticos de alta frecuencia deben
omitirse.

A) Modelo Fisico

El modelo fisico resulta afectado por la pérdida de la contribucién de los modos faltantes.
En algunos casos, el nimero de coordenadas medidas resulta mayor que el nimero de
modos identificados. Las matrices fisicas de rango deficiente derivadas de estos modelos de
respuesta proporcionan informacion util respecto a las zonas de mayor discrepancia entre
los modelos analiticos y experimentales. Sin embargo, la interpretacion del sentido fisico
de los coeficientes de estas matrices singulares durante el proceso de calibracion resulta
dificultosa.
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B) Modelo Modal

La limitacién en el nimero de modos no presenta problemas en el modelo modal. La inca-
pacidad de identificar algunos modos sélo repercute en el tamafio de las matrices modales
sin afectar los restantes pardmetros modales.

C) Modelo de Respuesta

El modelo de respuesta es afectado por la limitacién en el niimero de modos. Sin embargo, el
impacto de la frecuencia de corte en las funciones de respuesta en frecuencia (FRF') para ba-
jas frecuencias resulta minimo. La matriz de receptancia de un sistema de amortiguamiento
proporcional con N coordenadas medidas y M modos identificados resulta
[ap (w)] = [P] [\ (w? + 2i&wyw — wQ)J [®]" (2.150)
(NxM) (MxM)
La matriz modal de N x M para el caso que M < N produce una matriz de receptancia singular
con orden N y rango M. El levantamiento de la singularidad se consigue con la contribucién
de los modos faltantes.
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Capitulo 3

Identificacion de Modelos de
Respuesta

La determinaciéon de un modelo experimental de respuesta es el principal objetivo de un
ensayo modal. La planificacién y ejecucién de un ensayo modal constituyen tanto una
ciencia como un arte. Los libros de Ewins [1] y Maia et al. [2] presentan los lineamientos
generales referidos a la ejecucién de un ensayo modal. En los trabajos de Patrick [23], Stein
[24] y Tustin [25] se encuentran valiosas advertencias y recomendaciones sobre potenciales
dificultades que surgen en las distintas etapas de un ensayo modal. En los trabajos de
Lim [26] y Udwadia [27] se presentan técnicas para la determinacién de las posiciones més
favorables para la colocacién de los transductores y la excitaciéon dindmica. En el trabajo
de Olsen [28] se describen los tipos de excitacién méas utilizados para la ejecucién de un
ensayo modal. En el trabajo de Corelli y Brown [29] se realizan consideraciones especificas
del ensayo de impacto utilizado en el andlisis de los casos reales presentados en el capitulo
9. Algunos aspectos especificos del procesamiento de senales adquiridas a través de ensayos
de impacto y los inconvenientes asociados a la aplicacién involuntaria de dobles golpes se
encuentran en el trabajo de Trethewey y Cafeo [30].

La naturaleza discreta de las senales experimentales se analiza en primera instancia. A
continuacién se describen los distintos tipos de modelos de respuesta que pueden derivarse
de las senales experimentales. Los modelos de respuesta utilizados en el presente trabajo
son las funciones de respuesta en frecuencia (FRF'). En la seccién final se describen entonces
dos alternativas conceptualmente diferentes para la estimacién de la FREF.

3.1 Adquisicién de Senales Experimentales

Los transductores colocados en el sistema durante los ensayos dindmicos transforman la
magnitud fisica del movimiento registrado en un voltaje que ingresa a la cadena de medicién.
Un conversor analdgico-digital muestrea las sefiales de voltaje continuo con un intervalo fijo
de tiempo produciendo senales experimentales discretas. La transformacién del voltaje a
desplazamientos, velocidades o aceleraciones se efectiia luego a través de un adecuado factor
de conversién.

El procedimiento utilizado para la calibracién de modelos analiticos en el presente
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trabajo asume que los modelos de respuesta obtenidos en forma experimental son de na-
turaleza continua. Por lo tanto, el reconocimiento de las caracteristicas de los modelos de
respuesta esencialmente discretos derivados de los ensayos dindmicos y la mitigaciéon de los
efectos de la digitalizacion resultan cruciales.

3.1.1 Efectos de la Digitalizaciéon

La digitalizacién de las senales experimentales produce dos tipos de aproximaciones. En
primer lugar, la discretizacion del tiempo impide el conocimiento de la variacion de las
senales entre los puntos de muestreo (los modelos de tiempo discreto asumen una variacién
lineal o a saltos entre estos puntos). La definicién rigurosa del modelo de respuesta depende
entonces de la frecuencia de muestreo. El instante inicial para el comienzo del registro de las
senales puede afectar al modelo de respuesta en casos que la funciéon de carga presente una
rapida variacién respecto a la frecuencia de muestreo. En segundo lugar, la discretizacién
de la amplitud (denominada cuantizacion) implica la asignacién de valores discretos a las
senales muestreadas que resultan multiplos de un incremento de amplitud que depende de
la configuracion y la calidad de los instrumentos de medicién.

La influencia de estas inevitables aproximaciones durante la utilizacién de modelos
discretos en lugar de modelos continuos se torna despreciable para pequenios incrementos
de tiempo y amplitud. Sin embargo, la variacién de las senales entre puntos de muestreo
debe mantenerse atin suficientemente suave para evitar el efecto de plegado (aliasing). Este
efecto se manifiesta a través de la aparicion de picos espectrales virtuales dentro del rango
de analisis que distorsionan el verdadero contenido de frecuencias de la respuesta. El efecto
de plegado resulta sumamente peligroso dado que no presenta indicios de su aparicién. La
unica forma de evitarlo es a través del filtrado de las senales analdgicas antes del proceso
de digitalizacion.

3.1.2 Efectos de los Filtros

La funcién de transferencia de los filtros normalmente utilizados para la eliminacién del
efecto de plegado presentan una amplitud casi constante dentro del rango de frecuencias de
analisis. Sin embargo, la variaciéon de la fase puede ser importante y su efecto debe com-
pensarse durante el procesamiento de las sefiales. Los pardmetros que permiten reproducir
la funcién de transferencia de estos filtros deben encontrarse en los respectivos manuales de
los instrumentos de medicién.

Los transductores que registran el movimiento del sistema suelen actuar también como
filtros analdgicos. La funcién de transferencia de los acelerémetros inductivos utilizados en
los casos reales estudiados en el presente trabajo poseen una amplitud practicamente cons-
tante desde cero hasta la maxima frecuencia de trabajo (la mitad de su frecuencia natural)
aunque la fase presenta una variacién lineal en este rango de frecuencias. La compensacién
de esta funcion de transferencia se realiza sin dificultad con los pardmetros suministrados
por el fabricante.

La identificaciéon del modelo de respuesta en el dominio de la frecuencia suele reque-
rir la aplicacién de filtros exponenciales sobre las senales experimentales digitalizadas para
reducir el efecto de fuga (leakage) descripto méas adelante. La aplicacién de estos filtros ex-
ponenciales en el traspaso de las senales experimentales al dominio de la frecuencia equivale
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implicitamente a la utilizacién de la transformada de Laplace con la parte real de la varia-
ble s asociada al pardametro de decaimiento. Por lo tanto, el modelo de respuesta analitico
expresado en funcion de la misma variable de Laplace puede correlacionarse directamente
con el modelo de respuesta experimental durante el proceso de calibracién.

3.2 Variables de Respuesta

En esta seccién se realiza una breve descripcion de las posibles variables de respuesta que
pueden utilizarse para el modelo de respuesta.

3.2.1 Dominio del Tiempo

La versi6n discreta de la Funcién de Respuesta a Impulso (FRI) es la Funcién de Respuesta
a Pulso (FRP) constituida por una secuencia de matrices para cada incremento de tiempo
denominadas Parametros de Markov. Las expresiones para la determinacion experimental
de la FRP pueden encontrarse en el libro de Juang [3]. La principal ventaja de las técnicas
de identificacién en el dominio del tiempo es que se evitan las distorsiones producidas
durante la transformacién de las senales al dominio de la frecuencia por los efectos de
la digitalizacién. El mayor inconveniente es la necesidad de invertir matrices con datos
experimentales de gran tamano. Ademads, las FRP no pueden utilizarse directamente en la
calibracién del modelo analitico sino que requieren una transformacién al modelo modal o
al dominio de la frecuencia.

3.2.2 Dominio de la Frecuencia

El principal atractivo de los modelos experimentales de respuesta en el dominio de la fre-
cuencia es que permiten la correlacién directa con el modelo analitico a los efectos de la
calibracién. Los modelos modales que se emplean también en la correlacién de las con-
trapartes analitica y experimental requieren la aplicaciéon de técnicas de identificacion de
parametros modales. Estas técnicas presentan dificultades para sistemas con interaccion
suelo-estructura debido a la marcada diferencia que existe en la participacion modal de los
distintos modos en la respuesta dindmica. Ademas, la vinculacién de los modos de ambas
contrapartes suele resultar dificultosa mientras que con la FRF sélo se requiere correlacionar
las matrices con la misma variable de frecuencia.

El efecto de fuga que suele producirse en la transformacion de las sefiales experimen-
tales al dominio de la frecuencia se contrarresta con la utilizacion de filtros exponenciales.
La aplicacién de la transformada de Fourier discreta a las senales filtradas equivale a la
utilizacion de la transformada de Laplace sobre las senales originales con un valor no-nulo
de la parte real de la variable de Laplace. Las funciones de transferencia experimentales
pueden correlacionarse luego directamente con las versiones analiticas utilizando la misma
variable de Laplace.
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3.3 Identificacion de la FRF

La determinacién de la FRF se realiza con dos enfoques diferentes. El enfoque deterministico
se basa en la definicién analitica de la flexibilidad dindmica sin contemplar las caracteristi-
cas intrinsecas de los datos experimentales. El enfoque probabilistico permite suavizar la
FRF por la eliminacion de ruidos aleatorios utilizando los resultados de varias pruebas.
Ambos enfoques comienzan con expresiones aplicables a funciones continuas que permiten
establecer un vinculo con los fundamentos tedricos. Las expresiones vélidas para funciones
discretas se presentan luego para el procesamiento de las senales experimentales.

La receptancia es la FRF que aparece en las expresiones presentadas por considerarse
la respuesta medida en términos de desplazamientos. El reemplazo de desplazamientos por
velocidades o aceleraciones permite obtener la movilidad y la acelerancia respectivamente.
La influencia que tiene el parametro de respuesta medido en la calibracién del modelo
analitico sélo radica en el peso relativo dado a las amplitudes espectrales en funcién de la
frecuencia.

3.3.1 Enfoque Deterministico

La identificacion deterministica de la FRF de tiempo continuo se basa en la version analiti-
ca de la Transformada de Fourier (TFA). La aplicacién de esta transformada a la respuesta
u; (t) de la coordenada j y a la carga p} (t) aplicada en la coordenada k para una determi-
nada prueba i de un ensayo modal produce

u; (w) =F (ujl (t) = /_ uj (1) et (3.1)
) . +oo .
ph (W) = F (i (1) = / ph () e tdt (3.2)

Desde el punto de vista tedrico, la componente o, (w) de la receptancia es independiente
de la funcién de carga aplicada en la prueba i para un sistema dindmico lineal
. ul (w)
ajk (W) = ajy, (W) = —
’ ! i (W)
La utilizacién de la TFA requiere que las funciones de respuesta y carga cumplan la condi-
cion de Dirichlet:

+oo
| Tlatnar<oc (3.4)

—0o0

(3.3)

En el caso de senales de un proceso aleatorio que no satisfacen esta condicién debe utilizarse
indefectiblemente el enfoque probabilistico descripto en la siguiente seccién. La aplicacion de
la TFA supone ademads que las funciones se definen en forma analitica y resultan continuas
en el tiempo. Sin embargo, las senales obtenidas en forma experimental a partir de un
ensayo modal resultan esencialmente discretas y de duracién finita.

El procedimiento utilizado para senales experimentales involucra la version discreta de
la Transformada de Fourier! (TFD). Las ecuaciones (3.1) y (3.2) se reemplazan entonces

'Las siglas FFT utilizadas en forma universal se derivan del inglés Fast Fourier Transform que consiste
en un sofisticado algoritmo sumamente eficiente desde el punto de vista computacional desarrollado por
Cooley y Tukey [31].
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por
~ N .
5 (wm) = F (i (t)) = At Yk () e mh (3.5)
=1
N N
Bi (wm) = F (5 (1)) = At pi (1) e omh (3.6)
=1

o expresando la frecuencia en ciclos por segundo [H z]

N
W5 (fm) = F (5 (1)) = ALY ) (1) e >mimn (3.7)

=1

~ N .

B (fm) = F (i (1) = At Y i, (1) e~ mIm (3.8)

=1

con

b= (I—1)At At = % (3.9)
wm = (m—1)Aw Aw = 2% (3.10)
fm=(m—-1)Af Af:% (3.11)
I=1...N m=1...N (3.12)

donde T es la duracién de las seniales (en segundos) y N es el nimero de puntos de muestreo.
Una propiedad de la TFD de particular importancia es la existencia de una frecuencia de
corte o frecuencia de Nyquist ( fyyq) sobre la cual las amplitudes espectrales se repiten con
valores complejos conjugados

N N 1
En el caso de un ntimero par de puntos N se verifica
i (fn) = 0 (fin) 3.14
i, (fm) = D" (fm) (3.15)
donde m=N+2—-m (3.16)

La componente djik (fm) de la receptancia para la frecuencia f,, se calcula entonces como
j (fm)
Py, (fm)

La versién discreta de la receptancia en (3.17) sélo se asume representativa de la versién
analitica 3.3 con una adecuada discretizacién temporal.

&% () = (3.17)

En el trabajo de Richardson [32] se presenta una descripcién detallada de las carac-
teristicas mas relevantes de la TF'D. La resolucién espectral puede mejorarse agregando al
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final de las senales una serie de valores nulos (zona muerta) dado que el incremento de
frecuencia es inversamente proporcional a la duracién total de las senales.

La aplicacién de la TFD presupone que las senales procesadas de duracion finita se
repiten periédicamente en el tiempo. En caso que la parte final de las sefiales no presente una
determinada reduccién de amplitud se produce una distorsién de las amplitudes espectrales
denominada efecto de fuga (leakage). La solucién mdas conveniente consiste en introducir
un amortiguamiento ficticio en las senales a través de la utilizacién de filtros exponenciales
antes de la aplicacién de la TFD. La forma matematica del filtro exponencial es la siguiente

W (t) = exp (at) (3.18)

El valor de la constante a que produce, por ejemplo, una reduccién de la amplitud final del
1% se calcula como

| .01
. n (0.01)

- (3.19)

La aplicacion de la transformada de Laplace a las senales experimentales originales con
la parte real de la variable de Laplace R (s) = a produce el mismo modelo de respuesta
que se obtiene utilizando la TFD para las senales con filtros exponenciales. Por lo tanto, el
modelo de respuesta analitico calculado con esta variable de respuesta puede correlacionarse
directamente con la contraparte experimental durante el proceso de calibracion.

3.3.2 Enfoque Probabilistico

Las senales obtenidas experimentalmente de un ensayo modal se encuentran afectadas por
ruidos generados en la cadena de medicién y por efectos de la discretizacién y el proce-
samiento de las sefiales. De esta forma, el resultado de la ecuacién (3.17) puede presentar
ligeras variaciones entre las distintas pruebas realizadas. La forma adecuada de obtener el
valor méas probable de las FRF con los datos de varias pruebas consiste en la estimacién
probabilistica utilizada para senales aleatorias. En el trabajo de Mitchell [33] se presentan
los fundamentos de las técnicas probabilisticas para la determinacién de las FRF basadas en
la utilizacién de funciones de correlacion en el dominio del tiempo y densidades espectrales
en el dominio de la frecuencia.

La funcién de correlacién entre dos funciones estacionarias v (t) y w (t) se calcula como
el valor esperado (o promedio) del producto [v (¢) - w (¢ 4+ 7)] sobre el eje del tiempo

Row (7) = E[o(t) - w(t 4 7)] = 1im 1/2 v (&) w (t+ ) dt (3.20)

T—oo _T
2

La funcién de correlacién R, (7) satisface la condicién de Dirichlet en contraposicién con
las funciones v (t) y w(t). La TFA de la funcién de correlacién se conoce como densidad
espectral
+oo .
Sow (W) = F (Ryw (7)) = Ry (1) e "Tdr (3.21)

—0o0

considerada un indicador de la cantidad de energia suministrada al sistema. En el caso
que las funciones correlacionadas sean idénticas R, (7) se denomina funcién de correlacion
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propia (o funcién de autocorrelacion) y Sy, (w) se designa densidad espectral propia. En
el caso que las funciones correlacionadas sean diferentes Ry, (7) se denomina funcion de
correlacion cruzada 'y Sy, (w) se designa densidad espectral cruzada. La densidad espectral
propia resulta real por derivarse de la funcién de autocorrelacién que es simétrica respecto a
7 = 0. La funcién de correlacién cruzada es asimétrica produciendo una densidad espectral
cruzada generalmente compleja con la siguiente propiedad de conjugacion

Svw (W) = Sy (@) (3.22)

En el caso que las funciones correlacionadas correspondan a la respuesta y la carga de un
ensayo modal se derivan las siguientes relaciones de la dindmica estocastica

Suu (W) = e (W)[* Spp () (3.23)
Spu (W) = a (w) Spp (w) (3.24)
Suu (W) = o (w) Syp (w) (3.25)

donde se suprimen los subindices correspondientes a la ubicacién de la respuesta y la carga.
Estas expresiones se aplican también para senales experimentales procesadas con la TFD.
Las densidades espectrales se obtienen entonces como el promedio del producto de los
espectros de la respuesta y la carga

= 1

Suu ) = =St (wm) () Bupm) = - () () (3.26)
iz

n.
Ti=1

1 ”i ix% i 1 - ix i
Spu (@im) = — P (W) ) (wm) Sy (m) = — D pk @) P (W) (3:27)
=l ti=1

donde n; representa el nimero de pruebas.

La ecuacién (3.24) permite obtener el primer estimador de la FRF

Spu (W)
al (W) = =——= 3.28
) Spp (w) (3:28)
mientras que el segundo estimador de la FRF se deriva de (3.25) como
Suu (W)
as (w) = 3.29
=3 (3.29)

Aunque en condiciones ideales ambos estimadores proporcionan el mismo resultado, las im-
perfecciones de las senales experimentales producen que a; (w) represente una cota inferior
y ag (w) represente una cota superior de la receptancia. Un tercer estimador se obtiene
entonces con el promedio de ambos estimadores

as (w) = % (o1 (W) + ag (w)) (3.30)

El estimador ag (w) presenta resultados mas confiables en correspondencia con las resonan-
cias dado que la mayor sensibilidad de las senales de carga en estas regiones torna mas
vulnerable a Sy, (w). Por el contrario, el estimador a; (w) produce mejores resultados cerca
de las anti-resonancias dado que la sensibilidad de las senales de respuesta afecta a Sy, (w).
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A los efectos de diseno, el estimador ag (w) resulta més adecuado por su mejor aproxima-
cién en las zonas de resonancias. La relacién de los estimadores o (w) y az (w) constituye
una medida cualitativa de la exactitud obtenida
2
a1 (W) _ Spu (@) Sup (@) [Spu (W)

2 _ _ _
7= @) T B (@) Su @) B () S (@) (3.31)

Esta relacion se denomina coherencia y varia en funcién de la frecuencia entre 0 y 1. En
condiciones ideales la coherencia toma un valor unitario. A medida que las imperfecciones
se tornan importantes la coherencia se degrada presentando valores menores a la unidad.
La utilizacién del promedio de varias pruebas permite disminuir el efecto nocivo de ruidos
aleatorios sobre la coherencia. Sin embargo, las distorsiones sisteméticas que producen un
error de tendencia (bias) no pueden removerse a través de la realizaciéon de varias prue-
bas. Las principales causas que generan una degradacion de la coherencia se describen a
continuacién:

e La presencia de ruidos en la cadena de medicién.

e La resolucién en frecuencia determinada por la duracién total de las senales resulta
inadecuada para reproducir una rapida variacién de las FRF en zonas de resonancias
y antiresonancias para sistemas de bajo amortiguamiento.

e El sistema se encuentra sujeto a otras fuentes de excitacion no consideradas en el
analisis.

e El sistema no es completamente lineal.
En el caso que existan determinados rangos de frecuencia con baja coherencia resulta

conveniente excluir los datos experimentales afectados o aplicar adecuadas funciones de
peso en el proceso de calibracion.
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Las técnicas de identificacién de parametros modales permiten extraer del modelo de res-
puesta experimental las matrices del modelo modal que condensan las principales propie-
dades dindmicas del sistema ensayado. La identificacién de pardmetros modales representa
un caso tipico de los denominados problemas inversos que comprenden la determinacion
de la funcién de transferencia del sistema que reproduce la respuesta medida para una
carga determinada. Los problemas inversos se caracterizan por sistemas de ecuaciones no-
lineales respecto a las incégnitas que poseen en general un mal-condicionamiento numérico.
La forma habitual de resolver estos sistemas consiste en el planteo de una formulacion
lineal aproximada con una transformacién de variables que permite un condicionamiento
numérico adecuado. El éxito de los algoritmos de extraccién de parametros modales radica
entonces en la obtencion de un sistema linealizado de ecuaciones robusto e insensible a
pequenas dispersiones de los datos experimentales.

En el presente trabajo no resulta necesario identificar un modelo modal experimental de
la respuesta medida dado que el modelo de respuesta experimental se utiliza directamente
en el proceso de calibracion del modelo analitico del sistema. Sin embargo, las técnicas
de identificacion de pardmetros modales se aplican en este caso a las curvas analiticas
de receptancia de la fundacién en los GL de la interfaz con la estructura. El objetivo de
este artificio consiste en obtener un modelo compacto de matrices independientes de la
frecuencia que representen el comportamiento dindmico de la fundacién en un determinado
rango de frecuencias. El modelo modal derivado se transforma luego en un modelo fisico
de la fundacién que se ensambla con el modelo de la estructura para el anéalisis del sistema
acoplado de acuerdo al procedimiento descripto en el préximo capitulo.

Las curvas analiticas de la fundacién utilizadas representan soluciones rigurosas obte-
nidas con modelos de elementos semi-analiticos del suelo. El programa de interaccién suelo-
estructura SASSI [34] se emplea para obtener las curvas de receptancia de la fundacién de
los casos estudiados. La descripcién modal de la receptancia de las fundaciones modeladas
con este programa se realiza utilizando dos técnicas de identificacién de parametros modales
en el dominio de la frecuencia: el método de la fraccién polinémica matricial (MFPM) y
el método del polinomio matricial complejo (MPMC). Los fundamentos de ambas técnicas
son similares aunque cada uno presenta diferentes ventajas e inconvenientes de acuerdo a
los casos analizados. E1 MFPM descripto en primer término se utiliza frecuentemente en
analisis modal experimental para el ajuste de FRF de sistemas con bajo amortiguamiento
que genera picos de resonancia y anti-resonancia pronunciados. La aproximaciéon obtenida
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con esta técnica es bastante satisfactoria aunque produce matrices asimétricas que pueden
regularizarse a costas de distintos grados de pérdida de la bondad del ajuste. E1 MPMC' des-
cripto en segundo término constituye una contribucién original del presente trabajo. Esta
técnica produce matrices simétricas aunque el ajuste solo resulta satisfactorio para curvas
suaves de receptancia con alto amortiguamiento como las que se obtienen generalmente
para fundaciones.

Los algoritmos de mayor aplicaciéon sobre datos experimentales se describen breve-
mente a continuaciéon con el objeto de generar un marco de referencia para los métodos
seleccionados para el ajuste de las curvas analiticas de la fundacién. Los ejemplos de apli-
cacion de las técnicas descriptas en las secciones finales se presentan en el préximo capitulo
junto con las matrices fisicas derivadas de los modelos modales respectivos.

4.1 Algoritmos de Identificacion de Parametros Modales

En los trabajos de Fiillekrug [35] y Zhang et al. [36] se presentan distintas clasificaciones
de los algoritmos de identificacién de parametros modales. En el trabajo de Allemang et al.
[37] se describen estos algoritmos con un enfoque unificado basado en la aproximacién de
las componentes del modelo modal a través de polinomios matriciales: se demuestra que un
considerable nimero de algoritmos en los dominios del tiempo y la frecuencia representan
sélo casos particulares de una formulacion polinémica general denominada aproximacion
polinémica matricial unificada.

La clasificacién de los algoritmos puede realizarse utilizando distintos criterios. De
acuerdo al dominio en que se procesan los datos se encuentran algoritmos en el dominio del
tiempo y en el dominio de la frecuencia. De acuerdo al modelo experimental obtenido se
distinguen algoritmos directos e indirectos. Los algoritmos directos utilizados en identifica-
cion de sistema se basan en las ecuaciones de equilibrio dindmico para obtener un modelo
fisico condensado que reproduce la respuesta medida. Los algoritmos indirectos basados
en los pardmetros modales permiten la derivacién de un modelo modal. Los algoritmos
indirectos en el dominio de la frecuencia presentan dos variantes: los algoritmos de modo
tnico ajustan individualmente cada modo mientras que los algoritmos de modos miiltiples
analizan varios modos en forma simultanea.

Los algoritmos de identificaciéon de pardmetros modales se clasifican también de acuer-
do a la porcién ajustada de la matriz de receptancia. Los algoritmos de carga tinica respuesta
tinica (CURU) analizan individualmente cada componente de la matriz de receptancia. Los
algoritmos de carga unica respuesta miltiple (CURM) analizan una columna completa
con todos los GL medidos para una posicién especifica de la carga (o una fila completa
con todos los GL excitados de a uno por vez para una determinada posicién de un tnico
transductor). Los algoritmos de carga multiple respuesta multiple (CMRM) denomina-~
dos poli-referenciales analizan la matriz de respuesta completa para varias posiciones de
la carga. Los autovalores obtenidos por los algoritmos de CURU presentan generalmen-
te dispersiones normales para datos experimentales de acuerdo a la componente ajustada.
Estas dispersiones pueden suavizarse a través de un promedio pesado en funcién de la par-
ticipacién modal en cada posicién medida. Los algoritmos de CURM y CMRM permiten
obtener los autovalores naturalmente suavizados como propiedades globales del sistema que
no varian entre las componentes de la matriz de receptancia.

48



Cap. 4 Identificacién de Modelos Modales

El MPMC' utilizado en el presente trabajo se enmarca dentro de los algoritmos in-
directos de CURU aplicados en el dominio de la frecuencia. Sin embargo, los coeficientes
ajustados de los polinomios complejos no guardan una relaciéon directa con los pardmetros
modales. Las matrices modales se determinan en una instancia posterior con la totalidad
de los coeficientes de los GL ajustados para obtener un conjunto tinico de autovalores. Las
matrices fisicas derivadas de las matrices modales resultan simétricas.

El MFPM se enmarca dentro de los algoritmos de CMRM. Una caracteristica de
estos algoritmos es que la linealizacién de las ecuaciones de ajuste impide controlar la
simetria de las matrices resultantes. El motivo de la asimetria obtenida es que el nimero de
coeficientes ajustados es mayor que el nimero rigurosamente necesario de elementos para
definir matrices simétricas. Una propiedad importante de los modelos asimétricos es que
los autovectores por derecha difieren generalmente de los autovectores por izquierda. Sin
embargo, la diferencia entre ambos conjuntos de autovectores suele resultar pequena y la
imposicion de la simetria se consigue con una degradacion minima del ajuste obtenido.

Las matrices modales obtenidas con ambas técnicas utilizadas (MFPM y MPMC') sue-
len presentar polos inestables caracterizados por la parte real positiva. En el trabajo de Vold
et al. [38] se demuestra la influencia que poseen las pequenas dispersiones de fase de las
componentes de las formas modales obtenidas en el ajuste respecto a la estabilidad de algu-
nos polos. A pesar de una aparente contradiccidn fisica, el conjunto completo de los modos
garantiza la estabilidad del sistema cuando la bondad del ajuste refleja las caracteristicas de
estabilidad de las curvas analiticas obtenidas con las soluciones rigurosas. La inestabilidad
de los polos se manifiesta en la aparicion de elementos negativos en la diagonal principal de
las matrices fisicas derivadas del modelo modal. La eliminacién compulsiva de los modos
con polos inestables puede atentar contra la bondad del ajuste conseguido. En el trabajo
de Juang y Maghami [39] se proponen técnicas basadas en métodos de programacién no-
lineal que permiten efectuar un reajuste fino del modelo modal para la estabilizacién de los
polos inestables y la obtencién de un modelo fisicamente més robusto. Estas técnicas no se
profundizan dado que se apartan de los objetivos planteados en el presente trabajo.

4.2 Método de la Fraccién Polinémica Matricial (MFPM)

El MFPM permite obtener un modelo modal a partir del ajuste de la FRF. La versién
original del MFPM se presenta en el trabajo de Shih et al. [40] aunque en esta seccién
se describe con algunas variantes que presentan ventajas computacionales. Esta técnica
surge como una extensién matricial del algoritmo de CURU denominado método de la
fraccion racional de polinomios ortogonales propuesto por Richardson y Formenti en [41].
En el capitulo 7 del libro de Juang [3] se describen dos versiones de este algoritmo basadas
en modelos de tiempo discreto. El modelo modal ajustado a la receptancia analitica de
la fundacién se utiliza en el proximo capitulo para la determinaciéon de matrices fisicas
independientes de la frecuencia que se ensamblan con el modelo fisico de la estructura.
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4.2.1 Determinacion de Coeficientes Polinédmicos Matriciales

La flexibilidad dindmica se ajusta a través de una fracciéon polinémica matricial de la si-
guiente forma'

[H ()] = [Q" (s)] ' [R (s)] (4.1)
donde

Q" ()] = U]+ s Q1] + s *[Q4) + ... + 57 HQ1] (4.2a)

(R (s)] = [Ry] + s Y[R} + s 2[Ry) + ... + s [R]] (4.2b)

o alternativamente

[H (s)] = [R" (s)][Q" ()] (4.3)
donde

[Q" (s)] = [T+ s [Q] + s2[Q5] + ... + s [Q] (4.4a)

[R"(s)] = [RO] + s '[RY] + s 2[Ry) + ... + s “[R]] (4.4b)

Estos modelos de orden L representan un sistema lineal de multiples GL con amortiguamien-
to viscoso. Las matrices del polinomio [@’ (s)] poseen dimensiones J x J donde J representa
el nimero de filas de la matriz de flexibilidad dindmica. Las matrices del polinomio [Q" (s)]
poseen dimensiones K x K donde K representa el nimero de columnas de la matriz de flexibi-
lidad dindmica. Las matrices de los polinomios [R’ (s)] y [R” (s)] poseen dimensiones J x K.
La receptancia analitica de la fundacién ajustada es siempre cuadrada (J = K) produciendo
que las diferencias entre las formas modales derechas e izquierdas resulten pequenas.

Las expresiones (4.1) y (4.3) representan aproximaciones de la flexibilidad dindmica
especialmente convenientes por la obtencién de los coeficientes matriciales en (4.2) y (4.4)
a través de un sistema lineal de ecuaciones. Aunque carecen de una justificacion fisica
rigurosa, estas expresiones pueden interpretarse como una versién de tiempo continuo de un
modelo comtinmente utilizado en ingenieria de control denominado ARMA (auto-regressive
moving average). La utilizacién de (4.1) genera la version izquierda del MFPM con JXL
autovalores mientras que la utilizacién de (4.3) produce la versién derecha del MFPM con
KxL autovalores. A continuacién se desarrolla la versién izquierda que presenta algunas
ventajas computacionales.

La multiplicacién simultdnea de [Q’ (s)] y [R’ (s)] por s* no altera la aproximacién de
la flexibilidad dindmica en (4.1) que toma la siguiente forma

[H (s)] = [Q (s)] ' [R ()] (4.5)
donde

[Q(5)] = [Qo] + s[@1] + 5*[Q2] + ... + 8" [Qu1] + s™[1] (4.6a)

[R(s)] = [Ro] + s[R1] + s*[Ra] + ...+ s* 1 [Ru_1] + s"[RL] (4.6b)

'La utilizacién de la variable de Laplace (s = iw) permite obtener expresiones reales.
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con
Qi) = Q-] [Ri] = [Ry-,]

La multiplicacién de (4.5) por [@ (s)] y el reagrupamiento matricial considerando M frecuen-

cias de medicién produce

B [S1] _
Q1 1 ]| gy 1)+ RIS = [0 (4.7)
donde
Q=] 1l [@] @] - [@]] (4.82)
(Rl = | [Ro] [Ri] [Re] -+ [Ria] [Re] ] (4.8b)
[£5] [£5] L I
solls]  sills] s2[ls] oo swe1 (1]
[Ssa] = sl sill) s3] - sig (1G] (4.8¢)
s L] s L) s e s
[Sse] = | s§1Is) skIL] shlls) - shoy (0] ] (4.84)
[Zx] (k] L] o [K
s0 [1x] s1 [1x] so(lg] -+ su-1[[k]
solly)  st[lk]  s3[Ik] -+ suq (K]
[S¢] = : : : : (4.8e)
so ) ST S5 e sy (]
| osollk] stlk] s5[I] e sy [T
[ [H (s0)]  [0] [0] [0]
0]  [H(s1)] [0] [0]
[H] = [0 0] [H(s2)] - [0] (4.8f)
o 0 0 e [Hs)

Las matrices [Q] y [R] se agrupan en una unica matriz [X] expresando la ecuacién (4.7)
como

[X][Sa] = [Se] (4.9)
donde
¥ = [R ] (4.10a)
_ | —[Sal[H]
[Sa] 5 ] (4.10b)
[S8] = [S3][H] (4.10c)
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La aplicacién del criterio de minimos cuadrados permite obtener la matriz [X] como
-1
() = [Se)[Sa)"" ([Sal[Sa)T) " = [Se][Salf (4.11)

donde (H ) indica complejo conjugado transpuesto y (T) representa pseudo-inversa®. La
utilizacién de la ecuacién (4.11) presenta un serio problema numérico debido a que el mal-
condicionamiento de la matriz [Sy][Ss]? producido por un rango deficiente genera una
falla durante su inversion. Este mal-condicionamiento numérico se acentia a medida que
aumenta el grado L de los polinomios matriciales. La transformacion de las matrices que
intervienen en la ecuacién (4.11) utilizando polinomios ortogonales permite generar un
sistema de ecuaciones numéricamente balanceado.

Los polinomios ortogonales de Forsythe [P] utilizados cumplen la siguiente propiedad

[PI[P]" = [1] (4.12)

La transformacién de la matriz de frecuencias [S] utilizando la matriz [T] produce

[T][S] = [P] (4.13)
donde
1 1 1 --- 1 7
Sop S1 S22 o SM—1
[g] = S% S% 8% e 81‘%—1 (414)
| s6 ST S5 Si-1
[ oo Goa1 Go2 cc Fom—1 |
010 01,1 012 -+ O1M—1
[P] = 020 021 022 -+ O2M-1 (4.15)
| Or0 Or1 OL2 -t OLM-1 |
[ Too 0 0 -+ 0 ]
0 Ty 0 -+ 0
T =|T20 0 Top -~ 0 (4.16)
| 0 T 0 - Ty |

El calculo de los coeficientes 7y ,,, de la matriz [P] se realiza utilizando las siguientes férmulas

?La pseudo-inversa de una matriz [X] se calcula como

—1

X' = 1317 (Ix)1x)")
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de recurrencia

M—1
2
00,m = 1 dO = E ‘UO,m‘
m=0
M—1
_ —~ di = 2
O1,m = SmO0,m 1= O1m
m=0

02.m = SmO1m + d150,m

OLm = SmOL—1,m + dL715L72,m

M—1
do = <Z ‘0’%7m‘)
m=0

M—1
dL = (Z ‘O-E,m‘)
m=0

La matriz de transformacién [T] adopta la siguiente forma

1

a 0 0 0
1
0 Bodi 0 0
d1To,0 1
do 0 dodidso 0
— T,04+d2T1,1 1
[T} = 0 d3 0 dodidads
dsTs 0 T3,1+d3T> 2
dyg 0 dg 0
0 Ta,0+daT3,1 0 Ty2+dyT3 3
d5 d5

N

N =

N

N

6O,m =

61,m =

&2,m =

5L,m =

Las matrices [P] y [T] que se utilizan a continuacién se componen de los elementos de las

matrices [P] y [T] en (4.15) y (4.16) multiplicados por las matrices de identidad [I;] y [Ix].

La ecuacién (4.7) se expresa entonces como

) T o 1,
|: [Q] [I] :| i —[TJB]_I[TJCHTJA]_I [TJB]_1]

) o e s =t
Operando se arriba a

. [P _
Q) et | e | )+ RIP = 0
—[QI[Pal[H] + [R][Pd] = [T5s] " [Pss][H]
[Q][Pa] + [R][Pr] = [He]
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donde
Q] = (1Q] — [Ts] " [The]) [Toa] ™ [R] = [R][Tx) !
[P3a] = [T5a][S3a] [Px] = [Tx][Sk]
[Ps] = [Tsc][Sa] + [T58][S38] [He] = [T5s] ' [Pas] [H]
[PQ] = —[P][H] [Pr] = [Px]
La resolucién de (4.20) por minimos cuadrados produce
[QI[P1] + [R][P2] = [H4] (4.21a)
[QI[Pa)" + [RI[I] = [Ho] (4.21b)
donde
[P1] = Re ([Po][Po) ™) [H1] = Re ([Hz][Pg]")
[Pa] = Re ([Pa][Po)") [Ha] = Re ([Hp][Pr]")
[1] = Re ([Pa][Pa]")
La forma explicita de (4.21) es la siguiente
Q] = ([Ha] — [Mal[P2)) ([P1] — [P2)T[Ps]) (4.22)
[R] = [Ha] — [Q)[Pa]" (4.23)
La determinacién de las matrices [Q] y [R] como
[Q] = [Q[T3a] + [T3s] ! [Tc] 4.24)
[R] = [R][Tx] (4.25)

permite finalmente la recuperacién de los coeficientes originales de la fraccién polinémica

matricial.

4.2.2 Determinacion de Matrices Modales

3

El replanteo de la ecuacion (4.5) en términos de matrices de sistema’ construidas en base a
las componentes de los polinomios matriciales [@ (s)] y [R (s)] permite obtener expresiones
mas adecuadas para la determinacién de las matrices modales

(4.26)

3Esta designacién es consistente con la utilizada para modelos de tiempo discreto.
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donde

(0] [0] [0] 0 —[Qo] ]
1 [0 [o] 0] —[Q]

A [91 [{] [9} [9} —[QQ] -
0 0 O - [0 —[Qu
(0] [0] [0] 1 ~[Qua)
[ [Ro] — [Qol[RL] |

[R1] — [Q1][Rd]

[B] = 2] - ['QQMRL] (4.27b)
[RL—2] — EQL_2] [RL]
| [Re—1] = [Qu][Ry] |

[€]=|[o] [o] [o] --- [o] [I]} (4.27c)
[D] = [Re] (4.27d)

La matriz [D] denominada matriz de transmisién directa sélo interviene en caso que la
FRF ajustada sea la acelerancia. Sin embargo, esta matriz se descarta en el cédlculo de
las matrices modales. La transformacion de las matrices de sistema a matrices modales
requiere la resolucién del problema regular de autovalores de la matriz [A]. La asimetria
de esta matriz produce que los autovectores por derecha difieran de los autovectores por
izquierda. El problema de autovalores por derecha se define como

[A][©] = [O][A] (4.28)

La ecuacién (4.28) constituye la forma matricial asociada del problema de polinomio ma-
tricial de la ecuacién (4.5). La matriz [©] permite diagonalizar la matriz [A] y se utiliza
como matriz de transformacién a coordenadas modales

(] = (0] [A][O] = [A] (4.29)
[Ba] = [0]7'[B] (4.30)
[Ca] = [C][O] (4.31)
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Las filas de la matriz [By] contienen factores de participacién modal y las columnas de la
matriz [Cp] contienen formas modales. Estas matrices pueden expresarse como

(B} {B B .- Bf}
Ba] = {?2} - (B B%.m o (4.32)
Brad | | {Bla Bl - Bia )|
Gl = {&} (@) - {(Coa} |
cl cl Cixe
_ C}Q G . Cha (4.33)
eI c3 Cle

Las columnas de la matriz [Cy,] deben ser proporcionales a las filas correspondientes de la
matriz [By) para un modelo simétrico. La condicién que debe cumplirse entonces en el ajuste
de una matriz de flexibilidad dindmica cuadrada (J = K) es la siguiente

€} =w{B}" (4.34)

donde ~; resulta una constante generalmente compleja. El calculo de esta constante puede
realizarse en funcién de cualquier componente k£ del modo [ como v; = Clk / Bf aunque resulta
numeéricamente conveniente utilizar la componente de mayor valor absoluto. La forma modal
normalizada del modo [ se calcula luego como

{w=;ﬂm:wmmT (4.35)

La matriz de transformacién

) =[vad] (4.36)
permite obtener
[A] = 1) (AT (4.37)
[0]" = [T)) " [B] (4.38)
[9] = [Cal[T] (4.39)
La funcién de transferencia se expresa entonces como
[H (s)] = 9] (s [1] = [A) " (9" (4.40)

que es idéntica a (2.61).

En general, las columnas de [Cy] no resultan estrictamente proporcionales a las filas
correspondientes en [B,] por lo que puede tomarse un promedio ponderado para el cdlculo de
las formas modales. En el caso genérico de una matriz de flexibilidad dindmica rectangular
(J > K) resulta conveniente calcular la forma modal del modo [ como

{oi} = \} {G} (4.41)

ol
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donde
K ck
L
e — (4.42)
> |By]
k=1

que permite obtener la matriz de transformacién reemplazando v por 7; en (4.36).

La obtencion de la matriz de formas modales en el ajuste de las receptancias analiticas
(cuadradas) de la fundacién se basa en la técnica de descomposicion de valores singulares
(SVD del inglés singular value decomposition). Esta técnica ampliamente utilizada en los
algoritmos de identificacién se describe en el apéndice B. La determinacién de la forma
modal del modo [ comienza con la definicion de la siguiente matriz

M) = L{eHB} + 5 {B} {a}” (4.43)

donde cada sumando representa una matriz de Jx J de rango 1. Las matrices de los sumandos
s6lo resultan simétricas en el caso que las componentes del vector {C;} sean proporcionales
a las componentes del vector {B;}. La matriz [M;] siempre es simétrica aunque sélo resulta
de rango 1 si se cumple la condicién anterior. La aplicacién de SVD para [M;] produce

svd ((Mi]) = [th) [Si] M) (4.44)
Las matrices [U4] y [V}] satisfacen

2] )" = )™ ) = vt = il ) = 1] (4.45)

ea)" = )™ y Wt = (4.46)

La matriz [\Sl\] contiene los valores singulares sobre la diagonal principal en orden decre-
ciente. Los valores singulares a partir del tercero resultan siempre nulos por la definicién de
la matriz [M;]. La relacién entre el segundo y el primer valor singular representa una medida
de la asimetria de la forma modal (la condicién ideal es que esta relacién sea suficientemente
pequena). La matriz [M;] se reconstruye despreciando el segundo valor singular

M) = {uty st i (4.47)

donde [/\7!1} resulta de rango 1. La columna k de [Ml] designada {M}‘} que contiene

a la componente de la diagonal principal con mayor valor absoluto /\;l?’k se utiliza para
determinar la forma modal del modo [ como

o} = —— (M} (1.15)

El mismo procedimiento se aplica a los restantes modos.

4.3 Meétodo del Polinomio Matricial Complejo (MPMC)

El MPMC surge como una variante del MFPM particularmente 1til en el ajuste de curvas
suaves de receptancia con alto amortiguamiento como las que se presentan generalmente
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para fundaciones. Las ventajas de esta técnica radican en el desacoplamiento del ajuste de
los GL involucrados y en la simetria de las matrices fisicas derivadas.

Este método se basa en la representacion de un sistema continuo utilizando un mo-
delo espacialmente discreto. El comportamiento dindmico de un sistema continuo para las
coordenadas retenidas se determina en forma exacta a través de una matriz de rigidez de-
pendiente de la frecuencia que involucra propiedades elasticas, inerciales y disipativas. En
el capitulo 20 del libro de Clough y Penzien [42] se deducen los coeficientes de esta matriz
de rigidez para elementos unidimensionales que se utiliza en el método de rigidez dindamica
directa. La expansion en series de la matriz de rigidez dindmica respecto a la frecuencia
genera un numero infinito de términos matriciales aunque sélo se retienen los 3 primeros
identificados como matrices de rigidez, amortiguamiento y masa respectivamente (la matriz
de masa resultante es idéntica a la matriz de masa consistente determinada por otros méto-
dos). Estos primeros términos retenidos que poseen un sentido fisico definido brindan una
representacion adecuada para bajas frecuencias. En el capitulo 10 del libro de Przemieniecki
[43] se comprueba que la adopcién de un nimero mayor de términos permite una mejor
aproximacion para altas frecuencias. Sin embargo, la utilizacién de codigos estandares de
elementos finitos requiere que los términos de orden superior se agrupen en términos de
menor orden y mayor dimension. El aumento del tamano de las matrices involucradas se
consigue con la incorporaciéon de GL generalizados.

4.3.1 Determinacion de Coeficientes Polinédmicos Matriciales

La aproximacién utilizada en el MFPM para el ajuste de la flexibilidad dinamica se repro-
duce a continuacién

[H (s)] = [Q ()] ' [R(5)] (4.49)

[Q (s)] = [Qo] + 5[Q1] + s°[Qa] + ... + s"[1] (4.50a)
[ (s)] = [Ro] (4.50b)

pudiendo la ecuacién (4.49) expresarse como

[H (s)] = [Q(s)] (4.51)
donde

[Q (s)] = [Qo] + s[Qu] + s*[Qa] + ... + s*[QL] (4.52)
y

[Qo] = [Ro] ' [Qo] (4.53a)

[Q1] = [Ro]'[Q1] (4.53D)

[Qa] = [Ro] (@] (4.53¢)

[Qu] = [Ro] ™ (4.53d)
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El ajuste de la flexibilidad dindmica en (4.51) equivale al ajuste de la rigidez dindmica
[K (s)] expresada como

[K ()] = [Q(s)] (4.54)

En el caso de L = 2 las matrices [Qo], [Q1] v [Q2] pueden interpretarse como matrices de
rigidez, amortiguamiento y masa respectivamente. Los coeficientes de cada GL en (4.54)
se ajustan individualmente utilizando polinomios ortogonales de Forsythe. La componente
K 1 considerando M frecuencias de medicién se aproxima como

{Qjx}S] = {Kjx} (4.55)
donde

Q)= { Q?,k Q]{k Qik Q;k } (4.56a)

{Kjr} = { Kjk(so) Kjk(s1) Kjr(s2) - Kjg(su-1) } (4.56b)

y [S] se define en (4.14). La utilizacién de los polinomios ortogonales en (4.13) permite
expresar la ecuacién (4.55) como

{Qji}P] = {K; i} (4.57)
donde

{Qjr} = {Qu 1" (4.58)
La resolucién de (4.57) con el criterio de minimos cuadrados produce

{Qi} = (K} P = {K e} [P]? (4.59)

de acuerdo a (4.12). Los coeficientes originales del polinomio complejo se obtienen a través
de (4.58) como

{Qjr} = {Qjr}[T] (4.60)

Las matrices de (4.52) se obtiene finalmente ensamblando los coeficientes de cada GL ajus-
tado.
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4.3.2 Determinacion de Matrices Modales

Las matrices de sistema toman en este caso la siguiente forma

(0] [o] [0 - [0] —[Q'[Qu]
1] (0] [0] 0] —[Qu Q]
e [91 m [91 [91 —[QL]‘ Q)] .
0] [0] [0] 0] —[Qu~' QL]
L[] [0] [0] 1] Q' [Qu1] ]
Q"]
0]
0]
[B] = _ (4.61b)
0]
| 0]
cl=[1 © o - [0 1] (4.61c)
[D] = [0] (4.61d)

El célculo de las matrices modales se realiza en forma andloga a la utilizada en el MFPM.
La diferencia fundamental es que las formas modales por derecha y por izquierda resultan
idénticas debido a la simetria de los coeficientes matriciales del polinomio complejo.
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Capitulo 5

Descripcion Modal de la Rigidez
Dinamica de una Fundacién

En el analisis del comportamiento dindmico de un sistema con interaccion suelo-estructura
sélo se realiza el modelado de la fundacién en los GL correspondientes a la interfaz con la
estructura. La forma habitual de calcular la respuesta del sistema consiste en la determi-
nacion de la rigidez dindmica de la fundacién en estos GL a través de soluciones rigurosas
y el ensamblaje con el modelo de la estructura para el andlisis frecuencia por frecuencia.
El modelado de la rigidez dindmica de la fundacién en los GL de la interfaz a través de
matrices independientes de la frecuencia permite la utilizacion de modelos de elementos fi-
nitos estandares para el analisis de la respuesta de la estructura acoplada. El calculo de las
matrices modales analiticas del sistema completo sdlo requiere la resolucién de un problema
de autovalores posibilitando la descomposicién modal de la respuesta.

La principal caracteristica de los modelos modales ajustados con el MFPM y el MPMC
presentados en el capitulo anterior es que el nimero de modos excede generalmente al
nimero de GL de la interfaz fundacién-estructura. La determinacién de matrices fisicas
independientes de la frecuencia para la fundacién requiere entonces la utilizaciéon de GL
generalizados. Una técnica propuesta por Craig y Bampton [44] conocida como sintesis de
componentes modales (CMS del inglés component mode synthesis) permite derivar matri-
ces fisicas de sub-sistemas analizados o ensayados en forma separada para el ensamblaje
y la prediccién del comportamiento dinamico del sistema completo. La técnica CMS desa-
rrollada para sistemas sin amortiguamiento se utiliza exhaustivamente en el analisis modal
experimental dentro de un area especifica referida a técnicas de acoplamiento. Las matrices
de formas modales reales de los sub-sistemas se caracterizan precisamente por un nume-
ro de modos que supera al ntimero de GL retenidos pertenecientes a las interfaces con
los restantes sub-sistemas. Las caracteristicas dindamicas de cada sub-sistema se acomodan
extendiendo la base de coordenadas fisicas retenidas a través de coordenadas generalizadas.

El comportamiento dindmico de la fundacién de un sistema con interaccién suelo-
estructura se describe a través de un modelo mixto obtenido con la técnica CMS adaptada
para formas modales complejas. Este modelo combina GL fisicos y GL generalizados en
la determinacién de matrices fisicas de coeficientes reales aptas para el ensamblaje con el
modelo de la estructura. Las ideas principales de la técnica descripta en este capitulo se
presentan en el trabajo de Ceballos et al. [45].
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5.1 Antecedentes

En una serie de trabajos de Wolf ([6], [46] y [47]) se presenta una técnica que permite
la obtenciéon de modelos discretos para fundaciones constituidos por matrices simétricas
de coeficientes reales que describen satisfactoriamente sus caracteristicas dindmicas. Los
elementos de la matriz de rigidez dindamica de la fundacién se aproximan individualmente
utilizando el criterio de minimos cuadrados con la relacién de dos polinomios que se expan-
den luego en fracciones parciales. Los términos de la expansién se representan a través de
modelos simples de resortes, amortiguadores y eventualmente masas con GL internos que
pueden relacionarse con los GL generalizados que se utilizan en CMS. Los coeficientes de
estos elementos suelen resultar negativos produciendo polos inestables con parte real positi-
va. Sin embargo, la consideracién del conjunto completo de modos garantiza la estabilidad
del sistema ajustado. Las matrices fisicas completas que representan la rigidez dinamica
de la fundacién se obtienen a través del ensamblaje de los modelos simples derivados del
ajuste individual de cada elemento. Un aspecto no contemplado en los trabajos de Wolf es
el condicionamiento numérico de las ecuaciones de ajuste de los coeficientes polinémicos.
La soluciéon adoptada consiste en la utilizaciéon de polinomios de pocos términos y funcio-
nes de peso con diferencias de varios érdenes de magnitud entre altas y bajas frecuencias.
La técnica desarrollada en este capitulo presenta una estrecha vinculacién con la técnica
propuesta por Wolf. La diferencia fundamental radica en la derivacion previa de matrices
modales para la aplicacién de la técnica CMS adaptada a formas modales complejas que
permite una determinacion mas directa y sistematica de las matrices fisicas de la fundacién.

La restricciéon fundamental presentada en el capitulo 2 para sistemas con amortigua-
miento general condiciona los modelos fisicos derivados de formas modales complejas. En
general, la asignacion de elementos de masa en los GL fisicos retenidos de la fundacion
no resulta posible utilizando un modelo modal derivado mediante técnicas ordinarias de
identificacién de pardmetros modales. En el trabajo de Joeng et al. [11] se demuestra que el
origen de la restriccién fundamental se vincula a la condicién de valor inicial nulo que debe
cumplir la funcién de respuesta a impulso para desplazamientos de acuerdo a la ecuacién
(2.63). En los trabajos de Garvey et al. ([14] y [12]) se asocia la restriccién fundamental
obtenida en (2.120) a la dependencia que existe entre las componentes reales e imaginarias
de los modos complejos derivados de matrices fisicas reales y simétricas. La forma mas sim-
ple de satisfacer la restriccién fundamental consiste en descartar la asignacion de elementos
de masa en los GL fisicos retenidos. A pesar que en los trabajos de Wolf no se conside-
ra explicitamente la restriccion fundamental sélo se asignan elementos de masa a los GL
internos de la fundacién.

En el trabajo de Potter et al. [48] se derivan expresiones que permiten la reconstruc-
ciéon de matrices fisicas condensadas a partir de matrices modales. La aplicacién de estas
expresiones supone que el nimero de GL fisicos coincide con el nimero de modos identifi-
cados. En el caso de formas modales complejas se requiere ademads el cumplimiento de la
restriccién fundamental. Las fundaciones analizadas no satisfacen estas condiciones. En el
trabajo de Alvin et al. [49] se propone entonces complementar la matriz de formas moda-
les con coordenadas generalizados utilizando vectores ortogonales a sus filas. Las matrices
fisicas resultantes de esta aplicacion implicita de la técnica CMS poseen el tamafio minimo
indispensable para acomodar los modos ajustados. El trabajo de Morgan et al. [50] extien-
de la técnica propuesta por Alvin et al. para sistemas con amortiguamiento general. Sin
embargo, las matrices obtenidas resultan complejas restringiendo su aplicacién practica.
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La técnica desarrollada en este capitulo permite realizar una descripcién modal de
la rigidez dindmica de una fundacion a través de un modelo fisico de coordenadas mixtas
(fisicas y generalizadas) compuesto por matrices con coeficientes reales.

5.2 Determinacion de Matrices Modales de la Fundacion

Las matrices modales se determinan utilizando el MFPM o el MPMC descriptos en el
capitulo anterior. Los elementos de estas matrices constituyen pardmetros modales globales
de la fundacion completa. Los sistemas de ecuaciones lineales que se resuelven en la de-
terminacion de los coeficientes polinémicos matriciales no contemplan restricciones fisicas.
Por lo tanto, la estabilidad de la aproximacién obtenida para el sistema se verifica en caso
que los elementos de la diagonal principal de la rigidez dindmica posean parte imaginaria
no-negativa en el rango completo de frecuencias de anélisis.

La receptancia de una fundacién genérica con ny GL en la interfaz con la estructura
se ajusta a través de ny modos utilizando el MFPM o el MPMC. El aspecto general de la
matriz de formas modales responde a

W)= | [ W] [9e] 9G] | (5.1)

donde [Ug] es una matriz de ny X ng que contiene formas modales puramente reales, [J1]
es una matriz de ng, X ny que contiene formas modales puramente imaginarias, [Y¢] es una
matriz de ny, X ne que contiene formas modales complejas y [J¢] es una matriz de ny X ng
que contiene las formas modales complejas conjugadas de [J¢]. En general, ng, ny y n¢ no
guardan ninguna relacién entre si pudiendo resultar nulo cualquiera de estos ntimeros. En
el caso particular de un modelo con n; GL sin masa asociada y ne GL con masa asociada
se verifica que

ne + Ngp = N1 + N2
ne + ng = Ny

La matriz diagonal de polos adquiere la siguiente forma

A0 0 D
o o D
S CERCE TSIt 5:2)

O] [0] [o] [Ag]

donde [Ag] y [A1] contienen polos reales, [A¢] contiene polos complejos con parte imaginaria
negativa y [A¢] contiene polos complejos conjugados de [Ag].

5.3 Determinacion de Matrices Fisicas de la Fundacién

Los trabajos de Alvin y Morgan se extienden en esta seccién para la obtencién de matrices
fisicas reales a partir de matrices modales de un sistema con amortiguamiento general. El
procedimiento propuesto no asigna elementos de masa a los GL fisicos de la fundacién para
evitar inconvenientes relacionados con la restriccion fundamental. Las transformaciones
que permiten recobrar las matrices de segundo orden se deducen utilizando los criterios
presentados en los trabajos de Garvey, Friswell y Penny [51] y [13].
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5.3.1 Matrices Fisicas de Primer Orden

Las matrices fisicas obtenidas en esta seccién se vinculan directamente con las matrices [A]
y [B] presentadas en la formulacién de primer orden de los fundamentos tedricos. Estas ma-
trices pueden considerarse como matrices particulares de amortiguamiento y rigidez con las
mismas caracteristicas dindmicas de las matrices fisicas que las componen (las formulacio-
nes de primer y segundo orden no presentan ninguna diferencia esencial). Las coordenadas
extendidas de las matrices [A] y [B] vinculadas a velocidades pueden considerarse como GL
internos que contribuyen a la caracterizacion dindmica del sistema. Ademads, los elementos
negativos en la diagonal principal de la matriz [B] no implican una contradiccién fisica.

La determinacién de las matrices fisicas se realiza a partir de las ecuaciones de orto-
gonalidad en (2.108). La matriz de formas modales [)] se complementa con una hipotética
matriz [Jg] que contiene ng = (ny — nr) filas con las componentes de los GL generalizados
para los modos ajustados. El aspecto de [J¢] respecto a las columnas se considera idéntico
a (5.1). La matriz completa de formas modales resulta

=] Y ] (53)

[Vg]

Una transformacién propuesta por Garvey et al. [13] para la eliminacién de las componentes
imaginarias en las ecuaciones de ortogonalidad utiliza la matriz [J] definida como

][] [0] 0] ]
0] il (o] 0]

SI=1 00 0 Ll (5.4)
|0 0l Sl |

Pre-multiplicando (2.108) por [J]T y post-multiplicando por [J] se obtienen las siguientes
ecuaciones de ortogonalidad de coeficientes puramente reales

(7T (A) [0 = (17 (550
77 B (0% = (A7) (5.50)
donde
Rid
X% = 1] 7] = [ " ] (5:6)

e &)
o) O O -
Ao 0 [
= _ T o) ~AF 0 0
L I R TE ] o
URURIS



Cap. 5 Descripcion Modal de la Rigidez Dinamica de una Fundacién

con [AF], [A}] v [AF] conteniendo la parte real de los polos y [AZ] conteniendo la parte
imaginaria de los polos complejos conjugados. La matriz diagonal [I®] contiene elementos
iguales a +1 6 —1 dado que [Ig], [I1] e [Ic] representan matrices identidad.

El ntimero de modelos fisicos de una fundacién capaces de reproducir las caracteristicas
dindmicas del modelo modal para n;, < ny resulta ilimitado. La definicién de matrices inicas
se consigue asignando a la matriz [B] la rigidez estética en los GL fisicos de la fundacién,
una matriz diagonal con elementos de médulo unitario en los GL generalizados y matrices
de acoplamiento nula entre ambos conjuntos de coordenadas. Los GL generalizados de la
matriz [A] poseen como maximo tres diagonales no-nulas. Una primera aproximacion de la
matriz [B] se expresa entonces como

[B] = [[Ig]] [/[g};] (5.9)
donde [K] representa la matriz de rigidez estatica. La ecuacién (5.5b) resulta
R [[]g]] [,[gi] {Zg ] = —[A%] (5.10)
(97" 1K [0 + )T Ke] 93] = —[A"] (5.11)
La matriz [K] se determina expresando la ecuacién (5.10) como
G [ AR IR [R[AR R 1)
0 [Kd FRIAR R RAR R
donde
k) = - (RAR ) (5.13)
De la ecuacién (5.11) se obtiene
(AP~ M i) ) = ()" (K] 9] = (AT (5.14)

La descomposicién de valores singulares (SVD) de la matriz [A%] permite la definicién de
una base para los GL generalizados

U] [>5] [V]" = svd[A”] (5.15)

El rango de [A%] de acuerdo a (5.14) resulta ng = (ny — ny). La matriz [~5.] sélo provee
entonces ng valores singulares no-nulos definiéndose la matriz [J%] igual a las primeras ng
filas de la matriz [V]7. De (5.5) se obtiene luego

N [C] {CA] v RI-T R R1—
A= o ey | =T (5160
Bl= | o) ey | = T (5:160)
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La transformacién de [KCg] en una matriz diagonal con elementos de médulo unitario requiere
la resolucion del siguiente problema de autovalores

(K] [9] [A] + [Ce] [9] = [0] (5.17)
[9)" 1K) [9] = [1] (5.18a)
[9)" [Co] [9] = — [A] (5.18b)

El aspecto general de la matriz de formas modales [19] es el siguiente
W] = | [ [0] [9:] [c] [9%] | (5.19)

donde [51\1] es una matriz ng X ny con formas modales puramente imaginarias (asociadas a
polos nulos), [611] es una matriz ng X ng con formas modales puramente reales, [@I] es una
matriz ng X ny con formas modales puramente imaginarias, [ﬁc] es una matriz ng X nc¢ con
formas modales complejas y [192’;] es una matriz ng X fic con las formas modales complejas
conjugadas de [50]. La matriz diagonal de polos [M resulta

[0 o} [o] [0} [0]
0] [Ae] [0] [0 [0]
[A]=|[0] [o] [A] [0] (0] (5.20)
o] [0} [0 [Ac] [0]
0] o] [op [o] [Ag] |

donde [/_XR] y [/_XI] contienen polos reales, [/_\c] contiene polos complejos con parte imagi-
naria negativa y [A’E] contiene polos complejos conjugados de [AC]. La aparicién de polos
nulos resulta sumamente improbable en casos reales a menos que se trate de simulaciones.
Estos polos nulos se vinculan a elementos de masa que podrian asociarse a los GL fisicos de
la fundacién. La matriz de transformacién que permite la eliminacién de las componentes
imaginarias en (5.18) es la siguiente

i o 0 [0 [0
O &0 0[]

| O 0O iln oo (5.21)
0 0 0 L S
00 0 Ll i)
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que produce

[0%] = [9] [J] (5.22)
[k [0 [0 [ [0 ]
o [&] (0] [0o] [0]
=" =] 0 [ -[&] [0 [0 (5.23)
o) o] [0 [I] (0]
o o o] [0 —[L] |
[0 [0 [0 [0 [0 ]
) ) o [AF] (0] (0] [o]
AM=["[A][J]=| 0] [0 —-[A} [0 [0] (5.24)
o (o] 0] [A%) [AS)
L0 [0 [o] [AZ] —[AZ] |
Los GL generalizados de (5.16) se transforman luego de la siguiente forma
R T4 T Y PN T 4 /A I (AR (€Y
oo ([ oo ][ m K] (o]
Bl= o oy || 0 wd || o W]] 0 W]] (5:250)

Estas matrices son tnicas en funciéon de los parametros modales ajustados utilizandose
como matrices de amortiguamiento y rigidez en la representacién de la respuesta dindmica
de los GL fisicos de la fundacién. El nimero de parametros independientes en (5.25) igual
a (ny, 4+ 1) x ny coincide con el nimero que presentan las matrices modales [J] y [A].

5.3.2 Matrices Fisicas de Segundo Orden

La deteminacién de matrices de rigidez, amortiguamiento y masa para la fundacién no
resulta indispensable a efectos de la descripcion del comportamiento dindmico de la funda-
cién. Sin embargo, la asignacion de elementos de masa a determinados GL generalizados
permite la reduccion del nimero de GL del modelo de la fundacién sin alterar sus propieda-
des dindmicas. La realizacién de transformaciones adicionales a (5.25) para la obtencién de
matrices con el aspecto de [A] y [B] en (2.135) posibilita la identificacién de sub-matrices
que representen matrices fisicas de segundo orden. La aparicién de polos inestables en el
problema de autovalores (5.17) no impide la continuacién de las sucesivas transformaciones
aunque puede producir elementos negativos sobre la diagonal principal de las matrices fisi-
cas. La asignacion de elementos unitarios a los GL generalizados con masa asociada de la
matriz de masa permite la definicién de matrices fisicas tinicas.

67



Cap. 5 Descripcion Modal de la Rigidez Dinamica de una Fundacién

Los GL generalizados de [A¥] se reacomodan de la siguiente forma

L0 () e (V) (V) R (/R (%) [0]
O] [AF] [0] [0 [0] (0] [0]
) ] o] —[Af] [0 [0] 0] [0]
A= o] (o] 0] [AF] (0] (0] [0 (5.26)
O o] o] o] [A] [0 [A¢]
oF foy o [o]  [0) —[Af] (0]
| [0] [of [o] [o] [AZ] [0 —[A&] ]
donde las matrices diagonales de polos reales [AF] y [AF] se expresan como
A | AF gm] am— | A1 (O
) | (0] [AR] ) 0] [Af]
am— | Bel 0] o= | B0
Sl o A RN RCRNItI
an— | Bel 0] am— | B 00
Yol o A Sl o A

Los supraindices ~ y T indican polos estables e inestables respectivamente. Los criterios
de reagrupamiento de los polos de las matrices [AF], [AF], [AF] y [AF] se describen més
adelante. La matriz [I"] se transforma entonces en

[ —[h] 0] [0] [o] [0 [0 [0]
0 [& [ [0 [o] [0 [
) ] [0 —[] [0 [0 [0] [0]
(M= [ [0 [0 [& [ [0 0] (5.27)
] [op [0 [0] [Z&] [0} [0]
] o] [o) [o] [0 —[f] [0]
| [ [0 [0 o] [op [0} -[&] ]
en tanto que la matriz [éA] se transforma en
Gl =] 61 1¢) 6 ¢ € € e | (5.28)

El nimero de GL sin asignacién de elementos de masa es ny = ng + ny + 7y donde 73
representa el nimero total de polos reales contenidos en las matrices [AX] y [A%]. El ntimero
de GL generalizados con asignacién de elementos de masa resulta no = ng + n¢ donde 7k
representa el nimero polos reales contenidos en [/1%?] (que coincide con el nimero de polos
reales contenidos en [A¥]). Las matrices [A}] y [AF] se encuentran posicionadas en forma
estratégica para interactuar entre si durante las sucesivas transformaciones. Por lo tanto,
los polos de [AF] se encuentran asociados a los polos de [AF] asi como los polos complejos
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se encuentran asociados a sus complejos conjugados. El nimero de GL generalizados con
masa asociada coincide entonces con el nimero de modos asociados. La asociacion de polos
complejos conjugados no genera ningun tipo de dificultades. Los criterios de asociacién de
polos reales descriptos a continuacion impiden la aparicién de componentes imaginarias
durante las sucesivas transformaciones:

e Un polo vinculado a una forma modal real se asocia a un polo vinculado a una forma
modal imaginaria.

e El médulo del polo vinculado a la forma modal real debe ser mayor al médulo del polo
vinculado a la forma modal imaginaria.

e Los polos asociados deben tener el mismo signo (ambos deben ser estables o inestables).
El procedimiento que se presenta a continuaciéon permite la optimizacién del nimero de
modos asociados en virtud del elevado ntimero de posibilidades de asociacién.

1. Dividir los polos reales en dos grupos de acuerdo a su signo: [/_Xg ] y [1_\1'{ ]

2. Dividir los polos imaginarios en dos grupos de acuerdo a su signo: [/_\I_ ] y U\ﬂ
3. Ordenar cada grupo de acuerdo al médulo de mayor a menor.
4.

Aplicar separadamente para polos estables e inestables la siguiente secuencia hasta
acabar los elementos de [AEF ] 0 [A:ﬂ comenzando con ig = 1 e i1 = 1:

a) si |Af (in)| > |AT (i1

b) si |Af (ir)| < |AT (i
Los polos sin asociacién se disponen en las matrices [AF] v [AF]. La ecuacién (5.25) se
expresa entonces como

TG )’ asociarlos y continuar con (ig + 1) e (it + 1)
T (i1)| continuar con iy e (ir + 1)

[[AL] [AL] (A4 AL] (AL (Al

[A] = | [Ay] AL ] AL | =] [AL" AR [A3] (5.29a)
AL AL DAL AT AS] —[AY)
B, [0] [0]

[B]=| [0] [] [0 (5.29b)
o [0 [k

donde

G Ced (G

TORT O R = | 0 0

. T o] (AR (o] 2 0] [0]
G570 [o]  —[AF) | 0] [0
(K]0 (o ¢ e

B)] - 0] — [In] [?] [0] A] = o [0]

H 0 [0 [k [0 v 0] [0]
Lo o] [0] —[f Lo (o]
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y
| AR (0] w_ | AR [0]
o i WU
o [ 0] 0] Lo ] [ [R] (o)
M=o ag =1 [fc]] [[01 [fc]]

La matriz de transformacién que permite la eliminacién de [\Agg\] sin perturbar la forma
de la ecuacién (5.29b) se expresa como

(L] [0] [0] (L] (0] [0]
[T = [0 [ [E] o) [P [0 (5.30)
o] [ES [E] 0] o] [F]

donde las matrices [\E\} y [\F\] deben satisfacer las siguientes condiciones
—[AF]+ DEJ ]+ AS] B + DE [AT] [NEL] = [0] (5.31)
DR (1B - B R = (1] (5.32)
Las matrices de las ecuaciones (5.31) y (5.32) son diagonales. Por lo tanto, la ecuacién

(5.31) denominada ecuacién algebraica de Ricatti se resuelve como una ecuacién escalar
cuadrética

B = (~1a3)+ (A3 + (ABiad)) ) a3 (539
mientras que la ecuacién (5.32) produce
NNE <[12} (1] - [\E\]Q)_1>2 (5.34)

Premultiplicando las matrices de (5.29) por [1”]” y postmultiplicando por [I”] se obtiene

[ [AL] [AT] [Af5]
[A"] = | [A%)] [DAL] [NAL] (5.35a)
L [Agl] [\AgQ\] [O]
[ B (0] (0]
[B"]=| [0] [ [0 (5.35b)
0] 0] —[L]

La matriz de transformacién utilizada para la eliminacién de [A%,;] y [Af;] resulta

1] 0] [o]
[T"] = | —[AY] [PA%] " (1] 0] (5.36)
[0] 0] [I]
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produciendo
[ [AT1] AT [0]
[AI”] = [AIQ/H [\AgQ\] [\AIQ/3\] (537&)
o AR [0
[ [Bfi] (B [0]
[B"] = | By] [L] 0] (5.37b)
0 0] —[1)]

La matriz de transformacién que convierte a [“MAf, | y [>A%; ] en matrices identidad
resulta

L[] 0]
[T =| [0] DA% 0] (5.38)
0] o [

de tal forma que

[ [Au] [Ap] (0]

[A] = [Agl] [\AQQ\} [IQ] (5.39&)
L [0] [12] [0]
[ Bu] (B [0]

Bl =| Bu] [Bawl [0] (5.39b)
L (0] [0] —[12]

~

La comparacién de las matrices [A] y [B] con las matrices de (2.135) permite la siguiente
identificaciéon de matrices fisicas

[ B Bel | [ Kal (Kl a
(K] = | [Ba] [Bao] [ (K] [“Kao] ] (5.40a)
_ | [All] [A12] . [Clﬂ [012]
- | [An] [An] ] T O] Ol (5.40b)
[0 [0 C
M= 0] [I2] ] (5.40¢)

El nimero de pardmetros independientes en (5.40) coincide con el nimero de pardmetros
independientes en las matrices fisicas [A] y [B] o en las matrices modales [J] y [A].

5.4 Ejemplos

Los dos casos presentados en esta seccion consisten en discos circulares infinitamente rigidos
apoyados sobre semi-espacios con distintas caracteristicas. Las receptancias de estas funda-
ciones se calculan con el programa SASSI [34] que tiene la capacidad de representar bordes
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transmisores para simular las condiciones de radiacion al infinito. Los 2 GL ajustados en
ambos casos estudiados corresponden al movimiento de balanceo en un plano vertical. La
técnica utilizada para el ajuste de estos ejemplos es el MFPM dado que el MPMC se utiliza
exhaustivamente en el estudio de los casos reales.

Un aspecto relevante en la aplicacion de las técnicas del capitulo anterior es que una
diferencia pronunciada en las amplitudes relativas de las componentes de la receptancia
producida por una diferencia de unidades puede generar un ajuste desbalanceado. La de-
gradacién del ajuste para las componentes de menor amplitud se agrava en caso de forzar
la simetria de las formas modales. Un artificio apropiado para balancear el ajuste consiste
en la utilizacién de funciones de peso acordes a las amplitudes de cada GL. La solucién mas
adecuada en base a este criterio consiste entonces en el ajuste de las curvas adimensionales
de la receptancia. Las amplitudes originales se restauran luego escalando las coordenadas
fisicas de las matrices adimensionales de la fundacion.

5.4.1 Ejemplo A

Este ejemplo consiste en un disco rigido sin masa que reposa sobre un semi-espacio ho-
mogéneo. La solucién numérica de este caso se encuentra en el trabajo de Luco et al. [52].
Los 2 GL fisicos ajustados en el presente andlisis son el desplazamiento horizontal (h) y la
rotacién de balanceo (m). El pardmetro r representa el radio del disco, mientras p, vy G
representan la densidad, el coeficiente de Poisson y el médulo de elasticidad transversal del
suelo respectivamente. El coeficiente de Poisson adoptado es v = 1/3. Las amplitudes de la
receptancia se adimensionalizan a través de las siguientes flexibilidades estaticas
o= 22 g =300 g —ap = Vanvem

La frecuencia adimensional a, utilizada se calcula en funcién de la frecuencia circular w
como

p
ap = aw donde: a=14/—=

G

La receptancia se expresa en funcién de las matrices modales como

[0 = [9] (i [1] = [AD ™" "

o] = | oo e | 9] = [ o ]

Qnn Ol

La adimensionalizacién de la receptancia se realiza a través de la siguiente matriz de trans-
formacién
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donde
Opn - Ohn
~ af af
la] = Oph Ohn hh hm
O_émh O_émm Olpn Olmy
o o
o ol

N vt |

[ Ky [Ka
- 1 1 - [

[ [Co] [C4]
[CY] [Cd]

La matriz de transformacién que permite la adimensionalizacién de las matrices fisicas
resulta

La receptancia se adimensionaliza utilizando las matrices de transformacién [T] y [T] y
reemplazando w = %2 de la siguiente forma

La rigidez dindmica adimensional se calcula como la inversa de la receptancia adimensional
= = _ _ -1
i1 =1a -1 _ Kpn K | @hh  Onm
(o] =[a]7" = | 2 2 =] o
Kmh Kmm Omh Olmm
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La figura 5.1 muestra el buen ajuste que produce el MFPM para las partes real e imaginaria
de las componentes de la receptancia adimensional calculadas con el programa SASSI. La
matriz de receptancia obtenida con este programa resulta simétrica (o, = of,) a diferencia
de la solucién derivada por Luco. La figura 5.2 muestra las partes real e imaginaria de las
componentes de la rigidez dinamica adimensional.

Las matrices modales adimensionales identificadas son

—0.7239 0.2471 —0.0539
—6.2657 —0.3914 2.1894
[A] = diag | —1.5272 % 0.5663i [9]" = | 0.8007F0.2373i 0.6460 + 0.7607i
—2.3316 £ 2.4823i —0.3728 + 0.0829;  1.0055 F 1.2695(
—1.3471 £ 3.1292i 0.0222 £ 0.1385;  0.2145 + 0.1450:

que se dimensionalizan a través de

Las matrices fisicas de segundo orden ajustadas que involucran 3 GL generalizados son

1.3679 0.0462 —-1.4128 0.8678 0.4454
0.0462 2.7892 6.2841 04776 0.6538

[K] = | —1.4128 6.2841 32.6749 0 0
0.8678  0.4776 0 11.6818 0
0.4454  0.6538 0 0  0.7903

0.6211 0.0083 —0.3357 0.1117 0.4771
0.0083 0.3011 0.7353 0.0229 0.9140

[C] =| —0.3357 0.7353 6.7017 0 0
0.1117  0.0229 0 2.5616 0
0.4771  0.9140 0 0 17970
00000
00000

[M]=]00 100
00010
00001

[M] = a?[T]7F [M][T] 7! = [M]

Los pardmetros de las matrices modales y fisicas son sensibles a las funciones de peso utili-
zadas en el MFPM aun manteniendo la bondad del ajuste de la receptancia. Las matrices
modales al igual que las matrices fisicas poseen 24 parametros independientes.

5.4.2 Ejemplo B

Este ejemplo consiste en un disco rigido con masa que reposa sobre un estrato eldstico de
10 metros apoyado en un semi-espacio homogéneo. Los GL involucrados en el ajuste son el
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c
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2
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Fig. 5.1: Receptancia del Ejemplo A.
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Fig. 5.2: Rigidez dindmica del Ejemplo A.
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desplazamiento horizontal (h) y la rotacién de balanceo (m). El radio del disco esr =5 m y
la masa por unidad de superficie es gg = 2400 kg.m 2. El estrato y el semi-espacio poseen
una densidad de p = 1800 kg.m 2 y un coeficiente de Poisson de v = 1/3. El médulo de
elasticidad transversal del estrato es G; = 1.800 x 10* kN.m~2 mientras que el semi-espacio
posee un médulo Gy = 1.125 x 10° kN.m 2.

La figura 5.3 muestra las componentes de la receptancia calculadas con el programa
SASSI junto con las mismas componentes ajustadas por el MFPM. El buen ajuste obtenido
se consigue con 11 pares de modos complejos conjugados. Las matrices fisicas derivadas
presentan algunos elementos negativos sobre la diagonal principal. La figura 5.4 muestra
las componentes de la rigidez dindmica obtenidas a través de la inversién de la receptancia.

Las matrices modales adimensionales identificadas son

[ —1.215 +2.818i | [ 3.509 F 1.342i  —0.020 F 0.043i |
—1.030 + 3.796i 0.751 + 1.320i  —0.203 F 0.029;
—0.874 + 4.328i 1.650 F 0.904i  0.592 F 0.065:
—1.121 + 5.898i 0.448 F1.275i  0.230 F 0.106:
—0.908 + 7.467i 1.745 F 2.005:  —0.104 £ 0.029;

[A] = diag | —3.956 + 7.986i W7 =107"x | —1.265+0.771i  1.199 F 1.072i
—0.870 + 9.798i —0.523 +0.037i  0.200 F 0.063:
—0.330 + 11.06i 0.759 F0.422i  0.037 F 0.070i
—1.083 + 11.38i 0.052 F 1.256i  0.316 F 0.250i
—1.082 + 11.63i 1.139 F 1.640;  0.100 & 0.130¢
—1.940 + 16.94i 0.884 F0.550i  0.307 F 0.361:

Las matrices fisicas de segundo orden ajustadas son

TR ) RS
H= 1 ey [\ng\]] = o) e
REUE
M=1 [\Méz\]]

donde

—3.6683 —3.8790

—3.8790  3.3145

0.2799 0.2614
I 107
K] =107 [ 0.2614 1.3907 ]

[C1,] = 10" x [

0 0 [ 0.0301  0.0113

0 0 —0.0013  —0.0499
—0.0379  0.0058 0.0526  —0.0059
0.0519  —0.2360 —0.2824 —1.4873
—0.1102 —0.1393 —0.1466 —0.6247
[K5] =10° x | —0.4078 —0.5451 [C5;] =10° x | 0.0246  0.0039
—0.0722  0.0400 0.0513 —0.1716
—0.5051 —0.5248 —0.0667  0.0269
0.0297  —0.0561 —0.1028 —0.1348
—0.0739  0.0256 0.0142 —0.4574
—0.5480 —1.0783 —0.1307  0.5634
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Fig. 5.3: Receptancia del Ejemplo B.
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Fig. 5.4: Rigidez dinamica del Ejemplo B.
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[ —0.0010 | [ —0.0093 |
—0.0010 —0.0041
0.5984 10.812
0.7222 22.632
1.5580 16.280

MKy ] =103 x diag | 1.4398 [NChy ] = diag | 35.390
3.7520 10.968
3.8433 26.788
4.7883 5.1169
5.2194 14.751
9.7859 26.398

My ]=diag[0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1]

Las matrices modales al igual que las matrices fisicas poseen 66 parametros independientes.

. . .. 7 . o
Las primeras dos componentes de la diagonal principal de [>K3,. ] poseen médulo unitario
y se asumen como valores impuestos a pesar que el signo puede ser positivo o negativo. Una
forma de justificar el ntimero de pardmetros independientes obtenidos para las matrices
fisicas consiste en transformar los dos primeros GL generalizados utilizando

[T] = diag | 1 1 111111111

1 1
0.0301x103  —0.0013x103

La adopcién de valores unitario con signo positivo para los elementos de la primer columna
y las dos primeras filas de [C%,] libera de la condicién de pardmetros independientes a las
dos primeras componentes de la diagonal principal de [>KJ,_].
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Descripcion Modal de Sistemas
con Interaccion Suelo-Estructura

Los métodos tradicionales de diseno de fundaciones superficiales que se comportan como
una placa rigida apoyada sobre un semi-espacio homogéneo emplean coeficientes aproxi-
mados de rigidez y amortiguamiento para los 6 GL espaciales. Las matrices fisicas de la
fundacién obtenidas con estos coeficientes resultan diagonales dado que se descartan los
términos de acoplamiento que existen en el movimiento de balanceo (en inglés se designa
rocking). Los coeficientes de rigidez se toman de los valores estaticos obtenidos de soluciones
rigurosas. La determinacion de los coeficientes de amortiguamiento se basa en la descripcion
adecuada del factor de amplificacién dindmica del modo fundamental. Los coeficientes de
amortiguamiento para los GL de los movimientos rotacionales caracterizados por un menor
amortiguamiento por radiacién se definen entonces en funcién de las propiedades inerciales
del cuerpo rigido que conforman la estructura y la fundacién.

La descripcién modal de estructuras apoyadas en fundaciones superficiales requiere el
empleo de coeficientes que sean representativos en un amplio rango de frecuencias. Por lo
tanto, los coeficientes de disenio resultan inadecuados dado que sélo representan en forma
razonable al modo fundamental. Las soluciones rigurosas de la rigidez dinamica de una
placa de fundacién apoyada en un semi-espacio homogéneo poseen valores asintéticos para
bajas y altas frecuencias que permiten la obtencién de coeficientes mas apropiados para
el cédlculo de los modos superiores. Estos coeficientes asintéticos que resultan inadecuados
para el diseno se utilizan en un estudio paramétrico de niveles de interaccion en funcién de
la rigidez relativa entre la estructura y la fundacién.

En el presente capitulo se analizan los modos flexionales de una estructura prisméatica
sin amortiguamiento afectados por el movimiento de balanceo de la placa de fundacién. La
identificacién de los parametros adimensionales que gobiernan el comportamiento dindmico
de estos sistemas permite la construccién de dbacos de interaccion que describen el impacto
de la interaccién tanto en la reduccion de las frecuencias flexionales de base empotrada como
en el surgimiento de amortiguamiento debido integramente a la disipacién por radiacién. Los
abacos de interaccién permiten una seleccion adecuada de casos relevantes para el estudio de
la composicién modal de estos sistemas. El modelo modal se compone basicamente de modos
primarios caracterizados por amplitudes espectrales importantes y modos secundarios que
adquieren relevancia en la medida que aumenta la flexibilidad del suelo en relacion a la

81



Cap. 6 Descripcion Modal de Sistemas con Interaccién Suelo-Estructura

estructura.

El modelado de la fundacién a través de matrices independientes de la frecuencia con
las técnicas presentadas en los capitulos anteriores permite la determinaciéon de matrices
modales analiticas de un ntimero importante de sistemas con interaccién suelo-estructura.
Estas matrices fisicas de la fundacién con una precisiéon adecuada en un amplio rango de
frecuencias conforman el denominado modelo exacto de la fundacion que se utiliza en el
andlisis de los mismos casos estudiados con coeficientes asintéticos. La comparacién de
la composicién modal de ambas versiones permite comprobar que el nimero de modos
primarios se mantiene aunque surge un mayor nimero de modos secundarios que depende
de los GL generalizados incorporados a la fundacion. Las propiedades dinamicas de los
modos primarios sufren modificaciones vinculadas a la aproximaciéon conseguida con los
coeficientes asintéticos.

6.1 Modelos Simplificados de Fundaciones Superficiales

Los modelos simplificados utilizan exclusivamente los GL fisicos de la fundacién prescin-
diendo de otros GL agregados (internos o generalizados). Los primeros criterios de diseno
para el andlisis de estructuras apoyadas sobre fundaciones superficiales incorporan solamen-
te resortes con coeficientes de rigidez estatica en los GL de la interfaz para la obtencién
de matrices modales con amortiguamiento clasico. Las formas modales reales resultantes
permiten la aplicacién del método de descomposicion modal utilizando la formulacién de
segundo orden. En los trabajos de Roesset et al. [53] y Bielak [54] se recurre a criterios
energéticos en la determinacién de un amortiguamiento modal equivalente para cada uno
de los modos clasicos superpuestos. El grado de aproximacién conseguido se evaliia en
comparacién con soluciones rigurosas obtenidas frecuencia por frecuencia.

Los criterios actuales de disefio utilizan coeficientes de rigidez y amortiguamiento para
la diagonal principal de las matrices fisicas de la fundaciéon que producen formas modales
complejas. Las distintas pautas aplicadas en la determinacion de estos coeficientes permiten
reproducir diferentes caracteristicas dindmicas del sistema. La incorporacién de una ma-
triz de masa agregada (independiente de la masa propia de la fundacién y la estructura)
mejora ademas la aproximacién de la rigidez dindmica exacta en rangos de baja y media
frecuencia. En la Figura 6.1 se muestra el sistema de coordenadas de referencia utilizado
en la descripcién de los movimientos de la fundacién.

6.1.1 Modelos Simplificados con Coeficientes de Diseno

En el libro de Richart et al. [5] se presentan coeficientes de disefio para placas de fundacién
que reproducen adecuadamente la amplificacién dindmica del modo fundamental de cuerpo
rigido. Los coeficientes utilizados para placas circulares se muestran en la Tabla 6.1 mien-
tras que los coeficientes validos para placas cuadradas se muestran en la Tabla 6.2. Estos
coeficientes de disenio se adoptan en el Estdandar del ASCE [55] para el andlisis sismico de
estructuras relacionadas a la actividad nuclear. Los coeficientes con subindice = se aplican
también para el movimiento traslacional en la direccién horizontal vinculada al eje y de
la Figura 6.1. Los coeficientes con subindice 1 se utilizan para el movimiento rotacional
alrededor de los ejes x e y mientras que el subindice 6 se vincula al giro alrededor del eje z.
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Fig. 6.1: Sistema de coordenadas de referencia de los movimientos de la fundacion

Los pardametros intervinientes en las expresiones de estos coeficientes son la densidad p, la
velocidad de propagacion de ondas de corte Vg y el coeficiente de Poisson v del suelo junto
con el radio r de la placa circular o el semi-ancho b de la placa cuadrada. Los pardmetros
adimensionales de inercia rotacional u que aparecen en las expresiones de los movimien-
tos rotacionales permiten reproducir altos factores de amplificacion producidos por el bajo
amortiguamiento por radiacién de estos movimientos. Las relaciones de amortiguamiento

viscoso junto con expresiones de masas de los distintos movimientos se presentan en la
Tabla 6.3.

Los coeficientes de amortiguamiento de diseno se determinan en funcién de las rela-
ciones de amortiguamiento y los coeficientes de amortiguamiento critico. La relacién de
amortiguamiento del movimiento genérico ¢ se expresa como

&

57; - ceritico (61)
K3
de donde
¢ = 51 . Czqritico (62)
La relacién de amortiguamiento &; se extrae de la Tabla 6.3 en tanto que c"# se calcula
como
0 = 23/ kim; (6.3)

donde k; es el coeficiente de rigidez estatica y m; es la masa de cuerpo rigido que se extrae
de la Tabla 6.3 en funcién de un parametro de inercia adimensional.

6.1.2 Modelos Simplificados con Coeficientes Asintéticos

Los coeficientes asintéticos para placas circulares se presentan en el trabajo de Wolf [6] en
tanto que los coeficientes asintéticos para placas cuadradas se recopilan en el trabajo de
Wu y Lee [56]. El coeficiente de rigidez corresponde al valor asintético puramente real de
la rigidez dindmica para bajas frecuencias mientras que el coeficiente de amortiguamiento
se vincula al valor asintético puramente imaginario de la pendiente de la rigidez dindmica
para altas frecuencias. Estos coeficientes asintdticos se presentan en la Tabla 6.4 para pla-
cas circulares y en la Tabla 6.5 para placas cuadradas. El coeficiente asintético de rigidez
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Movimiento | Rigidez equivalente Amortig. equivalente
Vertical k, = (li4y>pV52r c, = (13_40 )er

Horizontal | k, = 3(27(i ;VV)) pVSQT Cp = w ,0‘/57“2
Balanceo | ky = 3(18_V)p‘/527’3 cp = = V())'(810+ Mw)pvsr‘l
Torsional ko = ?pVSQT?’ cyp = (2111\27 Virt

Tabla 6.1: Coeficientes de disenio para la placa de fundacién circular

Movimiento | Rigidez equivalente Amortig. equivalente
Vertical k, = (14 30 )pVQb Cc, = (14_3?;) pVsb?

Horizontal | k, =4 (14 v)pV2b Cp = vast
Balanceo ky = a i V)pvs2b3 cp = = lj-(316+ ™ )stb4
Torsional ko = 7.93pV203 co = (3 95\[) Vib*

Tabla 6.2: Coeficientes de diseno para la placa de fundacion cuadrada

Movimiento | Relacion de amortig. | Masa adimensional | Coeficiente de masa
. 0.425 (1 —-v)m, 4
Vertical = - _
ertica 3 i, Kz 4 pT‘3 my; = (1 — V)p Nz
0.288 7-8 32 (1 —
Horizontal ¢ = = =8 me | B20-v)
x — V) pr — OV
Vi 32(1—v)pr? (7—8v)
0.15 3(1—v) Iy
e e T I = B T e
, 0.50 Iy 5
Torsional 59 = m He = W I@ = Pr7 Uy

Tabla 6.3: Relaciones utilizadas en el calculo de los coeficientes de amortiguamiento

horizontal difiere levemente del coeficiente de disefio debido a las distintas hipétesis consi-
deradas durante la eliminacién del término de acoplamiento del movimiento de balanceo.

De acuerdo al trabajo de Gazetas y Dobry [57] el comportamiento para altas frecuencias
de una fundacién apoyada sobre un semi-espacio homogéneo se relaciona con la propagacién
de ondas unidimensionales de una barra prismatica vertical semi-infinita con la seccién de
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la placa de fundacién. El coeficiente de amortiguamiento asintdtico se calcula entonces de
la siguiente forma

ci = pAV (6.4)

El pardmetro A es el area de la placa de fundacion para los movimientos traslacionales, el
momento de inercia axial para el movimiento de balanceo y el momento de inercia polar
para el movimiento torsional. El parametro V es la velocidad de propagacién de ondas
longitudinales V), para los movimientos vertical y de balanceo y la velocidad de propagacion
de ondas transversales Vg para los movimientos horizontal y torsional. En el trabajo de Wolf
[6] se sugiere la utilizacién de 2V en lugar de V}, para v > % dado que esta velocidad tiende

a infinito para un suelo incompresible (V — %)

Movimiento | Rigidez equivalente Amortig. equivalente
2(1-v) 9 1
4 Cy =Ty | ———=pVsr v< s
Vertical k., = (1 )p‘/SQT Z (1 — 21/) PVs ( 3)
—v
c, = 2mpVyr? (V > %)
Horizontal ky = G- 1/)'0 2y Ce = TpVsr?
T [2(1—v) 4 1
8 9 3 61/1_1 (1_2)‘/5 (Vég)
Balanceo | ky = 30—0) pVsr
—v
— z V- 4 1
Cy = 2p s (l/ > 3)
16
Torsional ko = EpVSQTS cop = ngSr‘l

Tabla 6.4: Coeficientes asintéticos para la placa de fundacién circular

6.1.3 Modelos Simplificados con Masa Agregada

La introduccion de coeficientes de masa agregada independientes de la masa propia de la
fundacién y la estructura mejoran la aproximacién para bajas y medias frecuencias respecto
a las soluciones rigurosas de la rigidez dindmica. Los resultados més exactos que pueden
obtenerse en estos rangos de frecuencia sin la incorporacién de GL generalizados en las
matrices fisicas de la fundacion se consiguen utilizando los coeficientes propuestos en el
trabajo de Wolf [58] reproducidos en la Tabla 6.6. Sin embargo, los errores producidos por
la masa agregada para altas frecuencias resultan significativos.

6.1.4 Comparacién de Modelos Simplificados

Las relaciones entre los coeficientes de diseno y asintéticos de amortiguamiento se muestran
en las Figuras 6.2 y 6.3. La relacién de los coeficientes torsionales no varfa con v aunque
presenta un valor maximo para pg = 0.50. Los valores menores a este maximo de aproxima-
damente 0.52 se repiten para un valor menor y un valor mayor de esta masa adimensional.
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Movimiento | Rigidez equivalente Amortig. equivalente
4.7 C, =4y ——T2pVsb? (v < i
Vertical k., = pV2 : (1-2v) Pl ( 3)
(1-v)
c, = 8pVyb? (v>1)
) 9.2 9 9
Horizontal k. = pVsb ¢y = 4pVsb
(2-v)
4 /2(1
! o =g\ DVt (< d)
Balanceo | ky = pVEb? (1=2v)
(1 - V) 8 "
Cyp = gpvsb4 (V > g)
8
Torsional ko = 8.31pV.2b3 o =3 pVib*

Tabla 6.5: Coeficientes asintoticos para la placa de fundacién cuadrada

Movimiento | Rigidez equivalente Amortig. equivalente Masa equivalente
Vertical k, = (114V)pV52r Cc, = (13'_43);)‘/57'2 m, = (11'_08V)pr3

Horizontal ky = e f ” pV2r Cp = (14;6;1 )stTQ My = (20'_76]/)[)#
Balanceo | ky, = 3(18_1/),01/527“3 Cy = 1= V())'(810+ Mw)str‘l I, = (10_64y) pr?
Torsional ko = ?p\/szrg 0 = (21:2\2/3;) st Iy = 0.24pr°

Tabla 6.6: Coeficientes de osciladores simples de baja y media frecuencia

La relacién entre el coeficiente de diseno y el coeficiente asintético de rigidez para el movi-
miento traslacional horizontal se muestra en la Figura 6.4. La diferencia observada se asocia
a la eliminacién del término de acoplamiento entre el movimiento horizontal y el movimien-
to de balanceo. De hecho, la igualdad de ambos coeficientes coincide con la anulacién de

este término de acoplamiento para v — %

6.2 Abacos de Interaccion

Los abacos de interaccién se construyen para sistemas compuestos por una estructura
prismatica sin amortiguamiento propio vinculada a un disco de fundaciéon apoyado so-
bre un semi-espacio homogéneo de suelo. La caracterizaciéon de estos sistemas se relaciona
con el comportamiento flexional de la estructura y el movimiento de balanceo de la placa
de fundacién. Los pardametros relevantes de la estructura resultan entonces la longitud L,
la rigidez flexional EI y la masa por unidad de longitud m. Los comportamientos axial
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Fig. 6.2: Relaciones entre coeficientes de amortiguamiento para movimientos traslacionales
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y torsional son mas sencillos y pueden analizarse en forma desacoplada. Los coeficientes
asintoticos se utilizan como parametros de la fundacién dado que resultan representati-
vos en un amplio rango de frecuencias siendo més adecuados en el calculo de los modos
superiores de vibracién.

Los abacos de interaccion se componen de dos graficos por cada par de modos complejos
conjugados obtenidos con la formulacién de primer orden. El primer grafico describe la
reduccién del moédulo de los polos naturales complejos conjugados de flexién respecto a la
condicion de base empotrada. El segundo grafico muestra una relacion de amortiguamiento
del sistema (en porcentaje) debida integramente a la disipacién del suelo por radiacién. El
calculo de este amortiguamiento para el modo 7 se realiza en funcién de la relacion entre
la parte real y el médulo del polo s, de la siguiente forma

~ Re(sy)

|sr|

gr:

(6.5)

La forma de calculo de esta relacion de amortiguamiento es andloga a la utilizada para
sistemas con amortiguamiento cldsico aunque su significado no resulta estrictamente equi-
valente. La complejidad de las formas modales no considerada en forma explicita en los
abacos se encuentra intimamente ligada a la relacién de amortiguamiento en (6.5).

Los abacos de interaccién permiten la identificacién de casos relevantes para el estudio
de la composicién modal del tipo de sistemas analizados. Los parametros adimensionales que
definen las caracteristicas dindmicas del sistema junto con los posibles rangos de variacion
para la mayoria de los casos reales se indican en la Tabla 6.7.

Parametro adimensional Minimo | Maximo
- L
L=— longitud de la estructura 1 10
r
— EI .. . —4 -1
El = ——; rigidez flexional de la estructura 10 10
pVsL
m= % masa por unidad de longitud 104 1079
p

Tabla 6.7: Parametros adimensionales de los abacos de interaccion

Los graficos se expresan en funcién directa de L y EI construyéndose para determi-
nados valores de la masa adimensional m. Los dbacos de interaccién correspondientes al 1°
modo se presentan en las Figuras 6.5 a 6.9 mientras que los dbacos del 2°, 3° y 4° modo
se encuentran en el apéndice C.

Los casos de estudio seleccionados se indican con circulos en las Figuras 6.6, 6.7 y
6.8 mientras que sus parametros adimensionales se encuentran en la Tabla 6.8. La rigidez
flexional adimensional que se toma para todos los casos de estudio resulta ET = 1073 - L.

Los parametros que toman valores fijos en la descripcién modal de los casos de estudio son
los siguientes

L=250m
ET = 4000 kN.m?>
p = 1.60 tn/m?
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disefio asintdtico
k ! k
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\

Fig. 6.4: Relacion entre coeficientes de rigidez para el movimiento traslacional horizontal
Reduccién de frecuencia Amortig. por radiacion
‘ 1E-1 — T
\ \\J{
]

2.

~0

1E-1

1E-2 1E-2

I I
1E-3 1E-3
1E-4 — 1E-4 —
1E+0 1E+1 1E+0 1E+1

~l

L

Fig. 6.5: Abacos de Interaccién del 1° modo para m = 10°

89



Cap. 6

Descripcion Modal de Sistemas con Interaccién Suelo-Estructura

1E-2

1E-3

1E-4

1E+0

Reduccién de frecuencia
\\\\b \\22\\::?§\;

\

\

L1

1E+1

L

1E-4
1E+0

Amortig. por radiacion

~

Fig. 6.6: Abacos de Interaccién del 1° modo para m = 1071
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L m

107! [ 1072 | 1073
1| A1 | A2 | A3

4 | BlI | B2 | B3

10| Cc1 | c2 | C3

Tabla 6.8: Parametros adimensionales de los casos de estudio

mientras que los restantes parametros se calculan en funcién de los parametros adimensio-
nales correspondientes

ElI 1
V = R
* | BT pL?

m = mpL?

ﬁ
I
Il &

6.3 Descripcion Modal con Modelos Simples de Fundacién

Los pardmetros modales de los casos de estudio seleccionados se presentan en las Tablas
6.9, 6.10 y 6.11. Las frecuencias naturales que aparecen en las tablas se refieren a la parte
imaginaria (oscilante) de cada par de polos complejos conjugados. La incorporacién de los
GL de la interfaz introduce 4 polos adicionales respecto a la condicién de base empotrada.
Los polos adicionales resultan reales para una fundacién relativamente rigida respecto a
la rigidez flexional de la estructura (casos Al, A2 y A3) convirtiéndose algunos en polos
complejos conjugados cuando se flexibiliza el suelo de apoyo de la fundacién. La transfor-
macién de un par de polos reales (en este caso el 2° con el 3° y el 1° con el 4°) en polos
complejos conjugados produce discontinuidades en los abacos de interaccion que resultan
mas evidentes para los modos superiores.

Las frecuencias naturales que disminuyen a medida que decrece la rigidez relativa de
la fundacién poseen como cota inferior la frecuencia del modo inferior para base empotrada
(esta cota se alcanza en el 4° modo del caso C2). El aumento de las frecuencias del 4° y
5° modo para los casos B2 y B3 se relaciona con la inminente transformacién de un par de
polos reales en un nuevo polo complejo conjugado con una frecuencia mayor en relacién al
3° modo y menor en relacion al 4° modo.

Las Figuras 6.10, 6.11 y 6.12 muestran la amplitud de la receptancia de los casos de
estudio para el desplazamiento horizontal de puntos ubicados en el extremo libre, en la mitad
v en los cuartos de la longitud de la estructura. La designacién de modos primarios se utiliza
para modos con amplitudes espectrales importantes en tanto que los modos secundarios se
caracterizan por pequenas amplitudes de las formas modales. Esta diferenciacién resulta
evidente para los casos Al, A2 y A3 donde los modos primarios guardan una estrecha
relacion con los modos de base empotrada mientras que los modos secundarios poseen
polos reales. La Figura 6.13 muestra la fase de la receptancia de los casos A2, B2 y C2.
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Fig. 6.10: Amplitud de la receptancia de los casos Al, Bl y C1
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Fig. 6.11: Amplitud de la receptancia de los casos A2, B2 y C2

94



Cap. 6 Descripcion Modal de Sistemas con Interaccién Suelo-Estructura

Base empotrada Caso A3

107 T T
Receptancia completa
Modos primarios
Modos secundarios
-3
10 .................
[l -5
§ 10
E
©
2
2 )
g 10_7 M. - N4d 10" L1 .-\ .. ... 1.
10_9 .........................
10_11 1 1 | 10_11 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
. Caso B3 . Caso C3
10 T T T 10 T T T
— Receptancia completa — Receptancia completa
— Modos primarios — Modos primarios
- — Modos secundarios - — Modos secundarios
_3 -
10
] -5
§ 10
E
©
2
‘S
£ 107
10° k- e o] 100° F - .. e ]
10_11 | | | 10_11 | | |
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz]

Fig. 6.12: Amplitud de la receptancia de los casos A3, B3y C3

95



Cap. 6 Descripcion Modal de Sistemas con Interaccién Suelo-Estructura

Base empotrada
180 "

L T ul r T A r T ul r
: : : : : : . . Receptancia completa
NOF - - e e e e e e e - - Modos primarios -
5 4 ¢+ Modos secundarios
% O ad 0000000000000 - - - . - - - - e e 00000000 - - - . - - - -1
w
_90 - —~
-180 L . L d . L . . i L .

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

Caso A2
180 A T T - T T T T T Y ™
. . . . .
(o 10 Tl T P
s
..
2 0 e ::".“ :w::“:““:"‘ P 000900 990s
@G S IOU 222222222%222224
LL 0 0»000'"“‘ 0404 ) .
3 506000000000000000000N * oot o
“‘mm,::::-:ﬁxﬁiiiésmm5:",": 3
_90 - N RSO AE PR - .-
. . . . m .
. . . . . . .
_180 - | Lola® 1 | e (- |- | L " a2...m L

1000 1100 1200

Caso B2
180 = e, T T T T LT l-_-....d“"".ﬂ....-—-r
. . . . -.l.- -.-.l-ll- - . e
. LI . . 'l. . . . " -.-.-l-.--l.
NOF - - CoL.oLm P .,l.-4 e e e e e S 4
s ‘m "
§ 0..'. ....... l-,.., .......... ' ......... ..... ...........
v m . lm
ook . ‘“t«t«o“‘ﬂ‘on»»«um’o! !.::!.iom»mn»on«“momog“»gp»nno»u.
- = ‘.n. ' =3 ..l . i' " ot ::::“’ go00
180 - ® . l"!! i '.=.:=I ; l!!..."' anet® - ..ao... LTTY

Fase [9]

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200

Caso C2
180 T T T T T T T T T T T
O0 |- - - oo e e e e e e e
O -0:0OMMMMMMWMWWWMMMMMMWWWM““MW
.
" .
_90 -
-180 &

0 100 200 300 400 900 1000 1100 1200

Frecuencia [Hz]

Fig. 6.13: Fase de la receptancia de los casos A2, B2 y C2

96



Cap. 6

Descripcion Modal de Sistemas con Interaccién Suelo-Estructura

Modo | Base empotrada Caso Al Caso Bl Caso C1
FUHZ§ %] | f [H2 | & [%] | f [Hz] | € [%] | f [Hz] | € [%]
— 4 polos reales 2 polos reales 2 polos reales
1 5.663 0.00 5.656 0.02 4.998 0.72 1.672 0.60
2 35.49 0.00 35.37 | 048 29.05 8.17 17.85 6.67
3 99.37 0.00 99.22 0.62 73.27 | 27.8 44.09 9.76
4 194.7 0.00 194.6 0.64 123.5 24.5 102.8 4.39
5 321.9 0.00 321.8 0.64 222.4 11.1 197.1 2.63
Tabla 6.9: Parametros modales de los casos Al, Bl y C1
Modo | Base empotrada Caso A2 Caso B2 Caso C2
fH= | &%) | f [Hz] | € [%] | f [HZ | & [%] | f [Hz] | &[]
— 4 polos reales 4 polos reales 2 polos reales
1 17.91 0.00 17.89 0.06 15.86 2.23 5.287 1.89
2 112.2 0.00 112.2 0.22 103.1 11.3 59.48 20.2
3 314.2 0.00 314.2 0.21 310.7 10.1 131.6 36.1
4 615.8 0.00 615.7 | 0.20 623.7 | 8.28 314.2 14.6
5 1018 0.00 1018 0.20 1044 7.00 617.5 8.59
Tabla 6.10: Parametros modales de los casos A2, B2 y C2
Modo | Base empotrada Caso A3 Caso B3 Caso C3
FUHA | € 1% | £ 1H) | € 1%] | 7 1HA | € %] | £ 172 | € [%)
— 4 polos reales 4 polos reales 2 polos reales
1 56.63 0.00 56.61 0.05 51.46 5.67 16.70 5.97
2 354.9 0.00 354.9 0.07 | 351.0 | 4.91 241.8 16.0
3 993.7 0.00 993.6 0.07 | 992.6 3.10 793.3 16.9
4 1947 0.00 1947 0.06 1949 2.58 1650 19.1
5 3219 0.00 3219 0.06 3226 2.36 2683 24.9

6.4 Descripcion Modal con Modelos Exactos de Fundacién

La utilizaciéon de modelos exactos de fundacién con GL generalizados para los casos de
estudio con una masa adimensional m = 10~2 permiten la definicién de los casos A2’, B2’

Tabla 6.11: Parametros modales de los casos A3, B3 y C3
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y C2’. La composicién modal de estos nuevos casos se presenta en la Tabla 6.12. Los modos
secundarios designados con letras presentan polos complejos conjugados y se caracterizan
por altos valores de amortiguamiento y formas modales con bajas amplitudes y marcada

complejidad.
Modo | Base empotrada Caso A2’ Caso B2’ Caso C2’
FHZ | E 1% | f [Hz] | € [%] | f [Hz] | & [%] | f [Hz] | € [%]
— 4 polos reales 4 polos reales 4 polos reales
a - - 0.897 | 93.6 | 5436 | 99.5 | 178.1 32.8
b - - 39.71 67.6 | 102.0 | 50.1 252.7 | 52.1
c - - 55.78 | 34.2 107.0 | 38.4 - -
1 17.91 0.00 17.88 0.06 15.64 0.69 5.256 0.05
2 112.2 0.00 112.2 0.23 102.9 15.2 58.37 18.6
3 314.2 0.00 314.2 0.22 309.9 10.6 131.0 29.6
4 615.8 0.00 615.7 0.22 623.6 8.89 312.6 14.7
5 1018 0.00 1018 0.21 1046 7.42 620.2 7.73

Tabla 6.12: Parametros modales de los casos A2’, B2" y C2’

El amortiguamiento por radiaciéon del modo fundamental de los casos B2’ y C2’ dis-
minuye notablemente respecto a los casos B2 y C2. El mayor factor de amplificacién que
se produce indica la importancia que puede tener la utilizacién de modelos exactos de la
fundacién para reproducir adecuadamente el comportamiento dindmico del sistema. Los 10
modos adicionales que aparecen en los casos A2’ y B2’ se deben a la incorporacién de 2 GL
con masa de la interfaz (agregan 4 modos) y 6 GL generalizados de la fundacién (agregan
6 modos). El par de modos complejos conjugados faltantes en el caso C2’ forma parte del
conjunto de los modos primarios. La amplitud de la receptancia de los casos A2’, B2’y C2’
se muestra en la Figura 6.14 para los mismos puntos utilizados en los casos de estudio con
coeficientes asintéticos.
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Capitulo 7

Calibracion de Modelos de
Sistemas con Interaccion
Suelo-Estructura

La determinacion de un modelo analitico que describa el comportamiento dindmico de sis-
temas sometidos a diferentes estados de carga representa el principal objetivo del anélisis
modal experimental para la ingenieria estructural. La breve introduccién presentada a con-
tinuacién permite la definicion de un marco de referencia para el método de calibracién
utilizado en el presente trabajo.

Los métodos directos o métodos de identificacion de sistema permiten la identificacién
en un unico paso de un modelo representacional con las mismas coordenadas del modelo ex-
perimental que reproduce la respuesta de los GL medidos. La inexistencia de conectividades
entre componentes del sistema para el modelo representacional debida a la condensacion
implicita de sus matrices imposibilita la vinculacién de sus coeficientes con propiedades
fisicas de rigidez, masa y amortiguamiento. La utilizacién de este modelo para la prediccion
de la respuesta del sistema con cargas aplicadas en coordenadas diferentes a las medidas
no resulta factible.

Los métodos iterativos realizan ajustes en pasos sucesivos de ciertos parametros fisicos
de un modelo analitico preexistente construido en base a caracteristicas geométricas y
mecdnicas del sistema conservando un ntimero adecuado de coordenadas que mantienen las
conectividades entre sus componentes. La necesidad de un proceso iterativo se debe a la
linealizacién de las expresiones de sensibilidad de los parametros experimentales respecto a
los parametros de ajuste. El modelo analitico ajustado permite la prediccion de la respuesta
del sistema para cargas aplicadas en puntos diferentes a los utilizados durante la ejecucion de
los ensayos dindmicos. El niimero de GL requerido por un modelo analitico para reproducir
satisfactoriamente la respuesta medida del sistema resulta superior al nimero de GL de los
modelos experimentales modal y de respuesta. La designaciéon de calibracién en lugar del
término identificacion utilizado en los capitulos 3 y 4 se debe entonces a la diferencia en el
numero de coordenadas de los modelos analiticos y experimentales. El término reconciliacion
resulta mas adecuado atun en caso de reconocerse la influencia de las inexactitudes del
modelo experimental sobre las discrepancias con la contraparte analitica.
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7.1 Meétodos de Calibracion de Modelos Analiticos

El libro de Friswell y Mottershead [4] constituye una referencia adecuada para el estudio de
aspectos generales relacionados con la calibracién de modelos. Una disciplina estrechamente
vinculada a la calibracién de modelos por la utilizacién de las mismas técnicas de correlacién
entre modelos analiticos y experimentales es la deteccion de danos.

Los métodos de calibracion que se describen a continuacién se encuadran dentro de los
métodos iterativos que utilizan el criterio de minimos cuadrados en el proceso de ajustel.
Los datos experimentales se asumen correctos mientras se considera que las imprecisiones de
los parametros del modelo analitico producen las discrepancias entre ambas contrapartes.
Los potenciales problemas que pueden afectar a los datos experimentales son los siguientes:

e El niimero de GL medidos es insuficiente.
e La medicién de GL rotacionales es dificultosa.

e La frecuencia de muestreo impide la identificacién de un ntimero suficiente de modos.

e La disposicién de transductores y/o cargas aplicadas impide la identificacién de algunos
modos.

e Los ruidos en la cadena de medicién son significativos.

e El efecto de no-linealidades del sistema distorsiona el modelo lineal de respuesta.
Los aspectos problematicos asociados a los modelos analiticos se resumen a continuacion:

e La aproximacion de las condiciones de borde es inadecuada.

e El modelado de nudos de vinculacién de barras es inadecuado.

e La discretizacion de los parametros distribuidos del sistema es burda.
e La estimacién de pardametros geométricos y mecanicos es imprecisa.

e El modelo de amortiguamiento es inexistente o inadecuado.

e La condensacion del modelo analitico a los GL experimentales impide la identificacién
de parametros fisicos.

El problema de la incompatibilidad del nimero de coordenadas entre ambos modelos
se soluciona utilizando las técnicas de expansion del modelo experimental o las técnicas de
reduccién del modelo analitico descriptas en el capitulo 2. El sentido fisico de los parametros
de ajuste s6lo se mantiene a través de la expansién de los datos experimentales sobre el
conjunto de coordenadas del modelo analitico. Las técnicas de reduccion sélo se justifican
en caso que el nimero de GL del modelo analitico resulte demasiado grande en relacién al
nimero de GL medidos produciendo un esparcimiento excesivo de la informacién experi-
mental utilizada en el proceso de ajuste.

Los modelos experimentales modales y de respuesta se utilizan en la calibraciéon de
modelos analiticos generando dos conjuntos de métodos basados en los parametros modales
y en las FRF respectivamente.

1La utilizacién de métodos de médximo gradiente, simulaciones de tratamiento térmico, algoritmos genéti-
cos y redes neuronales en el ajuste de modelos analiticos adquiere un notable desarrollo en recientes anos.
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7.1.1 Métodos de Sensibilidad Modal

Estos métodos se basan en las variaciones que producen los cambios de los parametros
de ajuste en los polos y formas modales del modelo analitico. La minimizacién de las
diferencias entre los modelos analiticos y experimentales requiere un proceso de vinculacién
entre los modos de ambos modelos a través de técnicas de comparacion. La utilizacion
de un ntmero limitado de GL durante los ensayos dindmicos produce que habitualmente
varios modos analiticos no encuentren su contraparte experimental. La técnica presenta
en el trabajo de Allemang y Brown [59] denominada criterio de aseguramiento modal®
(MAC del inglés modal assurance criterion) se emplea exhaustivamente en la comparacién
de modos analiticos y experimentales resultando aplicable para modos complejos y datos
experimentales incompletos.

Los métodos de sensibilidad modal en la calibracién de modelos de sistemas con inter-
accion suelo-estructura presentan algunas dificultades en la etapa de identificacion de los
modos experimentales debido a los altos valores de amortiguamiento y a las bajas amplitu-
des que poseen algunos de estos modos.

7.1.2 Meétodos de Sensibilidad de Respuesta

Las variaciones que producen los cambios de los parametros de ajuste en las FRF conforman
la base de los métodos de sensibilidad de respuesta. La correlacién entre los modelos analiti-
cos y experimentales no requiere ninguna técnica especial dado que se realiza frecuencia por
frecuencia.

La calibracién de modelos analiticos de sistemas suelo-estructura se realiza en el pre-
sente trabajo a través del método de la funcién de respuesta en frecuencia desarrollado
por Lin y Ewins [60]. En el trabajo de Visser y Imregun [61] se analizan los aspectos més
relevantes de este método que representa la primera implementacién del ajuste de modelos
analiticos con el criterio de minimos cuadrados en el dominio de la frecuencia. La inclusién
de una matriz de amortiguamiento en el modelo fisico de sistemas suelo-estructura resulta
un requerimiento esencial para una correspondencia adecuada entre la respuesta analitica
y experimental.

La conveniencia de los métodos de sensibilidad de respuesta para el ajuste de los casos
analizados radica en la utilizaciéon de los datos experimentales crudos sin necesidad de
recurrir a técnicas de identificacién de modelos modales. La tinica informacion adicional que
poseen las FRF respecto al modelo modal es la contribucién de los modos fuera del rango de
andlisis. Sin embargo, la contribucién de estos modos resulta generalmente intrascendente
y/o afectada por ruidos experimentales del mismo orden de magnitud.

7.2 Método de la Funcion de Respuesta en Frecuencia

Este método presentado en el trabajo de Lin y Ewins [60] se utiliza en la calibracién de los
modelos analiticos de los sistemas con interaccién suelo-estructura analizados. El método
se basa en el criterio de minimos cuadrados para la minimizaciéon de una norma de error

2La designacién coherencia de amplitud modal (MAC del inglés modal amplitude coherence) utilizada en
algunos trabajos resulta rigurosamente més correcta.
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que se define en funcién de las FRF analiticas y experimentales junto con expresiones de la
sensibilidad de estos modelos de respuesta respecto a los parametros de ajuste selecciona-
dos. Una variante introducida al método original consiste en el reemplazo de las FRF por
funciones de transferencia con una variable de Laplace que involucra un amortiguamien-
to ficticio adecuado para la mitigacion del efecto de fuga en el procesamiento de senales
experimentales descripto en el capitulo 3.

La diferencia de varios 6rdenes de magnitud que pueden presentar los parametros
de ajuste atenta contra el condicionamiento numérico del método. Los pardmetros con
mayor valor absoluto poseen ademas mayor peso produciendo un ajuste desbalanceado. La
utilizacién de las tasas de cambio de las propiedades fisicas seleccionadas como parametros
de ajuste en el proceso de calibracién constituye una solucién éptima. La propiedad fisica
corregida PZ-I+1 se expresa en funcién de la propiedad fisica actual P} en la iteracién I como

Pt = Pl (1+pj) (7.1)
donde el pardmetro adimensional de ajuste p; resulta
PGy
) PI

)

(7.2)

El procedimiento utilizado para el ajuste de los pardmetros p; se detalla a continuacién.
La matriz de rigidez dindmica del modelo ajustado [K, (s)] puede expresarse como una
expansion en series de Taylor de la matriz de rigidez dindmica del modelo original [K, (s)]
respecto a los parametros adimensionales de ajuste de la siguiente forma

K (5)) = [Ka (3)] + [AK (5) (7.3
-+ > 25 0 62) (74
i=1 !

En caso que las matrices fisicas dependan en forma no-lineal de los pardametros de ajuste
sélo se conservan los términos de primer orden de la expansién generando la necesidad de
recurrir a un proceso iterativo

[AK (5)] =) Wgﬁpi (7.5)
i=1 ’

El grado de aproximacién de los parametros ajustados en cada iteracién depende entonces
de la importancia relativa de los términos eliminados asi como de la proximidad de los
valores iniciales.

La aplicaciéon de una carga en la coordenada k del modelo analitico permite la deter-
minacién experimental del vector correspondiente de la funcién de transferencia {H?, (s)}
en términos de desplazamientos que verifica

Ko (s){H2 s ()} = {In} = [Ka (s){H3 ()} (7.6)

donde {I}.} representa la columna k de la matriz identidad mientras { {7, (s)} constituye la
versién analitica de {H}, (s)}. De acuerdo a (7.3) la ecuacién (7.6) puede expresarse como

[AK (s){H2; (5)} = {Ir} — [Ka (s){H2 ()} (7.7)
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donde [AK (s)] = [Ky(s)] — [Ka (s)] representa la matriz error de la rigidez dindmica.
La multiplicacién de la ecuacién (7.7) por la funcién de transferencia analitica del modelo
original [H? (s)] permite una mejora en el condicionamiento numérico

[H2 (AK () [{Hyy, ()} = {HZy ()} = {H2 (5)} = {AH (s)} (7.8)

donde {AH7 (s)} representa la diferencia entre el modelo analitico y el modelo experimen-
tal de respuesta. La medicién de solamente nj coordenadas genera que la ecuacién (7.8)
adquiera la siguiente forma

(12 (IAK (){HRx ()} = {H2i ()} — {H2 (5)} = {AHR (5)} (7.9)

donde el simbolo (™) indica que sélo se consideran las filas vinculadas a los GL medidos.
El reemplazo de [AK (s)] de acuerdo a la ecuacién (7.5) produce

[S (s){p} = {AHR (5)} (7.10)

con

K (3)] ¢ 1o I[K (s)]

[S ()] = 3 (5)] apy e ()} o W{Hg,k(s)} (7.11)

Las filas de la matriz de sensibilidad [S (s)] definen la sensibilidad de la respuesta de cada
GL para el conjunto de los np pardmetros adimensionales de ajuste. La ecuacién (7.10)
representa un conjunto de ny ecuaciones con np incégnitas para una determinada frecuencia.
La medicién de ng columnas de la funcion de transferencia y la consideraciéon de ng puntos
espectrales permiten la formacién de un sistemas de njx ng X ng ecuaciones con np incognitas
que se resuelven simultaneamente utilizando el criterio de minimos cuadrados

{p} = ()" ()

La descomposicién de valores singulares de la matriz de sensibilidad permite la obtencién de
una versién numéricamente optimizada de la pseudo-inversa. Las ecuaciones (7.9) y (7.10)
expresadas en términos de aceleraciones resultan

TS ()T{ARD ()} = [S () {AHD (5)} (7.12)

(2 ()[AK (s)[{Hy ()} = s*{H3y ()} — s*{Hex (5)} = s {AH} (5)} (7.13)
[S (){p} = s*{AH} (5)} (7.14)
I[K (s)] 9K (s)]

[S ()] = [H2 ()] {Hgp ()} - O {Hek ()} (7.15)

Op1

donde se observa que la variable de respuesta solo afecta al peso dado a las distintas fre-
cuencias.

El primer miembro de la ecuacién (7.9) involucra todas las coordenadas de la funcién
de transferencia experimental a pesar que en el segundo miembro sélo se correlaciona la
respuesta de los GL medidos. Algunos autores sugieren completar los datos experimenta-
les faltantes con la contraparte analitica mientras que otros autores utilizan directamente
{H2). (s)} en reemplazo de {H, (s)} para evitar cambios bruscos de la respuesta. En el
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presente trabajo se adopta esta ultima alternativa justificada por la inmensa diferencia que
existe habitualmente entre el niimero de GL no-medidos en relacién a los GL medidos del
modelo analitico. Los resultados obtenidos son satisfactorios aunque una diferencia impor-
tante en las respuestas analitica y experimental puede producir problemas de convergencia.

Un artificio que produce buenos resultados en el ajuste de los modelos de sistemas
suelo-estructura es la utilizacion de una norma adimensional que se obtiene dividiendo
cada fila de la ecuacién (7.10) por la respectiva respuesta experimental. Sin embargo, la
existencia de anti-resonancias pronunciadas en la respuesta experimental que ocurren en
otros tipos de sistemas atenta contra el éxito del proceso de optimizacién.

7.3 Seleccion de Parametros de Ajuste

La potencialidad y versatilidad de los métodos iterativos de calibracién se deben a la po-
sibilidad de seleccionar pardametros de ajuste y funciones de peso. Una seleccion adecuada
de los pardmetros de ajuste resulta esencial en la mejora del modelo analitico respecto a
su capacidad de prediccion de la respuesta medida sin una pérdida del sentido fisico de sus
coeficientes. Los pardmetros de ajuste del modelo analitico deberian asociarse entonces a
propiedades que posean algtin grado de incertidumbre por razones fisicas.

La relevancia de la seleccion de parametros de ajuste en el proceso de calibracién se
manifiesta en dos aspectos. El primero se vincula a la cantidad de parametros selecciona-
dos. La utilizacién de un nimero pequeno de parametros de ajuste asociado a un volumen
importante de datos experimentales resulta éptimo desde el punto de vista del condiciona-
miento numérico. La informacién experimental disponible depende del nimero de modos
de vibracion presentes en el rango de frecuencias de analisis definido por la resolucién del
muestreo digital.

El segundo aspecto importante en la seleccion de pardmetros analiticos se relaciona con
cuales se eligen como pardmetros de ajuste. Una estimacién de la confiabilidad atribuida a
los distintos parametros del modelo facilita esta tarea. Las técnicas de localizacion presen-
tadas en los trabajos de Lieven y Ewins [62] y Fissette e Ibrahim [63] permiten la ubicacién
de zonas criticas del modelo analitico con mayor necesidad de ajuste. La seleccién de dos o
mas parametros de ajuste con similar influencia sobre los modelos correlacionados generan
potenciales problemas de condicionamiento numérico. La sensibilidad de los modelos corre-
lacionados respecto a pequenios cambios de los pardametros candidatos constituye una razén
necesaria pero no suficiente para la seleccion de los pardmetros de ajuste. De lo contrario, el
proceso de calibraciéon puede imponer cambios inadecuados cuando las discrepancias entre
ambos modelos se minimizan a través de la variacién de pardmetros de ajuste mas sensibles
con menor necesidad de ajuste. El modelo analitico ajustado reproduce entonces los datos
experimentales a costa de una pérdida del sentido fisico de sus propiedades.

El ajuste de coeficientes individuales de las matrices fisicas del modelo analitico puede
producir que los valores finales presenten diferencias de varios érdenes de magnitud y/o
cambios de signo en relaciéon a los valores iniciales. Estas importantes fluctuaciones dificultan
la definicion de incrementos y rangos de variacion de estos coeficientes necesarios para evitar
problemas de convergencia vinculados a la linealizacién de las expresiones de sensibilidad.

En el trabajo de Wei y Janter [64] se destaca la conveniencia del ajuste de pardme-
tros globales del modelo analitico en lugar de coeficientes individuales de rigidez, masa y
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amortiguamiento: las propiedades fisicas se escalan uniformemente en todas las direcciones
mientras se mantienen las conectividades del modelo analitico. La agrupacion de matrices
elementales o la formacién de macro-elementos permiten ademéas una disminucién impor-
tante del nimero de parametros de ajuste. Las técnicas de reduccién no son recomendables
en el ajuste de parametros fisicos dado que la implementacién del procedimiento de opti-
mizacion requiere la utilizacién del modelo analitico completo.

La utilizacién de propiedades fisicas del sistema como pardmetros de ajuste permite
expresar la matriz error de la rigidez dindmica en la ecuacién (7.5) a través del ensamble
de matrices elementales de rigidez, amortiguamiento y masa

ng nc nu
=Y kilK{]+ 5> alCi 457> mi[Mf] (7.16)
=1 =1 =1
donde
{p} {k;17"‘ nKJCl7"‘7cncam17"'7m’nm7} (717)

De esta forma, la sensibilidad de la rigidez dindmica respecto a los parametros fisicos de
ajuste se calcula como

IK (s)]
Ok

K (s)]
aCl‘

I[K (s)]

8mi

= [K7] = s[Cf] = s*[Mf] (7.18)
Las matrices fisicas de primer orden de la fundacién de sistemas con interacciéon suelo-
estructura pueden expresarse en funcién de la velocidad de propagacién de ondas de corte

Vs v de la densidad del suelo p del estrato superior de referencia de la siguiente forma

Ks] = pV2 [Kr] = pV2 [’Tg]f] [\/[cog]g\] ] (7.19)
_ 571 _ [Cee] [Cfg}
[Ce] = pVs [Ce] = pVs Col [Con] ] (7.20)

La sensibilidad de la rigidez dinamica respecto a la tasa de cambio de estas propiedades
adoptadas como parametros adimensionales de ajuste se calcula como

9K (s)]

P 202 (14 ) e] + 5073 [0
~ 2 [ ] + spVs [Cr] (7.21)

IK(s)] _ orr 5

T@ = pVg [ICF] +spVs [Cr] (7.22)

7.4 Problemas de Condicionamiento Numérico

Los problemas de condicionamiento numérico constituyen una manifestacion tipica de los
problemas inversos en general mas que una caracteristica particular de los métodos de
calibracién de modelos analiticos. La solucién de los problemas de mal-condicionamiento
resulta esencial para la obtencién de técnicas robustas de calibracién con el criterio de
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minimos cuadrados. El mayor esfuerzo debe centrarse en una adecuada seleccion de los
parametros de ajuste. La normalizacion de estos parametros permite ademas mejorar el
condicionamiento del sistema de ecuaciones.

Los métodos de calibracion se utilizan para la minimizaciéon de una norma de error
definida en funcién de las diferencias entre el modelo analitico y el modelo experimental.
El proceso de optimizacién procura el encuentro del minimo global de la norma de error
respecto a los parametros de ajuste. La ondulacién brusca de la superficie de error en el
espacio de los parametros de ajuste puede producir que sélo se arribe a un minimo local. En
caso que esta superficie resulte demasiado suave puede suceder que la solucion se encuentre
cerca en términos de la norma de error aunque lejos del valor correcto de los parametros de
ajuste.

7.5 Problemas de Convergencia

Los problemas de convergencia se encuentran estrechamente ligados a la linealizacién de las
expresiones de sensibilidad del modelo de respuesta analitico respecto a los parametros de
ajuste que restringe la validez de estas expresiones para pequenas variaciones. La conver-
gencia de los parametros de ajuste se mejora agregando ecuaciones de restriccién a la norma
de error en forma de multiplicadores de Lagrange y funciones de penalizacion. La incorpo-
racion de restricciones a las tasas maximas de cambio en cada paso de iteracién permite
una convergencia suave de los parametros de ajuste. De acuerdo a la experiencia acumulada
en el presente trabajo se recomienda no superar el 10 % en la variacién de los pardmetros
de ajuste en cada paso de iteracién. La definicién de rangos absolutos de variacién de los
parametros de ajuste permite ademés mantener el sentido fisico de los parametros de ajuste.

La definicion de las restricciones de los valores absolutos de los pardametros de ajuste
en funcion de los parametros adimensionales se expresan de la siguiente forma

PL<P<H (7.23)
P
+piP, <P—P =  +4p;i< Flf —1 (7.24)
1
Py
—-pibi < P — R = pisl-4 (7.25)
[

Las principales causas de no-convergencias o convergencias oscilantes son las siguientes:

e Mal-condicionamiento numérico del sistema de ecuaciones.

e Modelado inadecuado del sistema.

e Modelo experimental deficiente.

e Utilizacion de valores iniciales lejanos a los valores finales de los parametros de ajuste.
e Tasa maxima de cambio de los parametros de ajuste inapropiada.

e Seleccion inadecuada de los pardmetros de ajuste.

e Incremento de frecuencia burdo del modelo de respuesta.
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Capitulo 8

Estudio de Sensibilidad de los
Parametros de Ajuste

El propésito de este estudio de sensibilidad es la estimacion de las dispersiones que pueden
esperarse en los valores de los parametros ajustados por simplificaciones del modelo analitico
en funcién de la influencia de la interaccién en el comportamiento dindmico del sistema. El
estudio de sensibilidad permite ademas la determinacién de la confiabilidad de los resultados
obtenidos de acuerdo al tipo de simplificacion efectuada. Una forma habitual de realizar
estos estudios consiste en la simulacién del proceso de optimizacién incorporando distintos
modelos de ruidos en las senales experimentales. La cantidad y el tipo de ruidos dependen
de varios factores: la calidad de los equipos de medicién, las amplitudes de la respuesta
medida y las condiciones ambientales del sistema ensayado constituyen sin duda los factores
de mayor relevancia. El estudio de sensibilidad en el presente trabajo se realiza en base a
perturbaciones comunes del modelo analitico dada la existencia de cierta arbitrariedad en
la formulacién de las hipdtesis requeridas para el modelado del ruido.

Los casos analizados en este estudio son idénticos a los definidos en el capitulo 6. La
respuesta experimental simulada se extrae del extremo superior, de la seccién central y de
las secciones ubicadas en los cuartos de la altura de la estructura. Las cargas simuladas se
aplican en la seccién central y en la seccion ubicada en el cuarto inferior. La rigidez flexional
adimensional de los casos de estudio se obtiene en funcién de la longitud adimensional como
EI =102 L mientras que los restantes pardmetros adimensionales se indican en la Tabla
8.1. Los parametros seleccionados para el ajuste son la rigidez flexional de la estructura cuyo
valor exacto para todos los casos es EI = 4000 kN.m? y la velocidad de propagacién de
ondas de corte del suelo Vg cuyos valores exactos se presentan en la pentltima columna de
la Tabla 8.1 en funcién de la longitud adimensional. El pardmetro K4 que se encuentra en
la ultima columna de esta Tabla representa la constante de un resorte rotacional utilizado
durante el estudio de la flexibilidad de la base de fundacién.

Las simplificaciones adoptadas para los modelos analiticos de la fundacién en relacién a los
casos reales planteados son las siguientes:

1. Variante I. Utilizacién de coeficientes asintoticos de rigidez y amortiguamiento en reem-
plazo de la solucién exacta de un disco rigido de fundacién apoyado en un semi-espacio
homogéneo.

2. Variante II. Utilizacion de la solucién exacta de un disco rigido de fundacién apoyado
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L m r[m] | Vs Im/s] | Ky [EN.m]
1071 | 1072 | 1073

1| A1 | A2 | A3 | 2500 | 253.0 3.20-107

4 | Bl | B2 | B3 |0.625| 126.5 1.25-10°

10| C1 | C2 | C3 |0.250 | 80.00 3.20 - 10°

Tabla 8.1: Parametros de los casos de estudio

en un semi-espacio homogéneo en reemplazo de un disco flexible con un médulo de
elasticidad longitudinal (E = 9.00 - 10" kN/m?) que produce un aumento del 20 %
en agy respecto al disco rigido. Una alternativa analizada consiste en agregar como
pardametro de ajuste un resorte rotacional entre la estructura y el disco rigido que
representa la flexibilidad de la base de fundacién.

3. Variante I1I. Utilizacion de la solucién exacta de un disco rigido de fundaciéon apoya-
do en un semi-espacio homogéneo en reemplazo de un estrato con una profundidad
equivalente al diametro del disco apoyado sobre un semi-espacio con una velocidad de
corte 1.5 veces mayor. Una alternativa analizada consiste en aumentar a 2.5 veces la
relacion entre las velocidades de propagacion de ondas de corte del semi-espacio y el
estrato.

8.1 Utilizacién de Coeficientes Asintéticos (Variante I)

Los coeficientes asintdticos utilizados en el modelado de la fundacién se extraen de la Tabla
6.4 mientras que la rigidez dindmica adimensional del disco rigido apoyado sobre un semi-
espacio homogéneo de suelo se muestra en la Figura 5.2. Los valores ajustados de la rigidez
flexional de la estructura y la velocidad de ondas de corte del semi-espacio se muestran en
la Tabla 8.2.

L | Pardmetro m
de ajuste 1071 1072 1073
1 EI 4000 (4+0.0%) | 4000 (+0.0%) | 4000 (40.0 %)
Vs 241.4 (—4.6%) | 2414 (—4.6%) | 239.9 (=5.2%)
4 EI 3994 (—0.2%) | 4001 (+0.0%) | 3996 (—0.1 %)
Vs 120.0 (—5.2%) | 116.0 (—8.3%) | 112.8 (=11 %)
10 El 4000 (4+0.0%) | 4000 (+0.0%) | 4009 (4+0.2%)
Vs 79.75 (—=0.3%) | 78.41 (—2.0%) | 77.55 (=3.1%)

Tabla 8.2: Utilizacion de coeficientes asintoticos

El ajuste de los valores de EI es excelente para fundaciones relativamente rigidas
(L = 1) presentando leves dispersiones en la medida que aumenta la flexibilidad del suelo. La
influencia de la utilizacién de coeficientes simplificados para la fundacién parece tener poca
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relevancia sobre el ajuste de los parametros de la estructura. Los valores ajustados de Vg
presentan dispersiones importantes para fundaciones relativamente rigidas que disminuyen
con el aumento de la participacién de la flexibilidad del suelo en el comportamiento dindmico

del sistema (L = 10) .

8.2 Flexibilidad de la Base de Fundacién (Variante II)

El calculo de la receptancia del disco flexible de fundaciéon apoyado en un semi-espacio
homogéneo se realiza con el programa SASSI [34]. La aproximacién conseguida para la
receptancia y la rigidez dindmica con las matrices de rigidez y amortiguamiento obtenidas
a través del MFPM se muestra en las Figuras 8.1 y 8.2 respectivamente. Las valores de
receptancia utilizados para la adimensionalizacién de las curvas corresponden al disco rigido
apoyado en un semi-espacio homogéneo. Las curvas de receptancia del disco flexible son
practicamente idénticas a las curvas del disco rigido (Figura 5.1) excepto que la parte real
de oy presenta un corrimiento casi constante en la direccién positiva de las ordenadas.
Esta observacién sugiere que un resorte rotacional entre la estructura y la fundaciéon puede
compensar parcialmente la flexibilidad del disco. Los valores ajustados de la rigidez flexional
de la estructura y la velocidad de ondas de corte del semi-espacio se muestran en la Tabla
8.3.

L | Pardmetro m
de ajuste 1071 1072 1073
1 EI 4000 (+0.0%) | 4000 (+0.0%) | 4000 (+0.0 %)
Vs 254.6 (+0.7%) | 255.4 (+0.9%) | 243.6 (—3.7%)
4 EI 3973 (—=0.7%) | 3971 (=0.7%) | 3969 (—0.8 %)
Vs 120.7 (—4.6 %) | 126.3 (—0.2%) | 112.5 (-11%)
10 ET 3995 (—0.1%) | 3998 (—0.0%) | 4046 (+1.2%)
Vs 79.40 (—0.7%) | 77.93 (—=2.6%) | 77.96 (—2.5%)

Tabla 8.3: Base flexible de fundacion sin resorte rotacional

El ajuste de los valores de E I es nuevamente excelente para fundaciones relativamente
rigidas (L = 1) presentando dispersiones préximas al 1% para una flexibilidad intermedia
del suelo y para una masa estructural pequena con una flexibilidad alta del suelo. Los
valores ajustados de Vg resultan menos sensibles a este nivel de flexibilidad del disco que a
la utilizacién de coeficientes asintéticos para el modelado de la base de fundacidn.

La flexibilidad rotacional del disco de fundacién equivalente al 20 % de la flexibili-
dad del suelo puede expresarse como (despreciando el término de acoplamiento entre los
movimientos de balanceo y horizontal)

1
0.2 gy
K, @

Por lo tanto, los valores iniciales de las constantes de resortes rotacionales que se intercalan
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Fig. 8.1: Receptancia del disco flexible de fundacion de la variante 11
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entre la estructura y la fundacién se calculan de la siguiente forma

1 40 pV2rs

K. — -
702 am 3 (1-v)

Los valores de referencia de las constantes de estos resortes rotacionales se presentan
en la ultima columna de la Tabla 8.1. Los valores finales de los parametros de ajuste se
muestran en la Tabla 8.4. La introducciéon del resorte rotacional mejora notoriamente el
ajuste de la rigidez flexional de la estructura y levemente el ajuste de la velocidad de
propagacion de ondas de corte del suelo. En general, la estimacién del valor inicial de la
constante del resorte rotacional es satisfactoria.

L | Pardmetro m
de ajuste 1071 1072 1073

EI 4000 (40.0 %) 4000 (40.0 %) 4000 (40.0 %)

1 K, ~ 00 3.38-107 (+5.6 %) | 8.39-107 (+162 %)
Vs 254.6 (+0.7 %) 255.6 (+1.0 %) 243.8 (—3.6 %)
EI 4003 (+0.1 %) 4003 (+0.1 %) 3996 (—0.1 %)

4 K, 1.19-10° (—=4.9%) | 1.17-10° (—=6.1%) | 1.32-105 (+5.8 %)
Vs 125.3 (—1.0%) 126.5 (+0.0 %) 117.6 (=7.0%)
EI 3997 (—0.1%) 3993 (—0.2%) 3991 (—0.2%)

10 Ky 2.76-103 (—14%) | 3.42-10% (+7.0%) | 2.34-103 (=27%)
Vs 80.12 (+0.1%) 79.57 (0.5 %) 81.83 (+2.3%)

Tabla 8.4: Base flexible de fundacion con resorte rotacional

8.3 Estratificacién del Perfil de Suelo (Variante III)

La receptancia del disco rigido de fundacién apoyado en un estrato con una profundidad
equivalente al didmetro del disco sobre un semi-espacio homogéneo se calcula con el pro-
grama SASSI [34]. La aproximacién conseguida para la receptancia y la rigidez dindmica
con las matrices de rigidez y amortiguamiento obtenidas a través del MFPM se muestra
en las Figuras 8.3 y 8.4 respectivamente. Las valores de receptancia utilizados para la adi-
mensionalizacién de las curvas corresponden al disco rigido apoyado en un semi-espacio
homogéneo. Los valores ajustados de la rigidez flexional y la velocidad de ondas de corte
del estrato superior se muestran en las Tablas 8.5 y 8.6 para relaciones de velocidad entre
el semi-espacio (V°) y el estrato (V) de 1.5 y 2.5 respectivamente.

El ajuste de los valores de EI es excelente para fundaciones relativamente rigidas
(L = 1) presentando dispersiones que no superan el 0.5 % para flexibilidades intermedias y
altas del suelo. Los valores ajustados de Vg presentan un error medio aproximado del 3%
para ambos casos aunque la dispersién de los errores resulta mayor para V.>°/V! = 1.5 que
para V2 /V] = 2.5. En definitiva, los valores ajustados de los pardmetros de la estructura

muestran una marcada insensibilidad respecto a los parametros de la fundacién para bajas
flexibilidades del suelo.
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L | Pardmetro m
de ajuste 1071 1072 1073
1 EI 4001 (+0.0%) | 4000 (+0.0%) | 4000 (+0.0 %)
Vs 239.9 (=5.2%) | 269.0 (+6.3%) | 287.6 (+14 %)
4 EI 4016 (4+0.4%) | 4004 (+0.1%) | 4002 (4+0.1%)
Vs 127.1 (+0.5%) | 128.7 (+1.7%) | 125.6 (—0.7%)
10 EI 3998 (—0.1%) | 3998 (—0.0%) | 4017 (+0.4%)
Vs 80.67 (+0.8%) | 78.82 (—1.5%) | 82.01 (+2.5%)
Tabla 8.5: Perfil de suelo estratificado con V> | V! =1.5
L | Pardmetro m
de ajuste 1071 1072 1073
1 EI 4001 (+0.0 %) | 4000 (+0.0%) | 4000 (+0.0%)
Vs 242.1 (—4.3%) | 264.3 (+4.5%) | 284.8 (+1.3%)
4 EI 4020 (4+0.5%) | 4003 (+0.1%) | 4003 (4+0.1%)
Vs 123.5 (—2.4%) | 128.9 (+1.9%) | 122.9 (—-2.8%)
10 EI 4000 (+0.0 %) | 4007 (+0.2%) | 4016 (+0.4%)
Vs 82.03 (+2.5%) | 78.30 (—2.1%) | 82.80 (+3.5%)

Tabla 8.6: Perfil de suelo estratificado con V> | V! =25
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Capitulo 9

Casos Reales Estudiados

El procedimiento de calibracién de modelos de sistemas con interaccion suelo-estructura
junto con la técnica utilizada para la representacién matricial del comportamiento dinamico
de un bloque rigido de fundacién se aplican durante el estudio de dos casos reales:

1. Prototipo de Interaccién (Laboratorio de Estructuras).

2. Molino de Crudo (Planta L’Amali - Loma Negra).

9.1 Prototipo de Interacciéon (Laboratorio de Estructuras)

El Prototipo de Interaccion consiste en una columna cilindrica de acero montada sobre un
macizo de hormigoén en el predio de esta Facultad de Ingenieria que representa un caso simple
de sistemas con interaccion suelo-estructura. El andlisis de este sistema tiene por objeto
estudiar la sensibilidad de los parametros de ajuste para una estructura predominantemente
unidimensional sometida a cargas impulsivas.

9.1.1 Descripcion general

La fundacién del sistema es un bloque cilindrico de hormigén armado con 0.850m de
didmetro y 0.300m de altura. La estructura consiste en un tubo de acero sin costura
con 0.165m de didmetro exterior y 0.0048m de espesor que posee placas rectangulares
de 0.293mx0.275mx 0.012m soldadas en los extremos y reforzadas con escuadras. La placa
superior posee una abertura circular centrada de 0.120m de didmetro para un eventual
rellenado del tubo. La longitud del tubo entre los baricentros de las placas extremas es de
2.392m resultando la masa total de la estructura de aproximadamente 60kg . En la parte
superior del bloque de fundacién se encuentra embutida hasta la mitad de su espesor una
placa de apoyo con idénticas dimensiones que las placas extremas del tubo. La placa inferior
del tubo se encuentra adherida a esta placa de apoyo con una capa de 0.003m de resina
epoxi y abulonada al bloque de fundacién a través de pernos empotrados en el hormigon.
De esta forma, la distancia vertical entre el baricentro de la placa inferior del tubo y la
superficie del bloque de fundacién resulta de 0.015m.

El Prototipo de Interaccién se muestra en vista y en corte en la Figura 9.1. A efectos
de estudiar la influencia de la pequena diferencia de longitud en las caras de las placas de
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la estructura se definen dos direcciones de andlisis: la direccion 1 se define paralela a los
bordes cortos de las placas en tanto que la direccion 2 resulta paralela a los bordes largos
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Fig. 9.1: Prototipo de Interaccion
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En una instancia posterior al andlisis del sistema original presentado en la Figura 9.1
se coloca una masa adicional sobre la placa superior del tubo con una masa ligeramente
superior a 50kg para obtener una variante de la estructura con caracteristicas dindmicas
diferentes. En el modelado esta masa se asume infinitamente rigida aunque vinculada a la
placa superior del tubo a través de resortes rotacionales. En la Figura 9.2 se muestra el
modelo CAD utilizado para determinar las propiedades inerciales de la masa adicional. En
las Figuras 9.3 y 9.4 se observan fotos con los detalles de vinculaciéon de la masa adicional
a la placa superior.

Fig. 9.2: Modelo CAD de la masa adicional

Los transductores utilizados durante la fase experimental para la medicién de la res-
puesta del sistema son acelerémetros inductivos HBM - B12/500 con una frecuencia natural
de 500Hz y una respuesta practicamente lineal en amplitud hasta los 250Hz. Las cargas
aplicadas se registran a través de una celda de carga con una fuerza estatica maxima de
4.5tn. Las senales de los acelerémetros se filtran y amplifican utilizando un acondicionador
HBM - MGCplus/TGO001, y se procesan luego junto a la senal de la celda de carga con un
analizador de seniales dindmicas HP35670A. El sistema de adquisicion se completa con una
computadora portatil utilizada para la verificacion y el almacenamiento de los datos.

En una etapa previa al ensamblaje de la estructura con la fundacion para el analisis
del sistema completo se realizan ensayos impulsivos y ajustes de modelos tanto del bloque
de fundacién como de la estructura. El anélisis de ambas componentes en forma separada
permite evaluar las dificultades en el acoplamiento de los modelos e investigar posibles
desviaciones en los parametros de ajuste de sendos modelos durante la calibracion del
sistema acoplado para compensar pequenas inexactitudes en el modelado.

9.1.2 Analisis del bloque de fundacién

La realizacion de ensayos sobre el bloque de fundacién y el terreno circundante permite
obtener modelos independientes del comportamiento dindmico del macizo de hormigén sin
recurrir al ajuste y desacoplamiento de un modelo més complejo que involucre al sistema
completo.
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Fig. 9.4: Vista superior de la masa adicional
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Ensayos del bloque de fundacién

El bloque de fundacién se somete a ensayos impulsivos utilizando el martillo modal que se
muestra en la Figura 9.5. El dispositivo se monta sobre tablas apoyadas en zonas alejadas
al bloque de fundacién con el objeto de no agregar masa ni generar fuentes de excitacién
espurias por su movimiento durante el impacto (Figura 9.6). El martillo modal posee un
motor que enrolla, a través de un conjunto de poleas, un cable utilizado para izar una masa
suspendida con un electroiman. La liberacion subita del electroiman provoca el deslizamien-
to en caida libre de la masa a través de guias impactando verticalmente sobre el espécimen
de ensayo. Un amortiguador fijado a la parte inferior de la masa deslizante permite obtener
un golpe adecuado para un amplio rango de estructuras. La funcién de carga aplicada se
registra con una celda de carga montada en el extremo de impacto del amortiguador. El
peso total de la masa deslizante, su altura de caida y la dureza de la punta de goma adosada
a la celda de carga controlan la energia y el contenido de frecuencias del golpe.

La disposicién de sensores y los puntos de aplicacion de las cargas impulsivas sobre el
bloque de fundacién se indican en la Figura 9.7. Los sensores se colocan en los puntos 1 a
4 ubicados sobre las direcciones principales con separaciones angulares de 90° a distancias
de 0.360m del centro del bloque. Las cargas se aplican en el punto o ubicado en el centro
de la superficie del bloque y en los puntos a a d sobre las direcciones principales a 0.230m
del centro del bloque con separaciones angulares de 90°.

Un estudio de flexibilidad realizado con el modelo de elementos finitos de un cuarto de la
fundacién que se muestra en la Figura 9.8 indica que el bloque puede asumirse infinitamente
rigido para el rango de frecuencias considerado. Por lo tanto, el movimiento del bloque puede
describirse a través de 6 grados de libertad (GL) espaciales. La calibracién del modelo del
bloque de fundacién se realiza utilizando componentes de la matriz de flexibilidad dindmica
relacionadas con aquellos GL que se excitan con el martillo modal. Los golpes aplicados en el
centro del bloque permiten determinar la componente «, de la diagonal principal asociada
al GL vertical. El desacoplamiento existente entre el GL vertical y los 2 GL de giro alrededor
de las direcciones 1 y 2 permite utilizar los golpes excéntricos para calcular la flexibilidad
al giro simultdneamente con otras estimaciones de la flexibilidad vertical a pesar que la
definicién rigurosa de la matriz de flexibilidad requiere la aplicacién exclusiva de cargas
para cada GL. La axil-simetria del bloque permite ademés asumir que las componentes de
la diagonal principal de la matriz de flexibilidad asociadas al giro alrededor de las direcciones
1 y 2 son idénticas. La designacién comun utilizada para ambas componentes es entonces
Qmm- Las receptancias ayy, ¥ Qmmn son independientes de la cota de referencia adoptada
sobre el eje baricéntrico vertical como consecuencia de la hipdtesis de cuerpo rigido de
bloque de fundacién. Los términos de acoplamiento de los GL horizontales con los GL de
giro alrededor de las direcciones 1 y 2 se ignoran en esta instancia por su escasa participacion
en la flexibilidad dindmica del bloque de fundacién.

En la Figura 9.9 se muestran curvas experimentales promediadas para las componentes
medidas de la matriz de flexibilidad dindmica. La receptancia experimental ., se calcula
como promedio de 10 curvas obtenidas tomando el valor medio de la respuesta de los
sensores ubicados sobre una misma direccién para cada uno de los 5 puntos asignados para
la aplicacion de las cargas. La receptancia experimental oy, resulta del promedio de 4
curvas derivadas de los golpes excéntricos considerando el momento aplicado respecto al
centro del bloque y el giro calculado con la respuesta de los sensores alineados con el punto
de impacto.
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Fig. 9.6: Desvinculacién del martillo modal con el bloque de fundacién
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Dir. 2

Fig. 9.7: Disposicion de sensores e impactos en el bloque de fundacion
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Ensayos del terreno circundante

La construccién de un modelo del bloque de fundacién embebido en el suelo requiere la
caracterizacion geométrica y mecanica del terreno circundante. La topografia del lugar de
emplazamiento del Prototipo de Interaccién permite asumir la hipétesis de un semi-espacio
compuesto por estratos horizontales que poseen propiedades uniformes en todo su espesor.
La caracterizacién mecanica de cada estrato del perfil se realiza a través de los siguientes
parametros: la densidad p, el coeficiente de Poisson v y la velocidad de propagacion de
ondas de corte Vg. De acuerdo a las dimensiones del bloque de fundacién sélo es necesario
definir los parametros del suelo hasta una profundidad de aproximadamente 3m dado que
la influencia en la respuesta dindmica de los estratos inferiores resulta insignificante. Segun
estudios realizados en zonas cercanas al sitio de emplazamiento por investigadores del drea
de geotecnia de esta Facultad de Ingenierfa (Rinaldi et al. [65] y Clarid et al. [66]) se com-
prueba que tanto la densidad como el coeficiente de Poisson del suelo presentan pequenas
dispersiones en funcion de la profundidad y el contenido de humedad. Los valores medios
adoptados de v = i y p = 1.40 tn/m? se consideran suficientemente representativos para
todo el dominio de suelo modelado. Sin embargo, la velocidad de propagacién de ondas de
corte (que se encuentra estrechamente vinculada a la rigidez del suelo) presenta variaciones
importantes con la profundidad.

La medicion de velocidades de propagacién de ondas superficiales en estructuras ma-
sivas de hormigén, utilizadas para la estimacién del médulo de elasticidad longitudinal y
el coeficiente de Poisson, es una técnica ampliamente difundida en los tltimos anos ([67]).
La aplicacién de esta técnica en las paredes de calicatas realizadas en el terreno permite
obtener valores de referencia de las velocidades de propagacién de ondas de corte a dis-
tintas profundidades. Los valores medios de tres calicatas obtenidos a 0.15m y 0.45m de
profundidad resultan de Vg = 156 m/s y Vs = 185 m/s respectivamente.

El andlisis espectral de ondas superficiales (SASW') descripto en [68] es una técnica
utilizada para determinar las velocidades de propagacién de ondas de corte de los estratos
de perfiles tentativos. A través de esta técnica se evalian posibles perfiles de velocidades
de ondas de corte para el sitio de emplazamiento del Prototipo de Interaccién. La etapa
experimental consiste en la aplicacién de golpes verticales directamente sobre el terreno
y el registro del paso del tren de ondas superficiales (ondas de Rayleigh) a través de dos
sensores alineados con el punto de impacto. La separacion de los sensores se relaciona
con la profundidad de suelo involucrada en la respuesta que depende de la energia y el
contenido de frecuencias de los golpes. El procesamiento de las senales permite obtener
una curva de dispersion que relaciona la velocidad de propagacion de ondas superficiales V3
con la longitud de onda A. En el caso de un semi-espacio homogéneo se obtiene una curva
de dispersion constante dado que la velocidad de propagacion de ondas superficiales es
independiente de la longitud de onda. Por consiguiente, la forma de la curva de dispersién se
relaciona directamente con la estratificacion del terreno. La etapa analitica de esta técnica
consiste en el ajuste de un perfil propuesto con determinados espesores de estratos que
poseen valores iniciales de velocidades de ondas de corte. La informacién obtenida a través
de sondeos, ensayos de penetracién y mediciones directas de velocidades de propagacion
resulta sumamente valiosa en esta instancia. Los estratos del perfil propuesto se discretizan
a través de un procedimiento numérico a los efectos de calcular la versién analitica de la
curva de dispersion junto con la sensibilidad de esta curva respecto a la velocidad de ondas
de corte de cada estrato. Un proceso iterativo permite obtener el conjunto de velocidades del
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perfil propuesto que produce una correspondencia 6ptima entre ambas curvas de dispersién
en relacion a una cierta norma.

Un determinado perfil de suelo posee una tnica curva de dispersion. Sin embargo,
las curvas de dispersién obtenidas en las proximidades del bloque de fundaciéon muestran
una dependencia con la separacién de los sensores y la direccién analizada acusando cierta
heterogeneidad del terreno'. Dado que la dispersién observada no resulta tan pronunciada
como para invalidar la hipdtesis de semi-espacio estratificado se utiliza el rango de varia-
cién de las curvas de dispersién para proponer un conjunto de perfiles que presenten una
correspondencia satisfactoria. La caracterizaciéon de estos perfiles se realiza definiendo el
espesor de sus estratos y la relacién de las velocidades de las ondas de corte de los distintos
estratos respecto a una velocidad de referencia asignada al estrato superior. La ventaja de
esta caracterizacién es que la variacién de la velocidad de referencia sélo cambia las escalas
tanto de amplitud como de frecuencia manteniendo la forma de las curvas de receptancia
del bloque de fundacién. De esta forma, las soluciones numéricas adimensionales de la fle-
xibilidad dindmica del bloque de fundacién obtenidas con el programa SASSI conservan su
validez mientras se mantengan las relaciones geométricas y mecanicas del modelo.

Modelado del bloque de fundacion

Los perfiles propuestos para el modelado del bloque de fundacién se presentan en la Tabla
9.1. El perfil 0 se construye en base a una variacién lineal discreta de la velocidad de ondas de
corte a través de los valores medidos en forma directa en el terreno hasta una profundidad de
0.80m que coincide aproximadamente con el diametro del bloque de fundacion. Los perfiles
1 a 3 poseen un estrato con un espesor de 0.30m 6 0.60m (una o dos veces la altura del
bloque de fundacién) apoyado sobre un semi-espacio. El perfil 4 representa un semi-espacio
homogéneo.

Perfil | Numero de | Espesor de Relacion de Vi |Ac|
estratos | estratos [m] velocidades [m/s]

0 8 0.10 Vit Vi~ 1.05 | 146.8 | 0.1659

1 1 0.30 V2/VE=125 | 151.9 | 0.1942

2 1 0.30 V2/VE =150 | 134.6 | 0.1698

3 1 0.60 VE/VE=1.25 | 172.2 | 0.1771

4 0 - — 176.1 | 0.2370

Tabla 9.1: Perfiles propuestos para el terreno circundante al bloque de fundacién

Las curvas adimensionales de receptancia para los perfiles propuestos obtenidas con
el programa SASSI se muestran en las Figuras 9.10 a 9.14. Las componentes de la recep-
tancia app ¥ Qpy, intervinientes en el modelo del sistema acoplado se presentan junto a las
componentes de receptancia @, y Qu, utilizadas para el ajuste del modelo del bloque de

!La rigidez horizontal evaluada en el extremo superior de pilotes préximos al lugar de emplazamiento del
Prototipo de Interaccién presenta variaciones superiores al 50 % que sugieren también una heterogeneidad
marcada en el terreno.
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fundacion. La adimensionalizacion de las curvas se realiza con los valores de flexibilidad
estatica de un disco con el diametro del bloque de fundacién apoyado sobre un semi-espacio
homogéneo con una velocidad de propagacién de ondas de corte igual a la del estrato su-
perior del perfil considerado.

Ajuste del modelo del bloque de fundacion

Las velocidades de referencia ajustadas y los valores obtenidos de la norma de error ||Aa/|
se indican en las dltimas dos columnas de la Tabla 9.1. La norma de error utilizada se basa
en las receptancias experimentales qyy v Qunm

n 2 n 2
IAa] = ii a;%U(fk)x— o | 1 k a%m(fki—a%m(fk) 01)
Nk — Oy (1) (0 X (fr)

donde los indices a y x representan versiéon analitica y experimental respectivamente. En la
Figura 9.15 se observa que las curvas de dispersién correspondientes a los perfiles ajustados
se adaptan satisfactoriamente al rango de variacién de las curvas experimentales indica-
das con lineas de trazo. El perfil correspondiente al semi-espacio homogéneo presenta las
mayores dificultades para reproducir la tendencia de las curvas de dispersién. Los perfiles
ajustados de velocidades de propagacion de ondas de corte se muestran en la Figura 9.16.

El ajuste del modelo del bloque de fundacién con los distintos perfiles propuestos
en relacion a las receptancias experimentales se presenta en las Figuras 9.17 a 9.21. La
inadecuacién de la hipotesis de un semi-espacio homogéneo para el terreno de fundacién se
manifiesta nuevamente tanto en la norma de error como en el ajuste que se observa en la
Figura 9.21.

9.1.3 Analisis de la estructura

La realizacion de ensayos sobre la estructura aislada permite afinar detalles de modelado
cuyos defectos pueden ser arrastrados al modelo de la fundacién durante el ajuste del modelo
del sistema acoplado. Este efecto se acentia en la medida que la respuesta del sistema sea
poco sensible a los parametros de la fundacién por una elevada rigidez en relacion a la
estructura. De esta forma, errores pequenos en las propiedades geométricas y mecanicas de
la estructura pueden amplificar las desviaciones en los parametros de ajuste de la fundacién
necesarias para acomodar la respuesta del conjunto. El espesor efectivo del tubo se verifica
a través de la expresién del volumen que permite reproducir la relacion entre el peso total
del tubo y el peso especifico del acero. Los ensayos dinamicos permiten ajustar el médulo
de elasticidad del acero, las propiedades inerciales de las placas extremas del tubo y las
constantes de los resortes rotacionales de vinculacién con la placa superior del tubo en cada
direccién para la variante de la estructura con la masa adicional.

La incorporacién de una matriz de amortiguamiento al modelo de la estructura mejo-
ra el ajuste del modelo del sistema completo sin incrementar el niimero de pardmetros de
ajuste. El modelo de amortiguamiento proporcional para la estructura describe satisfacto-
riamente los valores observados durante los ensayos dindmicos. El amortiguamiento puede
considerarse basicamente proporcional a la matriz de masa y el valor ajustado del parame-
tro de proporcionalidad de la ecuacién (2.7) resulta v = 1.80. De acuerdo a la ecuacién
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Fig. 9.10: Receptancia analitica del bloque de fundacién con el perfil 0
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Fig. 9.12: Receptancia analitica del bloque de fundacion con el perfil 2
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Fig. 9.15: Curvas de dispersion analiticas y experimentales

(2.15b), la relacién de amortiguamiento disminuye con el aumento de las frecuencias natu-
rales rondando los valores obtenidos para los modos flexionales identificados en el orden del
0.1%.

Ensayos de la estructura

Un aspecto relevante en el ensayo de la estructura son las condiciones de apoyo del tubo.
La materializacién de un empotramiento que pueda modelarse como infinitamente rigido
resulta muy dificultosa en la practica a tal punto que esta condicién es sistemdticamente
desalentada en el &mbito del anélisis modal experimental. El apoyo de tubo directamente en
el piso a través de sus placas extremas en busca de una condicién bi-articulada no representa
una mejor solucién dado que se genera una respuesta no-lineal con desplazamientos relativos
entre las placas y el piso. Ademas:

e los modos en que las placas giran en el mismo sentido son afectados por un comporta-
miento de pértico que involucra la inercia traslacional en la direccién axial, y

e los modos en que las placas giran en sentido inverso son afectados por la restriccién al
giro que se genera por la friccién de las placas contra el piso.

La condicion adoptada para ensayar la estructura es la flotante o libre-libre dado que
resulta la condicion de apoyo éptima para la realizacién de un andlisis modal. Esta condicion
presenta ventajas importantes desde el punto de vista analitico y experimental por lo que se
recomienda en la medida que sea posible su implementacién (a pesar que en la mayoria de
los casos de ingenieria civil resulta impracticable). La condicién flotante no se consigue en

130



Cap. 9 Casos Reales Estudiados

0 )&
sl (S |
-0.6/ s il
—o
-0.91 b
-1.2f B
E-15F 1
N
-1.8F b
=-2.1r B
. e Perfil 0
) ¢ Perfil 1
v v Perfil 2
A A Perfil 3
L] = Perfil 4
-3 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

v, [mis]

Fig. 9.16: Perfiles ajustados de velocidades de ondas de corte

x10° x10°
8 T 8 T
e o Experim. [d] e o Experim. [0]
o = = Experim. [-O]| | o = = Experim. [-O]| |
= Analitico [[J] = Analitico [O]
6 +=+  Analitico [-O] | 1 6 +=Analitico [-O] | 1
5
— 4 il
P =
.
E 3 z
& :
2 o]
1
0
-1
'00.000... o..
_2 1 1 1 1 1 1 1 — 1 1 1 1 1 1 1
0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz]

Fig. 9.17: Ajuste de receptancia del bloque de fundacion con el perfil 0

131



Casos Reales Estudiados

x 10 x 10
8 T 8 T
e o Experim. 0] e o Experim.[0]
o = = Experim. [-00]| | 7’ = = Experim. [-00]| |
=— Analitico [(] =— Analitico [O]
6 +=+ Analitico [-0O] | 1 6 +=+ Analitico [-0O] | 1
5, .
° u¥pgy
T4 = .0."1'"\’ "
| 2
E
7
z 3
=
E
s 2
1
0
-1 .
°o.o.. °
Seceton,, 'o..
_2 1 1 1 1 1 1 1 _2 1 1 1 1 1 1 1
0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200
Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz]
Fig. 9.18: Ajuste de receptancia del bloque de fundacién con el perfil 1
x10°° x10°
8 \ 8 ‘
e o Experim. 0] e o Experim.[0]
o = = Experim. [-O]| | 7’ = = Experim. [-O]| |
= Analitico [(] =— Analitico [O]
6 += Analitico [-0] | 1 6 += Analitico [-0] | 1
5, { ]
4+ <
=
.
3r pd
=3
; E
2t 4= o
!l
1k 2
7
’
O,
_1,
®ccce
0..000...
_2 I I I I I I I - I I I I I I I [ ]
0 25 50 75 100 125 150 175 200 0 25 50 75 100 125 150 175 200

Frecuencia [Hz]

Frecuencia [Hz]

Fig. 9.19: Ajuste de receptancia del bloque de fundacién con el perfil 2

132



Cap

.9

Casos Reales Estudiados

-2 i i

kN"tm™

mm

a

x 10
8 ‘
e o Experim.[0]
7’ = = Experim. [-00]| |
=— Analitico [O]
6 +=+ Analitico [-0O] | 1

25

50

75 100 125 150 175 200
Frecuencia [Hz]

Fig. 9.20: Ajuste de receptancia del bloque de fundacién con el perfil 3

x10°
8 ‘
e o Experim. 0]
o = = Experim. [-0]
=— Analitico [(]
6 +=+  Analitico [-0]
5, { ]
4+
3,
2t A
L.
1t \I
’
’
0,
_1,
®teccece,,
2 i i i i i i i
0 25 50 75 100 125 150 175 200
Frecuencia [Hz]
x10°
8 ‘
e o Experim. 0]
7 = = Experim. [-0]
= Analitico [(]
6 += Analitico [-[J]

0 25 50

Frecuencia [Hz]

75 100 125 150 175 200

kN"tm™

a

mm

x 10
8 ‘
e o Experim.[0]
7’ = = Experim. [-O]| |
=— Analitico [O]
61 +=+ Analitico [-0] | 1

25

50

75 100 125 150 175 200
Frecuencia [Hz]

Fig. 9.21: Ajuste de receptancia del bloque de fundacién con el perfil 4

133



Cap. 9 Casos Reales Estudiados

forma rigurosa sino que se utilizan resortes suficientemente flexibles para que las frecuencias
de los modos de vibracién considerados de cuerpo rigido (sin deformacién apreciable de la
estructura) resulten al menos de un orden de magnitud menor a la frecuencia fundamental
de la estructura.

El tubo se cuelga de la placa superior (en referencia al sistema ensamblado) a través
de una cuerda que ofrece una vinculaciéon rigida en la direccién axial pero muy flexible en
la direccién transversal y el giro. La condicién de apoyo obtenida para el comportamiento
flexional resulta adecuada considerando el desacoplamiento que existe con el comportamien-
to axial. Las frecuencias de cuerpo rigido calculadas en forma aproximada a continuacion
permiten estimar la efectividad de la condiciéon de apoyo alcanzada.

La masa traslacional m!, y la masa rotacional mj del tubo se calculan en funcién de
la densidad del acero (p = 7.850 tn/m3), la longitud del tubo (L = 2.392 m), la seccién del
tubo (A = 2.416 - 1072 m?) y el momento de inercia del tubo (I = 7.757 - 1076 m*)

mt =p-A-L=0.04537 tn (9.2)
3

mhy=p- (I L+ ) = 0.02178 tn.m> (9.3)
En virtud de la pequena diferencia en la geometria de las placas de los extremos del tubo
se asumen parametros de masa promedio para ambas placas en ambas direcciones con lo
que se obtiene el centro de gravedad de la estructura en la mitad de la longitud del tubo.
La masa traslacional m}, y la masa rotacional mg de las placas referidas a sus centros de
gravedad resultan

mP = 6.989-1073 tn mlh = 4.976 - 107° tn.m? (9.4)

La matriz de masa de cuerpo rigido de la estructura referida al centro de gravedad resulta
entonces

mt, +2-mi 0

; 0.05935 0
rig _ 2 =
Mo 0 mh+2- (mg +ml - <§> ) [ o oonst) @9

Las constantes de los resortes equivalentes en el extremo superior del tubo se calculan a
través de consideraciones geométricas en funcién de la longitud de la cuerda utilizada (I, =
0.950 m), la longitud del tubo (L = 2.392 m), la aceleracién de la gravedad (g = 9.807 m/s)
y el peso del tubo (P =g-m! +2-g-ml =0.5820 kN)
P PL
ky = 7= 0.6127 kN/m ko = -5 = 0.6961 kN.m (9.6)
C
La matriz de rigidez geométrica de cuerpo rigido de la estructura referida al extremo su-
perior resulta entonces

o [k 0] J0.6127 0
rig _ u —
Ke [0 kg] [ 0 0.6961} (97)

La matriz de rigidez referida al centro de gravedad se obtiene a través de la siguiente
transformacion

. 1 0 L _
Kro— | ku O0]|1 —5| _[06127 —0.7328 98)
° -5 1] [0 kel |0 1 —0.7328 1.5725
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Resolviendo el problema de autovalores con las matrices K, y M," se obtienen las fre-
cuencias para los modos de cuerpo rigido que coinciden aproximadamente con las medidas
durante el ensayo de la estructura

19— 0.314 Hz 59 =1.055 Hz (9.9)

La frecuencia fundamental de flexién en la condicién flotante ( 1f ler — 19234 H z) resulta
dos 6rdenes de magnitud mayor a la frecuencia mas alta de cuerpo rigido.

En un ensayo preliminar realizado con un pequeno martillo sobre la estructura en
condicién flotante se obtuvieron las densidades espectrales que se muestran en la Figura
9.22. Las mediciones de la respuesta se realizaron con sensores colocados en la seccién
central y en una seccioén al tercio de la longitud del tubo para ambas direcciones principales
y los golpes se efectuaron en puntos diametralmente opuestos a la ubicacién de los sensores.
El resumen de las frecuencias flexionales identificadas se muestra en la Tabla 9.2 donde se
observa que el segundo modo del tubo con la masa adicional presenta una diferencia en la
frecuencia del 5.0 % producida por una variacién entre ambas direcciones de la flexibilidad
del paquete que conforma la masa adicional.

Tubo sin Masa Adicional Tubo con Masa Adicional
1 1
10 T T T T 10 T T T T
! Modos ! Modos
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Fig. 9.22: Densidades espectrales del tubo en condicion flotante

En el rango de frecuencias entre 400Hz y 500Hz aparecen picos pertenecientes a modos
que involucran deformacion de las secciones del tubo (modos seccionales). Aunque el rango
de frecuencias de estudio en el modelado del sistema acoplado sélo se extiende hasta 200Hz
la deformacién seccional en frecuencias préximas a este limite puede no ser despreciable
(particularmente para la seccién del golpe). El estudio del comportamiento seccional se
realiza a través de un modelo bidimensional que asume una longitud infinita del tubo y un
modelo tridimensional construido con elementos de placa. En la Figura 9.23 se muestran
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Modo | Tubo s/ masa adicional | Tubo ¢/ masa adicional
Dir. 1 | Dir. 2 | Prom. | Dir. 1 | Dir. 2 | Prom.
1 123.6 | 123.2 | 123.4 | 97.76 | 97.84 | 97.80
2 349.2 | 348.1 | 348.6 | 293.1 | 279.0 | 286.0

Tabla 9.2: Frecuencias flexionales del tubo en condicion flotante

los modos seccionales con sus respectivas frecuencias que se obtienen a través del modelo
bidimensional.

En la etapa de ajuste de parametros del sistema surge entonces el siguiente dilema: la
utilizacién de un modelo tridimensional resulta computacionalmente muy costoso en tan-
to que un modelo unidimensional no tiene la capacidad de reproducir el comportamiento
seccional. La solucién adoptada para este problema consiste en la utilizaciéon de un modelo
hibrido descripto en el proximo apartado que se basa en un modelo unidimensional com-
plementado con los primeros modos seccionales de un modelo tridimensional. Ademas de
la incorporacion del efecto espacial en el modelado de la estructura se colocan dos pernos
de rigidizacién en direccién normal y en secciones préximas a los golpes para reducir a un
minimo la influencia de la deformacién seccional (Figura 9.24).

El ajuste final del modelo hibrido de la estructura se realiza a través de ensayos im-
pulsivos en el tubo sin masa adicional con cargas aplicadas en forma perpendicular a su
baricentro sobre ambas direcciones principales. La disposiciéon de sensores sobre la estruc-
tura se indica en la mitad izquierda de la Figura 9.25. El punto 5 sélo se utiliza en el
ensayo del sistema acoplado pero se incluye en el grafico como referencia de aspectos de
modelado. Los golpes se efectiian en puntos diametralmente opuestos a los puntos 3 y 4
utilizando una viga de madera con una celda de carga montada en el extremo de impacto.
El dispositivo de impacto ideado para obtener una serie regular de golpes sobre el tubo se
describe mas adelante dado que se utiliza también en el ensayo del sistema acoplado. Una
delgada lamina de goma dura adherida directamente sobre la celda de carga permite obte-
ner golpes de corta duracién (5ms) y forma adecuada para alcanzar con suficiente holgura
una frecuencia de analisis de 400Hz. Los golpes se repiten 5 veces por cada punto a fin de
utilizar los estimadores probabilisticos descriptos en el capitulo 3 para obtener acelerancias
y funciones de coherencia.

La reciprocidad entre las acelerancias experimentales Ag4 v A43 para ambas direcciones
de ensayo se presenta en la Figura 9.26: se observa que la influencia de las deformaciones
seccionales comienza a apreciarse a partir de los 200Hz. En la misma figura se muestra
también que la coherencia toma valores préximos a la unidad incluso para frecuencias
inmediatas a cero excepto en correspondencia con los picos de antiresonancias.

El reconocimiento de una pequena deformacion de las secciones implica que riguro-
samente no se obtienen elementos de la diagonal principal de la receptancia experimental
aplicando golpes en puntos diametralmente opuestos a los puntos de mediciéon de la res-
puesta. Este hecho resulta trascendente en la identificacién de un modelo modal basado
directamente en datos experimentales dado que se pierde la escala de los modos. Sin em-
bargo, el procedimiento propuesto para el ajuste de los parametros de los modelos permite
aprovechar una parte de la matriz de receptancia experimental sin elementos de la diago-
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Fig. 9.23: Modos seccionales del modelo bidimensional de la estructura

Fig. 9.24: Perno de rigidizacion seccional de la estructura
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Fig. 9.25: Ubicacién de puntos de ensayo y modelado de la estructura

nal principal. De todas maneras, en la presentacion de los resultados se utiliza una misma
designacion para puntos diametralmente opuestos a fines de simplificar la notacién.

Modelado de la estructura

La flexibilidad del modelo de un sistema con un ntmero finito de GL puede expresarse
en forma exacta a través de la superposicién de la totalidad de sus modos. La elimina-
cién de un cierto nimero de modos implica una rigidizacion del modelo que depende de
los modos ignorados. Un modelo unidimensional que pueda representar adecuadamente el
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Fig. 9.26: Reciprocidad y coherencia de acelerancias de la estructura

comportamiento flexional del tubo posee un truncamiento implicito de modos seccionales.

La definicién analitica de la estructura se realiza a través de un modelo hibrido que
combina el comportamiento flexional de un modelo unidimensional de barras con un con-
junto de modos seccionales obtenidos con un modelo tridimensional de placas finamente
discretizado. La generacion de este modelo hibrido se basa en el desacoplamiento existente
entre los comportamientos flexional y seccional para bajas frecuencias. En el comporta-
miento flexional las secciones no se deforman: los puntos ubicados en una misma seccién
poseen el mismo desplazamiento transversal respecto al eje baricéntrico y el mismo giro
respecto al eje principal perpendicular al plano de flexién. En el comportamiento seccional
no se producen deformaciones flexionales dado que los desplazamientos generalizados del eje
baricéntrico calculados integrando desplazamientos y giros de cada seccién resultan nulos.

Los modos seccionales son independientes de las condiciones de borde del tubo dado
que no producen desplazamientos y giros de las placas extremas que se comportan como
infinitamente rigidas. En consecuencia, la rigidez de los extremos del tubo s6lo depende de
la rigidez flexional. La resolucion del problema de autovalores del modelo tridimensional
para la condicién biempotrada permite la identificacién de los modos seccionales que se
incorporan al modelo hibrido. Los modos flexionales del modelo tridimensional se descartan
por encontrarse incorporados en el modelo unidimensional. Los modos seccionales poseen
masas modales nulas garantizando la conservacién de la masa del modelo hibrido. Estos
modos pueden reagruparse en familias de modos que poseen el mismo patrén de deformacién
en distintas secciones pero presentan una variacién en altura de la escala de este patrén
distinta para cada modo. Los modos pertenecientes a una misma familia suelen presentar
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muy pequena variacién en la frecuencia natural. El numero total de modos seccionales
incorporados es ny = 40 abarcando tres familias de modos: modos seccionales de tipo I, IT
y IIT con patrones de deformacién relacionados con los modos 1°, 2° y 3° respectivamente
del modelo bidimensional que se muestran en la Figura 9.23.

El procedimiento propuesto para generar el modelo hibrido comprende 4 pasos:

1. Construccién de un modelo unidimensional de barras flexionales.
2. Calculo de la totalidad de los modos para la condiciéon biempotrada.

3. Complementacién de la base modal con los modos seccionales obtenidos del modelo
tridimensional de placas.

4. Reconstruccién de las matrices de rigidez y masa del modelo hibrido.

La totalidad de los GL de la estructura, que incluyen los GL fisicos indicados en la
mitad derecha de la Figura 9.25, se dividen en 4 grupos:

1. Los GL de las placas extremas con subindice e: 1, 2, 29 y 30 (n. = 4).

2. Los GL internos del eje baricéntrico del tubo con subindice i: 3 a 28 (n; = 26).
3. Los GL agregados en la pared del tubo con subindice o: 31 a 40 (n, = 10).
4

. Los GL generalizados con subindice r: 41 a 70 (n, = ns — n, = 30).

Los GL 1 a 30 se encuentran sobre el eje baricéntrico del tubo: los GL impares repre-
sentan desplazamientos transversales mientras que los GL pares representan giros. Los GL
31 a 40 se agregan al modelo unidimensional sobre la pared del tubo en secciones utilizadas
para la aplicacién de las cargas impulsivas y/o la medicién de la respuesta: los GL pares
se encuentran en puntos diametralmente opuestos a los GL impares. Dado que el ntimero
de modos seccionales incorporados al modelo hibrido (ns = 40) es mayor al nimero de GL
agregados (n, = 10) se requiere la utilizacién de los GL generalizados 41 a 70 (n, = 30)
para la generacion de las matrices fisicas del modelo hibrido. El nimero total de modos de
la estructura para la condicién biempotrada resulta: n = n; + ns = 66.

Los GL de las matrices de rigidez [K] y masa [M] del modelo unidimensional de barras
se dividen entonces en GL de las placas extremas y GL internos del eje baricéntrico del
tubo

K] = (9.10)

- [[R’ee] K.
(Kie]  [HKGi

7] = [WeeJ [w]

[Mic]  [Mii)
La incorporacién de los modos seccionales sélo afecta a las submatrices [Ky;] y [M;;] mientras
las restantes submatrices permanecen inalteradas. Las matrices modales de flexién para la
condicién biempotrada [®;;] de n; xn; y [>;] de n; x n; se obtienen resolviendo el siguiente
problema de autovalores

[Ki) [@ii] = [Mi)[®i] [ (9.11)
Las matrices de los modos seccionales incluidos [®,s] de n, X ngs y [>Qs] de ng X ng se

obtienen del modelo tridimensional de placas. La matriz [®,s] sélo contiene informacién de
los n, GL agregados sobre la pared del tubo.

Debido a que el modelo unidimensional no posee nudos en las paredes del tubo y el
modelo tridimensional no posee nudos en el eje baricéntrico resulta necesario completar
ambas matrices de formas modales en base a las siguientes consideraciones:

140



Cap. 9 Casos Reales Estudiados

e Las componentes de las formas modales flexionales sobre las paredes del tubo para una
determinada seccién son idénticas a las componentes de desplazamientos transversales
de su baricentro: [®,;] de n, X n;.

e Las componentes de las formas modales seccionales son nulas en los GL sobre el eje
baricéntrico: [®;5] = [0] de n; X ns.
Las matrices modales vinculadas a los GL fisicos resultan entonces

YN [O]]
0] [

J=

(9.12)

La aplicacién de técnicas de sintesis de componentes modales (CMS) descriptas en [49]
utilizando las matrices modales en (9.12) permite reconstruir matrices de rigidez y masa
para el modelo hibrido conteniendo matrices reducidas estaticamente equivalentes a las
obtenidas con la reduccién de Guyan ([17]). La definicién completa de la matriz de formas
modales se obtiene agregando una desconocida matriz [®,] de n, x n constituida por las
componentes de las formas modales para los GL generalizados

(9.13)

De esta forma, las matrices de rigidez [K| y masa [M] para la estructura biempotrada
resultan

- K] 10 [

donde la submatriz [K] de n,, X n,, representa la matriz de rigidez de los GL fisicos internos,
la submatriz [>$,.] de n, X n, representa una matriz diagonal con los autovalores de los
GL generalizados, la submatriz [M] de ny, X n,, representa la matriz de masa reducida
estaticamente de los GL fisicos internos y la submatriz []\ch] de n,, X n, contiene términos
de acoplamiento de la matriz de masa entre los GL fisicos internos y los GL generalizados.
Las matrices definidas en (9.14) poseen las siguientes condiciones de ortogonalidad

()" ,]7] [[[10? o] || e (0.15
[[‘Pm]T [<I>T]T} [%[1] [Ej\i{] [g,ib]] =[1] (9.16)

De la ecuacién (9.15) surge la siguiente expresion
[@:]7 Q1)) = O] = (@] [K][®n] = [AQ] (9.17)
donde la matriz de rigidez condensada [K] se calcula como
~1

(K] = (2wl @m]") (9.18)

La matriz entre paréntesis en (9.18) es de rango completo e invertible en virtud de que el
nimero total de modos es mayor al nimero de GL fisicos.
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La descomposicién de valores singulares (DVS) de la matriz [AQ] calculada a través de
las expresiones (9.17) y (9.18) permite obtener matrices de la estructura biempotrada que
sélo dependen de [®,,] y [>Q2]

[U][S][U]F = DVS (AQ) (9.19)

De la ecuacion (9.17) se deduce que la matriz sélo posee n, valores singulares no nulos. La
submatriz [U,| que contiene las n, primeras columnas de la matriz [U] conjuntamente con
las matrices modales vinculadas a los GL fisicos permite obtener las siguientes matrices

-1

& 0] (@] o
[[0] [Kr]] eas N [[@W]T [Urﬂ (9.20)
(M) (M| | (@] ’ -
MT) ]| | AT [[‘I’m] [Urﬂ (9.21)
La resolucién del siguiente problema de autovalores
(K] [Ve] = M [V (9.22)

VT IEAWV:] = [0
VoIT M Vi) = [N

permite derivar las matrices de transformacion para obtener la forma final de las matrices
de la estructura biempotrada de la expresién (9.14)

S 122 B ) o /R 29 I U I 1 S R V)

. [[0} v o [KT]] [[0] i) [[01 0, (929

() o) [ ] (i) (o) (M) [M] ]

M= [[0} | [ [MTJ] [[01 )| [[MCF’ N 924
Teniendo en cuenta que

o K6 (Kl () () - [[]]

= [[Km-] [oo]] M= [[Moi] [MOOJ el = [[Mm«]_ (9:29)

se obtiene finalmente las matrices de rigidez y masa utilizadas para el modelado de la
estructura

[Kee] [Kei] [0] (0]
K] = | el (Kl K] [0] (9.26)
0] [Ka] [Koo|  [0]
o) [l o] [
[Mee] [Mei] 0] [0]
M = | el [M] - [Mio] - [Mar] (9.27)
0] [Moi]  [Moo]  [Mor]
| (0] [My] [Myo]  [Mr]
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Ajuste del modelo de la estructura

La verificacién del médulo de elasticidad del acero junto con el ajuste de las propiedades
inerciales de las placas extremas del tubo y las constantes de los resortes rotacionales de
vinculacion con la placa superior del tubo se realizan utilizando las frecuencias naturales
experimentales y las sensibilidades de la frecuencias analiticas respecto a los pardmetros de
ajuste. La comparacion entre las acelerancias experimentales resultantes del promedio de las
dos direcciones y las acelerancias analiticas obtenidas del modelo ajustado de la estructura
se realiza en la Figura 9.27.

Una caracteristica que permite verificar la validez de las curvas de acelerancia de
sistemas en condicién flotante es que los valores al origen del eje de frecuencias resultan de
la combinacién de las aceleraciones traslacional y rotacional que surgen aplicando la segunda
ley de Newton con los valores de masa de cuerpo rigido. El punto 3 de aplicacion de las
cargas impulsivas coincide con el centro de gravedad del tubo por lo que las aceleraciones
sélo tienen componente traslacional. El valor inicial de las curvas vinculadas a las cargas
aplicadas en el punto 3 se calcula entonces para una fuerza unitaria con la masa traslacional
de la ecuacién (9.5)

1EN

i — 2 2
0.05935 & — 16:85 /s (9.28)

Qo

9.1.4 Analisis del sistema acoplado

Los valores calibrados de los parametros de ajuste de los modelos de la estructura y el
bloque de fundacién analizados en forma separada se comparan con los valores ajustados del
modelo completo en base a ensayos realizados sobre el sistema acoplado. La flexibilidad de
los pernos de anclaje que vinculan fisicamente ambos subsistemas requiere especial atencién
durante el ensamblaje de sus modelos.

Ensayos del sistema acoplado

El sistema acoplado se ensaya en ambas direcciones aplicando cargas impulsivas con una
celda de carga montada sobre una viga de madera en los mismos puntos utilizados durante
el ensayo de la estructura. A los puntos 1 a 4 sobre el tubo (Figura 9.25) se agregan otros
puntos sobre la parte inferior de la estructura y el bloque de fundacién. La disposicién
completa de sensores sobre el sistema se indica en la Figura 9.28. Los sensores colocados en
los puntos 7a 'y 7b se utilizan para determinar el giro de la placa inferior del tubo mientras
que la rotacion del bloque de fundacion se obtiene con sensores ubicados en los puntos 8a y
8b (Figura 9.29). La disposicién programada de sensores se cubre secuencialmente con sélo
dos sensores dado que la utilizacion de la celda de carga permite evaluar la acelerancia en
cualquier punto del sistema independientemente de los sensores utilizados en cada prueba.
Los golpes se repiten 5 veces por cada punto a fin de utilizar los estimadores probabilisticos
descriptos en el capitulo 3 para obtener acelerancias y funciones de coherencia.

La viga de impacto se sujeta de ambos extremos a la parte superior de una escalera
tijera a través de una cuerda. El movimiento pendular que se produce entre las patas de
la escalera indicado en la Figura 9.30 permite generar una serie regular de golpes sobre la
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Fig. 9.28: Disposicién de sensores en el ensayo del sistema acoplado

estructura. El dispositivo de impacto preparado para aplicar un golpe en el punto 4 junto
al sistema completo de adquisicién de datos se presenta en la Figura 9.31.

En la Figuras 9.32 y 9.33 se observa que la reciprocidad entre las acelerancias Asy y A4s
se cumple satisfactoriamente: las posibles deformaciones seccionales no poseen una influen-
cia relevante para frecuencias menores a 200Hz como ocurre en el ensayo de la estructura
aislada. En ambas figuras se incluyen también las funciones de coherencia que presentan va-
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Fig. 9.29: Determinacion de la rotacion del bloque de fundacion

lores préximos a la unidad para frecuencias mayores a 5~10Hz excepto en correspondencia
con los picos de antiresonancias.

Modelado del sistema acoplado

El ensamblaje de los modelos de la estructura y la fundacién requiere la determinacion de
la flexibilidad de los pernos de anclaje. En las Figuras 9.34 a 9.37 se muestran los despla-
zamientos y giros que ocurren en la interfaz de la estructura con el bloque de fundacién
para la direccién 1 (la direccién 2 presenta resultados similares). Los GL experimentales
7 y 8 se refieren a los giros de la estructura y el bloque de fundacion en la interfaz res-
pectivamente. Los GL 6’ y 6 describen los desplazamientos transversales de la estructura
y el bloque de fundacion en la interfaz respectivamente. Los desplazamientos del GL 6’ se
calculan imponiendo los desplazamientos experimentales de los GL 1 a 5 y el giro del GL 7
en el modelo ajustado de la estructura con el criterio de minimos cuadrados como se detalla
a continuacién.

La ecuacién de movimiento del sistema acoplado para cargas unitarias aplicadas se-
cuencialmente en cada uno de los GL resulta

[K][e] = [1] (9.29)

siendo [K] la matriz condensada de rigidez dinamica y [a] la matriz de flexibilidad dindmica
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Fig. 9.30: Ejecucion del ensayo de impacto del sistema acoplado

o receptancia. La ecuacién (9.29) puede particionarse de la siguiente forma

[KE) (K5 [KZ] (aa)  [0ab]  [Cac] (1) [0] [0]
(KE) [KE)+ [KE) (KE]+ [KE]| |lowal [oms] [owe | = [ 0] [Z] [0]| (9.30)
[Kc[fz] [Kch] +[f(£] [Kg] + [Kfc] [aca] [acb] [aCC] [O] [0] [IC]

donde el subindice a representa los GL 1 a 5, el subindice b representa el GL 6’ y el subindice
c representa el GL 7, en tanto que los supraindices F y F' se refieren a la estructura
y la fundacién respectivamente. Teniendo en cuenta que las cargas sélo se aplican en la
estructura se obtiene

KE] K] [KE) lai] il
[KE) (K5 + (KL (KE) + KE| |lowd | = | [0] (9.31)
(KE] (KB +[KE) (RE)+ [KRE)| Lloei] (0]

donde el subindice i representa los GL 3 y 4 (puntos de impacto) y la matriz [Jy] se
obtiene eliminando las columnas de [[,] correspondientes a los GL sin cargas aplicadas.
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Fig. 9.31: Dispositivo de impacto / Sistema de adquisicion

Los desplazamientos de la interfaz pueden calcularse utilizando solamente submatrices del
modelo de la estructura de la siguiente manera

lani) = (K" (Vai] = (K& 0ai] = K E)owi]) (9.32)

El desplazamiento relativo entre la estructura y el bloque de fundacién en la interfaz
resulta despreciable como se muestra en las Figuras 9.34 y 9.35. La definicion del GL 6’ se
torna entonces redundante dado que la constante de un resorte traslacional de vinculacién
con el GL 6 tendria un valor elevado. Por el contrario, la importancia del giro relativo que
se aprecia en las Figuras 9.36 y 9.37 revela que la incorporacién de un resorte rotacional en
el acoplamiento de los modelos de ambos subsistemas resulta imprescindible?. Los desplaza-
mientos y giros relativos mostrados en las Figuras 9.34 a 9.37 corresponden a la direccion 1
aunque la direccion 2 presenta las mismas caracteristicas. En la etapa de la calibracion del
modelo del sistema completo se comprueba que la colocaciéon de un amortiguador rotacional
no mejora en forma apreciable el ajuste por lo que su inclusién se descarta a efectos de no
incrementar innecesariamente el niimero de parametros de ajuste.

El célculo del valor inicial de la constante del resorte rotacional se realiza en base
al esquema del bloque de fundacién de la Figura 9.38. La excelente coherencia obtenida
durante los ensayos que se muestra en la parte inferior de las Figuras 9.32 y 9.33 permite
asumir una hipdtesis lineal para el giro de las placas en la interfaz dado que un marcado
comportamiento no-lineal deberia dejar importantes secuelas en las funciones de coherencia.
La rigidez axial de dos pernos representada por k, se calcula en funcién del médulo de

2En la vinculacién del tubo con la masa adicional de la estructura se presenta la misma situacién.
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elasticidad longitudinal E = 2.06 - 108 kN/m?, el area efectiva de los pernos A = 7¢?/4 =
9.503 - 1075 m? (con un didmetro efectivo ¢ = 0.011 m) y una adoptada longitud efectiva
de los pernos h =~ 0.100 m de la siguiente forma

EA
ke = 2= ~ 400000 kN/m (9.33)

Por lo tanto, la rigidez rotacional ky para un giro unitario de las placas de la interfaz 6 =
1 rad alrededor del punto o con una separacion de los pernos | = 0.220 m, un desplazamiento
axial del extremo de los pernos u, = 0l/2 = 0.110 m y una fuerza axial en los pernos
F, =k, u, ~ 44000 kN resulta

ko = F, -1~ 10000 kN.m (9.34)
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Fig. 9.38: Cilculo del valor inicial de la constante del resorte rotacional

Ajuste del modelo del sistema acoplado

Las variantes de ensayo para el sistema acoplado se representan agrupando siglas que se
refieren al sistema sin y con masa adicional (SM y CM respectivamente) y a la direccién
analizada (D1 y D2 respectivamente). Las variantes de ajuste se diferencian también a través
de siglas que se refieren tanto al perfil de suelo utilizado para el modelo del bloque de
fundacién (PO, P1, P2, P3 y P4) como al conjunto de pardmetros de ajuste involucrados
combinando ET (rigidez flexional del tubo), Vs (velocidad de propagacién de ondas de corte
del estrato superior del perfil) y kg (rigidez del resorte rotacional entre la estructura y la
fundacién).

e Variante N3: se ajustan simultdneamente EI, Vg y ky.

e Variante N2: se ajustan Vg y kg adoptando el valor de E1 obtenido durante los ensayos
de la estructura.

e Variante N1: se ajusta kg adoptando el valor de EI obtenido durante los ensayos de la
estructura y el valor de V5 obtenido durante los ensayos del bloque de fundacion.

El niimero total de variantes combinadas (n,.) se obtiene como el producto del nimero
de variantes de ensayo (ny,e = 2 X 2 = 4) y el nimero de variantes de ajuste (n,, =
5 x 3 = 15) resultando nye = nye X nyq = 60. El ajuste de las curvas experimentales de
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receptancia vinculadas a la direccién 1 (variantes de ensayo SM-D1 y CM-D1) utilizando el
perfil 0 para el modelo de la fundacién y los pardmetros de ajuste FI, kg y Vg (variante de
ajuste PO-N3) se muestra en las Figuras 9.39 y 9.40. Las curvas vinculadas a la direccién 2
presentan caracteristicas similares. El grado de aproximacién es muy bueno para todos los
GL considerando especialmente la reproduccién de la fase de los giros de la placa inferior
de la estructura y del bloque de fundacion. La bondad del ajuste refleja la precisién que
puede conseguirse en el calculo de los parametros modales del sistema a través del modelo
calibrado.

Los parametros ajustados para la totalidad de las variantes combinadas junto al prome-
dio para las variantes de ensayo se presentan en las Tablas 9.3 a 9.5. La marcada diferencia
en los valores ajustados de ky para cada direccién de andlisis sugiere tomar promedios se-
parados. El ajuste se realiza en el rango de frecuencias de 5 a 200Hz utilizando para el
control de la convergencia la siguiente norma de error

ng Ny

N e 9 3) )3

i=1 j=1 k=1

alj(fk (fk)

,] (fx)

(9.35)

La convergencia de los parametros de ajuste de la variante combinada SM-D1-P0O-N3 repre-
sentativa del resto de los casos se muestra en la Figura 9.41.

Los valores ajustados de la rigidez flexional del tubo para la variante N3 resultan entre
1.0 % y 1.3 % mayores al valor teérico de EI = 1597 kN.m? verificado durante la calibracién
del modelo de la estructura desacoplada. Si se considera la fuerte interrelaciéon que existe
entre los parametros de ajuste en el proceso de calibracién es probable que la diferencia
promedio ligeramente superior al 1.0 % con dispersién menor al 0.2 % corrija alguna inevi-
table aunque despreciable inexactitud del modelo. De esta forma se explica que los valores
ajustados de la velocidad de propagacion de ondas de corte Vg resulten sistematicamente
menores a los obtenidos en la calibracién del modelo del bloque de fundacién. La diferencia
promedio de estos valores es aproximadamente del 5.0 % con importante dispersién debido
a la menor sensibilidad que posee la respuesta dindmica del sistema completo respecto a
Vs.

En la variante N2 se adopta el valor teérico para EI produciendo una disminucién
del error en el valor ajustado de Vg independientemente del perfil adoptado para el suelo.
Por otra parte, la norma de error aumenta indefectiblemente a medida que se eliminan
parametros de ajuste en funcién del alejamiento de los valores adoptados respecto a los
valores resultantes de la calibracién con todos los parametros. Los valores ajustados de kg
presentan en la mayoria de los casos una diferencia menor al 20 % respecto al valor inicial
calculado a través de la féormula en (9.34).

La secuencia en que ocurren los menores promedios de la norma de error en relacion al
perfil de suelo adoptado resulta casi coincidente con la secuencia para el ajuste del bloque
de fundacién desacoplado. El perfil 0 resulta el mas adecuado para las variantes N3 y N2
mientras que para la variante N1 el perfil 2 presenta el menor error. El perfil 4 que representa
un semi-espacio homogéneo posee el mayor error para todas las variantes.
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Fig. 9.41: Convergencia de los parametros de ajuste de la variante SM-D1-P0O-N3

Modelo de | Parametro Variante de ensayo Promedio
fundacién | de ajuste | SM-D1 | SM-D2 | CM-D1 | CM-D2

Perfil 0 EI 1656 1630 1564 1625 | 1619 (+1.3%)
ko 7791 | 11298 | 7558 | 10376 | 7675 / 10837
Vs 141.2 | 141.4 | 139.9 | 138.6 | 140.3 (—4.4%)

| Ac|| 0.2501 | 0.2758 | 0.2081 | 0.2952 0.2573
Perfil 1 EI 1653 1628 1563 1623 | 1617 (+1.2%)
ko 7920 | 11513 | 7541 | 10405 | 7731 / 10954
Vs 146.2 | 146.2 | 145.3 | 144.3 | 145.5 (—4.2%)

| Ac|| 0.2550 | 0.2792 | 0.2125 | 0.3002 0.2617
Perfil 2 ET 1656 1630 1564 1624 | 1618 (+1.3%)
ko 7797 | 11327 | 7489 | 10317 | 7643 / 10817
Vs 133.9 | 133.8 | 133.2 | 132.0 | 133.2 (—1.0%)

| Ac|| 0.2516 | 0.2773 | 0.2102 | 0.3000 0.2598
Perfil 3 EI 1653 1626 1562 1623 | 1616 (+1.2%)
ko 7893 | 11435 | 7628 | 10493 | 7760 / 10964
Vs 160.3 | 160.8 | 158.5 | 157.4 | 159.2 (—=7.5%)

| Ac|| 0.2527 | 0.2784 | 0.2099 | 0.2951 0.2590
Perfil 4 ET 1650 1624 1562 1621 | 1614 (+1.0%)
ko 8093 | 11788 | 7588 | 10474 | 7840 / 11131
Vs 162.6 | 162.9 | 161.6 | 160.8 | 162.0 (—8.0%)

| Ac|| 0.2620 | 0.2844 | 0.2193 | 0.3043 0.2675

Tabla 9.3: Ajuste de los pardmetros de la variante N3
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Modelo de | Parametro Variante de ensayo Promedio
fundacién | de ajuste | SM-D1 | SM-D2 | CM-D1 | CM-D2
Perfil 0 kg 8974 | 12298 | 6895 | 11209 | 7935 / 11759
Vs 143.7 | 143.2 | 139.0 | 140.0 | 141.5 (—3.7%)
| Ac|| 0.2805 | 0.2856 | 0.2188 | 0.3015 0.2716
Perfil 1 kg 9058 | 12445 | 6889 | 11160 | 7974 / 11798
Vs 148.6 | 148.0 | 144.3 | 145.8 | 146.7 (—3.4%)
| Ac|| 0.2817 | 0.2875 | 0.2230 | 0.3053 0.2744
Perfil 2 kg 8967 | 12318 | 6850 | 11092 | 7908 / 11710
Vs 136.2 | 135.5 | 132.3 | 133.3 | 134.4 (—0.2%)
| Ac|| 0.2813 | 0.2871 | 0.2204 | 0.3055 0.2736
Perfil 3 kg 9019 | 12337 | 6936 | 11268 | 7977 / 11798
Vs 162.8 | 162.5 | 157.3 | 158.8 | 160.4 (—6.9 %)
| Ac|| 0.2792 | 0.2862 | 0.2212 | 0.3005 0.2718
Perfil 4 kg 9175 | 12612 | 6919 | 11180 | 8047 / 11896
Vs 165.1 | 164.5 | 160.4 | 162.4 | 163.1 (—7.4%)
| Ac|| 0.2842 | 0.2906 | 0.2301 | 0.3086 0.2784

Tabla 9.4: Ajuste de los parametros de la variante N2

Modelo de | Parametro Variante de ensayo Promedio
fundacién | de ajuste | SM-D1 | SM-D2 | CM-D1 | CM-D2
Perfil 0 ko 8945 | 12269 | 6879 | 11209 | 7911 / 11739
|Aa]] 0.2819 | 0.2875 | 0.2288 | 0.3077 0.2765
Perfil 1 ko 9020 | 12386 | 6868 | 11151 | 7945 / 11768
|Aa] 0.2830 | 0.2894 | 0.2312 | 0.3096 0.2783
Perfil 2 ko 8985 | 12337 | 6844 | 11092 | 7915 / 11710
|Aa] 0.2818 | 0.2872 | 0.2214 | 0.3058 0.2740
Perfil 3 ko 8946 | 12269 | 6907 | 11258 | 7926 / 11768
|Aa] 0.2881 | 0.2953 | 0.2460 | 0.3169 0.2866
Perfil 4 ko 9059 | 12435 | 6868 | 11160 | 7963 / 11798
|Ac|| 0.2947 | 0.3020 | 0.2538 | 0.3233 0.2934

Tabla 9.5: Ajuste de los parametros de la variante N1
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9.1.5 Comentarios finales

El modelo del Prototipo de Interaccién resulta menos sensible al perfil adoptado para el
suelo que a otros pardmetros como FEI y kg con mayor influencia en puntos sobre la es-
tructura que poseen las mayores amplitudes de la respuesta dinamica. De esta forma, el
intento de determinar el perfil de suelo en base a ensayos realizados sobre el sistema aco-
plado puede resultar demasiado pretencioso. Por otra parte, la representacién matricial del
comportamiento del bloque de fundacién restringe severamente el nimero de parametros de
ajuste del suelo dado que deben mantenerse las relaciones geométricas y mecanicas entre los
distintos estratos. Los valores ajustados de velocidad de propagacién son bastante similares
a los obtenidos en el ajuste del modelo del bloque de fundacién evidenciando la importancia
que tiene toda informacién que permita la caracterizacién del perfil del suelo.

La incorporacién de resortes rotacionales de vinculacion de la masa adicional con el
tubo y del tubo con el bloque de fundacién resulta notablemente méas importante que la
utilizacion de resortes traslacionales. Los resortes rotacionales permiten ademéas compensar
en pequena medida la flexibilidad de la masa adicional, el bloque de fundacién y las placas
extremas del tubo. Sin embargo, esta compensacién introduce alguna inexactitud en el
modelo que debe mantenerse dentro de ciertos margenes.

La descomposicion modal de la flexibilidad dindmica de las variantes SM-D1-PO-N1 y
CM-D1-P0-N1 se muestra en las Figuras 9.42 y 9.43 respectivamente. Los pares de modos
complejos conjugados 1 /2, 3/4 y 5/6 constituyen los modos primarios que surgen como
variantes de los modos de empotramiento perfecto. Los modos reales a y b junto con los
pares de modos complejos conjugados ¢ /d y e/ resultan modos secundarios que aparecen
por la incorporacién de los 2 GL de la interfaz y la introduccién de 4 GL generalizados
en las matrices del bloque de fundacién. La contribucién de los modos secundarios a la
respuesta resulta practicamente despreciable para los casos analizados (no aparece ningin
modo propio de la interaccién) aunque su influencia es mas notoria a medida que los GL
se encuentren mas proximos al bloque de fundacién. El nimero de GL generalizados que
se utilizan en la definiciéon de las matrices de la fundacion condiciona el nimero de mo-
dos secundarios. Sin embargo, la receptancia permanece casi inalterada en caso que no se
modifiquen sustancialmente los modos primarios.

La mayor complejidad en relacién a la forma modal se presenta en el 2° modo global
primario constituido por el par de modos complejos conjugados 3 /4. Las Figuras 9.44 y
9.45 muestran el 2° modo global primario para las variantes SM-D1-P0-N1 y CM-D1-P0-N1
respectivamente. Los instantes 1° y 3° se encuentran separados 90° del ciclo completo del
modo y muestran la forma modal en los momentos de giro maximo y nulo de la placa
superior respectivamente. Los instantes 2° y 4° se encuentran también separados 90° del
ciclo completo: en la variante de ensayo SM muestran la forma modal en los momentos
de giro maximo y nulo del bloque de fundacién mientras que en la variante de ensayo CM
muestran la forma modal en los momentos de giro nulo y méximo del bloque de fundacién.

En las Tablas 9.6 y 9.7 se presentan los primeros polos del sistema (s,) expresados en
Hz para la condicién de empotramiento perfecto junto con los polos obtenidos en la variante
de ajuste PO-N1. La matriz de amortiguamiento de la estructura es proporcional a la matriz
de masa produciendo que las relaciones de amortiguamiento para empotramiento perfecto
verifiquen la ecuacién (2.15b) con v = 1.8. El amortiguamiento de los modos secundarios
de la variante de ajuste PO-N1 toma valores altos que superan el 30 % del amortiguamiento
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Fig. 9.42: Descomposiciéon modal de la receptancia de la variante SM¥-D1-PO-N1 (cont.)

166



Cap. 9

Casos Reales Estudiados

Completo

Modos 1/2
Modos 3/4
Modos 5/6
1072t -+ Modos a/b
Modos c/d

‘= Modos e/f

w
T

=
| © |
EN

Amplitud [m/kN]
=Y
o

iy
OI
o

10

-7

-8

10 ‘

0 50 100 150
Frecuencia [Hz]

Fig. 9.42: Descomposicion modal de la

200

o 34
10 T T T
= Completo
107t == Modos 1/2| |
=1 Modos 3/4
1 Modos 5/6
102k - Modos a/b | |
- - Modos c/d
=+ Modos e/f
—107°
<
E
T10'
=4
1S
<10°

10°°

-8

lo L L L
0 50 100 150
Frecuencia [Hz]

200

Amplitud [m/kN]

=
o

o 43

10 T T T
= Completo

107tk == Modos 1/2| |
=1 Modos 3/4
1 Modos 5/6

1072k -~~~ Modos a/b| |
- - Modos c/d
‘= Modos e/f

107}

10™

-5

10

-7

10_8 ! ! !
0 50 100 150

Frecuencia [Hz]

200

receptancia de la variante SM-D1-P0-N1 (cont.)

o 044
10 T T T
= Completo
107t == Modos 1/2| |
=1 Modos 3/4
1 Modos 5/6
1072k -+ Modos a/b| |
- - Modos c/d
=+ Modos e/f
10

10

10 ‘

Amplitud [m/kN]
=Y
o

=
o

|
IS

|
o

-6

-8

0 50 100 150
Frecuencia [Hz]

200

Fig. 9.42: Descomposiciéon modal de la receptancia de la variante SM¥-D1-PO-N1 (cont.)

167



Cap. 9 Casos Reales Estudiados

31 41
10 T T T 10 T T T
== Completo == Completo
107tk == Modos 1/2| | 107tk == Modos 1/2| |
=1 Modos 3/4 =1 Modos 3/4
1 Modos 5/6 1 Modos 5/6
1072t - Modos a/b | | 102k ~ Modos a/b| |
- - Modos c/d - - Modos c/d
‘= Modos e/f ‘= Modos e/f
3 -3

=
°© I
=
o

|
I
|
I

Amplitud [m/kN]
=Y
o
Amplitud [m/kN]
)

a
T
|
a

10 LU S W SO
~ -
~ ~o
6 e - T .‘H—-_.
10 'k 10F _ - ¥--__ E
107k 1 107 1
108\ """""" R L 108 L L L ‘
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Frecuencia [Hz] Frecuencia [Hz]

Fig. 9.43: Descomposicion modal de la receptancia de la variante CM-D1-P0O-N1
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Fig. 9.43: Descomposiciéon modal de la receptancia de la variante C¥-D1-PO-N1 (cont.)
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Fig. 9.43: Descomposiciéon modal de la receptancia de la variante CM-D1-PO-N1 (cont.)
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critico. El amortiguamiento del 1° modo global primario (constituido por el par de mo-
dos complejos conjugados 1 /2) resulta ligeramente superior al valor correspondiente a la
condiciéon de empotramiento perfecto en tanto que el amortiguamiento del 2° modo global
primario (constituido por el par de modos complejos conjugados 3 /4) toma valores nota-
blemente superiores. La complejidad en la forma modal y el alto incremento en el valor
del amortiguamiento indican que el 2° modo global primario resulta el mas afectado por el
fenémeno de interaccién. La disminucion del valor de la componente oscilatoria (parte ima-
ginaria) de los polos producida por la flexibilizacién del apoyo para los 2 primeros modos
globales primarios varfa aproximadamente entre 10 % y 15 %. El 3° modo global primario
(constituido por el par de modos complejos conjugados 5 /6) se encuentra fuera del rango
de analisis debido a la disminucién de la sensibilidad de los trasductores utilizados en el
ensayo dindamico para frecuencias mayores a 250Hz. Sin embargo, las funciones de transfe-
rencia experimentales que alcanzan los 500Hz muestran claramente que el amortiguamiento
del 3° modo resulta del orden del amortiguamiento del 1° modo.

Modo Emp. perfecto Direccion 1 Direccion 2
Sy &r 1% Sy &r (%) Sy &r (%)
a/b - — | =1201/ —206.2 | 100 | —119.6 / —205.2 | 100
c/d — — —38.34 £+ 66.78i 49.8 —38.31 £+ 66.813 49.7
e/f — — —49.57 £ 126.07 36.6 —47.66 £ 126.97 35.2
1 /2 —0.143 £22.437 | 0.64 —0.157 £ 18.99¢ 0.82 —0.158 £+ 19.544 0.81
3/4 | —0.143 +145.2¢ | 0.10 —11.32 £128.27 8.79 —13.39 4+ 131.37 10.1
5/6 | —0.143+395.9: | 0.04 —2.385 £ 366.71% 0.65 —2.662 £ 373.43 0.71

Tabla 9.6: Comparacion de polos de empotramiento perfecto y variante SM-PO-N1

Modo Emp. perfecto Direccion 1 Direccion 2
Sy &r 1) Sy &r 1%] Sy & (%]
a/b — — —120.4 / —207.0 | 100 | —119.7 / —205.5 | 100
c/d — — —38.10 £ 67.207 49.3 —38.00 £ 67.267 49.2
e/f — — —54.17 £ 125.61 39.6 —52.86 £ 128.3¢ 38.1
1 /2 —0.143 £10.947 | 1.31 —0.144 £ 9.252¢ 1.56 —0.145 £+ 9.682¢ 1.49
3/4 | —0.143 £117.2¢ | 0.12 —5.938 £ 98.237 6.04 —7.570 = 101.67 7.43
5/6 | —0.143 +325.3; | 0.04 —2.344 £ 2R89.41 0.81 —3.099 £ 313.87 0.99

Tabla 9.7: Comparacién de polos de empotramiento perfecto y variante CM—-PO-N1

La utilizacién de los dbacos de interaccién presentados en el capitulo 6 y en el Apéndice
C permiten la obtencién de valores aproximados de las reducciones de las frecuencias y de
las relaciones de amortiguamiento por radiacion del Prototipo de Interaccién debidas a los
efectos de la interaccion suelo-estructura. La utilizacion de una secciéon uniforme para la es-
tructura con una masa por unidad de longitud m = 0.01896 ¢tn/m y la adopcién de un disco
rigido de fundacién apoyado sobre un semi-espacio homogéneo de suelo con una velocidad
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[

1° Instante [6 = 0°] 2° Instante [ 6 = 69°] 3° Instante [ 6 = 90°] 4° Instante [ 6 = 159°]

Fig. 9.44: Forma modal del 2° modo global primario de la variante SM-D1-P0-N1

— [

1° Instante [6 = 0°] 2° Instante [ 6 = 30°] 3° Instante [ 8 = 90°] 4° Instante [ 6 = 120°]

Fig. 9.45: Forma modal del 2° modo global primario de la variante CM-D1-P0-N1
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de ondas de corte V5 = 170 m/s producen los siguientes pardmetros adimensionales

— L 2392 m
L=="=2"""""x56
r 0.425 m
2
=7 Bl _ 1597 kN.m 19w 103
pV2LA ~ 1.40 tn/m® x 1702 m2/s? x 2.392% m?
.01
M= o 0.01896 tn/m ~ 2.4 %1073

pL2 ~ 1.40 tn/m? x 2.3922 m?

En la Tabla 9.8 se presentan las relaciones entre los mddulos de los polos promediados
de ambas direcciones y los polos de empotramiento perfecto de los modelos calibrados del
Prototipo de Interaccién sin masa adicional junto con las relaciones entre médulos de polos
extraidas de los abacos de interaccion utilizando los pardmetros adimensionales calculados.
La Tabla 9.8 muestra ademés las relaciones de amortiguamiento para estos mismos casos.
Los valores promediados de las relaciones entre médulos de polos de los modelos calibrados
resultan algo menores que los valores obtenidos de los dbacos de interaccién debido a los
efectos del resorte rotacional considerado. Las relaciones de amortiguamiento de los modos
1/2y 5/6 de los modelos calibrados resultan menores a las obtenidas de los dbacos de
interaccion a pesar del amortiguamiento propio de los modelos de la estructura del Prototipo
de Interaccién. La causa de esta diferencia puede atribuirse a la menor disipaciéon por
radiaciéon de los modelos calibrados por el menor giro del bloque de fundacién debido
al resorte rotacional. Las relaciones de amortiguamiento del modo 3 /4 sélo presentan
diferencias del orden del 25 %.

Modo | Modelos calibrados | Abacos de interaccion
‘SZleJ}| ’87]7@:{:‘
’S;enmp| &r (%) |S$mp| &r (%]
1/2 0.86 0.8 0.90 ~ 2.0
3/4 0.90 94 0.96 ~ 7.0
5/6 0.94 0.7 0.98 ~ 4.0

Tabla 9.8: Comparacion de relaciones de polos y relaciones de amortiguamientos

9.2 Molino de Crudo (Planta L’Amali - Loma Negra)

La Planta L’Amali pertenece a la fabrica Loma Negra que se encuentra en la ciudad de
Olavarria (provincia de Buenos Aires). El Molino de Crudo es una estructura de grandes
dimensiones con una importante interaccion suelo-estructura que representa un caso real
relevante desde el punto de vista del presente trabajo.

9.2.1 Descripcién del sistema

El Molino de Crudo consiste en una estructura metalica con un recipiente que almace-
na la materia prima y piezas méviles que realizan la trituracién. La fundacién del molino
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esta constituida por un bloque masivo de hormigén armado que puede considerarse prisméati-
co a los efectos del modelado. La caracteristica més sobresaliente del sistema es que una
considerable fraccién de la masa total de aproximadamente un 80 % se encuentra concen-
trada en el bloque de fundacion. En las Figuras 9.46 y 9.47 se presentan la planta y un
corte del bloque de fundacioén respectivamente.

El objetivo principal del trabajo encargado por los propietarios consiste en el estudio de
la propagacién de las vibraciones producidas por el molino a través del suelo a los edificios
colindantes. El interés se centra entonces en la respuesta dindmica del bloque de fundacion
para bajas frecuencias que depende fundamentalmente de los primeros modos naturales
de vibracion del sistema. Estos modos involucran principalmente la deformacién del suelo
circundante, el movimiento de cuerpo rigido del bloque de fundacién y la deformacién casi
estatica (o primer modo de base rigida) de la estructura del molino. Por lo tanto, a pesar de
la gran complejidad de su estructura no es necesario utilizar un modelo riguroso del molino
para reproducir el comportamiento del sistema para bajas frecuencias. De esta forma, la
utilizacién de un oscilador simple acoplado al bloque de fundacién resulta suficiente para
representar la contribucion de la estructura del molino a la respuesta global del sistema
para este rango de frecuencias.

9.2.2 Ensayo del sistema

Fl sistema posee un plano vertical de simetria. La respuesta del sistema para cargas aplica-
das sobre este plano de simetria puede reproducirse utilizando un modelo plano desacoplado
de los restantes grados de libertad espaciales. De esta forma, la condicién de simetria per-
mite utilizar un modelo simple para ajustar propiedades globales del sistema.

La posicién de los ejes cartesianos utilizados como referencia de las coordenadas del
sistema es la siguiente:

e el eje X es horizontal y se encuentra en la interseccién de la superficie del terreno y el
plano de simetria,

e ¢l eje Y es horizontal y perpendicular al plano de simetria, y se encuentra en la inter-
seccion de la superficie del terreno y una cara lateral del bloque de fundacién, y

e ¢l eje Z es vertical y estd contenido en el plano de simetria.

La determinacion experimental de la receptancia se realiza a través de ensayos impulsi-
vos sobre la superficie del bloque de fundacién que se encuentra a 2.00m sobre la superficie
del terreno natural. Las cargas impulsivas se aplican sobre un unico punto simbolizado con
un tridngulo en las Figuras 9.46 y 9.47 cuya ubicacién se encuentra en la interseccién del
plano de simetria y la superficie del bloque de fundacién a una distancia horizontal de 1.50m
respecto al origen de coordenadas. Estas cargas se obtienen dejando caer a través de una
gria un bloque de hormigén de 0.50mx 0.50mx 1.00m designado en adelante como martillo
de una altura de aproximadamente 0.60m sobre una plataforma rectangular provista con
una cama de arena de 0.20m de espesor para eliminar contenidos de alta frecuencia. Esta
plataforma posee en sus vértices celdas de carga vinculadas rigidamente con resina epoxi a
la superficie del bloque de fundacién para asegurar una transferencia efectiva de las cargas.
En las Figuras 9.48 y 9.49 se muestra la secuencia de impacto del martillo sobre el bloque
de fundacién durante los ensayos impulsivos.
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Fig. 9.46: Planta del bloque de fundacion del Molino de Crudo
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Fig. 9.47: Corte del bloque de fundaciéon del Molino de Crudo
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Fig. 9.49: Martillo sobre la plataforma luego del impacto
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La respuesta del sistema se registra a través de sensores de aceleracién uniaxiales
colocados en direccién vertical sobre la superficie del bloque de fundacién. La posicién de
los sensores se representa con circulos en las Figuras 9.46 y 9.47. La respuesta simétrica
de los puntos 2a y 2b se promedia para obtener la respuesta en el plano X-Z del punto 2
ubicado sobre la linea que une los puntos 1 y 3 en la superficie del bloque. Las coordenadas
relativas de estos puntos respecto al punto de aplicacion de las cargas resultan

Punto X Y A

1 0.000 | 0.000 | 0.000

2 6.100 | 0.000 | 0.000

3 12.200 | 0.000 | 0.000

Dado que el bloque de fundacién presenta una ligera flexibilidad se utiliza la respuesta
de los puntos 1, 2 y 3 (que seria redundante si el bloque fuese infinitamente rigido) para
ajustar con el criterio de minimos cuadrados las componentes vertical y de giro del movi-
miento equivalente de cuerpo rigido. El movimiento vertical de un punto sobre la superficie
del bloque de fundacién puede obtenerse en funcion de las componentes de cuerpo rigido
respecto al punto de impacto del martillo como

u; = uy — - ¢, (9.36)
La respuesta de los puntos medidos podria calcularse entonces como
Ul 1 0 uF
up | =11 —6.10 [ ¢§ ] (9.37)
us 1 —12.20 Y

Por lo tanto, las componentes de la receptancia experimental que pueden obtenerse con la
disposicion utilizada para los sensores son los GL vertical y de giro del bloque de fundacién
considerado infinitamente rigido

[ d)”; ] =1 -6.10 Uo (9.38)
Y 1 —-12.20 us

Esta expresién que se aplica para cada frecuencia de andlisis permite obtener la columna
de la matriz de receptancia vinculada al tnico punto utilizado para aplicar las cargas im-
pulsivas. Los GL vertical y de giro se encuentran acoplados a diferencia del caso del bloque
de fundacién del Prototipo de Interaccion. Por lo tanto, las componentes de la matriz de
receptancia utilizadas para el ajuste son el término de la diagonal principal asociado al
movimiento vertical y el término de acoplamiento de los movimientos vertical y de giro. La
receptancia experimental toma valores considerados confiables en el rango de frecuencias
entre 6Hz y 25Hz donde la coherencia supera 0.9.

9.2.3 Modelado del sistema

La definicién de la receptancia experimental sobre el plano de simetria X-Z y la hipotesis
de bloque de fundacién infinitamente rigido permiten utilizar un modelo plano de pocos
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GL para reproducir la respuesta del sistema dentro del rango de frecuencias de analisis.
El modelo propuesto para el sistema completo se muestra en la Figura 9.50. Los 4 GL
independientes de este modelo son

e 3 GL del bloque de fundacién (uy, uy y ¢y), v

e 1 GL horizontal adicional para la estructura del molino (u}").

K M
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<V
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GG semiespacio GG

ALK <
\\/x\\//\\\//\\\/x/x/, YO U UIIND SO NYONVONIYONIONVSNIS

Fig. 9.50: Modelo del Molino de Crudo

La flexibilidad dinamica analitica en el plano X-Z del bloque de fundacién considerado
infinitamente rigido y sin masa se calcula con el programa SASSI ([34]). El GL vertical
de la fundacién para este sistema resulta siempre acoplado a los GL horizontal y de giro
debido tanto a la posicién del punto de impacto como a la excentricidad existente entre el
baricentro y el centro de rigidez.

Los datos obtenidos del perfil de suelo a través de ensayos de hoyos cruzados (cross
hole) y de anélisis espectral de ondas superficiales (SASW) sugieren la adopcién de un perfil
simplificado que consiste en un estrato de 11.20m de espesor apoyado sobre un semiespacio.
En ambos dominios se adopta una densidad p = 1.75 tn/m?3 y un coeficiente de Poisson
v = 1/3. La velocidad de propagacién de ondas de corte del estrato Vs es un pardmetro
de ajuste en tanto que la relacién entre velocidades del estrato y el semiespacio Vg/ V.
toma valores discretos. A los efectos de la adimensionalizacién de las curvas de receptancia
calculadas con el programa SASSI se utilizan como valores de referencia los coeficientes
de flexibilidad estatica de un disco rigido sobre la superficie de un semiespacio extraidos
del trabajo de Luco et al. ([52]). El célculo de los coeficientes de flexibilidad estética se
realiza utilizando la velocidad de propagacién correspondiente al estrato superior y un
radio equivalente r = 7.600m. Dado que la forma de las curvas adimensionalizadas depende
de la relacién entre las velocidades del estrato y el semiespacio se adoptan 3 valores que
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generan los siguientes casos de anélisis

o Caso 1: Vg/V® =0.50
e Caso 2: Vg/V® =0.60
e Caso 3: Vg/V© =0.70
Los valores de flexibilidad estatica utilizados para la adimensionalizacién de las curvas
tomando Vg = 250m/s para el caso 1, Vg = 300m/s para el caso 2 y Vg = 350m/s para el
caso 3 se presentan en la Tabla 9.9.

Caso ath Oigv Cfonm a;)Lm | a(r)nh agm | a’ronv a;)w | agh
o | i | aEs | VeRee | VAR | VoRiak
[10*7£] [10*7ﬂ] {10*9 1 } [10*8 L} [10*8 L} [10*7 ﬂ}
EN EN EN.m EN EN kN
1 2.506 2.005 5.207 3.612 3.231 2.242
2 1.740 1.392 3.616 2.509 2.244 1.557
3 1.279 1.023 2.657 1.843 1.649 1.144

Tabla 9.9: Valores de flexibilidad estatica de referencia

El bloque de fundaciéon se apoya en forma efectiva en el fondo de la excavacién a una
profundidad de 8m de la superficie del terreno natural. Sin embargo, las caras laterales de
la fundacién poseen una interfaz flexible en contacto con el suelo constituida por material
de baja compacidad colocado luego del hormigonado del bloque. La simulacién de esta
caracteristica se realiza asumiendo una flexibilidad aparente del bloque de fundacién que
se apoya sobre una superficie infinitamente rigida en el fondo de la excavacién donde se
traslada el punto de referencia de la rigidez. El efecto de flexibilizacion lateral se estudia
para el caso 2 utilizando 3 relaciones entre los médulos de elasticidad longitudinal del
hormigén Ego y el suelo Ego

e Caso 2A: Epo/Es. =10
e Caso 2B: Epo/FEgo =2.5
e Caso 2C: Epo/Ego =1

donde

Ego=2-(14v)-p-V2 (9.39)
Las curvas analiticas de los casos analizados calculadas con el programa SASSI se muestran
en las Figuras 9.51 a 9.56 junto con las curvas ajustadas con el MPMC para obtener matrices
modales que se convierten luego en matrices equivalentes de rigidez y amortiguamiento. Los
indices utilizados para los GL del bloque de fundacién son los siguientes

GL | ug | ug | ¢,

Indice | h v | m
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Fig. 9.52: Curvas analiticas de receptancia adimensional del caso 2 (Vs/VS° = 0.60)
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Fig. 9.53: Curvas analiticas de receptancia adimensional del caso 3 (Vs/VS° = 0.70)
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Fig. 9.54: Curvas analiticas de receptancia adimensional del caso 2A (Epo/Ego = 10)
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Fig. 9.55: Curvas analiticas de receptancia adimensional del caso 2B (Epo/Ego = 2.5)
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Fig. 9.56: Curvas analiticas de receptancia adimensional del caso 2C (Ego/Ege = 1)
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Las cargas unitarias para evaluar la flexibilidad dinamica de la fundacién se aplican en
el punto de referencia de la rigidez O,. La matriz diagonal de masa referida al baricentro Oy,
se calcula en funcién de la densidad, el volumen y el momento de inercia respecto al eje Y de
la fundacion. En las Figuras 9.46 y 9.47 se muestra la ubicacién del punto de referencia de
la rigidez Oy y del baricentro Oy, del bloque de fundacién. Las coordenadas de las matrices
del modelo analitico referidas a estos puntos deben transformarse a las coordenadas del
punto de aplicacion de las cargas impulsivas O para obtener la contraparte analitica de la
receptancia. Las coordenadas de estos puntos son

Punto X Y Z
O, 7.600 | 0.000 | —4.000
Oy | 8.342 | 0.000 | —3.000
O 1.500 | 0.000 | 2.000

La matriz de masa del bloque de fundacién referida al baricentro es la siguiente

5633 tn 0 0
My, = 0 5633 tn 0 (9.40)
0 0 169000 tn.m?2

Las coordenadas del baricentro se obtienen en funcién de las coordenadas del punto de
impacto como

ug 10 2 ul 1 0 —50007 [ v
u? | =10 1 —axp uf | =10 1 —6.842 uf (9.41)
¢5 00 1 oy 0 0 1 Y
La matriz de masa referida al punto de impacto deja de ser diagonal resultando
5633 tn 0 —28170 tn.m
My = 0 5633 tn —38540 tn.m (9.42)

—28170 tn.m —38540 tn.m 573500 tn.m?

Las coordenadas del punto de referencia de la rigidez se obtienen en funcién de las coorde-
nadas del punto de impacto como

Uy 10 2 Uy, 1 0 —6.000 Uy,
ut | =10 1 —a uf | =10 1 —6.100 uf (9.43)
@ 00 1 ¢r 00 1 ¢r

Esta matriz de transformacion permite referir las coordenadas fisicas de las matrices de
rigidez y amortiguamiento al punto de impacto. Las coordenadas generalizadas de estas
matrices no necesitan ser transformadas.

El cuarto GL del sistema es el desplazamiento horizontal u)' de la estructura del molino.
La masa m,,; del molino se considera concentrada en el punto Oy (se desprecia su inercia
rotacional) a una altura hy; de la superficie del terreno y vinculada a través de un resorte ky;
a un punto infinitamente préximo Oy, con las mismas coordenadas pero formando parte del
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bloque de fundacién. La masa del molino se asume rigidamente vinculada a la fundacién en

la direccion vertical. Las matrices de rigidez y masa de la estructura del molino en funcién
M m m m

de las coordenadas uy, uy', uz" y ¢;" resultan

ke —ky 0 O my | O 0 0

Ky, = —ku ka 0 0 My, = 0 0 0 0 (9.44)
0 0 0 0 0 0 my O
0 0 0 O 0 0 0 0

Estas coordenadas se obtienen en funcién de las coordenadas globales del sistema ), ul,

F F
uz y ¢, como

! 1/0 0 o ) 1{o o0 o0 Uy
wm | _ 101 0 zm wy || 0|1 0 hy U | (9.45)
m F F
u? 0/0 1 —2m u 010 1 —6.1 uF
o 0j[0 0 1 Py, 0j0 0 1 o

Por lo tanto, las matrices de la estructura del molino referidas a las coordenadas globales
resultan

kM ‘ 7kM 0 7hM : kM
KM — —k?M k;M 0 hM : kM (946)
0 0 0 0
_hM ' kM hM kM 0 h%{ : kM
Mt ‘ 0 0 0
My=]| 0|0 0 0 (9.47)
O 0 mM _6]. ° mM
| 0 O _61 ° ml\/[ 3721 : mlw

El ensamblaje de las matrices del bloque de fundacion y de la estructura del molino permite
obtener las matrices del sistema completo utilizadas en el calculo de la receptancia analitica.

9.2.4 Ajuste del modelo del sistema

Los parametros de ajuste seleccionados para la calibracion del modelo del sistema completo
son

1. la constante del resorte de vinculacién de la estructura y la fundacion ky,

2. la masa de la estructura del molino m,

3. la altura de la masa del molino desde la superficie del terreno hy, y

4. la velocidad de propagacién de las ondas de corte del estrato superior V;.

El ajuste se realiza en el rango de frecuencias con buena coherencia que se extiende de 6 a
25Hz utilizando la siguiente norma de error para el control de la convergencia

2 M 2

w w

[Aall; = | 52 3 %0 — el + S22 3 ) — o)l (9.48)
k=1 k=1
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donde wy, v Wy, son pesos relativos utilizados para conseguir un ajuste balanceado en
virtud de la diferencia de unidades de los GL medidos. Los resultados de los ajustes de los
distintos casos se muestran en las Figuras 9.57 a 9.62.

A pesar de sus escasas dimensiones se observa que el modelo tiene la capacidad de
X en el rango de
frecuencias de 8 a 13Hz. Las variantes estudiadas del caso 2 permiten comprobar que estos
picos no pueden atribuirse a la flexibilizacién lateral del bloque de fundacién. La norma de
error alternativa || Ac||;; excluye entonces el rango de frecuencias de o, con ajuste pobre
para obtener la bondad del ajuste en las zonas de la receptancia con mejor aproximacion.
Los valores de los parametros ajustados se presentan en la Tabla 9.10 donde se comprueba
que el caso 3 con menor valor de ||Acl|; produce el mejor ajuste global. Sin embargo, la
misma norma de error para el caso 2 sélo resulta ligeramente superior. La relacion entre la
masa del bloque de fundacién (my) y la masa total ajustada del sistema (my + my) para
el caso 3 resulta del 76 % mientras que para el caso 2 resulta del 81 %. Ambas relaciones
son muy préximas al valor estimado del 80 % teniendo en cuenta las incertidumbres en la
cantidad de material considerada dentro del molino.

reproducir satisfactoriamente las curvas experimentales excepto para «

En la Figura 9.63 se muestran los perfiles de velocidad de ondas de corte del suelo
obtenidos con los métodos de auscultacién dindmica junto con el perfil del modelo analitico
que utiliza los parametros ajustados para el caso 3. Se observa que las bajas velocidades de
propagacion de las capas superficiales del suelo entre 0 y 4m no influyen en el valor ajustado
del estrato unificado que toma un valor medio de las profundidades entre 4m y el limite
inferior del estrato en 11.2m. Por otra parte, las caidas de la velocidad de propagacion de
las profundidades entre 15 y 20m no repercuten en el valor ajustado para el semiespacio.

Caso Kar my | o Vs | V& | Al | [[Aall,
[107 %] tn] | [m] [m] [%} [106] [106}
1 0.373 878 | 12.4 | 305 | 610 | 0.203 0.154
2 0.569 | 1314 | 8.49 | 324 | 540 | 0.168 0.134
3 0.797 | 1804 | 5.72 | 343 | 491 | 0.163 0.146
2A 0.701 1412 | 5.78 | 339 | 564 | 0.185 0.172
2B 0.823 | 1402 | 4.04 | 362 | 603 | 0.190 0.175
2C 1.448 | 2099 | 0.09 | 396 | 660 | 0.203 0.183

Tabla 9.10: Valores de los parametros ajustados del Molino de Crudo

9.2.5 Comentarios finales

El modelo simplificado del sistema completo permite simular satisfactoriamente la respuesta
medida sobre el bloque de fundacién. La adopcién de un perfil de suelo con un tinico estrato
apoyado sobre un semiespacio resulta adecuada. La inclusion de sélo un GL para la masa
superior de la estructura del molino es suficiente para reproducir el pico proximo a 20Hz y
acomodar la fase de la respuesta. Los picos de o, en el rango de frecuencias de 8 a 13Hz
atribuidos a resonancias de la estructura no se reproducen por la simplificacién del modelo
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Fig. 9.63: Comparacion de perfiles de velocidad de ondas de corte del suelo

del molino aunque estos modos no dependen de la rigidez del bloque de fundacién ni del
fenémeno de interaccién suelo-estructura. La interfaz flexible entre el bloque de fundacién y
el suelo no influye en forma apreciable en el ajuste por lo que este efecto puede prescindirse
en el modelo. Los parametros de ajuste calibrados pueden incorporarse a un modelo de

mayor sofisticaciéon para el estudio de propagacién de vibraciones a través del suelo a los
edificios adyacentes dentro de la planta.

En la Tabla 9.11 se presentan los principales polos del modelo ajustado del caso 3 junto
a las relaciones de amortiguamiento respectivas que superan el 10 % para todos los modos.
Los mayores valores de amortiguamiento se producen para el 2° y 3° modo mientras que
los valores de amortiguamiento del 1° y 4° modo son similares. La distribucién del amor-
tiguamiento en los primeros modos de vibracién se asemeja a la observada en el Prototipo
de Interaccion. Sin embargo, los valores de amortiguamiento resultan superiores debido a
la mayor disipacién del suelo para movimientos verticales.

Modo Sy &r (%1
1 —0.624 +6.1582 | 10.1
2 —2.935 £ 7.642¢7 | 35.8
3 —3.046 £+ 10.367 | 28.2
4 —2.857+19.837 | 14.3

Tabla 9.11: Polos y relaciones de amortiguamiento del modelo ajustado del caso 3
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Conclusiones y Discusiones

El procedimiento propuesto para la calibraciéon de modelos de sistemas con interaccién suelo-
estructura compuestos por una estructura de desarrollo lineal en altura y una fundacién
superficial es el siguiente:

e Realizacion de un ensayo dinamico sobre puntos adecuados de la estructura y de la
interfaz con la fundacién.

e Procesamiento de las senales experimentales para la determinacion de las funciones de
transferencia del sistema.

e Modelado de la estructura con los métodos tradicionales.

e Modelado de la fundacién en los GL de la interfaz a través de matrices de rigidez y
amortiguamiento (y eventualmente masa) con GL generalizados.

e Acoplamiento de los modelos de la estructura y la fundacién.
e Seleccion de parametros de ajuste de la estructura y el suelo.

e Determinacion de la sensibilidad de las funciones de transferencia analiticas respecto
a los parametros seleccionados.

e Utilizacion del método de la funcion de respuesta en frecuencia para la calibracién de
los pardmetros de ajuste.

La obtencion de las matrices fisicas de la fundacién requiere el cédlculo de soluciones
rigurosas de la receptancia en los GL de la interfaz con la estructura. La caracterizacién del
perfil de suelo puede realizarse en base a un andlisis espectral de ondas superficiales o utili-
zando otros métodos de auscultacion dindmica. La aplicacién de técnicas experimentales de
identificacion de pardmetros modales sobre la receptancia analitica de la fundaciéon permite
determinar matrices modales que se transforman luego en las matrices fisicas utilizadas en
el modelado.

Las propiedades mecanicas de los suelos determinadas con distintos métodos de auscul-
tacion suelen presentar importantes dispersiones. El ajuste de estas propiedades a través del
andlisis modal experimental de sistemas con interaccion suelo-estructura permite obtener
valores globales optimizados y representativos del terreno circundante para una descripcion
adecuada del comportamiento dindmico de la estructura acoplada a la fundacién.
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Las conclusiones de este trabajo son:

1.

La técnica propuesta para el modelado de la fundacién permite mantener en forma
explicita los parametros de ajuste del suelo. La determinaciéon de matrices de rigidez
y amortiguamiento independientes de la frecuencia para la fundacién en los GL de la
interfaz con la estructura permite la calibraciéon simultdanea de pardametros de ajuste
del suelo y la estructura.

La identificaciéon de parametros modales del sistema completo a través del modelo
calibrado posibilita la aplicacién del método de descomposicién modal con una formu-
lacién de primer orden para el calculo de la respuesta frente a diferentes estados de
carga.

Los dbacos de interaccién obtenidos permiten la estimacién de los efectos de la interac-
cién en los parametros modales de estructuras predominantemente uni-dimensionales
sobre discos rigidos de fundacién. La utilizacién de estos abacos requiere el calculo de
parametros adimensionales que gobiernan el comportamiento dinamico del sistema.

Los estudios de sensibilidad frente a simplificaciones introducidas en el modelado de la
fundacién revelan las dispersiones de los parametros ajustados del suelo y la estructura
en funcién de la influencia de los efectos de la interaccién en la respuesta del sistema.
Estas dispersiones se expresan a través de la comparacién de los valores de la rigidez
flexional de estructuras predominantemente uni-dimensionales y la velocidad de ondas
de corte del suelo para las variantes consideradas.

La calibracion de los pardametros de ajuste de modelos simplificados de los perfiles de
suelo para los casos reales estudiados permiten la compensacion de heterogeneidades
del terreno de fundacién. La presencia de estas heterogeneidades se detectd a través
de ensayos independientes del suelo que consisten en la medicién de velocidades de
propagacion de ondas de corte.

La comparacion de los valores de velocidad de ondas de corte del suelo y de rigidez
flexional de la estructura del Prototipo de Interacciéon ajustados primero con el sis-
tema desacoplado y luego con el sistema acoplado permiten advertir que se produce
una variacién sistemaética de estos valores para compensar posibles inexactitudes en el
modelado de los pernos de vinculaciéon de ambos sub-sistemas. Los valores de rigidez
flexional ajustados con el sistema acoplado son mayores mientras que los valores de
la velocidad de ondas de corte son menores en relacion a los valores obtenidos con la
estructura y la fundacién desacopladas.

La deteminacion de los parametros mecanicos de los elementos de vinculacién entre
la estructura y la fundaciéon no resulta una tarea sencilla. La realizacion de ensayos
dindmicos sobre el bloque de fundacién aislado permite un ajuste independiente de sus
parametros que luego se desafectan del proceso de calibracién del sistema acoplado.
Los pardametros ajustados de la fundacién pueden incorporarse directamente al modelo
completo reduciendo el niimero total de parametros de ajuste del sistema y permitiendo
la obtencién de valores mas confiables de los pardmetros mecanicos de los elementos
de vinculacion.

Los dispositivos de carga empleados para los ensayos realizados se disefiaron para ajus-
tar los requerimientos de presicion de acuerdo a la masa del sistema. La aplicacién de
la carga para los ensayos de escala reducida se realizé a través de una celda de carga
montada sobre el extremo de un péndulo, mientras que para ensayos de gran escala
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10.

la carga se aplicé dejando caer un peso sobre una plataforma de carga. Los resulta-
dos obtenidos demuestran que puede alcanzarse una buena coherencia ain cuando la
méxima carga instantdnea sélo representa una muy pequena fraccion del peso total de
la estructura y la fundacién, tal como el 0.1 % para las estructuras de gran escala.

. Los resultados de los ensayos en la forma de modelos numéricos calibrados han mos-

trado suministrar informacién 1til en relacién a las caracteristicas dinamicas asociadas
con efectos de interaccion suelo-estructura para los casos estudiados de reducida y gran
escala.

Los casos de aplicacién estudiados revelan la importancia de ensayos independientes
del terreno circundante al sistema para una caracterizaciéon adecuada del perfil de
velocidades de ondas de corte del suelo.

10.1 Contribuciones

El procedimiento propuesto al comienzo del capitulo constituye la principal contribucion
original. Otras contribuciones propias son:

1.

Utilizacién de funciones de transferencia experimentales en lugar de funciones de res-
puesta en frecuencia en el proceso de ajuste. Un valor adecuado de la parte real de
la variable de Laplace permite una aplicaciéon implicita de un filtro exponencial en el
procesamiento de seniales experimentales eliminando el efecto de fuga.

. Desarrollo del método del polinomio matricial complejo (MPMC) durante la obtencién

de un modelo modal de la fundacién.

. Aplicacién de una técnica experimental de identificacién de parametros modales so-

bre un modelo de respuesta analitico durante la obtencién de un modelo fisico de la
fundacion.

. Construccion de abacos de interaccion para el andlisis de la influencia de la interaccion

en el comportamiento flexional de una estructura prismética acoplado al movimiento
de balanceo de un disco de fundacién.

. Generacién de datos experimentales confiables de sistemas con interaccién suelo-estruc-

tura de escala reducida y de grandes dimensiones.

10.2 Comentarios y Recomendaciones

Los casos analizados en el presente trabajo involucran fundaciones superficiales y estructuras
de desarrollo lineal en altura. La aplicacion directa del procedimiento propuesto para siste-
mas con fundaciones profundas no presenta impedimentos manteniendo acotado el ntimero
de GL en la interfaz con la estructura.

Las curvas adimensionales de la receptancia de la fundacién obtenidas a través de

soluciones rigurosas solo se utilizan manteniendo la relacién entre los parametros de los
distintos estratos. El ajuste simultaneo de los pardmetros de distintos estratos del perfil
de suelo requiere el conocimiento de la contribucién de cada estrato a la receptancia de
la fundacién y la sensibilidad de esta receptancia respecto a los parametros de ajuste. De
acuerdo a la experiencia adquirida con el andlisis espectral de ondas superficiales (SASW),
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el nimero de estratos y de parametros de ajuste no debe ser excesivo para evitar una pérdida
del sentido fisico durante el proceso de calibracion. La utilizacion de restricciones para la
definicién de rangos de variacién de los parametros de ajuste resulta siempre recomendable.

Las deficiencias en el modelado de la estructura y de los elementos de vinculacién con
la fundacién tienden a compensarse a través de cambios inadecuados de los parametros del
suelo durante la calibracién del sistema completo. Por lo tanto, la realizacién de ensayos
sobre los bloques de fundacién aislados durante la etapa constructiva del sistema resulta
muy conveniente considerando la posibilidad de un ajuste independiente de los parametros
del suelo.

10.3 Futuras Lineas de Investigaciéon

Algunas posibles lineas de investigacién relacionadas con el procedimiento propuesto son:

1. Estudios experimentales que permitan un adecuado modelado de los elementos de
vinculacién de la estructura y la fundacién para diferentes tipos de sistemas.

2. Estudios experimentales de estructuras vinculadas a bloques masivos fundados sobre
pilotes.

3. Estudios experimentales de estructuras apoyadas sobre fundaciones desvinculadas con-
siderando el acoplamiento dindamico de las distintas fundaciones.

4. Aplicacién del procedimiento de ajuste a otros casos de interaccién con un mayor
nimero de GL en la interfaz.

5. Desarrollo de técnicas de desacoplamiento para la calibracién de modelos de sub-
sistemas utilizando datos experimentales del sistema completo. El nimero de GL me-
didos del sub-sistema deberia presentar cierta redundancia en relacién al niimero de
GL de la interfaz.
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Apéndice A
Transformada de Laplace

La transformada de Laplace provee una forma conveniente de resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales de tiempo invariante. Las ecuaciones diferenciales se transforman en
un sistema de ecuaciones algebraicas que facilitan la obtencion de la respuesta dindmica de
una estructura.

La transformada de Laplace de una funcién g (¢) para el tiempo de 0 a oo se define como

oo
99 = L) = [ g ar (A1)
donde s es un escalar complejo conocido como variable de Laplace. La informacién contenida
en g (t) previa a t = 0 se ignora o considera nula: la causalidad asumida para los sistemas

estudiados implica que la carga aplicada en el instante ¢ = 0 no produce respuesta para
tiempos negativos. La transformada inversa de Laplace se simboliza £~ (g (s)).

La aplicacién de la transformada de Laplace a las derivadas primera y segunda de g (t)
produce

L) = /0 YW et
ey = [To (o) a

= —g(0)+s /Ooog (t) e *'dt

= —9(0)+sL(g (1)) (A.2)

=[9(® e_St](o]O +s[g(t) e_St]go + 5* /000 g (t) e stdt

= —(0) — 59 (0) + L (g (1)) (A3)

donde ¢ (0) y ¢ (0) son los valores iniciales de g (t) y g (t), respectivamente, para el instante
t=0.
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Apéndice B

La Técnica de Descomposicion de
Valores Singulares

En este apéndice se presenta una breve introduccién de la técnica de Descomposicién de
Valores Singulares (SVD) destacando sus principales caracteristicas y describiendo algunas
aplicaciones comunes.

B.1 Rango de una Matriz

El concepto de rango de una matriz se relaciona directamente con la dependencia lineal
de sus filas y columnas. Por ejemplo, una matriz de N x N cuyas filas son linealmente
independientes tiene un rango igual a N (rango completo). La matriz tiene un rango N — 1
en caso que una fila resulte una combinacién lineal de las restantes filas. Por lo tanto, el
rango de una matriz es igual al niimero de filas linealmente independientes. Una matriz de
M x N con M > N posee rango completo si su rango sea igual a N mientras que posee rango
deficiente si su rango es menor que N. La deficiencia de rango para matrices cuadradas
implica que la matriz es singular y su determinante es igual a cero.

El calculo clasico del rango de una matriz se realiza a través de la eliminacién de
Gauss. Una matriz de N x N con rango r < N posee N — r filas nulas luego de la aplicacion
de la eliminaciéon de Gauss. La consideracion de dos filas linealmente dependientes como
vectores implica que ambos son paralelos. De esta forma, la mayor independencia entre dos
filas se produce cuando ambos vectores son ortogonales. La totalidad de los casos practicos
se encuentran entre estos casos extremos.

Las filas de la matriz correspondientes a dos vectores casi paralelos no resultan to-
talmente dependientes. La aplicacion de la eliminacién de Gauss no produce entonces filas
exactamente nulas aunque contienen un conjunto de elementos relativamente pequenos. La
comparacién de estas filas casi nulas con las restantes filas de la matriz permite la estimacién
del rango de la matriz. En general, esta comparacién de filas no resulta una tarea sencilla
especialmente para matrices de grandes dimensiones. El problema se complica cuando los
elementos de la matriz poseen valores complejos. La SVD permite la determinacién del
rango de la matriz a través de la comparacién de escalares reales.
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B.2 Descomposicion de Valores Singulares

La SVD de una matriz real [A] se define de la siguiente forma

[4] = [U] 18] VI (B.1)

(MXN) (MxM) (MXN) (NXN)

donde [U] y [V] son matrices ortogonales que verifican

U W=l = v vi= vive = (B.2)
=ty wvIt=v (B.3)

La matriz real [S] posee elementos 0;; = 0; parai = j y 045 = 0 para i # j. Los valores
o; se denominan valores singulares de la matriz [A] y se posicionan en la diagonal principal
de [S] en forma decreciente (o1 > 09 > ... = oy)

o 0 - 0
0 o9 -+ 0

s]=| i o (B.4)
0 0 - oy
0 0 - 0 |

El rango de la matriz [A] coincide con el nimero de valores singulares no-nulos (la
multiplicacién por matrices ortogonales no altera el valor del rango). La dependencia lineal
de una fila de una matriz de 3 x 3 produce que o3 sea igual a cero. La aplicacion de
la SVD para la estimacién del rango de la matriz permite comparar un valor pequeino
de o3, producido cuando la fila considerada no resulta totalmente dependiente, con los
restantes valores singulares. La utilizacién de un criterio de rechazo o aceptacién de valores
singulares pequenos permite determinar el valor del rango. Este criterio depende de la
exactitud atribuida a los resultados. La ecuacién (B.1) toma la siguiente forma en caso que
la matriz [A] sea compleja

(4] = [U] [s] [vI” (B.5)

(MXN) (MxM) (MXN) (NXN)

donde () significa complejo conjugado transpuesto. Las matrices unitarias [U] y [V] veri-
fican

Los valores singulares o; son las raices cuadradas no-negativas de los autovalores de
la matriz [A]7 [A] si [A] es real o de la matriz [A]” [A] si [A] es compleja. Los autovalores
de [A]7 [A] ¥ [A] [A] resultan siempre reales produciendo que las ecuaciones (B.1) y (B.5)
posean valores singulares reales. La estrecha relacién que existe entre los valores singulares
de [A] y los autovalores de [A]” [A] produce que las columnas de [U] y [V] sean los autovec-
tores de [A] [A]” y [A]" [A] que se denominan vectores singulares por derecha e izquierda
respectivamente. En general, los algoritmos de SVD resultan muy similares a los algoritmos
utilizados para el calculo de autovalores y autovectores.
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B.3 Aplicaciones de la Descomposicion de Valores Singulares

En la presentacién de estas aplicaciones se asume que M > N y que la matriz [A] es real.

B.3.1 Reconstruccién de la matriz [A]

La reconstruccién de la matriz [A] luego de la remocién de pequenos valores singulares
no-nulos para el calculo del rango permite obtener una matriz [A] mejorada. La aplicacién
de la SVD para una matriz [A] de 5 x 3 produce matrices [U] de 5 x 5, [S] de 5 x 3 y [V]T
de 3 x 3. En caso que el rango sea 2 sélo las dos primeras columnas de [U] y [V] intervienen
en la reconstruccién de [A] a través de matrices [U] de 5 x 2, [S] de 2 x 2 y [V]? de 2 x 3.

B.3.2 Indice de condicionamiento

El indice de condicionamiento de una matriz se define como la relacién oysx / omm donde
Omi €s el menor valor singular no-nulo. Los valores altos de este indice reflejan un mal-
condicionamiento de la matriz que produce potenciales problemas numéricos.

B.3.3 Sistema Lineal de Ecuaciones

La resolucién de un sistema de ecuaciones lineales con un mayor nimero de ecuaciones que
incégnitas constituye la aplicacién mas interesante de la SVD en relacién a la calibracion
de modelos. El sistema de ecuaciones se expresa de la siguiente forma

[A] {z} = {b} (B.8)

(MXN) (Nx1) (Mx1)

donde M > N. La SVD de la matriz [A] produce
U] 18] V' {z} = {b (B.9)

(MxM) (MXN) (NXN) (Nx1) a (Mx1)

[s] V17 {«} = [U]" {b} (B.10)
(MXN) (NXN) (Nx1) (MxM) (Mx1)
[S] {z} = {d} (B.11)
(MXN) (Nx1) (Mx1)
{3 =V]" {a} (B.12)
{dy = [U]" (v} (B.13)

La ecuacién (B.11) representa un conjunto de M ecuaciones desacopladas con N incégnitas
donde

oj-zj =dj para j<N y o;#0 (B.14a)
0-z; =d;j para j<N y o0;=0 (B.14b)
0=d; para j >N (B.14c¢)
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Las ecuaciones (B.14b) y (B.14c) sélo se satisfacen si dj = 0 para j < N con ¢; = 0 y para
j > N. El rango de la matriz [A] se relaciona con el conjunto de elementos de {b} para
los que [A] {z} = {b} tiene una solucién {z}. En caso que d; no se anule para j < N con
oj =0y para j > N, el rango de la matriz [A] no concuerda con el tamano del vector {b}
y la ecuacién (B.8) no posee solucién exacta. Por lo tanto, la ecuacién (B.14b) no permite
la determinacién z; aunque puede obtenerse una solucién aproximada asumiendo que z;
es igual a cero cuando o; = 0. Esta solucién aproximada coincide con la minimizacién de
I[A] {z} = {b}||* utilizando el criterio de minimos cuadrados. La ecuacién (B.12) permite
obtener luego el vector {z} en funcién del vector {z} como

{e} = VI{z) (B.15)

B.3.4 Pseudo-inversa

La matriz [A]" de N x M representa la pseudo-inversa de [A] si se satisfacen las siguientes

condiciones:
i) [A][A4][4] = [4]
i) [A]T[4][4]" = [4]f

[A]

. (B.16)
iii) [A][A]" es simétrica

iv) [A]'[A] es simétrica

La matriz [A]T existe siempre resultando tnica. La pseudo-inversa de una matriz cuadrada
[A] no-singular se calcula como [A]" = [A] ™! mientras que para una matriz rectangular [A]
de rango completo se obtiene como [A]" = ([4]T [A]) ! [A]Y. En el caso que la matriz [A] sea
compleja resulta [A]" = ([A]* [A]) " [4]¥. La SVD permite el célculo de la pseudo-inversa
de una matriz [A] de rango deficiente. El problema de minimos cuadrados relacionado con
el valor de {2} que minimiza ||[A] {z} = {b}||* puede solucionarse como {z} = [A]' {b}. El
célculo de la pseudo-inversa de la ecuacién (B.1) produce

(4" = (VIO [s)" o) (B.17)

(NxM) (NXN)  (NxM) (MxM)

La pseudo-inversa de las matrices ortogonales [U] y

[V] de rango completo coincide con la
inversa clasica. Por lo tanto, la consideracién de (B.3)

permite expresar

(A = vl st )’ (B.18)
(NxM) (NXN) (NXM) (MxM)

La matriz diagonal [S]' real de N x M se compone de los valores inversos de los valores
singulares no-nulos ¢;. Una forma eficiente de calcular los elementos de [A]Jr es la siguiente

T VikUjk
o #0

donde vj, y uj, corresponden a elementos de [V] y [U ]”. La sumatoria excluye los valores
nulos de 0. La consideracién exclusiva de valores singulares mayores a un valor critico 7
permite obtener

VikUWik
al, =Y T,: (B.20)

OR>T
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Esta condiciéon préactica de aceptacién para los valores singulares o implica que la pri-
mer condicién de (B.16) deja de verificarse (dado que [A]' [A] no resulta igual a la matriz
identidad) debiendo reemplazarse por

[ TAT[A]" [A] = [A]]] < 7 (B.21)

Las restantes condiciones de (B.16) permanecen validas. La pseudo-inversa no es tinica dado
que no se cumple una de las cuatro condiciones de (B.16). Sin embargo, la condicién (B.21)
que minimiza || [A]" || permite obtener un valor éptimo de la pseudo-inversa con el criterio
de minimos cuadrados entre todos los posibles resultados.

B.3.5 Determinantes

La evaluacién de los valores de z que anulan el determinante de [A (z)] produciendo la
singularidad de la matriz puede realizarse a través de la SVD de la siguiente forma

det [A] = det [U] det [S] det [V]T (B.22)

Dado que los determinantes de las matrices ortogonales [U] y [V] resultan +1 se obtiene
N

det [A] = ][ o (B.23)
i=1

El valor exacto de det [A] se obtiene como el producto de los valores singulares mientras que
la anulacién del determinante sélo requiere el seguimiento de la variacién de oy (el valor
singular méas pequeno) para determinar el valor de z que produce su valor minimo.
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Apéndice C

Abacos de Interaccion de Modos
Superiores

Los dbacos de interaccidon se construyen para sistemas compuestos por una estructura
prismatica sin amortiguamiento propio vinculada a un disco de fundacién apoyado sobre un
semi-espacio homogéneo de suelo. La transformacion de un par de polos reales en polos com-
plejos conjugados produce las discontinuidades que se observan en los abacos de interaccion
de los modos superiores presentados a continuacién. Los dbacos de interaccién correspon-
dientes al 2°, 3° y 4° modo se presentan en las Figuras C.1, C.2 y C.3 respectivamente.

Reduccién de frecuencia Amortig. por radiacion

T j\zxxx[A

1E-1

T

1E-2

]

1E-3 1E-3} 0. . : 1
Sy

\0.0
02\:\
1E-4 L 1E-4 i [ R S T

1E+0 _ 1E+1 1E+0 _ 1E+1
L L

Fig. C.1: Abacos de Interaccién del 2° modo para m = 10°
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Reduccion de frecuencia Amortig. por radiacion

Fig. C.1: Abacos de Interaccién del 2° modo para m = 10~% (cont.)

Reduccion de frecuencia

Fig. C.1: Abacos de Interaccién del 2° modo para m = 10~2 (cont.)

203



Apéndice C Abacos de Interaccién de Modos Superiores

Reduccion de frecuencia Amortig. por radiacion
1E_17 T / T T \; T
1E-2¢
Im
1E-3f
1E-4
1E+0

|

1E-2¢

1E-4
1E+0

~1

Fig. C.1: Abacos de Interaccién del 2° modo para m = 10~* (cont.)
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Reduccion de frecuencia Amortig. por radiacion

N\

Lo

-

—

1E-2 N 1E-2}

T B B I

I Im
1E-3 1E-3} L /
\-O. p|
1E-4 N 1E- - i i i i [ R
1E+0 — 1E+1 1E+0 — 1E+1
L L

Fig. C.2: Abacos de Interaccién del 3° modo para m = 10°

Reduccién de frecuencia Amortig. por radiacién
1IE-1vy T Y T C
NUREN
o S\
B v < /
L O,

N
1E-2 \1 A

I
1E-3 :
.
© ’ ]
1E_4 i i i (AN
1E+0 — 1E+1
L

Fig. C.2: Abacos de Interaccién del 3° modo para m = 1071 (cont.)
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Reduccion de frecuencia

1E-1¢

1E-2p

1E-4 i i i i
1E+0 —_ 1E+1
L

Fig. C.2: Abacos de Interaccién del 3° modo para m = 1072 (cont.)

Reduccion de frecuencia Amortig. por radiacion
1E-1f , C ;

1E-2

Lol

1E-3f

1E-4
1E+0

Fig. C.2: Abacos de Interaccién del 3° modo para m = 10~3 (cont.)
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Reduccion de frecuencia Amortig. por radiacion
1E-1p :
1E-2¢
I L
1E-3f
1E-4 i 1E-4
1E+0 1E+1 1E+0

L

Fig. C.2: Abacos de Interaccién del 3° modo para m = 10~* (cont.)

Reduccion de frecuencia Amortig. por radiacion

T

1E-1

T

T T T T T

1E-2

1E-3

Fig. C.3: Abacos de Interaccién del 4° modo para m = 10°
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Reduccion de frecuencia Amortig. por radiacion

1

Fig. C.3: Abacos de Interaccién del 4° modo para m = 10~% (cont.)

Reduccion de frecuencia Amortig. por radiacion
1E-1 ;

1E-2

1E-3

1E-4
1E+0

~1

Fig. C.3: Abacos de Interaccién del 4° modo para m = 10~2 (cont.)

208



Apéndice C Abacos de Interaccién de Modos Superiores

Amortig. por radiacion

Fig. C.3: Abacos de Interaccién del 4° modo para m = 1073 (cont.)

Reduccion de frecuencia Amortig. por radiacion
1E-1 T T VI %

=3

H0-iome==ieus

1E
1E+0 1E+1 1E+0 1E+1

~1

Fig. C.3: Abacos de Interaccién del 4° modo para m = 10~* (cont.)
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