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Resumen

La propia naturaleza estadistica de la Mecanica Cuantica, hace que dos estados
cuanticos no sean perfectamente distinguibles, salvo en el caso particular en que
ambos estados son ortogonales. Esto hace que del problema de distinguibilidad entre
estados uno de gran importancia conceptual y de dificil resolucién. Desde el punto de
vista formal, el problema de distinguibilidad se enuncia por medio de distancias entre
estados, tanto entre estados puros como entre estados mezclas. Un problema cercano
al anterior es el problema de distinguibilidad de procesos cuanticos, es decir entre
operaciones que actuan sobre los estados. Fisicamente, estas operaciones pueden
representar la evolucion temporal del sistema, un proceso de medicion o la aplicacion
de una compuerta logica. En este trabajo estudiamos el problema de distinguibilidad
de procesos por medio de la extension de la definicién de una distancia entre estados
cuanticos - conocida como la divergencia de Jensen-Shannon cudntica- al marco de los
procesos. Se investigan sus principales propiedades matematicas y las posibles
interpretaciones fisicas asociadas.

Palabras Clave: Distancias entre procesos cuanticos. Distancias entre estados cuanticos.
Métricas en el espacio de Hilbert. Divergencia de Jensen-Shannon

Clasificacion PACS:
03.65.-w Quantum mechanics.
03.67.Lx Quantum computation architectures and implementations.

03.67.-a Quantum information.
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Capitulo 1

Introduccion

Todas las teorias fisica modernas se formulan en términos de espacios abstractos,
sobre los cuales se definen diferentes estructuras geométricas. Tal es el caso de la teoria
de la Relatividad General, para la cual el espacio-tiempo se representa como una va-
riedad Riemanniana de dimensiéon cuatro. La métrica de la variedad estid dada por la
distribucion de materia-energia a través de las ecuaciones de campo y de las condicio-
nes de contorno adecuadas al sistema fisico que se estudia. En Mecénica Cuéntica el
espacio abstracto subyacente es un espacio de Hilbert de dimension finita o infinita y
los estados se representan por vectores en ese espacio de Hilbert (estados puros) o por
operadores que actiian sobre ese espacio (estados mezclas). A diferencia de la Relati-
vidad General, en el caso de la Mecénica Cuantica no hay una prescripcion dinamica
de una métrica para medir la distancia entre los estados cuanticos. No obstante es
interesante mencionar que la naturaleza estadistica de la teoria define una distancia
entre estados tal como lo describe Wootters en un trabajo pionero de 1981 [1|. Mas
interesante aun es el hecho que esa distancia se puede expresar en términos del pro-
ducto interno definido en el espacio de Hilbert, es decir en término de la estructura
geométrica natural del espacio de Hilbert.

La nociéon de distancia entre estados cuanticos es de fundamental importancia,
tanto desde un punto de vista basico como desde el de las aplicaciones. El primero tiene
que ver con el hecho de que la geometria del espacio de los estados esté fuertemente
relacionada con la nociéon de distancia. El segundo esta asociado al hecho de que la
nocion de distancia entre estados cuanticos permite estudiar conceptos tales como el
de distinguibilidad entre estados, definir el grado de entrelazamiento o definir la tasa
de transmision de informaciéon entre canales cuénticos, todas estas, cuestiones de suma
importancia en informacion y computacion cuantica.

Como se indic6 méas arriba, la nocién de distancia entre estados cuanticos esta
relacionada con el problema de distinguibilidad entre estados. Antes de avanzar en
el tema especifico del presente trabajo, describiremos brevemente el problema de la
distinguibilidad de estados cuanticos. En cierto sentido, este problema pone en relieve



la naturaleza de la temética que tratamos en el presente trabajo: la distinguibilidad
entre procesos cudnticos.

El criterio de distinguibilidad de Wootters puede ser establecido, en el marco de
la teoria de probabilidades, del siguiente modo: dos distribuciones de probabilidad,
P=(P,P,....,Py)y Q@ = (Q1,Q2,...,Qx) son distinguibles luego de L pruebas
(L — 00) siy solo si
1/2

> 1 (1.1)
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Este criterio de distinguibilidad se formula en término de una distancia definida sobre
el espacio de distribuciones de probabilidad

N

&(rQ =5y B2 (12)

Esta distancia, en el &mbito estadistico, es conocida como la métrica de Fisher.

La nociéon de distinguibilidad entre estados en un espacio de Hilbert juega un
rol importante en una diversidad de circunstancias. Es un concepto béasico para la
manipulacion de informacion, en el sentido de que siendo capaz de discernir diferentes
estados fisicos de un sistema dado, le permite a uno determinar cuanta informacion
puede ser codificada en dicho sistema, construyéndose asi un puente entre la teoria
cuantica y la teorfa de la informacion.

Cuando se realizan tareas de procesamiento de la informaciéon en la vida real, los
resultados obtenidos en general no coincidiran con los esperados desde un punto de
vista tedrico, mas aiin, es posible que distintas implementaciones experimentales den
resultados distintos. Es por eso que surge la necesidad de distinguir las implementacio-
nes, ya sea respecto al caso teorico ideal, o entre distintos experimentos que realizan
la misma tarea entre si. Este hecho ha motivado a algunos autores a preocuparse por
la distinguibilidad entre procesos cuanticos [3|. Este problema no ha sido hasta ahora
tratado en gran detalle y el objetivo de este trabajo es extender una definicion de
distancia entre estados de un espacio de Hilbert al marco de los procesos cuanticos.

1.1. Distancias usuales entre estados cuanticos

Desde un punto de vista formal, la medicion en mecanica cuantica esta descripta
por medio de un operador hermitiano. Si los autoestados de dicho operador son |¢y) y el
estado del sistema a medirse es |¥) = )", ¢ |¢y), entonces, de acuerdo a los axiomas de
la teoria cuintica, el resultado de la mediciéon sera el correspondiente autovalor ay, con
probabilidad \ck\2, representado fisicamente por un estado apropiado del dispositivo de
medicién A. Nuestra preocupacion aqui es cémo discernir dos estados ‘\Il(l)> y "I'(Q)>
de un dado sistema fisico, utilizando un dispositivo de medicion A. Para resolver este



problema se han definido una gran cantidad de distancias, tanto entre estados puros,
descriptos por vectores como los anteriores, o entre estados mezclas, descriptos por
matrices densidad.

En las secciones siguientes listamos algunas de las definiciones mas importantes
de distancia y meétrica, pero antes consideramos importante recordar las definiciones
formales de lo que ello significa.

Si denotamos como X a un espacio abstracto, la funcién

d:XxX >R (1.3)

es una distancia definida sobre el espacio X si para cada x,y € X se satisfacen las
siguientes propiedades:

1. d(z,y) >0parax #yyd(z,x)=0,
2. d(z,y) = d(y, )

3. Sipara cada z,y, z € X, la funcién d también satisface la desigualdad triangular:
d(z,y) +d(y,z) —d(z,z) >0, (1.4)

se dice que d es una métrica del espacio X.

1.1.1. Distancia de Wootters

La distancia de Wootters entre dos distribuciones de probabilidad P = {p;}, v
Q = {q:}; se define como

dw (P, Q) = arc cos (Z J]Tg,) . (1.5)

Esta expresion corresponde a la distancia geodésica asociada con la métrica de Fisher
(1.2).

Una correspondencia entre distribuciones de probabilidad y estados cuanticos pue-
de realizarse de la siguiente manera. A cada estado normalizado |¥) en el espacio de
Hilbert # de interés, le asignamos un elemento {p;} del conjunto de distribuciones de
probabilidad, de forma tal que p; = |(¢|¥)|?, con |¢;) los autoestados de un operador
A.

Aplicando esta correspondencia a (1.5) se puede escribir

diy (1) |l |¢)) = arccos <Z [(¢ilo)] |<¢i|¢>|> : (1.6)



donde el superindice hace referencia que se esta utilizando el dispositivo de medicion
A. Sin embargo puede verse que (1.6) es maximizada por la cantidad [4]

dw (1) || l¢)) = mdxdiy, (|v) || |¢¢)) = arccos ([(v]9)]), (1.7)

donde el maximo se toma sobre todos los operadores A. La interpretacion geométrica
de esta cantidad es obvia: es el angulo que forman los estados |¢) y |¢) . Esta expresion
define la distancia entre estados del espacio de Hilbert asociada a la distancia de
Wootters (1.2).

1.1.2. Distancia de Hellinger

El cuadrado de esta distancia entre dos distribuciones de probabilidad P y @ se
define como

B (P.Q) =5 S IVF ~ Vil (18)

Su extension a la mecanica cuantica resulta en la distancia

[ (19) 110 = 5 S 166 — Kol (19)

]

que depende del dispositivo de medicion A, pero al igual que en el caso de la distancia
de Wootters, puede verse que es maximizada por la cantidad [4]

diy (19) | 1)) = 1= [l (1.10)

1.1.3. Distancia traza

Tengamos presente que los estados mezclas se representan por operadores hermi-
tianos p, definidos positivos y de traza unidad.
Se define la distancia traza entre dos estados cuanticos p y ¢ como

1
dr, (p| o) = Strlp = ol. (1.11)

Cuando p y o son estados puros, i.e. p = [¢) (V]| y 0 = |¢) (¢], esta distancia puede
escribirse en términos del producto escalar entre los vectores |¢) y |¢). Si definimos
x := |(|¢)| entonces puede calcularse facilmente que

drr (19) (W1 |9) (9]) = V1 — 2. (1.12)



1.1.4. Distancias basadas en la fidelidad

La fidelidad entre matrices densidad p y o se define como:

Piollo) = (in/Viv) (113)

Cuando p es un estado puro dado por p = |¢) (], la fidelidad se reduce a

Flpllo)=@lold), (1.14)

es decir, la proyeccidn de o sobre |1¢).

La fidelidad es una cantidad acotada : 0 < F'(p || o) < 1, con la segunda igualdad
dada si y solo si p = o. Este tultimo dato por si solo muestra que la fidelidad no es una
distancia, sin embargo puede usarse facilmente para definir distancias. Dos métricas
usualmente utilizadas en la literatura, basadas en la fidelidad, son la métrica de Bures
y del angulo, definidas respectivamente por

I (o | o) = /2~ 2V/F (o [ o), (1.15)

da(p || o) :=arccos\/F (p| o). (1.16)

Ademas de estas dos distancias, en la Ref. [3] se introduce una tercera métrica basada
en la fidelidad, definida por la expresion

de (p || o) == V1= F(pl o) (1.17)

1.1.5. Divergencia de Kullback-Leibler y entropia relativa

A diferencia de las anteriores distancias, la descripta en este punto se origina en
Teoria de la Informacion.
La divergencia de Kullback-Leibler se define para distribuciones de probabilidad

Py @ como
L(P,Q) =) pilog, (%) : (1.18)

Esta cantidad no es una distancia en un sentido formal, pero en determinados
contextos puede usarse como tal. Para un listado de las principales propiedades de la
divergencia de Kullback-Leibler véase la Ref. [15]. Esta divergencia puede ser extendida
a la mecénica cuantica, obteniéndose la distancia conocida como entropia relativa.

La entropia relativa de un operador p con respecto a un operador o esta dada por

S(p |l o) = trlp(logy p —log, o)l (1.19)



la cual es una cantidad no negativa y vale cero si y solo si p = 0. Es asimétrica y no
esta acotada. En particular, la entropia relativa esta bien definida solamente cuando el
soporte de ¢ es igual o mayor que el de p. En otro caso, se define como +o0o. Este es un
requerimiento muy restrictivo que es violado en ciertas situaciones fisicas relevantes,
como por ejemplo cuando o es un estado puro.

1.1.6. Distancia basada en la entropia

La entropia es una nocion fundamental en teoria de la informacion clésica y cuan-
tica. En el caso clasico, la mayoria de los resultados concernientes al problema de
codificacion pueden ser expresados en términos de la entropia de Shannon

Hs (P) = — sz' log, (pi) , (1.20)

donde P = {p;}, es una distribucion de probabilidad (discreta). En el contexto cuan-
tico, la expresion para la entropia difiere de la entropia de Shannon. Para un estado
mezcla descripto por un operador densidad p, von Neumann defini6é su entropia como

Hy (p) = —tr (plogy p) = — Y Ailogy A, (1.21)

donde {\;} es el conjunto de autovectores del operador p.

Esta cantidad tiene varias interpretaciones fisicas interesantes. A partir de su de-
finicion se puede ver que para un estado puro la entropia de von Neumann se anula,
i.e.

Hy ([¢) (¢]) = 0 (1.22)

Si |[¥) y |¢) son dos estados puros en un espacio de Hilbert H, puede definirse la
distancia entre esos estados usando la entropia de von Neumann mediante la expresion

B
x (19) 1 19)) = \/HN () (129

mientras que para estados mezcla arbitrarios se extiende la definicion de métrica an-

terior a [5]
iyl ) = i \/HN<|w> W+ o) <90|>7 (L2

).l 2

donde, la minimizacion se toma sobre todas las purificaciones® |1) de p y todas las

1Si p es un estado mezcla actuando en un espacio de Hilbert 7, la accién de purificar este estado
consiste en agregar un espacio de Hilbert auxiliar H,,, y un estado o en éste espacio de forma de
poder escribir un estado puro |¢) (¢ := p®@ 0 en H' := H ® Haus- En este caso decimos que [¢)) es
una purificacién de p.

Puede verse [9] que siempre es posible hallar una purificacién de cualquier estado mezcla y en
particular también puede extenderse un estado puro de H a un espacio mayor H'.

7



purificaciones |¢) de o. Esta expresion es a su vez equivalente a una en funcion de la
fidelidad

d (o | a>:\/HS{% [1—%}}. (1.25)

Como se verd méas adelante esta cantidad es una verdadera métrica ente estados
puros.

1.1.7. Divergencia basada en la divergencia de Jensen-Shannon

La divergencia de Kullback-Leibler tiene ciertos inconvenientes como el hecho de
que no es simétrica ni acotada y no siempre esta bien definida. Para solucionar estos
inconvenientes, Rao y Lin introdujeron una version simetrizada de la divergencia de
Kullback-Leibler conocida como la divergencia de Jensen-Shannon (DJS), que se define
segln la expresion

JS (P,Q) = H (P+Q> L L

5 - §HS (P)— éHS (Q), (1.26)

donde H (P) es la entropia de Shannon definida antes.

En Ref. [6], Lin propuso una generalizacion de la Ec. (1.26) al caso de tener un con-
junto de n distribuciones de probabilidad P, ..., P,, con la coleccion de pesos mq, ... 7,
respectivamente. La divergencia de Jensen-Shannon general se define entonces segiin
la siguiente relaciéon

=1 =1

Por otra parte, la divergencia de Jensen-Shannon se extiende a la mecanica cuantica

definiendo
pt+o

1 1
15 01l o) i= i (257 ) = S (9) — g Hy (o), (1.28)
que es una cantidad que esta siempre bien definida y acotada.
Cuando p y o son estados puros, i.e. p = |[¢) (Y| y o = |¢) (¢|, la DIS puede
escribirse en términos Gnicamente de la variable z := |(¢)|¢)], es decir del modulo del
producto escalar entre los vectores |1) y |¢). En ese caso queda

15 06 1 o o) = -5 5 o, (157 = S5 0w (F57) . (129)

La DJS por si sola es una distancia, pero ademés en las Refs. [7, 8| se mostro
que la raiz de la divergencia de Jensen-Shannon es también una métrica (i.e. su raiz

8



cuadrada es simétrica, nula solo cuando las distribuciones de probabilidad coinciden y
verifica la desigualdad del triangulo). Esto motiva a definir la siguiente métrica entre

estados cuanticos:
dis(p |l o) :==JS(p| o). (1.30)

Otras propiedades importantes de la DJS se veran con mayor detalle en el capitulo
siguiente.



Capitulo 2

Desigualdades

En diversos contextos es de gran utilidad e importancia conceptual disponer de
desigualdades entre cantidades relacionadas con algunas de las distancias definidas
anteriormente. Por ejemplo se puede demostrar la siguiente desigualdad entre la dis-
tancia de Hellinger y la divergencia de Kullback-Leibler.

KL(Q.P)> —-dn (P.Q). (2.1)
In 2

Algunas de estas desigualdades tienen un importante significado fisico. Ese es el
caso de la desigualdad de Holevo que veremos durante este capitulo.

Antes de presentar la desigualdad de Holevo, introducimos algunos conceptos ba-
sicos de teoria de la informacion®

Un concepto clave en teoria de la informacion cuantica en la entropia. Esta mide
cuanta incerteza existe en un estado del sistema. Si X e Y son dos variable aleatorias,
la informacion contenida en X se relaciona con la informacion contenida en Y mediante
las cantidades de entropia condicional e informacion mutua. La informaciéon mutua
de X y Y mide cuanta informacion en comin tienen estas dos variables aleatorias |9).

Asumamos que una fuente clasica emite mensajes escritos en un alfabeto X que son
enviados a a un receptor usando un dispositivo cuantico. Cada letra a; es codificada
en un estado cuanticos, i.e. en una matriz densidad p;. Obtenemos de esta manera un
ensamble cuantico {g;, p;} , donde ¢; es la probabilidad de que la fuente emita la letra
a;. El receptor realiza una mediciéon y lee informaciéon clasica escrita en un alfabeto
Y. La informacion mutua es

Hs(XY):Hs(X)+H5(Y)—HS(XY),

donde Hg (X,Y") es la entropia de Shannon de la distribucion de probabilidad conjunta
de enviar en a; y leer en b;.

I Aqui nombraremos brevemente un par de conceptos de teoria de la informacién. El tema se trata
con mucho mas detalle y de manera muy didactica en Ref. [9].

10



Una cota fundamental para la informacion mutua en términos del conjunto {g;, p;}
fue provista por Holevo en forma de un importante teorema [10]. Holevo proboé que, si
un sistema se prepara en un estado X elegido de un conjunto de operadores densidad
{pitiz1.. ., con probabilidad p;, entonces la informacion mutua I(X :Y) que puede
ser obtenida sobre la identidad del estado X por un una medicién con salida Y esta
acotada de acuerdo a la desigualdad

I(X:Y)<Hy (Z qz-pz) - Z%HN (i) = x {ai, pi}) - (2.2)

Aqui, Hy (p) es la entropia de von Neumann de p definida por la identidad (1.21).
La cantidad x se conoce como cantidad de Holevo, y es precisamente la extension
de la expresion (1.27) a operadores densidad con los pesos m; reemplazados por las
probabilidades ¢;, esto es

X ({a@ipi}) = J G (q1ssan) (o Il 11 pn) - (2.3)

Esta cantidad estd acotada superiormente por la entropia de Shannon del vector
de probabilidad @ = {¢,}, [9],

X (@i, pi}) < Hs (Q)

En un trabajo reciente, Roga, Fannes y Zyczkowski [11] encontraron una cota més
ajustada para y que como corolario permite encontrar una relaciéon entre las métricas
(1.30) y (1.24) para el caso de distribuciones de probabilidades cléasicas.

A continuacién presentamos ambos resultados, para ello introduciremos superficial-
mente el concepto de operacion cudntica, que se trata en mayor detalle en la seccion
4.1 y apéndices citados alli.

Desde un punto de vista matematico una operacion cuantica ® general es un mapa
que lleva un estado p que acttia en un espacio de Hilbert H en otro estado 7 que actta
en ‘H'. En particular podemos encontrar operaciones que llevan un estado de H,4 a
uno de un espacio extendido Hap := H4 ® Hp. En ese caso siempre podemos definir
las operaciones ®' que lleva estados de H 4 en sigo mismo, y P que lleva estados de
H 4 en estados de Hp tomando traza parcial de la siguiente manera:

pho= ¥(p)=Trp[®(p) (2.4)
o = ®(p)="Tra[®(p)], (2.5)

donde la matriz o recibe el nombre de matriz correlacion. Ademés una operacion
cuantica siempre puede descomponerse en la llamada descomposicion de Kraus, que
en particular permite descomponer a ®’en término de operaciones elementales

®(p) = Z KipK] (2.6)

11



Con estas definiciones podemos enunciar el siguiente teorema demostrado en Ref. [11]:
Teorema: Se considera un estado p y una operacion cuantica @, y se definen p' y o
como en las ecuaciones (2.4) y (2.5). Ademas se define una distribuciéon de probabilidad

Q@ = {q}; con elementos ¢; := Tr <,0KZTKZ-> y estados cuanticos p’ := KipKZ/qi de
modo que p' =) . ¢;p;. Entonces:

1. La cantidad de Holevo x esta acotada por la entropia de intercambio
X ({a:p'}) < Hy (0) < Hs (Q) - (2.7)
2. La entropia promedio esta acotada por la entropia del estado inicial

D ity () < H (p). (2.8)

Si se consideran dos matrices densidad p; y p2 que ocurren con probabilidades % puede
encontrarse |11| una expresion explicita para la entropia de intercambio Hy (o) y por
lo tanto también para la cota superior de y en la ecuacion (2.7)

v {3 - VFG Al | (29)

donde Hy (z) := —xInz — (1 — z)In (1 — z) es la entropia de Shannon de un vector
de probabilidades de dos componentes. De esta desigualdad y de la Ec. (1.25) que en
el caso clasico de tener dos distribuciones de probabilidad P y () se cumple que

dss (P,Q) = /IS (P.Q) < dx (P.Q). (2.10)

12



Capitulo 3

Propiedades de la Divergencia de
Jensen-Shannon

La divergencia de Jensen-Shannon (DJS) puede escribirse en términos de la entro-

pia relativa como
1 + o +0
S<p|ro—>=§[s(pnp2 )+s(o—up2 )] (3.1)

Si p y o son operadores densidad con un conjunto completo de autovectores {|r;)} y
{Isi)} tales que p =3, 7i[ri) (ril y o = 3_; s;|s;) (s;l, entonces la DJS entre p y o se
expresa como

Splo)= [Zukm mog< >—|—Z!tk|sj|sjlog( )] (3.2)

donde 7, = 2.7 [(telro)|” + PPy [(tx]s;)]” ¥ (tx] es un conjunto completo de auto-
vectores de p + 0.

Esta cantidad es positiva, nula si y solo si p = o, simétrica y siempre bien definida.
De hecho, la restriccién impuesta sobre los soportes de p y ¢ para la entropia relativa
dejan de ser necesarios para la DJS.

Si p y o conmutan, entonces pueden diagonalizarse en la misma base, i.e

p= S iyl o = 3 sili) i, (33)

7 7

donde [i) es una base ortogonal. Entonces se tiene que

JS(pllo) =TS {ri} {si}). (3.4)
La divergencia de Jensen-Shannon esté acotada. Esta propiedad puede demostrarse
de la siguiente forma. La entropia de von Neumann satisface la siguiente propiedad:
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Si p = ), pipi es una mezcla de estados cuanticos p; , mientras que {p;} es un
conjunto de niimeros reales y positivos, tales que ). p; = 1, entonces

Hy (me) < ZPiHN (pi) + Hs ({pi}) (3.5)

donde la igualdad se obtiene si y solo si los estados p; tienen soporte en subespacios
ortogonales. Tomando p; = py, = % , p1 = py p2 = o en la desigualdad anterior se
obtiene que

0<JS(pllo) <1, (3.6)

pues HS( %,% ):1.
Otras propiedades de la divergencia de Jensen-Shannon son:

(1) La DJS es invariante ante transformaciones unitarias, esto es
JS (UpU | UcUT) = JS (p || o) (3.7)

para cualquier operador unitario U. Esta es una identidad bastante natural para ser
satisfecha por una distancia, dado que una transformacién unitaria representa una
rotacion en el espacio de Hilbert, y una distancia entre dos estados debe ser invariante
ante rotaciones de los estados.

(2) Teorema H generalizado: Para cualquier mapa ® completamente positivo! (CP)
y que preserve la traza, se tiene que

JS (@p || @o) < JS(p | o) (3.8)

Esta propiedad es un resultado significativo, pues el modo mas general en el que un
sistema cuantico abierto evoluciona esta representado matematicamente por un mapa
CP. Por lo tanto el significado de esta identidad es que una transformacién no unitaria
disminuye la distinguibilidad entre estados?. Podemos tomar un mapa CP particular
dado por ) . PioP; con P; siendo un conjunto completo de proyectores ortogonales
(P! = P, y P? = P,). Entonces

JS(Piphi || Pob) < JS(p|l o) (3.9)

(3) La DJS es conjuntamente convexa:

JS (Z Aip 1> )\ia(i)> < XIS (o0 | o) (3.10)

1Mas adelante se tratan con detalle los mapas completamente positivos al introducirlos como un
requerimiento para aquellos mapas que describen un proceso fisico.

2¢l caso unitario esta incluido en esta desigualdad, en cuyo caso se cumple la igualdad de acuerdo
con la identidad anterior
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donde los coeficiente \; son nimeros reales positivos tales que ) . \; = 1.

(4) Si definimos p*By 048 como operadores densidad en el estado compuesto AB
(representado por el espacio de Hilbert H4 ® Hp), y sus respectivas trazas parciales
pt =Trg (p*P) y 0% = Trp (0*P), entonces:

JS (p* | o) < IS (p*P || o*P) (3.11)
JS (p* | o) < JS(p*P | o) (3.12)
Estas desigualdades poseen una interpretacion natural muy clara: Tomar la traza
sobre una parte del sistema lleva a una pérdida de informacion y por lo tanto la

distinguibilidad entre los dos estados del sistema es menor.
(5) La aditividad no se satisface para la DJS pero si la “aditividad restringida”

JS (p1® pa || 01 ® p2) = JS (p1 || 01) (3.13)

con p1,01 € Sa, y p2 € Sp.
La DJS también puede relacionarse con las métricas de Bures y de Wootters. En
Ref. [12] los autores hallaron que:

dp (p || p+dp) = \/2JS (p || p+ dp), (3.14)

donde p y p + dp son dos operadores densidad vecinos. Mientras que para estados
puros,

dw (19) 1)) = /25 ([0} || |)). (3.15)

Lo ultimo que diremos respecto a las propiedades de la DJS es que ésta también
puede relacionarse con el criterio de distinguibilidad de Wootters mencionado al co-
mienzo del trabajo, en la seccion (1.1). En [4] los autores encontraron una relacion
entre la distancia de Wootters y la DJS que les permiti6 reescribir el criterio anterior
de la siguiente forma: dos distribuciones de probabilidad PM y P@son distinguibles
luego de L pruebas (L — o0) si y solo si

[dys (P, P2 > (3.16)

8-
hn

3.1. Relaciéon con la fidelidad

La DJS también permite definir una fidelidad alternativa a la dada en (1.13). Dicha
definicion es [12]:
Fis(pllo)=[1—JS(pllo)). (3.17)

Puede verse que F)g esta acotada entre 0 y 1. En particular cuando p = o se tiene
que Fj;s = 1 mientras que Fj;s = 0 siy solo si p y o tienen soporte en subespacios
ortogonales.
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La definicién de esta identidad estd motivada por la relacion entre la métrica de
Bures y la fidelidad (1.15), y por la expresion (3.14). Otra motivacion puede verse
de la siguiente manera. La fidelidad entre dos estados p y o puede ser evaluada en
términos de purificaciones de dichos estados como

F(p o) = mix| (0l (3.18)

donde |y) es cualquier purificacion fija de p, y la maximizacion se realiza sobre todas
las purificaciones de o [9]. De la expresion para la distancia de Wootters entre esta-
dos puros (1.7), queda claro que la fidelidad puede expresarse en términos de dicha
distancia como

Fpllo) = mixeost W () | |¢)

= mix (L= W () | o))+ -], (3.19)

que a su vez, por la relacion entre la distancia de Wootters con la DJS (3.15) puede
aproximarse como

Flpll o) = max{1 = JS ([0} (0] [ 1) (o)’ (3.20)

I
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Capitulo 4

Aplicaciones a la discriminaciéon de
procesos

4.1. Descripcién matematica de procesos cuanticos

El formalismo de operaciones cuanticas es una herramienta general para describir
la evolucién de sistemas cuanticos en una gran variedad de circunstancias. Los estados
cuanticos estan descriptos por matrices densidad p, que se transforman como

4 =Ep). (4.1)

El mapa £ en esta ecuacidén es una operacion cudntica, p es el estado inicial antes
del proceso, y € (p) es el estado final luego de que el proceso ocurra. Las operaciones
cuanticas describen los procesos fisicos méas generales que pueden ocurrir en un sistema
cuantico [9], incluyendo evolucion unitaria, medicion, ruido y decoherencia. Un ejemplo
simple de operacion cuantica es una transformacion unitaria, en la que & (p) = UpUT,
donde U es una matriz unitaria.

Toda operaciéon cuéntica puede ser descripta mediante la representacion de suma

de operadores que relaciona un estado de entrada p.,; con otro de salida py, a través
de

Psal = £ (pent> = Z EjpentEjTa (42)
J

donde los operadores E; son conocidos como operaciones elementales y obedecen la
TS T Tl s .
condicion de que -, B} E; = I'. En esta representacion, los operadores {E;} describen

'En Ref. [3] se considera que una operacién cudntica general incluye los casos en los que > ; EJTE <
I, el caso de igualdad fisicamente corresponde a procesos fisicos sin post-seleccion. En Ref. [13], donde
se describen las condiciones que un mapa debe cumplir para representar una operacion fisica, se
requieren operaciones que preserven la traza, por lo que incluyen solo el caso en que se verifica la
igualdad.
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completamente el efecto del proceso. En Ref. [13|, se muestra que estos son los unicos
requerimientos que debe cumplir un mapa para representar una operacion fisica. Una
demostracion de este hecho se incluye en el apéndice B.

El inconveniente de la representacion de suma de operadores es la no unicidad,
pues existe una libertad en la eleccion de las operaciones elementales. Esto lleva
a inconvenientes a la hora de comparar dos procesos. Para solucionar esto, se fija
una cierta base {A;} para el espacio de operadores, que por conveniencia es mejor
tomarla ortogonal bajo el producto interno de Hilbert-Schmidt, i.e. se requiere que

Tr <A}Ak> = 0,;. Entonces, utilizando esta base para expandir las operaciones ele-

mentales, E; = > a;,A,,, es posible reescribir la ecuacion anterior como

E(P) = (Xe)ym Amp AL, (4.3)

mn

donde (xe) = Zj ajm@j, son los elementos de la matriz del proceso xg. Esta ecuacion
muestra que la matriz del proceso describe completamente la accién del proceso cuan-
tico. La gran ventaja de la representacion mediante la matriz del proceso es que, a
diferencia de la representacion de suma de operadores, una vez que la base {4;} esta
fijada, la matriz del proceso resulta tinica 2.

4.2. Distinguibilidad entre procesos

4.2.1. ;jPorqué es importante distinguir procesos?

Al realizar experimentalmente tareas de procesamiento cuantico en el mundo real
es cuando aparecen muchas imperfecciones en el procesamiento. Estas pueden apa-
recer tanto en la creaciéon como en la ediciéon de estados cuanticos, asi como en la
manipulacién de dichos estados mediante ciertos procesos cuanticos. Es por ello que
es importante medir y caracterizar cuantitativamente estas imperfecciones en un modo
que tenga sentido tedrico y que sea practico desde el punto de vista experimental [3].

En las secciones previas, al estudiar distancias, hemos considerado estados cuanti-
cos. Estos estados pueden determinarse completamente utilizando tomografia de esta-
dos cuanticos para luego compararse mediante las distancias que ya fueron definidas.
Esta técnica permite reconstruir un estado cuantico de una fuente de sistemas cuanti-
cos mediante mediciones de los sistemas que provienen de la fuente, donde por fuente
se entiende cualquier sistema que prepara estados cuanticos ya sea en estados puros e
estados mezcla. Para que el estado quede univocamente identificado, la medicion debe
ser tomograficamente completa, i.e. los operadores medidos deben formar una base

2La matriz del proceso aparece frecuentemente en la literatura por caminos diversos. La forma
anterior es una manera de presentarla. En el Apéndice A se presenta de un modo diferente junto con
otras definiciones importantes.
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de operadores en el espacio de Hilbert del sistema. De esta forma se obtiene toda la
informacion del estado.

Los procesos por su parte pueden medirse utilizando un proceso similar al de tomo-
grafia de estados cuanticos, (denominado tomografia de procesos cuanticos), aunque
el problema de desarrollar medidas cuanticas para comparar procesos cuanticos reales
e idealizados no ha sido obtenido de manera clara [3].

Segtn los autores de ese trabajo, deberia existir una buena medida (tinica) que
permita una comparacion precisa entre diferentes implementaciones de procesamien-
to de informaciéon cuantica en la que ademaés, estén de acuerdo tanto tedricos como
experimentales. Esta medidas de distancia deberia ser util tanto al comparar un expe-
rimento respecto al experimento tedrico ideal, como para comparar experimentos que
intentan realizar la misma tarea.

4.2.2. Criterio para determinar una buena medida de distin-
guibilidad entre procesos

La propuesta de Nielsen et. al. [3] se basa en una lista de 6 criterios simples y
motivados fisicamente que deban ser satisfechos por una buena definicién de distancia
entre procesos cuanticos, de forma de poder eliminar la mayoria de las definiciones de
medidas de distancia que a priori pueden parecer plausibles.

Una medida entre dos procesos cuanticos A (€, F) debe ser pensada fisicamente de
dos maneras: como una medida de error en el procesamiento de informacién cuéntica
cuando uno quiere realizar el proceso ideal F pero en su lugar realiza el proceso &; o
como distinguibilidad entre dos procesos £ y F. Las siguientes seis propiedades que
una buena medida deberia satisfacer son las presentadas en [3].

1. Métrica: A debe ser una meétrica.
2. Fdcil de calcular: debe ser posible evaluar A de manera directa.

3. Fdcil de medir: debe haber una manera clara y procedimientos experimentales
posibles para determinar el valor de A.

4. Interpretacion fisica: A debe tener una interpretacion fisica bien motivada.

5. Estabilidad: A(Z @ E,Z® F)=A(E,F), donde T representa la operacion iden-

tidad en un sistema cuéntico auxiliar.

6. Regla de la cadena o encadenado:A (Ey0 &, FooF) < A (&1, F1) + A (&, Fa),
de modo que para un proceso compuesto de muchos pasos menores, el error total
sera menor que la suma de los errores individuales de cada paso.
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La regla de la cadena y la estabilidad son criterios claves para estimar el error en
una tarea de procesamiento cuantico compleja. Esto es asi porque las tareas de pro-
cesamiento de informacion generalmente se parten en una secuencia de operaciones
simples, de modo que una cota en el error total puede hallarse simplemente anali-
zando las componentes individuales. Esto es critico en el marco de las aplicaciones
como son la computacion cuantica, en donde los procesos completos de tomografia en
una computacion de n-qubits requieren muchas mediciones. De modo que es imposible
realizarlos de esta manera. La regla de la cadena y la estabilidad permiten en cambio
separar los procesos constitutivos involucrados en la computacion, los cuales pueden
ser utilizados para inferir si la computacion completa es robusta.

Otra deduccién que puede tomarse de esos criterios es por ejemplo, que de la
métrica y encadenado puede verse que A (Ro &, RoF) < A(E,F) donde R es cual-
quier operacion cuantica. Esta desigualdad corresponde al requerimiento de que post-
procesamiento mediante R no puede aumentar la distinguibilidad entre dos procesos
&€ y F. Otra consecuencia elemental de la métrica y el encadenado es la invariancia
unitaria,ji.e. AU oE oV, Uo FoV)=A(E,F) donde U y V son operaciones unita-

rias.

4.2.3. Distancia propuesta utilizando la DJS y el isomorfismo
de Jamiotkowski

Hasta ahora, las distancias en la seccion 1.1se habian definido entre estados cuén-
ticos, los cuales estan representados por vectores y por matrices densidad. Definir una
distancia entre procesos presenta como primer inconveniente, el hecho de que las opera-
ciones cuanticas son mapas. Una opcion es utilizar la matriz del proceso (cf. Apéndice
A), pues representa completamente a una operacion £ en forma de matriz. Sin embar-
go, esta matriz en general no serd una matriz densidad, por lo que las definiciones de
distancia dadas antes no pueden aplicarse a matrices de procesos.

Existe una manera directa de definir una distancia entre procesos cuanticos utili-
zando las distancias definidas para estados cuanticos, y es utilizando el isomorfismo
de Jamiotkowski. Este relaciona una operacion cuantica £ con un estado cuantico pg®:

pe = [ET](|®) (D)), (4.4)

donde [®) =3 |7) |j) /V/d es un estado maximamente entrelazado en el sistema (d-
dimensional) con otra copia de si mismo, y {|j)} es alguna base ortonormal.

El mapa & — pe es invertible, esto es, el conocimiento de pg es equivalente al
conocimiento de £. Ademas, pe tiene las mismas propiedades mateméaticas que una

3En algunas fuentes se suele definir el estado de Jamiotkowski como pg = [Z® E](|P) (®]) .
Ambos estados son equivalentes en el sentido de que ambos son isomorfismos del operador &, el uso
de uno u otro depende del orden en el que los autores colocan el espacio de Hilbert auxiliar, en el
que actia Z .Véase 4.1
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matriz densidad de dimension d (véase Apéndice A) y posee otras propiedades que
seran ttiles a la hora de demostrar propiedades en este trabajo. Esto nos motiva a
definir como distancia entre procesos a la raiz cuadrada de la divergencia de Jensen-
Shannon entre sus respectivos isomorfismos de Jamiotkowski:

A(E,F) =dys (pe || pr) = VIS (pe || p7)- (4.5)

La prueba de las propiedades de la seccion anterior utilizando esta definicién de
distancia constituye el aporte central del presente trabajo. En la proxima seccion
estudiaremos las propiedades de esta métrica entre procesos.

4.3. Propiedades de la distancia entre procesos basa-
da en la DJS

4.3.1. Meétrica, facilidad de calculo y medicién

La definicion de una nueva distancia mediante la ecuacion (4.5) hereda automa-
ticamente la propiedad de métrica de djg, a su vez, dado que dygs (- || -) es facil de
calcular pues tiene una definicion muy clara que requiere de evaluaciones directas de
operadores, lleva a que A (-,-) sea a su vez facil de calcular. Més atn, dado que &
puede ser determinado experimentalmente usando tomografia de estados cuanticos, A
también puede ser determinado experimentalmente, al menos en principio.

La propiedad de métrica de A puede verse facilmente utilizando las propiedades
de djs. A continuacion probamos que la definicion de A dada por la Ec. (4.5) satisface
las propiedades que definen una métrica que presentamos en la secciéon 1.1, recordando
que la distancia djg (- || -) es de por si una métrica.

Las propiedades 1 y 2 se cumplen trivialmente, pues dado que existe una relacion
univoca entre un proceso £ y el estado de Jamiotkowsky pe, entonces si £ # F entonces
se cumple que pg # pr. Luego, como d ;g satisface las propiedades 1 y 2, se sigue que

A(E,F) = dys(pe | pr) >0 para € #F, (4.6)
A(E,E) = dys(pe |l pe) =0, (4.7)

que corresponde a la prueba de la propiedad 1 para A (-,-). Ademas
A(E,F) =dys (pe || pr) = dys (pF || pe) = A(F,E), (4.8)

que es la demostracion de la propiedad 2.
La propiedad 3 se muestra del mismo modo haciendo

AEF)+A(F,G)—AEG) = ds(pe | pF)
+dys (pr || pg) — ds (pe || pg) = 0. (4.9)
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4.3.2. Estabilidad

Queremos ver que A(Z®E,I®F) = A(E,F). De acuerdo a la definicién que
dimos de A en (4.5) la estabilidad queda probada viendo que JS (pzge || prar) =

JS (pe || pr)-
Utilizando la propiedad pags = pa ® ps [3] podemos escribir,

JS (pree || pror) = JS (pz ® pe || pz ® pr) - (4.10)

A su vez el lado derecho de esta igualdad puede reescribirse utilizando la propiedad
de aditividad restringida (3.13), de modo de obtener la igualdad.

JS (pzae || pror) = JS (pz @ pe || pz @ pr) = JS (pe || pF) (4.11)

que es lo que queriamos ver.

4.3.3. Encadenado

Para probar la propiedad de encadenado, seguimos los pasos utilizados en [3].
En dicha prueba, Nielsen et. al. utilizan como hipo6tesis fundamental que la distancia
definida sobre los estados de Jamiotkowski cumpla con la propiedad de contractividad,
por lo que nosotros vamos a necesitar corroborara que la métrica d;g definida segtn
(1.30)sea contractiva, i.e.

dys (€ (o1) || € (02)) < dys (o1, ]| 02), (4.12)

para operaciones £ que preserven la traza. La DJS por si sola posee la propiedad de
contractividad, que fue presentada en el capitulo 3 en la Ec. (3.8). Esta propiedad es
facilmente extendible a la d;g de modo que de (3.8) podemos escribir

djs(g(O'l || 5 0'2 \/JS 0'1 H 8 0'2 < \ JS 0'1 || 0'2 dJS 01 || O'2>
(4.13)

que es la propiedad deseada para la métrica.
A partir de esta propiedad de contractividad, podemos probar a continuacién que
A (-, ) satisface la propiedad de encadenado, es decir que

A(E o0&, FaoFy) <A (&, F)+ A&, F), (4.14)

con la suposicion adicional de que Fi es doble estocdstica, i.e. Fy preserva la traza y
satisface que JF; (I) = I, suposicion que se utiliza en cierto punto de la demostracion.
Esta suposicion puede parecer muy restrictiva pues hay procesos fisicos que no lo
cumplen. Sin embargo en informacion cuéntica son de interés tipico los casos en los
que JF; y J3 son procesos unitarios ideales y se utiliza A como medio para comparar
la composicion de esos dos procesos ideales con los realizados experimentalmente & o

22



&1[3]. Dado que los procesos unitarios son automaticamente doble estocasticos, en el
caso de interés usual se cumpliréa el encadenado.
Comenzamos la demostracion aplicando la desigualdad triangular de modo que

A(Eyo0&, FioF) = dys(peyoe, || pror)
< dys (pegoey || Pesor,) + dis (peyor, || pror) . (4.15)

Luego utilizamos la identidad peor = (€ ® F') (®)*, donde ® es un estado ma-
ximamente entrelazado definido antes. Definimos el mapa completamente positivo
Fl(p) = Zj FijFj, y F; son las operaciones elementales de F. Aplicando esta
identidad a ambas matrices densidad en el segundo término del lado derecho de la
ecuacion anterior obtenemos

A(EZ Ogl;fQ Ofl) S dJS (p52051 || p520-7:1)
+dys [(E20 FT) (@) || (2@ FL) (@)].  (4.16)

Como F; es doble estocastica entonces F; es una operacion que preserva la traza. Lue-
go podemos aplicar contractividad a ambos términos del lado derecho de la ecuacion
anterior, de modo que

A (52 © 517-7:2 © fl) < dJS (p& ” /0-7:1) + dJS (IOEQ “ pfz)
= A&, F)+A (&, F), (4.17)

que es el resultado que se buscaba.

4.3.4. Interpretacion fisica

En Ref. 3], los autores se han centrado en obtener interpretaciones fisicas para las
distancias utilizadas en el contexto de la computacién cuantica, encontrando propie-
dades de las distancias que permiten dar una interpretacion clara como mediciones
del error entre un proceso ideal y uno real.

Con la distancia definida de acuerdo a (4.5), no nos fue posible encontrar una expre-
sién completamente equivalente a las halladas en [3], sin embargo hemos probado varias
expresiones parcialmente equivalentes utilizando la divergencia de Jensen-Shannon.

En el calculo de funciones mediante computacién cuantica, el objetivo es calcular
una funcion f, exactamente o con alta probabilidad de éxito. Mas precisamente, el
objetivo es tomar como entrada a un estado x, del problema, y producir un estado
final p, de la computadora que sea o bien igual a |f (z)), o suficientemente cercano,
de modo que cuando se realice una medicién en la base computacional la salida sea
f (z) con alta probabilidad.

4Una demostracién de esta identidad se ofrece en el apéndice C.2
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Supongamos que intentamos calcular f (z) mediante computacion cuéantica, para
ello, se disena un algoritmo que sera representado como un proceso F que actia sobre
una entrada |r), donde z representa la instancia del problema a ser resuelto, por
ejemplo un nimero que debe ser factorizado. Este proceso no necesariamente obtiene
como salida el estado |f (z)) con probabilidad 1, pues los algoritmos en computacion
cuantica se basan, como se dijo més arriba, en que luego de una medicion el resultado
sea f () con alta probabilidad. Surge entonces naturalmente la nocioén de probabilidad
de éxito® del proceso. Evidentemente esta probabilidad es la proyeccion de F (|z) (z|)

sobre |f (z)), i.e
P = (f (@) F (=) &) | f (2)), (4.18)

donde el superindice id indica que este es el error ideal, por tratarse de la implemen-
tacion del algoritmo teodrico. En la realidad, se realizara una operaciéon no ideal &, de
modo que definimos igualmente la probabilidad de éxito de este proceso como

p= ([ @& (z) (=) |f (). (4.19)

Es posible que estemos interesados no en el error sobre un valor de entrada «
particular sino en el error promedio, donde el promedio se toma con respecto a una
distribucion uniforme sobre instancias x. Por lo tanto definimos estas cantidades pro-
medio como

P = dz IF () G 1 ) (4.20)

mientras que p, se define de modo equivalente.

Evidentemente, la fidelidad y la distancia traza poseen una relaciéon privilegiada
con estas cantidades sobre cualquier otra definicion de distancia. Esto queda claro al
notar que las definiciones de p y de p' tienen la misma forma que (1.14), de modo
que la probabilidad de éxito esta relacionada con la fidelidad mediante:

p = FE(z) (z]),|f (@) (f @] (4.21)
P = F[F(|z) (=) [f (@) (f @)]]. (4.22)

En [3]| Nielsen et. al. hallaron que
P. <B4 Arr (E,F), (4.23)

donde el subindice e hace referencia a que estos probabilidades de error (i.e. p, := 1—p
y pi4 =1 -7 ) y la distancia Az, esta definida al igual que definimos A en (4.5),
pero utilizando la distancia Traza (1.11), es decir que

ATT’ (57‘7) = dTr (pg H p]—') : (424)

5Equivalentemente se puede definir la probabilidad de fracaso o de error, que sera simplemente 1
menos la probabilidad de éxito. El uso de una o de la otra es puramente arbitrario y dependera de
la comodidad para trabajar las ecuaciones en cada caso.
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Como se dijo antes, no nos fue posible encontrar una relacion equivalente a (4.23)
en el caso general que utilice nuestra definicién de A, sin embargo pueden encontrarse
ciertas relaciones semejantes que utilicen la divergencia de Jensen-Shannon.

Lo primero que podemos notar es que asi como las probabilidades de éxito pue-
den relacionarse con la fidelidad mediante (4.21) y (4.22), podemos utilizar (6.45)
para extender esa relacion a la DJS. Utilizando las relaciones mencionadas, podemos
escribir:

p S =TS (W) (@l Il 1) ()], (4.25)

donde [¢) (¢| y |7) (7| son purificaciones arbitrarias de & (|x) (z|) y |f (z)) (f (z)| res-
pectivamente en el espacio H ® Haux. Como |f (x)) ya es un estado puro, entonces
|T) (] = |f (2)) {f ()| ®Laux, donde L, es el operador identidad en el espacio auxiliar
%aux'

Ademas es posible hallar una relacién entre las probabilidades de error y la DJS.
En el apéndice C.3 mostramos que:

VPe 3 VPE+ \/1 —[L= TS (l9) W1 Il ) (eI, (4.26)

donde [¢) (¥] v |¢) (p| son purificaciones arbitrarias de &€ (|x) (z|) v F (|x) (z|) respec-
tivamente.

Otro resultado puede obtenerse por un camino diferente, al reescribir la identidad
(4.23) para la DJS. En el apéndice C.4, mostramos que si p = [¢) (Y| y 0 = |¢) (¥
son dos estados puros, entonces dys (p || o) > dr (p || o). Por lo tanto si asumimos
que pg y pr son estados puros®, podemos escribir, utilizando (4.23) y (4.24):

P < P+ A (E,F)
P+ dr, (ps || pF)

P+ dys (pe || pr)
P+ A(E,F). (4.27)

IA A

Que es equivalente a (4.23) cuando pg y pr son estados puros.

Lo ultimo que diremos con respecto al sentido fisico de la DJS, es acerca de su
interpretacion en la teoria de la informacion. Como se dijo al principio de esta sec-
cion, las distancia traza y la fidelidad tienen una relacion privilegiada respecto a las
definiciones de probabilidades de éxito o fracaso en computacion cuantica. La diver-
gencia de Jensen-Shannon por su parte es una cantidad originada en la teoria de la
informacion, y posee varias interpretaciones interesantes en el marco de dicha teoria,
como la relacion con la informaciéon mutua. Un ejemplo de esto es la cota de Holevo
presentada en la seccion 2.

6Esta suposicién es sumamente restrictiva, sin embargo creemos que el hecho de que la identidad
pueda probarse en este caso particular, puede ser un punto de partida junto con las otras identidades
que estan definidas a su vez en base a purificaciones, para encontrar una relacién mas general en el
futuro.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se estudio el problema de distinguibilidad de procesos cuanticos.
Dado que la definicién de distinguibilidad involucra el concepto geométrico de dis-
tancia, se revisaron las principales distancias entre estados cuanticos. Entre ellas se
trabajo con una conocida como la Divergencia de Jensen-Shannon. De ésta se estudia-
ron sus propiedades, como asi también los distintos contextos fisicos que permiten una
adecuada interpretacion. Se investigd su aplicabilidad como distancia entre procesos.
Dentro de esta probleméatica mostramos que la extension de la definicion de distancia
entre estados, utilizando el isomorfismo de Jamiotkowski, satisface una lista de pro-
piedades usualmente requeridas por otros autores. Uno de los principales resultados
de esta monografia es que la distancia inducida por la DJS satisface los criterios antes
expuestos. Creemos que en el futuro puede obtenerse una interpretacion fisica més
clara o mas general en el marco de la computacion de funciones utilizando la DJS. Es
por ello que se han presentado varias propiedades de ésta divergencia que se relacionan
con la computacion de funciones (algunas en mayor medida que otras) con el fin de
presentar un punto de partida amplio para investigaciones futuras.

En este trabajo se procurd presentar, con un grado de formalismo acorde al con-
texto del mismo, los conceptos de operaciones cuanticas y mapas CP, procurandose
una descripciéon matematica clara y sencilla. Sin embargo puede darse un enfoque dis-
tinto tanto en las definiciones de distancia, como en los mapas en general (donde por
ejemplo pueden incluirse mapas que no sean CP o que no preserven la traza) e indagar
en la relacion con la geometria del espacio de Hilbert.
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Capitulo 6

Apéndices

Apéndice A: Matriz dinaAmica y su relacién con el iso-
morfismo de Jamiotkowski

Notacion De ahora en adelante denotaremos por M, , al conjunto de todas las
matrices m x n sobre C. El conjunto de matrices cuadradas n x n se denota por M,,.
El conjunto de matrices densidad n-dimensionales se define por H,,.

El conjunto M, tiene la estructura del espacio de Hilbert con producto escalar

definido por la expresion
(A,B) =Tr A'B. (6.1)

Este espacio de Hilbert particular se conoce como espacio de Hilbert-Schmidt de
operadores actuando en C™ y lo denotaremos por Hys

Reforma

Sea A € M, , (C) cuyos elementos se definen a;; := [A], ;. Entonces, definimos la
reforma de A como

res (A) = (Clna a12; - -, Aip; A21, @22, - - -
T
e Qo e Ay G2y -+ s Q) - (6.2)
De modo que la operacion de reforma coloca fila tras fila los elementos de una
matriz m X n en un vector de tamno mn. De manera inversa , cualquier vector de

dimension mn puede ser llevado a una matriz rectangular.
Un ejemplo sencillo permite comprender mejor la definicion de méas arriba:

Ay A
A= { All A12 } +—res (A) = (Aq, Aja, Aoy, Agy) . (6.3)
21 Ao
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Matriz asociada al mapa

Como se dijo en la seccion 4.1, una operacion cuéntica se define como un mapa
D (pent) = psar con ciertas propiedades. Mediante la definicion de la operacion de
reforma podemos expresar ¢ mediante una matriz. Para ello vamos a recordar que
existe un isomorfismo entre M,,, y C™*"* . Todo mapa lineal ® : H,, — H, puede
escribirse como una matriz Mg € M2 |14]:

res (psa) = Mores (pent) , (6.4)
donde
(M, = (e, ®(e))
- T [eltcb (q)}, (6.5)
donde k,l =1,...,n% de modo que la matriz tiene n* elementos. Aqui hemos usado

la base canonica {ex},_; . en Mpe.

Matriz dindmica

Podemos ahora definir la matriz dindmica de ® como la matriz Dg € M,,2 cuyos
elementos vienen dados por

[D@] =Tr [(6Z X Ej) Mq;.] s (66)

1,J

1=

donde i,j = 1,...,n mientras que {¢;} 1...n € una base canénica en M.

Notacion de cuatro indices

Una notaciéon mucho méas compacta y que es de gran utilidad en ciertas ocasiones
es la notacion de cuatro indices para los elementos de la matriz de procesos y la matriz
dindmica. Antes de introducir esta notaciéon veamos que la estructura del espacio de
Hilbert-Schmidt sin embargo permite relacionar el producto escalar entre matrices con
el de vectores haciendo

(A, B) =Tr A'B = res (A)"res (B) = (res (4) ,res (B)), (6.7)

de modo que el producto escalar en el espacio de Hilbert Schmidt de matrices de
tamano NN toma la forma de producto ordinario entre dos vectores de tamafio N2. A
su vez esta identidad sugiere que puede utilizarse sin peligro de ambigiiedad la notacion
habitual méas compacta de bra-kets tanto para matrices como para los vectores que
surgen de reformar. Asi, si definimos

la) = res(A), (6.8)
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y el producto escalar de Hilbert-Schmidt (6.1) como

(A|B) = (A, B), (6.9)
entonces por (6.7) se tiene

(A|B) = (a|b). (6.10)

De esta forma es posible escribir de forma més compacta (6.4) como

|psal> == M<I> ‘pent> . (611)

De esta forma ademas queda claro que los elementos de matriz de Mg pueden obtenerse
mediante

Mol = (P ()
= (e[ Maler) (6.12)

que es una definicion completamente equivalente a (6.5).

Si se piensa que el mapa ¢ actia en un sistema compuesto H = H,, ® H,,,, entonces
el producto tensorial de cualesquiera dos bases en ambos factores provee una base en
‘H. Luego las definiciones anteriores deben ser reemplazadas por la definicion més
general de cuatro indices [13]

[Mo]mn = (em ® ful®(en @ f1)) (6.13)
= <€m®fu|M¢’en®fu>7 (614)

donde los indices latinos hacen referencia al subsistema H, = H, mientras que los
indices griegos a Hp = H,.

Remezclado

Con la notacion de cuatro indices es facil definir una operacion importante de reor-
denamiento de elementos matriciales. Se define la operacion de remezclado mediante
la expresion

X = Xomn, (6.15)
v

nv

Esta operacion permite relacionar, para un dado mapa &, sus matrices dindmica y de
proceso |13, 14] mediante

Dy = MJ. (6.16)
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Isomorfismo de Jamioltkowski

En el apéndice B se muestra que si ® es un mapa que representa una operacion
fisica, entonces debe ser un mapa CP que preserve la traza. Esta condicion se refleja
en la exigencia de que su matriz dinamica Dg sea positiva, hermitiana y su traza sea
siempre igual a n. Por todas estas condiciones la matriz normalizada

Dy
W:
representa efectivamente un estado mixto en H,2. Este estado se conoce como estado
de Jamiotkowsk: o mas cominmente como isomorfismo de Jamiotkowski, precisamen-
te porque establece un isomorfismo entre un mapa CP que preserva la traza y un
subespacio de los estados en H,,2'.

Por tdltimo veremos que este estado puede ser expresado de la forma

po = [0 &1 (). (6.18)
donde .
p? = o) (9] = EZ(!i>®|i>)(<jl®<jl) (6.19)

es un estado maximamente entrelazado en el espacio de Hilbert H = H,, ® H,,.
Las matrices dinamicas de p? y del operador identidad pueden obtenerse facilmente
utilizando la definicion (6.14). Sus elementos resultan ser

[MH] mp = 5mn5;w> (620)
1

Con estas matrices podemos escribir el operador pe = [¢ ® I (p¢) como una matriz
de ocho indices actuando sobre el estado p?:

1 1

pv
w'v! n/v! n g

[pa] ma = [Mé]ﬁg, [Mi]

demostrandose que las dos definiciones son equivalentes.

'En efecto no todo estado del espacio de Hilbert #,,2puede ser expresado como una matriz dina-
mica porque existe una restriccion adicional sobre la matriz dindmica Dg de un mapa que representa,
una operacion fisica (cf. (6.27) en el apéndice B)
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Apéndice B: Propiedades de mapas que representan
una operacion fisica

Sea p una matriz densidad actuando sobre un espacio de Hilbert N-dimensional.
cuéles son las condiciones que debe cumplir un mapa ® : MW — M®) si debe
representar una operacion fisica?

Los mapas que que se admitiran son aquellos que pueden tomar la forma

p—p = ApAl, Y AlA =1 (6.23)

(2

Aqui seguiremos los pasos dados en [13| para mostrar que no es necesario ningin otro
tipo de mapa?.

El primer requerimiento es que el mapa sea lineal. La linealidad es requerida pues
se espera que la imagen de p no dependa del modo en que p es preparado como mezcla
de estados puros. Por lo tanto postulamos la existencia de un superoperador lineal P,

pr=2(p) 0 Py = [Ma]rs pry. (6.24)

Notemos que los mapas inhomogéneos estan contenidos automaticamente, pues
[Mé]?x Prv T Omp = ([M‘@]’Zf + O-m,u(;m/> Py = [Mq)’]’:ﬁ Pnv (625)

dado que tr(p) = 1. Entonces, podemos tratar directamente con mapas afines de
matrices densidad.

Ademaés el mapa debe llevar matrices densidad en operadores densidad (aunque no
necesariamente operadores que actien en el mismo espacio de Hilbert). Esto significa
que siempre que p sea hermitiana, de traza unidad y positiva, su imagen p' debe
satisfacer a su vez esas tres propiedades. Estas tres condiciones imponen las siguientes
restricciones sobre el matriz de ®:

1.
P = (IOI>T — [Mé]f;;g = [MQ]EZL

2.
TI‘ (p/> = 1 <:> [M(I)] mm — 67”/

3.

P >0%& [Mg]mu pny >0 cuando p > 0.

2En este apéndice utilizaremos fuertemente las nociones y notacién introducidas en el Apéndice

A.
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Estas condiciones toman una interpretacion mas clara si las escribimos para la matriz
dindmica de ®,Dg = Mg ,de modo que

[Dg] o [Me)] i (6.26)

En términos de la matriz dindmica, las tres condiciones anteriores quedan:

1.
p= (pl)T & [Dglmn = [Dq>]Tmn de modo que Dg = Dfp
rv nv
2.
3.

>0 &  [Dg|mn pp >0 cuando p > 0.

La condicion (1) se cumple si y solo si Dg es Hermitiana. La condiciéon (2) también to-
ma una forma familiar:la traza parcial con respecto al primer subsistema es el operador
identidad para el segundo subsistema, i.e.

Se dice de un mapa que es un mapa positivo si lleva matrices positivas en matrices
positivas. Es decir que la propiedad (3) enunciada para ® es en rigor la exigencia de que
® sea un mapa positivo. Sin embargo dicha condiciéon enunciada para Dg requiere de
més trabajo para interpretar. Supongamos momentaneamente que la matriz densidad
original sobre la que actiia ® es un estado puro. Entonces podemos escribir p,, = 2,2;.
La imagen va a ser positiva si y solo si, para todos los vectores x,,

xmp’x: = Tmzn [Da] mn x5z, > 0. (6.28)
Esto significa que la propia matriz dindmica debe ser positiva cuando actiia sobre
estados producto en H,2. Esta propiedad se llama positividad por bloques. Notemos
que como (3) se cumple para todo estado inicial p, entonces aunque (6.28) haya sido
obtenida suponiendo estados puros como estados iniciales, la condicion de positividad
por bloques para Dg se debe cumplir siempre.

Sin embargo la condicion (3) en rigor no es suficiente desde un punto de vista fisico.
Cualquier estado cuantico p podria ser extendido por un conjunto auxiliar en un estado
pRo de un sistema compuesto méas grande. La posibilidad de que dicho espacio auxiliar
sea agregado, requiere corroborar ya no solo que ® sea un mapa positivo, sino que
® ® I también lo sea. Esta condicion se enuncia precisamente mediante la siguiente
definicion: Se dice que un mapa ® es completamente positivo si y solo si para una
extension K-dimensional arbitraria H = Hy ® Hg, el mapa
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O ® Ik (6.29)

es positivo. Esta es la tltima condicién sobre nuestro mapa que generaliza la condiciéon
(3). Dos teoremas importantes permiten a partir de estas tres condiciones encontrar
una expresion explicita para el mapa.

El teorema de Choi se enuncia como: Un mapa lineal ¢ es completamente positivo
si y solo si la correspondiente matriz dindmica Dg es positiva. Es decir que por este
teorema, incrementar la condicién sobre ® de ser positivo a completamente positivo,
llevo a la restriccion sobre Dg de ser positiva por bloques a ser positiva.

Finalmente el teorema de Representacion por suma de operadores permite escri-
bir un mapa completamente positivo de una forma particular: Un mapa lineal ® es
completamente positivo si y solo si es de la forma

p—p = ApAl (6.30)

La condicion (2) de preservacion de la traza puede entonces ser incorporada al
exigir que ademas

> AAl=T (6.31)

La condicion restante (1) que exigia la hermitianicidad de Dg esta incluida en el
teorema de Choi, de modo que todas las condiciones que impusimos sobre un mapa
para que éste represente una operacion lineal quedan reducidas a las condiciones (6.30)
y (6.31) que es lo que queriamos ver.

Apéndice C: Demostraciéon de propiedades adicionales

C.1

Queremos ver que

PEF = (5 X ]:T) (p‘b) ) (632)

para ello calcularemos los elementos de matriz de cada lado de la igualdad y corrobo-
ramos que son iguales.

Comenzamos calculando los elementos de matriz del lado izquierdo. Por la defini-
cion del estado de Jamiotkowski (4.4), podemos escribir

peor = [(E0 F)@I] (p°), (6.33)

donde p? es un estado maximamente entrelazado en el espacio compuesto H ® Haux.
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Utilizando la notacién de cuatro indices para un mapa introducida en el apéndice A3,
podemos escribir la matriz dindmica del mapa (€ o F) ® Z como un operador de ocho
indices de la siguiente manera:

(ng]:) T:LL'U' e g O fy;n’n IHA‘;ZI p(fn/ /. (6.34)
Ahora notamos que la matriz dindmica del operador identidad es
T wr, = 6000, (6.35)

mientras que la del estado maximamente entrelazado a su vez es

1
p%ﬁ/ = Oyt (6.36)
identidades que pueden ser obtenidas por algebra directa utilizando la Ec. (6.5). Ade-
mas, para encontrar la matriz dindmica del mapa compuesto (€ o F), conviene intro-
ducir una matriz densidad o y pensar a dicho mapa como dos mapas que actian de
la siguiente forma:

F(o)=0d y (EoF)(o)=E(F(o)=E(c") =0". (6.37)
Entonces tenemos que
(0 ) = Emn (07),
Sﬂ;:f ",P,Um’n’
— (8 (¢] ]:) Trlzn/ Um/n/ (638)

m'n

De las ultimas dos igualdades concluimos que la matriz dindmica del mapa compuesto
(€ o F) esta relacionado con las matrices dinamicas de los mapas £ y F mediante

(EOF) = EmF o . (6.39)

Si reemplazamos las matrices dinamicas (6.35), (6.36) y (6.39) en (6.34) obtenemos:

(,050]-‘) muy == STZ;‘FT:,I;, 5NM/5VV/N6’”L’M'5WV'

= —EmnFon. (6.40)

3Por comodidad conviene reducir un poco la notacién de los elementos matriciales de un mapa CP
introducida en dicho apéndice a costa de un poco de claridad. Confiamos en que la diferencia entre
un mapa y su matriz densidad ha quedado suficientemente clara en dicho apéndice y denotaremos
aqui a los elementos de la matriz de un proceso ¢ simplemente como e=x (en vez de [Mc]mu)
o no
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Ahora vamos a calcular los elementos de matriz del lado derecho de (6.32). Estos
elementos pueden calcularse haciendo

nv

[(E@F) (p*)] o = Emn, (F") e p%ﬁ,’ (6.41)

Los elementos de la operacion transpuesta estan relacionados por (.7:1) o = Funr,
w'v! v

de modo que reemplazando esta igualdad en (6.41), junco con (6.36) obtenemos

1
[(E@F") ()] m = €, ]:‘L/Z' N(Sm/“,é"/w
= %gﬁ;l/ Fm’n’, (642)

que es igual al resultado obtenido para el lado izquierdo (6.40) luego de renombrar
algunas variables, con lo que queda demostrada la igualdad (6.32).

C.2

Partiendo de las relaciones (4.21), y motivados por la definicion de distancia dada
n (1.17), escribimos:

VPe =1 =p=y1=FIE(lz) (z]) | If (@) (f (@)]]. (6.43)
Como de (p || o) = v/1 — F (p || o) es una métrica, satisface en particular la desigual-
dad triangular, por lo que podemos reescribir (6.43) como

Vpe = do(E(Jx) () [|1f (@) (f (=)])
< de (F (|z) <$|) || If( NS @) + de (€ () (]) || F () (1))
= Vpi+de (€ x!)HF(HH))
= Vil + \/1— (@) [ F (|z) (=])) (6.44)

Pero, en la seccion 3.1 habiamos mostrado la relacion entre la fidelidad y la divergencia
de Jensen-Shannon (cf. Ec. (3.20)) que puede reescribirse como

Fpllo) 2 [L—J8 () (@] ] o) (o)), (6.45)

donde |¢) v |¢) son purificaciones arbitrarias de & (|x) (z|) y F (|z) (x|) respectiva-
mente. Luego, (6.44) puede escribirse en términos de la DJS como

Ve SV 1= L= TS (1) (] 1l ) )] (6.46)

que es el resultado que queriamos probar.
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C.3

En las secciones 1.1.3 y 1.1.7 se citaron expresiones para la distancia traza y para
la divergencia de Jensen-Shannon el caso particular en el que p = [¢) (¢|y 0 = |¢) (9|
son estados puros. Ambas expresiones, pueden en este caso expresarse como funcion
tinicamente del producto escalar entre los vectores |¢)) v |¢). Habiamos dicho que si
definiamos la variable z := |(¢)|¢)| entonces la distancia traza y la DJS estan dadas
respectivamente por las ecuaciones (1.12) y (1.29):

dyr ([90) (01 | 0) (¢]) = V1 — a2, (6.47)

15 00 1 o o) = =55 o, (157 = S5 o (F57) . (6)

Entonces recordando la definicion de la distancia basada en la DJS (1.30) y las iden-
tidades anteriores podemos escribir la diferencia ente las distancias como una funciéon
tnicamente de x:

f (@) = dys (1) WL o) (Dl) — drr ([90) (0] [ 19} (0]) , (6.49)

con

f(x) = \/—(1 —2) log, (1 _ x) _(+2) log, (1 —|—x> —V1—a2 (6.50)
2 2 2 2

Un grafico de f(z) en el intervalo [0,1] se muestra en la Figura 1. En éste se ve

claramente que la funcién siempre toma valores positivos, de modo que para cualquier

par de estados puros [1)) y |¢), la distancia definida a partir de la DJS es mayor que

la distancia traza.
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Figura 1: Grafico de la funcion f (z) definida
en (6.50) que representa la diferencia entre la
distancia definida a partir de la DJS y la dis-
tancia traza entre los estados puros [¢) v |p).
La variable x esta definida como x := [{¢)|p)].
Este grafico muestra claramente que la dis-
tancia en base a la DJS es siempre mayor que
la distancia traza para estados puros.
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