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Resumen

La dimensionalidad del espacio de Hilbert asociado a sistemas cuánticos de espín es uno
de los mayores obstáculos que se presentan en los métodos de cálculo desarrollados para
el estudio de estos sistemas. Muchos de estos métodos buscan formas de describir sistemas
cuánticos de espín mediante parametrizaciones eficientes de subespacios de Hilbert en donde
se pueden encontrar estados de interés.

En este trabajo se hace uso de estados basados en estados de grafo ponderado para el
cálculo variacional de la energía del estado fundamental de distintos sistemas cuánticos de
espín. La cantidad de parámetros necesarios para describir estos estados crece
polinomialmente con el número de espines y, a diferencia de métodos como el método de
Rayleigh-Ritz, estos estados dependen de los parámetros variacionales de forma no lineal.

Para la implementación del método variacional se utilizaron algoritmos escritos en
Python para evaluar el valor de expectación del Hamiltoniano y funciones de correlación, y
las minimizaciones para encontrar el valor óptimo de la energía se realizaron utilizando
librerías estándar de cálculo numérico en Python. Para comparar con los resultados, se
obtuvieron valores de referencia dados por resultados teóricos, por diagonalización de la
matriz del Hamiltoniano a través del algoritmo de Lanczos, y mediante simulaciones
numéricas de sistemas de espín con librerías de Python especializadas.

Se estudiaron distintos modelos, principalmente el modelo XY pero también modelos
poco convencionales como el modelo extendido de Ising con interacciones a pocos vecinos.
Se muestra que los valores obtenidos para la energía del estado fundamental muestran un
acuerdo muy bueno con los valores de referencia solo en algunos casos. Se introdujeron
modificaciones al método, como restricciones a la minimización del valor de expectación
del Hamiltoniano y diferentes parametrizaciones para los estados variacionales, con el
objetivo de mejorar el acuerdo con los valores de referencia. Aunque estas modificaciones
no permitieron encontrar estimaciones de la energía que estén de acuerdo con los valores
de referencia en las regiones problemáticas, sí presentaron mejoras leves y hacen posible
identificar la presencia de puntos críticos de los modelos observando el comportamiento de
las funciones de correlación.

Palabras clave: Cadenas de Espín, Método Variacional, Estados de Grafo Ponderado,
Transiciones de Fase Cuánticas
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Abstract

One of the major obstacles that arise in numerical methods for the treatment of quantum
spin systems is the dimensionality of the associated Hilbert space. Many of these methods
seek parametrizations of Hilbert subspaces where physical quantum states can be found in
order to efficiently describe these systems.

In this work, states based on weighted graph states are used for variational calculations
of the ground state energy of several quantum spin systems. The number of parameters
necessary to describe these states has polynomial growth in the total number of spins and,
in contrast with methods such as the Rayleigh-Ritz method, these states exhibit a non-linear
dependence on the variational parameters.

The variational method was implemented via algorithms written in Python to evaluate
the expectation value of the Hamiltonian and spin-spin correlation functions, while standard
Python libraries for numerical computing were used to perform energy minimizations to find
its optimal value. Theoretical results, numerical diagonalizations of the Hamiltonian matrix
via the Lanczos algorithm, and Python libraries for simulating quantum spin systems were
used to obtain reference values that the values obtained via the variational method could be
measured against.

Different spin models were studied, mainly the XY model, but also, to a lesser extent,
slightly unconventional models such as the extended Ising model with few-neighbor
interactions. It is shown that agreement between reference values and variational results for
the ground state energy is spotted only in some cases. Several modifications to the method
were introduced, such as restricted minimizations of the expectation value of the
Hamiltonian and different variational state parametrizations, with the hope of obtaining
results that better align with the reference values. Even though agreement between energy
estimations and reference values wasn’t achieved in these problematic regions, with these
modifications in place some improvement was seen and they allowed for critical points to
be identified via observation of the behaviour of spin-spin correlation functions.

Keywords: Spin Chains, Variational Method, Weighted Graph States, Quantum Phase
Transitions
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Introducción

Aunque las primeras menciones de materiales magnéticos se remontan a miles de años
[1], fue el advenimiento de la mecánica cuántica el que abrió las puertas a la posibilidad
de explicarlos. En la década de 1920 se producen, en rápida sucesión, numerosos avances
en esta área, tanto teóricos como experimentales, que culminan en los primeros modelos
cuánticos de materiales ferromagnéticos y antiferromagnéticos.

En 1921, Compton [2] propone que el electrón posee un espín1 y momento magnético
intrínsecos, además de momento angular orbital [3]. El experimento de Stern-Gerlach [4], al
año siguiente, permitió determinar el momento magnético y número cuántico de momento
angular de átomos y moléculas. Goudsmit2 y Uhlenbeck [5] muestran en 1925 que la
evidencia disponible sugiere firmemente que el espín del electrón es 1

2 [1]. Un año después,
en 1926, es cuando Schrödinger [6, 7] publica la ecuación que hoy lleva su nombre; la
mecánica ondulatoria descripta por esta resulta equivalente a la mecánica matricial
desarrollada por Heisenberg, Born y Jordan [8, 9, 10] un año antes [11]. En 1927, Pauli [12]
introduce sus matrices de espín 1

2 , hoy conocidas como matrices de Pauli.
Para el año 1925, ya existía evidencia experimental fuerte de que el espín del electrón es

la principal causa detrás de las propiedades magnéticas de los materiales ferromagnéticos
[13]. La formulación de Lenz-Ising [14, 15] del ferromagnetismo, en la que los espines,
que pueden tomar valores de ±1, están dispuestos a intervalos regulares en una red con
efectos a primeros vecinos, es introducida ese año [1]. Esta formulación se conoce hoy en
día como modelo de Ising. La solución para el modelo unidimensional fue desarrollada por
Ising, pero no presentó las propiedades ferromagnéticas esperadas. En particular, el modelo
unidimensional posee una temperatura de Curie idénticamente nula, lo que indica ausencia
de magnetización espontánea a temperaturas no nulas. Este fracaso de la formulación luego
se mostró que es producto de la unidimensionalidad del modelo considerado [16].

Unos años después, Heisenberg y Dirac tratan de explicar el ferromagnetismo a través del
concepto de intercambio (exchange), el cual resulta del principio de exclusión de Pauli y de una
superposición física de funciones de onda electrónicas [1]. Heisenberg [17] usa el supuesto
fracaso de la formulación de Lenz-Ising como una justificación para proponer, en 1928, su
propia teoría del ferromagnetismo basada en interacciones más complejas entre espines [16]
y reproduce exitosamente resultados de la teoría ferromagnética de dominios de Weiss,
dando así una explicación del ferromagnetismo en términos de la integral de intercambio
[18]. Al año siguiente, Dirac [19] formula explícitamente el operador de intercambio, una
cantidad escalar que cuantifica el paralelismo de espines vecinos, un par a la vez, como
ingrediente esencial de la interacción magnética. El coeficiente de este operador, la integral de
intercambio, era función de la interacción electrostática entre electrones y lo suficientemente
grande como para ignorar la interacción magnética dipolo-dipolo a primera aproximación.

El modelo de Heisenberg no solo logró dar una explicación del ferromagnetismo sino
que dio lugar a numerosos avances en el área del magnetismo. Entre ellos, en 1932, Néel
[20, 21] identifica que, si la integral de intercambio es negativa, bajo cierta temperatura de
transición, hoy conocida como temperatura de Néel, se puede producir un ordenamiento
en el que los primeros vecinos se ordenan de tal forma que sus espines apunten en
direcciones opuestas [22]. Un ordenamiento de esta índole, en el que dos sub-redes se

1Del inglés spin, que significa giro o rotación.
2En https://www.lorentz.leidenuniv.nl/history/spin/goudsmit.html se encuentra disponible una

traducción al inglés por J.H. van der Waals de una conferencia donde Goudsmit habla sobre el descubrimiento
del espín del electrón.

1

https://www.lorentz.leidenuniv.nl/history/spin/goudsmit.html


compensan con interacciones de intercambio negativas, se conoce hoy como ordenamiento
antiferromagnético, y pudo explicar el comportamiento de ciertos materiales [1]. Bethe [23]
había encontrado, un año antes, la solución para los autoestados del modelo de Heisenberg
unidimensional antiferromagnético utilizando el método que hoy se denomina ansatz de
Bethe, mientras que la energía del estado fundamental fue obtenida por Hulthén [24] en
1938 [25]. Tal vez de importancia histórica, en 1932 Van Vleck publica su libro donde se
presentan, entre otras cosas, los avances hasta el momento de la mecánica cuántica en el
área del magnetismo de los materiales [26]. En él, Van Vleck hace una presentación de la
teoría de Heisenberg del ferromagnetismo en la que se ve por primera vez de forma
consistente la representación del operador de intercambio como el Hamiltoniano de espín

−
∑

JklŜk · Ŝl

y la integral de intercambio con la letra J , como es usual [18].
Los modelos unidimensionales de Ising y Heisenberg hoy se engloban dentro de un

tipo de modelos cuánticos de muchos cuerpos denominados cadenas de espines, los cuales
consisten en una red unidimensional de algún número de sitios donde en cada sitio se
coloca un espín, y los espines interactúan de alguna manera. La riqueza de muchos de estos
modelos está en que son modelos simples de expresar con comportamiento altamente no
trivial y en muchos casos poseen numerosas aplicaciones, admiten solución exacta, o ambas.
En particular, el modelo de Ising, además de ser exactamente soluble y aunque sí ha tenido
limitado éxito en el área de materiales magnéticos [27, 28], ha sido utilizado también en
áreas fuera de la física, como la biología [29, 30, 31], geología [32], dinámica social [33, 34],
economía [35, 36, 37], entre otros.

Estos modelos empiezan a tomar relevancia en la década de 1960, producto de una
serie de avances particularmente teóricos en conjunto con evidencia de que el
comportamiento de ciertos materiales puede ser descripto por cadenas de espines con
interacciones de intercambio a primeros vecinos [38, 39]. Entre estos, definitivamente se
destaca la introducción del modelo XY, del cual el modelo de Ising se puede considerar
como caso particular, por Lieb, Schultz, y Mattis en 1961 [40]. A través de una
fermionización del Hamiltoniano, presentaron una solución junto con el cálculo de
funciones de correlación tanto del modelo XY como de un modelo mixto de
Heisenberg-Ising. Las propiedades magnéticas y térmicas del modelo XY fueron
desarrolladas independientemente por Katsura al año siguiente [41]. La fermionización de
Hamiltonianos de espín ha probado ser una herramienta valiosa para resolver y analizar
modelos del tipo XY [42, 43] que se sigue utilizando en la actualidad [44, 45, 46]. Un caso
notable es el del análisis, a través de un procedimiento análogo al hecho por Lieb, Schultz, y
Mattis para el modelo XY, del modelo de Ising en presencia de campo magnético
transversal presentado por Pfeuty en 1970 [47].

El modelo XY en presencia de campo magnético transversal es un modelo de uso típico
a la hora de investigar conceptos relacionados a modelos cuánticos de espín. Al ser un
modelo exactamente soluble con un diagrama de fase no trivial que admite el cálculo de
esencialmente toda cantidad de interés, ha pasado a ser un modelo de referencia tanto
para estudiar nuevos fenómenos como para examinar nuevos métodos de cálculo [48]. En
los últimos años, el modelo XY y diversas variantes han sido utilizados, por ejemplo, para
examinar transmisión de estados cuánticos [49, 50], frustración [51, 52], quantum quench
[53, 54], transiciones de fase cuánticas y fenómenos críticos [55, 56, 57], y la aplicación de
algoritmos de aprendizaje automático [58, 59].

En cuanto a nuevos métodos de cálculo, últimamente ha habido gran interés en
métodos de redes tensoriales (tensor network methods) para sistemas fuertemente
correlacionados [60]. El ejemplo por excelencia de un método de redes tensoriales es la
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formulación actual, basada en estados de productos matriciales (matrix product states, MPS),
del grupo de renormalización de la matriz densidad (density matrix renormalization group,
DMRG) introducido por White en 1992 [61, 62]. Tanto el éxito de estos métodos como
avances en información cuántica han motivado la aparición de nuevos métodos y estados
variacionales basados en redes tensoriales con varios grados de éxito y aplicabilidad [63]
como, por ejemplo, estados de pares entrelazados proyectados (projected entangled pair states,
PEPS) [64], estados de redes de tensoriales concatenadas (conatenated tensor network states,
CTS) [65], y el ansatz MERA (multiscale entanglement renormalization ansatz) [66].

Una clase de estos estados variacionales son los estados de grafo ponderado (weighted
graph states, WGS), propuestos como una generalización de los estados de grafo (graph states)
[67, 68]. Estos estados asocian el estado de espín con un grafo, donde los vértices del grafo
se corresponden con los espines y las aristas se corresponden con interacciones unitarias
de dos cuerpos entre espines, con un número de parámetros que crece polinomialmente
con el número de espines [69]. El atractivo de esta clase de estados variacionales está en
que muchas cantidades de interés, como la energía y funciones de correlación, pueden ser
evaluadas eficientemente ya que es posible obtener expresiones explícitas para valores de
expectación de observables y matrices densidad reducidas en función de los parámetros
variacionales, siempre que los términos individuales del Hamiltoniano involucren pocos
espines [70].

Una generalización de los estados de grafo ponderado realizada por Anders et al. [71, 72],
que retiene los aspectos mencionados anteriormente respecto a evaluación de cantidades y
expresiones en función de los parámetros, fue propuesta como estados variacionales. A lo
largo de este escrito se refiere a estos estados como estados de grafo ponderado generalizados
o GWGS (generalized weighted graph states), y el objetivo de este trabajo es evaluar su desempeño
como estados variacionales en sistemas unidimensionales de espín. Principalmente se analiza
el modelo XY y, en particular, un caso particular de este denominado modelo XX, aunque
también se examinan otros modelos poco convencionales. La implementación del método
variacional se hizo en Python [73], con el uso de librerías estándar de calculo numérico.

El escrito se encuentra dividido en cuatro Partes. La Parte I, que consta de los Capítulos 1
y 2, se centra en teoría de cadenas de espines. En el Capítulo 1 se discute el cálculo de Heitler
y London como justificación para el estudio de interacciones de intercambio tipo Heisenberg
y se introduce el concepto de cadenas de espines. Se presentan algunos modelos típicos
tipo Heisenberg, como el modelo XY, y algunos modelos con interacciones no tan simples,
como el modelo extendido de Ising con interacciones de mediano alcance y el modelo SSH.
Finalmente, se definen las transiciones de fase cuánticas y conceptos relacionados como
puntos críticos y diagramas de fase, y se discute el rol de las funciones de correlación y la
magnetización como parámetros de orden.

En el Capítulo 2 se presenta la solución exacta del modelo XY mediante una
fermionización del Hamiltoniano a través de la transformación de Jordan-Wigner y,
pasando por una transformación a espacio momento, la transformación de Bogoliubov.
También se discute, particularmente, la solución del modelo XX. Debido a la falta de
bibliografía en la que se haga un desarrollo didáctico completo, este capítulo hace énfasis
en los cálculos y demostraciones con el objetivo de que pueda ser un recurso al que puedan
recurrir quienes nunca hayan tratado con este tipo de desarrollos. La solución del modelo
XX se discute en la Sección 2.4 mientras que la discusión de la solución del modelo XY se
encuentra en la Sección 2.6. Tanto el desarrollo presentado en este Capítulo como su
estructura se encuentran fuertemente inspirados, en particular, por el trabajo realizado por
Landi [74, 75] y Mbeng et al. [76].

Los Capítulos 3 y 4 componen la Parte II del escrito, que abarca conceptos relacionados
a métodos de calculo para energías de estados fundamentales en cadenas de espines. En el
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Capítulo 3 se discute la construcción directa de la matriz del Hamiltoniano y se habla
brevemente de formas de optimizar su representación. Se analiza el algoritmo de Lanczos
para diagonalización de matrices y se discute una forma de utilizar sus desventajas para
evaluar la convergencia de los autovalores. Se introducen los qubits como forma de
representar estados de espín, lo que permite representar estados de espín como números
enteros y hablar de operadores de espín como operaciones binarias. Se presenta el principio
variacional como pilar del método variacional y, finalmente, se introducen los estados de
grafo ponderado y los estados de grafo ponderado generalizados.

En el Capítulo 4 se discuten los algoritmos de optimización utilizados. Primero se
presenta un método que cae dentro de los métodos cuasi-Newton denominado algoritmo
de Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno (BFGS) y se habla de su variante de memoria
limitada. Luego se discute el algoritmo de dual annealing, un algoritmo estocástico donde
la estocasticidad se controla mediante una temperatura artificial. También se introduce el
algoritmo genético, un método poblacional que, inspirado en la evolución, evoluciona una
población de soluciones mediante operaciones genéticas. Finalmente, se presentan
brevemente el algoritmo de optimización por enjambre de partículas y la estrategia de
evolución de adaptación de la matriz de covarianza.

La Parte III del escrito contiene los tres Capítulos en los que se presentan la
implementación, los resultados y las conclusiones. En el Capítulo 5 se discute la
implementación del método. Primero se detallan las librerías de Python utilizadas y se
discuten algunas generalidades, como lo son la representación computacional de estados
de espín y la acción de operadores sobre ellos. Luego se detalla la implementación de los
estados variacionales y se discute la evaluación de la energía. Por último, se presentan las
implementaciones de los algoritmos de minimización utilizados.

Los resultados se discuten en el Capítulo 6. Primero, se presenta el criterio de selección
del minimizador a utilizar en el método variacional. Luego, se analizan los modelos de Ising
y XX en ausencia de campo magnético y se discute su uso para la selección de parámetros
tanto del minimizador como de los estados variacionales, los cuales son utilizados para
examinar el modelo XY con campo magnético nulo. Después de esto se examina el modelo
XX con campo magnético transversal, y se lo utiliza para introducir diversas modificaciones
al método que buscan mejoras en la convergencia. Finalmente, con estas modificaciones, se
estudian los modelos de Ising y extendido de Ising con interacciones a pocos vecinos con
campo magnético transversal, y se hace un pequeño análisis del modelo SSH. Se concluye la
parte principal del escrito con las conclusiones en el Capítulo 7.

Por último, la Parte IV consta de tres Apéndices que contienen cálculos
complementarios. En el Apéndice A se presentan los desarrollos para obtener expresiones
para matrices densidad reducida de uno y dos sitios en términos de magnetizaciones y
funciones de correlación. En el Apéndice B se presentan cálculos y demostraciones
adicionales relacionados a la solución exacta del modelo XY y en el Apéndice C se detallan
cálculos adicionales asociados a las parametrizaciones de operadores unitarios de los
estados variacionales.
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Parte I

Teoría de Cadenas de Espines
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1. Cadenas de Espines

En física del estado sólido, las interacciones magnéticas efectivas entre espines
localizados se describen mediante Hamiltonianos de espín. El Hamiltoniano de
intercambio de Heisenberg es probablemente la interacción entre espines más importante y
forma la base para describir muchos materiales y fenómenos del magnetismo. De acuerdo
con esta interacción, dos espines k, l se encuentran acoplados según el Hamiltoniano

−JklŜk · Ŝl = −Jkl
(
Ŝ
(x)
k Ŝ

(x)
l + Ŝ

(y)
k Ŝ

(y)
l + Ŝ

(z)
k Ŝ

(z)
l

)
, (1.1)

donde, para espines 1
2 , Ŝ(α)

k = 1
2 σ̂

(α)
k , α = x, y, z, y σ̂(α)k son los operadores de Pauli.

Notar que a lo largo de este trabajo se toma ℏ = 1.

1.1. Origen de la Interacción de Intercambio

El modelo de Weiss del ferromagnetismo, al ser un modelo clásico fenomenológico que
buscaba describir el ferromagnetismo a nivel macroscópico, daba, cualitativamente, buenos
resultados pero no intentaba explicar el origen del ferromagnetismo a nivel atómico [77]. La
interacción de intercambio, que es responsable de la magnetización espontánea, no se puede
explicar con argumentos clásicos. Incluso la interacción entre dipolos magnéticos es tan débil
a distancias características de la escala atómica que resulta ser insuficiente para explicar el
magnetismo [78, 79]. De los primeros cálculos que muestran una manera en la que pueden
surgir interacciones entre espines se puede destacar el presentado por Heitler y London [80]
para describir el enlace en la molécula de hidrógeno. La aproximación de Heitler-London
permite describir la interacción que surge entre espines producto de fuerzas Coulombianas
entre dos electrones de átomos adyacentes y el teorema de espín-estadística.

Se consideran dos átomos de hidrógeno separados por una distancia R12 = R1 − R2

con las funciones de onda orbitales de los electrones de los átomos 1 y 2 descriptas por
ϕ1(r) y ϕ2(r), respectivamente. Cuando los átomos se encuentran en proximidad, y como
las funciones de onda orbitales electrónicas de cada uno han de determinarse en ausencia
del otro, la integral de solapamiento será distinta de cero:

l = ⟨ϕ1|ϕ2⟩ =
∫
R3

drϕ∗1(r)ϕ2(r) ̸= 0. (1.2)

Ahora, de acuerdo con la suma de momento angular, el espín total será Ŝ = Ŝ1 + Ŝ2, con
valores posibles s = 0, 1, y los autoestados de Ŝ2 y Ŝ(z) serán

|χs⟩ =
|↑↓⟩ − |↓↑⟩√

2
,

(singlete, s = 0)

|χt⟩ =


|↑↑⟩

|↑↓⟩+ |↓↑⟩√
2

|↓↓⟩

.

(triplete, s = 1)

(1.3)

Como |χs⟩ es antisimétrica y |χt⟩ es simétrica ante intercambio de electrones, las funciones de
onda espaciales asociadas deberán tener la simetría opuesta para que la función de onda total
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respete la antisimetría requerida para funciones de onda fermiónicas. Las combinaciones
lineales normalizadas apropiadas de ϕ1(r) y ϕ2(r) se puede mostrar que están dadas por

ϕs(r1, r2) =
1√

2 + 2⟨ϕ1|ϕ2⟩2

[
ϕ1(r1)ϕ2(r2) + ϕ1(r2)ϕ2(r1)

]
, (1.4)

ϕt(r1, r2) =
1√

2− 2⟨ϕ1|ϕ2⟩2

[
ϕ1(r1)ϕ2(r2)− ϕ1(r2)ϕ2(r1)

]
, (1.5)

de forma que a la función de onda espacial ϕs(r1, r2) (ϕt(r1, r2)) le corresponde la función
de onda de espín χs(σ1,σ2) (χt(σ1,σ2)), donde σ1 y σ2 denotan coordenadas de espín.

El Hamiltoniano, cuando la distancia entre átomos es finita, está dado por

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥ12, (1.6)

donde Ĥ1 y Ĥ2 son los Hamiltonianos individuales de los átomos 1 y 2 y Ĥ12 es el
Hamiltoniano de la interacción Coulombiana entre ellos:

Ĥ1 =
P̂ 2
1

2m
− e2

|r1 −R1|
, Ĥ2 =

P̂ 2
2

2m
− e2

|r2 −R2|
,

Ĥ12 =
e2

|r1 − r2|︸ ︷︷ ︸
electrón-electrón

+
e2

|R1 −R2|︸ ︷︷ ︸
protón-protón

− e2

|r1 −R2|
− e2

|r2 −R1|︸ ︷︷ ︸
electrón-protón

.

Si se denota por E0 a la energía cuando la separación atómica es infinita, de forma que

⟨ϕ1 | Ĥ1 |ϕ1⟩ = ⟨ϕ2 | Ĥ2 |ϕ2⟩ = E0,

se puede mostrar que∫
dr1dr2ϕ

∗
1(r1)ϕ

∗
2(r2)Hϕ1(r1)ϕ2(r2) =

∫
dr1dr2ϕ

∗
2(r1)ϕ

∗
1(r2)Hϕ2(r1)ϕ1(r2) = 2E0 +U,∫

dr1dr2ϕ
∗
2(r1)ϕ

∗
1(r2)Hϕ1(r1)ϕ2(r2) =

∫
dr1dr2ϕ

∗
1(r1)ϕ

∗
2(r2)Hϕ2(r1)ϕ1(r2) = 2E0l

2 + V,

donde la integral de Coulomb U y la integral de intercambio V están dadas por:

U =

∫
dr1dr2H12|ϕ1(r1)|

2|ϕ2(r2)|
2, V =

∫
dr1dr2H12ϕ

∗
1(r1)ϕ

∗
2(r2)ϕ2(r1)ϕ1(r2).

Luego, la energía para cada función de onda global, que coincide con la energía de la
correspondiente función de onda espacial ya que las funciones de onda de espín están
normalizadas, se puede expresar como:

Es = ⟨ϕs | Ĥ |ϕs⟩ = 2E0 +
U+ V

1 + l2
, Et = ⟨ϕt | Ĥ |ϕt⟩ = 2E0 +

U− V

1− l2
. (1.7)

Con esto en mente, es posible reemplazar el Hamiltoniano de la expresión (1.6), que
actúa solo sobre las coordenadas espaciales, por un Hamiltoniano de espín, siempre que los
estados atómicos excitados puedan ser ignorados. Este nuevo Hamiltoniano se construye
de forma tal que la energía de las funciones de onda coincida con las encontradas en la
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expresión (1.7) y aprovechando que, como son espines 1
2 , |χs⟩ y |χt⟩ son también autoestados

del operador Ŝ1 · Ŝ2, ya que

Ŝ
2
= Ŝ

2
1 + Ŝ

2
2 + 2Ŝ1 · Ŝ2 =

3

2
Î+ 2Ŝ1 · Ŝ2 =⇒ Ŝ1 · Ŝ2 =

1

2
Ŝ

2 − 3

4
Î.

Con esta expresión, es fácil ver que los autovalores de Ŝ1 · Ŝ2 son

Ŝ1 · Ŝ2|χs⟩ = −
3

4
|χs⟩, Ŝ1 · Ŝ2|χt⟩ =

1

4
|χt⟩,

por lo que se puede proponer, para constantes a, b, un Hamiltoniano de la forma

Ĥ = a+ bŜ1 · Ŝ2 (1.8)

y pedir

⟨χs | Ĥ |χs⟩ = a− 3

4
b = Es = ⟨ϕs | Ĥ |ϕs⟩,

⟨χt | Ĥ |χt⟩ = a+
1

4
b = Et = ⟨ϕt | Ĥ |ϕt⟩.

Utilizando (1.7), se puede ver que:

Ĥ =
1

4
Es +

3

4
Et + (Et − Es)Ŝ1 · Ŝ2 = 2E0 +

U− V

1− l2
+ (Et − Es)

(
Ŝ1 · Ŝ2 −

1

4

)
.

Si se redefine el cero de la energía, se puede escribir:

Ĥ = −JŜ1 · Ŝ2, con J = Es − Et = 2
Ul2 − V

1− l4
. (1.9)

Este Hamiltoniano es el Hamiltoniano de intercambio de Heisenberg para dos espines. Al
ser un producto escalar de los operadores de espín, este Hamiltoniano favorece estados con
espines alineados si J > 0 y estados con espines antiparalelos si J < 0. El coeficiente J en
su momento se denominaba integral de intercambio, ya que el cálculo original no tenía en
cuenta la interacción Coulombiana de los núcleos por lo que tomaba una forma más simple, a
primer orden, similar a V dondeH12 solo involucraba la interacción entre electrones [22]. En
la actualidad J suele denominarse constante de acoplamiento de intercambio o energía de
acoplamiento o alguna variante similar [78, 79]. El Hamiltoniano de Heisenberg simplemente
se postula como una suma de la forma

Ĥ = −
∑
ij

JijŜi · Ŝj, (1.10)

donde se suma sobre todos los pares (i, j) de iones relevantes.
Aunque este mecanismo de acoplamiento denominado intercambio directo, como es

descripto por el método de Heitler–London, no suele ser aceptable como mecanismo de
acoplamiento para materiales magnéticos, es un cálculo relativamente simple para
justificar, de manera ingenua, el estudio de Hamiltonianos de espín tipo Heisenberg. De
hecho el método de Heitler-London no converge cuando se hace la extensión a solidos
magnéticos. Para hacer una justificación completa del Hamiltoniano de Heisenberg para
materiales magnéticos se deben considerar rigurosamente otros mecanismos de
intercambio y aproximaciones de mayor complejidad. La interacción de intercambio
directo, al ser determinada por el solapamiento de funciones de onda de los iones
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magnéticos involucrados, es de muy corto alcance, por lo que en la practica rara vez se
presenta como interacción dominante y, en consecuencia, otros mecanismos de
acoplamiento toman relevancia. La interacción de Rudermann–Kittel–Kasuya–Yosida o
interacción RKKY (RKKY interaction), que es un mecanismo de acoplamiento entre iones
magnéticos a través de electrones en la banda de conducción, o la interacción denominada
superintercambio (superexchange), donde el acoplamiento es a través de iones
diamagnéticos, son ejemplos de mecanismos de acoplamiento cuyas interacciones pueden
ser descriptas a través de Hamiltonianos efectivos tipo Heisenberg [77, 78, 79, 81].

1.2. Cadenas de Espines

Una cadena de espines es una red unidimensional de N sitios en cada uno de los cuales
se ha colocado un espín y que queda descripta por un Hamiltoniano Ĥ de la forma

Ĥ =
∑
ij

Ĥij +
∑
k

Ĥk, (1.11)

donde i, j, k denotan sitios de la cadena, Ĥij denota el Hamiltoniano de interacción entre
los espines en los sitios i y j y Ĥk denota la interacción del espín en el sitio k con algún
fenómeno externo. Las cadenas de espines admiten extensión a otras dimensiones, lo cual
se logra considerando redes bidimensionales o D-dimensionales. A lo largo de este trabajo
solo se consideran cadenas de espines 1

2 unidimensionales, por lo que los espines quedan
descriptos a través de las matrices de Pauli y el espacio de Hilbert de los estados de la cadena
es el espacio de Hilbert de N espines 1

2 usual de dimensión 2N .
En general, los Hamiltonianos de interacción suelen obedecer la misma estructura

independientemente de los sitios considerados. No todos suelen ser no nulos y la cadena se
caracteriza según las interacciones presentes para los sitios individuales. Si estos
interactúan solo con sitios contiguos de forma que Ĥij ̸= 0 solo cuando j = i + 1, se dice
que es una cadena con interacción a primeros vecinos. Si la interacción es con un número
mayor de vecinos cercanos, se trata de una cadena con interacciones de mediano o largo
alcance. En ambos casos, se debe establecer si se toman las interacciones entre los primeros
y últimos sitios. Tomando el caso de interacciones a primeros vecinos como ejemplo, los
sitios 1 y N pueden o no interactuar entre ellos. Si no interactúan, se dice que la cadena es
abierta o con extremos libres y se habla de una cadena con condiciones de contorno
abiertas. En el caso en que sí interactúen, pueden hacerlo según la misma forma en la que
interactúan los otros sitios y se habla de una cadena cerrada con condiciones de contorno
periódicas. Existen otros tipos de condiciones de contorno que se pueden englobar bajo el
concepto de condiciones de contorno retorcidas (twisted boundary conditions) [82], en las que
la interacción entre estos sitios toma la forma eiΘĤN, 1, donde ĤN, 1 obedece la misma forma
que el resto de las interacciones y Θ es un número real denominado torsión. De particular
relevancia en este caso, para Θ = 0 se recuperan las condiciones de contorno periódicas
mientras que para Θ = π se tienen condiciones de contorno antiperiódicas. En cualquiera
de estos casos se puede hacer la extensión para una cadena con interacciones de mediano o
largo alcance fácilmente.

Los Hamiltonianos Ĥk describen las interacciones que se presentan entre los espines
individuales de la cadena y fenómenos externos a la cadena. El caso más común es cuando
la cadena se encuentra en presencia de un campo magnético externo uniforme B, el cual
interactúa con el momento magnético µ̂k asociado al espín según

Ĥk = −µ̂k · B̂ = −γŜk · B̂,

donde γ es la razón giromagnética, la cual, en el caso del electrón, vale e
2me

ge con ge ≈ 2.
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1.2.1. Modelos tipo Heisenberg

Los modelos considerados con mayor frecuencia son una clase de modelos con
interacciones a primeros vecinos que suelen denominarse modelos tipo Heisenberg. Estos
modelos se pueden considerar en presencia de un campo magnético transversal y,
inspirados por el Hamiltoniano de Heisenberg (1.10), se pueden describir a través de el
Hamiltoniano general

Ĥ = −
∑
i

[
J
(x)
i Ŝ

(x)
i Ŝ

(x)
i+1 + J

(y)
i Ŝ

(y)
i Ŝ

(y)
i+1 + J

(z)
i Ŝ

(z)
i Ŝ

(z)
i+1

]
−

N∑
j=1

hjŜ
(z)
j , (1.12)

donde el tensor de acoplamiento J describe las interacciones a primeros vecinos entre espines
y hj captura la interacción con el campo magnético, que se lo toma en la dirección z. La suma
sobre sitios i puede o no incluir el último sitio, según se trate de una cadena con condiciones
de contorno periódicas o abiertas. Como se mencionó anteriormente, se suele considerar la
variante uniforme de estos modelos. En tal caso, el campo magnético no varía de sitio a sitio
y el Hamiltoniano anterior se puede escribir de la siguiente manera:

Ĥ = −
∑
i

[
J
(x)
i Ŝ

(x)
i Ŝ

(x)
i+1 + J

(y)
i Ŝ

(y)
i Ŝ

(y)
i+1 + J

(z)
i Ŝ

(z)
i Ŝ

(z)
i+1

]
− h

N∑
j=1

Ŝ
(z)
j , (1.13)

Dependiendo de los valores que tomen las componentes de J o de las relaciones que
obedezcan entre ellos, se pueden distinguir distintos modelos, algunos de los cuales se
detallan a continuación.

Modelo XYZ

Si se toman constantes de acoplamiento homogéneas, pero anisotrópicas, se obtiene el
denominado modelo XYZ. En este caso las constantes de acoplamiento solo dependen de la
dirección considerada y el Hamiltoniano que describe este modelo toma la siguiente forma:

ĤXYZ = −
∑
i

[
J (x)Ŝ

(x)
i Ŝ

(x)
i+1 + J (y)Ŝ

(y)
i Ŝ

(y)
i+1 + J (z)Ŝ

(z)
i Ŝ

(z)
i+1

]
− h

N∑
j=1

Ŝ
(z)
j , (1.14)

Este modelo, en ausencia de campo magnético, fue resuelto por Baxter [83] en 1972 haciendo
uso de la solución de un modelo bidimensional denominado modelo de ocho vértices (eigth-
vertex model) presentada por él mismo un año antes [84].

Modelo XXZ

El modelo XXZ se obtiene a partir del modelo XYZ tomando acoplamientos isotrópicos
en el plano. Definiendo J⊥ := J (x) = J (y), el Hamiltoniano de este modelo se puede expresar
como:

ĤXXZ = −
∑
i

[
J⊥(Ŝ(x)

i Ŝ
(x)
i+1 + Ŝ

(y)
i Ŝ

(y)
i+1

)
+ J (z)Ŝ

(z)
i Ŝ

(z)
i+1

]
− h

N∑
j=1

Ŝ
(z)
j (1.15)

Este Hamiltoniano se puede expresar de otra forma definiendo un número ∆ tal que J (z) =
J⊥∆ = J∆, descartando así los supraíndices para los acoplamientos para escribir:

ĤXXZ = −J
∑
i

[
Ŝ
(x)
i Ŝ

(x)
i+1 + Ŝ

(y)
i Ŝ

(y)
i+1 +∆Ŝ

(z)
i Ŝ

(z)
i+1

]
− h

N∑
j=1

Ŝ
(z)
j (1.16)

A través de una generalización del ansatz de Bethe, C. N. Yang and C. P. Yang presentaron
una serie de papers en los que detallaron una solución para este modelo con h = 0 [85, 86, 87].
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Modelo XXX

En el caso especial en que ∆ = 1, se suele distinguir del modelo XXZ y denominarse
modelo XXX. Cuando se habla de modelo de Heisenberg se suele referir a este modelo en
particular, cuyo Hamiltoniano es:

ĤXXX = −J
∑
i

[
Ŝ
(x)
i Ŝ

(x)
i+1 + Ŝ

(y)
i Ŝ

(y)
i+1 + Ŝ

(z)
i Ŝ

(z)
i+1

]
− h

N∑
j=1

Ŝ
(z)
j (1.17)

Como se mencionó anteriormente, Bethe [23] propuso en 1931 un método analítico, hoy
denominado ansatz de Bethe coordenado, para encontrar los autoestados y autovalores
de este Hamiltoniano con campo nulo. La extensión al límite termodinámico en el caso
antiferromagnético fue hecha por Hulthén [24] para el estado fundamental en 1938 y por des
Cloizeaux y Pearson [88] para los estados excitados en 1962 [89].

Modelo XX

Otro caso especial del modelo XXZ para el cual se asigna un nombre distinto al modelo
es cuando ∆ = 0. En tal caso, el modelo se suele denominar modelo XX y su Hamiltoniano
es:

ĤXX = −J
∑
i

[
Ŝ
(x)
i Ŝ

(x)
i+1 + Ŝ

(y)
i Ŝ

(y)
i+1

]
− h

N∑
j=1

Ŝ
(z)
j (1.18)

Aunque este modelo puede considerarse como caso particular del modelo XXZ, en general
suele discutirse a partir del modelo que se introduce a continuación.

Modelo XY

El modelo XY surge de considerar ∆ = 0 en el modelo XXZ, pero con interacciones
anisotrópicas en el plano. La anisotropía en este modelo en particular sigue una regla definida
y está gobernada por un parámetro de anisotropía γ de forma que el Hamiltoniano se puede
expresar como sigue:

ĤXY = −J
∑
i

[(
1 + γ

)
Ŝ
(x)
i Ŝ

(x)
i+1 +

(
1− γ

)
Ŝ
(y)
i Ŝ

(y)
i+1

]
− h

N∑
j=1

Ŝ
(z)
j (1.19)

Este modelo fue introducido [48] y resuelto ∀γ y h = 0 por Lieb, Schultz y Mattis [40] en 1961.
El método que presentaron se discute en la Subsección 3.1.3. El Capítulo 2 de este escrito
está dedicado a una solución detallada de este modelo, sin restricciones sobre el valor de h.
También se dedica una sección de ese capítulo a la solución del modelo XX, que se da en el
caso en que γ = 0.

Modelo de Ising

En el caso especial en que γ = 1 en el modelo XY, se obtiene el modelo de Ising, que
queda descripto por el siguiente Hamiltoniano:

ĤIsing = −J
∑
i

Ŝ
(x)
i Ŝ

(x)
i+1 − h

N∑
j=1

Ŝ
(z)
j (1.20)

En esta descripción, las interacciones entre espines ocurren en la dirección x mientras que
el campo transversal se encuentra aplicado en la dirección z. El modelo de Ising tiene otra

12



descripción usual en la que las interacciones son en la dirección z mientras que el campo
transversal se toma en la dirección x, la cual es utilizada normalmente en ausencia de campo
magnético. Estas dos descripciones son equivalentes y están relacionadas por una rotación
alrededor de la dirección y en un ángulo π

2 .
Este modelo, con h = 0, fue propuesto originalmente por Lenz [14] en 1920, y resuelto

por Ising en 1924 y publicado un año después [15], como explicación de la magnetización
espontánea en solidos ferromagnéticos [90]. La solución del caso con campo magnético
transversal fue realizada por Pfeuty [47] en 1970.

1.2.2. Otros Modelos

Los modelos detallados anteriormente suelen ser los ejemplos más comunes cuando se
habla de modelos cuánticos de espín. Por supuesto, existen variantes de estos y otros modelos
que han sido objeto de estudio por diversas razones, ya sea por modelar adecuadamente
características de ciertos materiales, por su solubilidad, o por exhibir algún comportamiento
particular de interés.

En cuanto a variantes de los modelos anteriores se pueden mencionar, por ejemplo,
modelos que se obtienen a través de la adición de impurezas en los acoplamientos [91] y
extensiones con interacciones de mediano alcance [92]. Algunos de estos modelos suelen
recibir nombre propio, como es el caso del modelo J1 − J2 [93, 94]. Este modelo fue
estudiado originalmente por Majumdar y Ghosh como alternativa al modelo de
Heisenberg, deshaciéndose de la restricción de este a interacciones a primeros vecinos
[95, 96]. El modelo J1 − J2, a veces denominado modelo de Majumdar-Ghosh [97],
incorpora interacciones a segundos vecinos y queda descripto por el Hamiltoniano

ĤJ1-J2 = −J1
∑
⟨ij⟩

Ŝi · Ŝj − J2
∑
⟨⟨ij⟩⟩

Ŝi · Ŝj,

donde las sumas sobre ⟨ij⟩ y ⟨⟨ij⟩⟩ indican sumas sobre primeros y segundos vecinos,
respectivamente. Naturalmente, el modelo que también involucra interacciones a terceros
vecinos, se denomina modelo J1 − J2 − J3 [98].

Otro modelo que cae dentro de esta clase es el modelo ANNNI (Axial Next-Nearest
Neighbor Ising model), en el cual acoplamientos a primeros vecinos compiten con
acoplamientos a segundos vecinos [99]. Introducido originalmente para modelar ciertas
estructuras observadas en materiales magnéticos [100], el Hamiltoniano de este modelo se
puede expresar como:

ĤANNNI = −J
∑
⟨ij⟩

Ŝ
(x)
i Ŝ

(x)
j + Jκ

∑
⟨⟨ij⟩⟩

Ŝ
(x)
i Ŝ

(x)
j ,

donde κ suele ser positiva y gobierna el valor relativo de los acoplamientos.
Un modelo que incorpora interacciones de largo alcance es el modelo de

Lipkin-Meshkov-Glick [101, 102, 103]. Introducido con el objetivo de evaluar métodos
aproximados en modelos exactamente solubles, el modelo LMG describe N espines 1

2 en
presencia de un campo magnético uniforme que interactúan en el plano con acoplamientos
anisotrópicos de largo alcance. El Hamiltoniano de este modelo se puede escribir como
[104]:

ĤLMG = − J
N

[
Ŝ(x)

2
+ γŜ(y)

2
]
− hŜ(z),

donde γ es un parámetro de anisotropía y Ŝ(α) =
∑N

i=1 Ŝ
(α)
i .

Existen otros modelos que incorporan interacciones con diferentes grados de
complejidad como el modelo de Haldane-Shastry [105, 106] o el modelo de Inozemtsev
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[107]. A continuación se detallan dos modelos que incorporan formas más complejas para
los acoplamientos.

Modelo Extendido de Ising con Interacciones a Algunos Vecinos

Los modelos de Ising con interacciones de largo alcance comienzan a ser estudiados
como modelos de cristales ferroeléctricos en la década de 1960. Blinc [108] introduce a
principio de década un modelo para cristales ferroeléctricos con enlaces de hidrógeno en
el que los protones adoptan una configuración ordenada y se pueden encontrar en los
mínimos de un pozo doble de potencial. En 1963, de Gennes [109] asocia un pseudoespín a
la posibilidad de los protones de ocupar los dos estados asociados a los mínimos del pozo
doble e introduce un Hamiltoniano de la forma

ĤLRI = −
∑
ij

JijŜ
(x)
i Ŝ

(x)
j − Ω

∑
i

Ŝ
(z)
i ,

donde Ω es una cantidad análoga al campo magnético asociada al tunelaje de los protones
entre los dos mínimos del pozo doble, las constantes de interacción Jij captan efectos
electrostáticos y otros acoplamientos indirectos, y se suma sobre todos los sitios. Modelos
de esta forma, en donde las constantes de interacción Jij decaen en función de la distancia
entre sitios, han sido utilizados también para el estudio de láminas ferroeléctricas [110]. En
particular, se han considerado acoplamientos que decaen según potencias de la distancia
entre sitios y que permiten expresar el Hamiltoniano como:

ĤLRI = −J
∑
ij

Ŝ
(x)
i Ŝ

(x)
j

|i− j|α
− Ω

∑
i

Ŝ
(z)
i , α ≥ 0.

El estudio de este tipo de Hamiltonianos ha sido motivado en los últimos años debido a
avances experimentales con iones atrapados que permiten simular sistemas de espín que
obedecen Hamiltonianos de esta índole con interacciones antiferromagnéticas [111, 112].

Recientemente, se ha intentado replicar el comportamiento de estos modelos de largo
alcance utilizando modelos de corto y mediano alcance. Lakkaraju et al. [113] consiguieron
replicar patrones de entrelazamiento entre pares de sitios del modelo de Ising de largo
alcance utilizando un modelo extendido de Ising con interacciones a algunos vecinos o
modelo FNEI (Few-Neighbor Extended Ising model). El Hamiltoniano del modelo FNEI que
propusieron tiene la siguiente expresión:

ĤFNEI = −J
N∑
i=1

1

A
σ̂
(x)
i

[ Z∑
r=1

1

rα

(
i+r−1∏
l=i+1

σ̂
(z)
l

)
σ̂
(x)
i+r

]
− h

2

N∑
j=1

σ̂
(z)
j , (1.21)

donde N es el número de sitios. El modelo extendido considera interacciones entre sitios i y
j de la forma

1

rα
σ̂
(x)
i σ̂

(z)
i+1σ̂

(z)
i+2 . . . σ̂

(z)
j−1σ̂

(x)
j ,

que decae con la distancia r entre sitios. La intensidad de este decaimiento está controlada
por el parámetro α, que es un número real no negativo, mientras que el alcance de las
interacciones está descripto por el número de coordinaciónZ que, en principio, toma valores
entre 1 y N − 1. La constante A juega el rol de una constante de normalización y está dada
por el Z-ésimo número armónico generalizado de orden α:

A = H(α)
Z =

Z∑
n=1

1

nα
.
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Dependiendo del valor que tomen los parámetros, el modelo FNEI se comporta de
forma similar a otros modelos. Para valores de α cercanos a 0 el modelo se comporta como
el modelo de Ising de largo alcance, mientras que para valores grandes de α el modelo se
parece cada vez más al modelo de Ising con interacciones a primeros vecinos. Para Z = 1 el
productorio es vacío y se recupera el modelo de Ising con interacciones a primeros vecinos,
para Z = 2 se tiene un modelo extendido de Ising con interacciones a segundos vecinos, y
con Z = N − 1 se describe un modelo extendido de Ising de largo alcance.

Modelo de espín basado en el modelo de Su-Schrieffer-Heeger

En 1979, Su, Schrieffer y Heeger [114] introdujeron un modelo para estudiar la formación
de solitones en poliacetileno que hoy se conoce como modelo de Su-Schrieffer-Heeger. La
molécula de poliacetileno tiene una estructura en la que compuestos CH, formados por
un átomo de carbono y un átomo de hidrógeno, alternan enlaces dobles y simples entre
ellos formando una especie de cadena. El monómero, la unidad que se repite para formar
el polímero, en este caso es el acetileno, con fórmula molecular C2H2. El modelo de Su-
Schrieffer-Heeger describe esta estructura mediante una red cuya celda unidad posee dos
sitios que representan los dos compuestos CH individuales unidos por un enlace doble.

Estarellas et al. [115] introdujeron recientemente un modelo de espín inspirado por el
modelo de Su-Schieffer-Heeger en el que se presentan estados cuánticos localizados. Este
modelo, basándose en el alternado de enlaces dobles y simples en la molécula de
poliacetileno, considera dos interacciones distintas en el plano Js y Jw, fuerte y débil
respectivamente, que se alternan entre los espines de la cadena. Un Hamiltoniano que
describe este modelo es:

ĤSSH = −
∑
i

Ji

[
Ŝ
(x)
i Ŝ

(x)
i+1 + Ŝ

(y)
i Ŝ

(y)
i+1

]
, Ji =

{
Js, i impar
Jw, i par

, (1.22)

con Js ≥ Jw. Notar que cuando Js = Jw este modelo se reduce al modelo XX. A lo largo de
este escrito se referirá a este modelo de espín como modelo SSH, recalcando que esta no es la
nomenclatura usual y suele referirse al modelo de Su-Schrieffer-Heeger como modelo SSH.

Dependiendo de el orden en el que se tomen los acoplamientos, y si se toman
condiciones de contorno periódicas, se pueden diferenciar dos cadenas distintas, una
cadena fuertemente acoplada y otra débilmente acoplada. El Hamiltoniano anterior
describe una cadena fuertemente acoplada, ya que el acoplamiento entre el primer y
segundo sitio está dado por Js. En la cadena débilmente acoplada, Jw es la constante que
gobierna la interacción entre el primer y segundo sitio. Esto no presenta diferencia cuando
el número de sitios N es par, ya que la cadena presenta simetría traslacional, pero cuando
N es impar estos casos sí son diferentes. Si N es impar, el primer sitio tendrá el mismo tipo
de acoplamiento con el segundo y último sitio de la cadena. Luego, los acoplamientos
estarán alternados a lo largo de toda la cadena salvo en esta sección, en la que habrá dos
acoplamientos seguidos del mismo tipo.

1.3. Transiciones de Fase Cuánticas

Se da el nombre de transición de fase cuántica al cambio cualitativo que puede sufrir el
estado fundamental de un sistema de muchos cuerpos cuando se varía alguno de los
parámetros de su Hamiltoniano [116, 117]. Las transiciones de fase cuánticas, a diferencia
de las transiciones de fase clásicas, ocurren a temperatura nula, producto de fluctuaciones
debido al principio de incertidumbre. Es por esto que las transiciones de fase cuánticas son
fundamentalmente diferentes a las transiciones de fase clásicas y, por ende, su
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comportamiento crítico, las singularidades que resultan en los observables, debe ser tratado
de forma cuántica. Las transiciones de fase cuánticas en sistemas electrónicos son de
particular interés ya que diversos avances y descubrimientos en la física de la materia
condensada, como superconductividad a altas temperaturas y varios fenómenos
magnéticos, suelen ser atribuidos a puntos críticos cuánticos [118].

Las transiciones de fase cuánticas, en general, suelen ser asociadas con valores de los
parámetros del Hamiltoniano para los cuales la energía del estado fundamental no es una
función analítica. Estos valores de los parámetros definen puntos críticos cuánticos en los
que derivadas de la energía del estado fundamental respecto de los parámetros presentan
discontinuidades. Para cadenas de espines, estas discontinuidades pueden ser producto de
cruzamiento de niveles, en los que la diferencia de energía entre el estado fundamental y el
primer estado excitado se anula. A modo ilustrativo, al variar el parámetro de anisotropía
∆ y el campo magnético h en el modelo XXZ de la ecuación (1.16), puede suceder que la
energía de un estado excitado disminuya hasta ser el estado fundamental. En este punto, la
energía del estado fundamental E(∆, h) no será analítica [119]. También puede suceder que
los niveles no se crucen para la cadena finita pero la energía del estado fundamental en el
punto crítico deje de ser analítica en el límite termodinámico.

Cuando se habla de transiciones de fase cuánticas, sin especificar el tipo, suele referirse
a transiciones de segundo orden, también denominadas transiciones continuas. De acuerdo
con la definición clásica, una transición de fase de primer orden usualmente se caracteriza
por una discontinuidad finita en la derivada primera de la energía del estado fundamental.
De forma similar, una transición de fase continua se caracteriza por una discontinuidad
finita o una divergencia en la derivada segunda de la energía del estado fundamental. Cabe
mencionar que no todas las transiciones de fase cuánticas se adaptan a esta clasificación
basada en la definición clásica, y existen transiciones de fase cuánticas en las que la energía
del estado fundamental no es necesariamente una función singular.

En este escrito, el foco es en transiciones en modelos tipo Ising y XY con campo
magnético transversal, los cuales presentan transiciones de fase cuánticas continuas. Una
característica de las transiciones de fase continuas es el concepto de universalidad, que se
refiere al hecho de que los exponentes críticos de la transición no dependen de los detalles
microscópicos del Hamiltoniano. Esto permite estudiar transiciones de fase explorando
Hamiltonianos más simples que pertenezcan a la misma clase de universalidad. En
particular, la transición de fase cuántica de un modelo de Ising con campo magnético
transversal d-dimensional, con interacciones ferromagnéticas, pertenece a la misma clase de
universalidad que la transición de fase térmica de un modelo de Ising clásico
d+1-dimensional con interacciones similares. Esta correspondencia se mantiene incluso
cuando las interacciones son aleatorias o presentan frustración, lo que permite estudiar
modelos cuánticos utilizando modelos clásicos ya estudiados.

Para estos y otros modelos, las transiciones de fase no siempre se pueden detectar a partir
del espectro del estado fundamental. En estos casos, las transiciones de fase se manifiestan
en parámetros de orden presentando, por ejemplo, cambios de curvatura no necesariamente
continuos en el punto crítico. Un parámetro de orden usual es la magnetización por sitio
del estado fundamental en la dirección del campo. Si |ψ0⟩ es el estado fundamental de una
cadena de espín de N sitios, la magnetización por sitio m en la dirección del campo está
dada por

m =
1

N

∑
j

M
(z)
j =

1

N

∑
j

⟨ψ0 | Ŝ
(z)
j |ψ0⟩. (1.23)

También es común utilizar las funciones de correlación espín-espín para detectar transiciones
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Figura 1.1: Diagrama de fase del modelo XXZ con las curvas críticas en rojo y azul. Se
diferencian las fases ferromagnética, antiferromagnética (ambas sin color), y paramagnética
(coloreada) del modelo. Figura adaptada de la referencia [48].

de fase, las cuales se definen como [120]:

S
(α)
jk = ⟨ψ0 | Ŝ

(α)
j Ŝ

(α)
k |ψ0⟩, α = x, y, z. (1.24)

Como cuantifican, justamente, la correlación entre espines, en general, se puede notar en ellas
la presencia de transiciones de fase ya que, como la transición de fase es una reconfiguración
del estado fundamental, estas correlaciones sufren un cambio en su comportamiento en los
puntos críticos. Las funciones de correlación son de particular interés debido a que se pueden
encontrar expresiones para matrices densidad reducidas de uno y dos sitios en función de
ellas. En el Apéndice A se desarrollan los cálculos que permiten llegar a estas expresiones.

Para modelos como el XY, con dos parámetros en el Hamiltoniano, los puntos críticos
suelen definir curvas en el espacio de los parámetros. Esto permite representar las
transiciones de fase cuánticas mediante diagramas de fases, en los que las secciones
separadas por las curvas críticas se corresponden con diferentes fases del modelo. En la
Figura 1.1 se muestra el diagrama de fase del modelo XXZ. La región coloreada representa
la fase paramagnética, en la cual la diferencia de energía entre el estado fundamental y el
primer estado excitado se anula. A la izquierda de esta se encuentra la fase
antiferromagnética, denominada así debido a que la magnetización en la dirección del
campo magnético del estado fundamental es nula. Estas fases se encuentran separadas por
la curva crítica hc. A la derecha de la fase paramagnética se encuentra la fase
ferromagnética, en la que la magnetización del estado fundamental es máxima, y estas fases
se encuentran separadas por la curva crítica hs. La magnetización en la fase paramagnética
varía desde cero, para valores de campo magnético nulo y valores críticos en la curva hc,
hasta valores máximos en la curva critica hS , para valores de campo de saturación.

En transiciones de fase continuas, se puede asociar una cantidad ξ que determina el
decaimiento exponencial de la correlación de dos sitios en el estado fundamental. Esta
cantidad ξ se denomina longitud de correlación y presenta una divergencia en el punto crítico
de la transición. Mas allá de que tanto los puntos críticos cuánticos como clásicos presentan
una divergencia en la longitud de correlación, los sistemas cuánticos poseen correlaciones
adicionales que no tienen equivalente clásico, como el fenómeno de entrelazamiento.
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2. Solución Exacta del Modelo XY

Como se mencionó en el capítulo anterior, el modelo XY consiste en N espines 1
2 con

interacciones a primeros vecinos en presencia de un campo magnético transversal, y puede
describirse a través del Hamiltoniano

Ĥ = −J
∑
i

[
(1 + γ)Ŝ

(x)
i Ŝ

(x)
i+1 + (1− γ)Ŝ(y)

i Ŝ
(y)
i+1

]
− h

N∑
j=1

Ŝ
(z)
j , (2.1)

donde γ es un parámetro que caracteriza el grado de anisotropía en el plano y h cuantifica
la intensidad de campo magnético. En este desarrollo se considera 0 ≤ γ ≤ 1,1 lo que
permite alcanzar el modelo XX (γ = 0) y el modelo de Ising (γ = 1). Además, se consideran
condiciones de contorno periódicas, por lo que se suma sobre todos los sitios con

Ŝ
(x)
N+1 = Ŝ

(x)
1 Ŝ

(y)
N+1 = Ŝ

(y)
1 Ŝ

(z)
N+1 = Ŝ

(z)
1 . (2.2)

Para resolver, se introducen los operadores escalera, que a lo largo del capítulo se
denotarán como â† y â. Esta elección de notación para los operadores escalera puede parecer
innecesaria, pero es natural elegirla para esta discusión no solo porque resalta la relación entre
estos operadores sino también por la naturaleza de la discusión en las secciones siguientes.
Estos operadores están definidos por

â†n := Ŝ(+)
n = Ŝ(x)

n + iŜ(y)
n ân := Ŝ(-)

n = Ŝ(x)
n − iŜ(y)

n , (2.3)

con lo cual:

Ŝ(x)
n =

â†n + ân
2

Ŝ(y)
n =

â†n − ân
2i

Ŝ(z)
n = â†nân − 1

2 . (2.4)

Usando estos operadores, se puede obtener la siguiente expresión para el Hamiltoniano:

Ĥ =
N∑
i=1

−J
2

[
â†i âi+1 + âiâ

†
i+1 + γ(â†i â

†
i+1 + âiâi+1)

]
− h(â†i âi −

1
2)

â†N+1 = â†1 âN+1 = â1.

(2.5)

2.1. Transformaciones y Álgebras Canónicas

En el formalismo de la segunda cuantización, el estado de los sistemas suele quedar
descripto por la representación de Fock, a través de números de ocupación, y operadores
b̂† y b̂ comúnmente llamados operadores de creación y aniquilación, respectivamente. Los
operadores b̂† y b̂ son operadores de Bose si obedecen un álgebra con relaciones canónicas
de conmutación (CCR algebra, canonical commutation relations) denominada álgebra bosónica
canónica:

[b̂†α, b̂
†
β] = 0 [b̂α, b̂β] = 0 [b̂α, b̂

†
β] = δαβ. (2.6)

En cambio, b̂† y b̂ son operadores de Fermi si obedecen un álgebra con relaciones canónicas
de anticonmutación (CAR algebra, canonical anticommutation relations) denominada álgebra
fermiónica canónica:

{b̂†α, b̂
†
β} = 0 {b̂α, b̂β} = 0 {b̂α, b̂

†
β} = δαβ. (2.7)

1Notar que se puede llevar γ a −γ a través de una rotación en π
2

alrededor del eje z.
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Una propiedad importante de la segunda cuantización es que las transformaciones
unitarias preservan el álgebra. Esto es, si b̂† y b̂ son operadores de Fermi (Bose) y los
operadores d̂† y d̂ se obtienen de una transformación unitaria de b̂† y b̂, entonces d̂† y d̂ son
operadores de Fermi (Bose). Esto se puede ver planteando la transformación
correspondiente y evaluando los anticonmutadores (conmutadores). Denotando por U a la
matriz unitaria de la transformación, se puede escribir

d̂†α =
∑
j

Uαj b̂
†
j , d̂α =

∑
j

U∗
jαb̂j .

Si b̂† y b̂ son operadores de Fermi, por ejemplo, se puede ver fácilmente que los nuevos
operadores también satisfacen el algebra fermiónica. A modo ilustrativo:

{d̂α, d̂
†
β} =

∑
jl

U∗
jαUβl{b̂j , b̂

†
l } =

∑
jl

U∗
jαUβlδjl =

∑
j

U∗
jαUβj = (U †U)αβ = δαβ.

El problema con la representación (2.5) es que los operadores â† y â obedecen un álgebra
mixta, por lo que esta representación del Hamiltoniano no puede ser diagonalizada mediante
una transformación lineal de los operadores. Estos operadores satisfacen

{âi, â
†
i} = 1 (âi)

2 = (â†i )
2 = 0

[âi, â
†
j ] = [â†i , â

†
j ] = [âi, âj ] = 0 i ̸= j,

(2.8)

lo que muestra que â† y â de sitios distintos obedecen relaciones canónicas de conmutación
mientras que, notando que

(âi)
2 = (â†i )

2 = 0 ⇐⇒ {â†i , â
†
i} = {âi, âi} = 0,

â† y â de un mismo sitio obedecen relaciones canónicas de anticonmutación. Si se plantea
una transformación unitaria de los operadores, no se puede encontrar el álgebra para los
nuevos operadores. A modo ilustrativo:

d̂†α =
∑
j

Uαj â
†
j d̂α =

∑
j

U∗
jαâj =⇒ {d̂α, d̂

†
β} =

∑
jl

U∗
jαUβl{âj , â

†
l },

y solo se sabe evaluar {âj , â
†
l } cuando j = l.

Entonces, lo que se busca es una transformación intermedia que permita llevar los
operadores de espín 1

2 a operadores de Bose o de Fermi, para luego diagonalizar el
Hamiltoniano mediante transformaciones lineales unitarias. La transformación que lleva â†,
â y Ŝ(z) a operadores bosónicos b̂† y b̂ se conoce como transformación de
Holstein-Primakoff: [121]

â†i = (1− b̂†i b̂i)
1
2 b̂i âi = b̂†i (1− b̂

†
i b̂i)

1
2 Ŝ

(z)
i = 1

2 − b̂
†
i b̂i, (2.9)

y puede ser utilizada, por ejemplo, para resolver el modelo de Heisenberg [122]. La
transformación que interesa en este caso es la que los lleva a operadores de Fermi y se
conoce como transformación de Jordan-Wigner.

2.2. Transformación de Jordan-Wigner

La transformación de Jordan-Wigner surge de la similitud entre los operadores escalera
â† y â de espín 1

2 y los operadores de creación y aniquilación de Fermi. Esta
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correspondencia puede ser utilizada para convertir sistemas de espines 1
2 interactuantes en

sistemas de fermiones interactuantes, o viceversa [123]. En el caso particular del modelo XY,
esto permite transformarlo en un modelo de fermiones no interactuantes, lo que significa
que el Hamiltoniano tiene a lo sumo términos cuadráticos en los operadores fermiónicos.

La transformación introduce operadores ĉ† y ĉ dados por

ĉ†j = â†j e
−iπ

∑j−1
k=1 â

†
kâk ĉj = eiπ

∑j−1
k=1 â

†
kâk âj . (2.10)

En los Apéndices B.1 y B.2 se demuestra una serie de propiedades que los operadores â†, â,
ĉ† y ĉ satisfacen, respectivamente, incluyendo las relaciones de anticonmutación necesarias
para asegurar que ĉ† y ĉ son operadores de Fermi. A continuación se muestra una selección
de dichas propiedades, ya que serán necesarias para el resto del desarrollo.

ĉ†l ĉl = â†l âl (2.11) {ĉ†l , ĉj} = δlj (2.12)

[ĉ†l ĉl, ĉ
†
j ] = δlj ĉ

†
j (2.13) [ĉ†l ĉl, ĉj ] = −δlj ĉj (2.14)

[ĉ†i ĉi, ĉ
†
j ĉj ] = 0 (2.15) {ĉj , 1− 2ĉ†j ĉj} = 0 (2.16)

e±iπ
∑m

j=n ĉ†j ĉj =
m∏

j=n

e±iπĉ†j ĉj (2.17) e±iπ
∑m

j=n â†j âj =
m∏

j=n

e±iπâ†j âj (2.18)

e±iπĉ†j ĉj = 1− 2ĉ†j ĉj (2.19) e±iπâ†j âj = 1− 2â†j âj (2.20)

{e±iπ
∑m

j=n ĉ†j ĉj , ĉl} = 0, l∈ [n,m]

{e±iπ
∑m

j=n ĉ†j ĉj , ĉ†l } = 0, l∈ [n,m]
(2.21)

[e±iπ
∑m

j=n ĉ†j ĉj , ĉl] = 0, l /∈ [n,m]

[e±iπ
∑m

j=n ĉ†j ĉj , ĉ†l ] = 0, l /∈ [n,m]
(2.22)

Estas propiedades permiten, entre otras cosas, invertir la transformación. Utilizando (2.11),
(2.15) y eÂeB̂ = eÂ+B̂+

1
2 [Â, B̂] se puede ver fácilmente que

â†j = ĉ†j e
iπ

∑j−1
k=1 ĉ

†
k ĉk âj = e−iπ

∑j−1
k=1 ĉ

†
k ĉk ĉj . (2.23)

2.2.1. Expresión Alternativa de ĉ† y ĉ utilizando σ̂(z)

Existe una expresión alternativa para ĉ† y ĉ en términos de â†, â y σ̂(z). Sabiendo que
Ŝ(z) = â†â− 1

2 , se puede utilizar (2.20) para ver que

e±iπâ†j âj = 1− 2â†j âj = −2Ŝ
(z)
j = −σ̂(z)j . (2.24)

Luego, por (2.18):

e±iπ
∑m

j=n â†j âj =
m∏

j=n

e±iπâ†j âj =
m∏

j=n

(
−σ̂(z)j

)
. (2.25)

Con esto, y notando que los operadores â†, â y σ̂(z) conmutan si actúan en distintos sitios, se
puede reemplazar en (2.10) y obtener

ĉ†j =

[
j−1∏
k=1

(
−σ̂(z)k

)]
â†j ĉj =

[
j−1∏
k=1

(
−σ̂(z)k

)]
âj . (2.26)
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Entonces, para transformar los operadores â†j y âj de espín 1
2 en los operadores de Fermi ĉ†j

y ĉj , basta con adjuntar una serie de operadores −σ̂(z)k para todos los sitios k previos a j. El
término

∏j−1
k=1

(
−σ̂(z)k

)
se denomina string de Jordan-Wigner [124].

Recordando que (σ̂(z))2 = 1, con (2.11), (2.17) y (2.24), se pueden recuperar las
expresiones para â† y â en términos de ĉ† y ĉ.

2.2.2. Representación de Estados

Sabiendo como la transformación de Jordan-Wigner transforma operadores de espín 1
2

en operadores de Fermi, hay que ver como se traduce esto para estados de espín. La base
producto usual se sabe que es de la forma

|σ1, σ2, . . . , σN ⟩, con σj = ±1, autovalor de σ̂(z)j ,

y el estado |σ = 1⟩ se suele denotar por |↑⟩ mientras que |σ = −1⟩ se suele denotar por |↓⟩.
Encontrar una forma de escribir estos estados en lenguaje fermiónico no es complicado.

Primero, es natural ver cual de las configuraciones de espín juega el rol del vacío |∅c⟩,2
que es aquel estado que se anula bajo toda aniquilación. Sabiendo que

ĉj |∅c⟩ = 0 ∀j, â|↓⟩ = 0, y ĉj = eiπ
∑j−1

k=1 â
†
kâk âj ,

se puede ver que ĉj |↓, ↓, . . . , ↓⟩ = 0 ∀j, por lo que, luego de una transformación de Jordan-
Wigner, el estado sin fermiones se corresponde con la configuración con todos los espines
down:

|∅c⟩ = |↓, ↓, . . . , ↓⟩. (2.27)

Excitaciones fermiónicas se corresponden con espines up. Esto se puede ver rápidamente
con (2.24):

σ̂
(z)
j = 2â†j âj − 1 =

↑
(2.11)

2ĉ†j ĉj − 1.

Luego, denotando por nj a los autovalores del operador ĉ†j ĉj , se tiene

σ̂
(z)
j |σj⟩ = σj |σj⟩

(2ĉ†j ĉj − 1)|σj⟩ = (2nj − 1)|σj⟩

}
=⇒ σj = 2nj − 1.

Como σj = ±1, resulta

nj =
σj + 1

2
= 0, 1 con ĉ†j ĉj |σj⟩ = nj |σj⟩. (2.28)

Con todo esto se puede establecer que

|σ1, σ2, . . . , σN ⟩ = |n1, n2, . . . , nN ⟩,

por lo que la base producto usual de espín 1
2 es equivalente a la base de Fock para los nj

definidos en (2.28).

2Se utiliza la notación |∅⟩ para el vacío en lugar de la notación usual |0⟩ para evitar confusión con el estado
|0⟩ de la base computacional que se introduce en el próximo capítulo.
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2.3. Representación Fermiónica del Hamiltoniano

Volviendo a la expresión (2.5), para aplicar la transformación de Jordan-Wigner, se
separará el Hamiltoniano en tres términos: parte interior Ĥi, parte borde Ĥb y parte campo
Ĥc. De esta forma, se tiene que

Ĥ = Ĥi + Ĥb + Ĥc,

Ĥi = −
J

2

N−1∑
i=1

â†i âi+1 + âiâ
†
i+1 + γ(â†i â

†
i+1 + âiâi+1),

Ĥb = −
J

2
[â†N â1 + âN â

†
1 + γ(â†N â

†
1 + âN â1)], Ĥc = −h

N∑
i=1

(â†i âi −
1
2),

(2.29)

lo que permite aplicar la transformación a cada término individualmente.
Aplicar la transformación a Ĥc es trivial. Con (2.11) se ve inmediatamente que

Ĥc = −h
N∑
i=1

(ĉ†i ĉi −
1
2). (2.30)

Para transformar Ĥi, primero se lo escribe de la siguiente manera:

Ĥi = −
J

2

N−1∑
i=1

(âiâ
†
i+1)

† + âiâ
†
i+1 + γâ†i â

†
i+1 + γ(â†i â

†
i+1)

†.

De esta forma, solo basta con aplicar la transformación a términos de la forma âj â
†
j+1 y

â†j â
†
j+1. Luego:

âj â
†
j+1 =↑

(2.23)

e−iπ
∑j−1

k=1 ĉ
†
k ĉk ĉj ĉ

†
j+1 e

iπ
∑j

k=1 ĉ
†
k ĉk =

↑
(2.22)

ĉj e
−iπ

∑j−1
k=1 ĉ

†
k ĉk eiπ

∑j
k=1 ĉ

†
k ĉk ĉ†j+1

=
↑

(2.15)

ĉj e
iπĉ†j ĉj ĉ†j+1 =↑

(2.19)

ĉj(1− 2ĉ†j ĉj)ĉ
†
j+1 =↑

(2.16)

−(1− 2ĉ†j ĉj)ĉj ĉ
†
j+1

= −(1− ĉ†j ĉj − ĉ
†
j ĉj)ĉj ĉ

†
j+1 =↑

(2.12)

−(ĉj ĉ
†
j − ĉ

†
j ĉj)ĉj ĉ

†
j+1 = (ĉ†j ĉj − ĉj ĉ

†
j)ĉj ĉ

†
j+1

= (ĉ†j ĉj ĉj − ĉj ĉ
†
j ĉj)ĉ

†
j+1 = [ĉ†j ĉj , ĉj ]ĉ

†
j+1 =↑

(2.14)

−ĉj ĉ
†
j+1 =↑

(2.12)

ĉ†j+1ĉj .

Con lo cual, se tiene que

âj â
†
j+1 = ĉ†j+1ĉj (âj â

†
j+1)

† = ĉ†j ĉj+1 1 ≤ j ≤ N − 1. (2.31)
Similarmente:

â†j â
†
j+1 =↑

(2.23)

ĉ†j e
iπ

∑j−1
k=1 ĉ

†
k ĉk ĉ†j+1 e

iπ
∑j

k=1 ĉ
†
k ĉk =

↑
(2.22)

ĉ†j ĉ
†
j+1 e

iπ
∑j−1

k=1 ĉ
†
k ĉk eiπ

∑j
k=1 ĉ

†
k ĉk

=
↑

(2.17) y (2.19)

ĉ†j ĉ
†
j+1(1− 2ĉ†j ĉj) =↑

(2.12)

−ĉ†j+1[ĉ
†
j ĉj , ĉ

†
j ] =↑

(2.13)

−ĉ†j+1ĉ
†
j =↑
(2.12)

ĉ†j ĉ
†
j+1.

Por lo que
â†j â

†
j+1 = ĉ†j ĉ

†
j+1 (â†j â

†
j+1)

† = ĉj+1ĉj 1 ≤ j ≤ N − 1. (2.32)

Con estos resultados, se puede expresar Ĥi como sigue:

Ĥi = −
J

2

N−1∑
j=1

ĉ†j ĉj+1 + ĉ†j+1ĉj + γ(ĉ†j ĉ
†
j+1 + ĉj+1ĉj). (2.33)
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2.3.1. Términos de Borde

Los términos en Ĥb, que corresponden a las condiciones de contorno periódicas para â† y
â, requieren cierto cuidado. En el límite termodinámico estos términos pueden ser ignorados
[48], pero para obtener una descripción completa del modelo para cadenas finitas hay que
tenerlos en cuenta, notando que no transforman como los términos de Ĥi.

Antes de hacer el desarrollo, se recuerda que

[Ŝ(z), Ŝ(±)] = ±Ŝ(±) =⇒

{
[σ̂(z), â†] = 2â†,

[σ̂(z), â] = −2â,
(2.34)

y
e±iπĉ†j ĉj = −σ̂(z)j = −(2â†j âj − 1). (2.35)

Estos resultados son necesarios para poder escribir los términos de borde en una forma
satisfactoria.

Al igual que con Ĥi, se escribe Ĥb como

Ĥb = −
J

2
[â†N â1 + (â†N â1)

† + γâ†N â
†
1 + γ(â†N â

†
1)

†],

y se ve que forma toman los términos â†N â1 y â†N â
†
1, obteniendo los restantes como los

conjugados Hermitianos de estos.
Entonces:

â†N â1 =↑
(2.23)

ĉ†N eiπ
∑N−1

k=1 ĉ†k ĉk ĉ1 =↑
(2.21)

−ĉ†N ĉ1 e
iπ

∑N−1
k=1 ĉ†k ĉk =

↑
(2.12)

ĉ1ĉ
†
N eiπ

∑N−1
k=1 ĉ†k ĉk .

Ahora se quiere, de alguna forma, completar la suma en la exponencial para que se sume
sobre todos los fermiones. Para ello, se multiplica por derecha por eiπĉ

†
N ĉN a ambos lados de

la igualdad, usando (2.35) para el lado izquierdo.

−â†N â1σ̂
(z)
N = ĉ1ĉ

†
N eiπ

∑N−1
k=1 ĉ†k ĉk eiπĉ

†
N ĉN =⇒

↑
(2.17)

−â†N â1σ̂
(z)
N = ĉ1ĉ

†
N eiπ

∑N
k=1 ĉ

†
k ĉk .

Queda ver que el lado izquierdo se reduce a su expresión original:

−â†N â1σ̂
(z)
N = −â†N σ̂

(z)
N â1 =↑

(2.34)

(2â†N − σ̂
(z)
N â†N )â1 = (2â†N − (2â†N âN − 1)â†N )â1

= (3â†N − 2â†N âN â
†
N )â1 =↑

{â†j , âj} = 1

(3â†N − 2(1− âN â
†
N )â†N )â1

= (â†N + 2âN (â†N )2)â1 =↑
(â†j)

2 = 0

â†N â1.

Por lo que, finalmente:
â†N â1 = ĉ1ĉ

†
N eiπ

∑N
k=1 ĉ

†
k ĉk . (2.36)

A partir de esto, se ve que

(â†N â1)
† =

(
ĉ1ĉ

†
N eiπ

∑N
k=1 ĉ

†
k ĉk

)†
=
↑

(2.21)

(
eiπ

∑N
k=1 ĉ

†
k ĉk ĉ1ĉ

†
N

)†
= ĉN ĉ

†
1

(
eiπ

∑N
k=1 ĉ

†
k ĉk

)†
= ĉN ĉ

†
1 e

(iπ
∑N

k=1 ĉ
†
k ĉk)

†
=
↑

(2.17), (2.19) y (ĉ†j ĉj)
† = ĉ†j ĉj

ĉN ĉ
†
1 e

iπ
∑N

k=1 ĉ
†
k ĉk .
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Luego:
â†N â1 = ĉN ĉ

†
1 e

iπ
∑N

k=1 ĉ
†
k ĉk . (2.37)

Para los otros términos se utiliza la misma estrategia:

â†N â
†
1 =↑
(2.23), (2.12) y (2.21)

ĉ†1ĉ
†
N eiπ

∑N−1
k=1 ĉ†k ĉk =⇒ −â†N σ̂

(z)
N â†1 = ĉ†1ĉ

†
N eiπ

∑N
k=1 ĉ

†
k ĉk .

De la deducción de (2.36) se sabe que −â†N σ̂
(z)
N = â†N , lo que resulta en

â†N â
†
1 = ĉ†1ĉ

†
N eiπ

∑N
k=1 ĉ

†
k ĉk y âN â1 = ĉN ĉ1 e

iπ
∑N

k=1 ĉ
†
k ĉk . (2.38)

Reemplazando (2.36), (2.37) y (2.38) en Ĥb se obtiene

Ĥb = −
J

2
[ĉ1ĉ

†
N + ĉN ĉ

†
1 + γ(ĉ†1ĉ

†
N + ĉN ĉ1)] e

iπ
∑N

k=1 ĉ
†
k ĉk .

Esto se puede escribir de una forma un poco más agradable utilizando lo visto en la Sección
2.2.2. Recordando que

ĉ†j ĉj |. . . , nj , . . .⟩ = nj |. . . , nj , . . .⟩, nj = 0, 1,

se puede expresar eiπ
∑N

k=1 ĉ
†
k ĉk en términos del operador número total N̂ , definido por

N̂ =

N∑
j=1

n̂j =

N∑
j=1

ĉ†j ĉj =

N∑
j=1

[
Ŝ
(z)
j + 1

2

]
= M̂+

N

2
, (2.39)

donde M̂ =
∑N

j=1 Ŝ
(z)
j es la magnetización total. Dado que e±iπ = −1, se puede escribir

eiπ
∑N

k=1 ĉ
†
k ĉk = eiπN̂ = (−1)N̂ ,

para finalmente expresar Ĥb de la siguiente manera:

Ĥb = −
J

2
[ĉ1ĉ

†
N + ĉN ĉ

†
1 + γ(ĉ†1ĉ

†
N + ĉN ĉ1)] (−1)

N̂ . (2.40)

Utilizando esta expresión para Ĥb, y con las expresiones obtenidas para Ĥi y Ĥc, el
Hamiltoniano toma la forma

Ĥ =− J

2

[
N−1∑
j=1

[
ĉ†j ĉj+1+ ĉ†j+1ĉj + γ(ĉ†j ĉ

†
j+1+ ĉj+1ĉj)

]
+[ĉ1ĉ

†
N + ĉN ĉ

†
1+ γ(ĉ†1ĉ

†
N + ĉN ĉ1)](−1)

N̂

]

− h
N∑
i=1

(ĉ†i ĉi −
1
2).

(2.41)

2.3.2. Paridad y Condiciones de Contorno

Para obtener una expresión similar a la del Hamiltoniano sin transformar, se quiere
encontrar algún análogo a las condiciones de contorno en (2.5) para ĉ†N+1 y ĉN+1, los cuales,
como se puede ver en la expresión anterior, serán distintos de ĉ†1 y ĉ1, respectivamente.
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El término de borde es inconveniente porque (−1)N̂ es un operador global que involucra
a todos los fermiones. Ahora, como los autovalores de N̂ son enteros, ya que los autovalores
de n̂j = ĉ†j ĉj son 0 o 1, el operador (−1)N̂ solo puede valer ±1:

(−1)N̂ |n1, n2, . . . , nN ⟩ = ±|n1, n2, . . . , nN ⟩.

Es por esto que (−1)N̂ se denomina operador de paridad, ya que vale +1 cuando el número
de excitaciones fermiónicas, que se corresponden con espines up, es par y vale−1 cuando es
impar.

Hay que recalcar que aunque Ĥ no preserva el número de fermiones, la paridad de este
número sí es conservada. Esto se puede ver notando que términos de la forma ĉ†j ĉk y ĉj ĉ

†
k

crean y aniquilan dejando invariante el número de fermiones mientras que términos de la
forma ĉ†j ĉ

†
k y ĉj ĉk crean y aniquilan, respectivamente, pares de fermiones, preservando así

la paridad. Formalmente, hay que probar que [Ĥ, (−1)N̂ ] = 0, y los detalles se encuentran
en el Apéndice B.3. La conservación de la paridad implica que Ĥ y (−1)N̂ pueden ser
diagonalizados en la misma base y, como (−1)N̂ solo tiene dos autovalores (±1), Ĥ será
diagonal en bloques donde cada bloque corresponde a uno de estos dos autovalores:

Ĥ =

(
Ĥ+ 0

0 Ĥ−

)
,

donde el signo + caracteriza configuraciones con un número par de fermiones y el signo −
con un número impar.

Este resultado permite definir proyectores ortogonales P̂+ y P̂− que proyectan sobre los
subespacios de dimensión 2N−1 con un número par e impar, respectivamente, de fermiones:

P̂± = 1
2

(
Î± (−1)N̂

)
. (2.42)

No es difícil ver que efectivamente estos operadores son proyectores ortogonales, y los
cálculos se detallan en el Apéndice B.4. Esto implica que P̂± satisfacen:

P̂2
± = P̂±, P̂+ + P̂− = Î, P̂+P̂− = P̂−P̂+ = 0 (2.43)

Con el uso de estos proyectores se puede formalizar la estructura diagonal en bloques del
Hamiltoniano y definir apropiadamente los Hamiltonianos Ĥ+ y Ĥ− que actúan en los
subespacios 2N−1-dimensionales de paridad definida del espacio de Hilbert completo. Para
ello se escribe:

Ĥ = ÎĤ Î =
↑

(2.43)

(P̂+ + P̂−)Ĥ(P̂+ + P̂−) = P̂+ĤP̂+ + P̂+ĤP̂− + P̂−ĤP̂+ + P̂−ĤP̂−

=
↑

[Ĥ, (−1)N̂ ] = 0 =⇒ [Ĥ, P̂±] = 0

P̂+ĤP̂+ + P̂+P̂−Ĥ + P̂−P̂+Ĥ + P̂−ĤP̂− =
↑

(2.43)

P̂+ĤP̂+ + P̂−ĤP̂−.

Con esto, se puede definir:

Ĥ+ = P̂+ĤP̂+ Ĥ− = P̂−ĤP̂−. (2.44)

Para ver qué forma toman Ĥ+ y Ĥ− se recuerda que, como cada proyector proyecta sobre
subespacios de paridad definida, en esos subespacios el proyector correspondiente es una
identidad mientras que el otro proyector actúa como operador nulo. Luego, algebraicamente,
Ĥ+ se correspondería con reemplazar (−1)N̂ = 1 en la expresión de Ĥ mientras que Ĥ− se
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correspondería con reemplazar (−1)N̂ = −1. De nuevo, Ĥ es un operador del espacio de
Hilbert completo mientras que Ĥ+ y Ĥ− pertenecen a subespacios ortogonales de dimensión
2N−1. Para evitar tratar con estos subespacios, se define operadores Ĥ+ y Ĥ− del espacio de
Hilbert completo tales que

Ĥ+ = Ĥ
∣∣∣
(−1)N̂=1

Ĥ− = Ĥ
∣∣∣
(−1)N̂=−1

. (2.45)

A diferencia de Ĥ+ y Ĥ−, Ĥ+ y Ĥ− tendrán 2N pares de autovalores y autovectores, pero
la mitad tendrán paridad fermiónica par y la otra mitad paridad fermiónica impar. Como
los proyectores P̂+ y P̂− proyectarán sobre los subespacios de paridad definida, permiten
filtrar los autovectores con la paridad deseada por lo que, notando que Ĥ+ y Ĥ− también
conmutan con el operador de paridad, se puede escribir

Ĥ+ = P̂+Ĥ+P̂+ = Ĥ+P̂+ Ĥ− = P̂−Ĥ−P̂− = Ĥ−P̂−
Ĥ = Ĥ+P̂+ + Ĥ−P̂−,

(2.46)

y trabajar con Ĥ+ y Ĥ−. Usando la expresión (2.41), estos Hamiltonianos quedan dados por

Ĥ± =− J

2

[
N−1∑
j=1

[
ĉ†j ĉj+1 + ĉ†j+1ĉj + γ(ĉ†j ĉ

†
j+1 + ĉj+1ĉj)

]
± [ĉ1ĉ

†
N + ĉN ĉ

†
1 + γ(ĉ†1ĉ

†
N + ĉN ĉ1)]

]

− h
N∑
i=1

(ĉ†i ĉi −
1
2).

(2.47)
Ahora, para poder combinar los términos de borde con el resto, se debe encontrar alguna

clase de condiciones de contorno para los operadores ĉ† y ĉ. Se quiere encontrar alguna forma
de poder escribir

±[ĉ1ĉ
†
N + ĉN ĉ

†
1 + γ(ĉ†1ĉ

†
N + ĉN ĉ1)]←−→ ĉ†N ĉN+1 + ĉ†N+1ĉN + γ(ĉ†N ĉ

†
N+1 + ĉN+1ĉN ).

Caso con paridad par.

ĉ1ĉ
†
N + ĉN ĉ

†
1 + γ(ĉ†1ĉ

†
N + ĉN ĉ1) =↑

(2.12)

−ĉ†N ĉ1 − ĉ
†
1ĉN − γ(ĉ

†
N ĉ

†
1 + ĉ1ĉN )

En este caso, para poder asociar ĉ†1 y ĉ1 con ĉ†N+1 y ĉN+1 se debe imponer condiciones
de contorno antiperiódicas:

ĉ†N+1 = −ĉ
†
1 ĉN+1 = −ĉ1 (2.48)

Caso con paridad impar.

−[ĉ1ĉ
†
N + ĉN ĉ

†
1 + γ(ĉ†1ĉ

†
N + ĉN ĉ1)] =↑

(2.12)

ĉ†N ĉ1 + ĉ†1ĉN + γ(ĉ†N ĉ
†
1 + ĉ1ĉN )

En este caso, para poder asociar ĉ†1 y ĉ1 con ĉ†N+1 y ĉN+1 se debe imponer condiciones
de contorno periódicas:

ĉ†N+1 = ĉ†1 ĉN+1 = ĉ1 (2.49)

Ambos casos se pueden combinar recordando que (−1)N̂ = 1 para el primer caso y para el
segundo (−1)N̂ = −1 para finalmente poder escribir:

Ĥ± =
N∑
j=1

−J
2

[
ĉ†j ĉj+1 + ĉ†j+1ĉj + γ(ĉ†j ĉ

†
j+1 + ĉj+1ĉj)

]
− h(ĉ†j ĉj −

1
2)

ĉ†N+1 = −(−1)
N̂ ĉ†1 ĉN+1 = −(−1)

N̂ ĉ1.

(2.50)
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2.3.3. Representación en Espacio Momento

El siguiente paso hacia la diagonalización es la introducción de los operadores de Fermi
en espacio k, ĉ†k y ĉk, a través de una transformada discreta de Fourier de los operadores ĉ†j
y ĉj :

ĉk =
ei

π
4

√
N

N∑
j=1

e−ikj ĉj , ĉj =
e−i

π
4

√
N

∑
k

eikj ĉk. (2.51)

Se incluye una fase global que no afecta al desarrollo, ni a las relaciones de anticonmutación,
y cuyo valor es especialmente seleccionado para que ocurra una simplificación cuando se
diagonalize el Hamiltoniano en la Sección 2.5.2.

Los valores permitidos de k se obtienen de las condiciones de contorno antiperiódicas
para Ĥ+ y periódicas para Ĥ−. Se tiene

ĉN+1 =
e−i

π
4

√
N

∑
k

eik(N+1)ĉk = eikN

(
e−i

π
4

√
N

∑
k

eikĉk

)
= eikN ĉ1.

Entonces, de acuerdo con (2.50), para Ĥ+:

ĉN+1 = −ĉ1 =⇒ eikN = −1 =⇒ k =
2l + 1

N
π, l ∈ Z.

Para Ĥ−:
ĉN+1 = ĉ1 =⇒ eikN = 1 =⇒ k =

2l

N
π, l ∈ Z.

Como la exponencial compleja es periódica con periodo 2π, los valores dek suelen restringirse
a la 1er Zona de Brillouin: −π < k ≤ π.

Ahora es cuando la paridad del número de sitios N entra en juego, la cual no debe
confundirse con la paridad fermiónica asociada al operador N̂ . Hay dos valores particulares
de k que, como será evidente más adelante, deben ser tratados con cuidado: k = 0 y k = π.
Si N es par, ambos ocurren para Ĥ− mientras que si N es impar k = 0 ocurre para Ĥ− pero
k = π ocurre para Ĥ+:

Si N es par, entonces N = 2m para algún m ∈ N.

• Para Ĥ+, será k = 2l+1
2m π y, como 2l + 1 es impar y 2m es par, k nunca es 0 o π.

• Para Ĥ−, será k = 2l
2mπ, por lo que k = 0 para l = 0 y k = π para l = m.

Si N es impar, entonces N = 2m+ 1 para algún m ∈ N.

• Para Ĥ+, será k = 2l+1
2m+1π y k = π para l = m.

• Para Ĥ−, será k = 2l
2m+1π y k = 0 para l = 0.

En cada caso, se necesita un conjunto de N operadores ĉk, con −π < k ≤ π, que satisfagan
eikN = ∓1 para Ĥ±. Para diferenciar la paridad fermiónica, que se está denotando con
subíndice ±, de la paridad de N , se introduce un supraíndice (0) si N es par, y (1) si N es
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impar. Los conjuntos de N valores de k apropiados para cada caso son:

K(0)
+ =

{
k = ±2l + 1

N
π, l = 0, 1, 2, . . . , N

2 − 1

}
K(0)

− =

{
k = π,± 2l

N
π, l = 0, 1, 2, . . . , N

2 − 1

}
K(1)

+ =

{
k = π,±2l + 1

N
π, l = 0, 1, 2, . . . , N−3

2

}
K(1)

− =

{
k = ± 2l

N
π, l = 0, 1, 2, . . . , N−1

2

}
(2.52)

No es difícil ver que para cada uno de estos conjuntos se satisfacen las relaciones usuales
de ortogonalidad de Fourier:

1

N

∑
k∈K(0,1)

±

eik(j−n) = δj,n,
1

N

N∑
j=1

ei(k−q)j = δk,q,
j, n ∈ [1, N ],

k, q ∈ K(0,1)
± .

(2.53)

El desarrollo se deja para el Apéndice B.5. Las relaciones (2.53) son importantes no solo para
llevar al Hamiltoniano a esta representación sino también porque, junto con que ĉ† y ĉ son
operadores de Fermi, son condición suficiente para que ĉ† y ĉ sean también operadores de
Fermi. A continuación se muestran las relaciones de anticonmutación:

{ĉk, ĉq} =
ei

π
2

N

N∑
j,l=1

e−ikje−iql{ĉj , ĉl} =↑
{ĉj , ĉl} = 0

0 {ĉ†k, ĉ
†
q} =

e−i
π
2

N

N∑
j,l=1

eikjeiql{ĉ†j , ĉ
†
l } =↑

{ĉ†j , ĉ
†
l } = 0

0

{ĉk, ĉ
†
q} =

1

N

N∑
j,l=1

e−ikjeiql{ĉj , ĉ
†
l } =x

{ĉj , ĉ
†
l } = δj,l

1

N

N∑
j,l=1

e−ikjeiqlδj,l =
1

N

N∑
j=1

ei(q−k)j =
↑

(2.53)

δk,q.

También, las relaciones de ortogonalidad de Fourier permiten mostrar que la transformada
de Fourier preserva la paridad y el número de fermiones, lo que permite hablar de paridad
fermiónica indistintamente de la representación, ya sea respecto de N̂ o de ˆNc. Efectivamente,
usando (2.51) y (2.53) es fácil ver que

N̂ =
∑
j

ĉ†j ĉj =
∑
k

ĉ
†
kĉk =

ˆNc.

Finalmente, es interesante ver como transforman términos similares a los que aparecen
en el Hamiltoniano. En particular:

N∑
j=1

ĉ†j ĉj+l =

N∑
j=1

 ei
π
4

√
N

∑
k∈K(0,1)

±

e−ikj ĉ
†
k


e−i

π
4

√
N

∑
q∈K(0,1)

±

eiq(j+l)ĉq


=
∑

k∈K(0,1)
±

∑
q∈K(0,1)

±

(
1

N

N∑
j=1

ei(q−k)j

︸ ︷︷ ︸
δq,k

)
eiqlĉ†kĉq =

∑
k∈K(0,1)

±

eiklĉ†kĉk.
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Luego, la transformación ĉj 7→ ĉk diagonaliza términos de la forma
∑N

j=1 ĉ
†
j ĉj+l, con una

fase que solo depende de la distancia l entre ĉ†j y ĉj+l. Esto no debería sorprender dada
la invarianza traslacional del Hamiltoniano. En cambio, términos de la forma

∑N
j=1 ĉ

†
j ĉ

†
j+l

transforman a términos que involucran productos de operadores con valores de k opuestos:

N∑
j=1

ĉ†j ĉ
†
j+l =

N∑
j=1

 ei
π
4

√
N

∑
k∈K(0,1)

±

e−ikj ĉ
†
k


 ei

π
4

√
N

∑
q∈K(0,1)

±

e−iq(j+l)ĉ†q


= i

∑
k∈K(0,1)

±

∑
q∈K(0,1)

±

(
1

N

N∑
j=1

e−i(k+q)j

︸ ︷︷ ︸
δ−k,q

)
e−iqlĉ

†
kĉ

†
q =

∑
k∈K(0,1)

±

ieiklĉ†kĉ
†
−k

N∑
j=1

ĉj+lĉj =

(
N∑
j=1

ĉ†j ĉ
†
j+l

)†

=

( ∑
k∈K(0,1)

±

ieiklĉ†kĉ
†
−k

)†

= −
∑

k∈K(0,1)
±

ie−iklĉ−kĉk.

Con estos resultados, se puede ver fácilmente como transforma el Hamiltoniano de la
expresión (2.50):

−J
2

N∑
j=1

[
ĉ†j ĉj+1 + ĉ†j+1ĉj

]
= −J

2

∑
k∈K(0,1)

±

(
eik + e−ik

)
ĉ
†
kĉk = −J

∑
k∈K(0,1)

±

cos (k)ĉ†kĉk

−J
2
γ

N∑
j=1

[
ĉ†j ĉ

†
j+1 + ĉj+1ĉj

]
= −J

2
γi
∑

k∈K(0,1)
±

(
eikĉ†kĉ

†
−k − e

−ikĉ−kĉk
)

−h
N∑
j=1

(
ĉ†j ĉj −

1
2

)
= −h

∑
k∈K(0,1)

±

(
ĉ
†
kĉk −

1
2

)
=
hN

2
− h

∑
k∈K(0,1)

±

ĉ
†
kĉk.

Combinando todo esto:

Ĥ
(0,1)
± =

hN

2
−
∑

k∈K(0,1)
±

[(
J cos (k) + h

)
ĉ
†
kĉk +

iJγ

2

(
eikĉ†kĉ

†
−k − e

−ikĉ−kĉk
)]
. (2.54)

2.4. El Modelo XX

Antes de seguir con la solución general, se puede hacer un análisis sobre el modelo XX,
ya que para γ = 0 el Hamiltoniano ya es diagonal. Para simplificar la discusión, se supone
que N es par, con lo cual:

Ĥ
(0)
± =

hN

2
+
∑
k∈K(0)

±

εkĉ
†
kĉk, εk = −

(
J cos (k) + h

)
. (2.55)

La cantidad εk es una especie de relación de dispersión y permite diferenciar las tres fases
del modelo. Para ver de forma directa el comportamiento de εk en función de h/J , se la puede
expresar de la siguiente manera

εk = −J
(
cos (k) +

h

J

)
.
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Figura 2.1: Comportamiento general de εk para los casos ferromagnético (en rojo) y
antiferromagnético (en verde) del modelo XX.

Luego, si J > 0, εk tendrá la forma general de un coseno invertido pero si J < 0, εk tendrá
la forma general de un coseno. Para valores de h < −|J |, εk será siempre positiva mientras
que si h > |J |, εk será siempre negativa. Caso contrario, habrá algunos valores de k para los
cuales εk > 0 y otros para los cuales εk < 0. En la Figura 2.1 se muestran los distintos casos
según el valor de h/J . Notar que, por ejemplo, el caso h/J > 1 implica h > |J | = J para el
caso ferromagnético pero h < −|J | = J para el caso antiferromagnético.

2.4.1. Estado Fundamental

Algo que hay que notar es que, en principio, no hace falta diferenciar entre los casos
ferromagnético y antiferromagnético. El Hamiltoniano del caso ferromagnético con campo
magnético positivo es equivalente al Hamiltoniano del caso antiferromagnético con campo
magnético negativo, y viceversa. Esto se puede ver volviendo a la representación de espín
del Hamiltoniano, donde se puede mostrar que el Hamiltoniano ferromagnético se puede
llevar al Hamiltoniano antiferromagnético, para igual |J |, a través de una rotación apropiada.
Una rotación en un ángulo π alrededor de la dirección y, por ejemplo, dejaría invariantes los
términos de la forma Ŝ(α)

j Ŝ
(α)
j+1, α = x, y, pero lleva Ŝ(z)

j a −Ŝ(z)
j , lo que causa un cambio de
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signo en el campo magnético. Luego, negando el Hamiltoniano resultante se obtiene el caso
opuesto, lo que es inmediatamente visible en la relación de dispersión ya que cambiando
el signo del campo magnético y negando la relación de dispersión se puede ir del caso
ferromagnético al antiferromagnético y viceversa. En lo que sigue, por completitud, se tratan
ambos casos.

Caso h < −|J |:
En este caso, se tiene que εk > 0 para cualquier valor de k. Esto quiere decir que
cualquier excitación fermiónica hace que la energía aumente. El estado fundamental es
entonces el vacío fermiónico, que, como se discutió previamente, se corresponde con
el estado con todos los espines down:

|gs⟩ = |∅c⟩ = |↓, ↓, . . . , ↓⟩ (2.56)

Esto es razonable ya que cuando el campo es intenso se espera que los espines estén
alineados con el campo magnético. Es claro que este estado pertenece a Ĥ(0)

+ ya que no
hay excitaciones fermiónicas. La energía correspondiente al estado fundamental será:

Egs =
hN

2
(2.57)

Caso −|J | < h < |J |:
En este caso hay algunos valores de k para los que las excitaciones fermiónicas son
energéticamente ventajosas mientras que para el resto no. El estado fundamental será
aquel para el que todos los estados k con εk < 0 están poblados. El valor de k para el
cual εk = 0 es una especie de momento de Fermi y está dado por:

εk

∣∣∣
kF

= 0 =⇒ kF = arc cos

(
−h
J

)
(2.58)

El estado fundamental y su energía serán distintos dependiendo de si se trata el caso
ferromagnético o el caso antiferromagnético.

• J > 0:
En este caso, se tiene que εk < 0 para valores de k tales que |k| < kF , con lo cual:

|gs(F)⟩ =

 ∏
|k|<kF

ĉ
†
k

 |∅c⟩ E
(F)
gs =

hN

2
−
∑

|k|<kF

(
J cos (k) + h

)
(2.59)

• J < 0:
Para el caso antiferromagnético, εk < 0 para cualquier valor de k tal que |k| > kF .
Luego:

|gs(A)⟩ =

 ∏
|k|>kF

ĉ
†
k

 |∅c⟩ E
(A)
gs =

hN

2
−
∑

|k|>kF

(
J cos (k) + h

)
(2.60)

En ambos casos, es difícil saber de forma general a qué subespacio de paridad definida
pertenece el estado fundamental. Esto dependerá del valor de kF , a través del valor de
h.
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Caso h > |J |:
Finalmente, en este caso εk < 0 para todo valor de k, por lo que cualquier excitación
fermiónica disminuye la energía. Entonces, el estado fundamental será

|gs⟩ =

 ∏
k∈K(0)

±

ĉ
†
k

 |∅c⟩

Es de esperarse que para campo intenso los espines estén alineados con el campo,
por lo que este estado debería ser aquel con todos los espines up. Mostrar que este es
efectivamente el estado fundamental no es trivial, pero es posible. Usando la definición
de ĉ

†
k se puede escribir

∏
k∈K(0)

±

ĉ
†
k =

∏
k∈K(0)

±

e−i
π
4

√
N

N∑
j=1

eikj ĉ†j

 =
e−i

πN
4

N
N
2

∏
k∈K(0)

±

 N∑
j=1

eikj ĉ†j

 .
Ahora, como (ĉ†j)

2 = 0 y {ĉ†j , ĉ
†
l } = 0, ya que son operadores de Fermi, los términos no

nulos de este productorio serán aquellos productos donde todos los ĉ†j son distintos. Si
se denota por SN al conjunto de todas las permutaciones del conjunto {1, 2, . . . , N},
con un poco de trabajo se puede ver que

∏
k∈K(0)

±

 N∑
j=1

eikj ĉ†j

 =
∑
τ∈SN

N∏
j=1

eikjτ(j)ĉ†τ(j),

donde τ es una permutación en SN , τ(j) denota el j-ésimo elemento de la permutación
y kj es el j-ésimo elemento enK(0)

± para algún ordenamiento fijo; por ejemplo, se puede
tomar kj < kj+1, ∀j ∈ {1, 2, . . . , N − 1}.

Usando que {ĉ†j , ĉ
†
l } = 0, los productos se pueden reordenar para que todos tengan el

mismo ordenamiento en los operadores ĉ†, en particular el ordenamiento ĉ†1ĉ
†
2 . . . ĉ

†
N ,

a expensas de un factor (−1)sgn(τ), donde sgn(τ) es el signo de la permutación τ . Esto
permite, finalmente, escribir:

|gs⟩ =

 ∏
k∈K(0)

±

ĉ
†
k

 |∅c⟩ =
e−i

πN
4

N
N
2

∑
τ∈SN

(−1)sgn(τ)
N∏
j=1

eikjτ(j)


 N∏

j=1

ĉ†j

 |∅c⟩.

De esta expresión se puede ver inmediatamente que, como ĉ†j |↓j⟩ 7→ |↑j⟩, el estado
fundamental normalizado será:

|gs⟩ = |↑, ↑, . . . , ↑⟩ (2.61)

Como se asume queN es par, este estado pertenece a Ĥ(0)
+ . La energía correspondiente

al estado fundamental será:3

Egs =
hN

2
−

∑
k∈K(0)

+

(
J cos (k) + h

)
= −hN

2
(2.62)

3La segunda igualdad se da debido a que
∑

k∈K(0)
+

cos (k) = 0, cuya demostración se dejó para la Sección
2.5.2.
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2.4.2. Magnetización

Ahora que se conoce el estado fundamental del modelo, es posible calcular la
magnetización. De (2.39), se puede deducir una expresión para la magnetización por sitio:

N̂ = M̂+
N

2
=⇒ m̂ =

M̂
N

=
N̂
N
− 1

2
(2.63)

Entonces, para poder evaluar ⟨m̂⟩ se debe encontrar ⟨N̂ ⟩ para cada región.

h/J < −1:

Para el caso ferromagnético, como |gs(F)⟩ es el vacío fermiónico, es claro que

⟨gs(F) | N̂ |gs(F)⟩ = 0,

mientras que en el caso antiferromagnético el estado fundamental es |↑, ↑, . . . , ↑⟩, por
lo que

⟨gs(A) | N̂ |gs(A)⟩ = N,

h/J > 1:

Para h/J > 1 es a la inversa, el vacío fermiónico es el estado fundamental del caso
antiferromagnético y |↑, ↑, . . . , ↑⟩ es el estado fundamental para el ferromagnético,
por lo que

⟨gs(F) | N̂ |gs(F)⟩ = N y ⟨gs(A) | N̂ |gs(A)⟩ = 0.

−1 < h/J < 1:
En este caso, se sabe que el número de excitaciones será el número de fermiones con k
tal que |k| < kF para el caso ferromagnético y |k| > kF para el caso antiferromagnético.
Luego:

⟨gs(F) | N̂ |gs(F)⟩ =
∑

|k|<kF

1 y ⟨gs(A) | N̂ |gs(A)⟩ =
∑

|k|>kF

1

Si N es pequeño, esta suma es difícil de calcular de forma general, pero si se considera
el límite termodinámico se la puede transformar en una integral. Se sabe que, tanto
para K(0)

+ como para K(0)
− , los valores de k están separados por ∆k = 2π

N , por lo que
∆k → 0 en el límite termodinámico con ∆k N

2π = 1.

• J > 0:

⟨N̂ ⟩(F) =
∑

|k|<kF

1 =
N

2π

∑
|k|<kF

∆k −−−−→
N→∞

N

2π

∫ kF

−kF

dk =
N

2π
k

∣∣∣∣kF
−kF

⟨N̂ ⟩(F) = N

π
arc cos

(
−h
J

)
• J < 0:

⟨N̂ ⟩(A) =
N

2π

∑
|k|>kF

∆k −−−−→
N→∞

N

2π

[∫ −kF

−π
dk +

∫ π

kF

dk

]
=
N

2π

[
2π − 2kF

]

⟨N̂ ⟩(A) = N − N

π
arc cos

(
−h
J

)
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Figura 2.2: Magnetización por sitio en función de h/J para los casos ferromagnético (en rojo)
y antiferromagnético (en verde) del modelo XX.

Luego, usando la expresión (2.63) junto con estos valores para ⟨N̂ ⟩ se obtiene que la
magnetización por sitio queda dada por:

⟨m̂⟩(F) =


−1

2
h/J < −1,

1
π arc cos

(−h
J

)
− 1

2 −1 < h/J < 1,
1
2

h/J > 1,

⟨m̂⟩(A) =


1
2

h/J < −1,
1
2 −

1
π arc cos

(−h
J

)
−1 < h/J < 1,

−1
2

h/J > 1.

(2.64)

En la Figura 2.2 se puede observar que para h = hc = ±|J | la magnetización por sitio
presenta una discontinuidad en la derivada. Esto se puede ver si se calcula la susceptibilidad:

χ(F) =
∂⟨m̂⟩(F)

∂h
=


0 h/J < −1,

1

π
√
J2 − h2

−1 < h/J < 1,

0 h/J > 1,

χ(A) =
∂⟨m̂⟩(A)

∂h
=


0 h/J < −1,
−1

π
√
J2 − h2

−1 < h/J < 1,

0 h/J > 1.

(2.65)

Se puede ver tanto en estas expresiones como en la Figura 2.3 que, para ambos casos, la
susceptibilidad diverge para h → hc. Esto indica que en hc se produce una transición de
fase cuántica. Esta ocurre debido a que los términos ∝ J en el Hamiltoniano favorecen una
magnetización en el plano mientras que los términos ∝ h favorecen una magnetización
perpendicular al plano. Para los casos

∣∣h/J ∣∣ > 1, los términos de campo magnético
consiguen dominar. El resultado es que cuando ocurre la transición de fase cuántica, hay
una reconfiguración abrupta del estado fundamental, lo cual se ve de lo discutido
anteriormente. Para

∣∣h/J ∣∣ > 1, el estado fundamental es un estado producto, ya sea |↑⟩⊗N o
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Figura 2.3: Susceptibilidad en función de h/J para los casos ferromagnético (en rojo) y
antiferromagnético (en verde) del modelo XX.

|↓⟩⊗N . En cambio, para
∣∣h/J ∣∣ < 1, el estado fundamental será una combinación lineal de

varios estados producto, que es un estado altamente entrelazado. Esto se da incluso para
valores de h muy cercanos al valor crítico. Por ejemplo, para el caso antiferromagnético, si
h/J < 1 pero muy cerca de 1, se puede observar en la Figura 2.2 que kF ⪆ π. Luego, de
acuerdo con las definiciones de K(0)

+ y K(0)
− en (2.52), el único estado poblado será k = π,

que pertenece a K(0)
− , y el estado fundamental tendrá la forma

|gs⟩ = ĉ†π|∅c⟩ =

e−i
π
4

√
N

N∑
j=1

(−1)j ĉ†j

 |∅c⟩.

Entonces, el estado fundamental será una combinación lineal de N estados producto donde
cada estado individual tiene todos los espines down salvo el espín del sitio j, que es altamente
entrelazado.

2.4.3. Gap de Energía

Otra propiedad de las transiciones de fase cuánticas, discutida en el capítulo anterior, es
el comportamiento del gap de energía, la diferencia de energía entre el estado fundamental
y el primer estado excitado. Se trata el caso antiferromagnético; el caso ferromagnético es
análogo.

Para h/J < −1 el estado fundamental está completamente poblado. Luego, el primer
estado excitado será aquel donde todos los estados k estén poblados salvo el estado k
con menor energía. Este es el estado k = π y el gap será εk=π = −

(
h− J

)
= −

(
h+ |J |

)
.

Para h/J > 1, en el estado fundamental no hay fermiones, por lo que el primer estado
excitado es aquel en el que solo está poblado el estado k que genere la menor diferencia
de energía. De nuevo, este será el estado k = π y el gap es εk=π.

Para −1 < h/J < 1 el estado fundamental es aquel con todos los estados |k| > kF
poblados, y el resto sin poblar. El primer estado excitado es aquel que, además de tener
todos los estados |k| > kF poblados, tiene poblado el estado k tal que mı́n

|k|≤kF

εk. Como
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la separación entre k consecutivos es 2π
N , el cambio de energía decrece con N y tiende

a 0 en el límite termodinámico.

Entonces, en la fase
∣∣h/J ∣∣ > 1 existe un gap definido, mientras que en la fase

∣∣h/J ∣∣ < 1
el gap se cierra en el límite termodinámico. Esta es una característica de la mayoría de las
transiciones de fase cuánticas de segundo orden [125], el gap se cierra en el punto crítico. En
algunos sistemas el gap se cierra y permanece cerrado, como en el presente caso del modelo
XX [48], mientras que en otros el gap desaparece solo en el punto critico, como en el caso del
modelo XY para γ ̸= 0 [76].

2.5. Diagonalización del Hamiltoniano XY

Volviendo a la solución general, hasta ahora se pudo mostrar que, con una
transformación de Jordan-Wigner y una transformada de Fourier, el Hamiltoniano toma la
forma de la expresión (2.54). De nuevo, para simplificar la discusión se restringe al caso en
que N es par, por lo que el Hamiltoniano queda dado por

Ĥ
(0)
± =

hN

2
−
∑
k∈K(0)

±

[(
J cos (k) + h

)
ĉ
†
kĉk +

iJγ

2

(
eikĉ†kĉ

†
−k − e

−ikĉ−kĉk
)]
,

donde K(0)
+ y K(0)

− están definidos en (2.52). Para finalmente diagonalizar el Hamiltoniano,
el último paso es introducir una ultima transformación, denominada transformación de
Bogoliubov, que diagonaliza una clase especial de operadores, y luego llevar la expresión de
Ĥ

(0)
± a una forma que permita aplicar esta transformación.

2.5.1. Transformación de Bogoliubov

La transformación de Bogoliubov permite diagonalizar Hamiltonianos fermiónicos de
la forma

Ĥ = ∆(â†â+ b̂†b̂) + λ(â†b̂† + b̂â). (2.66)

En este caso particular se requiereλ ∈ Rpara que Ĥ sea Hermitiano, aunque esta restricción se
puede levantar para permitir λ ∈ C si los términos cruzados se expresan como λâ†b̂†+λ∗b̂â.
Este Hamiltoniano se puede escribir en forma matricial:

Ĥ =
(
â† b̂

)(∆ λ
λ −∆

)(
â

b̂†

)
+∆,

donde el término ∆ surge de aplicar las relaciones de anticonmutación para los operadores
b̂: {b̂†, b̂} = 1.

Para diagonalizar se introducen operadores α̂ y β̂ según:

{
â = uα̂− vβ̂†

b̂ = uβ̂ + vα̂† =⇒

(
â

b̂†

)
=

(
u −v
v u

)(
α̂

β̂†

)
,

(
â† b̂

)
=
(
α̂† β̂

)( u v
−v u

)
.

(2.67)

En principio, u y v podrían ser complejos. Sin embargo, se los puede tomar como números
reales producto de la exigencia de que α̂ y β̂ sean también operadores de Fermi. Basta ver,
suponiendo u, v ∈ C, que:

1 = {â, â†} = {uα̂−vβ̂†, u∗α̂†−v∗β̂} = |u|2{α̂, α̂†}−uv∗{α̂, β̂}−u∗v{β̂†, α̂†}+{β̂†, β̂}|v|2.
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Si α̂ y β̂ son operadores de Fermi, los anticonmutadores mixtos son nulos mientras que
{α̂, α̂†} = {β̂†, β̂} = 1, por lo que debe ser:

|u|2 + |v|2 = 1 =⇒ basta con tomar
{
u = cos

(
θ
2

)
,

v = sin
(
θ
2

)
,

(2.68)

para luego elegir el valor de θ de forma que el Hamiltoniano sea diagonal en los nuevos
operadores.

Entonces:

Ĥ =
(
â† b̂

)(∆ λ
λ −∆

)(
â

b̂†

)
+∆ =

(
α̂† β̂

)( u v
−v u

)(
∆ λ
λ −∆

)(
u −v
v u

)(
α̂

β̂†

)
+∆

=
(
α̂† β̂

)( ∆(u2 − v2) + 2λuv −2∆uv + λ(u2 − v2)
−2∆uv + λ(u2 − v2) −∆(u2 − v2)− 2λuv

)(
α̂

β̂†

)
+∆.

Para que Ĥ sea diagonal, ambos términos fuera de la diagonal han de ser nulos, con lo que:

0=−2∆uv+λ(u2−v2)=−2∆cos
(
θ
2

)
sin
(
θ
2

)
+λ
(
cos2

(
θ
2

)
−sin2

(
θ
2

))
=−∆sin (θ)+λcos (θ).

Esto deja ver que, para que el Hamiltoniano sea diagonal, θ debe ser elegido de forma que

tan (θ) =
λ

∆
. (2.69)

Notando que uno es el opuesto del otro, los términos de la diagonal pueden expresarse, con
un poco de trabajo, de una forma relativamente simple:

∆(u2 − v2) + 2λuv = ∆cos (θ) + λ sin (θ) = ∆cos (θ)

[
1 +

λ sin (θ)

∆ cos (θ)

]
= ∆cos (θ)

[
1 + tan2 (θ)

]
=

∆√
1 + tan2 (θ)

[
1 + tan2 (θ)

]
= ∆

√
1 +

λ2

∆2
=
√
∆2 + λ2.

Luego, con estos resultados se ve que

Ĥ =
(
α̂† β̂

)(√∆2 + λ2 0

0 −
√
∆2 + λ2

)(
α̂

β̂†

)
+∆ =

(
α̂† β̂

)( √∆2 + λ2α̂

−
√
∆2 + λ2β̂†

)
+∆

=
√
∆2 + λ2α̂†α̂−

√
∆2 + λ2β̂β̂† +∆ =

↑
{β̂†, β̂} = 1

√
∆2 + λ2(α̂†α̂− β̂†β̂) + ∆−

√
∆2 + λ2,

permitiendo, finalmente, escribir

Ĥ = (∆−
√

∆2 + λ2) +
√
∆2 + λ2(α̂†α̂− β̂†β̂), (2.70)

que es diagonal en los operadores de Fermi α̂ y β̂.

2.5.2. Aplicación de la Transformación al Hamiltoniano

Notando que el Hamiltoniano Ĥ
(0)
± no tiene la forma de la expresión (2.66), hay que

llevarlo a una forma consistente con esta expresión para poder aplicar la transformación de
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Bogoliubov. Entonces, primero se escribe Ĥ(0)
± como:

Ĥ
(0)
± = −J

∑
k∈K(0)

±

[
cos (k)ĉ†kĉk +

iγ

2

(
eikĉ†kĉ

†
−k − e

−ikĉ−kĉk
)]
− h

∑
k∈K(0)

±

(
ĉ
†
kĉk −

1
2

)
K(0)

+ =

{
k = ±2l + 1

N
π, l = 0, 1, . . . , N2 − 1

}
K(0)

− =

{
k = π,± 2l

N
π, l = 0, 1, . . . , N2 − 1

}
.

Para llevar a Ĥ(0)
± a la forma ∆(â†â+ b̂†b̂) + λ(â†b̂† + b̂â), donde ĉk y ĉ−k jugarán el mismo

papel que â y b̂, se necesitan dos cosas. La primera, es hacer aparecer factores ĉ†−kĉ−k en los
términos que van con cos (k) y h, y la segunda es, una vez hecho esto, reducir los valores
sobre los que se suma explicitando que, como los valores de k son en su mayoría simétricos
respecto de k = 0, en la mayoría de los casos se está sumando dos veces el mismo término.

Para el primer paso, se deben explicitar algunas identidades. La primera es:∑
k∈K(0)

±

cos (k) = 0. (2.71)

Esto se puede ver notando que la separación entre valores de k consecutivos es 2π/N y hay
N valores distintos de k. Se desarrolla el caso para K(0)

+ de modo ilustrativo:

∑
k∈K(0)

+

cos (k) = Re

 ∑
k∈K(0)

+

eik

 = Re

N−1∑
j=0

ei
−N+2j+1

N
π

 = Re

ei−N+1
N

π
N−1∑
j=0

(
e

2πi
N

)j
= Re

(
ei

−N+1
N

π 1− e
2πiN
N

1− e
2πi
N

)
= Re(0) = 0.

Por simpleza, en lo que sigue se tratan los casos para K(0)
+ , y al final se tratan los casos para

K(0)
− . La segunda identidad necesaria para el desarrollo es:∑

k∈K(0)
+

(
2ĉ†kĉk − 1

)
=
∑
k∈K(0)

+

(
ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k

)
. (2.72)

Para mostrar este resultado, hay que notar que si k ∈ K(0)
+ entonces −k ∈ K(0)

+ con k ̸= −k,4
por lo que para cualquier f(k) se tiene que∑

k∈K(0)
+

f(k) =
∑
k∈K(0)

+

f(−k).

Con esto en mente:∑
k∈K(0)

+

(
2ĉ†kĉk − 1

)
=
∑
k∈K(0)

+

(
ĉ
†
kĉk + (ĉ†kĉk − 1)

)
=x
{ĉ†

k, ĉk} = 1

∑
k∈K(0)

+

(
ĉ
†
kĉk + ĉkĉ

†
k

)
=
∑
k∈K(0)

+

(
ĉ
†
kĉk + ĉ−kĉ

†
−k

)
.

Finalmente, el último resultado necesario es:∑
k∈K(0)

+

cos (k)ĉ†kĉk =
1

2

∑
k∈K(0)

+

cos (k)
(
ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k

)
. (2.73)

4Esto no se cumple ∀k ∈ K(0)
− y es la razón por la que este caso se trata al final.
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La primer identidad y el razonamiento utilizado para mostrar la segunda identidad permiten
mostrar este resultado:∑
k∈K(0)

+

cos (k)ĉ†kĉk =
1

2

∑
k∈K(0)

+

cos (k)
(
ĉ
†
kĉk + ĉ

†
kĉk
)
=

1

2

∑
k∈K(0)

+

cos (k)
(
ĉ
†
kĉk + 1− ĉkĉ

†
k

)
=

1

2

∑
k∈K(0)

+

cos (k)+
1

2

∑
k∈K(0)

+

cos (k)
(
ĉ
†
kĉk − ĉkĉ

†
k

)
=

1

2

∑
k∈K(0)

+

cos (k)
(
ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k

)
.

Luego, con (2.72) y (2.73), se puede ver que

−J
∑
k∈K(0)

+

cos (k)ĉ†kĉk = −J
2

∑
k∈K(0)

+

cos (k)
(
ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k

)
,

−h
∑
k∈K(0)

+

(
ĉ
†
kĉk −

1
2

)
= −h

2

∑
k∈K(0)

+

(
2ĉ†kĉk − 1

)
= −h

2

∑
k∈K(0)

+

(
ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k

)
,

por lo que Ĥ(0)
+ se puede escribir como:

Ĥ
(0)
+ = −

∑
k∈K(0)

+

(
h+ J cos (k)

2

(
ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k

)
+

iJγ

2

(
eikĉ†kĉ

†
−k − e

−ikĉ−kĉk
))
.

Con esta expresión para Ĥ(0)
+ , y recordando que

∑
k f(k) =

∑
k f(−k) para k ∈ K(0)

+ , se
puede restringir la suma a valores positivos de k. Se define:

K+ =
{
k ∈ K(0)

+ , k > 0
}
=

{
k =

2l + 1

N
π, l = 0, 1, . . . , N

2 − 1

}
. (2.74)

Luego, para cualquier f(k) se verifica∑
k∈K(0)

+

f(k) =
∑
k∈K+

f(k) + f(−k).

Entonces: ∑
k∈K(0)

+

ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k =

∑
k∈K+

ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k + ĉ

†
−kĉ−k − ĉkĉ

†
k

=x
{ĉ†

±k, ĉ±k} = 1

∑
k∈K+

ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k + (1− ĉ−kĉ

†
−k)− (1− ĉ

†
kĉk)

= 2
∑
k∈K+

ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k.

Notar que, como cos (k) = cos (−k), con el mismo razonamiento se puede mostrar que∑
k∈K(0)

+

cos (k)
(
ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k

)
= 2

∑
k∈K+

cos (k)
(
ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k

)
.

También:∑
k∈K(0)

+

eikĉ†kĉ
†
−k − e

−ikĉ−kĉk =
∑
k∈K+

eikĉ†kĉ
†
−k − e

−ikĉ−kĉk + e−ikĉ
†
−kĉ

†
k − e

ikĉkĉ−k
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=x
{ĉ†

±k, ĉ
†
∓k} = {ĉ±k, ĉ∓k} = 0

∑
k∈K+

(
eik − e−ik

)(
ĉ
†
kĉ

†
−k + ĉ−kĉk

)

= 2i
∑
k∈K+

sin (k)
(
ĉ
†
kĉ

†
−k + ĉ−kĉk

)
.

Con estos resultados se puede expresar Ĥ(0)
+ de la siguiente manera:

Ĥ
(0)
+ = −

∑
k∈K+

((
h+ J cos (k)

)(
ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k

)
− Jγ sin (k)

(
ĉ
†
kĉ

†
−k + ĉ−kĉk

))
. (2.75)

Es aquí donde se produce la simplificación producto de tomar la fase global ei
π
4 en la

definición de ĉk dada en (2.51). En la deducción de (2.54), gracias a la inclusión de esta fase
global, surge un factor i =

(
ei

π
4
)2 que, en combinación con el factor i que surge de expresar

combinaciones lineales de exponenciales complejas como una función seno en la deducción
anterior, hace posible expresar el Hamiltoniano en (2.75) con coeficientes reales.

La situación para Ĥ
(0)
− es análoga, con la salvedad de que en K(0)

− están los valores
k = 0, π. Para estos valores, dentro de la 1er Zona de Brillouin, se tiene k = −k. Esto es claro
para k = 0 pero también vale para k = π ya que eiπ = e−iπ, por lo que, de acuerdo con la
definición de ĉk en (2.51), para ambos valores se cumple ĉk = ĉ−k. Esto implica que, para
k = 0, π, se tiene que ĉ

†
kĉ

†
−k = (ĉ†k)

2 y, como para todo valor de k se tiene (ĉ†k)
2 = (ĉk)

2 = 0
ya que son operadores de Fermi, los términos proporcionales a γ no estarán presentes.

Entonces, en este caso, se puede definir

K− =
{
k ∈ K(0)

− , k > 0, k ̸= π
}
=

{
k =

2l

N
π, l = 1, 2, . . . , N

2 − 1

}
, (2.76)

y hacer el mismo análisis, excluyendo k = 0, π, para obtener un resultado análogo al obtenido
en (2.75) para Ĥ(0)

− y K−. Los términos k = 0, π deben ser tratados por separado. Por ende,
separando los términos k = 0, π de la expresión (2.54) de Ĥ(0)

− , y como (ĉ†0)
2 = (ĉ†π)2 = 0,

resulta:

−
∑
k=0,π

J cos (k)ĉ†kĉk − h
∑
k=0,π

(
ĉ
†
kĉk −

1
2

)
= −J ĉ†0ĉ0 + J ĉ†πĉπ − hĉ

†
0ĉ0 − hĉ

†
πĉπ + h

= −(h+ J)ĉ†0ĉ0 − (h− J)ĉ†πĉπ + h.

Finalmente, con estas expresiones similares para Ĥ(0)
+ y Ĥ(0)

− , se puede definir

Ĥk = −
(
h+ J cos (k)

)(
ĉ
†
kĉk − ĉ−kĉ

†
−k

)
+ Jγ sin (k)

(
ĉ
†
kĉ

†
−k + ĉ−kĉk

)
, (2.77)

y con K+ y K− definidos como en (2.74) y (2.76), respectivamente, se puede escribir:

Ĥ
(0)
+ =

∑
k∈K+

Ĥk Ĥ
(0)
− =

∑
k∈K−

Ĥk − (h+ J)ĉ†0ĉ0 − (h− J)ĉ†πĉπ + h (2.78)

Ahora sí, mediante una transformación de Bogoliubov, se puede diagonalizar los Ĥk

individualmente. Los Hamiltonianos Ĥk se pueden escribir de forma matricial:

Ĥk =
(
ĉ
†
k ĉ−k

)(−(J cos (k) + h
)

Jγ sin (k)
Jγ sin (k)

(
J cos (k) + h

))( ĉk
ĉ
†
−k

)
.
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De acuerdo con lo discutido en la sección anterior, se diagonaliza introduciendo operadores
v̂k y v̂−k tales que

ĉk = cos

(
θk
2

)
v̂k − sin

(
θk
2

)
v̂
†
−k,

ĉ−k = cos

(
θk
2

)
v̂−k + sin

(
θk
2

)
v̂
†
k,

con tan (θk) =
Jγ sin (k)

−
(
J cos (k) + h

) . (2.79)

Aplicando la transformación, Ĥk queda escrito como:

Ĥk =
(
v̂
†
k v̂−k

)(ϵk 0

0 −ϵk

)(
v̂k
v̂
†
−k

)
, ϵk =

√(
J cos (k) + h

)2
+ J2γ2 sin2 (k). (2.80)

Dado que los operadores v̂±k son operadores de Fermi, desarrollando la expresión matricial
de Ĥk se obtiene:

Ĥk = ϵkv̂
†
kv̂k + ϵkv̂

†
−kv̂−k − ϵk. (2.81)

2.6. El Modelo XY

Así, reemplazando (2.81) en (2.78) y notando que ϵk = ϵ−k, se puede expresar los
Hamiltonianos del modelo XY mediante sumas sobre todos los valores de k:

Ĥ
(0)
+ =

∑
k∈K(0)

+

ϵk
(
v̂
†
kv̂k−

1
2

)
, Ĥ

(0)
− =

∑
k∈K(0)

−
k ̸=0,π

ϵk
(
v̂
†
kv̂k−

1
2

)
−(h+J)ĉ†0ĉ0−(h−J)ĉ†πĉπ+h. (2.82)

Para ver de forma directa el comportamiento de ϵk en función de h/J , se la puede expresar
de la siguiente manera:

ϵk = |J |

√(
h

J
+ cos (k)

)2

+ γ2 sin2 (k).

En la Figura 2.4 se muestra una serie de gráficos para ilustrar el comportamiento de ϵk
en función de h/J para un valor fijo de γ. Una de las características que se puede notar
rápidamente, es que ϵk es siempre positiva salvo para valores puntuales de h/J donde, para
valores específicos de k, puede ser nula. Como se discute más adelante, es para estos valores
de h/J donde se producen los puntos críticos del modelo.

2.6.1. Estado Fundamental

Por las expresiones de Ĥ
(0)
+ y Ĥ

(0)
− , y dado que ϵk nunca es negativa, el estado

fundamental será el vacío de Bogoliubov, |∅v⟩, que es el estado que cumple

v̂k|∅v⟩ = 0, ∀k.

Nunca está de más aclarar que |∅v⟩ ̸= |∅c⟩. En principio, se podría definir un estado |∅v⟩+
asociado a Ĥ

(0)
+ y otro estado |∅v⟩− asociado a Ĥ

(0)
− . Sin embargo, se puede ver de las
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Figura 2.4: Comportamiento de ϵk en función de h/J para el modelo XY con γ = 1
2 .
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expresiones de Ĥ(0)
+ y Ĥ(0)

− que, para N divisible por 4, el estado fundamental global ha de
ser el asociado a Ĥ(0)

+ , con una energía correspondiente dada por:

Egs = −1

2

∑
k∈K(0)

+

ϵk = −
∑
k∈K+

ϵk. (2.83)

Para poder encontrar una expresión para el estado fundamental en función del vacío
fermiónico |∅c⟩ y de los operadores ĉk, es necesario invertir la transformación de Bogoliubov
de la expresión (2.79). El inconveniente que presenta esta transformación es que, por la forma
en que está definida, es imposible desligar ĉk de v̂−k y ĉ−k de v̂k, por lo que se debe trabajar
con v̂k y v̂−k en simultáneo. Como el estado fundamental ha de ser el que no esta poblado,
en términos de los operadores v̂k, es natural suponer que, para cada transformación de
Bogoliubov individual, se tiene:

|∅v±k
⟩ = v̂−kv̂k|∅c±k

⟩.

Esto se puede verificar fácilmente mediante la propiedad que define al estado vacío y
recordando que v̂k y v̂−k son operadores de Fermi, por lo que (v̂k)

2 = (v̂−k)
2 = 0.

Efectivamente:

v̂k|∅v±k
⟩ = v̂kv̂−kv̂k|∅c±k

⟩ =
↑

{v̂k, v̂−k} = 0

−v̂−k(v̂k)
2|∅c±k

⟩ = 0,

v̂−k|∅v±k
⟩ = v̂−kv̂−kv̂k|∅c±k

⟩ = (v̂−k)
2v̂k|∅c±k

⟩ = 0.

Entonces, el estado fundamental, no normalizado, se puede escribir explícitamente como:

|gs⟩ = |∅v⟩+ =

( ∏
k∈K+

v̂−kv̂k

)
|∅c⟩. (2.84)

Ahora, para poder expresar al estado fundamental en términos de los operadores ĉk se
debe invertir la transformación (2.79). Recordando que

ĉk = cos

(
θk
2

)
v̂k − sin

(
θk
2

)
v̂
†
−k,

ĉ−k = cos

(
θk
2

)
v̂−k + sin

(
θk
2

)
v̂
†
k,


ĉ
†
k = cos

(
θk
2

)
v̂
†
k − sin

(
θk
2

)
v̂−k,

ĉ
†
−k = cos

(
θk
2

)
v̂
†
−k + sin

(
θk
2

)
v̂k,

es sencillo ver que las siguientes combinaciones dan lo necesario:
cos

(
θk
2

)
ĉk + sin

(
θk
2

)
ĉ
†
−k = cos2

(
θk
2

)
v̂k + sin2

(
θk
2

)
v̂k = v̂k,

cos

(
θk
2

)
ĉ−k − sin

(
θk
2

)
ĉ
†
k = cos2

(
θk
2

)
v̂−k + sin2

(
θk
2

)
v̂−k = v̂−k.

Entonces, con estas expresiones:

|gs⟩ =

[ ∏
k∈K+

(
cos

(
θk
2

)
ĉ−k − sin

(
θk
2

)
ĉ
†
k

)(
cos

(
θk
2

)
ĉk + sin

(
θk
2

)
ĉ
†
−k

)]
|∅c⟩
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=

[ ∏
k∈K+

[
cos2

(
θk
2

)
ĉ−kĉk + cos

(
θk
2

)
sin

(
θk
2

)
(ĉ−kĉ

†
−k − ĉ

†
kĉk)− sin2

(
θk
2

)
ĉ
†
kĉ

†
−k

]]
|∅c⟩

=x
ĉ±k|∅c⟩ = 0 y {ĉ†

−k, ĉ−k} = 1

[ ∏
k∈K+

[
cos

(
θk
2

)
sin

(
θk
2

)
− sin2

(
θk
2

)
ĉ
†
kĉ

†
−k

]]
|∅c⟩

=

[ ∏
k∈K+

sin

(
θk
2

)[
cos

(
θk
2

)
− sin

(
θk
2

)
ĉ
†
kĉ

†
−k

]]
|∅c⟩.

Si se busca el estado normalizado, ha de evaluarse:

⟨gs|gs⟩=

〈
∅c

∣∣∣∣∣∣
∏

k∈K+

sin2
(
θk
2

)[
cos

(
θk
2

)
− sin

(
θk
2

)
ĉ−kĉk

][
cos

(
θk
2

)
− sin

(
θk
2

)
ĉ
†
kĉ

†
−k

]∣∣∣∣∣∣∅c

〉

=x
ĉ±k|∅c⟩ = ⟨∅c|ĉ†

±k = 0

〈
∅c

∣∣∣∣∣∣
∏

k∈K+

sin2
(
θk
2

)[
cos2

(
θk
2

)
+ sin2

(
θk
2

)
ĉ−kĉkĉ

†
kĉ

†
−k

]∣∣∣∣∣∣∅c

〉

=x
{ĉ†

k, ĉk} = 1

〈
∅c

∣∣∣∣∣∣
∏

k∈K+

sin2
(
θk
2

)[
cos2

(
θk
2

)
+ sin2

(
θk
2

)
ĉ−kĉ

†
−k − sin2

(
θk
2

)
ĉ−kĉ

†
kĉkĉ

†
−k

]∣∣∣∣∣∣∅c

〉

=x
{ĉ†

−k, ĉ−k} = 1, {ĉ†
−k, ĉk} = 0 y ĉ±k|∅c⟩ = 0

〈
∅c

∣∣∣∣∣∣
∏

k∈K+

sin2
(
θk
2

)[
cos2

(
θk
2

)
+ sin2

(
θk
2

)]∣∣∣∣∣∣∅c

〉
=
∏

k∈K+

sin2
(
θk
2

)
.

Entonces, el estado fundamental normalizado y su correspondiente energía son:

|gs⟩ = |∅v⟩+ =

[ ∏
k∈K+

[
cos

(
θk
2

)
− sin

(
θk
2

)
ĉ
†
kĉ

†
−k

]]
|∅c⟩ Egs = −

∑
k∈K+

ϵk (2.85)

El caso para |∅v⟩− es un poco más delicado. Como se vio anteriormente, el vacío
para cada transformación individual de Bogoliubov se escribe aplicando operadores de
aniquilación de Bogoliubov de a pares para ±k, lo que resulta en la aplicación, también
de a pares, de operadores de creación en espacio momento. Ahora, |∅v⟩− debe tener la
paridad fermiónica apropiada. Como se mencionó anteriormente, la transformada de Fourier
preserva la paridad y el número de fermiones, pero esto no es cierto para la transformación
de Bogoliubov [126]. Esto quiere decir que, de acuerdo con (2.82), alguno de los términos
que no pertenecen a ningún par (ĉ†0 y ĉ

†
π) deberá estar presente, pero no pueden contribuir

al mismo tiempo. El que contribuye es el asociado a la menor energía, y de la expresión
(2.82), se puede ver sencillamente que si J > 0 debe ser ĉ

†
0 mientras que si J < 0 debe ser

ĉ
†
π. En cualquier caso, la contribución de energía de este término, sumado a la constante h,

es −(h + |J |) + h = −|J |. Entonces, como los cálculos anteriores no cambian, se puede ver
que para |∅v⟩− se tiene:

|∅v⟩− = ĉ†q

[ ∏
k∈K−

[
cos

(
θk
2

)
− sin

(
θk
2

)
ĉ
†
kĉ

†
−k

]]
|∅c⟩, E− = −|J | −

∑
k∈K−

ϵk,

q = 0 si J > 0 y q = π si J < 0.

(2.86)
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2.6.2. Magnetización

Habiendo obtenido la expresión para el estado fundamental, es posible calcular la
magnetización por sitio. El cálculo es un poco más complicado respecto del hecho para el
modelo XX, pero la idea es la misma.

Para encontrar la magnetización ⟨m̂⟩ se debe encontrar una expresión para ⟨N̂ ⟩, ya que

⟨m̂⟩ = ⟨N̂ ⟩
N
− 1

2
.

Entonces, se debe evaluar la población de fermiones en el vacío de Bogoliubov:

⟨gs | ĉ†kĉk |gs⟩ =↑
(2.79)

〈
gs

∣∣∣∣∣
(
cos

(
θk
2

)
v̂
†
k − sin

(
θk
2

)
v̂−k

)(
cos

(
θk
2

)
v̂k − sin

(
θk
2

)
v̂
†
−k

) ∣∣∣∣∣gs
〉

=x
v̂±k|∅v⟩ = ⟨∅v|v̂†

±k = 0

〈
gs

∣∣∣∣∣ sin2
(
θk
2

)
v̂−kv̂

†
−k

∣∣∣∣∣gs
〉

=x
{v̂†

−k, v̂−k} = 1

sin2
(
θk
2

)
=

1

2
− 1

2
cos (θk).

Ahora, se necesita expresar cos (θk) en términos de k. Para ello, se utiliza ϵk, la cual se puede
escribir como:

ϵk =

√(
J cos (k) + h

)2
+ J2γ2 sin2 (k) =

√(
J cos (k) + h

)2√
1 +

J2γ2 sin2 (k)(
J cos (k) + h

)2 .
Haciendo uso de la definición de tan (θk) en (2.79):

ϵk
J cos (k) + h

=

√
1 +

J2γ2 sin2 (k)(
J cos (k) + h

)2 =

√
1 + tan2 (θk) =

1

cos (θk)
.

Con este resultado, la población de fermiones queda dada por

⟨gs | ĉ†kĉk |gs⟩ =
1

2
+

1

2

J cos (k) + h

ϵk
. (2.87)

Notar que para γ = 0 esta expresión se reduce a

⟨gs | ĉ†kĉk |gs⟩ =
1

2
+

1

2

J cos (k) + h

|J cos (k) + h|
=

1

2
+

1

2
sgn (J) sgn

(
cos (k) +

h

J

)
,

la cual describe exactamente el mismo criterio utilizado en la Sección 2.4 para la ocupación
fermiónica en el modelo XX.

Ahora sí, con esta expresión para ⟨ĉ†kĉk⟩, se puede obtener la magnetización:

⟨m̂⟩ = −1

2
+

1

N

∑
k∈K(0)

+

[
1

2
+

1

2

J cos (k) + h

ϵk

]
= −1

2
+

2

N

∑
k∈K+

[
1

2
+

1

2

J cos (k) + h

ϵk

]

=
1

N

∑
k∈K+

J cos (k) + h

ϵk
−−−−→
N→∞

1

2π

∫ π

0

J cos (k) + h

ϵk
dk.
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Figura 2.5: Magnetización por sitio en función de h/J para los casos ferromagnético (en rojo)
y antiferromagnético (en verde) del modelo XY para distintos valores de γ.

Reemplazando ϵk por su expresión correspondiente, y como sgn (J) = J/
|J |, se puede

expresar la magnetización de la siguiente manera:

⟨m̂⟩ = sgn (J)

2π

∫ π

0

cos (k) + h
J√(

cos (k) + h
J

)2
+ γ2 sin2 (k)

dk. (2.88)

La magnetización del modelo XY exhibe un comportamiento similar a la magnetización del
modelo XX. En la Figura 2.5 se muestran gráficos para valores particulares de γ tanto para
J > 0 como para J < 0. Se puede ver que para γ → 0 la magnetización adopta la misma
forma que se observó en la Figura 2.2 para la magnetización del modelo XX. A medida que
crece el parámetro de anisotropía, el crecimiento de ⟨m̂⟩ con h se hace menos pronunciado
y ⟨m̂⟩ deja de saturar en los puntos críticos. En cualquier caso con γ ̸= 0, ±0,5 son asíntotas
horizontales a las que la magnetización tiende para campos magnéticos intensos. Como es
de esperarse, a medida que aumenta γ se requiere una intensidad de campo mayor para
lograr una misma magnetización. La magnetización para h/J = ±1 decrece de un valor de
±1/2 para γ = 0 hasta ±1/π para γ = 1.

Al igual que en el modelo XX, en los puntos críticos la susceptibilidad diverge, lo que
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Figura 2.6: Susceptibilidad del modelo XY en función de h/J para distintos valores de γ.

se puede notar en la Figura 2.5. El cálculo de la susceptibilidad puede parecer un tanto
complicado pero no lo es. Notando que los límites de integración en la expresión de la
magnetización no dependen del campo magnético, se puede derivar dentro de la integral.
Utilizando

∂ϵk
∂h

=
J cos (k) + h

ϵk
y ∂

∂h

(
J cos (k) + h

ϵk

)
=
ϵk − (J cos (k) + h)

∂ϵk
∂h

ϵ2k
,

se puede escribir:

χ =
∂⟨m̂⟩
∂h

=
1

2π

∫ π

0

ϵ2k − (J cos (k) + h)2

ϵ3k
dk.

Luego, la susceptibilidad queda dada por:

χ =
1

2πJ

∫ π

0

γ2 sin2 (k)[(
cos (k) + h

J

)2
+ γ2 sin2 (k)

]3/2dk. (2.89)

En la Figura 2.6 se muestra el comportamiento de la susceptibilidad y se puede observar que,
efectivamente, esta diverge en los puntos críticos del modelo. Algo que también se puede
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notar es que, para h = 0, la susceptibilidad decrece sutilmente con γ. Esto es producto de lo
discutido anteriormente. A medida que crece el grado de anisotropía, para generar el mismo
cambio en la magnetización se requiere una diferencia más grande de campo magnético.

El método utilizado para la elaboración de los gráficos presentados en la Figura 2.5 y la
Figura 2.6 se discute en el Apéndice B.6.

2.6.3. Gap de Energía

El comportamiento de del gap en el límite termodinámico no es tan sencillo como en el
caso del modelo XX. Esto es porque el estado fundamental es degenerado para |h| < |J | pero
no para |h| > |J | [126].

Como se discutió en la Sección 2.6.1, en cada subespacio de paridad definida se puede
definir |∅v⟩±, que es el estado menos energético en ese subespacio con la paridad fermiónica
apropiada. La diferencia de energía ∆E = E− −Egs entre estos estados es finita en el límite
termodinámico en la región |h| > |J |. El gap en esta región es ∆E = |h| − |J |, con una
convergencia exponencial en N . Es fácil ver que el gap desaparece para |h| = |J | [76].

En la región |h| < |J | estos dos estados generan el espacio fundamental del modelo y
la diferencia de energía entre ellos converge a 0 exponencialmente en N . Entonces el gap
ahora estará dado por E1 − Egs, donde E1 es la energía del primer estado excitado. Como
hay que preservar la paridad, estos estados tendrán la forma v̂

†
k1
v̂
†
k2
|∅v⟩±, ya que se debe

crear fermiones de a pares, y la diferencia de energía estará dada por ϵk1 + ϵk2 . En el límite
termodinámico, esta diferencia vale 2(|J | − |h|) [126].
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3. Métodos de Cálculo

En el capítulo anterior se discutió en detalle la solución exacta del modelo XY. Aunque
existe una diversidad de modelos unidimensionales que admiten este tipo de desarrollos
[127], es común que el desarrollo de soluciones exactas para modelos cuánticos generales
de muchos cuerpos no sea posible, particularmente en dos o tres dimensiones. Un camino a
seguir cuando este es el caso, es el uso de métodos aproximados, como lo son la
aproximación de Born-Oppenheimer, la aproximación de Hartree-Fock, y la teoría de
campo medio [78, 79]. De particular relevancia para cadenas de espines es la teoría de
campo medio, la cual busca reducir problemas de muchos cuerpos a problemas de un
cuerpo aproximando las interacciones mediante interacciones efectivas. Estos métodos se
apoyan en diferentes aproximaciones para poder desarrollar cálculos analíticos o aplicar
métodos de cálculo a sistemas que a veces poseen gran complejidad.

En consecuencia, y en particular cuando estas aproximaciones no pueden ser
adecuadamente justificadas, el área de métodos numéricos y computacionales toma un
papel prominente en el estudio de estos sistemas cuánticos. Los resultados numéricos no
solo son importantes a la hora de poner a prueba teorías y cálculos analíticos, sino que las
simulaciones numéricas suelen actuar por sí mismas como laboratorios dando lugar a
nuevos desarrollos teóricos y experimentales [128].

3.1. Métodos de Diagonalización Exacta

La diagonalización de matrices es un problema que ocurre comúnmente en el estudio
de sistemas cuánticos. En general surge de forma directa, expresando el Hamiltoniano del
sistema en forma matricial, pero a veces puede surgir de formas indirectas, como por
ejemplo en métodos que utilizan la matriz de transferencia [129]. En esta sección se discute
la construcción directa de la matriz del Hamiltoniano y, como algoritmo de
diagonalización, se presenta el algoritmo de Lanczos, el cual es particularmente útil cuando
solo los primeros niveles energéticos son de interés. Como ejemplo de forma indirecta en la
que surge la diagonalización de matrices, se trata el método desarrollado por Lieb, Schultz
y Mattis [40] para la solución del modelo XY.

3.1.1. Construcción Directa de la Matriz del Hamiltoniano

Una de las formas más comunes de resolver sistemas cuánticos numéricamente es
mediante la construcción directa de la matriz del Hamiltoniano. Diagonalizando la matriz
del Hamiltoniano se obtienen los autoestados, que permiten calcular cualquier cantidad de
interés, y los autovalores, que dan las energías de los niveles del sistema. En principio,
todos los autoestados de un sistema cuántico finito pueden ser obtenidos si se construye la
matriz del Hamiltoniano y se la diagonaliza numéricamente.

Para sistemas de espín 1
2 , esto es particularmente sencillo si se utiliza la representación

usual. Esta representación describe el estado de un espín a través de un vector en un espacio
bidimensional complejo cuya base está conformada por los estados |↑⟩ y |↓⟩:

|↑⟩ =
(
1
0

)
, |↓⟩ =

(
0
1

)
.

En esta representación, los operadores de espín quedan escritos en términos de matrices 2×2

53



denominadas matrices de Pauli:
S(α) = 1

2σ
(α), α = x, y, z

σ(x) =

(
0 1
1 0

)
σ(y) =

(
0 −i
i 0

)
σ(z) =

(
1 0
0 −1

)
Aunque la representación de sistemas de espines sea sencilla, el mayor problema con esta

representación es aparente. Para sistemas de muchos espines, la dimensión del espacio de
Hilbert completo comienza a ser lo suficientemente grande como para que la representación
del Hamiltoniano en forma matricial sea problemática. Como la dimensión del espacio de
Hilbert completo crece exponencialmente con el número N de espines según 2N , la matriz
del Hamiltoniano será una matriz 2N × 2N . Para un número modesto de espines, una matriz
de estas características deja de ser representable computacionalmente en su totalidad.

Una forma de sortear este obstáculo es mediante el uso de las simetrías del
Hamiltoniano. Esto permite expresar la matriz del Hamiltoniano como una matriz diagonal
en bloques en donde cada bloque se corresponde con estados con distintos valores de
cantidades conservadas asociadas a alguna simetría. Un caso usual en cadenas de espines
es el de la magnetización. Si la magnetización es una cantidad conservada, se puede
expresar la matriz del Hamiltoniano como una matriz diagonal en bloques que se
corresponden con subespacios de Hilbert de magnetización constante. La ventaja de una
representación como esta es que cada bloque puede ser diagonalizado individualmente con
un costo computacional extremadamente reducido.

3.1.2. Algoritmo de Lanczos para Diagonalización de Matrices

El algoritmo de Lanczos [130] es un algoritmo iterativo de diagonalización que es
particularmente útil cuando se buscan los autovalores de una matriz Hermitiana en los
extremos de su espectro, lo que lo hace particularmente bueno para encontrar energías de
estados fundamentales de Hamiltonianos. Otra característica interesante del algoritmo, es
que no necesita acceso a la matriz explícita, sino que basta con que cuente con una función
que sea capaz de calcular el producto de la matriz que se quiere diagonalizar con un vector
arbitrario.

Para una matriz Hermitiana H de dimensión N ×N , el punto de partida del algoritmo
son dos vectores N -dimensionales, un vector nulo |q0⟩ y un vector normalizado arbitrario
|q1⟩. Con estos vectores, el algoritmo genera una secuencia de vectores |qj⟩ normalizados,
denominados vectores de Lanczos, según:

|wj+1⟩ = H|qj⟩ − αj |qj⟩ − βj |qj−1⟩, |qj+1⟩ =
1

βj+1

|wj+1⟩

αj = ⟨qj |H | qj⟩, βj = ⟨wj |wj⟩
1
2

(3.1)

Luego de k pasos, con k ≤ N , el algoritmo genera un conjunto ortonormal de vectores
{|qj⟩}kj=1. Luego de N pasos, la matriz H, cuando es expresada con respecto al conjunto
{|qj⟩}Nj=1, es una matriz simétrica tridiagonal con elementos α1, α2, . . . , αN en la diagonal
principal y elementos β2, β3, . . . , βN en las diagonales secundarias:

H =


α1 β2 0 . . . 0

β2 α2 β2 . . . 0

0 β3 α3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . αN


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Cuando k < N , una matriz tridiagonal Tk de dimensión k × k puede ser construida de la
misma manera. Los autovalores de la matriz Tk obtenida luego de k iteraciones del algoritmo
convergen a los autovalores de la matriz original y son los autovalores extremos los que
convergen primero.

Esto quiere decir que, en general, no hace falta hacer N iteraciones si solo se quiere
encontrar los autovalores en los extremos del espectro y basta con un número reducido de
iteraciones [131]. Esta es la razón por la que el algoritmo de Lanczos se utiliza para obtener
autovalores en estas regiones del espectro. Como los autovalores de los extremos convergen
rápidamente, y la diagonalización de una matriz tridiagonal es computacionalmente
rápida, este algoritmo es extremadamente útil para obtener los primeros autovalores de un
Hamiltoniano cuya matriz es de gran tamaño.

En la práctica, el mayor inconveniente con el algoritmo de Lanczos es que tiende a ser
inestable numéricamente. Esto es debido a que la ortogonalidad entre los vectores |qj⟩ se
pierde eventualmente por errores de truncamiento y, en algunos casos, se puede encontrar
dependencia lineal entre ellos. Por supuesto, en los casos en que esto suceda los autovalores
encontrados se verán afectados, pero la pérdida de ortogonalidad entre los vectores de
Lanczos no afecta si lo único que interesa es la energía del estado fundamental y la energía
de algunos primeros estados excitados del Hamiltoniano pero no sus multiplicidades [128].

Problemas de Convergencia en el Algoritmo de Lanczos

El algoritmo de Lanczos, como fue descripto anteriormente, posee dos problemas de
convergencia distintos, pero relacionados [131, 132, 133].

El primer problema del algoritmo está relacionado a la elección del vector de Lanczos
inicial |q1⟩ con el que se inicia la iteración, que es una elección arbitraria. Si se da el caso en
que |q1⟩ es aproximadamente ortogonal a algún autovector |ψλ⟩ de la matriz H que se quiere
diagonalizar, el algoritmo no convergerá a su correspondiente autovalor λ. Ninguno de los
autovalores de la matriz tridiagonal Tk será una aproximación del autovalor λ hasta que
alguno de los vectores de Lanczos |qk⟩ generados por el algoritmo posea una componente
significativa en la dirección de |ψλ⟩. Si |q1⟩ fuese exactamente ortogonal a |ψλ⟩, ninguno de
los autovalores de Tk convergerá a λ y no se obtendrá aproximación alguna ya que todos los
vectores de Lanczos |qi⟩ subsecuentes también serán ortogonales a |ψλ⟩.

La solución mas sencilla a este problema es elegir |q1⟩ de forma aleatoria. De esta forma,
es poco probable que el vector |q1⟩ sea ortogonal a alguno de los autovectores de la matriz H.
De todas formas, como el algoritmo es computacionalmente rápido, se lo puede correr más
de una vez para verificar que se hayan encontrado todos los autovalores de interés.

El segundo problema es que puede suceder que múltiples autovalores de Tk aproximen
un mismo autovalor de la matriz H. Esto es consecuencia de la pérdida de ortogonalidad
entre los vectores de Lanczos, y por ende, si interesa la multiplicidad de los autovalores deH,
una de las cosas que se debe hacer es mantener la ortogonalidad entre vectores de Lanczos.

La manera más directa, pero computacionalmente costosa, de solucionar este
problema, es ortogonalizar cada vector de Lanczos respecto a los vectores de Lanczos
generados anteriormente. Esto se podría hacer utilizando el algoritmo de Gram-Schmidt,
con alguna tolerancia o con aplicaciones múltiples. Una alternativa menos costosa es la
reortogonalización local, la cual ortogonaliza cada vector de Lanczos respecto a un número
fijo de vectores de Lanczos anteriores. Un tercer método es ortogonalización selectiva. Este
método se apoya en que los vectores de Lanczos pierden su ortogonalidad en una forma
sistemática por lo que, monitoreando determinadas cantidades, se puede formar un criterio
para ortogonalizar cuando sea necesario.

Cabe notar que una matriz tridiagonal simétrica con elementos positivos en la diagonal
secundaria siempre tendrá autovalores distintos. Esto quiere decir que el algoritmo de
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Lanczos nunca encontrará autovalores de un Hamiltoniano con su multiplicidad
apropiada. Esto tiene sus beneficios ya que si al aplicar el algoritmo se observan
autovalores idénticos, se puede asegurar que ese autovalor particular ya convergió. Los
métodos de reortogonalización no suelen justificar su uso por sí solos, y cuando interesa la
multiplicidad de los autovalores suelen utilizarse en conjunto con variantes del algoritmo
de Lanczos como el algoritmo de Lanczos en bloques.

3.1.3. Solución de Lieb, Schultz, y Mattis para el Modelo XY

El método desarrollado por Lieb, Schultz y Mattis [40] y el método discutido en el
Capítulo 2, ambos para la solución del modelo XY, comienzan de la misma forma. Se aplica
la transformación de Jordan-Wigner al Hamiltoniano y usando argumentos relacionados a
la paridad fermiónica se llega la expresión (2.50), que describe el Hamiltoniano del modelo
XY en términos de los operadores fermiónicos ĉ† y ĉ:

Ĥ± =
N∑
j=1

−J
2

[
ĉ†j ĉj+1 + ĉ†j+1ĉj + γ(ĉ†j ĉ

†
j+1 + ĉj+1ĉj)

]
− h(ĉ†j ĉj −

1
2)

ĉ†N+1 = −(−1)
N̂ ĉ†1 ĉN+1 = −(−1)

N̂ ĉ1.

(3.2)

Mas allá de que Lieb, Schultz y Mattis presentaron una solución para campo nulo, el método
se extiende sencillamente para el caso con campo magnético transversal [42].

Es en esta instancia del desarrollo que los métodos siguen por caminos distintos. En
lugar de proseguir mediante una transformada de Fourier, se definen una matriz simétrica
A y una matriz antisimétrica B según:

Anm = −J
2
δn,m−1 −

J

2
δn,m+1 − hδn,m,

Bnm = −J
2
δn,m−1 +

J

2
δn,m+1,

1 ≤ n, m ≤ N. (3.3)

Estas matrices permiten escribir el Hamiltoniano como una forma cuadrática en términos de
los operadores fermiónicos:

Ĥ± =
hN

2
+

N∑
n,m=1

ĉ†nAnmĉm +
1

2
(ĉ†nBnmĉ

†
m + ĉmBnmĉn) (3.4)

Al igual que antes, los términos que involucran las condiciones de contorno deben tratarse
con cuidado. Los elementos Anm y Bnm que se ven involucrados son A1N , AN1, B1N y BN1.
Mediante un pequeño análisis se puede ver que como para Ĥ+ se tienen condiciones de
contorno antiperiódicas, para obtener el Hamiltoniano correcto se debe reemplazar J por
−J en las expresiones anteriores para estos cuatro elementos. Como para Ĥ− se tienen
condiciones de contorno periódicas, en este caso no hace falta introducir modificaciones a
estos valores de los elementos Anm y Anm.

Con esta expresión, se busca encontrar operadores de Fermi η̂† y η̂ en los que el
Hamiltoniano sea diagonal. Debido a lo discutido en el Capítulo 2 respecto de la paridad
del número de sitios de la cadena, se debe restringir el análisis a situaciones donde N es
par, ya que este método no contempla el análisis necesario para tratar de forma adecuada
los términos que surgen en el caso en que N es impar. La forma de encontrar estos
operadores η̂† y η̂, es esencialmente combinar la transformada de Fourier y la
transformación de Bogoliubov en un solo paso y pedir que se pueda escribir

η̂†k =

N∑
i=1

gkiĉi + hkiĉ
†
i , η̂k =

N∑
i=1

gkiĉ
†
i + hkiĉi, gki, hki ∈ R, (3.5)
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de forma que el Hamiltoniano tome la forma

Ĥ± =
∑
k

Λkη̂
†
kη̂k +Ω, (3.6)

para alguna constante Ω.
Si se supone que tal transformación es posible, la forma de encontrar los coeficientes gki

y hki es a través de la evaluación del conmutador [η̂j , Ĥ±]. Por un lado, como se pide que los
operadores η̂† y η̂ sean fermiónicos, se puede ver que

[η̂j , Ĥ±] =

[
η̂j ,
∑
k

Λkη̂
†
kη̂k +Ω

]
=
∑
k

Λk[η̂j , η̂
†
kη̂k]

=x
[Â, B̂Ĉ] = {Â, B̂}Ĉ − B̂{Â, Ĉ}

∑
k

Λk

(
{η̂j , η̂

†
k}η̂k − η̂

†
k{η̂j , η̂k}

)
=
∑
k

Λkδjkη̂k = Λj η̂j .

Con este resultado se puede encontrar un sistema de ecuaciones para los coeficientes gki y
hki, reemplazando las expresiones para η̂j y Ĥ± en términos de los operadores ĉ† y ĉ. El
cálculo es un tanto tedioso pero haciendo uso de las relaciones de anticonmutación de ĉ† y
ĉ, y recordando que A es simétrica y B es antisimétrica, se puede ver que se satisface:

Λkη̂k = [η̂k, Ĥ±] =
∑
n,m

(
gknAnm − hknBnm

)
ĉm +

(
−hknAnm + gknBnm

)
ĉ†m.

Reemplazando η̂k según la expresión (3.5), se encuentra el siguiente conjunto de ecuaciones
acopladas:

Λkgkm =
∑
n

(
gknAnm − hknBnm

)
, Λkhkm =

∑
n

(
−hknAnm + gknBnm

)
. (3.7)

Para desacoplar estas ecuaciones, se introducen vectores φk y ψk cuyas componentes
satisfacen:

φkm = gkm + hkm, ψkm = gkm − hkm. (3.8)

Esto permite, despejando gkm y hkm en función de φkm y ψkm, escribir el sistema de
ecuaciones acopladas como:

Λkφkm =
N∑

n=1

ψkm

(
Anm + Bnm

)
,

Λkψkm =

N∑
n=1

φkm

(
Anm − Bnm

)
,

=⇒

{
Λkφk = ψk (A+ B) ,

Λkψk = φk (A− B) .

Eliminando φk y ψk, se obtienen los siguientes problemas de autovalores:

φk (A− B) (A+ B) = Λ2
kφk,

ψk (A+ B) (A− B) = Λ2
kψk.

(3.9)

Resolviendo, se pueden encontrar los autovectores φk y ψk y autovalores Λ2
k para obtener

los coeficientes gkm y hkm necesarios para que la expresión (3.5) se satisfaga. Cabe notar
que los autovalores de una matriz son los mismos, independientemente de si se trata de
autovalores por izquierda o por derecha. En el caso de los autovectores, los autovectores por
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izquierda son las filas de la transpuesta conjugada de la matriz de autovectores por derecha.
Esto quiere decir que para resolver este problema se pueden usar los algoritmos usuales.

ComoA es simétrica yB es antisimétrica, las matrices (A−B)(A+B) y (A+B)(A−B) son
simétricas y semi-definidas positivas, por lo que sus autovalores son reales y no negativos, y
sus autovectores son reales y ortogonales. Si los vectores φk están normalizados, también lo
estarán los vectores ψk. Un pequeño calculo permite mostrar que esto implica que:∑

n

gkngjn + hknhjn = δkj ,
∑
n

gknhjn + hkngjn = 0. (3.10)

Estas relaciones son condiciones necesarias y suficientes para que los operadores η̂†k y η̂k sean
operadores de Fermi.

El valor de la constante Ω, con un poco de trabajo, se puede mostrar que es −1
2

∑
k Λk.

Esto se puede ver utilizando la invarianza de la traza frente a transformaciones canónicas
[42]. De las expresiones (3.4) y (3.6) se puede ver que:

Tr(c) Ĥ± = 2N
hN

2
+ 2N−1TrA, y Tr(η) Ĥ± = 2N−1

∑
k

Λk + 2NΩ.

Ahora, de acuerdo con la definición de la matriz A, es fácil ver que TrA = −hN , lo que
implica que Tr(c) Ĥ± = 0. Como la traza es invariante, debe ser también Tr(η) Ĥ± = 0, por lo
que la constante Ω es

Ω = −1

2

∑
k

Λk. (3.11)

Con esto, el Hamiltoniano y la energía Egs del estado fundamental toman expresiones
análogas a (2.82) y (2.83):

Ĥ± =
∑
k

Λk

(
η̂†kη̂k −

1

2

)
, Egs = −1

2

∑
k

Λk. (3.12)

Este método puede ser usado para resolver otros Hamiltonianos. De hecho, Lieb, Schultz
y Mattis, en la misma publicación en la que desarrollaron este análisis, presentaron una
solución similar para un modelo que denominaron modelo de Heisenberg-Ising. Este es un
modelo que alterna interacciones a primeros vecinos tipo Ising con interacciones isotrópicas
tipo Heisenberg y su solución es a través de, esencialmente, el mismo análisis.

Aunque el método se encuentra restringido para cadenas con un número par de sitios,
tiene la ventaja de ser extremadamente simple de implementar ya que las matrices
involucradas en los problemas de autovalores son simétricas. Esto es particularmente cierto
si lo único que se busca es la energía del estado fundamental. Adicionalmente, como las
matrices A y B son matrices N × N , se pueden encontrar energías de estados
fundamentales de cadenas extensas encontrando los autovalores de matrices relativamente
pequeñas.

3.2. Estados de Espín y la Base Computacional

Cuando se trata con temas relacionados a la computación e información cuánticas, el
concepto fundamental sobre el que se apoyan los desarrollos es sobre el del bit cuántico
o qubit [134]. En analogía con los bits clásicos, que pueden tomar valores 0 o 1, los qubits
suelen describirse en términos de estados que se denotan por |0⟩ y |1⟩. A diferencia de los bits
clásicos, los qubits no solo pueden encontrarse en estos estados individuales sino también
en alguna superposición normalizada de estos de la forma

c0|0⟩+ c1|1⟩, c0, c1 ∈ C.
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Esto permite representar qubits a través de vectores en un espacio bidimensional complejo,
respecto de la base ortonormal formada por |0⟩ y |1⟩ denominada base computacional.

La extensión a múltiples qubits es inmediata. Por ejemplo, el estado de un sistema de
dos qubits queda representado por un vector normalizado en el espacio vectorial generado
por el conjunto ortonormal {|00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩}. Esta descripción permite hacer uso de los
números enteros para representar cualquier estado de la base computacional deN qubits. A
través de la representación binaria de los números enteros, se puede establecer una relación
uno a uno entre los números enteros entre 0 y 2N − 1 y los estados de la base computacional.
Esto es particularmente útil cuando se trabaja con simulaciones numéricas ya que operaciones
sobre qubits pueden traducirse en operaciones binarias sobre números enteros.

Debido a la naturaleza de los sistemas de espín 1
2 , las cadenas de espín se prestan

particularmente bien para ser representadas a través de qubits. La similitud entre los estados
|0⟩ y |1⟩ de la base computacional de un qubit y los autoestados de los operadores de espín
es evidente. La forma de definir esta representación suele ser denotando un espín up como
un qubit en el estado |0⟩ y un espín down como un qubit en el estado |1⟩. Esta notación
puede parecer anti-intuitiva, pero busca mantener el orden usual de los estados de la base
producto de espín 1

2 cuando se los representa mediante qubits. Esta asociación permite,
inmediatamente, expresar como se comportan los qubits bajo los operadores usuales de
espín 1

2 :

|↑⟩ = |0⟩,
|↓⟩ = |1⟩,

=⇒
Ŝ(z)|0⟩ = 1

2 |0⟩, Ŝ(z)|1⟩ = −1
2 |1⟩,

Ŝ(+)|0⟩ = 0, Ŝ(+)|1⟩ = |0⟩,
Ŝ(-)|0⟩,= |1⟩ Ŝ(-)|1⟩ = 0.

(3.13)

Dado que la base computacional es equivalente a la base producto, también
denominada base z, los autoestados ortonormales de los operadores Ŝ(x) y Ŝ(y), que
respectivamente componen la base x y la base y, también reciben notación especial, aunque
no tan consensuada. Los estados que componen la base x suelen denotarse por

|+⟩ = |0⟩+ |1⟩√
2

, |−⟩ = |0⟩ − |1⟩√
2

,

mientras que los estados que componen la base y suelen denotarse de dos formas:

|R⟩ = |i⟩ = |0⟩+ i|1⟩√
2

, |L⟩ = |−i⟩ = |0⟩ − i|1⟩√
2

.

Como se vio en discusión presentada en el Capítulo 2, cuando se expresan
Hamiltonianos de espín con interacciones de intercambio mediante los operadores escalera,
surgen términos que involucran pares de estos operadores. Entonces, es natural explicitar
como actúan operadores de esta forma sobre estados de múltiples qubits. En particular,
combinaciones de este tipo de operadores escalera son no nulas en un solo caso. En lo que
sigue se detalla cuál es el caso que no se anula y qué vector resulta de la aplicación de los
operadores:

Ŝ
(+)
i Ŝ

(-)
j →

{
|1⟩i|0⟩j 7−→ |0⟩i|1⟩j ,
0 en cualquier otro caso,

Ŝ
(-)
i Ŝ

(+)
j →

{
|0⟩i|1⟩j 7−→ |1⟩i|0⟩j ,
0 en cualquier otro caso,

Ŝ
(+)
i Ŝ

(+)
j →

{
|1⟩i|1⟩j 7−→ |0⟩i|0⟩j ,
0 en cualquier otro caso,

Ŝ
(-)
i Ŝ

(-)
j →

{
|0⟩i|0⟩j 7−→ |1⟩i|1⟩j ,
0 en cualquier otro caso.

Esto pone en evidencia la utilidad de esta representación para el estudio de cadenas de
espines para cualquier método que requiera representar estados de la cadena. La acción
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de los operadores sobre los estados se traduce en una operación binaria sobre números
enteros que no solo es simple de realizar sino también computacionalmente rápida. Además,
para combinaciones de operadores escalera, no hace falta especificar cuál de las cuatro
combinaciones esta actuando sobre el estado. Esto permite unificar estas combinaciones en
una única operación binaria, comúnmente denominada bit flip, y solo basta con especificar
los sitios en los que actúa.

3.3. Principio Variacional

De los métodos mas usados para cálculo numérico en mecánica cuántica son los
comúnmente llamados métodos variacionales, que son métodos de calculo numérico que se
apoyan de alguna forma en el principio variacional. El principio variacional es una
herramienta crucial para el área de métodos numéricos y es usado en conjunto con diversos
métodos numéricos y aproximaciones, en particular, para encontrar estados fundamentales
de sistemas cuánticos [131].

El principio variacional establece que para un sistema descripto por un Hamiltoniano
Ĥ independiente del tiempo, el valor de expectación E del Hamiltoniano para un estado
arbitrario |ψ⟩ en el espacio de Hilbert nunca es menor a la energíaEgs del estado fundamental:

E =
⟨ψ | Ĥ |ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

≥ Egs. (3.14)

También, el principio variacional asegura que en el caso en que E = Egs, el vector |ψ⟩ debe
ser el estado fundamental. Para ver que este es efectivamente el caso, se puede expandir el
vector |ψ⟩ sobre los autoestados |ψn⟩ del Hamiltoniano Ĥ , lo que siempre es posible ya que
estos forman un conjunto ortonormal completo:

|ψ⟩ =
∑
n

cn|ψn⟩, cn ∈ C

Luego, comoEgs ≤ ⟨ψn | Ĥ |ψn⟩, ya queEgs es la energía del estado fundamental, se deduce
que:

E =
⟨ψ | Ĥ |ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

=

∑
n |cn|2⟨ψn | Ĥ |ψn⟩∑

n |cn|2
≥
E0
∑

n |cn|2∑
n |cn|2

= Egs

El principio variacional permite obtener aproximaciones para los autoestados del
Hamiltoniano resolviendo problemas de optimización. Si se proponen estados de prueba
|ϕ(α)⟩ parametrizados por un conjunto de parámetros αk, conociendo la forma en la que
actúa el Hamiltoniano se puede calcular el valor de expectación del Hamiltoniano en el
estado |ϕ(α)⟩:

E(α) =
⟨ϕ(α) | Ĥ |ϕ(α)⟩
⟨ϕ(α)|ϕ(α)⟩

(3.15)

Como, por el principio variacional, esta cantidad nunca será menor a la energía del estado
fundamental, se pueden variar los parámetros αk con el objetivo de minimizar E(α) y así
encontrar un conjunto de valores α0 de forma que |ϕ(α0)⟩ y E(α0) sean buenas
aproximaciones del estado fundamental y su energía, respectivamente.

Este método de calculo, en el que se minimiza la energía de estados, denominados
estados variacionales, suele denominarse método variacional [129]. Los estados
variacionales suelen construirse prestando particular atención a las propiedades físicas del
sistema o al comportamiento esperado del estado fundamental. Esto suele restringir el
espacio de búsqueda a un subespacio del espacio de Hilbert completo, ya que se
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parametriza con un número de parámetros menor a la dimensión del espacio completo, y
se busca la mejor solución posible dentro de ese subespacio. Para extender el método a
estados excitados, asumiendo que el espectro del Hamiltoniano no es degenerado, se puede
seguir el mismo procedimiento agregando condiciones adicionales de ortogonalidad a
estados menos energéticos encontrados previamente.

Muchos métodos de cálculo utilizan el principio variacional en sus formulaciones. Por
ejemplo, métodos como el método de Hartree-Fock y la teoría del funcional densidad utilizan
el principio variacional con el objetivo de obtener una expresión aproximada para la energía
de un sistema de muchos cuerpos [130, 131]. Uno de los métodos tradicionales al que se le
atribuye la característica de variacional es el denominado método de Rayleigh-Ritz [135].

3.3.1. Método de Rayleigh-Ritz

El método de Rayleigh-Ritz se usa para determinar cotas superiores de energías de un
sistema cuando se conoce su Hamiltoniano pero no se conocen sus autovalores ni
autoestados, o estos no se pueden obtener en forma cerrada [130]. Este método es
particularmente útil para determinar el estado fundamental y su energía, y se basa en
expresar el vector arbitrario |ψ⟩ como expansión

|ψ⟩ =
N∑
i=1

ci|υi⟩, ci ∈ C,

sobre un conjunto finito de N vectores {|υi⟩}Ni=1 de forma que los autoestados del
Hamiltoniano de interés se encuentren en el subespacio de Hilbert generado por este
conjunto. Luego, aplicando el principio variacional, se pueden encontrar los valores
óptimos para los coeficientes de la expansión.

De la expresión del principio variacional se puede escribir el siguiente funcional Λ(ψ):

Λ(c) = ⟨ψ | Ĥ |ψ⟩ − E(c)⟨ψ|ψ⟩,

donde se hace explícito que tanto el funcional Λ como la energía E dependen del vector
|ψ⟩ a través del vector de coeficientes c compuesto por los coeficientes c0, c1, . . . , cN de la
expansión. Si se reemplaza |ψ⟩ por la expansión definida anteriormente, se obtiene

Λ(c) =
∑
ij

c∗i cjHij − E(c)
∑
ij

c∗i cjSij =
∑
ij

c∗i cj

[
Hij − E(c)Sij

]
,

con Hij = ⟨υi | Ĥ | υj⟩ y Sij = ⟨υi|υj⟩. Si se impone que Λ(c) sea estacionario, se puede
minimizar respecto de los coeficientes y obtener las condiciones∑

j

cj

[
Hij − E(c)Sij

]
= 0,

las cuales forman un sistema de ecuaciones en los coeficientes cj . Este sistema admite
soluciones no triviales si la matriz asociada es singular. Si se define la matriz H con
elementos Hij y la matriz S, denominada matriz de solapamiento, con elementos Sij , la
nulidad del determinante de la matriz asociada al sistema se reduce a un problema de
autovalores generalizado:

Hc(i) = ξ(i)Sc(i), i = 1, 2, . . . , N.
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Una vez que se resuelve, se encuentran autovectores c(i) y autovalores ξ(i) a partir de los
cuales se obtienen las N aproximaciones a las soluciones del problema de autovalores del
sistema según:

|ψ(i)⟩ =
N∑
k=1

c
(i)
k |υk⟩, Ĥ|ψ(i)⟩ = ξ(i)|ψ(i)⟩

El autovector con el menor autovalor será el que aproxime al estado fundamental. Notar
que lo que se encuentra es el vector que mejor aproxima al estado fundamental de entre
todos los vectores que pueden ser expresados como combinación lineal de los vectores del
conjunto {|υi⟩}Ni=1 elegido, ya que este no es necesariamente un conjunto completo. Uno de
los desafíos que este método comparte con otros métodos variacionales es la selección de un
conjunto apropiado para que el método pueda encontrar una buena aproximación.

3.4. Estados Variacionales para Sistemas de Espín

Uno de los mayores obstáculos que se presentan en los métodos de cálculo en sistemas
cuánticos de espín es la dimensionalidad del espacio de Hilbert. Como cada espín se
representa en un espacio de dimensión 2, para expresar el estado de un sistema de N
espines se requerirían, en principio, 2N variables complejas correspondientes a cada
elemento de la base del espacio de Hilbert completo. En la práctica, existen métodos que
utilizan estados variacionales que aprovechan que no todos los estados posibles en el
espacio de Hilbert describen estados de sistemas físicos. Estos métodos buscan formas de
describir sistemas mediante parametrizaciones eficientes de subespacios de Hilbert en
donde se pueden encontrar estados de interés y, en particular, muchos de ellos se enfocan
en describir estados poco energéticos de Hamiltonianos locales de sistemas de muchos
cuerpos.

Los Hamiltonianos locales son aquellos que se pueden expresar como una suma de
interacciones entre subconjuntos estrictos de espines y cuentan con que, en el caso de
modelos críticos unidimensionales con invarianza traslacional, basta con reproducir
propiedades locales de sus estados fundamentales para garantizar que las propiedades
globales se vean reproducidas de forma apropiada. Es posible encontrar parametrizaciones
eficientes para estados que aproximen satisfactoriamente las propiedades locales de estados
fundamentales si se consideran características relacionadas al entrelazamiento en estos
estados. En particular, para sistemas en los que la diferencia de energía entre el estado
fundamental y el primer estado excitado es no nula, una parametrización eficiente que
surge a partir de estas consideraciones son los denominados estados de productos
matriciales (matrix product states) [62, 136].

Estos estados buscan representar el conjunto de 2N coeficientes requeridos para
representar cualquier estado |ψ⟩ del espacio de Hilbert completo mediante un producto
matrices A[k]

σk de forma que un estado queda representado como

|ψ⟩ =
1∑

σ1, σ2, ..., σN =0

Tr
(
A[1]

σ1
A[2]

σ2
. . .A[N ]

σN

)
|σ1, σ2, . . . , σN ⟩.

La matrizA[k]
σk es una matriz asociada al sitio k en el estado |σk⟩y tiene dimensionesDk×Dk+1,

donde las dimensiones Dk se denominan dimensión de enlace (bond dimension) y, como su
nombre indica, son una medida de entrelazamiento [137, 138]. Una parametrización de
estas características es eficiente ya que estados fundamentales pueden ser representados por
estados de productos matriciales para los que D = maxkDk es pequeño y crece a lo sumo
polinomialmente con N . La generalización a sistemas de mayor dimensión espacial de los
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estados de productos matriciales son los estados de pares entrelazados proyectados (projected
entangled pair states), y ambos son ejemplos de una clase de estados denominados estados de
redes tensoriales (tensor network states).

Los estados de productos matriciales son probablemente la clase más conocida de
estados de redes tensoriales debido a su relación con el grupo de renormalización de la
matriz densidad (density matrix renormalization group) [60]. Este algoritmo es usado para
encontrar estados fundamentales de sistemas de red unidimensionales y en su formulación
actual es, esencialmente, un método variacional sobre el espacio de estados de productos
matriciales [62]. Una gran variedad de algoritmos y métodos han sido desarrollados a
partir de los éxitos y defectos de estos estados, como por ejemplo el ansatz MERA
(multiscale entanglement renormalization ansatz) que es una extensión de los estados de
productos matriciales y permite representar estados fundamentales de ciertos modelos de
muchos cuerpos en sus puntos críticos [66, 139].

3.4.1. Estados de Grafo Ponderado

Los estados de grafo ponderado (weighted graph states) son una familia de estados que
están parametrizados por un número de parámetros que crece polinomialmente con el
número de sitios y permiten describir eficientemente, estados con una gran variedad de
grados de entrelazamiento, desde estados producto hasta estados con entrelazamiento
máximo [70]. Estos estados fueron introducidos como alternativa a los estados de
productos matriciales para representar eficientemente estados altamente entrelazados
[140]. Lo que hace a los estados de grafo ponderado particularmente interesantes es que
muchas cantidades que suelen ser de interés en el análisis de sistemas de muchos cuerpos
pueden ser evaluadas eficientemente ya que es posible obtener expresiones analíticas de
ellas en función de los parámetros. En particular, es posible evaluar funciones de
correlación, medidas de entrelazamiento, y valores de expectación de observables locales,
lo que permite evaluar la energía del sistema si el Hamiltoniano es un operador local.

Estos estados surgen como una generalización natural de los denominados estados de
grafo, que son estados de un sistema de muchos cuerpos asociados a un grafo, y han sido
utilizados en diversas áreas relacionadas a la computación cuántica, como en el desarrollo
de modelos y códigos de corrección de errores [69]. En su definición matemática, un grafo
G = (V,E) es un conjunto de vértices V y un conjunto de aristas E, y en el caso de los
estados de grafo, se lo puede generar como un patrón de interacción. Cuando dos espines,
que quedan asociados a los vértices del grafo, interactúan mediante una interacción de Ising,
se incluye una arista que conecta los vértices correspondientes.

Los estados de grafo ponderado, también relevantes en áreas de la computación cuántica,
surgen cuando dejan de considerarse solo interacciones homogéneas de Ising en el patrón de
interacción, lo que hace que los vértices adquieran pesos. Ahora, dos vértices a, b conectados
por una arista se corresponden con dos qubits a, b que interactúan según un operador
unitario exp (iφabP̂ab) para un número real φab y un operador Hermitiano P̂ab. Esto hace que
el grafo asociado sea un grafo ponderado Gw = (V,E,Φ), que se define como el conjunto
de vértices V que están conectados por las aristas E ponderadas según los pesos Φ =
{φab}Na, b=1, a < b [141]. Si se restringe a operadores Hermitianos de interacción P̂ab que sean
a lo sumo una rotación local en z de una interacción tipo Ising, estos resultan proporcionales
a compuertas de la forma (Îa − σ̂(z)a )⊗ (Îb − σ̂

(z)
b ).

De esta forma, el estado de grafo ponderado |Γ⟩ asociado a Gw, para un espacio de
Hilbert de N qubits, se define como:

|Γ⟩ =
N∏
a=1

N∏
b=a+1

Ŵ (ab)
φab
|+⟩⊗N , (3.16)
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en donde un productorio de compuertas de fase Ŵφ se aplica sobre un producto tensorial
de estados |+⟩. El operador Ŵφ está definido en un espacio de dos espines mientras que
Ŵ

(ab)
φ está definido en el espacio de Hilbert completo pero actúa sobre los espines a y b. Estas

compuertas de fase son diagonales en la base computacional y son de la forma

Ŵφ = exp
[
i
φ

2
(Î− σ̂(z))⊗ (Î− σ̂(z))

]
= diag (1, 1, 1, eiφ),

por lo que, para un estado genérico |ψ⟩, aplican de la siguiente manera:

Ŵφ|ψ⟩ = Ŵφ

(
c00|00⟩+ c01|01⟩+ c10|10⟩+ c11|11⟩

)
= c00|00⟩+ c01|01⟩+ c10|10⟩+ c11e

iφ|11⟩

Esto deja ver que el operador Ŵ (ab)
φab se traduce en una fase eiφab en los estados en los que los

espines a y b están en el estado |1⟩.

Ejemplo N = 3

Para poder visualizar de forma adecuada la forma que toman los estados variacionales,
y evitar perderse en la notación, se desarrollarán los casos para N = 3 de modo ilustrativo.

|Γ⟩3 =
3∏

a=1

3∏
b=a+1

Ŵ (ab)
φab
|+⟩⊗3 = Ŵ (12)

φ12
Ŵ (13)

φ13

a=1

Ŵ (23)
φ23

a=2

|+++⟩

= Ŵ (12)
φ12

Ŵ (13)
φ13

Ŵ (23)
φ23

1√
23

(
|000⟩+ |001⟩+ |010⟩+ |011⟩+ |100⟩+ |101⟩+ |110⟩+ |111⟩

)
=

1√
23

(
|000⟩+ |001⟩+ |010⟩+ eiφ23 |011⟩+ |100⟩+ eiφ13 |101⟩+ eiφ12 |110⟩

+ ei(φ12+φ13+φ23)|111⟩
)

3.4.2. Estados de Grafo Ponderado Generalizados

Los estados de grafo ponderado |Γ⟩ definidos en (3.16) describen una región del espacio
de Hilbert completo comparativamente pequeña, por lo que no hay garantías de que puedan
parametrizar regiones que son de interés para el análisis de sistemas de espín. Anders et al.
[72] propusieron una generalización de estos estados que amplía el subespacio de Hilbert
parametrizado pero a la vez conserva la capacidad de encontrar expresiones para cantidades
de interés en función de los parámetros. A estos estados se los denominará estados de grafo
ponderado generalizados (generalized weighted graph states, GWGS) y se obtienen mediante
una construcción que introduce una serie de modificaciones a estados similares a los estados
de grafo ponderado.

Superposición de Estados Producto

Se comienza con un estado |η⟩, no normalizado, que es una superposición dem estados
producto. En lugar de tomar |+⟩, como en los estados de grafo ponderado, se toma una
combinación lineal arbitraria de |0⟩ y |1⟩ según el parámetro relativo d(j)a de forma que

|η⟩ =
m∑
j=1

[
αj

N⊗
a=1

(
|0⟩+ d(j)a |1⟩

)]
, αj , d

(j)
a ∈ C.
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Si se denota por S = {0, 1} al conjunto de niveles y por V = {1, 2, 3, . . . , N} al conjunto de
espines del sistema, se puede introducir operadores de deformación D̂d, con d = (1, d), de
forma que |η⟩ se puede escribir en términos de estos operadores, y ambos quedan expresados
como

D̂d =
∑
s∈S

ds|s⟩⟨s| = |0⟩⟨0|+ d|1⟩⟨1|, |η⟩ =
m∑
j=1

[
αj

(
N⊗
a=1

D̂
d

(j)
a

)
|+⟩⊗N

]
,

donde se absorbe
√
2N en los coeficientesαj . También se puede expresar |η⟩ sobre los vectores

|s⟩ del espacio completo utilizando los coeficientes de deformación:

|η⟩ =
m∑
j=1

[
αj

( ∑
s∈SN

[∏
c∈V

d(j)c, sc

]
|s⟩

)]
.

Ejemplo N = 3

|η⟩3 =
m∑
j=1

[
αj

( ∑
s∈S3

[ ∏
c∈{1,2,3}

d(j)c, sc

]
|s⟩

)]

=
m∑
j=1

αj

(
|000⟩+ d

(j)
3 |001⟩+ d

(j)
2 |010⟩+ d

(j)
2 d

(j)
3 |011⟩+ d

(j)
1 |100⟩+ d

(j)
1 d

(j)
3 |101⟩

+ d
(j)
1 d

(j)
2 |110⟩+ d

(j)
1 d

(j)
2 d

(j)
3 |111⟩

)
Entonces, el coeficiente de deformación d

(j)
a solo aparece como factor si el espín a, en los

j-ésimos términos de la combinación lineal, está en el estado |1⟩.

Compuertas de Fase

Las compuertas de fase Ŵφ mantienen la misma forma que las compuertas de fase
definidas para los estados de grafo ponderado, por lo que son diagonales y conmutan.
Además, no tienen parámetros que, sin perdida de generalidad, puedan ser absorbidos por
los coeficientes de deformación d

(j)
a y, como sus entradas son fases puras, son operadores

unitarios. Estas compuertas se utilizan para entrelazar los estados producto al aplicarlas
sobre cada par (a, b) de espines. Con esto, el estado |η⟩ adquiere ahora la siguiente forma:

|η⟩ =
m∑
j=1

[
αj

( ∏
a,b∈V
b>a

Ŵ (ab)
φab

)( ∑
s∈SN

[∏
c∈V

d(j)c, sc

]
|s⟩

)]
(3.17)
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Ejemplo N = 3

|η⟩3 =
m∑
j=1

[
αj

( ∏
a,b∈{1,2,3}

b>a

Ŵ (ab)
φab

)( ∑
s∈S3

[ ∏
c∈{1,2,3}

d(j)c, sc

]
|s⟩

)]

=

m∑
j=1

αj

(
|000⟩+ d

(j)
3 |001⟩+ d

(j)
2 |010⟩+ d

(j)
2 d

(j)
3 eiφ23 |011⟩+ d

(j)
1 |100⟩

+ d
(j)
1 d

(j)
3 eiφ13 |101⟩+ d

(j)
1 d

(j)
2 eiφ12 |110⟩+ d

(j)
1 d

(j)
2 d

(j)
3 ei(φ12+φ13+φ23)|111⟩

)
La fase eiφab aparece como factor en los estados en los que los espines a y b están en el

estado |1⟩, independientemente del número m de superposiciones que se tomen.

Forma Final de los Estados Variacionales

La forma final de los estados variacionales se consigue a través de la aplicación de
operadores unitarios locales arbitrarios. En resumen, para la construcción de los estados
variacionales se toma una combinación lineal de todos los estados |s⟩ de la base producto
usual deN espines 1

2 con coeficientes dictados por los coeficientes de deformación dc, sc , que
valen 1 cuando el espín sc en el sitio c del estado |s⟩ se encuentra en el estado individual
|0⟩ = |↑⟩. A esta combinación lineal se le aplica una compuerta de fase por cada par de
espines, que solo depende del par en cuestión. Luego, se toma una combinación lineal de m
de estos estados, donde cada término de esta combinación lineal tiene sus propios coeficientes
de deformación. Finalmente, se aplican N operadores unitarios locales, uno por cada sitio.

Los estados variacionales |ψ(x)⟩ toman la forma final

|ψ(x)⟩ = |η⟩
⟨η|η⟩

1
2

, |η⟩ =

[
N⊗
a=1

Ûa

]
m∑
j=1

[
αj

( ∏
a,b∈V
b>a

Ŵ (ab)
φab

)( ∑
s∈SN

[∏
c∈V

d(j)c, sc

]
|s⟩

)]
, (3.18)

donde x es una concatenación de todos los parámetros del estado variacional:

Para cada compuerta de fase se especifica un parámetro φab para cada par de espines
a, b con a < b. Las fases φab se pueden listar como

φ12, φ13, . . . , φ1N , φ23, . . . , φ2N , . . . , φ(N−1)N ,

por lo que se tienen (N − 1) fases φ1k, (N − 2) fases φ2k, hasta 1 fase φ(N−1)k. Luego,
el número total de fases es

N−1∑
j=1

j =
N(N − 1)

2
.

Por cada sitio a se especifican m coeficientes de deformación d
(j)
a , uno por cada

término de la combinación lineal. Estos coeficientes son números complejos, por lo
que se requieren 2 parámetros reales para describirlos. Entonces, el número total de
parámetros requeridos para los coeficientes de deformación es 2mN .

Para los coeficientes de superposición αj , que también son números complejos, se debe
especificar 2m parámetros.
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Para los operadores unitarios Ûa se debe especificar 3 parámetros por sitio a. En total,
se necesitan 3N parámetros. Aunque para especificar matrices unitarias 2 × 2 se
requieren 4 parámetros, dependiendo de la parametrización, se lo puede ignorar el
cuarto parámetro ya que es una fase global que desaparece con la normalización.

El número total de parámetros necesarios puede expresarse como

N(N + 5)

2
+ 2m(N + 1),

que como se discutió previamente, es un número que escala polinomialmente en lugar de
exponencialmente con el número de espines.

Para recuperar los estados de grafo ponderado basta con que los coeficientes de
deformación d

(j)
a y de superposición αj sean todos iguales a 1 y tomar m = 1 junto con

operadores identidad Îa como operadores unitarios.
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4. Algoritmos de Optimización

El método variacional presenta una forma de traducir el problema de encontrar el estado
fundamental de un sistema a un problema de optimización sobre los parámetros de estados
variacionales. De acuerdo con el principio variacional, la energía del estado variacional nunca
será menor que la energía del estado fundamental y esto implica que encontrar estados
fundamentales se traduce en un problema de optimización global.

Encontrar extremos globales para una función es, en general, un problema para nada
sencillo y no existe una única solución o un único algoritmo que sea aplicable en todos los
casos [142]. En consecuencia, se han desarrollado numerosos algoritmos y métodos, que
siguen distintos criterios, con aplicaciones a diferentes tipos de problemas de optimización
[143, 144]. Para problemas de optimización global, suelen utilizarse algoritmos pueden
dividirse en dos grandes categorías dependiendo de si encuentran varios extremos locales
de forma independiente y seleccionan el óptimo o si buscan extremos con mejor desempeño
a partir de algún extremo local, y muchos de estos suelen incorporar técnicas desarrolladas
en algoritmos de optimización local o en otros algoritmos de optimización global.

Cuando se habla de problemas de optimización puede restringirse solo a la minimización
de una función objetivo ya que siempre se puede transformar la maximización una función
f en la minimización de la función −f. En general, un problema de optimización consiste en
encontrar un puntox⋆ en un espacio de búsqueda de forma que el valor de la función f(x) en
x⋆ sea mínimo, donde el espacio de búsqueda puede ser el espacio completo o puede verse
restringido por condiciones sobre la función o sobre los parámetros. Un punto mínimo, local
o global, xm de una función se identifica matemáticamente con un gradiente∇f(xm) nulo y
un Hessiano H(xm) definido positivo.

Esto deja ver que monitorear el comportamiento de estas cantidades puede ser valioso y,
de hecho, existen algoritmos de optimización que se pueden clasificar según requieran o no su
uso, ya sea mediante una expresión analítica o estimando su valor mediante aproximaciones.
Los algoritmos más comunes son los métodos de descenso, que son métodos iterativos que
estiman una distancia y una dirección de descenso en el espacio para generar un nuevo
candidato hasta lograr alguna condición de convergencia. Estos se pueden clasificar en
métodos de primer orden, que hacen uso del gradiente de la función objetivo para seleccionar
la dirección de descenso, métodos de segundo orden, que hacen uso del Hessiano, y métodos
directos, que solo utilizan la función a minimizar.

Estos métodos suelen denominarse en conjunto como métodos determinísticos [145],
debido a que las mismas condiciones iniciales siempre arrojarán el mismo resultado. En
contraste, existen algoritmos que reciben el nombre de estocásticos, que introducen
aleatoriedad de forma que se pueda explorar el espacio de búsqueda evitando,
principalmente, la convergencia prematura a mínimos locales. Estos algoritmos mantienen
el concepto de trabajar con un solo candidato para generar uno de mayor calidad. Los
algoritmos que trabajan con una colección de candidatos, denominados individuos,
distribuidos en el espacio de búsqueda y utilizan información de todos los individuos para
optimizar se conocen como métodos poblacionales.

4.1. Algoritmo de Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno (BFGS)

El algoritmo de Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno (BFGS) es un algoritmo que
pertenece a un grupo de algoritmos de optimización denominados métodos cuasi-Newton
(quasi-Newton methods). Estos métodos son métodos de segundo orden que requieren una
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expresión para el gradiente de la función objetivo, pero acumulan información de las
iteraciones previas para poder realizar una buena estimación de la matriz inversa del
Hessiano. Se denominan métodos cuasi-Newton debido a que la ecuación de actualización
del candidato a mínimo es la misma que se usa en el método de Newton. Para la iteración
k + 1, esta es:

x(k+1) = x(k) + s(k)d(k), d(k) = −
(
H(k)

)−1
g(k), (4.1)

donde el parámetro s(k) controla el tamaño del paso y d(k) es la dirección de descenso de la
iteración, y H(k) y g(k) son el Hessiano y el gradiente en x(k), respectivamente.

Los métodos cuasi-Newton, en lugar de trabajar con el Hessiano, trabajan con una matriz
Q(k) que aproxima la inversa del Hessiano en x(k). Esta matriz suele inicializarse como una
matriz identidad y en cada iteración se la debe actualizar con la información obtenida en la
iteración previa. La diferencia principal entre los métodos cuasi-Newton es la forma en la
que se calcula esta actualización, y en el caso del algoritmo BFGS es de la siguiente forma
[143]:

Q(k+1) = Q− δ∆
⊺Q+Q∆δ⊺

δ⊺∆
+

(
1 +

∆⊺Q∆

δ⊺∆

)
δδ⊺

δ⊺∆
, (4.2)

donde se suprimieron los supraíndices, pero todas las cantidades del lado derecho de la
igualdad son las calculadas en la iteración k, y se definieron:

δ(k) = x(k) − x(k−1), ∆(k) = g(k) − g(k−1). (4.3)

Este algoritmo es de los métodos cuasi-Newton que mejor funciona en la práctica [146],
pero uno de sus problemas es aparente. Si la dimensionalidad del problema es muy grande,
guardar en memoria la matriz Q se vuelve costoso ya que es una matriz de gran tamaño
que eventualmente no tendrá entradas nulas. Una variante de este algoritmo es el algoritmo
BFGS de memoria limitada (L-BFGS, Limited-memory BFGS), que busca reducir la cantidad de
elementos que deben guardarse en memoria restringiendo el número de iteraciones previas
que se tiene en cuenta para la actualización de Q y solo guarda en memoria los últimos m
valores de δ y ∆. Esto permite obtener la dirección de descenso en cada iteración de forma
recursiva sin necesidad de guardar en memoria la matriz Q, lo que reduce tanto los costos en
memoria como el número de operaciones necesarias. El procedimiento para el cálculo de la
dirección de descenso es un tanto tedioso y denso en formulas, por lo que no se presenta en
este escrito, y se puede encontrar en las referencias [146, 143]. Este algoritmo cuenta además
con la variante L-BFGS-B L-BFGS Bound-constrained), que restringe el espacio de búsqueda
mediante restricciones rectangulares.

4.2. Dual Annealing

Los métodos de simulated annealing (recocido simulado) son algoritmos de optimización
estocásticos que han visto éxito en gran variedad de problemas de optimización global ya
que consiguen encontrar extremos globales cuando la función objetivo tiene gran cantidad
de extremos locales [142]. Su nombre se debe a que, de la misma forma que en el recocido
(annealing) en metalurgia, estos algoritmos utilizan una temperatura que decrece lentamente.
En el recocido, el metal a altas temperaturas se enfría lentamente permitiendo que los átomos
puedan forman un cristal ordenado, mientras que en los métodos de simulated annealing la
temperatura se utiliza para controlar el grado de estocasticidad durante la búsqueda [143].
En estos métodos, cada vez que se genera un nuevo candidato, se lo puede aceptar con
cierta probabilidad como reemplazo del candidato anterior aunque sea de menor calidad. La
probabilidad de aceptación para candidatos subóptimos está controlada por la temperatura
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y comienza con un valor alto, permitiendo que el algoritmo explore el espacio de búsqueda,
y va disminuyendo hasta que fuerza a la búsqueda a converger.

Una de las implementaciones de un método de simulated annealing es el algoritmo
de dual annealing (recocido dual) [147], que combina técnicas de los algoritmos de classical
simulated annealing (recocido simulado clásico) y fast simulated annealing (recocido simulado
rápido) [148] con un optimizador local. El algoritmo de dual annealing se compone de dos
etapas, la etapa de annealing y la etapa de búsqueda local. El uso de un optimizador local
permite refinar la solución candidata que se encuentra a través de la etapa de annealing. En
el caso en que no se utilice un algoritmo de búsqueda local el método se denomina generalized
simulated annealing (recocido simulado generalizado). En cada iteración global, cuyo número
total es un parámetro del algoritmo, se ejecuta una iteración de la etapa de annealing y se
realiza una búsqueda local. El algoritmo termina una vez que se han ejecutado todas las
iteraciones globales o por algún otro criterio de convergencia.

La etapa de annealing está gobernada por cuatro parámetros que definen las
características generales del algoritmo: la temperatura inicial To, la razón de re-annealing
rT , el parámetro de visita qv, y el parámetro de aceptación qa. En cada iteración k, la
temperatura se calcula en función de la temperatura inicial To y del parámetro de visita qv

según:

Tk = To
2qv−1 − 1

(k + 1)qv−1 − 1
(4.4)

Notar que para la primer iteración, en la que k = 1, se recupera la temperatura inicial. A
medida que se realizan iteraciones esta temperatura decrecerá hasta que se alcance la
temperatura de re-annealing, dada por rTTo. Cuando se alcanza la temperatura de
re-annealing, si el número de iteraciones globales no ha sido excedido, se ejecuta el proceso
de re-annealing, en el que el algoritmo vuelve a su estado inicial conservando la mejor
solución encontrada y el número de iteraciones globales realizadas.

El siguiente paso en la etapa de annealing es la generación de un nuevo candidato x(k+1)

a partir del candidato anterior x(k). Para la primer iteración, se puede proveer al algoritmo
con un candidatox(1) o el algoritmo puede generar uno de forma aleatoria. El algoritmo altera
las componentes x(k) generando saltos unidimensionales ∆x a través de una distribución
de visita y sumando este valor a las componentes de x(k). Esto se repite D veces para todas
las componentes y D veces para componentes individuales seleccionadas aleatoriamente,
dondeD es la dimensión del espacio de búsqueda. La distribución de visita gqv depende de
la temperatura de la iteración Tk, del parámetro de visita qv, y de la dimensión del espacio
de búsqueda D según [149]:

gqv
(x) =

(
qv − 1

π

)D
2 Γ

(
1

qv − 1
+
D − 1

2

)
Γ

(
1

qv − 1
− 1

2

)
(
Tk

)− D
3−qv1 + (qv − 1)
x2(

Tk

) 2
3−qv


1

qv−1
+D−1

2

(4.5)

Para generar los saltos ∆x, se evalúa esta distribución en un número x generado
aleatoriamente mediante una distribución normal.

La etapa de annealing culmina con el proceso de aceptación. Si x(k+1) introduce una
mejora respecto de x(k), se acepta x(k+1) como nuevo candidato. En el caso contrario, se
acepta x(k+1) con una probabilidad de aceptación pqa que depende de la temperatura Tk,
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Inicializar parámetros

¿Número máximo de
iteraciones alcanzado?

Terminar y retornar
mejor candidato

Si

Evaluar temperatura Tk

No

¿Temperatura de
re-annealing rTTo alcanzada?

Ejecutar proceso de re-annealing

Si

Generar nuevo
candidato x(k+1)

No

¿Es este candidato
mejor que el anterior?

Aceptar candidato

Si

Aceptar candidato
con probabilidad pqa

No

¿Candidato aceptado?

¿Forzar búsqueda local?

No Si

Ejecutar búsqueda localSi

No

Figura 4.1: Diagrama de flujo para el algoritmo de dual annealing.
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del parámetro de aceptación qa y de la función objetivo f :

pqa
= min

1,

[
1− (1− qa)

f(x(k+1))− f(x(k))

Tk

] 1
1−qa

 , (4.6)

donde se asigna probabilidad nula al caso en que la expresión entre corchetes sea negativa.
El último paso del algoritmo es la etapa de búsqueda local. El algoritmo de búsqueda

local puede ser, en principio, cualquier algoritmo, pero es natural utilizar algoritmos poco
costosos, computacionalmente y en memoria, con un número reducido de iteraciones. La
búsqueda local se realiza siempre que se haya encontrado un mejor candidato, con este como
candidato inicial. Si no ha mejorado la estimación del mínimo, se introducen formas de
realizar una búsqueda local de todas formas. La primera es con un parámetro que especifique
el número máximo de iteraciones sucesivas sin búsqueda local permitidas y, una vez que se
llegue a este número, se realiza la búsqueda local. La segunda es de forma estocástica, con
una probabilidad de búsqueda local pls dada por:

pls = exp

[
−100D

(
f(x(k+1))− f(x(k))

Tk

)]
. (4.7)

Esto permite que el algoritmo siga explorando el espacio y tal vez encuentre un mejor
candidato. Si se encuentra un mejor candidato durante la búsqueda local, se lo conserva para
la siguiente iteración. Una vez que la etapa de búsqueda local termina, habiendo realizado
una búsqueda local o no, se ejecuta la próxima iteración.

4.3. Algoritmo Genético

Se da el nombre de algoritmo genético a un procedimiento de búsqueda, inspirado en
la evolución biológica [143], en el que los individuos mas aptos de una generación son
seleccionados para producir descendientes que componen la siguiente generación. Cuando
se trata con algoritmos poblacionales, las coordenadas en el espacio de búsqueda del punto
que representa a un individuo se denominan genes, lo que deja ver la razón por la cual los
individuos suelen también denominarse cromosomas, y el conjunto completo de
individuos suele denominarse población o generación. La aptitud (fitness) de un individuo
para su reproducción estará inversamente relacionada con el valor de la función que se
quiere optimizar. Como los algoritmos genéticos suelen buscar los individuos más aptos, si
se quiere minimizar una función f en general suele tomarse −f como aptitud. De todas
formas, pueden construirse aptitudes que dependan de la función objetivo de maneras más
complejas, o incluso extender a múltiples aptitudes que deben ser optimizadas en
simultaneo o aptitudes con componentes estocásticas [150].

El algoritmo genético básico genera una población de individuos inicial, que suele ser
aleatoria con alguna distribución, y ejecuta iteraciones que constan de tres etapas. Primero,
se evalúa la aptitud de todos los individuos de la población. En la segunda etapa, se utiliza la
aptitud para, mediante algún mecanismo, producir descendientes o hĳos que conforman una
nueva población. Esta etapa suele dividirse en dos operaciones: la selección de padres, y la
aplicación de operaciones genéticas de cruzamiento o recombinación (crossover) y mutación
(mutation). En la última etapa, se utilizan tanto los padres como los hĳos para, de alguna
manera, formar la población que formará la generación siguiente. Usualmente se reemplaza
totalmente los padres con los hĳos, o se incluyen los padres mas aptos junto con sus hĳos.
Con esta nueva generación, se vuelve a la primer etapa y se comienza una nueva iteración.
Esto ocurre hasta que se cumple alguna condición de convergencia o se alcanza el número
máximo de iteraciones.
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Las tres operaciones principales del algoritmo son la selección de padres, la
recombinación, y la mutación. La selección de padres es el proceso de elegir individuos de
la generación actual para utilizar como padres para la siguiente generación. Para una
población de N individuos, el método de selección producirá N pares o grupos paternales
para generar los hĳos que forman la nueva generación. La recombinación es la forma en la
que se generan estos hĳos, combinando genes de cada padre del grupo paternal. Esto
permite que los padres pasen directamente sus genes a la siguiente generación, pero la
recombinación por si sola no permite que se manifiesten características que no estuvieran
presentes en la población inicial. Es por esto que los hĳos se someten al proceso de
mutación, en el que se modifican sus genes, permitiendo que se manifiesten nuevas
características y se explore una mayor parte del espacio de búsqueda. Estas tres operaciones
admiten el uso de métodos de diferentes grados de complejidad para su implementación, y
en general el desempeño de los distintos métodos dependerá fuertemente del problema de
optimización particular que se quiera resolver. Sin embargo, se pueden destacar ciertos
métodos usuales que suelen servir como punto de partida para el desarrollo de métodos
óptimos.

La forma mas básica, y poco justificable, de selección de padres es mediante selección
aleatoria, en la que cualquier individuo de la población cuenta con la misma probabilidad
de ser seleccionado. Una variante de este método de selección es la selección por
truncamiento (truncation selection), en la que se define un parámetro k y se realiza una
selección aleatoria entre los k individuos más aptos de la población. En selección por torneo
(tournament selection), para la selección de cada padre se ejecuta un torneo en el que se
toman k individuos de forma aleatoria y el más apto se toma como padre. Por último, en
selección por ruleta (roulette wheel selection), también denominada selección por aptitud
proporcional (fitness proportionate selection), cada padre tiene una probabilidad de selección
que es proporcional a su desempeño relativo a la población. Existe una variante de este
método denominada selección por jerarquía (rank selection) en la que cada padre tiene una
probabilidad de selección que es proporcional a su posición en un ordenamiento basado en
la aptitud de los individuos.

En cuanto a métodos de recombinación, en la recombinación uniforme (uniform crossover)
para cada gen se selecciona un individuo del grupo paternal con una probabilidad uniforme,
y el padre seleccionado aporta al hĳo ese gen. En recombinación en un punto (single-point
crossover) se define un parámetro m, que es un número entero entre 1 y el número de genes
N de un individuo, y los primeros m genes se toman de un padre, y el resto de otro padre.
Recombinación en dos puntos (two-point crossover) es similar, solo que se tiene dos puntos
de cruza, m1 y m2 con m1 ≤ m2, y los primeros m1 y últimos N −m2 genes se toman de un
padre, y el resto de otro padre.

Finalmente, los métodos de mutación suelen involucrar alguna probabilidad de que
los genes, individuales o en conjunto, sufran una mutación. La mutación suele consistir en
modificar el valor del gen a través del uso de un valor generado aleatoriamente por alguna
distribución. También existen métodos de permutación, en los que intercambian genes o se
modifica el ordenamiento de estos dentro del individuo. En general, con los métodos de
mutación se evita realizar un número significativo de mutaciones sobre el mismo hĳo para
evitar perder la aptitud que se quiere que hereden de los padres.

4.4. Otros Algoritmos

La estrategia de evolución de adaptación de la matriz de covarianza (covariance matrix
adaptation evolution strategy, CMA-ES) [144, 143] es un algoritmo estocástico que para
optimizar utiliza una distribución de probabilidad sobre el espacio de búsqueda. Esta

74



distribución se utiliza para generar muestras del espacio de búsqueda, y en cada iteración
se toman muestras y se actualiza la distribución en base a las muestras con mejor
desempeño. Este algoritmo en particular utiliza una distribución Gaussiana multivariada,
la cual se puede parametrizar con un vector de medias y una matriz de covarianza, y estos
son los objetos que se actualizan en cada iteración.

Otro algoritmo que cae dentro de los métodos poblacionales, junto con el algoritmo
genético, es el algoritmo de optimización por enjambre de partículas (particle swarm
optimization) [144, 143]. En este algoritmo, se inicializa una población de individuos
aleatoria, y la búsqueda de la solución óptima se realiza mediante una actualización de los
individuos. A diferencia del algoritmo genético, este algoritmo no ejecuta operaciones de
evolución, como la recombinación y la mutación, sino que los individuos de la población,
que se denominan partículas, se mueven en el espacio de búsqueda siendo atraídos hacia
las zonas óptimas. Este algoritmo introduce momentos, que aceleran a las partículas hacia
las mejores posiciones. En cada iteración, cada partícula es acelerada hacia su posición
óptima histórica, el punto en el espacio en su recorrido que ha dado el mejor desempeño, y
la posición óptima de la población, el punto en el espacio que ha presentado el mejor
desempeño para todas las partículas.
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5. Implementación

Para la implementación se hizo uso del lenguaje de programación Python [73], en
conjunto con una serie de librerías. La librerías esenciales para calculo numérico en Python
son NumPy [151] y SciPy [147]. NumPy es una librería que implementa arrays
N -dimensionales junto con las operaciones necesarias para trabajar con ellos, y otras
utilidades matemáticas como generadores de números aleatorios. SciPy es una extensión de
NumPy que, entre otras cosas, implementa herramientas y algoritmos numéricos usados en
computación científica, como distribuciones de probabilidad y algoritmos de optimización
y de problemas de autovalores. La libreria SymPy [152] fue utilizada por su
implementación de matemática simbólica. También se hizo uso de la librería QuTiP [153],
que ofrece herramientas para simular sistemas cuánticos, y la librería PyGAD [154], que
implementa el algoritmo genético. Finalmente, y en menor medida, se hizo uso de las
librerías PyPop7 [155] y pycma [156], que implementan métodos poblacionales y la
estrategia de evolución de adaptación de la matriz de covarianza, respectivamente.

5.1. Generalidades

Los estados de sistemas de N espines se representaron mediante arrrays de NumPy de
largo 2N . Como se discutió anteriormente, se puede establecer una relación uno a uno entre
los números enteros, entre 0 y 2N − 1, y los estados de la base computacional. Esto permite
representar cualquier expansión en la base computacional mediante un array de largo 2N

en donde los índices del array, que son enteros entre 0 y 2N − 1, representan los estados
individuales de la base computacional, y los elementos del array representan los coeficientes
del estado correspondiente:

|ψ⟩ =
∑
s∈SN

cs|s⟩ =
2N−1∑
n=0

cn|n⟩ ⇐⇒ arr[ψ] =
[
c0 c1 . . . c

2N−1

]
. (5.1)

Por su parte, los Hamiltonianos que actúan sobre estos estados se representan como
una serie de operaciones binarias que se ejecutan sobre los arrays. Para obtener el array
que resulta de la aplicación de un Hamiltoniano Ĥ a un estado |ψ⟩, se genera un array
arr[Hψ] cuyos elementos son nulos y se itera sobre el array arr[ψ] del estado sobre el que
actúa el Hamiltoniano, aplicando el Hamiltoniano a cada elemento individualmente. Para la
aplicación de cada término del Hamiltoniano se calcula el índice que corresponde al estado
resultante junto con su coeficiente, el cual es guardado en el array arr[Hψ] en la posición
asociada al índice calculado. Como los Hamiltonianos se componen de sumas de operadores,
la acción de cada término es independiente del resto y solo basta con sumar el coeficiente
calculado al valor que se encuentre en el índice correspondiente.

Las operaciones binarias necesarias para los Hamiltonianos utilizados en este trabajo son
solamente dos. La primera es una operación que verifica si el k-ésimo bit en la representación
binaria de un número n es 0 o 1, lo que se corresponde con verificar si el k-ésimo espín del
estado |n⟩de la base computacional se encuentra en el estado |0⟩ o |1⟩. Esta operación permite
verificar la forma en la que el término del Hamiltoniano que se esta aplicando debe actuar,
ya sea para determinar el signo del resultado o para determinar si el resultado es nulo en el
caso de operadores de la forma Ŝ(±)

k Ŝ
(±)
l . La segunda consta de dos bit flips y invierte dos

bits k y l de la representación binaria de un número n, lo que se corresponde con la acción
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de pares de operadores escalera Ŝ(±)
k Ŝ

(±)
l sobre el estado |n⟩, siempre que el resultado no

sea nulo.
Una vez obtenido el array correspondiente al estado que se obtiene de la acción del

Hamiltoniano sobre el estado original, se puede obtener el valor de expectación
correspondiente ya que NumPy implementa el producto interno adecuado como una
operación sobre dos arrays. El valor de expectación es una función de Python que recibe
estos dos arrays, o construye el array del estado original y recibe una función del
Hamiltoniano que computa el segundo array. Para aplicar el método variacional, esta
función se provee al minimizador junto con los parámetros correspondientes, y la
minimización se realiza sobre los parámetros variacionales.

5.2. Estados Variacionales

La construcción del array arr[ψ(x)] asociado al estado variacional de grafo ponderado
generalizado

|ψ(x)⟩ = |η⟩
⟨η|η⟩

1
2

, |η⟩ =

[
N⊗
a=1

Ûa

]
m∑
j=1

[
αj

( ∏
a,b∈V
b>a

Ŵ (ab)
φab

)( ∑
s∈SN

[∏
c∈V

d(j)c, sc

]
|s⟩

)]
,

se realiza a partir del array arr[x] del vector de parámetros x, que contiene los valores que
toman los parámetros variacionales. Para ello, una vez que se especificanN ym, se inicializa
un array arr[ψ(x)] de tamaño 2N con coeficientes nulos, y se itera sobre él para construir los
coeficientes asociados a cada índice. En primer lugar se obtienen las posiciones de los 1 en la
representación binaria del índice, lo que se corresponde con los sitios que ocupan los espines
que se encuentran en el estado |1⟩. Con este subconjunto V1 ⊆ {1, 2, 3, . . . , N} se obtienen
los pares de sitios a, b, con b > a, en los que ambos espines se encuentran en el estado |1⟩ y
se asocia el siguiente coeficiente al índice de la iteración:

eiΦ
m∑
j=1

αj

∏
c∈V1

d
(j)
c,1

 , Φ =
∑

a,b∈V1
b>a

φab.

Una vez que concluyen las iteraciones, se aplican los unitarios locales al array.
La aplicación de los unitarios de forma eficiente es un problema complicado. Cada

unitario Ûa se representa por una matriz 2×2, y
⊗N

a=1 Ûa es una matriz 2N×2N que se calcula
a partir de las matrices individuales mediante productos de Kronecker. Obtener la matriz
completa y luego calcular el producto entre ella y el array no es particularmente eficiente,
especialmente cuando se tienen las matrices Ua individuales. Para realizar la aplicación de
los unitarios, se utiliza una implementación [157] de un algoritmo discutido en el material
suplementario de una publicación por Schweiger et al. [158]. Este algoritmo está diseñado
para calcular de forma eficiente el producto entre una matriz A y un vector v cuando la
matriz A es definida en términos de un producto de Kronecker de matrices Ak. La idea
central del algoritmo consiste en tratar al vector v como un array N -dimensional con índices
{i1, i2, . . . , iN}, con ij = 0, 1. Luego, secuencialmente para cada matriz Ak, se aplica una
transposición en un par adecuado de índices, se despliega (unfold) el array en una matriz 2×
2N−1, se multiplica por la matrizAk, y se revierte el despliegue (refold). Una vez que se realizan
las N multiplicaciones, el resultado se despliega para recuperar el array unidimensional y
así obtener el resultado de Av.
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Las matrices unitarias Ua se parametrizaron mediante 3 números reales βa, γa, δa. Para
una matriz unitaria general U se puede escribir:

U = eiα
(
eiβ cos (δ) −e−iγ sin (δ)
eiγ sin (δ) e−iβ cos (δ)

)
, con α, β, γ, δ ∈ R. (5.2)

Notar que las fases globales eiα se pueden descartar ya que desaparecen cuando se calcula el
valor de expectación del Hamiltoniano. Esta parametrización se puede obtener haciendo uso
de propiedades conocidas de álgebra de espín 1

2 . El desarrollo se encuentra en la Sección C.1
del Apéndice.

5.2.1. Parametrizaciones Alternativas de los Unitarios Locales

Durante la implementación se consideraron dos parametrizaciones alternativas para los
operadores unitarios. La primera es mediante de una rotación arbitraria y la segunda es a
través de una transformada de Cayley.

Rotación Arbitraria

Descartando la fase global, un operador unitario Û se puede expresar como una rotación
arbitraria en un ánguloα alrededor de un eje cuya dirección se describe con un vector unitario
n [134]:

Û = R̂n(α) con n = (sin (θ) cos (φ), sin (θ) sin (φ), cos (θ))

θ ∈
[
0, π

]
, φ ∈

[
0, 2π

]
, α ∈

[
0, 2π

]
Una rotación arbitraria se puede escribir en términos del vector de Pauli σ̂ según

Rn(α) = e−i α
2
n·σ̂ = cos (θ)Î− i sin (θ)

(
n · σ̂

)
,

lo que permite parametrizar la matriz unitaria U como:

U =

cos
(α
2

)
− i sin

(α
2

)
cos (θ) −i sin

(α
2

)
sin (θ)e−iφ

−i sin
(α
2

)
sin (θ)eiφ cos

(α
2

)
+ i sin

(α
2

)
cos (θ)

 (5.3)

En la Sección C.2 del Apéndice se describe una forma de relacionar esta parametrización
con la parametrización anterior.

Transformada de Cayley

Otra forma de parametrizar matrices unitarias es utilizando un isomorfismo entre el
conjunto de matrices unitarias N × N y el conjunto de matrices Hermitianas N × N . Un
isomorfismo posible es la transformada de Cayley [72], que relaciona la matriz unitaria U y
la matriz Hermitiana A según:

U =
(
iI+A

)(
iI−A

)−1

iA =
(
U + I

)−1(
U − I

)
Para matrices unitarias 2 × 2 se necesitan 4 parámetros para A, ya que al ser Hermitiana
requiere 2 entradas reales en la diagonal y 2 entradas complejas conjugadas para los
elementos fuera de la diagonal. Para números reales a, b, c, d, la matriz A puede escribirse
como

A =

(
a c+ id

c− id b

)
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Con esta expresión para A se puede obtener U en función de los parámetros de A:

U =
a+ ib

a2 + a2

(
−ab− 1 + c2 + d2 + i(a− b) −2d+ 2ic

2d+ 2ic −ab− 1 + c2 + d2 − i(a− b)

)
(5.4)

con
a = ab− 1− c2 − d2 y b = a+ b

5.2.2. Simetrización de las Fases

Como se explicitó en la Subsección 3.4.2, el número de parámetros necesario para
describir los estados variacionales escala en forma cuadrática con el número N de sitios, ya
que el número de fases φab es 1

2N(N − 1). Esto se puede reducir a una dependencia lineal
en el caso en que el Hamiltoniano del sistema presente simetría traslacional. En tal caso,
sería razonable asumir que la fase φab, relacionada a la compuerta de fase Ŵ

(ab)
φab , no

depende de las posiciones absolutas de los sitios a y b sino que dependerá de la posición del
sitio b relativa a la posición del sitio a.

Entonces, se podría introducir un mapeo v que asocia un índice de fase v(a, b) a cada
par de espines (a, b):

v : V × V →
{
1, 2, . . . , R

}
,

donde R es el número total de fases distintas bajo este mapeo y ahora es la compuerta de
fase Ŵ (ab)

φv(a, b)
la que se aplica al par (a, b). Este mapeo debe ser construido de forma que los

pares (a, b) y (c, d) reciban el mismo índice de fase v(a, b) = v(c, d) si el par (a, b) puede
ser mapeado al par (c, d) mediante una transformación de simetría que deja invariante al
Hamiltoniano.

Simetrización Parcial

Una forma posible de introducir simetrización de fases es asumir que las fases dependen
de las posiciones relativas entre sitios pero sin asumir periodicidad de la cadena, como sería
el caso para una cadena con condiciones de contorno periódicas. Este tipo de simetrización
está inspirado por cadenas abiertas y reduce el número total de fases a N − 1.

A continuación se muestra el caso para N = 8:

φ1,2 φ1,3 φ1,4 φ1,5 φ1,6 φ1,7 φ1,8

φ2,3 φ2,4 φ2,5 φ2,6 φ2,7 φ2,8

φ3,4 φ3,5 φ3,6 φ3,7 φ3,8

φ4,5 φ4,6 φ4,7 φ4,8

φ5,6 φ5,7 φ5,8

φ6,7 φ6,8

φ7,8

v−−→

φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6 φ7

φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6

φ1 φ2 φ3 φ4 φ5

φ1 φ2 φ3 φ4

φ1 φ2 φ3

φ1 φ2

φ1

Simetrización Total

Para esta simetrización, se asume que las fases dependen de las posiciones relativas
entre sitios asumiendo periodicidad de la cadena. Este tipo de simetrización está inspirado
por cadenas cerradas y el número total de fases con esta simetrización es ⌊N2 ⌋.
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A continuación se muestra el caso para N = 8:

φ1,2 φ1,3 φ1,4 φ1,5 φ1,6 φ1,7 φ1,8

φ2,3 φ2,4 φ2,5 φ2,6 φ2,7 φ2,8

φ3,4 φ3,5 φ3,6 φ3,7 φ3,8

φ4,5 φ4,6 φ4,7 φ4,8

φ5,6 φ5,7 φ5,8

φ6,7 φ6,8

φ7,8

v−−→

φ1 φ2 φ3 φ4 φ3 φ2 φ1

φ1 φ2 φ3 φ4 φ3 φ2

φ1 φ2 φ3 φ4 φ3

φ1 φ2 φ3 φ4

φ1 φ2 φ3

φ1 φ2

φ1

Simetrización SSH

Un tercer tipo de simetrización se inspira en el modelo SSH, descripto en la Sección
1.2.2, con un número par de sitios y condiciones de contorno periódicas. El modelo SSH
presenta dos interacciones distintas entre sitios a y a + 1 dependiendo de la paridad de a.
Una simetrización de fases en un caso como este se traduciría en fases que dependen de la
posición relativa de los sitios y de la paridad del índice del primer sitio. Entonces, para pares
de sitios (a, b) con |b− a| fijo se requieren dos fases, dependiendo de si a es par o impar.

A continuación se muestra el caso para N = 8, donde la fase φ|b−a| se corresponde al
caso en que a es impar y la fase ϕ|b−a| se corresponde al caso en que a es par:

φ1,2 φ1,3 φ1,4 φ1,5 φ1,6 φ1,7 φ1,8

φ2,3 φ2,4 φ2,5 φ2,6 φ2,7 φ2,8

φ3,4 φ3,5 φ3,6 φ3,7 φ3,8

φ4,5 φ4,6 φ4,7 φ4,8

φ5,6 φ5,7 φ5,8

φ6,7 φ6,8

φ7,8

v−−→

φ1 φ2 φ3 φ4 ϕ3 φ2 ϕ1
ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4 φ3 ϕ2

φ1 φ2 φ3 φ4 ϕ3
ϕ1 ϕ2 ϕ3 ϕ4

φ1 φ2 φ3

ϕ1 ϕ2
φ1

Notar que, para fases como φ1,8, se toma a = 8 y b = 1, ya que los sitios 8 y 1 son primeros
vecinos, por lo que la fase φ1,8 se mapea a ϕ1 ya que 8 es par.

5.2.3. Simetrización Completa

Para un Hamiltoniano simétrico, es razonable querer reflejar las simetrías no solo en las
fases φab sino también en los parámetros locales, que solo dependen del sitio: los
coeficientes de deformación d

(j)
a y los operadores unitarios Ûa. En el caso de simetría

traslacional completa, se podría querer que estos parámetros sean independientes del sitio
a, ya que mediante una transformación de traslación se puede llevar cualquier sitio a
cualquier otro. Esto reduciría el número de parámetros necesarios, de 2mN a 2m para los
coeficientes de deformación y de 3N a 3 para los unitarios, y reduciría el tiempo de
cómputo de la energía ya que solo debería evaluarse una celda elemental de la red.

Una razón para no imponer esta simetrización es que, para muchos sistemas, el estado
fundamental no necesariamente obedece la simetría completa del Hamiltoniano debido a una
ruptura espontánea de la simetría (spontaneous symmetry breaking) [72]. Esta es un fenómeno
en donde el Hamiltoniano posee una simetría, y una cantidad conservada por Teorema
de Noether, pero el estado fundamental no respeta dicha simetría. En tal caso, el estado
fundamental debe ser degenerado [159] y al menos un estado en el subespacio fundamental
debe obedecer la simetría completa del Hamiltoniano. Sin embargo, no hay garantía de que
este estado sea el mas fácil de aproximar con los estados variacionales. Por ejemplo, el estado
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fundamental del modelo de Ising antiferromagnético sin campo magnético es de la forma
c1|↑ ↓ ↑ ↓ . . .⟩ + c2|↓ ↑ ↓ ↑ . . .⟩. El estado fundamental es invariante bajo una traslación de 1
sitio solo si c1 = c2, mientras que los estados mas sencillos de aproximar son c1 = 1, c2 = 0
o c1 = 0, c2 = 1, ya que en estos casos el estado fundamental es un estado producto.

Entonces, si se impone simetría completa a los estados variacionales podría ser
dificultoso encontrar una buena aproximación del estado fundamental mientras que
imponer una simetría no tan estricta que refleje el comportamiento del estado fundamental
no ayuda a la convergencia [72]. Es por esto que, aunque sería deseable desde un punto de
vista computacional, no se hace uso de simetrización completa.

5.3. Energía

Las funciones principales de la implementación son las que calculan el valor de
expectación del Hamiltoniano en los estados variacionales, y son las que se encargan de
construir el array arr[ψ(x)] asociado a los estados variacionales. Una función como esta
recibe como argumentos el array arr[x] de parámetros variacionales, el número de sitios N
de la cadena, el número m de términos de superposición y un booleano que indica si se
deben aplicar unitarios locales o no. También se debe pasar como argumentos la función
del Hamiltoniano, junto con los parámetros necesarios para ella, el signo de la constante de
interacción J , para distinguir entre cadenas ferromagnéticas y antiferromagnéticas, y un
booleano que indica si se toman condiciones de contorno periódicas o no. Como la
construcción de arr[ψ(x)] se hace dentro de estas funciones, habrá una función distinta
para cada simetrización y para cada parametrización de los unitarios. De esta forma no se
debe verificar la simetrización y la parametrización de unitarios que se debe aplicar cada
vez que se llame a la función.

Una vez construido el array arr[ψ(x)], se llama a la función del Hamiltoniano
correspondiente para obtener el array arr[Ĥψ(x)]. Las funciones de los Hamiltonianos
reciben como argumentos el array arr[ψ(x)], el booleano que indica si es una cadena
cerrada o abierta, y sus parámetros. Estos parámetros son los parámetros particulares de
cada Hamiltoniano. Por ejemplo, para el modelo XY con campo transversal se debe pasar
como argumentos el parámetro de anisotropía γ y el valor del campo h relativo a la
constante de interacción J . Finalmente, se calcula el valor de expectación mediante la
función de NumPy que implementa el producto interno para arrays con elementos
complejos y este número es el que devuelve la función.

5.3.1. Implementación Secundaria con SymPy

Se hizo una implementación secundaria en la que el array arr[x] de parámetros
variacionales contiene instancias de la clase Symbol de SymPy. Estos parámetros son
tratados de forma simbólica, lo que permite obtener el valor de expectación como una
expresión matemática. La estructura general de la implementación es similar a la descripta
anteriormente, solo que la construcción de los arrays arr[ψ(x)] y arr[Ĥψ(x)] se realizan,
por funciones distintas, fuera de la función que calcula el valor de expectación. La función
que se encarga del valor de expectación devuelve una expresión de SymPy, que luego se
transforma en una función de los parámetros. Esta implementación permite obtener una
función para el gradiente de la energía, ya que SymPy ofrece una forma de diferenciar
expresiones.

Aunque permite obtener expresiones matemáticas exactas para la energía, esta
implementación fue utilizada solamente para estados de grafo ponderado debido a que,
una vez que se introducen las generalizaciones para los estados de grafo ponderado
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generalizados, el tiempo de cómputo para obtener la energía como una función de los
parámetros no resulta justificable.

5.4. Algoritmos de Minimización

El algoritmo principal utilizado fue dual annealing, cuya implementación como función
dual_annealing está disponible a través de la libreria SciPy. El minimizador recibe como
argumentos la función a minimizar y sus parámetros, el espacio de búsqueda, el número
de iteraciones globales máximo, y los parámetros del algoritmo. Los parámetros principales
son: la temperatura inicial, la razón de re-annealing, el parámetro de visita, y el parámetro de
aceptación. Para estos se decidió utilizar los valores por defecto ya que son valores tomados
de referencias en las que se estimaron estos valores como óptimos [147, 160]. También se le
puede pasar como argumentos al optimizador los detalles del algoritmo utilizado en la etapa
de minimización local, esto es, el método a utilizar y sus parámetros. Como minimizador
local se utilizó L-BFGS-B, una variante del algoritmo L-BFGS desarrollada para casos en los
que se define el espacio de búsqueda. Este es el algoritmo por defecto cuando no se pasan
como argumentos parámetros relacionados a la minimización local. El algoritmo global
toma por defecto al algoritmo L-BFGS-B como minimizador local, y fija el número nls de
iteraciones de búsqueda local a realizar de la siguiente manera:

nls = min
(
max

[
6D, 100

]
, 1000

)
,

donde D es la dimensión del espacio de búsqueda.
SciPy también ofrece una implementación del algoritmo L-BFGS-B mediante la función

minimize que, al igual que dual annealing, requiere la función a minimizar y sus parámetros,
y el espacio de búsqueda. El algoritmo debe pasarse como argumento. También se requiere
un punto en el espacio de búsqueda para el inicio del algoritmo, que siempre se tomó de
forma aleatoria. Opcionalmente, también se le puede pasar como argumento una función,
y sus parámetros, que calcule el gradiente de la función objetivo. En el caso en que esta
función no se encuentre entre los argumentos, el minimizador estima el gradiente mediante
aproximaciones por diferencias finitas.

El algoritmo genético fue implementado utilizando PyGAD, que permite instanciar
una clase GA cuyo constructor recibe la función de aptitud, el número de genes por
individuo y los parámetros. Entre los parámetros disponibles se encuentran el número total
de generaciones, el número de padres en el grupo paternal, método de selección de padres,
método y probabilidad de recombinación, y el método y la probabilidad de mutación.
PyGAD también ofrece la opción de instanciar la clase con métodos de selección de padres,
recombinación, y mutación personalizados, así como la posibilidad de realizar diferentes
acciones sobre la población en cada etapa del algoritmo. Una lista exhaustiva se encuentra
disponible en la documentación de la libreria [154].

El algoritmo CMA-ES se encuentra disponible a través de la función fmin2 de la
libreria pycma. Esta función recibe como parámetros la función objetivo y sus argumentos,
una estimación inicial, y una desviación estándar inicial en cada coordenada, la cual se
recomienda que sea 1/4 del espacio de búsqueda. La estimación inicial puede ser un valor
particular o una función que lo genere. Opcionalmente acepta una función que calcule el
gradiente de la función objetivo, y también provee argumentos opcionales para que el
algoritmo reinicie con poblaciones iniciales con más cantidad de individuos.

Finalmente, el algoritmo PSO se encuentra implementado en la clase SPSOL de la
libreria PyPop7. Esta clase implementa el optimizador por enjambre de partículas estándar
con topología local (Standard Particle Swarm Optimizer with a Local topology, SPSOL), una
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variante en la que las partículas solo comparten información con un subconjunto de vecinos
inmediatos para evitar convergencia prematura [161]. Para instanciar la clase se deben
pasar como argumentos dos diccionarios, uno que contiene la función objetivo, la
dimensionalidad del espacio de búsqueda, y sus límites, y otro que contiene parámetros
opcionales del algoritmo como el número de evaluaciones máximo de la función objetivo y
el tamaño del enjambre.
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6. Resultados

En este capítulo se analiza el desempeño de los estados de grafo ponderado
generalizados como estados variacionales aplicados a cadenas de espines. Primero, se
discute brevemente la selección del minimizador basada en el despeño de los estados de
grafo ponderado aplicados al modelo de Heisenberg. Luego, se presenta un análisis del
desempeño de los estados de grafo ponderados generalizados en los modelos de Ising y XX
en ausencia de campo magnético, lo que se utilizó para seleccionar los valores óptimos de
los parámetros de los estados variacionales y del minimizador. Con estos valores de los
parámetros, se examina el desempeño de los estados variacionales en el modelo XY en
campo magnético nulo. Después de esto, se introduce campo magnético transversal y se
utiliza el modelo XX para analizar distintas modificaciones al método introducidas con el
objetivo de mejorar la convergencia. Finalmente, con estas modificaciones implementadas,
se examinan los modelos de Ising y extendido de Ising con interacciones a algunos vecinos
en presencia de campo magnético transversal y el modelo SSH.

6.1. Selección del Minimizador

Para la selección del minimizador se utilizó la implementación con SymPy para
estados variacionales de grafo ponderado con aplicación a las cadenas de Heisenberg y XX
en ausencia de campo magnético y con condiciones de contorno periódicas. Para estos dos
modelos se obtuvieron valores de referencia implementando el algoritmo de Lanczos
discutido en la Sección 3.1.2 para la diagonalización de la matriz del Hamiltoniano, la cual
queda representada como una matriz en bloques correspondientes a subespacios de
magnetización definida. Estos valores fueron verificados utilizando valores de referencia
presentados para la cadena de Heisenberg antiferromagnética [25], resultados teóricos para
la cadena de Heisenberg ferromagnética [79], y con simulaciones del Hamiltoniano a través
de QuTiP para la cadena XX.

Primero se realizaron una serie de minimizaciones de prueba con el algoritmo L-BFGS
para ambas cadenas variando el número de sitios N entre 4 y 10. En ambos casos se observó
que en los casos ferromagnéticos la minimización converge consistentemente al mínimo
esperado, mientras que en los casos antiferromagnéticos la minimización nunca converge
al mínimo esperado. Con esta información se decidió restringir a la cadena de Heisenberg
antiferromagnética con 8 sitios para evaluar los minimizadores globales.

Se encontró que el algoritmo de dual annealing es el que presenta mejores resultados
de manera consistente. Para evaluar la consistencia de la convergencia se realizaron 10
minimizaciones con cada uno de los cuatro algoritmos. En la Figura 6.1 se pueden observar
los resultados de las minimizaciones. Para el algoritmo genético (GA) se utilizó como función
de aptitud el negativo del valor de expectación de la energía y se corrió el algoritmo por
100 generaciones con una población de 5000 individuos que se inicializan con valores en el
intervalo [−4, 4] conservando 500 individuos para la siguiente generación y con método de
selección de padres por jerarquía. Como operaciones genéticas se tomaron recombinación
en un punto con una probabilidad de 0, 01 y mutación aleatoria entre −0, 2 y 0, 2 con una
probabilidad de 0, 3. Para la estrategia de evolución de adaptación de la matriz de covarianza
(CMA-ES) se tomó una estimación inicial aleatoria entre [−3, 3], una desviación estándar
inicial de 2 y se permitieron 2 reinicios duplicando el tamaño de la población cada vez,
para el cual se tomó su valor por defecto. Para el optimizador por enjambre de partículas
estándar con topología local (SPSOL) se restringió el espacio de búsqueda a un hipercubo
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Figura 6.1: Resultados de las 10 minimizaciones realizadas para cada uno de los 4 algoritmos
examinados para la cadena de Heisenberg antiferromagnética cerrada con 8 sitios. En este
caso se aplicó el método variacional a estados de grafo ponderado (WGS)

de lado 20 centrado en el origen y los parámetros se dejaron en sus valores por defecto. Para
dual annealing (DA) se tomó el mismo espacio de búsqueda y se realizaron 2000 iteraciones
globales con L-BFGS-B como minimizador local.

Aunque el mínimo esperado es del orden de −3,65, ninguno de los minimizadores
alcanza este valor y los mejores resultados de la minimización fueron del orden de −0,96.
Con el algoritmo de dual annealing se alcanzó una mayor cantidad de veces este resultado
y su peor resultado fue del orden de −0,84, que es un mejor resultado que los 5 peores
obtenidos con cada uno de los otros tres minimizadores. Por esta razón se decidió optar por
el uso de este minimizador para los estados variacionales de grafo ponderado generalizados.

6.2. Cadena de Ising con Campo Magnético Nulo

Para evaluar el despeño de los estados de grafo ponderado generalizados (GWGS) como
estados variacionales en cadenas cerradas de Ising se utilizó dual annealing con L-BFGS-B
como minimizador local. En primera instancia se consideraron GWGS con un número m de
términos de superposición igual a 1 sin operadores unitarios locales. Esto último equivale
a seleccionar operadores identidad como operadores unitarios en la expresión (3.18) de los
GWGS. Se realizaron 3000 iteraciones globales en un espacio de búsqueda individual para
los parámetros variacionales dado por el intervalo [−10, 10].

En el caso ferromagnético, se obtuvo convergencia a los valores de energía esperados, los
cuales fueron obtenidos a través de resultados teóricos, para cadenas de entre 3 y 9 espines.
No se consideraron largos mayores. En la Figura 6.2 (A) se muestran los resultados obtenidos
junto con los valores teóricos, mientras que en la Figura 6.2 (B) se muestra la diferencia entre
ellos.

En el caso antiferromagnético se consideraron largos mayores y también se obtuvo
convergencia a los valores esperados. Los GWGS considerados inicialmente presentaron
convergencia solamente hasta cadenas de 10 espines, inclusive. Para examinar la convergencia
para cadenas más largas se consideraron distintas alternativas para cadenas de entre 8
y 11 espines. Primero se intentó especificar una tolerancia de 10−4 al minimizador local,
pero se encontró que esto no ayuda a la convergencia y tiende a arrojar peores resultados.
Luego, se consideró aumentar el número de iteraciones globales a 5000 y en este caso si se
logró convergencia. También se consideró incluir operadores unitarios locales. Se realizaron
minimizaciones para los casosm = 1, 3 con 3000 y 500 iteraciones globales, respectivamente,
y en ambos casos se consiguió convergencia. En función de esto, se realizaron minimizaciones
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(A) (B)

(C) (D)

Figura 6.2: Desempeño de GWGS con m = 1 para cadenas cerradas de Ising de
distintos largos. En (A) y (C) se muestran los valores teóricos de la energía del estado
fundamental [GSE] y los valores obtenidos mediante el método variacional para las
cadenas ferromagnética y antiferromagnética, respectivamente. En (B) y (D) se muestran
las diferencias entre los valores teóricos y los valores obtenidos en los casos de convergencia.
GWGS sin unitarios se corresponde a tomar operadores identidad como operadores unitarios
locales en la expresión (3.18), mientras que GWGS con unitarios se corresponde a tomar
unitarios locales arbitrarios.
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para cadenas de entre 11 y 14 espines para m = 1 con 3000 iteraciones globales, para las
cuales se consiguió convergencia a los valores esperados.

En la Figura 6.2 (C) se muestran los resultados de minimizaciones realizadas para los
casos con 1 término en la superposición para cadenas de entre 3 y 14 espines, en los que se
realizaron 3000 iteraciones globales, y en la Figura 6.2 (D) se muestran las diferencias con los
valores teóricos en los casos de convergencia. Para cadenas de largo superior a 10, se tuvo
que incluir los unitarios locales para lograr convergencia, aunque las pruebas mencionadas
anteriormente sugieren que si se aumenta el número de iteraciones globales se podría lograr
convergencia sin necesidad de incluirlos.

6.3. Cadena XX con Campo Magnético Nulo

En paralelo con lo descripto en la sección anterior para el modelo de Ising, se realizó un
procedimiento similar para el modelo XX. Inicialmente, se realizaron minimizaciones bajo
las mismas condiciones que para el modelo de Ising para cadenas de entre 3 y 9 espines.
Esto es, se consideraron GWGS con m = 1 y para las minimizaciones se realizaron 3000
iteraciones globales en un espacio de búsqueda individual en el intervalo [−10, 10].

A diferencia de lo obtenido para el modelo de Ising, los GWGS con m = 1 sin unitarios
locales no arrojaron buenos valores de energía para el modelo XX. En consecuencia, se
agregaron los unitarios locales y se realizaron minimizaciones para cadenas de entre 3 y 8
espines con los mismos parámetros de minimización, y se observó una mejora significativa
en los valores obtenidos. En las Figuras 6.3 (A) y (C) se muestran los resultados de estas
minimizaciones, mientras que en las Figuras 6.3 (B) y (D) se muestran las diferencias entre
estos y los valores obtenidos mediante el método de Lanczos. Se puede observar que, aunque
haya presentado una mejora significativa, la inclusión de los unitarios locales en este caso no
resultó suficiente para lograr convergencia a los valores esperados.

En base a estos resultados se decidió realizar una serie de minimizaciones para cadenas
de largo reducido, de entre 3 y 6 espines, para GSGW con 3 términos de superposición. Se
encontró convergencia a los valores esperados para cadenas de hasta 5 espines cuando se
incluyen los unitarios locales pero no para cadenas de 6 espines. En la Figura 6.4 se muestran
los resultados de estas minimizaciones.

6.3.1. Efecto de los Parámetros

Con estos resultados, se decidió fijar la cadena de estudio a la cadena antiferromagnética
de 8 espines y realizar diferentes modificaciones tanto a los parámetros de los estados
variacionales como a los parámetros del minimizador para examinar sus efectos sobre la
convergencia. El valor de referencia para la energía E/J obtenido a través del algoritmo de
Lanczos es de−2,613, truncado a 4 cifras significativas. Como punto de partida para realizar
variaciones se optó por tomar GSGW con 3 términos de superposición con unitarios locales,
y 3000 iteraciones globales en un espacio de búsqueda individual en el intervalo [−10, 10].
En primer lugar se buscó ver el impacto del minimizador local, para lo que se ejecutó una
minimización en la que el optimizador global no ejecuta la etapa de búsqueda local, pero se
encontró que el minimizador local ayuda significativamente a la convergencia.

Seguido a esto, se examinó el impacto de la cantidad de iteraciones globales en conjunto
con el número m de términos en la superposición. Para ello, se realizaron minimizaciones
para distintos valores de estos parámetros, los resultados de las cuales, junto con los tiempos
de cómputo, se muestran en la Tabla 6.1. Se puede observar que los mejores resultados se
obtuvieron para 5000 iteraciones globales para todos los valores de m, mientras que tomar
3 términos en la superposición arroja el mejor resultado en relación al tiempo de cómputo
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(A) (B)

(C) (D)

Figura 6.3: Desempeño de GWGS con m = 1 para cadenas cerradas XX de distintos largos.
En (A) y (C) se muestran los valores de la energía del estado fundamental [GSE] obtenidos
a través del algoritmo de Lanczos y los valores obtenidos mediante el método variacional
para las cadenas ferromagnética y antiferromagnética, respectivamente, y en (B) y (D) se
muestran sus diferencias. GWGS sin unitarios se corresponde a tomar operadores identidad
como operadores unitarios locales en la expresión (3.18), mientras que GWGS con unitarios
se corresponde a tomar unitarios locales arbitrarios.
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(A) (B)

Figura 6.4: Desempeño de GWGS con m = 3 para cadenas cerradas XX de largos reducidos.
En (A) se muestran los valores de la energía del estado fundamental [GSE] obtenidos a
través del algoritmo de Lanczos y los valores obtenidos mediante el método variacional
para las cadenas ferromagnética y antiferromagnética mientras que en (B) se muestran sus
diferencias.

necesario para la minimización.

m Iteraciones Globales Energía (E/J) Tiempo [horas]

3 3000 -2,357839 11,6
3 4000 -2,497529 22,8
3 5000 -2,513126 27,7
4 3000 -2,504392 26,8
4 5000 -2,519171 38,3
5 3000 -2,446230 30,3
5 5000 -2,502094 79,9

Tabla 6.1: Resultados para distintos números de iteraciones globales y términos de
superposición para la cadena XX cerrada antiferromagnética de 8 espines. Valores truncados
a 7 cifras significativas.

Los tiempos de cómputo se incluyen en la Tabla 6.1 para mostrar el orden de tiempo que
lleva realizar las minimizaciones, pero por la naturaleza del algoritmo de dual annealing
esto es algo que es muy inconsistente. Esto es debido a la etapa de minimización local.
Como se discutió en la Sección 4.2, el algoritmo realiza minimizaciones locales cada vez que
encuentra un mejor candidato en la etapa de annealing. Si el algoritmo no encuentra mejores
candidatos durante un número elevado de iteraciones globales, lo cual puede suceder si
ya se ha encontrado un buen candidato, la etapa de minimización local no se ejecutará
en la mayoría de estas iteraciones, lo que lleva a tiempos de ejecución más cortos. Por el
contrario, si el algoritmo encuentra mejores candidatos frecuentemente durante la etapa de
annealing, como es el caso cuando se encuentran pequeñas mejoras, la minimización local
se ejecutará en la mayoría de las iteraciones globales y esto alarga los tiempos de ejecución
considerablemente. De todas formas, se trató de tomar decisiones en base a los tiempos
de cómputo observados, hacia tiempos de cómputo menores, siempre que se mantenga la
calidad de los resultados. Por esta razón, también se incluyen los tiempos de cómputo en el
resto de las tablas que se presentan a lo largo de este capítulo.
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A continuación, se repitieron las mismas minimizaciones incluyendo una tolerancia de
10−4 para el minimizador local. Los resultados de las mismas se muestran en la Tabla 6.2.
Se puede observar que, aunque hay una reducción significativa en el tiempo de cómputo, en
general la inclusión de una tolerancia para el minimizador local no ayuda a la convergencia
y tiende a arrojar peores resultados.

m Iteraciones Globales Energía (E/J) Tiempo [horas]

3 3000 -2,367132 9,7
3 4000 -2,409065 13,5
3 5000 -2,288137 15,5
4 3000 -2,323563 13,5
4 5000 -2,315860 21,9
5 3000 -2,348988 19,1
5 5000 -2,338740 33,1

Tabla 6.2: Resultados con una tolerancia para el minimizador local de 10−4 para distintos
números de iteraciones globales y términos de superposición para la cadena XX cerrada
antiferromagnética de 8 espines. Valores truncados a 7 cifras significativas.

Finalmente, se fijó el número m de términos en la superposición en 3 y se examinaron
distintos espacios de búsqueda. Como se mencionó anteriormente, en las minimizaciones
previas se utilizó un espacio de búsqueda individual para los parámetros variacionales dado
por el intervalo [−10, 10]. Se realizaron minimizaciones para 5, 15 y 20 como extremos del
intervalo para distintos números de iteraciones globales, los resultados de las cuales se
muestran en la Tabla 6.3. Se puede observar que el espacio de búsqueda individual [−15, 15]
es el que arroja los mejores resultados, mientras que los peores resultados se obtuvieron para
[−20, 20].

Espacio de Búsqueda Iteraciones Globales Energía (E/J) Tiempo [horas]

[−5, 5] 3000 -2,427360 14,1
[−5, 5] 4000 -2,510253 23,1
[−5, 5] 5000 -2,419176 24,5
[−15, 15] 3000 -2,513863 13,9
[−15, 15] 4000 -2,513901 21,4
[−15, 15] 5000 -2,514412 26,7
[−20, 20] 3000 -2,312541 14,8
[−20, 20] 4000 -2,324226 22,4
[−20, 20] 5000 -2,335225 25,6

Tabla 6.3: Resultados con m = 3 para diferentes espacios de búsqueda individuales y
distintos números de iteraciones globales para la cadena XX cerrada antiferromagnética
de 8 espines. Valores truncados a 7 cifras significativas.

Como tomar 3 términos en la superposición con un espacio de búsqueda individual de
[−15, 15] parece arrojar los mejores resultados, se decidió realizar una serie de
minimizaciones para verificar que el mejor valor que se podría obtener para la energía E/J
con esta combinación es del orden de −2,51 es el mejor valor que se podría obtener con esta
combinación. Para ello se realizaron 100 minimizaciones utilizando solamente el algoritmo
L-BFGS-B, con un número máximo de 15000 iteraciones y un número máximo de 50000
evaluaciones funcionales para cada una. Los resultados de estas minimizaciones se
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Figura 6.5: Resultados, representados por puntos, de 100 minimizaciones utilizando L-BFGS-
B con m = 3 y un espacio de búsqueda individual de [−15, 15] para la cadena XX cerrada
antiferromagnética de 8 espines. El valor de la energía del estado fundamental [GSE] E/J =
−2,613 obtenido por el método de Lanczos, a 4 cifras significativas, se encuentra representado
por la linea horizontal. El mejor valor encontrado, también a 4 cifras significativas, es−2, 514.

muestran en la Figura 6.5. Aunque no de forma consistente, el mejor valor encontrado fue
E/J = −2, 514, truncado a 4 cifras significativas. También se ejecutó una minimización
utilizando dual annealing con 20000 iteraciones globales en la que se obtuvo E/J = −2,517,
truncado a 4 cifras significativas. Esto parece indicar que efectivamente el mejor resultado
que se puede obtener para la energía E/J en estas condiciones es del orden de −2,51 y no
es suficiente para alcanzar el valor de la energía del estado fundamental, que es del orden
de −2,613.

6.3.2. Efecto de las Simetrizaciones

A continuación, se decidió incorporar las simetrizaciones de las fases, parcial y total,
que fueron descriptas en la Sección 5.2.2. Se realizaron minimizaciones para ambas
simetrizaciones, donde los estados variacionales cuentan con 3 términos en la
superposición y se aplican unitarios locales, para distintos espacios de búsqueda con 5000
iteraciones globales. Los resultados de estas minimizaciones se muestran en la Tabla 6.4, y
se puede observar que no ofrecen mejora respecto a los resultados encontrados.
Comparando con los valores de las Tablas 6.1 y 6.3, se observa que para el caso de
simetrización parcial con espacios de búsqueda individuales de [−10, 10] y [−15, 15] se
redujo el tiempo de cómputo necesario.

Simetrización Espacio de Búsqueda Energía (E/J) Tiempo [horas]

Parcial [−10, 10] -2,458110 18,8
Parcial [−15, 15] -2,514458 21,8
Parcial [−20, 20] -2,483068 41,8
Total [−10, 10] -2,483048 34,7
Total [−15, 15] -2,512126 30,8
Total [−20, 20] -2,480008 47,0

Tabla 6.4: Resultados para diferentes espacios de búsqueda individuales incorporando
simetrizaciones para la cadena XX cerrada antiferromagnética de 8 espines. Valores truncados
a 7 cifras significativas.
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(A) (B)

(C) (D)

Figura 6.6: Desempeño de GWGS con 3 términos de superposición, unitarios locales
arbitrarios, y fases parcialmente simetrizadas para cadenas XY antiferromagnéticas cerradas.
En (A) y (C) se muestran los valores teóricos de la energía del estado fundamental [GSE]
en función del parámetro de anisotropía γ y los valores obtenidos mediante el método
variacional para las cadenas de largo 8 y 10, respectivamente, y en (B) y (D) se muestran sus
diferencias.

6.4. Cadena XY con Campo Magnético Nulo

En base a los resultados presentados anteriormente, se decidió fijar el número m de
términos de superposición en 3 y tomar unitarios locales arbitrarios para los GWGS, y aplicar
simetrización parcial. Para el minimizador, se decidió fijar en 5000 el número de iteraciones
globales con un espacio de búsqueda individual para los parámetros variacionales dado por
el intervalo [−15, 15]. Con estos parámetros, se procedió a realizar minimizaciones sobre el
modelo XY para distintos valores del parámetro de anisotropía γ para analizar el desempeño
de los GWGS.

Se realizaron minimizaciones para cadenas de largos 6, 8 y 10. Los resultados de las
minimizaciones para cadenas de 8 y 10 espines se muestran en la Figura 6.6. Se puede
observar que cuando el parámetro de anisotropía toma valores cercanos a la unidad, el
método converge a los valores teóricos de la energía, lo que está de acuerdo con lo discutido
anteriormente para el modelo de Ising. Cuando el parámetro de anisotropía decrece, en
general el algoritmo arroja resultados cada vez más alejados del valor teórico. Este
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comportamiento, en el que las diferencias entre los valores obtenidos de la minimización y
los valores teóricos decrecen con el parámetro de anisotropía hasta encontrar convergencia
para valores del parámetro de anisotropía cercanos a la unidad, también se observó en los
resultados para cadenas de 6 espines. Esto sugiere que el método presenta funcionamiento
óptimo en condiciones de anisotropía considerable.

6.5. Cadena XX con Campo Magnético Transversal

Para examinar el desempeño de los estados de grafo ponderado generalizados en
cadenas antiferromagnéticas cerradas XX con campo magnético transversal se mantuvieron
los mismos parámetros. Esto es, el algoritmo de dual annealing realiza 5000 iteraciones
globales sobre un espacio de búsqueda individual en el intervalo [−15, 15] y los estados
variacionales cuentan con 3 términos de superposición, fases parcialmente simetrizadas, y
se aplican unitarios locales arbitrarios. Luego de realizar una serie de minimizaciones para
cadenas de largo 8 con campo magnético h/J = 1,5, 3 en las que se encontró convergencia a
los valores teóricos, se decidió tomar valores de campo magnético h/J entre 0 y 1,5,
inclusive, con incrementos de 0,1, de forma de que el punto crítico se encuentre dentro de
los valores considerados.

Se realizaron minimizaciones para cadenas de 7, 8, 10 y 12 espines. En la Figura 6.7 se
muestran los resultados en función del campo magnético para la cadena de 8 espines junto
con las diferencias con los valores teóricos, y se incluyen algunas funciones de correlación,
las cuales fueron definidas en (1.24), y algunas correlaciones cruzadas en el plano, dadas por

S
(xy)
jk = ⟨ψ0 | Ŝ

(x)
j Ŝ

(y)
k |ψ0⟩, (6.1)

donde |ψ0⟩ es el estado fundamental normalizado. En todos los casos se observó un
comportamiento similar, en el que para valores de campo magnético intenso se obtiene
convergencia pero para valores de campo magnético débil el método no encuentra un valor
aceptable para la energía.

Cabe notar que para valores del campo magnético cercanos al punto crítico, que como
se vio en el Capítulo 2 se da para h/J = 1, se obtiene convergencia, lo que hace posible
identificar claramente la transición de fase examinando las funciones de correlación
obtenidas. A medida que crece el campo magnético, las correlaciones en el plano decrecen
hasta anularse en el punto crítico, mientras que las correlaciones en la dirección del campo
crecen hasta volverse máximas. Para valores de campo magnético mayores al campo crítico,
las correlaciones obtenidas se mantienen constantes, lo que se puede observar claramente
en la Figura 6.7. Aunque las correlaciones en el plano obtenidas no presenten un
comportamiento suave, las correlaciones en la dirección perpendicular si lo hacen, lo que
probablemente sea producto de la base utilizada para construir los estados variacionales.
Las correlaciones cruzadas en el plano, que deberían ser nulas para todo valor de campo
magnético [162], presentan variaciones significativas para valores de campo magnético
débil. En general, como es de esperarse, las funciones de correlación presentan variabilidad
en su comportamiento en las regiones en las que no se consiguió convergencia de la energía
a los valores teóricos.

Con la esperanza de obtener una mejora en la convergencia, se realizaron
minimizaciones para cadenas de 7 y 8 espines con fases totalmente simetrizadas. Los
resultados obtenidos presentaron un comportamiento idéntico a los casos en los que se
cuenta con fases parcialmente simetrizadas. En ningún caso se observaron mejoras
significativas en los valores de energía obtenidos y las correlaciones presentan un
comportamiento similar a las mostradas en las Figuras 6.7 (C)-(J).
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(A) (B)

(C) (D)

(E) (F)

(G) (H)

(I) (J)

Figura 6.7: Desempeño de GWGS con 3 términos de superposición, unitarios locales
arbitrarios, y fases parcialmente simetrizadas para la cadena XX antiferromagnética cerrada
de 8 espines. En (A) se muestran los valores teóricos de la energía del estado fundamental
[GSE] en función del campo magnético y los valores obtenidos mediante el método
variacional, y en (B) se muestran sus diferencias. En (C)-(J) se muestran algunas funciones
de correlación, correspondientes a los resultados mostrados en (A).
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6.5.1. Efecto de la Parametrización de los Unitarios

Dado que ninguna de las consideraciones discutidas durante este capítulo introdujeron
mejoras en la convergencia para regiones de campo débil, se decidió introducir diversas
modificaciones al método con el objetivo de examinar su efecto sobre los valores de energía
obtenidos en las minimizaciones. Se decidió comenzar con un cambio en la parametrización
de los unitarios locales.

Hasta ahora, se hizo uso exclusivamente de la parametrización (β, γ, δ) definida en
(5.2), que se denominará parametrización ZY en esta discusión, por el uso de la
descomposición z-y en el desarrollo presentado en la Sección C.1 del Apéndice. Como se
mencionó en la Sección 5.2.1, para los operadores unitarios se consideraron inicialmente
dos parametrizaciones alternativas. La primera es la parametrización (α, θ, φ) definida en
(5.3). Esta parametrización se encuentra relacionada con la parametrización ZY, como se
muestra en la Sección C.2 del Apéndice, y se denominará parametrización RA por el uso
directo de la representación matricial de una rotación arbitraria. La segunda es la
parametrización (a, b, c, d) definida en (5.4), y como se obtiene mediante una transformada
de Cayley se denominará parametrización Cayley.

En primera instancia se analizó si estas parametrizaciones presentan sesgos o tendencias
(bias). Para ello, se investigó su promedio y su distribución de autovalores cuando se genera un
gran número de matrices mediante estas parametrizaciones de forma aleatoria. Se generaron
10 millones de matrices para cada parametrización y se calculó el promedio de las matrices
generadas, junto con el promedio de los autovalores de dichas matrices. Los resultados se
muestran en la Tabla 6.5, junto con los intervalos de cada variable sobre los que se tomaron
las muestras aleatorias.

Parametrización Espacio de Generación Promedio Promedio de Autovalores

ZY β, γ, δ ∈ [−6π, 6π] O2 0
RA α, ϕ, ∈ [−2π, 2π], θ ∈ [π, π] O2 0

Cayley a, b, c, d ∈ [−50, 50] −0, 975I2 −1, 949

Tabla 6.5: Resultados de la generación aleatoria de 10 millones de matrices unitarias, para
cada parametrización. Se muestra el espacio de generación de los parámetros sobre el que
tomaron muestras aleatorias, el promedio de las matrices generadas, y el promedio de sus
autovalores. Los resultados fueron redondeados a 3 decimales y se denota por I2 a la matriz
identidad 2× 2 y por O2 a la matriz nula 2× 2.

Se puede observar que las parametrizaciones ZY y RA no presentan sesgos significativos
mientras que la parametrización Cayley sí, ya que las matrices generadas y sus autovalores
promedian a cantidades no nulas. Por esta razón y como, de acuerdo a lo presentado en la
Sección C.1 del Apéndice, siempre se puede ir de la parametrización ZY a la parametrización
RA, se decidió descartar la parametrización RA. La parametrización Cayley presenta un
comportamiento distinto a la parametrización ZY, por lo que se decidió utilizarla en una
serie de minimizaciones.

Parametrizando los unitarios locales arbitrarios con la parametrización Cayley, se
realizaron minimizaciones para cadenas de 7 y 8 espines. Solo se modificó la
parametrización, por lo que se tomaron estados variacionales con 3 términos de
superposición y fases parcialmente simetrizadas, y se realizaron 5000 iteraciones globales
sobre un espacio de búsqueda individual en el intervalo [−15, 15]. El comportamiento
general de los resultados de estas minimizaciones es similar al de los resultados obtenidos
con la parametrización ZY.

En la Figura 6.8 se muestran los resultados de las minimizaciones realizadas para la
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(A) (B)

(C) (D)

(E) (F)

(G) (H)

(I) (J)

Figura 6.8: Desempeño de GWGS con 3 términos de superposición, unitarios locales
arbitrarios parametrizados mediante transformada de Cayley, y fases parcialmente
simetrizadas para la cadena XX antiferromagnética cerrada de 8 espines. En (A) se muestran
los valores teóricos de la energía del estado fundamental [GSE] en función del campo
magnético y los valores obtenidos mediante el método variacional, y en (B) se muestran
sus diferencias. En (C)-(J) se muestran algunas funciones de correlación, correspondientes a
los resultados mostrados en (A).
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cadena de 8 espines. Comparando con los resultados con la parametrización ZY,
presentados en la Figura 6.7, se puede observar que ambas presentan un comportamiento
general similar en el que para valores de campo magnético débil no se consigue
convergencia a los valores esperados pero para valores cercanos y mayores al valor crítico el
método converge y es posible identificar la transición de fase a través de las correlaciones.
No obstante, la parametrización Cayley no solo no presenta mejoras en la convergencia,
sino que se puede observar una leve pérdida en la calidad de los mínimos encontrados. Las
diferencias entre los valores obtenidos y los valores teóricos creció significativamente en
algunos casos y las funciones de correlación presentan mayor variabilidad respecto de las
mostradas en las Figuras 6.7 (C)-(F), (I) y (J), aunque las correlaciones en la dirección del
campo no presentan diferencias significativas.

Después de esto, se volvió a la parametrización ZY y se trató de analizar el efecto de
fijar el parámetro δ de la parametrización. Se realizaron minimizaciones para δ = 0, π/4
para unos pocos valores de campo débil. Se tomó h/J = 0, 1/4, 1/2 pero se observó una
pérdida significativa en la calidad de los mínimos encontrados, por lo que no se realizaron
minimizaciones para otros valores de campo magnético y se abandonó este enfoque.

6.5.2. Minimizaciones Restringidas por Correlaciones

En las Figuras 6.7 y 6.8 se observa que las correlaciones presentan variabilidad para los
valores de campo magnético en los cuales el método no converge a la energía del estado
fundamental de la cadena. Por esta razón, se decidió examinar la convergencia bajo
restricciones a la minimización mediante propiedades conocidas de las correlaciones. Para
el modelo XY en particular, se hizo uso de las siguientes relaciones que cumplen las
correlaciones para este modelo [119, 162]:

S
(x)
jk = S

(y)
jk , S

(xy)
jk = 0, (6.2)

donde S(x)
jk y S(y)

jk se encuentran definidas en la expresión (1.24) y S(xy)
jk se definió en (6.1).

Para implementar las restricciones según estas relaciones, se hizo uso de métodos
conocidos como métodos de penalización (penalty methods) [143, 142], en los que, en lugar
de realizar una minimización restringida, se realiza una minimización sin restricciones en
la que la función a minimizar es la suma de la función objetivo original, y términos siempre
positivos que penalizan cuando las restricciones no se cumplen y se anulan cuando las
restricciones se cumplen.

La función elegida para las minimizaciones es la suma del valor de expectación del
Hamiltoniano ĤXX y dos funciones de penalización según:

⟨ψ(x) | ĤXX |ψ(x)⟩
⟨ψ(x)|ψ(x)⟩

+ C1

∑
(i, j)

(
S
(x)
ij − S

(y)
ij

)2
+ C2

∑
(k, l)

(
S
(xy)
kl

)2
, (6.3)

donde |ψ(x)⟩ son los estados variacionales, las constantes de penalización C1 y C2 son
nuevos parámetros no negativos que controlan el peso de las penalizaciones, y las funciones
de correlación se calculan para pares de sitios (i, j) y (k, l), que se pasan como argumentos
a la función, sobre los estados variacionales normalizados. Se realizaron minimizaciones
para varias combinaciones posibles de sitios y constantes de penalización con los mismos
parámetros mencionados en la sección anterior, y con la parametrización ZY usual para los
unitarios locales, para los mismo valores de campo magnético.

En primera instancia se consideraron casos restringidos por correlaciones en el plano,
para los cuales C2 = 0. Se tomó C1 = 1 y se realizaron minimizaciones para la cadena de 7
espines con diferentes pares de sitios para la penalización. Primero se consideró solo el par
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(1, 2), luego los pares (1, 2) y (2, 3), y finalmente los pares (1, 2) y (1, 3). Para cadenas de
largo 8 y 10 se realizaron minimizaciones con el par de penalización (1, 2) y con constante de
penalización C1 = 1, y para la cadena de largo 10 se realizaron dos minimizaciones más, una
con C1 = 2 y otra con C1 = 10. En ninguno de estos casos se observó mejoras significativas
en los valores de energía obtenidos respecto de minimizaciones previas y el comportamiento
de estos fue idéntico a los mostrados anteriormente. Lo que si se observó fue una leve
mejora en los comportamientos generales de las correlaciones, las cuales presentaron menor
variabilidad.

Seguido esto, se decidió investigar el efecto de extender la penalización, siempre con
C2 = 0, a un mayor número de pares de sitios. Para esto se utilizó que el valor de expectación
del Hamiltoniano es, esencialmente, una suma de funciones de correlación a primeros vecinos
y magnetizaciones. Si |ψ0⟩ es el estado fundamental normalizado, se tiene

ĤXX = −J
∑
i

[
Ŝ
(x)
i Ŝ

(x)
i+1 + Ŝ

(y)
i Ŝ

(y)
i+1

]
− h

N∑
j=1

Ŝ
(z)
j

⟨ψ0 | ĤXX |ψ0⟩ = −J
∑
i

[
S
(x)
i, i+1 + S

(y)
i, i+1

]
− h

N∑
j=1

M
(z)
j ,

(6.4)

lo que permite evaluar estas cantidades primero, y luego construir el valor de expectación
a partir de ellas. Haciendo uso de esto, se hicieron dos implementaciones y se realizaron
minimizaciones para cadenas de 8 espines. La primer implementación penaliza sobre todos
los pares de sitios que son primeros vecinos y se hicieron minimizaciones para C1 = 1 y
C1 = 10. La otra implementación penaliza sobre todos los pares de sitios y solo se realizó una
minimización para C1 = 2. Al igual que antes, en ningún caso se observaron mejoras en los
valores obtenidos para la energía y, en general, los resultados fueron levemente peores, lo que
puede deberse a la gran cantidad de restricciones. Sin embargo, las funciones de correlación,
como es de esperarse, presentaron una mejora significativa en su comportamiento. Se nota
también que los tiempos de cómputo para estas implementaciones crecieron producto de las
numerosas evaluaciones de valores de expectación, por lo que estas implementaciones no
fueron utilizadas para otras minimizaciones.

Finalmente, se introdujeron penalizaciones por correlaciones cruzadas en el plano para
minimizaciones sobre la cadena de 8 espines. Primero se consideraron ambas
penalizaciones en simultáneo sobre el par (1, 2). Se realizaron cuatro minimizaciones, una
para cada combinación posible de las constantes C1 y C2 con los valores 2 y 10. Luego, se
realizaron minimizaciones solo con penalizaciones por correlaciones cruzadas en el plano.
Se fijó C2 = 2 y se realizaron minimizaciones para el par (1, 2), para los pares (1, 2) y (1, 3),
y para los pares (1, 2) y (2, 3). Los resultados de esta última se muestran en la Figura 6.9.
Los resultados de estas minimizaciones fueron de la misma naturaleza que los discutidos
anteriormente. No se observaron mejoras significativas en los valores obtenidos para la
energía, pero las funciones de correlación sobre las que se penaliza presentan una mejora
leve en su comportamiento general.

6.5.3. Algoritmo Genético y Nueva Exploración del Espacio de Búsqueda

A continuación se decidió volver sobre el algoritmo genético y examinar nuevamente el
espacio de búsqueda. En primera instancia se utilizo el algoritmo genético con los mismos
parámetros con los que se estaba trabajando con dos modificaciones. La primera es la
extensión del espacio de búsqueda individual para los parámetros variacionales al
intervalo [−30, 30], y la segunda es la penalización sobre correlaciones cruzadas en el plano
con C2 = 2 para el par (1, 2).
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Figura 6.9: Desempeño de GWGS con 3 términos de superposición, unitarios locales
arbitrarios, y fases parcialmente simetrizadas para la cadena XX antiferromagnética cerrada
de 8 espines con penalizaciones por correlaciones cruzadas para los pares de sitios (1, 2) y
(2, 3). En (A) se muestran los valores teóricos de la energía del estado fundamental [GSE]
en función del campo magnético y los valores obtenidos mediante el método variacional, y
en (B) se muestran sus diferencias. En (C)-(J) se muestran algunas funciones de correlación,
correspondientes a los resultados mostrados en (A).
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El algoritmo genético se implementó con una función de aptitud dada por el negativo
de la función objetivo de la expresión (6.3). Se fijó el número máximo de generaciones en
1000 con una población 1500 individuos, 150 de los cuales se conservan para la generación
siguiente. Se seleccionan 350 individuos como padres mediante selección de estado estable
(steady state selection), que selecciona los padres mas aptos, y sus hĳos reemplazan a los
individuos con menor aptitud, siempre que presenten mayor aptitud. Se introdujeron
operaciones genéticas personalizadas. Para la recombinación se implementó recombinación
en un punto por tipo de parámetro variacional: fases de las compuertas, parámetros de los
unitarios locales, coeficientes de deformación, y coeficientes de superposición. La
recombinación en un punto se efectúa por separado para cada tipo de parámetro, en un
punto generado de forma aleatoria, con una probabilidad del 5%. Para la mutación se
implementó una mutación que modifica un solo gen en un valor de hasta el 5% de su valor
original. Tanto el gen como el valor de la mutación son elegidos de forma aleatoria y en
caso en que se sobrepasen los límites del espacio de búsqueda se multiplica el gen por un
número aleatorio entre 0,99 y 1 hasta que este quede dentro del espacio de búsqueda
nuevamente.

Campo Magnético (h/J) Energía (E/J) Diferencia (∆E/J) Tiempo [horas]

0 −2,112 0,501 7,5

0,2 −2,274 0,339 7,4

0,3 −2,326 0,388 7,4

0,5 −2,609 0,305 7,9

0,7 −3,086 0,161 7,6

Tabla 6.6: Mejores resultados de minimizaciones con el algoritmo genético con un espacio
de búsqueda individual en [−30, 30] y penalización por correlaciones cruzadas en el plano
para el par (1, 2) para distintos valores del campo magnético. Se muestra el valor de campo
magnético, el resultado obtenido, su diferencia con la energía del estado fundamental [GSE]
teórica, y el tiempo de cómputo. Valores de energía redondeados a 3 decimales.

Se seleccionaron 5 valores de campo magnético h/J : 0, 0,2, 0,3, 0,5, y 0,7 y para cada uno
de ellos se realizaron 4 minimizaciones. Los mejores resultados de estas minimizaciones,
para cada valor de campo magnético, se muestran en la Tabla 6.6. Aunque se muestren
los mejores resultados obtenidos, cabe notar que, para cada valor de campo magnético,
todas las minimizaciones arrojaron resultados similares. Comparando con lo mostrado en
la Figura 6.9 se puede observar que, aunque se observa un comportamiento similar en el
que las diferencias entre los resultados obtenidos y los valores teóricos decrece con el campo
magnético, se obtuvieron resultados con mayores diferencias entre los valores obtenidos y la
energía del estado fundamental. También se observa una reducción drástica en los tiempos
de cómputo cuando se compara con los tiempos mostrados en las Tablas 6.3 y 6.4.

Luego de realizar estas minimizaciones se decidió incrementar el tamaño del espacio
de búsqueda. Se fijó el valor de campo magnético en h/J = 0,7, se tomaron espacios de
búsqueda individuales dados por los intervalos [−50, 50], [−100, 100], [−200, 200],
[−500, 500], y [−1000, 1000], y se realizaron 2 minimizaciones para cada uno de ellos. Los
mejores resultados de estas minimizaciones se muestran en la Tabla 6.7 y la aptitud en
función del número de generaciones para los últimos dos casos se muestran en la
Figura 6.10. Comparando con los valores mostrados en la Tabla 6.6, se puede observar que
incrementar el espacio de búsqueda no lleva a mejores resultados bajo las mismas
condiciones, aunque el tiempo de cómputo no crece de manera significativa.

En todas las minimizaciones realizadas con el algoritmo genético, la aptitud presentó
un comportamiento similar a los mostrados en la Figura 6.10. La aptitud crece rápidamente
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Espacio de Búsqueda Energía (E/J) Diferencia (∆E/J) Tiempo [horas]

[−50, 50] −3,039 0,208 7,2

[−100, 100] −2,995 0,252 8,0

[−200, 200] −3,0033 0,244 8,1

[−500, 500] −3,013 0,235 7,6

[−1000, 1000] −2,986 0,262 7,5

Tabla 6.7: Mejores resultados de minimizaciones para campo magnético h/J = 0,7 con
el algoritmo genético con penalización por correlaciones cruzadas en el plano para el par
(1, 2) para distintos espacios de búsqueda. Se muestra el espacio de búsqueda individual, el
resultado obtenido, su diferencia con la energía del estado fundamental [GSE] teórica, y el
tiempo de cómputo. Valores de energía redondeados a 3 decimales.

(A) (B)

Figura 6.10: Aptitud en función del número de generaciones para los mejores resultados de
minimizaciones para campo magnético h/J = 0,7 con el algoritmo genético con penalización
por correlaciones cruzadas en el plano para el par (1, 2)para espacios de búsqueda individual
en [−500, 500], en (A), y [−1000, 1000], en (B). Se muestran también los valores de aptitud
objetivo, dados por el negativo de la energía del estado fundamental.
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en las primeras 100 o 200 generaciones, y en las siguientes generaciones crece lentamente.
Cabe notar que para todas las minimizaciones se estableció como criterio de convergencia la
saturación por 30 generaciones, pero ninguna de las minimizaciones terminó sin generar las
1000 generaciones máximas. Esto quiere decir que, aunque en base a la Figura 6.10 se podría
pensar que la aptitud no crece en las últimas generaciones, ninguna de estas minimizaciones
vio 30 generaciones seguidas en las que la aptitud máxima se mantuvo constante.

6.5.4. Coeficientes de Deformación Absolutos

El último intento para mejorar la convergencia se hizo mediante una modificación a los
coeficientes de deformación en la definición de los estados variacionales. En la construcción
de los estados de grafo ponderado generalizados discutida en la Sección 3.4.2, se definen
los operadores de deformación en términos de coeficientes de deformación relativos d(j)a

y el punto de partida para la construcción para sistemas de N espines consiste en tomar
combinaciones lineales de estados de la forma

N⊗
a=1

(
|0⟩+ d(j)a |1⟩

)
, d(j)a ∈ C.

La modificación considerada fue, en lugar de trabajar con coeficientes de deformación
relativos, introducir un segundo coeficiente de deformación f

(j)
a de forma que la

construcción de estados variacionales se comience tomando combinaciones lineales de
estados de la forma

N⊗
a=1

(
f (j)a |0⟩+ d(j)a |1⟩

)
, f (j)a , d(j)a ∈ C.

Esto permite formular la construcción en términos de f
(j)
a y d

(j)
a como coeficientes de

deformación absolutos, agregando 2mN nuevos parámetros variacionales.
Una vez implementada esta modificación, se hizo una minimización para la cadena de

8 espines para valores de campo magnético h/J entre 0 y 1,5 en incrementos de 0,1 con los
parámetros originales. Esto es, se utilizaron estados variacionales con 3 términos de
superposición, unitarios locales arbitrarios parametrizados mediante la parametrización
ZY, y fases parcialmente simetrizadas, y el algoritmo de dual annealing ejecutó 5000
iteraciones globales en un espacio de búsqueda individual dado por el intervalo [−15, 15].
Esta minimización presentó una pequeña mejora en el comportamiento general de los
valores de energía obtenidos, así como en el comportamiento general de las correlaciones,
por lo que se decidió realizar minimizaciones similares para cadenas de 8, 10 y 12 espines
incorporando una penalización por correlaciones cruzadas en el plano con C2 = 2 para el
par (1, 2). Los resultados obtenidos para la cadena de 8 espines se muestran en la
Figura 6.11. Comparando con los resultados que se muestran en la Figura 6.9, se puede
observar una leve mejora en los resultados obtenidos para la energía, aunque no una
mejora significativa, con correlaciones ligeramente mejor comportadas. En los casos de 10 y
12 espines se observaron mejoras similares, pequeñas pero no significativas.

Se decidió realizar minimizaciones con fases no simetrizadas y fases totalmente
simetrizadas para la cadena de 8 espines, pero ninguno de estos casos ofreció mejoras en
los valores encontrados, y en el caso sin simetrización se observó un pequeño aumento en
las diferencias con los valores teóricos en conjunto con mayores variaciones en las
correlaciones. También se realizo una última minimización para el caso ferromagnético con
fases parcialmente simetrizadas, pero las diferencias con los valores teóricos siguen un
comportamiento general similar al mostrado en la Figura 6.11 (B), sin diferencias
significativas, y las correlaciones presentaron un comportamiento general similar al
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Figura 6.11: Desempeño de GWGS con 3 términos de superposición, unitarios locales
arbitrarios, fases parcialmente simetrizadas, y coeficientes de deformación absolutos para
la cadena XX antiferromagnética cerrada de 8 espines con penalización por correlaciones
cruzadas para el par de sitios (1, 2). En (A) se muestran los valores teóricos de la energía del
estado fundamental [GSE] en función del campo magnético y los valores obtenidos mediante
el método variacional, y en (B) se muestran sus diferencias. En (C)-(J) se muestran algunas
funciones de correlación, correspondientes a los resultados mostrados en (A).
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mostrado en (C)-(J) de la misma figura, presentando variabilidad para algunos pocos
valores de campo magnético pero de todas formas permitiendo identificar el punto crítico
de forma clara.

6.6. Cadena de Ising con Campo Magnético Transversal

Con coeficientes de deformación absolutos como última modificación al método, se
decidió examinar el modelo de Ising con campo magnético transversal. Se utilizaron GWGS
con 3 términos de superposición, coeficientes de deformación absolutos, unitarios locales
parametrizados por la parametrización ZY, y fases parcialmente simetrizadas. Los
parámetros del minimizador se mantuvieron, por lo que se tomaron 5000 iteraciones
globales en un espacio de búsqueda individual en el intervalo [−15, 15].

Se realizaron minimizaciones para las cadenas ferromagnética y antiferromagnética de
8 espines con penalización por correlaciones cruzadas en el plano con C2 = 2 para el par
(1, 2) y sin penalizaciones para valores de campo magnético h/J entre 0 y 1,5 en
incrementos de 0,1. En ambos casos se obtuvieron mejores resultados para las
minimizaciones con penalizaciones. En la Figura 6.12 se muestran los resultados para la
cadena antiferromagnética de 8 espines con penalización.

Se puede notar que se obtienen resultados que, en comparación con los mostrados en la
Figura 6.11 para el modelo XX, presentan menores diferencias con los valores teóricos. A
diferencia del caso del modelo XX, la región problemática para el modelo de Ising es
alrededor del punto crítico. Esto también se observo en las otras tres minimizaciones
realizadas. En todos los casos se observó un comportamiento similar en las correlaciones en
el que, a diferencia de las correlaciones en y, mostradas en las Figuras 6.12 (E) y (F), las
correlaciones en x, mostradas en las Figuras 6.12 (C) y (D), y las correlaciones en z,
mostradas en las Figuras 6.12 (G) y (H), presentan buen comportamiento. En estas
correlaciones se puede notar un comportamiento exponencial salvo alrededor de h/J = 1,
lo que sugiere la presencia de un punto crítico en el modelo que, como se vio en el
Capítulo 2, efectivamente se encuentra cuando h/J = 1.

Estos resultados dan soporte a lo sospechado anteriormente cuando se discutió el
modelo XY en ausencia de campo magnético. El método parece arrojar mejores resultados
en condiciones de anisotropía considerable en las interacciones en el plano, o bien cuando
las interacciones son una sola dirección, como es el caso con el modelo de Ising.

6.7. Modelo FNEI con Campo Magnético Transversal

Para el modelo extendido de Ising con interacciones antiferromagnéticas a algunos
vecinos, definido en la expresión (1.21), se realizaron minimizaciones en las mismas
condiciones descriptas para el modelo de Ising en la Sección anterior, lo que es posible
debido a que para este modelo también se da que las correlaciones cruzadas en el plano son
nulas [113]. Para los números de coordinación Z , que gobiernan el alcance de las
interacciones, se consideraron los valores 2 y 3, mientras que para el parámetro α, que
controla el decaimiento de las interacciones con la distancia entre sitios, se consideraron los
valores 1 y 2. En todos los casos, se realizaron minimizaciones sobre la cadena cerrada de 8
espines para valores de campo magnético h/J entre 1 y 3 en incrementos de 0,1.

Para la cadena con número de coordinación Z = 2 y parámetro α = 2, los resultados
se muestran en la Figura 6.13. El comportamiento general de los resultados obtenidos para
α = 1 es similar a los mostrados en esta Figura. Se pueden observar similitudes con los
resultados de la Figura 6.12 para el modelo de Ising. Uno de los puntos críticos de este
modelo [113], es para h/J = 2, y es en las regiones cercanas a este valor donde el método
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Figura 6.12: Desempeño de GWGS con 3 términos de superposición, unitarios locales
arbitrarios, fases parcialmente simetrizadas, y coeficientes de deformación absolutos para la
cadena de Ising antiferromagnética cerrada de 8 espines con penalización por correlaciones
cruzadas para el par de sitios (1, 2). En (A) se muestran los valores teóricos de la energía del
estado fundamental [GSE] en función del campo magnético y los valores obtenidos mediante
el método variacional, y en (B) se muestran sus diferencias. En (C)-(J) se muestran algunas
funciones de correlación, correspondientes a los resultados mostrados en (A).
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presenta mayores dificultades en la convergencia, aunque los valores obtenidos y los valores
que se obtuvieron mediante simulaciones con QuTiP de la energía del estado fundamental
presentan, a lo sumo, diferencias del 1%. También, las funciones de correlación en x y z
mostradas en las Figuras 6.13 (C), (D), (G) y (H) presentan un comportamiento general sin
grandes variaciones, mientras que las correlaciones en y, que se pueden observar en las
Figuras 6.13 (E) y (F), no comparten del todo este comportamiento. Al igual que con el
modelo de Ising, las correlaciones en x y z permiten identificar visualmente la presencia de
uno de los puntos críticos del modelo.

En cuanto a la cadena con número de coordinación Z = 3 y parámetro α = 2, en la
Figura 6.14 se muestran los resultados obtenidos junto con las funciones de correlación. A
diferencia del caso anterior, se puede notar que los resultados obtenidos presentan mayores
diferencias con los valores obtenidos con QuTiP, lo que parece indicar que el método no
se adecúa a interacciones de mediano alcance. Estas diferencias son mayores alrededor del
valor 1,5 para el campo magnético h/J . Esto, junto con las correlaciones presentadas en
las Figuras 6.14 (C)-(H), que presentan una suerte de salto entre los valores 1,4 y 1,5 para
h/J , sugieren que alrededor del valor h/J = 1,5 se encuentra uno de los puntos críticos
del modelo. Para α = 1 se observó un comportamiento similar en las diferencias entre los
valores de energía obtenidos y los valores obtenidos por simulaciones, con la salvedad de
que estas siguen aumentando a medida que decrece el valor del campo. Esto, sumado a que
no se observaron cambios en los comportamientos de las correlaciones, indica que el punto
crítico en ese caso no se encuentra en el intervalo [1, 3], sino que se da para valores de campo
magnético h/J menores a 1.

Para las cadenas con número de coordinación Z = 3 y parámetros α = 1 y α = 2 se
realizaron una serie de minimizaciones con algunas modificaciones para analizar si alguna
de ellas introduce mejoras en la convergencia. Primero se aumentó el númerom de términos
en la superposición a 5, luego se agregaron penalizaciones a dos pares más de sitios, (1, 3)
y (1, 4), y finalmente se realizaron minimizaciones con ambas en conjunto pero se levantó
la simetrización de las fases, pensando que tal vez la simetrización estuviese restringiendo
al método. En ningún caso se observaron cambios significativos en los valores obtenidos
respecto de los descriptos en el párrafo anterior, salvo por la presencia de algunas variaciones
en las correlaciones en el caso sin simetrización.

Finalmente, se realizaron minimizaciones para la cadena de 10 espines con número de
coordinación Z = 3 y parámetros α = 2 para los mismos valores de campo magnético. Se
tomó 5 términos en la superposición y se penalizó por correlaciones cruzadas en el plano
en los pares de sitios (1, 2) y (1, 3) con un valor de C2 = 2. El comportamiento general de
los resultados fue similar al mostrado en la Figura 6.14, en el que las diferencias entre los
valores de energía obtenidos en la minimización y los valores obtenidos por simulaciones en
QuTiP presentan un pico alrededor de los mismos valores de campo magnético h/J para los
que las correlaciones presentan un cambio en su comportamiento en forma de una suerte de
salto. A diferencia del caso de la cadena de 8 espines, para la cadena de 10 espines los valores
de campo magnético entre los cuales se observa este comportamiento fueron 1,5 y 1,6. Esto
sugiere que la ubicación del punto critico no solo depende del número de coordinación Z y
del parámetro α, sino también del número de espines.

6.8. Modelo SSH

Finalmente, se realizaron una serie de minimizaciones para el modelo SSH, definido
en la expresión (1.22). A diferencia de los casos anteriores no se consideró el modelo con
campo magnético transversal, sino que se realizaron minimizaciones para distintos valores
del cociente entre la interacción fuerte Js y la interacción débil Jw. Se tomaron los mismos
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Figura 6.13: Desempeño de GWGS con 3 términos de superposición, unitarios locales
arbitrarios, fases parcialmente simetrizadas, y coeficientes de deformación absolutos para la
cadena FNEI con Z = 2 y α = 2 antiferromagnética cerrada de 8 espines con penalización
por correlaciones cruzadas para el par de sitios (1, 2). En (A) se muestran los valores de
la energía del estado fundamental [GSE] en función del campo magnético obtenidos por
simulaciones con QuTiP y los valores obtenidos mediante el método variacional, en (B) se
muestran sus diferencias, y en (C)-(J) se muestran algunas funciones de correlación.

110



(A) (B)

(C) (D)

(E) (F)

(G) (H)

(I) (J)

Figura 6.14: Desempeño de GWGS con 3 términos de superposición, unitarios locales
arbitrarios, fases parcialmente simetrizadas, y coeficientes de deformación absolutos para la
cadena FNEI con Z = 3 y α = 2 antiferromagnética cerrada de 8 espines con penalización
por correlaciones cruzadas para el par de sitios (1, 2). En (A) se muestran los valores de
la energía del estado fundamental [GSE] en función del campo magnético obtenidos por
simulaciones con QuTiP y los valores obtenidos mediante el método variacional, en (B) se
muestran sus diferencias, y en (C)-(J) se muestran algunas funciones de correlación.
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(A) (B)

Figura 6.15: Desempeño de GWGS con 3 términos de superposición, unitarios locales
arbitrarios, fases simetrizadas mediante simetrización SSH, y coeficientes de deformación
absolutos para la cadena SSH antiferromagnética cerrada de 8 espines con penalización
por correlaciones cruzadas para los pares de sitios (1, 2) y (1, 3). En (A) se muestran los
valores de la energía del estado fundamental [GSE] en función del cociente Js/Jw entre las
interacciones débil y fuerte obtenidos por simulaciones con QuTiP y los valores obtenidos
mediante el método variacional y en (B) se muestran sus diferencias.

parámetros para el minimizador y para los estados variacionales que los descriptos para las
primeras minimizaciones del modelo FNEI, con la salvedad de que se utilizó la simetrización
SSH para las fases y se extendió la penalización por correlaciones cruzadas en el plano a los
pares de sitios (1, 2) y (1, 3).

Se consideró solamente la cadena cerrada de 8 espines y ambas interacciones
antiferromagnéticas. Los resultados de estas minimizaciones, que se realizaron para valores
de Js/Jw entre 2 y 6 en incrementos de 0,2, se muestran en la Figura 6.15. Se puede observar
que el tamaño de las diferencias entre los valores obtenidos mediante las minimizaciones y
los valores obtenidos mediante simulaciones con QuTiP son del mismo orden que las que
se presentan para el modelo de Ising, en la Figura 6.12 (B), y el modelo FNEI con número de
coordinación Z = 2, en la Figura 6.13 (B). Esto sugiere que el método también presenta
buen desempeño, en comparación con el desempeño que se observa para el modelo XX en
la Figura 6.11 (B), en los casos en que se alternen las interacciones a lo largo de la cadena.
Aunque también se podría estudiar las funciones de correlación, como función de Js/Jw,
para este modelo no fueron consideradas.
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7. Conclusiones

Los métodos variacionales son de los métodos de cálculo más exitosos de la mecánica
cuántica y tanto sus ventajas como sus desventajas motivan constantemente el desarrollo de
nuevas técnicas para el análisis de sistemas cuánticos de muchos cuerpos. La
generalización hecha por Anders et al. [72] de los estados de grafo ponderado, que en este
escrito se denominó estados de grafo ponderados generalizados, introduce una clase de
estados variacionales para sistemas de espines para la que el número de parámetros crece
polinomialmente con el número N de espines. Estos estados variacionales se pueden
extender a sistemas de n niveles, conservando todas las propiedades que interesan, y al no
reflejar ninguna geometría espacial en su formulación matemática son aptos, al menos en
principio, para cualquier tipo de sistema de n niveles multidimensional.

La implementación del método no depende del Hamiltoniano de estudio, ya que la
construcción de los estados variacionales y el calculo de la energía se manejan
independientemente del Hamiltoniano. Solo se requiere de una función que reciba el array
correspondiente al estado variacional y devuelva el array que resulta de aplicarle el
Hamiltoniano, por lo que para analizar nuevos Hamiltonianos no se requiere ningún tipo
de modificación a la implementación, y solo basta con introducir una nueva función para el
Hamiltoniano del nuevo sistema que se quiere estudiar. Como a través de los parámetros
obtenidos de la minimización se puede construir la estimación del estado fundamental, es
bastante sencillo calcular funciones de correlación, lo que permite identificar transiciones
de fase.

Sin embargo, estos estados no parecen generar una parametrización del espacio de
Hilbert lo suficientemente buena como para constituir un método variacional versátil y
robusto. Los casos en los que se encontraron resultados para energías de estados
fundamentales verdaderamente buenos no fueron muchos. El modelo de Ising con campo
magnético transversal fue el modelo que arrojó mejores resultados en general,
particularmente para campo magnético débil (h/J ⪅ 0,4). El modelo XX con campo
magnético transversal intenso (h/J ⪆ 0,9) y el modelo XY con alto grado de anisotropía
(γ ⪆ 0,6) también presentaron buenos resultados, aunque solamente en esas regiones. El
modelo extendido de Ising con interacciones a pocos vecinos presentó dificultades para la
convergencia alrededor de los puntos críticos. Particularmente, el caso con número de
coordinación Z = 3 exhibió diferencias significativas con los valores obtenidos por
simulaciones. Comparativamente, los resultados obtenidos para el modelo SSH no fueron
malos, y junto con lo visto para el modelo XY indican que el método presenta mejor
funcionamiento cuando las interacciones son anisotrópicas y no homogéneas. Estos
resultados sugieren la posibilidad de que el método sea útil para analizar cadenas con
interacciones con defectos.

La falta de convergencia a los valores esperados dieron lugar a la introducción de diversas
modificaciones al método, como lo fueron las minimizaciones restringidas, los coeficientes
de deformación absolutos, y las simetrizaciones de las fases, que ofrecieron mejoras leves
pero no permitieron encontrar estimaciones de la energía lo suficientemente buenas como
para obtener acuerdo con los valores de referencia en las regiones problemáticas. A pesar de
esto, las modificaciones introducidas al método fueron suficientes para que las correlaciones
presenten mejor comportamiento. Esto hizo posible identificar la presencia de puntos críticos
observando el comportamiento de las correlaciones a pesar de que, como es el caso para
modelos de tipo Ising, las regiones problemáticas del método se podían encontrar en la
vecindad de los mismos.
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Una de las razones por las cuales prácticamente no se analizaron cadenas de más de
12 espines, además de la falta de convergencia a los valores esperados para cadenas de los
largos considerados, es que los tiempos de cómputo se vuelven extensos y no se justifica
el análisis de estas cadenas sin primero verificar que el método funcione correctamente
para cadenas de largos menores. De todas formas, las cadenas de los largos considerados,
que no son cadenas con un gran número de espines, presentan tiempos de cómputo que
pueden considerarse como extensos. Una de las causas de esto es que no se puso gran
interés en introducir optimizaciones al cálculo de la energía, aunque sí se implementaron
pequeñas optimizaciones, sino que el enfoque en este trabajo se puso en tratar de lograr
acuerdo con los valores de referencia. La implementación realizada para la evaluación del
valor de expectación de Hamiltonianos no es particularmente rápida, ya que analiza cada
vector individual de la base computacional para encontrar la ubicación de los sitios en
estados particulares. También, la etapa de aplicación de los unitarios locales arbitrarios es
un algoritmo con complejidad computacionalO(N2N+1) y, aunque es una mejora sustancial
respecto de la construcción de la matriz completa de unitarios, que tiene complejidadO(22N )
[158], crece exponencialmente con el número de espines.

Un camino natural para reducir los tiempos de cómputo necesarios para las
minimizaciones, que no sea una implementación en GPU o en algún lenguaje compilado, es
hacer uso de la principal característica que los estados de grafo ponderado generalizado
comparten con los estados de grafo ponderado. Para ambos, es posible obtener expresiones
analíticas para valores de expectación de observables locales en función de los parámetros
variacionales. Como en todos los modelos considerados los Hamiltonianos son suma de
operadores locales, es posible obtener una expresión analítica para la energía en función de
los parámetros variacionales. El desarrollo para obtener estas expresiones no es
necesariamente sencillo, pero haciendo uso de ellas se evita tener que construir el estado
sobre el cual se aplica el método variacional cada vez que se quiera evaluar la energía
durante el proceso de minimización. Teniendo una expresión analítica para la energía en
función de los parámetros variacionales, es posible obtener también una expresión analítica
para el gradiente, lo que puede permitir que los minimizadores hagan uso del gradiente
exacto de la energía, en lugar de estimarlo mediante aproximaciones, y así obtener un
proceso de minimización más eficiente. Hay que notar que el desarrollo para la obtención
de una expresión analítica para el gradiente de la energía es dependiente de la
parametrización utilizada para los operadores unitarios locales y algunas
parametrizaciones, como la parametrización por transformada de Cayley, se prestan mejor
al desarrollo de estas expresiones [72].

Si los tiempos de cómputo se ven reducidos, se podría analizar el desempeño de
estados variacionales con un número mayor de términos de superposición que los
considerados en este trabajo. Aunque se examinaron estados variacionales con hasta 5
términos en la superposición, es enteramente posible que, aunque no se hayan observado
mejores resultados en este caso, aumentar este número ofrezca una mejor parametrización
del espacio de Hilbert. Esto, sumado a un proceso de minimización más cuidadoso, podría
llevar a mejores resultados. De todas formas, la bibliografía no sugiere que esta familia de
estados muestren la utilidad suficiente como estados variacionales como para competir con
métodos más establecidos, sino que encuentran éxito cuando son utilizados en conjunto
con otros métodos o cuando se utilizan para analizar conceptos o realizar cálculos
relacionados con la computación cuántica [65, 70, 140, 141, 163, 164].
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A. Expresiones para Matrices Densidad

Reducida de 1 y 2 Sitios

Las matrices densidad reducida de 1 y 2 sitios, para cadenas simétricas de N espines
1
2 , se pueden obtener en términos de magnetizaciones y funciones de correlación haciendo
uso de la expansión de operadores en términos de operadores de Pauli. En este Apéndice se
detallan los cálculos necesarios.

A.1. Matriz Densidad Reducida de Un Sitio

Para una cadena simétrica, la matriz densidad reducida para el primer espín ρ̂(1) es
igual, por simetría traslacional, al estado ρ̂(j) de un espín de un sitio arbitrario:

ρ̂(1) = ρ̂(j) = Trj(ρ̂),

donde Trj indica la traza parcial sobre todos los grados de libertad salvo el espín en el sitio
j. Para encontrar una expresión para ρ̂(j) se puede notar que, como este es un operador que
actúa en el espacio de Hilbert de 1 espín 1

2 , admite una expansión de la forma

ρ̂(j) = c0Îj + c1σ̂
(x)
j + c2σ̂

(y)
j + c3σ̂

(z)
j . (A.1)

Para encontrar los coeficientes cj , se hace uso de las siguientes propiedades:

Tr(ρ̂) = 1, Tr(Ôρ̂) = ⟨Ô⟩,(
σ̂
(k)
j

)2
= Îj , σ̂

(k)
j σ̂

(l)
j = δklÎj + iεklmσ̂

(m)
j .

c0:

⟨Îj⟩ = Tr(Îj ρ̂(j)) = Tr(ρ̂(j)) =↑
(A.1)

c0Tr(Îj) + c1Tr(σ̂
(x)
j ) + c2Tr(σ̂

(y)
j ) + c3Tr(σ̂

(z)
j ) = 2c0

c0 =
1

2
⟨Îj⟩ =

1

2

c1:

σ̂
(x)
j ρ̂(j) = c0σ̂

(x)
j + c1Îj + c2σ̂

(x)
j σ̂

(y)
j + c3σ̂

(x)
j σ̂

(z)
j = c0σ̂

(x)
j + c1Îj + ic2σ̂

(z)
j − ic3σ̂

(y)
j

⟨σ̂(x)j ⟩ = Tr(σ̂
(x)
j ρ̂(j)) = c0Tr(σ̂

(x)
j ) + c1Tr(Îj) + ic2Tr(σ̂

(z)
j )− ic3Tr(σ̂

(y)
j ) = 2c1

c1 =
1

2
⟨σ̂(x)j ⟩
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c2:

σ̂
(y)
j ρ̂(j) = c0σ̂

(y)
j + c1σ̂

(y)
j σ̂

(x)
j + c2Îj + c3σ̂

(y)
j σ̂

(z)
j = c0σ̂

(y)
j − ic1σ̂

(z)
j + c2Îj + ic3σ̂

(x)
j

⟨σ̂(y)j ⟩ = Tr(σ̂
(y)
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(y)
j )− ic1Tr(σ̂

(z)
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(x)
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(z)
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(y)
j )− ic2Tr(σ̂

(x)
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c3 =
1

2
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Entonces:
ρ̂(j) =

1

2
Îj +

1

2

∑
k=x, y, z

⟨σ̂(k)j ⟩σ̂
(k)
j =

1

2
Îj +

∑
k=x, y, z

M
(k)
j σ̂

(k)
j . (A.2)

En principio se necesitan 3 valores de expectación para especificar ρ̂(j), pero este número se
puede reducir por simetrías según la cadena de estudio. Por ejemplo, en el caso del modelo
XY, basta con conocer ⟨σ̂(z)j ⟩ para especificar ρ̂(j) [162]. Como el Hamiltoniano es real, debe
ser ρ̂(j) = ρ̂∗(j). Luego, como la única matriz de Pauli compleja es σ(y) debe ser ⟨σ̂(y)j ⟩ = 0.
Para poder afirmar que ⟨σ̂(x)j ⟩ = 0, se hace uso de que [165][∏

k

σ̂
(z)
k , ĤXY

]
= 0.

Esta simetría implica que [σ̂(z)j , ρ̂(j)] = 0, y como [σ̂
(z)
j , σ̂

(x)
j ] ̸= 0, debe ser ⟨σ̂(x)j ⟩ = 0. Entonces,

la matriz densidad reducida de un sitio queda dada por:

ρ̂(j) =
1

2
Îj +

1

2
⟨σ̂(z)j ⟩σ̂

(z)
j =⇒ ρ(j) =

1

2

(
1 + ⟨σ̂(z)j ⟩ 0

0 1− ⟨σ̂(z)j ⟩.

)
(A.3)

A.2. Matriz Densidad Reducida de Dos Sitios

Al igual que para la matriz densidad reducida de un sitio, se plantea que

ρ̂(jk) =
3∑

i=0

3∑
l=0

cilσ̂
(i)
j ⊗ σ̂

(l)
k , (A.4)

donde σ̂(0)j = Îj , σ̂
(1)
j = σ̂

(x)
j , σ̂(2)j = σ̂

(y)
j , y σ̂(3)j = σ̂

(z)
j . Para encontrar una expresión para los

coeficientes cpq, se multiplica por izquierda por los operadores correspondientes y se toma
la traza:

σ̂
(p)
j σ̂

(q)
k ρ̂(jk) =

3∑
i, l=0

cil

(
σ̂
(p)
j σ̂

(i)
j

)
⊗
(
σ̂
(q)
k σ̂

(l)
k

)

⟨σ̂(p)j σ̂
(q)
k ⟩ =

3∑
i, l=0

cil Tr
(
σ̂
(p)
j σ̂

(i)
j

)
Tr
(
σ̂
(q)
k σ̂

(l)
k

)
=

3∑
i, l=0

cil
(
2δip

)(
2δlq

)
= 4cpq.
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Así, el coeficiente cpq estará dado por

cpq =
1

4
⟨σ̂(p)j σ̂

(q)
k ⟩ (A.5)

De forma similar al caso anterior, el número de coeficientes necesarios para especificar
la matriz densidad se puede reducir haciendo uso de las simetrías de la cadena de estudio.
Tomando de nuevo como ejemplo el caso del modelo XY, se pueden hacer las siguientes
observaciones. Primero, como este modelo es invariante frente a traslaciones, se verifica que
ρ̂(jk) = ρ̂(pq) si |j − k| = |p− q| y en particular:

ρ̂(1r) = ρ̂(jk), si |j − k| = r − 1,

donde 1 es el primer sitio. También, una cadena cerrada de este tipo, con interacciones
homogéneas a primeros vecinos, tiene simetría de reflexión respecto de cualquier sitio. Una
reflexión de la cadena cerrada se traduce en una transpuesta de la correspondiente matriz
densidad. Entonces, como esta es una simetría:

ρ̂ = ρ̂⊺ =⇒ ρ̂(jk) = ρ̂(kj).

Al igual que antes, en un modelo de estas características el Hamiltoniano es real, por lo que:

ρ̂∗(jk) = ρ̂(jk),

y de igual manera se tiene que:[∏
i

σ̂
(z)
i , ĤXY

]
= 0 =⇒ [σ̂

(z)
j σ̂

(z)
k , ρ̂(jk)] = 0.

Entonces, como la matriz densidad ha de ser real, se puede asegurar inmediatamente
que

c02 = c12 = c20 = c21 = c23 = c32 = 0,

ya que coeficientes cil asociados a matrices σ(i)j ⊗ σ
(l)
k complejas deben ser nulos. Notar que

no se puede asegurar nada sobre c22 ya que σ(2)j ⊗σ
(2)
k es real. El resto de los coeficientes que

han de ser nulos se pueden identificar mediante la nulidad del conmutador [σ̂(z)j σ̂
(z)
k , ρ̂(jk)].

En particular, como

[σ̂
(z)
j , σ̂

(x)
j ] = 2iσ̂

(y)
j , [σ̂

(z)
j , σ̂

(y)
j ] = −2iσ̂(x)j ,

debe ser
c01 = c10 = c13 = c31 = 0

mientras que de c00, c03, c11, c22, c30, y c33 no se puede asegurar nada. Luego, la matriz
densidad tendrá la siguiente expresión:

ρ̂(jk) = c00Îj⊗Îk+c03Îj⊗σ̂
(z)
k +c11σ̂

(x)
j ⊗σ̂

(x)
k +c22σ̂

(y)
j ⊗σ̂

(y)
k +c30σ̂

(z)
j ⊗Îk+c33σ̂

(z)
j ⊗σ̂

(z)
k , (A.6)
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o, en forma matricial y reemplazando los coeficientes por sus expresiones correspondientes,

ρ(jk) =


ρ00 0 0 ρ03
0 ρ11 ρ12 0

0 ρ21 ρ22 0

ρ30 0 0 ρ33

 , con

ρ00 =
1

4
+

1

2
M

(z)
j +

1

2
M

(z)
k + S

(z)
jk ,

ρ11 =
1

4
+

1

2
M

(z)
j − 1

2
M

(z)
k − S(z)

jk ,

ρ22 =
1

4
− 1

2
M

(z)
j +

1

2
M

(z)
k − S(z)

jk ,

ρ33 =
1

4
− 1

2
M

(z)
j − 1

2
M

(z)
k + S

(z)
jk ,

ρ03 = ρ30 = S
(x)
jk − S

(y)
jk ,

ρ12 = ρ21 = S
(x)
jk + S

(y)
jk .
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B. Complementos para la Solución

Exacta del Modelo XY

En este apéndice se incluyen varios cálculos relacionados con la solución exacta del
modelo XY. En las primeras dos secciones se demuestran propiedades de los operadores
escalera â† y â de espín 1

2 y de los operadores ĉ† y ĉ que se obtienen como transformación
de Jordan-Wigner de â† y â. En la Sección B.3 se muestra que el Hamiltoniano fermionizado
y el operador de paridad conmutan, y la sección que le sigue se dedica a mostrar que los
operadores P̂± definidos en (2.42) son proyectores ortogonales. También se muestra, en la
Sección B.5, que los conjuntosK(0)

± yK(1)
± definidos en (2.52) satisfacen las relaciones usuales

de ortogonalidad de Fourier. Finalmente, la ultima sección se dedica a una breve descripción
del método utilizado para la elaboración de gráficos de funciones definidas en términos de
integrales.

B.1. Propiedades de â† y â

En esta sección se listan y se demuestran algunas propiedades de los operadores escalera
â† y â de espín 1

2 .

[â†i âi, â
†
j âj ] = 0 (B.1)

Caso i ̸= j:

[â†i âi, â
†
j âj ] = â†i âiâ

†
j âj − â

†
j âj â

†
i âi =↑

i ̸= j =⇒ conmutan

â†i â
†
j âj âi − â

†
i â

†
j âj âi = 0

El caso i = j es trivial.

(â†i âi)
2 = â†i âi (B.2)

(â†i âi)
2 = â†i âiâ

†
i âi = â†i (âiâ

†
i )âi

=
↑

{â†i , âi} = 1

â†i (1− â
†
i âi)âi = â†i âi − (â†i )

2(âi)
2

=
↑

(â†i )
2 = (âi)

2 = 0

â†i âi

Notar que esta propiedad implica que (â†i âi)
k = â†i âi ∀k ∈ N.
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[â†i âi, âj ] = −δij âj (B.3)

[â†i âi, âj ] = â†i âiâj − âj â
†
i âi =↑

Si i ̸= j, conmutan y se anula

δij(â
†
j(âj)

2 − âj â
†
j âj)

=
↑

(âj)
2 = 0, {â†j , âj} = 1

−δij âj(1− âj â
†
j) = −δij âj

[â†i âi, â
†
j ] = δij â

†
j (B.4)

[â†i âi, â
†
j ] = â†i âiâ

†
j − â

†
j â

†
i âi =↑

Si i ̸= j, conmutan y se anula

δij(â
†
j âj â

†
j − (â†j)

2âj)

=
↑

(â†j)
2 = 0, {â†j , âj} = 1

δij â
†
j(1− â

†
j âj) = δij â

†
j

e±iπ
∑m

j=n â†j âj =
m∏

j=n

e±iπâ†j âj (B.5)

Usando (B.1) y eÂeB̂ = eÂ+B̂+
1
2 [Â, B̂] es inmediato que esta propiedad se satisface.

e±iπâ†j âj = 1− 2â†j âj (B.6)

e±iπâ†j âj =

∞∑
k=0

1

k!
(±iπ)k(â†j âj)

k =x
(â†j âj)

k = â†j âj

1 +

[ ∞∑
k=1

(±iπ)k

k!

]
(â†j âj)

= 1 + (e±iπ − 1)(â†j âj) = 1− 2â†j âj

Notar que esta propiedad implica que eiπâ
†
j âj = e−iπâ†j âj .

{âj , 1− 2â†j âj} = 0 (B.7)

{âj , 1− 2â†j âj} = âj − 2âj â
†
j âj + âj − 2â†j âj âj =↑

(âj)
2 = 0

2âj − 2âj â
†
j âj

= 2âj(1− â
†
j âj) =↑

{â†j , âj} = 1

2âj âj â
†
j = 2(âj)

2â†j = 0

122



{â†j , 1− 2â†j âj} = 0 (B.8)

{â†j , 1− 2â†j âj} = â†j − 2â†j â
†
j âj + â†j − 2â†j âj â

†
j =↑
(â†j)

2 = 0

2â†j(1− âj â
†
j) =↑
{â†j , âj} = 1

2(â†j)
2âj = 0

{âj , 1− 2â†j âj}
† = 0 (B.9)

{âj , 1− 2â†j âj}
† = â†j − 2â†j âj â

†
j + â†j − 2â†j â

†
j âj =↑

(â†j)
2 = 0

2â†j(1− âj â
†
j) =↑
{â†j , âj} = 1

2(â†j)
2âj = 0

{e±iπ
∑m

j=n â†j âj , âl} = 0, l ∈ [n,m]

{e±iπ
∑m

j=n â†j âj , â†l } = 0, l ∈ [n,m]

(B.10)

Utilizando (B.5), (B.6), (B.7) y (B.8) no es difícil ver que estos anticonmutadores se
satisfacen.

[e±iπ
∑m

j=n â†j âj , âl] = 0, l /∈ [n,m]

[e±iπ
∑m

j=n â†j âj , â†l ] = 0, l /∈ [n,m]

(B.11)

Utilizando (B.3), (B.4), (B.5) y (B.6) no es difícil ver que estos conmutadores se satisfacen.

B.2. Propiedades de ĉ† y ĉ

En esta sección se listan y se demuestran algunas propiedades de los operadores ĉ† y ĉ
que se obtienen como transformación de Jordan-Wigner de los operadores escalera â† y â de
espín 1

2 . En particular, se muestra que ĉ† y ĉ son operadores de Fermi.
Una importante propiedad, que se usa a lo largo de varias de las demostraciones que

siguen y se quiere resaltar, es

ĉ†l ĉl = â†l âl (B.12)

ya que
ĉ†l ĉl = â†l e

−iπ
∑l−1

k=1 â
†
kâkeiπ

∑l−1
k=1 â

†
kâk âl =↑

(B.1) y eÂeB̂ = eÂ+B̂+
1
2
[Â, B̂]

â†l âl
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{ĉ†l , ĉj} = δlj (B.13)

Caso l = j:

{ĉ†l , ĉl} = ĉ†l ĉl + ĉlĉ
†
l =↑
ĉ†l ĉl = â†l âl

â†l âl + ĉlĉ
†
l = â†l âl + eiπ

∑l−1
k=1 â

†
kâk âlâ

†
l e

−iπ
∑l−1

k=1 â
†
kâk

=
↑

(B.11)

â†l âl + âle
iπ

∑l−1
k=1 â

†
kâke−iπ

∑l−1
k=1 â

†
kâk â†l =↑

(B.1) y eÂeB̂ = eÂ+B̂+
1
2
[Â, B̂]

â†l âl + âlâ
†
l = {â

†
l , âl} = 1

Caso l > j:

{ĉ†l , ĉj} =↑
(B.11)

â†je
−iπ

∑j−1
k=1 â

†
kâkeiπ

∑l−1
k=1 â

†
kâk âl + âle

iπ
∑l−1

k=1 â
†
kâke−iπ

∑j−1
k=1 â

†
kâk â†j

=
↑

l > j, eÂeB̂ = eÂ+B̂+
1
2
[Â, B̂] y (B.1)

â†j âle
iπ

∑l−1
k=j â

†
kâk + âlâ

†
je

iπ
∑l−1

k=j â
†
kâk =

↑
l ̸= j

{â†j âl, e
iπ

∑l−1
k=j â

†
kâk}

=
↑

{ÂB̂, Ĉ} = Â[B̂, Ĉ] + {Â, Ĉ}B̂

{â†j âl, e
iπ

∑l−1
k=j â

†
kâk} = â†j [âl, e

iπ
∑l−1

k=j â
†
kâk ] + {â†j , e

iπ
∑l−1

k=j â
†
kâk}âl

=
↑

(B.10) y (B.11)

0

El argumento para j < l es similar.

{ĉl, ĉj} = 0 (B.14)

Caso l = j:

{ĉl, ĉl} = 2ĉlĉl = 2eiπ
∑l−1

k=1 â
†
kâk âle

iπ
∑l−1

k=1 â
†
kâk âl

=
↑

(B.11)

2
(
eiπ

∑l−1
k=1 â

†
kâk

)2
(âl)

2 = 0

Caso l < j:
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{ĉl, ĉj} = {e
iπ

∑l−1
k=1 â

†
kâk âl, e

iπ
∑j−1

k=1 â
†
kâk âj}

=
↑

{Â, B̂Ĉ} = {Â, B̂}Ĉ − B̂[Â, Ĉ]

{eiπ
∑l−1

k=1 â
†
kâk âl, e

iπ
∑j−1

k=1 â
†
kâk}âj − e

iπ
∑j−1

k=1 â
†
kâk [eiπ

∑l−1
k=1 â

†
kâk âl, âj ]

=
↑

l < j y (B.11)

{eiπ
∑l−1

k=1 â
†
kâk âl, e

iπ
∑j−1

k=1 â
†
kâk}âj

=
↑

{ÂB̂, Ĉ} = Â{B̂, Ĉ} − [Â, Ĉ]B̂

(
eiπ

∑l−1
k=1 â

†
kâk{âl, e

iπ
∑j−1

k=1 â
†
kâk} − [eiπ

∑l−1
k=1 â

†
kâk , eiπ

∑j−1
k=1 â

†
kâk ]âl

)
âj

=
↑

l < j y (B.10)

−[eiπ
∑l−1

k=1 â
†
kâk , eiπ

∑j−1
k=1 â

†
kâk ]âlâj = 0

La ultima igualdad se da por (B.1), (B.5), (B.6), y sucesivas aplicaciones de las identidades
[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂ y [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ].

El argumento para j > l es similar.

{ĉ†l , ĉ
†
j} = 0 (B.15)

Esta propiedad se sigue de un razonamiento análogo al hecho para (B.14), ya que (B.10)
y (B.11) valen tanto para â como para â†.

Con esto queda mostrado que los operadores ĉ† y ĉ son operadores de Fermi. Además,
poseen propiedades análogas a las propiedades (B.1) a (B.11) de los operadores â† y â, las
cuales se muestran a continuación.

[ĉ†i ĉi, ĉ
†
j ĉj ] = 0 (B.16)

[ĉ†i ĉi, ĉ
†
j ĉj ] =↑

ĉ†k ĉk = â†kâk

[â†i âi, â
†
j âj ] =↑

(B.1)

0

(ĉ†i ĉi)
2 = ĉ†i ĉi (B.17)

(ĉ†i ĉi)
2 =

↑
ĉ†k ĉk = â†kâk

(â†i âi)
2 =

↑
(B.2)

â†i âi =↑
ĉ†k ĉk = â†kâk

ĉ†i ĉi
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[ĉ†l ĉl, ĉj ] = −δlj ĉj (B.18)

[ĉ†l ĉl, ĉj ] = [â†l âl, e
iπ

∑j−1
k=1 â

†
kâk âj ]

=
↑

[Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ]

[â†l âl, e
iπ

∑j−1
k=1 â

†
kâk ]âj + eiπ

∑j−1
k=1 â

†
kâk [â†l âl, âj ]

=
↑

(B.3)

[â†l âl, e
iπ

∑j−1
k=1 â

†
kâk ]âj − δlje

iπ
∑j−1

k=1 â
†
kâk âj

= [â†l âl, e
iπ

∑j−1
k=1 â

†
kâk ]âj − δlj ĉj

El resto del argumento involucra mostrar que este conmutador es nulo ∀l, j:

Si l ∈ [1, j−1], se puede ver que el conmutador se anula utilizando [ÂB̂, Ĉ] = −[Ĉ, ÂB̂]
y [Â, B̂Ĉ] = {Â, B̂}Ĉ − B̂{Â, Ĉ} junto con (B.10).

Si l /∈ [1, j−1], (B.11) y [ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ]+[Â, Ĉ]B̂ bastan para ver que el conmutador
se anula.

[ĉ†l ĉl, ĉ
†
j ] = δlj ĉ

†
j (B.19)

Esta propiedad se sigue de un razonamiento análogo al hecho para mostrar (B.18).

e±iπ
∑m

j=n ĉ†j ĉj =
m∏

j=n

e±iπĉ†j ĉj (B.20)

Por (B.5), esta propiedad es inmediata ya que ĉ†k ĉk = â†kâk.

e±iπĉ†j ĉj = 1− 2ĉ†j ĉj (B.21)

Por (B.6), esta propiedad es inmediata ya que ĉ†k ĉk = â†kâk. Notar que esta propiedad
implica que eiπĉ

†
j ĉj = e−iπĉ†j ĉj . Esto tiene sentido ya que ĉ†j ĉj es un número de ocupación y,

como ĉ†j y ĉj son operadores fermiónicos, puede valer 0 o 1, eiπ = e−iπ.

{ĉj , 1− 2ĉ†j ĉj} = 0 (B.22)

{ĉj , 1− 2ĉ†j ĉj} = ĉj − 2ĉj ĉ
†
j ĉj + ĉj − 2ĉ†j ĉj ĉj = 2(ĉj − ĉj ĉ

†
j ĉj − ĉ

†
j ĉj ĉj)

= 2(ĉj − (ĉj ĉ
†
j − ĉ

†
j ĉj)ĉj) =↑

(B.13)

2(ĉj − ĉj) = 0
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{ĉ†j , 1− 2ĉ†j ĉj} = 0 (B.23)

{ĉ†j , 1− 2ĉ†j ĉj} = ĉ†j − 2ĉ†j ĉ
†
j ĉj + ĉ†j − 2ĉ†j ĉj ĉ

†
j = 2(ĉ†j − ĉ

†
j(ĉ

†
j ĉj − ĉj ĉ

†
j)) =↑

(B.13)

2(ĉ†j − ĉ
†
j) = 0

{e±iπ
∑m

j=n ĉ†j ĉj , ĉl} = 0, l ∈ [n,m]

{e±iπ
∑m

j=n ĉ†j ĉj , ĉ†l } = 0, l ∈ [n,m]

(B.24)

Utilizando (B.20), (B.21), (B.22) y (B.23) no es difícil ver que estos anticonmutadores se
satisfacen.

[e±iπ
∑m

j=n ĉ†j ĉj , ĉl] = 0, l /∈ [n,m]

[e±iπ
∑m

j=n ĉ†j ĉj , ĉ†l ] = 0, l /∈ [n,m]

(B.25)

Utilizando (B.18), (B.19), (B.20) y (B.21) no es difícil ver que estos conmutadores se
satisfacen.

B.3. Demostración de [Ĥ, (−1)N̂ ] = 0

En esta sección se desarrolla la demostración de

[Ĥ, (−1)N̂ ] = 0,

donde Ĥ es el Hamiltoniano fermionizado dado por la expresión (2.41) y (−1)N̂ es el operador
de paridad.

Para esto, primero hay que notar que para cualquier operador Â se tiene:

[Â, N̂ ] = 0 =⇒ [Â, (−1)N̂ ] = 0,

[Â(−1)N̂ , N̂ ] = Â[(−1)N̂ , N̂ ] + [Â, N̂ ](−1)N̂ =
↑

[N̂ , N̂ ] = 0

[Â, N̂ ](−1)N̂ .

Esto implica que, si el operador Â conmuta con N̂ , entonces tanto Â como Â(−1)N̂ conmutan
con (−1)N̂ . También, en el caso contrario, solo basta con evaluar [Â, (−1)N̂ ] sin necesidad
de ver [Â(−1)N̂ , (−1)N̂ ] dado que

[Â(−1)N̂ , (−1)N̂ ] = Â[(−1)N̂ , (−1)N̂ ] + [Â, (−1)N̂ ](−1)N̂ = [Â, (−1)N̂ ](−1)N̂ .
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Luego, dada la expresión (2.41) del Hamiltoniano, asegurar que la paridad es una cantidad
conservada equivale a mostrar que términos de la forma ĉ†j ĉk, ĉj ĉ

†
k, ĉ†j ĉ

†
k y ĉk ĉj conmutan con

N̂ o, caso contrario, conmutan con (−1)N̂ .
Entonces:

[ĉ†j ĉk, N̂ ] =

[
ĉ†j ĉk,

N∑
l=1

ĉ†l ĉl

]
=

N∑
l=1

[ĉ†j ĉk, ĉ
†
l ĉl] =

N∑
l=1

ĉ†j [ĉk, ĉ
†
l ĉl] + [ĉ†j , ĉ

†
l ĉl]ĉk

= −
N∑
l=1

ĉ†j [ĉ
†
l ĉl, ĉk] + [ĉ†l ĉl, ĉ

†
j ]ĉk =x

(B.18) y (B.19)

−
N∑
l=1

ĉ†j(−δlk ĉk) + (δlj ĉ
†
j)ĉk

= −(−ĉ†j ĉk + ĉ†j ĉk) = 0.

De la misma forma:
[ĉj ĉ

†
k, N̂ ] = [−ĉ†k ĉj , N̂ ] = −[ĉ†k ĉj , N̂ ] = 0.

Con esto se tiene que
[ĉj ĉ

†
k, N̂ ] = 0 y [ĉ†k ĉj , N̂ ] = 0, (B.26)

como se esperaba.
Finalmente, se puede ver que ĉ†j ĉ

†
k y ĉk ĉj efectivamente no conmutan con N̂ :

[ĉ†j ĉ
†
k, N̂ ] =

N∑
l=1

[ĉ†j ĉ
†
k, ĉ

†
l ĉl] =

N∑
l=1

ĉ†j [ĉ
†
k, ĉ

†
l ĉl] + [ĉ†j , ĉ

†
l ĉl]ĉ

†
k

= −
N∑
l=1

ĉ†j(δlk ĉ
†
k) + (δlj ĉ

†
j)ĉ

†
k = −(ĉ†j ĉ

†
k + ĉ†j ĉ

†
k) = −2ĉ

†
j ĉ

†
k.

[ĉj ĉk, N̂ ] =
N∑
l=1

[ĉj ĉk, ĉ
†
l ĉl] =

N∑
l=1

ĉj [ĉk, ĉ
†
l ĉl] + [ĉj , ĉ

†
l ĉl]ĉk

= −
N∑
l=1

ĉj(−δlk ĉk) + (−δlj ĉj)ĉk = ĉj ĉk + ĉj ĉk = 2ĉj ĉk.

Pero sí lo hacen con (−1)N̂ :

[ĉ†j ĉ
†
k, (−1)

N̂ ] = −[(−1)N̂ , ĉ†j ĉ
†
k] =↑
[Â, B̂Ĉ] = {Â, B̂}Ĉ − B̂{Â, Ĉ}

−
(
{(−1)N̂ , ĉ†j}ĉ

†
k − ĉ

†
j{(−1)

N̂ , ĉ†k}
)

= −
(
{eiπ

∑N
l=1 ĉ

†
l ĉl , ĉ†j}ĉ

†
k − ĉ

†
j{e

iπ
∑N

l=1 ĉ
†
l ĉl , ĉ†k}

)
=
↑

(B.24)

0.

[ĉj ĉk, (−1)
N̂ ] = −[(−1)N̂ , ĉj ĉk] = −

(
{(−1)N̂ , ĉj}ĉk − ĉj{(−1)

N̂ , ĉk}
)

= −
(
{eiπ

∑N
l=1 ĉ

†
l ĉl , ĉj}ĉk − ĉj{e

iπ
∑N

l=1 ĉ
†
l ĉl , ĉk}

)
=
↑

(B.24)

0.

Luego, ambos preservan la paridad y, como se esperaba, se tiene que

[ĉ†j ĉ
†
k, (−1)

N̂ ] = 0 y [ĉj ĉk, (−1)
N̂ ] = 0. (B.27)

Entonces, (B.26) y (B.27), junto con el análisis hecho anteriormente, aseguran que para
el Hamiltoniano Ĥ descripto por (2.41) se verifica

[Ĥ, (−1)N̂ ] = 0. (B.28)
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B.4. Demostración de que P̂± son Proyectores Ortogonales

Para mostrar que
P̂± = 1

2

(
Î± (−1)N̂

)
son proyectores ortogonales, basta con mostrar que satisfacen las propiedades de
idempotencia, completitud, y ortogonalidad.

Idempotencia:

P̂2
± = 1

4

(
Î± (−1)N̂ ± (−1)N̂ +

(
(−1)N̂

)2)
= 1

4

(
Î± (−1)N̂ ± (−1)N̂ + Î

)
= P̂±

P̂2
± = P̂± (B.29)

Completitud:

P̂+ + P̂− = 1
2

(
Î+ (−1)N̂

)
+ 1

2

(
Î− (−1)N̂

)
= Î

P̂+ + P̂− = Î (B.30)

Ortogonalidad:

P̂+P̂− = 1
4

(
Î+ (−1)N̂

)(
Î− (−1)N̂

)
= 1

4

(
Î− (−1)N̂ + (−1)N̂ −

(
(−1)N̂

)2)
= 0

P̂−P̂+ = 1
4

(
Î− (−1)N̂

)(
Î+ (−1)N̂

)
= 1

4

(
Î+ (−1)N̂ − (−1)N̂ −

(
(−1)N̂

)2)
= 0

P̂+P̂− = P̂−P̂+ = 0 (B.31)

B.5. Demostración de queK(0)
± yK(1)

± Satisfacen la Ortogonalidad de

Fourier

En esta sección se muestra que los conjuntosK(0)
± yK(1)

± definidos en (2.52) satisfacen las
relaciones usuales de ortogonalidad de Fourier:

1

N

∑
k∈K(0,1)

±

eik(j−n) = δj,n,
1

N

N∑
j=1

ei(k−q)j = δk,q,
j, n ∈ [1, N ],

k, q ∈ K(0,1)
± .

(B.32)

Se desarrolla el caso para K(0)
+ dado que los desarrollos para K(0)

− , K(1)
+ y K(1)

− son idénticos.
Para K(0)

+ se tiene que

k = ±2l + 1

N
π, N par.

Es fácil ver que para j = n la primer relación se satisface, ya que K(0)
+ tiene N elementos,

y para k = q se satisface la segunda relación. Para poder mostrar que se cumplen estas
relaciones para j ̸= n y k ̸= q, es útil notar que como

2l + 1 ∈ {−N + 1, −N + 3, . . . , −3, −1, 1, 3, . . . , N − 3, N − 1},

se puede definir un número m, con 0 ≤ m ≤ N − 1, que genere el mismo conjunto K(0)
+ . Un

simple cálculo permite ver que

K(0)
+ =

{
−N + 2m+ 1

N
π, m = 0, 1, 2, . . . , N − 1

}
.
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Con esta forma de generar el conjunto K(0)
+ se puede, para j ̸= n, evaluar la primer relación:

1

N

∑
k∈K(0)

+

eik(j−n) =
1

N

N−1∑
m=0

ei
−N+2m+1

N
π(j−n) =

ei
−N+1

N
π(j−n)

N

N−1∑
m=0

(
e2πi(j−n) 1

N

)m

=
ei

−N+1
N

π(j−n)

N

1−
(
e2πi(j−n) 1

N

)N
1− e2πi(j−n) 1

N

=
↑

j − n ∈ Z, e2πi = 1

0.

Para la segunda relación el razonamiento es idéntico. Como k ̸= q, existenmk,mq ∈ [0, N−1],
con mk ̸= mq, tales que

k =
−N + 2mk + 1

N
π

q =
−N + 2mq + 1

N
π

=⇒ k − q = 2π

N
(mk −mq).

Entonces:

1

N

N∑
j=1

ei(k−q)j =
1

N

N−1∑
l=0

e
2πi
N

(mk−mq)(l+1) =
e

2πi
N

(mk−mq)

N

N−1∑
l=0

(
e

2πi
N

(mk−mq)
)l

=
e

2πi
N

(mk−mq)

N

1−
(
e

2πi
N

(mk−mq)
)N

1− e
2πi
N

(mk−mq)
=
↑

mk −mq ∈ Z, e2πi = 1

0.

B.6. Método para el Gráfico de Magnetizaciones y Susceptibilidades

del Modelo XY

La magnetización y la susceptibilidad para el modelo XY, dadas respectivamente por
las expresiones (2.88) y (2.89), se encuentran definidas en términos de integrales. Para la
elaboración de los gráficos presentados en la Figura 2.5 y la Figura 2.6 se utilizó la regla del
punto medio para la evaluación de las integrales. Para obtener buenos, y rápidos, resultados
se aplicó extrapolación de Richardson en el número de muestras con una tolerancia de 10−5.
Esto es, se generó una secuencia In de integrales por regla del punto medio donde cada
elemento toma el doble de muestras que el anterior para su evaluación. Una vez que dos
elementos consecutivos cumplen |In− In−1| < 10−5, el resultado de la integral se calculó con
la siguiente expresión [142]:

I =
4In − In−1

3

donde el coeficiente 4 surge de que, por cada nuevo elemento de la secuencia, el error se
reduce por un factor 4.
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C. Cálculos Relacionados a las

Parametrizaciones de Operadores

Unitarios

En este apéndice se deduce la expresión para la parametrización (β, γ, δ) para matrices
unitarias que se menciona en la Sección 5.2 y se encuentra una relación entre ésta y la
parametrización (α, θ, φ) descripta en la Subsección 5.2.1.

C.1. Deducción de la Parametrización (β, γ, δ) de Unitarios

Se sabe que un operador unitario arbitrario que actúa sobre un qubit c0|0⟩+ c1|1⟩ puede
escribirse como una rotación arbitraria en un ángulo θ alrededor de un vector unitario
tridimensional n y una fase [134]:

Û = eiαR̂n(θ), α, θ ∈ R

Una rotación arbitraria R̂n(θ) puede ser expresada en términos de tres rotaciones mediante
una descomposición z-y:

R̂n(θ) = R̂z(β)R̂y(γ)R̂z(δ), β, γ, δ ∈ R.

Cada rotación individual se puede expresar en términos del vector de Pauli σ̂ según

R̂n(2θ) = e−iθn·σ̂ = cos (θ)Î− i sin (θ)
(
n · σ̂

)
,

con lo que las rotaciones en y y en z se pueden escribir como:

R̂y(2θ) = cos (θ)Î− i sin (θ)σ̂(y) =⇒ Ry(2θ) =

(
cos (θ) − sin (θ)
sin (θ) cos (θ)

)
,

R̂z(2θ) = cos (θ)Î− i sin (θ)σ̂(z) =⇒ Rz(2θ) =

(
e−iθ 0
0 eiθ

)
.

Entonces, considerando todo esto, se puede expresar el operador unitario Û como

Û = eiαR̂z(2β)R̂y(2γ)R̂z(2δ),

por lo que la matriz U toma la siguiente forma:

U = eiα
(
e−iβ 0
0 eiβ

)(
cos (γ) − sin (γ)
sin (γ) cos (γ)

)(
e−iδ 0
0 eiδ

)
= eiα

(
e−i(β+δ) cos (γ) −e−i(β−δ) sin (γ)

ei(β−δ) sin (γ) ei(β+δ) cos (γ)

)
Para obtener una expresión un poco más agradable, se toma

−(β + δ) 7→ β

β − δ 7→ γ

γ 7→ δ

=⇒ U = eiα
(
eβ cos (δ) −e−iγ sin (δ)
eiγ sin (δ) e−iβ cos (δ)

)
.

Notar que para esta parametrización se tiene detU = e2iα.
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C.2. Relación entre las Parametrizaciones (β, γ, δ) y (α, θ, φ)

Se puede encontrar una relación entre la parametrización (β, γ, δ) introducida en la
Sección 5.2 y la parametrización (α, θ, φ) descripta en la Subsección 5.2.1. En particular, se
puede encontrar una función f tal que

f : (β, γ, δ)→ (α, θ, φ).

Para encontrar esta relación, se debe notar primero que:

α ∈
[
0, 2π

]
=⇒

cos
(α
2

)
∈
[
− 1, 1

]
sin
(α
2

)
∈
[
0, 1

] θ ∈
[
0, π

]
=⇒

cos (θ) ∈
[
− 1, 1

]
sin (θ) ∈

[
0, 1

] (C.1)

Ahora, como las dos representaciones describen el mismo objeto, debe ser:

(
eβ cos (δ) −e−iγ sin (δ)
eiγ sin (δ) e−iβ cos (δ)

)
=

cos
(α
2

)
− i sin

(α
2

)
cos (θ) −i sin

(α
2

)
sin (θ)e−iφ

−i sin
(α
2

)
sin (θ)eiφ cos

(α
2

)
+ i sin

(α
2

)
cos (θ)


Tomando los primeros elementos de ambas representaciones:

eβ cos (δ) = cos
(α
2

)
− i sin

(α
2

)
cos (θ).

Igualando partes real e imaginaria se obtiene:

α = 2arc cos
(
cos (β) cos (δ)

)
, θ = arc cos

(
− sin (β) cos (δ)

sin
(
arc cos

[
cos (β) cos (δ)

])) (C.2)

Se puede notar que los valores permitidos por estas expresiones concuerdan con los valores
en (C.1), ya que arc cos :

[
− 1, 1

]
→
[
0, π

]
y cos (β) cos (δ) ∈

[
− 1, 1

]
. Para obtener φ, se

puede tomar alguno de los elementos fuera de la diagonal en ambas representaciones:

eiγ sin (δ) = −i sin
(α
2

)
sin (θ)eiφ =⇒


cos (γ) sin (δ) = sin

(α
2

)
sin (θ) sin (φ)

sin (γ) sin (δ) = − sin
(α
2

)
sin (θ) cos (φ)

En principio se podría tomar el cociente de estas dos expresiones para encontrar
φ = arctan(− cot (γ)), pero para asegurarse de que no se está perdiendo información, se
despejan las expresiones para cos (φ) y sin (φ) y se utiliza la función arcotangente de dos
parámetros:

φ = atan2

(
cos (γ) sin (δ)

sin
(α
2

)
sin (θ)

, − sin (γ) sin (δ)

sin
(α
2

)
sin (θ)

)
(C.3)

En conjunto, las expresiones (C.2) y (C.3) describen la relación entre parametrizaciones
que se buscaba.
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