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Resumen

La dimensionalidad del espacio de Hilbert asociado a sistemas cudnticos de espin es uno
de los mayores obstaculos que se presentan en los métodos de célculo desarrollados para
el estudio de estos sistemas. Muchos de estos métodos buscan formas de describir sistemas
cudnticos de espin mediante parametrizaciones eficientes de subespacios de Hilbert en donde
se pueden encontrar estados de interés.

En este trabajo se hace uso de estados basados en estados de grafo ponderado para el
célculo variacional de la energia del estado fundamental de distintos sistemas cudnticos de
espin. La cantidad de pardmetros necesarios para describir estos estados crece
polinomialmente con el nimero de espines y, a diferencia de métodos como el método de
Rayleigh-Ritz, estos estados dependen de los pardmetros variacionales de forma no lineal.

Para la implementacién del método variacional se utilizaron algoritmos escritos en
Python para evaluar el valor de expectacién del Hamiltoniano y funciones de correlacién, y
las minimizaciones para encontrar el valor 6ptimo de la energia se realizaron utilizando
librerias estdndar de cdlculo numérico en Python. Para comparar con los resultados, se
obtuvieron valores de referencia dados por resultados tedricos, por diagonalizaciéon de la
matriz del Hamiltoniano a través del algoritmo de Lanczos, y mediante simulaciones
numéricas de sistemas de espin con librerias de Python especializadas.

Se estudiaron distintos modelos, principalmente el modelo XY pero también modelos
poco convencionales como el modelo extendido de Ising con interacciones a pocos vecinos.
Se muestra que los valores obtenidos para la energia del estado fundamental muestran un
acuerdo muy bueno con los valores de referencia solo en algunos casos. Se introdujeron
modificaciones al método, como restricciones a la minimizacién del valor de expectacion
del Hamiltoniano y diferentes parametrizaciones para los estados variacionales, con el
objetivo de mejorar el acuerdo con los valores de referencia. Aunque estas modificaciones
no permitieron encontrar estimaciones de la energia que estén de acuerdo con los valores
de referencia en las regiones problematicas, si presentaron mejoras leves y hacen posible
identificar la presencia de puntos criticos de los modelos observando el comportamiento de
las funciones de correlacion.

Palabras clave: Cadenas de Espin, Método Variacional, Estados de Grafo Ponderado,
Transiciones de Fase Cuanticas






Abstract

One of the major obstacles that arise in numerical methods for the treatment of quantum
spin systems is the dimensionality of the associated Hilbert space. Many of these methods
seek parametrizations of Hilbert subspaces where physical quantum states can be found in
order to efficiently describe these systems.

In this work, states based on weighted graph states are used for variational calculations
of the ground state energy of several quantum spin systems. The number of parameters
necessary to describe these states has polynomial growth in the total number of spins and,
in contrast with methods such as the Rayleigh-Ritz method, these states exhibit a non-linear
dependence on the variational parameters.

The variational method was implemented via algorithms written in Python to evaluate
the expectation value of the Hamiltonian and spin-spin correlation functions, while standard
Python libraries for numerical computing were used to perform energy minimizations to find
its optimal value. Theoretical results, numerical diagonalizations of the Hamiltonian matrix
via the Lanczos algorithm, and Python libraries for simulating quantum spin systems were
used to obtain reference values that the values obtained via the variational method could be
measured against.

Different spin models were studied, mainly the XY model, but also, to a lesser extent,
slightly unconventional models such as the extended Ising model with few-neighbor
interactions. It is shown that agreement between reference values and variational results for
the ground state energy is spotted only in some cases. Several modifications to the method
were introduced, such as restricted minimizations of the expectation value of the
Hamiltonian and different variational state parametrizations, with the hope of obtaining
results that better align with the reference values. Even though agreement between energy
estimations and reference values wasn’t achieved in these problematic regions, with these
modifications in place some improvement was seen and they allowed for critical points to
be identified via observation of the behaviour of spin-spin correlation functions.

Keywords: Spin Chains, Variational Method, Weighted Graph States, Quantum Phase
Transitions
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Introduccion

Aunque las primeras menciones de materiales magnéticos se remontan a miles de afios
[1], fue el advenimiento de la mecénica cudntica el que abri6 las puertas a la posibilidad
de explicarlos. En la década de 1920 se producen, en rapida sucesién, numerosos avances
en esta drea, tanto tedricos como experimentales, que culminan en los primeros modelos
cudnticos de materiales ferromagnéticos y antiferromagnéticos.

En 1921, Compton [2] propone que el electrén posee un espin' y momento magnético
intrinsecos, ademds de momento angular orbital [3]. El experimento de Stern-Gerlach [4], al
afio siguiente, permitié determinar el momento magnético y nlimero cuantico de momento
angular de dtomos y moléculas. Goudsmit? y Uhlenbeck [5] muestran en 1925 que la
evidencia disponible sugiere firmemente que el espin del electrén es 5 [1]. Un afio después,
en 1926, es cuando Schrédinger [6, 7] publica la ecuacién que hoy lleva su nombre; la
mecdnica ondulatoria descripta por esta resulta equivalente a la mecanica matricial
desarrollada por Heisenberg, Born y Jordan [8, 9, 10] un afo antes [11]. En 1927, Pauli [12]
introduce sus matrices de espin 1, hoy conocidas como matrices de Pauli.

Para el afio 1925, ya existia evidencia experimental fuerte de que el espin del electrén es
la principal causa detras de las propiedades magnéticas de los materiales ferromagnéticos
[13]. La formulaciéon de Lenz-Ising [14, 15] del ferromagnetismo, en la que los espines,
que pueden tomar valores de +1, estdn dispuestos a intervalos regulares en una red con
efectos a primeros vecinos, es introducida ese afio [1]. Esta formulacién se conoce hoy en
dia como modelo de Ising. La solucién para el modelo unidimensional fue desarrollada por
Ising, pero no presento las propiedades ferromagnéticas esperadas. En particular, el modelo
unidimensional posee una temperatura de Curie idénticamente nula, lo que indica ausencia
de magnetizacién espontdnea a temperaturas no nulas. Este fracaso de la formulacién luego
se mostré que es producto de la unidimensionalidad del modelo considerado [16].

Unos afios después, Heisenberg y Dirac tratan de explicar el ferromagnetismo a través del
concepto de intercambio (exchange), el cual resulta del principio de exclusién de Pauliy de una
superposicion fisica de funciones de onda electrénicas [1]. Heisenberg [17] usa el supuesto
fracaso de la formulacién de Lenz-Ising como una justificacion para proponer, en 1928, su
propia teoria del ferromagnetismo basada en interacciones méds complejas entre espines [16]
y reproduce exitosamente resultados de la teoria ferromagnética de dominios de Weiss,
dando asi una explicacién del ferromagnetismo en términos de la integral de intercambio
[18]. Al afio siguiente, Dirac [19] formula explicitamente el operador de intercambio, una
cantidad escalar que cuantifica el paralelismo de espines vecinos, un par a la vez, como
ingrediente esencial de la interaccion magnética. El coeficiente de este operador, la integral de
intercambio, era funcién de la interaccion electrostatica entre electrones y lo suficientemente
grande como para ignorar la interaccién magnética dipolo-dipolo a primera aproximacion.

El modelo de Heisenberg no solo logré dar una explicaciéon del ferromagnetismo sino
que dio lugar a numerosos avances en el drea del magnetismo. Entre ellos, en 1932, Néel
[20, 21] identifica que, si la integral de intercambio es negativa, bajo cierta temperatura de
transicién, hoy conocida como temperatura de Néel, se puede producir un ordenamiento
en el que los primeros vecinos se ordenan de tal forma que sus espines apunten en
direcciones opuestas [22]. Un ordenamiento de esta indole, en el que dos sub-redes se

1Del inglés spin, que significa giro o rotacién.

2En https://www.lorentz.leidenuniv.nl/history/spin/goudsmit.html se encuentra disponible una
traduccién al inglés por J.H. van der Waals de una conferencia donde Goudsmit habla sobre el descubrimiento
del espin del electrén.


https://www.lorentz.leidenuniv.nl/history/spin/goudsmit.html

compensan con interacciones de intercambio negativas, se conoce hoy como ordenamiento
antiferromagnético, y pudo explicar el comportamiento de ciertos materiales [1]. Bethe [23]
habia encontrado, un afio antes, la solucién para los autoestados del modelo de Heisenberg
unidimensional antiferromagnético utilizando el método que hoy se denomina ansatz de
Bethe, mientras que la energia del estado fundamental fue obtenida por Hulthén [24] en
1938 [25]. Tal vez de importancia histérica, en 1932 Van Vleck publica su libro donde se
presentan, entre otras cosas, los avances hasta el momento de la mecanica cuédntica en el
drea del magnetismo de los materiales [26]. En él, Van Vleck hace una presentacion de la
teoria de Heisenberg del ferromagnetismo en la que se ve por primera vez de forma
consistente la representacion del operador de intercambio como el Hamiltoniano de espin

- Z Jklsk : S’z

y la integral de intercambio con la letra J, como es usual [18].

Los modelos unidimensionales de Ising y Heisenberg hoy se engloban dentro de un
tipo de modelos cuanticos de muchos cuerpos denominados cadenas de espines, los cuales
consisten en una red unidimensional de algiin nimero de sitios donde en cada sitio se
coloca un espin, y los espines interactiian de alguna manera. La riqueza de muchos de estos
modelos estd en que son modelos simples de expresar con comportamiento altamente no
trivial y en muchos casos poseen numerosas aplicaciones, admiten solucién exacta, o ambas.
En particular, el modelo de Ising, ademads de ser exactamente soluble y aunque si ha tenido
limitado éxito en el drea de materiales magnéticos [27, 28], ha sido utilizado también en
reas fuera de la fisica, como la biologia [29, 30, 31], geologia [32], dindmica social [33, 34],
economia [35, 36, 37], entre otros.

Estos modelos empiezan a tomar relevancia en la década de 1960, producto de una
serie de avances particularmente tedricos en conjunto con evidencia de que el
comportamiento de ciertos materiales puede ser descripto por cadenas de espines con
interacciones de intercambio a primeros vecinos [38, 39]. Entre estos, definitivamente se
destaca la introduccién del modelo XY, del cual el modelo de Ising se puede considerar
como caso particular, por Lieb, Schultz, y Mattis en 1961 [40]. A través de una
fermionizacién del Hamiltoniano, presentaron una solucién junto con el calculo de
funciones de correlacion tanto del modelo XY como de un modelo mixto de
Heisenberg-Ising. Las propiedades magnéticas y térmicas del modelo XY fueron
desarrolladas independientemente por Katsura al afio siguiente [41]. La fermionizacién de
Hamiltonianos de espin ha probado ser una herramienta valiosa para resolver y analizar
modelos del tipo XY [42, 43] que se sigue utilizando en la actualidad [44, 45, 46]. Un caso
notable es el del andlisis, a través de un procedimiento analogo al hecho por Lieb, Schultz, y
Mattis para el modelo XY, del modelo de Ising en presencia de campo magnético
transversal presentado por Pfeuty en 1970 [47].

El modelo XY en presencia de campo magnético transversal es un modelo de uso tipico
a la hora de investigar conceptos relacionados a modelos cudnticos de espin. Al ser un
modelo exactamente soluble con un diagrama de fase no trivial que admite el calculo de
esencialmente toda cantidad de interés, ha pasado a ser un modelo de referencia tanto
para estudiar nuevos fendmenos como para examinar nuevos métodos de calculo [48]. En
los ultimos afios, el modelo XY y diversas variantes han sido utilizados, por ejemplo, para
examinar transmision de estados cudnticos [49, 50], frustracién [51, 52], quantum quench
[53, 54], transiciones de fase cuanticas y fenémenos criticos [55, 56, 57], y la aplicacién de
algoritmos de aprendizaje automatico [58, 59].

En cuanto a nuevos métodos de célculo, dltimamente ha habido gran interés en
métodos de redes tensoriales (tensor network methods) para sistemas fuertemente
correlacionados [60]. El ejemplo por excelencia de un método de redes tensoriales es la
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formulacion actual, basada en estados de productos matriciales (matrix product states, MPS),
del grupo de renormalizacién de la matriz densidad (density matrix renormalization group,
DMRG) introducido por White en 1992 [61, 62]. Tanto el éxito de estos métodos como
avances en informacién cuédntica han motivado la aparicién de nuevos métodos y estados
variacionales basados en redes tensoriales con varios grados de éxito y aplicabilidad [63]
como, por ejemplo, estados de pares entrelazados proyectados (projected entangled pair states,
PEPS) [64], estados de redes de tensoriales concatenadas (conatenated tensor network states,
CTS) [65], y el ansatz MERA (multiscale entanglement renormalization ansatz) [66].

Una clase de estos estados variacionales son los estados de grafo ponderado (weighted
graph states, WGS), propuestos como una generalizacion de los estados de grafo (graph states)
[67, 68]. Estos estados asocian el estado de espin con un grafo, donde los vértices del grafo
se corresponden con los espines y las aristas se corresponden con interacciones unitarias
de dos cuerpos entre espines, con un niimero de pardmetros que crece polinomialmente
con el nimero de espines [69]. El atractivo de esta clase de estados variacionales estd en
que muchas cantidades de interés, como la energia y funciones de correlacion, pueden ser
evaluadas eficientemente ya que es posible obtener expresiones explicitas para valores de
expectaciéon de observables y matrices densidad reducidas en funcién de los parametros
variacionales, siempre que los términos individuales del Hamiltoniano involucren pocos
espines [70].

Una generalizacion de los estados de grafo ponderado realizada por Andersetal. [71,72],
que retiene los aspectos mencionados anteriormente respecto a evaluaciéon de cantidades y
expresiones en funcién de los pardmetros, fue propuesta como estados variacionales. A lo
largo de este escrito se refiere a estos estados como estados de grafo ponderado generalizados
0 GWGS (generalized weighted graph states), y el objetivo de este trabajo es evaluar su desempefio
como estados variacionales en sistemas unidimensionales de espin. Principalmente se analiza
el modelo XY y, en particular, un caso particular de este denominado modelo XX, aunque
también se examinan otros modelos poco convencionales. La implementacién del método
variacional se hizo en Python [73], con el uso de librerias estdndar de calculo numérico.

El escrito se encuentra dividido en cuatro Partes. La Parte I, que consta de los Capitulos 1
y 2, se centra en teoria de cadenas de espines. En el Capitulo 1 se discute el célculo de Heitler
y London como justificaciéon para el estudio de interacciones de intercambio tipo Heisenberg
y se introduce el concepto de cadenas de espines. Se presentan algunos modelos tipicos
tipo Heisenberg, como el modelo XY, y algunos modelos con interacciones no tan simples,
como el modelo extendido de Ising con interacciones de mediano alcance y el modelo SSH.
Finalmente, se definen las transiciones de fase cudnticas y conceptos relacionados como
puntos criticos y diagramas de fase, y se discute el rol de las funciones de correlacién y la
magnetizacién como pardmetros de orden.

En el Capitulo 2 se presenta la soluciéon exacta del modelo XY mediante una
fermionizacién del Hamiltoniano a través de la transformaciéon de Jordan-Wigner vy,
pasando por una transformacién a espacio momento, la transformacién de Bogoliubov.
También se discute, particularmente, la solucién del modelo XX. Debido a la falta de
bibliografia en la que se haga un desarrollo didactico completo, este capitulo hace énfasis
en los calculos y demostraciones con el objetivo de que pueda ser un recurso al que puedan
recurrir quienes nunca hayan tratado con este tipo de desarrollos. La solucién del modelo
XX se discute en la Seccién 2.4 mientras que la discusién de la soluciéon del modelo XY se
encuentra en la Secciéon 2.6. Tanto el desarrollo presentado en este Capitulo como su
estructura se encuentran fuertemente inspirados, en particular, por el trabajo realizado por
Landi [74, 75] y Mbeng et al. [76].

Los Capitulos 3 y 4 componen la Parte II del escrito, que abarca conceptos relacionados
a métodos de calculo para energias de estados fundamentales en cadenas de espines. En el



Capitulo 3 se discute la construccién directa de la matriz del Hamiltoniano y se habla
brevemente de formas de optimizar su representacién. Se analiza el algoritmo de Lanczos
para diagonalizacién de matrices y se discute una forma de utilizar sus desventajas para
evaluar la convergencia de los autovalores. Se introducen los qubits como forma de
representar estados de espin, lo que permite representar estados de espin como nimeros
enteros y hablar de operadores de espin como operaciones binarias. Se presenta el principio
variacional como pilar del método variacional y, finalmente, se introducen los estados de
grafo ponderado y los estados de grafo ponderado generalizados.

En el Capitulo 4 se discuten los algoritmos de optimizacién utilizados. Primero se
presenta un método que cae dentro de los métodos cuasi-Newton denominado algoritmo
de Broyden-Fletcher—-Goldfarb-Shanno (BFGS) y se habla de su variante de memoria
limitada. Luego se discute el algoritmo de dual annealing, un algoritmo estocédstico donde
la estocasticidad se controla mediante una temperatura artificial. También se introduce el
algoritmo genético, un método poblacional que, inspirado en la evolucién, evoluciona una
poblacién de soluciones mediante operaciones genéticas. Finalmente, se presentan
brevemente el algoritmo de optimizaciéon por enjambre de particulas y la estrategia de
evolucién de adaptacion de la matriz de covarianza.

La Parte III del escrito contiene los tres Capitulos en los que se presentan la
implementacién, los resultados y las conclusiones. En el Capitulo 5 se discute la
implementacién del método. Primero se detallan las librerias de Python utilizadas y se
discuten algunas generalidades, como lo son la representacion computacional de estados
de espin y la accién de operadores sobre ellos. Luego se detalla la implementacién de los
estados variacionales y se discute la evaluacion de la energia. Por dltimo, se presentan las
implementaciones de los algoritmos de minimizacién utilizados.

Los resultados se discuten en el Capitulo 6. Primero, se presenta el criterio de seleccién
del minimizador a utilizar en el método variacional. Luego, se analizan los modelos de Ising
y XX en ausencia de campo magnético y se discute su uso para la seleccién de pardmetros
tanto del minimizador como de los estados variacionales, los cuales son utilizados para
examinar el modelo XY con campo magnético nulo. Después de esto se examina el modelo
XX con campo magnético transversal, y se lo utiliza para introducir diversas modificaciones
al método que buscan mejoras en la convergencia. Finalmente, con estas modificaciones, se
estudian los modelos de Ising y extendido de Ising con interacciones a pocos vecinos con
campo magnético transversal, y se hace un pequefio anélisis del modelo SSH. Se concluye la
parte principal del escrito con las conclusiones en el Capitulo 7.

Por dultimo, la Parte IV consta de tres Apéndices que contienen calculos
complementarios. En el Apéndice A se presentan los desarrollos para obtener expresiones
para matrices densidad reducida de uno y dos sitios en términos de magnetizaciones y
funciones de correlacién. En el Apéndice B se presentan célculos y demostraciones
adicionales relacionados a la solucién exacta del modelo XY y en el Apéndice C se detallan
célculos adicionales asociados a las parametrizaciones de operadores unitarios de los
estados variacionales.



Parte 1

Teoria de Cadenas de Espines







1. Cadenas de Espines

En fisica del estado sélido, las interacciones magnéticas efectivas entre espines
localizados se describen mediante Hamiltonianos de espin. El Hamiltoniano de
intercambio de Heisenberg es probablemente la interaccién entre espines més importante y
forma la base para describir muchos materiales y fendmenos del magnetismo. De acuerdo
con esta interaccion, dos espines k, [ se encuentran acoplados segtin el Hamiltoniano

TS 81 =~ (S8 + SV 4§89, (1)

donde, para espines %, S”,(f) = %6’,&0‘), a=1x,9, 2V c“r,(f) son los operadores de Pauli.

’ Notar que a lo largo de este trabajo se toma 7 = 1. ‘

1.1. Origen de la Interaccién de Intercambio

El modelo de Weiss del ferromagnetismo, al ser un modelo clasico fenomenolégico que
buscaba describir el ferromagnetismo a nivel macroscépico, daba, cualitativamente, buenos
resultados pero no intentaba explicar el origen del ferromagnetismo a nivel atémico [77]. La
interaccién de intercambio, que es responsable de la magnetizaciéon espontdnea, no se puede
explicar con argumentos cldsicos. Incluso la interaccién entre dipolos magnéticos es tan débil
a distancias caracteristicas de la escala atomica que resulta ser insuficiente para explicar el
magnetismo [78, 79]. De los primeros calculos que muestran una manera en la que pueden
surgir interacciones entre espines se puede destacar el presentado por Heitler y London [80]
para describir el enlace en la molécula de hidrégeno. La aproximacién de Heitler-London
permite describir la interaccion que surge entre espines producto de fuerzas Coulombianas
entre dos electrones de &tomos adyacentes y el teorema de espin-estadistica.

Se consideran dos atomos de hidrégeno separados por una distancia R, = R, — R,
con las funciones de onda orbitales de los electrones de los d4tomos 1 y 2 descriptas por
¢1(1) ¥ ¢y(r), respectivamente. Cuando los d4tomos se encuentran en proximidad, y como
las funciones de onda orbitales electrénicas de cada uno han de determinarse en ausencia
del otro, la integral de solapamiento serd distinta de cero:

L= (@ulon) = [ droim)ontr) £ 0. (12

Ahora, de acuerdo con la suma de momento angular, el espin total sera S=S 1+ 5’2, con

valores posibles s = 0, 1, y los autoestados de 5’ y S ®) seran
1)

) - ) )
(singlete, s = 0) l4d)

(triplete, s = 1)

Como |xs) es antisimétrica y |x,) es simétrica ante intercambio de electrones, las funciones de
onda espaciales asociadas deberdn tener la simetria opuesta para que la funcién de onda total
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respete la antisimetria requerida para funciones de onda fermiénicas. Las combinaciones
lineales normalizadas apropiadas de ¢, (r) y ¢,(r) se puede mostrar que estdn dadas por

¢s(Ty,79) = [01(r1)Pa(1rg) + @1 (13) o (71)], (1.4)

1
2+ 2(¢11¢)?
1

Gy(ry,my) = [¢1(7’1)¢2(7'2) - ¢1(T2>¢2(T1)];
V2= 2(40,)?

de forma que a la funcién de onda espacial ¢,(r,7,) (¢,(7, 7)) le corresponde la funcién

de onda de espin xs(o,05,) (x;(0,0,)), donde o, y o, denotan coordenadas de espin.
El Hamiltoniano, cuando la distancia entre d&tomos es finita, estd dado por

(1.5)

H =Hi + Ha + Hio, (1.6)

donde H; y Ha2 son los Hamiltonianos individuales de los dtomos 1y 2y Hio es el
Hamiltoniano de la interaccion Coulombiana entre ellos:

~ P12 e2 A P22 e2
= om ! =g T !
ry — Ry [Ty — Ry
2 2 2 2
~ e e e e
Hig = + — -

|7y — 7y IR, — R,y| |r) —Ry| |ry— Ry

electrén-electrén  protén-protén electrén-protén

Si se denota por Ej a la energia cuando la separacién atémica es infinita, de forma que

(61| Hy | d1) = (dg | Ho | $2) = Eo,

se puede mostrar que
/drldr2¢i(7"1)¢;(7'2)H¢1(7°1)¢2(7°2) = /drldrz‘ﬁ;(T1)¢T(72)H¢2(T1)¢1(T2) =2k + U,

/drldr2¢;(r1)¢>{(r2)7‘l¢1(r1)¢2("°2> = /drldr2¢’{(r1)¢;(r2)7{¢2(r1)¢1(r2) = 2El* +V,

donde la integral de Coulomb U y la integral de intercambio V estdn dadas por:

U-:/drldTQle’¢1(T1)’2|¢2(7’2)|27 V:/drldr2H12¢9{(T1)¢§(T2)¢2(7’1)¢1(7’2)-

Luego, la energia para cada funcién de onda global, que coincide con la energia de la
correspondiente funcién de onda espacial ya que las funciones de onda de espin estan
normalizadas, se puede expresar como:

Eo= (0|60 =20+ 1o E=(8|Hlo) =20t 1y ()

Con esto en mente, es posible reemplazar el Hamiltoniano de la expresién (1.6), que
acttia solo sobre las coordenadas espaciales, por un Hamiltoniano de espin, siempre que los
estados atomicos excitados puedan ser ignorados. Este nuevo Hamiltoniano se construye
de forma tal que la energia de las funciones de onda coincida con las encontradas en la



expresi6n (1.7) y aprovechando que, como son espines %, |xs) y |x,) son también autoestados

del operador S, - §,, ya que

T T T W o 1.2 3.
52=sf+53+251-52=§H+251-52 — 51.52:552_1}1.

Con esta expresion, es facil ver que los autovalores de S; - S, son

& ¢ 3 5o 1
SI'SQ‘X3>:_1|XS>7 Sl'SQIXt>:Z‘Xt>7
por lo que se puede proponer, para constantes a, b, un Hamiltoniano de la forma
H=a+b8,-8S, (1.8)

y pedir

N 3 N
<X5|H|Xs>:a_ib:ES:<¢s|H‘¢s>7

. 1 .
(X¢|Hlx;) =a+ Eb:Et = (0| H | D)
Utilizando (1.7), se puede ver que:

| 3 PRI u-v PR 1
H:4ES+4Et+(Et—Es)Sl.SQ:2EO+1_12+(Et—ES)<Sl.S2—).

Si se redefine el cero de la energia, se puede escribir:

uwz —v

H:—Jsl'SQ, con J:ES_Et:2ﬁ

(1.9)
Este Hamiltoniano es el Hamiltoniano de intercambio de Heisenberg para dos espines. Al
ser un producto escalar de los operadores de espin, este Hamiltoniano favorece estados con
espines alineados si J > 0y estados con espines antiparalelos si J < 0. El coeficiente J en
su momento se denominaba integral de intercambio, ya que el célculo original no tenia en
cuenta la interaccién Coulombiana de los ntcleos por lo que tomaba una forma més simple, a
primer orden, similar a V- donde H 2 solo involucraba la interaccién entre electrones [22]. En
la actualidad J suele denominarse constante de acoplamiento de intercambio o energia de
acoplamiento o alguna variante similar [78, 79]. El Hamiltoniano de Heisenberg simplemente
se postula como una suma de la forma

H=-%J;585j, (1.10)

D,

donde se suma sobre todos los pares (i, j) de iones relevantes.

Aunque este mecanismo de acoplamiento denominado intercambio directo, como es
descripto por el método de Heitler-London, no suele ser aceptable como mecanismo de
acoplamiento para materiales magnéticos, es un cdalculo relativamente simple para
justificar, de manera ingenua, el estudio de Hamiltonianos de espin tipo Heisenberg. De
hecho el método de Heitler-London no converge cuando se hace la extensiéon a solidos
magnéticos. Para hacer una justificacién completa del Hamiltoniano de Heisenberg para
materiales magnéticos se deben considerar rigurosamente otros mecanismos de
intercambio y aproximaciones de mayor complejidad. La interaccién de intercambio
directo, al ser determinada por el solapamiento de funciones de onda de los iones
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magnéticos involucrados, es de muy corto alcance, por lo que en la practica rara vez se
presenta como interaccion dominante y, en consecuencia, otros mecanismos de
acoplamiento toman relevancia. La interaccion de Rudermann-Kittel-Kasuya—Yosida o
interaccion RKKY (RKKY interaction), que es un mecanismo de acoplamiento entre iones
magnéticos a través de electrones en la banda de conduccién, o la interaccién denominada
superintercambio (superexchange), donde el acoplamiento es a través de iones
diamagnéticos, son ejemplos de mecanismos de acoplamiento cuyas interacciones pueden
ser descriptas a través de Hamiltonianos efectivos tipo Heisenberg [77, 78, 79, 81].

1.2. Cadenas de Espines

Una cadena de espines es una red unidimensional de NN sitios en cada uno de los cuales
se ha colocado un espin y que queda descripta por un Hamiltoniano H de la forma

H=Y Hy+> H, (1.11)
ij k

donde 1, j, k denotan sitios de la cadena, l:lij denota el Hamiltoniano de interaccién entre
los espines en los sitios i y j y Hy. denota la interaccién del espin en el sitio k con algtn
fenémeno externo. Las cadenas de espines admiten extensién a otras dimensiones, lo cual
se logra considerando redes bidimensionales o D-dimensionales. A lo largo de este trabajo
solo se consideran cadenas de espines 5 unidimensionales, por lo que los espines quedan
descriptos a través de las matrices de Pauli y el espacio de Hilbert de los estados de la cadena
es el espacio de Hilbert de N espines £ usual de dimensién 2%

En general, los Hamiltonianos de interaccién suelen obedecer la misma estructura
independientemente de los sitios considerados. No todos suelen ser no nulos y la cadena se
caracteriza seguin las interacciones presentes para los sitios individuales. Si estos
interactian solo con sitios contiguos de forma que l:lij # 0 solo cuando j = i+ 1, se dice
que es una cadena con interaccién a primeros vecinos. Si la interaccién es con un nimero
mayor de vecinos cercanos, se trata de una cadena con interacciones de mediano o largo
alcance. En ambos casos, se debe establecer si se toman las interacciones entre los primeros
y ultimos sitios. Tomando el caso de interacciones a primeros vecinos como ejemplo, los
sitios 1 y N pueden o no interactuar entre ellos. Si no interacttian, se dice que la cadena es
abierta o con extremos libres y se habla de una cadena con condiciones de contorno
abiertas. En el caso en que si interacttien, pueden hacerlo segiin la misma forma en la que
interactian los otros sitios y se habla de una cadena cerrada con condiciones de contorno
periddicas. Existen otros tipos de condiciones de contorno que se pueden englobar bajo el
concepto de condiciones de contorno retorcidas (twisted boundary conditions) [82], en las que
la interaccion entre estos sitios toma la forma ¢'©H ~,1, donde H ~, 1 obedece la misma forma
que el resto de las interacciones y © es un namero real denominado torsién. De particular
relevancia en este caso, para © = 0 se recuperan las condiciones de contorno periédicas
mientras que para © = 7 se tienen condiciones de contorno antiperiédicas. En cualquiera
de estos casos se puede hacer la extensioén para una cadena con interacciones de mediano o
largo alcance facilmente.

Los Hamiltonianos Hy describen las interacciones que se presentan entre los espines
individuales de la cadena y fendmenos externos a la cadena. El caso méds comtin es cuando
la cadena se encuentra en presencia de un campo magnético externo uniforme B, el cual
interacttia con el momento magnético fi;, asociado al espin segtin

iy = g B= 8, B

donde 7 es la razén giromagnética, la cual, en el caso del electrén, vale 5% g. con g. ~ 2.
€

2m
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1.2.1. Modelos tipo Heisenberg

Los modelos considerados con mayor frecuencia son una clase de modelos con
interacciones a primeros vecinos que suelen denominarse modelos tipo Heisenberg. Estos
modelos se pueden considerar en presencia de un campo magnético transversal y,
inspirados por el Hamiltoniano de Heisenberg (1.10), se pueden describir a través de el
Hamiltoniano general

N
==Y [J508E, + sV 8PS, + a5 83 | - Z 12
1 :
donde el tensor de acoplamiento .J describe las interacciones a primeros vecinos entre espines
y hj captura la interaccion con el campo magnético, que se lo toma en la direccion 2. La suma
sobre sitios i puede o no incluir el dltimo sitio, segtin se trate de una cadena con condiciones
de contorno periédicas o abiertas. Como se mencioné anteriormente, se suele considerar la
variante uniforme de estos modelos. En tal caso, el campo magnético no varia de sitio a sitio

y el Hamiltoniano anterior se puede escribir de la siguiente manera:

N
]f[ — Z [J(x)s(l’)s(x) + J(y)S(y)SEJr)l J(Z) A1+1] Z (1.13)

i
Dependiendo de los valores que tomen las componentes de J o de las relaciones que

obedezcan entre ellos, se pueden distinguir distintos modelos, algunos de los cuales se
detallan a continuacién.

Modelo XYZ

Si se toman constantes de acoplamiento homogéneas, pero anisotrépicas, se obtiene el
denominado modelo XYZ. En este caso las constantes de acoplamiento solo dependen de la
direccién considerada y el Hamiltoniano que describe este modelo toma la siguiente forma:

I:[XYZ =- Z {J(x)gi(x)ﬁi(fr)l + J(@AS(( ) &)

W+ 08059 - hZS(z (1.14)

i
Este modelo, en ausencia de campo magnético, fue resuelto por Baxter [83] en 1972 haciendo
uso de la solucién de un modelo bidimensional denominado modelo de ocho vértices (eigth-
vertex model) presentada por él mismo un afio antes [84].

Modelo XXZ

El modelo XXZ se obtiene a partir del modelo XYZ tomando acoplamientos isotrépicos
en el plano. Definiendo J* = J*) = J¥), el Hamiltoniano de este modelo se puede expresar
como:

(2) (1.15)

Mz

i+1
i j=1

Hyyy = — Z [‘]L (gi(x)gi(?l + gi(y)s( Y ) +JE)S Sfu} —h

Este Hamiltoniano se puede expresar de otra forma definiendo un ntimero A tal que J*) =
JLA = JA, descartando asi los supraindices para los acoplamientos para escribir:

——JZ[ 80+ 580, + asP8E | —hZS (1.16)

A través de una generalizacion del ansatz de Bethe, C. N. Yang and C. P. Yang presentaron
una serie de papers en los que detallaron una solucién para este modelo con h = 0[85, 86, 87].
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Modelo XXX

En el caso especial en que A = 1, se suele distinguir del modelo XXZ y denominarse
modelo XXX. Cuando se habla de modelo de Heisenberg se suele referir a este modelo en
particular, cuyo Hamiltoniano es:

Mz

- —JZ (5980, + 5080, + 8P5| — (1.17)

=1

Como se mencioné anteriormente, Bethe [23] propuso en 1931 un método analitico, hoy
denominado ansatz de Bethe coordenado, para encontrar los autoestados y autovalores
de este Hamiltoniano con campo nulo. La extensién al limite termodindmico en el caso
antiferromagnético fue hecha por Hulthén [24] para el estado fundamental en 1938 y por des
Cloizeaux y Pearson [88] para los estados excitados en 1962 [89].

Modelo XX

Otro caso especial del modelo XXZ para el cual se asigna un nombre distinto al modelo
es cuando A = 0. En tal caso, el modelo se suele denominar modelo XX y su Hamiltoniano

es:
= _JZ [ A1+1 (y)gi(i)l} —h

N
j=

51 (1.18)
1
Aunque este modelo puede considerarse como caso particular del modelo XXZ, en general
suele discutirse a partir del modelo que se introduce a continuacién.

Modelo XY

El modelo XY surge de considerar A = 0 en el modelo XXZ, pero con interacciones
anisotrépicas en el plano. La anisotropia en este modelo en particular sigue una regla definida
y estd gobernada por un pardmetro de anisotropia vy de forma que el Hamiltoniano se puede
expresar como sigue:

(2) (1.19)

Mz

=T [+ S8 + (1-a)SPSG] -
i j=1

Este modelo fue introducido [48] y resuelto Vv y h = 0 por Lieb, Schultz y Mattis [40] en 1961.
El método que presentaron se discute en la Subseccién 3.1.3. El Capitulo 2 de este escrito
estd dedicado a una solucién detallada de este modelo, sin restricciones sobre el valor de h.
También se dedica una seccién de ese capitulo a la solucién del modelo XX, que se da en el
caso en que v = 0.

Modelo de Ising

En el caso especial en que 7 = 1 en el modelo XY, se obtiene el modelo de Ising, que
queda descripto por el siguiente Hamiltoniano:

() &()
Higng = —JZS Sy —

@) (1.20)

||Mz

En esta descripcion, las interacciones entre espines ocurren en la direccién x mientras que
el campo transversal se encuentra aplicado en la direccién z. El modelo de Ising tiene otra

12



descripcion usual en la que las interacciones son en la direccién z mientras que el campo
transversal se toma en la direccién z, la cual es utilizada normalmente en ausencia de campo
magnético. Estas dos descripciones son equivalentes y estdn relacionadas por una rotaciéon
alrededor de la direcciéon y en un éngulo 3.

Este modelo, con h = 0, fue propuesto originalmente por Lenz [14] en 1920, y resuelto
por Ising en 1924 y publicado un afio después [15], como explicacién de la magnetizacion
espontanea en solidos ferromagnéticos [90]. La solucién del caso con campo magnético
transversal fue realizada por Pfeuty [47] en 1970.

1.2.2. Otros Modelos

Los modelos detallados anteriormente suelen ser los ejemplos méds comunes cuando se
habla de modelos cuanticos de espin. Por supuesto, existen variantes de estos y otros modelos
que han sido objeto de estudio por diversas razones, ya sea por modelar adecuadamente
caracteristicas de ciertos materiales, por su solubilidad, o por exhibir algtin comportamiento
particular de interés.

En cuanto a variantes de los modelos anteriores se pueden mencionar, por ejemplo,
modelos que se obtienen a través de la adicién de impurezas en los acoplamientos [91] y
extensiones con interacciones de mediano alcance [92]. Algunos de estos modelos suelen
recibir nombre propio, como es el caso del modelo J; — Jy [93, 94]. Este modelo fue
estudiado originalmente por Majumdar y Ghosh como alternativa al modelo de
Heisenberg, deshaciéndose de la restriccion de este a interacciones a primeros vecinos
[95, 96]. El modelo J; — J;, a veces denominado modelo de Majumdar-Ghosh [97],
incorpora interacciones a segundos vecinos y queda descripto por el Hamiltoniano

Hy ,=-1> 8- S—J2ZS S,

(i)

donde las sumas sobre (ij) y ((ij)) indican sumas sobre primeros y segundos vecinos,
respectivamente. Naturalmente, el modelo que también involucra interacciones a terceros
vecinos, se denomina modelo J; — Jy — J3 [98].

Otro modelo que cae dentro de esta clase es el modelo ANNNI (Axial Next-Nearest
Neighbor Ising model), en el cual acoplamientos a primeros vecinos compiten con
acoplamientos a segundos vecinos [99]. Introducido originalmente para modelar ciertas
estructuras observadas en materiales magnéticos [100], el Hamiltoniano de este modelo se
puede expresar como:

H g = JZ S S Z S S("”

donde « suele ser positiva y gobierna el valor relativo de los acoplamientos.

Un modelo que incorpora interacciones de largo alcance es el modelo de
Lipkin-Meshkov-Glick [101, 102, 103]. Introducido con el objetivo de evaluar métodos
aproximados en modelos exactamente solubles, el modelo LMG describe N espines 3 en
presencia de un campo magnético uniforme que interactan en el plano con acoplamientos
anisotrépicos de largo alcance. El Hamiltoniano de este modelo se puede escribir como
[104]:

e = _% [3@»2 +,Yg(y>2] g,
donde v es un pardmetro de anisotropia y S(®) = Z{V: 1 S’i(a).

Existen otros modelos que incorporan interacciones con diferentes grados de

complejidad como el modelo de Haldane-Shastry [105, 106] o el modelo de Inozemtsev
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[107]. A continuacién se detallan dos modelos que incorporan formas mds complejas para
los acoplamientos.

Modelo Extendido de Ising con Interacciones a Algunos Vecinos

Los modelos de Ising con interacciones de largo alcance comienzan a ser estudiados
como modelos de cristales ferroeléctricos en la década de 1960. Blinc [108] introduce a
principio de década un modelo para cristales ferroeléctricos con enlaces de hidrégeno en
el que los protones adoptan una configuracién ordenada y se pueden encontrar en los
minimos de un pozo doble de potencial. En 1963, de Gennes [109] asocia un pseudoespin a
la posibilidad de los protones de ocupar los dos estados asociados a los minimos del pozo
doble e introduce un Hamiltoniano de la forma

Hig = ZJ S QZS

donde €2 es una cantidad analoga al campo magnético asociada al tunelaje de los protones
entre los dos minimos del pozo doble, las constantes de interaccién .J;; captan efectos
electrostdticos y otros acoplamientos indirectos, y se suma sobre todos los sitios. Modelos
de esta forma, en donde las constantes de interaccién .J;; decaen en funcién de la distancia
entre sitios, han sido utilizados también para el estudio de ldminas ferroeléctricas [110]. En
particular, se han considerado acoplamientos que decaen segtin potencias de la distancia
entre sitios y que permiten expresar el Hamiltoniano como:

55

Hyg = JZ iR —QZS(Z a>0.

El estudio de este tipo de Hamiltonianos ha sido motivado en los tltimos afios debido a
avances experimentales con iones atrapados que permiten simular sistemas de espin que
obedecen Hamiltonianos de esta indole con interacciones antiferromagnéticas [111, 112].

Recientemente, se ha intentado replicar el comportamiento de estos modelos de largo
alcance utilizando modelos de corto y mediano alcance. Lakkaraju et al. [113] consiguieron
replicar patrones de entrelazamiento entre pares de sitios del modelo de Ising de largo
alcance utilizando un modelo extendido de Ising con interacciones a algunos vecinos o
modelo FNEI (Few-Neighbor Extended Ising model). El Hamiltoniano del modelo FNEI que
propusieron tiene la siguiente expresion:

Z 1 i4+r—1 h N
> ( 11 5}”) &i(i)r] -5 2,67, (1.21)

I=1+1

: L (2)
Hepngr = —J i

donde N es el nimero de sitios. El modelo extendido considera interacciones entre sitios i y
j de la forma

que decae con la distancia r entre sitios. La intensidad de este decaimiento estd controlada
por el parametro «, que es un niimero real no negativo, mientras que el alcance de las
interacciones esta descripto por el nimero de coordinacién Z que, en principio, toma valores
entre 1 y N — 1. La constante A juega el rol de una constante de normalizacion y esta dada
por el Z-ésimo ntimero armoénico generalizado de orden o

1
-y L

n=1
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Dependiendo del valor que tomen los pardmetros, el modelo FNEI se comporta de
forma similar a otros modelos. Para valores de o cercanos a 0 el modelo se comporta como
el modelo de Ising de largo alcance, mientras que para valores grandes de a el modelo se
parece cada vez mas al modelo de Ising con interacciones a primeros vecinos. Para Z = 1 el
productorio es vacio y se recupera el modelo de Ising con interacciones a primeros vecinos,
para Z = 2 se tiene un modelo extendido de Ising con interacciones a segundos vecinos, y
con Z = N — 1 se describe un modelo extendido de Ising de largo alcance.

Modelo de espin basado en el modelo de Su-Schrieffer-Heeger

En 1979, Su, Schrieffer y Heeger [114] introdujeron un modelo para estudiar la formacién
de solitones en poliacetileno que hoy se conoce como modelo de Su-Schrieffer-Heeger. La
molécula de poliacetileno tiene una estructura en la que compuestos CH, formados por
un dtomo de carbono y un adtomo de hidrégeno, alternan enlaces dobles y simples entre
ellos formando una especie de cadena. El monémero, la unidad que se repite para formar
el polimero, en este caso es el acetileno, con férmula molecular CoHs. El modelo de Su-
Schrieffer-Heeger describe esta estructura mediante una red cuya celda unidad posee dos
sitios que representan los dos compuestos CH individuales unidos por un enlace doble.

Estarellas et al. [115] introdujeron recientemente un modelo de espin inspirado por el
modelo de Su-Schieffer-Heeger en el que se presentan estados cudanticos localizados. Este
modelo, basdndose en el alternado de enlaces dobles y simples en la molécula de
poliacetileno, considera dos interacciones distintas en el plano Js y J,, fuerte y débil
respectivamente, que se alternan entre los espines de la cadena. Un Hamiltoniano que
describe este modelo es:

{ Jg 1 impar’ (1.22)

J

w?

_ §@) & &(y) &(y) ] o
Hogyy = ZJ[ S 4 W gw) J, { par
con Js > J,,. Notar que cuando J; = J,, este modelo se reduce al modelo XX. A lo largo de
este escrito se referird a este modelo de espin como modelo SSH, recalcando que esta no es la
nomenclatura usual y suele referirse al modelo de Su-Schrieffer-Heeger como modelo SSH.

Dependiendo de el orden en el que se tomen los acoplamientos, y si se toman
condiciones de contorno peridédicas, se pueden diferenciar dos cadenas distintas, una
cadena fuertemente acoplada y otra débilmente acoplada. El Hamiltoniano anterior
describe una cadena fuertemente acoplada, ya que el acoplamiento entre el primer y
segundo sitio estd dado por J;. En la cadena débilmente acoplada, J,, es la constante que
gobierna la interaccién entre el primer y segundo sitio. Esto no presenta diferencia cuando
el namero de sitios N es par, ya que la cadena presenta simetria traslacional, pero cuando
N es impar estos casos si son diferentes. Si N es impar, el primer sitio tendra el mismo tipo
de acoplamiento con el segundo y ultimo sitio de la cadena. Luego, los acoplamientos
estardn alternados a lo largo de toda la cadena salvo en esta seccién, en la que habrd dos
acoplamientos seguidos del mismo tipo.

1.3. Transiciones de Fase Cuanticas

Se da el nombre de transicién de fase cudntica al cambio cualitativo que puede sufrir el
estado fundamental de un sistema de muchos cuerpos cuando se varfa alguno de los
pardmetros de su Hamiltoniano [116, 117]. Las transiciones de fase cudnticas, a diferencia
de las transiciones de fase cldsicas, ocurren a temperatura nula, producto de fluctuaciones
debido al principio de incertidumbre. Es por esto que las transiciones de fase cuanticas son
fundamentalmente diferentes a las transiciones de fase clasicas y, por ende, su
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comportamiento critico, las singularidades que resultan en los observables, debe ser tratado
de forma cudntica. Las transiciones de fase cuanticas en sistemas electrénicos son de
particular interés ya que diversos avances y descubrimientos en la fisica de la materia
condensada, como superconductividad a altas temperaturas y varios fenémenos
magnéticos, suelen ser atribuidos a puntos criticos cuanticos [118].

Las transiciones de fase cudnticas, en general, suelen ser asociadas con valores de los
pardmetros del Hamiltoniano para los cuales la energfa del estado fundamental no es una
funcién analitica. Estos valores de los pardmetros definen puntos criticos cudnticos en los
que derivadas de la energia del estado fundamental respecto de los parametros presentan
discontinuidades. Para cadenas de espines, estas discontinuidades pueden ser producto de
cruzamiento de niveles, en los que la diferencia de energia entre el estado fundamental y el
primer estado excitado se anula. A modo ilustrativo, al variar el pardmetro de anisotropia
Ay el campo magnético h en el modelo XXZ de la ecuacién (1.16), puede suceder que la
energia de un estado excitado disminuya hasta ser el estado fundamental. En este punto, la
energfa del estado fundamental E(A, h) no serd analitica [119]. También puede suceder que
los niveles no se crucen para la cadena finita pero la energfa del estado fundamental en el
punto critico deje de ser analitica en el limite termodindmico.

Cuando se habla de transiciones de fase cudnticas, sin especificar el tipo, suele referirse
a transiciones de segundo orden, también denominadas transiciones continuas. De acuerdo
con la definicién clésica, una transiciéon de fase de primer orden usualmente se caracteriza
por una discontinuidad finita en la derivada primera de la energia del estado fundamental.
De forma similar, una transicién de fase continua se caracteriza por una discontinuidad
finita o una divergencia en la derivada segunda de la energia del estado fundamental. Cabe
mencionar que no todas las transiciones de fase cuanticas se adaptan a esta clasificacion
basada en la definicién clésica, y existen transiciones de fase cudnticas en las que la energia
del estado fundamental no es necesariamente una funcién singular.

En este escrito, el foco es en transiciones en modelos tipo Ising y XY con campo
magnético transversal, los cuales presentan transiciones de fase cudnticas continuas. Una
caracteristica de las transiciones de fase continuas es el concepto de universalidad, que se
refiere al hecho de que los exponentes criticos de la transicién no dependen de los detalles
microscopicos del Hamiltoniano. Esto permite estudiar transiciones de fase explorando
Hamiltonianos més simples que pertenezcan a la misma clase de universalidad. En
particular, la transicién de fase cudntica de un modelo de Ising con campo magnético
transversal d-dimensional, con interacciones ferromagnéticas, pertenece a la misma clase de
universalidad que la transicion de fase térmica de un modelo de Ising clasico
d+1-dimensional con interacciones similares. Esta correspondencia se mantiene incluso
cuando las interacciones son aleatorias o presentan frustracién, lo que permite estudiar
modelos cuédnticos utilizando modelos clasicos ya estudiados.

Para estos y otros modelos, las transiciones de fase no siempre se pueden detectar a partir
del espectro del estado fundamental. En estos casos, las transiciones de fase se manifiestan
en parametros de orden presentando, por ejemplo, cambios de curvatura no necesariamente
continuos en el punto critico. Un pardmetro de orden usual es la magnetizacion por sitio
del estado fundamental en la direccién del campo. Si |¢),) es el estado fundamental de una
cadena de espin de N sitios, la magnetizacion por sitio m en la direccién del campo esta
dada por

1 o1 (2
m = NZM].( ) = NZ%'SJ'( ) 4hy). (1.23)
) )

También es comun utilizar las funciones de correlacién espin-espin para detectar transiciones
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Figura 1.1: Diagrama de fase del modelo XXZ con las curvas criticas en rojo y azul. Se
diferencian las fases ferromagnética, antiferromagnética (ambas sin color), y paramagnética
(coloreada) del modelo. Figura adaptada de la referencia [48].

de fase, las cuales se definen como [120]:
S5 = (W | S8 [4g), a=uz,y, 2 (1.24)

Como cuantifican, justamente, la correlaciéon entre espines, en general, se puede notar en ellas
la presencia de transiciones de fase ya que, como la transicién de fase es una reconfiguracién
del estado fundamental, estas correlaciones sufren un cambio en su comportamiento en los
puntos criticos. Las funciones de correlacién son de particular interés debido a que se pueden
encontrar expresiones para matrices densidad reducidas de uno y dos sitios en funcién de
ellas. En el Apéndice A se desarrollan los cdlculos que permiten llegar a estas expresiones.

Para modelos como el XY, con dos parametros en el Hamiltoniano, los puntos criticos
suelen definir curvas en el espacio de los parametros. Esto permite representar las
transiciones de fase cudnticas mediante diagramas de fases, en los que las secciones
separadas por las curvas criticas se corresponden con diferentes fases del modelo. En la
Figura 1.1 se muestra el diagrama de fase del modelo XXZ. La regién coloreada representa
la fase paramagnética, en la cual la diferencia de energia entre el estado fundamental y el
primer estado excitado se anula. A la izquierda de esta se encuentra la fase
antiferromagnética, denominada asi debido a que la magnetizaciéon en la direccién del
campo magnético del estado fundamental es nula. Estas fases se encuentran separadas por
la curva critica h.. A la derecha de la fase paramagnética se encuentra la fase
ferromagnética, en la que la magnetizacion del estado fundamental es méxima, y estas fases
se encuentran separadas por la curva critica hs. La magnetizacion en la fase paramagnética
varia desde cero, para valores de campo magnético nulo y valores criticos en la curva h,,
hasta valores maximos en la curva critica hg, para valores de campo de saturacién.

En transiciones de fase continuas, se puede asociar una cantidad £ que determina el
decaimiento exponencial de la correlacién de dos sitios en el estado fundamental. Esta
cantidad £ se denomina longitud de correlacién y presenta una divergencia en el punto critico
de la transicién. Mas alla de que tanto los puntos criticos cudnticos como clasicos presentan
una divergencia en la longitud de correlacién, los sistemas cudnticos poseen correlaciones
adicionales que no tienen equivalente cldsico, como el fenémeno de entrelazamiento.

17






2. Solucion Exacta del Modelo XY

Como se menciond en el capitulo anterior, el modelo XY consiste en N espines % con

interacciones a primeros vecinos en presencia de un campo magnético transversal, y puede
describirse a través del Hamiltoniano

N
B == [+ 5755 + (1 -9)50 58] thSY 2.1)

donde v es un parametro que caracteriza el grado de anisotropia en el plano y % cuantifica
la intensidad de campo magnético. En este desarrollo se considera 0 < v < 1,' lo que
permite alcanzar el modelo XX (y = 0) y el modelo de Ising (y = 1). Ademas, se consideran
condiciones de contorno periddicas, por lo que se suma sobre todos los sitios con

S%il = gfc) S](\:?-)i-l = Sfy) 511(\2-1 = SF)- (2.2)

Para resolver, se introducen los operadores escalera, que a lo largo del capitulo se
denotaran como @' y a. Esta eleccion de notacién para los operadores escalera puede parecer
innecesaria, pero es natural elegirla para esta discusién no solo porque resalta la relacién entre
estos operadores sino también por la naturaleza de la discusion en las secciones siguientes.
Estos operadores estan definidos por

al =80 = 8@ L8 4 =80 = §@) _5W) (2.3)
con lo cual: ; ;

A &n‘l‘&n A &n_&n &(z AT A

57(1 ) = — 57(;/) =~ ST(L) - aLan — % (2.4)

Usando estos operadores, se puede obtener la siguiente expresioén para el Hamiltoniano:

J of . ot
H= Z 9 [ i Qi T Q0 +(a j ;'[—&-1 +aiai+1> — h(a;a; — %) 2.5)

2.1. Transformaciones y Algebras Canénicas

En el formalismo de la segunda cuantizacién, el estado de los sistemas suele quedar
descripto por la representacion de Fock, a través de ntimeros de ocupacién, y operadores
b y b comtnmente llamados operadores de creacién y aniquilacién, respectivamente. Los
operadores b' y b son operadores de Bose si obedecen un 4lgebra con relaciones canénicas
de conmutacién (CCR algebra, canonical commutation relations) denominada dlgebra bosénica
candnica:

~

[I;(Tw I;};] =0 [bom

byl =0 [by, bE] = 0,5 (2.6)

En cambio, b' y b son operadores de Fermi si obedecen un dlgebra con relaciones canénicas
de anticonmutacién (CAR algebra, canonical anticommutation relations) denominada élgebra
fermionica canénica:

(b1, 053 =0 {by, byt =0 {b,. b} =04 (2.7)

!Notar que se puede llevar v a —v a través de una rotacién en 7 alrededor del gje z.
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Una propiedad importante de la segunda cuantizacién es que las transformaciones
unitarias preservan el dlgebra. Esto es, si bt y b son operadores de Fermi (Bose) y los
operadores dt y d se obtienen de una transformacién unitaria de b y b, entonces d' y d son
operadores de Fermi (Bose). Esto se puede ver planteando la transformacién
correspondiente y evaluando los anticonmutadores (conmutadores). Denotando por U a la
matriz unitaria de la transformacién, se puede escribir

dg:zUayb;’ Z jabj-
j

Si bt y b son operadores de Fermi, por ejemplo, se puede ver facilmente que los nuevos
operadores también satisfacen el algebra fermiénica. A modo ilustrativo:

Gy “ o i '
di} =Y UpUgdby, b} =) Ui Ugdy Z oUsj = (UU) 5 = 0,5
il Jl

El problema con la representacién (2.5) es que los operadores ' y @ obedecen un &lgebra
mixta, por lo que esta representacion del Hamiltoniano no puede ser diagonalizada mediante
una transformacion lineal de los operadores. Estos operadores satisfacen

{a, al} =1 wV:mW:o 8
0, 03] = [af, aj] = [a;, 4] =0 i #
lo que muestra que a' y @ de sitios distintos obedecen relaciones canénicas de conmutacién
mientras que, notando que
SN2 _ (aty2 A L

(@, = (@))* =0 = {a], al} = {a;, a;} =0,
a' y @ de un mismo sitio obedecen relaciones canénicas de anticonmutacién. Si se plantea
una transformacion unitaria de los operadores, no se puede encontrar el dlgebra para los
nuevos operadores. A modo ilustrativo:

7t qt ] * o 7oty — * a.al
di, =Y Ujal  d,=> Una, = {d,dy}=> U Ugla, a},
J J gl

y solo se sabe evaluar {a,, &}L} cuando j =
Entonces, lo que se busca es una transformacion intermedia que permita llevar los
operadores de espin 3 a operadores de Bose o de Fermi, para luego diagonalizar el
Hamiltoniano mediante transformaciones lineales unitarias. La transformacién que lleva af,
i y S® a operadores bosénicos bf y b se conoce como transformacién de
Holstein-Primakoff: [121]
af = (L=blb)sh, 4=l -Blb): ST =3Bl 29)

7

[l

y puede ser utilizada, por ejemplo, para resolver el modelo de Heisenberg [122]. La
transformacién que interesa en este caso es la que los lleva a operadores de Fermi y se
conoce como transformacion de Jordan-Wigner.

2.2, Transformacién de Jordan-Wigner

La transformacién de Jordan-Wigner surge de la similitud entre los operadores escalera

a' y a de espin } y los operadores de creacién y aniquilacién de Fermi. Esta
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correspondencia puede ser utilizada para convertir sistemas de espines 3 interactuantes en
sistemas de fermiones interactuantes, o viceversa [123]. En el caso particular del modelo XY,
esto permite transformarlo en un modelo de fermiones no interactuantes, lo que significa
que el Hamiltoniano tiene a lo sumo términos cuadréticos en los operadores fermiénicos.
La transformacién introduce operadores ¢ y ¢ dados por

dh—al TN A o = ST A (2.10)
En los Apéndices B.1 y B.2 se demuestra una serie de propiedades que los operadores a', a,
¢ y ¢ satisfacen, respectivamente, incluyendo las relaciones de anticonmutacién necesarias
para asegurar que ¢ y é son operadores de Fermi. A continuacién se muestra una seleccién
de dichas propiedades, ya que seran necesarias para el resto del desarrollo.

de =ala, (2.11) {¢], ¢,y =9, (2.12)
EEREIEE (2.13) ele, &) = —6,5¢; (2.14)
[efe;, ele,] =0 (2.15) {¢;,1—2¢le,} =0 (2.16)

m m
At o afa . St I
ﬂ:lwzgn:n eje; | I eﬂ:lwcjcj (2.17) e:l:mZ;n:n aja; _ | | e:l:lﬂ’ajaj (2.18)

j=n J=n
G —1gde. (219) TG — 1 —9afa,  (2.20)
R . ot A
{imZJ"JJ ¢} =0, l€n,m] [eimzj:n 19, 6] =0, I¢[n,m]
! (2.21) . ! (2.22)

{ +inm Z;n N A] 7 A;} — 0’ le [n’m] [eiiﬂ'

Estas propiedades permiten, entre otras cosas, invertir la transformacién. Utilizando (2.11),

PN PO IO
(2.15)y eAeB = ATBTaA Bl go puede ver facilmente que

14t Lats
d} = é;r ”rzk 1 %% &j = _”Zk 1 %% ¢ ¢j- (2.23)

2.2.1. Expresién Alternativa de ¢' y ¢ utilizando 5%

~ Existe una expresion alternativa para ¢ y ¢ en términos de af, @ y 6(*). Sabiendo que
SG) = ata — 3, se puede utilizar (2.20) para ver que

% — 1 —2ata, = —291) = 51, (2.24)
Luego, por (2.18):
im T, ala, M mala, 7 5%
FT T, ala; _ H =11 <_o§ >) . (2.25)
j=n j=n

Con esto, y notando que los operadores af, @ y §*) conmutan si acttan en distintos sitios, se
puede reemplazar en (2.10) y obtener

J—1 j—1
= [H (_&’(cz))] al o= [H (‘6;(5))] a. (2.26)
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Entonces, para transformar los operadores d;r. y a; de espin 3 en los operadores de Fermi é;r

y ¢;, basta con adjuntar una serie de operadores —6,(;) para todos los sitios k previos a j. El

término H?C;ll ( 52 )) se denomina string de Jordan-Wigner [124].

Recordando que (6*))2 = 1, con (2.11), (2.17) y (2.24), se pueden recuperar las
expresiones para a' y @ en términos de ¢' y ¢.

2.2.2. Representacién de Estados

Sabiendo como la transformacién de Jordan-Wigner transforma operadores de espin 4
en operadores de Fermi, hay que ver como se traduce esto para estados de espin. La base
producto usual se sabe que es de la forma

(2)

|0y, 09y ooy Op), cCON o; = =£1, autovalor de 6,”,

y el estado |0 = 1) se suele denotar por |1) mientras que |c = —1) se suele denotar por |/).
Encontrar una forma de escribir estos estados en lenguaje fermiénico no es complicado.
Primero, es natural ver cual de las configuraciones de espin juega el rol del vacio |@.),?

que es aquel estado que se anula bajo toda aniquilacién. Sabiendo que

~ . R . . J=1 st

Cj‘@c> =0 Vj, GN) =0, y C; = emszI G a;,
se puede ver que ¢ j 4,4, ..., ) = 0 Vj, por lo que, luego de una transformacién de Jordan-
Wigner, el estado sin fermiones se corresponde con la configuracién con todos los espines
down:

1) = [ o ooy b (2.27)

Excitaciones fermidnicas se corresponden con espines up. Esto se puede ver rdpidamente
con (2.24):

~(2) _ oAt PP PN
g, —2ajaj—1? cc]—l
(2.11)
AP
Luego, denotando por n ;a los autovalores del operador ¢;c;, se tiene
~(2)
0'. o.)=0.lC-
T | > J’ J> =>aj:2nj—1.
(2 ¢;é; — 1)\0 ) =(2n,—1)|o,)
Como o; = +1, resulta
o, +1 4
n;=-5—=01 con cteslos) =nylo). (2.28)
Con todo esto se puede establecer que
|0, 09y ooy On) = [N, gy oy M),

por lo que la base producto usual de espin % es equivalente a la base de Fock para los n;
definidos en (2.28).

2Se utiliza la notacién |@) para el vacio en lugar de la notacién usual |0) para evitar confusién con el estado
|0) de la base computacional que se introduce en el préoximo capitulo.
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2.3. Representacion Fermidénica del Hamiltoniano

Volviendo a la expresion (2.5), para aplicar la transformacién de Jordan-Wigner, se
separara el Hamiltoniano en tres términos: parte interior H;, parte borde H, y parte campo
H . De esta forma, se tiene que

N-1
. J ;
2 po (2 171 (2 17 (2‘29)
g N
Hy = —lalyay + aya] +y(ayal +aya,)l,  He=—h) (ala, - 3).
i=1
lo que permite aplicar la transformacién a cada término individualmente.
Aplicar la transformacion a H. es trivial. Con (2.11) se ve inmediatamente que
N
He=—nY"(ele,— 3. (2.30)
i=1

De esta forma, solo basta con aplicar la transformacion a términos de la forma a jd} gy

a al j+1- Luego:

djd;'—i-l ? efiﬂ'z:i;ll éLék éjé;r'+1 17rZ,c 1c£ck _ C] e*lﬂ'zk 1CLck elﬂzk 1Ckck CT+1
(2.23) (2.22)
RPN
< ¢; e é}H = ¢;(1— QCTC ) ;H = —(1- QCTC )CJC}LJrl
(2.15) (2.19) (2.16)
_ o ataaal st atana st _ata s sbya of
= (1= 656 = 656))¢;8500 = = (656 = 656;)8;651 = (656 — 465);¢544
2.12)
_ (st oot _tata s I
= %%~ CjC;CJ)C;rH [ €0 © ]C}L‘H 3C+1 C;f’+1cj‘
(2.14) (2.12)
Con lo cual, se tiene que
ot A e St VP ala ,
A, =C¢j ¢ (%‘%‘H)T =CjCj 4 1<j<N-1. (2.31)
Similarmente:
ELTQT+1 _ C emzk 1ckck AT " einf;:l éLék ? é;é;—i-l elTrZi;% élék eiﬂZf;:l ézék
(2.23) (2.22)
_ st oy gt e g gt ot _atat
61 =26¢)) = =868, &) = =856 = &840
(2.17)y (2.19) (2.12) (2.13) (2.12)
Por lo que
afal,, = élel ot N s o ,
4j+1 = €%+ (a]a]_H)T AR l<jsN-L (2:32)
Con estos resultados, se puede expresar H; como sigue:
g =1
v KR NI AT At A
H, = 5 Z ;i1 + ¢ a6 +Y(6C 1 +¢5,185). (2.33)
j=1
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2.3.1. Términos de Borde

Los términos en Hj, que corresponden a las condiciones de contorno periédicas para af y
a, requieren cierto cuidado. En el limite termodindmico estos términos pueden ser ignorados
[48], pero para obtener una descripcién completa del modelo para cadenas finitas hay que
tenerlos en cuenta, notando que no transforman como los términos de H i

Antes de hacer el desarrollo, se recuerda que

[S6) @] — 166 [6), al] = 2a', (2.34)
) [&(2)7 &] = —2&,
y i
€:|:17rcjcj — A(Z) (QGTG _ 1) (235)

Estos resultados son necesarios para poder escribir los términos de borde en una forma
satisfactoria.
Al igual que con H;, se escribe H, como

y se ve que forma toman los términos d;rvdl y &R,&J{, obteniendo los restantes como los

conjugados Hermitianos de estos.

Entonces:

a’}-\/dl = é}LV eiﬂ'zk 1 élték Cl = —CNC e”rzk 1 ézék = é eiﬂ'zk 1 élték

(2.23) (2.21) (2.12)

Ahora se quiere, de alguna forma, completar la suma en la exponencial para que se sume
. o —

sobre todos los fermiones. Para ello, se multiplica por derecha por e'"~°~ a ambos lados de
la igualdad, usando (2.35) para el lado izquierdo.

ot A(2) a4t in N lele, imele Atoa A(2) o4t i N ele
—ApNG 0N =CiCy € k=1 "k"k ¢ "TNTN :T> —anQ10N = CiCy e k=1"k"k
2.17)
Queda ver que el lado izquierdo se reduce a su expresion original:

1,69 = —al,6Wa, = (2al, — 6Pal)a, = (al, — (2al,ay — 1)al)a,

_dN 19N = —aANON Q1 =

(2.34)

= (3aly — 2ajayak)a, = (ol — 21 - ayal)al)a,
{al,a;} =1
= (@l + 2ay(@})*)a, = aja,
(ah?=o0
Por lo que, finalmente:
. KR
alya, = ¢,él, emTho G (2.36)

A partir de esto, se ve que

(@)t = (2,8l @72l

éNéT e(lﬂ Zgﬂ @Z@k)*
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Luego:
alyiy = eyl e ERD G (2.37)

Para los otros términos se utiliza la misma estrategia:

A . N—1 AT 4 R . R . N At a
a;\, J{?CTCT el Lkt Gl —s —a}r\,a%) :cTc;rV el 2k=1 Gl

(2.23), (2.12) y (2.21)
De la deduccion de (2.36) se sabe que —&j\,&g\?) = &j\,, lo que resulta en
alal = el ™28y aya, = eyé, e ko G, (2.39)
Reemplazando (2.36), (2.37) y (2.38) en Hj, se obtiene

A J . o L o ix SN ate
=~ s+ o] 2l + i) @SRl

Esto se puede escribir de una forma un poco més agradable utilizando lo visto en la Seccién
2.2.2. Recordando que

é;réj]...,nj,...>:nj]...,n]-,...>, n; =0,1,

SN ata o . ~ .
se puede expresar '™ 2k=1%C en términos del operador ntimero total AV, definido por

N N N & N
o R z 1| _ 1S
N =0, =) ¢l Z[ +§}—M+5, (2.39)
j=1 j=1 J=1
donde M = Z Jesla magnetizacion total. Dado que e*'™ = —1, se puede escribir

. N Afa R ~
el k=1 6.8, — TN (_1)N’
para finalmente expresar Hy, de la siguiente manera:

A J o e
Hy =~y + eyel +y(@lely +eye) (1Y, (2.40)

Utilizando esta expresién para Hy, y con las expresiones obtenidas para H; y H,, el

Hamiltoniano toma la forma

N-1
- J R o4 R P . . A . A
H=- 2[2 [C;r'cjﬂ +C}+1Cj +7(C}C;+1 +Cj+1cj) +[C1CEV+CNCI +’Y<CICJ][V+CN01)](—1)

i=1

(2.41)

2.3.2. Paridad y Condiciones de Contorno

Para obtener una expresién similar a la del Hamiltoniano sin transformar, se quiere
- . . Af N
encontrar algtin analogo a las condiciones de contorno en (2.5) para ¢y 1Y eyt los cuales,
como se puede ver en la expresién anterior, seran distintos de éi y ¢, respectivamente.
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El término de borde es inconveniente porque (— 1)/\7 es un operador global que involucra
a todos los fermiones. Ahora, como los autovalores de A son enteros, ya que los autovalores

den; = é; ¢;son 0o 1, el operador (—1)/\7 solo puede valer +1:

(_1)N|n17 Ngy « v vy n]v) = i|n1, Mgy « vy nN>,

Es por esto que (—1)"V se denomina operador de paridad, ya que vale +1 cuando el nimero
de excitaciones fermidnicas, que se corresponden con espines up, es par y vale —1 cuando es
impar.

Hay que recalcar que aunque H no preserva el niimero de fermiones, la paridad de este
numero si es conservada. Esto se puede ver notando que términos de la forma é;ék y éjéz
crean y aniquilan dejando invariante el nimero de fermiones mientras que términos de la

forma cTc,TC y ¢, ck crean y aniquilan, respectivamente, pares de fermiones, preservando asi

la paridad. Formalmente, hay que probar que [H, ()N | = 0, y los detalles se encuentran
en el Apéndice B.3. La conservacién de la paridad implica que H y (—1)V pueden ser

diagonalizados en la misma base y, como (—1)" solo tiene dos autovalores (+1), H sera
diagonal en bloques donde cada bloque corresponde a uno de estos dos autovalores:

(Hy O
0 H_)

donde el signo + caracteriza configuraciones con un ntimero par de fermiones y el signo —
con un nimero impar.

Este resultado permite definir proyectores ortogonales P, y P_ que proyectan sobre los
subespacios de dimensién 22 ~! con un ntimero par e impar, respectivamente, de fermiones:

>

Pe= L1+ (-1)Y). (2.42)

No es dificil ver que efectivamente estos operadores son proyectores ortogonales, y los
célculos se detallan en el Apéndice B.4. Esto implica que P satisfacen:

Con el uso de estos proyectores se puede formalizar la estructura diagonal en bloques del
Hamiltoniano y definir apropiadamente los Hamiltonianos H y #_ que acttan en los
subespacios 2V ~!-dimensionales de paridad definida del espacio de Hilbert completo. Para
ello se escribe:

H=THI= (P, +P)HPL+P_)=P HP, + P, HP_+P_HP, +P_HP_

(2.43)
= PP, + PP+ P PLH + PP = PP+ PP
7, (~)N] =0 = [H, P4] =0 ¢4
Con esto, se puede definir:
H,=P,HP, H_=P_HP_. (2.44)

Para ver qué forma toman H y H_ se recuerda que, como cada proyector proyecta sobre
subespacios de paridad definida, en esos subespacios el proyector correspondiente es una
identidad mientras que el otro proyector acttia como operador nulo. Luego, algebraicamente,

H, se corresponderia con reemplazar (—1)" = 1 en la expresion de H mientras que #{_ se
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corresponderfa con reemplazar (— l)N = —1. De nuevo, H es un operador del espacio de
Hilbert completo mientras que 7, y H_ pertenecen a subespacios ortogonales de dimensién
2N-1, Para evitar tratar con estos subespacios, se define operadores H. y H_ del espacio de
Hilbert completo tales que

7, — =7 . 2.4
Ho=H| o Ho=H| (2.45)

A diferencia de #, y #_, H, y H_ tendran 2V pares de autovalores y autovectores, pero
la mitad tendran paridad fermi6nica par y la otra mitad paridad fermiénica impar. Como
los proyectores P, y P_ proyectaran sobre los subespacios de paridad definida, permiten
filtrar los autovectores con la paridad deseada por lo que, notando que H, y H_ también
conmutan con el operador de paridad, se puede escribir

7:[+ == 75+ﬁ+75+ - ﬁ+75+ 7:[7 == 757}?7757 = IA{,,]S, (2 46)
H=H,P, +H P_, '

y trabajar con H, y H_. Usando la expresién (2.41), estos Hamiltonianos quedan dados por

(2.47)

Ahora, para poder combinar los términos de borde con el resto, se debe encontrar alguna

clase de condiciones de contorno para los operadores é' y ¢. Se quiere encontrar alguna forma
de poder escribir

i[élé;[\/ + éNéJ{ + ’Y(éié;\/ + Cn6y)] C}LVCNJrl + C}L\UrlcN + ’Y(CEVC;\/H + enialy)-

» Caso con paridad par.

élé}r\/ + éNéi + V(éiéj\/ +en¢y) T _éjvél - éiéz\/ - ’Y(ézvéi +é6y)

(2.12)

. /‘T ~ A-I' N . ..
En este caso, para poder asociar ¢} y ¢; con ¢, 1Y Cyyq € debe imponer condiciones
de contorno antiperiddicas:

g = =8l ey =4 (2.48)
» Caso con paridad impar.
—[e el +enel +(elely + ey T ehvey +éley +(ehel +¢ey)
(2.12)

S K A . ..
En este caso, para poder asociar ¢; y ¢; con ¢y, | y ¢y, se debe imponer condiciones
de contorno periédicas:

= ey =¢ (2.49)

Ambos casos se pueden combinar recordando que (—1)N = 1 para el primer caso y para el
segundo (—1)V = —1 para finalmente poder escribir:

N
- J [afa A a At S At
Hy=) -3 M%‘H 88 F U Ee e8| — hEle; — 3)
p (2.50)



2.3.3. Representacion en Espacio Momento

El siguiente paso hacia la diagonalizacién es la introduccién de los operadores de Fermi

en espacio k, éL y ¢, a través de una transformada discreta de Fourier de los operadores Fal

J
ycj.

iz N 7i£
. —ikj A , e 4 ikj A
Cp, = —ﬁ ¢; C, = —— ec,. 2.51

Se incluye una fase global que no afecta al desarrollo, ni a las relaciones de anticonmutacién,
y cuyo valor es especialmente seleccionado para que ocurra una simplificacién cuando se
diagonalize el Hamiltoniano en la Seccién 2.5.2.

Los valores permitidos de k se obtienen de las condiciones de contorno antiperiddicas
para H, y periédicas para H_. Se tiene

W~

e i1 1

s
4 .
ik(N+1)a 1kN _ kN 4
Cny1 = \ﬁ E Cp. (\F E el Ck) =e"ey.

Entonces, de acuerdo con (2.50), para fLr:

. 2041
~ ~ kN
by =—¢ = " =-1 k N leZ
Para H_:
- 21
~ ~ kN
yp=¢6 = =1 = k:NW, leZ.

Como la exponencial compleja es periddica con periodo 27, los valores de k suelen restringirse
ala 1°f Zona de Brillouin: —7 < k < 7.

Ahora es cuando la paridad del ntimero de sitios IV entra en juego, la cual no debe
confundirse con la paridad fermiénica asociada al operador . Hay dos valores particulares
de k que, como sera evidente mdas adelante, deben ser tratados con cuidado: k =0y k = 7.
Si N es par, ambos ocurren para H_ mientras que si N es impar k = 0 ocurre para H_ pero
k = m ocurre para H.:

= Si N es par, entonces N = 2m para algan m € N.

e Para H,,serd k = 2”1

——~my,como 2/ + 1 es impar y 2m es par, k nuncaes 0 o 7.
. Parafl,,serék:%W,porloquek:Oparalzoyk:wparal:m

= Si N es impar, entonces N = 2m + 1 para algtn m € N.

e Para Hy,serd k = Q%erllwyk =mparal =m
e Para H_,serd k = 2m+177yl<:_0paral—0

En cada caso, se necesita un conjunto de IV operadores ¢,, con —7 < k < 7, que satisfagan
e®N' = ¥1 para H.. Para diferenciar la paridad fermidnica, que se estd denotando con

subindice £, de la paridad de N, se introduce un supraindice (0) si N es par, y (1) si NV es
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impar. Los conjuntos de N valores de k apropiados para cada caso son:

) 20+ 1 B N
/CJF {k +— N T, 1=0,1,2,..., 1

21
IC(_O):{kzﬂ-viNﬂ-’ ZZO, 17 2,7N—].}

(2.52)
, 20 4 1 _
’Cg-):{k—ﬂ'j: N T, l:071727""]v23}
1 2 N—
]C —{k‘—ﬂ:Nﬂ', 1—07172? ) 21}

No es dificil ver que para cada uno de estos conjuntos se satisfacen las relaciones usuales
de ortogonalidad de Fourier:

il k(j—n) — 1N i
Z 5 Ze kq

keIC(O D Fl

j,n €1, NJ,

(2.53)
k,q € ICi)’l).

El desarrollo se deja para el Apéndice B.5. Las relaciones (2.53) son importantes no solo para
llevar al Hamiltoniano a esta representacién sino también porque, junto con que ¢t y é son
operadores de Fermi, son condicién suficiente para que ¢ y ¢ sean también operadores de
Fermi. A continuacién se muestran las relaciones de anticonmutacién:

2 -iyg N
(. ¢ }_ x Z ethiemidlfe Cz} —0 (el ey = eT Z elk‘]elql{é;’ élT} =0
Jl 1 {C Cl}:() .77l:1 {é'l' AT}f()
N N
—ikj iql —ikj i l _
{%»*}—NZ e, cl}—NZe elt's Z
=1 =1 J=1 (253)
{éjv éj}:(sj,z

También, las relaciones de ortogonalidad de Fourier permiten mostrar que la transformada
de Fourier preserva la paridad y el nimero de fermiones, lo que permite hablar de paridad

fermi6nica indistintamente de la representacion, ya sea respecto de A o de V.. Efectivamente,
usando (2.51) y (2.53) es facil ver que

N = ZéTé —chck =

Finalmente, es interesante ver como transforman términos similares a los que aparecen
en el Hamiltoniano. En particular:

=|

iy

keIC(O b qGIC(O b

N N 6
e =2 |

> Eem=

j=1 j=1

— Z Z ( Z (g—k)j )(qulCLA - Z lleLék
) -

keIC(O 1) qu(o 1 kelcgf’l)

6q,k
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Luego, la transformacion ¢; — ¢, diagonaliza termmos de la forma SV con una

efe
=163 +1s
fase que solo depende de la distancia [ entre c y ¢;,;- Esto no deberia sorprender dada

la invarianza traslacional del Hamiltoniano. En camblo términos de la forma SV i1 j ; "

transforman a términos que involucran productos de operadores con valores de k opuestos:
s
14

N N
PILLNED By D DK Z The

j=1 j=1 kelcilﬂl) qE/C(O 1)

ST (e ) - T e
)
| —

kek O gex kek Y
iy
N T
> Gty = <Z € J+l> = ( D> ieleel k> = - > e te 8,
i=1 ke kek (Y

Con estos resultados, se puede ver facilmente como transforma el Hamiltoniano de la
expresion (2.50):

_fZ[C iyt +1c}:—— Z kg ik éé =-J Z cos ( Ckck

(0,1) (0,1)
ke ke

<
I
A
=
m
A
L)
e

Combinando todo esto:
o _ MV

vV == [(J cos (k) + h)cLe, + L]T’y(eikézéik —e7he_,¢,)] (2.54)

0,1
kek (Y

2.4. El Modelo XX

Antes de seguir con la solucién general, se puede hacer un andlisis sobre el modelo XX,
ya que para 7 = 0 el Hamiltoniano ya es diagonal. Para simplificar la discusién, se supone
que N es par, con lo cual:

N hN At
Y = o T Z erEtey ey = —(Jcos (k) + h). (2.55)
kek )

La cantidad ¢, es una especie de relacién de dispersion y permite diferenciar las tres fases

del modelo. Para ver de forma directa el comportamiento de ¢, en funcién de h/ 7,selapuede
expresar de la siguiente manera

(st )

30



Ek &k
4

J>0 _//////////f,
/<0
l K I s k
- rd —n b
/=0
) \
h__ h
T< 1 1<j
Ek
J=>0
: — K
- m
J<0
—1<%<1

Figura 2.1: Comportamiento general de ¢, para los casos ferromagnético (en rojo) y
antiferromagnético (en verde) del modelo XX.

Luego, si J > 0, ¢, tendréa la forma general de un coseno invertido pero si J < 0, ¢,, tendra
la forma general de un coseno. Para valores de h < —|.J|, ¢, sera siempre positiva mientras
que si h > |J|, ¢, serd siempre negativa. Caso contrario, habrd algunos valores de & para los
cuales ¢, > 0y otros para los cuales ¢, < 0. En la Figura 2.1 se muestran los distintos casos
segun el valor de h/ '7- Notar que, por ejemplo, el caso h/ 7 > limplica h > |J| = J para el
caso ferromagnético pero h < —|.J| = J para el caso antiferromagnético.

2.4.1. Estado Fundamental

Algo que hay que notar es que, en principio, no hace falta diferenciar entre los casos
ferromagnético y antiferromagnético. El Hamiltoniano del caso ferromagnético con campo
magnético positivo es equivalente al Hamiltoniano del caso antiferromagnético con campo
magnético negativo, y viceversa. Esto se puede ver volviendo a la representaciéon de espin
del Hamiltoniano, donde se puede mostrar que el Hamiltoniano ferromagnético se puede
llevar al Hamiltoniano antiferromagnético, para igual |.J|, a través de una rotacién apropiada.
Una rotacién en un dngulo 7 alrededor de la direccién y, por ejemplo, dejaria invariantes los

(@) g(@)

términos de la forma S’j Sj 11, O = T,y, pero lleva S”J(.Z) a—=S j(-z), lo que causa un cambio de
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signo en el campo magnético. Luego, negando el Hamiltoniano resultante se obtiene el caso
opuesto, lo que es inmediatamente visible en la relacién de dispersién ya que cambiando
el signo del campo magnético y negando la relacién de dispersién se puede ir del caso
ferromagnético al antiferromagnético y viceversa. En lo que sigue, por completitud, se tratan
ambos casos.

» Casoh < —|J|:

En este caso, se tiene que €, > 0 para cualquier valor de k. Esto quiere decir que
cualquier excitacion fermiénica hace que la energia aumente. El estado fundamental es
entonces el vacio fermiénico, que, como se discutié previamente, se corresponde con
el estado con todos los espines down:

gs) =1Dc) = [$, 4y, 1) (2.56)

Esto es razonable ya que cuando el campo es intenso se espera que los espines estén

. ” 7 (0
alineados con el campo magnético. Es claro que este estado pertenece a Hfr ) ya que no
hay excitaciones fermidénicas. La energia correspondiente al estado fundamental sera:

Egs = (2.57)

2
» Caso —|J| < h < |J|:
En este caso hay algunos valores de k para los que las excitaciones fermidénicas son
energéticamente ventajosas mientras que para el resto no. El estado fundamental sera

aquel para el que todos los estados k con ¢, < 0 estan poblados. El valor de k para el
cual ¢, = 0 es una especie de momento de Fermi y esta dado por:

h
€ L= 0 == kp=arccos (J> (2.58)
F

El estado fundamental y su energia serdn distintos dependiendo de si se trata el caso
ferromagnético o el caso antiferromagnético.

e J>0:

En este caso, se tiene que ¢, < 0 para valores de k tales que |k| < k, con lo cual:

. hN
g5y =| T ¢ |l1eo By = =5 = Y (Jeos(k)+h) (2.59)
k| <kp k| <k p
e J<O:
Para el caso antiferromagnético, €, < 0 para cualquier valor de & tal que [k| > k.
Luego:
(A) ot (A) _ N
lgs™)y = ] ¢ |l Egs' == - > (Jcos (k) +h) (2.60)
[k|>kp k|>kp

En ambos casos, es dificil saber de forma general a qué subespacio de paridad definida

pertenece el estado fundamental. Esto dependera del valor de &, a través del valor de
h.
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» Caso h > |J|:

Finalmente, en este caso ¢; < 0 para todo valor de k, por lo que cualquier excitacién
fermidnica disminuye la energia. Entonces, el estado fundamental sera

gs)=| I ¢k |2

kek

Es de esperarse que para campo intenso los espines estén alineados con el campo,
por lo que este estado deberia ser aquel con todos los espines up. Mostrar que este es
efectivamente el estado fundamental no es trivial, pero es posible. Usando la definicién

de él: se puede escribir

it X i AN
[T =TI |72 ve| = Nﬁ I >
j=1 2

kek kek kek) L=t

Ahora, como (¢ ) =0y {cj, ZT} = 0, ya que son operadores de Fermi, los términos no
nulos de este productorlo seran aquellos productos donde todos los é; son distintos. Si

se denota por S, al conjunto de todas las permutaciones del conjunto {1, 2, ..., N},
con un poco de trabajo se puede ver que

N

I [xe| - X L

kek) L=t TES

donde 7 es una permutacién en S, 7(j) denota el j-ésimo elemento de la permutacién

y k; es el j-ésimo elemento en ICE_P ) para algin ordenamiento fijo; por ejemplo, se puede

tomark < k. Vje{l,2,..., N —1}

j+1

Usando que {c T} = 0, los productos se pueden reordenar para que todos tengan el
mismo ordenamiento en los operadores ¢éf, en particular el ordenamiento ci c£ éj\,,
a expensas de un factor (—1)%"("), donde sgn(7) es el signo de la permutacién 7. Esto

permite, finalmente, escribir:

.TIN

—]—

N N
‘gs> _ H CL |®C> _ e ]\‘; Z (_1)Sgn(7) Heikj‘r(j) H é;r
2 j=1 j=1

0
ke N reSy

De esta expresion se puede ver inmediatamente que, como é}]%) = [1,), el estado
fundamental normalizado sera:

lgs) = [T, 1, ..., 1) (2.61)

Como se asume que N es par, este estado pertenece a fL(rO)

al estado fundamental ser4:3

Egs = hTN - Z (Jcos (k) + h) = —hTN (2.62)

kK

. La energia correspondiente

’La segunda igualdad se da debido a que }_, _ (o) cos (k) = 0, cuya demostracién se dejé para la Seccién
+
25.2.

33



2.4.2. Magnetizacién

Ahora que se conoce el estado fundamental del modelo, es posible calcular la
magnetizacion. De (2.39), se puede deducir una expresion para la magnetizacién por sitio:
. M N

~ ~ N
N=M+—- = m =

1
== _- 2.
2 N N 2 (263)

Entonces, para poder evaluar (1) se debe encontrar (N') para cada region.

L] h/J<—1:

Para el caso ferromagnético, como |gs(F)) es el vacio fermiénico, es claro que
(gs'V [N | gs)) =0,

mientras que en el caso antiferromagnético el estado fundamental es [T, T, ..., 1), por
lo que
(gsM [N gs™) = N,

L h/J>1:

Para h/ 7 > 1 es ala inversa, el vacio fermidnico es el estado fundamental del caso
antiferromagnético y |1, T, ..., 1) es el estado fundamental para el ferromagnético,
por lo que

(gD [N gsT)y =Ny (gsM|N[gsV) =0.

n -1 < h/ g <L
En este caso, se sabe que el nimero de excitaciones sera el nimero de fermiones con k

tal que |k| < kj para el caso ferromagnético y |k| > k para el caso antiferromagnético.
Luego:

(s | NgstD)y= > 1y (gsW|N[gsM)= > 1

|k|<kp |k|>k R

Si N es pequefio, esta suma es dificil de calcular de forma general, pero si se considera
el limite termodindmico se la puede transformar en una integral. Se sabe que, tanto
para ICSE) como para K", los valores de k estan separados por Ak = 2%, por lo que

Ak — 0 en el limite termodindmico con Ak% =1.

e J>0
) N N [kr N |Fr
(F) — - A s -
) Z ! 27 F N—oo  2m J_ dk 27 | g
|kl <k k| <kp g "
R h
(F 2 _=Z
(N) - arccos( J>
e J<O:
. N | [7F T N
(N)(A):% Ak F %[/ de+/ dk]:%{%—%F}
k[>k - ke

(NYA) = N — N arc cos <—SL>

s
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Figura 2.2: Magnetizacion por sitio en funcién de h/ 7 para los casos ferromagnético (en rojo)
y antiferromagnético (en verde) del modelo XX.

Luego, usando la expresion (2.63) junto con estos valores para (N') se obtiene que la
magnetizacién por sitio queda dada por:

—% h/J < —1,
<ﬁ1>(F) = %arccos (_Th) —% -1 < h/J < 1,
1 hyr >
? I (2.64)
% h/J < _17
<T?1>(A) = %— %arccos (%h) -1 < h/J < 1,
—% h/J > 1.

En la Figura 2.2 se puede observar que para h = h. = %|.J| la magnetizacién por sitio
presenta una discontinuidad en la derivada. Esto se puede ver si se calcula la susceptibilidad:

- 0 h/J < —1,
i) (F 1 h
(F) — - _
AT J2 —h2 1<y <1,
h
0 /J > 1,
2.65
0 h/J < —1, ( )
A i v = A
0 h/J > 1.

Se puede ver tanto en estas expresiones como en la Figura 2.3 que, para ambos casos, la
susceptibilidad diverge para h — h.. Esto indica que en h. se produce una transicién de
fase cuantica. Esta ocurre debido a que los términos o J en el Hamiltoniano favorecen una
magnetizacion en el plano mientras que los términos o h favorecen una magnetizacion

perpendicular al plano. Para los casos }h/ 7] > 1, los términos de campo magnético
consiguen dominar. El resultado es que cuando ocurre la transiciéon de fase cudntica, hay
una reconfiguraciéon abrupta del estado fundamental, lo cual se ve de lo discutido

anteriormente. Para ‘h/ J‘ > 1, el estado fundamental es un estado producto, ya sea [1)®V o
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Figura 2.3: Susceptibilidad en funcién de h/ 7 para los casos ferromagnético (en rojo) y
antiferromagnético (en verde) del modelo XX.

[4)®N. En cambio, para !h/ J‘ < 1, el estado fundamental serd una combinacién lineal de
varios estados producto, que es un estado altamente entrelazado. Esto se da incluso para
valores de h muy cercanos al valor critico. Por ejemplo, para el caso antiferromagnético, si

h/ 7 < 1 pero muy cerca de 1, se puede observar en la Figura 2.2 que k. £ w. Luego, de

acuerdo con las definiciones de ICSE) y IC(_O) en (2.52), el tnico estado poblado serd k = 7,

(0)

que pertenece a K£’, y el estado fundamental tendré la forma

T
e '4

VN

N
lgs) = cllae) = (~1Yé | ).

=1

Entonces, el estado fundamental serd una combinacién lineal de N estados producto donde

cada estado individual tiene todos los espines down salvo el espin del sitio j, que es altamente
entrelazado.

2.4.3. Gap de Energia

Otra propiedad de las transiciones de fase cudnticas, discutida en el capitulo anterior, es
el comportamiento del gap de energia, la diferencia de energia entre el estado fundamental
y el primer estado excitado. Se trata el caso antiferromagnético; el caso ferromagnético es
analogo.

= Para h/ 7 < —1 el estado fundamental estd completamente poblado. Luego, el primer
estado excitado serd aquel donde todos los estados k estén poblados salvo el estado k
con menor energfa. Este es el estado k = wy el gapserde,_ = —(h—J) = —(h + |J|).

= Para h/ 7 > 1, en el estado fundamental no hay fermiones, por lo que el primer estado
excitado es aquel en el que solo esta poblado el estado k que genere la menor diferencia
de energia. De nuevo, este serd el estado k = myelgapese,__.

= Para —1 < h/ 7 < 1 el estado fundamental es aquel con todos los estados |k| > k
poblados, y el resto sin poblar. El primer estado excitado es aquel que, ademads de tener

todos los estados |k| > kj poblados, tiene poblado el estado & tal que min ¢,. Como
|k|<kp
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la separacioén entre k consecutivos es 27, el cambio de energfa decrece con N y tiende
a 0 en el limite termodinamico.

Entonces, en la fase ‘h/ 7| > 1 existe un gap definido, mientras que en la fase ‘h/ 7l <1
el gap se cierra en el limite termodindmico. Esta es una caracteristica de la mayoria de las
transiciones de fase cuanticas de segundo orden [125], el gap se cierra en el punto critico. En
algunos sistemas el gap se cierra y permanece cerrado, como en el presente caso del modelo
XX [48], mientras que en otros el gap desaparece solo en el punto critico, como en el caso del
modelo XY para vy # 0 [76].

2.5. Diagonalizaciéon del Hamiltoniano XY

Volviendo a la solucién general, hasta ahora se pudo mostrar que, con una
transformacién de Jordan-Wigner y una transformada de Fourier, el Hamiltoniano toma la
forma de la expresién (2.54). De nuevo, para simplificar la discusién se restringe al caso en
que N es par, por lo que el Hamiltoniano queda dado por

~0)  hN sta L WY kAt s Ciks o4
= - - [(Jcos(k)+h)c£ck+7(e chel, —eRe_e)],
ek
+

donde ICSB) y K estan definidos en (2.52). Para finalmente diagonalizar el Hamiltoniano,
el dltimo paso es introducir una ultima transformacién, denominada transformacién de
Bogoliubov, que diagonaliza una clase especial de operadores, y luego llevar la expresion de

A O . . 2z
i ) a una forma que permita aplicar esta transformacion.

2.5.1. Transformaciéon de Bogoliubov

La transformacién de Bogoliubov permite diagonalizar Hamiltonianos fermiénicos de
la forma
H=A(a'a+b'b) + A(a'd' + ba). (2.66)
En este caso particular serequiere A € R para que H sea Hermitiano, aunque esta restriccion se
puede levantar para permitir A € C silos términos cruzados se expresan como Aatbt+\*ba.
Este Hamiltoniano se puede escribir en forma matricial:

fl=(at b) <§ _AA) <lj;) A

donde el término A surge de aplicar las relaciones de anticonmutacién para los operadores
b: {bf, b} = 1.
Para diagonalizar se introducen operadores & y 3 segtn:

{fl S @)= G)
b = uf + val (¢t b)=(at B) <uv Z)

En principio, v y v podrian ser complejos. Sin embargo, se los puede tomar como ntimeros
reales producto de la exigencia de que & y 8 sean también operadores de Fermi. Basta ver,
suponiendo u,v € C, que:

joN

u
(2.67)

1={q, a'} = {ua—vp', u'a’ —v* B} = [u*{a, &'} —ww*{a, B} —u v{B', &'} +{BT, B}v|*.
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Si @ y /3 son operadores de Fermi, los anticonmutadores mixtos son nulos mientras que
{&, &'} = {B1, 3} = 1, por lo que debe ser:
u = cos (),

0

) (2.68)
v = sin (5),

lu? +|[v|>=1 =  basta con tomar {

para luego elegir el valor de 6 de forma que el Hamiltoniano sea diagonal en los nuevos
operadores.
Entonces:

A N ST [N TR

o AW —v?) 20w —2Auv + A(u? —v?) Q
= (aT ﬁ) <2Auv + )\(uz _ UQ) fA(u2 _ UQ) . 2)\uv> (BT> + A.

Para que H sea diagonal, ambos términos fuera de la diagonal han de ser nulos, con lo que:
0=—2Auv+\(u® —v*) = —2Acos (§)sin (§) + A (cos® () —sin® (§)) = —Asin () + Acos (0).

Esto deja ver que, para que el Hamiltoniano sea diagonal, 6 debe ser elegido de forma que

tan () = % (2.69)

Notando que uno es el opuesto del otro, los términos de la diagonal pueden expresarse, con
un poco de trabajo, de una forma relativamente simple:

A(u® — v?) + 2 uv = Acos () + Asin (0) = A cos (0) {1 + 2s61:)18((90))]
= Acos (0) [1 + tan® ()] = HtAanQW) [1 4 tan® ()]

A2
= A 1+ = =/ A2 4+ )2,
Luego, con estos resultados se ve que

fl=(at 4) <\/A2+>\2 0 > <a) A= (al B)( VAZ + M\a > A

0 VAT N2 ) \B —VAZ 1 N3
= VA2 £ 22676 — VA2 + 226581 + A = VA2 £ 22(aTa — BT8) + A — /A2 422,
{81, 8y =1

permitiendo, finalmente, escribir

H=(A—VA2+X2) + A2+ X2(afa - 513, (2.70)

que es diagonal en los operadores de Fermi & y 3.

2.5.2. Aplicacion de la Transformacién al Hamiltoniano

Notando que el Hamiltoniano lﬁlio) no tiene la forma de la expresion (2.66), hay que

llevarlo a una forma consistente con esta expresion para poder aplicar la transformacién de
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. . . (0
Bogoliubov. Entonces, primero se escribe H. E_L ) como:

ﬁf) ‘]Z [ cos ( ¢ +1;( éLé € C_ —hz Ckck 3)
kek ) kek)
2+ 1 21
,C<+o>:{k:i;ﬂ, 120,1,,..,f;—1} /C‘P)z{k::w,in, z:o,1,...,1§—1}-

Para llevar a PIE_LO) alaforma A(ata + bb) + A(atb! + ba), donde ¢, y ¢_, jugaran el mismo

papel que @y b, se necesitan dos cosas. La primera, es hacer aparecer factores el xC_j en los

términos que van con cos (k) y h, y la segunda es, una vez hecho esto, reducir los valores

sobre los que se suma explicitando que, como los valores de k son en su mayorfa simétricos

respecto de k£ = 0, en la mayoria de los casos se estd sumando dos veces el mismo término.
Para el primer paso, se deben explicitar algunas identidades. La primera es:

> cos (k) = 0. (2.71)

Esto se puede ver notando que la separacion entre valores de k consecutivos es 27r/ v y hay
N valores distintos de k. Se desarrolla el caso para ICSP) de modo ilustrativo:

N-1 Wiz, N—-1 .
. —N+42j+1 27r1

Z cos (k) = Re Z L - el - Lo ( )
kek kek? j=0 §=0

1 2wiN

s —N+1 —€eé N
= Re 61 N 7772#1 = Re(O) =
1—enN

(0)

Por simpleza, en lo que sigue se tratan los casos para K, ’, y al final se tratan los casos para

k% 1La segunda identidad necesaria para el desarrollo es:

7 (2¢fe, 1) =" (¢fe, —e ety (2.72)

(0) (0)
keky, kek!

Para mostrar este resultado, hay que notar que si k € ICSE) entonces —k € lCSP) conk # —k,*
por lo que para cualquier f(k) se tiene que

Yootk =Y f(-
ke ke
Con esto en mente:
ot _ sta o (ata _ o s Ay e o af
Z (26,8, —1) = Z (Cher + (8, — 1)) = Z (Cher +641) = Z (Chey +¢ ey
kK ke ke ke
{el, e, 1=1
Finalmente, el Gltimo resultado necesario es:

Z cos (k)éle, = Z cos ( ckck — c_ch_k) (2.73)

ke keic(0>

(0)

4Esto no se cumple Vk € K’ y es la razén por la que este caso se trata al final.
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La primer identidad y el razonamiento utilizado para mostrar la segunda identidad permiten
mostrar este resultado:

1 ot A At A .
Z cos (k)éle, = 3 Z cos (k) (¢le, +¢le,) = Z cos (k) (¢fe, +1—¢,¢l)
ke ke keIC<0)
1
=3 Z cos (k) +3 Z cos (k) (¢le, —¢,¢l) Z cos (k) (¢he, —¢_.el ).
ke kek kelC<0)

Luego, con (2.72) y (2.73), se puede ver que

—J Z cos (k) ckck == cos ( —¢ kéik),
kek keIC
A A h A A A
—h Z (Cltck - %) Y Z (2CLC1< =—3 Z Ckck kacik)’
ke kek ke/c(‘”

por lo que H J(FO) se puede escribir como:
~(0) h+ Jcos (k) , .t . A A 1Y ikat s —iks 4
A% =-3 f(czck —¢ &)+ 7(6 ctel, —e7Re_¢,) ).
ke
Con esta expresion para fL(rO), y recordando que >, f(k) = >, f(—k) para k € ’CSP ), se

puede restringir la suma a valores positivos de k. Se define:

20 +1
K+:{ke/c$),k>o}:{k:+7r,1:0,1,...,{§— } (2.74)

Luego, para cualquier f(k) se verifica

D fR) =Y f(k)+ f(=E).

(0) kek
kek +
Entonces:

AT AT
E ckck—ckckf E ckck—ckc k—i—c kck—ckck
kE’C 0) k€K+

= > e e et v —c ey —a—¢ley

T keK4

el e =1

=2 > efe,—e el

keK4

Notar que, como cos (k) = cos (—k), con el mismo razonamiento se puede mostrar que

Z cos (k)(éLék: - é—kéT—k) =2 Z cos (k) (él];ék - é—kéT—k)‘

k‘E/CS?) keKy
También:
ik At At —ika a4 _ ikat At —iks 4 —ikat At ika 4
Z €7°CC—€e TC_,C= Z €7CC —€e "C_,C.t+e TC_C—e"CC_,
]CEICSB) kJEKJr
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{étik’ éT:Fk} = {éik, éq:k} =0

=2i Y sin(k)(efel, +¢_,¢,).
keKy

Con estos resultados se puede expresar H J(FO) de la siguiente manera:

10—y ((h + Jcos (k) (ef¢, — ¢t ) — Jysin (k) (efel, + ékék)) (2.75)
k€K+

Es aqui donde se produce la simplificacién producto de tomar la fase global ¢ en la
definicién de ¢, dada en (2.51). En la deduccién de (2.54), gracias a la inclusién de esta fase

global, surge un factori = (ei%)2 que, en combinacién con el factor i que surge de expresar
combinaciones lineales de exponenciales complejas como una funcién seno en la deducciéon
anterior, hace posible expresar el Hamiltoniano en (2.75) con coeficientes reales.

La situacién para HY es analoga, con la salvedad de que en K estan los valores
k = 0, 7. Para estos valores, dentro de la 1°* Zona de Brillouin, se tiene k = —k. Esto es claro
para k = 0 pero también vale para k = 7 ya que €™ = ¢~'", por lo que, de acuerdo con la
definicién de ¢, en (2.51), para ambos valores se cumple ¢, = ¢_,. Esto implica que, para
k = 0,7, se tiene que éLéT = (62)2 y, como para todo valor de k se tiene (62)2 =(¢)*=0
ya que son operadores de Fermi, los términos proporcionales a v no estaran presentes.

Entonces, en este caso, se puede definir

2
K,:{ke/c(_“), k>0, k#w}:{k:]\;w, 121,2,...,1;1}, (2.76)

y hacer el mismo andlisis, excluyendo k = 0, 7, para obtener un resultado anédlogo al obtenido

en (2.75) para a y K_. Los términos k = 0, 7 deben ser tratados por separado. Por ende,

separando los términos k = 0,7 de la expresién (2.54) de H ©

resulta:

,y como (})? = (eh)2 = o,

= 3" Jeos(k)ehe, —n Y (ehey, — 1) = —gele, + Jete, — heley —nele, +h
k=0,m k=0,7
= —(h+J)ehé, — (h—J)ele, +h.

Finalmente, con estas expresiones similares para H J(ro) y av

, se puede definir
H, = —(h+ Jcos (k) (el¢, —¢_,e',) + Jysin (k) (elel , +¢ ,¢,), (2.77)
y con K y K_ definidos como en (2.74) y (2.76), respectivamente, se puede escribir:

A 0 A A 0 ~ AT A AT A
H-(l-) _ Z A, g _ Z H, — (h+ J)ehey — (h— J)éte, +h (2.78)
keK keK_

Ahora si, mediante una transformacién de Bogoliubov, se puede diagonalizar los H,
individualmente. Los Hamiltonianos H,, se pueden escribir de forma matricial:

TR X —(Jcos(k)+h Jysin (k) ¢
Hy, = (CL ka) ( (J’ysin (k) ) (chs (k) —|—h)> (éfkk) '
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De acuerdo con lo discutido en la seccién anterior, se diagonaliza introduciendo operadores
Vv, yVv_, tales que

¢, = cos <6k>\3 — sin <ek>\3T
K 2 )k 2) ¥ Jysin (k)
con tan (6,) =

. 0, . (0. —(Jcos (k) +h)
C_; = Co8 > V_, +sin 5 Vis

Aplicando la transformacién, H, queda escrito como:

€ ) \V_i

Ho= (5 9.) (65 0 ) <\;'“> =/ (T cos (k) + B)* + Ty 2sin (). (280)

Dado que los operadores V_ ;. son operadores de Fermi, desarrollando la expresién matricial
de H, se obtiene:

~

Hy, = 09, + 6,90 9, — €. (2.81)

2.6. El Modelo XY

Asi, reemplazando (2.81) en (2.78) y notando que ¢, = ¢_,, se puede expresar los
Hamiltonianos del modelo XY mediante sumas sobre todos los valores de k&:

ke kek®
k#0,7

Para ver de forma directa el comportamiento de ¢, en funcién de h/ 7, se la puede expresar

de la siguiente manera:
h 2
€, = |J| (J + cos (k)) + 2 sin? (k).

En la Figura 2.4 se muestra una serie de gréficos para ilustrar el comportamiento de ¢,

en funcién de h/ 7 para un valor fijo de . Una de las caracteristicas que se puede notar

rapidamente, es que ¢, es siempre positiva salvo para valores puntuales de h/ 7 donde, para
valores especificos de k, puede ser nula. Como se discute mas adelante, es para estos valores

de h/ 7 donde se producen los puntos criticos del modelo.

2.6.1. Estado Fundamental

Por las expresiones de fl(f) y a9, y dado que ¢, nunca es negativa, el estado
fundamental serd el vacio de Bogoliubov, |@,), que es el estado que cumple

V.|9v) =0, VE.

Nunca estd de mds aclarar que |@,) # |@). En principio, se podria definir un estado |2,

(

asociado a H +0 ) y otro estado |@,)_ asociado a ﬁ(,o). Sin embargo, se puede ver de las
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Figura 2.4: Comportamiento de ¢, en funcién de h/ 7 para el modelo XY cony = 3
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(0)

expresiones de IEIJ(FO) y HY que, para N divisible por 4, el estado fundamental global ha de

. (0 . .
ser el asociado a }L(r ), con una energfa correspondiente dada por:

Egs = —%Z == € (2.83)

kEICES) keK4

Para poder encontrar una expresién para el estado fundamental en funcién del vacio
fermidnico |@.) y de los operadores ¢,, es necesario invertir la transformacién de Bogoliubov
de la expresién (2.79). El inconveniente que presenta esta transformacion es que, por la forma
en que esta definida, es imposible desligar ¢, dev_, y ¢_, dev,, por lo que se debe trabajar
con v, y v_, en simultdneo. Como el estado fundamental ha de ser el que no esta poblado,

en términos de los operadores V,, es natural suponer que, para cada transformacién de
Bogoliubov individual, se tiene:

|®V:|:k> = ‘A)fk{"k|@0ik>-

Esto se puede verificar facilmente mediante la propiedad que define al estado vacio y
recordando que v, y V_, son operadores de Fermi, por lo que (v,)> = (v_,)* = 0.
Efectivamente:

Vil Dviy) = ViV Vi [Deyy) T V. (9)%@eyy) =0,

eV =0
U Dvi) = V0Vl Fes,) = (V)% Dey,) = 0.
Entonces, el estado fundamental, no normalizado, se puede escribir explicitamente como:
lgs) = |@v), = ( 11 0_k0k> D). (2.84)

keKy

Ahora, para poder expresar al estado fundamental en términos de los operadores ¢, se
debe invertir la transformacién (2.79). Recordando que

¢, = cos <92k>\7k — sin <92]“>\A)T_k, (:L = cos <02>\3£ —sin <92k>\7_k,
C_, = cos <92k>\7_k + sin <‘92k>\32, éT_k = coS <02’“>0Jr_k + sin <92k>\3k,
es sencillo ver que las siguientes combinaciones dan lo necesario:
cos (%)ék + sin (%)éik = cos® <02k)\3k + sin? <02k
cos (%)é_k — sin (Z’“) éz = cos? <62k)\3_k + sin? (02’“

Entonces, con estas expresiones:
6 6
AT k\ A . k
)Ck’> (COS <2>Ck’ + sin <2

0 6
lgs) = [ H<cos (;) ¢_, —sin <2k
keK
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[ 0 0 0 0
— H [Cos.2 (2’“) C_.Cp + 005(2]"’) sin(é"’) (é_kéT_k — (:Lék) — sin? (;)éléikﬂ\ﬁd

[ keK

[ l(3))

elo)y =0y {eh,, e ,y=1

el =2y

Si se busca el estado normalizado, ha de evaluarse:

) 0 0 AV 0 (O
<gs]gs):<®c kl_K[ sin? (;)[cos<2k> —sm<2’“>c_kckoos<2k> —sm(é“)c}lcik} ®c>
+
0 0 0
_ .2 Y 2( Y 22 Yk N4 4 atat
T<®C kl_K[ sin <2>[c0s <2> ~+ sin <2)c_kckckc_k] ®C>
+

Eygloe) = (@clel, =0

(o (o) ()] o) - ()

el ,e 1=1{el,, ¢, =0y ¢ pl@c) =0

Entonces, el estado fundamental normalizado y su correspondiente energia son:

0 0
11 [Cos<2k> —sin<2’f>é,téikﬂ|@c> Egs=—Y ¢ (285

keKt keK4

MS)Z\QvM_Zl

El caso para |@,)_ es un poco mds delicado. Como se vio anteriormente, el vacio
para cada transformacién individual de Bogoliubov se escribe aplicando operadores de
aniquilacién de Bogoliubov de a pares para +k, lo que resulta en la aplicacién, también
de a pares, de operadores de creacién en espacio momento. Ahora, |&,)_ debe tener la
paridad fermidnica apropiada. Como se mencion¢ anteriormente, la transformada de Fourier
preserva la paridad y el nimero de fermiones, pero esto no es cierto para la transformacién
de Bogoliubov [126]. Esto quiere decir que, de acuerdo con (2.82), alguno de los términos
que no pertenecen a ningun par (ég y ¢h) debera estar presente, pero no pueden contribuir
al mismo tiempo. El que contribuye es el asociado a la menor energia, y de la expresién
(2.82), se puede ver sencillamente que si J > 0 debe ser ég) mientras que si J < 0 debe ser
éjr. En cualquier caso, la contribucién de energia de este término, sumado a la constante h,
es —(h + |J|) + h = —|J|. Entonces, como los célculos anteriores no cambian, se puede ver
que para |@,)_ se tiene:

0 (0
H [COS(;> —sm(2k>c,tcik}
keK_

g=0s1i J>0y g=ms1 J<O.

2),  Bo=—J- Y
e (2.86)

45



2.6.2. Magnetizacién

Habiendo obtenido la expresion para el estado fundamental, es posible calcular la
magnetizacion por sitio. El cdlculo es un poco mas complicado respecto del hecho para el
modelo XX, pero la idea es la misma.

Para encontrar la magnetizacién (m) se debe encontrar una expresién para (N, ya que

Entonces, se debe evaluar la poblacién de fermiones en el vacio de Bogoliubov:

0 0 9 0
(gs| 6Lék | gs) = <gs (cos <2’“>OL — sin <;>O_k> (cos <2’“>\3k — sin (;)fﬁ_k)
)

.79
i 0 1 1
gs> T sin? (;) =5~ 5cos (6,.).

0
T <gs sin? (;)f)kﬁTk

9y lov) = (@9l =0 v =1

:

Ahora, se necesita expresar cos (Hk,) en términos de k. Para ello, se utiliza ¢;, la cual se puede
escribir como:

J?~?sin? (k)
(J cos (k) + h)2'

€, = \/(Jcos (k) + h)2 + J242sin? (k) = \/(Jcos (k) + h)Q\/l +

Haciendo uso de la definicién de tan (6,) en (2.79):

2.2 2
€} . J“y* sin (k:)2: /1—|—tan2(0k): 1 .
Jcos (k) +h (J cos (k) + h) cos (6,,)

Con este resultado, la poblacién de fermiones queda dada por

1  1Jcos(k)+h

(gs|éle,|gs) = = +

2.87
AR 287)

Notar que para v = 0 esta expresion se reduce a

1 1 Jcos(k)+h 1+1sgn(J) sgn <Cos(k)+h>’

A.‘_A _ = e R —
(93’%%‘93)_2+2\Jcos(k)+h| 22 J

la cual describe exactamente el mismo criterio utilizado en la Seccién 2.4 para la ocupacién
fermiodnica en el modelo XX.
Ahora si, con esta expresion para <é£ék>, se puede obtener la magnetizacion:

1 2 1  1Jcos(k)+h
=3t 2 [2+26
k‘eK+ k

1 1Jcos(k)+h

+
22 €

w-pek T

kK

dk.

_incos(k)—i—h 1 (7 Jcos(k)+h

21 Jo

keKy k €k
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Figura 2.5: Magnetizacion por sitio en funciéon de h/ 7 para los casos ferromagnético (en rojo)
y antiferromagnético (en verde) del modelo XY para distintos valores de ~.

Reemplazando ¢, por su expresién correspondiente, y como sgn (J) = J / 7| se puede

expresar la magnetizacion de la siguiente manera:

sgn (J) /7r cos (k) + 2
2m 0 \/( cos (k) + %)2 + v2sin? (k)

(f) = dk. (2.88)

La magnetizacién del modelo XY exhibe un comportamiento similar a la magnetizacién del
modelo XX. En la Figura 2.5 se muestran graficos para valores particulares de ~ tanto para
J > 0 como para J < 0. Se puede ver que para 7 — 0 la magnetizacién adopta la misma
forma que se observo en la Figura 2.2 para la magnetizacién del modelo XX. A medida que
crece el pardmetro de anisotropia, el crecimiento de (m) con h se hace menos pronunciado
y (m) deja de saturar en los puntos criticos. En cualquier caso con v # 0, £0,5 son asintotas
horizontales a las que la magnetizacién tiende para campos magnéticos intensos. Como es
de esperarse, a medida que aumenta 7 se requiere una intensidad de campo mayor para
lograr una misma magnetizacion. La magnetizacién para h/ 7 = 1 decrece de un valor de

i1/2 para v = 0 hasta il/ﬂ paray = 1.
Al igual que en el modelo XX, en los puntos criticos la susceptibilidad diverge, lo que
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Figura 2.6: Susceptibilidad del modelo XY en funcién de h/ 7 para distintos valores de .

se puede notar en la Figura 2.5. El calculo de la susceptibilidad puede parecer un tanto
complicado pero no lo es. Notando que los limites de integracién en la expresiéon de la
magnetizaciéon no dependen del campo magnético, se puede derivar dentro de la integral.
Utilizando

ey,
e, _ Jeos(k)+h 0 (Jeos(k)+h\ &~ (Jeos(k)+h)Z
oh— €k © o on €k - % ’
se puede escribir:
o{m 1 [™e2— (Jcos(k)+ h)?
NELL N SR CRL
™ Jo Ek
Luego, la susceptibilidad queda dada por:
™ 2 32
= zij / . & 575k (2.89)
0 [( cos (k) + %) + 42 sin? (k)

Enla Figura 2.6 se muestra el comportamiento de la susceptibilidad y se puede observar que,
efectivamente, esta diverge en los puntos criticos del modelo. Algo que también se puede
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notar es que, para h = 0, la susceptibilidad decrece sutilmente con . Esto es producto de lo
discutido anteriormente. A medida que crece el grado de anisotropia, para generar el mismo
cambio en la magnetizacién se requiere una diferencia méds grande de campo magnético.

El método utilizado para la elaboracién de los gréficos presentados en la Figura 2.5y la
Figura 2.6 se discute en el Apéndice B.6.

2.6.3. Gap de Energia

El comportamiento de del gap en el limite termodindmico no es tan sencillo como en el
caso del modelo XX. Esto es porque el estado fundamental es degenerado para |h| < |.J| pero
no para |h| > |J| [126].

Como se discuti6 en la Seccién 2.6.1, en cada subespacio de paridad definida se puede
definir |@,) ,, que es el estado menos energético en ese subespacio con la paridad fermiénica
apropiada. La diferencia de energia AE = E_ — Fg, entre estos estados es finita en el limite
termodindamico en la regién |h| > |J|. El gap en esta regiéon es AE = |h| — |J|, con una
convergencia exponencial en N. Es facil ver que el gap desaparece para |h| = |J| [76].

En la region |h| < |.J| estos dos estados generan el espacio fundamental del modelo y
la diferencia de energia entre ellos converge a 0 exponencialmente en N. Entonces el gap

ahora estard dado por E — Egys, donde E; es la energia del primer estado excitado. Como

hay que preservar la paridad, estos estados tendran la forma \321\3};2 |@v) 1, ya que se debe

crear fermiones de a pares, y la diferencia de energia estard dada por ¢, + ¢, . En el limite
termodinamico, esta diferencia vale 2(|J| — |h|) [126].
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Parte 11

Métodos de Calculo para Energias de
Estados Fundamentales en Cadenas de
Espines
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3. Métodos de Calculo

En el capitulo anterior se discutié en detalle la solucién exacta del modelo XY. Aunque
existe una diversidad de modelos unidimensionales que admiten este tipo de desarrollos
[127], es comun que el desarrollo de soluciones exactas para modelos cuanticos generales
de muchos cuerpos no sea posible, particularmente en dos o tres dimensiones. Un camino a
seguir cuando este es el caso, es el uso de métodos aproximados, como lo son la
aproximacién de Born-Oppenheimer, la aproximacién de Hartree-Fock, y la teorfa de
campo medio [78, 79]. De particular relevancia para cadenas de espines es la teorfa de
campo medio, la cual busca reducir problemas de muchos cuerpos a problemas de un
cuerpo aproximando las interacciones mediante interacciones efectivas. Estos métodos se
apoyan en diferentes aproximaciones para poder desarrollar célculos analiticos o aplicar
métodos de célculo a sistemas que a veces poseen gran complejidad.

En consecuencia, y en particular cuando estas aproximaciones no pueden ser
adecuadamente justificadas, el area de métodos numéricos y computacionales toma un
papel prominente en el estudio de estos sistemas cudnticos. Los resultados numéricos no
solo son importantes a la hora de poner a prueba teorias y célculos analiticos, sino que las
simulaciones numéricas suelen actuar por si mismas como laboratorios dando lugar a
nuevos desarrollos tedricos y experimentales [128].

3.1. Métodos de Diagonalizaciéon Exacta

La diagonalizacién de matrices es un problema que ocurre comtnmente en el estudio
de sistemas cudnticos. En general surge de forma directa, expresando el Hamiltoniano del
sistema en forma matricial, pero a veces puede surgir de formas indirectas, como por
ejemplo en métodos que utilizan la matriz de transferencia [129]. En esta seccién se discute
la construccién directa de la matriz del Hamiltoniano y, como algoritmo de
diagonalizacion, se presenta el algoritmo de Lanczos, el cual es particularmente til cuando
solo los primeros niveles energéticos son de interés. Como ejemplo de forma indirecta en la
que surge la diagonalizaciéon de matrices, se trata el método desarrollado por Lieb, Schultz
y Mattis [40] para la solucién del modelo XY.

3.1.1. Construcciéon Directa de 1a Matriz del Hamiltoniano

Una de las formas més comunes de resolver sistemas cudnticos numéricamente es
mediante la construccién directa de la matriz del Hamiltoniano. Diagonalizando la matriz
del Hamiltoniano se obtienen los autoestados, que permiten calcular cualquier cantidad de
interés, y los autovalores, que dan las energias de los niveles del sistema. En principio,
todos los autoestados de un sistema cudntico finito pueden ser obtenidos si se construye la
matriz del Hamiltoniano y se la diagonaliza numéricamente.

Para sistemas de espin 3, esto es particularmente sencillo si se utiliza la representacion
usual. Esta representacion describe el estado de un espin a través de un vector en un espacio
bidimensional complejo cuya base esta conformada por los estados |1) y |{):

) = (é) L W= (?) .

En esta representacion, los operadores de espin quedan escritos en términos de matrices 2 x 2
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denominadas matrices de Pauli:

Sl = %0(0‘), a=z9, 2

@ _ (0 1 w _ (0 —i = _ (1 0
7 <1 o> 7 <i 0) 7 (0 -1

Aunque la representacién de sistemas de espines sea sencilla, el mayor problema con esta
representacion es aparente. Para sistemas de muchos espines, la dimensién del espacio de
Hilbert completo comienza a ser lo suficientemente grande como para que la representacién
del Hamiltoniano en forma matricial sea problematica. Como la dimensién del espacio de
Hilbert completo crece exponencialmente con el ntimero N de espines segtn 2%, la matriz
del Hamiltoniano serd una matriz 2% x 2V, Para un nimero modesto de espines, una matriz
de estas caracteristicas deja de ser representable computacionalmente en su totalidad.

Una forma de sortear este obstdculo es mediante el uso de las simetrias del
Hamiltoniano. Esto permite expresar la matriz del Hamiltoniano como una matriz diagonal
en bloques en donde cada bloque se corresponde con estados con distintos valores de
cantidades conservadas asociadas a alguna simetria. Un caso usual en cadenas de espines
es el de la magnetizacién. Si la magnetizacién es una cantidad conservada, se puede
expresar la matriz del Hamiltoniano como una matriz diagonal en bloques que se
corresponden con subespacios de Hilbert de magnetizaciéon constante. La ventaja de una
representacién como esta es que cada bloque puede ser diagonalizado individualmente con
un costo computacional extremadamente reducido.

3.1.2. Algoritmo de Lanczos para Diagonalizacién de Matrices

El algoritmo de Lanczos [130] es un algoritmo iterativo de diagonalizacién que es
particularmente ttil cuando se buscan los autovalores de una matriz Hermitiana en los
extremos de su espectro, lo que lo hace particularmente bueno para encontrar energias de
estados fundamentales de Hamiltonianos. Otra caracteristica interesante del algoritmo, es
que no necesita acceso a la matriz explicita, sino que basta con que cuente con una funcién
que sea capaz de calcular el producto de la matriz que se quiere diagonalizar con un vector
arbitrario.

Para una matriz Hermitiana H de dimensiéon N x N, el punto de partida del algoritmo
son dos vectores N-dimensionales, un vector nulo |¢,) y un vector normalizado arbitrario
|¢,). Con estos vectores, el algoritmo genera una secuencia de vectores |¢;) normalizados,
denominados vectores de Lanczos, segtn:

1
|wj+1> = H|Qj> - aj|qj> - ﬁj‘qj'fﬁv ‘qj'+1> = 7|wj+1>
Bj (3.1)

1

O‘j:<q]'|H’qj'>a 5j:<wj|wj>2
Luego de k pasos, con £ < N, el algoritmo genera un conjunto ortonormal de vectores
{|qj)}§:1. Luego de N pasos, la matriz H, cuando es expresada con respecto al conjunto

¢.)}V_., es una matriz simétrica tridiagonal con elementos o, c, ..., a, en la diagonal
j/5j=1 & 1 X N g
principal y elementos 3,, 35, ..., B35 en las diagonales secundarias:
a; By 0 ... 0
By oy By ... 0
H=|0 B35 a3 ... 0
0 0 0 ... ay
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Cuando k¥ < N, una matriz tridiagonal T;, de dimensién k£ x k puede ser construida de la
misma manera. Los autovalores de la matriz T, obtenida luego de k iteraciones del algoritmo
convergen a los autovalores de la matriz original y son los autovalores extremos los que
convergen primero.

Esto quiere decir que, en general, no hace falta hacer N iteraciones si solo se quiere
encontrar los autovalores en los extremos del espectro y basta con un ntimero reducido de
iteraciones [131]. Esta es la razén por la que el algoritmo de Lanczos se utiliza para obtener
autovalores en estas regiones del espectro. Como los autovalores de los extremos convergen
rapidamente, y la diagonalizacién de una matriz tridiagonal es computacionalmente
rapida, este algoritmo es extremadamente 1til para obtener los primeros autovalores de un
Hamiltoniano cuya matriz es de gran tamario.

En la practica, el mayor inconveniente con el algoritmo de Lanczos es que tiende a ser
inestable numéricamente. Esto es debido a que la ortogonalidad entre los vectores |g;) se
pierde eventualmente por errores de truncamiento y, en algunos casos, se puede encontrar
dependencia lineal entre ellos. Por supuesto, en los casos en que esto suceda los autovalores
encontrados se verdn afectados, pero la pérdida de ortogonalidad entre los vectores de
Lanczos no afecta si lo tinico que interesa es la energia del estado fundamental y la energia
de algunos primeros estados excitados del Hamiltoniano pero no sus multiplicidades [128].

Problemas de Convergencia en el Algoritmo de Lanczos

El algoritmo de Lanczos, como fue descripto anteriormente, posee dos problemas de
convergencia distintos, pero relacionados [131, 132, 133].

El primer problema del algoritmo esta relacionado a la eleccién del vector de Lanczos
inicial |g1) con el que se inicia la iteracién, que es una eleccién arbitraria. Si se da el caso en
que |g1) es aproximadamente ortogonal a algtin autovector |¢/)) de la matriz H que se quiere
diagonalizar, el algoritmo no convergera a su correspondiente autovalor A. Ninguno de los
autovalores de la matriz tridiagonal T, serd una aproximacién del autovalor A hasta que
alguno de los vectores de Lanczos |q;) generados por el algoritmo posea una componente
significativa en la direccién de [y ). Si |¢1) fuese exactamente ortogonal a |1/), ninguno de
los autovalores de Tj, convergerd a A y no se obtendra aproximacién alguna ya que todos los
vectores de Lanczos |¢;) subsecuentes también seran ortogonales a [¢y).

La solucién mas sencilla a este problema es elegir |¢;) de forma aleatoria. De esta forma,
es poco probable que el vector |¢;) sea ortogonal a alguno de los autovectores de la matriz H.
De todas formas, como el algoritmo es computacionalmente rdpido, se lo puede correr més
de una vez para verificar que se hayan encontrado todos los autovalores de interés.

El segundo problema es que puede suceder que multiples autovalores de T, aproximen
un mismo autovalor de la matriz H. Esto es consecuencia de la pérdida de ortogonalidad
entre los vectores de Lanczos, y por ende, si interesa la multiplicidad de los autovalores de H,
una de las cosas que se debe hacer es mantener la ortogonalidad entre vectores de Lanczos.

La manera maés directa, pero computacionalmente costosa, de solucionar este
problema, es ortogonalizar cada vector de Lanczos respecto a los vectores de Lanczos
generados anteriormente. Esto se podria hacer utilizando el algoritmo de Gram-Schmidt,
con alguna tolerancia o con aplicaciones multiples. Una alternativa menos costosa es la
reortogonalizacién local, la cual ortogonaliza cada vector de Lanczos respecto a un ntimero
fijo de vectores de Lanczos anteriores. Un tercer método es ortogonalizacién selectiva. Este
método se apoya en que los vectores de Lanczos pierden su ortogonalidad en una forma
sistemdtica por lo que, monitoreando determinadas cantidades, se puede formar un criterio
para ortogonalizar cuando sea necesario.

Cabe notar que una matriz tridiagonal simétrica con elementos positivos en la diagonal
secundaria siempre tendra autovalores distintos. Esto quiere decir que el algoritmo de
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Lanczos nunca encontrard autovalores de un Hamiltoniano con su multiplicidad
apropiada. Esto tiene sus beneficios ya que si al aplicar el algoritmo se observan
autovalores idénticos, se puede asegurar que ese autovalor particular ya convergié. Los
métodos de reortogonalizaciéon no suelen justificar su uso por si solos, y cuando interesa la
multiplicidad de los autovalores suelen utilizarse en conjunto con variantes del algoritmo
de Lanczos como el algoritmo de Lanczos en bloques.

3.1.3. Solucidén de Lieb, Schultz, y Mattis para el Modelo XY

El método desarrollado por Lieb, Schultz y Mattis [40] y el método discutido en el
Capitulo 2, ambos para la solucién del modelo XY, comienzan de la misma forma. Se aplica
la transformacién de Jordan-Wigner al Hamiltoniano y usando argumentos relacionados a
la paridad fermidnica se llega la expresion (2.50), que describe el Hamiltoniano del modelo
XY en términos de los operadores fermi6nicos ¢/ y é:

Z by [ €iCj+1 T c;r+1c + V(CTC;H +¢4116)| — h(?éj -3) (32)

=-(-1¥¢]

iy = ~(-1)Ve,.

Cny1 =
Mas alld de que Lieb, Schultz y Mattis presentaron una solucién para campo nulo, el método
se extiende sencillamente para el caso con campo magnético transversal [42].

Es en esta instancia del desarrollo que los métodos siguen por caminos distintos. En
lugar de proseguir mediante una transformada de Fourier, se definen una matriz simétrica
Ay una matriz antisimétrica B segun:

J J
Anm = _7571, m—1 " 7571, m+1 hén,m?
2 2 1<n,m<N. (3.3)
J J
Bnm: 25nm 1+26nm+17

Estas matrices permiten escribir el Hamiltoniano como una forma cuadrética en términos de
los operadores fermiénicos:

N
- hN
Hy = + et A

2 CnNmCm
n,m=1

+—(&B,,.é +¢é B &) (3.4)

nnmm mnmn

L\DM—~

Al igual que antes, los términos que involucran las condiciones de contorno deben tratarse
con cuidado. Los elementos A, y By, que se ven involucrados son Ain, An1, Bin y Bai.
Mediante un pequefio analisis se puede ver que como para H, se tienen condiciones de
contorno antiperiédicas, para obtener el Hamiltoniano correcto se debe reemplazar J por
—J en las expresiones anteriores para estos cuatro elementos. Como para H_ se tienen
condiciones de contorno peridédicas, en este caso no hace falta introducir modificaciones a
estos valores de los elementos A, v A

Con esta expresién, se busca encontrar operadores de Fermi 7 y 7 en los que el
Hamiltoniano sea diagonal. Debido a lo discutido en el Capitulo 2 respecto de la paridad
del ntimero de sitios de la cadena, se debe restringir el andlisis a situaciones donde N es
par, ya que este método no contempla el andlisis necesario para tratar de forma adecuada
los términos que surgen en el caso en que N es impar. La forma de encontrar estos
operadores 7 y 1), es esencialmente combinar la transformada de Fourier y la
transformacion de Bogoliubov en un solo paso y pedir que se pueda escribir

N
7711 = Z 9riCi + hkzzcz’ e = Z gkié;r + g6, Iri» My € R, (3-5)
=1 i=1
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de forma que el Hamiltoniano tome la forma
H:I: - Z Akﬁ;iﬁk (3.6)

para alguna constante 2.

Si se supone que tal transformacién es posible, la forma de encontrar los coeficientes gy;
y hy; es a través de la evaluacién del conmutador [7);, H +]. Por un lado, como se pide que los
operadores 7' y 1) sean fermi6nicos, se puede ver que

[, Hy) = [ﬁj, ST A+ =D Ay, il
k k

= A, <{ﬁjv ﬁli}ﬁk - ﬁlt:{ﬁj’ ﬁk}) ZA knk
k

|

(4, BC] = {A, BYC — B{A, ()

Con este resultado se puede encontrar un sistema de ecuaciones para los coeficientes gi; y
hyi, reemplazando las expresiones para 7); y H+ en términos de los operadores ¢t y ¢. El
célculo es un tanto tedioso pero haciendo uso de las relaciones de anticonmutacién de ¢t y
¢, y recordando que A es simétrica y B es antisimétrica, se puede ver que se satisface:

Reemplazando 7);, segtin la expresion (3.5), se encuentra el siguiente conjunto de ecuaciones
acopladas:

MG = > (g,mAnm _ h,mBnm> C A, =Y ( R A, + gkanm) Y

Para desacoplar estas ecuaciones, se introducen vectores ¢, y 1, cuyas componentes
satisfacen:

Pkm = 9ppy, T+ hkm, YVim = Jem — hk:m' (3.8)

Esto permite, despejando g,,, y h,,, en funcién de ¢k, y ¥rm, escribir el sistema de
ecuaciones acopladas como:

Aot = > (A + B
n=1

N
n=1
Eliminando ¢, y 1;,, se obtienen los siguientes problemas de autovalores:

@i (A —B) (A +B) = Aoy,
P (A +B) (A —B) = Ajey.

{Akwk =, (A +B),
Ak'lpk; =@ (A—B).

(3.9)

Resolviendo, se pueden encontrar los autovectores autovalores A ara obtener
k k
los coeficientes hi, Necesarios para que la expresion (3.5) se satisfaga. Cabe notar
Jkm Y Nem
que los autovalores de una matriz son los mismos, independientemente de si se trata de
autovalores por izquierda o por derecha. En el caso de los autovectores, los autovectores por
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izquierda son las filas de la transpuesta conjugada de la matriz de autovectores por derecha.
Esto quiere decir que para resolver este problema se pueden usar los algoritmos usuales.

Como A es simétrica y B es antisimétrica, las matrices (A—B)(A+B)y (A+B)(A—B) son
simétricas y semi-definidas positivas, por lo que sus autovalores son reales y no negativos, y
sus autovectores son reales y ortogonales. Si los vectores ¢;, estin normalizados, también lo
estaran los vectores ;. Un pequefio calculo permite mostrar que esto implica que:

> 9k Gin + M =0k D P + N9 = 0 (3.10)

Estas relaciones son condiciones necesarias y suficientes para que los operadores 77,1 y 7, sean
operadores de Fermi.

El valor de la constante €2, con un poco de trabajo, se puede mostrar que es —3 >, A,.
Esto se puede ver utilizando la invarianza de la traza frente a transformaciones canénicas
[42]. De las expresiones (3.4) y (3.6) se puede ver que:

hN -
Tr Hi:2N7+2N’1TrA, y T, H:=2""1>"A 2V

k

(c) (n)
Ahora, de acuerdo con la definicién de la matriz A, es facil ver que TrA = —hN, lo que
implica que Tr(y Hy = 0. Como la traza es invariante, debe ser también Tr(,y Hy = 0, por lo
que la constante € es

1
0= —Q;Ak. (3.11)

Con esto, el Hamiltoniano y la energia Fys del estado fundamental toman expresiones
analogas a (2.82) y (2.83):

. ot 1 1
He=Y"A, <n1;nk - 2) L Bgs =5 Ay (3.12)
k k

Este método puede ser usado para resolver otros Hamiltonianos. De hecho, Lieb, Schultz
y Mattis, en la misma publicacién en la que desarrollaron este andlisis, presentaron una
solucién similar para un modelo que denominaron modelo de Heisenberg-Ising. Este es un
modelo que alterna interacciones a primeros vecinos tipo Ising con interacciones isotrépicas
tipo Heisenberg y su solucién es a través de, esencialmente, el mismo analisis.

Aunque el método se encuentra restringido para cadenas con un ntimero par de sitios,
tiene la ventaja de ser extremadamente simple de implementar ya que las matrices
involucradas en los problemas de autovalores son simétricas. Esto es particularmente cierto
si lo tinico que se busca es la energfa del estado fundamental. Adicionalmente, como las
matrices A y B son matrices N x N, se pueden encontrar energias de estados
fundamentales de cadenas extensas encontrando los autovalores de matrices relativamente
pequenas.

3.2. Estados de Espin y la Base Computacional

Cuando se trata con temas relacionados a la computacién e informacién cudnticas, el
concepto fundamental sobre el que se apoyan los desarrollos es sobre el del bit cuantico
o qubit [134]. En analogia con los bits clasicos, que pueden tomar valores 0 o 1, los qubits
suelen describirse en términos de estados que se denotan por |0) y |1). A diferencia de los bits
clasicos, los qubits no solo pueden encontrarse en estos estados individuales sino también
en alguna superposiciéon normalizada de estos de la forma

Col0) + ¢4]1), ¢y, ¢, € C.
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Esto permite representar qubits a través de vectores en un espacio bidimensional complejo,
respecto de la base ortonormal formada por |0) y |1) denominada base computacional.

La extensién a multiples qubits es inmediata. Por ejemplo, el estado de un sistema de
dos qubits queda representado por un vector normalizado en el espacio vectorial generado
por el conjunto ortonormal {|00), |01), |10), |11)}. Esta descripcién permite hacer uso de los
niimeros enteros para representar cualquier estado de la base computacional de IV qubits. A
través de la representacion binaria de los ntimeros enteros, se puede establecer una relacién
uno a uno entre los nimeros enteros entre 0y 2/ — 1 y los estados de la base computacional.
Esto es particularmente ttil cuando se trabaja con simulaciones numéricas ya que operaciones
sobre qubits pueden traducirse en operaciones binarias sobre niimeros enteros.

Debido a la naturaleza de los sistemas de espin 3, las cadenas de espin se prestan
particularmente bien para ser representadas a través de qubits. La similitud entre los estados
|0) y |1) de la base computacional de un qubit y los autoestados de los operadores de espin
es evidente. La forma de definir esta representacién suele ser denotando un espin up como
un qubit en el estado |0) y un espin down como un qubit en el estado |1). Esta notacién
puede parecer anti-intuitiva, pero busca mantener el orden usual de los estados de la base
producto de espin i cuando se los representa mediante qubits. Esta asociacién permite,
inmediatamente, expresar como se comportan los qubits bajo los operadores usuales de
espin 1:

) = o =30 SO = i),
v=, Vo) =0, SM1) =10), (3.13)
| A ‘>ro>,= ) 5O 0.

Dado que la base computacional es equivalente a la base producto, también
denominada base z, los autoestados ortonormales de los operadores S(*) y S®), que
respectivamente componen la base z y la base y, también reciben notacién especial, aunque
no tan consensuada. Los estados que componen la base x suelen denotarse por

0)+ 1) 0) = 1)
+ =, —-) ==,
I+ V2 =) V2
mientras que los estados que componen la base y suelen denotarse de dos formas:
o _ 10 +if1) 10 —i[1)
R = = L = |— = —:
R =)= L) =15 = P

Como se vio en discusion presentada en el Capitulo 2, cuando se expresan
Hamiltonianos de espin con interacciones de intercambio mediante los operadores escalera,
surgen términos que involucran pares de estos operadores. Entonces, es natural explicitar
como acttian operadores de esta forma sobre estados de multiples qubits. En particular,
combinaciones de este tipo de operadores escalera son no nulas en un solo caso. En lo que
sigue se detalla cudl es el caso que no se anula y qué vector resulta de la aplicacion de los
operadores:

5050 Wil = [0)il 1. §Oge _, [100l1hs — [1:l0)s,
‘ 0 en cualquier otro caso, Lo 0 en cualquier otro caso,
g5t - J Dl = 10)il0);. 5050 1y {1040 — 1),
' 0 en cualquier otro caso, ' 0 en cualquier otro caso.

Esto pone en evidencia la utilidad de esta representacion para el estudio de cadenas de
espines para cualquier método que requiera representar estados de la cadena. La accién
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de los operadores sobre los estados se traduce en una operacién binaria sobre nimeros
enteros que no solo es simple de realizar sino también computacionalmente rdpida. Ademas,
para combinaciones de operadores escalera, no hace falta especificar cudl de las cuatro
combinaciones esta actuando sobre el estado. Esto permite unificar estas combinaciones en
una Unica operacién binaria, cominmente denominada bit flip, y solo basta con especificar
los sitios en los que actia.

3.3. Principio Variacional

De los métodos mas usados para calculo numérico en mecénica cuantica son los
comtunmente llamados métodos variacionales, que son métodos de calculo numérico que se
apoyan de alguna forma en el principio variacional. El principio variacional es una
herramienta crucial para el &rea de métodos numéricos y es usado en conjunto con diversos
métodos numéricos y aproximaciones, en particular, para encontrar estados fundamentales
de sistemas cuanticos [131].

El principio variacional establece que para un sistema descripto por un Hamiltoniano
H independiente del tiempo, el valor de expectacién E del Hamiltoniano para un estado
arbitrario |¢) en el espacio de Hilbert nunca es menor ala energia F 4 del estado fundamental:

p=lH g (3.14)

(Y1)

También, el principio variacional asegura que en el caso en que £ = Egj, el vector [) debe
ser el estado fundamental. Para ver que este es efectivamente el caso, se puede expandir el
vector |¢) sobre los autoestados |t,,) del Hamiltoniano H, lo que siempre es posible ya que
estos forman un conjunto ortonormal completo:

) = eulthy), ¢, €C

n

Luego, como Egs < (¢, | H | ), ya que Eg4s es la energia del estado fundamental, se deduce
que:

o WIS Sylealal Aln) | BoSyleal .

() > len]? TSl T
El principio variacional permite obtener aproximaciones para los autoestados del
Hamiltoniano resolviendo problemas de optimizacién. Si se proponen estados de prueba
|¢(ax)) parametrizados por un conjunto de parametros «y, conociendo la forma en la que
acttia el Hamiltoniano se puede calcular el valor de expectacion del Hamiltoniano en el
estado |p(a)):

(¢(er) | H | ()
(p(a)|o(a))

Como, por el principio variacional, esta cantidad nunca serd menor a la energia del estado
fundamental, se pueden variar los parametros oy, con el objetivo de minimizar E(a) y asi
encontrar un conjunto de valores ap de forma que |¢(aw)) y E(ag) sean buenas
aproximaciones del estado fundamental y su energia, respectivamente.

Este método de calculo, en el que se minimiza la energia de estados, denominados
estados variacionales, suele denominarse método variacional [129]. Los estados
variacionales suelen construirse prestando particular atencién a las propiedades fisicas del
sistema o al comportamiento esperado del estado fundamental. Esto suele restringir el
espacio de busqueda a un subespacio del espacio de Hilbert completo, ya que se

E(a) = (3.15)
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parametriza con un ntimero de pardmetros menor a la dimensién del espacio completo, y
se busca la mejor solucién posible dentro de ese subespacio. Para extender el método a
estados excitados, asumiendo que el espectro del Hamiltoniano no es degenerado, se puede
seguir el mismo procedimiento agregando condiciones adicionales de ortogonalidad a
estados menos energéticos encontrados previamente.

Muchos métodos de calculo utilizan el principio variacional en sus formulaciones. Por
ejemplo, métodos como el método de Hartree-Fock y la teoria del funcional densidad utilizan
el principio variacional con el objetivo de obtener una expresioén aproximada para la energia
de un sistema de muchos cuerpos [130, 131]. Uno de los métodos tradicionales al que se le
atribuye la caracteristica de variacional es el denominado método de Rayleigh-Ritz [135].

3.3.1. Método de Rayleigh-Ritz

El método de Rayleigh-Ritz se usa para determinar cotas superiores de energias de un
sistema cuando se conoce su Hamiltoniano pero no se conocen sus autovalores ni
autoestados, o estos no se pueden obtener en forma cerrada [130]. Este método es
particularmente ttil para determinar el estado fundamental y su energia, y se basa en
expresar el vector arbitrario |¢)) como expansién

N

W)= ¢lv), ¢ €C,

=1

sobre un conjunto finito de N vectores {|v;)}}Y, de forma que los autoestados del
Hamiltoniano de interés se encuentren en el subespacio de Hilbert generado por este
conjunto. Luego, aplicando el principio variacional, se pueden encontrar los valores
Optimos para los coeficientes de la expansion.

De la expresion del principio variacional se puede escribir el siguiente funcional A(¢):

Ale) = (| H|¥) — E(e)(W|v),

donde se hace explicito que tanto el funcional A como la energia I/ dependen del vector
|1) a través del vector de coeficientes ¢ compuesto por los coeficientes ¢y, ci, ..., ¢y de la
expansion. Si se reemplaza |¢) por la expansion definida anteriormente, se obtiene

Ale) = Zcfchij — E(e) Zc;‘chij = Zcfcj {Hij — E(C)Sz-j )
ij ij ij

con H;; = (v;|H |vj) y Sij = (vs|v;). Si se impone que A(c) sea estacionario, se puede
minimizar respecto de los coeficientes y obtener las condiciones

e, |1, - Ee)S,] =0,

J
las cuales forman un sistema de ecuaciones en los coeficientes c;. Este sistema admite
soluciones no triviales si la matriz asociada es singular. Si se define la matriz H con
elementos H;; y la matriz S, denominada matriz de solapamiento, con elementos S;;, la

nulidad del determinante de la matriz asociada al sistema se reduce a un problema de
autovalores generalizado:

He) —¢0ge® =12 ... N.
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Una vez que se resuelve, se encuentran autovectores c(’) y autovalores ¢() a partir de los
cuales se obtienen las N aproximaciones a las soluciones del problema de autovalores del
sistema segun:

N
) =l A?) = D)
k=1

El autovector con el menor autovalor serd el que aproxime al estado fundamental. Notar
que lo que se encuentra es el vector que mejor aproxima al estado fundamental de entre
todos los vectores que pueden ser expresados como combinacién lineal de los vectores del
conjunto {|v;)}Y, elegido, ya que este no es necesariamente un conjunto completo. Uno de
los desafios que este método comparte con otros métodos variacionales es la seleccién de un
conjunto apropiado para que el método pueda encontrar una buena aproximacién.

3.4. Estados Variacionales para Sistemas de Espin

Uno de los mayores obstdculos que se presentan en los métodos de célculo en sistemas
cudnticos de espin es la dimensionalidad del espacio de Hilbert. Como cada espin se
representa en un espacio de dimensién 2, para expresar el estado de un sistema de N
espines se requeririan, en principio, 2N variables complejas correspondientes a cada
elemento de la base del espacio de Hilbert completo. En la préctica, existen métodos que
utilizan estados variacionales que aprovechan que no todos los estados posibles en el
espacio de Hilbert describen estados de sistemas fisicos. Estos métodos buscan formas de
describir sistemas mediante parametrizaciones eficientes de subespacios de Hilbert en
donde se pueden encontrar estados de interés y, en particular, muchos de ellos se enfocan
en describir estados poco energéticos de Hamiltonianos locales de sistemas de muchos
cuerpos.

Los Hamiltonianos locales son aquellos que se pueden expresar como una suma de
interacciones entre subconjuntos estrictos de espines y cuentan con que, en el caso de
modelos criticos unidimensionales con invarianza traslacional, basta con reproducir
propiedades locales de sus estados fundamentales para garantizar que las propiedades
globales se vean reproducidas de forma apropiada. Es posible encontrar parametrizaciones
eficientes para estados que aproximen satisfactoriamente las propiedades locales de estados
fundamentales si se consideran caracteristicas relacionadas al entrelazamiento en estos
estados. En particular, para sistemas en los que la diferencia de energia entre el estado
fundamental y el primer estado excitado es no nula, una parametrizacién eficiente que
surge a partir de estas consideraciones son los denominados estados de productos
matriciales (matrix product states) [62, 136].

Estos estados buscan representar el conjunto de 2V coeficientes requeridos para
representar cualquier estado [¢) del espacio de Hilbert completo mediante un producto

matrices A,[fk] de forma que un estado queda representado como
1
122 N
W= 3 T (AL}ALJ...ALN]) ENT
01509, 05 =0
La matriz A([f,g es una matriz asociada al sitio k en el estado |o) y tiene dimensiones Dy, x Dy 1,

donde las dimensiones Dy, se denominan dimensién de enlace (bond dimension) y, como su
nombre indica, son una medida de entrelazamiento [137, 138]. Una parametrizacién de
estas caracteristicas es eficiente ya que estados fundamentales pueden ser representados por
estados de productos matriciales para los que D = max;, Dy, es pequefio y crece a lo sumo
polinomialmente con N. La generalizacién a sistemas de mayor dimensién espacial de los
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estados de productos matriciales son los estados de pares entrelazados proyectados (projected
entangled pair states), y ambos son ejemplos de una clase de estados denominados estados de
redes tensoriales (tensor network states).

Los estados de productos matriciales son probablemente la clase mas conocida de
estados de redes tensoriales debido a su relacién con el grupo de renormalizacién de la
matriz densidad (density matrix renormalization group) [60]. Este algoritmo es usado para
encontrar estados fundamentales de sistemas de red unidimensionales y en su formulacién
actual es, esencialmente, un método variacional sobre el espacio de estados de productos
matriciales [62]. Una gran variedad de algoritmos y métodos han sido desarrollados a
partir de los éxitos y defectos de estos estados, como por ejemplo el ansatz MERA
(multiscale entanglement renormalization ansatz) que es una extensién de los estados de
productos matriciales y permite representar estados fundamentales de ciertos modelos de
muchos cuerpos en sus puntos criticos [66, 139].

3.4.1. Estados de Grafo Ponderado

Los estados de grafo ponderado (weighted graph states) son una familia de estados que
estdn parametrizados por un ntimero de pardmetros que crece polinomialmente con el
numero de sitios y permiten describir eficientemente, estados con una gran variedad de
grados de entrelazamiento, desde estados producto hasta estados con entrelazamiento
maximo [70]. Estos estados fueron introducidos como alternativa a los estados de
productos matriciales para representar eficientemente estados altamente entrelazados
[140]. Lo que hace a los estados de grafo ponderado particularmente interesantes es que
muchas cantidades que suelen ser de interés en el andlisis de sistemas de muchos cuerpos
pueden ser evaluadas eficientemente ya que es posible obtener expresiones analiticas de
ellas en funcién de los pardmetros. En particular, es posible evaluar funciones de
correlaciéon, medidas de entrelazamiento, y valores de expectacion de observables locales,
lo que permite evaluar la energia del sistema si el Hamiltoniano es un operador local.

Estos estados surgen como una generalizacién natural de los denominados estados de
grafo, que son estados de un sistema de muchos cuerpos asociados a un grafo, y han sido
utilizados en diversas areas relacionadas a la computaciéon cuédntica, como en el desarrollo
de modelos y cédigos de correccién de errores [69]. En su definicién matemaética, un grafo
G = (V,E) es un conjunto de vértices V' y un conjunto de aristas E, y en el caso de los
estados de grafo, se lo puede generar como un patrén de interaccién. Cuando dos espines,
que quedan asociados a los vértices del grafo, interactian mediante una interaccion de Ising,
se incluye una arista que conecta los vértices correspondientes.

Los estados de grafo ponderado, también relevantes en dreas de la computacién cudntica,
surgen cuando dejan de considerarse solo interacciones homogéneas de Ising en el patrén de
interaccién, lo que hace que los vértices adquieran pesos. Ahora, dos vértices a, b conectados
por una arista se corresponden con dos qubits a, b que interacttian segtn un operador
unitario exp (igoabf’ab) para un ntimero real ¢, y un operador Hermitiano lsab. Esto hace que
el grafo asociado sea un grafo ponderado G,, = (V, E, ®), que se define como el conjunto
de vértices V' que estdn conectados por las aristas E' ponderadas segtn los pesos ¢ =
{SOab}a »— 1, @ < b[141]. Si se restringe a operadores Hermitianos de interaccién P,; que sean
a lo sumo una rotacién local en z de una interaccién tipo Ising, estos resultan proporcionales
a compuertas de la forma (I, — 6{7) ® (1, — &éz)).

De esta forma, el estado de grafo ponderado |I') asociado a G,,, para un espacio de
Hilbert de N qubits, se define como:

N N
=11 11 wed (3.16)
a=1b=a+1
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en donde un productorio de compuertas de fase W, se aplica sobre un producto tensorial
de estados |+). El operador W, estd definido en un espacio de dos espines mientras que

Wéab) estd definido en el espacio de Hilbert completo pero acttia sobre los espines a y b. Estas
compuertas de fase son diagonales en la base computacional y son de la forma

~

Pz ~(z T ~(z . i
W, = exp [15(117 6 @ (1- 6! ))} = diag (1, 1, 1, '),

por lo que, para un estado genérico |¢), aplican de la siguiente manera:

Wlt) = W,y (c00l00) + 01 101) + €1110) + €1, [11) ) = €40l00) + 0, 101) + €10]10) + ¢, ¢#[11)

Esto deja ver que el operador Wéﬁi’) se traduce en una fase e'?as en los estados en los que los
espines a y b estdn en el estado |1).

Ejemplo N =3

Para poder visualizar de forma adecuada la forma que toman los estados variacionales,
y evitar perderse en la notacién, se desarrollaran los casos para N = 3 de modo ilustrativo.

b 77(12 13) (23
3 - H H W . Wém)Wéu 9023)‘_‘_ + +>
a=1b=a+1 I a—1 I a=2

= W&?W&?Wﬁ? f(|ooo> +]001) +]010) + [011) + [100) + |101) + [110) + |111>)

T (1000> +]001) + |010) + €23 |011) + [100) + €#15[101) + €'#12]110)

+e 1(p1oFP13FP23) ‘ 111>)

3.4.2. Estados de Grafo Ponderado Generalizados

Los estados de grafo ponderado |I') definidos en (3.16) describen una regién del espacio
de Hilbert completo comparativamente pequefia, por lo que no hay garantias de que puedan
parametrizar regiones que son de interés para el andlisis de sistemas de espin. Anders et al.
[72] propusieron una generalizacién de estos estados que amplia el subespacio de Hilbert
parametrizado pero a la vez conserva la capacidad de encontrar expresiones para cantidades
de interés en funcién de los pardmetros. A estos estados se los denominard estados de grafo
ponderado generalizados (generalized weighted graph states, GWGS) y se obtienen mediante
una construccién que introduce una serie de modificaciones a estados similares a los estados

de grafo ponderado.

Superposicion de Estados Producto

Se comienza con un estado |1), no normalizado, que es una superposicién de m estados
producto. En lugar de tomar |+), como en los estados de grafo ponderado, se toma una

combinacién lineal arbitraria de |0) y |1) segtin el parametro relativo s

m N
2 [aj & (10)+ dgj)‘1>)]’ a;, dy) e C.
j a=1

de forma que
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Si se denota por S = {0, 1} al conjunto de niveles y por V = {1, 2, 3, ..., N} al conjunto de
espines del sistema, se puede introducir operadores de deformacién Dy, con d = (1, d), de
forma que |n) se puede escribir en términos de estos operadores, y ambos quedan expresados
como

Dy = > dyls)s| = 0)X0] + d[1)1], n>=§;[ <®D >|+®N

sES

donde se absorbe V2V en los coeficientes o ;. También se puede expresar |)) sobre los vectores
|s) del espacio completo utilizando los coeficientes de deformacién:

£(x e ))]

seSN LceV

Ejemplo N =3
s =" !a]( > [ II dSJLC]rs>>]
Jj=1 s€S3 Lee{1,2,3}
=y aj<]000> +d$1001) + d§1010) + dd{|011) + d|100) + P d$)|101)

1

<.
Il

+dDdP|110) + dgﬂdgj)dgﬂ\un)

Entonces, el coeficiente de deformacién dy’ solo aparece como factor si el espin a, en los

Jj-ésimos términos de la combinacién lineal, esta en el estado |1).

Compuertas de Fase

Las compuertas de fase T, mantienen la misma forma que las compuertas de fase
definidas para los estados de grafo ponderado, por lo que son diagonales y conmutan.
Ademads, no tienen pardmetros que, sin perdida de generalidad, puedan ser absorbidos por
los coeficientes de deformacion d’ y, como sus entradas son fases puras, son operadores
unitarios. Estas compuertas se utilizan para entrelazar los estados producto al aplicarlas

sobre cada par (a, b) de espines. Con esto, el estado |) adquiere ahora la siguiente forma:

Eb(mes)(slnel)] o

b>a
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Ejemplo N =3

rnb—Z[%-( 11 Wé‘i?)(Z[ 11 dé?zc]|s>)]
a,be{1,2,3} seS3 Lcef1,2,3}
b>a

=3 o, (\000) +d$1001) + d$(010) + dde'#2s|011) + i |100)
+dD D eie1s(101) + dPdS) e12(110) 4 dP)d)d) el terstens) |111>)

La fase e'¥av aparece como factor en los estados en los que los espines a y b estdn en el
estado |1), independientemente del nimero m de superposiciones que se tomen.

Forma Final de los Estados Variacionales

La forma final de los estados variacionales se consigue a través de la aplicacién de
operadores unitarios locales arbitrarios. En resumen, para la construccién de los estados
variacionales se toma una combinacién lineal de todos los estados |s) de la base producto
usual de N espines } con coeficientes dictados por los coeficientes de deformacion de. s, que
valen 1 cuando el espin s, en el sitio ¢ del estado |s) se encuentra en el estado individual
|0) = |T). A esta combinacién lineal se le aplica una compuerta de fase por cada par de
espines, que solo depende del par en cuestion. Luego, se toma una combinacién lineal de m
de estos estados, donde cada término de esta combinacién lineal tiene sus propios coeficientes
de deformacién. Finalmente, se aplican N operadores unitarios locales, uno por cada sitio.

Los estados variacionales |1(x)) toman la forma final

N m
Q.| S |o( TLwe ) (52 | et )] oo
a=1 j=1 aébEV seSN LeeV

>a

)
(0 = ; =
9 (x)) ol )

N

donde x es una concatenacién de todos los parametros del estado variacional:

» Para cada compuerta de fase se especifica un pardmetro ¢ , para cada par de espines
a, bcon a < b. Las fases ¢, se pueden listar como

()0127 @137 sty (p1N7 @237 R ()02]\77 sty SD(N*I)N’

por lo que se tienen (N — 1) fases ¢,,, (N — 2) fases ¢,,, hasta 1 fase @
el namero total de fases es

N—1)+ Luego,

= O NWV-1)
==

J=1

» Por cada sitio a se especifican m coeficientes de deformaciéon d, uno por cada
término de la combinacién lineal. Estos coeficientes son niimeros complejos, por lo
que se requieren 2 pardmetros reales para describirlos. Entonces, el ntimero total de
pardmetros requeridos para los coeficientes de deformacién es 2m.V.

= Para los coeficientes de superposicion «;, que también son nimeros complejos, se debe
especificar 2m pardmetros.
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= Para los operadores unitarios U, se debe especificar 3 pardmetros por sitio a. En total,
se necesitan 3N pardmetros. Aunque para especificar matrices unitarias 2 x 2 se
requieren 4 pardmetros, dependiendo de la parametrizacién, se lo puede ignorar el
cuarto parametro ya que es una fase global que desaparece con la normalizacién.

El ntiimero total de pardmetros necesarios puede expresarse como

N(N +5)

5 +2m(N +1),

que como se discuti6é previamente, es un ntiimero que escala polinomialmente en lugar de
exponencialmente con el niimero de espines.
Para recuperar los estados de grafo ponderado basta con que los coeficientes de

deformacién dY’ y de superposicion «; sean todos iguales a 1 y tomar m = 1 junto con

operadores identidad I, como operadores unitarios.
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4. Algoritmos de Optimizacion

El método variacional presenta una forma de traducir el problema de encontrar el estado
fundamental de un sistema a un problema de optimizacién sobre los parametros de estados
variacionales. De acuerdo con el principio variacional, la energia del estado variacional nunca
serd menor que la energia del estado fundamental y esto implica que encontrar estados
fundamentales se traduce en un problema de optimizacién global.

Encontrar extremos globales para una funcién es, en general, un problema para nada
sencillo y no existe una tinica solucién o un tinico algoritmo que sea aplicable en todos los
casos [142]. En consecuencia, se han desarrollado numerosos algoritmos y métodos, que
siguen distintos criterios, con aplicaciones a diferentes tipos de problemas de optimizacién
[143, 144]. Para problemas de optimizacién global, suelen utilizarse algoritmos pueden
dividirse en dos grandes categorias dependiendo de si encuentran varios extremos locales
de forma independiente y seleccionan el 6ptimo o si buscan extremos con mejor desempefio
a partir de algtin extremo local, y muchos de estos suelen incorporar técnicas desarrolladas
en algoritmos de optimizacién local o en otros algoritmos de optimizacién global.

Cuando se habla de problemas de optimizacién puede restringirse solo a la minimizacién
de una funcién objetivo ya que siempre se puede transformar la maximizacién una funcién
f en la minimizacién de la funcién —f. En general, un problema de optimizacién consiste en
encontrar un punto * en un espacio de btisqueda de forma que el valor de la funcién f(x) en
x* sea minimo, donde el espacio de bisqueda puede ser el espacio completo o puede verse
restringido por condiciones sobre la funcién o sobre los pardmetros. Un punto minimo, local
o global, ,,, de una funcién se identifica matematicamente con un gradiente Vf(x,,) nuloy
un Hessiano H(x,,) definido positivo.

Esto deja ver que monitorear el comportamiento de estas cantidades puede ser valioso y,
de hecho, existen algoritmos de optimizacién que se pueden clasificar segtin requieran ono su
uso, ya sea mediante una expresién analitica o estimando su valor mediante aproximaciones.
Los algoritmos mas comunes son los métodos de descenso, que son métodos iterativos que
estiman una distancia y una direccién de descenso en el espacio para generar un nuevo
candidato hasta lograr alguna condicién de convergencia. Estos se pueden clasificar en
métodos de primer orden, que hacen uso del gradiente de la funcién objetivo para seleccionar
la direccién de descenso, métodos de segundo orden, que hacen uso del Hessiano, y métodos
directos, que solo utilizan la funcién a minimizar.

Estos métodos suelen denominarse en conjunto como métodos deterministicos [145],
debido a que las mismas condiciones iniciales siempre arrojardn el mismo resultado. En
contraste, existen algoritmos que reciben el nombre de estocdsticos, que introducen
aleatoriedad de forma que se pueda explorar el espacio de busqueda evitando,
principalmente, la convergencia prematura a minimos locales. Estos algoritmos mantienen
el concepto de trabajar con un solo candidato para generar uno de mayor calidad. Los
algoritmos que trabajan con una colecciéon de candidatos, denominados individuos,
distribuidos en el espacio de buisqueda y utilizan informacién de todos los individuos para
optimizar se conocen como métodos poblacionales.

4.1. Algoritmo de Broyden-Fletcher-Goldfarb—Shanno (BFGS)

El algoritmo de Broyden-Fletcher-Goldfarb—Shanno (BFGS) es un algoritmo que
pertenece a un grupo de algoritmos de optimizacién denominados métodos cuasi-Newton
(quasi-Newton methods). Estos métodos son métodos de segundo orden que requieren una
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expresion para el gradiente de la funcién objetivo, pero acumulan informacién de las
iteraciones previas para poder realizar una buena estimacién de la matriz inversa del
Hessiano. Se denominan métodos cuasi-Newton debido a que la ecuacién de actualizacion
del candidato a minimo es la misma que se usa en el método de Newton. Para la iteracién
k + 1, esta es:

2 F D) = k) 4 k) g(k) d®) = _(H(k))—lg(k)7 (4.1)

donde el parametro s(*) controla el tamario del paso y d*) es la direccién de descenso de la
iteracién, y H*) y g(¥) son el Hessiano y el gradiente en x(*), respectivamente.

Los métodos cuasi-Newton, en lugar de trabajar con el Hessiano, trabajan con una matriz
Q(¥) que aproxima la inversa del Hessiano en x(*). Esta matriz suele inicializarse como una
matriz identidad y en cada iteracion se la debe actualizar con la informacién obtenida en la
iteracion previa. La diferencia principal entre los métodos cuasi-Newton es la forma en la
que se calcula esta actualizacion, y en el caso del algoritmo BFGS es de la siguiente forma

[143]:
SATQ + QA4 ATQA\ 557
k+1) __
QU+ =@ IS (10 R ) a “2)

donde se suprimieron los supraindices, pero todas las cantidades del lado derecho de la
igualdad son las calculadas en la iteracion k, y se definieron:

80 — (K _ p(b=1) AR = g(k) _ gk=1), (4.3)

Este algoritmo es de los métodos cuasi-Newton que mejor funciona en la practica [146],
pero uno de sus problemas es aparente. Si la dimensionalidad del problema es muy grande,
guardar en memoria la matriz Q se vuelve costoso ya que es una matriz de gran tamafio
que eventualmente no tendré entradas nulas. Una variante de este algoritmo es el algoritmo
BFGS de memoria limitada (L-BFGS, Limited-memory BFGS), que busca reducir la cantidad de
elementos que deben guardarse en memoria restringiendo el ntimero de iteraciones previas
que se tiene en cuenta para la actualizacién de Q y solo guarda en memoria los Gltimos m
valores de d y A. Esto permite obtener la direcciéon de descenso en cada iteracion de forma
recursiva sin necesidad de guardar en memoria la matriz Q, lo que reduce tanto los costos en
memoria como el nimero de operaciones necesarias. El procedimiento para el cilculo de la
direccién de descenso es un tanto tedioso y denso en formulas, por lo que no se presenta en
este escrito, y se puede encontrar en las referencias [146, 143]. Este algoritmo cuenta ademds
con la variante L-BFGS-B L-BFGS Bound-constrained), que restringe el espacio de biisqueda
mediante restricciones rectangulares.

4.2. Dual Annealing

Los métodos de simulated annealing (recocido simulado) son algoritmos de optimizacién
estocasticos que han visto éxito en gran variedad de problemas de optimizacion global ya
que consiguen encontrar extremos globales cuando la funcién objetivo tiene gran cantidad
de extremos locales [142]. Su nombre se debe a que, de la misma forma que en el recocido
(annealing) en metalurgia, estos algoritmos utilizan una temperatura que decrece lentamente.
En el recocido, el metal a altas temperaturas se enfria lentamente permitiendo que los 4tomos
puedan forman un cristal ordenado, mientras que en los métodos de simulated annealing la
temperatura se utiliza para controlar el grado de estocasticidad durante la basqueda [143].
En estos métodos, cada vez que se genera un nuevo candidato, se lo puede aceptar con
cierta probabilidad como reemplazo del candidato anterior aunque sea de menor calidad. La
probabilidad de aceptaciéon para candidatos subdptimos estd controlada por la temperatura
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y comienza con un valor alto, permitiendo que el algoritmo explore el espacio de biasqueda,
y va disminuyendo hasta que fuerza a la busqueda a converger.

Una de las implementaciones de un método de simulated annealing es el algoritmo
de dual annealing (recocido dual) [147], que combina técnicas de los algoritmos de classical
simulated annealing (recocido simulado clasico) y fast simulated annealing (recocido simulado
rapido) [148] con un optimizador local. El algoritmo de dual annealing se compone de dos
etapas, la etapa de annealing y la etapa de buisqueda local. El uso de un optimizador local
permite refinar la solucién candidata que se encuentra a través de la etapa de annealing. En
el caso en que no se utilice un algoritmo de bisqueda local el método se denomina generalized
simulated annealing (recocido simulado generalizado). En cada iteracién global, cuyo nimero
total es un pardmetro del algoritmo, se ejecuta una iteracion de la etapa de annealing y se
realiza una busqueda local. El algoritmo termina una vez que se han ejecutado todas las
iteraciones globales o por algtn otro criterio de convergencia.

La etapa de annealing estd gobernada por cuatro pardmetros que definen las
caracteristicas generales del algoritmo: la temperatura inicial Ty, la razén de re-annealing
Tr, el pardmetro de visita gy, y el parametro de aceptacién qq. En cada iteracién £, la
temperatura se calcula en funcién de la temperatura inicial T, y del pardmetro de visita gy
segun:

v—1 _
T, =T, 2 ! (4.4)
(k+1)av-1—-1

Notar que para la primer iteracién, en la que k£ = 1, se recupera la temperatura inicial. A
medida que se realizan iteraciones esta temperatura decrecerd hasta que se alcance la
temperatura de re-annealing, dada por r{T,. Cuando se alcanza la temperatura de
re-annealing, si el nimero de iteraciones globales no ha sido excedido, se ejecuta el proceso
de re-annealing, en el que el algoritmo vuelve a su estado inicial conservando la mejor
solucion encontrada y el ntimero de iteraciones globales realizadas.

El siguiente paso en la etapa de annealing es la generacién de un nuevo candidato 2+
a partir del candidato anterior 2(*). Para la primer iteracién, se puede proveer al algoritmo
conun candidato (1) o el algoritmo puede generar uno de forma aleatoria. El algoritmo altera
las componentes z(*) generando saltos unidimensionales Az a través de una distribucién
de visita y sumando este valor a las componentes de ¥). Esto se repite D veces para todas
las componentes y D veces para componentes individuales seleccionadas aleatoriamente,
donde D es la dimensién del espacio de basqueda. La distribucién de visita g4, depende de
la temperatura de la iteracion Ty, del parametro de visita q,, y de la dimensién del espacio
de busqueda D segtin [149]:

™

, 1 D-1 s
9qv(X): (q"1>2r<qv1+ 2 ) (Tk>

Para generar los saltos Az, se evaltia esta distribuciéon en un ntmero x generado
aleatoriamente mediante una distribucién normal.

La etapa de annealing culmina con el proceso de aceptacién. Si z(*+1) introduce una
mejora respecto de (%), se acepta z(**!) como nuevo candidato. En el caso contrario, se
acepta £**1) con una probabilidad de aceptacién pq, que depende de la temperatura Ty,
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Figura 4.1: Diagrama de flujo para el algoritmo de dual annealing.
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del pardmetro de aceptacion qq y de la funcién objetivo f:

1

(k1)) _ f(p(k))] Tda
Pqga = min ¢ 1, (1— (1 - qa) f(x ?l_ f(x ) ) (46)

k

donde se asigna probabilidad nula al caso en que la expresién entre corchetes sea negativa.

El dltimo paso del algoritmo es la etapa de btisqueda local. El algoritmo de biisqueda
local puede ser, en principio, cualquier algoritmo, pero es natural utilizar algoritmos poco
costosos, computacionalmente y en memoria, con un ntimero reducido de iteraciones. La
busqueda local se realiza siempre que se haya encontrado un mejor candidato, con este como
candidato inicial. Si no ha mejorado la estimacién del minimo, se introducen formas de
realizar una buisqueda local de todas formas. La primera es con un parametro que especifique
el nimero maximo de iteraciones sucesivas sin btisqueda local permitidas y, una vez que se
llegue a este niimero, se realiza la busqueda local. La segunda es de forma estocdstica, con
una probabilidad de bisqueda local pys dada por:

S -1 (:”(k))” . 4.7)
Tk:

P1s = €xXp [—100D (

Esto permite que el algoritmo siga explorando el espacio y tal vez encuentre un mejor
candidato. Si se encuentra un mejor candidato durante la bliisqueda local, se lo conserva para
la siguiente iteracién. Una vez que la etapa de bisqueda local termina, habiendo realizado
una busqueda local o no, se ejecuta la préxima iteracion.

4.3. Algoritmo Genético

Se da el nombre de algoritmo genético a un procedimiento de bisqueda, inspirado en
la evolucién biolégica [143], en el que los individuos mas aptos de una generacién son
seleccionados para producir descendientes que componen la siguiente generacién. Cuando
se trata con algoritmos poblacionales, las coordenadas en el espacio de biisqueda del punto
que representa a un individuo se denominan genes, lo que deja ver la razén por la cual los
individuos suelen también denominarse cromosomas, y el conjunto completo de
individuos suele denominarse poblacién o generacién. La aptitud (fitness) de un individuo
para su reproduccién estard inversamente relacionada con el valor de la funcién que se
quiere optimizar. Como los algoritmos genéticos suelen buscar los individuos mas aptos, si
se quiere minimizar una funcién f en general suele tomarse —f como aptitud. De todas
formas, pueden construirse aptitudes que dependan de la funcién objetivo de maneras mas
complejas, o incluso extender a multiples aptitudes que deben ser optimizadas en
simultaneo o aptitudes con componentes estocasticas [150].

El algoritmo genético basico genera una poblacién de individuos inicial, que suele ser
aleatoria con alguna distribucién, y ejecuta iteraciones que constan de tres etapas. Primero,
se evaltia la aptitud de todos los individuos de la poblacién. En la segunda etapa, se utiliza la
aptitud para, mediante algtin mecanismo, producir descendientes o hijos que conforman una
nueva poblacién. Esta etapa suele dividirse en dos operaciones: la seleccién de padres, y la
aplicacién de operaciones genéticas de cruzamiento o recombinacién (crossover) y mutacion
(mutation). En la dltima etapa, se utilizan tanto los padres como los hijos para, de alguna
manera, formar la poblacién que formaré la generacién siguiente. Usualmente se reemplaza
totalmente los padres con los hijos, o se incluyen los padres mas aptos junto con sus hijos.
Con esta nueva generacion, se vuelve a la primer etapa y se comienza una nueva iteracion.
Esto ocurre hasta que se cumple alguna condicién de convergencia o se alcanza el nimero
méximo de iteraciones.
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Las tres operaciones principales del algoritmo son la seleccion de padres, la
recombinacién, y la mutacion. La seleccién de padres es el proceso de elegir individuos de
la generacién actual para utilizar como padres para la siguiente generaciéon. Para una
poblacién de N individuos, el método de selecciéon producird IV pares o grupos paternales
para generar los hijos que forman la nueva generacion. La recombinacién es la forma en la
que se generan estos hijos, combinando genes de cada padre del grupo paternal. Esto
permite que los padres pasen directamente sus genes a la siguiente generacién, pero la
recombinacién por si sola no permite que se manifiesten caracteristicas que no estuvieran
presentes en la poblacién inicial. Es por esto que los hijos se someten al proceso de
mutacién, en el que se modifican sus genes, permitiendo que se manifiesten nuevas
caracteristicas y se explore una mayor parte del espacio de bisqueda. Estas tres operaciones
admiten el uso de métodos de diferentes grados de complejidad para su implementacién, y
en general el desempefio de los distintos métodos dependera fuertemente del problema de
optimizacién particular que se quiera resolver. Sin embargo, se pueden destacar ciertos
métodos usuales que suelen servir como punto de partida para el desarrollo de métodos
optimos.

La forma mas basica, y poco justificable, de seleccién de padres es mediante seleccién
aleatoria, en la que cualquier individuo de la poblacién cuenta con la misma probabilidad
de ser seleccionado. Una variante de este método de selecciéon es la seleccién por
truncamiento (truncation selection), en la que se define un pardmetro k y se realiza una
seleccion aleatoria entre los k individuos mas aptos de la poblacién. En seleccién por torneo
(tournament selection), para la seleccién de cada padre se ejecuta un torneo en el que se
toman k individuos de forma aleatoria y el mds apto se toma como padre. Por tultimo, en
seleccién por ruleta (roulette wheel selection), también denominada selecciéon por aptitud
proporcional (fitness proportionate selection), cada padre tiene una probabilidad de seleccién
que es proporcional a su desemperio relativo a la poblacién. Existe una variante de este
método denominada seleccién por jerarquia (rank selection) en la que cada padre tiene una
probabilidad de seleccién que es proporcional a su posicién en un ordenamiento basado en
la aptitud de los individuos.

En cuanto a métodos de recombinacion, en la recombinacién uniforme (uniform crossover)
para cada gen se selecciona un individuo del grupo paternal con una probabilidad uniforme,
y el padre seleccionado aporta al hijo ese gen. En recombinacién en un punto (single-point
crossover) se define un pardmetro m, que es un nimero entero entre 1 y el ntimero de genes
N de un individuo, y los primeros m genes se toman de un padre, y el resto de otro padre.
Recombinacién en dos puntos (two-point crossover) es similar, solo que se tiene dos puntos
de cruza, m; y mg con m; < mg, y los primeros m; y tltimos N — my genes se toman de un
padre, y el resto de otro padre.

Finalmente, los métodos de mutaciéon suelen involucrar alguna probabilidad de que
los genes, individuales o en conjunto, sufran una mutacién. La mutacién suele consistir en
modificar el valor del gen a través del uso de un valor generado aleatoriamente por alguna
distribucién. También existen métodos de permutacion, en los que intercambian genes o se
modifica el ordenamiento de estos dentro del individuo. En general, con los métodos de
mutacion se evita realizar un ndmero significativo de mutaciones sobre el mismo hijo para
evitar perder la aptitud que se quiere que hereden de los padres.

4.4. Otros Algoritmos

La estrategia de evolucion de adaptacion de la matriz de covarianza (covariance matrix
adaptation evolution strateqy, CMA-ES) [144, 143] es un algoritmo estocdstico que para
optimizar utiliza una distribucién de probabilidad sobre el espacio de busqueda. Esta
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distribucién se utiliza para generar muestras del espacio de btisqueda, y en cada iteraciéon
se toman muestras y se actualiza la distribucién en base a las muestras con mejor
desempefio. Este algoritmo en particular utiliza una distribucién Gaussiana multivariada,
la cual se puede parametrizar con un vector de medias y una matriz de covarianza, y estos
son los objetos que se actualizan en cada iteracion.

Otro algoritmo que cae dentro de los métodos poblacionales, junto con el algoritmo
genético, es el algoritmo de optimizacion por enjambre de particulas (particle swarm
optimization) [144, 143]. En este algoritmo, se inicializa una poblaciéon de individuos
aleatoria, y la biisqueda de la solucién 6ptima se realiza mediante una actualizacién de los
individuos. A diferencia del algoritmo genético, este algoritmo no ejecuta operaciones de
evolucién, como la recombinacién y la mutacién, sino que los individuos de la poblacién,
que se denominan particulas, se mueven en el espacio de btiisqueda siendo atraidos hacia
las zonas 6ptimas. Este algoritmo introduce momentos, que aceleran a las particulas hacia
las mejores posiciones. En cada iteracién, cada particula es acelerada hacia su posicién
6ptima histdrica, el punto en el espacio en su recorrido que ha dado el mejor desemperio, y
la posicién 6ptima de la poblacién, el punto en el espacio que ha presentado el mejor
desempefio para todas las particulas.

75






Parte 111

Implementacion y Resultados

77






5. Implementacion

Para la implementacién se hizo uso del lenguaje de programacién Python [73], en
conjunto con una serie de librerias. La librerias esenciales para calculo numérico en Python
son NumPy [151] y SciPy [147]. NumPy es una libreria que implementa arrays
N-dimensionales junto con las operaciones necesarias para trabajar con ellos, y otras
utilidades matematicas como generadores de ntimeros aleatorios. SciPy es una extensién de
NumPy que, entre otras cosas, implementa herramientas y algoritmos numéricos usados en
computacion cientifica, como distribuciones de probabilidad y algoritmos de optimizacién
y de problemas de autovalores. La libreria SymPy [152] fue utilizada por su
implementacién de matematica simbdlica. También se hizo uso de la libreria QuTiP [153],
que ofrece herramientas para simular sistemas cudnticos, y la librerfa PyGAD [154], que
implementa el algoritmo genético. Finalmente, y en menor medida, se hizo uso de las
librerias PyPop7 [155] y pycma [156], que implementan métodos poblacionales y la
estrategia de evolucién de adaptacién de la matriz de covarianza, respectivamente.

5.1. Generalidades

Los estados de sistemas de NV espines se representaron mediante arrrays de NumPy de
largo 2V. Como se discuti6 anteriormente, se puede establecer una relacién uno a uno entre
los ntimeros enteros, entre 0 y 2V — 1, y los estados de la base computacional. Esto permite
representar cualquier expansién en la base computacional mediante un array de largo 2
en donde los indices del array, que son enteros entre 0 y 2" — 1, representan los estados
individuales de la base computacional, y los elementos del array representan los coeficientes
del estado correspondiente:

2N —1
|Y) = Z Csl8) = Z chn) = arrfy] = [Co Ci oo Con_q|- (5.1)
seSN n=0

Por su parte, los Hamiltonianos que acttian sobre estos estados se representan como
una serie de operaciones binarias que se ejecutan sobre los arrays. Para obtener el array
que resulta de la aplicacién de un Hamiltoniano H a un estado [¢)), se genera un array
arr[H4v)| cuyos elementos son nulos y se itera sobre el array arr|¢)] del estado sobre el que
acttia el Hamiltoniano, aplicando el Hamiltoniano a cada elemento individualmente. Para la
aplicacién de cada término del Hamiltoniano se calcula el indice que corresponde al estado
resultante junto con su coeficiente, el cual es guardado en el array arr[Hv] en la posicién
asociada al indice calculado. Como los Hamiltonianos se componen de sumas de operadores,
la accién de cada término es independiente del resto y solo basta con sumar el coeficiente
calculado al valor que se encuentre en el indice correspondiente.

Las operaciones binarias necesarias para los Hamiltonianos utilizados en este trabajo son
solamente dos. La primera es una operacién que verifica si el k-ésimo bit en la representacion
binaria de un niimero n es 0 o 1, lo que se corresponde con verificar si el k-ésimo espin del
estado [n) de la base computacional se encuentra en el estado |0) o |1). Esta operacion permite
verificar la forma en la que el término del Hamiltoniano que se esta aplicando debe actuar,
ya sea para determinar el signo del resultado o para determinar si el resultado es nulo en el

caso de operadores de la forma élii)gl(i). La segunda consta de dos bit flips y invierte dos
bits £ y [ de la representacién binaria de un nimero 1, lo que se corresponde con la accién
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de pares de operadores escalera S,gi)é'l(i)
sea nulo.

Una vez obtenido el array correspondiente al estado que se obtiene de la accién del
Hamiltoniano sobre el estado original, se puede obtener el valor de expectacion
correspondiente ya que NumPy implementa el producto interno adecuado como una
operacion sobre dos arrays. El valor de expectacion es una funcién de Python que recibe
estos dos arrays, o construye el array del estado original y recibe una funcién del
Hamiltoniano que computa el segundo array. Para aplicar el método variacional, esta
funcién se provee al minimizador junto con los pardmetros correspondientes, y la
minimizacién se realiza sobre los parametros variacionales.

sobre el estado |n), siempre que el resultado no

5.2. Estados Variacionales

La construccién del array arr(i(x)| asociado al estado variacional de grafo ponderado

generalizado
j=1 a,beV seSN Lcevy

b>a

w X)) =—"—,

N

N
XU,
a=1

se realiza a partir del array arr|x| del vector de parametros x, que contiene los valores que
toman los pardmetros variacionales. Para ello, una vez que se especifican NV y m, se inicializa
un array arr[¢(x)] de tamafio 2%V con coeficientes nulos, y se itera sobre él para construir los
coeficientes asociados a cada indice. En primer lugar se obtienen las posiciones de los 1 en la
representacion binaria del indice, lo que se corresponde con los sitios que ocupan los espines
que se encuentran en el estado |1). Con este subconjunto V; C {1, 2, 3, ..., N} se obtienen
los pares de sitios a, b, con b > a, en los que ambos espines se encuentran en el estado |1) y
se asocia el siguiente coeficiente al indice de la iteracion:

e@io/ I_Idg)1 , b = Z Cop-
j=1

ceVq a,beV
b>a

Una vez que concluyen las iteraciones, se aplican los unitarios locales al array.

La aplicaciéon de los unitarios de forma eficiente es un problema complicado. Cada
unitario U, se representa por una matriz 2 x 2, y (X)i\f:1 U, es una matriz 2V x 2V que se calcula
a partir de las matrices individuales mediante productos de Kronecker. Obtener la matriz
completa y luego calcular el producto entre ella y el array no es particularmente eficiente,
especialmente cuando se tienen las matrices U, individuales. Para realizar la aplicacién de
los unitarios, se utiliza una implementacién [157] de un algoritmo discutido en el material
suplementario de una publicacién por Schweiger et al. [158]. Este algoritmo esta disefiado
para calcular de forma eficiente el producto entre una matriz A y un vector v cuando la
matriz A es definida en términos de un producto de Kronecker de matrices Aj. La idea
central del algoritmo consiste en tratar al vector v como un array /N-dimensional con indices
{i1, 2, ..., in}, con i; = 0, 1. Luego, secuencialmente para cada matriz A;, se aplica una
transposicién en un par adecuado de indices, se despliega (unfold) el array en una matriz 2 x
2N=1 se multiplica por lamatriz Ay, y se revierte el despliegue (refold). Una vez que se realizan
las N multiplicaciones, el resultado se despliega para recuperar el array unidimensional y
asi obtener el resultado de Av.
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Las matrices unitarias U, se parametrizaron mediante 3 niimeros reales 3,, 74, 04. Para
una matriz unitaria general U se puede escribir:

i [€Pcos (6) —e 1 sin (6)
vee (ei'y sin (6) e P cos (9) ) ’ con a, B,7,0 € R. (5.2)

Notar que las fases globales ¢'® se pueden descartar ya que desaparecen cuando se calcula el
valor de expectacion del Hamiltoniano. Esta parametrizacién se puede obtener haciendo uso
de propiedades conocidas de dlgebra de espin 1. El desarrollo se encuentra en la Seccién C.1
del Apéndice.

5.2.1. Parametrizaciones Alternativas de los Unitarios Locales

Durante la implementacién se consideraron dos parametrizaciones alternativas para los
operadores unitarios. La primera es mediante de una rotacién arbitraria y la segunda es a
través de una transformada de Cayley.

Rotacion Arbitraria

Descartando la fase global, un operador unitario U se puede expresar como una rotacién
arbitraria en un &ngulo o alrededor de un eje cuya direccién se describe con un vector unitario
n [134]:

U=R,(a) con n = (sin (#) cos (p), sin (0) sin (¢), cos (6))
9 €0,n], ¢e€l0,2n], «c]l02n]

Una rotacion arbitraria se puede escribir en términos del vector de Pauli & segtin
R, (o) = e712™9 = cos ()] — isin (0) (n-o),

lo que permite parametrizar la matriz unitaria U como:

cos ) I sin ad cos (0) —isin ad sin (9)e~1%®
U= ’ ? 2 (5.3)
—isin (g) sin (6)el¥ cos (%) +1isin <%> cos (6)

Enla Seccién C.2 del Apéndice se describe una forma de relacionar esta parametrizacién
con la parametrizacién anterior.

Transformada de Cayley

Otra forma de parametrizar matrices unitarias es utilizando un isomorfismo entre el
conjunto de matrices unitarias N x N y el conjunto de matrices Hermitianas IV x N. Un
isomorfismo posible es la transformada de Cayley [72], que relaciona la matriz unitaria U y
la matriz Hermitiana A segun:

U= (i[+A)(il-A)""
A= U+D)"HU-T)

Para matrices unitarias 2 x 2 se necesitan 4 pardmetros para A, ya que al ser Hermitiana
requiere 2 entradas reales en la diagonal y 2 entradas complejas conjugadas para los
elementos fuera de la diagonal. Para ntimeros reales a, b, ¢, d, la matriz A puede escribirse

como
_ a c+id
A_<c—id b )
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Con esta expresion para A se puede obtener U en funcién de los parametros de A:

a+ib (—ab—1+c+d*+i(a—b) —2d + 2ic (5.4)
- a? +a? '

2d + 2ic —ab—1+c+d*—i(a—0)

con
a=ab—1—c*—d?* y b=a-+b

5.2.2. Simetrizacion de las Fases

Como se explicitd en la Subsecciéon 3.4.2, el nimero de pardmetros necesario para
describir los estados variacionales escala en forma cuadratica con el nimero N de sitios, ya
que el nimero de fases ¢, es N (N — 1). Esto se puede reducir a una dependencia lineal
en el caso en que el Hamiltoniano del sistema presente simetria traslacional. En tal caso,

seria razonable asumir que la fase ¢,;, relacionada a la compuerta de fase Wé‘j’;), no
depende de las posiciones absolutas de los sitios a y b sino que dependera de la posicién del
sitio b relativa a la posicién del sitio a.
Entonces, se podria introducir un mapeo v que asocia un indice de fase v(a, b) a cada
par de espines (a, b):
v:VxV—={l1,2 ..., R},
donde R es el nimero total de fases distintas bajo este mapeo y ahora es la compuerta de

fase 1

évia.) 1@ que se aplica al par (a, b). Este mapeo debe ser construido de forma que los
pares (a, b) y (¢, d) reciban el mismo indice de fase v(a, b) = v(c, d) si el par (a, b) puede
ser mapeado al par (¢, d) mediante una transformacién de simetria que deja invariante al

Hamiltoniano.

Simetrizacion Parcial

Una forma posible de introducir simetrizacién de fases es asumir que las fases dependen
de las posiciones relativas entre sitios pero sin asumir periodicidad de la cadena, como seria
el caso para una cadena con condiciones de contorno periddicas. Este tipo de simetrizacién
estd inspirado por cadenas abiertas y reduce el nimero total de fasesa N — 1.

A continuacién se muestra el caso para N = 8:

Y12 %13 P14 P15 P16 P17 P18 P1 Py Y3 P4 Py Yg Py
P23 P24 P25 P26 P27 P23 P11 P Y3 Y4 Ps Pg
Y34 P35 P36 P37 ¥38 . Y1 Py P3 P4 Ps

Pa5 Pae Par Pag — Y1 P2 P3Py

Y56 P57 P58 ¥1 P2 L3

Pe,7 P68 Y1 Pa

P78 P1

Simetrizacion Total

Para esta simetrizacion, se asume que las fases dependen de las posiciones relativas
entre sitios asumiendo periodicidad de la cadena. Este tipo de simetrizacion estd inspirado
por cadenas cerradas y el nimero total de fases con esta simetrizacién es | § |.
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A continuacién se muestra el caso para N = 8:

Pr2 P13 P1a P15 Pie P11 Pis 1 P Y3 Py P3Py P
Y23 P24 P25 P26 P27 P28 Y1 Yo P34 P3 Po
Y34 P35 P36 P37 P38 . Y1 P2 Pz Ps P3

Pa5 Pae Par Pag — Y1 P2 P3Py

Y56 P57 P58 $Y1 P2 L3

Pe,7 P68 P11 Pa

P78 #1

Simetrizaciéon SSH

Un tercer tipo de simetrizacién se inspira en el modelo SSH, descripto en la Seccién
1.2.2, con un ntimero par de sitios y condiciones de contorno periddicas. El modelo SSH
presenta dos interacciones distintas entre sitios a y a + 1 dependiendo de la paridad de a.
Una simetrizacién de fases en un caso como este se traduciria en fases que dependen de la
posicién relativa de los sitios y de la paridad del indice del primer sitio. Entonces, para pares
de sitios (a, b) con |b — al fijo se requieren dos fases, dependiendo de si a es par o impar.

A continuacion se muestra el caso para N = 8, donde la fase ¢,_,| se corresponde al
caso en que a es impar y la fase ¢|;,_, se corresponde al caso en que a es par:

P12 %13 P14 P15 P16 P17 P18 ©1 Py P Q4 P Py Py
Po3 Poa Pas Poe P27 P28 1 by b3 Oy P3Py
P34 P35 P36 P37 P38 P Py P3Py P
A%
Pas Pap Par Pag — b1 Py b3 Py
Y56 P57 P58 Y1 P2 P3
Y6,7 P68 b1 Py
P78 #1

Notar que, para fases como ¢ g, se toma a = 8 y b = 1, ya que los sitios 8 y 1 son primeros
vecinos, por lo que la fase ¢ s se mapea a ¢ ya que 8 es par.

5.2.3. Simetrizacién Completa

Para un Hamiltoniano simétrico, es razonable querer reflejar las simetrias no solo en las
fases ¢, sino también en los pardmetros locales, que solo dependen del sitio: los
coeficientes de deformacién dY’ y los operadores unitarios U,. En el caso de simetrfa
traslacional completa, se podria querer que estos pardmetros sean independientes del sitio
a, ya que mediante una transformacion de traslacién se puede llevar cualquier sitio a
cualquier otro. Esto reduciria el niimero de pardmetros necesarios, de 2mN a 2m para los
coeficientes de deformacién y de 3N a 3 para los unitarios, y reduciria el tiempo de
cémputo de la energia ya que solo deberia evaluarse una celda elemental de la red.

Una razén para no imponer esta simetrizacién es que, para muchos sistemas, el estado
fundamental no necesariamente obedece la simetria completa del Hamiltoniano debido a una
ruptura espontdnea de la simetria (spontaneous symmetry breaking) [72]. Esta es un fenémeno
en donde el Hamiltoniano posee una simetria, y una cantidad conservada por Teorema
de Noether, pero el estado fundamental no respeta dicha simetria. En tal caso, el estado
fundamental debe ser degenerado [159] y al menos un estado en el subespacio fundamental
debe obedecer la simetria completa del Hamiltoniano. Sin embargo, no hay garantia de que
este estado sea el mas fécil de aproximar con los estados variacionales. Por ejemplo, el estado
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fundamental del modelo de Ising antiferromagnético sin campo magnético es de la forma
cr[tdtd ...) +c2ld 111 ...). El estado fundamental es invariante bajo una traslacién de 1
sitio solo si ¢1 = ¢, mientras que los estados mas sencillos de aproximar soncy; =1, ¢c; =0
ocq1 =0, cz =1, ya que en estos casos el estado fundamental es un estado producto.

Entonces, si se impone simetria completa a los estados variacionales podria ser
dificultoso encontrar una buena aproximacién del estado fundamental mientras que
imponer una simetria no tan estricta que refleje el comportamiento del estado fundamental
no ayuda a la convergencia [72]. Es por esto que, aunque serfa deseable desde un punto de
vista computacional, no se hace uso de simetrizacién completa.

5.3. Energia

Las funciones principales de la implementacién son las que calculan el valor de
expectacion del Hamiltoniano en los estados variacionales, y son las que se encargan de
construir el array arr{y(x)] asociado a los estados variacionales. Una funcién como esta
recibe como argumentos el array arr|x] de pardmetros variacionales, el ntimero de sitios N
de la cadena, el nimero m de términos de superposicién y un booleano que indica si se
deben aplicar unitarios locales 0 no. También se debe pasar como argumentos la funcién
del Hamiltoniano, junto con los pardmetros necesarios para ella, el signo de la constante de
interaccién J, para distinguir entre cadenas ferromagnéticas y antiferromagnéticas, y un
booleano que indica si se toman condiciones de contorno periédicas o no. Como la
construcciéon de arr[iy(x)] se hace dentro de estas funciones, habrd una funcién distinta
para cada simetrizacién y para cada parametrizacion de los unitarios. De esta forma no se
debe verificar la simetrizacién y la parametrizacién de unitarios que se debe aplicar cada
vez que se llame a la funcién.

Una vez construido el array arr[y(x)|, se llama a la funcién del Hamiltoniano
correspondiente para obtener el array arr[Hv(x)]. Las funciones de los Hamiltonianos
reciben como argumentos el array arr[i¢(x)], el booleano que indica si es una cadena
cerrada o abierta, y sus pardmetros. Estos pardmetros son los pardmetros particulares de
cada Hamiltoniano. Por ejemplo, para el modelo XY con campo transversal se debe pasar
como argumentos el pardmetro de anisotropia v y el valor del campo h relativo a la
constante de interacciéon J. Finalmente, se calcula el valor de expectacion mediante la
funciéon de NumPy que implementa el producto interno para arrays con elementos
complejos y este ntiimero es el que devuelve la funcion.

5.3.1. Implementacion Secundaria con SymPy

Se hizo una implementacién secundaria en la que el array arr[x| de parametros
variacionales contiene instancias de la clase Symbol de SymPy. Estos parametros son
tratados de forma simbdlica, lo que permite obtener el valor de expectacién como una
expresion matemadtica. La estructura general de la implementacion es similar a la descripta
anteriormente, solo que la construccién de los arrays arr[i(x)] y arr[Hi(x)] se realizan,
por funciones distintas, fuera de la funcién que calcula el valor de expectacién. La funcién
que se encarga del valor de expectaciéon devuelve una expresiéon de SymPy, que luego se
transforma en una funcién de los pardmetros. Esta implementaciéon permite obtener una
funcién para el gradiente de la energia, ya que SymPy ofrece una forma de diferenciar
expresiones.

Aunque permite obtener expresiones matemdticas exactas para la energia, esta
implementacién fue utilizada solamente para estados de grafo ponderado debido a que,
una vez que se introducen las generalizaciones para los estados de grafo ponderado
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generalizados, el tiempo de computo para obtener la energia como una funcién de los
pardmetros no resulta justificable.

5.4. Algoritmos de Minimizacién

El algoritmo principal utilizado fue dual annealing, cuya implementacién como funcién
dual_annealing estd disponible a través de la libreria SciPy. El minimizador recibe como
argumentos la funcién a minimizar y sus pardmetros, el espacio de busqueda, el nimero
de iteraciones globales maximo, y los pardmetros del algoritmo. Los pardmetros principales
son: la temperatura inicial, la razén de re-annealing, el pardmetro de visita, y el pardmetro de
aceptacion. Para estos se decidi6 utilizar los valores por defecto ya que son valores tomados
de referencias en las que se estimaron estos valores como 6ptimos [147, 160]. También se le
puede pasar como argumentos al optimizador los detalles del algoritmo utilizado en la etapa
de minimizacién local, esto es, el método a utilizar y sus pardmetros. Como minimizador
local se utiliz6 L-BFGS-B, una variante del algoritmo L-BFGS desarrollada para casos en los
que se define el espacio de buisqueda. Este es el algoritmo por defecto cuando no se pasan
como argumentos pardmetros relacionados a la minimizacién local. El algoritmo global
toma por defecto al algoritmo L-BFGS-B como minimizador local, y fija el nimero nis de
iteraciones de btisqueda local a realizar de la siguiente manera:

ny, = min (max [GD, 100} , 1000) ,
donde D es la dimensién del espacio de busqueda.

SciPy también ofrece una implementacién del algoritmo L-BFGS-B mediante la funcién
minimize que, al igual que dual annealing, requiere la funcién a minimizar y sus parametros,
y el espacio de busqueda. El algoritmo debe pasarse como argumento. También se requiere
un punto en el espacio de biisqueda para el inicio del algoritmo, que siempre se tom6 de
forma aleatoria. Opcionalmente, también se le puede pasar como argumento una funcién,
y sus pardmetros, que calcule el gradiente de la funcién objetivo. En el caso en que esta
funcién no se encuentre entre los argumentos, el minimizador estima el gradiente mediante
aproximaciones por diferencias finitas.

El algoritmo genético fue implementado utilizando PyGAD, que permite instanciar
una clase GA cuyo constructor recibe la funcién de aptitud, el nimero de genes por
individuo y los pardmetros. Entre los pardmetros disponibles se encuentran el nimero total
de generaciones, el nimero de padres en el grupo paternal, método de seleccién de padres,
método y probabilidad de recombinacién, y el método y la probabilidad de mutacién.
PyGAD también ofrece la opcién de instanciar la clase con métodos de selecciéon de padres,
recombinacién, y mutacién personalizados, asi como la posibilidad de realizar diferentes
acciones sobre la poblacién en cada etapa del algoritmo. Una lista exhaustiva se encuentra
disponible en la documentacién de la libreria [154].

El algoritmo CMA-ES se encuentra disponible a través de la funcién fmin2 de la
libreria pycma. Esta funcién recibe como pardmetros la funcién objetivo y sus argumentos,
una estimacioén inicial, y una desviaciéon estdndar inicial en cada coordenada, la cual se
recomienda que sea 1/4 del espacio de btisqueda. La estimacién inicial puede ser un valor
particular o una funcién que lo genere. Opcionalmente acepta una funcién que calcule el
gradiente de la funcién objetivo, y también provee argumentos opcionales para que el
algoritmo reinicie con poblaciones iniciales con mas cantidad de individuos.

Finalmente, el algoritmo PSO se encuentra implementado en la clase SPSOL de la
libreria PyPop?7. Esta clase implementa el optimizador por enjambre de particulas estandar
con topologia local (Standard Particle Swarm Optimizer with a Local topology, SPSOL), una
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variante en la que las particulas solo comparten informacién con un subconjunto de vecinos
inmediatos para evitar convergencia prematura [161]. Para instanciar la clase se deben
pasar como argumentos dos diccionarios, uno que contiene la funcién objetivo, la
dimensionalidad del espacio de busqueda, y sus limites, y otro que contiene pardmetros
opcionales del algoritmo como el ntiimero de evaluaciones maximo de la funcién objetivo y
el tamafio del enjambre.
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6. Resultados

En este capitulo se analiza el desempefio de los estados de grafo ponderado
generalizados como estados variacionales aplicados a cadenas de espines. Primero, se
discute brevemente la seleccién del minimizador basada en el despefio de los estados de
grafo ponderado aplicados al modelo de Heisenberg. Luego, se presenta un andlisis del
desempefio de los estados de grafo ponderados generalizados en los modelos de Ising y XX
en ausencia de campo magnético, lo que se utilizé para seleccionar los valores 6ptimos de
los pardmetros de los estados variacionales y del minimizador. Con estos valores de los
pardmetros, se examina el desempefio de los estados variacionales en el modelo XY en
campo magnético nulo. Después de esto, se introduce campo magnético transversal y se
utiliza el modelo XX para analizar distintas modificaciones al método introducidas con el
objetivo de mejorar la convergencia. Finalmente, con estas modificaciones implementadas,
se examinan los modelos de Ising y extendido de Ising con interacciones a algunos vecinos
en presencia de campo magnético transversal y el modelo SSH.

6.1. Seleccion del Minimizador

Para la seleccion del minimizador se utilizé la implementacién con SymPy para
estados variacionales de grafo ponderado con aplicacién a las cadenas de Heisenberg y XX
en ausencia de campo magnético y con condiciones de contorno periédicas. Para estos dos
modelos se obtuvieron valores de referencia implementando el algoritmo de Lanczos
discutido en la Seccién 3.1.2 para la diagonalizacién de la matriz del Hamiltoniano, la cual
queda representada como una matriz en bloques correspondientes a subespacios de
magnetizaciéon definida. Estos valores fueron verificados utilizando valores de referencia
presentados para la cadena de Heisenberg antiferromagnética [25], resultados teéricos para
la cadena de Heisenberg ferromagnética [79], y con simulaciones del Hamiltoniano a través
de QuTiP para la cadena XX.

Primero se realizaron una serie de minimizaciones de prueba con el algoritmo L-BFGS
para ambas cadenas variando el nimero de sitios N entre 4 y 10. En ambos casos se observé
que en los casos ferromagnéticos la minimizacién converge consistentemente al minimo
esperado, mientras que en los casos antiferromagnéticos la minimizacién nunca converge
al minimo esperado. Con esta informacién se decidi6 restringir a la cadena de Heisenberg
antiferromagnética con 8 sitios para evaluar los minimizadores globales.

Se encontré que el algoritmo de dual annealing es el que presenta mejores resultados
de manera consistente. Para evaluar la consistencia de la convergencia se realizaron 10
minimizaciones con cada uno de los cuatro algoritmos. En la Figura 6.1 se pueden observar
los resultados de las minimizaciones. Para el algoritmo genético (GA) se utiliz6 como funcién
de aptitud el negativo del valor de expectacién de la energia y se corri6 el algoritmo por
100 generaciones con una poblacién de 5000 individuos que se inicializan con valores en el
intervalo [—4, 4] conservando 500 individuos para la siguiente generacién y con método de
seleccién de padres por jerarquia. Como operaciones genéticas se tomaron recombinacién
en un punto con una probabilidad de 0,01 y mutacién aleatoria entre —0,2 y 0,2 con una
probabilidad de 0, 3. Para la estrategia de evolucién de adaptacién de la matriz de covarianza
(CMA-ES) se tom6 una estimacion inicial aleatoria entre [—3, 3], una desviacién estdndar
inicial de 2 y se permitieron 2 reinicios duplicando el tamafio de la poblacién cada vez,
para el cual se tom6 su valor por defecto. Para el optimizador por enjambre de particulas
estdndar con topologia local (SPSOL) se restringi6 el espacio de biasqueda a un hipercubo
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Figura 6.1: Resultados de las 10 minimizaciones realizadas para cada uno de los 4 algoritmos
examinados para la cadena de Heisenberg antiferromagnética cerrada con 8 sitios. En este
caso se aplic6 el método variacional a estados de grafo ponderado (WGS)

de lado 20 centrado en el origen y los pardmetros se dejaron en sus valores por defecto. Para
dual annealing (DA) se tom6 el mismo espacio de bisqueda y se realizaron 2000 iteraciones
globales con L-BFGS-B como minimizador local.

Aunque el minimo esperado es del orden de —3,65, ninguno de los minimizadores
alcanza este valor y los mejores resultados de la minimizacién fueron del orden de —0,96.
Con el algoritmo de dual annealing se alcanz6 una mayor cantidad de veces este resultado
y su peor resultado fue del orden de —0,84, que es un mejor resultado que los 5 peores
obtenidos con cada uno de los otros tres minimizadores. Por esta razén se decidi6 optar por
el uso de este minimizador para los estados variacionales de grafo ponderado generalizados.

6.2. Cadena de Ising con Campo Magnético Nulo

Para evaluar el despefio de los estados de grafo ponderado generalizados (GWGS) como
estados variacionales en cadenas cerradas de Ising se utilizé dual annealing con L-BFGS-B
como minimizador local. En primera instancia se consideraron GWGS con un niimero m de
términos de superposicién igual a 1 sin operadores unitarios locales. Esto dltimo equivale
a seleccionar operadores identidad como operadores unitarios en la expresion (3.18) de los
GWGS. Se realizaron 3000 iteraciones globales en un espacio de buisqueda individual para
los pardmetros variacionales dado por el intervalo [—-10, 10].

En el caso ferromagnético, se obtuvo convergencia a los valores de energia esperados, los
cuales fueron obtenidos a través de resultados tedricos, para cadenas de entre 3 y 9 espines.
No se consideraron largos mayores. En la Figura 6.2 (A) se muestran los resultados obtenidos
junto con los valores tedricos, mientras que en la Figura 6.2 (B) se muestra la diferencia entre
ellos.

En el caso antiferromagnético se consideraron largos mayores y también se obtuvo
convergencia a los valores esperados. Los GWGS considerados inicialmente presentaron
convergencia solamente hasta cadenas de 10 espines, inclusive. Para examinar la convergencia
para cadenas mads largas se consideraron distintas alternativas para cadenas de entre 8
y 11 espines. Primero se intent6 especificar una tolerancia de 10~* al minimizador local,
pero se encontré que esto no ayuda a la convergencia y tiende a arrojar peores resultados.
Luego, se consideré aumentar el ntimero de iteraciones globales a 5000 y en este caso si se
logré convergencia. También se considerd incluir operadores unitarios locales. Se realizaron
minimizaciones para los casos m = 1, 3 con 3000 y 500 iteraciones globales, respectivamente,
y en ambos casos se consiguié convergencia. En funciéon de esto, se realizaron minimizaciones
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Figura 6.2: Desempeiio de GWGS con m = 1 para cadenas cerradas de Ising de

distintos largos. En (A) y (C) se muestran los valores teéricos de la energia del estado
fundamental [GSE] y los valores obtenidos mediante el método variacional para las
cadenas ferromagnética y antiferromagnética, respectivamente. En (B) y (D) se muestran
las diferencias entre los valores tedricos y los valores obtenidos en los casos de convergencia.
GWGS sin unitarios se corresponde a tomar operadores identidad como operadores unitarios
locales en la expresién (3.18), mientras que GWGS con unitarios se corresponde a tomar
unitarios locales arbitrarios.
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para cadenas de entre 11 y 14 espines para m = 1 con 3000 iteraciones globales, para las
cuales se consigui6é convergencia a los valores esperados.

En la Figura 6.2 (C) se muestran los resultados de minimizaciones realizadas para los
casos con 1 término en la superposicién para cadenas de entre 3 y 14 espines, en los que se
realizaron 3000 iteraciones globales, y en la Figura 6.2 (D) se muestran las diferencias con los
valores tedricos en los casos de convergencia. Para cadenas de largo superior a 10, se tuvo
que incluir los unitarios locales para lograr convergencia, aunque las pruebas mencionadas
anteriormente sugieren que si se aumenta el niimero de iteraciones globales se podria lograr
convergencia sin necesidad de incluirlos.

6.3. Cadena XX con Campo Magnético Nulo

En paralelo con lo descripto en la seccién anterior para el modelo de Ising, se realiz6 un
procedimiento similar para el modelo XX. Inicialmente, se realizaron minimizaciones bajo
las mismas condiciones que para el modelo de Ising para cadenas de entre 3 y 9 espines.
Esto es, se consideraron GWGS con m = 1y para las minimizaciones se realizaron 3000
iteraciones globales en un espacio de busqueda individual en el intervalo [—10, 10].

A diferencia de lo obtenido para el modelo de Ising, los GWGS con m = 1 sin unitarios
locales no arrojaron buenos valores de energia para el modelo XX. En consecuencia, se
agregaron los unitarios locales y se realizaron minimizaciones para cadenas de entre 3y 8
espines con los mismos pardmetros de minimizacién, y se observé una mejora significativa
en los valores obtenidos. En las Figuras 6.3 (A) y (C) se muestran los resultados de estas
minimizaciones, mientras que en las Figuras 6.3 (B) y (D) se muestran las diferencias entre
estos y los valores obtenidos mediante el método de Lanczos. Se puede observar que, aunque
haya presentado una mejora significativa, la inclusioén de los unitarios locales en este caso no
resulté suficiente para lograr convergencia a los valores esperados.

En base a estos resultados se decidi6 realizar una serie de minimizaciones para cadenas
de largo reducido, de entre 3 y 6 espines, para GSGW con 3 términos de superposicién. Se
encontré convergencia a los valores esperados para cadenas de hasta 5 espines cuando se
incluyen los unitarios locales pero no para cadenas de 6 espines. En la Figura 6.4 se muestran
los resultados de estas minimizaciones.

6.3.1. Efecto de los Parametros

Con estos resultados, se decidio fijar la cadena de estudio a la cadena antiferromagnética
de 8 espines y realizar diferentes modificaciones tanto a los pardmetros de los estados
variacionales como a los pardmetros del minimizador para examinar sus efectos sobre la
convergencia. El valor de referencia para la energia E/J obtenido a través del algoritmo de
Lanczos es de —2,613, truncado a 4 cifras significativas. Como punto de partida para realizar
variaciones se opt6é por tomar GSGW con 3 términos de superposicion con unitarios locales,
y 3000 iteraciones globales en un espacio de busqueda individual en el intervalo [—10, 10].
En primer lugar se buscé ver el impacto del minimizador local, para lo que se ejecuté una
minimizacién en la que el optimizador global no ejecuta la etapa de btsqueda local, pero se
encontré que el minimizador local ayuda significativamente a la convergencia.

Seguido a esto, se examino el impacto de la cantidad de iteraciones globales en conjunto
con el nimero m de términos en la superposicién. Para ello, se realizaron minimizaciones
para distintos valores de estos pardmetros, los resultados de las cuales, junto con los tiempos
de computo, se muestran en la Tabla 6.1. Se puede observar que los mejores resultados se
obtuvieron para 5000 iteraciones globales para todos los valores de m, mientras que tomar
3 términos en la superposicion arroja el mejor resultado en relacién al tiempo de cémputo
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Figura 6.3: Desempefio de GWGS con m = 1 para cadenas cerradas XX de distintos largos.
En (A) y (C) se muestran los valores de la energia del estado fundamental [GSE] obtenidos
a través del algoritmo de Lanczos y los valores obtenidos mediante el método variacional
para las cadenas ferromagnética y antiferromagnética, respectivamente, y en (B) y (D) se
muestran sus diferencias. GWGS sin unitarios se corresponde a tomar operadores identidad
como operadores unitarios locales en la expresion (3.18), mientras que GWGS con unitarios
se corresponde a tomar unitarios locales arbitrarios.
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Figura 6.4: Desempefio de GWGS con m = 3 para cadenas cerradas XX de largos reducidos.
En (A) se muestran los valores de la energia del estado fundamental [GSE] obtenidos a
través del algoritmo de Lanczos y los valores obtenidos mediante el método variacional

para las cadenas ferromagnética y antiferromagnética mientras que en (B) se muestran sus
diferencias.

necesario para la minimizacién.

| m | Tteraciones Globales | Energia (E/]) | Tiempo [horas] |
3 3000 -2,357839 11,6
3 4000 -2,497529 22,8
3 5000 -2,513126 27,7
4 3000 -2,504392 26,8
4 5000 -2,519171 38,3
5 3000 -2,446230 30,3
) 5000 -2,502094 79,9

Tabla 6.1: Resultados para distintos ntimeros de iteraciones globales y términos de
superposicion para la cadena XX cerrada antiferromagnética de 8 espines. Valores truncados
a 7 cifras significativas.

Los tiempos de computo se incluyen en la Tabla 6.1 para mostrar el orden de tiempo que
lleva realizar las minimizaciones, pero por la naturaleza del algoritmo de dual annealing
esto es algo que es muy inconsistente. Esto es debido a la etapa de minimizacién local.
Como se discuti6 en la Seccién 4.2, el algoritmo realiza minimizaciones locales cada vez que
encuentra un mejor candidato en la etapa de annealing. Si el algoritmo no encuentra mejores
candidatos durante un nimero elevado de iteraciones globales, lo cual puede suceder si
ya se ha encontrado un buen candidato, la etapa de minimizacién local no se ejecutara
en la mayoria de estas iteraciones, lo que lleva a tiempos de ejecucién mas cortos. Por el
contrario, si el algoritmo encuentra mejores candidatos frecuentemente durante la etapa de
annealing, como es el caso cuando se encuentran pequefias mejoras, la minimizacién local
se ejecutara en la mayoria de las iteraciones globales y esto alarga los tiempos de ejecuciéon
considerablemente. De todas formas, se traté de tomar decisiones en base a los tiempos
de computo observados, hacia tiempos de computo menores, siempre que se mantenga la
calidad de los resultados. Por esta razén, también se incluyen los tiempos de cémputo en el
resto de las tablas que se presentan a lo largo de este capitulo.
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A continuacién, se repitieron las mismas minimizaciones incluyendo una tolerancia de
10~* para el minimizador local. Los resultados de las mismas se muestran en la Tabla 6.2.
Se puede observar que, aunque hay una reduccién significativa en el tiempo de computo, en
general la inclusién de una tolerancia para el minimizador local no ayuda a la convergencia
y tiende a arrojar peores resultados.

] m \ Iteraciones Globales \ Energia (E/]) \ Tiempo [horas] ‘
3 3000 -2,367132 9,7
3 4000 -2,409065 13,5
3 5000 -2,288137 15,5
4 3000 -2,323563 13,5
4 5000 -2,315860 21,9
5 3000 -2,348988 19,1
5 5000 -2,338740 33,1

Tabla 6.2: Resultados con una tolerancia para el minimizador local de 10~* para distintos
nimeros de iteraciones globales y términos de superposiciéon para la cadena XX cerrada
antiferromagnética de 8 espines. Valores truncados a 7 cifras significativas.

Finalmente, se fij6 el nimero m de términos en la superposicion en 3 y se examinaron
distintos espacios de busqueda. Como se mencioné anteriormente, en las minimizaciones
previas se utilizé un espacio de biisqueda individual para los parametros variacionales dado
por el intervalo [—10, 10]. Se realizaron minimizaciones para 5, 15 y 20 como extremos del
intervalo para distintos niimeros de iteraciones globales, los resultados de las cuales se
muestran en la Tabla 6.3. Se puede observar que el espacio de busqueda individual [-15, 15]
es el que arroja los mejores resultados, mientras que los peores resultados se obtuvieron para
[—20, 20].

’ Espacio de Biasqueda \ Iteraciones Globales \ Energia (E//J) \ Tiempo [horas] ‘

[—5, 5] 3000 -2,427360 14,1
[=5, 5] 4000 -2,510253 231
(=5, 5] 5000 2,419176 245
[—15, 15] 3000 -2,513863 13,9
[—15, 15] 4000 -2,513901 21,4
[—15, 15] 5000 -2,514412 26,7
[—20, 20] 3000 -2,312541 14,8
[—20, 20] 4000 -2,324226 224
[—20, 20] 5000 -2,335225 25,6

Tabla 6.3: Resultados con m = 3 para diferentes espacios de btsqueda individuales y
distintos ntimeros de iteraciones globales para la cadena XX cerrada antiferromagnética
de 8 espines. Valores truncados a 7 cifras significativas.

Como tomar 3 términos en la superposicién con un espacio de buisqueda individual de
[—15, 15] parece arrojar los mejores resultados, se decidi6 realizar una serie de
minimizaciones para verificar que el mejor valor que se podria obtener para la energia £/.J
con esta combinacién es del orden de —2,51 es el mejor valor que se podria obtener con esta
combinacién. Para ello se realizaron 100 minimizaciones utilizando solamente el algoritmo
L-BFGS-B, con un ntiimero maximo de 15000 iteraciones y un ntiimero maximo de 50000
evaluaciones funcionales para cada una. Los resultados de estas minimizaciones se
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Figura 6.5: Resultados, representados por puntos, de 100 minimizaciones utilizando L-BFGS-
B con m = 3 y un espacio de basqueda individual de [-15, 15] para la cadena XX cerrada
antiferromagnética de 8 espines. El valor de la energifa del estado fundamental [GSE] E/J =
—2,613 obtenido por el método de Lanczos, a 4 cifras significativas, se encuentra representado
por la linea horizontal. El mejor valor encontrado, también a 4 cifras significativas, es —2, 514.

muestran en la Figura 6.5. Aunque no de forma consistente, el mejor valor encontrado fue
E/J = —2,514, truncado a 4 cifras significativas. También se ejecuté una minimizacién
utilizando dual annealing con 20000 iteraciones globales en la que se obtuvo E/J = —2,517,
truncado a 4 cifras significativas. Esto parece indicar que efectivamente el mejor resultado
que se puede obtener para la energfa £/.J en estas condiciones es del orden de —2,51 y no
es suficiente para alcanzar el valor de la energia del estado fundamental, que es del orden
de —2,613.

6.3.2. Efecto de las Simetrizaciones

A continuacién, se decidi6é incorporar las simetrizaciones de las fases, parcial y total,
que fueron descriptas en la Seccién 5.2.2. Se realizaron minimizaciones para ambas
simetrizaciones, donde los estados variacionales cuentan con 3 términos en la
superposicion y se aplican unitarios locales, para distintos espacios de bisqueda con 5000
iteraciones globales. Los resultados de estas minimizaciones se muestran en la Tabla 6.4, y
se puede observar que no ofrecen mejora respecto a los resultados encontrados.
Comparando con los valores de las Tablas 6.1 y 6.3, se observa que para el caso de
simetrizacién parcial con espacios de busqueda individuales de [—10, 10] y [—15, 15] se
redujo el tiempo de cémputo necesario.

] Simetrizacién \ Espacio de Bisqueda \ Energia (E/]) \ Tiempo [horas] ‘

Parcial [—10, 10] -2,458110 18,8
Parcial [—15, 15] -2,514458 21,8
Parcial [—20, 20] -2,483068 418
Total [—10, 10] -2,483048 34,7
Total [—15, 15] -2,512126 30,8
Total [—20, 20] -2,480008 47,0

Tabla 6.4: Resultados para diferentes espacios de buisqueda individuales incorporando
simetrizaciones parala cadena XX cerrada antiferromagnética de 8 espines. Valores truncados

a 7 cifras significativas.
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Figura 6.6: Desempefio de GWGS con 3 términos de superposicién, unitarios locales
arbitrarios, y fases parcialmente simetrizadas para cadenas XY antiferromagnéticas cerradas.
En (A) y (C) se muestran los valores tedricos de la energia del estado fundamental [GSE]
en funcién del pardmetro de anisotropia v y los valores obtenidos mediante el método
variacional para las cadenas de largo 8 y 10, respectivamente, y en (B) y (D) se muestran sus
diferencias.

6.4. Cadena XY con Campo Magnético Nulo

En base a los resultados presentados anteriormente, se decidi6 fijar el nimero m de
términos de superposicién en 3 y tomar unitarios locales arbitrarios para los GWGS, y aplicar
simetrizacién parcial. Para el minimizador, se decidio fijar en 5000 el nimero de iteraciones
globales con un espacio de btiisqueda individual para los pardmetros variacionales dado por
el intervalo [—15, 15]. Con estos pardmetros, se procedi6 a realizar minimizaciones sobre el
modelo XY para distintos valores del pardmetro de anisotropia y para analizar el desempefio
de los GWGS.

Se realizaron minimizaciones para cadenas de largos 6, 8 y 10. Los resultados de las
minimizaciones para cadenas de 8 y 10 espines se muestran en la Figura 6.6. Se puede
observar que cuando el pardmetro de anisotropia toma valores cercanos a la unidad, el
método converge a los valores tedricos de la energia, lo que estd de acuerdo con lo discutido
anteriormente para el modelo de Ising. Cuando el pardmetro de anisotropia decrece, en
general el algoritmo arroja resultados cada vez mas alejados del valor tedrico. Este
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comportamiento, en el que las diferencias entre los valores obtenidos de la minimizacién y
los valores tedricos decrecen con el parametro de anisotropia hasta encontrar convergencia
para valores del pardmetro de anisotropia cercanos a la unidad, también se observo en los
resultados para cadenas de 6 espines. Esto sugiere que el método presenta funcionamiento
6ptimo en condiciones de anisotropia considerable.

6.5. Cadena XX con Campo Magnético Transversal

Para examinar el desempefio de los estados de grafo ponderado generalizados en
cadenas antiferromagnéticas cerradas XX con campo magnético transversal se mantuvieron
los mismos parametros. Esto es, el algoritmo de dual annealing realiza 5000 iteraciones
globales sobre un espacio de busqueda individual en el intervalo [—15, 15] y los estados
variacionales cuentan con 3 términos de superposicion, fases parcialmente simetrizadas, y
se aplican unitarios locales arbitrarios. Luego de realizar una serie de minimizaciones para
cadenas de largo 8 con campo magnético h/J = 1,5, 3 en las que se encontré convergencia a
los valores tedricos, se decidié tomar valores de campo magnético h/J entre 0 y 1,5,
inclusive, con incrementos de 0,1, de forma de que el punto critico se encuentre dentro de
los valores considerados.

Se realizaron minimizaciones para cadenas de 7, 8, 10 y 12 espines. En la Figura 6.7 se
muestran los resultados en funcién del campo magnético para la cadena de 8 espines junto
con las diferencias con los valores tedricos, y se incluyen algunas funciones de correlacién,
las cuales fueron definidas en (1.24), y algunas correlaciones cruzadas en el plano, dadas por

SEY = (1 | 878 ), 6.1)

donde |1),) es el estado fundamental normalizado. En todos los casos se observé un
comportamiento similar, en el que para valores de campo magnético intenso se obtiene
convergencia pero para valores de campo magnético débil el método no encuentra un valor
aceptable para la energia.

Cabe notar que para valores del campo magnético cercanos al punto critico, que como
se vio en el Capitulo 2 se da para h/J = 1, se obtiene convergencia, lo que hace posible
identificar claramente la transicién de fase examinando las funciones de correlacién
obtenidas. A medida que crece el campo magnético, las correlaciones en el plano decrecen
hasta anularse en el punto critico, mientras que las correlaciones en la direccién del campo
crecen hasta volverse méximas. Para valores de campo magnético mayores al campo critico,
las correlaciones obtenidas se mantienen constantes, lo que se puede observar claramente
en la Figura 6.7. Aunque las correlaciones en el plano obtenidas no presenten un
comportamiento suave, las correlaciones en la direccién perpendicular si lo hacen, lo que
probablemente sea producto de la base utilizada para construir los estados variacionales.
Las correlaciones cruzadas en el plano, que deberian ser nulas para todo valor de campo
magnético [162], presentan variaciones significativas para valores de campo magnético
débil. En general, como es de esperarse, las funciones de correlacién presentan variabilidad
en su comportamiento en las regiones en las que no se consiguié convergencia de la energia
a los valores tedricos.

Con la esperanza de obtener una mejora en la convergencia, se realizaron
minimizaciones para cadenas de 7 y 8 espines con fases totalmente simetrizadas. Los
resultados obtenidos presentaron un comportamiento idéntico a los casos en los que se
cuenta con fases parcialmente simetrizadas. En ningtin caso se observaron mejoras
significativas en los valores de energia obtenidos y las correlaciones presentan un
comportamiento similar a las mostradas en las Figuras 6.7 (C)-(J).
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Figura 6.7: Desempefio de GWGS con 3 términos de superposicién, unitarios locales
arbitrarios, y fases parcialmente simetrizadas para la cadena XX antiferromagnética cerrada
de 8 espines. En (A) se muestran los valores tedricos de la energia del estado fundamental
[GSE] en funciéon del campo magnético y los valores obtenidos mediante el método
variacional, y en (B) se muestran sus diferencias. En (C)-(J) se muestran algunas funciones
de correlacién, correspondientes a los resultados mostrados en (A).



6.5.1. Efecto de la Parametrizacion de los Unitarios

Dado que ninguna de las consideraciones discutidas durante este capitulo introdujeron
mejoras en la convergencia para regiones de campo débil, se decidi¢ introducir diversas
modificaciones al método con el objetivo de examinar su efecto sobre los valores de energia
obtenidos en las minimizaciones. Se decidié comenzar con un cambio en la parametrizacién
de los unitarios locales.

Hasta ahora, se hizo uso exclusivamente de la parametrizacion (3, v, §) definida en
(5.2), que se denominard parametrizacion ZY en esta discusién, por el uso de la
descomposicién z-y en el desarrollo presentado en la Seccién C.1 del Apéndice. Como se
menciond en la Seccién 5.2.1, para los operadores unitarios se consideraron inicialmente
dos parametrizaciones alternativas. La primera es la parametrizacién (o, 6, ¢) definida en
(56.3). Esta parametrizacion se encuentra relacionada con la parametrizacién ZY, como se
muestra en la Seccién C.2 del Apéndice, y se denominard parametrizacién RA por el uso
directo de la representaciéon matricial de una rotacién arbitraria. La segunda es la
parametrizacion (a, b, ¢, d) definida en (5.4), y como se obtiene mediante una transformada
de Cayley se denominard parametrizaciéon Cayley.

En primera instancia se analizd si estas parametrizaciones presentan sesgos o tendencias
(bias). Paraello, se investig6 su promedio y su distribucién de autovalores cuando se genera un
gran namero de matrices mediante estas parametrizaciones de forma aleatoria. Se generaron
10 millones de matrices para cada parametrizacién y se calcul6 el promedio de las matrices
generadas, junto con el promedio de los autovalores de dichas matrices. Los resultados se
muestran en la Tabla 6.5, junto con los intervalos de cada variable sobre los que se tomaron
las muestras aleatorias.

| Parametrizacion | Espacio de Generacién | Promedio | Promedio de Autovalores |

zY B, 7, 6 € [—6m, 67] (O} 0
RA a, ¢, € [-2m, 27,0 € [, 7] 02 0
Cayley a, b, ¢, d € [=50, 50] ~0,9751, 1,949

Tabla 6.5: Resultados de la generacién aleatoria de 10 millones de matrices unitarias, para
cada parametrizacion. Se muestra el espacio de generaciéon de los pardmetros sobre el que
tomaron muestras aleatorias, el promedio de las matrices generadas, y el promedio de sus
autovalores. Los resultados fueron redondeados a 3 decimales y se denota por I3 a la matriz
identidad 2 x 2 y por O3 a la matriz nula 2 x 2.

Se puede observar que las parametrizaciones ZY y RA no presentan sesgos significativos
mientras que la parametrizacion Cayley si, ya que las matrices generadas y sus autovalores
promedian a cantidades no nulas. Por esta razén y como, de acuerdo a lo presentado en la
Seccién C.1 del Apéndice, siempre se puede ir de la parametrizacién ZY a la parametrizacion
RA, se decidi6 descartar la parametrizaciéon RA. La parametrizacién Cayley presenta un
comportamiento distinto a la parametrizaciéon ZY, por lo que se decidi6 utilizarla en una
serie de minimizaciones.

Parametrizando los unitarios locales arbitrarios con la parametrizacién Cayley, se
realizaron minimizaciones para cadenas de 7 y 8 espines. Solo se modificé la
parametrizacién, por lo que se tomaron estados variacionales con 3 términos de
superposicion y fases parcialmente simetrizadas, y se realizaron 5000 iteraciones globales
sobre un espacio de busqueda individual en el intervalo [—15, 15]. El comportamiento
general de los resultados de estas minimizaciones es similar al de los resultados obtenidos
con la parametrizaciéon ZY.

En la Figura 6.8 se muestran los resultados de las minimizaciones realizadas para la
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Desempefio de GWGS con 3 términos de superposicién, unitarios locales

arbitrarios parametrizados mediante transformada de Cayley, y fases parcialmente
simetrizadas para la cadena XX antiferromagnética cerrada de 8 espines. En (A) se muestran
los valores teéricos de la energia del estado fundamental [GSE] en funcién del campo
magnético y los valores obtenidos mediante el método variacional, y en (B) se muestran
sus diferencias. En (C)-(J) se muestran algunas funciones de correlacion, correspondientes a
los resultados mostrados en (A).



cadena de 8 espines. Comparando con los resultados con la parametrizacién ZY,
presentados en la Figura 6.7, se puede observar que ambas presentan un comportamiento
general similar en el que para valores de campo magnético débil no se consigue
convergencia a los valores esperados pero para valores cercanos y mayores al valor critico el
método converge y es posible identificar la transicion de fase a través de las correlaciones.
No obstante, la parametrizacién Cayley no solo no presenta mejoras en la convergencia,
sino que se puede observar una leve pérdida en la calidad de los minimos encontrados. Las
diferencias entre los valores obtenidos y los valores teéricos creci6 significativamente en
algunos casos y las funciones de correlacién presentan mayor variabilidad respecto de las
mostradas en las Figuras 6.7 (C)-(F), (I) y (J), aunque las correlaciones en la direccion del
campo no presentan diferencias significativas.

Después de esto, se volvid a la parametrizacion ZY y se traté de analizar el efecto de
fijar el pardmetro ¢ de la parametrizacién. Se realizaron minimizaciones para 6 = 0, 7/4
para unos pocos valores de campo débil. Se tom6 h/J = 0, 1/4, 1/2 pero se observé una
pérdida significativa en la calidad de los minimos encontrados, por lo que no se realizaron
minimizaciones para otros valores de campo magnético y se abandono este enfoque.

6.5.2. Minimizaciones Restringidas por Correlaciones

En las Figuras 6.7 y 6.8 se observa que las correlaciones presentan variabilidad para los
valores de campo magnético en los cuales el método no converge a la energia del estado
fundamental de la cadena. Por esta razén, se decidié examinar la convergencia bajo
restricciones a la minimizacién mediante propiedades conocidas de las correlaciones. Para
el modelo XY en particular, se hizo uso de las siguientes relaciones que cumplen las
correlaciones para este modelo [119, 162]:

S =8y, s =o, (6.2)

donde S (k) yS (k) se encuentran definidas en la expresion (1.24) y S (%) 5e defini6 en (6.1).

Para 1mplementar las restricciones segin estas relaciones, se hlZO uso de métodos
conocidos como métodos de penalizacion (penalty methods) [143, 142], en los que, en lugar
de realizar una minimizacién restringida, se realiza una minimizacién sin restricciones en
la que la funcién a minimizar es la suma de la funcién objetivo original, y términos siempre
positivos que penalizan cuando las restricciones no se cumplen y se anulan cuando las
restricciones se cumplen.

La funcién elegida para las minimizaciones es la suma del valor de expectacion del

Hamiltoniano Hy, y dos funciones de penalizacién segtn:

<(<)lh)f|>§;(hf ‘e, Z(Su ny) +c, Z( ) (6.3)

(k, 1)

donde |(x)) son los estados variacionales, las constantes de penalizaciéon C; y Cy son
nuevos pardmetros no negativos que controlan el peso de las penalizaciones, y las funciones
de correlacién se calculan para pares de sitios (i, j) y (k, 1), que se pasan como argumentos
a la funcién, sobre los estados variacionales normalizados. Se realizaron minimizaciones
para varias combinaciones posibles de sitios y constantes de penalizacién con los mismos
pardmetros mencionados en la seccién anterior, y con la parametrizacion ZY usual para los
unitarios locales, para los mismo valores de campo magnético.

En primera instancia se consideraron casos restringidos por correlaciones en el plano,
para los cuales Co = 0. Se tom¢6 C; = 1y se realizaron minimizaciones para la cadena de 7
espines con diferentes pares de sitios para la penalizacién. Primero se consider6 solo el par
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(1, 2), luego los pares (1, 2) y (2, 3), y finalmente los pares (1, 2) y (1, 3). Para cadenas de
largo 8 y 10 se realizaron minimizaciones con el par de penalizacién (1, 2) y con constante de
penalizacién C; = 1, y para la cadena de largo 10 se realizaron dos minimizaciones més, una
con C; = 2y otra con C; = 10. En ninguno de estos casos se observé mejoras significativas
en los valores de energia obtenidos respecto de minimizaciones previas y el comportamiento
de estos fue idéntico a los mostrados anteriormente. Lo que si se observé fue una leve
mejora en los comportamientos generales de las correlaciones, las cuales presentaron menor
variabilidad.

Seguido esto, se decidi6 investigar el efecto de extender la penalizacién, siempre con
Cz = 0, a un mayor niumero de pares de sitios. Para esto se utilizé que el valor de expectacién
del Hamiltoniano es, esencialmente, una suma de funciones de correlacién a primeros vecinos
y magnetizaciones. Si |1)y) es el estado fundamental normalizado, se tiene

=

o= 0 32 [8956, + 8958, ] — 13280
i j=1
N

<¢o ‘ ﬁxx ‘ ¢0> = _JZ {Sgi)—s—l + Si(:yi)—l—l} o hz MJ'(Z)’
i j=1

(6.4)

lo que permite evaluar estas cantidades primero, y luego construir el valor de expectacién
a partir de ellas. Haciendo uso de esto, se hicieron dos implementaciones y se realizaron
minimizaciones para cadenas de 8 espines. La primer implementacion penaliza sobre todos
los pares de sitios que son primeros vecinos y se hicieron minimizaciones para C; = 1y
C1 = 10. La otra implementacién penaliza sobre todos los pares de sitios y solo se realizé una
minimizacién para C; = 2. Aligual que antes, en ningtin caso se observaron mejoras en los
valores obtenidos para la energia y, en general, los resultados fueron levemente peores, lo que
puede deberse a la gran cantidad de restricciones. Sin embargo, las funciones de correlacién,
como es de esperarse, presentaron una mejora significativa en su comportamiento. Se nota
también que los tiempos de computo para estas implementaciones crecieron producto de las
numerosas evaluaciones de valores de expectacién, por lo que estas implementaciones no
fueron utilizadas para otras minimizaciones.

Finalmente, se introdujeron penalizaciones por correlaciones cruzadas en el plano para
minimizaciones sobre la cadena de 8 espines. Primero se consideraron ambas
penalizaciones en simultdneo sobre el par (1, 2). Se realizaron cuatro minimizaciones, una
para cada combinacién posible de las constantes C; y Ca con los valores 2 y 10. Luego, se
realizaron minimizaciones solo con penalizaciones por correlaciones cruzadas en el plano.
Se fij6 Ca = 2y se realizaron minimizaciones para el par (1, 2), para los pares (1, 2) y (1, 3),
y para los pares (1, 2) y (2, 3). Los resultados de esta tiltima se muestran en la Figura 6.9.
Los resultados de estas minimizaciones fueron de la misma naturaleza que los discutidos
anteriormente. No se observaron mejoras significativas en los valores obtenidos para la
energia, pero las funciones de correlacién sobre las que se penaliza presentan una mejora
leve en su comportamiento general.

6.5.3. Algoritmo Genético y Nueva Exploracién del Espacio de Basqueda

A continuacién se decidi6 volver sobre el algoritmo genético y examinar nuevamente el
espacio de buisqueda. En primera instancia se utilizo el algoritmo genético con los mismos
pardmetros con los que se estaba trabajando con dos modificaciones. La primera es la
extension del espacio de busqueda individual para los pardmetros variacionales al
intervalo [—30, 30], y la segunda es la penalizacién sobre correlaciones cruzadas en el plano
con Cy = 2 para el par (1, 2).
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Figura 6.9: Desempefio de GWGS con 3 términos de superposicién, unitarios locales
arbitrarios, y fases parcialmente simetrizadas para la cadena XX antiferromagnética cerrada
de 8 espines con penalizaciones por correlaciones cruzadas para los pares de sitios (1, 2) y
(2, 3). En (A) se muestran los valores tedricos de la energia del estado fundamental [GSE]
en funcién del campo magnético y los valores obtenidos mediante el método variacional, y
en (B) se muestran sus diferencias. En (C)-(J) se muestran algunas funciones de correlacién,
correspondientes a los resultados mostrados en (A).



El algoritmo genético se implementd con una funcién de aptitud dada por el negativo
de la funcién objetivo de la expresion (6.3). Se fij6 el nimero maximo de generaciones en
1000 con una poblacién 1500 individuos, 150 de los cuales se conservan para la generacién
siguiente. Se seleccionan 350 individuos como padres mediante seleccién de estado estable
(steady state selection), que selecciona los padres mas aptos, y sus hijos reemplazan a los
individuos con menor aptitud, siempre que presenten mayor aptitud. Se introdujeron
operaciones genéticas personalizadas. Para la recombinacién se implementé recombinacién
en un punto por tipo de pardmetro variacional: fases de las compuertas, pardmetros de los
unitarios locales, coeficientes de deformacién, y coeficientes de superposiciéon. La
recombinacién en un punto se efecttia por separado para cada tipo de pardmetro, en un
punto generado de forma aleatoria, con una probabilidad del 5%. Para la mutacién se
implement6 una mutacién que modifica un solo gen en un valor de hasta el 5% de su valor
original. Tanto el gen como el valor de la mutacién son elegidos de forma aleatoria y en
caso en que se sobrepasen los limites del espacio de btisqueda se multiplica el gen por un
ntimero aleatorio entre 0,99 y 1 hasta que este quede dentro del espacio de biisqueda
nuevamente.

’ Campo Magnético (h/.]) \ Energia (E/J) \ Diferencia (AE/.J) \ Tiempo [horas] ‘

0 —2.112 0,501 75
0,2 —2,274 0,339 74
0,3 —2,326 0,388 7.4
0,5 —2,609 0,305 7.9
0,7 —3,086 0,161 7.6

Tabla 6.6: Mejores resultados de minimizaciones con el algoritmo genético con un espacio
de busqueda individual en [—30, 30] y penalizacién por correlaciones cruzadas en el plano
para el par (1, 2) para distintos valores del campo magnético. Se muestra el valor de campo
magnético, el resultado obtenido, su diferencia con la energia del estado fundamental [GSE]
tedrica, y el tiempo de cémputo. Valores de energia redondeados a 3 decimales.

Se seleccionaron 5 valores de campo magnético h/J: 0, 0,2, 0,3, 0,5,y 0,7 y para cada uno
de ellos se realizaron 4 minimizaciones. Los mejores resultados de estas minimizaciones,
para cada valor de campo magnético, se muestran en la Tabla 6.6. Aunque se muestren
los mejores resultados obtenidos, cabe notar que, para cada valor de campo magnético,
todas las minimizaciones arrojaron resultados similares. Comparando con lo mostrado en
la Figura 6.9 se puede observar que, aunque se observa un comportamiento similar en el
que las diferencias entre los resultados obtenidos y los valores tedricos decrece con el campo
magnético, se obtuvieron resultados con mayores diferencias entre los valores obtenidos y la
energia del estado fundamental. También se observa una reduccién dréstica en los tiempos
de computo cuando se compara con los tiempos mostrados en las Tablas 6.3 y 6.4.

Luego de realizar estas minimizaciones se decidié incrementar el tamafio del espacio
de busqueda. Se fij6 el valor de campo magnético en h/J = 0,7, se tomaron espacios de
busqueda individuales dados por los intervalos [—50, 50], [—100, 100], [—200, 200],
[—500, 500], y [—1000, 1000], y se realizaron 2 minimizaciones para cada uno de ellos. Los
mejores resultados de estas minimizaciones se muestran en la Tabla 6.7 y la aptitud en
funcién del ntiimero de generaciones para los ultimos dos casos se muestran en la
Figura 6.10. Comparando con los valores mostrados en la Tabla 6.6, se puede observar que
incrementar el espacio de busqueda no lleva a mejores resultados bajo las mismas
condiciones, aunque el tiempo de computo no crece de manera significativa.

En todas las minimizaciones realizadas con el algoritmo genético, la aptitud presenté
un comportamiento similar a los mostrados en la Figura 6.10. La aptitud crece rapidamente
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] Espacio de Bisqueda \ Energia (E//J) \ Diferencia (AE/.J) \ Tiempo [horas] ‘

(=50, 50] —3,039 0,208 7.2
[—100, 100] —2,995 0,252 8,0
[—200, 200] —3,0033 0,244 8,1
[=500, 500] —3,013 0,235 7.6

[—1000, 1000] —2,986 0,262 75

Tabla 6.7: Mejores resultados de minimizaciones para campo magnético h/J = 0,7 con
el algoritmo genético con penalizacién por correlaciones cruzadas en el plano para el par
(1, 2) para distintos espacios de buisqueda. Se muestra el espacio de buisqueda individual, el
resultado obtenido, su diferencia con la energia del estado fundamental [GSE] teérica, y el
tiempo de cémputo. Valores de energia redondeados a 3 decimales.

(A) (B)
3,2+ — 3.2 -
3,0~ _ 3.0 _
I 1 281 .
S 28- 1 3 L [ 1
2 2
= | B 26- N
< 26+ - < L |
i | 2,41 -
4l —— Aptitud Objetivo i L —— Aptitud Objetivo
Tl Espacio de BlUsqueda: | 2.2+ Espacio de BUsqueda: —
29 [-500, 500] S [-1000, 1000]
£ T N T A T N Y NS HNTNY RN B S T T T Y T N Y N R B
0 200 400 600 800 1000 20 0 200 400 600 800 1000

Generaciones Generaciones

Figura 6.10: Aptitud en funcién del nimero de generaciones para los mejores resultados de
minimizaciones para campo magnético h/.J = 0,7 con el algoritmo genético con penalizacién
por correlaciones cruzadas en el plano para el par (1, 2) para espacios de biisqueda individual
en [—500, 500], en (A), y [-1000, 1000], en (B). Se muestran también los valores de aptitud
objetivo, dados por el negativo de la energia del estado fundamental.
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en las primeras 100 o 200 generaciones, y en las siguientes generaciones crece lentamente.
Cabe notar que para todas las minimizaciones se establecié como criterio de convergencia la
saturacion por 30 generaciones, pero ninguna de las minimizaciones termin sin generar las
1000 generaciones méximas. Esto quiere decir que, aunque en base a la Figura 6.10 se podria
pensar que la aptitud no crece en las tiltimas generaciones, ninguna de estas minimizaciones
vio 30 generaciones seguidas en las que la aptitud méxima se mantuvo constante.

6.5.4. Coeficientes de Deformaciéon Absolutos

El altimo intento para mejorar la convergencia se hizo mediante una modificacién a los
coeficientes de deformacion en la definicién de los estados variacionales. En la construcciéon
de los estados de grafo ponderado generalizados discutida en la Seccién 3.4.2, se definen
los operadores de deformacién en términos de coeficientes de deformacién relativos dg] )
y el punto de partida para la construccién para sistemas de /N espines consiste en tomar

combinaciones lineales de estados de la forma

N
&) (10) +dP|1)), df) ecC.

a=1

La modificacién considerada fue, en lugar de trabajar con coeficientes de deformacién

relativos, introducir un segundo coeficiente de deformacién f,gj ) de forma que la
construccién de estados variacionales se comience tomando combinaciones lineales de
estados de la forma

N

Q (910 + ). 19, ) <.

a=1
Esto permite formular la construccién en términos de £ y d¥) como coeficientes de
deformacién absolutos, agregando 2m.N nuevos parametros variacionales.

Una vez implementada esta modificacién, se hizo una minimizacién para la cadena de
8 espines para valores de campo magnético h/.J entre 0 y 1,5 en incrementos de 0,1 con los
parametros originales. Esto es, se utilizaron estados variacionales con 3 términos de
superposicion, unitarios locales arbitrarios parametrizados mediante la parametrizaciéon
ZY, y fases parcialmente simetrizadas, y el algoritmo de dual annealing ejecuté 5000
iteraciones globales en un espacio de busqueda individual dado por el intervalo [—15, 15].
Esta minimizacién presenté una pequefia mejora en el comportamiento general de los
valores de energia obtenidos, asi como en el comportamiento general de las correlaciones,
por lo que se decidi6 realizar minimizaciones similares para cadenas de 8, 10 y 12 espines
incorporando una penalizacién por correlaciones cruzadas en el plano con Cy = 2 para el
par (1, 2). Los resultados obtenidos para la cadena de 8 espines se muestran en la
Figura 6.11. Comparando con los resultados que se muestran en la Figura 6.9, se puede
observar una leve mejora en los resultados obtenidos para la energia, aunque no una
mejora significativa, con correlaciones ligeramente mejor comportadas. En los casos de 10 y
12 espines se observaron mejoras similares, pequefias pero no significativas.

Se decidié realizar minimizaciones con fases no simetrizadas y fases totalmente
simetrizadas para la cadena de 8 espines, pero ninguno de estos casos ofrecié mejoras en
los valores encontrados, y en el caso sin simetrizaciéon se observé un pequefio aumento en
las diferencias con los valores tedricos en conjunto con mayores variaciones en las
correlaciones. También se realizo una tltima minimizacién para el caso ferromagnético con
fases parcialmente simetrizadas, pero las diferencias con los valores tedricos siguen un
comportamiento general similar al mostrado en la Figura 6.11 (B), sin diferencias
significativas, y las correlaciones presentaron un comportamiento general similar al
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Figura 6.11: Desempefio de GWGS con 3 términos de superposicién, unitarios locales
arbitrarios, fases parcialmente simetrizadas, y coeficientes de deformacién absolutos para
la cadena XX antiferromagnética cerrada de 8 espines con penalizacién por correlaciones
cruzadas para el par de sitios (1, 2). En (A) se muestran los valores tedricos de la energia del
estado fundamental [GSE] en funcién del campo magnético y los valores obtenidos mediante
el método variacional, y en (B) se muestran sus diferencias. En (C)-(J) se muestran algunas
funciones de correlacién, correspondientes a los resultados mostrados en (A).



mostrado en (C)-(J) de la misma figura, presentando variabilidad para algunos pocos
valores de campo magnético pero de todas formas permitiendo identificar el punto critico
de forma clara.

6.6. Cadena de Ising con Campo Magnético Transversal

Con coeficientes de deformacién absolutos como tultima modificacién al método, se
decidi6é examinar el modelo de Ising con campo magnético transversal. Se utilizaron GWGS
con 3 términos de superposicion, coeficientes de deformacién absolutos, unitarios locales
parametrizados por la parametrizacion ZY, y fases parcialmente simetrizadas. Los
pardmetros del minimizador se mantuvieron, por lo que se tomaron 5000 iteraciones
globales en un espacio de btisqueda individual en el intervalo [—15, 15].

Se realizaron minimizaciones para las cadenas ferromagnética y antiferromagnética de
8 espines con penalizacién por correlaciones cruzadas en el plano con Co = 2 para el par
(1,2) y sin penalizaciones para valores de campo magnético h/J entre 0 y 1,5 en
incrementos de 0,1. En ambos casos se obtuvieron mejores resultados para las
minimizaciones con penalizaciones. En la Figura 6.12 se muestran los resultados para la
cadena antiferromagnética de 8 espines con penalizacion.

Se puede notar que se obtienen resultados que, en comparacién con los mostrados en la
Figura 6.11 para el modelo XX, presentan menores diferencias con los valores tedricos. A
diferencia del caso del modelo XX, la regién problematica para el modelo de Ising es
alrededor del punto critico. Esto también se observo en las otras tres minimizaciones
realizadas. En todos los casos se observé un comportamiento similar en las correlaciones en
el que, a diferencia de las correlaciones en y, mostradas en las Figuras 6.12 (E) y (F), las
correlaciones en z, mostradas en las Figuras 6.12 (C) y (D), y las correlaciones en z,
mostradas en las Figuras 6.12 (G) y (H), presentan buen comportamiento. En estas
correlaciones se puede notar un comportamiento exponencial salvo alrededor de h/J = 1,
lo que sugiere la presencia de un punto critico en el modelo que, como se vio en el
Capitulo 2, efectivamente se encuentra cuando h/J = 1.

Estos resultados dan soporte a lo sospechado anteriormente cuando se discutié el
modelo XY en ausencia de campo magnético. El método parece arrojar mejores resultados
en condiciones de anisotropia considerable en las interacciones en el plano, o bien cuando
las interacciones son una sola direccién, como es el caso con el modelo de Ising.

6.7. Modelo FNEI con Campo Magnético Transversal

Para el modelo extendido de Ising con interacciones antiferromagnéticas a algunos
vecinos, definido en la expresiéon (1.21), se realizaron minimizaciones en las mismas
condiciones descriptas para el modelo de Ising en la Seccién anterior, lo que es posible
debido a que para este modelo también se da que las correlaciones cruzadas en el plano son
nulas [113]. Para los ntimeros de coordinacién Z, que gobiernan el alcance de las
interacciones, se consideraron los valores 2 y 3, mientras que para el pardmetro a, que
controla el decaimiento de las interacciones con la distancia entre sitios, se consideraron los
valores 1y 2. En todos los casos, se realizaron minimizaciones sobre la cadena cerrada de 8
espines para valores de campo magnético h/.J entre 1 y 3 en incrementos de 0,1.

Para la cadena con ntimero de coordinacién Z = 2 y pardmetro o = 2, los resultados
se muestran en la Figura 6.13. El comportamiento general de los resultados obtenidos para
a = 1 es similar a los mostrados en esta Figura. Se pueden observar similitudes con los
resultados de la Figura 6.12 para el modelo de Ising. Uno de los puntos criticos de este
modelo [113], es para h/J = 2, y es en las regiones cercanas a este valor donde el método
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Figura 6.12: Desempefio de GWGS con 3 términos de superposicioén, unitarios locales
arbitrarios, fases parcialmente simetrizadas, y coeficientes de deformacién absolutos para la
cadena de Ising antiferromagnética cerrada de 8 espines con penalizacién por correlaciones
cruzadas para el par de sitios (1, 2). En (A) se muestran los valores tedricos de la energia del
estado fundamental [GSE] en funcién del campo magnético y los valores obtenidos mediante
el método variacional, y en (B) se muestran sus diferencias. En (C)-(J) se muestran algunas
funciones de correlacién, correspondientes a los resultados mostrados en (A).



presenta mayores dificultades en la convergencia, aunque los valores obtenidos y los valores
que se obtuvieron mediante simulaciones con QuTiP de la energia del estado fundamental
presentan, a lo sumo, diferencias del 1%. También, las funciones de correlaciéon en z y z
mostradas en las Figuras 6.13 (C), (D), (G) y (H) presentan un comportamiento general sin
grandes variaciones, mientras que las correlaciones en y, que se pueden observar en las
Figuras 6.13 (E) y (F), no comparten del todo este comportamiento. Al igual que con el
modelo de Ising, las correlaciones en x y z permiten identificar visualmente la presencia de
uno de los puntos criticos del modelo.

En cuanto a la cadena con nimero de coordinacién Z = 3 y pardmetro o = 2, en la
Figura 6.14 se muestran los resultados obtenidos junto con las funciones de correlacién. A
diferencia del caso anterior, se puede notar que los resultados obtenidos presentan mayores
diferencias con los valores obtenidos con QuTiP, lo que parece indicar que el método no
se adectia a interacciones de mediano alcance. Estas diferencias son mayores alrededor del
valor 1,5 para el campo magnético h/J. Esto, junto con las correlaciones presentadas en
las Figuras 6.14 (C)-(H), que presentan una suerte de salto entre los valores 1,4 y 1,5 para
h/J, sugieren que alrededor del valor 2/J = 1,5 se encuentra uno de los puntos criticos
del modelo. Para o = 1 se observé un comportamiento similar en las diferencias entre los
valores de energia obtenidos y los valores obtenidos por simulaciones, con la salvedad de
que estas siguen aumentando a medida que decrece el valor del campo. Esto, sumado a que
no se observaron cambios en los comportamientos de las correlaciones, indica que el punto
critico en ese caso no se encuentra en el intervalo [1, 3], sino que se da para valores de campo
magnético h/.J menores a 1.

Para las cadenas con niimero de coordinacién Z = 3 y pardmetros o« = 1y a = 2 se
realizaron una serie de minimizaciones con algunas modificaciones para analizar si alguna
de ellas introduce mejoras en la convergencia. Primero se aumenté el nimero m de términos
en la superposicién a 5, luego se agregaron penalizaciones a dos pares mas de sitios, (1, 3)
y (1, 4), y finalmente se realizaron minimizaciones con ambas en conjunto pero se levant6
la simetrizacién de las fases, pensando que tal vez la simetrizacién estuviese restringiendo
al método. En ningtn caso se observaron cambios significativos en los valores obtenidos
respecto de los descriptos en el parrafo anterior, salvo por la presencia de algunas variaciones
en las correlaciones en el caso sin simetrizacion.

Finalmente, se realizaron minimizaciones para la cadena de 10 espines con niimero de
coordinacién Z = 3 y pardmetros o = 2 para los mismos valores de campo magnético. Se
tomo 5 términos en la superposiciéon y se penalizé por correlaciones cruzadas en el plano
en los pares de sitios (1, 2) y (1, 3) con un valor de Co = 2. El comportamiento general de
los resultados fue similar al mostrado en la Figura 6.14, en el que las diferencias entre los
valores de energia obtenidos en la minimizacién y los valores obtenidos por simulaciones en
QuTiP presentan un pico alrededor de los mismos valores de campo magnético h/.J para los
que las correlaciones presentan un cambio en su comportamiento en forma de una suerte de
salto. A diferencia del caso de la cadena de 8 espines, para la cadena de 10 espines los valores
de campo magnético entre los cuales se observa este comportamiento fueron 1,5 y 1,6. Esto
sugiere que la ubicacién del punto critico no solo depende del ntiimero de coordinacién Z y
del pardmetro «, sino también del ntimero de espines.

6.8. Modelo SSH

Finalmente, se realizaron una serie de minimizaciones para el modelo SSH, definido
en la expresion (1.22). A diferencia de los casos anteriores no se consideré el modelo con
campo magnético transversal, sino que se realizaron minimizaciones para distintos valores
del cociente entre la interaccion fuerte J, y la interaccién débil J,,. Se tomaron los mismos

109



8f =
9F =
E |
J 10 E
11f =
F — GSE E
12E Penalizacion y E
F ® Coeficientes de 3
13 E Deformacién Absolutos E
TTELL P T B E
1,0 1,5 2,0 2,5 3,0
h
J
(©
\ \ \
-0.10 —
Si%
-0.15 —
-0-201 | ! ! L
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
hiJ
(E)
T T
" 0.04 - —
S
0.02— —
0.00¢ \ \ \ L]
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
hiJ
| © \
0.2 —
5%
0.1+ —
\ \ | \
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
hlj
@
0.004 =T \ 3
s{%0.002 - -
0.000 - -
I I ! \
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
hiJ

(B)
—— R S e Rty
i Penalizaciény
L Coeficientes de |
0.08 L * ® Deformacion |
r Absolutos s
AE 0061 . ]
] i 1
0,04 * -
i . MRS S ]
0,02 . ¢
L . Py ]
oY v oy 1
1,0 15 2,0 2,5 3,0
h
]
D)
0.20— -
5015 .
0.10- -
0.05 =1 ! 1 \ .
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
hif
(F)
0.00~ T =
Sts—0.01F 1
-0.02 -
I ! ! ! |
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
hi)
(H)
0.20f ' -
52,0151 :
0.10 -
0.05 | | | Ul
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
hif
J)
0.002F T T —
sty
0.000— —
1 1 \ \
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
hiJ

Figura 6.13: Desempefio de GWGS con 3 términos de superposicién, unitarios locales
arbitrarios, fases parcialmente simetrizadas, y coeficientes de deformacién absolutos para la
cadena FNEI con Z = 2y o = 2 antiferromagnética cerrada de 8 espines con penalizacién
por correlaciones cruzadas para el par de sitios (1, 2). En (A) se muestran los valores de
la energia del estado fundamental [GSE] en funcién del campo magnético obtenidos por
simulaciones con QuTiP y los valores obtenidos mediante el método variacional, en (B) se
muestran sus diferencias, y en (C)-(J) se muestran algunas funciones de correlacién.
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Figura 6.14: Desempefio de GWGS con 3 términos de superposicién, unitarios locales
arbitrarios, fases parcialmente simetrizadas, y coeficientes de deformacién absolutos para la
cadena FNEI con Z = 3 y o = 2 antiferromagnética cerrada de 8 espines con penalizacién
por correlaciones cruzadas para el par de sitios (1, 2). En (A) se muestran los valores de
la energia del estado fundamental [GSE] en funcién del campo magnético obtenidos por
simulaciones con QuTiP y los valores obtenidos mediante el método variacional, en (B) se
muestran sus diferencias, y en (C)-(J) se muestran algunas funciones de correlacién.
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Figura 6.15: Desempefio de GWGS con 3 términos de superposicién, unitarios locales
arbitrarios, fases simetrizadas mediante simetrizaciéon SSH, y coeficientes de deformacién
absolutos para la cadena SSH antiferromagnética cerrada de 8 espines con penalizacién
por correlaciones cruzadas para los pares de sitios (1, 2) y (1, 3). En (A) se muestran los
valores de la energia del estado fundamental [GSE] en funcién del cociente J/.J,, entre las
interacciones débil y fuerte obtenidos por simulaciones con QuTiP y los valores obtenidos
mediante el método variacional y en (B) se muestran sus diferencias.

pardmetros para el minimizador y para los estados variacionales que los descriptos para las
primeras minimizaciones del modelo FNEI, con la salvedad de que se utiliz6 la simetrizacion
SSH para las fases y se extendi6 la penalizacién por correlaciones cruzadas en el plano a los
pares de sitios (1, 2) y (1, 3).

Se consider6 solamente la cadena cerrada de 8 espines y ambas interacciones
antiferromagnéticas. Los resultados de estas minimizaciones, que se realizaron para valores
de Js/J, entre 2 y 6 en incrementos de 0,2, se muestran en la Figura 6.15. Se puede observar
que el tamarfio de las diferencias entre los valores obtenidos mediante las minimizaciones y
los valores obtenidos mediante simulaciones con QuTiP son del mismo orden que las que
se presentan para el modelo de Ising, en la Figura 6.12 (B), y el modelo FNEI con ntimero de
coordinacién Z = 2, en la Figura 6.13 (B). Esto sugiere que el método también presenta
buen desempefio, en comparacién con el desempefio que se observa para el modelo XX en
la Figura 6.11 (B), en los casos en que se alternen las interacciones a lo largo de la cadena.
Aunque también se podria estudiar las funciones de correlacién, como funcién de J/Jy,
para este modelo no fueron consideradas.
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7. Conclusiones

Los métodos variacionales son de los métodos de cédlculo més exitosos de la mecanica
cudntica y tanto sus ventajas como sus desventajas motivan constantemente el desarrollo de
nuevas técnicas para el andlisis de sistemas cuanticos de muchos cuerpos. La
generalizacion hecha por Anders et al. [72] de los estados de grafo ponderado, que en este
escrito se denominé estados de grafo ponderados generalizados, introduce una clase de
estados variacionales para sistemas de espines para la que el ndmero de parametros crece
polinomialmente con el nimero N de espines. Estos estados variacionales se pueden
extender a sistemas de n niveles, conservando todas las propiedades que interesan, y al no
reflejar ninguna geometria espacial en su formulacién matemaética son aptos, al menos en
principio, para cualquier tipo de sistema de n niveles multidimensional.

La implementaciéon del método no depende del Hamiltoniano de estudio, ya que la
construccion de los estados variacionales y el calculo de la energia se manejan
independientemente del Hamiltoniano. Solo se requiere de una funcién que reciba el array
correspondiente al estado variacional y devuelva el array que resulta de aplicarle el
Hamiltoniano, por lo que para analizar nuevos Hamiltonianos no se requiere ningtn tipo
de modificacién a la implementacién, y solo basta con introducir una nueva funcién para el
Hamiltoniano del nuevo sistema que se quiere estudiar. Como a través de los parametros
obtenidos de la minimizacién se puede construir la estimacién del estado fundamental, es
bastante sencillo calcular funciones de correlacién, lo que permite identificar transiciones
de fase.

Sin embargo, estos estados no parecen generar una parametrizacién del espacio de
Hilbert lo suficientemente buena como para constituir un método variacional versatil y
robusto. Los casos en los que se encontraron resultados para energias de estados
fundamentales verdaderamente buenos no fueron muchos. El modelo de Ising con campo
magnético transversal fue el modelo que arroj06 mejores resultados en general,
particularmente para campo magnético débil (h/J < 0,4). El modelo XX con campo
magnético transversal intenso (h/J Z 0,9) y el modelo XY con alto grado de anisotropia
(y £ 0,6) también presentaron buenos resultados, aunque solamente en esas regiones. El
modelo extendido de Ising con interacciones a pocos vecinos presenté dificultades para la
convergencia alrededor de los puntos criticos. Particularmente, el caso con ntimero de
coordinaciéon Z = 3 exhibié diferencias significativas con los valores obtenidos por
simulaciones. Comparativamente, los resultados obtenidos para el modelo SSH no fueron
malos, y junto con lo visto para el modelo XY indican que el método presenta mejor
funcionamiento cuando las interacciones son anisotrépicas y no homogéneas. Estos
resultados sugieren la posibilidad de que el método sea ttil para analizar cadenas con
interacciones con defectos.

La falta de convergencia a los valores esperados dieron lugar a la introduccién de diversas
modificaciones al método, como lo fueron las minimizaciones restringidas, los coeficientes
de deformacién absolutos, y las simetrizaciones de las fases, que ofrecieron mejoras leves
pero no permitieron encontrar estimaciones de la energia lo suficientemente buenas como
para obtener acuerdo con los valores de referencia en las regiones probleméticas. A pesar de
esto, las modificaciones introducidas al método fueron suficientes para que las correlaciones
presenten mejor comportamiento. Esto hizo posible identificar la presencia de puntos criticos
observando el comportamiento de las correlaciones a pesar de que, como es el caso para
modelos de tipo Ising, las regiones problematicas del método se podian encontrar en la
vecindad de los mismos.
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Una de las razones por las cuales practicamente no se analizaron cadenas de més de
12 espines, ademas de la falta de convergencia a los valores esperados para cadenas de los
largos considerados, es que los tiempos de computo se vuelven extensos y no se justifica
el andlisis de estas cadenas sin primero verificar que el método funcione correctamente
para cadenas de largos menores. De todas formas, las cadenas de los largos considerados,
que no son cadenas con un gran niimero de espines, presentan tiempos de cémputo que
pueden considerarse como extensos. Una de las causas de esto es que no se puso gran
interés en introducir optimizaciones al calculo de la energia, aunque si se implementaron
pequefias optimizaciones, sino que el enfoque en este trabajo se puso en tratar de lograr
acuerdo con los valores de referencia. La implementacién realizada para la evaluacion del
valor de expectacién de Hamiltonianos no es particularmente rdpida, ya que analiza cada
vector individual de la base computacional para encontrar la ubicacién de los sitios en
estados particulares. También, la etapa de aplicacién de los unitarios locales arbitrarios es
un algoritmo con complejidad computacional O(N2¥+1) y, aunque es una mejora sustancial
respecto de la construccion de la matriz completa de unitarios, que tiene complejidad O(22%)
[158], crece exponencialmente con el nimero de espines.

Un camino natural para reducir los tiempos de cémputo necesarios para las
minimizaciones, que no sea una implementacién en GPU o en algtn lenguaje compilado, es
hacer uso de la principal caracteristica que los estados de grafo ponderado generalizado
comparten con los estados de grafo ponderado. Para ambos, es posible obtener expresiones
analiticas para valores de expectaciéon de observables locales en funcién de los pardmetros
variacionales. Como en todos los modelos considerados los Hamiltonianos son suma de
operadores locales, es posible obtener una expresiéon analitica para la energia en funcién de
los pardmetros variacionales. El desarrollo para obtener estas expresiones no es
necesariamente sencillo, pero haciendo uso de ellas se evita tener que construir el estado
sobre el cual se aplica el método variacional cada vez que se quiera evaluar la energia
durante el proceso de minimizacién. Teniendo una expresién analitica para la energia en
funcién de los parametros variacionales, es posible obtener también una expresién analitica
para el gradiente, lo que puede permitir que los minimizadores hagan uso del gradiente
exacto de la energia, en lugar de estimarlo mediante aproximaciones, y asi obtener un
proceso de minimizacién mas eficiente. Hay que notar que el desarrollo para la obtencién
de una expresiéon analitica para el gradiente de la energia es dependiente de la
parametrizaciéon utilizada para los operadores unitarios locales y algunas
parametrizaciones, como la parametrizacién por transformada de Cayley, se prestan mejor
al desarrollo de estas expresiones [72].

Si los tiempos de cémputo se ven reducidos, se podria analizar el desempefio de
estados variacionales con un ntmero mayor de términos de superposicion que los
considerados en este trabajo. Aunque se examinaron estados variacionales con hasta 5
términos en la superposicion, es enteramente posible que, aunque no se hayan observado
mejores resultados en este caso, aumentar este nlimero ofrezca una mejor parametrizacion
del espacio de Hilbert. Esto, sumado a un proceso de minimizacién mds cuidadoso, podria
llevar a mejores resultados. De todas formas, la bibliografia no sugiere que esta familia de
estados muestren la utilidad suficiente como estados variacionales como para competir con
métodos mds establecidos, sino que encuentran éxito cuando son utilizados en conjunto
con otros métodos o cuando se utilizan para analizar conceptos o realizar cdlculos
relacionados con la computacién cuéntica [65, 70, 140, 141, 163, 164].
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Apéndice
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A. Expresiones para Matrices Densidad
Reducida de 1y 2 Sitios

Las matrices densidad reducida de 1 y 2 sitios, para cadenas simétricas de IV espines
1, se pueden obtener en términos de magnetizaciones y funciones de correlacién haciendo
uso de la expansién de operadores en términos de operadores de Pauli. En este Apéndice se
detallan los célculos necesarios.

A.1. Matriz Densidad Reducida de Un Sitio

Para una cadena simétrica, la matriz densidad reducida para el primer espin Py €s
igual, por simetria traslacional, al estado /) ;) de un espin de un sitio arbitrario:

ﬁ(l) = ﬁ(j) = Trj(ﬁ)7
donde Tr; indica la traza parcial sobre todos los grados de libertad salvo el espin en el sitio
j- Para encontrar una expresion para j;, se puede notar que, como este es un operador que
actta en el espacio de Hilbert de 1 espin 1, admite una expansién de la forma

by = coll; + cl&](»x) + c2c’}](-y) + 03&](-Z). (A1)

Para encontrar los coeficientes c,, se hace uso de las siguientes propiedades:

(1) = Te(;p,) = T, ) =< Te(l) + ¢, Tr(6\") + ¢, Te(61) + ¢y Tr(6'7) = 2¢,
(A1)

517 = col™ 4oyl +icys ) —icys )

7 py = o0y 4 eyll; + 0,616 + eyl {

(057) = Te(6§7p ;) = ¢ Te(6§7) + ¢y Te(l) + ic, Tr(6) —icy Tr(}") = 2¢,
1N
€= §< J( )>

117



Py = €o0;” + 10 W5l) e+ c,6Wel? = o6 — 1010( R eI, + 1030( &

(0 = Tu(6p ;) = ¢ Tr() —icy T(637) + ¢y Tr(l) + iy Tr(6") = 2¢,

s = 5(0)
. cy
A](-Z)ﬁ(j) = ( D te U(Z) (Z) cy j(z)&j(y) + cgﬁj ( 9 tic aj( v 1020( ) 4 c3JI
<“§Z>>=ﬂ<a§-z>ﬁ(j)>=com ) +ic, Te(6 §y>>—1c2Tr< ) ey Tr(l) = 2,
C3 = ;(f}]('z)>
Entonces: ) L. 1 ® . (k
Py = 2Hj+2k:§x:y Z(aj o S+ _zx:y M; (A.2)

En principio se necesitan 3 valores de expectacién para especificar P(j), Pero este ntimero se
puede reducir por simetrias segiin la cadena de estudio. Por ejemplo, en el caso del modelo
XY, basta con conocer (&§2)> para especificar ) [162]. Como el Hamiltoniano es real, debe

ser p;y = ”(k.). Luego, como la tinica matriz de Pauli compleja es o¥) debe ser <6j(-y)> = 0.

Para poder afirmar que (5 () ) = 0, se hace uso de que [165]

[H &), ﬁxy] — 0.

k
Esta simetria implica que [c’}](.z), pj] = 0,y como [6§Z) )] £ 0, debesser (5 ](x)> = 0. Entonces,
la matriz densidad reducida de un sitio queda dada por
(2)
U 1, () a(2) B 1+ (6:"") 0
o =3l ta@nT = =gl T L e, (A3)
J

A.2. Matriz Densidad Reducida de Dos Sitios

Aligual que para la matriz densidad reducida de un sitio, se plantea que

3 3
=y Z c,o\) @ oy, (A4)
=0 [=
donde [7](.0) =1 p 6§ ) — A](x), &](2) = ](y), y 0(3) = 6§Z). Para encontrar una expresion para los

coeficientes c,q, se multiplica por 1zqu1erda por los operadores correspondientes y se toma
la traza:

6= Y cal696) & (6760)

i, 1=0

~

3 . 3
= > ey m(6Pel) Tr(51761) = 7 ¢y (20,)(26,) = 4y

i,l=0 i,1=0
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Asi, el coeficiente ¢, estard dado por
(651D (A.5)

De forma similar al caso anterior, el nimero de coeficientes necesarios para especificar
la matriz densidad se puede reducir haciendo uso de las simetrias de la cadena de estudio.
Tomando de nuevo como ejemplo el caso del modelo XY, se pueden hacer las siguientes
observaciones. Primero, como este modelo es invariante frente a traslaciones, se verifica que

ﬁ(jk:) = [)(pq) si|j — k| = [p — ¢| y en particular:

A~

p(lr) = [)(jk)’ si |J - k| =r—1,

donde 1 es el primer sitio. También, una cadena cerrada de este tipo, con interacciones
homogéneas a primeros vecinos, tiene simetria de reflexién respecto de cualquier sitio. Una
reflexién de la cadena cerrada se traduce en una transpuesta de la correspondiente matriz
densidad. Entonces, como esta es una simetria:

P=P = Py = Py
Al igual que antes, en un modelo de estas caracteristicas el Hamiltoniano es real, por lo que:

Ak

Piky = Piiky

y de igual manera se tiene que:
!H a-’L(Z)v ﬁXY] =0 == [63(‘Z)&I(j)v ﬁ(jk)] =0.

Entonces, como la matriz densidad ha de ser real, se puede asegurar inmediatamente
que

Coa = Cqg = Cgp = €9y = Cg3 = C35 =0,

ya que coeficientes c;, asociados a matrices aj(.i) ® og) complejas deben ser nulos. Notar que

no se puede asegurar nada sobre ¢y, ya que aj(»z) ® a,(f) es real. El resto de los coeficientes que

han de ser nulos se pueden identificar mediante la nulidad del conmutador [6(-’2)&,(5), ﬁ(j k)].

J
En particular, como

debe ser

Co1 = C19 = C13 = C31 =0

mientras que de cy,, Cy3, C1q, Cag, C3p, Y C33 NO se puede asegurar nada. Luego, la matriz
densidad tendra la siguiente expresion:

Py = cool; @0, +eosl @617 011606 10056V 06 +c506 7 01, 36 0617, (A6)
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0, en forma matricial y reemplazando los coeficientes por sus expresiones correspondientes,

1 z z
poo =+ + 20 4 ] Ly 4 5%,
1 1, (2) _ g
P =5+ 5M; ng — Sjs
Poo 0 0 po3 1 1
(2) (2) (2)
s VAR M — s
Py = 0 pyy P2 0 ., con P2 =75 75 ik
0 Py pop O 1 1. =) | o2
P 0 0 pyg sz =7~ 5M; §Mk; + 55
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B. Complementos para la Solucion
Exacta del Modelo XY

En este apéndice se incluyen varios célculos relacionados con la solucién exacta del
modelo XY. En las primeras dos secciones se demuestran propiedades de los operadores
escalera a' y a de espin 3 y de los operadores ¢ y ¢ que se obtienen como transformacion
de Jordan-Wigner de ' y a. En la Seccién B.3 se muestra que el Hamiltoniano fermionizado
y el operador de paridad conmutan, y la seccién que le sigue se dedica a mostrar que los
operadores Py definidos en (2.42) son proyectores ortogonales. También se muestra, en la
Seccién B.5, que los conjuntos Ing ) y /c$ ) definidos en (2.52) satisfacen las relaciones usuales
de ortogonalidad de Fourier. Finalmente, la ultima seccién se dedica a una breve descripcién
del método utilizado para la elaboracién de graficos de funciones definidas en términos de
integrales.

B.1. Propiedades de a'ya

En esta seccién se listan y se demuestran algunas propiedades de los operadores escalera

a'y a de espin 3.

[ala;, ala;) =0 (B.1)
Caso i # j:
lala;, ala;) = alaala; — alaala, = afataa, —alala,a, =0
i # j = conmutan
El caso i = j es trivial.
(afa,)? = ala (B.2)
~t A \2 At A AT A Atra Aty A
(a;rai) = alaz-alai = aj(aia;r)ai
A Ata A At A AT\2/74 \2
= aj(1 - ala,)a; = afa, - (a])*(a,)
fal,a,) =1
_ s
? a;a;
@h)?=(a,)*=0

Notar que esta propiedad implica que (d;rdi)k = &j.d Vk € N.
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]=—6,d, (B.3)

Ata A Ata A AT At A N2 S N
[aiai, aj] = azaiaj — ajazai ? 5ij(a;(a]) — aja;ra])
Sii # j, conmutan y se anula
?—51-]-&3(1 aja]) —0,,0a
(@;)?=0, {al,a;}=1
tr ot _ s o
a;a;, a;] = 6,;a; (B.4)
Ata A ata A At At a ~ A 2~
[a;rai, a}] = a;faia;r. - a}a;fai = 8; (a;aja; - (a;r-) a;)
Sii # j, conmutan y se anula
e st _ata N s At
= 0yt (1 = a5a,) = 0,58,
@h?=o0, {al,a;}=1
:thZTTL . A] a; _ H :i:nra a; (BS)

JOEN PO PN
Usando (B.1) y edeP = TP +2l4. B o5 inmediato que esta propiedad se satisface.

. ata
dimdza; _ Qajaj (B.6)
oo o0 k
il 1 Tt (£im)* | 4.
it = 5 Lwinptafa =1+ (S G g
k=0 T k=1
(&;&j)k *&;&j
Firw ATa N 1 oata
=1+(e 1)(aja;) =1 —2a;a,
ata af
Notar que esta propiedad implica que ™% = ¢~ 1"%;%;
- tey
{a;, 1—2a;a;} =0 (B.7)
{a;,1-2ala;} = a; - 2a,ala; + a, — 2alaa, =20, - 2a;ila,
(d]‘)z =0
=2a.(1—ala;) = 2a,a;a! = 2(a;)%t =0
j 3% 5 2% i) %
{al, a3 =1



{al,1-2ala;} =0 (B.8)

{al,1-2ala,} = al — 2alala; +al — 2ala,a! = 2a1(1 - a,al) = 2(al)%a, =
@)?=o0 {al, a;} =1
{a;, 1—2ata}t =0 (B.9)
{a;,1-2ala;}t = al —2alaal +al - 2alala, = 2a1(1 — a,al) = 2(al)%a, =
@h? =0 {al,a;} =1

(B.10)

{etim i Ly al} =0, le€n,m]

Utilizando (B.5), (B.6), (B.7) y (B.8) no es dificil ver que estos anticonmutadores se
satisfacen.

E S8 a1 =0, ¢ [n,m]

(B.11)

[T 8 611 =0, 1 ¢ [n,m]

Utilizando (B.3), (B.4), (B.5) y (B.6) no es dificil ver que estos conmutadores se satisfacen.

B.2. Propiedades de ¢f y ¢

En esta seccién se listan y se demuestran algunas propiedades de los operadores ¢ y é
que se obtienen como transformacién de Jordan-Wigner de los operadores escalera a' y a de
espin % En particular, se muestra que ¢! y ¢ son operadores de Fermi.

Una importante propiedad, que se usa a lo largo de varias de las demostraciones que
siguen y se quiere resaltar, es

c;rcl = a;r a, (B.12)

ya que
. 11 Ats - 1—1 A4

(ET@ = dTe*”TZk:l akakemzkzlakakd = de

(e} l [N 4 [l

a1 -
(B.1)y eAeB — ATBT3[4,B]
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{ef, ¢ ¢t =19, (B.13)

]
Casol = j:
{el, &y = eley+ ¢l T afa, + ¢,¢] = afa, + €™ Xrm i Thlh 0y
A ata
CzT 1= 49
AT A ~ i =1 ~f I—1 A~ i o b
T alTal T B BT 2 lakaka; T a;ral + aza? = {azTa a} =1
! 1
(B.11) (B.1)y edeB — A+B+3A, B]
Casol > j:
1 a ~ ~
{é;r, éj}:a;re i S0 gy, i 35 1‘12%61 +a6wzk | alay —im Y12 ala, o T
(B.11)
i PP I— 1 ata .
=ala emZk 5 ik +a T im0k {aTa ek Ly
+ 7 t 1 Jjob
1> 3, eAeB:eA+B+2[A,B]y(B1) l#7
ta . 1
= {CLT(Zl eka_] (lk&k} — CLT[CLZ, 17F2k_J ]_|_ {CLT, elﬂzk_J akak}dl
T
{AB, C} = A[B, C] + {A, C}B

T
(B.10) y (B.11)

El argumento para j < [ es similar.

{e.8}=0 (B.14)
Casol = j:
{¢,, ¢} = 2¢,¢,=2e Tkl i) hay g
=2 G= @1%)2 (@)% =0
(B.11)
Casol < j:

124



o . =1 ~ta : J=Llata o
{6, &5} = {em Thm1 iy, €7 ket S )
o x~l—1 At a i1 At inS¥ 7 ala, rirSoiot ala
? {emzk:l akak&l’ 6”7279:1 akak}&j — T Yo aa, [elﬂzkzl akakdl’ dj]
{A, BCY = {A, BYC - B4, €]

. 1—1 At A . G—1 A~
= {emzk:l akak&l7 @”Tzkzl %ak}&j

1< jy(B11)
. I—1 At~ . i—1 At~ . I—1 At . j—1 A1 A
= (e”er:l “k“k{dl’ e'm pDyAuy akak} — [eWZk=1 Y%, e pDAu ak“k]&l> a.
1 J
(AB, ¢} = A{B, C} — [4, C1B
I . i—1 A1 4

= _[GWZk:1 Ul et Py ak“k]dl&j =0

T
1< jy(B.10)

Laultimaigualdad se da por (B.1), (B.5), (B.6), y sucesivas aplicaciones de las identidades
[AB, C] = A[B, C]+ [A, C|By [A, BC| = [A, B]C + B[A, (.
El argumento para j > [ es similar.

{¢.éfy=o0 (B.15)

Esta propiedad se sigue de un razonamiento analogo al hecho para (B.14), ya que (B.10)
y (B.11) valen tanto para & como para a'.

Con esto queda mostrado que los operadores ¢ y ¢ son operadores de Fermi. Ademas,
poseen propiedades anélogas a las propiedades (B.1) a (B.11) de los operadores a' y @, las
cuales se muestran a continuacién.

o atal_
(€3¢, &585] =0 (B.16)
&8y = a0, (B.1)
(@) =ae, (B.17)
(¢le) = afa)* = ala, = e
e, =ata, B  ala —ala,
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[efe,, &) = —6,,¢; (B.18)

lefe,, &) = [a]ay, e Lpw/s a]]

1 ~F A . j—1 AT A
— [ala,, emZizlalak]d, 1 ™A gy, afa,, a)
n J
[A, BC] = [A, B|C + BIA, (]
[PRRLD S ¥ 1R P ST B g N
[alaP k=19 k]aj 5lj€ k=1 %% kaj
(B.3)

1A 17rz tala
[alal’ k=1"k k]a] _5lj ]

El resto del argumento involucra mostrar que este conmutador es nulo VI, j:

» Sil € [1, j—1],se puede ver que el conmutador se anula utilizando [AB, C] = —[C, AB]
y [A, BC]| = {A, B}C — B{A, C} junto con (B.10).

= Sil ¢ [1, j—1],(B.11)y [AB, C] = A[B, C]+[A, C]B bastan para ver que el conmutador
se anula.

[cjcl, ] = 51]‘3] (B.19)

Esta propiedad se sigue de un razonamiento analogo al hecho para mostrar (B.18).

m
AT e H imele; (B.20)

j=n

Por (B.5), esta propiedad es inmediata ya que c,tck, = a,t Q.

+irele, AT A
em "N =1-2¢¢ (B.21)
Por (B.6), esta propiedad es inmediata ya que éLék = d;dk. Notar que esta propiedad
RPN RPN
implica que ™% = ¢7™%% . Esto tiene sentido ya que cTc es un nimero de ocupacién y,
como c y ¢; son operadores fermionicos, puede valer 0 o 1 €T = e I7,
{¢;,1-2¢le;} =0 (B.22)
. _ ot octa o —ofe. _sote _atas
(¢, 1-2¢j¢;} = & — 26;8;¢; + ¢ — 26;¢;¢; = 2(8; — ;€585 — €55¢)
= 2(6; = (6,¢] = &6,)8) = 2(¢; = ¢;) = 0
(B.13)
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{el, 1-2¢fe.y =0 (B.23)

(e 1—2¢dle}y = el —oclele, + el —acle dl = a(eh — él(ele, — ¢,eh)) = 2(el — éhy =0

. m At a
(X ™28 g} =0, 1€ [n,m)

(B.24)

. m  ata
{eimZ] n €565 C;r} = 0 l € [’/L, m]

Utilizando (B.20), (B.21), (B.22) y (B.23) no es dificil ver que estos anticonmutadores se
satisfacen.

[ing’b,j“ ¢l =0, 1¢[n,m]

- (B.25)
e Fim 3 5L, 656 czr] 0, 1¢[n,m]|

Utilizando (B.18), (B.19), (B.20) y (B.21) no es dificil ver que estos conmutadores se
satisfacen.

B.3. Demostracién de [H, (—1)V] =0

En esta seccién se desarrolla la demostraciéon de

donde H es el Hamiltoniano fermionizado dado por la expresion (2.41) y (— 1)/\7 esel operador
de paridad.
Para esto, primero hay que notar que para cualquier operador A se tiene:

 AN=0= 4 1= A
[A(_l)N7 m = A[(_l)Na m + ["ZL N’](_l)N ? ["ZL M(_l)N'
N, N]=0
)/\/

Esto implica que, si el operador A conmuta con N, entonces tanto A como A( conmutan

con (— )N También, en el caso contrario, solo basta con evaluar A, (—1)N ] sin necesidad
de ver [A(—1)V, (=1)V] dado que

AV, (1Y) = A0V, )Y+ A, (0NN = 1A (oMY
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Luego, dada la expresion (2.41) del Hamiltoniano, asegurar que la paridad es una cantidad

conservada equivale a mostrar que términos de la forma é}ék, ¢ é;t;/ é;ré;i y ¢¢; conmutan con

N o, caso contrario, conmutan con (—1)V,
Entonces:

N N
da K- |ats ot o Atals
[c -, N = €iCps E ¢ ¢ g cck, clcl E c [Chs clcl [cj, ¢ ¢le,

=1 =1

N N

_ Arele ¢ o E ( hye

== éllele, e+ [eey, ehe —OuCy,) + (8,;65)¢,
=1 =1

(B.18) y (B.19)
= —(—cle, +cley) = 0.
De la misma forma:
656k N = [=ehey, N = —[elé;, N] =
Con esto se tiene que
e,ch. NT=0 y  [ehe;, N =0, (B.26)

como se esperaba.
Finalmente, se puede ver que el ck y ¢,¢; efectivamente no conmutan con N:

N
[cTc,z, N] = Z ¢! ck, clcl Zc ck, clcl [ 2l czrcl] L

=

1
N
== ehopel) + (0,eh)e, = —(elef + élel) = —2¢lef.

=1
N N

(6,6, NT = Z[C]ék’ ézTéz] = ZCJ ¢, el +1¢;, ¢elé,
=1 =1

Pero si lo hacen con (—1)
W@«mﬂz—wnﬂ@ﬁ?—GenﬂéﬂsQHAWﬁz)
[A, BC) = {A, B}YC — B{A, C}
_ ({emzl 1Clcl é;f} T{emzl 1Czcl AT}) ?0
(B.24)

[éjékv (_1)N] = _[(_1)N7 éjék] == <{(_1)N7 éj}ék - éj{(_l)Na ék})
= — ({ei7r Sty dréz, éj}ék — éj{eiWZl]\; éjél’ ék}) ? 0.
(B.24)

Luego, ambos preservan la paridad y, como se esperaba, se tiene que

el DM =0 y (g, (DY =0. (B.27)
Entonces, (B.26) y (B.27), junto con el anélisis hecho anteriormente, aseguran que para
el Hamiltoniano H descripto por (2.41) se verifica

1A, (-1V] =o. (B.28)



B.4. Demostracién de que P, son Proyectores Ortogonales

Para mostrar que
Pe =4I+ (1Y)
son proyectores ortogonales, basta con mostrar que satisfacen las propiedades de
idempotencia, completitud, y ortogonalidad.

= Idempotencia:

0P = (14 () (- (-)) = 1 (0 4 (1 () =0
PPe= (I (DY) (I+ (DY) = 10+ )Y = )Y = (D)) =0
Pp_ =P Py =0 (B.31)

B.5. Demostracion de que ICE_P ) y ICil ) Satisfacen la Ortogonalidad de
Fourier

En esta seccién se muestra que los conjuntos Kf ) y /c;l ) definidos en (2.52) satisfacen las
relaciones usuales de ortogonalidad de Fourier:

j,n €1, NJ,

N
1 ik(j—n) 1 i(k—q)j
— i) —g. N ki = (B.32)
ng(ovl) g N jgl i k,q€ ICEI?J)'

+

(1)

Se desarrolla el caso para ICSE) dado que los desarrollos para K, ICSFI) y K’/ son idénticos.

Para ICSS) se tiene que

20+1
A [+

m, N par.

Es facil ver que para j = n la primer relacion se satisface, ya que ICSFO) tiene N elementos,
y para k = q se satisface la segunda relaciéon. Para poder mostrar que se cumplen estas

relaciones para j # ny k # g, es util notar que como
A+1e{-N+1,-N+3,...,-3,-1,1,3,..., N—3, N —1},

se puede definir un ndmero m, con 0 < m < N — 1, que genere el mismo conjunto ICSS). Un
simple cdlculo permite ver que

—N+2 1
/CSB):{ +2m +

N 7r,m:O,1,2,...,N—1}.
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Con esta forma de generar el conjunto ICSS) se puede, para j # n, evaluar la primer relacién:

;d

N-1 *N+1 (j— n)N

72 (kG —n) :;ZQM G-m) _ € N "7 (2m(J nﬂm

I{:EIC(O) m=0 m=0

N
ei—N+1 7(j—n) 1 — <e2ni(j—n)%>
=0
N 1_2nG-nmE 1 A
j—n€Z,e*™ =1

Parala segunda relacion el razonamiento es idéntico. Como k # ¢, existenm,, mq € [0, N—1],
con m,, # my, tales que

N 2
= k:—q:ﬁ(mk—mq).

Entonces:

%(mk—mq) N1

L g RS ‘ . :

— i(k—q)j — — T (m—m)(+1) 7 " E ( %(mk—mq))
€ (& (&

NS N= N

=0

i N
e%( £—Mq) 1-— <62T(mk_m‘1)) 0
B N 1— e%ﬂi(mk*mq) ? .

2w
m, —mg € Z,e =1

B.6. Método para el Grafico de Magnetizaciones y Susceptibilidades
del Modelo XY

La magnetizacién y la susceptibilidad para el modelo XY, dadas respectivamente por
las expresiones (2.88) y (2.89), se encuentran definidas en términos de integrales. Para la
elaboracion de los graficos presentados en la Figura 2.5 y la Figura 2.6 se utiliz6 la regla del
punto medio para la evaluacién de las integrales. Para obtener buenos, y rapidos, resultados
se aplic6 extrapolacion de Richardson en el ntimero de muestras con una tolerancia de 107.
Esto es, se gener6 una secuencia I,, de integrales por regla del punto medio donde cada
elemento toma el doble de muestras que el anterior para su evaluacién. Una vez que dos
elementos consecutivos cumplen |I,, — I,,_1| < 1075, el resultado de la integral se calcul6 con
la siguiente expresion [142]:
4In - Infl

3
donde el coeficiente 4 surge de que, por cada nuevo elemento de la secuencia, el error se
reduce por un factor 4.

I =
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C. Calculos Relacionados a las
Parametrizaciones de Operadores
Unitarios

En este apéndice se deduce la expresion para la parametrizacién (3, v, 0) para matrices
unitarias que se menciona en la Seccién 5.2 y se encuentra una relacién entre ésta y la
parametrizacion («, 6, ¢) descripta en la Subseccién 5.2.1.

C.1. Deduccién de la Parametrizacién (3, -, §) de Unitarios

Se sabe que un operador unitario arbitrario que actta sobre un qubit cy|0) +c;|1) puede
escribirse como una rotacién arbitraria en un dngulo 6 alrededor de un vector unitario
tridimensional n y una fase [134]:

U=e“Rn(0), o, 0cR

Una rotacién arbitraria Ry, (#) puede ser expresada en términos de tres rotaciones mediante
una descomposicién z-y:

Ry (0) = B.(B)Ry(1)R.(0), B, IR
Cada rotacién individual se puede expresar en términos del vector de Pauli 6 segtn
R,,(20) = e719% — cos (0)1 — isin (0) (n-o),

con lo que las rotaciones en y y en z se pueden escribir como:

R,(20) = cos (0)] — isin (9)6® = Ry(29)—<2?jéz)) ‘Cglslﬂ(é?))

~ N —if
R,(20) = cos (0)1 — isin (0)6)  —s Rz(29):<eo e?(,>.

Entonces, considerando todo esto, se puede expresar el operador unitario I/ como
0 = e R, (26) R, (20) R, (29),
por lo que la matriz U toma la siguiente forma:
o (e 0 cos(y) —sin(y)\ (e 0
U=e i3 . i6
0 e sin(y) cos(y) 0 e
_ o (¢ cos(7) —e 5D sin(y)
N P sin(y) B+ cos (v)

Para obtener una expresiéon un poco mas agradable, se toma

—(B+0)— 8 8 '
o [€7cos(6) —esin(0)
=0 ; - U=e <ei'y sin(6) e ¥ cos (0) ) '
Y =

Notar que para esta parametrizacién se tiene det U = e%'.
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C.2. Relacién entre las Parametrizaciones (3, v, §) y («, 0, ¢)

Se puede encontrar una relacién entre la parametrizacién (5, v, ¢) introducida en la
Seccién 5.2 y la parametrizacion («, 6, ¢) descripta en la Subseccién 5.2.1. En particular, se
puede encontrar una funcién f tal que

f:(8,7,96) = (a, 0, ¢).

Para encontrar esta relacion, se debe notar primero que:

cos E%; € [-1,1] ocon] — cos () € [—1,1] )
sin 3 € [O, 1]

a € [O, 277] -
sin (0) € [0, 1]
Ahora, como las dos representaciones describen el mismo objeto, debe ser:

(efg cos (0) _e.—iv sin (5)) _ cos (%) —isin (%) cos (0) —isin (%) sin (9)e1%®
eVsin (8) e 8 cos (6) _isin (%) sin (6)ei® cos (%) +isin <%> cos (6)

Tomando los primeros elementos de ambas representaciones:

« [0

e? cos (8) = cos <§) —isin (§> cos ().

Igualando partes real e imaginaria se obtiene:

sin (B) cos (0)
sin (arc cos [ cos (8) cos (6)])

o = 2arccos (cos (3) cos (), 0 = arc cos ( - ) (C.2)

Se puede notar que los valores permitidos por estas expresiones concuerdan con los valores
en (C.1), ya que arccos : [ — 1, 1] — [0, 7] y cos (B) cos (6) € [— 1, 1]. Para obtener ¢, se
puede tomar alguno de los elementos fuera de la diagonal en ambas representaciones:

(0}

cos (y) sin (§) = sin ) sin (6) sin ()
eV sin (§) = —isin (5) sin (0)®  —> v <2> ®

(0%

sin () sin (§) = —sin <§> sin () cos (v)

En principio se podria tomar el cociente de estas dos expresiones para encontrar
¢ = arctan(— cot (vy)), pero para asegurarse de que no se esta perdiendo informacién, se
despejan las expresiones para cos (¢) y sin (¢) y se utiliza la funcién arcotangente de dos

parametros:
b atan ( cos (g) sifl 6 _ éin (Z) sn'l () ) C3)
sin (§> sin(f)  sin (§> sin (0)

En conjunto, las expresiones (C.2) y (C.3) describen la relacién entre parametrizaciones
que se buscaba.

132



Bibliografia

[1]

2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

[11]

Daniel C. Mattis. The Theory of Magnetism Made Simple. World Scientific, 2006. DOI
10.1142/5372. URL: https://doi.org/10.1142/5372.

Arthur H. Compton. The magnetic electron. Journal of the Franklin Institute, 192(2):
145-155, 1921. ISSN 0016-0032. DOI 10.1016/5S0016-0032(21)90917-7. URL: https:
//doi.org/10.1016/S0016-0032(21)90917-7

George E. Uhlenbeck and Samuel Goudsmit. Spinning Electrons and the Structure
of Spectra. Nature, 117:264-265, 1926. ISSN 1476-4687. URL: https://doi.org/10.
1038/117264a0.

Walther Gerlach and Otto Stern. Der experimentelle Nachweis der
Richtungsquantelung im Magnetfeld. Zeitschrift fiir Physik, 9:349-352,1922. ISSN 0044-
3328. DOI 10.1007/BF01326983. URL: https://doi.org/10.1007/BF01326983. Una
traduccioén al inglés se encuentra disponible en https://arxiv.org/abs/2301.11343.

George E. Uhlenbeck and Samuel Goudsmit. Ersetzung der Hypothese vom
unmechanischen Zwang durch eine Forderung beziiglich des inneren Verhaltens jedes
einzelnen Elektrons. Naturwissenschaften, 13:953-954, 1925. ISSN 1432-1904. DOI
10.1007/BF01558878. URL: https://doi.org/10.1007/BF01558878.

Erwin Schrodinger. Quantisierung als Eigenwertproblem. Annalen der Physik, 384(4):
361-376,1926. DOI https:/ /doi.org/10.1002/andp.19263840404. URL: https://doi.
org/10.1002/andp.19263840404.

Erwin Schrédinger. An Undulatory Theory of the Mechanics of Atoms and Molecules.
Physical Review, 28:1049-1070, 1926. DOI 10.1103/PhysRev.28.1049. URL: https://
doi.org/10.1103/PhysRev.28.1049.

Werner Heisenberg. Uber quantentheoretische Umdeutung kinematischer und
mechanischer Beziehungen. Zeitschrift fiir Physik, 33:879-893, 1925. ISSN 0044-3328.
DOI 10.1007 /BF01328377. URL: https://doi.org/10.1007/BF01328377.

Max Born and Pascual Jordan. Zur Quantenmechanik. Zeitschrift fiir Physik, 34:858—
888, 1925. ISSN 0044-3328. DOI 10.1007/BF01328531. URL: https://doi.org/10.
1007/BF®1328531.

Max Born, Werner Heisenberg, and Pascual Jordan. Zur Quantenmechanik. IIL
Zeitschrift fiir Physik, 35:557-615, 1926. ISSN 0044-3328. DOI 10.1007/BF01379806.
URL: https://doi.org/10.1007/BF01379806.

Carlos M. Madrid Casado. A brief history of the mathematical equivalence between the
two quantum mechanics. Latin-American Journal of Physics Education, 2(2):152-155, 2008.
ISSN 1870-9095. URL: https://www.researchgate.net/publication/28233833.

Wolfgang Pauli, Jr. Zur Quantenmechanik des magnetischen Elektrons. Zeitschrift
fiir Physik, 43:601-623, 1927. ISSN 0044-3328. URL: https://doi.org/10.
1007/BF01397326. Una traduccién al inglés por D. H. Delphenich se encuentra
disponible en http://neo-classical-physics.info/uploads/3/4/3/6/34363841/
pauli_-_the_magnetic_electron.pdf.

133


https://doi.org/10.1142/5372
https://doi.org/10.1016/S0016-0032(21)90917-7
https://doi.org/10.1016/S0016-0032(21)90917-7
https://doi.org/10.1038/117264a0
https://doi.org/10.1038/117264a0
https://doi.org/10.1007/BF01326983
https://arxiv.org/abs/2301.11343
https://doi.org/10.1007/BF01558878
https://doi.org/10.1002/andp.19263840404
https://doi.org/10.1002/andp.19263840404
https://doi.org/10.1103/PhysRev.28.1049
https://doi.org/10.1103/PhysRev.28.1049
https://doi.org/10.1007/BF01328377
https://doi.org/10.1007/BF01328531
https://doi.org/10.1007/BF01328531
https://doi.org/10.1007/BF01379806
https://www.researchgate.net/publication/28233833
https://doi.org/10.1007/BF01397326
https://doi.org/10.1007/BF01397326
http://neo-classical-physics.info/uploads/3/4/3/6/34363841/pauli_-_the_magnetic_electron.pdf
http://neo-classical-physics.info/uploads/3/4/3/6/34363841/pauli_-_the_magnetic_electron.pdf

[13] S.].Barnett. Gyromagnetic Ratios for Ferromagnetic Substances: New Determinations
and a New Discussion of Earlier Determinations. Proceedings of the American Academy
of Arts and Sciences, 73(14):401-455, 1940. ISSN 01999818. URL: https://doi.org/10.
2307/25130206.

[14] Wilhelm Lenz. Beitrag zum Verstindnis der magnetischen Erscheinungen in
festen Korpern. Physikalische Zeitschrift, 21:613-615, 1920. URL: https://api.
semanticscholar.org/CorpusID:125879641.

[15] Ernst Ising. Beitrag zur Theorie des Ferromagnetismus. Zeitschrift fiir Physik,
31:253-258, 1925. ISSN 0044-3328. URL: https://doi.org/10.1007/BF02980577.
Una traduccién al inglés se encuentra disponible en https://www.hs-augsburg.de/
~harsch/anglica/Chronology/20thC/Ising/isi_fm00.html.

[16] Stephen G. Brush. History of the Lenz-Ising Model. Rev. Mod. Phys., 39:883-893, Oct
1967. DO110.1103/RevModPhys.39.883. URL: https://link.aps.org/doi/10.1103/
RevModPhys.39.883.

[17] Werner Heisenberg. Zur Theorie des Ferromagnetismus. Zeitschrift  fiir
Physik, 49:619-636, 1928. ISSN  0044-3328. URL: https://doi.org/10.
1007/BF01328601. Una traducciéon al inglés por D. H. Delphenich se
encuentra disponible en http://www.neo-classical-physics.info/uploads/3/4/
3/6/34363841/heisenberg_-_on_the_theory_of_ferromagnetism.pdf.

[18] Charles P. Enz. Applications of Quantum Mechanics (1926-1933), pages 507-515. Springer
Berlin Heidelberg, 1985. ISBN 978-3-642-61659-4. URL: https://doi.org/10.1007/
978-3-642-61659-4_31.

[19] Paul A. M. Dirac. Quantum Mechanics of Many-Electron Systems. Proceedings of
the Royal Society of London. Series A, Containing Papers of a Mathematical and Physical
Character, 123:714-733, 1929. ISSN 0950-1207. URL: https://doi.org/10.1098/rspa.
1929.0094.

[20] Louis Néel. Influence des fluctuations du champ moléculaire sur les propriétés
magnétiques des corps. Annales de Physique, 10:5-105, 1932. ISSN 0003-4169. URL:
https://doi.org/10.1051/anphys/193210180005.

[21] Louis Néel. Propriétés magnétiques du manganese et du chrome en solution solide
étendue. Journal de Physique et Le Radium, 3:160-171, 1932. ISSN 1160-8161. URL:
https://doi.org/10.1051/jphysrad:0193200304016000.

[22] Sabyasachi Chatterjee. Heisenberg and Ferromagnetism. Resonance, 9:57-66, 2004.
DOI 10.1007 /BF02837578. URL: https://doi.org/10.1007/BF02837578.

[23] Hans Bethe. Zur Theorie der Metalle. Zeitschrift fiir Physik, 71:205-226, 1931. ISSN
0044-3328. URL: https://doi.org/10.1007/BF01341708. Una traduccién al inglés
por T. C. Dorlas se encuentra disponible en https://homepages.dias.ie/dorlas/
Papers/Bethe.pdf.

[24] Lamek Hulthén. Uber das Austauschproblem eines Kristalles. Arkiv for Matematik,
Astronomi och Fysik, 26A:1-106, 1938. URL: https://worldcat.org/title/250557196
(Dissertation).

[25] Henk W. J. Blote. The ground state energies of antiferromagnetic Heisenberg chains.
Physica B+C, 93(1):93-98, 1978. ISSN 0378-4363. URL: https://doi.org/10.1016/
0378-4363(78)90115-8.

134


https://doi.org/10.2307/25130206
https://doi.org/10.2307/25130206
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:125879641
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:125879641
https://doi.org/10.1007/BF02980577
https://www.hs-augsburg.de/~harsch/anglica/Chronology/20thC/Ising/isi_fm00.html
https://www.hs-augsburg.de/~harsch/anglica/Chronology/20thC/Ising/isi_fm00.html
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.39.883
https://link.aps.org/doi/10.1103/RevModPhys.39.883
https://doi.org/10.1007/BF01328601
https://doi.org/10.1007/BF01328601
http://www.neo-classical-physics.info/uploads/3/4/3/6/34363841/heisenberg_-_on_the_theory_of_ferromagnetism.pdf
http://www.neo-classical-physics.info/uploads/3/4/3/6/34363841/heisenberg_-_on_the_theory_of_ferromagnetism.pdf
https://doi.org/10.1007/978-3-642-61659-4_31
https://doi.org/10.1007/978-3-642-61659-4_31
https://doi.org/10.1098/rspa.1929.0094
https://doi.org/10.1098/rspa.1929.0094
https://doi.org/10.1051/anphys/193210180005
https://doi.org/10.1051/jphysrad:0193200304016000
https://doi.org/10.1007/BF02837578
https://doi.org/10.1007/BF01341708
https://homepages.dias.ie/dorlas/Papers/Bethe.pdf
https://homepages.dias.ie/dorlas/Papers/Bethe.pdf
https://worldcat.org/title/250557196
https://doi.org/10.1016/0378-4363(78)90115-8
https://doi.org/10.1016/0378-4363(78)90115-8

[26] John H. Van Vleck. The Theory of Electric and Magnetic Susceptibilities. Oxford; at the
Clarendon Press, 1932.

[27] Werner P. Wolf. The Ising model and real magnetic materials. Brazilian Journal
of Physics, 30(4):794-810, 2000. ISSN 1678-4448. URL: https://doi.org/10.1590/
S0103-97332000000400030.

[28] Juan C. Campuzano, Matthew S. Foster, Guy Jennings, Roy F. Willis, and William N.
Unertl. Au(110) (1 x 2)-to-(1 x 1) Phase Transition: A Physical Realization of the Two-
Dimensional Ising Model. Physical Review Letters, 54:2684-2687, 1985. DOI 10.1103/
PhysRevLett.54.2684. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.54.2684.

[29] Victor Mufioz. What can we learn about protein folding from Ising-like models?
Current Opinion in Structural Biology, 11(2):212-216,2001. ISSN 0959-440X. URL: https:
//doi.org/10.1016/S0959-440X(00)00192-5.

[30] Jacek Majewski, Hao Li, and Jurg Ott. The Ising model in physics and statistical
genetics. American Journal of Human Genetics, 69:853-862, 2001. DOI 10.1086/323419.
URL: https://doi.org/10.1086/323419.

[31] Marc Weber and Javier Buceta. The cellular Ising model: A framework for phase
transitions in multicellular environments. Journal of The Royal Society Interface, 13:
20151092, 2016. DOI 10.1098 /1sif.2015.1092. URL: https://doi.org/10.1098/rsif.
2015.1092.

[32] Abigail Jiménez, Kristy F. Tiampo, and Antonio M. Posadas. An Ising model for
earthquake dynamics. Nonlinear Processes in Geophysics, 14:5-15, 2007. DOI 10.5194/
NPG-14-5-2007. URL: https://doi.org/10.5194/NPG-14-5-2007.

[33] Claudio Castellano, Santo Fortunato, and Vittorio Loreto. Statistical physics of social
dynamics. Reviews of Modern Physics, 81:591-646, 2009. DOI 10.1103 /RevModPhys.81.
591. URL: https://doi.org/10.1103/RevModPhys.81.591.

[34] Frank Schweitzer and Janusz A. Hotyst. Modelling collective opinion formation by
means of active Brownian particles. The European Physical Journal B - Condensed Matter
and Complex Systems, 15:723-732, 2000. ISSN 1434-6036. URL: https://doi.org/10.
1007/s100510051177.

[35] Didier Sornette. Physics and Financial Economics (1776-2014): Puzzles, Ising and
Agent-Based models. Reports on Progress in Physics, 77(6):062001, 2014. DOI 10.1088/
0034-4885/77/6/062001. URL: https://doi.org/10.1088,/0034-4885/77/6/062001.

[36] Taisei Kaizoji, Stefan Bornholdt, and Yoshi Fujiwara. Dynamics of price and trading
volume in a spin model of stock markets with heterogeneous agents. Physica A:
Statistical Mechanics and its Applications, 316(1):441-452, 2002. ISSN 0378-4371. URL
https://doi.org/10.1016/S0378-4371(02)01216-5.

[37] Wei-Xing Zhou and Didier Sornette. Self-organizing Ising model of financial markets.
The European Physical Journal B - Condensed Matter and Complex Systems, 55:175-181,
2007. ISSN 1434-6036. URL: https://doi.org/10.1140/epjb/e2006-00391-6.

[38] Jill C. Bonner. One-dimensional model systems: theoretical survey. Journal of Applied
Physics, 49(3):1299-1304, 1978. ISSN 1089-7550. URL: https://doi.org/10.1063/1.
325026.

135


https://doi.org/10.1590/S0103-97332000000400030
https://doi.org/10.1590/S0103-97332000000400030
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.54.2684
https://doi.org/10.1016/S0959-440X(00)00192-5
https://doi.org/10.1016/S0959-440X(00)00192-5
https://doi.org/10.1086/323419
https://doi.org/10.1098/rsif.2015.1092
https://doi.org/10.1098/rsif.2015.1092
https://doi.org/10.5194/NPG-14-5-2007
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.81.591
https://doi.org/10.1007/s100510051177
https://doi.org/10.1007/s100510051177
https://doi.org/10.1088/0034-4885/77/6/062001
https://doi.org/10.1016/S0378-4371(02)01216-5
https://doi.org/10.1140/epjb/e2006-00391-6
https://doi.org/10.1063/1.325026
https://doi.org/10.1063/1.325026

[39]

[40]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[51]

Robert B. Giriffiths. Evidence for Exchange-Coupled Linear Chains in
Cu(NH3),SO4-H20O. Physical Review, 135:A659-A660, 1964. ISSN 1536-6065. URL:
https://doi.org/10.1103/PhysRev.135.A659.

Elliott Lieb, Theodore Schultz, and Daniel Mattis. Two soluble models of an
antiferromagnetic chain. Annals of Physics, 16(3):407-466, 1961. ISSN 0003-4916. DOI
10.1016/0003-4916(61)90115-4.  URL: https://doi.org/10.1016/0003-4916(61)
90115-4.

Shigetoshi Katsura. Statistical Mechanics of the Anisotropic Linear Heisenberg Model.
Physical Review, 127:1508-1518, 1962. ISSN 1536-6065. URL: https://doi.org/10.
1103/PhysRev.127.1508.

Ladislav Samaj and Zoltdn Bajnok. Introduction to the Statistical Physics of Integrable
Many-body Systems. Cambridge University Press, 2017. ISBN 9781107030435. URL:
http://www.cambridge.org/9781107030435.

Piers Coleman. Introduction to Many-Body Physics. Cambridge University Press, 2015.
ISBN 9781139020916. URL: https://doi.org/10.1017/CB09781139020916.

Ostap Baran, Vadim Ohanyan, and Taras Verkholyak. Spin-1/2 zy chain
magnetoelectric: Effect of zigzag geometry. Physical Review B: Condensed Matter and
Materials Physics, 98:064415, 2018. ISSN 2469-9969. URL: https://doi.org/10.1103/
PhysRevB.98.064415.

Yucheng Wang, Jian-Jian Miao, Hui-Ke Jin, and Shu Chen. Characterization of
topological phases of dimerized Kitaev chain via edge correlation functions. Physical
Review B: Condensed Matter and Materials Physics, 96:205428,2017. ISSN 2469-9969. URL:
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.96.205428.

Susobhan Paul and Asim K. Ghosh. Ground state properties of the bond alternating
spin—% anisotropic Heisenberg chain. Condensed Matter Physics, 20(2):23701,2017. ISSN
2224-9079. URL: https://doi.org/10.5488/CMP.20.23701.

Pierre Pfeuty. The one-dimensional Ising model with a transverse field. Annals
of Physics, 57(1):79-90, 1970. ISSN 0003-4916. URL: https://doi.org/10.1016/
0003-4916(70)90270-8.

Fabio Franchini. An Introduction to Integrable Techniques for One-Dimensional Quantum
Systems. Springer International Publishing, 2017. ISBN 9783319484877. URL: https:
//doi.org/10.1007%2F978-3-319-48487-7.

Yaoxiong Wang, Feng Shuang, and Herschel Rabitz. All possible coupling schemes
in XY spin chains for perfect state transfer. Physical Review A, 84:012307, 2011. ISSN
2469-9934. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevA.84.012307.

Zhang Jian, Shao Bin, Zou Jian, and Li Qian-Shu. Improving quantum state transfer in
a general XY chain via the Dzyaloshinsky—Moriya interaction. Chinese Physics B, 20
(10):100307, 2011. ISSN 1674-1056. URL: https://doi.org/10.1088/1674-1056/20/
10/100307.

Shihao Bi, Yan He, and Peng Li. Ring-frustrated non-Hermitian XY model. Physics
Letters A, 395:127208, 2021. ISSN 0375-9601. URL: https://doi.org/10.1016/j.
physleta.2021.127208.

136


https://doi.org/10.1103/PhysRev.135.A659
https://doi.org/10.1016/0003-4916(61)90115-4
https://doi.org/10.1016/0003-4916(61)90115-4
https://doi.org/10.1103/PhysRev.127.1508
https://doi.org/10.1103/PhysRev.127.1508
http://www.cambridge.org/9781107030435
https://doi.org/10.1017/CBO9781139020916
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.98.064415
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.98.064415
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.96.205428
https://doi.org/10.5488/CMP.20.23701
https://doi.org/10.1016/0003-4916(70)90270-8
https://doi.org/10.1016/0003-4916(70)90270-8
https://doi.org/10.1007%2F978-3-319-48487-7
https://doi.org/10.1007%2F978-3-319-48487-7
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.84.012307
https://doi.org/10.1088/1674-1056/20/10/100307
https://doi.org/10.1088/1674-1056/20/10/100307
https://doi.org/10.1016/j.physleta.2021.127208
https://doi.org/10.1016/j.physleta.2021.127208

[52]

[61]

[62]

[63]

[64]

Ilaria Maccari, Lara Benfatto, and Claudio Castellani. Uniformly Frustrated XY Model:
Strengthening of the Vortex Lattice by Intrinsic Disorder. Condensed Matter, 6(4), 2021.
ISSN 2410-3896. URL: https://doi.org/10.3390/condmat6040042.

Aditi Mitra. Quantum Quench Dynamics. Annual Review of Condensed Matter
Physics, 9(1):245-259, 2018. ISSN 1947-5462. URL: https://doi.org/10.1146/
annurev-conmatphys-031016-025451.

Zhe Wang, Pan-Pan Fang, Yu-Liang Xu, Chun-Yang Wang, Rong-Tao Zhang, Han
Zhang, and Xiang-Mu Kong. Quantum quench dynamics in XY spin chain with
ferromagnetic and antiferromagnetic interactions. Physica A: Statistical Mechanics and
its Applications, 581:126205, 2021. ISSN 0378-4371. URL: https://doi.org/10.1016/
j.physa.2021.126205.

Matt$ Lach and Milan Zukovi¢. Phase diagrams of the antiferromagnetic y model on
a triangular lattice with higher-order interactions. Physical Review E, 104:024134, 2021.
ISSN 2470-0053. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevE.104.024134.

Yu-Guo Liu, Lu Xu, and Zhi Li. Quantum phase transition in a non-Hermitian XY spin
chain with global complex transverse field. Journal of Physics: Condensed Matter, 33(29):
295401, 2021. ISSN 1361-648X. URL: https://doi.org/10.1088/1361-648X/ac00dd.

Pavel N. Timonin and Gennady Y. Chitov. Disorder lines, modulation, and partition
function zeros in free fermion models. Physical Review B: Condensed Matter and
Materials Physics, 104:045106, 2021. ISSN 2469-9969. URL: https://doi.org/10.1103/
PhysRevB.104.045106.

Giuseppe Carleo and Matthias Troyer. Solving the quantum many-body problem with
artificial neural networks. Science, 355(6325):602—606, 2017. ISSN 1095-9203. URL:
https://doi.org/10.1126/science.aag2302.

Chen-Hui Song, Qu-Cheng Gao, Xu-Yang Hou, Xin Wang, Zheng Zhou, Yan He, Hao
Guo, and Chih-Chun Chien. Machine learning of the xy model on a spherical Fibonacci
lattice. Physical Review Research, 4:023005, 2022. ISSN 2643-1564. URL: https://doi.
org/10.1103/PhysRevResearch.4.023005.

Romaén Orts. A practical introduction to tensor networks: Matrix product states and
projected entangled pair states. Annals of Physics, 349:117-158, 2014. ISSN 0003-4916.
URL: https://doi.org/10.1016/j.aop.2014.06.013.

Steven R. White. Density matrix formulation for quantum renormalization groups.
Physical Review Letters, 69:2863-2866, 1992. ISSN 1079-7114. URL: https://doi.org/
10.1103/PhysRevLett.69.2863.

Ulrich Schollwock. The density-matrix renormalization group in the age of matrix
product states. Annals of Physics, 326(1):96-192, 2011. ISSN 0003-4916. URL: https:
//doi.org/10.1016/j.a0p.2010.09.012.

Romén Orts. Exploring corner transfer matrices and corner tensors for the classical
simulation of quantum lattice systems. Physical Review B: Condensed Matter and Materials
Physics, 85:205117,2012. ISSN 2469-9969. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevB.
85.205117.

Frank Verstraete and J. Ignacio Cirac. Renormalization algorithms for quantum-many
body systems in two and higher dimensions, 2004. URL: https://doi.org/10.48550/
arXiv.cond-mat/0407066.

137


https://doi.org/10.3390/condmat6040042
https://doi.org/10.1146/annurev-conmatphys-031016-025451
https://doi.org/10.1146/annurev-conmatphys-031016-025451
https://doi.org/10.1016/j.physa.2021.126205
https://doi.org/10.1016/j.physa.2021.126205
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.104.024134
https://doi.org/10.1088/1361-648X/ac00dd
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.104.045106
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.104.045106
https://doi.org/10.1126/science.aag2302
https://doi.org/10.1103/PhysRevResearch.4.023005
https://doi.org/10.1103/PhysRevResearch.4.023005
https://doi.org/10.1016/j.aop.2014.06.013
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.69.2863
https://doi.org/10.1016/j.aop.2010.09.012
https://doi.org/10.1016/j.aop.2010.09.012
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.85.205117
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.85.205117
https://doi.org/10.48550/arXiv.cond-mat/0407066
https://doi.org/10.48550/arXiv.cond-mat/0407066

[65] Robert Hiibener, Volckmar Nebendahl, and Wolfgang Diir. Concatenated tensor
network states. New Journal of Physics, 12(2):025004, 2010. ISSN 1367-2630. URL:
https://doi.org/10.1088/1367-2630/12/2/025004.

[66] Guifre Vidal. Class of Quantum Many-Body States that can be Efficiently Simulated.
Physical Review Letters, 101:110501, 2008. ISSN 1079-7114. URL: https://doi.org/10.
1103/PhysRevLett.101.110501.

[67] Marc Hein, Jens Eisert, and Hans J. Briegel. Multiparty entanglement in graph states.
Physical Review A, 69:062311, 2004. ISSN 2469-9934. URL: http://doi.org/10.1103/
physreva.69.062311.

[68] Wolfgang Diir, Lorenz Hartmann, Marc Hein, Maciej Lewenstein, and Hans J. Briegel.
Entanglement in Spin Chains and Lattices with Long-Range Ising-Type Interactions.
Physical Review Letters, 94:097203, 2005. ISSN 1079-7114. URL: http://doi.org/10.
1103 /PhysRevLett.94.097203.

[69] Marc Hein, Wolfgang Diir, Jens Eisert, Robert Raussendorf, Maarten Van den Nest,
and Hans J. Briegel. Entanglement in Graph States and its Applications, 2006. URL:
https://doi.org/10.48550/arXiv.quant-ph/0602096.

[70] Lorenz Hartmann, John Calsamiglia, Wolfgang Diir, and Hans ]. Briegel. Weighted
graph states and applications to spin chains, lattices and gases. Journal of Physics B:
Atomic, Molecular and Optical Physics, 40(9):S1, 2007. ISSN 1361-6455. URL: http:
//doi.org/10.1088/0953-4075/40/9/S01.

[71] Simon Anders, Martin B. Plenio., Wolfgang Diir, Frank Verstraete, and Hans ]. Briegel.
Ground-State Approximation for Strongly Interacting Spin Systems in Arbitrary
Spatial Dimension. Physical Review Letters, 97:107206, 2006. ISSN 1079-7114. URL:
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.97.107206.

[72] Simon Anders, Hans ]J. Briegel, and Wolfgang Diir. A variational method based on
weighted graph states. New Journal of Physics, 9(10):361, 2007. ISSN 1367-2630. URL:
https://doi.org/10.1088/1367-2630/9/10/361.

[73] Python Software Foundation. Python 3.9.16, 2022. URL: http://www.python.org.
Documentation: https://docs.python.org/.

[74] Gabriel T. Landi.  One-dimensional quantum spin chains, 2019.  Lecture
notes. Department of Materials Physics and Mechanics, University of Sdo Paulo.
Disponible en http://www.fmt.if.usp.br/~gtlandi/courses/spin-chains-2.pdf
[20/9/2023].

[75] Gabriel T. Landi. Second quantization, 2019. Lecture notes. Department of Materials
Physics and Mechanics, University of Sdo Paulo. Disponible en http://www. fmt.if.
usp.br/~gtlandi/courses/second-quantization-4.pdf [20/9/2023].

[76] Glen Bigan Mbeng, Angelo Russomanno, and Giuseppe E. Santoro. The quantum Ising
chain for beginners, 2020. URL: https://doi.org/10.48550/arXiv.2009.09208.

[77] Wolfgang Nolting and Anupuru Ramakanth. Quantum Theory of Magnetism. Springer
Berlin Heidelberg, 2009. ISBN 978-3-540-85416-6. URL: https://doi.org/10.1007/
978-3-540-85416-6.

[78] Neil W. Ashcroft and N. David Mermin. Solid State Physics. Saunders College
Publishing, 1976. ISBN 0-03-083993-9.

138


https://doi.org/10.1088/1367-2630/12/2/025004
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.101.110501
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.101.110501
http://doi.org/10.1103/physreva.69.062311
http://doi.org/10.1103/physreva.69.062311
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.94.097203
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.94.097203
https://doi.org/10.48550/arXiv.quant-ph/0602096
http://doi.org/10.1088/0953-4075/40/9/S01
http://doi.org/10.1088/0953-4075/40/9/S01
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.97.107206
https://doi.org/10.1088/1367-2630/9/10/361
http://www.python.org
https://docs.python.org/
http://www.fmt.if.usp.br/~gtlandi/courses/spin-chains-2.pdf
http://www.fmt.if.usp.br/~gtlandi/courses/second-quantization-4.pdf
http://www.fmt.if.usp.br/~gtlandi/courses/second-quantization-4.pdf
https://doi.org/10.48550/arXiv.2009.09208
https://doi.org/10.1007/978-3-540-85416-6
https://doi.org/10.1007/978-3-540-85416-6

[79] Michael P. Marder. Condensed Matter Physics. John Wiley & Sons, Ltd, 2nd edition,
2010. ISBN 9780470949955. URL: https://doi.org/10.1002/9780470949955.

[80] Walter H. Heitler and Fritz W. London. Wechselwirkung neutraler Atome und
homoopolare Bindung nach der Quantenmechanik. Zeitschrift fiir Physik, 44:455-472,
1927. ISSN 0044-3328. URL: https://doi.org/10.1007/BF®1397394.

[81] Stephen Blundell. Magnetism in Condensed Matter. Oxford University Press, 2001. ISBN
9780198505914. URL: https://oup.com/academic/product/9780198505914.

[82] Irene D’Amico Krissia Zawadzki, Luiz N. Oliveira. Symmetries and Boundary
Conditions with a Twist. Brazilian Journal of Physics, 47:488-511, 2017. ISSN 1678-
4448. URL: https://doi.org/10.1007/s13538-017-0517-9.

[83] Rodney J. Baxter. One-dimensional anisotropic Heisenberg chain. Annals of Physics, 70
(2):323-337, 1972. ISSN 0003-4916. URL: https://doi.org/10.1016/0003-4916(72)
90270-9.

[84] Rodney J. Baxter. Eight-Vertex Model in Lattice Statistics. Physical Review Letters, 26:
832-833, 1971. ISSN 1079-7114. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.26.
832.

[85] Chen-Ning Yang and Chen-Ping Yang. One-Dimensional Chain of Anisotropic Spin-
Spin Interactions. I. Proof of Bethe’s Hypothesis for Ground State in a Finite System.
Physical Review, 150:321-327,1966. ISSN 1536-6065. URL: https://doi.org/10.1103/
PhysRev.150.321.

[86] Chen-Ning Yang and Chen-Ping Yang. One-Dimensional Chain of Anisotropic Spin-
Spin Interactions. II. Properties of the Ground-State Energy Per Lattice Site for an
Infinite System. Physical Review, 150:327-339, 1966. ISSN 1536-6065. URL: https:
//doi.org/10.1103/PhysRev. 150.327.

[87] Chen-Ning Yang and Chen-Ping Yang. One-Dimensional Chain of Anisotropic Spin-
Spin Interactions. III. Applications. Physical Review, 151:258-264, 1966. ISSN 1536-6065.
URL: https://doi.org/10.1103/PhysRev.151.258.

[88] Jacques des Cloizeaux and James ]. Pearson. Spin-Wave Spectrum of the
Antiferromagnetic Linear Chain. Physical Review, 128:2131-2135, 1962. ISSN 1536-
6065. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRev.128.2131.

[89] Leon A. Takhtadzhan and Lyudvig D. Faddeev. The quantum inverse problem method
and the XYZ Heisenberg model. Russian Mathematical Surveys, 34(5):11-68, 1979. ISSN
1468-4829. URL: https://doi.org/10.1070/RM1979v034n05ABEHO03909.

[90] Thomas Ising, Reinhard Folk, Ralph Kenna, Bertrand Berche, and Yurij Holovatch. The
Fate of Ernst Ising and the Fate of his Model. Journal of Physical Studies, 21(3):3002(19
p-), 2017. ISSN 2310-0052. URL: https://doi.org/10.30970/jps.21.3002.

[91] Omar Osenda, Zhen Huang, and Sabre Kais. Tuning the entanglement for a one-
dimensional magnetic system with anisotropic coupling and impurities. Physical
Review A, 67:062321, 2003. ISSN 2469-9934. URL: https://doi.org/10.1103/
PhysRevA.67.062321.

[92] Yun-Zhong Lai, Ai-Zhen Zhang, Zhan-Ning Hu, Jiu-Qing Liang, and Fu-Ke Pu.
Integrable Multi-impurity Open XXZ Chain with Next-Nearest-Neighbor Interaction.

139


https://doi.org/10.1002/9780470949955
https://doi.org/10.1007/BF01397394
https://oup.com/academic/product/9780198505914
https://doi.org/10.1007/s13538-017-0517-9
https://doi.org/10.1016/0003-4916(72)90270-9
https://doi.org/10.1016/0003-4916(72)90270-9
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.26.832
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.26.832
https://doi.org/10.1103/PhysRev.150.321
https://doi.org/10.1103/PhysRev.150.321
https://doi.org/10.1103/PhysRev.150.327
https://doi.org/10.1103/PhysRev.150.327
https://doi.org/10.1103/PhysRev.151.258
https://doi.org/10.1103/PhysRev.128.2131
https://doi.org/10.1070/RM1979v034n05ABEH003909
https://doi.org/10.30970/jps.21.3002
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.67.062321
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.67.062321

[93]

[94]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

Chinese Physics Letters, 16(6):434—436, 1999. ISSN 1741-3540. URL: https://doi.org/
10.1088/0256-307X/16/6/017.

Raymond F. Bishop, Damian J. J. Farnell, and John B. Parkinson. Phase transitions in
the spin-half J; —J> model. Physical Review B: Condensed Matter and Materials Physics,
58:6394-6402, 1998. ISSN 2469-9969. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevB.58.
6394.

Jesko Sirker, Zheng Weihong, Oleg P. Sushkov, and Jaan Oitmaa. .J; —.J> model: First-
order phase transition versus deconfinement of spinons. Physical Review B: Condensed
Matter and Materials Physics, 73:184420, 2006. ISSN 2469-9969. URL: https://doi.org/
10.1103/PhysRevB.73.184420.

Chanchal K. Majumdar and Dipan K. Ghosh. On Next-Nearest-Neighbor Interaction in
Linear Chain. I. Journal of Mathematical Physics, 10(8):1388-1398, 2003. ISSN 0022-2488.
URL: https://doi.org/10.1063/1.1664978.

Chanchal K. Majumdar and Dipan K. Ghosh. On Next-Nearest-Neighbor Interaction in
Linear Chain. II. Journal of Mathematical Physics, 10(8):1399-1402, 2003. ISSN 0022-2488.
URL: https://doi.org/10.1063/1.1664979.

Ravindra W. Chhajlany, Piotr Tomczak, Antoni Wo¢jcik, and Johannes Richter.
Entanglement in the Majumdar-Ghosh model. Physical Review A, 75:032340, 2007.
ISSN 2469-9934. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevA.75.032340.

Matthieu Mambrini, Andreas Lauchli, Didier Poilblanc, and Frédéric Mila. Plaquette
valence-bond crystal in the frustrated Heisenberg quantum antiferromagnet on the
square lattice. Physical Review B: Condensed Matter and Materials Physics, 74:144422,
2006. ISSN 2469-9969. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevB.74.144422.

Heiko Rieger and Genadi Uimin. The one-dimensional ANNNI model in a transverse
field: analytic and numerical study of effective Hamiltonians. Zeitschrift fiir Physik B
Condensed Matter, 101:597-611, 1996. ISSN 1431-584X. URL: https://doi.org/10.
1007/s002570050252.

Walter Selke. The ANNNImodel — Theoretical analysis and experimental application.
Physics Reports, 170(4):213-264, 1988. ISSN 0370-1573. URL: https://doi.org/10.
1016/0370-1573(88)90140-8.

Harry J. Lipkin, N. Meshkov, and Arnold ]. Glick. Validity of many-body
approximation methods for a solvable model: (I). Exact solutions and perturbation
theory. Nuclear Physics, 62(2):188-198, 1965. ISSN 0029-5582. URL: https://doi.org/
10.1016/0029-5582(65)90862-X.

N. Meshkov, Arnold ]J. Glick, and Harry J. Lipkin. Validity of many-body approximation
methods for a solvable model: (II). Linearization procedures. Nuclear Physics, 62(2):199—
210, 1965. ISSN 0029-5582. URL: https://doi.org/10.1016/0029-5582(65)90863-1.

Arnold]. Glick, Harry]. Lipkin, and N. Meshkov. Validity of many-body approximation
methods for a solvable model: (III). Diagram summations. Nuclear Physics, 62(2):211-
224,1965. ISSN 0029-5582. URL: https://doi.org/10.1016/0029-5582(65)90864- 3.

Tommaso Caneva, Rosario Fazio, and Giuseppe E. Santoro. Adiabatic quantum
dynamics of the Lipkin-Meshkov-Glick model. Physical Review B: Condensed Matter
and Materials Physics, 78:104426, 2008. ISSN 2469-9969. URL: https://doi.org/10.
1103/PhysRevB.78.104426.

140


https://doi.org/10.1088/0256-307X/16/6/017
https://doi.org/10.1088/0256-307X/16/6/017
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.58.6394
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.58.6394
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.73.184420
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.73.184420
https://doi.org/10.1063/1.1664978
https://doi.org/10.1063/1.1664979
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.75.032340
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.74.144422
https://doi.org/10.1007/s002570050252
https://doi.org/10.1007/s002570050252
https://doi.org/10.1016/0370-1573(88)90140-8
https://doi.org/10.1016/0370-1573(88)90140-8
https://doi.org/10.1016/0029-5582(65)90862-X
https://doi.org/10.1016/0029-5582(65)90862-X
https://doi.org/10.1016/0029-5582(65)90863-1
https://doi.org/10.1016/0029-5582(65)90864-3
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.78.104426
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.78.104426

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

[116]

[117]

F. Duncan M. Haldane. Exact Jastrow-Gutzwiller resonating-valence-bond ground
state of the spin-1 antiferromagnetic Heisenberg chain with 1/1? exchange. Physical
Review Letters, 60:635-638, 1988. ISSN 1079-7114. URL: https://doi.org/10.1103/
PhysRevLett.60.635.

B. Sriram Shastry. Exact solution of an S=1/2 Heisenberg antiferromagnetic chain
with long-ranged interactions. Physical Review Letters, 60:639-642, 1988. ISSN 1079-
7114. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.60.639.

Vladimir I. Inozemtsev. On the connection between the one-dimensional S=1/2
Heisenberg chain and Haldane-Shastry model. Journal of Statistical Physics, 59:1143—
1155, 1990. ISSN 1572-9613. URL: https://doi.org/10.1007/BF01334745.

Robert Blinc. On the isotopic effects in the ferroelectric behaviour of crystals with short
hydrogen bonds. Journal of Physics and Chemistry of Solids, 13(3):204-211, 1960. ISSN
0022-3697. URL: https://doi.org/10.1016/0022-3697 (60)90003-2.

Pierre G. de Gennes. Collective motions of hydrogen bonds. Solid State Communications,
1(6):132-137, 1963. ISSN 0038-1098. URL: https://doi.org/10.1016/0038-1098(63)
90212-6.

Yu-Guo Wang, Wei-Lie Zhong, and Pei-Lin Zhang. Ferroelectric films described
by transverse Ising model with long-range interactions. Solid State Communications,
101(11):807-810, 1997.  ISSN 0038-1098.  URL: https://doi.org/10.1016/
S0038-1098(96)00730-2.

Thomas Koffel, Maciej Lewenstein, and Luca Tagliacozzo. Entanglement Entropy for
the Long-Range Ising Chain in a Transverse Field. Physical Review Letters, 109:267203,
2012. ISSN 1079-7114. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.267203.

Davide Vodola, Luca Lepori, Elisa Ercolessi, and Guido Pupillo. Long-range Ising
and Kitaev models: phases, correlations and edge modes. New Journal of Physics, 18
(1):015001, 2015. ISSN 1367-2630. URL: https://doi.org/10.1088/1367-2630/18/
1/015001.

Leela G. Ch. Lakkaraju, Srijon Ghosh, Debasis Sadhukhan, and Aditi Sen(De).
Mimicking quantum correlation of a long-range Hamiltonian by finite-range
interactions. Physical Review A, 106:052425, 2022. ISSN 2469-9934. URL: https:
//doi.org/10.1103/PhysRevA.106.052425.

Wu-Pei Su, John R. Schrieffer, and Alan J. Heeger. Solitons in Polyacetylene. Physical
Review Letters, 42:1698-1701, 1979. ISSN 1079-7114. URL: https://doi.org/10.1103/
PhysRevLett.42.1698.

Marta P. Estarellas, Irene D’Amico, and Timothy P. Spiller. Topologically protected
localised states in spin chains. Scientific Reports, 7:42904, 2017. ISSN 2045-2322. URL:
https://doi.org/10.1038/srep42904.

Amit Dutta, Gabriel Aeppli, Bikas K. Chakrabarti, Uma Divakaran, Thomas F.
Rosenbaum, and Diptiman Sen. Quantum Phase Transitions in Transverse Field Spin
Models: From Statistical Physics to Quantum Information. Cambridge University Press,
2015. URL: https://doi.org/10.1017/CB09781107706057.

David A. Mazziotti. Reduced-Density-Matrix Mechanics: With Application to Many-
Electron Atoms and Molecules. John Wiley & Sons, Ltd, 1st edition, 2007. ISBN
9780471790563. URL: https://doi.org/10.1002/0470106603.

141


https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.60.635
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.60.635
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.60.639
https://doi.org/10.1007/BF01334745
https://doi.org/10.1016/0022-3697(60)90003-2
https://doi.org/10.1016/0038-1098(63)90212-6
https://doi.org/10.1016/0038-1098(63)90212-6
https://doi.org/10.1016/S0038-1098(96)00730-2
https://doi.org/10.1016/S0038-1098(96)00730-2
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.267203
https://doi.org/10.1088/1367-2630/18/1/015001
https://doi.org/10.1088/1367-2630/18/1/015001
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.106.052425
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.106.052425
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.42.1698
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.42.1698
https://doi.org/10.1038/srep42904
https://doi.org/10.1017/CBO9781107706057
https://doi.org/10.1002/0470106603

[118] Thomas Vojta. Quantum phase transitions in electronic systems. Annalen der
Physik, 512(6):403-440, 2000. ISSN 1521-3889. URL: https://doi.org/10.1002/andp.
20005120601.

[119] JoséI. Latorre, Enrique Rico, and Guifré Vidal. Ground state entanglement in quantum
spin chains. Quantum Information & Computation, 4(1):48-92, 2004. ISSN 1533-7146.
URL: https://dl.acm.org/doi/10.5555/2011572.2011576.

[120] Zhen Huang, Omar Osenda, and Sabre Kais. Entanglement of formation for one-
dimensional magnetic systems with defects. Physics Letters A, 322(3):137-145, 2004.
ISSN 0375-9601. URL: https://doi.org/10.1016/j.physleta.2004.01.022.

[121] Frank Kriiger. PHAS0059 Theoretical Condensed Matter, 2022. Lecture notes.
Department of Physics and Astronomy, University College London. Disponible
en https://www.ucl.ac.uk/~ucanfkr/lecturenotes/CMtheory/lecturenotes.pdf
[18/7/2023].

[122] Thierry Giamarchi, Anibal Iucci, and Christophe Berthod. Introduction to Many Body
physics, 2013. Lecture notes. Department of Quantum Matter Physics, University
of Geneva. Disponible en https://giamarchi.unige.ch/wp-content/php_code/
people/thierry.giamarchi/pdf/many-body.pdf [18/7/2023].

[123] Michael A. Nielsen. The Fermionic canonical commutation relations and the
Jordan-Wigner transform, 2005. Notes. Disponible en https: //futureofmatter. com/
assets/fermions_and_jordan_wigner.pdf [18/7/2023].

[124] John Chalker. Quantum Theory of Condensed Matter, 2013. Lecture notes. Condensed
Matter Theory Group, Oxford University. Disponible en http://www-thphys.
physics.ox.ac.uk/people/JohnChalker/qtcm/lecture-notes.pdf [18/7/2023].

[125] Subir Sachdev. Quantum Phase Transitions. Cambridge University Press, 2nd edition,
2011. URL: https://doi.org/10.1017/CB09780511973765.

[126] Andreas Schadschneider and Gotz S. Uhrig. Strongly Correlated Systems in Solid
State Physics, 2004. Lecture notes. Institute for Theoretical Physics, University
of Cologne. Disponible en https://www.thp.uni-koeln.de/~as/Mypage/PSfiles/
Korrel/korrel.pdf [18/7/2023].

[127] Daniel C. Mattis. Many-Body Problem: An Encyclopedia of Exactly Solved Models in One
Dimension. World Scientific, 1993. ISBN 9789810214760. URL: https://doi.org/10.
1142/1666.

[128] Anders W. Sandvik. Computational studies of quantum spin systems. AIP Conference
Proceedings, 1297(1):135-338, 2010. ISSN 0094-243X. DOI 10.1063/1.3518900. URL:
https://doi.org/10.1063/1.3518900.

[129] Jos Thijssen. Computational Physics. Cambridge University Press, 2 edition, 2007. ISBN
9781139171397. URL: https://doi.org/10.1017/CB09781139171397.

[130] Paolo Giannozzi. Numerical Methods in Quantum Mechanics, 2019. Lecture Notes -
2018/2019. Department of Mathematical Science, Computing and Physics, University
of Udine. Versién actual disponible en https://www.fisica.uniud.it/~giannozz/
Corsi/MQ/LectureNotes/mq.pdf [20/9/2023].

142


https://doi.org/10.1002/andp.20005120601
https://doi.org/10.1002/andp.20005120601
https://dl.acm.org/doi/10.5555/2011572.2011576
https://doi.org/10.1016/j.physleta.2004.01.022
https://www.ucl.ac.uk/~ucanfkr/lecturenotes/CMtheory/lecturenotes.pdf
https://giamarchi.unige.ch/wp-content/php_code/people/thierry.giamarchi/pdf/many-body.pdf
https://giamarchi.unige.ch/wp-content/php_code/people/thierry.giamarchi/pdf/many-body.pdf
https://futureofmatter.com/assets/fermions_and_jordan_wigner.pdf
https://futureofmatter.com/assets/fermions_and_jordan_wigner.pdf
http://www-thphys.physics.ox.ac.uk/people/JohnChalker/qtcm/lecture-notes.pdf
http://www-thphys.physics.ox.ac.uk/people/JohnChalker/qtcm/lecture-notes.pdf
https://doi.org/10.1017/CBO9780511973765
https://www.thp.uni-koeln.de/~as/Mypage/PSfiles/Korrel/korrel.pdf
https://www.thp.uni-koeln.de/~as/Mypage/PSfiles/Korrel/korrel.pdf
https://doi.org/10.1142/1666
https://doi.org/10.1142/1666
https://doi.org/10.1063/1.3518900
https://doi.org/10.1017/CBO9781139171397
https://www.fisica.uniud.it/~giannozz/Corsi/MQ/LectureNotes/mq.pdf
https://www.fisica.uniud.it/~giannozz/Corsi/MQ/LectureNotes/mq.pdf

[131] Joshua Izaac and Jingbo Wang. Computational Quantum Mechanics. Springer
International Publishing, 1 edition, 2019. ISBN 9783319999302. URL: https://doi.
org/10.1007/978-3-319-99930-2.

[132] James W. Demmel. Applied Numerical Linear Algebra. Society for Industrial and
Applied Mathematics, 1997. ISBN 9780898713893. URL: https://doi.org/10.1137/
1.9781611971446.

[133] Vicente Hernandez, José E. Roman, Andrés Tomas, and Vicent Vidal. STR-5: Lanczos
Methods in SLEPc, 2006. SLEPc Technical Reports. Departamento de Sistemas
Informéticos y Computacién, Universitat Politécnica de Valencia. Disponible en
https://slepc.upv.es/documentation/reports/str5.pdf [20/9/2023].

[134] Michael A. Nielsen and Isaac L. Chuang. Quantum Computation and Quantum
Information: 10th Anniversary Edition. Cambridge University Press, 2010. ISBN
9780511976667. URL: https://doi.org/10.1017/CB09780511976667.

[135] Francisco Ferndndez and Javier Garcia. Rayleigh-Ritz variational method with suitable
asymptotic behaviour. Open Physics, 12(8):554-558, 2014. ISSN 2391-5471. URL: https:
//doi.org/10.2478/s11534-014-0477-4.

[136] Frank Verstraete, Valentin Murg, and J. Ignacio Cirac. Matrix product states, projected
entangled pair states, and variational renormalization group methods for quantum
spin systems. Advances in Physics, 57(2):143-224, 2008. ISSN 1460-6976. URL: https:
//doi.org/10.1080/14789940801912366.

[137] José L. Latorre and Vicent Pic6. Optimal matrix product states for the heisenberg spin
chain. Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, 42(26):265302, 2009. ISSN
1751-8121. URL: https://doi.org/10.1088/1751-8113/42/26/265302.

[138] David Pérez-Garcia, Frank Verstraete, Michael M. Wolf, and J. Ignacio Cirac. Matrix
product state representations. Quantum Information & Computation, 7(5):401-430, 2007.
ISSN 1533-7146. URL: https://dl.acm.org/doi/10.5555/2011832.2011833.

[139] Ashley Milsted and Guifre Vidal. Geometric interpretation of the multi-scale
entanglement renormalization ansatz, 2018. URL: https://doi.org/10.48550/
arXiv.1812.00529.

[140] Harm van Eersel. Tensor network methods for quantum simulation. Master’s thesis,
Eindhoven University of Technology, Mathematics and Computer Science Department,
Eindhoven, Netherlands, 2011. URL: https://research.tue.nl/files/47006368/
710990-1.pdf.

[141] Masahito Hayashi and Yuki Takeuchi. Verifying commuting quantum computations
via fidelity estimation of weighted graph states. New Journal of Physics, 21(9):093060,
2019. ISSN 1367-2630. URL: https://doi.org/10.1088/1367-2630/ab3d88.

[142] William H. Press, Saul A. Teukolskyand William T. Vetterling, and Brian P. Flannery.
Numerical Recipes: The Art of Scientific Computing, 3rd Edition. Cambridge University
Press, 2007. ISBN 9780521880688. URL: http://www.cambridge.org/9780521880688.

[143] Mykel J. Kochenderfer and Tim A. Wheeler. Algorithms for Optimization. MIT Press,
2019. ISBN 9780262039420. URL: https://mitpress.mit.edu/9780262039420/.

[144] Sean Luke. Essentials of Metaheuristics. Lulu, 2nd edition, 2013. ISBN 9781300549628.
URL: https://cs.gmu.edu/~sean/book/metaheuristics/Essentials.pdf.

143


https://doi.org/10.1007/978-3-319-99930-2
https://doi.org/10.1007/978-3-319-99930-2
https://doi.org/10.1137/1.9781611971446
https://doi.org/10.1137/1.9781611971446
https://slepc.upv.es/documentation/reports/str5.pdf
https://doi.org/10.1017/CBO9780511976667
https://doi.org/10.2478/s11534-014-0477-4
https://doi.org/10.2478/s11534-014-0477-4
https://doi.org/10.1080/14789940801912366
https://doi.org/10.1080/14789940801912366
https://doi.org/10.1088/1751-8113/42/26/265302
https://dl.acm.org/doi/10.5555/2011832.2011833
https://doi.org/10.48550/arXiv.1812.00529
https://doi.org/10.48550/arXiv.1812.00529
https://research.tue.nl/files/47006368/710990-1.pdf
https://research.tue.nl/files/47006368/710990-1.pdf
https://doi.org/10.1088/1367-2630/ab3d88
http://www.cambridge.org/9780521880688
https://mitpress.mit.edu/9780262039420/
https://cs.gmu.edu/~sean/book/metaheuristics/Essentials.pdf

[145]

[146]

[147]

[148]

[149]

[150]

[151]

[152]

Wali Mashwani, Ruqayya Haider, and Samir Brahim Belhaouari. A Multiswarm
Intelligence Algorithm for Expensive Bound Constrained Optimization Problems.
Complexity, 2021:1-18, 02 2021. ISSN 1099-0526. URL: https://doi.org/10.1155/
2021/5521951.

Aryan Mokhtari and Alejandro Ribeiro. Global Convergence of Online Limited
Memory BFGS. Journal of Machine Learning Research, 16(98):3151-3181, 2015. ISSN
1533-7928. URL: http://jmlr.org/papers/v16/mokhtaril5a.html.

Pauli Virtanen, Ralf Gommers, Travis E. Oliphant, Matt Haberland, Tyler Reddy,
David Cournapeau, Evgeni Burovski, Pearu Peterson, Warren Weckesser, Jonathan
Bright, Stéfan J. van der Walt, Matthew Brett, Joshua Wilson, K. Jarrod Millman,
Nikolay Mayorov, Andrew R. J. Nelson, Eric Jones, Robert Kern, Eric Larson, C ]
Carey, Ilhan Polat, Yu Feng, Eric W. Moore, Jake VanderPlas, Denis Laxalde, Josef
Perktold, Robert Cimrman, Ian Henriksen, E. A. Quintero, Charles R. Harris, Anne M.
Archibald, Antdnio H. Ribeiro, Fabian Pedregosa, Paul van Mulbregt, and SciPy 1.0
Contributors. SciPy 1.0: Fundamental Algorithms for Scientific Computing in Python.
Nature Methods, 17:261-272, 2020. ISSN 1548-7105. URL: https://doi.org/10.1038/
s41592-019-0686-2. Documentation: https://docs.scipy.org/doc/scipy/.

Yang Xiang and X. G. Gong. Efficiency of generalized simulated annealing. Physical
Review E: Statistical Physics, Plasmas, Fluids, and Related Interdisciplinary Topics, 62:4473—
4476, 10 2000. ISSN 2470-0053. URL: https://doi.org/10.1103/PhysRevE.62.4473.

Constantino Tsallis and Daniel A. Stariolo. Generalized simulated annealing. Physica
A: Statistical Mechanics and its Applications, 233(1):395-406, 1996. ISSN 0378-4371. URL:
https://doi.org/10.1016/S0378-4371(96)00271-3.

Joseph L. Breeden. Optimizing Stochastic and Multiple Fitness Functions. In John R.
McDonnell, Robert G. Reynolds, and David B. Fogel, editors, Evolutionary Programming
IV: Proceedings of the Fourth Annual Conference on Evolutionary Programming, pages
127-134. MIT Press, 1995. ISBN 9780262290920. URL: https://doi.org/10.7551/
mitpress/2887.003.0017.

Charles R. Harris, K. Jarrod Millman, Stéfan J. van der Walt, Ralf Gommers, Pauli
Virtanen, David Cournapeau, Eric Wieser, Julian Taylor, Sebastian Berg, Nathaniel J.
Smith, Robert Kern, Matti Picus, Stephan Hoyer, Marten H. van Kerkwijk, Matthew
Brett, Allan Haldane, Jaime Ferndndez del Rio, Mark Wiebe, Pearu Peterson, Pierre
Gérard-Marchant, Kevin Sheppard, Tyler Reddy, Warren Weckesser, Hameer Abbasi,
Christoph Gohlke, and Travis E. Oliphant. Array programming with NumPy. Nature,
585(7825):357-362, 2020. ISSN 1476-4687. DOI 10.1038/s41586-020-2649-2. URL:
https://doi.org/10.1038/s41586-020-2649-2. Documentation: https://numpy.
org/doc/.

Aaron Meurer, Christopher P. Smith, Mateusz Paprocki, Ondtej Certik, Sergey B.
Kirpichev, Matthew Rocklin, AMiT Kumar, Sergiu Ivanov, Jason K. Moore, Sartaj
Singh, Thilina Rathnayake, Sean Vig, Brian E. Granger, Richard P. Muller, Francesco
Bonazzi, Harsh Gupta, Shivam Vats, Fredrik Johansson, Fabian Pedregosa, Matthew J.
Curry, Andy R. Terrel, étépén Roucka, Ashutosh Saboo, Isuru Fernando, Sumith Kulal,
Robert Cimrman, and Anthony Scopatz. Sympy: symbolic computing in python. Peer]
Computer Science, 3:e103, 2017. ISSN 2376-5992. URL: https://doi.org/10.7717/
peerj-cs.103. Documentation: https://docs.sympy.org/.

144


https://doi.org/10.1155/2021/5521951
https://doi.org/10.1155/2021/5521951
http://jmlr.org/papers/v16/mokhtari15a.html
https://doi.org/10.1038/s41592-019-0686-2
https://doi.org/10.1038/s41592-019-0686-2
https://docs.scipy.org/doc/scipy/
https://doi.org/10.1103/PhysRevE.62.4473
https://doi.org/10.1016/S0378-4371(96)00271-3
https://doi.org/10.7551/mitpress/2887.003.0017
https://doi.org/10.7551/mitpress/2887.003.0017
https://doi.org/10.1038/s41586-020-2649-2
https://numpy.org/doc/
https://numpy.org/doc/
https://doi.org/10.7717/peerj-cs.103
https://doi.org/10.7717/peerj-cs.103
https://docs.sympy.org/

[153] J.R. Johansson, P.D. Nation, and Franco Nori. QuTiP 2: A Python framework for the
dynamics of open quantum systems. Computer Physics Communications, 184(4):1234—
1240, 2013. ISSN 0010-4655. URL: https://doi.org/10.1016/j.cpc.2012.11.019.
Documentation: https://qutip.org/docs/latest/.

[154] Ahmed Fawzy Gad. PyGAD: An Intuitive Genetic Algorithm Python Library,
2021. URL: https://doi.org/10.48550/arXiv.2106.06158. Documentation: https:
//pygad.readthedocs.io/.

[155] Qiqgi Duan, Guochen Zhou, Chang Shao, Zhuowei Wang, Mingyang Feng, Yijun
Yang, Qi Zhao, and Yuhui Shi. PyPop7: A Pure-Python Library for Population-Based
Black-Box Optimization, 2023. URL: https://doi.org/10.48550/arXiv.2212.05652.
Documentation: https://pypop.readthedocs.io/.

[156] Nikolaus Hansen, Youhei Akimoto, and Petr Baudis. CMA-ES/pycma on Github.
Zenodo, 2019. URL: https://doi.org/10.5281/zenodo.2559634. Documentation:
http://cma-es.github.io/apidocs-pycma.

[157] Alex Williams. Efficient computation of a Kronecker - vector product (with multiple
matrices). GitHub Gist, 2019. Disponible en https://gist.github.com/ahwillia/
£65bc70cb30206d4eadec857b98c4065.

[158] Regev Schweiger, Yaniv Erlich, and Shai Carmi. Factorial HMM: fast and exact inference
in factorial hidden Markov models. Bioinformatics, 35(12):2162-2164, 2018. ISSN 1367-
4803. URL: https://doi.org/10.1093/bioinformatics/bty944.

[159] Aron J. Beekman, Louk Rademaker, and Jasper van Wezel. An introduction to
spontaneous symmetry breaking. SciPost Physics Lecture Notes, 11, 2019. ISSN 2590-
1990. URL: http://doi.org/10.21468/SciPostPhysLectNotes.11.

[160] Katharine M. Mullen. Continuous Global Optimization in R. Journal of Statistical
Software, 60(6):1-45, 2014. URL: https://doi.org/10.18637/jss.v060.1i06.

[161] Xiao-Lin Li, Roger Serra, and Julien Olivier. An Investigation of Particle Swarm
Optimization Topologies in Structural Damage Detection. Applied Sciences, 11(11),
2021. ISSN 2076-3417. URL: https://doi.org/10.3390/app11115144.

[162] Tobias J. Osborne and Michael A.Nielsen. Entanglement in a simple quantum phase
transition. Physical Review A, 66:032110, 2002. ISSN 2469-9934. URL: https://doi.
org/10.1103/PhysRevA.66.032110.

[163] Paul M. Schindler, Tommaso Guaita, Tao Shi, Eugene Demler, and J. Ignacio Cirac.
Variational ansatz for the ground state of the quantum sherrington-kirkpatrick model.
Physical Review Letters, 129:220401, 2022. ISSN 1079-7114. URL: https://doi.org/10.
1103/PhysRevLett.129.220401.

[164] Pietro Silvi, Ferdinand Tschirsich, Matthias Gerster, Johannes Jiinemann, Daniel
Jaschke, Matteo Rizzi, and Simone Montangero. The Tensor Networks Anthology:
Simulation techniques for many-body quantum lattice systems. SciPost Physics
Lecture Notes, 8, 2019. ISSN 2590-1990. URL: https://doi.org/10.21468/
SciPostPhysLectNotes. 8.

[165] Roya Radgohar and Afshin Montakhab. Global entanglement and quantum phase
transitions in the transverse XY heisenberg chain. Physical Review B: Condensed Matter
and Materials Physics, 97:024434, 2018. ISSN 2469-9969. URL: https://doi.org/10.
1103/PhysRevB.97.024434.

145


https://doi.org/10.1016/j.cpc.2012.11.019
https://qutip.org/docs/latest/
https://doi.org/10.48550/arXiv.2106.06158
https://pygad.readthedocs.io/
https://pygad.readthedocs.io/
https://doi.org/10.48550/arXiv.2212.05652
https://pypop.readthedocs.io/
https://doi.org/10.5281/zenodo.2559634
http://cma-es.github.io/apidocs-pycma
https://gist.github.com/ahwillia/f65bc70cb30206d4eadec857b98c4065
https://gist.github.com/ahwillia/f65bc70cb30206d4eadec857b98c4065
https://doi.org/10.1093/bioinformatics/bty944
http://doi.org/10.21468/SciPostPhysLectNotes.11
https://doi.org/10.18637/jss.v060.i06
https://doi.org/10.3390/app11115144
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.66.032110
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.66.032110
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.129.220401
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.129.220401
https://doi.org/10.21468/SciPostPhysLectNotes.8
https://doi.org/10.21468/SciPostPhysLectNotes.8
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.97.024434
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.97.024434

	Resumen
	Abstract

	Índice de Figuras
	Índice de Tablas
	Introducción
	I Teoría de Cadenas de Espines
	Cadenas de Espines
	Origen de la Interacción de Intercambio
	Cadenas de Espines
	Modelos tipo Heisenberg
	Otros Modelos

	Transiciones de Fase Cuánticas

	Solución Exacta del Modelo XY
	Transformaciones y Álgebras Canónicas
	Transformación de Jordan-Wigner
	Expresión Alternativa de 
	Representación de Estados

	Representación Fermiónica del Hamiltoniano
	Términos de Borde
	Paridad y Condiciones de Contorno
	Representación en Espacio Momento

	El Modelo XX
	Estado Fundamental
	Magnetización
	Gap de Energía

	Diagonalización del Hamiltoniano XY
	Transformación de Bogoliubov
	Aplicación de la Transformación al Hamiltoniano

	El Modelo XY
	Estado Fundamental
	Magnetización
	Gap de Energía



	II Métodos de Cálculo para Energías de Estados Fundamentales en Cadenas de Espines
	Métodos de Cálculo
	Métodos de Diagonalización Exacta
	Construcción Directa de la Matriz del Hamiltoniano
	Algoritmo de Lanczos para Diagonalización de Matrices
	Solución de Lieb, Schultz, y Mattis para el Modelo XY

	Estados de Espín y la Base Computacional
	Principio Variacional
	Método de Rayleigh-Ritz

	Estados Variacionales para Sistemas de Espín
	Estados de Grafo Ponderado
	Estados de Grafo Ponderado Generalizados


	Algoritmos de Optimización
	Algoritmo de Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno (BFGS)
	Dual Annealing
	Algoritmo Genético
	Otros Algoritmos


	III Implementación y Resultados
	Implementación
	Generalidades
	Estados Variacionales
	Parametrizaciones Alternativas de los Unitarios Locales
	Simetrización de las Fases
	Simetrización Completa

	Energía
	Implementación Secundaria con SymPy

	Algoritmos de Minimización

	Resultados
	Selección del Minimizador
	Cadena de Ising con Campo Magnético Nulo
	Cadena XX con Campo Magnético Nulo
	Efecto de los Parámetros
	Efecto de las Simetrizaciones

	Cadena XY con Campo Magnético Nulo
	Cadena XX con Campo Magnético Transversal
	Efecto de la Parametrización de los Unitarios
	Minimizaciones Restringidas por Correlaciones
	Algoritmo Genético y Nueva Exploración del Espacio de Búsqueda
	Coeficientes de Deformación Absolutos

	Cadena de Ising con Campo Magnético Transversal
	Modelo FNEI con Campo Magnético Transversal
	Modelo SSH

	Conclusiones

	IV Apéndice
	Expresiones para Matrices Densidad Reducida de 1 y 2 Sitios
	Matriz Densidad Reducida de Un Sitio
	Matriz Densidad Reducida de Dos Sitios

	Complementos para la Solución Exacta del Modelo XY
	Propiedades de 
	Propiedades de 
	Demostración de 
	Demostración de que  son Proyectores Ortogonales
	Demostración de que  Satisfacen la Ortogonalidad de Fourier
	Método para el Gráfico de Magnetizaciones y Susceptibilidades del Modelo XY

	Cálculos Relacionados a las Parametrizaciones de Operadores Unitarios
	Deducción de la Parametrización  de Unitarios
	Relación entre las Parametrizaciones 

	Bibliografía


