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Resumen

En este trabajo se estudian las propiedades dinamicas y reologicas de sus-
pensiones coloidales multicomponentes, con especial hincapié en sistemas de
esferas duras sin interacciones hidrodinamicas. Las propiedades analizadas
son: autodifusion, difusiéon cooperativa, interdifusion y viscoelasticidad. Se
resuelve de manera numeérica autoconsistente las ecuaciones que describen
la dinamica sobreamortiguada de estos sistemas en el marco de la Teoria
Mode-Coupling, que parte de la ecuacion generalizada de Smoluchowski pa-
ra muchos cuerpos. Se estudian en primera instancia el caso monodisperso,
comparando los resultados con la literatura previa; para luego pasar al caso

multicomponente, comparando con resultados exactos en el limite diluido.

Abstract

The aim of this work is to study the dynamical and rheological proper-
ties of colloidal mixtures, with special interest in suspensions of hard spheres
particles. Some important properties to be mentioned are: tracer-diffusion,
cooperative-diffusion, interdiffusion and viscoelasticity. We solve numerically
the equations describing the dynamics in a self-consistent Mode Couplin sche-
me. This scheme is based on the many-body Smoluchowski diffusion equa-
tion. Firstly, the monodisperse case is presented, which is compared with
previous data; then the multicomponent case is analyzed and compared with
the diluted limit.
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de este trabajo nos abocaremos al estudio de diferentes propie-
dades de suspensiones coloidales, de modo que comenzaremos por precisar a
qué nos referimos cuando hablamos de coloides. Por definicién, una dispersion
de particulas de tamanos entre 1nm y 10 um dispersas en un fluido de bajo
peso molecular es denominada una suspension coloidal, y son las particulas
“grandes” las que llamaremos coloides. El tamano minimo de estos tltimos
se establece de modo que sean lo suficientemente grandes comparados con
las moléculas del solvente, a fin de que la interaccién entre estas pueda des-
cribirse por ecuaciones de movimiento macroscopicas para el fluido; lo que
en otras palabras significa que podemos tratar al fluido como un continuo.
Los coloides deben comportarse siempre como particulas brownianas para
cualquier sistema; es esta caracteristica la que define el limite superior para

el tamano de los mismos.

Constituyen ejemplos tipicos de suspensiones coloidales presentes en la
vida cotidiana los pigmentos de pinturas suspendidos en solventes orgénicos,
los globulos rojos en la sangre o las aglomeraciones de caseina en la leche;
por nombrar sélo algunas. En el &mbito de la industria, su gran relevancia
proviene del hecho de que muchos productos son en si mismos dispersiones
coloidales, o bien son derivados de alguna suspension coloidal; ejemplos de
esto son muchos productos quimicos, farmacéuticos y cosméticos de uso co-
miun. Cabe destacar también la importancia de los coloides en la industria

alimenticia o la biologia, donde ejemplos claros de coloides son las proteinas,
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virus, soluciones de ADN, entre otros.

Cuando comenzamos a analizar una suspension coloidal, nos encontramos
que las particulas coloidales son tan grandes comparadas con las moléculas
de solvente, que la escala temporal que gobierna la dindmica de los coloides se
encuentra completamente separada de la correspondiente escala de las molé-
culas de solvente. En niimeros, el tiempo medio entre colisiones de moléculas
de solvente es del orden de 10713 a 107! 5, mientras que la dindmica de las
particulas coloidales tiene lugar en el rango de 1075 a 10! s. Esta separacion
entre las escala temporales permite dividir el estudio en diferentes niveles de
descripcion, tema que discutiremos de manera més detallada en lo sucesivo.

En este marco, las suspensiones coloidales de particulas esféricas cons-
tituyen un modelo en el que es factible un estudio minucioso de diferentes
fendmenos fisicos de gran importancia en mecanica estadistica: cristalizacion,
anélisis de puntos criticos y transiciones de fase fuera del equilibrio como por
ejemplo la vitrificacién. Como los tamanos de las particulas y las distancias
interparticulas son tipicamente del mismo orden de magnitud que la longi-
tud de onda de la luz visible, es posible investigar las propiedades estaticas y
dinamicas de los coloides utilizando diferentes técnicas de scattering de luz.

A diferencia de los liquidos simples, en donde el movimiento molecular
es balistico y se encuentra determinado tunicamente por las fuerzas inter-
particulas, la dindmica de los coloides es disipativa debido a la intervencion
del solvente, el cual da lugar al movimiento Browniano y a interacciones hi-
drodinamicas (HI) de muchos cuerpos. La existencia de HI de largo alcance
y la posibilidad de polidispersidad en el tamano y la interacciéon entre las
particulas dificultan el tratamiento tedrico de la dindmica de coloides.

Un tipo particular de suspensiones coloidales que ha sido y es extensa-
mente estudiado,es el de los denominados sistemas de esferas rigidas. Parte
del interés en este tipo de sistemas se debe al hecho de que estas dispersiones
sirven como un modelo simple para coloides més complejos de relevancia en
la industria quimica y farmacéutica. Mas atin, debido al gran tamano de las
particulas y su dinamica lenta, estos modelos sirven como test para probar
teorias que fueron originalmente desarrolladas para liquidos atémicos y gene-
ralizadas para describir la microestructura (como es el caso de las ecuaciones

integrales y las teorfas de funcionales de densidad), o la dindmica y transi-
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cion vitrea de sistemas coloidales monodispersos (como por ejemplo, la teoria
Mode-Coupling).

El anélisis tedrico de la dinamica de coloides presentado en este trabajo
se basa en la ecuacion de difusion multi-particula para las configuraciones de
particulas, conocida como ecuaciéon generalizada de Smoluchowski. En este
marco, el movimiento de la particula es descrito como un proceso difusivo,
donde el desplazamiento cuadratico medio crece, inicialmente, de manera
lineal con el tiempo. La escala temporal donde algiin cambio en la posicion
de la particulas es perceptible, es en general del orden de 107% s 0 maés.

Existen en la literatura diversos estudios sobre las propiedades estéaticas
y dindmicas de suspensiones coloidales monocomponentes de esferas duras,
pero no ocurre lo mismo con sistemas que involucren mezclas de dispersiones
coloidales. La mayoria de los sistemas coloidales sintetizados industrialmente
o que se hayan en la naturaleza son significativamente polidispersos. Es-
pecificamente, suspensiones bidispersas son utilizadas en la industria para
manipular algunas propiedades de los sistemas, como por ejemplo la visco-
sidad en la fabricacion de ceramicos. Una de las principales caracteristicas
de estos sistemas es que al tratar con mezclas de coloides nos encontramos
con mecanismos de difusion adicionales, que no estan presentes para el ca-
so monodisperso; como la interdifusion o la autodifusion (tracer-diffusion).
Un nuevo fenémeno puede aparecer, como la localizaciéon efectiva de una de
las componentes para el caso de esferas duras con una alta asimetria. Su-
memos a esto el hecho de que el comportamiento viscoelédstico del sistema
sufre alteraciones cuando se modifican las concentraciones relativas de las
componentes.

Es por este motivo que en este trabajo nos proponemos realizar un estudio
sistematico de las propiedades dinamicas y reologicas de las suspensiones
coloidales multicomponentes de esferas duras; tomando como marco teérico
la Teoria Mode-Coupling, que ya ha sido utilizada con éxito en el pasado para
el caso de suspensiones monodispersas. Tomamos como antecedente para el
desarrollo de este trabajo el articulo de G. Négele et al [1], donde se presenta
un modelo tedrico basado en la MCT para describir la dindamica de mezclas

coloidales.






Capitulo 2

Estructura

2.1. Introduccién

En este capitulo realizaremos un breve repaso por los conceptos mas so-
bresalientes en lo que respecta a la estatica de fluidos. Estos nos seran de
utilidad posteriormente cuando analicemos la dindmica de suspensiones coloi-
dales; tanto para generalizar nuestras definiciones al agregar la dependencia
temporal, como para ser utilizados de datos de entrada en nuestras futuras
ecuaciones. Para la comprension de este capitulo, y de los siguientes, solo es
necesario estar familiarizado con algunos conceptos basicos de la mecénica

estadistica.

2.2. Factores de Estructura y Funcién de dis-

tribuciéon radial

2.2.1. Suspensiones Monodispersas

Consideremos un sistema de N particulas esféricas y opticamente isotro-
picas dispersas en un liquido de indice de refraccién v, y contenido en un
volumen V. Un método experimental posible para estudiar las propiedades
estructurales de este tipo de suspensiones coloidales, es a través de expe-
rimentos de SLS (Static light scattering). En este tipo de experimentos se

utiliza un haz de luz monocromética proveniente de un laser, que se asu-
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me esta polarizada con el vector campo eléctrico perpendicular al plano de
scattering. La cantidad que puede medirse directamente en un experimento
de SLS es la siguiente funcién autocorrelacion, denominada average scattered
mntensity:

I"V(q) = (IEMM(9))*) (2.1)
donde EYV(q) es la amplitud compleja del campo eléctrico escatereado debido
a las N particulas; y el braket (---) indica, siempre que nos encontremos en
sistemas ergddicos, un promedio temporal o un promedio sobre el ensamble
indistintamente. El superindice V'V representa el hecho de que tanto el haz
de luz incidente como el dispersado, se encuentran polarizados verticalmente
al plano de scattering. Podemos escribir de forma explicita la ecuacion ([2.1])

para el caso de sistemas monodispersos de la siguiente manera:
I"Y(q) = N(v, — v5)?0°P(q)S(q), (2.2)

donde P(q) es la denominada amplitud de forma que caracteriza a una esfera
de diametro o e indice de refraccion v,. Explicitamente tenemos que P(q)=
371(x)/x]?, donde z=qo /2 y ji(x) es la funcion esférica de Bessel de primer
orden. P(q) estda normalizado de modo que P(g=0)=1.

El factor de estructura estatico S(q) esta definido por

S(q) = (c—qCq) ; (2.3)
donde N
1 ia-
Cq = \/_N ; e aRi _ \/N5q70 (24)

es la componente de Fourier normalizada de la funcion de fluctuaciones de
la densidad local de particulas y 040 es la delta de Kronecker usual (por
lo que (c¢q) =0). Recordemos que la densidad local de particulas esta dada
por p(r) =% §(r — R;), donde R; es la posicion del centro de masa de
la [-ésima particula y d(r) es la delta de Dirac. Al escribir la ecuacion (2.2)),
hemos supuesto que el sistema se encuentra confinado en un contenedor cubi-
co de volumen V' con condiciones de contorno periédicas. Notemos que para
obtener funciones de correlaciéon independientes del ensamble tomado y de la
forma del contenedor, ha de sobreentenderse que hemos alcanzado el limite

termodinamico.
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El factor de estructura estatico describe las correlaciones entre las posi-
ciones de las particulas coloidales. Ademés estd normalizado de modo que
S(q) — 1 para g — co. En sistemas donde las correlaciones entre particu-
las son casi insignificantes, como es el caso de suspensiones muy diluidas, se
encuentra que S(q)=1.

En la literatura sobre estatica de fluidos es usual encontrarnos con resul-
tados referidos a la funciéon de distribucion radial (rdf). Existe una relacion

simple entre S(q) y la funcion de distribucion radial g(r):

S(q) =1+ n/dsreiq’r[g(r) —1], (2.5)

con n=N/V. La definicion de g(r) que nos da la mecanica estadistica en un

sistema homogéneo es la siguiente:

N
o(r) = %< 3 %5(1« R+ Rj)> . (2.6)
i#j=1

La rdf g(r) nos da la probabilidad condicional relativa de encontrar una
particula alejada una distancia r de otra particula. En otras palabras,
47tng(r)r?dr es el ntimero promedio de particulas que encontramos en un
cascaron esférico de radio r y espesor dr con una particula en su centro.
A su vez, el factor de estructura estitico nos proporciona, como su nombre
lo indica, informaciéon de la estructura local del fluido. Ademas, contiene
informacion de relevancia acerca de propiedades termodinamicas del sistema.
Por ejemplo, si nos situamos en el ensamble Gran Canoénico, se conoce [2]
que el limite de longitudes de onda grande de S(q) esta relacionado con la

compresibilidad isotérmica normalizada x, por

) K

donde K, es la compresibilidad osmética debido a las macroparticulas y

K4 = (nk,T)™" es la compresibilidad correspondiente a un gas ideal a la
misma densidad y temperatura. Notemos que podemos obtener fisicamente
un absurdo en el resultado S(¢ = 0) = 0, si colocamos q = 0 dentro del
promedio de la ecuacion , usando la ecuacion . En la practica uno
puede exigir, en lugar del limite matemético, la condiciéon q < ¢,,, donde ¢,

es la posicion del pico principal de S(q).
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2.2.2. Suspensiones Multicomponentes

Extenderemos ahora nuestras definiciones para el caso multicomponente.
Todas las N, particulas correspondientes a la especie o, con a = 1,...,m,
se consideraran idénticas. Pueden generalizarse las relaciones de scattering
discutidas anteriormente, pero preferiremos no detenernos en este tema para
pasar a analizar inmediatamente las cantidades mecanicoestadisticas de inte-
rés. Como es de esperarse, en lugar de tener una tnica funcién que describa la
estructura tendremos una matriz simétrica m xm, cuyas componentes seran
los factores de estructura parciales S,5(q). Los factores de estructura estatico

parciales estan definidos como

Sap(q) = <cﬁch) , (2.8)

donde

N,

a 1 - iq- R

Cq = g e" T — \/Nydg.o (2.9)
VNa =1

es la componente de Fourier normalizada de las fluctuaciones en la densidad
local para la componente o, y Rj* es el vector posicion de la [-ésima particula
de tipo a.. En verdad, la definiciéon de los factores de estructura parciales no
es Gnica y podemos encontrar definiciones alternativas en la literatura [2, [3].
De nuestra definicion se desprende que S,p(q— 00) =04p-

Del mismo modo, podemos ampliar la definicion de la rdf al conjunto
completo de funciones de distribucion radial parciales g,s(r). Estas funciones

estan relacionadas con los factores de estructura parciales por medio de
Sap(q) = 0ap + n(xaxﬁ)l/Q/d3reiq'r[ga5(7") —1]. (2.10)

donde z, = N, /N es la denominada fracciéon molar de la componente «a, y
nuevamente tenemos que n=N/V.

La ecuacion ([2.6)) nos brindaba una definicién microscopica de la funcion
de distribucion radial; esta puede generalizarse para el caso de mezclas de la

siguiente manera:

Jap(r) = ! <Z %5(r—R?+R?)>. (2.11)

nan
o8 \izj=1
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Una interpretacion analoga a la presentada en el caso monocomponente
puede darse en el caso de suspensiones multicomponentes para las rdf parcia-
les: 4mn,gqs(r)r?dr es el namero medio de particulas del tipo 3 localizados
en un cascaron esférico de espesor dr y radio r con una particula del tipo «

en su centro.

2.2.3. Meétodo de ecuaciones integrales

Cuando nos planteamos no recurrir a experimentos para la determinacion
de la funcion de distribuciéon pares o de los factores de estructura parciales,
se presentan diferentes métodos para abordar el problema, conocidos y pro-
bados en la teoria de liquidos simples [2]. Los métodos més importantes son:
métodos de ecuaciones integrales, teoria de perturbaciones y técnicas de si-
mulaciéon por computadora. En esta seccion nos detendremos a analizar solo
los métodos de ecuaciones de integrales, que son ttiles prediciendo la estruc-
tura de equilibrio de suspensiones coloidales. Nuestro punto de partida es el
conjunto de m(m+1)/2 ecuaciones acopladas de Ornstein-Zernike (OZ) que

describen una mezcla m-componente [2]:
hap(r) = Cap + 1 Z X~ / ' Con (It — 1) hary (1) . (2.12)
=1

El conjunto de ecuaciones de OZ relacionan las funciones de correlacion
total hap(1) = gap(r)—1 con las funciones de correlacion directa c,g(r) (ambas
simétricas con respecto al intercambio de indices), y pueden considerarse
como la definicién de las funciones de correlacion directa en términos de
las rdfs parciales go5(r). Como tanto h.g(r) y cas(r) son desconocidas, es
necesario tener otro conjunto de m(m+1)/2 ecuaciones que proporcionen un
nexo con los potenciales a pares u,s () entre las particulas. A estas ecuaciones
se las denomina relaciones de clausura. Todo nuestro trabajo se desarrolla
sobre sistemas de esferas rigidas, por lo que cualquier relaciéon de clausura

que tomemos debe ser consistente con la relacion exacta

1
haﬁ(r) =-1 ) T<UQB:§(O—O¢+0—5)’ (213)

que estable el hecho de que dos esferas no pueden interpenetrarse.
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La clausura més simple que uno puede tomar es la aproximacion de esfera
media (MSA)

Uap(T)
_ . 2.14
T T > 03 ( )

que esencialmente aproxima las funciones de correlacion directa parciales

Cap(r) =

de dos esferas por el correspondiente potencial a pares. Puede demostrarse
que la ecuacion es (2.14) es valida de manera exacta, solo para separaciones
asintoticamente largas entre particulas, es decir, para r— oo.

Otras relaciones de clausura, de particular importancia para sistemas co-
loidales, son el de Cadena Hipertejida (HNC) [4] y Percus-Yevick (PY) [5]
. Esta ultima se ha probado que arroja buenos resultados cuando se aplica
al caso de esferas duras, siempre que no se consideren sistemas muy concen-
trados o con un gran cociente entre radios de las particulas; por lo que en lo

sucesivo usaremos siempre esta clausura que pasamos a presentar:

Cap(r) = exp[(—=uap(r)/kpT)(Yap(r) + D] = Yap(r) — 1, (2.15)

donde la funcion
Yas(r) = hap(r) — cap(r) (2.16)

ha sido introducida.

Podemos decir entonces que una vez elegida la clausura a utilizar, quedan
determinadas las funciones de distribucion radial parciales, y por consiguien-
te, los factores de estructura parciales. Cabe mencionar que el estudio de
las relaciones de clausura no es un tema cerrado, sino que por el contrario,
diferentes investigaciones se llevan a cabo para mejorar su comprension y
precision, como por ejemplo [6, [7].

Asi concluimos nuestro repaso por el estudio de la estatica de suspensiones
coloidales. En adelante, los resultados que obtengamos para nuestros sistemas
con estas ecuaciones, seran tomados como datos de entrada para el estudio

de la dindmica que pasaremos a analizar a continuacion.



Capitulo 3
Dinamica

3.1. Niveles de descripcién

La dindmica de suspensiones coloidales puede estudiarse con diferentes
niveles de detalle, segtin cual sea la escala temporal y espacial de interés. La
descripciéon mas minuciosa que podemos obtener es provista por la dindmica
deterministica de Liouville, que incluye la evolucion temporal microscopica de
todos los grados de libertad, es decir, las posiciones y momentos tanto de las
particulas coloidales como de las moléculas del solvente. Tal grado de detalle
en la descripciéon no es necesario cuando estamos interesados solamente en la
dindmica de las particulas coloidales, ya que estas son sustancialmente mas
grandes (>5 nm) y méas pesadas que las pequenas moléculas del solvente.

La parte relevante de la dinamica de coloides queda restringida entonces
a tiempos t > T, ~ 10725, donde T, es el tiempo medio entre colisiones
de las moléculas del solvente. Podemos luego, prescindir del aporte de las
rapidas fluctuaciones en las posiciones y momentos de las moléculas de sol-
vente. Esto lleva a lo que suele llamarse un nivel contraido (coarse-grained)
de descripcion, valido para tiempos ¢ > T, en donde sblo el espacio de fases
de las variables coloidales aparece de manera explicita. A este nivel de des-
cripcion el solvente se reduce a un fluido de Navier-Stokes que ejerce fuerzas
hidrodindmicas de friccion sobre los coloides. Los tinicos remanentes de los
eliminados grados rapidos de libertad son las fuerzas estocésticas Gaussia-

nas, las cuales son responsables de generar el movimiento Browniano de las

11
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particulas.

Como se desprende de lo mencionado antes, la separacion en diferentes
niveles de descripcion estéd motivado por la separacion entre los tiempos de
relajacion caracteristicos de las particulas. A decir, los tiempos asociados con
la relajaciones de: las velocidades V;(t) de los centros de masa, las posicio-
nes R;(t) de las particulas coloidales, y el campo de velocidades u(r,t) del
solvente que tomamos como continuo. Escribimos a continuacién los tiempos

caracteristicos que describen el sistema:

a
c— T 3]_
=" (31)
T, = a?, (3.2)
! "
M 2 /(p
TB:E:§(E)T77’ (33)
2
a
’['I fry ﬁ’ (34)

que estan referidos, respectivamente a: el tiempo de propagacion del sonido
T, el tiempo de relajacion viscosa T, el tiempo de relajacion del momento
de la particula coloidal T, y el tiempo de relajacién estructural ,.

Las definiciones dadas en las ecuaciones (3.1)-(3.4), se aplican en todos los

1
2

masa homogénea p; inmersas en un fluido Newtoniano de viscosidad 7, densi-

casos a particulas coloidales esféricas de radio a= 30, masa M y densidad de
dad de masa p, y velocidad del sonido c¢. Ademés, (® =67na es el coeficiente
de friccion traslacional de una esfera aislada con condiciones de contorno
fijas, y D'=kpT /(" es el coeficiente de difusién traslacional asociado.

El sentido fisico de estos coeficientes es como sigue: T. es el tiempo re-
querido para que una onda sonora viaje una distancia igual a una esfera de
radio a; el tiempo de relajacion viscosa T, es el tiempo de vida caracteristico
de una onda de cizalladura viscosa creada por una esfera fuera del equilibrio;
el tiempo de relajacién del momento T, es un tiempo de relajacion tipico de
la velocidad de una particula debido a la friccion del solvente; y el tiempo de

relajacién estructural T, es el tiempo necesario para que una esfera difunda
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un distancia aproximadamente igual a su radio a. En otras palabras, el tiem-
po de relajacion estructural es una medida del tiempo requerido para que
suceda un cambio perceptible de la configuracion de la particula a la difusion

de muchos cuerpos.

Antes de adentrarnos en las ecuaciones que rigen la dinamica de los coloi-
des, haremos unos breves comentarios respecto a las escalas temporales del
solvente. Es conocido [8] que el cociente T, /7., que relaciona tiempos caracte-
risticos del solvente, es mucho més grande que la unidad. Es asi que las escalas
temporales ¢ < T, y t > T, se encuentran separadas, y es posible entonces
tratar al solvente como efectivamente incompresible para describir procesos
con tiempos de correlaciéon ¢ > T,. Dijimos con anterioridad que el solvente
estard descripto por un campo de velocidades u(r,t), el cual responde a la

ecuacion de Navier-Stokes

0
Ps {&u + u-Vu} = —Vp+nAu, (3.5)

para un fluido Newtoniano incompresible (ps =constante) donde
V-u(r,t) =0 (3.6)

y p = p(r,t) denota el campo de presiones. Esto es lo ultimo que diremos
sobre la dindmica del solvente; para una discusiéon mas detallada sobre la
dinamica, las condiciones de contorno adecuadas para la ecuacion (3.5)) y las

posibles soluciones, puede recurrirse a [9, [10].

Pasaremos a discutir ahora las escalas de tiempo relacionadas con las
particulas coloidales. De la ecuacion puede verse que T, ~ Ty, siempre
que las densidades de las particulas y el solvente sean comparables en magni-
tud (y de ese modo impedir la sedimentacion). Esto significa que en general
no existe separacion entre las escalas de tiempo de las correlaciones en las
velocidades del solvente y de las velocidades asociadas a las particulas. En
otras palabras, la inercia de las particulas estd intimamente relacionada a la

inercia del solvente, manifestandose en la misma escala espacial.
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3.2. Escala temporal de Fokker-Planck

Como hemos visto en la secciéon anterior, cuando tomamos una escala
temporal para la cual ¢ > T, nos encontramos en la situacion en la que las
coordenadas de las moléculas del solvente ya han relajado al equilibrio tér-
mico; s6lo los momentos y coordenadas espaciales de las particulas coloidales
necesitan considerarse. Si ademas ocurre que los momentos de los coloides
aun no relajaron, es decir ¢ < T, nos encontramos entonces en la escala
temporal de Fokker-Planck. En este régimen la dinamica esta determinada
por la denominada ecuacién de Fokker-Planck o la equivalente ecuacion de
Langevin no retardada.

La gran separacion entre las escalas temporales de las particulas y la
inercia del fluido implica que la ecuacion de Fokker-Planck no es de relevancia
para la dinamica de suspensiones coloidales a tiempos t > T, ya que en esta
descripcion los efectos de inercia hidrodinamica son ignorados |11}, 12]. La
ecuacion de Langevin que describe las trayectorias en el espacio de faces de
N esferas Brownianas interactuantes con velocidades V¥ = {Vy,..., Vy} vy

posiciones R¥={Ry, ..., Ry} esta dada por
M~ v Z Ci(RY)-V5(t) = ViURY®] + FE(1), (37)

para i=1,...,N; donde Mi y V; son la masa y la velocidad traslacional de
la es esfera i-ésima con radio a;. Asumiremos que los valores de las masas y
tamanos de las particulas son del mismo orden de magnitud para todas las
esferas, de este modo nos aseguramos que todas las esferas poseen tiempos
de relajacion en comin T, con x=n, B, I.

Como bien puede verse de la ecuacion ([3.7), la fuerza sobre la particula
i estd compuesta de tres términos. El segundo término, OU/JR;, es la fuer-
za sobre la esfera i que tiene origen en el potencial interparticulas efectivo

existente. La primera contribuciéon

Z ¢ (RY)V;, (3.8)

es la fuerza hidrodinamica de friccién en estado-estacionario F¥ ejercida so-

bre la i-ésima esfera. Esta tltima estéd linealmente asociada a las velocidades
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de las particulas V; por medio de tensores simétricos de fricciéon hidrodi-
namica de segundo orden ¢;;(R"), que sélo dependen de la configuracion
instantanea y de la geometria del sistema. La tercera contribucion es la fuer-
za estocastica F¥ (t) que se describe como un proceso Gaussian estacionario

completamente determinado por su primer momento
(FE(1)) = 0 (3.9)
y su covarianza
(FS(OFG () = 2kpT¢(RMS(t — '), (3.10)

que relaciona la correlacion de la fuerza fluctuante con el tensor de friccion.

Los tensores de fricciéon hidrodindmica ¢;; de N esferas inmersas en un
solvente se calculan a partir de la ecuacién de Navier-Stokes para nime-
ro de Reynolds bajo; situacion que suele denominarse de flujo estacionario
[14]. En el caso limite de que todas las N esferas se hayan separadas por
distancias muy grandes unas de otras, se tiene que ¢;;(R») — 6;;¢1, donde
¢? = 6mna;. Estos tensores de friccion forman los elementos de una super-
matriz N x N simétrica y definida positiva (™), donde el hecho de que la
matriz sea definida positiva implica que la disipacién de energia es siempre
positiva para cualquier movimiento arbitrario de particulas. Se ve ademés

que la matriz inversa

(3.11)

de la super-matriz de friccion ¢V) es también simétrica y definida positi-
va. Los elementos p,;;(RY) de esta super-matriz se denominan tensores de
movilidad.

Para un analisis mas detallado de la ecuacion de Fokker-Planck y de la
ecuacion de Langevin, ademéas del estudio de las escalas temporales, puede

recurrirse a |13} [15].

!Para una definicién precisa y un desarrollo més extenso de las propiedades de los

procesos Gaussianos véase [13].
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3.3. Ecuacion Generalizada de Smoluchowski

Nos concentraremos ahora en la situaciéon en que t > 1, la cual se de-
nomina régimen difusivo. Es en esta escala donde pueden utilizarse experi-
mentos de DLS (Dynamic light scattering) para analizar el comportamiento
de los sistemas coloidales. Como estos experimentos de DLS se restringen
a tiempos de correlacion ¢t > 107%s, que usualmente son varios 6rdenes de
magnitud mas grandes que el tiempo de relajacién de las velocidades T,
solamente observamos la porciéon mas lenta de relajacion en las posiciones de
las particulas Brownianas. Esto nos permite basarnos en una descripciéon con-
traida de las relajaciones en las coordenadas espaciales para tiempos mucho
mayores que T,. En este régimen es que se aplica la denominada Dindmica
de Smoluchowski.

Para particulas Brownianas no interactuantes, la evoluciéon temporal de
la densidad de probabilidad P(R,t), de encontrar a tiempo ¢ una particula

en la posicion R, esta dada por la familiar ecuacion de difusion

2

B 0
5 P(R.1) = D'~ P(R, 1) (3.12)

Para este caso, el vector posicion R(t) queda descripto para ¢ > T, como un
proceso de Wiener, cuya soluciéon es bien conocida y estudiada [13].

Una generalizacion de la ecuacion de difusiéon monoparticula al caso de
N particulas Brownianas interactuantes, es factible de obtener por medio de
una derivaciéon fenomenologica dada por Zwanzig [16]: imponiendo el requi-
sito de la conservacion del nimero de particulas Brownianas, la ecuacion de

continuidad

N
gP(R, t)+ > V;(V,P(RN1)) =0 (3.13)
t o
debe cumplirse para la funcién de distribucion de probabilidad P(R,t). En
la ecuacion anterior, V; = 0/0R; es el operador gradiente con respecto a
R;. La velocidad de deriva V; de la particula j, se encuentra asumiendo
que los efectos de inercia en la velocidad de la particula y en el campo de
velocidades del solvente han relajado, y que nos encontramos en un flujo
estacionario. La aceleracion neta de una particula arbitraria ¢ es nula, dado

que la suma de la fuerza de friccion FZ y la fuerza interparticula que actiia
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sobre esta, se encuentran balanceadas por la llamada fuerza “Termodinamica”

—kpTV,;(In P). Escribimos esto de manera explicita
A _V,U =kgTVi(InP), (3.14)

con F dada por la ecuacion (3.8) y los tensores de friccion ¢;;(R») deri-
vados utilizando hidrodindmica estacionaria a nimero de Reynolds bajo. La

ecuacion (3.14) puede resolverse para las velocidades de deriva como:
1
Vi=———> Dy(R:[V;U + ksTV,(In P)] , (3.15)

donde los tensores simétricos de difusion D,;;(RY) estan relacionados con los

tensores de movilidad por la ecuacion generalizada de Einstein:

Los tensores D;; constituyen los elementos de una super-matriz simétrica
y definida positiva D). Si sustituimos las velocidades de deriva en la ecua-

cion de continuidad (3.13]) obtenemos la denominada ecuacion generalizada
de Smoluchowski (GSE):

9 PR 1) = Q(RY P(RY, 1) (3.17)

donde Q(RN) es el operador diferencial de Smoluchowski, definido por

m  Na,Ng
=> Y VDY (RY: [V5+—Ff} . (3.18)
a,f=1 ij=1 R
Para una mejor descripcion hemos agregado dos nuevos indices a nues-
tras ecuaciones, a y 3, de modo tal de dejar en claro sobre qué especie estan
aplicadas las operaciones. Por otro lado, F]'B = —Vf U(RX) es la fuerza di-
recta que actua sobre la particula 5 € 8 debido al potencial interparticula
U(RX). Notemos que el tensor de difusion es completamente simétrico, es
decir, D} = D/
Cuando las interacciones hidrodinamicas (HI) son ignoradas, tendremos
que D;;(RY) = 6;;D%1, donde DY = k,T/(? es el coeficiente de difusion de
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una esfera aislada. En todo nuestro desarrollo posterior trabajaremos en este
marco, es decir, estudiaremos la dinamica de esferas rigidas bajo el régimen de
Smoluchowski ignorando las interacciones hidrodinamicas. En muchos casos,
sin embargo, no pueden ignorarse las HI porque estas interacciones entre
muchos cuerpos son de largo alcance, aunque en general no son aditivas
a pares y muestran comportamiento singular a pequenas distancias entre
particulas.

El enfoque que adoptamos para encontrar la GSE no es el tnico posible;
un camino diferente al seguido en este trabajo para la derivacion de la GSE
a sido desarrollado por Murphy y Aguirre [17]. En su enfoque, la derivacion
comienza con la ecuacion de Fokker-Planck, la cual se somete a una expansion
del tipo Chapman-Enskog que se trunca luego del término lineal.

La ecuacién generalizada de Smoluchowski describe, para tiempos
t > 1., la evolucion de la densidad de probabilidad P(R~,t) del proceso
Markoviano multivariado {R;(t)}. Esta evolucion avanza desde la distribu-

cion inicial P_(R¥) hasta la distribuciéon canénica de equilibrio

P (RY) = —F—, (3.19)

con la integral configuracional definida por
Z = / dR~ e PURN) (3.20)

donde 8= (kgT)™ 'y JdRY = [dR; - --dRy. La evolucion irreversible a la
solucion estacionaria P, de la GSE, es consecuencia directa del hecho de que
la super-matriz DY) de tensores de difusion es definida positiva y de que no
hay flujo neto de probabilidad a los contornos del sistemaﬂ

Para nuestro desarrollo posterior es necesario destacar algunas propieda-
des de la dindmica de Smoluchowski, en especial las referidas a productos
internos, que nos seran de gran utilidad cuando trabajemos con el formalis-
mo de proyeccion de operadores. En primera instancia pasaremos a definir

dos productos internos (:|-) y (-|-) entre dos variables configuracionales arbi-

2Puede verse un analisis mas detallado de esta afirmacion en [15].
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trariaeﬂ por ejemplo f(R¥) y F(RY). El primer producto interno

(flo) = [ AR P (R F(RY)g(RY .21

esta pesado por la distribucién de probabilidad en equilibrio, mientras que

el segundo producto

(flg) = / AR [7(R)g(RY) . (3.22)

no lo esté. En ambos casos, el asterisco (*) denota la operacion de conjugacion
compleja usual.
Dada la GSE, podemos en principio calcular las funciones de correlacion

temporal de equilibrio

Cry(t) = (S (RY(0))g(R(1))) (3.23)

entre dos variables de configuracion f y g, cualesquiera sean estas. Para f # g
y f = g, nos referimos a las funciones de correlacion cruzada y funciones de
autocorrelacion respectivamente. En este tltimo caso, el bracket denota un
promedio en el ensamble sobre todas las configuraciones iniciales posibles del
sistema con funciéon distribuciéon P,_, y un promedio sobre todas las configu-
raciones que comienzan desde estas en t=0. Comunmente f se elige como la
componente de Fourier de una variable de densidad real, por ejemplo f = ¢,.
La ecuacion queda explicitamente descrita por

Croft) = [ dR [ aRS FIRN9(RY) PRVARY O, (RE), (320

donde P(R¥,t|R¥,0) es la densidad de probabilidad condicional de encontrar
las particulas en posiciones R al tiempo t, dado que las particulas ocupa-
ban las posiciones R} al tiempo inicial £y =0. La densidad de probabilidad

condicional es la solucion de la GSE, sujeta a la condiciéon inicial

N
P(R,t =0|RY,0) = 6(R" —RY) = [[6(R: - Ray) - (3.25)
=1

3Llamamos variable configuracional a cualquier funcién en el espacio de fases. Las
funciones de fase tienen en general asociada una variable macroscopica que se obtiene a

partir del promedio sobre todo el ensamble de la misma.
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La solucién formal es
P(RY t[RY,0) = X®Vi5RY — RY) . (3.26)

Toda la informacion sobre el proceso Markoviano {R;} esta contenida en
la densidad de probabilidad condicional P(R¥,¢|R{,0) y en la distribucion
inicial P (R{") = P, (Ry'). Sin embargo, no necesitamos conocer explicita-
mente P(RY,t|RY,0) para calcular las funciones de correlacion temporal que
son de nuestro interés. Con esto en mira, pasemos a enfocarnos en como uti-
lizar la dinamica de Smoluchowski para describir la evolucién de las variables
configuracionales.

Consideremos ahora el operador de Smoluchowski backward QB(RN), que
no es mas que el adjunto del operador de Smoluchowski Q(RN) con respecto

al producto interno no pesado. La definiciéon de operador adjunto implica que

(QBflg)=(f]Q9), (3.27)

para funciones f y g arbitrarias. Integrando por partes, y despreciando tér-

minos de superficie en los contornos, obtenemos

m  Na,Ng
(R = ) {vg + I%LTFQ} DY®RYVI . (328)
a,B=1 ij=1

El nombre de operador backward para QB se desprende del siguiente he-
cho: consideremos la densidad de probabilidad condicional P(R», t|RY, ty) de
encontrar el sistema al tiempo ¢ en la configuracion R¥ dado que estuvo en
la configuracion RY a un tiempo anterior ty; la evolucion temporal de P con
respecto a este sequndo conjunto {RY, %y} de argumentos, esta regida por la
llamada ecuacion backward dP (RN, t|RY, to) /0ty = —Qp(RY)P(RY, t|RY, to)
sujeta a la condicién inicial . Esta ecuacion es completamente equi-
valente a la ecuaciéon encontrada en , pero el operador Qp tiene, en
contraste con Q, la propiedad muy util de ser autoadjunto con respecto al

producto interno pesado, es decir,

(9mflg) = (f19mg) - (3.20)
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Una clara diferencia con la dindmica microscopica de Liouville, es que el ope-
rador de Liouville es autoadjunto respecto tanto al producto interno pesado
como al no pesado [2].

Dado que QPeq = 0, el operador backward debe obedecer la siguiente

relacion de balance [15]:
Q[Pugf] = Pef2B (3.30)

para una funciéon f arbitraria. Utilizando esta y las antes mencionadas pro-
piedades, la funcién de correlaciéon temporal se escribe en términos de (g

como sigue:

Crylt) = (FROMIG R ) =  fleo'g) | (3.31)

donde el primer bracket indica el promedio con respecto a la distribucién de
equilibrio P.(RY).

Lo que buscabamos con todo el desarrollo anterior era llegar al hecho de
que la evolucion de cualquier variable de configuracion esta determinada por

el operador ¢?8t a partir de

() == f(0), (3.32)
lo que implica que
ft)=Quf(t), (3.33)

siempre que la evoluciéon de la densidad de probabilidad esté determinada

por el operador Q.
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3.4. Difusiéon Cooperativa y Funciones de Me-

moria Irreducible

Cuando comenzamos nuestro tratamiento de la ecuacion de Smoluchows-
ki, nos referimos a los tiempos de correlacion en experimentos de DLS (Dyna-
mic light scattering) para fundamentar nuestro estudio sobre la escala tempo-
ral difusiva. A continuacion presentamos las cantidades medidas en este tipo
de experimentos, para asociarlas con los conceptos de dindmica de coloides
que son de nuestro interés. Luego, el objetivo sera encontrar ecuaciones que
describan la de difusion cooperativa en mezclas coloidales. Nuestro desarrollo
se basara en el formalismo de proyeccion de operadores aplicado a la ecuacion
de Smoluchowski para muchos cuerpos.

Consideremos el caso general de una mezcla de N particulas coloidales
esféricas dispersadas en un fluido Newtoniano con coeficiente de viscosidad
1, temperatura 7', y volumen V. El scattering con luz de suspensiones co-
loidales ocurre por la diferencia (contraste) entre las constantes dieléctricas
(indices de refraccion) entre el solvente y las particulas coloidales. En un
experimento DLS, uno determina esencialmente la intensidad de la funcion
autocorrelacion I(q,t); Para scattering con luz simplemente polarizada esta

funciéon es proporcional a

I(q,t) o< f2(q)Sw (g, ), (3.34)

con el factor de estructura dinamico mesurable (definido positivo) dado por

m

Sulg,t) = Y (Xaxs) " fal@) f5(9)Sas(a, 1), (3.35)

a,f=1
donde g es el modulo del vector de onda de scattering q, ¢ es el tiempo
de correlacion, x, = N,/N es el namero molar, N, denota el nimero de
particulas pertenecientes a la especie o, y f,(q) es la amplitud de scattering

de una esfera coloidal del tipo a. Ademas,

P@) =) xaf2lg) (3.36)

es el segundo momento de la distribucién de amplitudes de scatering. El

factor de estructura dindmico mesurable Sy/(g, t) esta normalizado de modo



Capitulo 3 Dinamica 23

tal que Sy(g — oco,t = 0) = 1. De acuerdo con la ecuacion (2.2), Swu(g,t)
es una superposicion lineal de los factores de estructura dinamicos parciales
Sap(q,t). Estos factores de estructura son la cantidades centrales para des-
cribir la difusion cooperativa en mezclas coloidales. La definicion de Sas(q, t)
es una generalizacion del concepto de factor de estructura parcial estatico,

presentado en la ecuacion ([2.3)):
Sap(a:t) = (Ag(H)AZ4(0) (3.37)

donde

1 No

A3 = 5= a0) Y e (3.38)

=1

es, con el factor Ng 1 2, la g-ésima componente de Fourier de la funcion de
fluctuaciones en la densidad microscépica de particulas de especie a; Ry es
el vector posicion del centro de masa de la particula [ del tipo a, y dq0 es la
delta de Kronecker. De acuerdo con la ecuacion (3.37)), Sas(g, t) describe las
correlaciones temporales de las fluctuaciones de densidad de las componentes
a'y (;y estas forman el elemento («, 3) de la matriz mxm simétrica y definida
positiva S(q, t).

Recordemos la dltima parte de la seccion anterior; alli dedujimos ecuacio-
nes que describfan la evolucion de una funcién de correlacién temporal (ec.
y ), donde entraba en juego el operado de Smoluchowski. De la
definicion dada para los factores de estructuras parciales, se desprende que
estos son funciones de correlaciéon temporal en si mismos; por lo que podemos

reescribir la expresion para los S,s(g,t) como sigue:
Sap(g.t) = ("2 A5)A%). (3.39)

Haremos uso ahora del formalismo de proyecciones para obtener una ex-
presion exacta para la matriz de factores de estructura. Con este proposito,

introducimos el operador proyeccion & definido por

Nq,Ng

2= 3 |42 57 (g)],, (4

O‘vﬁ:]-

, (3.40)

el cual proyecta sobre el subespacio de las fluctuaciones de densidades par-

ciales, junto con el operador de proyeccion ortogonal complementario dado
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por 2 =1-— ?ﬁ La densidades parciales son cantidades conservadas y cons-
tituyen las tinica variables lentas del sistema Browniano sobreamortiguado,
al menos para valores pequenos de CE| Aqui S(q) denota la matriz m xm
simétrica y definida positiva de los factores de estructura parciales estaticos

Sap(q) (ec. )

Utilizamos ahora la siguiente identidad conocida para operadores [18§]
R . t A .
GQBt — BQQBt + / du GQB(t_u)@ QBGQQBU ’ (341)
0

que es valida para cualquier proyector & y su correspondiente proyector
ortogonal 2 =1 — &. Aplicando esta identidad sobre la ecuacion ({3.39)),

obtenemos la denominada ecuacion de memoria para la matriz S(q, t)

0

5;5(a:t) = —¢"H(q)-S™'(9) - S(q,1)

t (3.42)
L / duM*(q, t —u)S(q) - S(q, u),

con S(q,t=0)=S(q). La ecuacion relaciona S(q,t) con la matriz mxm
simétrica y definida positiva de las funciones de memoria colectiva M, (q,1),
con pu,v € {1,....m}.

En la ecuacion matricial de memoria, H(q) es la matriz mxm simétrica y

definida positiva de las funciones hidrodinamicas parciales H,z(q), definidas

por
Hap(q) = 8as D5 + Hig(q), (3.43)

donde
Hl5(q) = /NaN3(@- Diy - g e Ri-Ral) (3.44)

es la llamada contribucion distintiva a Hap(q), con Hl5(q— 00)=0. Tenemos

ademas que §=q/qy DS =(q-D$-q) es el coeficiente de difusion a tiempos

4Para poder afirmar que los operadores presentados son efectivamente operadores pro-
yeccion debe probarse que son idempotentes. Es posible demostrar esto de manera directa

manipulando las expresiones presentadas para ambos.
5En un sistema cerrado, descontando posibles reacciones quimicas, las cantidades con-

servadas son la densidad, el momento y la energia. Esto es diferente para el caso de un
subsistema de particulas Brownianas en un fluido. Las particulas Brownianas intercam-
bian tanto momento como energia con el fluido, por lo que estas cantidades asociadas a

las particulas Brownianas no son conservadas.
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cortos. Este coeficiente determina la pendiente inicial del desplazamiento
cuadratico medio W, (t) = ([R¢(t) — R¥(0)]*)/6 de una particula del tipo a.
La matriz H(q) incluye los efectos de las HI para la dindmica cooperativa a
tiempos cortos de las suspensiones; si despreciamos las HI, H(q) sera diagonal

e independiente de g, es decir, H,s = D%0,5 donde
D° = kgT/(6mnay) (3.45)

es el coeficiente de difusion de Stokes-Einstein de una esfera coloidal del tipo
a con radio ag,.

Pasaremos a analizar ahora la estructura general de la ecuaciéon matricial
de memoria (3.42). El primer término de la derecha determina el comporta-
miento para tiempos cortos de S(q,t). Para tiempos de correlacion ¢ mucho
menores que el necesario para un cambio perceptible en el arreglo de parti-
culas, podemos despreciar la contribuciéon del término integral y aproximar

S(g,t) por su forma a tiempos cortos

S(q,t) = exp[—¢*D*(g)t] - S(q) , (3.46)

donde hemos introducido la matriz de difusién cooperativa D% (q) =H(q) -
S71(¢). Esta matriz no es simétrica, aunque al estar determinada por el
producto de dos matrices simétricas y definidas positivas H(q) vy S7!(q),
puede diagonalizarse con todos sus autovalores positivos. En consecuencia,
todo elemento S,z(q, t) podra escribirse en término de una suma de m modos
difusivos decayendo exponencialmente.

El término integral en se denomina término de memoria, ya que
relaciona la tasa de cambio de S(g,t) con los valores del mismo a tiempos
tempranos. El origen fisico del término de memoria es el denominado efecto
de celda, que se entiende como sigue: a densidades intermedias cada particula
esta rodeada por una celda formada por sus primeros vecinos, con quienes
interactiia de manera hidrodindmica y también de manera directa a través
del potencial U(RY); el efecto de celda da lugar a un movimiento colectivo
de las particulas en la dispersion.

La expresion microscopica para la funcién de memoria My, (q,t) esta dada
por [19]

ME,(q,t) = {(e? P82 REYRY ) . (3.47)
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Recordemos que 2=1— 2 es el proyector complementario de &?. Ademas,
RL = QQBAg es el término de fuerza estocéstica asociada a la densidad
parcial Ag. Es importante notar que el término de fuerza esté localizado
enteramente en el subespacio de las variables rapidas sobre el que proyecta

2. La expresion explicita para Rf estd dada por

m N;MN’Y

iq IR na B0l » 310 R s 270 o—iaRy
MZZ(MF D VD) e

v=1 p,l=1

-Q’;

(3.48)

—_
=

N, m
el b c,S
{ D ia-Rj _ZDW (q)Ag} .

pzl =1

g

De esta ecuacion se desprende que Rg:O(q), y por lo tanto, que
M, (q,t) = O(¢q?) para ¢ — 0. El comportamiento a ¢ pequeno de las fun-
ciones parciales de memoria cooperativa en mezclas es diferente para el caso
monocomponente, donde ha sido demostrado que lim,_,oM¢(¢,t)/¢* = 0 sin
HI o cuando las HI pueden tratarse de manera aditiva de a pares [19]. La
razon fisica para que el comportamiento para g pequeno sea diferente en el
caso de mezclas, es que la fuerza total instantanea ejercida sobre las parti-
culas de tipo a debida a particulas que no son del tipo «, en general no se
anula.

A continuacion, escribimos la transformada de Laplace, g(q, z), de S(q, t)
en términos de la matriz D%(q, z) de los denominados coeficientes de difusion

cooperativa Daﬁ(q, z) como sigue:

S(g,2) = [21 — ¢*D%(q,2)] - S(q) , (3.49)

donde 1 es la matriz unidad m xm. Utilizando la transformada de Laplace
de la ecuacion (3.42), podemos relacionar D¢(¢, z) con la transformada de

Laplace de la matriz de las funciones de memoria parciales por medio de

N C c 1 - c -
En el limite de alta frecuencia (es decir, de tiempos cortos) z — oo,
ﬁc(q, z) se reduce a la matriz de difusién cooperativa a tiempos cortos
D%%(q). En el limite hidrodindmico ¢ —0 y z—0 (es decir, cuando ¢ — 00)
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con ¢*/z manteniéndose fijo, f)c(q, z) se reduce a la matriz D" de los llama-
dos coeficientes de difusion cooperativa a tiempos largos, DZVL . Esta matriz

esté definida por

S (3.51)
= kpTp*-S71(0).

Debido a que el término de memoria contribuye en la ecuacion (|3.51))
atin para ¢ — 0, es que D% difiere de la matriz de difusién cooperativa a
tiempos cortos D“® = D%%(q = 0), cuya forma puede verse después de la
ecuacion . Es en este aspecto en el que puede observarse una notable
diferencia entre las mezclas y las suspensiones monocomponentes, ya que
para este tltimo caso (asumiendo HI aditiva de a pares) D%* = D% es de-
cir, que el coeficiente de difusién colectiva a tiempos largos D% es idéntico
al correspondiente coeficiente a tiempos cortos. La segunda igualdad en la
ecuacion define la matriz m x m simétrica y definida positiva p” de
las funciones parciales de movilidad a tiempos largos ,uéﬁ. Correspondiente-
mente, p5 = (kgT) "H(0) es la matriz de funciones de movilidad a tiempos
cortos. Para suspensiones monodispersas (m=1) con HI aditivo de a pares,
tendremos que pu=p®.

En el siguiente capitulo, buscaremos aplicar la teoria de Mode-Coupling
a la difusion cooperativa en mezclas de coloides para obtener un modelo
autoconsistente para S(g,t). Como se ha mostrado detalladamente en traba-
jos previos sobre autodifusion y difusion colectiva en suspensiones coloidales
monocomponentes [20, 2], 22], la MCT no provee una aproximacion consis-
tente que de lugar a una transiciéon vitrea ideal, cuando es aplicada a las
funciones de memoria en las ecuaciones de memoria usuales, tales como la
ecuacion . Una aplicacion directa de la MCT a estas funciones de me-
moria puede dar lugar a valores negativos sin sentido fisico en los coeficientes
de autodifusion a tiempos largos para el caso de particulas fuertemente corre-
lacionadas [20, 21]. Ademas, la capacidad de predecir una transicion vitrea
ideal se pierde. Sin embargo, la MCT provee un modelo consistente permi-
tiendo la posibilidad de una transicion vitrea ideal, cuando es aplicada sobre

las llamadas funciones de memoria irreducible asociadas a las funciones de
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memoria usuales (no reducidas).

A continuacion, derivaremos entonces, la relacion entre M¢(q, t) y la ma-
triz mxm simétrica M (g, t) de las funciones de memoria cooperativa irre-
ducible M, /j;ji”; donde haremos uso de una expresién microscopica explicita
para M%"(q, t). Los detalles para la derivacion de la expresiéon microscopica
de M% (g, t) basada en una método de proyectores multivariables es dada en
el Apéndice |[Al Alli se muestra que M¢(q,t) esta relacionada con M%™(q, t)

por medio de
t
M<(g, ) = ¢*M®™ (g £) — / AuME (g, u) - Y (g) - M¥(q, £ — ). (3.52)
0

Introduciendo la transformada de Laplace M (q, z) de M%™(¢,t), po-
demos resolver la ecuacion (3.52)) para M T (q, 2), escribiendo

-1

M(q,2) = ¢* 1+ M(q.2)-H /()] -M™(g2).  (353)

De acuerdo con la ecuacion (A.9)) del Apéndice A, la expresién microscod-
pica para Mﬁ’j’”’"(q, t) esta dada por:
c,irr 1 Qirrg v
M,U,I/ <Q7t) — ? <(e ¢ RZ>R*Q>7 (354)
con el operador de Smoluchowski backward irreducible

m

O + qi SO ()R HIH Q)RS

Oé,ﬁ:l

QT =2 2 (3.55)

y las fuerzas estocasticas Rq ya descritas. Tal como se muestra en el Apéndice
, QI no esta univocamente especificado; esto deja la libertad de elegir a
conveniencia la forma de Q™.

Notamos que, de la ecuaciéon (3.54) se desprende que Mc’i“(q,t) =0(1)

para ¢ — 0. Usando las ecuaciones (3.49), (3.50) y (3.53)), puede eliminarse

1\~/Ic(q, z) en favor de 1\~/Ic’i”(q, z). Una transformacion de Laplace hacia atras

da lugar a la siguiente ecuaciéon matricial:

%S(q, t) =—q"H(q)-S™'(q)-S(q,t)
5 (3.56)

t
i c,irr o -1 .
/OduM (¢,t = wH"(q) - 5-S(g, u)
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para la evolucion temporal de S(g,t). Notamos que, comparada con la ecua-
cion de memoria para S(gq,t), el término integral involucra en este caso
una derivada temporal de la matriz de los factores de estructura dindmicos
parciales. De este modo, M%'™(q,t) acttia en la ecuaciéon como una
matriz de coeficientes de friccion dependientes del tiempo y del vector de
onda.

En la ecuacion podemos expresar la matriz de difusion cooperativa
en términos de 1\~/Ic’i”(q, z) de la siguiente manera

De(g,2) = [1 + @ (¢, 2)] " - D(q), (3.57)

donde hemos introducido la matriz de memoria irreducible adimensional
m®(q,t) =M*" (g, 1) - H™'(q).

Para completar, la matriz pu” de las funciones de movilidad parcial a
tiempos largos pueden escribirse en términos de las funciones de memoria

irreducible como sigue

1 .
pt = ——[1+m"" (¢ — 0,z — 0)]~* - H(0). (3.58)
kT
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3.5. Autodifusiéon en mezclas coloidales

En estas seccion, daremos un repaso general a la teoria de autodifusion en
mezclas de coloides, y se presentara una expresion microscopica exacta para
la funcion de memoria irreducible que caracteriza la autodifusion. En muchos
aspectos del desarrollo utilizaremos resultados obtenidos anteriormente para
la difusiéon cooperativa.

Consideremos como en la seccidon precedente, un mezcla m-componente
de N particulas coloidales esféricas sumergidas en un fluido Newtoniano de
viscosidad 7 y volumen V. La cantidad méas relevante que describe la auto-
difusion de una particula perteneciente a la especie a,, con o = 1,...,m; es la
funciéon autointermediaria de scattering o funciéon de autocorrelacion de van
Hove G, (q,t) = (e/RIO-RION) "donde R{(t) es la posicion del centro de
masa de una particula del tipo « al tiempo t, q es el vector de scattering de
modulo ¢, y el bracket denota un promedio sobre el ensamble de equilibrio.

En un experimento de DLS donde la mayor parte de la luz es dispersa-
da por particulas «, G,(q,t) puede ser directamente determinada [23]. Ya
hemos discutido con anterioridad que en experimentos de DLS, los tiempos
de correlacion son muy grandes comparados con los tiempos de relajacion de
los momentos de las particulas y es en este régimen en donde utilizamos la
dinamica de Smoluchowski. Al igual que los factores de estructura parciales
dindmicos, la funcién autointermediaria de scattering es también una fun-
cion de correlacion temporal, y por tanto, su evolucion puede describirse por

medio de
Galg, t) = (agle”'al). (3.59)

Aqui, a2 = "9R1 es la transformada de Fourier de la densidad local mo-

noparticula de esferas «, y QOp es el ya familiar operador de Smoluchowski
backward.

Al igual que en la seccion anterior para la difusiéon cooperativa, obtendre-
mos propiedades de la autodifusiéon basandonos en la ecuaciéon de memoria
[19],

ot

que relaciona G, (g, t) con la funcion de memoria M,(q,t), la cual describe la

t
2Ga(q,zf) = —qQDEGa(q,t) +/ du My (q,t —u) X Go(q,u), (3.60)
0
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autodifusion. El primer término de la derecha determina el comportamiento
a tiempos cortos de G,(q,t) caracterizado por el coeficiente de autodifusion
a tiempos cortos D =(q-DY - q), con §=q/q. El coeficiente D3 determina
la pendiente inicial del desplazamiento cuadréatico medio (MSD) W, (t) =
([R¢(t) — R¥(0)]?)/6 de una particula de tipo a. El término integral en la
ecuacion (3.60) se denomina término de memoria, ya que relaciona la tasa de
cambio de G,(q,t) con sus valores a tiempos tempranos. El sentido fisico de
este término de memoria es, como dijimos en la seccién anterior, el llamado
efecto de celda.

El MSD W, (t) esta determinado por el coeficiente de autodifusion a tiem-

pos cortos y la funciéon de memoria por medio de

t

Mo (q,

Wa(t) = Dgt—/ du h’m#. (3.61)
0 =0 q

Este resultado para W, (t) se obtiene por sustitucion de la expansion de

Taylor para ¢ pequenos en la ecuacion de evolucion (3.60]). El incremento
s

lineal temporal inicial de W,(t), caracterizado por D3,

es seguido por un
régimen sublineal, originado por la influencia retardada del efecto de celda
de las particulas vecinas. Para tiempos largos, W,(t) se torna nuevamente
lineal en el tiempo, con una pendiente igual al coeficiente de autodifusion a

tiempos largos DZ. Este tltimo esta definido por

DE = 1im Walt) _ Di — /Oo dulim Meld ) (3.62)
t 0 q—0 q?

Como M,(q,t) es una funcion definida positiva y acotada en el régimen
fluido, existen relaciones de orden 0< DE < D9 < DY validas para cada com-
ponente « [19]. Tenemos que D%=kgT/(3w0,) es el coeficiente de difusion
de Stokes, donde o, es el didmetro de una particula de tipo «. Para estas
relaciones de orden, el signo de igualdad solo es valido para el caso limite
de particulas no interactuantes. Es entonces que planteamos que cualquier
aproximacion razonable introducida para calcular propiedades de autodifu-
sion debe preservar estas relaciones de orden, en particular DX > 0.

En este contexto, es conocido que una aplicacién directa del modelo de
Mode-Coupling para la funcion de memoria M, (g, t) en un sistema puramente

disipativo, como los descritos por la ecuaciéon de Smoluchowski, puede llevar
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a resultados negativos y no fisicos de D en casos de particulas fuertemente
correlacionadas.
Presentamos ahora una expresion para la funcién de memoria irreducible

M&irr(q, t) similar a la ecuacion (3.53)) para el caso de difusion cooperativa

Y 2 S M&irr(%z)

M,(q,z) = ¢ Dy, —— . (3.63)
1+ Mo (g, 2)

Aqui My(q,2) y ]\;[&i”(q, z) son las transformadas de Laplace de M,(q,t) y
M4 (q,t), respectivamente. En principio, la ecuacion (3.63)) puede conside-

sirr

rarse como la definicion de My~ (g,t) en términos de M,(q,t). La razon para

(g, t) que preser-
ve el hecho de ser definida positiva da lugar a valores DL >0, lo cual dijimos

sirr

introducir My, (g, t), es que cualquier aproximacion de My

es una relacion de orden que debe respetarse. La misma aproximacion llevada
a cabo sobre M,/(q,t) puede llevar a resultados negativos no fisicos para DZL.

Para aplicar un modelo de aproximacion, como lo es la MCT en nuestro
caso, a la funcién de memoria irreducible, necesitamos en primera instancia
conocer una expresion microscopica de la misma. La derivacién de una ex-

sirr

presion microscopica de My (g,t) de acuerdo con la ecuacion (3.63) es muy
similar a la realizada para el caso de difusion cooperativa en el Apéndice [A]
y no se dara. Puede verse una derivacion completa de la funciéon de memoria
en [24]. La expresion microscopica encontrada por Négele en ese trabajo es

como sigue:
1

DS

sirr Qirr
M (q.1) = —o (RS RY). (3.64)
En la ecuacion (3.64), Rg = QQQBag es el término de fuerza estocastica
sobre una particula de tipo o, y 2, =1 — |ag)(ag| es el proyector ortogonal a
la densidad monoparticula ag. El operador identidad se denota nuevamente
como 1. El denominado operador de Smoluchowski backward irreducible,

QI (R~), asociado a la densidad monoparticula ag, estd dado por [24]

| Rg) (5]

O =2, [QB + D

} 2,. (3.65)

Por dltimo, la expresion explicita para el término de fuerza estocéastica esta
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dada por

. m  Ns

1 ~ a «@ - oo A

Ry =—qa {kBT YD (@D -F) + ksTV]-DFY) + ¢(a-Dif-a - Dz)}
o=1 I1=1

(3.66)

y esto muestra que RS = O(q). De acuerdo con la ecuacion (3.65), M (q,1)
permanece finito en el limite ¢— 0.

Al igual que en el caso de difusion cooperativa, Qlofr no esta univocamente
determinado, y esto deja la libertad de elegir la forma de Qgr acorde a una

. . irr .
dada aproximacion de My (q,t). Para S(q,t) encontramos una ecuacion de
memoria que describia su evolucion, de igual modo puede obtenerse una

ecuacion de memoria que describa la evolucion de G,(g,t) en términos de
]\4é‘511‘1‘(q7 t>7

t
2Ga(q,t) = —¢’D3Gu(q,) —/ duM(;i”(%t—U)ﬁGa(q, u).  (3.67)
ot 0 ou

Una rapida comparacion con la ecuacion nos muestra que ahora
tenemos en el integrando la presencia de una derivada temporal de G, (¢, u),
en lugar de s6lo la funcién de autocorrelacion de van Hove.

Para nuestro desarrollo posterior es conveniente escribir la transformada
de Laplace , Gu(q, 2), de Ga(g,t) en términos de la funcion de autodifusion

D3(q, z) por medio de

~ 1
Galq,2z) = =
@) = i hs(0.)

(3.68)

Es posible relacionar D3(q, z), con las funciones de memoria reducible e

irreducible a través de las siguientes expresiones

Ma(q,2) D3

D3(q,2) = D — = —
( ) q2 1+ M&lrr(q7 Z)

(3.69)

Por propiedades intrinsecas a la ecuaciéon de Smoluchowski de muchas
particulas, puede deducirse que G,(q,t) es una funcién no negativa y mono-
tonamente decreciente en el tiempo. Consecuentemente Dg (q,z) > 0, siempre

que z sea un numero real no negativo [19]. El signo igual sélo vale cuando las



34 Autodifusién en mezclas coloidales Seccién 3.5

particulas del tipo a quedan inméviles. El hecho de que [?g (g, z) sea definida
positiva impone los limites 0 < M,(q, z) < ¢*DZ, sobre M (g, z). De acuerdo
con la segunda igualdad en la ecuacion , cualquier aproximacién para
M&irr(q,t), que preserve ser definida positiva, sera consistente con la condi-
cion fisica Dg (q,2z) > 0. Sin embargo, esta condiciéon puede violarse cuando
la misma aproximacion es aplicada a M,/(q,t), como es posible verse de la
ecuacion (3.69)).

Si comparamos la ecuacion con la ecuacion podemos identi-
ficar el coeficiente de autodifusion a tiempos largos, DZ, con el limite hidro-

dinamico de [?g(q, ),
DS

DE=DS(¢g—0,2-0)=—"2—.
1+ Ma (0,0)

(3.70)
La segunda igualdad relaciona DZ con el limite hidrodinamico de
M&lrr(q, 2), vy prueba que DZ < D9 independientemente de la forma del po-

tencial interparticula.



Capitulo 4

Teoria Mode-Coupling en mezclas

coloidales

4.1. Introducciéon

La teoria Mode-Coupling (MCT) fue originalmente desarrollada y apli-
cada para la descripcion de fenémenos cooperativos en liquidos simples [2].
Fenémenos criticos y transiciones vitreas ideales son problemas de gran im-
portancia que han sido tratados con diferentes modelos de MCT. La teoria
Mode-coupling fue utilizada también en la descripcion de suspensiones coloi-
dales concentradas, donde la dindmica lenta de suspensiones de esferas duras
cerca de la transicion vitrea ha sido descrita satisfactoriamente [25]. En el
punto de transicion vitrea ideal, la difusion se detiene, dando lugar a que las
funciones de scattering no decaigan a cero y que se anulen los coeficiente de
difusion a tiempos largos.

Veamos ahora algunas ideas generales para introducirnos en el tema. La
MCT es una teoria para las funciones de correlacion de variables lentas, es
decir, variables que satisfacen leyes de conservacion locales. Para sistemas
Brownianos, hemos discutido en el capitulo anterior, que existe s6lo un tipo
de estas variables, las densidades locales parciales. El punto de partida de
la MCT, son las funciones de memoria asociadas a las funciones de correla-
cién para la densidad. La funciones de memoria se expresan en términos de

funciones de correlacion dependientes del tiempos de pares de densidad (es

35
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decir, de a cuatro particulas) que involucran los ya mencionados operadores
proyeccion.

La aproximaciéon central en la MCT es la factorizaciéon aproximada, en
la que las funciones de correlacién de pares de densidad son remplazadas
por el producto de funciones de correlaciéon de densidad. Como resultado se
obtienen ecuaciones de movimiento cerradas no lineales para las funciones
correlacion de densidad.

En este capitulo desarrollaremos una MCT autoconsistente para calcu-
lar S(q,t) v Ga(g,t), aplicada a suspensiones de esferas duras sin interac-
cién hidrodindmica. A partir de esta derivacion, discutiremos los resultados
de aplicar la teoria a diferentes sistemas binarios para estudiar la difusion
cooperativa, la autodifusion y la interdifusion, cuyas expresiones han sido

analizadas en el capitulo anterior.

4.2. Modelo de MCT para los factores de es-

tructura dinamicos

Derivaremos aqui un modelo de aproximaciéon que permita encontrar una
solucion autoconsistente para la matriz S(q,t) de factores de estructura di-
namicos parciales en una mezcla m-componente de coloides. Nuestro punto
de partida sera la ecuacion para M (g, t). La primera aproximacion
de la MCT (el orden mas bajo) implica una proyeccion del vector de fuer-
za estocastica Rq en la ecuacion , sobre el subespacio de las variables
dindmicas generadas (spanned) por productos bilineales de las fluctuaciones
de densidad {Ag}, con = 1,...,m. Las densidades parciales son cantidades
conservadas y constituyen, como ya dijimos, las tinicas variables lentas de un
sistema Browniano sobreamortiguado. El operador proyeccion 15(2), el cual
proyecta sobre este subespacio de variables bilineales de densidad, estd dado

por la siguiente expresion

PO _% SN (A A

kK a,By.0—=1 (4.1)
x So (k)S5) (lq — k|) AR A

q—k’
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donde S (k) es el elemento (o, d) de la matriz inversa, S71(k), de la matriz
de factores de estructura estaticos parciales. La forma exacta de estos factores
de estructura parciales puede repasarse en la ecuacion ([2.8]) y su relacion con

la funciéon de distribucion radial en ([2.10)).

Al escribir la ecuacion (4.1)) hemos asumido la homogeneidad espacial del
sistema. Ademéas, P® actia en la g-ésima componente de Fourier de una
variable configuracional de la densidad, es decir en este caso, sobre las m

componentes de Ryg.

Como primer paso en la MCT aproximaremos M, T (g t) por

¢, irr 1 Qirrg »
M (,)N?<(eQ tPO piy P R,q>, (4.2)

donde se espera que las proyecciones bilineales de densidad de las fuerzas
estocasticas den la contribuciéon dominante de la evolucion a tiempos largos
de M (¢, t), y por lo tanto de S(g,t). Sustituyendo la ecuacion (4.1)) en la

ecuacion (4.2) obtenemos

M (q,1) =5 jz Z: }: (REAL A%
kk’ v,0=1a/,8" v ,0'=1
<Riqz4§ wAR)Sos (k)5 (la — kI) (4.3)

x S5 (K)S5) (la — K)

X (WAL AT AT LAY Y,

que involucra una complicada dindmica de funciones correlaciéon a cuatro
puntos incluyendo el operador de Smoluchowski backward irreducible. Esta
funcién debe ser nuevamente aproximada. El segundo paso de la MCT con-
siste de una factorizacion Gaussiana para estas correlaciones a cuatro puntos,

resultando en productos de funciones de correlacion a dos puntos, con QIF
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siendo remplazado por el operador backward O B, es decir [26],

!

(P AAL AT AL ) 2 (™ AR AT ) (7 AT ) AL y)

/

+ (A AY_ (AT )AY )
+ (AN AL_ (e AT )AL ) (44)
= Syy(la — K|, 1) Sss (K, )i

+ 576’<|q - kl’v t)Sw(k, t)(sqfk,k’ .

La segunda igualdad en la ecuacion (4.4) se deriva de la invarianza tras-
lacional. Sin pérdida de generalidad, ¢ puede restringirse a valores mayores
a cero, y por esto, podemos prescindir del tercer término en el resultado de

la factorizacion gaussiana, ya que se anula para g > 0.

Para el caso especial t =0, la aproximacion de factorizacion en la ecuacion
(4.4) ha sido utilizada en la definicion de P® (ec. (4.1)) para asegurar la
idempotencia, es decir, (P®)2=P®_ En el Apéndice , mostramos que la
ecuacion (4.1]) para pP® puede obtenerse de la aproximacion de factorizacion

combinada con propiedades de los operadores proyeccion.

Cabe aclarar en este punto, que no puede darse una justificacion general
para la utilizacion de la aproximacion de factorizacion en el modelo de MCT,
ya que la corroboraciéon de la exactitud requeriria un calculo explicito de las
funciones de correlacion a cuatro puntos, ademés de implicar operadores de
evolucion temporal irreducibles. En favor de la MCT puede decirse, que sus
predicciones para la dinamica de particulas y las propiedades viscoelésticas de
suspensiones coloidales estan en buen acuerdo con resultados experimentales
y simulaciones por computadora |20, 26, 27, 28]. Una interpretacion fisica
de la asuncién hecha, es que la variable dindamica decae en pares de modos
asociados con las variables conservadas {4} }, y que estos modos se propagan

independientemente de acuerdo al operador evolucion e®5.

A continuaciéon emplearemos la aproximacion de factorizacion en la ecua-
cion (£.3) y remplazaremos Y, por V/(2m)? [dk para V — oco. Luego de
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algunas manipulaciones algebraicas obtenemos

MG (g, 1) Z Z / dk Uppa (6, K) Ui (0, k)
o’'=16,6'=1
X [S‘l(k) -S(k,t) - S‘l(k)]w/
ST (la—K|)-S(la—K|,t) - S (Ja — K|, )] 55"

Aqui, hemos introducido las funciones denominadas amplitudes vertex reales

(4.5)

Uga(a, k) = (REAL_ A% (4.6)

k—q* " —
Podemos reescribir Mg™(q,t) de manera mas compacta introduciendo

otro conjunto de amplitudes vertex, definidas como

Vyusala, k) = rZUuﬁaq, SRS (g -KD).  (@7)

a,f=1
Utilizando estas amplitudes vertex modificadas llegamos al siguiente resulta-

do dado por la MCT para MS™(q,t):

DOD0 Z /
dkV, ) q 1/ /5’((1 k)
) uiys\d, SCACE
2(2m) (nyny) /2 8,6=1 (4.8)

S“/’Y/(|q - k/|a t)556’(k:7 t)

M (g, 1) =

conn, =N,/V.

Podemos intentar manipular ahora estas amplitudes. Lo que haremos es
partir la fuerza estocéstica Rl en una parte potencial y en otra hidrodina-
mica, de acuerdo con Rf = (RE)? + (Ri)",

N,
TR Y - S ()

(R" = R — (RE)™. (4.10)

De manera correspondiente, la amplitudes vertex son particionadas como

Uppa=U 5; ga T Uh s Y ViBa= Vu P Vhﬁa Escribimos explicitamente
U? 4o = ((REP AL A%) (4.11)
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Ulge = (BE)' AL LA%,), (4.12)

con las correspondientes expresiones para la parte potencial e hidrodinamica
para las amplitudes vertex V,.3,. Un punto importante para justificar esta
particion es que, la parte hidrodindmica (R”)h, y por consiguiente U, [jﬁa y
Vhﬂa, son nulas cuando no consideramos HI.

Luego de establecer los rasgos generales de la MCT para M, ,‘j;f“(q, t), dada
por , nos concentraremos en la parte potencial de la amplitud vertex

Ub 5a(q, k). En la expresion para U 5; 5o €mpleamos la identidad de Yvon
(fBRMF}) = kpT(V] f(RY)), (4.13)

valida para cualquier variable configuracional f(RY). Luego de algunos célcu-
los se obtiene

U7 (@ k) = — 2 gl(6 - K)mSup([a— kD) + @ - (0 — K85 (K)]

N,

+ q2D0 Z Sep, Aa AP Ae>

k—q*’q
e=1

(4.14)

Para la funcion correlacion estatica a tres variables en la ecuacion (4.14)

usamos la siguiente relacion exacta [29]

(A2ALAD) i
A=1

v, (4.15)
Z San(@) S (k) S (P)CA(a, ),

,u,zz)\ 1

donde k + q + p = 0 debido a la invarianza traslacional. Asimismo

C\(a,p) = n*(z,m,2y) 12 / / drdr’ e~ O (1 vy (4.16)

es la transformada de Fourier a dos puntos de la funcién de correlacion directa

(3) 1/2

tri-particula ¢, (r,1’), multiplicada por un factor n?(z,x,wy) 2. Sustitui-

mos las ecuaciones (4.14) y (4.15) en la parte potencial de las ecuaciones
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(4.6) v (4.7); luego usamos la ecuacion de Orstein-Zernike presentada en la
ecuacion ([2.12) en su forma matricial

S™(k) =1 - C(k), (4.17)

donde C(k) es una matriz simétrica m x m con los siguientes elementos
Cup(k) = n(z075)?cag(k). Aqui, cap(k) no es mas que la transformada de
Fourier de la funcién correlacion directa bi-particula c,s(r). Haciendo uso
de estos resultados y luego de un poco de algebra, obtenemos la siguiente

expresion dada por la MCT para la parte potencial de la amplitud vertex

V2 (@) =8 K5 Con () + - (@~ &) 6, sl — k)

o (4.18)
+qx/*C sk, q — k).

El resultado para M ﬁ;j“"(q, t) obtenido por MCT en la ecuacion (4.8)), con
la amplitud vertex V,.,s = Viwé dada por (4.18)), es una aproximacioén para
una mezcla coloidal m-componente sin HI. Si especificamos inicialmente S(k)

y {C’ﬁd (k,q—k)}, las ecuaciones y forman, junto con la ecuacion
de evolucion temporal (con H,s= D%,s), un sistema de ecuaciones
autoconsistente que determinan S(g,t), en ausencia de interacciones hidro-
dinamicas. Méas alla de algunos factores constantes, las ecuaciones (4.8) y
son formalmente idénticas a las expresiones Mode-Coupling para las
funciones de memoria parciales en una mezcla atomica [30]. Sin embargo,
es necesario enfatizar que la evolucion temporal de S(g,t) para una mezcla
atoémica es diferente de la dada por la ecuacion ; esta tltima ecuacion
describe la dinamica sobreamortiguada de una mezcla coloidal.

Como ya hemos visto en el Capitulo [2] existen diferentes ecuaciones inte-
grales que permiten encontrar de manera precisa los datos de entrada S(k) y
C(k). No podemos decir lo mismo para una evaluacion numérica de la funcion
correlacion tri-particula ¢® (k, k'), cuyo calculo se dificulta atin mas mien-
tras un mayor numero de componentes se ven involucradas. Sin embargo,
siguiendo trabajos anteriores para el caso monocomponente [20] 27|, utiliza-
remos una extension de la denominada aproximacion de convolucion [30]. La
aproximacion de convolucion consiste en ignorar la funciéon correlacion a tres

., . . ) ~
puntos en la ecuacion (4.18]), es decir, aproximamos C5~0. De acuerdo a
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. . . a AB Ay s
la ecuacion (4.15), el producto tri-variable (Ag5Ay; AY) puede escribirse en la
aproximacion de convolucién como un producto de funciones correlaciéon a

dos puntos {Sas}, que era lo que buscabamos.

4.3. Modelo de MCT para la autodifusiéon

El presente desarrollo sera similar en muchos puntos al llevado a cabo en la
seccidon anterior, por lo que algunas justificaciones se daran por descontadas.
Recordamos que buscamos describir la evolucion de la funcion G,(q,t) para
un sistema de esferas duras, y al igual que en la seccién anterior no tomaremos
en cuenta las HI. Nuestro punto de partida serd la ecuacién microscopica
(3.64) para M, /1rr( t). Al igual que en la seccion anterior utilizaremos un

H(2)

operador proyeccion P, sobre el subespacio de productos bilineales formado

H(2)

por las variables lentas ag y {A4}, con p=1,...,m. El proyector Pa” estd

definido por

PO = Z Z (N,N,) 1/2|Akaq 1S (k) (Akad . (4.19)

k pr=1

Al escribir la ecuacion (4.19) hemos asumido la homogeneidad espacial
del sistema, y que PP actia sobre la g-ésima componente de Fourier de una
variable configuracional, por ejemplo, en el presente caso Rg. Sustituyendo
Rg por JSC(YZ)Rg en la ecuacion se da lugar a una funcion correlacion
dindmica a cuatro puntos que involucra al operador de Smoluchowski irre-
ducible backward, pero esta funciéon no puede calcularse de manera exacta.
Es ahora cuando en el segundo paso de la MCT aplicamos una factoriza-
cién gaussiana para descomponer esta funciéon correlacién en un producto

de funciones correlaciéon a dos puntos, con 2" remplazado por el operador
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backward Qp. Esto nos deja:
(Al e Algag )
~ (Alle! Al a) (a5 [e'ag )
+ (ALl aG ) (ag e AL (4.20)

+ <Aﬁk|€QBtag ><A'uk/|€QBt g k’>

= (NHNV)1/2SW/(/£, t)Ga(la —kl, ) - [5k,k’ + ﬁ(N_l)} :

Nuevamente la aproximacion de factorizaciéon no depende de la forma
explicita del operador Qic”. La segunda igualdad en la ecuacion se
deriva de la invarianza traslacional, y de ¢ estar restringido a valores mayores
a cero. El segundo término involucra productos cruzados de A y a que son de
orden O(N™1), y pueden despreciarse en el limite termodinamico. El tercer

término se anula para ¢ >0 debido a la invarianza traslacional.

Combinando la ecuacion (4.20]) con (3.56)) obtenemos, luego de cambiar la

sumatoria sobre k por una integral sobre k para v— 00, el siguiente resultado
dado por la MCT:

S
M(;irr q, —/d3k‘G q-—k| t
) = (la =K1 .
X Z Wa(; 555/ k t)Wa(;/(k),
6,0'=1

con la densidad parcial n, =N, /V de particulas tipo «, y con la amplitud

vertex
1 S o —
- ﬁZ( > (RgAZ ag q>5751(/€)- (4.22)
@ =1

Aqui, ,= N, /N es la fraccién molar de la componente .

Utilizamos nuevamente la identidad de Yvon
(fE)==kT(V]f) (4.23)

valida para cualquier variable configuracional, de modo tal de obtener el

siguiente resultado:

(RGAT 0% ) =(a- K) DS (ag[AL — 50, A7, (4.24)
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Haciendo uso de las definiciones de las variables ag y A/, llegamos a la

siguiente expresion:

Lo

1/2
(a1~ b 130) = (22) 180 (8) = ) (4.25)
El objeto de todo este desarrollo no era otro que reescribir la ecuacion (4.24))

como sigue:

Lo

1/2
<%M@m:wmm()[%w—%k (4.26)

s
donde hemos remplazado el coeficiente de difusion a tiempos cortos D2 por
el valor DY vélido para un fluido de Stokes, ya que cuando no considera-
mos interacciones hidrodinamicas estos coeficientes son idénticos [19, [§]. De
acuerdo con la ecuacion ([£.26)), la amplitud vertex Wos(k) es una cantidad
finita bien definida, es decir, no presenta problemas de divergencia.
Combinamos ahora la ecuacion con , a la vez que hacemos
uso nuevamente de la ecuacion de Orstein-Zernike matricial dada por .
Introducimos la amplitud vertex isotropica Vi,s(k) de acuerdo con Wos(k)=

irr

(q - k)V,s(k), para llegar a la siguiente expresion de M, (q,t) dada por la

MCT en un mezcla coloidal m-componente:

0

. D T
M _ a 3 g -k 2 —k E / /
«a (Q7t) (27?)3na /d k (q ) Ga(’q |7t> < Va5(k)565 (k7t)va5 (k)7

(4.27)
con la amplitud vertex
Vas(k) = Cas(k). (4.28)

Un punto relevante de este resultado obtenido por la MCT para Mé,irr(q, t),
es que se preserva el hecho de que la funciéon de memoria sea definida positiva.
Esto surge de ) 55 Vas(k)Sser (k, t)Vas(k) > 0 para todo «, dado que S(k,t)

es una matriz definida positiva.
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Antes de pasar a estudiar las propiedades viscoelasticas de las suspensio-
nes multicomponentes, cabe repasar algunos puntos relevantes desarrollados
hasta este momento. Hemos estudiado las ecuaciones de memoria que des-
criben la evolucion de S(g, t) y Ga(g,t) (3-67). Luego en este capitulo
hicimos uso de la Teoria Mode-Coupling para encontrar expresiones para las
funciones de memoria necesarias para resolver las ecuaciones de memoria
mencionadas. Las funciones de memoria para S(q,t) estan dadas por ,
y las correspondientes para G,(q,t) en . Estas funciones de memoria
necesitan a su vez de las denominadas funciones vertex, que dependen so-
lamente de la estructura del sistema y responden a las ecuaciones (4.18)) y
. Son estas las ecuaciones autoconsistentes las que resolveremos y cuyos

resultados son presentados en el capitulo [6]






Capitulo 5
Viscoelasticidad lineal

A lo largo de este trabajo se ha estudiado la dinamica de suspensiones co-
loidales, y en especial nos hemos referido a suspensiones de esferas rigidas, ya
que entender el comportamiento de estos sistemas es esencial como primer
paso para comprender suspensiones mas complejas de interés tecnologico.
Pasaremos ahora a estudiar las propiedades reoldgicas de estas dispersiones,
tales como la viscosidad y la elasticidad de la suspension, que permiten es-

tudiar el comportamiento de las suspensiones coloidales como un fluido.

El comportamiento viscoelastico de dispersiones coloidales esté caracte-
rizado por la parte real, n7’(w), y la parte imaginaria, n”(w), de la viscosidad
dindmica n(w), la cual es una magnitud compleja. La funcion n(w) determina
la tension macroscopica inducida sobre una suspension por la aplicacion de
a una cizalladura oscilatoria de baja amplitud a frecuencia w. La viscosidad
dindmica y su limite de frecuencia cero, 1, pueden determinarse experimen-
talmente utilizando reémetros mecanicos para variados sistemas coloidales,
como por ejemplo los casos de las ref. [31], 32]. En contraste, las propiedades
de difusién como los coeficientes de difusién a tiempos cortos y a tiempos
largos, los desplazamientos medios cuadréticos y los factores de estructura
dinamicos; son determinados utilizando técnicas de scattering con luz (DLS),

como ya dijimos.

A lo largo del capitulo, daremos un repaso a los conceptos sobresalientes
de la teoria general de viscoelasticidad lineal y derivaremos una expresion

exacta para la funcion 7(t) en el limite de tasa de cizalladura nula. Por

47
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ultimo, se presentara una aproximacion MCT para 7(t), que esta intimamente
relacionada con el dasarrollo llevado a cabo en el marco de la MCT para la

difusion cooperativa y la autodifusion estudiadas en el capitulo [4

5.1. Funcién de relajaciéon de cizalladura

Consideremos una suspension de N esferas rigidas coloidales en un volu-
men V', sujetas a un flujo de cizalladura oscilatorio débil de frecuencia w. La

velocidad de flujo del fluido ambiente puede escribirse como la parte real de
u’(r,t) = (E® -r)e =E(t)-r, (5.1)

con el tensor de tensiones

Y
E°=_. 5.2
; (5.2)

o = O
o O =
o o O

Aqui, ¥ es la tasa de cizalladura. En el limite de respuesta lineal, una
parte adicional antisimétrica del campo de fluido no tendria consecuencias,
por lo que no lo consideramos. Para asegurar la validez de la ecuacion de
Smoluchowski, restringiremos las frecuencias permitidas a w <, ! donde T,
ya ha sido definido en la ecuacion (3.2]) como el tiempo requerido para que
una onda sobreamortiguada de cizalla, difunda una distancia igual al radio
a de una particula.

Para tasas de cizalla pequenas, cuando el sistema es levemente perturbado
de su microestructura de equilibrio, la parte de desviacion 3 del tensor de
esfuerzo depende linealmente de la tasa del tensor de tensiones, y puede

escribirse como:
t
S(t) = 2 / dun(t — u)E(u) (5.3)

donde 7(t) es la funciéon de relajacion de cizalladura. El esfuerzo de cizalla
3 puede dividirse en una parte hidrodinamica (o viscosa) 3 (¢) y una parte
denominada termodindmica X7 (¢), de acuerdo con X(t)=X"(¢) + X7 (t).
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En la escala temporal de Smoluchowski, la parte hidrodinamica depende

instantdneamente de la tension aplicada, y puede escribirse como
SH(t) = 21 Eoe™, (5.4)

donde hemos definido el limite de alta frecuencia de la viscosidad por 7.

Esta es una cantidad puramente hidrodinamica debido a que las particulas

no son deformables. Para suspensiones diluidas, valores numéricos exactos

hasta el orden cuadrético en la densidad, ¢?, son conocidos. En el caso de
esferas duras tenemos [33] 134]

T 4 364 562+ 067 5.5

w o +§¢+¢+ (¢7). (5.5)

Més atin, para ¢ << 1, n’_/n° es bien aproximado por la viscosidad a alta

frecuencia en ausencia de interacciones hidrodinamicas, dada por la expresion
de Einstein [35]

Moo 5

Lionberger y Russel [36] brindan una expresion semi-empirica para una sus-
pension de esferas duras que abarca todo el rango de concentraciones. La
expresion es como sigue:

n. 1+ 1,5¢(1+ ¢ — 0,189¢?)

1 ¢(1+6—0,1896%) G0

y esté en acuerdo con mediciones realizadas de 1, para dispersiones de esferas
duras, ademés concuerda con el resultado para bajas concentraciones hasta
orden cuadrético presentado en la ecuacion . Asimismo, cabe mencionar
que 7., diverge para ¢ = 0,64, valor correspondiente con el pardmetro de
empaquetamiento aleatorio.

Mientras X (¢) depende instantaneamente de E(t), existe una gran bre-
cha temporal entre el esfuerzo desviatorio termodinamico X7 (t) y la ciza-
lladura dependiente del tiempo aplicada. En el régimen viscoeléstico lineal,
37 (t) y E(t) estan relacionados por medio de

»7(t) = Q/t du An(t — u)Ege™™" (5.8)

—00
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donde An(t) es la parte de la funcion de cizalladura n(t) =2n..6(t) + An(t)
debida a las fuerzas Browniana y potencial. Esto describe una relajacion no
instantédnea de la microestructura perturbada alrededor del equilibrio.

La ecuacion puede reescribirse en términos de la viscosidad dindmica
compleja n(w) como

ny(t) = U(W)"Yem ) (59>

donde n(w) se define como la transformada de Fourier-Laplace de n(t). Esta

ultima puede escribirse explicitamente como sigue

n(w) =n'(w) —in"(w) = nle + An(w), (5.10)

donde
An(w) = An'(w) —iAn" (w) = /0 dt e ™" An(t) (5.11)

denota la parte termodinamica de n(w) que se anula para w— o0.
En la literatura es comin encontrar resultados basados en el modulo de
cizalladura dindmico complejo G(w). La viscosidad dindmica n(w) se encuen-

tra relacionada con G(w) a través de
Gw) =G (w) — G"(w) =iwn(w), (5.12)

donde
(W) = ' () = WAy (W) = w /0 dt sinwhAn(t)  (5.13)

es el modulo de almacenamiento elastico dependiente de la frecuencia y

G"(w) =wn (w) = wnly + A7 (w)] = w {ngo + /Ooodt cos(wt)An(t)| (5.14)

denota el modulo de pérdida viscosa. La parte real n'(w) esta en fase con
la tasa de esfuerzo oscilatoria y da cuenta de la energia disipada, mientras
que 1" (w) mide la energia almacenada elasticamente. Un comportamiento
puramente viscoso se corresponde con 7” = 0, mientras que un comporta-
miento puramente elastico se da por la contribucion de alta frecuencia nl,
correspondiente a " — 1. =0.

Esto puede entenderse como sigue: a bajas frecuencias las perturbaciones

inducidas por la cizalladura son relajadas por el movimiento Browniano; esto



Capitulo 5 Viscoelasticidad lineal 51

disipa energia, y la suspension es predominantemente viscosa. Sin embargo,
a altas frecuencias, las perturbaciones no pueden ser relajadas en el periodo
de la oscilacion; el cambio en la configuracion de equilibrio lleva a un alma-
cenamiento de energia y esto se traduce en un incremento de la componente
elastica. De este modo en el limite de alta frecuencia la viscosidad compleja
estd completamente determinada por la hidrodindmica. Para frecuencias in-
termedias, existe tiempo suficiente para que el sistema recupere parcialmente
el equilibrio durante un ciclo y la energia elastica se almacena en la configu-
racion perturbada; por ello decimos que el sistema se comporta de manera
viscoelastica.

El modulo de cizalladura elastico en el limite de alta frecuencia GL =
G'(w—0) esta dado por

Gl= An(t=0), (5.15)

siempre que la funcion de relajacion termodindmica An(t) sea regular en
t = 0. Para suspensiones de esferas duras sin HI, se ha demostrado [34 [36]
que G'(w) crece asintoticamente sin cota como w'/?: correspondientemente

1/2 para t —0. Como se derivé en [36], la forma exacta

An(t) diverge como ¢~
para tiempos cortos para la funcién de relajacion reducida de una dispersion

de esferas duras en ausencia de HI es

A ~1/2
Tfn_g(t) ~ 1_;%2\/%9(&) (%) , (5.16)

siempre que se cumpla que ¢t < t;, donde T; es el tiempo de relajacion estruc-
tural presentado en . Aqui, g(c™) es el valor de contacto de la funcion
distribucion radial dependiente de ¢, para la cual existen expresiones anali-
ticas precisas [32].

A frecuencia nula, la ecuacion se reduce a Y, =17, con 1 denotando

la viscosidad a frecuencia cero. Para la contribucién
An=1n—n= / dt An(t) (5.17)
0

a la viscosidad debida a la relajacion no instantanea de la tension, se cono-

cen resultados exactos para suspensiones diluidas de esferas duras. Para este
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ultimo caso tendremos explicitamente [33],

% = 0,913¢ + 0(¢?) (5.18)

y para cuando despreciamos las interacciones hidrodinamicas [32]

An 12
— = — 0. 5.19
=50 (5.19)

Partiendo de las expresiones exactas para X7 del trabajo de Batchelor [33]
y utilizando teoria de respuesta lineal, Négele y Bergenholtz [37] derivaron
una ecuacion exacta para la funcion de relajaciéon de cizalla en el limite de
baja tasa de cizalla. Tal como se encuentra en [37], An(t) puede expresarse

como una funciéon de autocorrelacion de la tension de equilibrio segiin

1
- kgTV

An(t) <6%QBW@/> , (5.20)

con la componente xy del tensor de esfuerzo microscopico dada por

N
o = ; ([Rfdm + CfW(RN)]%}g) - kBTaiRZCfW(RN)) . (5.21)

Notamos que Qp esel operador de Smoluchowski backward en ausencia de
flujo de cizalla. Ademaés, R es la y-ésima componente de R; para una sistema
de N particulas en un volumen V', y la suma sobre indices repetidos sigue
la convencion de Einstein. Asimismo, la funcion C7¥7 es una componente
cartesiana del tensor de movilidad de tercer orden C(RY), que da cuenta de
las interacciones hidrodindmicas inducidas por la cizalla de la particula ¢ con
las particulas restantes. Para una esfera i libre de fuerzas y torque que se
mueve por influjo del campo de flujo ambiente descrito en la ecuaciéon ,

la velocidad de conveccion estéa dada por [33]
Vi(RYt) =E(t)-R; + E(t) : C;(RY). (5.22)

De la ecuacion (5.17) se sigue que la viscosidad 1 en el limite de baja
cizalla tiene la forma de la féormula de Green-Kubo segiin

1 > o
) dt <Awy QBtAzy> ) 2
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Cuando no consideramos HI, tenemos que C; =0y " es igual a la parte

potencial

N
6" =—> RIFY, (5.24)
=1

donde F; es la fuerza termodinamica que actiia sobre la particula ¢. El resul-
tado encontrado en la ecuacion es formalmente idéntico a la formula de
Green-Kubo, mas alla de la contribuciéon de un factor cinético que se pierde,
correspondiente a la expresion de la viscosidad para liquidos simples [2]. Sin
embargo, es necesario recordar que la evoluciéon temporal de la dinamica de
suspensiones coloidales esta gobernada por la ecuacién de Smoluchowski, en
lugar de la ecuacion de Liouville valida para liquidos simples. Consecuente-
mente, An(t), como cualquier funcion autocorrelacion regular descrita por

la dindmica de Smoluchowski, decae mondtonamente a cero en el régimen

fluido.

Las ecuaciones (5.20)), (5.21)) y (5.23) seran utilizadas a continuacion co-

mo punto de partida para derivar expresiones en el marco de la MCT para
An(t) y An. Por tltimo, cabe aclarar que en la derivacion de las ecuacio-
nes anteriormente mencionadas, no fue necesario asumir que las particulas
eran idénticas entre si; por lo tanto, los resultados obtenidos son aplicables

también y de manera directa a mezclas coloidales.

5.2. Teoria Mode-Coupling de la Viscoelastici-
dad lineal

En esta seccion derivaremos un modelo de aproximacion para calcular la
funcion de relajacion An(t) de una mezcla coloidal de m componentes. Como
ya hemos dicho, nuestro punto de partida seran las ecuaciones (5.20), (5.21)
y (5.23). La primera aproximacion (la de menor orden) de la MCT consiste
en proyectar 6"/, en la ecuacion , sobre el subespacio de las variables
dindmicas generadas por productos bilienales de las densidades microscopicas
parciales Ay, cuya expresion estd dada por la ecuacion . En este primer
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paso de la MCT entonces, aproximamos Arn(t) por

1
kgTV

An(t) ~ <[ﬁ<2>aw]* efmt [15<2>a~’vy]> , (5.25)

donde hemos introducido el operador proyeccion

B _55%22 Z Ao

kK o,B8,7,0=1 (5.26)
X 5;51(k)5§$(!q - k|)AiAg—k :

El asterisco denota la operaciéon de conjugacion compleja. Aqui Sﬂ_vl(k‘) es
el elemento (3,7) de la matriz inversa, ST!(k), de la ya familiar matriz de
factores de estructura parciales estaticos S(k).

Notamos que lf’f) es independiente del vector de onda q. El limite ¢—0
se introduce como un recordatorio de que An(t) puede considerarse como el

limite para longitudes de onda largas de la funciéon de relajaciéon generali-

zada dependiente de ¢, An(g,t). Si sustituimos la ecuacion ((5.26]) en ([5.25))

obtenemos

A7] t 4V]€BT Z Z Z Ua/j(k)Ua/ﬁ/(k/)

KK o,87,0=1a 5~ ,8=1

1 -1 / -1 ! (5'27>
x S5 (k) Sgy (k) Sy (k) Sgin (K')

v

!

Qpt 40 5’
x ([P AAT ] AL AR
con la matriz real y simétrica mxm U(k) de las amplitudes vertex estaticas

Uas(k) = (6" AZAP ). (5.28)

La ecuacion ([5.27) involucra una funciéon correlaciéon a cuatro puntos,
que no puede calcularse de manera analitica. Como ya hemos realizado en
el capitulo anterior, aplicaremos una factorizacion Gaussiana de esta funcion

autocorrelacion a cuatro puntos en productos de funciones de autocorrelaciéon
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a dos puntos, es decir,
("2 ARAT AT A & (77 A AT, ) (771 AT, ) Ay)

(A AL (1 AL ) A% )
(5.29)
= Sy (K, 1) S5 (K, 1) Orc e

+ S5 (K1) S5 (k)0 rcxc -

Hemos hecho uso en la ecuacién anterior de los factores de estructura
dindmicos S,g(k,t), definidos en (3.39). Para el caso especial de t =0, la
aproximacion de factorizacion en la ecuacion ha sido utilizada en la
definicion de P® para asegurar la idempotencia (p(z))z =P®,

Sustituimos a continuacién la ecuacion ((5.29) en (5.27) y remplazamos

> por (V/(2m)?) [dk para V — co. Luego de algunos calculos obtenemos

la siguiente expresion para la funciéon relajacion:

M) gy > > [ A9V &)

a’ﬁ,’y76:1 a/ )18/77/76/:1

(5.30)
X Uarpr (K)So5 (k) Sgy (k) Sy (k)
X Sy (K) Sy (K, 1) S50 (K, 1)
Introduciendo la matriz
V(k,t) =U(k) - [S7'(k) - S(k,t) - ST (k)] (5.31)
podemos reescribir la ecuacion ((5.30]) en una forma mas compacta:
1 2
An(t) = ———= [ dkTr[V(k,t 5.32
o) = sy | TV’ (5.32)

que involucra la traza de V(k,t)>. La matriz V(k,t) es en general no si-
métrica, sin embargo, como producto de una matriz simétrica U(k) y una
matriz definida positiva ST (k)-S(k, t)-S™(k), V(k, t) puede diagonalizarse.
Maés atn, puede probarse que los autovalores V,, son reales. En consecuencia,
Te[V(k,t)°] = 327, Ve > 0, lo que prueba que en el modelo de MCT se

preserva que An(t) sea semidefinida positiva.
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Ahora pasaremos a analizar las amplitudes vertex U,z (k). Separamos 6%
de acuerdo con las ecuaciones (5.21)) y (5.24), en una parte potencial y otra

hidrodinamica

' (5.33)

N
2 OU (RY 0
+ Z |:Oi Ll 35137 ) _ kBTaRWC y’Y(RN):|
i=1 i

correspondientemente tendremos que Uys(k) = UL 4(k) + Uly(k)

- <<i RZC&(g%w)) A§A€k> , (5.34)

Uty (k) = <<Z [ny” R T O””(RwD AﬁA‘ik> - (5.3

=1

Notemos que, contrariamente a « y 3, el indice ~ se refiere a las tres compo-
nentes cartesianas, que siguen la convenciéon de sumatoria usual.
Trabajamos ahora con la parte potencial de U,s(k), dada por la ecuacion

(5.34)), para la que utilizaremos la ya mencionada identidad de Yvon:

<f (RY) azgg;w)> = kT <aj(;(}§w)> : (5.36)

valida para cualquier variable configuracional f(R¥). Luego de algunos célcu-

los obtenemos que

kyky, d

P
Uns(k) = kpT =2 2

— Sas(k). (5.37)

Al igual que en el resto de este trabajo, no tendremos en cuenta las inter-
acciones hidrodinamicas en el tratamiento, por lo que s6lo debemos remplazar

la ecuacion (5.37) en la ecuacion ((5.32)) y hacer uso de la siguiente relacion

Z dS&ﬁ Sa(Sl o Z Saﬂ dcad(k) ) (538>

a=1
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la cual se deduce inmediatamente de la forma matricial de la ecuacién de
Orstein-Zernike definida en (4.17)). De la ecuacion (5.38) y de la integral

4
é A0y k2K = 1—75%4 (5.39)

llegamos a la expresion final de la MCT para la viscosidad:

m

kBT
~ 6072 > Z / dk
v,y'=14,6'=1
dC. 5(k) dC. /5/(k)
o ;k de, Syt (ks 1) Sssr (K, 1) (5.40)
_kgT [, dC(k) 2
__6071'2/0 dk k*Tr (W S(k,t) :

valida para una mezcla coloidal de esferas rigidas m-componente en ausencia
de HI. Notamos en la ecuacion (5.40) que la relajacion de An(t) esta deter-
minada por la relajaciéon temporal de las fluctuaciones de densidad descritas
por S(k,t).

Para un sistema monocomponente, donde m = 1, la ecuaciéon se

reduce a la siguiente expresion:

An(t) = g(f; /O Tk {%%S( )} Gelle, )2, (5.41)

donde ¢.(k,t)=S(k,t)/S(k) es el factor de estructura dinamico normalizado.
La ecuacion (5.41) es formalmente idéntica a la correspondiente expresion
dada por la MCT para un fluido simple monocomponente. Para liquidos
simples no existe una contribucion adicional viscosa 21’ 0(t) a la funcion de
relajacion An(t).

Vemos que el modelo de MCT para An(t) en el caso de una mezcla coloidal
sin HI, depende no solamente de la derivada matricial dC(k)/dk que puede
calcularse para diferentes variantes de ecuaciones integrales EL sino también
de la matriz de factores de estructura parciales dinamicos S(k,t) en ausencia
de un flujo de cizalla. De este modo, para determinar la funcién de relajacion

es necesario contar con otro conjunto de ecuaciones que determinen la matriz

1Vease la discusion sobre métodos de ecuaciones integrales en la secciéon
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S(k,t). Este conjunto de ecuaciones que establecen la evolucion temporal de
los factores de estructuras parciales esta determinado por la ecuaciéon ,
y asimismo, el modelo de MCT para resolver esta ecuacién se desarrolld en
la Seccion .2 Tenemos entonces un modelo autoconsistente que permite

estudiar el comportamiento de An(t).



Capitulo 6

Resultados de la Teoria

Mode-Coupling

6.1. Introducciéon

En este Capitulo daremos cuenta de los resultados obtenidos de aplicar la
Teoria Mode-Coupling, desarrollada en los capitulos precedentes para mezclas
coloidales. Pero antes analizaremos el comportamiento resultante de aplicar
nuestras ecuaciones al caso mas simple de suspensiones monodispersas. Esto
iltimo nos permitira familiarizarnos con las cantidades de interés que son
comunes a ambos casos, pero que en sistemas de s6lo una componente son

més faciles de comprender.

Se ha dicho ya en el capitulo introductorio que existen diversos estudios
realizados sobre la dinamica y reologia de este tipo de dispersiones, pero no
sucede lo mismo con sistemas policomponentes. Es por este motivo, que un
buen modo de probar la validez de nuestros procedimientos numéricos es
aplicarlos al caso bien conocido de suspensiones monocomponentes, donde

pueden compararse con resultados ya existentes en la literatura.

A lo largo del capitulo discutiremos ademés el comportamiento de diferen-
tes cantidades de interés en los limites conocidos, como por ejemplo, el limite
diluido. Comparar nuestros resultados con estos casos ya estudiados, seréa

otro modo de verificar la validez de nuestras ecuaciones y procedimientos.

59
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6.2. Procedimiento Numérico

En los capitulos anteriores hemos derivado un conjunto de ecuaciones in-
tegrodiferenciales que permiten calcular S(q,t) v G,(q,t). Pasamos ahora a
describir brevemente el procedimiento numérico abordado para la resolverlas
de manera consistente para el caso en que ignoramos las interacciones hidro-

dindmicas. Las ecuaciones de evolucion para S(q,t) v Ga(q,t) estan dadas

por
B
5:5(a:t) = — ¢*H(q)-S"'(9)-S(q, 1)
. o (6.1)
- [ e = B @) ()
5Gal) = ~DIGu(a0) ~ [ W0t =) T Gulan). (52)
at « q? - q « « q7 0 % q) au « q7 . .

con las correspondientes ecuaciones aproximadas por mode-coupling para las

funciones de memoria irreducible parciales

DOD0 Z
dkV, q 1/ /5/((1 k)
1/2 / wiyo (Y Y )
2(2m)3(nun,) ey (6.3)

Sy (|a — K|, t)Sss (K, t).

M (g, 1) =

) DY
M&lrr(q,t): a / ( ) |q k| t Zvaé 565’ k t)vaé’(k)'

(277')377/& 5,8
(6.4)
Las funciones vertex estan dadas por:
Visve(a, k) =@ - k05 Cpiy (k) + @ - (4 — k) 6y Cps(|la — k). (6.5)
Vas(k) = Cyus(k) . (6.6)

Donde C,3(q) responde a la ecuacion de Orstein-Zernike matricial

S'(k) =1 — C(k). (6.7)
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Recordemos que el tinico dato de entrada necesario para resolver las
ecuaciones — es la matriz de factores de estructura estaticos par-
ciales S(¢). Como dijimos con anterioridad, utilizaremos la aproximacion de

Perkus-Yevik para el calculo de S(g) en todos los casos.

El c6digo numérico utilizado para la resolucién de las ecuaciones esta ba-
sado en un codigo escrito originalmente por J. Bergenholtz y utilizado en
el articulo [I] presentado junto a G. Négele y K. Dhont, donde se calculan
S(q,t) v Ga(g,t) para diferentes sistemas. El codigo original fue modificado
y extendido de modo tal de posibilitar el calculo de propiedades de interés
en este trabajo. El cédigo hace uso de un algoritmo propuesto por M. Fuchs
et al [38]. El procedimiento consiste integrar las ecuaciones presentadas co-
menzando de la forma conocida para tiempos cortos, para luego resolver de
manera simultanea e iterativa las ecuaciones . Las ecuaciones de-
ben resolverse de manera simultanea debido a que las funciones de memoria
dependen de la evolucion de S(q,t) y Ga(g,t) segin sea el caso.

Las integrales en las ecuaciones se resuelven por integracion
numérica en una grilla de vectores de onda uniformemente distribuidas:
q=1Aq,i=1, ..., N. El tamano de la grilla y el tamano del paso Ag tomados,
vari6 segun las cantidades de interés al momento del céalculo; por ejemplo, al
momento de calcular la viscosidad se utilizo una grilla més grande y un paso
més pequeno que cuando so6lo estdbamos interesados en encontrar S(q, t), ya
que el integrando para calcular relaja mas lentamente en ¢ . Se aplico
el procedimiento senalado a diferentes sistemas binarios caracterizados por
sus correspondientes cocientes entre radios A = a1 /ag, fraccion de volumen

total @ y fracciones molares de esferas pequenas y grandes z,,.

En primera instancia se utilizé el codigo modificado para calcular pro-
piedades dindamicas y reoldgicas en sistemas monocomponentes de modo de
chequear la consistencia de nuestros resultados al compararlos con traba-
jos previos sobre el tema y extendernos en su anéalisis. El paso siguiente fue
aplicarlo a diferentes sistemas coloidales binarios de esferas duras sin HI;
primero en suspensiones con fracciones de volumen total pequenas, de modo
tal de comparar con los resultados analiticos en el limite diluido; para luego
pasar a sistemas mas densos, variando las concentraciones relativas de las

componentes.
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6.3. Resultados para suspensiones Monocom-

ponentes

6.3.1. Autodifusion

En este apartado presentaremos resultados para el desplazamiento cua-
drético medio (MSD) W(t) y para el coeficiente de autodifusion DL, en el
caso de una suspensiéon monocomponente. En este tultimo caso, el comporta-
miento del MSD esté descrito por una simplificaciéon de la ecuacion ,
donde tomamos av=1:

My(q,w)
-

t
W(t):th—/O du lim (6.8)

q—0 q

El incremento temporal lineal inicial de W (t), caracterizado por D?, es
seguido por un régimen sublineal, originado por la influencia retardada del
efecto de celda de las particulas vecinas. Para tiempos largos, W (t) se torna
nuevamente lineal en el tiempo, con una pendiente igual al coeficiente de
autodifusion a tiempos largos DX < DY. Recordando la ecuacion (3.63), que
relaciona la transformada de Laplace de la funciéon de memoria y la transfor-
mada de Laplace de la correspondiente funciéon de memoria irreducible; somos
capaces de escribir la siguiente expresion para el coeficiente de autodifusion

a tiempos largos:

DS
DSL = lim W) £

= : 6.9
t—oo ¢ 14+ mir(qg— 0,5 = 0)’ (6.9)

que es un resultado analogo al obtenido en la ecuacion (3.70)).
Alternativamente, W (t) y su pendiente a tiempos largos DX pueden de-
terminarse directamente de G(g,t) por medio de la extrapolacion [11]

G(q,t) .

2

W(t) = —lim

q—0 q

(6.10)

En nuestros célculos numéricos haremos uso de la ecuacion (6.3) para
determinar el desplazamiento cuadrético medio y calcular D¥ de la pendiente
a tiempos largos. Utilizamos la ecuacion de modo tal de poder chequear

la consistencia de nuestros resultados.
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Figura 6.1: Coeficiente de autodifusién a tiempos largos para esferas furas. Los datos
BD que fueron tomados de las refs. [39] (circulos abiertos) y [40] (circulos cerrados), se
comparan con los resultados de la MCT (linea punteada) y de la MCT rescaleada (linea
solida). También se presenta el resultado exacto para el limite diluido: DX /D=1 — 2¢
sin HI.

En la figura podemos observar el comportamiento del coeficiente de
autodifusion a tiempos largos para una suspension de esferas duras en el
marco de la teoria de Mode-Coupling, como funcién de la fraccion de vo-
lumen. Como ya se ha dicho con anterioridad, para todos nuestros calculos
utilizamos como dato de entrada el factor de estructura estatico S(q) en la

aproximacion de Perkus-Yevik.

La transicion vitrea idealizada para esferas duras en la MCT ocurre para
»=0,525 |26}, 130], donde DE se anula.

El efecto de celda sobre las particulas es, sin embargo, sobrestimado en la
MCT, dando lugar a una concentraciéon necesaria para transiciéon vitrea me-
nor si se compara con experimentos [26, 28, [30]. Aunque la MCT no predice
una concentraciéon exacta para la transicion vitrea, si reproduce las propie-

dades caracteristicas de una transicion vitrea para esferas rigidas [26], 30, 2§].
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Figura 6.2: Desplazamiento cuadritico medio en funcién del tiempo para ¢ = 0,30.
Comparacion entre comportamiento a tiempos cortos y a tiempos largos con sus respectivos

coeficientes de difusion.

A continuacion, seguiremos los lineamientos del trabajo de Gotze [20],
y renormalizaremos la dependencia en la concentraciéon de las cantidades
calculadas con la MCT de acuerdo con:

Z
0,525

¢— ¢ (6.11)

donde la concentracion ¢, esta determinada de modo tal que, el resultado de
la MCT para DL (¢) sea bien comportado en relacion con los resultados de
simulaciones con Brownian Dynamics (BD) para grandes concentraciones.
La densidad de renormalizacion queda definida entonces por ¢, = 0,62. De
manera similar se procede para el caso de esferas duras atémicas, donde se
encuentra que ¢,=0,60 [30].

Como puede verse en la figura[6.1] este reescaleo de la dependencia en la
concentracion puede utilizarse para obtener un acuerdo cuantitativo entre los
coeficientes de difusion a tiempos largos de la MCT y BD. En la misma figura

encontramos el comportamiento de los coeficientes de difusion en el limite
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Figura 6.3: W(t)/D° para esferas duras a ¢ = 0,3 (linea solida) y ¢ = 0,5 calculadas
en el marco de la MCT.

diluido, que da cuenta del hecho de que la MCT no reproduce de manera
correcta este caso limite. En la MCT tenemos que DY/ D%=1—4/3¢+ 0(¢?),
mientras que el resultado analitico exacto esta dado por DL/D%=1 — 2¢ +
O(¢?) [41],[42).

En la figura[6.2) podemos observar el comportamiento del desplazamiento
cuadratico medio en funcién del tiempo para una fraccion de volumen ¢ =
0,30. Notemos como W (t) pasa del régimen difusivo a tiempos cortos al
régimen difusivo a tiempos largos, pasando antes por un régimen no difusivo.
Ambos regimenes estan caracterizados por sus respectivos coeficientes de
autodifusion D? y DE| tal como puede verse en la figura.

En la figura [6.3] se muestran los resultados para esferas duras en el marco
de la MCT de W(t)/(D°) para dos concentraciones diferentes: ¢=0,3 y ¢=
0,5. Podemos entonces, recordando la ecuacion , determinar el coeficiente
de autodifusion a tiempos largos del comportamiento asintotico de W (t)/(t).

Si bien este tltimo procedimiento permite encontrar el coeficiente de au-

todifusion a tiempos largos, es posible generalizar en concepto del coeficiente
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Figura 6.4: Coparamos el comportamiento de dW (t)/dt en relacién a la funcion W (t)/t
para ¢ = 0,3 y ¢ = 0,5; en escala semilogaritmica. El comportamiento asintético de

cualquiera de ellas determina el coeficiente de autodifusion a tiempos largos DE.

de autodifusion con este objetivo. Definimos el coeficiente de autodifusion

generalizado como:

Du(t) = dvgt(t). (6.12)

Es posible entonces determinar DZ a partir del comportamiento asintotico de
la derivada del desplazamiento medio cuadratico, es decir, DF =1im;_, ., Ds(t).
Del mismo, podemos encontrar el coeficiente de autodifusion a tiempos cor-
tos: D =1im;_,q Ds(t). Aunque para ser mas precisos deberiamos decir que
determinamos D? del comportamiento de D, (t) para tiempos t <K 7.

En la figura , podemos comparar el comportamiento de D,(t) y de la
funcion W (t)/t para dos fracciones de volumen diferentes, en escala semi-
logaritmica. Vemos que el resultado sera idéntico al de la figura 6.3 pero
notamos que dW (t)/dt alcanza el limite mas rapidamente que la funcion
W (t)/t. Este ultimo procedimiento tiene la ventaja adicional de indepen-

dizarse de la funcion W (t)/t que no posee ningun interés fisico en nuestro
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tratamiento, Aunque puede decirse a favor de esta funcion que es tutil para

algunos procedimientos experimentales.

6.3.2. Viscoelasticidad en sistemas monocomponentes

En el Capitulo [5] encontramos diferentes ecuaciones que determinan el
comportamiento reolégico de mezclas coloidales y también de suspensiones
monocomponentes. Basandonos en estas expresiones es posible analizar el
comportamiento asintdtico para tiempos largos de la funcion relajacion An(t)
en un sistema de esferas duras diluidas sin HI.

Tomemos, en primera instancia, el caso monocomponente que responde
a la ecuacion . Cuando queremos hacer uso de esta ecuacion, nos en-
contramos con que es necesario conocer la derivada del factor de estructura
estatico S(k). Sin embargo, esta puede calcularse con algin método numérico

o puede utilizarse la siguiente expansiéon en la aproximacion de PY:

Slar) =120 |19 2D 4 i 2| gy es)
qo (q0)?

con jo(z)=sin(x)/z y ji(x) = (sin(x) —z cos(z))/z* denotando las funciones

de Bessel esféricas de orden cero y de primer orden. Ademés, tenemos que

g (1) =g(r/o=1") y ¢*' (1) =0dg(r=0")/dr son los valores de contacto

de la funcion distribucion radial y de la derivada primera con respecto a la
variable adimensional r/o.

A partir de esta expresion encontramos que dS(y)/dy = 24¢7j2(y)/y +

O(¢* q3), donde y=qo y j, denota la funcion esférica de Bessel de segundo

orden. Obtenemos entonces la siguiente aproximacion, de orden mas bajo en

¢, dada por la MCT:

TrAn(t o

1—077() ~ foo¢2/ dyyzjg(y)Qe_yQt/@T’) + O0(¢%). (6.14)
Ui 0

Como j»(y) ~ y*/15 para y pequeiio, llegamos a la siguiente expresion

para la funcion relajacion de orden cuadratico en ¢:

TIAU(t)

oL 2N
o X [ \/;(T_I) , (6.15)
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Figura 6.5: Viscosidad normalizada sin HI para esferas duras coloidales en dependecia con
la fraccion de volumen. Comparamos los resultados obtenidos por la MCT (linea sélida) y
los datos de simulaciones BD reproducidos de [43]. Ademas, se muestra el resultado limite

de Einstein (linea punteada).

valida para t > t;. En la MCT, f.,=36/75=0,48. El comportamiento exacto
para An(t) como se obtiene en [44] difiere de la ecuacion (6.8) solamente en
el prefactor f,, =2/320,67. Mientras que la MCT no reproduce exactamente
el prefactor para la forma de An(t), al menos si reproduce cualitativamente
la dependencia asintdtica exacta en .

Si calculamos la integral en , obtendremos el siguiente resultado

para esferas duras en el marco de la MCT
A
n—(’] = f6* + 0(6%) (6.16)

para la parte termodinamica de la viscosidad, con f=36/25=1,44. Compa-
remos esto con el resultado exacto, en donde el prefactor esta determinado
por f=12/5=24 [44].

En la figura [6.5] puede verse el resultado obtenido a partir de la MCT

para la dependencia en ¢ de la viscosidad 7, en el limite de cizalla nula
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Figura 6.6: Funcion relajacion An dependiente de t para diferentes concentraciones. Se
compara en el caso de ¢ =0,01 el resultado obtenido por solucién de la ecuacion (5.41])
dada por la MCT y la aproximacion (6.15) para el limite diluido.

para una suspension de esferas duras sin HI; en comparaciéon con datos de
simulaciones BD obtenidos por P. Strating [43]. Vemos que existe un acuerdo
aceptable entre los datos MCT y los obtenidos con BD. En ambos casos puede
observarse el gran crecimiento que experimenta 7 cuando nos acercamos a la
concentracion de transicion vitrea (fijada en ¢ =0,62 por la renormalizacion
aplicada en la ecuacion (6.11])), es decir, que la MCT asocia una divergencia

de la viscosidad con una transiciéon vitrea (idealizada).

Los resultados con MCT se obtuvieron de la expresion para la viscosidad
dada en (5.17) con An(t) determinado por . Ademés, hemos mencio-
nado que para el caso limite de alta frecuencia , puede utilizarse la expresion
de Einstein 1/, /n°=1+2,5¢ en ausencia de HI. De acuerdo a la figura ,
la contribucion de Einstein a la parte potencial de n se vuelve despreciable
para ¢ >0,45.

En la figura [6.6] se muestra el comportamiento de la funcion relajacion

An(t) para diferentes concentraciones en escala logaritmica, basandonos en
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Figura 6.7: Funcion relajacion An dependiente de ¢ para una concentraciéon ¢ = 0,01
(linea solida), en comparacion con la aproximacion a tiempos cortos en el limite diluido
dada por la expresion y la correspondiente a tiempos largos dada por , en
escala logaritmica.

el calculo numérico de la expresion dada por la MCT. Puede verse que
para el caso en que tenemos una baja concentraciéon existe una gran seme-
janza entre el resultado numérico y la aproximacion realizada en la ecuacion
(6.15) para el limite diluido, siempre que se cumple que ¢ > 17, tal como
habiamos supuesto al inicio del calculo de la aproximacién. Para dejar este
iltimo punto més en claro, es que en el grafico hemos optado por escribir
47tr en lugar de 0?/D° en el eje x, como se venfa realizando en las figuras

anteriores.

Por altimo, en la figura [6.7] se presenta el comportamiento de la funcion
relajacion An(t) para una concentracion ¢ = 0,10; en escala logaritmica. El
grafico permite distinguir el paso desde el comportamiento a tiempos cortos
al comportamiento a tiempos largos. Podemos comparar con los resultados
obtenidos en la aproximacion de limite diluido para tiempos cortos, dada por
la expresion , y para tiempos largos dada por la ecuacion (6.15)). Para
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el primer caso tenemos que el comportamiento es del orden ~ ¢~1/2

, mientras
que para tiempos largos tendremos un comportamiento del orden ~ t~7/2, 1o
cual se ve reflejado en la figura cuando se compara con el resultado obtenido

por el calculo numeérico de la ecuacion (5.41)).

6.4. Resultados para suspensiones coloidales

multicomponentes

En esta secciéon se presentarédn diferentes resultados para mezclas bina-
rias de esferas duras, obtenidos a partir de las ecuaciones encontradas con
la MCT. Generalizaremos asi lo obtenido en la secciéon anterior para sus-
pensiones monodispersas al caso de sistemas multicomponentes. Ademas, se
estudiara el fenémeno de Interdifusion, el cual es exclusivo de sistemas de
més de una componente. Del mismo modo que en la secciéon anterior, se
compararan los resultados obtenidos en el marco de la MCT con los limites

conocidos para las cantidades de interés.

6.4.1. Difusiéon Cooperativa

Comenzaremos estudiando el comportamiento de los factores de estructu-
ra parciales dinamicos, que ademas de ser de interés intrinseco, son necesarios
para calcular otras cantidades tales como la autodifusion, interdifusion o vis-
cosidad de las mezclas.

En este punto, cabe recordar que a lo largo del trabajo hemos utiliza-
do la aproximacion de Percus-Yevick para calcular los factores de estructura
parciales estaticos, los cuales sirven como dato de entrada en nuestras ecua-
ciones. El procedimiento a seguir consiste en integrar la ecuacion en
el tiempo, comenzando de la forma conocida para tiempos cortos dada por
la ecuacion (3.46), y haciendo uso de un algoritmo propuesto por Fuchs et al
[38]. En este algoritmo se asegura que se satisfaga la ecuacion (3.56) para la
funciones de memoria parciales irreducibles en cada paso discreto de tiempo.

Las integrales Mode-Coupling en la ecuaciéon fueron resueltas por
integracion numeérica en una grilla de vectores de onda uniformemente dis-

cretizada: ¢ =iAq, 1 =1, ..., N. Hemos utilizado para este caso N =250 y
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Figura 6.8: Factores de estructura parciales estaticos de esferas duras para A=a;/as =
0,2; £1=0,9; y &7 =0,50 como funciones del vector de onda g normalizado por el didmetro

de las particulas grandes o,. La flecha indica el namero de onda goy=7,05.

Agas = 0,1; donde as es el radio de las esferas grandes. Los presentes re-
sultados han sido obtenidos para un cociente entre radios A =aj/a; =02 y
una fraccion molar de esferas pequenas dada por x; =0,9. Utilizamos aqui
los mismos parametros que en el trabajo de Négele et al [I], para verificar
que nuestros calculos numéricos estén en completo acuerdo con los resultados
presentados en ese trabajo previo.

En la figura se muestran los factores de estructura parciales para
una fraccién total de volumen ®1 = 0,50. Nos concentraremos ahora en la
relajacion temporal para ¢ = 7,050, " (02 = 2a;), correspondiente a la po-
sicion del primer pico en Sy (g) (indicado con una flecha en la figura [6.8).
Las figuras [6.9(a) y [6.9(b) muestran los factores de estructura parciales di-
namicos: S11(q,t),la autocorrelacion de las fluctuaciones de densidad de es-
feras pequenas; y Saa(q,t),la autocorrelacion de las fluctuaciones de densi-
dad de esferas grandes; para cuatro fracciones de volumen total diferentes

® =0,50; 0,51; 0,52; 0,53. Notemos que los factores de estructura dinamicos
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Figura 6.9: Factores de estructura dinamicos parciales normalizados, en funcién del
tiempo adimensionalizado para diferentes ®: (a) S11(q,t)/S11(q); (b) Sa22(q,1t)/S22(q).



74 Caso Multicomponente Seccién 6.4

1.0

0.8

Galg,t)

04

0.2

10—5 103 101 10 103
0 2
tD5 /o35

Figura 6.10: Funciéon autointermediaria de scattering de esferas duras para A =0,2 y
x1=0,9 a gos =7,05; para particulas pequetias (¢ =1) y grandes («=2) como funciones

del tiempo adimensionalizado a diferentes fracciones de volumen total.

en la figura[6.9se encuentran normalizados de modo que Sas(q,t)/Sas(q), al
tender al limite ¢t — 0 sea igual a uno para ambos casos.

Como bien puede observarse en la figura [6.9] la relajacion de las fluc-
tuaciones de densidad colectiva es lenta y no exponencial; a medida que nos
acercamos a la transicion vitrea la relajacion temporal puede llevar décadas
en suceder. Para fracciones de volumen total mayores a la concentracion de
transicion &7 =0,5185 los factores de estructura no decaen a cero, dando lu-
gar a residuos finitos conocidos como factores de Debye-Waller. Por encima
de la concentracion de transicion vitrea ®. estos factores se vuelven no nulos
[26].

Los resultados para las funciones autointermediarias de scattering G, (q, t)
de las particulas pequenas («=1) y de las grandes (av=2) se muestran en la
figura [6.10] Estas funciones se encontraron resolviendo la ecuaciéon de evolu-
cion correspondiente a G, (g, t), descrita en ([3.67)) junto con la aproximacion

de Mode-Coupling desarrollada en el Capitulo [4} el método utilizado es casi
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idéntico al presentado para los factores de estructura dindmicos parciales.
Para &y < ®. tanto G1(q,t) como Gs(q,t) relajan completamente a cero,
tal como sucede con los factores de estructura dinamicos, indicando que el
sistema es un fluido.

Para fracciones de volumen total ®. < &7 < &, =~ 0,53 la funcién auto-
intermediaria de scattering Gs(q,t) de las esferas grandes no decae a cero
mientras que G1(q, t) relaja en un tiempo finito. Puede verse esto claramente
en la figura para las fracciones de volumen ®7=0,52 y ®7=0,53, donde
G2(q,t) llega a un valor constante finito a tiempos largos. Esto sugiere que
las esferas grandes se encuentran localizadas por largos periodos de tiempo,
mientras que las esferas pequenas continiian en movimiento entre las esferas
grandes. Una localizacion de este tipo ha sido ya observada experimentalmen-
te por Imhof y Dhont [45] en una mezcla coloidal binaria de esferas duras

con un gran cociente entre radios (A=0,11).

6.4.2. Autodifusion

En este apartado daremos cuenta de los resultados obtenidos para la auto-
difusion de mezclas binarias aplicando las ecuaciones obtenidas en el marco
de la MCT. En primera instancia, analizaremos el caso limite de mezclas
coloidales de esferas duras diluidas sin interacciones hidrodinamicas, el cual
puede ser tratado de forma analitica. Para este caso, el coeficiente de auto-
difusién a tiempos largos DL, considerando el orden mas bajo en la fraccion
de volumen total ®r, estara dado por [46]:

DE “ Ao, 2 9

Do = 1—2 ; D, <a—:> + 0(d2), (6.17)
CON Gay = (@a+a,)/2 y la fraccién total de volumen &7 =3  ®,. Recor-
demos ademas que las fracciones de volumen parciales se definen por &, =
(47 /3)nxqa’. Para m=1, esta expresion se reduce a DY/ D =120+ 0(P32.)
encontrado en la subseccion y vélida para el coeficiente de autodifu-
sion D¥ de una suspension monodispersa de esferas duras en el limite diluido
sin HI.

La MCT tiene la desventaja que no reproduce en general la forma exac-

ta a bajas densidades de la funciéon de memoria. Podemos ejemplificar este
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Figura 6.11: W,(2)/D3t para esferas duras calculadas por MCT para un sistema con
O =0,40; 22 = 0,80 y A = aj/as = 1/3; en escala semilogaritmica. La linea solida co-
rresponde al desplazamiento medio cuadratico de las particulas pequenas, mientras que la

linea punteada corresponde a las esferas grandes.

hecho para una mezcla de esferas duras. Négele y Dhont en su trabajo sobre
autodifusion en mezclas coloidales con MCT [24] llegan a la siguiente expre-
sion para los coeficientes de autodifusion a tiempos largos para esferas duras
sin HI

L m
L 1
o=1-3 ;:1: O,(1+ Ap)?| + O(2) (6.18)

donde A\,5 = ag/a,. Comparando las ecuaciones (6.17) y (6.18) vemos que

la MCT so6lo difiere en el prefactor que acompana a la sumatoria; decimos
entonces que la MCT no describe la dindmica a bajas densidades de manera
exacta. Pero mas alla de este limite, la MCT a demostrado ser un método util
para el calculo de propiedades dindmicas en sistemas coloidales concentrados
y en sistemas con correlaciones fuertes entre particulas [20], 27].

Pasemos a analizar el comportamiento del desplazamiento cuadratico me-

dio donde, a diferencia del caso monocomponente, tendremos ahora asociado
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Figura 6.12: Coeficiente de difusién a tiempos largos DI para las esferas pequefias en
dependencia de la fraccion molar de esferas grandes, a diferentes fracciones de volumen
total y A=1/3. Comparacion con resultado obtenido para limite diluido exacto con
una fraccion de volumen total ®,=0,10.

un desplazamiento medio cuadratico, W, (t), para cada componte de la mez-
cla tal como se define en la ecuacién (3.61)). Vimos con anterioridad que para
tiempos largos W, () se torna lineal con respecto al tiempo, con una pen-
diente igual al coeficiente de autodifusién a tiempos largos D definido en la
ecuacion (3.62]).

En la figura puede verse una ejemplo del comportamiento de los
desplazamientos medios cuadraticos para cada una de las componentes de una
mezcla binaria de esferas duras. Esta tltima, caracterizada por una fraccion
total de volumen ®7 = 0,40; fraccion molar de esferas grandes zo = 0,80; y
un cociente entre radios de A = ay/ay = 1/3. Del grafico puede observarse
que se cumple el hecho de que D% < DY, el cual era uno de los requisitos de

consistencia para nuestro desarrollo de la teoria de difusiéon en el marco de
la MCT.

En la figura se comparan los resultados para el comportamiento del
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Figura 6.13: Coeficiente de difusién a tiempos largos DI para las esferas grandes en
dependencia de la fraccion molar de esferas grandes, a diferentes fracciones de volumen
total y A=1/3. Comparacion con resultado obtenido para limite diluido exacto (6.17) con
una fraccion de volumen total ®,=0,10.

coeficiente de autodifusion a tiempos largos DI de las esferas pequeiias en
dependencia de la fraccion molar x, de las esferas grandes, para diferentes
volimenes de fraccion total y A=1/3. Puede verse el comportamiento lineal
esperado cuando nos acercamos al caso de un sistema diluido encontrado
en , a su vez que observamos como la MCT no reproduce el resulta-
do exacto obtenido en para el limite diluido. Ademas se observa una
disminucion del valor del coeficiente de autodifusion a tiempos largos (para
cualquier fraccion molar) a medida que se aumenta la fraccion total de volu-
men de la mezcla, comportamiento previamente observado para suspensiones

monocomponentes en la figura [6.1]

Puede observarse en la figura los resultados para el comportamiento
del coeficiente de difusion a tiempos largos DY de las esferas grandes en
dependencia de la fraccién molar x5, para diferentes volumenes de fracciéon

total. En todos los casos se cumple el hecho esperado de que DI < DY, y



Capitulo 6 Resultados de la Teoria Mode-Coupling 79

al igual que en el caso de las esferas pequenas podemos ver que a medida
que aumenta la fraccion de volumen total el coeficiente de difusion a tiempos
largos disminuye. Del mismo modo que en el caso anterior, vemos como la
MCT se aparta del valor exacto para el limite diluido cuando tomamos
d7=0,10.

Tanto en la figura [6.12| como en [6.13| notamos que el coeficiente de autodi-
fusion crece a medida que aumentamos la fraccion molar de esferas grandes,
para cualquier fracciéon de volumen total. Esto puede entenderse del hecho de
que cuando remplazamos cierta fraccion de volumen de esferas pequenas por
la misma fracciéon de volumen de esferas grandes, lo que estamos haciendo es
compactar el volumen que se encontraba distribuido entre las esferas peque-
nas en una esfera grande, quedando disponible mayor volumen libre para el
movimiento ya sea de esferas pequenas o de esferas grandes, facilitando asf

la difusidn.

6.4.3. Interdifusion

La interdifusion es uno de los fenémenos de mayor interés al estudiar
mezclas coloidales, ya que este no se encuentra en sistemas monodispersos.
Definimos la interdifusiéon o difusion de intercambio como el proceso que
media en la relajacion de las fluctuaciones térmicas, en la concentracion re-
lativa de las componentes en una mezcla coloidal, al rededor de su valor de
equilibrio [47].

Las pequenas fluctuaciones en la concentracion relativa local de particulas
tipo 1 (esferas pequenas) con respecto a la componente 2 (esferas grandes)
se encuentran cuantificadas por la variable de concentracion relativa micros-
copica:

P ) = —=laap(@.) = zipa(a ), (619
con N =N; + Ny y la fraccion molar z, = N, /N. Notemos que como es de
esperarse (p;,(q,t)) =0. El proceso de interdifusion esté relacionado con la
relajacion de p;,(q,t), cuya descorrelacion en el tiempo esta descrita por la

funcién de autocorrelacion de interdifusiéon

» (6.20)
= T122[29511(q, t) + £1522(q, t) — 2(x129) /= S12(q, 1)].
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Figura 6.14: Coeficiente de interdifusion a tiempos largos DL, en funcién de la fraccion
molar de esferas grandes, para una fraccion de volumen total 1 =0,10 y A=1/3. El mismo

se compara con los coeficientes de autodifusion a tiempos largos para ambas especies.

La funcion de interdifusion S;, (g, t) se conoce en la literatura sobre scattering
de rayos X o de neutrones como factor de estructura dindmico concentracion-
concentracion de Bhatia-Thornton S..(g,t). La ecuacion esta definida
para mezclas binarias; una generalizacion de esta para m > 2 componentes

ha sido descrita por Bhatia en [48].

En el régimen de tiempos largos y nimeros de onda pequenos, la interdi-

fusion se encuentra caracterizada por el coeficiente de interdifusion a tiempos
L

int*

largos Dy, . Este coeficiente cuantifica el decaimiento a tiempos largos de la

funcion de interdifusion

Sin(q,t) o< exp[—¢*DE 1] (6.21)

int

De la ecuacion ([6.21)) vemos que del decaimiento exponencial de S;,(q,t)

se deduce que el coeficiente de interdifusiéon para tiempos largos DZ. esta

int
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Figura 6.15: Coeficiente de interdifusion a tiempos largos DL, en funcién de la fraccion
molar de esferas grandes, para una fraccion de volumen total 1 =0,40 y A=1/3. El mismo

se compara con los coeficientes de autodifusion a tiempos largos para ambas especies.

determinado por:

DE — lim lim |-~ P s, (¢, t)| = A (6.22)
int — 00 g0 q2 at in\4, - Szn(O) .

En el segundo término de la ecuacién anterior, DE, se expresa como el pro-

L
int>

ducto de un factor cinético, Ay, v del factor termodinamico 1/S;,(¢=0). Tal
como se deduce en [I], el factor cinético puede expresarse en término de las

movilidades a tiempos largos del siguiente modo:
Ay = kpTares[ropiy + x5y — 2(a122)" ). (6.23)
Recordemos que la matriz de movilidades parciales a tiempos largos ha

sido definida en la ecuacion (3.58]). Para el caso del limite diluido, G. Négele

et al en [I] obtienen el siguiente resultado para una mezcla binaria de esferas
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duras:
Aﬁm L L 4 0 0
1T 3
) (14 Apo)? (6.24)
“ 1/2 1/2 "0
+ 3<I1$2) (@1@2) D1—<>\12>3/2 .

Una mezcla binaria ideal esta caracterizada por AL, o (zoDL + 2, DE),

L

i+ puede expresarse solamente en términos de los coeficientes de

es decir, A
autodifusion [2, 47]. Un ejemplo trivial de una mezcla binaria ideal es una
suspension de particulas no interactuantes, donde DL, = (2,D% + 2, D9). La
ecuacion nos dice que una mezcla binaria de esferas duras es no ideal
aun para pequenos valores de ®7. El resultado ideal es s6lo posible cuando
a1 = ay, es decir, para particulas idénticas, pero este ya seria el caso de un
sistema monodisperso.

En la figura observamos el comportamiento del coeficiente de interdi-
fusién a tiempos largos para una fracciéon de volumen total fijada en ®7=0,10
y un cociente entre radios A=1/3, en dependencia de la fracciéon molar x5 de
particulas grandes. Puede verse del grafico, como el coeficiente de interdifu-
sion es igual al coeficiente de autodifusion a tiempos largos de las particulas

L
int

grandes cuando xo — 0; mientras que DL, — D¥ para 2o — 1. Es decir que
el coeficiente de interdifusion se reduce a los coeficientes de autodifusion en
los casos limite de que alguna de las componentes se encuentre infinitamente
diluida.

Lo discutido con anterioridad puede aplicarse también a la figura [6.15]
donde se observa el comportamiento del coeficiente de interdifusion a tiempos
largos para un sistema con una fraccion total de volumen de &5 = 0,40.

Recordemos que en ambos casos tenemos que A=1/3.

6.4.4. Viscoelasticidad en sistemas policomponentes

En esta subseccién procederemos de manera similar a la tomada para el
caso monocomponente, describiendo en primera instancia el limite diluido.
Considerando el menor orden en ®7, tenemos el siguiente resultado para
esferas duras: dCqg(k)/dk = 4m(nang) 2ol j2(kous)/(koas), donde jy es la

funcion esférica de Bessel de segundo orden. Haciendo uso de la ecuaciéon
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(5.40]), obtenemos el siguiente resultado para la funcion relajacion en el marco
de la MCT:

ArkpT &~ >
An(t) = Wlf Z nanﬁaiﬁ/ dk

el (6.25)
« k4 jQ(kaaﬂ) e—k2[D3+Dg]t + ﬁ(@%)
]{JO'ag

Si integramos la ecuacién anterior en el tiempo, llegamos a ls siguiente
expresion valida para una mezcla de esferas duras en el limite diluido en el
marco de la MCT:

A " .
n—g’ =13 @adsF (Nag) + O(B), (6.26)
a,B=1
con la funcién a )4
+x

YV Aap=0a/ Uﬁ:)\/gal. El prefactor f, al igual que en el caso monodisperso, es
igual a f=36/25.
La expresion exacta para la parte potencial de An en una mezcla diluida

de esferas duras sin HI esta dada por [46]

A m
= Y 2aPslep + O(7), (6.28)
U a,f=1
con
9 > _ d (uas(s)
]a =——F )\a d 3, uap(s)/kpT A _ af 9
p= =) [ dsste fasl) g (22 (629

v s=2r/(aq+ ag). Ademas, f,s3(s) es una funcion independiente del cociente
entre los radios de las esferas A\, y estd dada analiticamente por f,s(s) =
(32/3)s73 [32,149]. Utilizando esta expresion, junto con e~ "es()/keT =@ (5-2),
obtenemos la ecuaciéon (6.26)) pero con f igual a 1,4.

Examinaremos ahora el comportamiento de An para una mezcla de esferas
duras sin HI para una fracciéon total de volumen fija &7 y un cociente entre
radios A = 0;/09 también fijo, como funciéon de la fraccion molar xs. Para
este caso An asume la forma cuadratica

An

"

fOL[zo% 4+ (1 — 29)? + 229(1 — 25) F(N)] + O(D3.), (6.30)
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Figura 6.16: Funcion relajacion An(t) dependiente del tiempo dado por la ecuacion
(5.40) en el marco de la MCT, para una fraccion total de volumen ®7=0,40 y A=1/3. La
linea soélida corresponde a una fraccién molar zo = 0,10 de esferas grandes, mientras que

la linea punteada a z2=0,50.

donde x5 € [0,1]. De esto se sigue que An(zs)/n° es simétrico con respecto
al valor intermedio 2, =1/2, en donde alcanza su méaximo valor 3 f(®7)?*(1 +
F(X)). El maximo valor de An ocurre cuando la fraccion de volumen total se
encuentra equiparticionada entre las dos componentes. Como F'(\) alcanza
su valor minimo para A=1, y como crece mon6tonamente sin una cota para
A — oo o para A — 0, el maximo de An crece sin cota alguna para asimetrias

crecientes en el tamano de las particulas.

Wagner y Wountersen [49] han probado que si tomamos en cuenta la
interacciones hidrodindmicas entre dos cuerpos en el limite diluido para una
mezcla binaria de esferas duras, el méaximo de An en xo =1/2 cambia a un
minimo luego de que se incrementa la asimetria mas alld de cierto valor.
Este cambio cualitativo en el comportamiento de An como funcién de la
fraccion molar es causado por el campo cercano HI, el cual tiende a apantallar

las particulas pequenas del flujo de cizalla aplicado cuando se encuentran
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Figura 6.17: Parte potencial de la viscosidad An/n" dependiente de la fraccién molar de
particulas grandes para el caso diluido (®7=0,0001) en el marco de la MCT. Se comparan
los resultados en el limite MCT (lineas solidas), los resultados numéricos (circulos) y
los valores exactos en el limite exacto (lineas punteadas) para dos cocientes entre radios

diferentes.

proximas a las particulas més grandes de la mezcla.

En la figura[6.16| puede verse el comportamiento de funciéon de relajacion
An(t) para el caso particular en que tenemos una fraccion total de volumen
O = 0,40 y A =1/3, calculada a partir de la expresion encontrada
en el marco de la MCT, para dos fracciones molares x5 diferentes. Luego
integramos en todo en rango temporal para obtener el aporte a la parte

potencial de la viscosidad para cada valor de xs.

En la figura se presenta el comportamiento de la parte potencial de
la viscosidad para el caso de una fraccion total de volumen ®7=0,0001, para
dos radios entre particulas diferentes. Este caso nos sirve para comparar el
resultado obtenido en la aproximacion de limite diluido para la MCT en la
expresion ((6.30]), con el resultado obtenido de resolver la ecuacion de
manera numérica y con la expresion analitica exacta para este limite dada

en (6.28)); en el grafico observamos un acuerdo muy bueno entre el limite
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Figura 6.18: Parte potencial de la viscosidad An/n° dependiente de la fraccion molar
de particulas grandes para una fraccion total de volumen de @7 =0,20 en el marco de la
MCT.

MCT y el resultado numérico, mientras que al comparar con el resultado
exacto vemos un buen acuerdo cualitativo pero no asi cuantitativo, debido
esto solamente a la diferencia en el prefactor f ya mencionado. Vemos ademés
que An/n° presenta la forma cuadrética esperada y es simétrica respecto al
maximo que se encuentra en xo=1/2. Ademaés, al compararse los resultados
para los dos radios entre particulas, comprobamos que cuanto mayor es la
asimetria entre las particulas el méximo tiende a crecer, y més atn, hemos
visto que crece sin cota alguna para el caso en el que no consideramos HI.
En las figuras y se presenta el comportamiento de la parte po-
tencial de la viscosidad An/n° para el caso que no es infinitamente diluido,
con dos fracciones de volumen total diferentes: $7=0,20 y ®7=0,40. Puede
verse que la viscosidad sigue siendo simétrica respecto al valor 25 =1/2. En
los mismos gréaficos podemos observar como varia el comportamiento para di-
ferentes cocientes entre radios: A=1/2, A\=1/3 y A=1/4; donde sigue siendo
valido que a medida que aumentamos la asimetria entre las componentes el

méximo de An/n° crece. Notemos ademés que los valores extremos (z= 0
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Figura 6.19: Parte potencial de la viscosidad An/n° dependiente de la fraccion molar
de particulas grandes para una fraccion total de volumen de @7 =0,40 en el marco de la
MCT.

y xo = 1) representan el caso en el que tenemos solo un tipo de particula; es
por esto que vemos que en los extremos recuperamos el valor de viscosidad
encontrado en el caso monodisperso.

De manera analoga a Wagner y Wountersen [49] para el caso diluido,
Lionberger [50] estudi6 la influencia de las HI entre dos o muchos cuerpos
sobre la viscosidad de una mezcla coloidal binaria. Lionberger encontré que
cuando se toman en cuenta estos efectos, las viscosidad de la mezcla tiende
a disminuir en lugar de aumentar. Esto quiere decir, que la influencia de este
tipo de interacciones es mayor que el aporte de la parte potencial. Mas atn,
el comportamiento deja de ser simétrico respecto al valor central de fraccion
molar x5 =1/2, y el minimo (otrora maximo) se ve desplazado para valores
mayores de concentracion relativa de esferas grandes. Esto puede explicarse
por el hecho de que al aumentar la concentraciéon de esferas pequenas, estas
generan fuerzas de vaciamiento cuando se colocan entre las esferas grandes,
induciendo una atraccién efectiva entre estas, lo que se traduce en una mayor

viscosidad. Si bien este comportamiento difiere del encontrado en este traba-
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jo, el aporte de la parte potencial sigue teniendo influencia en el céalculo de la
viscosidad, por lo que el estudio de este aporte continua siendo de relevancia

para una eventual extension del analisis que contemple las HI.



Capitulo 7

Conclusiones y Perspectivas

A lo largo de este trabajo nos hemos abocado al estudio de la dinamica
y reologia en mezclas de suspensiones coloidales, haciendo especial hincapié
en sistemas de esferas duras donde las interacciones hidrodinadmicas no son
tomadas en cuenta. Con este objetivo es que presentamos el marco teori-
co necesario para comprender estos fenémenos, basandonos en la dindmica
sobreamortiguada de Smoluchwski, para luego dar lugar a la teoria de aproxi-
maciéon Mode-Coupling que nos permitié encontrar un conjunto de ecuaciones

para describir la evolucion de la dinamica y reolégia de las mezclas binarias.

El paso siguiente fue resolver de manera numérica estas ecuaciones. El
tnico dato de entrada necesario en la MCT es la matriz de factores de
estructura estaticos parciales, el cual es determinado a partir de la Ecua-
cion de Orstein-Zernike, utilizando un método integral con la clausura de
Perkus-Yevick. Sobre la base de la MCT, calculamos numerosas cantidades
mesurables: Factores de estructura dinamicos parciales S,z(¢, ), funciones
autointermediarias de scattering G,(q,t), desplazamientos medios cuadrati-
cos W,(t), viscosidades 7 y diferentes propiedades de difusiéon para tiempos

largos, tales como coeficientes de auto o interdifusion.

Todas estas propiedades, recordemos, para sistemas de esferas duras sin
HI. En primera instancia se trato el caso de suspensiones monocomponentes,
donde fue posible comparar los resultados con trabajos previos disponibles
en la literatura. Luego se paso a analizar el caso de sistemas multicompo-

nentes, donde se comparo6 con resultados previos para el limite diluido y se
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presentaron los resultados para sistemas méas concentrados.

Para el caso monocomponente, los resultados obtenidos con MCT (rees-
caleado) muestran un acuerdo cualitativo con datos existentes obtenidos por
BD. Aunque falla cuantitativamente al aplicarse a sistemas en el limite dilui-
do. Para el caso de una mezcla binaria, vimos que la MCT revela un acuerdo
cualitativo con resultados en el limite diluido para los coeficientes de difusion
y la viscosidad. Para una mezcla binaria también analizamos el comporta-
miento del fenémeno de interdifusiéon para un sistema de baja concentracion
y otro de mayor concentracion.

Habiendo resumido los resultados mas importantes de este trabajo, dis-
cutiremos de manera resumida las posibles mejoras y extensiones futuras.

Todo nuestro trabajo esté aplicado al caso de sistemas de esferas duras,
una posibilidad factible es ampliar el estudio a sistemas de esferas cargadas
o de cuerpos que presentan otro tipo de geometrias. Para calcular los datos
de entrada de las ecuaciones que describen la dindmica hemos hecho uso sélo
de la clausura de Perkus-Yevik. Una posibilidad es utilizar otras clausuras
disponibles que permitan estudiar otro rango de concentraciones o de cocien-
tes entre radios de las esferas donde la clausura de PY arroja resultados no
fisicos. Quiza el punto més importante y dificil de abordar es el de tomar
en cuenta la influencia de las interacciones hidrodindmicas en la dinamica y
reologia de las suspensiones. Hemos senalado con anterioridad que cuando
se incluyen las HI, es relevante la influencia que tiene sobre las propiedades
del sistema, tal como es el caso de la viscosidad. Incorporar explicitamente
o de manera efectiva las HI y las extensiones mencionadas en el tratamiento
teorico ayudard a una compresion més completa de las suspensiones coloi-
dales multicomponentes, y por lo tanto, de los fenémenos fisicos donde estas

entran en juego.
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Memoria Irreducible asociada a

Difusién Cooperativa

Derivaremos en este apéndice la relacion presentada en la ecuacion ((3.56))
entre S(gq,t) y la matriz asociada M%" (g, t) de las funciones de memoria irre-
ducible. Con este propoésito, buscaremos en primera instancia una expresion
microscopica para M (g, t).

Consideremos un conjunto {A%(R»)} de m variables de configuracion
que forman los elementos de un vector columna A(RY), que representa una
componente de Fourier de las variables conservadas del sistema. Al final del
apéndice identificaremos A® con las variables de densidad parcial Ay, para
a=1,...,m. Lamatriz S4(t)= ((e?#'A)A) de {A*} funciones de correlacion

obedece la ecuacion de memoria [19]

%SA(t) = —wA-S(t) + /Ot duMA(t — u)SEl(O) . SA(U), (Al)

donde Af es el vector que se obtiene de transponer el complejo conjugado
del vector A, y wy = —((Q2A)A) - S71(0) es la matriz de frecuencia a
tiempos cortos que determina el comportamiento a tiempos cortos de S 4(t).
La funcién de memoria M 4(t) esta dada por:

M (t) = (2428 2aR)RTY, (A.2)

donde
R = 2,05A (A.3)
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es el vector columna m-dimensional de las fuerzas estocasticas {R*}. Mas
ain, 24, =1 — #,, donde P4 es el operador de proyeccion escalar que

proyecta sobre el subespacio de las variables lentas, es decir,
D) ={(--)A)S;1(0) - A. (A.4)

Siguiendo el trabajo de Kawasaki [22], separamos el operador de Smolu-

chowski backward en dos partes
Qp = Qpo + Qp1, (A.5)
con QBl = QB - QBO, y QBO determinado por
Qpol-+) = (s ) AN (Q5A)AT)  (QpA). (A.6)

Notamos que Qno y O son, al igual que O B, autoadjuntos con respecto al
producto unitario pesado (-|-), definido en la ecuacion ([3.21). Ademés Qpo y
Q pB1 o son proyectores, ya que no son idempotentes.

Para poder introducir la matriz de funciones de memoria irreducible
asociada con A, sustituimos el operador de evoluciéon temporal reducido

e249282at on la ecuaciéon (A.2) por el término de la derecha de la siguien-
te identidad:

¢
egAQBQAt: ee@AQBle@At + / du Q‘QAQBQA(t_u).QAQBOQA(?QAQBL’@AU. (A7>
0
Esto nos lleva al resultado intermedio
t
- - A 1

Ma(t) = MF(0) + [ duME @) (2aA)A) " Malr ). (A5)

0

Aqui, M} (¢) es la matriz mxm de funciones de memoria irreducible definida
por
M (1) = ((e"'R)RT), (A.9)
donde
VY = 2405124 (A.10)

es el denominado operador de Smoluchowski backward irreducible asociado
con el vector A de las variables dinamicas lentas. El operador Qijf es au-

toadjunto y semidefinido negativo en el subespacio de las variables rapidas
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sobre quien proyecta 24. Como resultado, Mi*(¢) es definido positivo y los
elementos diagonales son funciones mondétonamente decrecientes en el tiem-
po. Estas propiedades de M¥*(¢) provienen del hecho de encontrarnos en la
dindmica sobreamortiguada descripta por la ecuacion de Smoluchowski [19].

Es de notar que, tanto los operadores Qno y Qp1, v por lo tanto Qijf, no
estan univocamente determinados. En lugar de la ecuacion , podriamos

utilizar una forma alternativa de € BO:
Qpo(--+) = ((-- )R)-((Q2pA)AT) - R, (A.11)

que da lugar a la misma matriz M'J’(¢). Més atin, como Qp1 solo aparece
en el producto simétrico QAQ B1Z24, podemos adicionar a QBl un operador
proporcional a &2, sin modificar la forma del operador QiX que nos interesa.

En este punto es conveniente definir la matriz m'’(¢) de funciones de

memoria irreducible adimensionales como
: : A 1
m'y' () = =M (t) - (Q2pA)AT) . (A.12)

Haciendo uso de esta definicion podemos resolver la ecuacion (A.8) para la
transformada de Laplace, M 4(z), de M4(t) como

My (z) =~ (2) - [1 + i ()] - {(QpA)AT), (A.13)

irr

donde mi}*(2), es la transformada de Laplace de m'¥’(¢). Podemos relacionar

~oirr

' (z) con la transformada de Laplace S4(z) de S (t) combinando la ecua-
cion (A.13]) con la transformada de Laplace de la ecuaciéon de memoria (A.1)).

Esto lleva al siguiente resultado:

Sa(z) = [21+ (1 +m(2)) - wa] ™t - S4(0), (A.14)
donde hemos utilizado que
1—m(2) - [14+m ()] = [1+mi(z)] " (A.15)
En el dominio temporal la ecuacion se torna

%SA(t) = —wa-S(t) —1—/0 dumm’y (t — u)-aguSA(u) : (A.16)
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Finalmente, identificamos el vector A con el vector A de las m densida-
des parciales {Ag}. Esta identificacion resulta en S(t)=S(q, t),
(QpA)AT) = —¢’H(q), wa=¢"H(q) - S7'(g) = ¢’D*%(q), Ra=R,,
My(t) = ¢*MS" (g, 1), vy my(t) =q M (q,t) - H'(q). Notamos que las
ecuaciones se deducen de inmediato, respectivamente, de la ecua-
ciones (A.8), (A.13), (A.9), (A.11)), (A.16), y (A.14).
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Construccion del operador

proyeccion bilineal

Se presentara a continuaciéon la derivacion de la ecuacion para el
operador proyeccion P® en productos bilineales de las m densidades par-
ciales {AZ}. Las A2 estan definidas por la ecuacion (3.38). Como P® es un
operador proyeccion, este debe ser idempotente y autoadjunto con respecto
al producto unitario pesado definido en la ecuacion . El ansatz més
general para P® es

. 1 n N
P<2>(...):§Z > (- )AZ A% X Dapys(k, p)ALAY, (B.1)
k7p Oé,ﬁ,’)/,é:l

con un todavia desconocido tensor D,g,s(k,p), que debe ser determinado
de propiedades de los operadores proyeccion. La sumatoria en la ecuaciéon
con respecto a los vectores de onda k y p esté restringida a valores
k <p para impedir un doble conteo. Dado que pedimos que la idempotencia
(P®)2 = P@ valga solo para la aproximacion de factorizacion, podemos

utilizar el ansatz mas especifico

Dagys(k,p) = das(k)ds, (p), (B.2)

con una dependencia factorizada de k y p. Para determinar la matriz d

de elementos d,s, consideraremos en primera instancia el adjunto de pP@,
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determinado por

POY() = 230 3 (A% A%) X doa(B) L (0) LA} . (B3

k,p «a,8,7,0=1

El hecho de P® ser autoadjunto requiere que d sea una matriz simétrica.

A continuacién consideremos:

I 35 SHD SR SRR YW

k,p k/,p’ a,8,y,0=1a',8'v",0'=1 (B4>
X déa(k)d'yﬂdé’a’d'y’ﬁ’ (p) <AiiAgA€,p,A(i,k/> AE/AZ,

Para la funcion correlacion estatica a cuatro puntos en la ecuacion ([B.4])
utilizamos la aproximacion de factorizacion, descrita en la ecuacion (4.4)). De

esto se sigue que

(P! )=> Z )AL, A dsa (k)

k,p a,8,7,0=1

< dya(p) D ALALF,(p) s (K)

v,8'=1

con la matriz mxm F cuyos elementos estan dados por

m

Fyy(p) = Z dy s (P)Spr+(D) - (B.6)

g=1

Por el requerimiento de (P®)2=P® llegamos a la conclusion de que

dos(k) = STA (k). (B.7)

«

Como P®@ actia solo sobre la g-ésima componente de Fourier de las
variables de densidad como Ry, se sigue que p=q — k debido a la invarianza
traslacional. De este modo obtenemos la expresion (4.1) para el operador

proyeccion bilineal P®.
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