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Resumen

Los procesos de decision de Markov sobre espacios continuos son un marco apropiado pa-
ra estudiar y formalizar sistemas que involucran variables continuas y donde algunas de ellas
son conocidas sélo de manera probabilista. En esta direccion, un proceso de Markov etiquetado
(LMP) consiste de un espacio medible de estados y un conjunto etiquetado de subprobabilida-
des que codifican la interaccion con el ambiente. Un concepto central, en sus diversas nociones
existentes, es el de bisimulacion, del cual se deriva la equivalencia de comportamiento o bisi-
militud entre estados. El objetivo general de esta tesis es profundizar el estudio de la categoria
de LMP y las variantes que surgen al agregar no determinismo, y la clasificaciéon exhaustiva de
las diversas nociones de bisimilitud. Para este fin usamos herramientas de teoria de la medida,
teoria de conjuntos descriptiva y, en particular, de teoria de relaciones de equivalencia Borel.

En el caso de los LMP, el foco esta en la bisimilitud de estados y en la bisimilitud de eventos.
La primera puede considerarse como una generalizacion a espacios continuos de la bisimilitud
probabilista de Larsen y Skou, mientras que la segunda esté caracterizada por una logica natural.
C. Zhou expreso6 la bisimilitud de estados como el mayor punto fijo de un operador O, e introdujo
una medida ordinal de la discrepancia entre ambas bisimilitudes. En este trabajo estudiamos
el operador O en un contexto general, un operador dual G, y la jerarquia de relaciones y o-
algebras que estos inducen. Definimos el ordinal de Zhou 3(S) de un LMP S como el nimero de
iteraciones necesarias para alcanzar la bisimilitud de estados si partimos de la de eventos. Nos
enfocamos en la clase S de LMP sobre espacios metrizables separables y en el supremo 3(S) de
los ordinales de Zhou de tales procesos. Probamos que 3(S) es un ordinal limite de cofinalidad
no numerable (y por ende es al menos wj). Construimos una familia de LMP {S(8) | 5 < w1}
para la cual 3(S(8)) = B cuando [ es ordinal limite; estos procesos son separables para [
contable. En el caso S(wy), discutimos la consistencia de su separabilidad con los axiomas de
teoria de conjuntos.

En un LMP la incertidumbre es sélo considerada como probabilista. Una generalizacién
de estos modelos que incluye no determinismo interno estd dada por los procesos de Markov
etiquetados no deterministas (NLMP). Un NLMP admite, para cada estado s y cada accién a, un
conjunto T,(s) (posiblemente infinito) de comportamientos probabilistas. Para estos procesos
existen tres nociones distintas de bisimilitud: de estados, de impactos y de eventos. Luego de
proponer una generalizacién de estas definiciones, nos concentramos en el caso de los NLMP
de imagen contable sobre espacios de Borel estandar. Extendemos el resultado que prueba que
las clases de bisimilitud son medibles, de manera andloga a la relacién de isomorfismo sobre
estructuras contables, para una clase de procesos con condiciones de regularidad adicionales.
Ademads, probamos resultados de clasificacién para la bisimilitud entre procesos no probabilistas

que pueden representarse como arboles de rango acotado.

Palabras clave: proceso de Markov etiquetado, bisimilitud probabilista, no-determinismo,
légicas no-clasicas, teoria de conjuntos descriptiva.
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Abstract

Markov decision processes over continuous spaces are an appropriate framework to study
and formalize systems that involve continuous variables, and where some of them are known
only in a probabilistic way. In this direction, a labelled Markov process (LMP) consists of a
measurable space of states and a labelled set of subprobabilities that encodes interaction with
the environment. A central concept, in its various existing notions, is that of bisimulation, from
which derives the equivalence of behavior or bisimilarity between states. The overall objective
of this thesis is to deepen the study of the category of LMPs and the variants that arise when
adding non-determinism, and the exhaustive classification of the various notions of bisimilarity.
To this end, we will use tools from measure theory, descriptive set theory and, in particular,
from the theory of Borel equivalence relations.

In the case of LMPs, the focus is on the bisimilarity of states and on the bisimilarity of
events. The first can be considered as a generalization to continuous spaces of the probabilistic
bisimilarity of Larsen and Skou, while the second is characterized by a natural logic. C. Zhou
expressed the bisimilarity of states as the greatest fixed point of an operator O, and introduced
an ordinal measure of the discrepancy between both bisimilarities. In this work we study the
operator O in a general context, a dual operator G, and the hierarchy of relations and o-algebras
that these induce. We define the Zhou ordinal 3(S) of an LMP S as the number of iterations
needed to reach the bisimilarity of states if we start from that of events. We focus on the class
S of LMPs over separable metrizable spaces and on the supreme 3(S) of the Zhou ordinals of
such processes. We prove that 3(S) is a limit ordinal of uncountable cofinality (and thus is at
least wy). We construct a family of LMPs {S(5) | 8 < w1} for which 3(S(8)) = 8 when f is a
limit ordinal; these processes are separable for countable 5. In the case of S(w;), we discuss the
consistency of its separability with the axioms of set theory.

In an LMP the uncertainty is only considered as probabilistic. A generalization of these
models that includes internal non-determinism is given by non-deterministic labelled Markov
processes (NLMPs). An NLMP admits, for each state s and each action a, a (possibly infi-
nite) set T,(s) of probabilistic behaviours. For these processes there are three different notions
of bisimilarity: of states, of impacts and of events. After proposing a generalization of these
definitions, we focus on the case of countable image NLMPs over standard Borel spaces. We
extend the result that proves that bisimilarity classes are measurable, analogous to the isomor-
phism relationship for countable structures, for a class of processes with additional regularity
conditions. In addition, we prove classification results for bisimilarity between non-probabilistic

processes that can be represented as trees with bounded range.

Key words: labelled Markov process, probabilistic bisimilarity, non-determinism, non-
classical logics, descriptive set theory.
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Capitulo 1

Introduccion

Los procesos de decisiéon de Markov sobre espacios continuos son un marco apropiado para
estudiar y formalizar sistemas que involucran variables continuas tales como las que aparecen
en fisica, biologia y economia; y donde algunas de las variables son conocidas s6lo de manera
probabilista. En esta direccidn, los procesos de Markov etiquetados (LMP) fueron desarrollados
en [Des99, DEP02] por Desharnais et al.. Un LMP tiene un conjunto etiquetado de acciones
que codifican su interaccién con el ambiente; por lo tanto, los LMP son modelos reactivos en
los cuales hay distintas subprobabilidades de transicién para cada accién. En estos modelos, la
incertidumbre es (s6lo) considerada como probabilista; por consiguiente, pueden considerarse
como una generalizacion de los procesos deterministas. Intimamente relacionados con los LMP
se encuentran las relaciones estocdsticas [Dob07b]; los LMP son exactamente los marcos de
Kripke estocasticos.

El objetivo general es el estudio de diversas nociones de bisimulacion aplicables a los procesos
de Markov etiquetados y las variantes que surgen al agregar no-determinismo. En particular,
se estan investigando autématas cuyo conjunto de estados sea un espacio de Borel estandar o
analitico, y alli se estudia la medibilidad de las relaciones de bisimulacién. En tal sentido, los
problemas que se plantean vienen motivados por conceptos computacionales que se extrapolan
al ambito de espacios no numerables; pero cabe destacar de todos modos que el concepto de
bisimulacién ha tenido un rol importante en légica (v.g., [BvB99, SR11]).

Hay diferentes nociones de bisimulacién disponibles para procesos de decisién de Markov
sobre espacios de estados continuos, tanto en procesos de Markov etiquetados como en la version
no determinista y uno de los objetivos particulares es delimitar sobre qué tipos de espacios las
nociones coinciden. El estudio de las propiedades de conjuntos definibles en espacios métricos
(en el sentido de la teoria de conjuntos descriptiva) es central para encarar estos problemas. En
esta direccion, la “equivalencia de comportamiento” o bisimilitud de LMP puede verse de varias
maneras. Una forma posible es clasificarla como relacional, categorica y logica. Las conexiones
entre estas distintas clasificaciones son el foco de nuestra atencion; cada una tiene sus propias
ventajas y limitaciones.

Desde la perspectiva relacional, se usan algunas generalizaciones naturales de bisimilitud
probabilista a espacios continuos como las definidas por Larsen y Skou [LS91]. Asi, las bisi-
mulaciones y la relacién de bisimilitud son simplemente relaciones binarias en el espacio base.
Esta manera de definir bisimulaciones es la forma estandar para modelos de Kripke y jugard un
papel central en este trabajo. Este punto de vista funciona muy bien en el caso interno, esto es

cuando contamos con un unico proceso. Cuando se quieren comparar estados de manera rela-
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cional entre dos procesos diferentes, hay al menos dos posibilidades, una es construir primero
la suma directa y la otra es adaptar la nocién interna. Si bien las bisimulaciones en este sentido
no tienen estructura (son conjuntos planos de pares ordenados), segin el camino que se elija,
ciertos hechos, como la transitividad de la relacién de bisimilitud, pueden no ser directos.

Desde el punto de vista categérico hay varias opciones para describir el comportamiento de
procesos. Una estrictamente coalgebraica [AM89, Rut00, Dob09] que a su vez involucra la exis-
tencia de un span de morfismos zigzag. Otra opcién es la de cocongruencia ([Kur00, DDLPO06])
la cual se define en términos de un cospan de morfismos y es a veces llamada equivalencia de
comportamiento u observacional ([Ven07]).

En este contexto, un problema recurrente es el de la transitividad, y resulta no trivial. Se
puede mostrar mediante propiedades funtoriales que la equivalencia comportamental es transi-
tiva, pero en el caso de spans se trata de un teorema profundo. Los enfoques existentes para
este problema ([Eda99], [Dob05b]) estén dirigidos a determinar situaciones bajo las cuales exis-
ten semipullbacks en la categoria de LMP sobre espacios de algin tipo; es decir, todo cospan
puede completarse para formar un cuadrado conmutativo. La bisimilitud coalgebraica es un
refinamiento del enfoque relacional, ya que el proceso mediador (el “vértice” del span) puede
verse como una relaciéon binaria con una estructura de LMP. Sin embargo, se debe notar que el
pasaje al enfoque relacional no es completamente suave, dado que [ST11, Example 1] muestra
que la suma directa no es siempre compatible con la bisimilitud coalgebraica.

Finalmente, desde el punto de vista de la légica, se fija una variante de la légica modal
de Hennessy-Milner. Las férmulas en la 16gica modal pueden verse como experimentos o tests
sobre un proceso y dos estados se dicen ldgicamente equivalentes si satisfacen exactamente las
mismas férmulas. Hay un enfoque alternativo pero equivalente, llamado “bisimilitud de eventos”
[DDLP06] donde el énfasis estd en ciertas familias de subconjuntos medibles del espacio de
estados. La conexién entre ambos es que la semantica (o conjuntos de validez) de las férmulas
de Hennessy-Milner son conjuntos medibles para cada interpretacién (proceso). Este es un tema
recurrente que serd explotado en las aplicaciones. Existe una generalizaciéon de este enfoque
légico/de eventos a través de la investigacién del levantamiento (“lifting”) de relaciones de
equivalencia contablemente generadas al espacio de probabilidades [Dob07a].

Al igual que en marcos de Kripke o modelos, uno de los problemas principales sobre los
LMP reside en encontrar una conexion entre el enfoque légico y las demds caracterizaciones,
especialmente la bisimilitud relacional y coalgebraica. Para la primera, el problema de la carac-
terizacion logica de la bistmilitud en una clase de procesos consiste en probar que la bisimilitud
(relacional) es lo mismo que la equivalencia légica para cada proceso en la clase. Una de las
formas mas limpias de hacer esto es aplicar el teorema de estructura unica para los espacios
analiticos, tal como fue aplicado en el trabajo de Danos et al. [DDLP06]. Esto funciona para
la clase de los LMP con espacio de estados analitico, pero se puede probar que ambas nociones
son en realidad diferentes en la clase de LMP sobre espacios medibles generales, y que la bisi-
militud coalgebraica no es ni siquiera transitiva [ST11] (notar que la equivalencia légica si lo
es trivialmente). Cabe preguntarse qué “distancia” hay entre la bisimulacién de estados y la de
eventos en el caso general. Esto fue formalizado por Zhou [Zho13] expresando la bisimilitud de
estados como el mayor punto fijo de la composicién de dos operadores naturales entre relaciones
de equivalencia y sub-o-algebras y midiendo la distancia como un ordinal.

Otro interés se encuentra en los modelos que incluyen no determinismo tanto probabilista
como interno. Estos surgen naturalmente, como abstraccion o subespecificacion de LMP. En el
caso discreto, la clase de los autdmatas probabilistas [Seg95, SLI5, Sto02] es un ejemplo. Sobre



espacios no contables de estados, la generalizacién comin de LMP y autématas probabilistas
estd dada por los procesos de Markov etiquetados no deterministas (NLMP) [DWSTC09, Wol12].
Un NLMP admite, para cada estado s y cada accién a, un conjunto (posiblemente infinito) de
comportamientos probabilistas T, (s). Los NLMP deterministas (aquellos para los cuales T,(s)
es un singulete para cada a, s) son esencialmente lo mismo que los LMP. (Vale la pena mencionar
aqui un enfoque muy distinto a la subespecificacién, que usa funciones superaditivas, propuesto
en [DLT11]).

En [DWSTC09, DSTW12] se trata el problema de definir nociones adecuadas de bisimula-
cién y de encontrar caracterizaciones légicas para la bisimulacion de NLMP. Alli definen tres
nociones distintas de bisimilitud para estos procesos: la tradicional, una basada en estados y otra
basada en eventos. Las primeras dos son “relacionales” en naturaleza, y en el caso de NLMP
deterministas se reducen a la bisimilitud de estados. La bisimilitud de eventos es andloga al
concepto de LMP con el mismo nombre y por consiguiente es caracterizada por una légica,
aunque ésta es mucho més compleja que la de Hennessy-Milner. Tiene dos niveles y una can-
tidad no contable de férmulas en el caso general. Se observa un fenémeno similar al ocurrido
en sistemas de transicién etiquetados (LTS) versus logica modal, donde la aridad de algunos
operadores 16gicos (por ejemplo la conjuncién) debe ser igual a por lo menos la ramificacién del
proceso. Sin embargo, los argumentos usados en [DDLP06] pueden generalizarse para incluir a
los NLMP sobre espacios analiticos con imagen finita (es decir, cuando todos los conjuntos T,(s)
son finitos). Una estrategia para la demostracién puede encontrarse en [Cel06]: toda 16gica £
contable y “medible” que satisfaga ciertas restricciones puede caracterizar la bisimilitud.

Varios ejemplos en [DSTW12] muestran que, en el caso de ramificacién (“branching”) no
contable, la légica propuesta no caracteriza ninguna de las bisimilitudes relacionales considera-
das, y que son todas distintas.

El caso restante (ramificacién contable) fue resuelto en [ST15]. En ese articulo se mostré que
la relacion de bisimilitud no es Borel en un proceso adecuado F de ramificacion contable con
espacio de estados polaco, y por lo tanto se prueba que no hay una légica medible y contable
que caracterice la bisimilitud en ninguna clase que lo contenga. El NLMP F es grosso modo
la suma directa de todos los procesos discretos contables (con una sola accién), y a pesar del
resultado anterior, se prueba que las clases de bisimilitud si son conjuntos Borel, de manera
andloga a la relacién de isomorfismo sobre estructuras contables (Scott [Sco64]). Este resultado
vale en general para NLMP de imagen finita sobre espacios de estados analiticos (gracias a la
caracterizacién logica).

En el contexto delineado més arriba, se plantearon los siguientes interrogantes:

1. Obtener el supremo de las distancias (ordinales) entre la bisimulacién de eventos y la de
estados en un proceso S en la categoria de LMP (sobre espacios con o-algebras contable-
mente generadas).

2. Extender el resultado que prueba que las clases de bisimilitud son medibles en NLMP
(tentativamente para imagen contable), y determinar familias de procesos para las cuales
la relacién de bisimilitud es Borel.



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION
1.1. Esquema de la tesis

Este trabajo estd organizado en dos bloques de dos capitulos cada uno. El primer bloque,
correspondiente a los Capitulos 2 y 3, estd dedicado al primer interrogante planteado mas arriba.
El segundo bloque, Capitulos 4 y 5, tiene como objetivo el segundo interrogante.

En el Capitulo 2 estudiamos las distintas opciones para una definicién de bisimulacién exis-
tentes en la bibliografia. Si consideramos todas las definiciones, existe una distincién bien marca-
da entre lo que podriamos llamar una visién interna y una externa, esto es, cuando consideramos
un unico LMP o dos de ellos. En el caso de un tnico LMP, estudiamos las ya tradicionales bisi-
mulaciones de estados y de eventos. No habrd nada realmente nuevo aqui, pero si necesitamos
entenderlas porque seran los conceptos centrales en el capitulo dos. En el caso de la visién exter-
na, aparecen esencialmente dos versiones relacionales y tres versiones de corte categérico. Todas
ellas dan lugar a una relacién ~ entre los conjuntos base de los LMP y en este caso si surgen
algunas sorpresas al realizar una comparacién pormenorizada entre ellas. Comparacion que deja
algunos interrogantes abiertos. Por ultimo, damos una construccién algo mas detallada de lo
usual para un LMP sobre un conjunto cociente, informaciéon que también sirve de preliminar

para el capitulo siguiente.

El Capitulo 3 se dedica a la pregunta especifica sobre la diferencia entre ambas nociones
internas de bisimulacién. Esta diferencia se cuantifica con un ordinal que cuenta iteraciones de un
operador O que se define y estudia con detalle en la primera seccion. El estudio contintia con las
propiedades de tal ordinal y le siguen construcciones que brindan ejemplos que realizan ciertos
ordinales como distancias concretas. Al final de este capitulo incluimos una breve conclusién
que abarca todo el primer bloque, es decir Capitulos 2 y 3.

En cuanto al segundo bloque, el Capitulo 4 consiste de un estudio bésico de los NLMP. Lue-
go de refrescar las definiciones existentes de bisimulacién, damos las versiones externas como
continuacién del mismo enfoque que en LMP. Desarrollamos ademds una versién de subestruc-
turas para este concepto, con vistas al siguiente capitulo donde esta serd una nocién guia para
los resultados ahi presentados. Finalmente, adaptamos un juego (al estilo de teoria de conjuntos
descriptiva) para caracterizar la bisimilitud de estados entre dos NLMP.

Por dltimo, en el Capitulo 5 nos ocupamos del segundo interrogante planteado. La he-
rramienta por excelencia serd la de reducciones Borel como forma de ubicar un problema de
clasificacién en términos de otros ya conocidos. En tal direccién, comenzamos con la definicién
clasica de w-expansién, un representante canénico del tipo de bisimilitud de un LTS. Luego de
enunciar el teorema bésico sobre estas estructuras damos una demostracién que brinda herra-
mientas técnicas para el resto del capitulo. A continuacién comenzamos el estudio de clasificar
la bisimilitud en distintas familias de procesos. Trabajamos principalmente con NLMP no pro-
babilistas. En primer lugar nos enfocamos en LTS que tienen representaciones como arboles
bien fundados de ramificacién contable. Imponiendo restricciones en el rango, vemos que la
bisimilitud ~ es Borel, y mas aun, que reduce a Ey (una relacién que aparece tipicamente en
problemas de clasificacién). Esto permite decir que ~ no es suave y ello tiene consecuencias
sobre el alcance en la propiedad de caracterizacién de una légica modal medible y contable.
Luego pasamos a definir la clase UMLTS de LTS con condiciones (uniformes) de medibilidad
anadidas. Construimos representantes canénicos del tipo de bisimilitud de un estado y gracias a
ellos obtenemos que es una relacién analitica no Borel con clases medibles. Sin embargo, si nos
restringimos a la clase de estos procesos con rango acotado recuperamos la clasificaciéon Borel.
Finalmente, damos otro pequeno paso al considerar NLMP cuyas transiciones son multiplos de
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deltas de Dirac. Al igual que al final del primer bloque, incluimos aqui una conclusién sobre el
desarrollo del segundo bloque constituido por Capitulos 4 y 5.

1.2. Preliminares

Comenzamos con una revisiéon de definiciones y propiedades de diversos conceptos que usa-
remos a lo largo de la tesis. Agrupamos estos preliminares en secciones segin las grandes dreas
donde podrian encasillarse. Mas que una presentacién completa de los contenidos que se enu-
meran, el objetivo es fijar algunas notaciones y presentar herramientas tedricas que usaremos
como técnica de demostracion en el resto de los capitulos. Ademads de constituir una referencia
rapida a las definiciones estandares mas usadas a lo largo de la tesis.

Medida

La generalizacién de la teoria de sistemas de transicion probabilistas discretos a aquellos
con espacios de estados continuos requiere modelar las transiciones con conceptos de teoria de
la medida. Algunas referencias tipicas para este apartado son [Hal50], [Bil86]. Otras referencias
incluyen la colosal obra [Fre00], el libro introductorio [Taol3] o los textos orientados al area de
E. Doberkat [Dob07b] y [Dob14].

El primer concepto involucra a la clase de conjuntos que pueden ser medidos. Un algebra
sobre un conjunto S es una familia no vacia de subconjuntos de S cerrada por complemento
y por uniones finitas. Es una o-dlgebra si ademas es cerrada por uniones contables. Dada una
familia arbitraria & de subconjuntos de S, usaremos o () para denotar la menor o-algebra
sobre S que contiene a U.

El proximo lema nos da una propiedad elemental que relaciona o-algebras y funciones. Si f
es funcién, usaremos f~![A] para denotar la imagen inversa de f; si F es familia de conjuntos,
escribimos f1[F] := {f7![A] | A € F}. Andlogamente para las imédgenes directas de un
conjunto f[A] y de una familia f[F].

Lema 1.1. Sea f: X — Y funcién yU C P(Y), entonces f~[o(U)] = o(f~1[U]). En conse-
cuencia, la preimagen de una o-dlgebra es o-dlgebra.

Demostracion. Es sencillo ver que f~![o(U)] es o-dlgebra ya que o(-) siempre lo es y la imagen
inversa preserva uniones y complemento. Como U C o (U), entonces f~[U] C f~Lo(U)] y por
lo tanto o(f~'[U]) C f~'[o(U)]. Para la segunda inclusién usamos la técnica del “good set
principle”: sea A = {A € o(U) | fL[A] € o(f1[U])} C o(U) la familia de conjuntos “buenos”.
Es claro que U C A pues f~HU] C o(f~1{U]). Ademss, A es o-dlgebra por las mismas razones
que probaron que f~![o(U)] lo es. De estos dos hechos deducimos que A = o (i) y por ende
FHe@)] C a(f~HU)). 0

Un espacio medible es un par (S,%) donde S es conjunto y ¥ una o-algebra sobre S.

Llamaremos medibles a los conjuntos en ¥. Diremos que (5, X) (o X) es contablemente generada
si existe alguna familia contable & C ¥ tal que ¥ = o(U).

Un subespacio del espacio medible (S, ) consiste de un subconjunto Y C S con la o-édlgebra
relativa Y = {ANY | A€ X}. Sit: Y — S es la funcién inclusién, entonces LY = 1 ~1[X].
Como primera aplicacién del Lema 1.1 vemos que, si ¥ = o(U), entonces XY = o(U[Y).
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Si (5,%), (S',%') son dos espacios medibles, decimos que f : S — S’ es (£, ¥')-medible si
f71[A4’] € ¥ para todo A’ € Y. Si ¥/ es generada por U, es suficiente verificar que f~1[U] €
para todo U € Y. La suma de dos espacios medibles (S,X) y (5, %) es (S@® S, X @ Y'), con el
siguiente abuso de notacién: S @ S’ es la unién disjunta {((s,0),(s',1)) | s € S,s' € S’} (suma
directa como conjuntos) y XY ={Qa Q' | Q€ X, Q € ¥} :={(Q@x{0HU(Q x{1}) | Q €
X,Q €X'}

Supongamos que tenemos un subconjunto V' C S. Denotaremos con Xy a o(X U {V}), la
extension de X por el conjunto V. Es inmediato que ¥y = {(B1NV)U(B2NV®) | By, By € ¥}. Es
también obvio que si X es contablemente generada, también lo es Xy,. Si Y es espacio topoldgico,

B(Y') denotara la o-dlgebra generada por los abiertos en Y, por lo tanto (Y, B(Y')) es un espacio
medible, el espacio Borel de Y. Diremos que una familia de conjuntos F C P(.S) separa puntos

si para todo par de puntos distintos x,y en S, existe algin A € F tal que x € Ay y ¢ A.
Tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 1.2 ([Kec94, Prop. 12.1]). Son equivalentes:

1. (S,%) es isomorfo a algin (Y,B(Y)), donde Y es separable metrizable.
2. (S,%) es isomorfo a algin (Y,B(Y)) paraY C [0, 1].

3. (S,%) es contablemente generada y separa puntos.

El siguiente teorema retine dos resultados ttiles que abordan las siguiente pregunta: dada una
familia de conjuntos A, jqué operaciones deben ejecutarse para construir la o-dlgebra generada
por A? Si A goza de ciertas propiedades estructurales, entonces podemos alcanzar tal o-algebra
con menos operaciones que complementacién y uniones contables. Una clase de subconjuntos
de S se dice w-sistema si es cerrada por intersecciones finitas. Es un A-sistema si contiene a S
y es cerrada por complemento y uniones contables disjuntas. Por otro lado, decimos que una
clase es mondétona si es cerrada bajo uniones e intersecciones mondotonas.

Teorema 1.3. 1. [Bil86, Thm. 3.2] Teorema w-A: si P es un w-sistema y L es un A-sistema,
entonces P C L implica o(P) C L.

2. [Fre00, 136G] Teorema de la clase mondtona: si F es dlgebra de conjuntos y M es clase
mondtona, entonces F C M implica o(F) C M.

Dado un espacio medible (S,3), una medida de subprobabilidad en S es una funcién [0, 1]-

valuada p definida en ¥ tal que p(0) = 0 y para toda coleccién {A,, | n € w} C ¥ disjunta dos
a dos, vale ((U,en An) = 2 pew #(Arn). Para medidas de probabilidad requerimos ademds que
w(S)=1.Si ¥ C ¥y u,pu son medidas definidas en (S,Y), (S,%’) respectivamente, decimos
que ' extiende p a (S,%') cuando /[ = pu. Una idea central en la construccién de ejemplos

es la posibilidad de extender una medida en la siguiente forma particular:

Teorema 1.4. Sea p una medida finita definida en (S,X) y sea V- C S un conjunto no p-
medible. Entonces hay extensiones u1 y o a Xy de u tales que pui (V') # pa(V).

La medida de Lebesgue m en el intervalo unitario I = (0, 1) serd la herramienta principal en
los ejemplos. La correspondiente clase de conjuntos medibles Lebesgue es MEAS,, la o-algebra
generada por los conjuntos abiertos y los de medida cero. Como propiedades destacadas de m,
notamos que aplicada a intervalos mide su longitud y que el espacio de medida asociado es
completo. Ver por ejemplo [Oxt71] para més detalles sobre su construccién y propiedades.
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La siguiente definicién incluye las dos clases principales de espacios topoldogicos y medibles
a las que nos referiremos en esta tesis.

Definicion 1.5. 1. Un espacio topoldgico X se dice completamente metrizable si admite una

métrica compatible d tal que (X, d) es completo. Diremos que X es polaco si es separable

y completamente metrizable.

2. Un espacio separable metrizable sera analitico si es la imagen continua de un espacio
polaco.

3. Un espacio medible (5, %) se dice de Borel estdndar (analitico) si es isomorfo a (Y, B(Y"))

para algin espacio polaco (analitico) Y, o equivalentemente, si hay una topologia polaca
7 sobre S tal que ¥ = B(7).

Notamos que todos los conjuntos Borel son analiticos, pero no al revés (los Borel se ca-
racterizan como la clase de conjuntos analiticos con complemento también analitico). Decimos
también que un conjunto analitico es completo si todos los conjuntos analiticos son preimagen
continua de él; en consecuencia, los conjuntos analiticos completos no son Borel.

Un ejemplo importante de espacio medible con el que trabajaremos involucrara ordinales.
Trabajamos con la definicién de von Neumann.

Definicion 1.6. Un ordinal « es un conjunto transitivo y bien ordenado por €.

Denotamos con ORD a la clase ordinales y con w; al primer ordinal no numerable. Una
referencia bésica en esta direccién es [Hal98, Sect. 19]. Otras opciones pueden ser [Kunll, JW96].

Teoria de conjuntos descriptiva

La Teoria de Conjuntos Descriptiva es el estudio de los conjuntos “definibles” en espacios
polacos. En esta teoria, los conjuntos se clasifican de acuerdo a la complejidad de sus definiciones,
y la estructura de los conjuntos en cada nivel de estas jerarquias se analiza sistematicamente.
Los conjuntos borelianos ocupan los primeros niveles de complejidad, seguidos por los conjuntos
analiticos. Las referencias estandares al drea incluyen los libros [Kec94, Mos09]. Una alternativa
para centrarse en esta teorfa aplicada a las relaciones de equivalencia es [Gao08] o los articulos
[Ros16, Ros21].

Una herramienta combinatoria central es el concepto de drbol (en un sentido diferente,
aunque cercano, al de teoria de grafos). Antes de definirlo necesitamos notacién referida a
sucesiones finitas. Si A es conjunto no vacio y n € N, A™ es el conjunto de sucesiones finitas
s = (s0,81,---,5n) de longitud n con elementos en A. Para el caso n = 0 tenemos la sucesién
vacia 0. El conjunto A<N es la unién de todos los conjuntos A™ para n € N. La longitud de s
es denotada length(s). Si s € A™ y m < n, escribimos s|m = (sg,...,8m-1) (v $/0 =0). Si s,¢
son sucesiones finitas en A, decimos que s es segmento inicial de ¢ (denotado s C t), o que ¢ es
una extension de s, si s = t/m para algiin m < length(t). De este modo, () es segmento inicial
de cualquier s.

Definicién 1.7. Un érbol sobre un conjunto A es un subconjunto 7" C A<N cerrado por
segmentos iniciales: sit € Ty s C ¢, entonces s € T. Denotaremos con 1r4 al conjunto de
arboles sobre A.
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Notamos que 24" og espacio polaco con la topologia generada por los conjuntos subbésicos
(X € AN | s € X} y{X C AN | t ¢ X} para cualesquiera s,t € A<N. Resulta que
Tra es un conjunto cerrado de tal espacio, y por lo tanto es también un espacio polaco. En
el caso del conjunto de sucesiones infinitas AN, la topologfa estdndar estd dada por la base
Ny :={z € AV | s C 2} donde s € A<N.

Llamamos nodo a cada elemento de un arbol 7. Una rama infinita de T es una sucesién

z € AN tal que z|n € T para todo n. El cuerpo de T es [T], el conjunto de todas sus ramas

infinitas. Si un drbol no tiene ramas infinitas, i.e. [T'] = ), decimos que es bien fundado.

Definicién 1.8. Si T es arbol bien fundado sobre A, el rango de s € A<N es pr(s) = sup{pr(t)+
1|teT, sCt} Ademas, pr(s) = 0 si s no se extiende o si s ¢ T. El rango de T se define
como p(T) = sup{pr(s)+1|seT}.

Una herramienta comiin para evaluar complejidad es la siguiente.

Definicién 1.9. 1. Sean X,Y conjuntos, A C X, B C Y. Una reduccién de A a B es un
mapa f: X — Y tal que f~}(B) = A, ie., x € A < f(x) € B. Si X,Y son espacios
topoldgicos, decimos que A es reducible a B, en simbolos A <y B, si existe una reduccion

continua de A a B.

2. Sea I' una clase de conjuntos en espacios polacos. Si Y es espacio polaco, decimos que
B C Y es I'-duro si A <y B para cualquier A € T'(X) donde X es un espacio polaco cero

dimensional. Mas atn, si B € I'(Y) decimos que B es I'-completo.

Nos interesa una caso particular de la definicién anterior:

Definicion 1.10. Sean E y F relaciones de equivalencia definidas en espacios Borel X e Y
respectivamente. Diremos que E es Borel reducible a F' (en simbolos E <p F) si existe una
funcién Borel f: X — Y tal que para todo =,y € X

v By < f(x)F f(y).

Una funcién f como arriba se dird una reduccién (Borel) de E a F.

Una forma comun de interpretar £ <p F' es decir que F' es al menos tan complicada como
F; si también vale F' <p E decimos que son bi-reducibles y lo interpretamos diciendo que tienen
la misma complejidad.

Si tenemos una reduccion Borel f : X — Y entonces el mapa fx f: X x X - Y XY es
una reduccion de E a F'. Notamos que si E es reducible a F', entonces las clases de equivalencia
satisfacen

[l ={ye X ¢ Ey}={y € X | f(2) F f(y)} = [ [[f(x)]r]-
De este modo, si las F-clases satisfacen una propiedad preservada por preimagenes Borel, tam-

bién la satisfaran las F-clases, por ejemplo ser conjunto Borel.

En el primer nivel en la clasificacién de relaciones de equivalencia segin su reducibilidad
Borel se encuentras las relaciones suaves, aquellas que son Borel reducibles a id(R). Luego, entre

las que no son suaves sucede algo curioso: hay una minimal (salvo bi-reducibilidad Borel). Una
definicién de ella es como la relacién Ey de igualdad eventual en el espacio de Cantor 2V, es
decir:

z Eyy < InVm > n(z(m) = y(m)). (1.1)
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Teorema 1.11. Sea E una relacion de equivalencia Borel. Entonces E es suave o0 By <p FE.

Definicién 1.12. Un problema (X, E) es clasificable por estructuras contables si es Borel

reducible a la relacién de isomorfismo de estructuras contables para un lenguaje relacional de

primer orden.

La relacién de isomorfismo de la definicién previa puede construirse como una relacién de
equivalencia en un espacio polaco (y por ende de Borel estdndar) como sigue:

Definicion 1.13. Sea L un lenguaje contable, el cual por simplicidad supondremos relacional,
digamos L = (R;);er con I contable y R; un simbolo de relacién n;-ario. Denotamos con X7, al
espacio X1, =[], 2N" Pensamos en X7, como el espacio de todas las estructuras contables para
L, ya que cada x = (x;) € X puede identificarse con la estructura A, ::(N, (Rfl“”)iej) donde
RZAI (s) <= wi(s) =1 para s € N™.

Teorema 1.14 ([Kec94, Thm.16.6]). La clase de isomorfismo {y | Az = Ay} para cualquier
x € X1, es Borel.

Légica modal

La légica modal contempordnea comprende el estudio de una vasta familia de nociones
modales (como los primeros operadores modales de “posibilidad” ¢ y “necesidad” O) y se
aplica en diversas dreas de filosofia y matematica, especialmente en ciencias de la computacién.
El monumental manual [BBWO06], en particular los Capitulos 1, 5 y 6; contienen todos los
conceptos necesarios. Recomendamos también la excelente propuesta [San09].

Trabajaremos con una unica variable proposicional T y modalidades (a) para un conjunto
de etiquetas L y en base a ellas construimos las férmulas modales. En el caso especial de una
Unica etiqueta, denotamos con ¢ al operador modal unario y llamaremos l6gica modal bésica

(BML) al conjunto de férmulas consistente de las siguientes producciones
T ¢ leiAp2 | Op.

Los modelos para los lenguajes modales seran los marcos de Kripke, i.e., el objeto bésico para
dar semdantica a una légica modal. En este trabajo preferimos trabajar con sistemas de transicién
etiquetados (LTS) pues el enfoque estd en los procesos y no en la 1égica. Estas estructuras son
béasicamente grafos dirigidos.

Definicion 1.15. Un sistema de transicion etiquetado, o LTS, con lenguaje L es una tupla

S = (S,{Ra}acr) donde S es un conjunto contable de estados y R, C S x S son las relaciones
de transicién. Si s R, t, escribimos § — t.

A veces se incluye un elemento destacado ¢ € S en la definiciéon previa que se denomina
estado inicial, en tal caso lo denotamos con (S, 7). Definimos ahora inductivamente el concepto
de satisfaccion de una férmula ¢ en un estado s € S como:

(S,s) E T <= s €8 (ie., todos los estados la satisfacen),
(S,5) FoAY <= (5,5)Foy (S,s)F,
(S,s) F (a)p <= existet € Stal que s — ty (S,t) F ¢.

La idea de equivalencia entre estados viene dada por el siguiente concepto de naturaleza
coinductiva. Podria pensarse como un estadio intermedio entre homomorfismo e isomorfismo.
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Definicién 1.16. Sean S = (S,i,{Ra}tacr) v S = (5,7, {R] }ser) dos LTS con lenguaje L.
Una relacién R C S x S’ es una bisimulacién si s R s’ implica que para todo a € L,

a
» si s —%> ¢, entonces existe t' € S’ tal que s’ —'t' yt R/,

a
s si s’ —'t/, entonces existe t € S tal que s >ty t Rt.

Dos estados s, s’ son bisimilares si existe una bisimulacién R tal que s R s’. Un LTS (S,4) es

bisimilar a (S',4’) si ¢ es bisimilar a 7’

Es costumbre llamar a la primera condiciéon zig y a la segunda zag. Extenderemos esas
denominaciones a todas las bisimulaciones de la misma especie.



Capitulo 2

Procesos de Markov Etiquetados

En este capitulo presentamos las definiciones basicas de LMP y de todos los conceptos
vinculados a ellos con los que trabajaremos en el presente y préximo capitulo. Hemos incluido las
demostraciones de algunos resultados estandares en el area para familiarizar a quien lee con los
conceptos y facilitar su comprensién; en muchas de ellas hay que tener especial cuidado con las
nuevas sutilezas descubiertas en el desarrollo de esta tesis, sobre todo la posible intervencién de
conjuntos no medibles. Otra razén importante para incluir estas pruebas es el cambio de enfoque
0 notacion, asi como la necesidad de ampliar resultados conocidos al resto de las nociones.

En la Secciéon 2.1 encontramos las tres definiciones béasicas de niicleo de Markov, LMP
y morfismo zigzag, y también presentamos el proceso U. Este serd un ejemplo fundamental
en todo el trabajo, ya sea por su rol como “semilla” de otros procesos o por su potencial de
contraejemplo de muchas afirmaciones. Ademads, damos un breve repaso por otras presentaciones
de los LMP que seran ttiles para motivar definiciones méas adelante o simplemente ampliar la
mirada sobre estas estructuras.

En la Seccién 2.2 esta el concepto que nombra esta tesis: las bisimulaciones. Una guia para
leer esta parte podria ser considerar el eje “estados en su contexto (o ambiente)”. En esta
direccién el objeto central seria el de LMP punteado. En cuanto a la bisimulaciones, todas
las definiciones posibles pueden definirse sin referencia especifica a estados particulares, pero
también existen las versiones punteadas de cada una. Bajo esta perspectiva, encontramos las
siguientes maneras de pensar los estados:

1. dos estados en un mismo contexto;
2. dos estados cada uno con su contexto;

3. un estado con su minimo contexto posible.

El dltimo item no es desarrollado en extensién en esta parte, pero si serd importante en los
ultimos capitulos. Los primeros dos conforman el nicleo de este capitulo.

Del primer item estudiamos/repasamos las bisimulaciones de estados y de eventos como
relaciones en un LMP. De esto se trata la Seccién 2.2.1. Alli encontraremos un desarrollo de
estos dos tipos de relaciones, cémo se vinculan entre ellas y con los morfismos zigzag. A la vez que
definimos y enunciamos propiedades sobre dos operadores transversales a esta tesis: R y X. El
primero transforma una familia de conjuntos en la relacion de indistinguibilidad por esa familia;
el segundo lleva una relacién en la clase de conjuntos medibles y cerrados por esa relacién. Este

15
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contenido es fundamental para el Capitulo 3. Al final de este apartado encontramos una breve
discusion sobre la bisimulacion de estados en la suma directa que sera 1til casi inmediatamente.

El segundo {tem en la enumeracion se corresponde con las Secciones 2.2.2 y 2.2.3. Aqui
repasamos las diferentes definiciones de los conceptos disponibles entre dos LMP y que dife-
renciaremos con los simbolos ®; x; A; V y A. Quizds pensarfamos en esta perspectiva como la
mas natural y luego considerar dos estados y reunirlos en un tnico contexto. En esta direcciéon
podemos pensar en la suma directa, forma natural de unir dos LMP, pero veremos que no se
comporta bien. Las @-bisimulaciones se construyen en base a relaciones en la suma. Si pensa-
mos en el producto, no tenemos forma natural o candnica de definir estructura de LMP, aunque
si se puede adaptar la nocién interna y definir las x-bisimulaciones en base a relaciones en el
producto cartesiano entre dos procesos. También estaremos interesados en la relacién (~s)4
heredada del estudio anterior: la bisimilitud de estados interna en el proceso suma restringida
a los estados en sendos procesos. El vinculo entre los tres conceptos es que ~* C (~g)y C ~%.
No podemos responder a ninguna de las otras contenciones, excepto en el caso de un mismo
proceso o que se den condiciones adicionales de medibilidad. Cada una plantea una pregunta
referida a la posibilidad de construir una bisimulacion de algin tipo a partir de otra de otro tipo.
Curiosamente, también surgen en torno a la cuestion sobre la transitividad de las bisimilitudes
en discusion.

El estudio de estas primeras definiciones requiere especial atencién al dominio de definicién
de las relaciones: si son relaciones en la suma, o entre los dos procesos. Por ello, encontraremos
varias formas de pasar de relaciones de un tipo a otro; no hay aqui dificultad conceptual, sélo
notacional. Por otro lado, todas estas bisimulaciones que se podrian agrupar bajo el eslogan
“de estados”, siempre requieren informacién sobre conjuntos cerrados. Entonces es usual que
cualquier afirmacion sobre alguna de ellas venga precedida de una sobre conjuntos cerrados.

Las ultimas tres nociones en la lista anterior son categéricas y estdn mas vinculadas a la
naturaleza coalgebraica de un LMP. En consecuencia algunos conceptos de teoria de categorias
cobran mayor importancia, entre ellos los de pullback y pushout, sobre los que damos una
breve discusion. Las dificultades aqui provienen de la teoria de la medida, en particular, de la

capacidad de definir nucleos de Markov sobre relaciones arbitrarias.

Todas las interrelaciones entre las bisimilitudes asociadas a cada bisimulacién se encuentran
listadas en la Tabla 2.1. Un resumen fugaz serfa que se dan las contenciones ~» C ~" C
~*C () C ~V: también se da la falla en la inclusién ~* C ~" y esto refuta uno de los
resultados principales en [Bac13]. Por otro lado ~® parece ser mal gestada dada la insuficiencia
de informacién que provee.

Concluimos el capitulo en 2.3 con una breve discusion sobre la posibilidad de construir un
LMP sobre un conjunto cociente, con especial atencién a las o-algebras involucradas. Esta es
una construccion elemental con aplicaciones importantes, por ejemplo a la caracterizacion légica
de la bisimilitud de estados en espacios analiticos ([Des99]).

2.1. La categoria LMP

Comenzamos definiendo un tipo particular de funciones, las cuales seran parte constituyente
de las estructuras objeto de estudio.

Definicién 2.1. Un nicleo de Markov en un espacio medible (S, %) es una funcién 7: S x ¥ —

[0, 1] tal que para cada s € S fijo, 7(s,-) : ¥ — [0, 1] es una medida de subprobabilidad, y para
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cada conjunto X € X fijo, 7(-, X) : § — [0, 1] es una funcién (X, B0, 1])-medible.

Estos nicleos se interpretaran como las funciones de transicién en los procesos que defini-
mos a continuacién. Sea L un conjunto contable que llamaremos lenguaje y cuyos elementos
denominaremos etiquetas o acciones.

Definicion 2.2. Un proceso de Markov etiquetado, o LMP, con conjunto de etiquetas L sera

un triple S = (S, %, {7, | a € L}), donde S es un conjunto, cuyos puntos llamaremos estados, >
es una o-algebra sobre S, y para todo a € L, 7, : S x ¥ — [0, 1] es un niicleo de Markov.

Un comentario sobre la notacién: en general el nombre de un LMP se corresponde con la
notacién del triple que lo define, por ejemplo T denota el triple (T, X7, {7] | a € L}) o S’ denota
el triple (5", %/, {7. | a € L}). A veces sélo daremos el nombre del LMP para luego referirnos a
cualquiera de sus partes constituyentes con la misma nomenclatura. También podemos escribir
{Ta}aer en lugar de {7, | a € L}.

Esta clase de procesos fueron introducidas por Desharnais et al. como respuesta a la nece-
sidad de generalizar a espacios continuos las estructuras andlogas ya existentes para espacios
discretos. Esta generalizacién exige el uso de conceptos y herramientas de la teoria de probabi-
lidad y medida en general. En [Des99] y [DEP02] puede encontrarse una introduccion al tema
con diversos ejemplos. Alli se resume el funcionamiento de un LMP como sigue: tenemos un es-
pacio de estados y un conjunto de etiquetas, en un momento dado el sistema se encuentra en un
punto y se mueve entre estados. A qué estados puede transitar dependerd de su interacciéon con
el ambiente, la cual estd indicada por las etiquetas en L, también llamadas acciones. El sistema
evoluciona segin una ley de probabilidades, si ocurre una interaccién codificada por una etique-
ta, hard una transiciéon a un nuevo estado gobernado por otra distribucién de probabilidades.
El término “Markov” en el nombre de estos procesos hace referencia a que las transiciones estan
gobernadas por el estado actual del sistema, y no por su historia pasada. Damos un primer
ejemplo de un proceso sencillo pero 1til que cuenta con una sola etiqueta.

Ejemplo 2.3 (LMP de Dirac). Sea (S,%) espacio medible. Definimos un LMP D sobre tal

espacio con una unica etiqueta. El nicleo estd dado por
1, sizxeFE,

(@ E) = 0a(B) = {0 siz¢E.

En este trabajo requeriremos que el conjunto de etiquetas L sea contable. Esta condicién
garantiza resultados de caracterizacién logica para ciertas légicas modales muy simples definidas
en [BDEP97] y [DEP98|. Por otro lado, con una cantidad infinita no numerable de etiquetas,
las nociones de equivalencia que estudiaremos podrian trivializarse o incluso perder sentido
computacional. También en esa direccién podemos justificar el uso de subprobabilidades en
la definicién: observamos que en un LMP dado podria suceder que existan estados que no
acepten alguna accién con probabilidad uno, si no fuera asi todos los estados tendrian el mismo
comportamiento observable. Si para un estado s y etiqueta a tenemos 7,(s,S) = 0, entonces s
no acepta la accion a. A su vez, el uso de subprobabilidades da margen para comportamiento

sin especificar, incluida la posibilidad de ninguna accién observable.

Observamos ademds que la Definicién 2.2 de LMP difiere de la dada en los trabajos citados
donde se exige que el espacio medible considerado sea analitico. Con este requisito se tienen
a mano teoremas utiles, como el teorema de estructura tnica para espacios analiticos, para
probar, por ejemplo, la transitividad de la relacién que definiremos como “bisimulacién” entre
procesos. Nosotros abandonamos esa suposicién y trabajamos en espacios medibles generales.
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Figura 2.1: E1 LMP U.

Ejemplo 2.4. Presentaremos ahora el LMP U, el cual fue introducido bajo el nombre Sg en
[ST11]. Serd un ejemplo importante en esta tesis para ilustrar conceptos y motivar distintas
construcciones. De ahora en mds, I denotard el intervalo unitario abierto (0,1), m serd la
medida de Lebesque en I y By denotard la o-dlgebra o(B(I) U {V}), donde V' es un subcon-
jJunto de I no medible Lebesgue. Por Teorema 1.4 tenemos dos extensiones mg y my de m tales
que mo(V) # my(V). Sea {qn}new una enumeracion sin repeticiones de los racionales en I y
definimos By, := (0,qy); se sigue que {B,, | n € w} es una familia numerable generadora de

B(I).

Sean s,t,x ¢ I distintos dos a dos; podemos pensar en my y my como medidas definidas
en la suma directa I ® {s,t,xz}, soportadas en I. El conjunto de etiquetas serd L := w U {oco}.
Definimos entonces U = (U, Y, {7, | n € L}) tal que

(U,Y) := I & {s,t,x}, By & P({s,t,z})),
Tn(r, A) == xB, (r) - 62(A4),
Too(1, A) 1= X (53 (r) - mo(A) + X3 (1) - m1(A)

paran € w y A € Y. Esto define efectivamente un LMP ya que para todo v, 0 < xp,(r) <1
¥ 0 < X1} (r) + xqe3(r) < 1; la medibilidad se infiere del hecho de que 7(-, A) es siempre una
combinacion lineal de funciones medibles.

Intuitivamente, la dindmica de este proceso es como sigue: los estados s y t sélo pueden
hacer transiciones con etiqueta oo a un estado “uniformemente distribuido” en I, pero difieren
en la probabilidad de alcanzar el subconjunto V- C I. Ademds, cada punto de B, C I puede
hacer una n-transicion a x. Finalmente, x no puede hacer ninguna transicion (ver Figura 2.1).

Notamos que el espacio de estados de U es contablemente generado y separa puntos pero no
es Borel estandar debido al no medible V. Este serd un requisito general: aunque permitimos
espacios medibles no analiticos, si limitamos las o-dlgebras posibles a aquellas contablemente
generadas y que separan puntos. Esta ultima condicion se satisface si la o-algebra contiene a
los singuletes, y en el caso de que sea contablemente generada ambas condiciones son equiva-
lentes. La restriccién a LMP separables (es decir LMP sobre espacios metrizables separables)
es bastante natural; de otro modo aparecerian algunos casos patologicos en el estudio de la
equivalencia de comportamiento entre estados ([PST21, Example 6.1]).
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En su tesis [Des99], J. Desharnais define los procesos de Markov etiquetados como una 4-
upla S = (S,i,%,{7, | a € L}) donde i € S se denomina estado inicial del proceso. Llamaremos
LMP punteados a estos procesos con un estado destacado y los denotaremos con (S,7) para

enfatizar el estado. El enfoque que utilicemos dependerd del contexto y de las preguntas que
intentemos responder. A partir de la investigacién sobre los conceptos de bisimulaciéon para LMP
que definiremos en la préxima seccién, observamos que los protagonistas de estas nociones son
los estados de un proceso. En este caso el enfoque mas adecuado es el de LMP punteado ya que
permite concentrarse en los estados. Sin embargo, si por ejemplo estudiamos estas equivalencias
globalmente, lo que llamaremos bisimilitud, lo mejor es concentrarse en el LMP S a secas.

En el camino a agrupar los LMP en una categoria, damos la siguiente definicién que oficiara
de morfismo entre objetos.

Definicién 2.5. Un morfismo zigzag f entre dos LMP S y S’ con lenguaje L es una funcién
medible f:S — §' que satisface

Vac Ls€S,BeY r,s fB]) =1.(f(s),B).

Si los LMP son punteados, f ademés debe mapear el estado inicial de S en el estado inicial de
S

El nombre “zigzag” se hereda de la légica modal donde refleja las condiciones de ida y vuelta
en la Definicién 1.16 de bisimulaciéon en LTS.

Ejemplo 2.6. 1. La funcion identidad es zigzag entre dos LMP sobre el mismo conjunto y
con nicleos coincidentes si y solo si es una funcion medible entre los espacios medibles
asociados, esto a su vez es equivalente a que la o-dlgebra del codominio sea sub-o-dlgebra
del dominio.

2. La composicion de dos zigzag f S — S yg:S — S" es zigzag: si s € S y B € ¥,
entonces 7(s, (g o f)~'[B]) = 7(s, f g7 [Bl]) = 7'(f(s),97'[B]) = m"(g(f(s)),B) =
™ ((go f)(s),B).

Aqui marcamos otra diferencia con la bibliografia: en algunos trabajos se definen los morfis-
mos zigzag como funciones suryectivas. Siguiendo [Des99], y por la importancia que asignamos a
los estados, preferimos reemplazar esa condicion por la preservacion de estados iniciales cuando
sea necesario. Por otro lado, en [DEP02] se justifica el requisito de suryectividad como una
forma de impedir situaciones donde se tiene un sistema S y otro que consiste en la suma directa
de S con cualquier otro sistema T.

Si f:S— S es una funcién medible entre dos LMP y ademds f[S] € ¥/, entonces podemos
considerar la imagen f[S] := (f[S], X' f[S], {7 | @ € L}) donde las funciones 7, son las restric-
ciones de los nucleos 7, a f[S] x X'[ f[S]. Debido a la medibilidad de f[S], 7, resultard también
nucleo de Markov.

Definicién 2.7. Dadoun LMP S = (5,2, {7, | a € L}) y A C S medible, definimos el sub-LMP
sobre A como la estructura S[A = (A4, X[A, {7qaxxia | @ € L}).

Lema 2.8. S[A es LMP.

Demostracion. Basta probar que la restriccion 7, ax x4 es niicleo de Markov: si s € A entonces
Ta(s,+) : B[A — [0,1] es medida de subprobabilidad ya que X]A C ¥ por ser A un ¥-medible.
Por la misma razén, si Q € XA, {s € A | 1,(5,Q) < q} ={s€ S| 1(s,Q) <q}NAeX|Ay
por lo tanto 74(-, Q) es medible respecto a X[ A. O
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Con este concepto, las imagenes medibles de funciones medibles son sub-LMP. Un problema
es que si f: S — S es zigzag, podria no serlo como mapa S — f[S], a menos que se impongan
més condiciones a f[S] (veremos un caso en 4.33).

Ejemplo 2.9. En el espacio medible ([0,1], MEAS), consideramos dos procesos S y S’ con una
etiqueta y nicleos dados por 7(x, A) = m(A) y 7/(x, A) = xa(0) respectivamente. Si C denota
el conjunto de Cantor en [0,1], V C (0,1) es no medible Lebesgque y f : [0,1] — [0, 1] es funcion
tal que f[C] =V y f[[0,1]\C] = {0}, entonces f : S — §' resulta zigzag y su imagen es no
medible. La medibilidad de f se sigue del hecho de que m(C) = 0 y de la completitud de m. Para
verificar la propiedad zigzag, notamos que si A C [0,1] es medible y 0 ¢ A, entonces f~1[A] CC
y por lo tanto m(f~1[A]) = 0. Si por el contrario 0 € A, entonces [0,1]\C C f~1[A] y por ende
m(f[A]) = 1. Luego, 7z, f~[A]) = m(f~[A]) = xa(0) = 7'(f(x), A).

La préxima definicién redne los procesos de Markov y los zigzag en una categoria (concreta).
La verificacién de los axiomas de categoria fue dada en el Ejemplo 2.6.

Definicion 2.10. La categoria LMP tiene como objetos a los procesos de Markov etiquetados
con conjunto de etiquetas L fijo y como morfismos a los zigzag entre ellos. Definimos también
la categoria LMPp de procesos de Markov punteados con sus morfismos zigzag.

2.1.1. Otras presentaciones de un LMP

En este apartado damos algunas presentaciones distintas de los LMP. La primera es quizés
una forma maés sintética de definir un proceso de Markov aprovechando la estructura medible
del espacio de medidas de subprobabilidad sobre un espacio. Luego damos una presentacién
categorica, estrictamente coalgebraica, de los LMP y por tltimo una versién mas general de los
ntcleos de Markov.

Dado un espacio medible (.5, %), definimos A(S,X) como el conjunto de todas las medidas
de subprobabilidad p : S — [0,1] sobre (S,%). Cuando la o-algebra sea clara por el contexto
lo denotaremos simplemente A(S). Para cada conjunto medible E € ¥ tenemos una funcién
evaluacién evg : A(S) — [0,1] definida por evg(u) := wu(E). Podemos definir entonces una
o-algebra sobre A(S), que denotaremos con A(X), como la o-dlgebra inicial para la familia
{evg | E € X}, es decir la menor o-algebra que hace que todas las funciones evaluacién sean
medibles respecto a B([0,1]). Otra caracterizacién de A(X) estd dada por la propiedad de ser
la o-dlgebra generada por los conjuntos A”Y(E) :={u | u(E) > q} parage QN [0,1] y E € X.
Se ve rapidamente que entonces todos los conjuntos (definidos de forma analoga) A™(E), con
€ {<, <, >}, estdn en A(Y).

Lema 2.11 ([DSTW12, Lemma 2.1]). Si (S,%) y (S',%') son espacios medibles, una funcion
f:S = A(S) es medible si y sélo si f(-)(F):S — [0,1] es medible para todo E € 3.

En este contexto, un nicleo de Markov es una funcién 7 : S — A(S) con la propiedad de
ser (3, A(X))-medible. Un LMP con conjunto de etiquetas L puede pensarse entonces como un
espacio medible (5,3) con una familia de nicleos {7, : S — A(S) | a € L}.

Damos ahora la presentacion categdrica. Necesitamos antes una definicién.
Definicion 2.12. Si C es una categoria y T : C' — C es un endofuntor, una coalgebra para T

es un par (A, «) donde A es un objeto de C' (llamado objeto base de la codlgebra) y « es una
flecha a: A — T'A (llamada estructura).
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Las codlgebras para un funtor (a veces llamado funtor de comportamiento) forman una
categoria donde un morfismo h : (4, a) = (A’, ') es una flecha h : A — A’ tal que &’oh = Thoa,

es decir, que hace conmutar el diagrama

A

R

TA LM Ta

La aplicacién S — A(S) define un endofuntor en la categoria Mes de espacios medibles. Este
mapa actia en los morfismos como sigue: si f : S — S’ es medible, Af : A(S) — A(S’) estd
dada por Af(u) = po f~1. Este es el andlogo para subprobabilidades del funtor (ménada) IT de
Giry ([Gir81]). Del mismo modo que los LTS con conjunto de etiquetas L son codlgebras para,
por ejemplo?, el funtor en Set dado por X + {Y | Y C Lx X} ([Morl5, Ejemplo 1.3]), los LMP
resultan ser las codlgebras para un endofuntor en Mes. No podemos usar A porque necesitamos
tener en cuenta las etiquetas, pero esto se soluciona considerando un nuevo endofuntor A”. En
cuanto a los objetos, AZ(S) esta dado por el conjunto {6 | 6 : L — A(S)} junto con la o-algebra
inicial para la familia de funciones {evgoev, | F € X, a € L} donde ev,(0) = 0(a). La accién
de A’ sobre un morfismo f: S — S" es (ALf)(g) = (Af) o g € AF(S).

Observacion. Podemos definir el funtor exponencial constante Id* que mapea un conjunto X
en X' :={#: L — X}, y mapea una funcién f : X — Y a la funcién Id-f : X¥' — Y dada
por Ide(H) = f o00. De este modo, AL resulta el funtor composicién Id% o A.

La categorfa de codlgebras de AL resulta exactamente la categorfa LMP definida. Notar
que no hay requisito de suryectividad para los morfismos de la categoria de coalgebras. Para
ejemplificar en el caso de una etiqueta, el LMP de Dirac (2.3) es la codlgebra (S,4) donde
d: 5 — A(SY) es la funcién medible dada por 6(s) = ds.

Un punto de vista intermedio entre los dos anteriores es el de relacion estocéstica entre dos
espacios medibles [Dob09, Def. 1.6.17]: una relacién estocdstica K : (M, M) ~» (N, N) entre
los espacios medibles (M, M) y (N,N) es un mapa M-A*-medible K : (M, M) — AL(N,N).
Aqui, N'* es la o-dlgebra Borel de la topologia de la convergencia débil, también llamada o-

algebra débil*, otro nombre complicado para A(X) definida més arriba. Cuando ambos espacios
medibles coinciden, una relacién estocastica resulta un nicleo de Markov. Este concepto también
puede verse como los morfismos de Kleisli de la ménada de Giry ([Dob07b, Def. 2.8]) y sirve
como fundamento para una interpretacién probabilista de las légicas coalgebraicas ([Dob09]).
Los morfismos entre relaciones estocasticas resultan ser los morfismos zigzag suryectivos en el
caso particular de interés (ver [Dob09, Prop. 1.6.19]). Todo esto es, a su vez, caso particular de
un nicleo de transicién ([Dob14, Def. 2.10]).

2.2. Nociones de bisimulacion

Ahora que ya tenemos definidos los procesos de Markov, en esta seccién presentamos el
concepto central de esta tesis referido a la equivalencia entre estados. Notamos que, segtin con-
sideremos la equivalencia entre estados de un 1nico proceso o entre estados de dos procesos,
tendremos nociones internas y externas respectivamente. Otra manera de expresar esta dis-
tincién es considerando el ambiente de un estado: cuando los ambientes de dos estados sean

!Otra posibilidad es el funtor dado en [Bacl3, Example 3.3.3]



22 CAPITULO 2. PROCESOS DE MARKOV ETIQUETADOS

los mismos, tendremos una nocién interna; cuando sean distintos, trabajaremos con la versiéon
externa.

2.2.1. Bisimulaciones internas

Comenzaremos con las definiciones internas, es decir trabajamos sobre un unico proceso. El
enfoque sera relacional y necesitaremos algunos conceptos previos.

Definicion 2.13. Si R es una relaciéon binaria sobre un conjunto S, decimos que X C S es

R-cerradosi {se€ S|Ixre X (t RsVsRzx)} CX.

Podemos definir el conjunto RYX] = {s € S| 3z € X = R s} de los elementos relacionados
a derecha con elementos de X y analogamente R'[X] = {s € S | 3z € X s R z}. Los predicados
Re-cerrado y R'-cerrado se definen como R?[X] C X y R[X] C X respectivamente. Entonces
R-cerrado serfa la conjuncién R%cerrado y Ri-cerrado. Si es R simétrica, todas las propiedades
coinciden pues R4[X] = R'[X]. Otra caracterizacién 1til de este concepto es la siguiente: X es
R-cerrado si y sélo si satisface la propiedad V(s,t) € R (s € X < t € X).

SiI' C P(S), denotamos con I'(R) a la familia de todos los conjuntos R-cerrados que son
elementos de I'. Podemos pensar a I'(-) como un operador que lleva relaciones en subfamilias
de P(S). Destacamos el caso particular cuando I' es la o-dlgebra de un espacio medible (5, %)
y notamos que en tal situacién X(R) es siempre una sub-o-dlgebra de . Por la forma en que
hemos definido R-cerrado, este hecho no requiere ninguna suposicion extra sobre R. Dada la
dependencia de I' y de R en la definicidon de esta operacién, deberiamos denotarla con algo asi
como Clo(T', R), pero preferimos conservar la notacién anterior donde la familia I' nombra la
operacion.

Otro operador que serd importante en este trabajo, y que va en el sentido contrario al
anterior, es el operador R que asocia a cada familia A C P(S) una relacién R(A) en S definida
por

(s,t) e R(A) siysélosiVAe A (se AeteA).

Esta relacién asocia los puntos que estdn en exactamente los mismos conjuntos de A. Observamos

que es siempre una relacion de equivalencia, independientemente de las condiciones sobre A.

Recolectamos en la siguiente proposicién algunos resultados elementales sobre los dos ope-
radores recién descritos que seran utiles en muchas demostraciones y calculos.

Proposicién 2.14. Sean A,A' CT CP(S) y R, R C S xS.

1. ACT(R(A)).
2. RCR((R)).
3. Antimonotonia de R(-): si A C A, entonces R(A) D R(A).

4. Antimonotonia de T'(-): si R C R/, entonces I'(R) D T'(R').



2.2. NOCIONES DE BISIMULACION 23

Demostracion. Los primeros cuatro items son directos de las definiciones. La inclusién (2) en
la propiedad (5) se sigue de (2) y la contencién (C) se sigue de (1) y (3). Andlogamente para la
propiedad (6) usando (1), (2) y (4).

Para el [tem (7), la contencién (D) se desprende de la antimonotonia de R. Para la inclusién
(©), tomamos (s,t) € R(A) y consideramos la o-dlgebra A;; = {A|s€ A <= t € A}. Dado
que A C Ay, entonces o(A) C A, . a

Ya tenemos los elementos para dar la primera definicién de bisimulacién para LMP. La idea
general es que dos estados relacionados por una bisimulacién pueden, para cada etiqueta a € L,
hacer a-transiciones que los hagan indistinguibles desde el punto de vista del comportamiento
observable. En sistemas probabilistas esto quiere decir que transiten con la misma probabilidad
a otros estados también relacionados por la bisimulacién. Una dificultad en espacios continuos es
que puede suceder que las medidas de subprobabilidad 7,(s, -) asignen medida 0 a los singuletes,
por ende no podemos expresar punto a punto la idea de equivalencia. En este caso lo mejor que
podemos hacer es pedir que se iguale la probabilidad de transitar a conjuntos cerrados por la
relacién (“clases de equivalencia” en su versién mas refinada) que sean medibles (para poder
efectivamente calcular su probabilidad). De ahi la importancia de 3(R) como la fuente de
conjuntos “test” en la préxima definicion.

Definicién 2.15. Dado un LMP S = (S, %, {7, | @ € L}) una bisimulacién de estados interna
R en S es una relacién binaria en S tal que si s R ¢, entonces para todo C' € X(R) se cumple

Va € L 14(s,C) = 14(t, C).

Decimos que sy ¢ son bisimilares por estados, denotado con s ~s s t, si existe alguna bisimulacién
de estados R tal que s R t.

En general escribiremos ~s a menos que haya una posible ambigiiedad en el LMP ambiente.
El adjetivo interna en el nombre de estas relaciones es para diferenciar este concepto de las
definiciones externas de la préxima seccién. Por lo tanto obviaremos esa palabra hasta que sea
necesario marcar la diferencia.

Ejemplo 2.16. 1. El ejemplo mds sencillo de una bisimulacion de estados en un LMP'S es
la relacion identidad idg = {(s,s) | s € S}.

2. En el LMP de Dirac 2.3 cualquier relacion R es bisimulacion de estados. En efecto, la
Definicion 2.15 se particulariza en la siguiente condicion:

(s,t) e R = VC € X(R) 7(s,C) =7(t,C)
<= VYC € Z(R) 05(C) = 0,(C)
<— VCeX(R) (seC&stel)
< (s,t) € R(E(R)).

Dado que R C R(X(R)) por Proposicion 2.14(2), esta condicion se cumple para cualquier
relacion.

Una nocién que serd ttil mas adelante es la de levantamiento de una relacién al espacio
de medidas de subprobabilidad: si R es una relacién en el espacio medible (5,Y), podemos
levantarla a una relacién de equivalencia R sobre A(S) como sigue:

p Ry = vQeX(R) u(@Q) =1 (Q).
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Con esta definicion, la condicién para ser bisimulacién de estados se expresa por

sRt = Va € L 14(s,-) Rq(t,).

Usaremos esta notacion en el Capitulo 4 donde el espacio de medidas juega un rol preponderante.

Un resultado importante que se deriva directamente de la Proposicién 2.14(4) es el siguiente:

Proposicién 2.17. La union de una familia de bisimulaciones de estados es también bisimu-
lacion de estados.

En virtud de esta propiedad, la relacién ~s = [J{R C S xS | R es bisimulacién de estados}
es también una bisimulacién de estados que llamaremos bisimilitud de estados. De su definicién

sabemos que serd la mayor bisimulacién de este tipo. Ademds es una relacién de equivalencia
en cualquier LMP: la reflexividad se deduce del hecho de que idg es bisimulacién de estados
en cualquier S; la simetria se debe a que si R bisimulacién, entonces R~! = {(y,7) | (z,y) €
R} también lo es (simplemente por la simetria en la definicién de bisimulacién). Finalmente
la transitividad se prueba constructivamente mostrando que, dadas Ry, R; bisimulaciones, la
clausura transitiva de Rg U Ry Y'UR U Rfl es también bisimulacién. En particular esto quiere
decir que la familia de bisimulaciones de estados en un LMP tiene un supremo que coincide con
la misma operacion en el reticulado de relaciones de equivalencia de S.

Ejemplo 2.18 (Bisimilitud de estados en Ejemplo 2.4). Reproducimos parte de la prueba de
[ST11, Theorem 15] que caracteriza la bisimilitud de estados en U: es sencillo verificar que el
singulete formado por el (unico) estado nulo x debe ser una clase de equivalencia de ~s. Para
cualquier otro estado r € U, existel € L tal que 7y(r,U) = 1 pero 7j(x,U) = 0 (y U es obviamente
~s-cerrado). Tomamos ahora y # z € I; mostremos que y y z no pueden estar relacionados
por ~s. Dado que {B, | a € w} genera B(I), existe a € w C L tal que B, separa y de z. Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que {y,z} N B, = {y}. Entonces 74(y,{zx}) = 1 pero
Ta(z,{x}) = 0. Concluimos que ~s restringida a IU{z} es la relacién identidad y (en particular)
V C I es ~s-cerrado. Finalmente, observamos que Too(8, V) # Too(t, V'), y por lo tanto s y t no
son bisimilares por estados.

La bisimilitud de estados es preservada por morfismos zigzag.

Lema 2.19. Sea f : S — S’ un morfismo zigzag. Si s ~st en S entonces f(s) ~s f(t) en S'.

Demostracién. Sea R una bisimulacién tal que s R t y definimos R’ := f[R] = {(f(x), f(v)) |
x R y}. Si verificamos que R’ es bisimulacién en S', dado que f(s) R’ f(t) tendremos que
f(s) ~s f(t). Supongamos que f(z) R’ f(y) con z Ry y sea A € ¥/ un conjunto R’-cerrado.
Queremos verificar que 7. (f(z), A) = 74(z, f1[A]) es igual a 7. (f(y), A) = 1a(y, f'[A]). Para
ello basta ver que f~![A] € B(R) pues z ~s y. La medibilidad es inmediata. Comprobamos
que f~1[A] es R-cerrado: sean w € f~'[A] y z € S tales que w R z; dado que f(w) R f(2),
f(w) € Ay A es R'-cerrado, concluimos f(z) € 4, i.e. z € f~[A]. El caso z R w es similar. [J

Ejemplo 2.20. La reciproca del Lema 2.19 no es cierta: consideramos la funcion identidad
id: U — Up donde Up := (U,B(I) ® P({s,t,z}),{Ta}acr). Llamemos ® a la o-dlgebra de Up.
Vemos que tal funcion es medible pues ® C Y y claramente cumple la condicion zigzag. Pero
en Up tenemos que s ~g t ya que mo se encuentra disponible el mno medible Lebesgue V' para
distinguirlos, sin embargo s ~<t en U.
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En [Des99] se define una légica modal £ muy simple y se prueba que dos estados son
bisimilares si y sélo si son logicamente equivalentes, es decir, satisfacen exactamente las mismas
féormulas. Sin embargo la prueba ofrecida sélo funciona en el caso de espacio de estados analitico.
En [DDLPO06] se presenta una nueva nocién de bisimulacién, la bisimulacién de eventos, la cual
cambia el foco desde las relaciones de equivalencia a la estructura medible del LMP. En el mismo
trabajo prueban que la bisimilitud asociada al nuevo concepto es caracterizada por la logica £
y esto vale para procesos de Markov definidos sobre espacios medibles generales. La siguiente

es la nocién central en este tipo de bisimulaciones.

Definicién 2.21. Sea S = (S, %, {7, | a € L}) un LMP y A C ¥. Decimos que A es estable con
respecto a S si para todo A € A, r € [0,1]NQ, a € L, vale que {s € S | 7,(s, A) > r} € A.

A veces diremos simplemente que A es estable si el LMP se entiende del contexto. Una
observacién importante es que, en el caso de que A sea o-dlgebra, podemos reemplazar el mayor
estricto > en la definicién anterior por cualquiera de las relaciones de orden en R. En efecto,
usando las operaciones de o-dlgebra podemos escribir {s | 7,(s, A) > r} como {s | 7,(s, A) < r}°,
Unents | 7a(s, A) <r+1/n}° o U,enis | 7a(s, A) > r+1/n}.

Notamos que la condicién de medibilidad de 7(-, A) en la definicién de LMP es exactamente
que X sea estable con respecto a S. Mds aun, observar que una sub-o-dlgebra A de X es estable
siy sélo si (S,A, {7, | @ € L}) es un LMP: s6lo debemos verificar la medibilidad de 7,(-, A)
con respecto a A, pero por definicién 74(-, A) 7 [(r,1]] = {s | 7a(s, A) > r} € A para cualquier
AeA.

Si R C Sx .S esrelacion, por lo recién observado X(R) es estable si y s6lo si (S, X(R), {74 tacL)
es LMP. De esto se deduce el siguiente resultado.

Lema 2.22 ([DDLP06, Lemma 4.1]). R es bisimulacion de estados siy solo si (S, 2(R), {7a}acL)
es LMP.

Demostracion. Notamos que para todo a € L 'y @ € X vale
7a(5,Q) =7a(t,Q) <= Vre[0,1](se{z €S| 7(z,Q) >r} & te{z eS| 1(z,Q) >r}).

Supongamos que s Rty @ € ¥(R). Si R es bisimulacién de estados, la ida en esta equivalencia
muestra que {x € S| 74(z, Q) > r} es R-cerrado. Reciprocamente, si 3(R) es estable, la vuelta
muestra que R es bisimulacién de estados. O

Ejemplo 2.23. 1. Si S es LMP, la o-dlgebra trivial sobre S es estable si y sdlo si el tri-
ple (S,{0,S},{7a}acr) es LMP. Esto a su vez es equivalente a que la relacion total
sea bisimulacion de estados. Observar también que en este caso id : (S, %, {74 }aer) —

(S7 {®7 S}? {Ta}aeL) es ngzag

2. Con respecto al LMP D de 2.3, cualquier sub-o-dlgebra de Y. serd estable ya que para
cualquier E €Y y q € QN [0,1], 77(-, E)([0,q)) € {0, E}.

Otra propiedad importante es que la estabilidad se preserva por preimagen de morfismos

zigzag.

Lema 2.24 ([DDLP06, Lemma 4.5]). Si f : S — S’ es morfismo zigzag y A es sub-o-dlgebra
estable de S, entonces f~1[A] es sub-o-dlgebra estable de S.
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Demostracién. Sabemos por Lema 1.1 que f~![A] es o-dlgebra de S. Si Q € f~![A], entonces
Q = f7l[A] para algtin A € A. Afirmamos que {s € S | 7,(5,Q) < ¢} = fI[{s € S |
7.(s', A) < q}]. En efecto, como f es zigzag 7,(z,Q) = 7.(f(x), A) y por lo tanto = € {s € S|

Ta(s,Q) < ¢} sii f(2) €{s' € 8" | r(s',A) < g} siiw € fTH[{s' € ' | 7i(s, A) < q}].
Dado que A es estable y A € A, entonces {s' € S’ | 7.(s', A) < ¢} € A y en consecuencia
{s € 5| 7a(5,Q) < q} € fHA]L O

Definicién 2.25. Sea S = (5,%,{7, | a € L}) un LMP. Una relacién R en S serda una
bisimulacién de eventos si existe una sub-o-algebra estable A C X tal que R = R(A).

Dos estados s y t de un LMP son bisimilares por eventos, denotado con s ~est (0 s ~¢ t),

si existe alguna bisimulacién de eventos R tal que s R t.

En [DDLPO06] se define una bisimulacién de eventos como una sub-o-dlgebra A C X tal que
(S,A, {7 | a € L}) es LMP. Preferimos este ligero cambio en la presentacién de los conceptos
para privilegiar la nocion de estabilidad de una sub-o-algebra, ya que entendemos que esta es
la herramienta principal de cédlculo para encontrar bisimulaciones de este tipo.

Ejemplo 2.26. 1. La relacidon identidad es bisimulacion de eventos en (S,3,{1, | a € L})
sty solo si X separa puntos.

2. Sif:S—Y eszigzag y X' separa puntos, entonces ker(f) = {(s,t) € S| f(s) = f(t)} es
bisimulacion de eventos ya que ker(f) = R(f1[¥']).

Ejemplo 2.27. Una condicion necesaria y suficiente para que una bisimulacion de estados
R sea una bisimulacion de eventos es que R = R(X(R)). Si, por ejemplo, una relacion de
equivalencia R tiene todas sus clases en X, entonces vale la igualdad anterior. En particular,
cualquier bisimulacion de estados que sea equivalencia es también de eventos si ¥ = P(S) (en el
caso de los espacios medibles numerables, esta igualdad es equivalente a ser espacio analitico).

La condicién necesaria en el ejemplo previo es independiente del requisito de ser bisimulacién
de estados: notamos que si R = R(I') para alguna familia I', entonces I' C 3(R(I")) = 2(R).
En consecuencia, R C R(X(R)) C R(I') = R y por lo tanto vale la igualdad R(3(R)) = R. Por
otro lado, la condicién suficiente es consecuencia del siguiente hecho:

Proposicién 2.28 ([DDLPO06, Prop. 4.12]). Si R es bisimulacion de estados entonces R(X(R))
es bisimulacion de estados y de eventos.

Demostracion. Como R es de estados, X(R) es estable por Lema 2.22 y entonces R(X(R)) es
de eventos. Para verificar que es también de estados vemos que X(R(X(R))) es estable, pero
esto es inmediato usando Proposicién 2.14(6). O

De este resultado se sigue que la mayor bisimulacién de estados, i.e. la bisimilitud de estados,
es también bisimulaciéon de eventos. De manera andloga al caso estados, denominaremos a la
relacién ~e (la unién de todas las bisimulaciones de eventos) como bisimilitud de eventos y lo

anterior implica que ~g C ~.

Veamos un poco sobre la caracterizacién légica de la bisimilitud de eventos que anticipamos
previamente. Este es un resultado importante que permite mostrar por ejemplo que la bisimilitud

de eventos es ella misma una bisimulacién de eventos. En consecuencia es de equivalencia y
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ademads resulta ser la bisimulaciéon mas grande de este tipo. La logica modal £ definida en
[Des99] tiene la siguiente sintaxis:

T o1 A w2 | {(a)sqp, (2.1)

donde a es una accién del conjunto contable L y ¢ es un ntimero racional en [0, 1]. Diremos que
s = (a)>qp siy sélo si existe A € X tal que para todo t € A, se cumple ¢ = ¢ y 74(s, A) > q.
Llamaremos seméntica (o conjunto de validez) de una férmula ¢ al conjunto [¢] formado por
todos los estados que la satisfacen y escribimos [£] para la coleccién de conjuntos [¢]. Cuando
el contexto lo requiera, agregaremos subindices para indicar el LMP ambiente.

Podemos enriquecer la légica anterior con férmulas correspondientes a las otras relaciones de
orden. El caso > es similar al dado y sélo debemos reemplazar > por >. Por otro lado, diremos
que s |= (a)<qp siy sélo si existe A € ¥ tal que ] € Ay 74(s, A) < ¢. El caso < es anélogo.

Definicion 2.29. La légica £ consiste de todas las formulas generadas por las producciones

T | @1 A2 | (a)saqp,

donde a es una accién del conjunto contable L, < € {<, <,>,>} y ¢ es un nimero racional en
[0,1].

Usando induccién estructural es sencillo probar que [£] C 3, por ello decimos que la légica
es medible. Probamos los casos inductivos correspondientes a las férmulas no triviales con mo-
dalidades (a)pq para > € {<, <, >, >}: por hipdtesis inductiva sabemos que [¢] es medible y
por lo tanto

{s €S| 7als,[e]) = q} = {s € S| 1als) € A™U([])} = 7 1A= ([])]

también lo es (notar que en los ltimos pasos pensamos un nicleo de Markov como una funcién
medible 7 : S — A(S)). Pero vemos que {s € S | 74(s, [¢]) < g} es exactamente [(a)sq¢p]-
En efecto, gracias a la HI, podemos usar [¢] como conjunto medible A en la definicién de
satisfacciéon de las férmulas y asi obtenemos la contencién (C). La inclusién reciproca estd
asegurada nuevamente por la HI y por la monotonia de las medidas de subprobabilidad. En
vista de este argumento, escribiremos £ para la l6gica modal aumentada.

Las semanticas de las férmulas son preservadas por los morfismos zigzag como se muestra

en el siguiente lema (ver [DEP02, Prop 9.2] para un enunciado un poco mas general).

Lema 2.30. Si f : S — S’ es zigzag, para toda férmula o € L vale f~([¢ls) = [¢ls. En
consecuencia s = ¢ <= f(s) = ¢.

Demostracion. La demostracion es por induccién estructural: el caso ¢ = T se desprende de
la igualdad f~1[S'] = S y para la conjuncién usamos que preimagen por una funcién preserva
interseccion. Para las modalidades no triviales, por HI tenemos que

7 Y wgely] = {5 € S | 72(£(), [els) 10} = {s € S | 7als, £ [[iel]) b}
= (s € 5 | 7als. [iel) 5 0} = [{a)yuy o

La manera rapida de enunciar la consecuencia del lema previo es afimar que s y f(s) son
légicamente equivalentes.

Corolario 2.31. Si f:S — S es zigzag, entonces f~o([Llg)] = o([L]g)-
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Demostracion. Usamos Lema 1.1 para obtener
FHo([Lls)] = o(f Il ) = o ({f M lelg] | v € £}) = o({l¢ls | ¢ € £}) = o([L]). O

De la definicién de estabilidad podemos deducir rapidamente que la unién e interseccién de
familias estables es estable. El proximo teorema identifica a la menor o-dlgebra estable.

Teorema 2.32 ([DDLPO06, Prop. 5.5]). Dado un LMP (S,3,{1, | a € L}), o([L]) es la menor
o-dlgebra estable incluida en 2.

Corolario 2.33. L caracteriza la bisimilitud de eventos, i.e., ~o = R([L]).

Demostracion. Si A C ¥ es estable, entonces o([L£]) € A y por lo tanto R(A) C R(o([L])) =
R([L])- De esto concluimos que s ~ t si y sélo si existe A C X estable tal que (s,t) € R(A) si
y sélo si (s,t) € R([L])- O

En el caso de que el espacio de estados sea analitico, esta légica caracteriza también a la
bisimilitud de estados y en consecuencia ambas coinciden. En [ST11] se muestra que esto no
vale para espacios medibles generales, un contraejemplo es el LMP U.

Ejemplo 2.34 (Bisimilitud de eventos en Ejemplo 2.4). Verificamos que s y t no son separados
por una o-dlgebra estable particular, por lo tanto no pueden ser separados por la menor de tales
o-dlgebras, la cual genera la mayor relacion de bisimulacion de eventos. Sea = = o(B(I) U
{{s,t},{z}}). Aligual que en la prueba de que U es LMP, se puede ver que 7,(-, A) es ZE-medible
para todo a € w y A € T (a fortiori, para A € E). Dado que my y my coinciden en o(B(I) U
P({s,t,x})); para todo A € =, Too(s, A) = To(t, A). En consecuencia, para todo B C I, s estd
en Tool(+, A)"H(B) si y sélo si t también lo estd. Por 2.26(2), esto también puede mostrarse
viendo que (s,t) € ker(f) para un morfismo zigzag (como en 2.90 por ejemplo). Con esto y el
Ejemplo 2.18 podemos concluir que ~g C ~e.

La o-dlgebra = resulta ser o([L]), por lo tanto ~e = idy U {(s,t),(t,s)}. Esto implica que
~s = idy ya que hemos probado que la inclusion ~s C ~e siempre es vdlida y ademds, como
acabamos de ver, s y t no son bistmilares por estados. En consecuencia, este es un ejemplo
donde la bisimilitud de estados estd contenida propiamente en la bisimilitud de eventos. De
hecho, el LMP U fue presentado en [ST11] para mostrar que ambos tipos de bisimilitud difieren
en LMP sobre espacios medibles generales. Como adelantamos, este importante ejemplo servird
como una semilla para varias construcciones que haremos en el Capitulo 3.

Un enfoque posible para el estudio de las bisimilitudes es el de teoria de puntos fijos
([DGJPO03], [Zho13]).

Teorema 2.35 ([Zhol3, Thm. 3.4]). La bisimilitud de estados y la bisimilitud de eventos son
puntos fijos del operador R o X.

Demostracion. Por Proposicién 2.14(2) tenemos que ~s C R(X(~s)). Dado que ~s es bisimu-
lacién de estados, de Proposicién 2.28 concluimos que R(3(~s)) es también bisimulacién de
estados y por ende R(X(~s)) C ~s.

En el caso de la bisimilitud de eventos, por la caracterizacién légica sabemos que ~, =
R([L]). Luego, por Proposicién 2.14(5), R(X(~e)) = R(Z(R([L]))) = R([L]) = ~e. O]

Notar que esto da otra prueba de que la bisimilitud de estados es relacién de equivalencia.
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Observacion 2.36. Dado que la definicion de nicleo de Markov sélo exige subprobabilidades,
7 = 0 es un nucleo valido. Su presencia en un LMP no afecta las bisimulaciones de estados ni
de eventos ya que no impone condiciones no triviales: si Q € ¥, 0 = 7(s, Q) = 7(¢, Q) para todo
par (s,t) y ademds {s € S | 7(s,Q) > ¢} =0 € ¥ para todo ¢ € QN [0,1]. Esto es 1til si, por
ejemplo, trabajamos con un LMP S con lenguaje L y necesitamos agregar etiquetas. Siempre
podemos definir nicleos extra idénticamente cero para todas aquellas etiquetas que no existian
en el LMP original y no modificaremos las relaciones de bisimilitud entre los estados.

Otra manera quizds menos trivial de agregar nticleos bajo una nueva etiqueta y que no se
modifiquen las bisimilitudes, es a través de los bucles o lazos.

Ejemplo 2.37. Si S = (5,X,{7, | a € L}) es LMP con lenguaje L y O ¢ L, definimos el
nicleo 75(s,Q) = d5(Q). Sea Sp = (S,X,{7, | a € L} U{7}) la expansion de S al lenguaje
L' = LU{O}. Veamos que, si ~5 y ~¢ denotan las bisimilitudes de eventos y estados en
Sp, entonces ~5 = ~e y ~5 = ~s. En el primer caso, notamos que L C L' y por lo tanto
a([£]) € o([L£']). Para la inclusion reciproca, basta ver por induccién estructural que Vo €
L' [¢] € o([£]). Los casos T y conjuncion son inmediatos, para las férmulas con modalidades

usamos la HI para obtener:

[(O)agel = {s € S| 3s([]) > q} € {[¢], []% S, 0} € o([£]),
[(a)sage]l = 72 LG, [ [{r € [0,1] | r < q}] € o([L]) por estabilidad de o([L]).

En el caso de la bisimilitud de estados, probamos en general que R es bisimulacion de estados
en 'S si y sélo si es bisimulacion de estados en Sp: sis Rty Q € X(R), en ambos casos sabemos
que Va € L 1,(s,Q) = 1.(t,Q) (y esto es suficiente para probar (<)). Como Q es R-cerrado
vale que s € QQ <= t € Q, pero esto es equivalente a T5(s, Q) = 75(t, Q) y esto prueba (=).

Bisimulacion de estados en S @ S.

Definicién 2.38. Dados dos LMP S y S, el LMP suma directa S @ S’ tiene como espacio
medible subyacente a la suma de espacios medibles (S & S',3 & ¥') y el niicleo de Markov
78((z,1), A A’) se define como 74(x, A) sii =00 7i(x,A') sii=1.

Al dar estas definiciones preferimos no hacer el abuso de notacién que si usamos en algunos
ejemplos. Dado que nos interesan distintas variaciones de un mismo concepto y sus diferencias,

consideramos que es mejor conservar la precisiéon mientras se preserve la facilidad de lectura.

La construccién anterior se corresponde con el coproducto o suma categorica en la categoria
LMP. En efecto, las inyecciones candnicas son zigzag y el mapa g : S® S — T dado por
giry=f(r)ysire Syg(r)=f'(r)sir €S eszigzag y hace conmutar el diagrama que define
coproducto.

Es directo de las definiciones que valen las siguientes equivalencias:

((,00cApA & (1) e ApA) < (sec A& ed), (2.2)
Ta(s, A) =70 (', A) <= 7P((5,0),Ad A") =72((s',1),Ad A"). (2.3)

Si R C Sx S, podemos “levantarla” a una relacién en S&S' como R; := {((s,0), (¢,0)) | s R
t}. Es facil verificar directo de las definiciones que si R es bisimulacién de estados en S, entonces
R; es bisimulacién de estados en S&S'. Esto s6lo depende del hecho de que (X®Y)(R)[S = X(R)
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(ver Lema 3.30). De paso, observamos que esto dice que la suma de dos LMP no puede hacer
mas chica la bisimilitud de estados en uno de los sumandos, sélo puede agrandarla.

En el caso de que S = S’ podemos levantar R de varias maneras: al sumando izquierdo, al
derecho, de manera cruzada o completa. Nos centraremos en este ultimo caso. Si R C S x S
definimos

R*:={((s,1),(t,5)) | s Rt Ni,j € {0,1}} C (S & 5) x (S & 5).
Notar que R es de equivalencia si y s6lo si R" 1o es.

Lema 2.39. Sea RC S x S.

1. A C S es R-cerrado si y sélo si A® A = {(s,i) | s € ANi € {0,1}} es R*-cerrado.
Ademds todo conjunto RT-cerrado es de esa forma.

2. RC S x S es bisimulacion de estados en S si y sélo si RT es bisimulacion de estados en
S S.

Demostracién. 1. Supongamos que A es R-cerrado, (s,i) € A® Ay (s,i) Rt (t,7). Por
definicién de R*, s R t. Como A es R-cerrado, entonces t € A y en consecuencia (t,7) €
A@A. Parala vuelta, sis € Ay s R t, entonces (s,0) RT (¢,0) y (s,0) € A®A. Como AGA
es RT-cerrado, se sigue que (¢,0) € A® Ay por ende t € A. Para la dltima afirmacion, si
X es Rt-cerrado, es claro que X = (p(X))* donde p(X) = {s| (s,0) € X V (s,1) € X }.

2. Supongamos que RT es bisimulacién de estados en S® S y s R t, por lo tanto (s,0) R
(t,0). Si A es R-cerrado medible, entonces A ® A es RT-cerrado medible en S® S y vale
Ta(s,A) = 78((5,0), A A) = 72((¢,0), A ® A) = 74(t, A). La vuelta es muy similar y
usamos que todo RT-cerrado es de la forma A @ A para un R-cerrado A. O

Escribiremos ~¢ := ~gses. Tenemos la siguiente (para nada sorprendente) caracterizacion:
la bisimilitud de estados en la suma es el levantamiento completo de la bisimilitud en S.

Proposiciéon 2.40. ~% = (~g)*.

Demostracion. La contencién (D) se sigue inmediatamente del Lema 2.39(2) anterior. Para la
otra inclusién, supongamos que (s,i) ~& (¢, 7). Como idg es bisimulacién en S, (idg)™ C ~& y
en consecuencia (s,0) ~& (¢,0). Queremos probar que s ~s t, pero ello es consecuencia directa

de la siguiente

Afirmacion. ~215 = {(@,) | (2,0) ~& (5,00} = ~s.

Probamos la afirmacién: la inclusién (C) queda probada si mostramos que ~&|S es bisi-
mulacién de estados en S. Sea (s,t) € ~P|S y A € X(~P|S). Sabemos que A & A es medible,
veamos que es ~F-cerrado: si (x,i) € A® Ay (x,i) ~& (y,7), entonces nuevamente sabemos
que (z,0) ~& (y,0). Luego, (z,y) € ~P|S y como A es cerrado para la restriccién, y € A.
Concluimos que, 7,(s, A) = 72((5,0),A® A) = 7((¢,0),A D A) = 74(t, A). Para la recipro-
ca, ya dijimos que toda bisimulacién de estados en S, en particular ~s, es (se levanta a) una
bisimulacién de estados en S @ §'. O
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2.2.2. Bisimulaciones externas

Hasta aqui trabajamos con definiciones de bisimulacién como relaciones en un tnico LMP
o espacio ambiente. Nos interesa ahora el caso en el que se tienen dos LMP S y S’ y se quieren
bisimulaciones entre estados de sendos procesos.

®-bisimulaciones.

Una primera posibilidad es construir la suma directa 2.38 entre ambos espacios, este es el
enfoque con el que se define bisimulacién de estados en [Des99].

Definicién 2.41. Una ¢-bisimulacién entre S y S’ es una relacién de equivalencia R en S @ S’
tal que para s € Sy s’ € 8’ con (s,0) R (s',1) y para todo A® A’ € (X & Y')(R) se cumple

Va € L 7,(s,A) =74 (s', A").

Dos estados en sendos procesos son @-bisimilares si hay una ®-bisimulacién que los relaciona.
Dos LMP punteados son @-bisimilares si sus estados iniciales lo son.

Dijimos que el interés en definir una bisimulacién de estados externa R es detectar dos es-
tados bisimilares, uno en cada proceso. La definicién anterior lleva esa premisa al limite: no
establece ninguna condicién sobre el valor de los nticleos de Markov para pares de estados en el
mismo proceso, la tnica exigencia es que la relacion resulte de equivalencia. Esto es desafortu-
nado ya que, por ejemplo, una tal relacién restringida al primer espacio podria identificar todos
los puntos que no estén R-relacionados con alguien del segundo espacio. En un caso extremo,

R podria ser la unién de dos relaciones de equivalencia, una en cada proceso.

En virtud de la definicién de 7% y la equivalencia (2.3), vemos que la condicién para ser
@-bisimulacién es la misma que la de bisimulacién interna en S & S’ excepto que se aplica a
menos pares. De esto deducimos inmediatamente el siguiente resultado sencillo”.

Lema 2.42. Si R es bisimulacién de estados interna en la suma S ® S’ y es de equivalencia,
entonces es ®-bisimulacion entre S y S'.

CenSPS es @-bisimulacién. Por

En particular, esto dice que la bisimilitud de estados ~¢

otro lado, y si tenemos en mente la observacion que siguié a la Definicién 2.41, es claro que
no toda @-bisimulacion R es bisimulacién interna en la suma. Por ejemplo, la relacién R =
idper U{((s,0), (¢,0)), ((t,0),(s,0))} es @-bisimulacién entre U y U. Sin embargo esta relacién
no es bisimulacién interna en la suma U@ U ya que V & () es R-cerrado, ni tampoco puede estar

contenida en ninguna bisimulacion interna en la suma por Proposicién 2.40.

Ahora bien, no hemos definido todavia el simbolo ~® que corresponde a la @-bisimilitud.
En lugar de definirla como una relacién en la suma, para facilitar las comparaciones con las
otras bisimilitudes la definiremos del siguiente modo:

5]

Definicién 2.43. Sis € Sy s’ € S, diremos que s ~? s’ si y sélo si existe una @-bisimulacién

R entre Sy §' tal que ((s,0),(s',1)) € R.

De este manera ~% C S x S’ y por lo tanto no puede ser una @®-bisimulacién. Notar que
en la definicién decimos que dos estados pueden ser @-bisimilares solo si estan en sumandos
distintos.
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Si tenemos una relacién en la suma S @ S’, definimos su “descenso”
Re = {(s,5) | ((5.0),(,1)) € R} C § x .

Con abuso de notacién, escribirfamos esto como RN (S x S") o dirfamos que es “la restriccién al
producto”. Observamos que si R es @-bisimulacién, entonces R, C ~®. Y si escribimos T para
la unién de todas las @-bisimulaciones (lo que seria la manera usual de definir una bisimilitud),

entonces resulta T, = ~9.

Destacamos en la siguiente definicién la ultima relacién de bisimilitud vinculada con sumas.

Definicién 2.44. (~s)4 es el descenso de ~&. Es decir, (~s)4 = (~F) 4 = (~ssas)+-

Lo primero que notamos es la siguiente consecuencia sencilla del Lema 2.42 anterior:

Corolario 2.45. (~g); C ~%.

La pregunta sobre la inclusion reciproca quedd abierta. Ya ejemplificamos que no toda @-
bisimulacién es bisimulacién interna en S @ S/, pero tampoco hay manera obvia de generar una

a partir de ella que todavia relacione los mismos estados de sumandos distintos.

Pregunta 2.46. Si R es @-bisimulacion entre S y S, ;RN ((S x {0}) x (' x{1})) estd incluida
en una bisimulacion interna en la suma?

Una respuesta afirmativa implicarfa que ~% C (~g)4 y por lo tanto tendriamos la igualdad.

Otra discusién que se plantea con este enfoque es que en el caso S = S’ quisiéramos conciliar
esta definicién con la de bisimulacién de estados interna. Sin embargo, no podemos hacer una
comparacién directa ya que las @-bisimulaciones son equivalencias en S @ S, y por lo tanto
subconjuntos de (S @ S) x (S @ S), mientras que las bisimulaciones internas son relaciones en
S, o subconjuntos de S x S. Marcamos esta diferencia diciendo que ambos conceptos tienen
distinto tipo (como en tipo de datos en computacion).

Podemos decir algo en una direccién: por Lema 2.39(2), sabemos que si R C S x S es
bisimulacién de estados y de equivalencia, entonces R es bisimulacién interna en S@® S y de
equivalencia. Por Lema 2.42, R" es también @-bisimulacién entre S y S. En el caso de ~s, por
Proposicién 2.40 sabemos incluso que ~s = ((~g)")y = (~2); C ~®. Dada la laxitud en la
definicién de @-bisimulacién, no podemos decir mucho en la otra direccion.

x=-bisimulaciones.

Pasamos ahora a otra nocién externa. En [Bacl3| proponen una definicién de bisimulacién
de estados entre dos procesos de Markov generalizados, esto es, procesos en los que 74(s) es una
medida general en (S,Y), sin la restriccién de ser subprobabilidad. La definicién es similar al
caso interno, pero requerimos el concepto andlogo de conjunto R-cerrado para el caso R C Sx S,

i.e., relaciones entre dos conjuntos posiblemente distintos.

Definicién 2.47. Sea R C S x S’ una relacién, A C Sy A’ C §'. El par (A, A’) se dice par
R-cerrado si RN (A x S')=RnN (S x 4').

Denotamos con R[A] al conjunto {s' € S’ | 3z € A = R s’} (los estados en S’ relacionados
con algiin estado en A) y andlogamente R~1[A] := {s € S| 32’ € A’ s R 2'}. El siguiente lema
nos da una reformulacién de la definicién de par R-cerrado y ademads una propiedad de clausura
bésica que ellos cumplen.
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Lema 2.48. 1. (A, A") es par R-cerrado si y sélo si R[A] C A’ AN R7YA'] C A si y sélo si
V(s,s) eR(se A& s e Al).

2. La familia de pares R-cerrados es cerrada por complemento y uniones e intersecciones
arbitrarias en coordenadas.

3. St Ry C Ry, entonces todo par Ri-cerrado es Ry-cerrado.

Demostracion. 1. Basta notar que valen las equivalencias

RN(AxS)CRN(SxA) « RIA|CA < V(s,s)eR(sec A=s e A),
RN(AxS)YDRN(SxA) < RIA|CA < V(s,s)cR(sc A=scA).

2. Si (A, A’) es par R-cerrado, usando la equivalencia anterior tenemos que V(s,s’) € R (s €
A & ¢ € A) lo cual es equivalente a V(s,s') € R (s € A° & & € (A')°). Por lo tanto
(A°, (A')°) es par R-cerrado. Si ahora {(A;, A))}icr es una familia de pares R-cerrados, es
sencillo ver que R[U;c; Ai] € U,er A% R[Mier Ail € Nier 4} y andlogamente para R™1.

3. Notamos que Ry C R; implica que Ro[A] C Ry1[A] y Ry'[A'] C (R1)~HA']. O

Cuando los dos conjuntos son iguales, las nociones de par R-cerrado y conjunto R-cerrado
coinciden en el siguiente sentido.

Lema 2.49. Si R C S x S, entonces valen las siguientes afirmaciones:

1. A es R-cerrado si y solo si (A, A) es par R-cerrado.

2. Si R es reflexiva y (A, A") es par R-cerrado entonces A = A'.

Demostracion. Para el primer ftem vemos que A es R-cerrado <= R[A]U R™![A] = RY[A]U
RI[A] C A < R[A] C Ay R![A] C A. Para el segundo item, basta notar que si R es
reflexiva entonces A C R[A] y A’ C R71[A"]. O

Si tenemos espacios medibles (S,X) y (S5’,%'), decimos que (A, A’) es un par medible si
AeXyAed.

Definicién 2.50. Una bisimulacién externa (o x-bisimulacién) entre dos LMP S y S’ es una

relaciéon R C S x S’ tal que si s R s' y (A, A’) es par R-cerrado medible, se cumple
Va € L 1,(s,A) =7.(s', A").

Dos estados s € Sy s’ € S’ son bisimilares externos, denotado con s ~&g ', si hay una
b

bisimulacién externa que los relaciona. Dos LMP punteados son bisimilares externos si sus

estados iniciales lo son.

* cuando los procesos se entiendan

En general simplificaremos la notacién y escribiremos ~
del contexto. Si queremos aprovechar la informacién que hemos recolectado sobre bisimulaciones
internas, podemos pensar en algiin nexo entre ellas y las bisimulaciones externas recién definidas.
La forma natural de hacerlo es pensar las relaciones entre S y S’ como relaciones en S @ S'.
La siguiente proposicién muestra que hay coincidencia entre las perspectivas x-bisimulacion y

bisimulacién interna en la suma siempre que esta tltima esté en el producto S x S’. Podemos
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precisar esto con la siguiente notacién: si R C S x S’; la levantamos a una relacién en S & S/
como

R:={((5,0),(s,1) |sR}C(SaS)x (Sa 5.

Proposicién 2.51. 1. Sea R una relacion en S®S’. Si A A’ es R-cerrado, entonces (A, A)
es par Ry-cerrado. Reciprocamente, si R C S x S" y (A, A") es par R-cerrado, entonces
AD A es R-cerrado.

2. SiRC SxS" es x-bisimulacién, entonces R es bisimulacion de estados interna en Sas'.
Reciprocamente, si R es bisimulacion interna en S ® S tal que R C R, entonces Ry es

x -bisimulacion.

La hipdtesis R C ﬁ; en el segundo item no es otra cosa que pedir que R no relacione puntos

del mismo sumando.

Demostracion. 1. Usaremos la segunda equivalencia en Lema 2.48(1) y la equivalencia sobre
estados (2.2). Para la primera parte, si (s,s") € R4, entonces (s,0) R (s',1). Como A® A’
es R-cerrado vale la primera equivalencia en (2.2). La segunda afirmacién es muy similar:

~

si (5,0) R (s/,1) entonces s R s’ y vale la segunda equivalencia.

2. De forma similar al item anterior, esta prueba depende de la equivalencia sobre nicleos
(2.3). Si R C Sx 5" es x-bisimulacion y A@ A"’ C S¢S es R-cerrado medible, por el item

anterior (A, A’) es par (R)-cerrado medible. Es claro que (R)+ = R. Luego, si (s,s') € R
entonces 7((s,0), A® A') = 7,(s, A) = 1.(s', A") = 72((s',1), A A').

Si ahora R es bisimulacién interna en S®&S' y (A, A’) es par R-cerrado medible, entonces
A @ A" es Ry-cerrado medible en S & S’ y por hipétesis resulta R-cerrado. Luego, si
(s,5") € Ry tenemos que 7,(s, A) = 72((s,0), A A") = 72((s', 1), A A) = 7. (s, A'). O

Como querfamos, ya podemos sacar ventaja de esta equivalencia (médulo tipos) y deducir
propiedades de las bisimulaciones externas con la informacién conocida sobre las internas. Por

ejemplo tenemos el siguiente

Corolario 2.52. Unidn de bisimulaciones externas es externa. En particular, ~> lo es.

Demostracién. Dada una familia F de bisimulaciones externas entre S y S, por Proposi-
cién 2.51(2) basta chequear que |J{R | R € F} es bisimulacién de estados en S & S’ que solo
relaciona estados en sendos procesos. Pero esto es directo de Proposicion 2.17 y de la definicién
de R. 0

Corolario 2.53. ~* C (~yg).

es x-bisimulacién, tenemos que ~* es interna en S®S’ y por lo tanto
P y

Demostracién. Como ~*

~% C ~@. Dado que claramente (~*); = ~* concluimos ~* C (~&)} = (~)4. O

Esta informacién sumada a 2.45 nos dice que ~* C (~¢)y C ~@. La siguiente pregunta
implicarfa que se de la inclusién ~® C ~* y por consiguiente tendriamos la igualdad:

Pregunta 2.54. Si R es @-bisimulacion, jexiste una X-bisimulacion que contenga a Ry ?
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También darfa una respuesta afirmativa a 2.46, ya que RN ((S x {0}) x (8" x {1})) = R,
y por la primera parte de Proposicién 2.51(2), concluiriamos que es bisimulacién interna en la
suma. La pregunta por la inclusién (~g)y C ~* la postergamos un momento cuando resurja
referida a otro problema.

Ademsds de la unién, otra propiedad de clausura que cumplen las x-bisimulaciones tiene que
ver con el siguiente concepto: una relaciéon R C S x S’ es z-cerrada si para todo z,y € S y
oy e s (x,2),(y,2'), (y,y) € R = (x,y’) € R. La z-clausura de una relacién es la menor
relacién z-transitiva que la contiene El siguiente lema se prueba en [dVR97, Lemma 5.7] y en
[Bacl3, Lemma 15.3.5] se adapta a la nocién de bisimulacién externa.

Lema 2.55. Si R es x-bisimulacién entre S y S/, también lo es su z-clausura R*.

X

De esto deducimos que ~* es z-cerrada, por lo tanto vale que si z ~* 2/, y ~* 2’ y y ~™ 1/,

entonces x ~* 1.

En el caso de que S = S’ podemos hacer una comparacién directa entre las bisimulaciones
externas y las internas porque son del mismo tipo. En esta situacién, el Lema 2.49 nos garantiza
que toda Xx-bisimulacién es bisimulacién interna y que ambos conceptos coinciden para las
relaciones reflexivas.

Proposicién 2.56. Si S =S valen las igualdades ~* = ~g = (~s) 4.

Demostracion. Como sabemos que ~g es de equivalencia, entonces es también x-bisimulacién

y por lo tanto ~5 C ~*. Para la contencién reciproca, es claro que la x-bisimulacién ~*

es
reflexiva pues idg es x-bisimulacién (otra forma de ver esto es recordar que ~g = (~s)+ y usar

el Corolario 2.53). La tltima igualdad se discutié en el parrafo previo a esta subseccién. O

Una consecuencia inmediata es que ~* es relacién de equivalencia ([BBLM14, Thm.8]). Esta
informacién, combinada con la aportada por el Lema 2.39 y por la Proposicién 2.51 particula-
rizada al caso S = §' muestra que no hay grandes sorpresas entre las bisimulaciones internas,
externas e internas en la suma siempre que cumplan algunas condiciones sencillas de regularidad.
Recordemos que todo bisimulacién de estados en un LMP S esté incluida en una bisimulacién
de estados que también es de equivalencia (Proposicién 2.28).

Si ahora volvemos al caso de dos procesos distintos S y S, notamos que la misma definicién
de ~* depende del orden en el que se dan los mismos ya que es una relacién en el producto
cartesiano S x S’. Por ende no tiene sentido la pregunta sobre su simetria, aunque si es sencillo
verificar que si R es x-bisimulacién entre S y S’ entonces R~! = {(s',s) | (s,5') € R} es x-
bisimulacién entre S’ y S. La pregunta interesante es quizés la referida a la transitividad cuando
tenemos tres LMP:

X / / X " X "
S~gs S NS g g, 8 = srg g, S (2.4)

La cuestion sobre la transitividad de las distintas nociones de bisimilitud no es en general una
pregunta con respuesta directa. Por ejemplo, para el caso de la @-bisimilitud de LMP punteados,
en [Des99] se responde con la caracterizacion légica en espacios analiticos. En [Pan09, Prop. 7.12]
se da una prueba de transitividad para una definicién modificada y ligeramente més complicada
de bisimilitud (se pide una @®-bisimulacién en un tercer proceso que los tenga como sumandos
directos). En las definiciones de corte mds categérico que veremos en la préxima seccién, la

misma pregunta requiere herramientas muy técnicas para ser respondida en ciertos casos.
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Las estructuras que se definen en [ST11, Example 1] dan un contraejemplo a (2.4). Lo
reproducimos a continuacién, con algunas modificaciones en la notacién, ya que nos serd 1til en
otras ocasiones.

Ejemplo 2.57. Consideramos el LMP U de 2.4 y las siguientes modificaciones:

Us = (U\{t}, THUNAt}), {7a | @ € L}),
Ur = (U\{s}, YI(U\{s}),{7a | a € L}),
T = ((U\{s,th) U{t'}, o (BI) UP{t,2})),{7a | a € L}).

Entendemos aqui que los nicleos en Ug y Uy son las restricciones adecuadas. Los nicleos T,
coinciden con 74 sia € w y para E € o(B(I)UP{t,z}))

Too(t', E) = m(E), Too(r, E) =0 parar # t'.

El hecho que el no medible V no estd disponible en T' permite que se de la bisimilitud s NGS,T' t.
Ademds, es claro que t' N??’,Ut t. Sin embargo s NX&Ut t. Si lo fueran, (s,0) y (t,1) serian
bisimilares por estados en Ug & Uy y la prueba de que no lo son es muy similar a la dada en
Ejemplo 2.18 donde se explicita la bisimilitud de estados.

Si dos LMP coinciden en la implicacién (2.4), sabemos que ~ss y ~&¢ coinciden, por lo
tanto la pregunta puede leerse como un vinculo entre la bisimilitud interna en uno de ellos y la

x = 1~y

externa entre los dos. Si Sy = Sy obtenemos la implicacién x ~* 2/ A y ~
No es dificil ver que tampoco vale, un contraejemplo es considerar el LMP Up (Ejemplo 2.20)
obtenido al modificar la o-algebra de U y permitir sélo conjuntos Borel en el intervalo. Entre U

X X

y Up vale que s ~* sy t ~* s pero s ~¢t en U. Que esta propiedad falle es razonable porque

una bisimulacién externa no impone condiciones a lo que pasa dentro de uno de los dos LMP.

El tercer tipo de transitividad corresponde al caso Sy = S, a saber

Pregunta 2.58. y ~sx A o ~* 1/ = y~* 2.

Un intento de probar tal propiedad es considerar el LMP suma directa S®S'. Informalmente,

X es bisimulacién de estados interna en S & S’. Por

dirfamos que por Proposicién 2.51(2), ~
otro lado, recordamos que ~gg también es bisimulacién de estados en S @ S'. Ademds, como
consecuencia de la prueba constructiva de que ~5 es equivalencia, sabemos que la composicién
relacional de estas dos bisimulaciones internas esta incluida en una bisimulacién interna R, C
(SeS")x (S®S") (Ro es la menor relacién de equivalencia que contiene a ~gU~>). Podriamos
concluir la prueba si demostramos que su descenso RN (S x S’) es X-bisimulacién. Sin embargo
el siguiente ejemplo nos sirve para descartar la posibilidad de demostrar que, en general, si R

es bisimulacién interna en S @ S’ entonces RN (S x S”) es x-bisimulacién.

Ejemplo 2.59. Usaremos las mismas estructuras que en Ejemplo 2.57. Para diferenciarlos,
llamemos Ig, Iy e Iy al conjunto (0,1) U {x} en Us, Uy y T' respectivamente. Consideramos la
relacion R = {(s,t)} U{(r,r) € Iy x It} U{(r,r) € I; x Iy}. Entonces R es bisimulacion de
estados en Us ® (U @ T') ya que todo R-cerrado medible es de la forma (B® (B @® B))UF con
B e B(I) y F finito R-cerrado. Sin embargo, RN (Us x (U, @T")) = {(s,t)} U{(r,7) € Iy x I}
no es x-bisimulacion ya que el par (V,V) C P(Is) x P(I;) que distingue a s y t es medible y
cerrado para la restriccion.

Notar que en este ejemplo la relaciéon R no es @-bisimulacion por no ser de equivalencia.
Esto abre el siguiente interrogante (més débil que 2.54):
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Pregunta 2.60. Sea R una equivalencia y bisimulacion interna en la suma (en particular es
@-bisimulacion), ;existe una X-bisimulacion que contenga a Ry ?

Ya sabemos que para las bisimulaciones en la suma del tipo correcto (que por lo tanto
no serdn de equivalencia) la respuesta es positiva, la pregunta es entonces si ain tenemos esa
propiedad para relaciones més ricas. En el caso particular R = ~&, por Corolario 2.53 sabemos
que vale (~@); = (~g)+ 2 ~* y por lo tanto hay varias formulaciones de la pregunta: existe
una x-bisimulacién que contiene a (~g)4 sii (~g)4 C ~* sii (~vg)4 = ~* sii (~s)4 es interna
en S S.

Proposicién 2.61. Supongamos que (~g)y = ~*. Si R C S x S es bisimulacion interna de
equivalencia y R' C S x S’ es x-bisimulacidn, entonces Ro R’ C ~* donde s RoR' s/ <
dteSsRtANtR s. En consecuencia, vale la transitividad de 2.58.

Demostracién. Sabemos que R y R, = {((s,0),(¢,0)) | s Rt} son bisimulaciones de estados en
S@ Sy por lo tanto R;o R’ estd incluida en una bisimulacién interna R, C (S @ S’) x (S @ S").
Dado que R, C ~&, entonces Ro R’ C (Rjo R'); C (~g)y = ~*. O

Veremos ahora un caso particular donde se satisface la igualdad (~¢); = ~*. Diremos que
un par (A, A’) es saturado si R[A] = A’y A= R™1[4'].

Lema 2.62. Sea R una ®©-bisimulacion.

1. Si (A, A") es par Ry -saturado, entonces A& A’ es R-cerrado.

2. Sidom(Ry) € X, entonces Vs € dom(R4) Va € L 74(s,S\dom(Ry)) =0.

Demostracién. 1. Sea x € A tal que (z,0) R (y,7). Sii = 1, ya que Ry[A] C A’ tenemos
y € A’. Supongamos que i = 0. Como (A, A’) es saturado, existe 2’ € A’ tal que = R 2/,
por ende (z,0) R (2/,1). Dado que R es de equivalencia, tenemos que (y,0) R (2/,1) y
como (R4 ) ![A'] € A concluimos y € A. El caso z € A tal que (2/,1) R (y,4) es analogo.

2. Veamos primero que Santi := (S \ dom(R4)) @ () es R-cerrado: sea (z,0) € Santi ¥ su-
pongamos que (x,0) R (y,i). Claramente ¢ = 0, si no tendriamos inmediatamente que
x € dom(R4). Por el absurdo, si y € dom(R4), entonces existe y' € img(R) tal que
y Ry y'. Luego, (y,0) R (y/,1) y por transitividad de R tenemos (z,0) R (y/,1). Asi,
x € dom(R ), una contradiccién.

Sea ahora s’ € img(Ry) tal que s Ry s’. Como Sypt; es R-cerrado y medible, tenemos que
para todo a € L vale 7,(s, S\dom(R4)) = 7((s,0), Santi) = 7 ((s', 1), Santi) = 74(s',0) =

a

0. O

Proposicién 2.63. Sea R una ®-bisimulacion tal que dom(R,) € ¥ e img(R,) € X', entonces
Ry es x-bisimulacion.

Demostracion. Notamos primero que (dom (R4 ),img(Ry)) es par Ry-saturado. Si (s,s’) € Ry,
por Lema 2.62(1) tenemos que 7,(s,dom(R4)) = 7.(s',img(R+)). Usamos esta igualdad junto
al hecho que S @ S’ es R-cerrado y 2.62(2) para calcular 7.(s’, S’ \ img(R4)) = 7.(¢',S") —
7.(8',img(R4)) = 74(s, S) — 7a(s,dom(Ry)) = 74(s, 5 \ dom(R)) = 0.
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Sea ahora (A, A’) un par Ri-cerrado medible. Escribimos

A= (ANndom(Ry))U(ANdom(Ry)) =t Asat U Aanti,
A= (A Nnimg(R4)) U (A Nimg(Ry)) =: AL, U A

sat anti-®

sat anti
S’ N img(R4). Por lo tanto 74(s, Asat) = 7o(s's Alt); Ta(s, Aanti) < 7a(s,5 \ dom(R1)) = 0
Th(8', AL ) < 7h(s', S Nimg(R4)) = 0. Luego,

anti

Observamos que (Agat, AL;) es par medible R-saturado, Aany € S\ dom(Ry) y A -
y

Ta(8, A) = Ta(5, Asat) +7a (8, Aanti) = Ta(8', ALy) +0 = 7,(5", Age) +74(8", Appi) = 7a(s’, A). O
Este es el tnico caso en donde hemos podido decir algo sobre una ®-bisimulacién. No sabe-
mos por ejemplo cémo generar G-bisimulaciones mas grandes que una dada, o que la composiciéon
de dos también lo sea. Si se diera esto ultimo, bajo la luz de la Proposicién anterior, siempre
podriamos componer un @-bisimulacién con id™ y estarfamos en las condiciones de medibilidad
necesarias. Podrfamos responder afirmativamente a 2.54 y concluir entonces que ~% = ~*.
La evidencia (y la bibliografia) parecen indicar que no es una definicién conveniente. Sin em-
bargo, la generalidad del resultado previo nos dice que bajo esa hipdtesis alcanzan condiciones
mas débiles que ser bisimulacién interna en la suma para conseguir una bisimulacién externa.
Restringir las bisimulaciones a otras mas potentes no parece resolver la necesidad de alguna

hipétesis sobre medibilidad. Desde el punto de vista de los estados, esto nos dice que si s ~@ s’

estd atestiguado por una @-bisimulacién que cumple las hipétesis, entonces s ~* 5.

Corolario 2.64. Sidom((~s)+) € ¥ e img((~s)+) € X/, entonces (~s)y = ~*.

Nos ocupemos ahora de los morfismos zigzags. Como es esperable, estas funciones brindan
una forma de obtener bisimulaciones externas.

Lema 2.65. Si f: S — S’ es zigzag, entonces graf(f) = {(s, f(s)) | s € S} es x-bisimulacidn.
Reciprocamente, si f es funcion medible, sobreyectiva y graf(f) es x-bisimulacion, entonces f

es zigzag.

Demostracién. Observamos primero que, por Lema 2.48, (E, E') es par graf(f)-cerrado si y sélo
si graf(f)[E] C E' y E D graf(f) ![E']. Esto es equivalente a f[E] C E'y f~1[E'] C E.

Para la primera parte, supongamos que (s,s’) € graf(f) y que E € ¥ y E' € ¥/ es par
graf (f)-cerrado. Entonces E C f~1[f[E]] C f~'[E'] C E y por lo tanto f~![E'] = E. Usamos
ahora que f es zigzag para concluir

Ta(s, B) = Ta(s, fTHE']) = 7(f(5), E').

Para la segunda afirmacion, sea s € Sy E’ € ¥'. Como f es medible, f~![E'] € ¥ y también
flf7'[E"]] = E' pues f es sobre. Por lo observado al inicio de la prueba, (f~![E'], E) es
par graf(f)-cerrado, y usando que graf(f) es x-bisimulacién para el par (s, f(s)) € graf(f)
concluimos 7, (s, fHE']) = 1.(f(s), E'). O

Con este lema mas general, recuperamos el siguiente resultado.

Corolario 2.66 ([Des99, Prop. 3.5.3]). Si f:S — S es zigzag, entonces s ~* f(s).
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Culminamos esta seccién con un breve comentario sobre la posibilidad (o el deseo) de generar
procesos a partir de un estado que preserven su comportamiento. Supongamos que tenemos un
unico LMP S y dos estados sqg, s; € S tales que sg ~s s1. Nos preguntamos si podemos generar
dos LMP Sy y Sp tales que sg € Sy, s1 € S1 y so ~* s1. Una forma trivial de lograrlo como
consecuencia del Lema 2.49 es duplicar el LMP S. Con este enfoque los estados conservan su
conjunto ambiente. Otra forma de encarar el problema es modificar el conjunto ambiente y
definir el (algin) LMP generado por un estado s € S. Supongamos que X es el espacio base
de tal LMP, nos interesa que se cumplan las siguientes propiedades:

1. s € Xg;
2. no se puede perder probabilidad de traza entre estados;

3. lo que queda fuera de X debe ser irrelevante, es decir, 7,(r, S\ X;) = 0 para todo a € L
yre Xs.

No podemos definir X como un conjunto C-minimal para estas propiedades porque a veces
podemos quitar puntos sin modificar las probabilidades, por ejemplo cuando las medidas son
continuas. Para un s € S fijo, cualquier sub-LMP (Definicién 2.7) que contenga a s debe incluir
toda la informacién probabilista. Sin embargo, con esa idea, si s,t € S son bisimilares por
estados puede suceder que no estén relacionados por ninguna bisimulacién externa entre los
LMP generados. Un caso de ello serd el Ejemplo 2.72 en la préoxima secciéon. El concepto de
proceso generado cobrara importancia en el Capitulo 5.

2.2.3. Bisimulaciones en la categoria LMP

A-bisimulaciones.

En la Seccién 2.1.1 presentamos a los LMP como coélgebras del endofuntor A’ y a los
zigzag como morfismos de Al-codlgebras. La definicién de bisimulacién entre codlgebras se
debe a Aczel y Mendler [AM89] y fue desarrollada al contexto que nos interesa por [dVR97].

Definicién 2.67. Una bisimulacién coalgebraica, o A-bisimulacién, entre dos AF-codlgebras S

y S’ es una relacién R C S x S’ tal que existe una estructura de A-codlgebra v : R — AX(R)
que hace que las proyecciones 7 : R — S y 7’ : R — S’ sean morfismos de codlgebras, es decir,
que hace conmutar el siguiente diagrama:

S B R B S’

L L Lt

Diremos que s € S 'y s’ € S’ son A-bisimilares si existe una A-bisimulacién R tal que s R s'.

Lo denotamos con s ~2 .

Proposicién 2.68 ([Bacl3, Prop. 5.2.4]). Sea R una A-bisimulacidn entre los LMP S y §/,
entonces R es x-bisimulacion.
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Demostracion. Supongamos que (s,s’) € Ry sea (F, E') un par R-cerrado.

Ta(8, B) = 7a(n(s,5), E) = 7a((s,s'), 7~ [E])
=a((s,5"), RN (E x 5"))
=a((s,s"), RN (S x E'))
=%a((s,8), (") [E']) = 74(n (s, 8"), E') = 7o', ). m

Por definicién, una A-bisimulacion es una relacién R con mas estructura. Esta posibilidad
de enriquecer a R con una estructura de codlgebra de modo que las proyecciones canénicas sean
morfismos es un caso particular de span.

Definicion 2.69. Un span entre dos objetos X, Y en una categoria C consiste de un objeto Z
y dos morfismos f: Z — X y g: Z — Y. Lo denotamos con (Z, f,g). Un cospan entre U y V'

consiste de un objeto W y dos morfismos con el mismo codominio j: U - Wy j: V = W.

El primer concepto puede pensarse como un cono para un funtor 2 — C donde 2 es la
categoria discreta con dos objetos. Un cospan es el concepto dual, o cocono. En el siguiente
diagrama representamos un span a la izquierda y un cospan a la derecha.

A U V

N A e

X Y w

A-bisimulaciones.

Como mencionamos, un span es una generalizaciéon de relaciéon binaria pensada como un
. TX Ty , .. . .
diagrama X <— R — Y en la categoria Set (un “jointly monic span”) y sirve para dar una
definicién categérica mas general de bisimulacién.

Definicién 2.70. Una bisimulacién categérica (o A-bisimulacién) entre dos LMP Sy S’ es un

span (T, f,g) en la categoria LMP. Diremos que s € S y s’ € S’ son A-bisimilares si existe
un span de morfismos (T, f,g) tal que f(t) = s y g(t) = s’ para algin ¢t en T. En tal caso,
escribimos s ~" s’

Esta definicién se presenta en [BDEP97] donde los morfismos zigzag incluyen la condicién

sobreyectivos, de la cual prescindimos en este trabajo.

El siguiente resultado indica que la existencia de un span permite generar una bisimulacién
de estados externa.

Proposicion 2.71. Si hay span de morfismos zigzag S L w S, entonces para todo w € W
vale f(w) ~* g(w).

Demostracion. Consideramos la relacion R = {(s,s') | Jw € W s = f(w) A s’ = g(w)} =
{(f(w),g(w)) | we W} = (f xg)[W] €S xS Verificamos que R es x-bisimulacién: sea
(A, A’) par R-cerrado medible. Comprobemos que f~1[A] = g~1[A’], o equivalentemente f(w) €
A = g(w) € A.Si f(w) € A, dado que (f(w),g(w)) € R, entonces g(w) € R[A] C A’
Reciprocamente, si g(w) € A’, entonces f(w) € R~[A’] C A. Luego,

Ta(f(w), A) = 7" (w, FH[A]) = 75" (w, g7 A]) = 72 (9(w), A). [
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La prueba de esta proposicién generaliza la primera parte del Lema 2.65 y si nos enfocamos
en los estados, quiere decir que ~" C ~*. Ademss, da también un caso donde si vale la
transitividad (2.4): f(w) ~* w ~* g(w) = f(w) ~* g(w).

El siguiente ejemplo muestra que no vale la reciproca en el siguiente sentido: se pueden tener
dos LMP tales que cada estado del primero es bisimilar externo a uno del segundo y viceversa
y sin embargo no exista span que preserve esa relacion.

Ejemplo 2.72. Retomamos el LMP U las modificaciones del Ejemplo 2.57. En los LMP Uy
y U & T todo elemento del primero es bisimilar externo a uno del sequndo y viceversa. En
efecto, la relacion R que tiene por clases de equivalencia al conjunto {s,t,t'} y todos los otros
triples con sendos elementos en Ug y Uy & T’ respectivamente es relacion de bisimulacion en la
suma como se prueba en [ST11, Example 1]. Mds atin es la bisimilitud ~& y por Corolario 2.6,
su restriccion al producto es la bisimilitud externa. Sin embargo, probaremos que no hay span

Uy Lw s U & T tal que f(wg) = s y g(wg) =t para algin wy en W.

Por el absurdo, supongamos que si existe y definimos W := W\ g [T"] y el sub-LMP W :=
W, Sw W A7y I xs, iw}). Podemos entonces restringir los morfismos y considerar f|y;
W — Us y glyy : W — U;. Probamos que estas restricciones son también morfismos zigzag:
la medibilidad de ambos se sigue del hecho que W es medible. Verificamos que f|y es zigzag:

si A C Us es medible y w € W veamos que 7V (w, f~1[A]) = Ty/(ﬂ), (flw) " YA]. Escribimos
fﬁl[A] = (/AN W) U (fHA] ﬂgfl[T']) = (ffW)*l[A] U (f7H Al N g7 T")). Dado que
FHAINg T C g T y g(@) ¢ T', entonces 7, (@, f~'[A ]ﬂg_l[T']) 7o' (@, 9 1[T]) =
Ta(9(@), T") = 0. Luego 7a(flyy (@), A) = 7a(f(@), A) = 7,7 (w, f71[A]) = 73V (@, (f 1)~ [A])

y por lo tanto fy es zigzag. El caso de gly, es un poco mds sencillo: st B C U es medible,
entonces gV [B] = (glyy) " [B] y por lo tanto a(gly (), B) = 7a(g(®@), B) = 7% (1, g~ [B]) =
(w, (g1w)t[B]), lo que prueba que esta restriccion también es zigzag.

o

Hemos construido un span Us <—~ W glw, U; tal que fly(wo) = s y gy (wo) = t. Pero
esto no es posible ya que la Proposicion 2.71 implicaria que s ~>* t y esto contradice lo visto en
Ejemplo 2.57. Otra forma de verlo es notar que en este caso tg,ty, las inclusiones de U y Uy
en U respect., son zigzag y por lo tanto s y t serian bisimilares en U.

Es claro que ~2 C ~" ya que la bisimualcién coalgebraica es un caso particular de span en
el que una relacion tiene estructura de LMP y las proyecciones son zigzag. La Proposicién 2.71
mostré que ~" C ~* y por lo tanto tenemos que ~> C ~" C ~* (la Proposicién 2.68 es una
prueba directa de ~2 C ~*). Sin embargo, el Ejemplo 2.72 anterior muestra que no vale la
reciproca de la segunda contencién y por lo tanto tampoco puede valer ~* C ~2

En [BBLMI14, Prop.14] se afirma que ~* y ~* son equivalentes. Para ello argumentan
que toda bisimulaciéon externa es coalgebraica enunciando primero una herramienta técnica
sobre medidas en productos. Tal herramienta emula la construccién de la medida producto en
espacios o-finitos a través de la extensién de Hahn-Kolmogorov de una pre-medida en un algebra
de subconjuntos. Pero hay un inconveniente en el argumento que prueba la o-aditividad de la
extension. Esta estrategia es estdndar para construir medidas producto ([Taol3, Prop. 1.7.11]),
pero pareciera que lo delicado es pasar de los espacios coordenados al conjunto R C X x Y.
Acabamos de ver que ambas bisimilitudes no coinciden en todos los casos. Sin embargo, queda
la pregunta sobre la equivalencia entre las bisimilitudes ~2 y ~".

Pregunta 2.73. ;~" C ~2? Esto es, si dos estados son bisimilares via un span, ;existe

también una A-bisimulacion que los relaciona?
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Un antecedente a esta pregunta estd en [dVR97, Thm. 5.8] donde se prueba que para LMP
en la categoria de espacios ultramétricos con mapas expansivos, toda x-bisimulacién que ad-
mite una descomposiciéon Borel es también una A-bisimulacién. Pero esta condicién parece ser
demasiado restrictiva.

Dado un span (T, f, g), podriamos preguntarnos por la posibilidad de construir una bisimu-
lacién coalgebraica que incluya a (f x ¢)[T], aunque esto es quizéds demasiado porque la pregunta
por ~" C ~2 no implica que la misma relacién atestigiie la A-bisimilitud.

Con esto en mente, veamos un caso particular muy sencillo donde la respuesta a 2.73 es
positiva. Recordamos que si (X, X x) es espacio medible y h : X — Y, entonces Yy = {B C
Y | h7Y[B] € £x} es la mayor o-dlgebra en Y que hace que h sea medible. Le llamamos la
o-algebra final con respecto a h.

Proposicién 2.74. Sea S < T — S' un span ménico. Entonces la relacion R := (f x g)[T] con
la o-dlgebra final de f x g, Sr, es LMP si definimos 7,((f(t), 9(t)), Q) := 7 (t, (f x 9)~Q]).

Demostracion. Como Set tiene productos, que el span sea inyectivo es equivalente a pedir
fxg:T — S xS inyectiva. Gracias a ello, 7, estd bien definida. Para r = (f(t),g(t)) fijo,
Ta(r, +) es medida de subprobabilidad. Si fijamos @ € g,

7a( Q) (0, 9)] = {(f(£), 9(t)) € R | 7a((F(1),9(t)), Q) < a}
={(f(t),9() € R| 7 (¢, (f x 9)7'[Q)) < ¢}
=(fxg{t e T |7 (t.(f*x9) Q) < a}].
Dado que f x g es inyectiva, tenemos que (f x g)"![(f x g

)
Luego, por definicién de Xg, (f x ¢)[{t € T | 7. (t, (f x 9)7'[Q]) < ¢} € ¥r y concluimos que
Ta(+, @) es medible. O

[C]] = C para cualquier conjunto C.

Este resultado es muy débil porque un span ménico en Set es (isomorfo a) una relacién.
Por lo tanto las hipétesis requieren practicamente una bisimulacién coalgebraica. Pero si aporta
algo si se quiere buscar un contraejemplo a 2.73: no considerar spans inyectivos (y por lo tanto

ninguno de los morfismos puede ser inyectivo).

En [Sok05] se listan propiedades de la bisimulacién coalgebraica (con pruebas en [Rut00]).
Los funtores que alli se utilizan tienen una propiedad particular: preservan weak pullbacks o
preservan débilmente pullbacks. La segunda condicién es mas débil que la primera pero ambas
son equivalentes si la categoria tiene pullbacks. El pullback de un cospan es un objeto y dos mor-
fismos que completan el diagrama correspondiente en 2.5 a un cuadrado conmutativo, ademas
de gozar de una propiedad universal. El concepto dual es el de pushout. Un weak pullback
completa el cuadrado conmutativo sin unicidad en la propiedad universal, y un semipullback
s6lo completa el cuadrado conmutativo. La importancia de que un funtor conserve de alguna
forma estas construcciones es, entre otras, que las bisimulaciones entre sus codlgebras gozan de
buenas propiedades ([Vig05, p.10]).

Supongamos que S, S’ son LMP en una categoria C y que s € S'y s € S’ son A-bisimiliares
via (T, f,g). Supongamos también que C tiene pullbacks y productos finitos. Podemos primero
construir el pushout (W, pg,ps/) de (T, f,g) y luego el pullback de (W, wg,mg/). La unicidad
garantizada por la propiedad universal del pullback asegura que el span derivado de este pullback
es ménico, y como la categoria tiene productos, esto es lo mismo que una relacién R C S x S’
con estructura de codlgebra, i.e., un LMP en la misma categoria. Mas ain, por construccién,
s R s'. Bajo estas suposiciones sobre C, dos estados A-bisimilares son también A-bisimilares.
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Este esquema de razonamiento imita el resultado bien conocido que afirma que, si el funtor
de comportamiento preserva weak pullbacks, las cocongruencias dan lugar a bisimulaciones coal-
gebraicas via pullbacks ([Bacl3, Prop. 3.5.4], [Sok05, Lem. 3.4.4]). Resultado initil en nuestro
contexto pues el funtor de Giry A que nos interesa no preserva weak pullbacks en Mes ([Vig05,
Sec. 3.2]).

Lamentablemente la estrategia anterior no funciona pues no tenemos pullbacks en la cate-
goria de LMP sobre espacios generales, de hecho ni siquiera tiene semi-pullbacks ([ST11, Thm.
12])). Sin embargo, si restringimos la categoria a la de LMP sobre ciertos tipos de espacios, enton-
ces si existen semipullbacks cuyos conjuntos base resultan ser relaciones. Es el caso de los LMP
sobre espacios separables metrizables tales que 7,(s) es una medida de Radon ([PST21, Thm.
5.1]); o de los LMP sobre espacios separables universalmente medibles ([PST21, Thm. 5.3]).
Una consecuencia de esto es que las categorias de LMP sobre conjuntos analiticos (coanaliticos)
tienen semipullbacks analiticos (coanaliticos) que resultan ser los pullbacks en Set y que por lo
tanto son relaciones. En estos casos, podemos afirmar que la bisimilitud categérica coincide con
la coalgebraica. Cabe recordar que el caso analitico ya habia sido probado para la categoria de
relaciones estocdsticas sobre espacios analiticos, més atun el semipullback puede elegirse polaco
([Dob05a, Thm. 5.2]).

Todos estos resultados se inscriben dentro del problema de establecer la existencia de semi-
pullbacks. Un antecedente importante es [Eda99] que se ocupa de LMP sobre espacios analiticos
con transiciones universalmente medibles. Recordemos que en [Des99] se introducen los LMP
generalizados con el propésito de explotar ese resultado. Estos son LMP con espacio de estados
analitico donde las funciones 7, (-, A) se requieren sélo universalmente medibles para cada A € X.
Se prueba que en tal caso hay una equivalencia entre la definicién relacional de $-bisimilitud
entre procesos puntuados y la definicién categdrica como span generalizado. En el contexto de
espacios medibles generales ya no tenemos una correspondencia entre ambas definiciones.

V-bisimulaciones.

Nos ocuparemos ahora de las bisimulaciones de eventos en contexto categérico. En el Coro-
lario 2.33 enunciamos la caracterizacion logica de la bisimilitud de eventos via la l6gica modal
L. A partir del Lema 2.30 podemos concluir que, si f y ¢ forman un span de morfismos zigzag,
entonces f(w) y g(w) satisfacen las mismas férmulas de £. Del mismo modo, si j, k forman aho-
ra un cospan de morfismos zigzag y j(s) = k(s’) entonces s y s’ son logicamente equivalentes.
Notamos que la equivalencia légica permite hablar en sentido externo y ademés se comporta
como una relacién de equivalencia, en cambio la bisimilitud de eventos como sub-o-algebra es
interna al LMP.

El cospan es la estructura natural si se esta interesado en las relaciones de equivalencia; en
esta direccién, en [DDLPO06] se indica que la bisimilitud de eventos se corresponde con cospans
de morfismos zigzag suryectivos en la categoria LMP. Una ventaja de este enfoque es que la
transitividad de la bisimilitud dada por cospans es directa gracias a la existencia de pushouts
en LMP (que se construyen a partir del pushout en Mes).

Definicién 2.75. Una bisimulacién de eventos entre S y S’ es un cospan de suryecciones a algin

objeto T en la categorfa de codlgebras. Diremos que s y s’ son V-bisimilares (o cocongruentes)

si existe un cospan de morfismos (T, f, g) tal que f(s) = g(s’). En tal caso, escribimos s ~" s'.
Ejemplo 2.76. La funcion swap : U — Up (ver Ejemplo 2.20) que manda s — t yt — s (y

es la identidad en el resto) es zigzag. Por lo tanto U d, Up <2 U es cospan que atestigua



44 CAPITULO 2. PROCESOS DE MARKOV ETIQUETADOS

Vot

S ~

Proposicién 2.77. Si s ~V s, entonces son bisimilares por eventos en S® S'.

Demostracién. Dado un cospan (T, f, g) tal que f(s) = g(s’), debemos probar que existe una
o-dlgebra estable A en S @S’ tal que (s,0) R(A) (s',1). Sea F = {f~A] @ g~ [A] | A € 7}
Usando que f y g son zigzag se ve que para cualquier A € X,

{reses |77 Aleg ' A]) <q} = f'[Bl@ g '[B]

donde B = {t € T | 7} (t, A) < q}. En consecuencia F es estable y ademds forma un 7-sistema.
Por [DDLP06, Lema 5.4], la o-algebra generada por un w-sistema estable también es estable.
Luego, A := o(F) es estable.

Por dltimo, notamos que (s,0) R(A) (s/,1) < (5,0) R(F) (s',1) < (f(s) € A< g(s) € A)
lo cual es siempre verdadero. ]

En la prueba anterior no parece usarse la condicién de suryectividad que exige la definicién.
Mas aun, tal exigencia pone una limitacion a la posible equivalencia entre la definicién relacional
2.25 y como cocongruencia de la bisimulitud de eventos. Consideremos los siguientes LMP finitos:

S1 S9 S, : Sll 3{3 D a
X / la
S3 !

Notamos que los conjuntos {s1, s2, 8]}, {s3,s5} y {s4} son clases para la equivalencia légica

S:

en la suma S @ S’ (el dlgebra generada por tales conjuntos es estable) y los morfismos zigzag
deben preservar esta propiedad. Por lo tanto si f : S — Ty g : S — T son zigzag, entonces
g(s5) ¢ Im(f) y por lo tanto f no podria ser sobre.

En el caso de un tnico ambiente (visién interna), [DDLP06, Def. 6.1] propone lo siguiente:

Definicion 2.78. Una bisimulacién de eventos en S es una suryeccién en la categoria de coalge-

bras de AL para algin T.

Veamos que esta definicion se corresponde con la usual de bisimulacién de eventos como
sub-o-algebra estable de S.

Proposicion 2.79. Dado un LMP'S, hay una correspondencia entre las bisimilitudes de eventos
en S (Definicion 2.78) y sus sub-o-dlgebras estables.

Demostracion. Supongamos que se tiene una suryeccién de codlgebras, es decir un morfismo
zigzag suryectivo f de S sobre algtin LMP T. Por Lema 2.24, f~1[X7] es o-4lgebra estable de
S. Para la reciproca, consideramos A C ¥ una sub-o-dlgebra estable. En la préxima seccién
definiremos un LMP S/A sobre el conjunto cociente S/R(A) y la proyecciéon 7w : S — S/A
resultard un zigzag sobre. Con esta informacién es facil ver que si s(~s)+s’ entonces s ~V s
sabemos que ~& C ~, y esta dltima es la relacién R(A) en S & S’ para la o-dlgebra estable
o(L). Luego,

S ™% (S S)/o([L]) &2 S (2.6)

es el cospan requerido. O
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Notamos que a partir de este resultado obtenemos la implicacién reciproca en la Proposi-
cién 2.77. A partir de esta igualdad ~esasr = ~V, y por medio de la caracterizacién légica 2.33,

concluimos que ~" es también la equivalencia légica =, entre S y S'.

Observacion 2.80. A partir de la correspondencia entre sub-o-algebras estables y morfismos
zigzag suyectivos descrita luego de la Definicién 2.78, podemos definir mapas F, G por f:S —
T & 2] y A Sy om0 S o S/R(A). Notamos que A = 7, '[S/A] y por consiguiente
TA = To—tyyy)- Esto dice que G o F o G = G. De forma andloga, f~'[I'] = (ms-1r))~ [E 1]
y por lo tanto FFoGo F = F.

La Tabla 2.1 resume las relaciones entre las distintas definiciones de bisimilitud entre dos
LMP S y § estudiadas hasta este punto. Recordamos que el foco estd en los estados, por lo
tanto las bisimilitudes deben pensarse como relaciones entre estados y no como afirmaciones
entre los procesos. La entrada (i,7) contiene el simbolo v si la bisimilitud correspondiente a
la fila ¢ esta incluida en la bisimilitud de la columna j, contiene el simbolo X si no, o 7 con
su significado obvio. Cada casilla incluye ademas una indicacién para la justificacién de cada
afirmacion, puede ser una referencia a algin resultado, una palabra que sugiere la respuesta o
una referencia a otra celda (i,5) de la misma tabla ((1,1) corresponde a la celda ~% C ~®).
Algunas v no se justifican por ser evidentes (por reflexividad o transitividad). Notar que hay
tres entradas de la tabla que contienen doble simbolo, el afirmativo corresponde a casos donde
si se da la contencion.

e ? ? X X .
2.46 2.54 (3,4) (3,5)
(~s) v Y ?7-2.60 X X v
St | 245 v-2.64 (2,5) y (4,5) | (3,2) y (3,5) | cospan (2.6)
X / v Y X X v
2.53 (3,5) v (4,5) 2.72 (2,6)
~A v/ v Y v v g
2.68 2.67 (5,6)
l?
A / / v ? Y v
2.71 2.73 pushouts
Nv . X X X X- [ST11] ,
2.76 (3,2) y (6,2) | V- semipull. | V- semipull.

Tabla 2.1: Comparacién de las nociones de bisimilitud.

2.3. Cocientes

En esta ultima seccién del capitulo estudiamos la posibilidad de munir a un conjunto cociente
con una estructura de LMP. Sea R una relacién de equivalenciaen Sy 7 : S — S/ R la proyeccién
candnica sobre el conjunto de clases de equivalencia de R. La clase de s € S serda denotada con

[s] = 7(s).
Notamos que si W C S/R, entonces 7 [W] = (J{[s] | 7(s) € W}, es decir que tomar

preimagenes de 7 es unir clases de equivalencia. Ademds, como 7 es suryectiva, w[r~{[W]] = W.

1

La composicién 77+ o cumple una igualdad analoga:



46 CAPITULO 2. PROCESOS DE MARKOV ETIQUETADOS

Observacion 2.81. Si Q C S es R-cerrado, entonces s € Q <= w(s) € w|Q] y por lo tanto

Q] = Q.

Si S tiene estructura medible 3, podemos asignar una o-édlgebra a S/R de modo que 7 sea
medible. La més grande entre ellas es la o-algebra final para 7, la llamaremos o-algebra cociente
y la denotamos mediante . Es claro que X, = {W C S/R | #~![W] € £}, y también tenemos

la siguiente caracterizacion:

Lema 2.82. ¥, = 7[X(R)] = {7[Q] | Q € X(R)}.

Demostracion. (C): si Q' € X, entonces 7 [Q'] € ¥ es R-cerrado y como 7 es sobre vale
Q' = [ HQ].
(D):si Q € 2(R), 7' [7[Q]] = Q € X, por lo tanto 7[Q] € X,. O

Fijamos A C ¥ una sub-o-dlgebra y consideramos la relacién de equivalencia R = R(A)
junto con la proyeccién 7 : S — S/R(A). Para cualquier colecciéon © C A definimos la siguiente
familia:

O/R(A) :=7[0] = {7[Q] | @ € ©}.

Lema 2.83. Si © C A es o-dlgebra, ©/R(A) es o-dlgebra sobre S/R(A).

Demostracion. Notamos que todo @ € A es R(A)-cerrado y por ende s € Q <= 7(s) € 7[Q)].
Con esta equivalencia tenemos que

mQI° = {m(s) | w(s) ¢ 7[Q]} = {m(s) [ s € Q} = {m(s) | s € Q°} = 7[Q"].

Dado que imagen directa preserva uniones, |J,,c,, 7[@n] = 7[U,,c,, @n]- Luego, si 7[Q], 7[Qy]
m[@n] € O/R(A).

Como claramente tal familia es no vacia, concluimos que es o-algebra. O

©/R(A) para todo n € w, entonces por las igualdades anteriores, 7[Q]¢,

new

El siguiente resultado nos dice que tomar imégenes directas e inversas de m conmuta con
generar o-algebras.

Lema 2.84. 1. Sea © C A, entonces w|o(0)] = o(n[O]).

2. Sea 2 C P(S/R(N)), entonces m~L[o(Z)] = o(xL[Z]).

Demostracion. 1. Para la contencién (2) notamos que 7[0] C 7[0(©)] y ya que esta tltima
es o-dlgebra sobre S/R(A) por Lema 2.83, o(7[0©]) C 7[c(©)]. Para la inclusién reciproca,
sea F :={Q € A | 7[Q] € o(7[B])} € A. Queremos probar que A C F para obtener el
resultado. La familia F es no vacfa pues © C F. Como los elementos de F son R(A)-
cerrados, vemos que, si Q,Q, € F para todo n € w, entonces 7w[Q] = 7[Q]¢ € o(7[O])
Y T[(Unew(@n)] = Unew, 7l@Qn] € o(x[O]). Esto prueba que F es o-dlgebra y, dado que
contiene a ©, concluimos A C F.

2. Para esta afirmacién, podemos directamente aplicar Lema 1.1 o, andlogamente al inciso
anterior, considerar la coleccion D := {W C S/R(A) | 7~ [W] € o(x~1[Z])}. O

Corolario 2.85. Sea © C A, entonces A = 0(0©) < A/R(A) = o(n[O]). En consecuencia,

A es contablemente generada si y solo si A/R(A) lo es.
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Demostracion. La ida en la primera afirmacién es consecuencia directa del Item 1 del Lema

previo. Para la vuelta usamos la suryectividad de 7 y el Item 2 para obtener A = 7~ x[A]] =

7 o (a[A])] = o(n~[x[©]]) = o(O). O

Nos concentramos ahora en el caso © = A y en la relacién entre A/R(A) y la o-dlgebra
cociente Y. El siguiente lema nos da una condicién necesaria y suficiente para la igualdad
entre ambas.

Lema 2.86. A/R(A) es la o-dlgebra cociente si y sélo si A = X(R(A)).

Demostracion. Por Lema 2.82, A/R(A) = 7[A] es la o-dlgebra cociente si y sélo si w[A] =
m[2(R(A))]. Esta igualdad es trivial si A = 3(R(A)) y de ello concluimos la implicacién (<).
Para la ida, basta notar que todo elemento de A (al igual que todo elemento de (R (A))) es
R(A)-cerrado y por lo tanto n[A] = 7[B(R(A))] = A = 7 Yr[A]] = 7 #[B(R(A))]] =
Y(R(A)).

Notar que, como A C ¥(R(A)), siempre vale la contencién A/R(A) = 7[A] C w[E(R(A))] =
PO
Observacion 2.87. La forma en la que definimos A/R(A) nos asegura que si ahora conside-
ramos m : (S,A) — S/R(A) (cambiamos el dominio de 7), entonces A/R(A) es la o-dlge-
bra cociente (que denotariamos con A;). Esto es lo mismo que decir que vale la equivalencia

W eA/R(N) < 71 [W]e€A.

Si ahora tenemos un LMP S = (S, %X, {7, }acr) v A es sub-o-dlgebra estable de S, podemos
dotar al espacio recién construido (S/R(A),A/R(A)) de una estructura de LMP. Definimos
funciones 7, : S/R(A) x A/R(A) — [0,1] por

7__0,(7T(S)a Q/) = Ta(5> W_I[Q/])'

Probamos su buena definicién: supongamos por el absurdo que m(s) = m(t) pero 7,(s, Q) < ¢ <
74(t, Q) para algin Q € A y ¢ € Q. Por estabilidad de A se tiene s € {z | 7,(z,Q) < ¢} € Ay,
como s R(A) t, entonces t € {z | 7,(z, Q) < ¢}, absurdo. Luego 7,(s, Q) = 7.(t, Q).

Lema 2.88. Sea S = (S,%,{7a}acr) un LMP y A una sub-o-dlgebra estable de S. Entonces
S/A = (S/R(A), A/R(A),{Ta}tacr) es LMP.

Demostracion. Basta probar que 7, : S/R(A) x A/R(A) — [0, 1] es niicleo de Markov. Fijamos
7[Q] € A/R(A) y sea q € Q, entonces

{7(s) | 7a(m(s), 7[Q]) < a} = {n(s) | 7a(s, 7~ [[Q)]) < a} = {n(s) | 7a(5, Q) < ¢}
= {n(s) | s € 7a(-,Q)[[0, )]} = 7lra(-,Q)7'[[0, )]]-
Como 7,4 (-, Q)7H[0, q)] estd en A por estabilidad, concluimos que 7, (-, 7[Q]) es medible. Si ahora

fijamos 7(s) € S/R(A), To(7(s),-) = 7a(s,71[]) es medida de subprobabilidad (notar que es
An(7,4(s,-)) para el endofuntor A). O

Por la forma de definir S/A obtenemos facilmente la siguiente propiedad bésica de la pro-

yeccién candnica.

Lema 2.89. 7 : S — S/A es morfismo zigzag sobreyectivo. Lo mismo vale si consideramos
T (Su A7 {Ta}aeL) — S/A
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Demostracion. La proyeccién 7 es siempre sobreyectiva. La medibilidad es consecuencia de que
A/R(A) C 2 (y A/R(A) = A; en el segundo caso) y la condicién zigzag se sigue inmediata-
mente de la definicién de 7. O

Ejemplo 2.90. Una aplicacion sencilla del cociente es que toda bisimulacion de estados R que
sea de equivalencia es el nicleo de un morfismo zigzag (ver Ejemplo 2.26(2)) ya que £(R) es
estable y resulta ker(w) = R. En [vMOWO05] se prueba que si f es zigzag con dominio analitico,
entonces vale una especie de reciproca: ker(f) estd contenido en una bisimulacion de estados.
Notamos que esto deja no es cierto si el dominio no es analitico como lo muestra el ejemplo
f:U — (Us)p dada por f(s) = f(t) = s y la identidad en el resto. Aqui, (Us)p es el LMP Uy,

del Ejemplo 2.57 que se obtiene al restringir la o-dlgebra en el intervalo a los conjuntos Borel.

Del Lema 2.89 obtenemos entonces el siguiente diagrama conmutativo

. (5,2, {ma})
(S, A {7a}) S/A (2.7)
\ ” /

De esta forma hemos explicitado un span y cospan que atestiguan que para todo s € S, sy 7(s)
son A-bisimilares y cocongruentes. Mas ain, el cospan en este diagrama resulta ser el pushout
del span superior:

Lema 2.91. El diagrama (2.7) es un diagrama de pushout.

Demostracion. Notar quesi f : (S, A, {7,}) = Ty g:S/A — T son zigzags tales que foid = gom,
entonces a := g : S/A — T es el inico morfismo zigzag que cumple aoid =gy aomr = f. O



Capitulo 3

Distancia entre bisimilitudes

If the fool would persist in his folly he
would become wise.

William Blake, The Proverbs of Hell

En el capitulo previo presentamos las nociones centrales de esta tesis, entre ellas las distintas
variantes de bisimilitud. Ahora, nos concentraremos en las bisimilitudes de estados ~s y de
eventos ~e en version interna, es decir, las estudiaremos como relaciones entre los estados de
un LMP fijo S.

La légica modal £ dada por las férmulas en (2.1), aunque muy simple, caracteriza la bisimi-
litud de eventos y también la de estados para una clase muy amplia de LMP (y por consiguiente,
ambos tipos de bisimilitud coinciden). Sin embargo, si no asumimos ciertas propiedades de re-
gularidad del espacio de estados, la propiedad de Hennessy-Milner se pierde (el LMP U del
Ejemplo 2.4 es prueba de ello). Es por lo tanto interesante entender qué tanto difieren la bisi-
militud de estados y la de eventos en LMP sobre espacios medibles generales. C. Zhou propone
en [Zhol3] una manera de cuantificar esta diferencia al expresar la bisimilitud de estados como
el mayor punto fijo de un operador O y construye un LMP para el cual se requieren méas de w

iteraciones del mismo para alcanzarla.

En la Seccién 3.1 de este capitulo estudiamos el operador O en un marco més general, defini-
mos una versiéon dual G del mismo y una jerarquia de relaciones y o-algebras, respectivamente,
inducida por ellos. Si bien desarrollamos una extensa teoria general de los operadores O y G, la
Figura 3.1 resume los nexos més destacados entre ambos para los casos de interés.

En la Seccién 3.2 definimos entonces el ordinal de Zhou 3(S) de un LMP S como el nimero de
iteraciones necesarias para alcanzar la bisimilitud de estados si comenzamos con la de eventos.
Luego nos enfocamos en la clase & de LMP sobre espacios metrizables separables, 6 “LMP
separables”, y en el supremo 3(S) de los ordinales de Zhou de tales procesos. Uno de los
resultados principales es que 3(S) es un ordinal limite de cofinalidad no numerable (y por lo

tanto es al menos wy).

En la Seccién 3.3 siguiente construimos una familia de LMP {S(5) | 8 < w1} con 3(S(8)) = B
cuando S es ordinal limite; estos procesos son separables para 3 contable. También discutimos
la consistencia con los axiomas de teoria de conjuntos que la cota wy efectivamente se alcanza
en un LMP separable.

A continuacidn, en la Seccién 3.4 seguimos con el estudio iniciado en la Seccién 2(2.3) sobre
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LMP en cocientes. Dado un proceso con ordinal de Zhou «, esta construccién permite obtener
procesos con ordinal de Zhou A para cada limite A < «. Ademas, tiene la ventaja de que la

bisimulacién de estados es siempre la identidad.

Por ultimo, en la Seccién 3.5 hacemos unos breves comentarios sobre los resultados obtenidos
en el primer bloque de esta tesis.

3.1. Los operadores Oy G
Fijamos un LMP S = (S, %, {7, | a € L}). Trabajaremos con los operadores RT y O definidos
en [Zhol3| e introducimos un nuevo operador G:

Definicién 3.1. Sean AC Xy RC S x S,

» la relaciéon R7(A) se define por

(s,t) e RT(A) <= Va € LYE € A 1,(s,E) = 7,4(t, E).

= O(R) := RT(Z(R)).
» G(A) = X(RT(A)).

Notamos que O(R) es siempre relacién de equivalencia para cualquier R y que si A es
o-algebra, entonces G(A) también lo es. Una posible motivacién para la definicién del operador
RT es relacionar estados que son indistinguibles desde el punto de vista de la probabilidad que
le asignan a un conjunto fijo de “tests”, dados aqui por la familia A de eventos. Una relacién
de equivalencia R en el conjunto de estados induce naturalmente ¥ (R) como familia de tests.
Se sigue que R es una bisimulacién de estados si y sélo si R C RT(%(R)) = O(R).

Ejemplo 3.2. Hagamos algunos cdlculos simples con el operador O concernientes al LMP U.
51V denota la relacion total U x U,

O(V) =RT(Y(V)) = RT({0,U}) = idy U{(s, 1), (t,5)} = ~e.
Ademds, dado que V € T(~e),
O(~ve) = RT(T(Ne)) =idy = ~s.

Destacamos el hecho que una unica aplicacion de O desde la bisimilitud de eventos ~e lleva a
la bisimilitud de estados ~s.

Lema 3.3. 1. RT es antimondtono. En consecuencia O y G son mondtonos.

2. Si A CY es estable, entonces R(A) C RT(A).

Demostracién. 1. Supongamos que A C A’y s RT(A’) t. Si A € A, entonces A € A’ y por
lo tanto 7(s, A) = 7(t, A). Concluimos que s RT(A) t. De esto y la Proposicién 2.14(4)

obtenemos la segunda afirmacion.

2. Supongamos que dos estados s,t € S satisfacen s R(A) ¢ pero no cumplen s RT(A) ¢. Sin
pérdida de generalidad, existen A € Ay g € Q tales que 7(s, A) < ¢ < 7(t, A). Como A
es estable, {x € S| 7(x, A) < q} € A, pero tal conjunto permite distinguir s de ¢ lo cual
contradice la suposicién s R(A) ¢, absurdo. Luego, s RT(A) ¢. O
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Como en el trabajo de Zhou [Zhol3], nos interesa construir cadenas de relaciones y o-
algebras a partir de los operadores O y G. Para comenzar observamos que trivialmente se
cumple O(R) C R si R es la relacion total y que A € G(A) si A es la o-dlgebra trivial. Hay otro
caso mas interesante donde se cumplen tales contenciones, es el caso donde A = o([L])) y R es
la bisimulacién de eventos ~e = R(o([L])). Para demostrar esto usaremos el siguiente

Lema 3.4. RT(o([£])) = R(o([£])).

Demostracion. Como o([L]) es estable, por 3.3(2) vale la inclusién R(o([L])) € R (a([£])).
Probamos la otra inclusion por induccién en la estructura de las formulas. Supongamos entonces
que (s,t) € RT(a([L])). Si A:=[T] = S entonces s € A<t € A. El caso A := [¢ AyY] = [¢]N
[¢] es también trivial a partir de la hipétesis inductiva. Para el caso A := [(a)sq¢] observamos
que la hipétesis (s,t) € RT(o([£])) implica s € A < 7(s,[¢]) > q & 7(t,[¢]) < q & t € A.
Luego, la o-dlgebra As; == {A € ¥ | s € A & t € A} contiene a [£]. Concluimos que
o([L]) € A, i, (5,1) € R(o([L]))- =

Corolario 3.5. o([L]) C G(a([£])) y O(~e) C ~e.

Demostracion. Dado que XoR es expansivo por Proposicién 2.14(1), por el Lema previo tenemos
que o([£]) € S(R(a([£]))) = Z(RT(([£]))) = G(o([£])). Y por la antimonotonia de RT
obtenemos el resultado para O:

O(~e) = R (S(R(o([£])))) € R (o([£]) = R(o([£])) = ~e. O

No es cierto en general que se dan las inclusiones O(R) € Ry A C G(A) para Ry A
arbitrarias. Por ejemplo si 7, = 0 para todas las etiquetas, O(R) = S x S para cualquier
relacién R y para cualquier familia A se tiene G(A) = X(S x S) = {0, S}, la o-dlgebra trivial.
También se pueden dar ejemplos donde la medida 7(s, -) sea de probabilidad para al menos un
s.

Dada una relacion R, definimos ahora una sucesién transfinita de relaciones de equivalencia
a partir del operador O:

» O°%R):=R,
= O°TH(R) := O(0%(R)),

» OMR) :=(Nyecr O%(R) si A es un ordinal limite.

Similarmente, si A C I' es una sub-o-dlgebra, el operador G permite generar una familia de
o-algebras dada por:

= G%(A) = A,
= GOTH(A) == GG (M),

» GMA) :=0(Uyr G%(A)) si A es un ordinal limite.

Notar que en el caso limite de esta tltima definiciéon debemos tomar la o-algebra generada
ya que no necesariamente la unién de o-dlgebras serd o-algebral.

'De hecho, en el caso contable, la unién nunca lo es ([BH77)).
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Proposicién 3.6. Si A C X, para todo a vale O%(RT(A)) = RT(G*(N)).

Demostracion. Hacemos induccion en «. El caso o = 0 se sigue directo de las definiciones de
O y G°. Supongamos ahora que vale para a. Calculamos O*TH(RT(A)) = O(O*(RT(A))) =
O(RT(G*(A))) = RT(Z(RT(G*(A)))) = RT(G(G*(A))) = RT(G*+(A)). Luego, vale para a+1.

Asumimos ahora que el enunciado es verdadero para todo o < A, con A un ordinal limi-
te. Tenemos ONRT(A)) = MNyey OX(RT(A)) = Npyer RT(G¥(A)). Probaremos que el tltimo
término es igual a R7({J,., G*(A)). Sean s,t € S, entonces:

(5:1) € Maca RT(G(A)) & Yo < AVa € LYQ (Q € G*(A) = a(5,Q) = 7a(1, Q)
& Va e LYQVa < A (Q € GYA) = 74(s,Q
S Vae LYQ (Fa<AQ € GYA) = 74(s,Q
S Va € LVQ(Q € Upcr G(A) = 7u(s5,Q) = 7a(t, Q))
& (5,6) € RT(Uper G2(A)).

Afirmacion. RT(Uycr G*(A)) = R (0(Uyer G*(A))).
Con esto concluirfa la prueba de la Proposicién ya que: RT (o({J, ., G%(A))) = RT(G(A)).

Probamos ahora la afirmacién: sean s,t € S tales que (s,t) € RT(UJ,, G%(A)). Definimos
Dy, :={A € X | 7u(s,A) = 74(t, A)}. Veamos que D¢, es una clase monétona en S. Si {4;}ie,
es una familia creciente de subconjuntos de S tal que 4; € Dy, la continuidad por arriba de
las medidas 7,(s, ) y 74(t, -) implica:

Ta(S, Uiew Az) = h’mZ Ta(s, AZ) = h’mz Ta(t, Az) = Ta(t, UiEw Az)

Similarmente para la interseccion de una familia decreciente en Dy, usando la continuidad
por abajo de las medidas (finitas) involucradas. Dado que (s,t) € RT(|J,-,G*(A)), entonces
Uacr 6%(A) € Dg; y como la familia | J, ., Xa es un dlgebra de subconjuntos de S, el teorema
de la clase mondtona nos permite concluir que o(|J,., G%(A)) € Dg;. Por lo tanto (s,t) €

RY(0(Uacr G%(A)))-
Como la inclusién inversa RY(J,., G*(A)) 2 RT(0(Uyer G%(A))) es trivial, tenemos el
resultado. ]

Sea ¥y C 3 una sub-c-dlgebra y Ry C S x S una relacién. A partir de los iterados de O y
G definimos nuevas o-algebras y relaciones:

Definicién 3.7. Para un ordinal cualquiera a definimos X, := G*(X0) y Rq := O%(Ryp).

Una aclaracion sobre la notacion: en esta seccién hemos fijado un LMP S con su o-algebra X
y la definicién anterior respeta esa designacién. En general estas o-algebras llevaran el nombre
de la g-algebra del LMP con el correspondiente subindice. Para las relaciones R, usaremos un
superindice cuando debamos indicar el LMP.

Se sigue de las definiciones que para cualquier ordinal a, Y411 = G¥T1(Z) = G(G*(Z0)) =
G(Xa), v andlogamente R,i1 = O(R,). Ademds, es también claro que si a < A entonces
Ry C R, pues Ry = OMRy) = ﬂB</\ OP(Ry) = ﬂﬂ</\ Rs C R,. Igual de sencillo es verificar
a partir de las definiciones que X, C X). Nos interesa determinar qué otras contenciones o
igualdades podemos establecer entre estas relaciones y o-algebras. Si comenzamos con cualquier
o-algebra Yy y relaciéon Ry no sabemos a priori que pueda darse alguna igualdad o contencién
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entre los elementos de ambas sucesiones. Pero si comenzamos con Yo = o([L]) y Ro = ~e, por
el Corolario 2.33 y el Lema 3.4 tenemos la igualdad Ry = R(Xg) = R”(X0). La validez de estas

igualdades sera nuestra hipétesis general en el estudio de las familias {¥,} y {Ra}-

Corolario 3.8. Si Ry = R (%), entonces para todo o vale Ry = RT (Z4).

Demostracion. Por Proposicién 3.6,
R, = O%(Rp) = O%(RT(X0)) = RT(G%(%0)) = RT(Za). O
Corolario 3.9. Si Ry = R (%), entonces para todo o vale L(Ry) = Lot

Demostracion. Usando el corolario previo obtenemos que X(R,) = Z(RT(Z.)) = G(Za) =
Ecy+1- ]

Proposicién 3.10. Si Ry = R(Xg) = RT(X0), entonces para todo o vale Roy1 C Reg.

Demostracion. Probamos el resultado por induccién en a. La antimonotonfa de R y la inclu-
sién X(R(Xg)) 2 ¥g prueban el caso a = 0, en efecto:

Ry = O(Rg) = R"(2(Ro)) = RT(Z(R(%0))) € R" (20) = Ro.

Suponemos el resultado valido para «, entonces por monotonia de O aplicada a la hipdtesis
inductiva se tiene Rot2 = O(Ra+1) € O(Ry) = Ray1. Para el caso de un ordinal limite A
observamos que para todo a < A la monotonia de O y la hipétesis inductiva aseguran que
R)\—I—l = O(R)\) - O(Ra) = Ra+1 - Ra. Luego, R>\+1 - ﬂa<>\ Ra = R)\. O

Corolario 3.11. Si Ry = R(XZg) = RT(X0), entonces para todo o vale X C Y1

Demostracion. Para el caso a = 0 observamos que Yo C Z(R(Zg)) = B(RT(Zg)) = G(X0) =
>1. Para ordinales sucesores, usamos la Proposicién 3.10 y el Corolario 3.8 para obtener:

Tar1 =0(%) = E(RT(EQ)) =3(Ra) € E(Ra+1) = Za+2.

Finalmente, para el caso de ordinales limite, observamos que para todo a < A, ¥, C X, luego,
por hipétesis inductiva y monotonia de G tenemos: ¥, C Y11 = G(X4) € G(X)) = Xp41. Por
lo tanto Xy = 0(Uper Za) € Xrt1. O

Observacion 3.12. Las conclusiones de la Proposicion 3.10 y su Corolario podrian darse de
modo inverso. Puede probarse de manera muy similar a la demostracién de la Proposicién que
Yo € Yat1 y luego usar el Corolario 3.8 para concluir que Ry, = RT(24) 2 RT(Zay1) = Rat1.
Es decir que ambas contenciones son equivalentes.

A partir de aqui, usaremos la siguiente notaciéon: para ¢ € R, Q € ¥y a € L,

(@)>qQ = {s € S | Ta(5,Q) > ¢} = 7a(-, Q) [(q, 1]]-
Y similarmente para las otras relaciones de orden.
Sea I' una subfamilia de ¥, entonces
sRI(T)t = VYa € LVYQ €T 74(s,Q) = 7a(t, Q)
<= Va e LVQ €T'Vq € Q (14(s,Q) > ¢ sil 7,(t,Q) > q) (3.1)
& Va e LVQ €I'Vg e Q (s € (a)>¢Q sii t € (a)~qQ).
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Esto sugiere que podemos definir un operador ¢ como

O :=={{a)>qQ |a € L, ¢ €Q,Q €T}

De este modo obtenemos la igualdad R* (') = R(O(T)). Podemos pensar en ¢ como una
operaciéon que facilita la comprensién de equivalencia probabilista R”(I') ya que construye
conjuntos que determinan tal relacién como equivalencia segun la familia O(I"). La eleccién
de (a)>4Q se hara evidente en un momento, pero cualquier relacién de orden es suficiente
(ver observacién luego de la Definicién 2.21). Més aun, podriamos haber definido ¢ como la
o-algebra definida por tales conjuntos, pero dado que a R le es indistinto una familia o su

o-algebra generada, preferimos la opciéon mas econdémica.

Es claro que ¢ es mondtono y preserva contabilidad, es decir, A contable implica ¢ A contable.
El siguiente Lema da algunas otras propiedades elementales, incluida la identidad consecuencia
de (3.1) para futura referencia.

Lema 3.13. Valen las siguientes afirmaciones:
1. RT =Ro .
2. 0¥ CXaq1-
3. A es estable sii QA C A.

Demostracion. Para 2, 0¥, C L(R(0Xa)) = Z(RT(Z4)) = G(Za) = Zat1. El ftem 3 es
inmediato de la definicién de estabilidad. O

Notar que del Ttem 3 recuperamos el resultado del Lema 3.3(2): R(A) € RT(A) para A
estable.

Lema 3.14. Si Ry = RT(X0), entonces Ry = R(Za+1)-

Demostracion. Por Lema 3.13(1) existe una familia A C ¥ tal que RT(X,) = R(A) y por
Proposicién 2.14(5) tenemos la igualdad R (Z,) = R(Z(RT(Z4))). Del Corolario 3.8 se sigue
que

Ry = RT(S4) = ROSRT(S0))) = R(G(Ea)) = R(Sasa). m

Proposicién 3.15. Si Ry = R(Xo) = R"(X0), entonces para X limite vale R(Zy) = RT(X)).

Demostracion. Sea A un ordinal limite. Como ¥,41 C X es valido para todo a < A, por Le-
ma 3.14 tenemos que R(X)) € R(Xat1) = Ra. Luego, R(X)) € Nqer Ra = By = R(Ex41) C
R(X)) v por lo tanto Ry = R(X)). Como también vale Ry = RT (X)) por Corolario 3.8,
obtenemos el resultado. O

En la Seccién 3.3 construiremos un LMP para el cual R(Zq41) 2 RY (Zar1), por lo tanto

la igualdad anterior no vale en general para ordinales sucesores.

Corolario 3.16. Supongamos que Ry = R(Xg) = RT(Z0) y sea A ordinal limite. Si ¥y =
Y(R(Xy)) entonces R(X)) es bisimulacion de estados.

Demostracion. O(R(X))) = RT(Z(R(X)))) = RT(X)) = R(X)). Luego, R(X)) es bisimulacién
de estados. O
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Ry 2O---2 Ryt Ryqq} Ryi2 2.
5 )
R=RT R=RT RT RT
R R
Yo C--C Xyt g A1t g Y2 €.

Figura 3.1: Cadenas de relaciones y o-algebras inducidas por O y G (\ limite).

En el caso que valga la hipétesis Rg = R(Xg) = R (Xg) podemos resumir los resultados
hasta ahora obtenidos en la siguiente Figura 3.1:

Observacion 3.17. Notamos lo siguiente con respecto a la Figura 3.1: si G(I') = T' entonces
ORT()) = RT(Z(RT(T))) = RT(G(I")) = RT(T). Esto significa que un punto fijo en la parte
inferior fuerza un punto fijo en la parte superior del diagrama. Sin embargo la reciproca no es
cierta: en el LMP U de 2.4, la o-algebra ¥ := o(By U {{s,t},{z}}) € Y cumple id = RT(¥)
y por lo tanto O(RT(¥)) = RT(¥), sin embargo G(¥) = T # ¥. Ademds, también se cumple
T(R(¥)) =¥ y ¥ no es estable. Por lo tanto debe suceder O(R(¥)) # R(¥).

Como corolario inmediato de Lema 3.14 tenemos que X,4+1 = G(X,) es punto fijo de X o R.
Esto es general: por Proposicién 2.14(6), si A es de la forma ¥(R) para una relacién en S,
entonces X (R) es punto fijo de ¥ o R. En particular G(I') = X(R(G(T"))) para cualquier I' C X.

En el siguiente resultado vemos una equivalencia para los puntos fijos de 3 oR y encontramos
que esta es una condicién suficiente para que una bisimulacién de eventos sea también de estados.

Lema 3.18. Sea A una sub-o-dlgebra de ¥ tal que X(R(A)) = A, entonces son equivalentes

1. A es estable.
2. R(A) C RT(A).

3. R(A) es bisimulacion de estados.

Demostracion. El Lema 3.3(2) muestra que 1 implica 2. Para la implicacién de 2 a 3, observamos
que R(A) € RT(A) = RT(Z(R(A))) = O(R(A)) y esto significa que R(A) es bisimulacién de
estados. Finalmente, en virtud del Lema 2.22, el Item 3 implica que (S, 2(R(A)), {74 | a € L})
es un LMP, pero entonces £(R(A)) = A es estable. O

Ejemplo 3.19. La hipdtesis en Lema 3.18 es necesaria: en [0,1], tomamos ¥ = B([0,1]), A la
o-dlgebra contable-cocontable y T(x, A) := 6, (A) parax € [0, 3] y 7(z, A) := 16,(A) siz € (3,1].
Entonces %(R(A)) = ¥ # A, R(A) = idjgy = RT(A) y A no es estable ya que, por ejemplo,
{z | 7(z,[0,1]) > 4} = [0,3] ¢ A. Este ejemplo muestra que en general 2 no implica 1. Dado
que la relacion identidad es bisimulacion de estados, también concluimos que 3 no implica 1 en

general.

Otro ejemplo es considerar el LMP Up (Ejemplo 2.20) con su o-dlgebra & = o(B(I) U
P({s,t,z})). En este caso vale (s,t) € RT(®) pues no contamos con el conjunto no medible
para distinguirlos, pero (s,t) ¢ R(®). Ademds ® es estable y O(R(®)) = id = R(P). Notar que
S = S(R(®)) 2 .
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La o-algebra X, correspondiente al LMP que presentaremos en la Secciéon 3.3, satisface
RT(2,) = R(Zs) pero R(X,) no es bisimulacién de estados. Por lo tanto 2 no implica 3
en general. En este mismo ejemplo hay una o-édlgebra estable ¥y pero Ry = R(Xg) no es
bisimulacién de estados; por lo tanto 1 no siempre implica 3.

Una ultima observacién respecto a la validez de las implicaciones del Lema 3.18 es que si
bien la hipdtesis es necesaria para la equivalencia, no es necesaria para las implicaciones 3 = 2
ni 1 = 2. El segundo caso es Lema 3.3(2). Para el primer caso, si R(A) es bisimulacién de
estados, entonces O(R(A)) 2 R(A) y dado que A C %(R(A)), por antimonotonia de RT vale
RT(A) 2 RT(S(R(A))) = O(R(A)) 2 R(A).

Lema 3.20. Sea R una bisimulacion de estados, entonces

1. G(X(R)) C X(R).
2. O(R) es bisimulacion de estados.

3. G(X(R)) es estable.

Demostracion. 1. Como X(R) es estable, por Lema 3.13(3) tenemos que O(X(R)) C X(R).
Luego, G(3(R)) = Z(RT(Z(R))) = (R(O(S(R)))) € B(R(X(R))) = Z(R).

2. Usamos que R” es antimonétona y el [tem anterior para obtener

O(R) =R (%(R)) € RT(G(X(R))) = RT(R(RT(S(R)))) = O(O(R)).

3. Como G(X(R)) es punto fijo de ¥ o R, por Lema 3.18 basta ver que R(G(3(R))) es
bisimulacién de estados. Por Lema 3.13(1), O(R) = RT(X(R)) = R(O) para una familia
©. Entonces R(G(X(R))) = R(Z(RT(Z(R)))) = R(E(R(O))) = R(©) = O(R). Por el
Item 2, es bisimulacién de estados. ]

Apuntamos ahora a mostrar que Xy es estable para A limite. Notamos que en el caso de los
ordinales sucesores, si Rg = R’ (3g) y Lar1 es estable entonces Y11 = Lat2. En efecto, ya que
Ro = R(Zas1) € R (Zas1) tenemos que Yoy1 = L(Ra) 2 B(RT(Zo11)) = G(Xat1) = Sasro.
Ademids (R (Xq+1)) = Xa+41 ¥ por lo tanto R, es bisimulacién de estados por Lema 3.18.

Dada una etiqueta a € L, definimos el siguiente conjunto:
Ay ={Q e X |Vq € Q((a)>Q € xn A (a)>4Q € X))}

Luego, para probar que X es estable es suficiente probar que Xy C A, para todo a € L. Es
cierto que para esta afirmacion la definicién de A, es redundante; pero por cuestiones técnicas

necesitamos incluir ambos tipos de conjuntos en A,.

Lema 3.21. Si A\ es ordinal limite, entonces Va € LVYa < XA ¥, C A,.

Demostracion. Sean o < A\, Q € £,y ¢ € Q. Por Lema 3.13(2), (a)>,Q € 0Xq C Yo41 C Xy,
En el caso de (a)>,Q, notamos que para todo m € N, (a)sq-1/mQ@ € 0Xa C Xay1. Luego,

(a)>4Q = nm€N<a>>q71/mQ € Yat1 C Xy O

Observacion 3.22. En el caso particular cf(A) > wy, vale Xy = 0([Uycy o) = Uger Ba € Ao y
por lo tanto Xy es estable.
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Lema 3.23. 1. Si{A}n<w es sucesion no decreciente de medibles, entonces para todo a € L
y para todo ¢ € Q, (a)>qUpecw, An = Unew (@) >qAn.

2. Si {Bp}n<w es sucesion no creciente de medibles, entonces para todo a € L y para todo
q € Q: <a>2q ﬂnEw Bn = mnEw <CL>Zan-

3. A, es clase mondtona.

Demostracion. 1. En general, si A C B son medibles, entonces (a)~qA C (a)s,B por mo-
notonia de las medidas. De esto se deduce la inclusién (D). Para la otra inclusién, si
5 € (a)>qUpey, An, la continuidad de la medida 74(s,-) implica ¢ < 74(s, U, c, An) =

new N

lim 7 (s, Ay,). Luego, existe n € w tal que 74(s, A,) > g y por lo tanto s € (a)~4An.

2. De modo similar a 1, para la inclusién (C) tenemos

ﬂnew B, C B, = <a>2q ﬂnew B, C <a>2qu = <a>2q mnEw B, C ﬂme <a>2qu-

Para la otra inclusién, si s € S cumple Vn € w 7,(s, By) > ¢, la continuidad de la medida
Ta(s,-) asegura que 7,(s,(),c, Bn) = im74(s, By) > q.

3. Sea {Ap}new C A, sucesion no decreciente. Sea ¢ € Q; la parte 1 nos permite concluir
que (@) >q Unew An = Unew (@)>¢An € Xy y también que

<a>261 UnEw Ap = mmew<a>>q—1/m(Un6w An) = ﬂmew UnEw(<a>>q—1/mAn) € Y.

Luego, U, c, An € Aa.

Sea ahora { By, }new C A, sucesién no creciente y ¢ € Q. La parte 2 nos permite concluir
que (a)>q hew Bn = Nhew (@)>¢Bn € Xy y también que

<a>>q ﬂnEw Bn = Um€w<a’>2q+1/m(mn6w Bn) = Ume ﬂnEw(<a>Zq+1/mBn) € E>\
Luego, (e, Bn € Aa- O

Teorema 3.24. Si A es ordinal limite, X es o-dlgebra estable.

Demostracion. Dado que |J,.y Xa es dlgebra de conjuntos, del Lema 3.21, Lema 3.23(3) y
Teorema de la Clase Monétona, concluimos que Xy = o({J, <) Xa) € Aq para cualquier etiqueta
a€ L. O

Notamos que en la prueba del Lema 3.23(3) sélo usamos que Xy es o-dlgebra. Podemos
explotar este método y probar el siguiente resultado anédlogo a la Proposicién 2.14(7).

Proposicién 3.25. Si F es dlgebra de conjuntos, entonces o(O(o(F)) = o(OF). En conse-
cuencia, RT (o(F)) = RT(F).

Demostracion. La inclusién (D) es obvia a partir de o(F) 2 F por la monotonia de las ope-
raciones. Para la otra inclusién, para cada etiqueta a € L definimos la familia A, := {Q € X |
Vg € Q (a)>4Q, (a)>qQ € o(OF)} y resulta clase mondtona. Dado que F C A,, el teorema de
la clase monétona nos dice que o(F) C A, Luego, O(o(F)) = Useria)>qQ | ¢ € Q, Q €
a(F)} C o(OF). La conclusién final se desprende de 2.14(7). O
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Una pregunta natural que surge es referida a la preservacién de separabilidad del operador
G: si A es sub-o-dlgebra contablemente generada de X, jes G(A) contablemente generada? Se
ve rapidamente que la respuesta puede ser no si 3 no es contablemente generada: basta tomar
cualquier ¥ que no lo sea y considerar el LMP de Dirac . Luego, para cualquier A que separe
puntos se obtiene R7(A) = id y por lo tanto G(A) = X. Un ejemplo es ([0, 1], P([0, 1]), 6.(A)) v
tomar la sub-o-dlgebra separable 5([0, 1]).

Usando la Proposicién 3.25 podemos reformular la pregunta: si A = o(F) con F un &lgebra
contable, entonces G(A) = (R (0(F))) = B(RT(F)) = Z(R(OF)) y recordamos que OF es
contable. Marcin Sabok nos respondié esta pregunta afirmativamente:

Proposiciéon 3.26. Sea ¥ una o-dlgebra contablemente generada sobre S y F C X subfamilia
contable, entonces X(R(F)) es contablemente generada.

Demostracion. Supongamos que X estd generada por los conjuntos S; (i € w), podemos con-
siderar la funcién f : S — 2V definida por f(s)(n) = 1sis € S, y 0si s ¢ S,. Esta funcién
no es necesariamente inyectiva pero podemos identificar los elementos de S mapeados al mismo
punto del Cantor 2%, i.e. considerar la relacién de equivalencia (s,t) € Ry <= f(s) = f(t),
y asi ¥ es o-dlgebra contablemente generada sobre el conjunto S’ = S/Ry. De este modo X
separa puntos. Podemos asumir entonces que ¥ separa puntos por hipotesis. Notar que f es una
inyeccién Borel de S en el Cantor, en efecto, si # € 2<N entonces f~1(N,) = N{S. | z(n) =
1}NNO{S¢ | (n) = 0} € . Podemos asumir que S es un subconjunto de 2 y 3 es la o-lgebra
{SNB|BecB(2Y)}.

Si ahora F es una coleccién contable de elementos de X, luego de un posible cambio en la
topologia de 2N (que no modifica su estructura Borel) ([Kec94, Ejercicio 13.5]) podemos asumir
que F consiste de conjuntos clopen. Asi R(F) resulta una relacién de equivalencia cerrada: si
(s,t) ¢ R(F) = I, e F(s€ FuNt ¢ F,) = (s,t) € F, xFS C(SXS)\R(F)y F,, x Ff
es abierto en S x S.

Dado que toda relacién cerrada en 2N es suave ([Kec94, Ejercicio 18.20]), hay una funcién
Borel g : 28 — 2N tal que s R(F) t si y sélo si g(z) = g(y). Luego, L(R(F)) resulta ser la o-
algebra {SNg~Y(B) | B € B(2Y)}. Pero esta tiltima es contablemente generada por {SNg~(U,,) |
Uy, abierto béasico}. O

Concluimos esta seccién explorando el comportamiento de la cadena de relaciones de equiva-
lencia y o-dlgebras generadas a partir de los operadores O y G cuando se tienen dos LMP S, §/
y una funcién medible f : S — S’ entre ellos. Supondremos que en todos los LMP involucrados,
dada la o-algebra inicial ¥, la relacién Ry satisface las igualdades Ry = R(3g) = RT(30). Di-
ferenciaremos el LMP ambiente de todos los objetos u operadores con superindices o respetando
la nomenclatura de cada proceso (por ejemplo con tildes) cuando sea necesario.

En los siguientes resultados también necesitaremos expandir L a un lenguaje L’ con posi-
blemente més etiquetas. Por consiguiente el operador R? = R o ¢ variard segiin el lenguaje del
que se trate. Para ser explicitos, usaremos Qy/ y R}C, para denotar estos operadores en procesos
con lenguaje L'y O y Rf para sus restricciones a las etiquetas en L. Ademas, escribiremos Sy,
para representar el reducto de S al lenguaje L.

De forma andloga a la definiciéon de imagen directa de una relacién, tenemos la relacién
“imagen inversa”: si R C§' x §"y f: S — S, definimos la relacién f~1[R'] en S por

FURT = A{(s,t) € S x S| (f(s), (1) € R'}.
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Lema 3.27. Sean S,S' LMP con lenguajes L y L' respectivamente tales que L C L'. Sean
f:8— 8" una funcién medible, ' C 8" x 8" y I C X'. Valen las afirmaciones:

1 fRUE(R)] € B(FHRY).
2. fTHR(I)] = R(FHI)).

3. Sif:S—S) eszigzag, entoncesVQ' € X' f71{a)>,Q'] = (a)>qf ' [Q']. En consecuencia,
FHOLT = 0f M)

Demostracion. 1. Sea Q' € ¥'(R’). Como f~1[Q’'] € ¥, basta ver que tal conjunto es f~![R']-
cerrado: si s € f71Q'] v (s,t) € f~1[R], entonces (f(s), f(t)) € R'. Como f(s) € Q" y Q'
es R'-cerrado, se sigue que f(t) € Q" y por ende t € f~1[Q].

2. fTHRAN = {(s,) | (f(5), f(1)) € RO} = {(s,8) | VQ' € T" (f(s) € Q' & f(t) € Q")}

{(s6) | VQ eI (se Q& te fHQD}

{(s,0)|VQe [T (seQ e teQ)}

R(f7HI)).

3. Sia € L, entonces

FHa)>qQ = {s € S| f(5) € (a)54Q")} = {s € S | 7,(f(5), Q) > ¢}
={s €S| 7(s, f1Q) > a} = (a)>¢f Q).

De esto, la segunda afirmacién es inmediata:

FHO) = {f1 W W' e Oul'} = {f T [(0)>Q a € L, ¢ €QN[0,1], Q" €T"}
= {{a)>ef '@ a€ L, ¢eQN[0,1], @ €T"}
={(a)>gQac L, qeQn0,1], Qe f' I} =0f'[I]. m
Tenemos las siguientes relaciones entre las cadenas de ambos LMP.

Proposiciéon 3.28. Sean S y S’ dos LMP con lenguajes L C L' respectivamente y f : S — S’
medible tal que:

hi. f:S—S es zigzag;
h2. f7LEg) C So;

h3. para toda relacion R C R), f~HRE(Y/(R))] = fRL (Y (R))],
entonces para todo o > 0 valen las contenciones R, C f~HRL] y f71[2,] C Xa.

Demostracion. Usamos induccién en a. Para el caso 0, sabemos por hipétesis h2 que f~1[3(]
Yo y usando la antimonotonia de R y Lema 3.27(2) concluimos Ry = R(Xo) € R(f1[Zg])

FHR(Z)] = fH Ryl
Supongamos ahora que las contenciones valen para «. Por antimonotonia del operador X y
por Lema 3.27(1)

1N

tenemos

Ry C [TY[R,] = Z(Ra) 2 X(fH[RL) 2 fH (R (3.2)
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Esto prueba f~1[%/ +1) € Xay1. Si ahora aplicamos a esto el operador diamante {7, y usamos
el Lema 3.27(3),

lo cual es posible gracias a la hipétesis h1, obtenemos
fﬁl[QLZIaJA] = inl[ Ia+1] - Oza-&-l
y por Lema 3.27(2) y antimonotonia de R:

FRLEL D] = fFHROLEL )] = R(FTOLE01]) 2 R(OZat1) = RT (Sat1) = Rat1-

Si usamos la hipétesis A3, como R;, C Ry y X}, = X/(Ry,), tenemos que

FHRL (S = T RL (S = Rl
Se sigue que la afirmacién vale para a + 1.

Para el caso limite, si el resultado vale para todo a < A, entonces

Ry =NacrBa € Naca FHEL] = fHNaen Bal = FHRY

En el caso de Xy tenemos
FHEN = FHoUaan B0 = 0(Uacn fHELD € 0(Uacn Za) = S O

Un caso particular en el que podemos aplicar este resultado es cuando ambos LMP tienen
el mismo lenguaje y f : S — S’ es zigzag. Si trabajamos con la cadena de o-dlgebras y rela-
ciones a partir de la bisimilitud de eventos, por Corolario 2.31 sabemos que £y = o([L]g) =

FHo([£]s)] = £~ 20)-

Corolario 3.29. Si f : S — S es zigzag, X, = o([L]s) y o = o([L]g), entonces para todo
a > 0 valen las contenciones Ry C f7YRL] y f71[2] C Za.

En esta situacién, dado que R” = Ro¢, por Lema 3.27(2),(3) podemos concluir que también
vale la igualdad f~![RT(I")] = RT(f~*[I"]). Observamos que el operador ¥ es el problemético
porque podria no preservar igualdad en la implicacién (3.2) en la prueba de la Proposicién 3.28.

Nuestro principal interés esta en aplicar estos resultados en sumas directas. Supongamos que
S es sumando de S’ y que la inclusién ¢ : S — §' es zigzag, es decir que se cumple la condicién
Vs € SVa € L 7)(s,A) = 14(s, AN S). Si desarrollamos las cadenas {¥,} y {Ras} a partir de
la bisimilitud de eventos, el Corolario 3.29 nos da las contenciones ¥/ [S C X, y R, C R, |S.
En la proxima seccion necesitaremos fortalecer estas inclusiones a igualdades. Veremos que una
condicién suficiente para ello es que la equivalencia légica no asocie estados entre sumandos
distintos.

Lema 3.30. Sea S’ = (S,%, {7} | a € L'}) un LMP sobre la suma directa (S',¥') = (S @
S, %@ Y) de espacios medibles. Si R es relacion en S’ tal que RN (S x S) =0 =RN(S x S),
entonces ¥/ (R)[S = X(R]S).

Demostracién. La contencién (C) estd dada por Lema 3.27(1) aplicado a la inclusién ¢ : S — S§”.
Para (D), basta ver que si A es R[S-cerrado, entonces es R-cerrado ya que la condicién de
medibilidad estd garantizada por X C ¥/. Si s € Ay (s,t) € R, debe suceder ¢t € S por hip6tesis
sobre R. Luego, dado que A es R[S-cerrado, t € A. El caso s € Ay (t,$) € R es andlogo usando
la otra hipdtesis. O
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Proposicién 3.31. Sean S = (S, 3, {7, | a € L}) un LMP con lenguaje L y (S,%) un espacio
medible. Supongamos que L C L' yS' = (S',%', {7} | a € L'}) es un LMP sobre la suma directa
(9, =(S®S,X DY) de los espacios medibles tal que

hi. la inclusion ¢ : S — S es zigzag;
h2. (1S = Xo;

h3. para toda relacion R C R), RT(Y/(R))IS = RE(Z/(R))]S.
Entonces valen las siguientes afirmaciones:

1. Si RpN(SxS) =0 =Ryn(SxS), para todo o valen las igualdades ¥, |S = X, y
RLIS = R,. Mds ain, R, = R, UR.IS.

2. 8i S €%, entonces X |S =%, CXL y R, = R,URLI|S.

Demostracion. 1. La demostracion es similar a la prueba de la Proposicion 3.28 aplicada a la
funcién inclusién f = ¢ : S — S’ y reemplazando las contenciones por igualdades. Notamos
que la hipétesis sobre R, implica que toda R/, también la satisface, ya que R, C Ry; asi
podemos usar el Lema 3.30 y obtener igualdades en la implicacién (3.2) de dicha prueba.
La tdltima afirmacién del enunciado es inmediata del mismo hecho: ninguna R/, relaciona
estados de Sy S.

2. Notamos que la condicién S € Xf implica por un lado que X/, [S C ¥, para todo a (ya que
S e, C Yy también que Rl = R(X}) satisface la hipétesis del Item 1. Asi, podemos
usarlo para obtener que ¥, = ¥, [S C ¥/ v R, = R, U R, |S para todo a. O

Corolario 3.32. Sea S = (S,%,{7s | a € L}) LMP y S' = (S',¥,{7} | a € L}) un LMP
sobre una suma directa (S',%') = (S® S, X ® %) tal que la inclusion v : S — S’ es zigzag. Si
X0 = o([£Llg), o = o([L]s) v 5: € X, entonces para todo o > 0 wale ¥ 1S = X, C X
(equivalentemente X!, = X, ® XL 1S) y R, = R, URLIS.

La igualdad sobre R, , nos dice que para conocer tal relacién basta determinarla en S y en
S por separado. Podemos interpretar esto pensando que, cuando se da la condicién S € ¥, en
la suma directa no perdemos ninguna informacién relevante sobre el LMP S.

Observacion 3.33. Pedir que la tercera hipdtesis en 3.31 sea ¢5, = O (que es equivalente a
Vie NLVQ € F ((I)>qQ) € OrF), es demasiado fuerte. S6lo queremos que el operador
RT que incluye las nuevas etiquetas no modifique las relaciones R, en el LMP primitivo S.
Para lograrlo, el nuevo operador diamante podria agregar tests triviales (por ejemplo todo el
conjunto S) que ya han sido usados en un paso anterior (por ejemplo, el caso S ya fue usado
en la equivalencia légica).

3.2. Ordinal de Zhou

Zhou presenta en [Zhol3] una caracterizacién de la bisimilitud de estados como un punto
fijo.

Teorema 3.34 ([Zhol3, Thm. 3.4]). La bisimilitud de estados ~s es el mayor punto fijo del
operador O.
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Demostracion. Dado que ~s es bisimulacién de estados por Proposicion 2.17, ~s C O(~s).
Ademds O(~s) es también bisimulacién de estados por Lema 3.20 y por lo tanto O(~s) C ~s.
Esto prueba que es punto fijo. Para ver que es el mas grande, basta notar que si R es punto fijo
entonces es bisimulacién de estados y en consecuencia R C ~s. O

Necesitaremos algunos conceptos elementales de teoria de puntos fijos. Si F': A — A es una
funcién en un reticulado completo A, definimos los iterados de F' como F°(x) := x, FoT!(z) :=
F(F%(z))y FMz) :== Nyoy F(x) si A es ordinal limite. Diremos que z es pre-punto fijo (resp.,
post-punto fijo) de F' si F(z) < x (resp., z < F(z)).

Lema 3.35. Sean F' : A — A una funcidon mondtona en un reticulado completo A y x un
pre-punto fijo de F'. Entonces valen las siguientes afirmaciones:

1. Vo, Ft Y (z) < F(z) < .

2. 8i B < a entonces F*(x) < FP(x).

Demostracion. 1. Hacemos induccién en «. El caso @ = 0 es la propiedad de ser pre-punto
fijo v la definicién de FP. Si la afirmacién vale para «, la monotonfa de F aplicada a la
hipétesis inductiva permite escribir F@2(z) < FoTl(z) < F¥(z) < x. Por lo tanto vale
para a + 1. Finalmente, supongamos que el enunciado vale para todo a < A con A limite.
Para cualquier o < X\ tenemos F*(x) = Np<x FP(z) < F%(x) < x, luego FM1(z) <
Fotl(z) < F*(z). Concluimos entonces que F 1 (z) < A, _, F*(z) = F}z) < z.

2. Fijamos ( y probamos por induccién completa en « la propiedad P(a) : f < o« =
Fo(z) < FP(x).

El primer caso no trivial es & = 41 y ya se probo en el item anterior. Para el caso sucesor,
supongamos que vale P(§) para todo 0 < «a y verificamos P(a+1). Si f < aw+ 1 entonces
B < a0 8= a. En el primer caso la hipdtesis inductiva garantiza P(«)y P(8+1), ademés
por monotonfa de F' tenemos: Fot1(z) = F(F*(x)) < F(F?(z)) = FY(z) < FP(z). El
caso a = [ es trivial pues el consecuente es verdadero. Concluimos que vale P(a + 1).

Resta el caso limite: supongamos P(«) verdadero para todo o < A con A ordinal limite.
Si 8 < X entonces existe a tal que 8 < o < A pues si no A = 4+ 1. Por hipétesis inductiva
FA(z) > Fo(2) > Nsy FO(x) = FA(2). Por lo tanto vale P(\). O

Se sabe que si F' es un operador en un reticulado completo A e iteramos F' segtin la definicion
dada anteriormente a partir del maximo elemento T, entonces en algiin ordinal o alcanzamos
el mayor punto fijo de F'; ademdas podemos elegir « tal que |a| < |A]. Observamos trivialmente
que F(T) < T y probamos la siguiente Proposicién que generaliza tal resultado comenzando
con cualquier punto pre-fijo.

Proposicién 3.36 ([Sanl2, Exercise 2.8.10]). Sea F : A — A una funcidn mondtona en un
reticulado completo A. Definimos F*>°(z) = N\, F*(z). Si x es pre-punto fijo de F, entonces
F(z) es el mayor punto fijo de F que estd por debajo de x.

Demostracién. Denotamos con gfp(z) al mayor punto fijo de F' por debajo de x. Dividimos la

prueba en varios pasos:
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1. Va, gfp(x) < F*(z) y por lo tanto gfp(x) < F*>(z).
Por definicién, gfp(x) < x y por lo tanto la afirmacién vale para a = 0. Si es cierta
para «, por monotonfa de F' tenemos gfp(x) = F(gfp(z)) < F(F%)(z) = F**! y por lo

tanto es verdadera para « + 1. Finalmente, si gfp(z) < F(z) para todo o < A, entonces
gtp(a) < Aper F*(2) = F(2).

2. Si B < A (\limite) y F?(x) = F*(x) entonces F”(x) es punto fijo de F.
Dado que A es limite y 8 < A, entonces 8 < 8+ 1 < Ay por el Lema 3.35 F5(z) >
FB*Y(z) > FMNx) = FA(x). Luego F?(z) = FAT(x) = F(F%(x)).

3. Hay un ordinal 3 tal que F#(x) = F5+1(x).

Supongamos que no lo hay y sea « el primer ordinal de cardinal estrictamente mayor que
el cardinal de A. Por el Lema 3.35 concluimos que {F°(z)}5<q es estrictamente decreciente
y por lo tanto tendriamos una inyeccién o« — A, absurdo pues |a| > |A|.

4. F*(x) es punto fijo de F' por debajo de z y por lo tanto F>°(z) < gfp(x).
Por el tercer paso sabemos que hay [ tal que Fﬁ(m) = Fﬁﬂ(az). Veamos que Vo > 3
F(z) = FP(z): si @ = f no hay nada que probar. Supongamos que vale la afirmacién para
a, entonces Ftl(z) = F(F*(z)) = F(F?(z)) = FPT(x)) = FP(z). Si vale para todo «
tal que 8 < o < A, dado que {F°(x)}s>0 es decreciente, entonces F®(z) = N5, F° ().
Luego, FA(x) = Nser FO(2) = Npcser F2(2) = Nocsar FP(z) = FA(). Basta entonces
tomar algtin ordinal limite A > 8 y se cumplira F” (:1;) = F?(z). Por el paso 2 concluimos
que FP(z) es punto fijo de F'y ademds estd debajo de z, luego F*™(z) = FP(z) < gfp(z).

De los pasos 1 y 4 concluimos que F>(x) = gfp(z). O

Dado el LMP S = (S,%,{7, | @ € L}), consideramos el poset
P:={RC S x S| R es relacién de equivalencia y ~s C R}.

Entonces P es un subreticulado completo del reticulado de relaciones de equivalencia sobre S.
Ademés O : P — P ya que ~5 es punto fijo de O y por lo tanto ~s C R = ~s = O(~s) C
O(R) = O(R) € P. Si R € P es un post-punto fijo de O, es decir R C O(R), entonces R es
bisimulacién de estados en S y por lo tanto R C ~g, de donde concluimos R = ~g. Se sigue que
el unico punto fijo de O en P es ~s.

Teorema 3.37. Sea R relacion de equivalencia en S tal que ~s C R y O(R) C R, entonces
existe un ordinal o tal que |a| < |S| y O%(R) = ~s.

Demostracion. Consideramos el reticulado completo P, el operador monétono O : P — Py
aplicamos la Proposicién 3.36. O

Corolario 3.38 ([Zhol3, Thm. 4.1]). La bisimilitud de estados ~s puede obtenerse iterando el
operador O a partir de la relacion total o de la bisimilitud de eventos ~e.

Demostracion. Aplicamos Teorema 3.37 y Corolario 3.5. O

Gracias a este resultado podemos definir el siguiente concepto.



64 CAPITULO 3. DISTANCIA ENTRE BISIMILITUDES

Definicién 3.39. El ordinal de Zhou de un LMP S, denotado 3(S), es el minimo « tal que
O%(~e) = ~s. El ordinal de Zhou de una clase A de procesos, denotado 3(.A), es el supremo de

la clase {3(S) | S € A} si estd acotada o co en caso contrario.

Conforme a esta definicién, a partir de ahora las cadenas {3,} y {Rs} comenzarén siempre
en X9 = o([L]) vy Ro = ~e. A veces nos referiremos a ellas como cadenas de Zhou. Nos

enfocaremos en el estudio del ordinal de Zhou de la clase S de procesos de Markov sobre
espacios medibles separables. Es inmediato que tal ordinal esta acotado por el cardinal sucesor
de |R|.

Lema 3.40. 3(S) < (2%0)*

Demostracion. Todo espacio separable metrizable S satisface |S| < 280, y por lo tanto la cota
se sigue de Teorema 3.37. O

Al definir el ordinal de Zhou, puede que haya un poco de ambigiiedad sobre el lenguaje, del
cual no decimos nada. Sabemos que cualquier LMP con lenguaje contable puede pensarse como
uno con algin conjunto contable fijo, por ejemplo N, como lenguaje. Esto lo inico que hace es
renombrar las etiquetas y posiblemente agregar el ntcleo nulo. Es facil ver que tal nicleo no
cambia el operador R” y por lo tanto no modifica el ordinal de Zhou. En consecuencia, y por
comodidad, cuando estudiamos el ordinal de una clase, nos permitimos trabajar con procesos
con distintos lenguajes, la tinica (e importante) restriccién es que sean todos contables.

Ejemplo 3.41 (Continuacién del Ejemplo 2.37). Ya vimos que las bisimilitudes de estados y
eventos en el LMP con lazos Sp son las mismas relaciones que en S. Veamos qué sucede con
sus cadenas de Zhou { RS} y {X5}. Notamos que el operador Y es el mismo en ambos procesos.
Si F es familia de conjuntos, es inmediato que O F = Q. F UF U{D}. De esto deducimos que
R,(F) = RE(F) 1 R(F).

Probemos ahora por induccion en a que Vo RS C Re. Para el caso 0, sabemos que ~5 = ~e.
Si la inclusion vale para todo B < «, entonces

Ry C Ry, = RL(E(R3)) € RL(S(Rg)) € RL(E(Rs)) = Raya.

Como ﬂ5<a Rpi1 = Rq, tenemos el paso inductivo. El corolario inmediato es que X1 C Egﬂ'
Como ademads ¥y = 28 y el caso limite se sique del caso sucesor, vale que Vo ¥, C X5, De
esto concluimos que 3(Sp) < 3(S), i.e., el ordinal de Zhou de Sp podria ser menor que el de S,
pese a que las relaciones de partida y llegada son las mismas.

A continuacién, damos un ultimo ingrediente técnico necesario en las construcciones que
presentaremos en los Teoremas 3.45 y 3.46. Es un manera muy simple, pero eficiente, de agrandar
un LMP dado de modo que la estructura original quede “aislada” y preserve sus propiedades
en el agrandamiento. Méas precisamente, queremos que se incruste en el nuevo LMP y ademaés

que no se modifiquen sus cadenas de Zhou.

Supongamos que T es LMP con lenguaje L. Sea e ¢ T un nuevo estadoy L' = LU{V,t}

una expansién del lenguaje con dos nuevas etiquetas. En el espacio medible (7%, ¥*) := (T @
{e}, ¥ @ {{e},0}) definimos la estructura T* con nicleos {7 | a € L} U {7y, 74} dados por
7o (1, Q) i=x1(r) - 7a(r,@NT),
Tv(r, Q) := x1(r) - 6.(Q), (3.3)
7 (1, Q) := Xy (1) - 0e(Q)-
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Es claro que T* es LMP. El niicleo 7y permite transitar a e desde cualquier estado ¢t € T
con probabilidad 1 y el nicleo 74 da un tnico lazo alrededor de e. Notamos que si Q) € ¥* y
g€ QnNJ0,1), entonces

(V)5qQ ={reT* | xo(r) - 6.(Q) > q} ={t € T'| 6(Q) > q} € {T’ 0},
(1>qQ ={r €T | xyey(r) - 6e(Q) > ¢} = {e | e € Q} € {{e}, 0}, (3-4)
(0)5qQ ={reT" [7(r,Q) > q} ={t € T | 7(t,QNT) > q}.

El uso de un nuevo estado y dos nicleos (en lugar de un tinico nicleo como en el Ejemplo 2.37)
es una forma de asegurar que R’ como operador sobre conjuntos no cambia, modulo e, para T
y T*. Esto se evidencia en el siguiente resultado.

Lema 3.42. Para todo o valen las igualdades ¥, = X, ® {{e},0} y R}, = R, U{(e,e)}.

Demostracion. Verificamos que se dan las hipdtesis para aplicar la Proposicién 3.31(2). La
inclusién ¢« : T — T} es zigzag por la definicién de 7; para a € L. Para verficar que se cumple
la segunda hipétesis, probamos que X = ¥ @ {{e},0}. Veamos primero que ¥y @ {{e}, 0} es
estable: basta ver que contiene a los conjuntos (I)~,Q para toda etiqueta l € L', ¢ € QN [0,1)
y Q € XoU{{e},0}. Pero esto se sigue de las ecuaciones (3.4) y de la estabilidad de Xy. Luego,
X5 C Yo @ {{e},0}. Para la inclusién reciproca, observamos primero que {e} = [(1)>0T] € X§.
Entonces resta ver que Xy C X, lo cual es consecuencia del predicado Vo € L [¢]1 = [¢]p. NT.
Pero esto es directo del Lema 2.30 aplicado a ¢ : T — T7.

Para la tercera hipétesis, probamos que si F C ¥*, entonces RY (F)IT = RL,(F)|T. Nue-
vamente por las ecuaciones (3.4) y Lema 3.27(2) vemos que

TxTDRL(F)IT =R

(FNIT
Op(F)IT)
{({H=@)NT [l L', Qe F})
{{a)>@)NT |a€ L, QeF})
OL(F)IT)
OL(FNIT =RE(F)IT.

(
(
(
(
(
(

I
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Finalmente, T' = (V) T™ = [(V)>0T] € £§. Luego, por la Proposicién mencionada con-
cluimos que para todo «a, Li[T = ¥, C ¥¥ y R: = Ry U R} [{e}. Como toda R}, es de
equivalencia, R} [{e} = {(e,e)}. Resta ver que X} [{e} = {{e},0}. Pero la contencién no trivial
(D) es inmediata de las igualdades {e} = [(1)s0T] € X5 C Xk vy 0 =T N{e} € I {e}. O

La consecuencia inmediata y que usaremos en lo que sigue es:

Corolario 3.43. El ordinal de Zhou es invariante por el mapa T — T*, es decir 3(T*) = 3(T).

Las demostraciones de los principales resultados de esta seccién se basan en un analisis més
profundo del LMP U del Ejemplo 2.4, el cual fue el primer ejemplo de un proceso con ordinal de
Zhou positivo. Mas atin, 3(U) = 1 como se destaca en el Ejemplo 3.2. Una idea clave detras de
la definicién de U es que el no medible V' es esencialmente el tinico conjunto que distingue mg de
m; y en consecuencia s de ¢t. Tal conjunto V se torna “disponible” cuando todos los intervalos
racionales se pueden usar para separar puntos en I = (0, 1). Bajo este punto de vista, podemos
controlar la aparicién de V' usando B,, = (0, ¢,) para que se vuelvan “disponibles como tests”
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de forma simultanea o en paralelo, y esta es la razén por la cual la bisimilitud de estados se
alcanza en un paso en U. Usaremos el mismo patrén en el Teorema 3.45. Por otro lado, usaremos
el enfoque en serie para descubrir la familia {B,} en la prueba del Teorema 3.46.

Probaremos nuestro primer resultado importante sobre 3(S), a saber, que es un ordinal
limite. Para ello, daremos primero la construccién de un LMP que jugard un papel central en
la prueba de tal resultado.

Comenzamos con cualquier T tal que 3(T) = o+ 1. Consideramos el LMP T* construido via
las Ecuaciones (3.3), que por comodidad denotaremos con S = (S, %, {7, | m € w} U {7y, 7}).
Por Corolario 3.43, 3(S) = a + 1. Sean z,y € S\ {e} tales que z R, y pero z Rq77 y. Entonces
deben existir Ag € Y41\ Lo y 1 € w para los cuales 7,(z, Ag) # 7n(y, Ap). Definimos un nuevo
proceso: sea

S'=(Sele{st}, T&Br&P({st}), {T}mew U{re. 7,75},

donde
Tm(r,QNS), sires,
Tn(2,QNS), sirel,r<qgnm,
(Y, @NS), sirel,r>qnm,
0, sire {s,t},
5(r, Q) = xs(r) - m(r,QNS) para e {V,1i},
Too (1, Q) = X3 (1) - mo(Q N I) + x4y (r) - 1 (Q N I).

Llamaremos Y/ a la o-dlgebra de S’ y todo lo referido a este LMP llevara tilde (por ejemplo
!, R, ~L). Este nuevo proceso actuard como una amalgama de S y U con x reemplazado por
S': cada estado en I se comporta ya sea como z o y segun la etiqueta m € w, y luego el proceso
continda dentro de S. Las etiquetas V y 1 permiten separar el LMP S del resto de modo que
su comportamiento permanece independiente del LMP global. De no ser asi, la bisimilitud de
eventos podria identificar estados de S e I U{s,t} y limitar los conjuntos en X/ ['S. Observamos
que S’ tendra infinitos ntcleos distintos, aunque S podria tener finitos. Notamos también que
para r € I, hay inicamente tres valores posibles de 7/(r, Q): 7,(z,Q@NS), To(y, @ N S) o 0; muy
similar a U donde los valores posibles de 7,(r, @) también estaban restringidos sélo a 0 o 1.

Lema 3.44. §' es un LMP. Ademds, V3 315 = X5 C ¥y y Ry = Rg U Ry[T U {s,t}.

Demostracion. Para mostrar que S’ es un LMP, s6lo debemos verificar que 7., es un nicleo de
Markov para cada a € w U {o0, V,1}. Si @ € ¥/, la medibilidad de 7/,(-, Q) se sigue del hecho
que 7p(-, Q@ N S) es medible para todo m € w y de la medibilidad de los conjuntos (0, ¢,) y
{s,t}. La medibilidad de 7/5(-,Q) para O € {V,{,00} sélo depende de la medibilidad de las
funciones caracteristicas involucradas. Finalmente, para r € S’ fijo, todos los mapas 7, (r,-) son
claramente medidas de subprobabilidad.

Para la segunda parte consideramos el LMP obtenido al anadir a S el niicleo cero con etiqueta
oo. Esta operacién no modifica R, ni %,. Ademas, es directo que para todo r € S y etiqueta a
vale 7,(1(r), Q) = 74(r, @ N S); en consecuencia la inclusién ¢ : S — §' resulta zigzag. Notamos
también que S € X ya que [(f)5o Ty U[(V)soTlg = S- Asi, podemos aplicar el Corolario 3.32
a Sy al espacio medible (I @ {s,t}, By @ P({s,t})) para obtener el resultado. O

Ahora ya estamos listos para probar el resultado previamente anunciado.
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Teorema 3.45. 3(S) es ordinal limite.

Demostracion. Primero observamos que 3(S) > 0 como se muestra en [ST11]. Supongamos por
el absurdo que 3(S) = a+ 1 para algiin « > 0. Como es el supremo de una familia de ordinales,
en este caso debe ser un maximo, entonces existe un LMP separable T tal que 3(T) = o + 1.
Consideramos el LMP S’ que construimos previamente. Mostraremos que 3(S') = a4 2. lo cual

sera consecuencia de las siguientes afirmaciones:

L Sif<a,X;=%g®{l,0}®{{s,t},0} y Ry =RgU (I x I)U({s,t} x {s,t}).
2. X = Bar1 ®{L0}® {{s,t},0} y R, | = ~SUidr U ({s,t} x {s,t}).
3. Yo =Sar2 @By ® {{s,1},0} y Rl y = ~5 Uidjugs sy =4

Probemos el primer item por induccién en (3. Para el caso 0 verificamos que Yo @ {I,0} ®
{{s,t},0} es estable: basta ver que contiene a los conjuntos (a)s,Q = {r € S" | 7.(r,Q) > ¢}
para toda etiqueta a, ¢ € QN [0,1) y Q € Yo U {I,{s,t},I U {s,t},0}. Para las etiquetas
V y t es sencillo pues para cualquier conjunto @ vale (1)>,Q € {{e},0} C o y (V)>,Q €
{S\{e},0} C %y. Para la etiqueta oo, los tnicos casos donde (00)s4@ es no vacio son (00)sql =
(00)sq(I U {s,t}) = {s,t}. Para m € w, (m)~,Q es vacio si Q € {I,{s,t},1U{s,t}} y es no
vacio si @ € Yo, en cuyo caso es el conjunto {s € S| 7,(s,Q) > ¢} U{I | (2, Q) = Tn(y, Q) >
q} € Yo @ {I,0}. De esto concluimos que X C ¥o & {I,0} & {{s,¢},0}. Como X7 C X,
solo resta ver que I,{s,t} € Xj. Pero esto se sigue de las igualdades [(c0).,T] = {s,t} e
I =5\ (SU{s,t}) (recordamos que S € ¥). En el caso de Ry, con lo anterior es directo que

0 =R(X() = RoU(I xI)U({s,t} x{s,t}). Notar que de esta igualdad deducimos que ninguna
R’B relaciona estados en sumandos distintos.

Supongamos que valen las igualdades para 3 < a. Ya tenemos que X511 C X, e [, {s,t} €
Yo € ¥4, por lo tanto Xg1 @ {1,0} @ {{s,1},0} C X}, . Sea @ € ¥y, , = X'(Rj}), entonces
Q=(QnNSHu(@NI)u(QnN{s,t}) y sabemos que QN S € ¥g11. Como Q es Rjy-cerrado e
I'xIC Rjentonces QNI # 0= QnNI=1I. De forma andloga, como (s,t) € Rj, QN {s,t} #
0= Qn{s,t}={st} Luego, QN (I U{s,t}) € {I,{s,t},TU{s,t},0}.

Con esto probado, calculamos ahora Rj, | = RT(E’B +1)- Ya sabemos que R% o = Rgp U
R’ﬁle [TU{s,t}, por ende basta determinar la restriccién. Si Q) € EIBH entonces QNS € Ygi1,y
dado que (z,y) € RT(Z541) (B+1 < a) vale laigualdad 7,(z, QNS) = 7, (y, QN.S). Se sigue que,
sir,”’ el,VmewrT (r,Q) =1 (",Q). Ademas 7.(r,Q) = 7.(r',Q) = 0 para a € {V,},00}.
Luego, I x I C Rjs, ;. Vemos ahora que (s,t) € R ;. Por un lado Va € w U{V, 1} 7,(s,Q) =
7.(t,Q) = 0y por el otro, como QNI € {I,0}, tenemos que 75 (s, Q) = 75,(¢,Q) € {0,1}.

Probamos ahora el segundo ftem. Para la igualdad sobre ¥ ; simplemente notamos que
la primera parte del paso inductivo del item 1 sirve mutatis mutandis para el caso § = «. En
cuanto a R}, | = RT(ZQ +1), vemos que ahora Ay € X1 € X, y recordamos que habfamos
elegido z,y tales que 7,(z, Ag) # Tn(y, Ap). En consecuencia podemos distinguir los puntos
en I de modo que R]_[I = id;. Como los nicleos no nulos asociados a s y ¢ sélo siguen

dependiendo de Q € X}, | [( U {s,t}) = {I,{s,t},I U {s,t},0}, tenemos que (s,t) € R;, ;. Por
S

dltimo, sabemos por hipétesis sobre S que Ry41 = ~3.

Finalmente, para el tercer item, deducimos rapidamente del item 2 que cualquier con-
junto @ € X' no vacio y R, -cerrado que contiene a s o t cumple Q N {s,t} = {s,t}.
Del mismo modo, como R, [l = id, cualquier @ € By es R -cerrado. En consecuen-

cia By C X/ ,, vy en particular V € ¥/ ,. Por lo tanto (s,t) ¢ RY(Z/,,,) = R.,, ya que
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75o(5, V) = mo(V) # my(V) = 75,(t, V). Con esto probamos que Rl , = ~3 Uids,s. Nota-
mos que R/, , es bisimulacién de estados en S’ y es la mas grande, por lo tanto es la bisimilitud
de estados. Esto prueba que 3(S') = a + 2. O

De la prueba de este Teorema podemos concluir que a partir de cualquier proceso separable
con ordinal de Zhou a + 1 se puede construir otro proceso separable con ordinal a 4+ 2. Sin
embargo, esta construccién no permite construir un proceso con ordinal de Zhou positivo a
partir de uno con ordinal de Zhou nulo (i.e., uno que goza de la propiedad de Hennessy-Milner).

En el préximo teorema, la cofinalidad cf(\) de un ordinal limite A es el menor tipo de orden
(equivalentemente, el menor cardinal) de un subconjunto no acotado de .

Teorema 3.46. cf(3(S)) > w.

Demostracion. Usamos reduccion al absurdo, para ello supongamos que para cada m € w
tenemos un LMP separable S,,, = (8™, X", {7} }new) con conjunto de etiquetas {(m,n) | n € w}
tal que G, = 3(Sy,) y ademads se satisface sup,,,c,, ¢m = 3(S). Supondremos que estos LMP han
pasado por la construccién dada en (3.3) de modo que cada uno tiene dos etiquetas distinguidas
(que por comodidad seguiremos denotando con (m, V) y (m,1)) que permitiran diferenciarlos
entre si con férmulas de la légica. Podemos asumir también que (o > 0y que {(n}mew €8
una sucesion estrictamente creciente; por conveniencia definimos (_; := 0. De esta manera,
Cm—1 < G para todo m > 0 y por lo tanto podemos elegir x,, ym € S™ tales que x,, RZ | ym
pero Ty, B y,,. Entonces, hay un conjunto A, € EZ}H \ 22’;71 tal que para algin ¢ € w vale
T (@my Am) # 7" (Ym, Am). Mediante un reordenamiento de las etiquetas de los nticleos de
Markov de cada LMP si hiciera falta, podemos asumir que i € w es exactamente m.

Definamos un nuevo LMP con conjunto de etiquetas L := {(m,n) | m,n € w} U{oo}:

Si= ((Bmew 5™) @10 5,1}, (Bpmew ¥™) © By @ P({s,t}), {7 bmmew U{Toc}).
donde los ntcleos estan dados por
T (r, QN S™), sireS™
T T, @NS™), sir € (0,qm) y m=n,
T (Ym, @ N S™), sir € [gm,1) y m=n,
0, caso contrario,

Too (1, Q) 1= X3 (1) - mo(Q N T) + X4y (r) - M1 (Q N ).

Q) =

En este caso el LMP S es la amalgama entre la suma de todos los ™ y U (el rol de x
lo juega la suma de los S™). Los conjuntos (0,¢,) = B, se tornaran disponibles de manera
sucesiva; usamos asi un enfoque en serie para revelar el conjunto no medible V. De esta manera
podemos superar el limite de los ordinales de Zhou de los LMP S™.

Denotaremos con (S, ) al espacio medible de S. Es sencillo ver que la definicién anterior
efectivamente da un LMP y la separabilidad del espacio base se deduce de la separabilidad de
cada uno de los contables sumandos que lo componen. Necesitaremos los siguientes calculos:

(myn)>qQ ={r € S|7"(rQ) >qt ={s€S™[7,'(s5,QNS") > q}
= (m)Z,(QNS™) (sin#m).
((mym))>Q ={r € S| 7y (r,Q) >q} ={s € 5™ | 1;(5,QNS™) > q} (3.5)
UL(0, gm) | 7 (@, @ NV S™) > q} U{lgm, 1) | 7 (ym, @ N S™) > g}
(00)>qQ ={s € 5[ Toc(5,Q) > q} = {s | mo(QNT) > g}t U{t [ mi(QNI)>q}
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Notamos ademads que para cada m € w, si agregamos a S™ nicleos nulos TOO,T;L' para j # m,
la inclusién ¢y, : S™ — S es zigzag. Ademds S™ € 3 gracias a las etiquetas distinguidas ya
que S™ = [{((m,1))s0 TJU[{(m, V))>oT] (observar que (m, V) y (m, T) no pueden corresponder
a la etiqueta (m,m) en ningin S™). Por Corolario 3.32, para cada m € w y 7 tenemos que
Yy =S o, [(SNS™) y Ry = RPPU R, [(S\S™). De esto deducimos que 3, = (Bncw E%”) o
Yyl(I U {s,t}) para todo n (la contencién (2) en esta igualdad se deduce rdpidamente del
hecho de que tenemos una cantidad numerable de sumandos) y también R, = (Um@ R;”) U
R, [(IU{s,t}). Ademas {s,t} = [(c0)>0T], por lo tanto I, {s,t} € ¥y C X,. Entonces podemos
reescribir X, | (IU{S th) =S He3,{st}={Acy, |ACI}o{Acy, | AC {st}}y
R, (I U{s, t}) W TUR,| {s t}. En conclusién

Sy = e E1F @ Sy 11 @ 2, {5, 1} (3.6)

Mostraremos que 3(S) = 3(S)+1, lo cual nos darfa una contradiccién. Esto sera consecuencia
del siguiente refinamiento de la Ecuacién (3.6): si ©, es la o-algebra en I generada por los
intervalos {(0, gn) | {n < 1}, entonces para todo n < 3(S) vale la igualdad

Yy = @imew X' © Op & {{s,1},0}. (3.7)

La probamos por induccién en 7. Para el caso 0 tenemos que ©9 = {0),I} y usando (3.6)
es suficiente verificar que @,,c, X" @ {I,0} ® {{s,t},0} es estable. Basta ver que contiene
a los conjuntos (a)>,Q = {r € S | 7,(r,Q) > ¢} para toda etiqueta a, ¢ € QN [0,1) y
Q € Upew 20'U{I, {s,t}}. Pero esto se sigue de las Ecuaciones (3.5) si observamos que (n)Z, (QN
S™) € OMSE C S (0, 4m) | T (@ @0 S™) > g} U{[gms 1) | 7 (s @1 S™) > g} € {1,0)
ya que Vm € w (T, Ym) € RT(X7Y) = REY; y por tltimo, {s | mg(QNI) > qtU{t | m(QNI) >
qt € {{s,1},0} si Q € {1, 0}.

Supongamos ahora que tenemos la igualdad para n < 3(S). Basta verificar que {4 € ¥, 11 |
ACI} =0, y{AeX, 1| AC{st}}={{s t},0}. Notamos que los niicleos en S solamente
dependen de una, y sélo una, de las restricciones de ¥ a S™ e I; usamos esto junto con la HI
para obtener

R, =RT(%,) = RY (B, e 0y) =RY (B, EZI) NRL(O,).

Notamos que, como RT(0,) = (S\ {s,t} x S\ {s,t}) U{(s,t), (¢, s)}, entonces R, es la unién
disjunta Ry = (Uppe,, Ry') U (RT (B, nee Sp)ITU{(s,t), (t,s)}. Luego, A C I es Ry-cerrado si
y sélo si es RT(®mew Enm)—cerrado. Observamos ademés que de la eleccion de i, Y podemos
concluir (R(O D, e, Zn')) I = R(a({(0, ¢n) | (o < n}))[1. De esto deducimos
{Ae¥, 1 |ACI} ={Ac X | ACINes Rycerrado}
={AeBy|Aes RT(B,,c., ¥y)-cerrado}

= J({(O7Qn) ’ Cn < 77}) = @17+1.

Por otro lado, como (s,t) € R, entonces {A € ¥,11 | A C {s,t}} = {{s,t},0}.

Para el caso limite, asumamos que X, [I = ©, para todo n < A < 3(S). Calculamos

YAl = U(Un<>\ En) = U(Un<)\(z77 fI)) = U(Un<>\ @77) = 0O,

Para la contencién no trivial en la dltima igualdad observamos que si (;,, < A, entonces existe n
con ¢, < n < A. De forma andloga, X)[{s,t} = {{s,t},0}. Esto concluye el paso inductivo y la
prueba de la igualdad (3.7).
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En particular, tenemos que Y3y = @D,,c. Yl @ B(I) ® {{s,t},0} y en consecuencia
Rys) = RT(Z3(8)) = Umew ~" Uid; U ({s,t} x {s,t}). Aplicando el operador ¥ una vez
mas obtenemos ¥3(s)41 = Ppew Y3 @By @ {{s,t},0} y dado que ahora (s,t) ¢ RT(By)

concluimos R3(5)+1 =U ~T U idIU{s,t} = . O

mew

Corolario 3.47. 3(S) > w;.

Observacion 3.48. El uso de la construccion T* en los Teoremas 3.45 y 3.46 sirvié para aislar los
LMP originales sin modificar sus cadenas ni su ordinal de Zhou. Las pruebas también pueden
lograrse sin modificar los LMP dados definiendo nuevos ntcleos. En el caso del Teorema 3.45
podemos definir 7/(r, Q) := §,(Q N (I U {s,t})), esto agrega lazos bajo una nueva etiqueta sélo
en el espacio medible anexado y por lo tanto lo separa en la bisimilitud de eventos. Para el
Teorema 3.46, podriamos definir 7(r,Q) = >, . xs=(r) - m(Q N (0, ¢m)). Esto nos permite
distinguir cada conjunto S™ en la bisimilitud de eventos. Sin embargo, en el primer teorema
la inclusién resulta zigzag mientras que en el segundo no. En ese caso deberiamos recurrir a
la Proposicién 3.31 en lugar de su Corolario 3.32. Elegimos presentar las pruebas de la forma
dada para aunar resultados y mostrar un método uniforme de formar una suma directa y que
se preserven propiedades de cada sumando.

3.3. Una familia de ejemplos

En esta seccién construimos, para cada ordinal 8 < wy, un LMP S(3) tal que para [ limite,
3(S(B)) = p. Para ello, consideramos el conjunto I x 8 = (0,1) x  junto con la o-dlgebra
producto ¥ := By ® P(f) donde V' denota un conjunto no medible Lebesgue.

Sea {C}n>2 la familia de intervalos racionales abiertos incluidos en I y fijamos Cp := V
y C1 = V¢ tenemos que {C)}ncw genera By. Ahora definimos una jerarquia de conjuntos
EX(I ) completamente andloga a la jerarquia Borel. Y (1) es la familia de uniones (contables)
de conjuntos en {C),}new. Los miembros de Hg([ ) son los complementos de los conjuntos en
EX(I) y Eg(I) = {Upew 4An | Ay € Hé/n(f),gn < ¢}, para £ > 1. Notamos que >V (I) incluye
a todos los subconjuntos abiertos de I y sus uniones con V.

Dado @ C I x (3, llamaremos seccioness de @ a los conjuntos Qq := {r | (r,«a) € Q} para
a < [ (para evitar confusiones usaremos unicamente letras griegas como subindices para las
secciones). A veces diremos que @, es la “a-seccién” para explicitar el ordinal. Los conjuntos
I x {a} seran las fibras. Para @ en By ® P(f), cada seccién @), esta en EE/(I) para algin
¢. Diremos que la complejidad de @ en « es comp(Q,«) := ml’n{f | Qo € 22/([)}, y la
complejidad (total) de @ es comp(Q) := sup,.comp(Q,a). Los conjuntos en By & P(S3)
pueden ser caracterizados en términos de esta medida de complejidad.

Lema 3.49. Q € By ® P(p) si y sdlo si comp(Q) < wy

Demostracion. (=) Verifiquemos que A = {A C I x 8 | comp(A) < w;} es una o-algebra.
Sea A € A. Dado que comp(A€¢, o) < comp(A,a) + 1, entonces A° € A. Ahora supongamos
que {4, }new € A. Luego, a,, = comp(A,) < w; para todo n € w. De esto concluimos que
comp (U, e, An) < sup,eu(an + 1) < wi, y por lo tanto A es o-dlgebra. Ya que A incluye a
todos los rectangulos medibles, tenemos que By @ P(5) C A.

(<) Mostremos por induccién en £ que comp(Q) = £ < w; = @Q € By @ P(f). Si
comp(Q) = 1, entonces para todo a < 3, Qo = U{Ch | C, € Qu} y en consecuencia @ =
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Unew(Cn x {a | Cp € Qn}) € By ® P(B). Supongamos que el resultado vale para todo 7
con 7 < £ < w; y mas aun supongamos comp(Q) = . Entonces Va < f, Qo € Eg([).
Luego, Qo = U, <, A% para algin A € l_[é/n(a) (I) C Egn(a)—i-l(l) y &n(a) < € no decreciente.
Sea {0p}new tal que 6, + 1 es una sucesién no decreciente con limite . Si definimos AS =
Um<n{A% | A% € EXL(I)}, tenemos que Vo AY € Egn(l) ¥ Qa = Uncw A2. Por la HI, para
cada n € w, By ® P(B) contiene los conjuntos Cy, = (J,5(A; x {a}) cuya a-seccién es Af, de

complejidad 6,, < £. Concluimos que Q =, ., Cn € By @ P(5). O

new

Definiremos ahora una familia contable de nicleos de Markov. Como antes, fijamos una
enumeracion {gn}new de los nimeros racionales en I. Definimos a,(0) := 0 (n € w); y para
cada ordinal sucesor 1 + 1, sea ay,(n+ 1) :==n (n € w). Para A limite elegimos {a;,, () }ne,, una
sucesién estrictamente creciente cofinal en A — {0} de tipo de orden w.

Recordemos que el Teorema 1.4 nos da dos extensiones mg y m; de la medida de Lebesgue
m tales que mo(V') # my (V). Para cada n € w definimos 7, : (I x ) x (By ® P(8)) — [0,1]
como sigue:
x-mp(4p), n=0,
™ ((z,n), A) = mo(Aa, ), 1>0, 7€ (0,qn), (3.8)
my (Aq,,( )

( m)s N>0,7 € [gn, 1).

Aqui Ay, () es la a,(n)-seccién de A definida antes del Lema 3.49. Como en las construc-
ciones anteriores, la definicién de los nicleos estd motivada por el proceso U. Los dos “compor-
tamientos” que describimos, en paralelo y en serie, son imitados (en virtud de la definicién de
an(n)) en los ordinales 1 sucesores y limite, respectivamente.

Lema 3.50. Para cada n € w, 7, es un niucleo de Markov.

Demostracion. Es claro que para (x,n) fijo, el mapa 7,((x,n),) : By @ P(8) — [0, 1] es medida
de subprobabilidad. Sea A € By ® P(f); queremos mostrar que 7,(-, A) es medible. Para ello,
fijamos ¢ € Q N [0,1] y consideramos el conjunto {(z,a) € I x B | m,((z, ), A) < q}. Por
inspeccion de la definicion de 7, en cada fibra, obtenemos que este conjuntos es la unién de los

siguientes:
{(2,0) | z-mo(Ao) < g}, | J{(0,an) x {n+1} | mo(4y) < g},
n<p
U Alans D) > {n+ 13 [ ma(Ay) < aty [J{00,00) x {2} [ mo(Aa,(r) < ab,
n<pB A<B
U {lgn, 1) x {A} [ m1(Aq, () < g}

A<B
Observamos que cada seccién de esta union es abierta o cerrada. Luego, es medible en el espacio

producto gracias al Lema 3.49. O

Asi, reunimos esta construccién en el siguiente LMP

Definicién 3.51. Para cada 8 < wy, escribimos S(8) := (I x B, By @ P(B), {Tn}new), con los
nucleos 7, definidos en (3.8).

Lema 3.52. La bisimilitud de estados ~s en S(B) es la identidad.
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Demostracion. Mostraremos pro induccién que para todo 1 < n < 3, ~¢ [(I xn) es la identidad.
Para el caso 1 = 1, observamos que si (x,0) # (2/,0), entonces para cualquier n € w vale que

Tn((2,0),I x B) =2 # 2 = 1,((2,0), I x B).

Supongamos ahora que el resultado vale para n y que n +1 < . Por la hipétesis inductiva
~s [(I x n) es la identidad. Es suficiente considerar estados (x,a) # (2/,n) para algin o <
7. Analizamos primero el caso a < 7. La HI garantiza que todo (r,7) estd unicamente ~s-
relacionado a si mismo cuando v < 7; dado que ay,(n) < 7, se sigue que el conjunto medible
A(n) == (I x{an(n)HUI x{&|n <& < B}) es un elemento de X(~s) para todon € w. Sin =1
entonces a = 0, y en tal caso 7,((z,7n), A(n)) = m((x,n),I x ) =1 > 2’ = 7,((«/,0), A(n))
vale para cualquier n € w. Para n > 1, existe n € w tal que oy, () # an(®) y tenemos

Ta((2,0), A(n)) = mi(A(n)a, () = mi(I) = 1 # 0 = 7((2", @), A(n)).

Supongamos ahora que n = a y x # z'; sin pérdida de generalidad podemos elegir n € w tal
que z < g, < 2’. De nuevo, ya que ay,(n) = a,(a) < n, la hipétesis inductiva garantiza que el
conjunto A := (V x {an(n)}) U (I x {&|n <& < B}) estd en X(~s). Pero entonces

Tn(({L‘, 77)714) = mO(Aocn(n)) = mO(V) 7é ml(v) = ml(Aan(oc)) = Tn((xla a)a A)

Esto muestra que la afirmacién también es cierta para 1+ 1. Finalmente, supongamos que X es
ordinal limite. Como ~s [(I X A) =, . ~s [(I X 1), el resultado se sigue directo de la HI. [J

Calcularemos ahora un cota para la bisimilitud de eventos ~e = R(c([£])). Definimos
AN={ACIxpB|AyeB(I)AVa>0(A, € {0,1})}. (3.9)

Vemos que A depende de 8. Cuando hablemos de alguna propiedad de A que necesite explicitar
tal dependencia escribiremos A(f3). Por la caracterizacién 3.49 A C By ® P(5).

Lema 3.53. o([£]) C A.

Demostracion. Es claro que A es una o-algebra, verifiquemos que es estable. Sea A € Ay
g € QN 1I. Por el mismo razonamiento que en la prueba del Lema 3.50, {(z,a) € I x |
Tn((z, ), A) < q} € A ya que es Borel en la 0-fibra y, dado que mg(4,) = m;(A4,) para todo
n > 0, las secciones restantes son () o I. De esto se sigue que A es estable. Dado que o([L]) es
la menor o-algebra estable por Teorema 2.32, entonces o([L]) C A. O

Esta cota es bastante cercana a o([L£]), como indica el siguiente resultado.

Lema 3.54. Para todo o < 3, I x {a} € o([L]). Ademds, para cualquier B € B(I), B x {0} €
o([£])-

Demostracion. Probamos la primera afirmacion por induccién: para el caso o = 0 observamos
que para cualquier n € w {(z,n) | 7, ((z,n),I x 8) < q} = (0,q) x {0}, y este conjunto estd en
o([£]) ya que esta o-dlgebra es estable. Si elegimos ¢ = 1 obtenemos el caso base.

Supongamos ahora que para n < (3 dado, I x {a} € o([£]) para todo a < 7. Fijamos
n € w, y puesto que an(n) < n, el siguiente conjunto estd en o([L]): {(z,&) | T ((x, &), I x

fan(m}) < ¢t = Uaep{l x {a} | an(e) # an(n)} = I x ({n} U{a < B | an(a) = an(n)}).

Si tomamos complemento en el lado derecho obtenemos A(n) :=1 x ({n} U{a < B | an(a) =
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an(n)}) € o([£]). Pero I x {n} =,,c, A(n) € o([£]) ya que para a # 7 existe n € w tal que
an(a) # an(n). Esto completa el paso inductivo.

Para la segunda afirmacién, notamos que para ¢ € QN (0,1) la seméntica de [(n)sqT]
es el conjunto {s € I x B | 7,(s,[T]) > ¢} = {(z,0) € I | z > q} UUpsoi(z, ) € T x
{a} | 1 > ¢} = ((¢,1) x {0}) U (I x B\ {0}). Usando las operaciones de o-algebra vemos
que todos los conjuntos (go,q1) X {0} para qp,q1 € QN (0,1) estdn en o([L]) y por lo tanto
VB € B(I) B x {0} € o([L£]). O

Observar que de este lema deducimos inmediatamente que o([£]) contiene a todos los con-
juntos A C I x [ tales que Ay es Borel, X = {a < | A, = I} es contable o cocontable y
Va ¢ X A, = 0. Sin embargo, esta familia no es estable.

Dado que o([L£]) es siempre contablemente generada, nos preguntamos si A también lo es

como condicién para intentar probar que efectivamente coinciden.

Lema 3.55. A = A(B) es contablemente generada si y solo si P(f) es contablemente generada

Demostracion. (=) Supongamos que A es contablemente generada por la familia {G,, }ne,. Sea
h:AN— P(BN{0}), h(A) ={a|0< a< BANA, =TI} Esclaro que h es sobreyectiva. Definimos
A={AecA|h(A) € c({h(Gn)}new)}. Verificamos que A es o-algebra:

» A es no vacia pues () € A ya que h(0) = 0.

s SiAe A h(A)={a>0]|(AYa=1}={a>0] A, =0}={a>0]| A, = I}°\{0} =
h(A)¢ € o({h(Gy)}new)- Luego, A° € A.

= Si {An}new C A h(Upew An) = {a > 0| (Upew4n), =1} ={a>0]3In € w(4p)a =
It = Upeuta > 0| (An)a = I} = U, e, M(An) € c({h(Gn) trnew)- Luego, U, ¢, An € A.

Dado que {Gp}new C A, podemos concluir que A = A. Si X € P(8\ {0}), entonces X = h(A)
para cierto A € Ay por lo tanto X € o({h(Gy)}new). Luego P(5 \ {0}) es contablemente
generada y por lo tanto P(/3) también lo es.

(<) Supongamos ahora que P(f) es generada por { X, }new. Sea F = {Up X {0} }new U{I X
Xntnew donde {Up }new es generador de B(I). Es claro que F C A y por lo tanto o(F) C A.
Reciprocamente, notamos que si A € A, entonces A = (B x {0}) U (I x X) para algin Borel B
y conjunto X C wi. Observamos ahora que

B x{0} € o({Un}new) x {0} € o({Un X {0} }new) € o(F),
Ix X elxo({Xndnew) C o({I X XpInew) C o(F).
Para probar las contenciones % se pueden considerar las familias C = {A C I | A x {0} €

o({Upn X {0}}new)} yC' ={X C B8 | I x X € c({I x Xy}new)}. Concluimos entonces que
A € o(F) y por lo tanto A = o(F). O

Corolario 3.56. Si 8 es contable entonces A(() es contablemente generada. Para el caso B =

w1, la afirmacion “A(w1) es contablemente generada” es independiente de ZFC'.

Corolario 3.57. Si (8 es contable, entonces o([L]) = A(B).

Demostracién. Como 3 es contable, la familia {{a}}o<p genera P(B). Si F es la familia gene-
radora de A como en la prueba del Lema 3.55, entonces por Lema 3.54 se tiene F C o([L]) v
por lo tanto A C o([£]). La inclusién reciproca estd dada por Lema 3.53. O
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El préximo lema da informacién sobre la o-algebra G¢(A). Dados 1 < 3 y una o-dlgebra A,
denotaremos con Al, a la restricciéon A[I x {n}, i.e. la o-dlgebra de n-secciones de elementos de

A.

Lema 3.58. Sin satisface B > n > &, entonces G*(A)],, C B(I). Ademds, G*(A)|¢c41 es trivial
cuando £ < (+1 < .

Demostracién. Por induccién en €. Si ¢ = 0, entonces G°(A) = A y por su misma definicién
vale A|,, € B(I). Supongamos ahora que el resultado vale para £ > 0 y elegimos n > £ + 1.
Sea A € GSTL(A) = G(GE(A)) = Z(RT(GE(N))), ie. A € By @ P(B) es RT(GE(A))-cerrado y
por lo tanto es cerrado para esta relacién en cada fibra. Queremos probar que A, es Borel.
Distinguimos dos casos: Si 7 es ( 4+ 1 para algtn ¢, entonces ¢ > £ y por la HI Qf(A)k consiste
de conjuntos Borel. Por lo tanto, para cualquier conjunto D € G¢(A), cualquier n € wy = € I,
Tn((z,n), D) = m(D,,—1). En consecuencia, si A, # () entonces debe suceder que A, = I porque
este conjunto es RT(GS(A))-cerrado. Més atin, podemos concluir la segunda afirmacién del
enunciado del lema.

Si 7 es ordinal limite no podemos argumentar como antes ya que para determinar la relacién

RT(G4(A)) necesitamos conocer las secciones D, () de los elementos en G&(A), y podria suceder

n (7
que a,(n) < £. Sin embargo, {n € w | a,(n) < 5(} es finito y para el resto de los naturales m,
Ty no distingue puntos en A, debido a que, por la HI, D, (, es Borel. Ahora, si a,(n) < &,
entonces 7, sélo puede distinguir puntos entre (0, ¢y,) ¥ [gn, 1); en consecuencia, GSt1(A)], es la
o-algebra generada por tales intervalos, la cual estd claramente incluida en la o-algebra Borel.

Esto termina el caso & + 1.

Para el caso & limite, la HI asegura que para todo v < £y n >, G7(A)], C B(I). Luego, si
n > & entonces 1 > v y esto lleva a G&(A)|, = U(L_J7<5 G'(N)]y = o(Uy<e 97 (N)]y) € B(I). O

Corolario 3.59. Si 8 > n+ 1 > £, entonces O%(~e)[I x {n + 1} es la relacion total. En
consecuencia 3(S(B)) > B si B es limite, y 3(S(¢ + 1)) > ¢ para todo .

Demostracion. Si combinamos la inclusién en Lema 3.53 con la monotonia de G, vemos que
Ye = G%(a([£])) € G5(A) y por Lema 3.58 X¢|, también consiste de conjuntos Borel si 1 > €.
En consecuencia, O%(~e) = Re O RT(X¢) restringida a I x {n+ 1} es la relacién total debido
a que las medidas m; no pueden distinguir puntos si los conjuntos permitidos son Borel.

Para la segunda afirmacién del Lema, en el caso 8 limite tomamos £ = 1+ 1 para cualquier
¢ < B. Para el segundo caso, si ¢ no es limite tomamos £ = = ( — 1 . Si ahora ( es limite,
supongamos por el absurdo que 3(S(¢ + 1)) < ¢ y elegimos cualquier 7 tal que 3(S(¢ + 1)) <
n < ¢, entonces ~g [I x {n+ 1} = O3CCHD) ()T x {n + 1} es la relacién total. Esto es una
contradiccién ya que ~js es la relacién identidad. O

El siguiente lema nos da un andlisis mas detallado de las relaciones R,,.

Lema 3.60. Para todo o < B, Ro[I x (v + 1) es la identidad y V x {a} estd en L(Ry,).

Demostracion. Para el caso o = 0, notamos que I x 5 € o([L]), luego, para cualquier ¢ € Q,
{(z,n) | T((z,n),I x B) < q} € o([£]). Dado que 7,((s,0),I x B) = s-mp(l) = s < 1, si
s < t, entonces para cualquier ¢ € Q entre s y ¢ tenemos que (s,0) € {(z,n) | T((x,n),I X ) <
q} & (t,0). Luego, ((s,0),(t,0)) ¢ ~e = R(c([L])). Esto muestra que Ry = ~e es la identidad
en I x {0}. Mas atn, si 7 > 0 y € I entonces para cualquier n, 7,((z,n),I x ) = 1y
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por consiguiente ((s,0), (z,n)) ¢ ~e. En consecuencia, el conjunto V' x {0} € By ® P(S) es
~e-cerrado. Notamos que, ya que ~. O R, para cualquier «, la oracién anterior muestra que la
R,-clase de un punto (s,0) es el singulete {(s,0)}.

Supongamos ahora que a + 1 < 8 y que el resultado vale para «. Gracias a la inclusién
Rao11 € Ry, la HI asegura que Rqo41[1 X (a+ 1) es la relacién identidad y el conjunto V' x {a}
estd en X(R,). Si s < t elegimos n € w tal que s < ¢, < ty por lo tanto 7,,((s,a+1),V x{a}) =
mo(V) #my (V) =7,((t,a+ 1),V x {a}). Mas ain, el mismo conjunto V' x {a} sirve como test
para distinguir puntos entre la (a+1)-seccién y las secciones anteriores: 7, ((s, a+1), V x {a}) >
0 = 7((t,n),V x {a}) para cualquier n < a + 1. Se sigue que Ro11 = RTS(Ru)[I x (o + 2)
es también la identidad. Para mostrar que V x {a + 1} € X(Rq41) es suficiente probar que
((s,a+1),(t,n)) ¢ Ra+1 si a+1 < n. Para ello volvemos a usar V x {a} provisto por la HI. Si
n es ordinal sucesor, para cualquier n vale que 7,((t,7), V x {a}) = 0, y si n es limite, elegimos
n € w tal que a,(n) # a y de nuevo obtenemos 7,((t,n),V x {a}) = 0.

Sélo resta verificar el caso limite. Supongamos que A < 3 es ordinal limite y que el resultado
vale para todo o < X. Dado que Ry = () Ra € Ra, RATI X (a+1) € Ry[I x (v + 1) debe
ser la identidad por HI. De esto concluimos que R[] X X es la relacién identidad. Si s < t, sea
qn € Q tal que s < g, < t. Por HL, V' x {an(A)} € (R, (1)) v en consecuencia la desigualdad
Tn((8,A), V X {an(N)}) # ma((t,A),V X {an(N)}) nos permite concluir que ((s,\), (t,\)) ¢
R, (041 2 R Ahora, si n # A, elegimos n tal que an(n) # an()\) y tenemos 7,((s,A), V' x
{an(N)}) > 0 = 1 ((t,m),V x {an(N)}). Como antes ((s,A), (t,n)) & Ra, (041 2 R Se sigue
que R)[I x (A4 1) es la identidad y V' x {A} estd en 3(R)). O

Con la informacién provista por el Lema previo y el Lema 3.58, obtenemos que:

= [(s;M]re = {(s,m)} sin <a.

w [(s,n+ D]r, 2 I x{n+1}sin+1> aporque V x {a} ¢ X, como consecuencia del
Lema 3.58.

» Si A es ordinal limite y 0 < aw < A, R,, induce en I x {\} la particién generada por aquellos
qn tales que a,(N) < a.

Corolario 3.61. 3(S(¢+ 1)) <. Si 8 es ordinal limite, entonces 3(S(8)) < B.

Demostracion. La primera afirmacion es inmediata de Lema 3.60 si tomamos o = (. Para la
segunda parte del enunciado, si 3 es ordinal limite Va < 8 R, D Rg, luego si Ry [I X (v +1) es
la relacién identidad, RglI x (a4 1) también lo es. En consecuencia Rg[I x 3 es la identidad

y 3(S(8)) < 8. 0

Teorema 3.62. Para un ordinal limite f < wy, 3(S(8)) = B; y si B < w1, entonces 3(S(f+1)) =
B.

De esto tenemos otra prueba del Corolario 3.47, ya que es muy sencillo verificar que para 3
contable, S(3) es separable.

Cerramos esta seccién con comentarios sobre la posible dependencia del valor de 3(S) bajo
diferentes hipétesis de la teoria de conjuntos (consistentes relativas con la teoria de Zermelo-
Fraenkel).

Asumiendo la Hipétesis del Continuo (CH) tenemos que 280 = ®; < 281 y en consecuencia
el espacio (I x wy, By ® P(w1)) no es separable. En efecto, hay 2% = |P(w;)| subconjuntos de
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w1 y cada uno de ellos define un conjunto medible distinto en la o-dlgebra producto, pero el
cardinal de una o-algebra contablemente generada es a lo sumo 280,

Por otro lado, si asumimos el Axioma de Martin (MA) y la negacién de CH, cualquier

subconjunto no numerable X C R de cardinal menor que 2%° es un Q-conjunto (ver e.g. Miller
[Mil07]), i.e. un conjunto tal que todos sus subconjuntos son Gy relativos. Si elegimos X tal
que | X| = Ny, la topologia relativa tiene una base numerable (la relativizacién de una tal base
para R) y genera P(X) como o-dlgebra ya que X es un @-conjunto. Luego, P(X) = P(w;) es
separable y en consecuencia (I X wy, By ® P(w1)), el espacio base de S(wy), también lo es. En
este contexto, la cota del Corolario 3.47 es efectivamente alcanzada.

3.4. Ordinal de Zhou de S/A

En esta seccién continuamos con el estudio del LMP sobre un conjunto cociente definido
en la Seccién 2.3. Dada A C X una sub-o-dlgebra estable de S, queremos calcular el ordinal
de Zhou 3(S/A). Primero debemos determinar la bisimilitud de eventos en S/A. Sabemos que
o([£]) es la menor o-algebra estable de S y por lo tanto o([£]) C A. El Lema 2.83 nos asegura
entonces que o([L])/R(A) es o-algebra.

Lema 3.63. Si ¢ € L entonces [¢]s,y = 7[[¢]]. En consecuencia, o([L]g,) = o([L])/R(A).

Demostracion. Por Lema 2.30 aplicada a la proyeccién 7 obtenemos que W_l[[[gpﬂg//\] = [¢]. Si
aplicamos 7 a esta igualdad, por suryectividad obtenemos [¢]g,\ = mlr Hlels all = ([l
Para la ultima afirmacién, usamos Corolario 2.31 o alternativamente Lema 2.84(1) para © =

12]. O

El corolario inmediato es que la bisimilitud de eventos en S/A es la relacién inducida
por o([L])/R(A). Si esta es nuestra o-dlgebra inicial (A/R(A))o, calcularemos las o-algebras
(A/R(A))q y relaciones RY/™ dadas por la Definicién 3.7 para el LMP S/A.

Lema 3.64. Si X, C A, entonces (A/R(A))o = X0/R(A).
Demostracion. Probamos el lema por induccién en «a: por Lema 3.63 tenemos (A/R(A)) =

o([£]s/n) = o([£])/R(A) = Zo/R(A). Supongamos ahora que la afirmacién vale para a y que
Ya+1 € A. Por hipétesis inductiva tenemos

(A/R(A))as1 = G((A/R(A))a) = G(Za/R(A)) = A/R(A)(RT (Sa/R(A))).
Ademaés,

RY(a/R(A)) = {(n(s),7(t)) | Ya € LYx[Q] € ¥a/R(A) Ta(n(s),7[Q]) = Ta(n(t), 7[Q))}
(w(s),7(t)) | Va € LYQ € S Ta(m(s), [Q]) = Ta(n(t), 7[Q))}

(m(s),m(1))

(m(s), (1))

|Va € LYQ € $q 7a(s,Q) = 7a(t, Q) }
| (s,) € RT(Za)}-

(
{ (
{(m(s), m(t
{(m(s), m(t

Por otro lado, S 11/R(A) = {7[Q] | Q € Lar1} = {7[Q] | Q € S(RT(Za))}-
Probamos ambas inclusiones de la igualdad Xq41/R(A) = (A/R(A))q1:
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(C) Sea Q € Y441. Entonces 7[Q] € A/R(A)(RT(Z4/R(A))) siy sélo si w[Q] € A/R(A) y es
RT(L4/R(A))-cerrado. La primera condicién es valida ya que ¥, 41 C A. Para la segunda:
sin(s) € m[Q]y (n(s),m(t)) € RT(Za/R(A)) entonces (s,t) € RT(Z0) = Ro = R(Zat1)-
Como s € ) € X1, entonces t € Q) y por lo tanto 7 (t) € 7[Q).

(2) Sea ahora 7[Q] € A/R(A) un conjunto RT (X, /R(A))-cerrado, queremos verificar que Q €
Yai1. Basta ver que Q es RT(X,)-cerrado. Sean s € Q y t € S tales que (s,t) € RT(Z4).
Entonces (7(s),7(t)) € RT(Xa/R(A)), luego 7 (t) € 7[Q] y por lo tanto t € Q.

Resta el caso limite: supongamos que para todo a < A, si 3, C A entonces (A/R(A))o =
Yao/R(A)). Si ¥y C A entonces para todo a < A £, C ¥y C A y podemos usar la hipétesis
inductiva: (A/R(A))x = 0 (Upcr(A/R(A))a) = 0 (Uger Ea/R(A)). Probamos que este tltimo
término es X /R(A).

(C) Dado que X, C X, para todo a < A, entonces X, /R(A) C Xy /R(A) para todo o« < Ay
por lo tanto o ({J, - Za/R(A)) € Tr/R(A).

(2) La hipétesis sobre ¥ implica que £, € {Q € A | 7[Q] € 0(Upcr Za/R(A))} y esta
dltima familia es sub-o-dlgebra de A. Luego Xy = 0(U,cr2a) € {Q € A | 7[Q] €
0 (Uner Za/R(A))}; es decir o(Uycy Ta/R(A)) 2 x/R(A). O

Destacamos el siguiente célculo en la prueba anterior.

Corolario 3.65. Si ¥, C A, entonces RN = {(m(s),m(t)) | (s,t) € Ry }.

De esto tenemos una cota 3(S/A). Recordamos que por la misma Definicién 3.39 de 3(S) y
por Teorema 3.34 vale que R3) = O3O) () = ~e, Va < 3(S) Ry 2 ~s y Yo > 3(S) Ry =
R3(S) = ~s.

Corolario 3.66. 3(S/A) < 3(S).

Demostracion. Si a > 3(S), entonces R, = R3s). Por Corolario 3.65, RE/A =7 X 7[Rs] =

7 X T[R3(s)] es constante y por lo tanto ya se alcanzé ST -

Nos podemos ocupar ahora del caso particular A = Xy = G*(o([£])) para un ordinal limite
A, ya que por Teorema 3.24 es o-algebra estable de S.

S/

Lema 3.67. Si A es limite, Ri/& =1idg/x, . En consecuencia ~s es la identidad.

Demostracion. Por el Corolario 3.65, Ri/z* = (7 x m)[R,]. Supongamos que existe (s,t) € Ry
tal que m(s) # 7(t). Entonces existe A € ¥y tal que s € A z't. Luego, por Proposicién 2.14(7),
deben existir a < Ay A € ¥, tales que s € A z't. Dado que ¥, C Y41, (8,1) € R(Za+1) =
R, D R). Pero esto contradice la eleccién de s, t; luego 7(s) = m(t) y tenemos el resultado. O

Una lectura préctica de este resultado es que 3(S/X,) serd el primer « tal que Ri/ X s 1a
identidad. Un corolario inmediato es que 3(S/3)) < A. Dado que Xy = Xy si A, N > 3(S),
tenemos que S/X\ =S/Xy y por lo tanto basta considerar ordinales limite A < 3(S).

Otra consecuencia del Lema 3.67 es que X, /R(X)) separa puntos ya que en el caso limite
vale RT = R por Proposicién 3.15.
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Lema 3.68. Va < ), Ri - ids/s, <= 7[Xat1] separa puntos <= R, = R).

Demostracion. idgs;, = 53 = R(ZA/R(Zr))a+1) <= (Ex/R(E)))a+1 = T[Eat1] separa

puntos en S/R(Xy). Para la segunda equivalencia:

7[Ea+1] separa puntos <= Vs, t € S (n(s) # w(t) = 3Q € Loq1 7(s) € w[Q] Z (1))
= Vs, t€e S(3AeX)\seAxt=3Q €Xat1s€Q )
= R(EN) € R(Zay1)”
< R(Za+1) CTR(EN)
= R(Zas1) = R(D)) <= Ra = Ry, O

Corolario 3.69. Si A es ordinal limite tal que A < 3(S), entonces 3(S/3)) = .

Demostracion. La hipotesis implica que Va < A R, # R). Por Lemas 3.68 y 3.67, RE/ZA =+
idg/s, = NE/EA y por lo tanto 3(S/3y) > A. Por lo observado luego del Lema 3.67 tenemos la
igualdad. O

Una pregunta natural es si el ordinal de Zhou es invariante por bisimilitud. El resultado
3.69 de esta seccién responde rdapidamente que no es invariante: si 3(S) > A, la proyeccién
m:S — S/Xy es zigzag (S y S/X) son A-bisimilares) pero sus ordinales de Zhou difieren. Otro
ejemplo de esto es (oh sorpresa) el LMP U: el mapa id : U — Up (ver Ejemplo 2.20) es zigzag
y 3(U) = 1 mientras que el ordinal de Zhou del codominio es 0.

Notamos que si el zigzag es la proyecciéon al LMP S/A, el Lema 3.64 implica que tenemos las
igualdades 771[¥/] = %, y de ello dedujimos que 3(S/A) < 3(S). Es material de futuro estudio
conocer si esta desigualdad puede generalizarse cada vez que tenemos un zigzag sobreyectivo
f:S — . Es claro que la desigualdad no vale para zigzag generales: si por ejemplo tomamos
A < X ordinales limite, la inclusién ¢ : S(A) — S(\') es zigzag. En el caso de las proyecciones
tenemos la ventaja que 7! [7[Q]] = Q para cualquier conjunto R(A)-cerrado (Observacién 2.81).

3.5. Conclusiones

En el primer bloque de esta tesis nos hemos enfocado en el concepto central de equivalencia
entre estados de procesos de Markov etiquetados. Luego de identificar las distintas opciones
para una tal definiciéon de bisimulacion, encontramos que las posibles intuiciones que se podrian
tener para este concepto son muchas veces desafiadas por la presencia de conjuntos no medibles.
Identificamos éste como el principal inconveniente al razonar sobre las mismas y como la fuente
de contraejemplos para algunas de las equivalencias entre las distintas bisimilitudes. De hecho,
quizés la pregunta mas interesante que quedé sin respuesta en el segundo capitulo es la referida a
la contencién (y por lo tanto posible equivalencia) ~" C ~%. La misma surgié6 luego de romperse
la supuesta igualdad entre ~* y ~* debido al Ejemplo 2.72 que involucra no medibles Lebesgue.
Curiosamente, dificultades también asociadas a la medibilidad surgieron en el estudio sobre la
equivalencia entre (~g)1 y ~*, la cual fue solucionada en algunos casos si asumimos hipdtesis
extras.

Cuando nos concentramos en un unico proceso de Markov etiquetado sobre un espacio
medible general, el ordinal de Zhou nos provee de una medida del fracaso de la propiedad
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de Hennessy-Milner. El estudio general de este ordinal en procesos sobre espacios metrizables
separables ha abierto varias preguntas.

La prueba del Teorema 3.45 muestra en particular que dado un proceso S con 3(S) > «,
podemos construir un segundo proceso S’ con 3(§') = a+1, siempre que a sea un ordinal sucesor.
Pero no sabemos como obtener este resultado para un « general. Esto es ain mas claro para
a = 0: la construccién del contraejemplo inicial de [ST11] no sigue el patrén de lo que hicimos
aqui en el pasaje de @ + 1 a a4+ 2. Lo mismo sucede en la prueba del Teorema 3.46. Dada una
familia {Sq }a<p con B limite, la segunda pregunta general es cémo construir de manera natural
algin Sg tal que 3(Sg) = sup, .5 3(Sa). Para el caso de 8 contable, obtuvimos un proceso S con
3(S) > sup,<3 3(Sa). Notamos que, si 3 es limite, la diltima desigualdad se puede mejorar a una
igualdad si pasamos a un cociente adecuado. Una particularidad sobre la bisimilitud de eventos
en los procesos S(a) es que probamos que la cota A de (3.9) es efectivamente igual a o([L])
para « contables; también, como o([L]) es siempre contablemente generada, consistentemente
A en S(w1) no es la bisimilitud de eventos.

Como pregunta abierta importante, no determinamos si 3(S) es un cardinal (regular). Una
primera conjetura fue que 3(S) = wy (incondicionalmente), pero esto ahora resulta contraintuiti-
vo dada la existencia de un LMP separable con tal ordinal de Zhou bajo la hipdtesis MA+—-CH.
También observamos que si pudiéramos pasar de cualquier proceso con ordinal o a uno con
ordinal o + 1, las mismas hipdtesis conjuntistas nos permitirian concluir que 3(S) > wy - 2
por Teorema 3.46. Para ser precisos, encontrar (consistentemente) un LMP separable S con
3(S) > w1 + 1 es la préxima pregunta a ser encarada.



Capitulo 4

Procesos de Markov etiquetados no
deterministas

Hasta aqui hemos trabajado con procesos que no incluyen no determinismo interno. Esto
es, para cada etiqueta existe un tnico comportamiento probabilista posible. A partir de este
momento abandonamos esa suposicion para dar lugar a los procesos que nombran este capitulo,
o NLMP por sus siglas en inglés. Como indicamos en la Introduccion, el interés sobre estas
estructuras reside en la jerarquia descriptiva tanto de la relaciéon de bisimilitud como de sus
clases de equivalencia; motivacién heredada de los resultados en [ST15]. Una estrategia para
abordar tal problema es encontrar representaciones adecuadas que de algiin modo codifiquen
toda la informacién requerida para determinar bisimilitud. Aqui la légica juega un rol central
como la forma preponderante para decidir bisimilitud. Ademads de una “buena” representacién,
necesitamos que los espacios ambiente de las mismas sean igualmente favorables, por ejemplo
de Borel estandares. Esto lleva naturalmente a imponer restricciones a los procesos para que
se amolden a estas necesidades. En esta direccién surge la pregunta sobre el minimo ambiente
que puede contener a un estado sin pérdida de informacién relevante. Este capitulo surge como
respuesta a las necesidades técnicas de generar una tal estructura.

Comenzamos con un breve repaso de definiciones y de algunos resultados importantes de la
bibliografia en la Seccién 4.1. Luego damos paso a nuestro desarrollo en la Seccién 4.2 con las
versiones externas de las distintas nociones de bisimulacion en NLMP. Esto requiere primero
algunas definiciones y notacién que adapten todo lo realizado en el caso interno y externo de
LMP a los conceptos andlogos en el espacio de medidas de subprobabilidad. Esto incluye pares
cerrados medibles, levantamiento de relaciones, o-algebras entre dos espacios, etcétera. Una vez
superado este paso engorroso pero necesario, y ya establecidas las definiciones, podemos probar
algunos nexos entre los distintos conceptos. No encontramos sorpresas, algunos resultados siguen
el mismo esquema que en el caso de un inico NLMP (cf. [DSTW12]).

En la Seccién 4.3 observamos el comportamiento del funtor de Giry A en subespacios de
(S, %) y sobre la base de conjuntos gruesos construimos un modelo de subestructura. La siguiente
tarea es estudiar el comportamiento de las bisimulaciones en la subestructura y su relaciéon con
el proceso original. Es aqui donde necesitamos la maquinaria desarrollada previamente para
tratar un proceso y una subestructura como dos NLMP independientes. La Proposicién 4.34 es
un buen indicador de que el concepto preserva la informacién que esperabamos.

En la Seccion 4.4 que cierra el capitulo, adaptamos con éxito un juego que caracteriza
bisimilitud en LMP al contexto de NLMP.

80
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Una observacion importante es que asumiremos analiticidad de los espacios con los que
trabajemos. Esto continiia la linea de los trabajos previos ya citados y asegura que el espacio de
medidas goza de buenas propiedades. Ademds, en este capitulo, el lenguaje L no juega ningin
papel especial y puede fijarse.

4.1. Generalidades y generalizaciones

En la Seccién 2.1.1 notamos que un LMP puede verse como un espacio medible (.S, %) junto
con funciones de transicién (o nicleos) 7, : S — A(S) hacia el espacio A(S) de medidas de
subprobabilidad sobre S. El requisito de medibilidad de un nticleo de Markov es exactamente
(X, A(X))-medibilidad. Los procesos de Markov etiquetados no deterministas (NLMP) fueron
introducidos en [DWSTC09, Wol12] como una alternativa para incluir no determinismo interno
en procesos de Markov etiquetados. Esto se logra modificando el codominio de las funciones
de transicién, ahora denotadas con T,, para que devuelvan un conjunto medible de medidas
de subprobabilidad para cada estado, es decir un elemento de A(X), a diferencia de un LMP
donde se tiene una tunica medida para cada etiqueta. La definiciéon también requiere que tales
funciones de transicién sean medibles, pero esto exige primero una o-algebra sobre el conjunto
A(X). Usaremos la notacién estdndar para ciertos conjuntos destacados de medidas que ya
presentamos en la seccién mencionada: si F € ¥y 1 € {<, <, >, >}, A™(E) denota el conjunto
{n e A(S) | u(E) > gq}. Recordamos que la familia Cy de todos estos conjuntos para b = >,
g € QnN0,1] y E € ¥ es generadora de la o-dlgebra A(X). En general, si I' C ¥, A(T") :=
o({A~U(E) | E€T}).

Definicién 4.1. Dado un conjunto X y una familia I' C P(X), la o-dlgebra de impactos H (T")
es la menor o-dlgebra sobre I' que contiene a todos los conjuntos Hp :={G € ' | GN D # 0}
con D el

La candidata a o-élgebra sobre A(X) es entonces H(A(X)). Una motivacién posible para
esta eleccion es la necesidad de seguir contando con semanticas medibles para las formulas 2.1 de
la 16gica modal £ que usamos en los capitulos previos. En el caso de una férmula con modalidad
(a)paqp tenemos que

[(a)oagpl = {s € S| 3p € Tu(s) u(l¢l) = q} = {s € S| Ta(s) N A™([¢]) # 0}
=T, '({D € A(D) | DN A™([]) # 0}) = T, (Hasa(ge)))-
Por lo tanto la medibilidad de [(a)s 4] estd garantizada si Hasa([,)) € H(A(X)). Es interesante
notar que, si bien A(X) = 0(Cp) para la familia generadora Cy, en [DSTW12, Example 5.1] se

muestra que o({He | £ € A(X)}) # o({He | £ € Co}); lo que indica que tomar una familia
generadora de A(X) no es suficiente para generar H(A(X)).

Definicidon 4.2. Un proceso de Markov etiquetado no determinista, o NLMP, es una estructura

S=(5,%,{Ts|a € L}) donde ¥ es una o-dlgebra sobre el conjunto de estados S, y para cada
etiqueta a € L, T, : (5,%) = (A(X), H(A(X))) es medible. Diremos que S es de imagen finita
(contable) si todos los conjuntos T,(s) son finitos (contables). Los NLMP que no son de imagen
contable son denominados de imagen infinita (no numerable).

Originalmente, la definicién de NLMP en [DWSTCO09] requiere que las medidas sean de
probabilidad y agregan el nicleo 7,(s) = 0 al espacio de probabilidades para indicar que la
accién a es rechazada en el estado s con certeza. En este trabajo seguiremos trabajando con
subprobabilidades en un intento de preservar la generalidad de los resultados que nos interesan.
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Ejemplo 4.3 (LMP como NLMP). Dado que en la Definicion 4.2 permitimos subprobabilidades,
un LMP S puede verse como un NLMP sin nodeterminismo interno, esto es, un proceso donde
To(s) es un singulete para cada a € L y s € S. El inico requisito es que los conjuntos {u}
sean medibles en A(S), de este modo To(s) = {74(s)} € A(X). Una condicion suficiente es que
Y esté generada por un dlgebra contable. Un modificacion de la prueba de [DWSTCO09, Lemma
3.1] usando el Teorema de la Clase Mondtona es demostracion de ello.

Antes de definir las bisimulaciones recordamos la notacién introducida en el Capitulo 2
para el levantamiento de una relacién: si R es una relacién en el espacio medible (S,X), su
levantamiento R a A(S) es la relacién de equivalencia dada por:

WR i ¥Q € N(R) u(Q) = 1 (Q). (4.1)

En [DWSTC09, DSTW12] se definen las siguientes tres nociones de bisimulacién. Los nombres

estan actualizados a las ultimas versiones.

Definicion 4.4. 1. Una relacion R C S x S es una bisimulacién de estados en un NLMP

(S,2,{Ta | @ € L}) si es simétrica y para todo a € L, s R t implica que para toda
p € Ty(s) existe /' € To(t) tal que pu Ry’

2. Una relaciéon R C S xS es una bisimulacion de impactos si es simétrica y para todo a € L,
s Rt implica V¢ € A(X(R)) vale To(s) NE#D < Tu(t)NE #D.

3. Una bisimulacién de eventos es una sub-o-dlgebra A de ¥ tal que el mapa T, : (S,A) —
(A(X),H(A(A))) es medible para cada a € L. También diremos que una relacién R es
una bisimulacién de eventos si hay una bisimulacién de eventos A tal que R = R(A).

Diremos que s,t € S son bisimilares por estados (impactos, eventos, respectivamente), de-
notado con s ~g t (s ~h t, s ~e t), si hay una bisimulacién de estados (impactos, eventos) R tal
que s R t.

Notamos que todas estas nociones de bisimulacién/bisimilitud estdn definidas con respecto
a un unico NLMP, o siguiendo con el vocabulario para LMP, son internas. La bisimulacién de
eventos es una generalizacién directa del mismo concepto para LMP y es la que mejor refleja
la estructura medible del espacio base. La bisimulacién de estados es la generalizacién mas
fiel, tanto de la bisimulacién probabilista de Larsen y Skou como de la definicion estdndar de
bisimulacién para procesos no deterministas (por ejemplo LTS). Por otro lado, la bisimilitud de
impactos es un concepto intermedio entre las anteriores, es en general mas fina que la bisimilitud
de eventos pero respeta mas la estructura medible que la bisimilitud de estados. Para que R
sea bisimulacién de impactos, se requiere que los conjuntos de transiciones impacten los mismos
conjuntos R-cerrados de medidas, este es un requisito més débil que el de bisimulacién de
estados. Referimos a [DSTW12] para mayor discusién sobre estas nociones.

Teorema 4.5 ([DSTW12, Thm.5.6, Thm.5.10]). 1. Se dan las inclusiones ~s C ~p C ~e.

2. 5iS es NLMP de imagen finita sobre un espacio analitico todas las bisimilitudes coinciden.

4.2. Versiones externas de bisimulacién para NLMP

En este apartado daremos las versiones externas de las distintas definiciones de bisimula-
cién. Dada una relacion R C S x S’ reutilizamos la Definicién 2.47 de par R-cerrado y por
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conveniencia usaremos la notacién ¥*(R) para la familia de pares (@, Q') R-cerrados medibles.
Levantamos R a la relacién en A(S) x A(S’) dada por

pRY = v(Q,Q) e XX(R) u(@Q) = 1(Q). (4.2)

Usaremos también la notacién anédloga A(X)*(R) para la familia de pares (0, 0’) de conjuntos
medibles de medidas que son R-cerrados.

Observacion 4.6. Por Lema 2.49(2), si S = S’ y R es reflexiva, entonces (Q, Q') € 2*(R) <
Q = Q' € X(R). Por lo tanto los levantamientos (4.1) y (4.2) coinciden.

Fl siguiente lema con propiedades elementales del levantamiento de una relacién se sigue

inmediatamente del Lema 2.48 y de las definiciones.

Lema 4.7. 1. La familia de pares R-cerrados es cerrada por complemento y uniones e in-
tersecciones arbitrarias en coordenadas.

2. Si RC R entonces R C R'.
3. 9 (Q,Q") € BX(R), entonces (AI(Q), A<1(Q")) € A(X)*(R).

También necesitaremos la siguiente construccién sobre familias de pares:

Definicién 4.8. Sea D C P(S) x P(S’) una familia de pares de conjuntos. Definimos o™ (D)
como la menor familia F C P(S) x P(S’) tal que

1. DC F.
2. (E,F) € F = (E°,F) ¢ F.
3. Vnew (By Fn) € F = (Unew BrnsUpew, Fn) € F.
Llamaremos bi-o-dlgebra a cualquier subfamilia no vacia F de P(S) x P(S’) que cumpla 2 y 3.

Una observacién inmediata y sencilla es que la proyeccion de una bi-o-algebra en cualquiera
de sus coordenadas es una o-dlgebra.

Definicién 4.9. Si (S,X), (5',%') son espacios medibles y D C ¥ x ¥/, definimos A*(D) C
P(A(S)) x P(A(S")) como

AX(D) := o ({(A™(Q), A(Q)) | ¢ € Q,(Q, Q) € D}).
Observacion 4.10. Notar que A*(D) C A(X) x A(Y') ya que F = A(X) x A(X) cumple con
todas las condiciones en la Definicién 4.8.

Lema 4.11. Si (S,%) = (5,%Y) en la Definicion 4.9 y D = {(D,D) | D € A} para alguna
familia A C %, entonces A*(D) ={(0,0) | © € A(A)}.

Demostracion. (C) Sea F = {(0,0) € A(X) x A(X) | © € A(A)}. Veamos que A*(D) C F.
SiDe A 0 :=A<YD) € A(A). En consecuencia {(A<Y(D),A<9(D)) | ¢ € Q, (D,D) €
D} C F.Si(0,0),(0,,0,) € F, entonces ©,0,, € A(A) y por ser esta o-algebra tenemos que
0% Upecw ©n € A(A). Luego, (0%,0°), (U,cw On) Unew, On) € F. Concluimos que A* (D) C F
como queriamos.

(D) Definimos H = {0 € A(X) | (6,0) € A*(D)}. Como A*(D) es cerrada por comple-
mento y uniones contables en cada coordenada, H es o-algebra. Ademas, si D € A, entonces
(A<%(D),A<9(D)) € AX(D) para cualquier ¢ € Q; por lo tanto A<Y(D) € H. Se sigue que
A(A) =c({A<YD) |qeQ, D e A}) CH. O
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Corolario 4.12. Sea R C S x S reflexiva. Entonces (0©,0") € AX(X*(R)) si y solamente si
0 =0 € A(X(R)).

Demostracion. Por la Observacién 4.6, ¥*(R) = {(Q, Q) | @ € £(R)}. Usamos Lema 4.11 para
obtener A*(X*(R)) ={(0,0) | © € A(X(R))}. O

Otra consecuencia del Lema 4.11 es que, si m es cualquiera de las proyecciones, entonces
m[A*({(D,D) | D € A})] = A(A) = A(x[{(D, D) | D € A}]). Este hecho es general, como se
muestra en el siguiente resultado que probamos para la proyeccion 7 en la primera coordenada

(vale mutatis mutandis para la proyeccién en la segunda coordenada).

Lema 4.13. Si D C X x ¥/, entonces n[A*(D)] = A(n[D]).

Demostracion. (C) Notamos que A(7[D]) x A(X') es bi-o-dlgebra que contiene a los generadores
de A*(D). Por lo tanto A*(D) C A(n[D]) x A(Y') y por ende n[A*(D)] C A(n[D]).

(D) Sabemos que w[A*(D)] es o-dlgebra. Si Q € 7[D], existe Q' € ¥’ tal que (Q,Q’) € D.
Luego (A<%(Q),A<9(Q")) € A*(D) y por consiguiente A<%(Q) € w[A*(D)]. Concluimos que
A(7[D]) C w[AX(D)]. O

El siguiente Lema nos dice que si C consiste de pares medibles R-cerrados, entonces A*(C)
consiste de pares A(X)-medibles R-cerrados.

Lema 4.14. SiC C £*(R), entonces A*(C) C A(X)*(R).

Demostracion. Si (Q, Q') es un par R-cerrado medible, por Lema 4.7(3) (A<%(Q), A<%(Q")) €

A(X)*(R). Ademss, por Lema 4.7(1) A(X)*(R) es bi-o-dlgebra. Esto muestra que F :=

A(X)*(R) satisface las propiedades en Definicién 4.8 para la familia generadora de A* (X% (R)).

En consecuencia, A*(X*(R)) C A(X)*(R). Si ahora C C ¥*(R), entonces valen las contencio-

nes AX(C) C AX(S%(R)) C A(2)*(R). O

Usando todos estos conceptos podemos proponer las siguientes definiciones para bisimula-
ciones entre dos NLMP.

Definicién 4.15. 1. Unarelaciéon R C S x S’ es una bisimulacién de estados externa si para

todo a € L, s R s’ implica que para toda u € T,(s) existe p/ € T/ (s') tal que p R i/ y
para toda p' € T',(s) existe u € T,(s) tal que pu R p'.

2. Unarelacién R C S'x S’ es una bisimulacién de impactos externa si paratodoa € L, s R s
implica que para todo par (0,0") € A*(X*(R)) vale To(s)NO £ 0 < T,(t)NO" #0.

Diremos que s € S, s' € S’ son ext-bisimilares por estados (impactos), denotado con s ~& s’

(s ~p '), si hay una bisimulacién de estados (impactos) externa R tal que s R s'.

Lema 4.16. Si S =S/, las definiciones externas de bisimulacion en el caso reflexivo coinciden
con las internas.

Demostracion. En el caso de la bisimulacién de estados, la Observacion 4.6 prueba que si R
es reflexiva, entonces es bisimulacion de estados externa si y sélo si es bisimulacién de estados
interna.

Supongamos que R C S x Sy s R s'. Si R es bisimulacién de impactos externa y © €
A(X(R)), entonces (0,0) € A*(X*(R)) por Corolario 4.12. Por lo tanto T,(s) N O # 0 <
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To(t)NO # 0. Reciprocamente, si R es bisimulacién de impactos interna y (0,0) € A*(X*(R))
entonces © = ©' € A(X(R)) por el mismo Corolario y vale T,(s) N O # () <= T,(t)NO #
0. O

Si una bisimulacién de estados externa R en el Lema previo no fuese reflexiva, es muy sencillo
verificar que RU R~ es bisimulacién de estados interna (veremos un resultado més general en
4.41).

Proposicién 4.17. Union de bisimulaciones de impactos (estados) externas es bisimulacion de
impactos (estados) externa. En consecuencia, ~; (~g) es bisimulacion de impactos (estados)
externa.

Demostracion. Sea {R; | i € I'} una familia de relaciones y R = |J{R; | i € I}. Si s R &, existe
i €I tal que s R; s'; como R; C R, por Lemas 2.48(3) y 4.7(2) tenemos que

1. ¥*(R) C X*(R;), y por lo tanto A*(X*(R)) C A*(X*(R;));

2. R, CR.

Si R; es de impactos y (0,0') € A(X*(R)), por el primer {tem anterior tenemos que (0,0’) €
A(XX(Ry)) y vale s € T, [Hg] —= s' € (T,) Y He].

Si ahora R; es bisimulacién de estados y p € T,(s), existe ' € T/(s') tal que u R; pi/. Por
ftem 2 obtenemos que p R 4. La condicién zag es andloga. O

Lema 4.18. Si R es bisimulacion de estados externa, también es bisimulacion de impactos
externa.

Demostracién. Sean (s,s') € Ry (©,0") € A*(X*(R)). Por Lema 4.14, (0, ©0’) es par medible
R-cerrado. Si existe u € T,(s) tal que u € ©, como R es bisimulacién de estados existe y’ €
T! (") tal que p R pi/. Luego, dado que R[O] C ©', i/ € T/ (s') N O'. La implicacién reciproca es
similar usando la condicién zag. O

El siguiente lema nos indica que también vale la vuelta para NLMP de imagen contable, tal
como en el caso interno ([DSTW12, Thm.4.5]).

Lema 4.19. Si S y S’ son NLMP de imagen contable, toda bisimulacién de impactos externa
es también bisimulacion de estados externa.

Demostracién. Supongamos que R C S x S’ es bisimulacién de impactos y que existe (s,t) € R
tal que s ?)s( t. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que existe p € T,(s) tal que para
toda p!, en una enumeracion {u, }mew de T/ (t), existen ¢, € Q, i, € {<, >} v (Qn, Q),) pares
medibles R-cerrados tales que pu(Qy) >y, gn Dy i (QF). Sean © := N{A™ " (Q,,) | n € w} y
O = N{A™%(Q),) | n € w}. Entonces (0,0) € A*(X*(R)). Por construccién, u € O y por
lo tanto s € T, [He], pero t ¢ (T') [He] ya que para todo n € w vale g, >, p),(Q}). Esto
contradice que R sea bisimulacién de impactos. O

Corolario 4.20. Si S,S’' son NLMP de imagen contable y s %( t, entonces existe un par
medible ~% -cerrado (C,C") tal que s € C <= t ¢ C’.
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Demostracién. Construimos ©, 0’ como en la prueba del Lema 4.19 para R = ~J y definimos
(C,C" == (T [He], (T,)"![He]). Es claro que es par medible. Para verificar que es también
~-cerrado usaremos la segunda equivalencia en Lema 2.48(1). Notamos que, por Proposi-
cién 4.17 y Lema 4.18, ~* es también bisimulacién de impactos. Luego, para w y z arbitrarios,

si w ~Z 2z, entonces w € T, [Hg] <= 2 € (T!) He]. O

S

Queda por definir la version externa de bisimulacion de eventos. Nuevamente, lo central serd
el concepto de estabilidad. La definicién correspondiente en LMP se motiva en la busqueda de
la o-algebra mds pequena A tal que se preserva la estructura de LMP. En un tnico NLMP
esta propiedad se pierde ya que las imdgenes de las funciones de transicién T,(s) posiblemente
siguen siendo elementos de A(X) y no de A(A).

Definicién 4.21. Diremos que C C X x ¥/ es x-estable si cumple

Ya € LY(0,0") € AX(C) (T, [He], (T,) }[He]) € C.

Esta definicién nuevamente coincide con su analoga interna en el siguiente sentido:
Lema 4.22. 1. C C X es estable si y sélo si C :={(C,C) | C €C} CX x X es x-estable.

2. 85iC C Y x Y es bi-o-dlgebra x-estable entonces w[C] y 7'[C] son o-dlgebras estables.

Demostracion. 1. Si (0,0') € AX(C), por Lema 4.11, © = ©' € A(C). Como C es estable
tenemos que T, ![He] € C. En consecuencia (T, '[He], (T,)"'[He/]) € C.

2. Sabemos que 7[C] y 7’[C] son o-dlgebras. Veamos que 7[C] es estable: sea © € A(7[C]).
Por Lema 4.13, © € 7[A*(C)]. Entonces existe ©’ € ¥’ tal que (0,0’) € A*(C) y como C
es x-estable tenemos que (T, ![Hg], (T,) ![Her]) € C. Luego, T, '[He] € 7[C]. O

Proposicién 4.23. Sea R C S x S’. Entonces R es bisimulacion de impactos externa si y sélo
st XX (R) es x-estable.

Demostracion. Tenemos la equivalencia
V(s,8) € R(Ta(s)NO #0 & Ty (s)NO' #0) = (T, [Hel,(T,) '[He]) € Z*(R).

Luego, si R es de impactos y (0,0) € A*(X*(R)) la ida en la equivalencia muestra que X% (R)
es estable. Mientras que si ¥*(R) es estable, la vuelta prueba que R es de impactos. O

Definicién 4.24. Si D C P(S) x P(S’) definimos una relacién R*(D) C S x S’ por
sR*(D)s — V(Q,Q)eD(secQ s eq).

Definicién 4.25. Una relacién R C S x S’ es una bisimulacién de eventos externa si existe una
bi-o-dlgebra x-estable D C 3 x ¥/ tal que R = R*(D).

Lema 4.26. 1. RC R*(X*(R)).

2. ©X(R) = TX(R*(2%(R))).

Demostracion. El primer item es directo de las definiciones. Para el segundo, supongamos que
(Q,Q) € ¥*(R) y 2 R*(X*(R)) w. Por definicién de R*, z € Q <= w € @'. Luego, (Q,Q")
es par R* (X% (R))-cerrado y se tiene la contencién ¥*(R) C X*(R*(X*(R))). Para la inclusién
reciproca usamos el primer {tem y la antimonotonia de ¥* dada por el Lema 2.48(3). O
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Corolario 4.27. Si R C S x S’ es bisimulacion de impactos externa, entonces R*(X*(R)) es
bistmulacion de tmpactos y de eventos externa.

Demostracién. Para verificar que es de impactos, tomamos (s,s’) € R*(X*(R)) y un par
(0,0) € A(X*(R*(X*(R)))). Por Lema 4.26(2) (©,0") € A(X*(R)) y, dado que R es de
impactos, s € T, ![Hg] <= s’ € (T!) ![He]. Ademas, por Proposicion 4.23, R*(X*(R)) es
también bisimulacién de eventos. O

4.3. Subestructuras

Dado un NLMP fijo S = (5,%,{T, | @ € L}), estamos interesados en una nocién de subes-
tructura de S. Si A C S, recordamos que sobre A tenemos la familia X[A ={QNA| Q € X}.
Esta es la o-algebra inicial para la inclusién i : A — S ya que i 1[Q] = QN A € ©[A, y por lo
tanto i : (A,X[A) — (5,X) es medible. Por aplicacién del funtor A obtenemos el mapa medible
e inyectivo Ai : (A(A),A(X]4)) = (A(S),A(X)) dado por (Ad)(ji) = jioi~t. Notamos que
para ) € X,

(A)THAS(Q)] = { € A(A) | Ai(a) € AT(Q)}

(
={ne AA) | a(iHQ)) < ¢} (4.3)
={iecA(A) ] aQ

\

\

\ NA)<gq}
=AS(QNA) € A(ZTA).

Lema 4.28. Si AC S yT' C %, entonces (Ai)7LHA(T)] = A(TA).

i
S

Demostracion.

(A)THAM)] = (A)Hoe({AUQ) | Q € T})] Definicién de A(T")
= o((A)TT{AIQ) | Q €T})) Lema 1.1 aplicado a Ai
=o({ASY(QNA)|QeT}) Ecuacién (4.3)
=o({ASYQ") | Q" € TA}) Definicién de I'TA
= A(T'TA). O

En particular, A(XTA) = (Ad)7HA(D)].

Usaremos el siguiente concepto y resultado de [Hal50]: un subconjunto A de un espacio de
medida (X, X, u) se dice grueso con respecto a u si p*(A) = p(X). Esto es equivalente a la
condicion VF € ¥ (FNA=0 = p(F)=0).

Teorema 4.29 ([Hal50, p.75]). Sea A un subconjunto grueso de un espacio de medida (S, %, 1)
y para E € XA definimos pa(E N A) = pu(E). Entonces (A, XA, na) es espacio de medida.

Si A es medible, la condicién de ser grueso con respecto a u es equivalente a p(A) = u(S).
Ademas, FENA € Xy pua(ENA) = wE)=pwENA)+ pu(ENA) = u(ENA), por lo tanto

HA = [ls)A-

Lema 4.30. Si A es medible, Ai es biyeccion entre A(A,X[A) y {p € A(S) | u(A) = u(S)}
con inversa j definida por j(i) = pA.
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Demostracion. Si € A(A)y E € ¥, Ai()(S) = 1(A) = Ai(f1)(A). Por lo tanto A es grueso
con respecto a Ai(ji) € A(S). Es claro que Ai es inyectiva: notar que i(ENA) = fioi }(E) =
Ai(E)(E) = (Ai(i)a(E 1 A), y por lo tanto (j o Ad)(7) = fi.

Supongamos ahora que A es grueso con respecto a pu € A(S). Entonces por definicién de
pa € A(A) tenemos que (Aio j)(p) = paoi~t = p. Esto prueba la suryectividad. O

Observamos que dom(j) = {p € A(S) | p(A) = u(S)} estd en A(X) pues es el conjunto
donde coinciden las dos funciones medibles ev4 y evg. Si E € X,

JTHASUEN A)] = {p € dom(j) | pa € ASU(EN A)} = {u € dom(j) | pa(E N A) < q}

. . (4.4)
= {p € dom(j) | w(E) < ¢} = A(E) Ndom(j) € A(D).

Supongamos que A C S es grueso para toda u € (J{T4(s) | s € A, a € L}. Por Teorema 4.29,
para cada s € A tenemos un conjunto de medidas

(TalA)(s) :={pa € A(A) | p € Ta(s)} € A(A)
y podemos considerar la tupla
A= (AXIA{T,JA |a € L}). (4.5)

Observacion 4.31. Sea D € A(X) y s € A. Dado que para toda pa € T,[A(s) vale Ai(ua) = p,
entonces
TalA(s) N (A)ID] # 0 <= 3u € Tuls) Ai(pa) € D
< JpueTus)peD
< T.(s)ND #0.

Proposicién 4.32. Sea A C S medible tal que para todo s € A, a € L y toda medida p € Ty(s),
A es un subconjunto grueso de (S,%, ). Entonces A en (4.5) es un NLMP.

Demostracion. Si p € To(s), entonces = pa0i~ !y dado que T,(s) € A(X), tenemos que

(TalA)(s) = {pa € A(A) [ € Tals)} = {ua € A(A) | Aipa) € Ta(s)}
= {1 € A(A) | Ai(p) € Ta(s)} = (M)~ [Ta(s)] € A(X]A).

Ademés T,[A: A — A(X[A) es funcién medible. En efecto, sca D € A(X]A) y D € A(X)
tal que D = (Ai)~'[D], entonces

(TalA) '[Hpl = {s € A| (TalA)(s) ND # 0} = {s € A| Ta(s) N D # 0}
=T, Y[Hp]n A € T[A. O

Definicion 4.33. Sea S un NLMP y A C S medible tal que para todo s € A, a € L y toda
medida pu € T4(s), A es un subconjunto grueso de (S, X, p). Diremos que A definido en (4.5) es
una subestructura (o sub-NLMP) de S.

Proposicién 4.34. Sea S un NLMP y A una subestructura. Si s € A, entonces (S, s) ~& (A,s).

Demostracion. Basta ver que la relacion R C S x A dada por R := id[A es bisimulacién de
estados externa entre (S,s) y (A,s). Sean (z,2) € Ry (E,E’) un par R-cerrado tal que E € ¥
y E' € X]A. Entonces EN A = E’. Luego, si u € Ty(z), como A es grueso con respecto a f,
w(E)=pu(ENA)=pa(E"). Reciprocamente, si pa € T, A(z) entonces pa(E') = pa(ENA) =
w(E). O
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Nos ocupamos ahora de las nociones de bisimulacién en la subestructura A. Como siempre,
primero necesitamos decir algo sobre los conjuntos medibles y cerrados para relaciones en A.

Lema 4.35. Sean AC S y RC A x A, entonces X(R)[A = X]A(R).

Demostracion. (C) Es claro que X(R)[A C X[A. Sélo resta ver que todo BN A € ¥(R)[A
es R-cerrado: si z € BN Ay x Ry, entonces y € B (pues B es R-cerrado) y y € A (pues
RC AxA), luego y € BN A.

(2) Si B € XJA(R), entonces B € XA y por lo tanto B = B’ N A para algiin B’ € 3. Si
x € B'y x Ry, entonces x,y € A. Luego x € B'N A = By, por ser B un R-cerrado, se tiene
y € B C B'. Luego, B' es R-cerrado y por lo tanto B € X(R)[A. O

Lema 4.36. Supongamos que A es una subestructura de S y sea R C A x A relacidén simétrica.

1. R es bisimulacion de estados en A si y solo si es bisimulacion de estados en S.
2. R es bisimulacion de impactos en A si y sdlo si es bisimulacion de impactos en S.

3. Si A C X es bisimulacion de eventos en S, entonces A[A es bisimulacion de eventos en A.

Demostracion. Sean s,t € S tales que s Rt (notar que por hipdtesis s,t € A).

1. (=) Si R es bisimulacién en A y p € Ty(s), entonces ua € T,[A(s). Dado que s R t,

entonces s,t € Ay existe /' € T,(t) tal que pa R pi/y. Verificamos que u Ry y por lo
tanto R es bisimulacién de estados en S. Usando el Lema 4.35, si B € X(R), entonces
BNAeX(R)[A=X[]A(R) y vale que u(B) = pa(BNA) = p/y(BNA) = 1/(B).
(<) Si R es bisimulacién en S y i € T,[A(s), entonces i = pua para alguna p € Tg(s).
Dado que s R t, existe ' € T,(t) tal que pu R pi'. Verificamos que pua R pi/4 y por lo tanto
R es bisimulacién de estados en A: si B € X[A(R) = X(R)[A entonces B = B’ N A con
B' € X(R) y vale pa(BNA) = p(B') = p/(B') = 4y (BN A).

2. (=) Supongamos que R es bisimulacién de impactos en A y sea D € A(X(R)).

T()OD#®¢$1'A®)( i)' [D] £ 0

TalA(t) N (Ai) ' [D] # 0
¢$TJ®HD#0

(<) Aplicamos el Lema 4.28 a I' = X(R) y via el Lema 4.35 obtenemos la igualdad
(A))"A(S(R))] = A(Z]A(R)). Si R es bisimulacién de impactos en Sy D € A(S[A(R)),
sea D € A(X(R)) tal que D = (A4)~![D]. Luego,

Ta fA()ﬂD#V) = TulA(s) N (Ai) D] # 0
Ta(s)ND # 0
T.t)ND #0
ToTA(t) N D # 0.

3. Primero aplicamos el Lema 4.28 a I' = A para obtener que (Ai)"}[A(A)] = A(A]A).
Debemos verificar que T,[A : (A, ATA) = (A(X[A), H(A(A]A))) es medible. Sean D €
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A(ATA) y D € A(A) tales que D = (Ai)~[D], entonces

(TalA) ' [Hp) = {s € A| TalA(s) € Hp}
={sc A|T.JA(s)ND # 0}
= {s € A| TalA(s) N (Ai) "' [D] # 0}
={se€ A|T.(s)ND # 0}
= (To)"'[Hp] N A.

Ya que D € A(A), entonces Hp € H(A(A)) y por lo tanto (T,) [Hp] € A por ser
bisimulacién de eventos. O

Ejemplo 4.37. Construyamos un proceso S que muestre que la restriccion de una bisimulacion
de estados en S a una subestructura A no siempre resulta bisimulacion de estados en A.

Consideramos el intervalo I = (0,1) con la medida de Lebesque m y un subconjunto V C
(0, %) m-medible no Borel. Sean Q CV y Q' C I\V conjuntos Borel tales que m(Q) = m(V)
ym(Q) =m(I\V) y fijamos ¢ € (0,1). En el espacio medible (S,X) := (I U {s,t},0(B(I)U
P({s,t})) tomamos las transiciones

7(s) = m,
7(t) = em[(0,3) + (1 — c)m[[3,1).

Si R := R({V,{s,t}}), entonces X(R) = {S,0,1,{s,t}} y por lo tanto R es bisimulacion de
estados.

Definimos A :== QU Q' U {s,t}, entonces A es medible y grueso para todas las transiciones.
La relacion RIA := RN A x A tiene por clases de equivalencia a Q, Q' y {s,t}. Ademds vale la
contencion estricta

E(R) [A = {A7 {S’t}7 QU Qla @} - U({Qa Qla {Svt}}) = EFA(RTA)

Se sigue que R[A no es bisimulacion de estados en A ya que (s,t) € R[A y sin embargo

Q € STA(RJA) satisface 7(s)(Q) = m(V) #em(V) = 7(¢)(Q).
Un problema en el ejemplo previo es que la bisimulacién R no es “buena’”.

Lema 4.38 ([Gao08, Lemma 5.4.6]). Sea E una relacion de equivalencia analitica en un espacio
de Borel estindar X . Sean B,C C X dos conjuntos analiticos E-invariantes disjuntos. Entonces
existe un conjunto Borel E-invariante D tal que BC D y DNC = ().

Lema 4.39 ([Arv76, Cor.2 p.73]). Sea X un espacio medible analitico y R una relacion de
equivalencia en X. Supongamos que existe una sucesion de funciones Borel fi, fo, - : X — R
tal que para cualesquiera x,y € X wvale que v Ry <= Vn fp(x) = fu(y). Entonces X/R es
espacio medible analitico.

Recordamos que una relaciéon de equivalencia R en un espacio de Borel estandar es suave
si y sélo si existe una familia contable F de conjuntos Borel tal que R = R(F). En particular,
satisface las hipdtesis del lema anterior si tomamos las funciones caracteristicas de los conjuntos
en F.

Lema 4.40. Supongamos que A es una subestructura de S y sea R C S x S una bisimulacion

de estados suave. Entonces R[A = RN A x A es bisimulacion de estados en A.
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Demostracion. Por Lema 4.39 el espacio cociente S/R es analitico. Supongamos que R[A es
no vacio y sean (s,s') € R[Ay pa € TolA(s). Sea p/ € T,(s') tal que u R . Verificamos
que s RIA p/y. Por Lema 4.35, STA(RJA) = S(RJA)[A y como A es medible, X[ A(R[A) C
Y(RIA). Si W € BTA(RTA), W € ¥ estd incluido en A. Si W = A, pa(W) = p(A4) = p(S) =
W(S) = py(W). Si W C A, sea 2 € A\NW y definimos B = n ! [zx[W]], C = 7 r[{s}].
Ambos conjuntos son analiticos R-invariantes y BN C = (). Por Lema 4.38, existe un conjunto
D € ¥(R) que contiene a B y es disjunto de C. Luego, W = DN A € ¥(R)[A y por lo tanto

pa(W) = u(D) = p'(D) = ply (W). O

Concluimos la seccién con un resultado que vincula las bisimulaciones de estados externas
entre subestructuras de un mismo NLMP con sus bisimulaciones internas.

Lema 4.41. Sean A y A’ dos subestructuras de S. Si R C A x A’ es bisimulacion de estados
externa, entonces RU R~ es bisimulacion de estados en S.

Demostracion. Notamos primero que R U R™! es simétrica. Sea (s,58') € RUR Yy u € Tu(s).
Si (s/,s) € R, por condicién zag en la definicién de bisimulacién externa, existe p' € T,(s') tal
que p' R pu (en sentido externo). Si (s, s’) € R usamos la condicién zig. Si E C S es medible
y R U R~ !-cerrado, entonces (E N A, E N A') es par R-cerrado; en efecto, sie € Eyt € S
entonces e Rt = e RUR 't =tc Eytambiént Re=e¢ RUR 't =1t c E. Se sigue que
W) =ppENA)=p(ENA)=p(E). O

Si tenemos bisimulacién interna R C S x .S, entonces RUid también es bisimulacién interna
y externa por Lema 2.49. Por lo tanto en un mismo NLMP, s ~st <= (S,s) ~& (S,1).

4.4. Un juego para la bisimilitud de estados

Un problema tipico al trabajar con bisimulaciones entre procesos de algtin tipo es la pregunta
sobre la caracterizacion de la bisimilitud en términos de juegos. Para concepto béasicos del tipo
de juegos que nos interesan referimos, por ejemplo, a [Kec94, Section 20.A].

En [CFKP19, p.23] se presenta un juego para caracterizar la bisimilitud de estados entre dos
LMP. A continuaciéon adaptamos tal juego para caracterizar la bisimilitud de estados externa
entre dos NLMP de imagen contable So = (So, $0,{T% | a € L}) y S1 = (51,21, {T} | a € L}).
El juego comienza en un par de estados 338 € Sp, 2§ € 91 y se desarrolla segiin las siguientes
reglas:

1. Spoiler juega una etiqueta a € L, un indice ¢ € {0,1}, una medida p € TZ(mf) y una
sucesién de pares medibles (Cy,, C},) tales que Vn u(C,,) # ul,(Cl) para una enumeracién
T(]i_l(x‘{fi) = {un tnew-

2. Duplicator responde con estados x{,ﬂ € Sy x{“ € 57 tales que para algin n € w
e C, « 21T ¢ C!. Bl juego contintia desde (z)!, 2]11).

Si un jugador no puede responder una jugada, pierde esa partida. Duplicator gana si el juego

es infinito. Spoiler puede ganar cuando es capaz de seleccionar (Cy,, CJ) = (Sp, S1) para todo
n € w; un caso particular de esto es cuando alguno, y sélo uno, de los dos conjuntos Tfl(mi )

es vacio. Por otro lado, Duplicator puede ganar ya sea forzando un juego infinito o eligiendo
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estados para los cuales ambos conjuntos TZ(xZ ) son vacios o cumplen que p(C) = p/(C") para
cualesquiera medidas pu € TO(x?), i/ € Ti(2]) y par de medibles C € Xy, C’ € ¥y.

Las jugadas de Duplicator seran pares de estados (a:%,:c]l) sobre los cuales afirma que son
bisimilares por estados mientras que Spoiler quiere probar que no lo son. Para ello elige una
etiqueta a y un comportamiento posible (i.e. una medida) de modo que ningin comportamiento
del otro estado asociado a la misma etiqueta pueda imitarlo. Los pares de medibles (C,, C/),
supuestamente cerrados por bisimilitud, atestiguarian esta diferencia de comportamiento. Sin
embargo, la razén de esa discrepancia no es disputada por Duplicator, quien afirma que algtiin
par (Cy,Cl) no es cerrado por bisimilitud. Para ello elige dos estados xéﬂ €Syy x{ﬂ € 5

tales que :L%Jrl cC, — x{“ ¢ C! y afirma que son bisimilares.

Lema 4.42. Fl juego estd determinado para cualquier posicion inicial (mg,xo).

Demostracion. El argumento depende unicamente de que en todas las partidas infinitas gana
Duplicator. Supongamos que Spoiler no tiene estrategia ganadora, entonces para cada una de
sus posibles primeras jugadas debe existir una jugada (ac(l),ac%) de Duplicator tal que Spoiler
tampoco tiene estrategia ganadora en el juego a partir de (xé,a:%) Repetimos este argumento
para seleccionar una segunda jugada de Duplicator (23, z3). Continuando de este modo obtene-
mos una estrategia ganadora para Duplicator ya que la partida resulta infinita y por ende ella
gana ese juego. O

Proposicion 4.43. Dos estados :c8 € S, a:(f € S1 son ext-bisimilares por estados si y sélo si
Duplicator tiene estrategia ganadora en el juego que comienza en (xg, 2?).

Demostracion. (=) Si Spoiler puede llevar a cabo la primera jugada, entre su eleccién de pares
medibles (Cy,, Cl,) debe existir alguno que no sea cerrado para bisimilitud externa. Duplicator
puede entonces elegir un par de estados bisimilares tales que z{ € C,, < ri ¢ O/ y repetir
esta estrategia en cada jugada.

(<) Mostramos que z ~X z9. Sea R el conjunto de pares (z,y) € Sp x S; para los cuales

Duplicator tiene estrategia ganadora en el juego que comienza en (z,y). Probemos que R es
bisimulacién de estados externa. Por el absurdo, supongamos que no lo es y sin pérdida de
generalidad podemos suponer que existe (s,t) € Ry u € TY(s) tal que para toda ), € TL(t)
existe (Cy, Cl)) par medible R-cerrado tal que u(Cy) # ul,(C}).

Definimos i = 0, u, {(Cp, C}) | n € w} como la primera jugada de Spoiler. Sin importar qué
par (¢',t') juegue Duplicator, debe suceder (s',t') ¢ R ya que (C,,C),) es par R-cerrado para
todo n y, por definicién de la jugada, existe N € w tal que s € Cy <= ' ¢ C);. Como el
juego estd determinado, Spoiler debe tener estrategia ganadora desde (s',t'). Esto define una
estrategia ganadora para Spoiler desde (s,t) € R, lo cual es absurdo. Luego, R es bisimulacién
de estados externa. O

Para el caso de la bisimilitud interna, podemos usar el juego presentado con la suposicién
So = S;. En tal situacién, Spoiler se ve obligado a elegir pares coincidentes C' = C’, caso
contrario Duplicator puede seleccionar un par (z, ) para algin x tal que x € C <= 2 ¢ C'y
ganar la partida. Por lo tanto, si trabajamos en un inico NLMP podemos simplificar el juego a
uno donde Spoiler elige medibles C,, (y no pares medibles) y ambos juegos son equivalentes. Si
los procesos no incluyen nodeterminismo, i.e. pueden pensarse como LMP, el juego resultante
en este caso es idéntico al juego propuesto en [CFKP19] ya que la jugada de Spoiler se reduce
a una etiqueta a € L y un medible C € ¥ tal que 74(z0, C) # 7a(z1,C).



Capitulo 5

Complejidad de la bisimilitud

Conceal me what I am, and be my aid for
such disguise as haply shall become the
form of my intent.

William Shakespeare, Twelfth Night

Hemos llegado al capitulo final, el cual contiene el desarrollo central del segundo interrogante
planteado al inicio de esta tesis. Iniciamos repasando un resultado bien conocido de la teoria
de modelos de légica modal para el cual damos una prueba dirigida a nuestras aplicaciones.
Luego, en la Seccién 5.1 comenzamos el estudio con las estructuras mas simples que exhiben
no determinismo interno no probabilista: procesos que pueden representarse como arboles. La
ramificacion contable es una hipdtesis fija a lo largo de todo este capitulo y anadiremos res-
tricciones al rango de los procesos, via una caracterizacién por férmulas, para sacar ventaja de
resultados de clasificacién existentes. En 5.1.1 nos concentramos en LTS punteados sobre los
naturales para los cuales damos una reduccién continua que preserva rangos. A partir de esto,
restringir el rango de los procesos nos permite crear un ambiente propicio para las codificaciones
y usar resultados sobre arboles bien fundados. En la seccién siguiente, 5.1.2, probamos que la
bisimilitud en la clase de LTS sobre N de cierto rango contable reduce a la relacién que divide la
clasificacién entre las relaciones suaves y las que no lo son. Esto tiene consecuencias importantes

sobre la légica modal basica (BML).

En la Seccién 5.2 retornamos al contexto de NLMP y si bien continuamos en el caso no
probabilista (MLTS), disenamos condiciones de medibilidad que permiten ubicar en la jerarquia
descriptiva a la bisimilitud en un tal proceso, los ahora llamados UMLTS. Anélogo a lo probado
en la seccién anterior, en 5.2.1 vemos que restricciones en el rango “bajan” la clasificacién. De
hecho este tltimo desarrollo permite simplificar el trabajo previo, los Diagramas (5.7) y (5.10)
ilustran ambos caminos.

Finalmente, en la Seccion 5.3 damos un pequeno paso para deshacernos del no probabilismo
impuesto hasta ese momento e introducimos procesos cuyas transiciones son multiplos de deltas
de Dirac. Usando técnicas anteriores, en particular la de dar definiciones Borel de la bismilitud,
probamos que tal relacién es analitica en estos procesos. En la secciéon de conclusiones 5.4

hacemos algunos comentarios finales.

Comenzamos la exposicion con una breve motivacién. Supongamos que tenemos un LMP
S sobre un espacio de estados analitico y con una cantidad contable de etiquetas. Gracias a la
caracterizacién logica y a la medibilidad de las semanticas [¢] para cada ¢ € L, la relacién de

93
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bisimilitud resulta ser un conjunto Borel de S x S. En efecto, la siguiente es una definicién Borel
de la misma:

s~st = (s,t) € [({([] x [eD) U ((S\[]) x (S\[¢]) | ¢ € £}

Una consecuencia es que las clases de bisimilitud de estados también seran conjuntos Borel ya
que son secciones de ~sg: [so] = {s € S| (s,50) € ~s} = 15,'(~s) donde 15, : S — S x S es
la inclusién ¢, (s) = (s,50). En muchos ejemplos que hemos visto hasta ahora la bisimilitud
de estados es la relacion identidad y al estar basados en espacios metrizables separables, los
singuletes, o sea las clases de bisimilitud, también son Borel.

Esto ilustra que la cuestién sobre la complejidad (en el sentido descriptivo) de las relacio-
nes de bisimilitud y de las clases de bisimilitud es una pregunta interesante sobre las distintas
familias de procesos. Por los resultados en [ST15] sabemos que en NLMP la bisimilitud de es-
tados puede no ser Borel. En este capitulo estudiaremos algunos casos de estructuras donde
podemos “bajar” la complejidad y recuperar su clasificacion Borel. Comenzaremos con LTS
(Definicién 1.15), para los cuales ya sabemos que la bisimilitud es analitica completa, pero con
restricciones sobre su profundidad. La herramienta principal serd el uso de arboles como repre-
sentantes canénicos del tipo de bisimilitud de un estado en un LTS (referimos a Definicién 1.7
y subsiguientes para conceptos y notacién vinculada a drboles). Por medio del desplegado (tree
unfolding), cualquier LTS punteado es bisimilar a un arbol. Pero si se quiere que la bisimilitud
se corresponda con isomorfismo entre los arboles asociados, se debe tener en cuenta la multi-
plicidad de los sucesores. En el caso de ramificacién contable, este requisito se resuelve con las
w-expansiones. Adaptamos la siguiente definiciéon de [BBWO06, p.275]:

Definicién 5.1. Dado un LTS S = (S, {Rs}aer), un camino w-indexado desde s € S es una
sucesion de la forma

U = (Sl,@l,'ﬂl)(SQ, a27n2) e (vaamvnm)

tal que a; € L, n; € N, s LN sy y paratodoi € {l,....,m—1}s; BAASTIN Sit1-

La w-expansién en s de S es el LTS (Trs(s), {Sucg(s)}aer) donde Trs(s) C (S x L x N)<N
es el conjunto de todos los caminos w-indexados desde s junto a la palabra vacia €, y Sucg(s) C

Trs(s) x Trs(s) se define por (u,v) € Sucg(s) siy sélo si v = u(t,a,n) para algint € Sy n € N.
Notamos que Trs(s) es un drbol en S x L x N, i.e., es cerrado por segmentos iniciales. La

relevancia de esta construccién estda dada por el siguiente resultado:

Teorema 5.2 ([GO07, Corollary 47]). Si (S,s) y (S',s") son LTS de ramificacion contable:

(S,5) ~ (S,8") <= (Trs(s), {Sucd(s)}acr) = (Tre(s'), {Sucs (s") }acr)-

A continuacién daremos una prueba de la direccién (=) de este teorema que explicita
un isomorfismo con propiedades particulares que nos servird en la Seccién 5.2 mas adelante.
Probamos primero el siguiente resultado auxiliar.

Lema 5.3. Si R una bisimulacion entre los LTS (S, s) y (S, 8'), la relacién R dada por
eRu = u' =g,
uRe < u=cg¢,

u(r,a,n) Ru'(r',a’,n') <= uRW Ar Rv' Na=ad

es bisimulacion entre (Trs(s),€) y (Trs(s'),€).
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Demostracion. Observamos primero que u R v/ = |u| = |[v/|. Si u,v € Trs(s) satisfacen
(u,v) € Sucd(s) y u R v entonces, por definicién de Sucl(s), v = u(r,a,n) para ciertos r € S

y n € w. Dividimos en dos casos:

1. Si u = ¢, entonces s — r y por lo tanto existe ' € S’ tal que s % ' y r R 7’. Sea

v' = €(r',a,n), entonces (e,v') € Suck (s') y v Rv'.

2. Si |u| > 1, entonces u = ug(ro, b, m) para ro tal que ro — r. Ya que u R u’, entonces
|u'| = |u| > 1y por lo tanto v’ = uf(rf,b,m’) con ug R ufy y ro Rrj. Sea r’ € S’ tal que

rh = r' yr Rr'. Sea v/ = u/(1',a,n), entonces (uv',v') € Sucd (s') y v Rv'.

La condicién reciproca es completamente andloga. Tenemos entonces una bisimulacién R tal

que € R e. U

A partir de este resultado podemos construir el siguiente isomorfismo.

Proposicién 5.4. Sean S,S' LTS de ramificacion contable, R una bisimulacion entre (S,s) y
(S',s") y R la correspondiente bisimulacion como en Lema 5.3. Entonces eriste isomorfismo

g: (Trs(s), {Sucd(s)}aer) = (Tre(s), {Suck (s') }aer) tal que u R g(u).

Notamos que la conclusién de la proposicién implica que, si v # €, las primeras coordenadas
en las tuplas que conforman u estdn R-relacionadas con las respectivas primeras coordenadas
en las tuplas que conforman g(u).

Demostracién. Dada R bisimulacién tal que s R s', usaremos la bisimulacién R del Lema 5.3
para construir el isomorfismo. Definimos g : Trs(s) — Trg/(s’) por induccién en la longitud [
del camino w-indexado de modo que satisfaga las siguientes propiedades:

L g(u)] = [ul,

2. u R g(u),
3. g es inyectiva,

4. g alcanza todos los caminos de longitud .

Para el caso [ = 0 definimos g(e) = € y es claro que se satisfacen todas las propiedades. Para
el caso inductivo, supongamos que g estd definida para todos los caminos w de longitud I, que
satisface las propiedades listadas y sea v = u(r,a,n) un camino de longitud [ + 1. Denotaremos
con ro al ultimo estado en el camino u # €, o 79 = s en el caso u = €. Por defincién de
camino w-indexado, 79 — r. Dado que R es bisimulacién, u R g(u) y (u,v) € Sucg(s), existe
v’ € Trg(s') tal que v’ = g(u)(r',a,n’) y v Rv'. Si rj denota el tltimo estado de g(u), o ry = s’

a . ez D
en el caso u = ¢, entonces 1, — 1’y por definicién de R vale ro Rr, y r R’

Consideramos enumeraciones sin repeticiones {t;}ica = {t € S | 7o — t} y {ti}icar =
{t' € 8" | rl) — t'} de los a-sucesores de ry y r{, con fndices en conjuntos A, A’ C N. Dado que
ro R r(, existen mapas f : {ti}ica = {t;}icar y f' 2 {ti}icar — {ti}ica tales que t; R f(t;) y
f(t)) R t.. A partir de f, f' y alguna biyeccién fija a : N x N — N podemos definir funciones
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h,h' como sigue:

h:{(t,a,n)|ro —= t,n€wt—{({t,a,n)|r, - t', new}
h(ti7a7n) = (f(ti)aCL?a(ian))v
A a,n) | ry —— t',newt = {(t,a,n)|ro —= t,n € w}

h/(t;? a, n) = (f/(tg), a, O‘(ia n))

Gracias a la biyeccién «, se ve que h y h' son inyectivas. Por Teorema de Cantor-Bernstein-
Schroder, para cada v = y(u,a) = (ro, rj, a) existe una funcién biyectiva

H, :{(t,a,n) | ro LN t,nGw}—){(t/,a,nHr() LN t',new}

Notar que, por construccién, t estd R-relacionado con la primera componente de Hy(t,a,n) (y
por lo tanto son bisimilares) y ademés H es la identidad en la segunda coordenada. Definimos

g9(v) = g(u(r,a,n)) := g(u) Hy(u,a)(r, a,n).
Verificamos que g satisface las condiciones 1-4 anteriores:

1. Esta condicién es clara pues por HI |u| = |g(u)| y |H(t,a,n)| = 1.

2. Por HIu R g(u) y, como observamos antes, t estd R-relacionado con la primera componente
de H,((t,a,n)). Luego, v R g(v).

3. Si g(up(to,a0,m0)) = g(ui(ti,a1,n1)), por definicién de g tenemos g(ug) = g(u1) y
H.(ug,a0)(t0; a0, m0) = Hoy(yy,0,)(t1,a1,m1). Por HI, ug = uy. Ademas, dado que H, es
la identidad en las etiquetas, ag = a; y por consiguiente 7 (ug, ag) = y(u1,a1). Luego, de
la inyectividad de H, concluimos la inyectividad de g para palabras de longitud [ + 1.

4. Siv' =/ (t';d',n’) es camino de longitud |u| + 1 en Trg(s’), por HI existe u € Trg(s)
tal que u ~ g(u) = u'. Sea v = y(u,a’). Como (¥',a’,n’) estd en codominio de H,, por
suryectividad existe (¢,a’,n) tal que Hy(t,a',n) = (¢',a’,n"). Luego, v' = g(u(t,da’,n)) lo
cual prueba el requisito 4. Mds atin, esto prueba que g~ '(v') = g_l(u’)H;l(t’, a',n').

Por Principio de Induccién sobre N, tenemos definida g : Trs(s) — Trs/(s’) que cumple con las
propiedades listadas.

Finalmente, probamos que Va € L, (u,v) € Suc§(s) <= (g(u),g(v)) € Sucg (s') para
(u,v) € Sucd(s

tonces (g(u),g(v)) € Sucd (s'). Reciprocamente, si (g(u),g(v)) € Sucg (s'), entonces g(v) =
gu)(r',d',n') = g(uw(Hy o) 11, d/,n')). Por inyectividad de g, v = u(Hy ) (1, d',n'),
por lo tanto (u,v) € Sucg(s). O

o
7

concluir que ¢ es isomorfismo. Por construccién de g es claro que si

5.1. Procesos bien fundados

Si un arbol bien fundado tiene rango finito, sus ramas no pueden tener longitud mayor al
rango. Si ademds contamos con una Unica etiqueta, la bisimilitud sélo detecta longitudes de
ramas y por lo tanto la légica modal basica sin conjuncion, i.e. T y ¢, alcanza para caracterizar
la bisimilitud. Si no nos restringimos al caso bien fundado finito esto ya no es cierto; el ejemplo
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Figura 5.1: LTS no bisimilares equivalentes segiin BML.

tipico es tomar un arbol Sy con una rama de longitud n para cada n € N y un arbol S con la
misma propiedad y ademds una rama infinita (ver Figura 5.1)!.

Al final de esta secciéon mostraremos que esta limitacion de BML perdura aun si nos res-
tringimos a &arboles bien fundados. Mdas dun, incluso tomando un fragmento contable de la
extensiéon de BML con conjunciones y disyunciones numerables, tampoco se puede caracterizar
la bisimilitud. Esto mejora drésticamente el Teorema 28 de [ST15].

En lo que sigue trabajaremos con LTS que pueden representarse como drboles de ramificacion
contable (més atin, serdan arboles sobre conjuntos contables) y de rango contable y acotado. Para
el caso de los arboles bien fundados de rango w + 2 mostraremos que la bisimilitud ~ es Borel
y el resultado sobre la légica serd consecuencia de que la relacién Ey de igualdad eventual de
sucesiones definida en (1.1) se reduce a ~.

Definimos féormulas ¢, para o < wy como sigue:

©o = T,
Pa+1 = \/ <(I>Q0a,
acL (51)
Oy = /\ ¢o si A es ordinal limite.
a<<A

Con estas férmulas podemos definir el rango de un estado en un LTS con lenguaje L.

Definicién 5.5. Si S es LTS y s € S, decimos que (S, s) es bien fundado si existe un ordinal o
tal que (S, s) ¥ pqy1. El rango de (S, s) es el menor de tales ordinales cuando existe e oo si no.
La parte bien fundada de S es el conjunto de estados con rango distinto de oo.

El objetivo de esta seccién sera entonces estudiar la complejidad de la bisimilitud en procesos
bien fundados con alguna restricciéon sobre el rango.

Proposicién 5.6. (S,s) ~ (S',s') = ((S,s) F va < (§,5) F ¢q).

La prueba por induccién en « de esta proposicion es muy sencilla y directa de las definiciones.
El corolario inmediato es que estados bisimilares tienen el mismo rango. Notamos ademads que
no vale la vuelta en este resultado. Un ejemplo sencillo seria tomar dos estados, cada uno con
un unico lazo para etiquetas distintas. Las férmulas sélo expresan la posibilidad de caminos de
cierta longitud, pero no diferencian etiquetas.

! Agradezco a Marcos G. por su ayuda, entusiasmo y curiosidad en la confeccién de las figuras de este capitulo.
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5.1.1. LTS sobre N bien fundados

Definicién 5.7. Denotaremos con wLTS al espacio producto N x [T ., 2N (N discreto).
Cada punto z = (z(x), (z4)acr) € wLTS representard un LTS punteado sobre N con raiz z(x)
y relaciones de transicién xgr, = Zq.

A partir de esta codificacién de la clase de LTS punteados sobre N usaremos expresiones
tales como (N, s) € wLTS o [¢] C wLTS, identificando un LTS con el punto que lo representa

y viceversa.

Proposicién 5.8. Para todo a < wi, [¢a] es subconjunto Borel de wLTS.

Demostracion. Usamos induccién en a. El caso a@ = 0 es trivial pues [¢o] = wLTS. En el
caso limite, [ox] = Nyer [@al ¥ como la interseccién es contable, la HI asegura que [p)] €
B(wLTS). Para el caso sucesor, usaremos una funcién auxiliar g : wLTS x N — wLTS dada por
g(x,t)(x) =ty Va € L g(x,t)(a) = x4 (i.e. g mueve la raiz del LTS codificado por z a t). Esta
funcién resulta continua: si a € L, t,4,7 € N, g7 [{z € wLTS | () =t Awg(i,j) =1} = {z €
WLTS | zq(i,5) =1} x {t}.

Hacemos una observacién que serd ttil en el préximo céalculo: si t € N, wLTS x {t} es
subespacio de wLTS x N homeomorfo a wLTS via la (restriccién de la) proyeccién py : wLTS x
N — wLTS. Por lo tanto, para todo B € B(wLTS x {t}) = B(wLTS x N) NwLTS x {t}, vale
que p1[B] € B(wLTS).

Calculamos ahora [pa+1] C WLTS:

[at1] = {x € WLTS | Ja € L It € N zo(z(%),t) =1 A g(x,t) F 0o}
= J Ute | 2ale(e),) = 130 {z | g(2,1) F wa)

a€Ll teN

= J Ul | ma(@)(m(@).t) = 1} npr[g [[pal] N (WLTS x {t})]

a€L teN

= J ULz [ ma(@) (b, t) =1} n{z | (@) = b}) N p1 g7 [[@al] N (LTS x {t})]

acL teN beN

= J UM s e 2N 0,0 = B nm  [{0}]) npi[g 7 [eall N (WLTS x {t})].

acLteN beN

Todos los términos involucrados en esta unién son conjuntos Borel por medibilidad de las
proyecciones, por HI y por lo observado sobre wLTS x {t}. Se sigue que el resultado es valido
también para a + 1 y por ende para todo ordinal o < wj. O

Definicién 5.9. Si o < wy, denotaremos con wLTS=" a la familia de LTS punteados sobre N
bien fundados de rango a lo sumo «.

Corolario 5.10. Para cada o < wy, el conjunto wLTS<Y es Borel en wLTS.
Demostracion. (N,s) € wLTSSY <= (N,s) ¥ par1 <= (N,5) ¢ [@ar1]. O

Por conveniencia usaremos la notacién M := N x L x N. La Definicién 5.1 de w-expansion en
un punto de un LTS aplicada al caso particular de wLTS nos da un mapa € : wLTS — Trp; X
[Lacr oM ="xM<" Cyando sea necesario escribiremos 2 en componentes Q(z) = (Q(z), {Qq(2) |
a € L}). Por Teorema 5.2, se cumple Vo,y € wLTS (N, z(x)) ~ (N,y(%)) <= Q(z) = Q(y).
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Lema 5.11. Q: wLTS — Trar X [,cr, oMM oo continua.

Demostracion. Veamos que las funciones componentes de Q(x) = (Qo(x), {Q(x) | a € L}) son
continuas. Sea u = (ng, ag, mo) . . . (ng, ax, my) € M<N fijo, calculamos

QT € Trayy |ueTY = {x € WLTS | u € Q(z)}
={x | xgo(x(*),n0) =1 Axg,(no,n1) = 1A+ Ao, (n—1,n1) = 1}
= {2 | zap(x(x),m0) = 1} Ny <j<p{z | Za, (i1, ) = 1}

De manera andloga a lo calculado en la prueba de la Proposicién 5.8, {z | 4, (x(*),ng) = 1} =
Upen Tag [{f € 28N | f(b,n9) = 1}] N w; t[{b}] es abierto en wLTS y para cada i € {1,...k},
{z | za;(ni—1,ni) = 1} también lo es.

Siac LyuveMN QX CMNx MN| (u,v) € X} = {z € wLTS | (u,v) €
Qu(z)}. Siv=u"(n,a,m) para algin n, m € N, entonces este conjunto es {z | u,v € Qy(x)} =
{z | v € Qo(x)} el cual es un conjunto abierto por continuidad de €. Si u,v no son de esa
forma, es vacio. ]

A continuacién veremos que ) preserva rangos, esto es, dado un estado s € S de rango
o, su w-expansién da un arbol Qy(S,s) que resulta bien fundado y cuyo rango (como &rbol)
p(Q0(S, s)) es también .

Usaremos WF' para denotar el espacio de arboles bien fundados sobre N. Ademads, mediante
WF™* (< € {=,<,<,>,>}) denotaremos la subfamilia formada por los &rboles de rango
‘D<= «”. Anadiremos un subindice X si nos referimos a las mismas colecciones para arboles

sobre X.

Daremos primero una caracterizacién de WF=% en términos de férmulas. Consideramos las

formulas 1, para o < wy definidas recursivamente como:

on = T,
wa-l—l = Oway
Py = /\ Yo s A es ordinal limite.
a<

Notamos la correspondencia entre las férmulas ¢ en (5.1) y ¢ para el caso de una tunica
etiqueta dada por \/,; (a)@a <+ 0. La satisfabilidad de ambas expresa que un estado (nodo)
puede hacer una transicién a un estado (nodo) que satisface ¢, (¥q).

SiT e Tryy s €T, el subarbol Ty estd definido por t € Ty <= s~t € T. Recordamos que
WFE 7 denota la parte bien fundada de T'. También usaremos la siguiente notacién cuando haga
falta: si u € WFp es de la forma (n)"u/, denotamos v’ con tail(u).

Lema 5.12. SiT € Try y u € WFr es de la forma (n)~u', entonces pr(u) = pr,,,, (v').

Demostracion. Notamos que si v € T extiende a u, entonces tail(v) extiende a tail(u). Y recipro-
camente, si v € T{,, extiende a tail(u) entonces (n)"v extiende a u. Probamos el resultado por
induccién en o = pr(u). Para el caso base, si u es terminal en T, entonces tail(u) también
debe serlo en T, por lo recién observado. Supongamos ahora que la afirmacién vale para toda
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palabra no vacia en 7' de rango < a y sea u = (n)"u’ € T tal que pr(u) = a. Entonces

pr(u) =sup{pr(v) +1|veT, ul v}
= sup{pr((n)"v') +1|v" € Ty, tail(u) C v'}
= sup{pr,, (V") + 1[0 €Ty, tail(u) Cv'}
= pr,,,, (tail(u)). O

La siguiente proposicién vale para arboles sobre cualquier conjunto. Por simplicidad, la
enunciamos y probamos para arboles sobre N.

Proposicién 5.13. T ¢ WF<* < (T,0) F ¢,.

Demostracion. (=) Supongamos primero que T ¢ WF y sea x = (;)ic., € 2V N [T] una rama
infinita. Probamos por induccién en a < w; que Vi > 0 (T, x|i) F 1, el caso base es trivial y
el caso limite se sigue de la definicién de 9 y de la HI. Supongamos que Vi > 0 (T, z|i) F 4.
Como z|i — z|i+ 1y (T,z|i+ 1) F va, entonces (T, z|i) F O1)q; por lo tanto (T, x|i) E Yay1y
se tiene probada la afirmacién. En particular, (T, 0) = (T, z|0) F v, para todo a < wj.

Veamos ahora el caso de arboles bien fundados. Probemos por induccién la siguiente afir-
macion: si T € WF y existe u € T tal que pr(u) > «, entonces (T,0) E 1. El caso a = 0 es
trivial pues (T,0) F T. Supongamos que la afirmacién es verdadera para o y sean T' € WF y
u € T tales que pr(u) > o+ 1. Entonces existe k € N tal que v :=u~(k) € T y pr(v) > a.
Si ng es la primera coordenada de u (o {) si u = (), por Lema 5.12, pT<nO>(tail(v)) > «. Por HI
tenemos que (T(y), ) F ta, y por lo tanto (T, (ng)) F Y. Luego, (T,0) F Qb y en consecuen-
cia (T,0) E tq41. Para el caso A limite, si pr(u) > A, entonces Voo < X pp(u) > a y por HI
Va < A (T,0) E 1. En consecuencia (T,0) E A,y Ya = ¥x.

(<) Supongamos que (T,0) E 1), debemos mostrar que T ¢ WF VT € WF=%. Usamos
induccién en o para probar que si T' es bien fundado y (T, ) E 1), entonces T € WEF=%. Para el
caso o = 0 no hay nada que probar pues WF = WF=°. Supongamos que (T,0) E Yatr1 = Ot
Entonces existe & € N tal que (k) € Ty (T(x),?) F 1a. Dado que T(y es bien fundado si T' lo
es, por HI tenemos que T{y) € WFZ¢. Se sigue que para todo 3 < « existe vg € T, tal que
P1 (vg) = B. St ug := (k) vg, entonces ug € T'y por Lema 5.12 vale que V3 < a pr(ug) =
Py (vg) = B. Por lo tanto pr(0)) > a y en consecuencia p(T') = pr(0) +1 > o+ 1,

Finalmente, para el caso A limite notamos que si (T, 0) F ¢y entonces Voo < X\ (T,0) E 1o y
por HIVa < AT € WFZ%. Luego, T € WFZ*, O

Lema 5.14. (S,s) F oo < (Q0(S,5),0) E ¥q.

Demostracion. Usamos induccién en «. El caso a = 0 es trivial y el caso A limite se sigue
directo de la definicién de las férmulas y de la HI. Para el caso sucesor, si (S, s) F ¢q+1, existen
a € LytcStalesques — ty (S,s0) F ¢a. Luego, (t,a,n) € S x L x N atestigua que
(Q(S, 5),0) E Oth, = 1. La reciproca es similar. O

Corolario 5.15. (N,s) F o, <= Qo(N,s) ¢ WE3/. En consecuencia, la restriccion de Qo a
wLTS=* tiene codominio WF5F.

Demostracién. Por Lema 5.14 y Proposicién 5.13 (N,s) F ¢, <= (Q0(N,s),0) F ¢, <
Qo(N,s) ¢ WE3f. Si ahora (N, s) € wLTS=%, entonces (N, s) ¥ pa41 y por lo tanto Qo(N, s)
Yor1. Luego, (N, s) € WFH = WFSP. O
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Recordemos que la clase WF es un subconjunto coanalitico (no Borel) de Try. Una propiedad
clave de los conjuntos de este tipo es que admiten rangos coanaliticos ([Kec94, Thm. 34.4]), los
cuales gozan de buenas propiedades de definibilidad. Una consecuencia es que si ¢ : A — ORD
es un rango en el conjunto coanalitico A, sus segmentos iniciales A¢ := {x € A | ¢(x) < £} estdn
uniformemente en B(A).

Teorema 5.16 ([Kec94, Ex.34.6]). El mapa T + p(T) es un II}-rango sobre el conjunto WF.

Esto implica que, para cada a < wi, la clase WF<® resulta un subconjunto Borel de Try,
y por lo tanto es un espacio de Borel estandar.

Corolario 5.17. WF%; es espacio de Borel estdndar.

Demostracién. Dado que se tiene un rango en el subconjunto coanalitico WF de 2<VN, los seg-

mentos iniciales WF=% = {T' € WF | p(T) < a} estdn uniformemente en IT}(2<Y) N 21 (2<N) =

B(2<N). Dado que M es contable, los espacios Try y Trjs son isomorfos y obtenemos el resultado
<«

para WFy, . ]

Definicion 5.18. Para cada 1 < a < wq, definimos una relacién =, C Try x Trys por
T, T < T,T" € WF3/* AN (T, {Suca(T)}acr) = (T, {Suca(T") }aeL),

donde (u,v) € Suce(T) siy sblo si Iz € M ma(z) =aAv=u"(z).

A continuacién probaremos que 2, es Borel. Escribimos M*. C M* para denotar el conjunto

inj

de k-uplas sin repeticiones, es decir funciones k — M inyectivas. También, para k > 1y

2 < a < wy, denotamos con forthf (7', 7") y backy (T, T") las siguientes condiciones:
forthf(T,T') : T € WF3f AVu € My (Vi <k(w;) €T = (' € M; Vi <k (uj) € T'A

AVi < kmo(u;) = mo(uy) AVi < k38 < aTly,) =g T(’u4))),

back (T, T") : T' € WF3f AVu' € ME, (Vi < k(u}) € T' = (3u e ME; Vi < k(u;) € TA

inj inj

AV < k’/TQ(ui) = ﬂg(ug) AV < k3B < OéT(ui) gﬁ T(/u/)))

Con la primera de estas condiciones expresamos que para cualquier familia finita de nodos
en el primer nivel de T (es decir nodos de longitud uno), hay nodos en el primer nivel de T’
que los imitan uno a uno, donde imitar quiere decir que los subdrboles correspondientes son
isomorfos. La segunda condicién es lo mismo pero comenzamos en 1.

Observacion 5.19. SiT,T' € Trys satisfacen la segunda parte de las definiciones de forth{ (7', 7")
y back{(T,T"), entonces podemos probar que T,T" € WF]%/[C“H. En efecto: para cada (u) € T
existen (u') € Ty By < « tales que T(,y =g, T(’u/). Por definicién de =g, T, € WFEﬁ“ y por
Lema 5.12, p(T(y)) = p1,,(0) +1 = pr((u)) + 1. Es claro que T" € WF s pues todos los arboles
T(yy con (u) € T son bien fundados. Luego,

p(T) = pr(0) + 1 = sup{pr((w)) + 1] (u) € T} +1
— sup{p(T(w) | (u) € T} +1 < sup{B, | (u) € T}+1<a+1.

Andlogamente para T".

Lema 5.20. Dado x € M, la funcion hy : Tray — Try dada por hy(T) = T(,) es continua.
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Demostracion. Sea () # v € M<N fijo y notamos que h;'[{T € Try | u € T} = {T € Try |
u € hy(T)} ={T € Tryy | uw € Ty} ={T € Try | (¥)"u € T} es un conjunto abierto de
Tra. O

Teorema 5.21. Para todo 2 < a < wy, T =, T' <= Vk > 1(forthi (T, T") A backy (T, T")).

Demostracion. (=) Sean (T,T") € =, Por definicién T, 7" € WF3f* y tenemos un isomorfismo
[ (T, {Suca(T)}) = (T',{Suca(T")}). Sea k > 1y u= (u;) € Milflj tal que Vi < k (u;) € T.
Definimos u' = (f((u;)))o<i<k € MF, entonces (u}) € T" y dado que (0, (u;)) € Sucy(T) <=
(0, f((us))) € Suca(T") tenemos que ma(u;) = mo(u;). Sea fB; := p(T(y,)). Por Lema 5.12, 3; <
p(T) = a. Dado que la restriccién f; = f[1(,,) es isomorfismo entre T,,) y T(’u;), tenemos que
T (’u;) e WF ]\:f *y por ende T(,,) =g, T(’u;). Esto prueba forth (7', 7"). La condicién backy (T, T")
es analoga.

(<) Sean T, T" € Trp arboles no vacios tales que Vk > 1(forthy (T, T") A backy (T,1")). Por
definicién de las condiciones, T, T7 € WFf* y sélo debemos construir un iso f : (T, {Suc(T)}) =
(T",{Sucy(T")}). Para cada a € L, definimos Dy(T) := {n € N | (n,a,0) € T} y Do(T") de
manera analoga. Es suficiente dar una biyeccion g : Do (T') — Do (T") tal que T(,, 4.0y = T(g(n),a,0)
para todo n € D,(T). Si alguno de los dos conjuntos es infinito, la validez de las condiciones
forthy (T, T") y backy(T,T') para todo k > 1 asegura que ambos son infinitos. En este caso,
para construir la biyeccion requerida consideramos los tipos de isomorfismo de T, ). Las
condiciones para k = 1 dicen que en Ty T’ ocurren exactamente los mismos tipos. Si para
alguno de estos tipos hay k ocurrencias en T, la condicién forthf(7',7") implica que hay al
menos k ocurrencias en 71", y reciprocamente usando la condicién backy (7, 7). Si algin tipo
ocurre infinitas veces en uno de los arboles, ocurre infinitas veces en el otro. En ambos casos
tenemos una biyeccién entre D,(T) y Dq(T’) que preserva tipos de isomorfismo.

Por otro lado, si los conjuntos son finitos, usando la condicién forthy con k = |Dy(T)| y
backy con k' = |Dy(T")| obtenemos que tienen el mismo cardinal y mds atin obtenemos una
biyeccion que satisface lo requerido. ]

Corolario 5.22. Para cada 1 < o < wi, =, es Borel.

Demostracidn. Usamos induccién fuerte en a: en el caso v = 1 notamos que =y = {({0},{0})}
es Borel en Trjps x Trjps. Supongamos ahora que para todo 8 < a, =g es Borel. Por Teorema 5.21,
basta ver que los predicados backy (T, 7") y forthf (T, T") definen subconjuntos Borel de Trps x
Trpr. Notamos primero que, por Corolario 5.17, las condiciones T, 7" € WF73* son Borel.
Ademas, todos los cuantificadores son sobre conjuntos contables y la condicién (u) € T define
un clopen. Por iiltimo, el predicado T, =3 T(’u,) es equivalente a (T,T") € (hy X hy ) L[24]
para la funcién h, del Lema 5.20, lo cual define un Borel por HI. O

Finalmente, probamos que la restriccién de la bisimilitud en wLTS a wLTS<* es Borel.

Corolario 5.23. ~ en wLTS<* es Borel.

Demostracion. Por Lema 5.11 y Teorema 5.2, Qo = QwLTSS® : wLTS<* — WF]%/ICV X
[Lacr oM XM= o reduccién continua de ~ € wLTSS*xwLTS<* a2, ie., (N, s) ~ (N, s) <
Qa(N, s5) =, Q4(N,s"). Dado que 2, es Borel, ~ también lo es. O
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5.1.2. Bisimilitud en wL7S<“"? no es suave

En este apartado damos un paso mas en la clasificacién de la bisimilitud en wLTS y mos-
tramos que en cierto caso reduce a Ey (ver Definicién 1.10). Por la dicotomia dada por el
Teorema 1.11 concluiremos que no es una relaciéon suave.

Comenzamos con LTS sobre un lenguaje con sélo dos etiquetas disponibles, digamos 0 y
1. Esto nos lleva a considerar el espacio de Cantor 2V ya que cada unos de sus puntos puede
pensarse como un camino en un tal LTS.

Por cuestiones de medibilidad, necesitaremos una manera uniforme de listar todas las modi-
ficaciones finitas de un punto x = (zg, z1,---) € 2N Escribimos cada ntmero natural n € N en
binario y consideramos la sucesién b, € 2% obtenida al revertir la expresién binaria y agregar
ceros (ver Tabla 5.1). Las sucesiones my,(z) := b, XOR z (disyuncién exclusiva) dan lugar a
todas las posibles modificaciones finitas de x.

n bin by My (x)

0 0 (0,0,000,...) (z0,21,...)

11 (1,0,0,00,...) (0, 1,...)

2 10 (0,1,0,0,0,...) (xo,21,22,...)

3 11 (1,1,0,00,...) (d0,a1,2,...)

4 100 (0,0,1,0,0,...) (zo,z1,%2,23,...)

5 101 (1,0,1,0,0,...) (@o,x1,%2,23,...)

6 110 (0,1,1,0,0,...) (zo,21,%2,23,...)

7 111 (1,1,1,00,...) (0,71, 42,73, ...)

8 1000 (0,0,0,1,0,...) (xo,x1,22,T3,2T4,...)

Tabla 5.1: Enumeracién de todas las modificaciones finitas de z € 2N
Consideramos la funcién m,, : 2% — 2N, m,,(z) := b, XOR z. Fijado k € N, obtenemos que

{z c2V | x(k) =0}, siby(k)=

1
-1 N — —frec2N| (m. (z =1} =
my [y € 2 y(k) = 1)] = {z € 2| (ma(2))(k) = 1} {{xe2N\x(k:):1}, i bu(k) = 0,

y en consecuencia m,, es continua.

Sea x € 2N, Para facilitar la intuicién detras de las construcciones que siguen, podemos
representar a x como una rama infinita en un LTS con etiquetas 0 y 1. Consideramos las
modificaciones finitas m, (x) de = y construimos un LTS que consiste inicamente de una cantidad
contable de ramas infinitas a partir de la raiz r,, una por cada modificacion finita de x. Luego,
representamos este LTS como un arbol A(x) sobre N x L para L = {0,1}. En la Figura 5.2
damos una representacion visual para ejemplificar esta construccion. Notar que en cada nodo
de A(zx), la primera coordenada de cada par es una constante k que indica que estamos en
la rama correspondiente a la modificacién my(x). Mientras que con las segundas coordenadas
recuperamos un segmento inicial de myg(z).

Lema 5.24. A : 2N 5 o®xD)<Y oo oontinua.

Demostracion. Fijamos s = (ng,ag)(n1,a1) ... (ng,ar) € (NxL)N. Sing =ny = --- =ny =: n,
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x=(0,1,0,0,1,1,1,0,1, ...

1 1 0 1 (0,0) (111 ) (210) (311) e
@ [ ] @ ® |
0 0 0 1
® ® ® ® (0,0)0,1) (1,1)(1,1)  (2,00(2,0) (3,1)(3,0) eee
0 0 0 0 ‘ |
e L L LI OO0 (NN OO  (GIE0E0 sss

Figura 5.2: El arbol A(x).

entonces

ATMUX C(Nx DN se XY ={zc2V|sc Ax)}
= {z €2V (ag,a1,...,a;) C mn(z)}
= {1‘ € 2N ‘ mn(x) € N(ao,al,‘..,ak)}
= m;zl[N(ao,al,...,ak)]‘
Este conjunto es abierto en 2V ya que Nag,a1,....a,) €s abierto subbasico de 2N v m,, es continua.
Ademss, si existen i, j tales que n; # nj, entonces A~1[{X C (Nx L)<V | s € X}] = ). Como
la familia de conjuntos {X C (N x L)<N | s € X} con s € (N x L)<V junto a sus complementos

(Nx L)<N

forma una subbase de 2 , concluimos que A es funcién continua. ]

Si T € 2NXL) o arbol, para cada a € L definimos R, C T x T por
s "t <= IneN t=s"(n,a).

Esto convierte a (T, {R, | a € L}) en un LTS. En el préximo lema probamos que la bisimilitud
entre estos LTS reduce a Ejy. Necesitamos primero la siguiente notacién: para una palabra no
vacia z = (20, 21, - - ., z1) € 2<N escribimos (z) := (z0)(z1)(z2) ... (2x).

Proposicién 5.25. Si z,y € 2V, entonces x Ey y <= (A(x),0) ~ (A(y), ).

Demostracion. (=) Si x # y difieren en finitos indices, el conjunto de modificaciones finitas
de z y y coinciden y existe una biyeccién h : N — N tal que my,(z) = my,)(y). Asi, los LTS
A(z) y A(y) sélo difieren en un reordenamiento de las ramas donde se permutan las primeras
coordenadas de los nodos segin tal biyeccion. La relaciéon R C A(x) x A(y) que pega los raices
y las respectivas ramas my () y mpn)(y) es bisimulacién.

(<) Si ahora = Bj y, observamos que (A(z),0) E (x(0)) Aoy (2) T (se satisface en la
rama asociada a z). Sin embargo (A(y),0) no satisface tal férmula pues toda rama de A(y)
difiere de z en infinitos indices. O]

Notamos que el arbol A(x) no es bien fundado. Con algunas modificaciones en la construccién
anterior podemos reducir la relacién Ey a la bisimilitud entre arboles bien fundados de un rango
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especifico. Por Corolario 5.17, WF=“*2 es un espacio de Borel estandar, a diferencia de la
situacion anterior donde el conjunto de arboles sobre N que no son bien fundados es analitico
completo ([Kec94, Thm. 27.1]). Es conveniente pensar ahora en Ejy como una relacién entre
subconjuntos de N identificando a x C N con su funcién caracteristica N — 2.

Fijamos un arbol T, sobre N que tiene una tinica rama de longitud k+1 para cada 0 < k € w,
de modo que ramas correspondientes a distintas longitudes son incompatibles, i.e, no tienen

2<N

segmentos en comun (ver Figura 5.3(a)). Diremos que u € es admisible si u € T,,,. Notamos

que cada u admisible determina un dnico natural k = k(u) correspondiente a la rama a la que
pertenece. Dado un subconjunto z C N, consideramos el arbol T, que se obtienen a partir de
T,, por restriccién a las ramas de longitud k + 1 para cada k € x (ver Figura 5.3(b)).

Lema 5.26. Si x C N, (T},,0) E OFF1(=0T) «—= ke x.

Demostracion. (Ty,0) E OFH(—~0T) <= Is € T, length(s) =k + 1A pp,(s) =0
— (k,k—-1,...,0) €T,
— (k) eT,
<~ kex. 0O

Sea N = {n/ | n € N} una copia de los naturales. Dado 2 C N, construimos un arbol B(x)
sobre NUN que represente todas las modificaciones finitas de z: adjuntamos a la raiz nodos (n')
que enumerardn las modificaciones finitas de z de modo que el drbol T}, (,) queda asociado al
segmento inicial (n’) (ver Figura 5.3(c)). Observamos que el rango de B(z) es a lo sumo w + 2.
Ademas, B(z) € 2(NUN)<Y conforma un LTS con la relacién sucesor.

x=EVEN ={0,2,4,6, ...}

T 3 Tx € Ty & B(x) @
©0) (1|) (T) (T) () (TJ (T) ) (1 21 3) -
01,0 21 (32) o 2N 83 / ' \ / \ / \ / \
| | | ©0) (02 @4\ T T T
(2,1,00 (3,2,1) wee (210 (432 = e !
(04
(3,2,1,0) sas (4,3,2,1) | |
| 0,2,1,0) (0,4,3,2
(4,32,1,0) |
Tml(x)=.|_x 'M| 1)
21,0
(a) (b) (c)

Figura 5.3: El arbol B(x).
Lema 5.27. B: 2V & WFgfjgf es continua.

Demostracion. Dividimos la construccién de la funciéon B en dos pasos:
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1. Sea M : 2Y =[], o, Try dada por M(z) = (T (2))icw- Veamos que M es continua:

new

M r'{T e TrylueT}]] ={ze2V |uem(M@)}={zec2V|ue T2}

0, si u no es admisible,
N {{x € 2V | my(2)(k(u)) = 1}, si u es admisible

0, si u no es admisible,
N {m;l[{y € 2V | y(k(u)) = 1}], si u es admisible.

La continuidad de m,, asegura que el caso no trivial es también un conjunto abierto.

2. Sea ahora P :[], .,
una rafz: P((T;)icw) = {0} U{i""s | s € T;}. Verificamos que P es también continua: sea
u € (NUN)<N tal que u = kv para algin k € w y v € NN, Calculamos

Try — Tryun €l mapa “unién” que pega una sucesion de arboles a

PU{T € Trnow |u e TH ={(T) € [] Tra [ v € i}

new

=[] T x{T € Try|veT} x [] Trn

i<k i>k

y este conjunto es abierto en el producto. Si u no es de la forma anterior entonces la

preimagen es vacia.

Dado que B = P o M, hemos probado su continuidad. ]

Proposicién 5.28. Si z,y C N, entonces x Eyy <= (B(x),0) ~ (B(y),0). En consecuencia
EO <B Y WESwt+2-

Demostracion. (=) De manera andloga a la Proposicién 5.25, si z e y difieren en finitos ele-
mentos, el conjunto de sus modificaciones finitas es el mismo y existe una biyeccién h: N — N
tal que my,(z) = mpp)(y). La relacién R C B(z) x B(y) que pega las raices y los respectivos
subdrboles representantes de mp(z) y My, (y) es bisimulacion.

(<) Dado z C N, consideramos la férmula

p(z) = \ 0" =0T) A A\ ~(0"H(=0T)),

neEz n¢z

y observamos por Lema 5.26 que (7%,0) F p(w) <= w = z.

Supongamos que x Fg y. Dado que B(z) contiene un subérbol bisimilar a T, = Lo ()
tenemos que (B(x),0) E Op(z). Sin embargo 0 € B(y) no satisface tal férmula ya que ninguno
de los subdrboles T, (, satisface (7). O

Si trabajamos con un LTS sobre un espacio medible diremos que una légica es medible si
los conjuntos de validez de sus féormulas son conjuntos medibles. A través del Teorema 1.11
deducimos que ~ no es suave y obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.29. No hay logica contable y medible que caracterice la bisimilitud para drboles
bien fundados de ramificacién contable y rango w + 2.

Resaltamos que si existe al menos una logica que caracteriza la bisimilitud para LTS conta-
bles ([ST15, Exm.13]), pero por lo anterior ninguna sera medible.
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Por un argumento de cardinalidad, sabemos que no hay féormulas de la légica modal bésica
que caractericen las clases de bisimilitud entre drboles de rango w + 2 ya que hay una cantidad
no numerable de tales drboles no bisimilares dos a dos (por ejemplo, la familia {B(z) | x € X}
con X un transversal para Ep). El siguiente corolario implica que esto tampoco se cumple si
expandimos la légica a BML,, , la légica modal basica con conjunciones contables.

Corolario 5.30. No hay fragmento contable de BML,, que caracterice la bisimilitud para drbo-
les bien fundados de ramificacion contable y rango w + 2.

5.2. MLTS uniformemente medibles

Abordamos la pregunta sobre la complejidad de la bisimilitud en NLMP. Comenzamos
con el caso de los NLMP no probabilistas ([Woll2]), esto es, procesos (S,3,{T, | @ € L})
en los cuales T,(s) es un conjunto de medidas puntuales, o de Dirac. En tal caso podemos
escribir To(s) = {0, | € Tq(s)} donde To(s) C S para cada s € S. Puesto que la aplicacién
d: (5,%) = (A(S),A(X)) dada por 6(s) = 05
separable, podemos prescindir del espacio (A(S), A(X)) y trabajar con la estructura (S, 3, {'T'a |
a€clL}).

es un embedding cuando S es metrizable

Definiciéon 5.31. Un sistema de transicién etiquetado medible, o MLTS, es una tupla S
(8,2,{T, | @ € L}) donde (S,%) es un espacio medible y para cada etiqueta a € L, T, :
(S,X) — (X, H(X)) es un mapa medible.

El hecho que la aplicacién § es embedding permite probar la siguiente correspondencia entre
NLMP no probabilistas y MLTS.

Proposicién 5.32 ([Woll2, Prop. 4.7]). Supongamos que ¥ es contablemente generada y separa
puntos en S, y para todo a € L y s € S, To(s) = {0, | © € Ta(s)} para conjuntos Ta(s) C S.
Entonces (S,%,{T, | a € L}) es un NLMP si y sélo si (S,%,{T4(s) | a € L}) es un MLTS.

Un MLTS S es un LTS con ciertas restricciones de medibilidad. Las relaciones de transicién
R, C S x S estan definidas por

T Ryy < ye Ty(x). (5.2)

Si x Ry v, 1o denotaremos de la manera usual para LTS usando z — y. Recordamos que para
LTS tenemos la nocién relacional estdndar de bisimulacién (interna y externa) 1.16 y por ende
podemos usarla también en el contexto de los MLTS. En el caso de la bisimulacién de estados
externa, la Definicién (4.2) de levantamiento de una relacién resulta 6, R §, si y sélo si para
todo par (@, Q') R-cerrado medible vale z € Q <= 2’ € Q'. De esto deducimos que R es
bisimulacién de estados externa si se cumple que:

s R s implica Va € T,(s) Iz’ € To(s') 2 R*(Z*(R)) z' y la condicién reciproca.
Proposicion 5.33. 1. [ST15, Prop. 12] Para un MLTS de imagen contable sobre un es-

pacio separable, todas las nociones de bisimilitud internas (eventos, impactos, estados y
estandar) coinciden.

2. 8iS yS son MLTS de imagen contable sobre espacios separables, R C S x S’ es bisimu-
lacion tradicional si y solo si es bisimulacion de estados externa.
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Demostracién. Probamos la segunda afirmacién: supongamos que R C S x S’ es bisimulacién
tradicional, s R s’ y & € Tq4(s), es decir s % x. Entonces existe 2/ € S’ tal que &' —% 2/ y
x R 2'. En consecuencia, si (Q, Q') es par R-cerrado medible, x € Q < 2’ € @’. La condicién
zag es similar y por ende R es bisimulaciéon de estados externa.

Para vuelta, podemos considerar el MLTS suma directa S®S’. Dado que S y S’ son subestruc-
turas, por Lema 4.41 tenemos que si R C S x S’ es bisimulacién de estados externa, entonces
R U R™! es bisimulacién de estados interna en S @ §'. Luego, R U R™! resulta bisimulacién
tradicional y por lo tanto R también lo es. O

Dado este resultado, denotaremos con ~ a cualquiera de las bisimilitudes. En [DWSTCO09,
DSTW12] pueden encontrarse ejemplos de MLTS de imagen no numerable donde todas las

nociones anteriores difieren.

Con la siguiente definicién queremos representar, para un MLTS S y un estado s € S, el
conjunto Ag formado por s y todos los estados accesibles desde s (sucesores de s, sucesores de
sucesores de s y asi en una cantidad finita de pasos).

Definicién 5.34. Dado un MLTS S = (S, %, {T, | a € L}) y s € S, definimos A, := | J
donde la familia {A,(s)}new estd dada recursivamente por:

Ap(s)

new

= Ao(s) = {s},
w Apii(s) = An(s)U (U{Ta(x) |z € Ap(s), a € L}).
Observacion 5.35. Si s —— t, entonces A; C Aj.

Notar que si el proceso es de imagen contable, entonces A; C S es medible ya que es un
conjunto contable. Si consideramos a S como un NLMP, es claro que para todo x € Ag y
para todo &, € T,(x) vale 6,(S) = §,(As). Podemos trabajar entonces con la subestructura A
definida en 4.33.

Lema 5.36. Sean S y S’ dos MLTS de imagen contable sobre espacios separables. Si R C S x S’
es bisimulacion entre (S,s) y (S',s"), entonces RN (As X Ay) es bisimulacion entre (Ag,s) y
(Ag,s).

Demostracion. Dado que todas las nociones de bisimulacion coinciden, usamos la definicién
tradicional. Si (r,7') € RN(Asx Ay) y 7 — t, entonces t € A, C A,. Como R es bisimulacién,
existet' € S talquer’ — 'yt Rt'. Luego, t' € A,» C Ay y por lo tanto (t,t') € RN(Asx Ay).
La propiedad reciproca es analoga. O

Corolario 5.37. Sea S un MLTS de imagen contable sobre un espacio separable. Si s,t € S,
s~ t siy solo si(Ag,s) ~ (Agt).

Demostracion. La ida es consecuencia del Lema previo. Para la vuelta, usamos Proposicién 4.34

X

& (Ag,s) y lo mismo para t. Por Proposicién 5.33(2) podemos reem-

para obtener que (S, s) ~
plazar ~ por bisimilitud tradicional entre LTS, la cual es transitiva. O

En lo que sigue, y dada la coincidencia de las relaciones de bisimilitud, sera suficiente trabajar
con la estructura de LTS de A via las ecuaciones (5.2), es decir con el sistema (A, {R, | a € L}).
Siguiendo el esquema en [ST15], queremos representarlo como un arbol sobre N y de este modo
encontrar una reduccién de la relaciéon de bisimilitud a la relacién de isomorfismo.
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Trabajaremos con procesos que satisfacen una condicién adicional: la posibilidad de enume-
rar de una manera uniforme todos los estados accesibles a partir de otros estados. Probaremos
que en este caso podemos encontrar una reduccién Borel adecuada a isomorfismo entre estruc-
turas de primer orden, mediante una sucesién de lemas intermedios. A posteriori, llegamos a la
conclusiéon de que un camino alternativo, esbozado en la Observacién 5.58 podria ser aplicada
para evitar algunos de los recursos técnicos utilizados.

Dado un MLTS S y una etiqueta a € L, supongamos que para aquellos s € S tales que
Ta(s) # 0 (i.e. que pueden hacer alguna transicién) podemos elegir una enumeracién T,(s) =
{tn.a(8)}new tal que f,q @ {s € S| Ta(s) # 0} — S es medible para todo n € w. Esta
condicién tiene la desventaja que no podemos componer las funciones t~n7a(s) pues normalmente
seran funciones parciales. Para resolver esta situacién introducimos un nuevo elemento L ¢ S al
conjunto de estados y consideramos el conjunto S+ := SU{ L} y la o-dlgebra ¥ = o(SU{{L}})
(que sigue siendo separable si ¥ lo es). Tenemos asi la siguiente

Definicién 5.38. Un MLTS S = (5,%,{T, | @ € L}) es uniformemente medible si exis-
ten funciones medibles t,, : ST — St tales que t,4(L) = L y para cada s € S, 'i'a(s) =
{tna($) }n<w N {L}. Denotamos con UMLTS a la clase de estos procesos.

Observamos que la definicién exige funciones ¢, , para cada natural n € w, las cuales pueden
ser idénticas o repetir estados en la enumeracién. Notamos también que si s € S no tiene
sucesores entonces debe suceder ¢, ,(s) = L para todo natural n y etiqueta a. Por otro lado, si

s no es accesible desde ningin estado, entonces no estd en la imagen de ninguna funcioén ¢, 4.

Supongamos que contamos con funciones &, 4 : {s € S| Ta(s) # 0} — S tales que To(s) =
{fn,a(s)}n<w. Definimos para cada n € w y a € L las aplicaciones:

i

tn,a(s)’ sises, Ta(s) # ®7
tna(s) =14 L, sise S, Ta(s) =0, (5.3)
1, sis=_1.

De este modo obtenemos funciones totales ¢, 4 : S L — S+, Evaluemos ahora su medibilidad.
Notamos primero que {s € S | T,(s) # 0} = T,1[Hg], el cual es un conjunto medible en S
y por lo tanto los casos de definicién de ¢, , son sobre conjuntos medibles. Por definicién de

Y =0(XU{l}), Ae¥ siysblosi AN{L} € X. Luego, si A €Y'

trald] = (5-4)

{s €S | tna(s) € A}, sil ¢ A,
{(s€ 8 |thals) €AY U{s€ S| Tu(s)=0}U{L}, silcA

Si asumimos que {s € S | tp4(s) € A} = (tna) '[A] € ¥ cuando A € ¥, ambos conjuntos
de la derecha en la ecuacién (5.4) estdn en ¥’ y por lo tanto ¢, , es medible. Reciprocamente,
si suponemos que cada t, , es medible, ¢, ,[{s € S | Ta(s) £ 0} = En,a es también medible.
Tenemos entonces que fn,a es medible si y sélo si ¢, , lo es. Esto nos dice que la condicién de la
Definicién 5.38 no es més fuerte que contar con las funciones 7, 4, y veremos que es suficiente
para generar una enumeracion medible y uniforme de los sucesores de cada estado particular
seSs.

Ejemplo 5.39. Sea S = (5, %, {'T'a | a € L}) un MLTS y supongamos que existe una topologia
polaca T en S tal que To(s) es cerrado y discreto para toda etiqueta a € L y todo s € S. Probamos
que S es uniformemente medible. Dado que (S, T) es polaco, por Teorema de seleccion para F(.S)



110 CAPITULO 5. COMPLEJIDAD DE LA BISIMILITUD

[Kec94, Thm. 12.13] hay una sucesion de funciones Borel dy, : F(S) — S tal que {dn(F)}new €s
denso en F para cualquier F cerrado no vacio. Si 0 # Ta(s) € F(S), entonces {dn(Ta(5)) new
es denso en To(s), pero dado que T,(s) es discreto, entonces {dn(Ta(s))} = Ta(s). Se sigue que

es medible.

En particular, cualquier MLTS de imagen finita sobre un espacio de Borel estindar es uni-
formemente medible.

Ejemplo 5.40. Consideremos el MLTS F = (Try x N<N, B(Try x N<N), T). El conjunto de
estados accesibles para la tnica etiqueta estd dado por T((T,s)) = {(T,s') | s, € TAs < s'},
donde s < s’ <= TIn € N = s7™n. Este proceso fue definido en [ST15, 3.2, alli sirvié como
ejemplo de MLTS sobre un espacio polaco cuya relacion de bisimilitud es analitica no Borel.
Veamos que podemos definir enumeraciones que lo hacen uniformemente medible. Para n € w
definimos t,, : F+ — FX como

(T,s"n), sisneT,

t(L) =15  ta((T)5)) = {L sisn¢T.

Es claro que T((T,s)) = {to((T,s)) | n € w}\{L}. Verificamos que t, es medible. Para un
subconjunto A C Try x NN y ¢ € N<N denotamos con Al a la seccion {T € Try | (T,c) € A}.
Recordamos que si A es Borel, Al|. también lo es. Sea Q € B(Try x N<N), entonces

t,'[Q) = {z € FU{L} | tu(z) € Q}
={(T,s) e F|sneTA(T,s"n) €@}
= Usen<ae{(T,5) | s"n e T A(T,s"n) € Q}
= Usenn(QNA{(T,s7n) | s7n € T})[ s~y x {s}
= Usenan (@NUT | s7n € T} x {s"n})) s~ x {5},

y este conjunto es Borel. Si L € Q', entonces Q = Q' \ {1} € B(Try x N<N), por lo tanto

tn Q]

HQIU{(T,s) | s g THU{L}

ty
tn QIU (Usen<e{T | s™n ¢ T} x {s}) U{L},

el cual también Borel.

Dado un MLTS S, las relaciones de transicion {R, | a € L} de (5.2) pueden extenderse a
relaciones Rx C S+ x S+ del siguiente modo:
T,YES, Yy = yETa(a:),
J_i>y<:>y:J_, (5.5)
- 1 = T(z)=0V =L
Si S es uniformemente medible y el conjunto de acciones L es contable, entonces tenemos
una cantidad numerable de funciones ¢, , y a partir de ellas podemos obtener todos los estados

accesibles en una cantidad finita de transiciones desde un estado fijo s € S. Esto nos permitira
describir al conjunto A de la Definicién 5.34 a través de las composiciones de las funciones ¢, 4.
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Definicién 5.41. Si S es MLTS uniformemente medible con enumeracién {t,,, | a € L, n € w},
definimos {z,, : S* — S+ | n > 2} una enumeracién de todas las composiciones finitas entre las
funciones t,, .. Ademds definimos z¢(s) = L y x1(s) = s para todo s € S+.

Notamos que todas las funciones z, son medibles (por ser composiciones de medibles) y
tienen la siguiente propiedad: existe un camino de s a t si y sélo si existe n > 2 tal que
t=zp(s).

Es conveniente también incorporar 1 a A y considerar tal conjunto como LTS para las
relaciones de transicién (5.5) restringidas apropiadamente. Definimos entonces

At =A,u{1}, (5.6)
Ay = (A7 {R 1Ay |a € LY}). '

Probamos las siguientes propiedades elementales de Aj‘.
Lema 5.42. 1. AL = {z,(s) | n € w}.
2. xp(8) = xm(s) siy sélo si Ik € wapm(s) = tga(Tn(s)).

3. SiRC S xS es bisimulacion entre (S,s) y (S,s'), entonces (RN (As x Ag))U{(L, L)}
es bisimulacion entre (AL, s) y (AL, ).

Demostracion. 1. Probamos por induccién en m que A, (s) C {xy(s) tnew. Para el caso base,
{s} = Ao(s) C {xn(s)}new pues z1(s) = s. Si An(s) C {xn(8) new ¥y 7 € Amt1(s) N Ap(s)

entonces 7 € T,(y) para algin y € A,,(s) Por HI, y = z,,(s) para algin ng € w y
por lo tanto r = ty, o(Tn,(s)) = zp,(s) para ciertos m,n; € w. Luego, r € {x,(s)}new-

Concluimos que A, 41(s) € {@p bnew, Ademés L = xq(s) y por lo tanto AL C {2, bnew-
Para la inclusién reciproca notar que t,, o(s) € To(s)U{L} € AL y por la Observacién 5.35,
tn,a(s) LN y = A;— C Ai o(5) C AL. Por un argumento de induccién en la longitud de

la composicién que define a x,, se ve entonces que z,(s) € Aj para todo n > 2. Ademas,
por definicién xg(s),z1(s) € AL.

2. Verificamos cada caso en la definicién (5.5): si x,(5), 2m(s) € S, zn(s) —= apm(s) <
Tm(5) € Ta(@n(s)) <= Tk € wam(s) = tpa(zn(s)). Sizn(s) = L, L % z,(s) <=
Tm(s) = L = t4(L) para cualquier £ € w. Por ltimo, si zp(s) = Ly zp(s) # L,
zp(s) — L <= Tu(zn(s)) =0 <= L =tgq(xn(s)) para todo k € w.

3. Por Lema 5.36, RN (As x Ag) es bisimulacién entre (A, s) y (Ay,s’). Si (z,y) € RN
(Asx Ay)y z -2 1 entonces T,(z) = 0; como R es bisimulacién, debe suceder T, (y) = 0
y por lo tanto y —— L. Finalmente, dado que L - y <= y = 1, la condicién de
bisimulacién se cumple trivialmente para el par (L, L). O

Ejemplo 5.43. Consideremos los siguientes LTSS y T:

S9 — 83 b tQ
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Tenemos que AL y Aj- se obtienen al agregar L y las respectivas transiciones al mismo:

ASL : a 551 a,b AtL : a ty a,b
3/ \LDM t/ \J_Da,b
T Sy,

S92 T> S3 a,b

Notar en este Ejemplo que la relacion total Ai‘ x Aj es una bisimulacién y por lo tanto
cualesquiera dos estados en sendos LTS son bisimilares. Este efecto, consecuencia de agregar
1 al LTS, es general y por supuesto es inconveniente. Es el costo por definir funciones globales
que enumeren los estados sucesores. Sin embargo, a partir de un estado s € S y la estructura
asociada ASL, construiremos un nuevo LTS que servird como representante canénico de su tipo
de bisimilitud. A continuacién desarrollamos una estrategia estandar para tal fin con el agregado
de algunas construcciones especificas a nuestro contexto.

Nuevamente las herramientas seran las w-expansiones definidas en 5.1. Observamos que la

w-expansién en s de S es el mismo LTS que la w-expansién en s de A;: en efecto, si existe un

camino de s a t, entonces t € Ag y por lo tanto vale la contencién Trg(s) C (As x L x N)<N,

Si S,S son LTS de ramificacién contable, s € S'y s’ € S’, entonces trivialmente se cumple
que las w-expansiones de A} y A? son isomorfas (incluso para estados no bisimilares entre sf)
ya que ambas serdn los darboles completos de ramificacién |L|.

Ejemplo 5.44 (Continuacién Ejemplo 5.43). La w-expansion de AX en s es la w-expansion del
drbol binario completo (aqui truncado al cuarto nivel):

slyS\bSQ
YN TN
YYjﬂiYYYY

Similarmente para la w-expansion de Aj- en t. Notar que estas w-expansiones son isomorfas,
sin embargo, los dos estados s y t no son bisimilares ya que, por ejemplo, s satisface la formula
(a)(a)T mientras que t no la satisface.

El origen de esta situacién indeseable estd en las ocurrencias de L, con el paso de A, a At
perdimos la propiedad dada por el Teorema 5.2. Una forma de recuperar esta caracterizacién es
anadir un conjunto Bots(s) que sirva para destacar los puntos en la expansién que representan
al estado 1 y permita establecer una correspondencia entre los mismos.

Definicion 5.45. Si S = (S,{Ra}acr) es LTS y s € S definimos
Qs(5) = (Tryp (5), {Sucto(s) | a € L}, Bots(s)),

donde (Try1(s),{Sucy.(s) | a € L}) es la w-expansién en s de At y Bots(s) C Try1(s) estd
dado por ‘

Bots(s) :={v € Tryi(s) | Ju€ Tryi(s)Ja € LIn e Nv=u(L,a,n)}.
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Para dos estados s y ¢/, diremos que Qs(s) es isomorfo a Qg(s") si lo son como estructuras de
primer orden.

Esta estructura nos permitird recuperar una condicién equivalente para la bisimilitud con

un estado s en términos de la w-expansion de AL,

Teorema 5.46. Sean S,S' LTS de ramificacién contable, s € S,s' € S’. Entonces s ~ s' si y
sélo si Qs(s) =2 Qg (s).

Demostracién. (=) Supongamos que s ~ s’y sea R bisimulacién tal que s R s’. Consideramos la
bisimulacién entre (AL, s) y (AL, s') dada por el Lema 5.42(3). Notar que el elemento L de estos
LTS s6lo esté relacionado con L. Via el isomorfismo g de la Proposicién 5.4 para tal bisimulacién
entre (AL, s) y (AL, s') tenemos que (Trys(s), {Sucy1(s)}taer) = (Try1(s'), {Sucy1 (') Faer)-

Basta probar entonces que g también preserva el predicado Bot, i.e., g[Bots(s)] = Bots/(s'):

(C) siv € Bots(s), entonces v = u(L, a,n) para cierto u € Trps (s),a € Lyn € w. Dado que
1 estd R-relacionado con el correspondiente estado en g(v), debe suceder g(v) = g(u)(L,a,n’)
para algin n’ € w. Concluimos que g(v) € Botg/ (s).

(2) si ahora v' € Botg(s'), entonces v' = u'(L,a’,n’) para algin v’ € Try.(s'), a’ € L'y
n' € w. Dado que v = g(v) para algiin v € Tr,.(s), por la misma razén que antes v debe ser
de la forma u(L,a’,n) para algin n € w. Luego, v' € g[Bot(s)].

Concluimos que g es iso entre las estructuras correspondientes.

(<) Supongamos que h : Qg(s) = Qg/(s) es isomorfismo, queremos definir R C S x S’
bisimulacién tal que s R s’. Notar que la preservacién del predicado Suc® implica que un tal
iso preserva la longitud de las palabras, més atn, h(e) = € y h(u(r,a,-)) = h(u)(r’, a,-). Dado
que h satisface h[Bots(s)] = Botg/(s') podemos tomar la restriccién h : Try1(s) \ Bots(s) —
Try1 (s')\Botg(s'). Sea R C Sx 5" definida por s R s"or R 1’ sil existen u € (SN{ L} x LxN)<N,
u ES(S’ \N{LY x L x N)<N tales que h(u(r,-,-)) = u'(+/,-,).

Por definicién s R s’. Verificamos ahora que es bisimulacién, para ello dividimos en dos casos

segun la definicién de R:

1. caso s R s':si s = 7, buscamos 7’ € S’ tal que s’ %+ 7/ y r R+'. Dado que s —— r en
S, entonces (r,a,-) € Try1(s)\ Bots(s) y por lo tanto h((r,a,)) € Try.(s") \ Botg(s').

Como h preserva Suc®, h((r,a,-)) = (r',a,-) para algtn ' # L tal que s’ — /. Si
definimos u, v’ = € obtenemos r R 7’.

2. Para el segundo caso en la definicién de R, supongamos que » R v’ y r - r € S.
Sean wu,u’ tales que h(u(r,-,-)) = u/(r’,-,-). Dado que r; € S, entonces u(r,-,-)(r1,a,-) €
Try1(s)\ Bots(s). Luego, h(u(r,-,)(r1,a,-)) = h(u(r,-,))(r,a,") = «'(r',-,-)(r],a,") €
Try1(s') \ Botg/(s') para cierto rp # L tal que 7’/ %5 7. Si elegimos u = wu(r,,"),
u = u'(r',-,-), obtenemos que r1 R 7.

Las condiciones reciprocas para la bisimulacién se obtienen de manera anédloga considerando el

isomorfismo h™1 : Qg (s') = Qs(s). O

Hasta aqui obtuvimos lo siguiente: dado un MLTS S = (S,%,{T, | a € L}) y un estado s € S,
construimos el LTS AL = (AL, {RL[AL | a € L}) y lo w-expandimos para obtener un &rbol
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sobre un conjunto contable (parte de la estructura Qg(s)). Notamos que la medibilidad uniforme
no ha jugado ningin rol en esto. El siguiente paso serd encontrar representaciones uniformes de
estas estructuras, para ello usaremos arboles sobre N. El siguiente diagrama 5.7 resume todo
el proceso (como ya mencionamos, mas adelante describiremos un camino alternativo que hace
uso de algunos de estos ingredientes pero evita el uso de L). Notamos que en las estructuras de
la primera fila los conjuntos de base involucran a S, mientras que en la segunda los estados ya
se han codificado como naturales.

UMLTS > (S, 5) AL w—enpt Bot(s) Qs(s)

N Q
AN f“)l 2 150

N Il

s (NA{SORG 1A Yaer) —— 2 = (Tr(s), {Suca(s)}, Bot(s)) — As = (MM (B} ieqr,1yur)

Q(5.49)
(5.7)
Retomamos las funciones z,(s) de 5.41 y definimos la siguiente aplicacién:
F& AL SN, fO@) =min{m e N: z,,(s) = r}. (5.8)

Notamos que f(*) es inyectiva, en efecto, si f)(r1) = £ (ry) entonces r; = T o) (rp) (8) =
Z p(s) (ry) (8) = T2. Ademads fO(s)=1y f&(L) =0.

Lema 5.47. Si S es LTS y s € S, el mapa f) : AL — (N, {f®[RE1A ] }acr) es zigzag. Por
lo tanto AL es bisimilar a su imagen.

Demostracidn. Es inmediato ya que z,(s) —% z,(s) <= fO(za(s) -2 fO(z,(s)). O

La funcién f(*) nos permitird pasar de Qg(s) a una estructura isomorfa sobre los naturales.

Consideremos el LTS (77 y(s)(411(1), {Suc‘}(s)[AsL](l) | a € L}). Por Lema 5.47, el grafico de f(®),

es decir el conjunto {(r, f(r)) | r € AL} C AL x N, es una bisimulacién entre A- y su imagen.
Por Proposicién 5.4 aplicada a esta bisimulacién obtenemos un isomorfismo g : Try1(s) =
Trf(s)[Asl](l) con la propiedad adicional g[Botg(s)] = {v € Trf(s)[Asl](l) | Ju € Trf(s>[A§}(1) v =
U(O) K )}

Con el propésito de simplificar la notacién, definimos

M :=Nx L xN,
Tr(s) i= Tr o pe(1) € MY,
Bot(s) :={v & Tr(s) | Ju € Tr(s) Ja € L In € Nv=u(0,a,n)} C MY,
Sucy(s) = Suc‘}(s)[Aé](l) CMNx <N

y lo expuesto en el parrafo previo se resume en el siguiente

Corolario 5.48. Si S es LTS, Qs(s) = (Tr(s),{Sucq(s) | a € L}, Bot(s)).

Notamos que si u € Tr(s), u(n,a,m) € Bot(s) <= n = 0. Ademds, si v € Bol(s),
v(n,a,m) € Tr(s) <= n=0.
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Para cada s € S, el arbol Tr(s) al igual que el conjunto Bot(s) pueden considerarse como

<N <N <N .
elementos de 2™~ y Suc,(s) como un elemento de 2™~ *M™" para cada a € L. Asociamos a

s € S el punto 2° = (2%, (25)acL, 2 ) € M= (ITacr M=M=y o oM< Gefinido como
zi(u) =1 <= u € Tr(s),
zo(u,v) =1 <= (u,v) € Sucy(s),
z% (u) =1 < u € Bol(s)
para u,v € M<N, q € L . Podemos definir entonces el mapa
Q08— oM (@MTIXMEL oM <H

’ (5.9)
s+ .

Recordemos que hay un isomorfismo Borel 2/ R P(M<N) donde los abiertos subbésicos
de este 1ltimo espacio son U = {X C M<N | u € X} para cada u € M= fijo y el complemento
de estos conjuntos. Es inmediato que la o-algebra Borel en el conjunto potencia es generada
por los conjuntos del primer tipo. Con esta estructura en el conjunto de palabras probamos la
siguiente
Proposicion 5.49. Si S es MLTS uniformemente medible de imagen contable entonces ) de-
finida por (5.9) es una funcion medible.

Demostracion. Basta probar que las funciones coordenadas son medibles. Esto es equivalente
a probar que s — Tr(s), s — Bot(s) y s — Sucy(s) son todas medibles ya que, por ejemplo,
@) e2M [ fw) =1} ={seS|aj(u) =1} ={s €S |ue Tr(s) = T '[{X C
M<N | 4 € X}]. Probaremos primero por induccién en la longitud de v € M<N que Tr ![{X |
u€ X}y Bot 7 '[{X | u € X}] son ambos medibles. En el caso base u = ¢ obtenemos
Tr'{X|ec X}]={se€S|ec Tr(s)} =S,
Bot7'[{X |ee X} ={s€ S |ec Bot(s)} = 0.
Supongamos ahora que ambos conjuntos son medibles cuando u es palabra de longitud [ y sea

v =u(n,a,m) € M<N de longitud [ + 1. Comenzamos con Tr: sea n, la primera coordenada de
la dltima terna de u 6 ny, = 1 si u = €.

Tr'{X |ve X} ={s€S|un,am)ec Tr(s)}
={seS|ue Tr(s) NIkxy(s) =tgq(zn,(s))}
={scS|ueTr(s)}N{s €S|k cwrn(s) = tra(Tn,(s))}
()

= {3 c S | u € Tr(s }ﬂ U{S es ‘ $n(3) = tk,a(xnu(s))}'
kew

El primer conjunto en esta interseccion es medible por hipétesis inductiva y cada término en
la unién es medible pues es el conjunto donde coinciden dos funciones medibles. Esto termina
la prueba para el caso de Tr(-). Para el caso Bot(:) suponemos primero n = 0 en la palabra
v =u(n,a,m):
Bot7'[{X |ve X} ={s€S|u(0,a,m) € Bot(s)}
={s eS| ue Bot(s)}U
U{seS|ue Tr(s) N\Vb¥i > 1Vj (u(i,b,j) ¢ Tr(s))}
={s €S| ue Bot(s)}U
U(fseSlueTr(s)In ([ {s€SIuibj)¢ Tr(s)}).

beLi>1jeN
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Tal conjunto es medible por hipétesis inductiva y por la recién probada medibilidad de Tr(-).
En el caso n # 0 observamos que Bot '[{X |v € X}] = {s € S| u(n,a,m) € Bot(s)} = 0.

Verificamos ahora que para cada etiqueta a € L, s — Sucq(s) es medible: si u,v € M<N no
satisfacen |v| = |u| + 1 entonces Suc, '[{X | (u,v) € X}] = 0. En el caso v = u(n, a, m) notamos
que

ue, Y[{X | (u,v) € X} ={s €S| (u,v) € Suca(s)}
={seS|ueTr(s)Nve Tr(s)}
={secS|veTr(s)}=Tr '[{X|veX}. O

Para cada z° tenemos asociada una estructura Ag = (M<N, (Rf)i€{17L}UL) donde

RS = (),
= Sucg(s),
= Bot(s).

Lema 5.50. Si S, S’ son LTS, s€ S y s €5, entonces Qs(s) = Qg (') < As = Ay

Demostracion. (=) Si Qg(s) = Qg/(s'), por Corolario 5.48 tenemos un isomorfismo h : Tr(s) —
Tr(s'). Notar que M <N\ Tr(s) y M<N\ Tr(s') son ambos conjuntos infinitos numerables y por
lo tanto se tiene una biyeccién h¢ entre ellos. Sea h* : M<N — M<N definida por

B () = h(u), siue Tr(s),
| Re(w), siu¢ Tr(s).

Claramente h* es biyectiva y que preserva los predicados R; se sigue inmediatamente de que h

es isomorfismo:

Ri(u) <= ue Tr(s) < h(u) € Tr(s) < R; (h(v)),
RE(u,v) <= (u,v) € Sucq(s) < (h(u),h(v)) € Suca(s') <= RS (h(u), h(v)),
R (u) < u € Bot(s) < h(u) € Bot(s') < R (h(u)).

(<) Sea f : As = Ag. Siu € M<N entonces u € Tr(s) <= Ri(u) <= R (f(u)) <
f(u) € Tr(s"). Luego, podemos considerar la restriccién f[Tr(s) : Tr(s) — Tr(s’) y también es
isomorfismo. Por lo tanto Qg(s) = Qg (s'). O

Corolario 5.51. S¢S es MLTS uniformemente medible de imagen contable, la bisimilitud en S
es clasificable por estructuras contables.

Demostracion. Por Proposicién 5.49, el mapa Q : S — oM<t o (2M<NXM<N)L x 2M<" s Borel.
Veamos que es una reduccion de ~ en S a la relacién = en oM< (2M<NXM<N)L x 2M<" dada

por z° 2 gt «—= A, = A;:

s~t <= Qs(s) = Qs(t) por Teorema 5.46
— A, = A por Lema 5.50
— =gt

< Q(s) = Q1) por Defincién de . O
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Notamos que la relacién de isomorfismo entre estructuras contables es analitica ([Kec94,
16.C]) pero en general no es Borel ([Kec94, 27.D]). Dado que en el MLT'S uniformemente medible
F del Ejemplo 5.40 la bisimilitud no es Borel ([ST15, Thm. 27]), esto es lo mejor que podemos
decir sobre la relacién de bisimilitud para esta clase de MLTS.

Un corolario inmediato de esta clasificacién es el siguiente

Corolario 5.52. 5i S es MLTS uniformemente medible de imagen contable, las clases de bisi-
malitud son conjuntos medibles.

Demostracién. El Teorema de Scott 1.14 garantiza que las clases [Ag]~ = {2t | As & A;} son
conjuntos Borel de 24" x (ITacr oM =X M=y oM =" De o observado luego de la Definicién 1.10

obtenemos el resultado. O

En la siguiente proposicién damos una prueba directa de la analiticidad de la bisimilitud en
un MLTS de imagen contable como consecuencia de una definicién Borel de bisimulacién; esto es,
una definicién que sélo involucre conjuntos o funciones Borel, conectivos légicos y cuantificadores

con variables en un rango contable (ver algoritmo de Tarski-Kuratowski, [Kec94, p. 355]).
Proposicion 5.53. La bisimilitud en un MLTS uniformemente medible de imagen contable S

1
es 3.

Demostracion. s ~ s’ si y sélo si existe una bisimulacién R C S x S tal que (s,s’) € R. Por
Corolario 5.37, esto es equivalente a que exista una bisimulacién R C Asx Ay. Por Lema 5.42(1)
podemos escribir la definicién de bisimulacién en términos de la enumeracién x,,(-); por ejemplo

la condicién zig quedaria:
Tn(s) Rz (s) = Va¥m((zm(s) # L Axn(s) 2 zn(s)) =
A/ (@m(s) R @y (8") Az (s) = 2 (8))).
Via la traduccién f®) de A, a un LTS sobre N+ dada por (5.8), podemos escribir
s~ = JR e 2N>0N>0 (1 1) € RA zig A zag,
donde

zig :n Rn' = VaVm(3k 24, (s) = tpa(zn(s)) = Im' (m,m') € RA I s (8') =t o(@ns (8))),
zag :n Rn' = Ya¥m'(3k' xp (') =t o(@n (') = Im (m,m') € RA Ik 2 (s) = tga(zn(s))),

y por lo tanto basta ver que el conjunto definido dentro del cuantificador existencial es Borel
en 28N % § % S. La condicién zig resulta:

V(n,n') € R (s,s) € ﬂ ﬂ [{(x,y) |z € U{r €S| xm(r) =tk oa:n(r)}}C U

acL mew kew
U {(z,y)| (m,m’) e RNy € U {r' e S | zp(r') =ti g0z (r)}}].
m/ew k'ew

Equivalentemente:

vnn) € B (s.8) € () () (U | 200) = thgo 2a(r)} x 5)° U
acL mew kew
U S x U {" | @ (1) =t g 0 s (177) }].

m/ Ew k' cw
(m,m')ER
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Si denotamos con B, ,s al conjunto a la derecha de (s, s’), entonces By, ,/ es claramente Borel
en S x Sy por lo tanto tenemos una condicién de la forma V(n,n’) € R (s,s’) € By, ,» la cual
define un conjunto Borel en 2N>0XN>0 » § 5§ La condicién zag es andloga. O

5.2.1. Parte bien fundada de un MLTS uniformemente medible

Concluimos esta seccién con un resultado andlogo al Corolario 5.23 donde clasificamos la
bisimilitud para LTS de rango acotado. Sea S = (5,2, {T, | @ € L}) un MLTS uniformemente
medible de imagen contable y trabajamos con su estructura de LTS dada por (5.2). Considera-
mos las féormulas definidas en (5.1).

Proposicién 5.54. Para todo a < wr, [pa] € 2.

Demostracion. Procedemos por induccién en «. El tinico caso no trivial es el de ¢,41 para el
cual usaremos la estructura medible de S:

[eati] ={s € S[(S,8) F Vaep (a)a}
={seS|3teSs " tAteE[pa]}
= UaGL Tl;l[H[[GOa]]]

Por HI, [¢.] € £ y la medibilidad de T, asegura que [¢q+1] € X. O

Corolario 5.55. Para cada o < wi, el conjunto S=* de estados s € S tales que (S, s) es bien
fundado de rango a lo sumo « es medible.

Demostracion. s € SS% <= (S,8) ¥ par1 <= 5 & [pat1]- O

El mapa f(*) : A, — Ny dado por f)(r) = min{n € N | z,(s) = r} es un morfismo
zigzag entre los LTS A, y su imagen. En consecuencia la w-expansién 5.1 de f() [Ag] da una
representacion bisimilar de Ay como LTS sobre N<(. Recordemos que una tal estructura es un
punto z € wLTS, y en este caso cumple x(x) = 1.

Lema 5.56. La aplicacion h: S — wLTS dada por h(s) = f®)[A,] € LTS es medible.

Demostracion. Sean W C Ny n,m € N fijos,
W W < 7 {X | (n,m) € X}]] = {s € S| h(s)(x) € W A ma(h(s))(n,m) =1}
— {s€ S| h(s)(x) € WIN {s € S | ma(h(s))(n,m) = 1}
={seS|1eWin{seS|z.(s) = m(s)}
={seS|1leWin{se S|k ecwzn(s)=tya(rm(s))}
={seS|1eW}n|J{s€S|znls) =tralxm(s)}.

kew
Como este conjunto es medible y la o-algebra en wLTS estd generada por los conjuntos de la

forma W x 7,1 [{X | (n,m) € X}, obtenemos la medibilidad de h. O

Si s € 8= como (S,s) ~ (Ag,5) ~ (f)[A4],1), por Proposicién 5.6 tenemos que h(s) €
wLTS=. Por Corolario 5.15, Qo (h(s)) € WF3.

Proposicién 5.57. La bisimilitud en S< es Borel.
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Demostracion. Por Lemas 5.11 y 5.56, la funcién Qo h : S — WF%;‘ X [Taer oM <XM <N o

medible. Por Teorema 5.2 es una reduccién de ~ en S<¢ a la relacién de isomorfismo 22,. [

Observacion 5.58. La aplicacion h del Lema 5.56 da un camino alternativo y més directo pa-
ra probar que la bisimilitud en MLTS uniformemente medibles es clasificable por estructuras

contables:
UMLTS > (S, s) Ag
S T~ < _h(5.56) l
~ =~ f(S)
A ~ B
S \wLTS 5 (N7 {f(S) [Ra [AS]}GEL) Q(5.11) ( TT’(S), {Suca(s)}) (510)
h >
) \Q\oh‘ -—-

5.3. NLMP discretos

Nos ocupamos ahora del caso de un NLMP § de imagen contable donde todas las transiciones
u € Tg4(s) son de la forma rd, para algin x € S y r > 0. Probaremos que la bisimilitud de
estados en un tal NLMP es analitica siguiendo la linea de la Proposicién 5.53, esto es, dando
una definiciéon Borel de bisimulacion.

Al igual que para los MLTS, podemos definir el conjunto T,(s) para representar la familia
de estados que son accesibles desde s a través de alguna a-transicion no nula, esto es:

Tal(s)={z eS| 3Ir>0rs, € Tu(s)}.

De este modo, podemos reutilizar en este caso particular la Definicién 5.34 y A, resulta ser
nuevamente un conjunto medible (por ser contable) y grueso para toda medida en T,(z) si
T € Ag; en consecuencia podemos considerar la subestructura asociada Ag.

Observacion 5.59. Si R es bisimulacién de estados en S, el levantamiento R a A(S) aplicado a
dos transiciones de la forma 74, resulta en la equivalencia

6y Rrady <= ri=ry & (7“1 #0= (z,y) € R(E(R)))

En efecto, dado que S es R-cerrado, r1 = 716,(S) = 126,4(S) =1r2. Siry =72 >0y Q € ¥(R),
1102(Q) = 120y(Q) = 0,(Q) = 0,(Q) <= (v € Q & y € Q). Esto implica que (z,y) €
R(3(R)).

Lema 5.60. Sea S = (5,%,{T, | @ € L}) un NLMP tal que toda p € T,(-) es de la forma
=1, Sis,s €8, entonces s ~s s si y solo si exviste R C Ag x Ay bisimulacion de estados
externa entre Ag y Ay tal que s R s'.

Demostracién. (=) Sea R C S x S una bisimulacién de estados que atestigua s ~g s’. Por
4.18, 4.26 y 4.27 podemos suponer que R satisface la igualdad R = R(X(R)), por lo tanto R es
relacién de equivalencia. Probemos que R4 := RN (As x Ay ) es bisimulacion de estados externa:
sean (t,t') € Ra y 165 € T4(t). Como (t,t') € R, existe rady, € To(t') tal que r10, R rady. Por
la Observacién 5.59, 11 = ro y (11 > 0 = (z,9) € R(X(R)) = R). Si 71 = 0 es claro que 710, R4
r20y. Supongamos que r1 > 0y sea (Q, Q') un par R4-cerrado (notamos que la medibilidad de
@, Q" es inmediata pues la o-dlgebra en las subestructuras es P(-)). Por construccién z € Ag
y y € Ay, y por hipétesis (z,y) € R(X(R)) = R. Luego, (z,y) € Ra y como (Q,Q’) es par
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R -cerrado tenemos que z € Q <= y € Q. Por lo tanto §,(Q) =1 <= 6,(Q) =1y
concluimos que rlde_Arg(Sy.

<) Se sigue de Lema 4.41. O
(<) g

De forma similar al trabajo hecho para MLTS uniformemente medibles, supondremos que
tenemos funciones medibles 7, 4 : S L 5100,00) y tna: S L St tales que

To(s)U{0} = {rnﬂ(s)étn,a(s) | n € w}U{0},

Tna(L) =0 & tna(l)= L. (5.11)

Para un estado s € S, vale que To(s) = {tn.a(s) | 7 € W A 74(s) > 0} \{L}. La Definicién 5.41
de las funciones z,, : St — St también tiene sentido en este contexto aunque no tendremos la
propiedad dada en el Lema 5.42(1) ya que podria suceder que para algin z € A; y n € w se de
que rpq(x) =0y tyo(x) ¢ As. Sin embargo si es cierto que A C {z,(s) | n € w}.

Diremos que un NLMP es discreto si todas las transiciones son de la forma rd, para r €
[0,00), x € Sy ademds se cuenta con funciones que satisfacen (5.11). Si expandimos la condicién
zig para una bisimulacién de estados en este caso particular de NLMP con transiciones de la
forma rn’a(s)étn,a(s) obtenemos la siguiente expresién:

zig: x Ry = z,y# L &Va¥m (tma(z) # L =3Im ta(y) # L &
rm,a('r) = Tm’,a(y) & (Tm,a(x) 7é 0= tm,a(x) R tm’,a(y)))‘

La condicién de zag es andloga cambiando los roles de = e y. Por Lema 5.60, la bisimilitud
entre s y s’ estd determinada por las bisimulaciones entre Ay y Ay, pero en estos procesos
todos los estados son de la forma z,(s) y x,(s") respectivamente. Deducimos que la relacién de
bisimilitud de estados en S estd dada por:

s~g s = JRe 2N (1,1) e R&VY(n,n') € R [2p(s), 2 (s) # L &
Vavm (tm,a(@n(s)) # L = I’ toy (2 (s )) ;é L & rpa(zn(s)) = ro a(zw () &
(rm.a(zn(s)) #0 =31 (I,I') € R& z(s) = 2n(5)) & 2 (s') = tyy o(2n (8)))] & 2zag.

2NXN

Dado que en esta caracterizacién todas las condiciones luego de IR € son Borel y todos

los cuantificadores son sobre familias contables, obtenemos el siguiente resultado:

Proposicién 5.61. La bisimilitud de estados en un NLMP discreto es 31,

5.4. Conclusiones

El segundo bloque de esta tesis se ocupé del estudio de la definibilidad de la relacién de
bisimilitud en una clase de modelos estocésticos continuos que incorporan no determinismo in-
terno, los NLMP. Podemos mencionar algunos obstaculos o preguntas que quedaron en torno a
cuestiones, digamos, elementales. Lo primero que podria observarse es que la estructura medible
de estos procesos se basa en la o-algebra de impactos, la cual es demasiado grande, por ejemplo
no es contablemente generada. La sub-o-algebra generada por los conjuntos Hp con D una
interseccién finita de conjuntos A~9(E) es suficiente para procesos de imagen finita. Pero queda
la cuestion sobre su adecuacién para el caso general o si acaso intersecciones contables serian
suficientes. Otro problema es que la definicién de bisimulacién de eventos como o-édlgebra (es-
tabilidad) no es satisfactoria en un NLMP. En LMP, la motivacién al definir estabilidad es que
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la restriccién a una sub-o-algebra preserve la definicién de LMP; en NLMP eso ya no sucede,
jacaso A estable deberia implicar img(T,) C A(A)?

Cabe destacar que no nos hemos ocupamos del enfoque categérico para NLMP en este
trabajo. Los primeros pasos ya fueron dados en [DST15, p. 10] donde se propone una nocién de
morfismo. Sin embargo ain no hay evidencia de que la “categoria de NLMP” asi definida sea
la nocién mas adecuada; en particular no permite una presentacién coalgebraica clara de estos
modelos. En estas condiciones un estudio paralelo al que se hizo en el Capitulo 2 sobre LMP
esta vacante.

Con respecto a la logica, la hemos utilizado para al menos dos objetivos distintos: como
herramienta técnica, en el caso no probabilista para caracterizar rangos. Ademads, y quizds mas
fundamental que el uso anterior, es que ha sido el inico mecanismo para refutar bisimilitud de
estados. En particular no hemos podido utilizar el juego asociado que obtuvimos. De igual modo
no tienen sentido las esperanzas de utilizar la determinacién de un juego como herramienta, tal
como se propone en [ST11, Sect. 6]. Notar que, a priori, el espacio de jugadas del juego (tanto
para LMP como para NLMP) es demasiado grande.

En el dltimo capitulo encontramos los resultados sobre clasificacién logrados en esta tesis.
Recordamos que los casos de lenguaje con cantidad no numerable de modalidades y procesos
de imagen no numerable son muy patolégicos. Por otro lado, con modalidades contables e
imagen finita, todo funciona muy bien, (por ejemplo existe una caracterizaciéon via una légica
finitaria y medible). Resta entonces el caso de modalidades contables e imagen numerable. El
resultado de que la bisimilitud de estados no es Borel en clases generales de NLMP (y por lo
tanto no hay 16gica medible y contable que la caracterice) de [ST15] fue el ignitor de toda esta
investigacién. A esto se suma la afirmaciéon més precisa que, en el NLMP F alli construido,
la bisimilitud se comporta como la relacién de isomorfismo entre estructuras contables, i.e., es
relacion analitica con clases de equivalencia Borel. Con este trasfondo emprendimos la bisqueda
de generalizaciones o mejoramientos de tal resultado.

El problema abierto principal es decidir si bisimilitud en NLMP sobre espacios de Borel
estandares es analitica. Los resultados obtenidos permiten afirmar que es efectivamente asi en
los casos estudiados: LTS sobre N de rango acotado, UMLTS y NLMP discretos. Y arriesgamos
afirmar que la misma clasificacién (y el mismo método) serviria para NLMP cuyas medidas sean
sumas finitas de deltas de Dirac.

En el camino a afinar las clasificaciones (con el mismo espiritu que en la Proposicién 5.28)
conjeturamos que la relacién F; se reduce a bisimilitud de estados en los NLMP anteriores,
y quizds mdas ain, en NLMP con medidas discretas (quizds este tltimo nombre seria el mas
adecuado para procesos en donde todas las medidas sean discretas, pero dejamos ese cambio
de nomenclatura para el futuro). Aqui, E; es la relacién de equivalencia hipersuave canénica,
definida en 2Y*N por x By y <= ImV¥n > mVk z(n, k) = y(n, k).

La pregunta sobre la jerarquia de la bisimilitud puede continuar para incluir cualquier ge-
neralizacion sobre los conjuntos de medidas del NLMP, y donde quizas la teoria descriptiva de
conjuntos (invariante) juegue un rol mas preponderante.
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