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Resumen

Este trabajo es sobre la clasificacién, médulo equivalencia, de las representaciones irre-
ducibles de dimensién finita de algebras de Lie complejas semisimples de dimensién finita.
El Teorema del Peso Médximo describe a las clases de equivalencia como un octante (pesos
dominantes) de un reticulado (pesos enteros), en el dual de una subalgebra de Cartan del
algebra de Lie. De este teorema, también se deduce la clasificacion de todas las representa-
ciones irreducibles de grupos de Lie compactos.

Cédigos

Tema Primario

22E60 Lie algebras of Lie Groups

Tema Secundario

17B10 Representations, algebraic theory (weights)

Palabras Claves

Algebras de Lie semisimples, representaciones, peso maximo, grupos de Lie compactos
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Introduccion

La clasificacion de las representaciones lineales de grupos, dlgebras y otras estructuras,
moédulo equivalencia, es un problema fundamental en matematicas. Si bien las nociones de
“representacion” y “equivalencia” dependen del contexto, el objetivo es siempre el mismo:
parametrizar un subconjunto distinguido de representaciones “bésicas” (irreducibles, por
ejemplo) de la manera mds simple posible —mediante nimeros, n-tuplas de nimeros,
matrices, etc.— y especificar como una representacién “arbitraria” se construye a partir
de las baésicas.

El problema es casi siempre dificil, sino imposible, de resolver completamente. Aqui pre-
sentamos dos casos en los cuales esto si es posible: los grupos de Lie compactos, conexos
y semisimples, representados en espacios complejos; y las representaciones complejas de
dimension finita de algebras de Lie semisimples complejas.

Brevemente, toda tal representacion resulta equivalente a una suma directa de repre-
sentaciones irreducibles, y éstas se parametrizan por medio del “hiperoctante positivo” A
en un reticulado (de pesos) en el dual de una subélgebra de Cartan. Esta afirmacién se
hace precisa en el Teorema del Peso Maximo. El resultado para grupos de Lie compactos se
obtiene aplicando el anterior a la complexificacién de las algebras de Lie correspondientes.

El enunciado del Teorema requiere una descripcion de la estructura de las algebras de
Lie complejas semisimples, que tratamos en el Capitulo 3. Esta se basa en el estudio de
una representacién especial, la adjunta, que permite ver al algebra dada como una combi-
nacion de copias de s[(2,C) (descomposicién raiz). Una vez conocidas las representaciones
irreducibles de sl(2,C), que describimos en el Capitulo 2, el Teorema se deduce a partir
de la estructura definida por la descomposicién raiz en el dlgebra envolvente del algebra
dada (Capitulo 4). El pasaje a grupos de Lie compactos conexos se efectia complexifi-
cando sus algebras de Lie; la subédlgebra de Cartan es la complexificacion del algebra de
Lie de un toro maximal del grupo; y las representaciones irreducibles del grupo resul-
tan ser parametrizadas por un sub-hiperoctante positivo del A asociado al algebra de Lie
complexificada (Capitulo 5).

En el Capitulo 6 mostramos cémo funciona el Teorema en tres ejemplos. El primero es
el dlgebra de Lie sl(3, C), el més simple después del de sl(2, C), ya tratado. El segundo es el
grupo SU(2); por ser simplemente conexo, sus representaciones irreducibles se corresponden
biunivocamente con las de sl(2,C) = C ® su(2), y resultan parametrizadas por los enteros
positivos. El tercero es el grupo SO(3) = SU(2)/Zy que ilustra el caso no simplemente
conexo; sus representaciones irreducibles son las de SU(2) correspondientes a enteros pares.
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Este trabajo combina principalmente los tratamientos del tema por parte de Knapp [5],
Kirillov [4] y Humphreys [3], tratando de minimizar el material necesario. Por ejemplo, y
en contra de lo que se podria suponer de la lectura de estos y otros textos, vemos que los
resultados principales no dependen ni de propiedades finas de la matriz de Cartan o de la
topologia de grupos de Lie, ni (esencialmente) de los teoremas de conjugacién .
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Capitulo 1

Generalidades sobre las algebras de
Lie y sus representaciones

En este primer capitulo recordaremos definiciones y resultados generales sobre las alge-
bras de Lie y sus representaciones. Consideraremos algebras de Lie de dimension finita
sobre un cuerpo K.

Definicién 1.1.

1. Un algebra de Lie g es simple si es no abeliana y no tiene ideales propios no nulos.

2. Un algebra de Lie g es semisimple si no tiene ideales propios solubles no nulos.
Proposicién 1.2.

1. Si g es simple entonces [g,g9] = g.
2. Si g es simple entonces es semisimple.

3. g/rad g es semisimple para toda dlgebra de Lie g, donde rad g es el ideal soluble
mazximal.

Definicién 1.3.

(a) Una representacion de un élgebra de Lie g sobre un K-espacio vectorial V' es un ho-
momorfismo de édlgebras de Lie ¢ : g — End (V).

(b) Dado z € g, definimos adz : g — g por adz(y) = [z,y]. Llamamos representacion
adjunta de g al homomorfismo de algebras de Lie ad: ¢ — End(g), dado por x —
ad .

Definicién 1.4. Si ¢ y ¢’ son dos representaciones de g sobre V' y V', respectivamente,
decimos que ¢ y ¢’ son equivalentes si existe L : V' — V' isomorfismo tal que Lo p = ¢'.
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Definicién 1.5. Sea B : g x g — K dada por B(z,y) = tr(adz ady). B se denomina
forma de Killing de g. B satisface:

» B(z,y) = B(y,z), es decir, B es simétrica.
» B([z,y],2) = B(y, [z, z]), es decir, B es invariante respecto de la adjunta.

Teorema 1.6 (Criterio de Cartan). g es semisimple <= la forma de Killing de g es
no degenerada.

Teorema 1.7. g es semisimple <= g=g1 B --- P g, con g; tdeales simples. En este caso,
la descomposicion es unica y los unicos ideales de g son sumas de g;’s.

Corolario 1.8.
1. g semisimple = [g, 9] = g.

2. Si g semisimple, a un ideal en g y a* su complemento respecto de la forma de Killing,
entonces at es un ideal y g = a @ at.

3. Todo ideal, cociente y suma de semisimples es semisimple.
Definicién 1.9.

(a) Una derivacion D de un dlgebra de Lie g es una aplicacién lineal D : g — g que satisfa-
ce D([z,y]) = [D(x),y] + [z, D(y)]. Denotamos por Der(g) C End(g) a las derivaciones
de g.

(b) Una derivacién D de un élgebra de Lie g se denomina interna si D = ad z para algun
T Eg.

Teorema 1.10. Si g semisimple entonces toda derivacion de g es interna.

Corolario 1.11. Si g es semisimple entonces ad: g — Der(g) es un isomorfismo de
dalgebras de Lie.

Definicién 1.12. Sea g semisimple, x € g. Entonces
= 1 es nilpotente si ad x es nilpotente.

= 1z es semisimple si ad x es semisimple, es decir, si ad z diagonaliza en una extension
algebraicamente cerrada de K.

Teorema 1.13 (Descomposicién de Jordan-Chevalley). Si g es semisimple entonces
todo elemento x € g se puede escribir de manera unica como x = s+ n con n nilpotente, s
semisimple y [s,n] = 0. Mds ain, todo elemento y € g que conmuta con x también conmuta
con s yn.
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Teorema 1.14. Sea ¢ : g — End (V') una representacion de un dlgebra de Lie semisim-
ple. Si x es nilpotente (resp. semisimple) entonces p(x) también.

Definicién 1.15. Sea ¢ : g — End(V') una representacién de g
» U C V se dice invariante por ¢ si ¢(g)(U) C U.

= La representacion se llama irreducible si V' # 0 y los tinicos subespacios invariantes
son 0y V.

= se dice completamente reducible si es suma directa de representaciones irreducibles,
es decir, V. =U; @ - -- @ U; con U; subespacios invariantes y ¢y, irreducible.

Proposicién 1.16. Si p; : g — End(V;), i = 1,2 son representaciones irreducibles de un
algebra de Lie g, entonces @1 @ o es una representacion irreducible de g sobre el espacio
vectorial Vi & V5.

Proposicién 1.17 (Lema de Schur). Supongamos que ¢ y @' son dos representaciones
irreducibles de g, sobre V. y V', respectivamente. St L : V. — V' es una transformacion
lineal tal que ¢'(x)L = L(p(x)) para todo x € g, entonces L es una biyeccion o L = 0.

Demostracion. Sea v € Ker(L). Luego L(p(z))v = ¢'(x)(L(v)) = 0V € g. Luego,
Ker(L) es un subespacio invariante de V. De manera andloga se demuestra que Im(L) es
un subespacio invariante de V’. Como las representaciones son irreducibles, se tiene que L
es inyectiva y sobre, 6 L = 0. ]

Corolario 1.18. Sea ¢ una representacion irreducible de g sobre un espacio vectorial
complejo V' de dimension finita. Si L : 'V — V es una transformacion lineal tal que
p(x)L = Lo(x) ¥V x € g, entonces L es un maltiplo de la identidad.

Demostracion. Sea A un autovalor de L. Entonces L — Al no es inyectiva ni sobre, pero
conmuta con ¢(x) V x € g. Por el lema de Schur, L = \I. O

Teorema 1.19 (Teorema de Weyl). Toda representacion compleja de dimension finita
de un dlgebra de Lie semisimple compleja g es completamente reducible.

Si bien es posible dar una demostracién puramente algebraica de este resultado, es
mucho més simple deducirlo de un resultado analogo para grupos de Lie compactos, el
cual demostramos en el Capitulo 5.
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Capitulo 2

Representaciones de sl(2, C)

En esta capitulo estudiaremos las representaciones del dlgebra de Lie
sl(2,C) ={z € gl(2,C) : tr(z) = 0}.

Es un algebra de Lie simple (por lo tanto semisimple) de dimensién 3. El estudio de esta
algebra y sus representaciones de dimensién finita nos brindara herramientas para analizar
y estudiar las algebras de Lie semisimples generales.

Sean e, f, h los elementos de sl(2, C) definidos por

L) (1) ()

El conjunto {e, f, h} es una base de sl(2,C) que satisface
[6, f] - h’ [ha 6] = 267 [h, f] = —2f

Observemos que ad h tiene tres autovalores: -2, 0, 2. Por lo tanto, h es un elemento
semisimple de s[(2, C).

Sea ¢ : s1(2,C) — End(V') una representacion de s((2,C) sobre un espacio vectorial
complejo V' de dimensién finita. Sea A € C. Sea V() el autoespacio de ¢(h) asociado al
autovalor \. Es decir

VA) ={v eV :p(hv=DM}.

Lema 2.1. Sea ¢ : 51(2,C) — End(V) una representacion de sI(2, C). Entonces:
s o(e)(VN) CV(A+2).
= o(f)(V(A) CV(A=2).
Demostracién. Sea v € V()). Entonces
p(h)(p(e)v) = plh, elv + p(e)(p(h)v) = 2p(e)v + Ap(e)v = (2 + A)p(e)v.

Luego, ¢(e)v € V(A + 2). La demostracién para ¢(f) es similar. O

5
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Teorema 2.2. Toda representacion de dimension finita de s((2,C) sobre un espacio vec-
torial complejo V se puede escribir de la forma

V=VH).

Demostracion. Como toda representacién de s[(2,C) es completamente reducible, basta
probar este resultado para representaciones irreducibles. Sea ¢ una representacion irre-
ducible de s5(2,C) sobre V. Sea V' = 3", V((A) el espacio vectorial generado por los vec-
tores propios de ¢(h). Sabemos que autovectores correspondientes a distintos autovalores
son linealmente independiente, por la tanto, V' = @ , V(A). Por el lema anterior, V' es
invariante por la accién de p(e), ¢(f) v ¢(h). Luego V' es un subespacio invariante por
¢. Como la representacién es irreducible y V' # 0 (¢(h) tiene al menos un autovector)
entonces V' = V. [

El resultado principal de esta capitulo es la clasificacién de las representaciones irre-
ducibles de dimensién finita de sl(2,C). Por el resto de la seccién, ¢ denotard una tal
representacion de sl(2, C) sobre un espacio vectorial complejo V.

Sea A un autovalor de ¢(h) que es maximal en el siguiente sentido:
Re A > Re A" para todo autovalor A" de ¢(h).

Como las representaciones son de dimensién finita y h es semisimple, siempre existe este

A
Lema 2.3. Sea v € V(\) con X autovalor mdzimo de ¢(h). Entonces
1. p(e)v = 0.

2. Si definimos
1
v = = (e(f)fv,  para k>0,

entonces:

e(h)vy, = (A= 2k)vg
e(flor = (k+1ven
ple)vy = A=k+ 1Dvg k> 0.

Demostracion. Sabemos que p(e)v € V(A 4+ 2). Como A es el autovalor méximo de ¢(h),
entonces V(A + 2) = 0. Esto prueba la primera parte.

Para probar la segunda parte, notar que la expresion para la accién de ¢(f) es inmediata
por la definicién de vy, y la expresién de la accién de ¢(h) sigue del lema anterior. Por lo
tanto, solo necesitamos demostrar la expresién para ¢(e).

6 Egea Leandro Ginés
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Haremos induccién en k. Para k = 1, tenemos

ple)ur = p(e)e(flv = ¢le, flv+ o(fple)v = p(h)v = Iv.

Supongamos que vale para k

) = —rele)ellonen
= e (el
_ %H((/\ —2k)vg + (A — & + D f)ve—1)
- %H(A_zm (A =k + 1)k
— (A= k)

]

Como V es de dimension finita, solo una cantidad finita de v son distinto de cero.
Sin embargo, es conveniente considerar a V' como un cociente de un espacio vectorial de
dimension infinita con base vy.

Lema 2.4. Sea A\ € C. Sea M un espacio vectorial de dimension infinita con base vy, vy, . . .

1. Las formulas del lema anterior definen en M una estructura de representacion (de
dimension infinita) de s((2,C).

2. Si 'V es una representacion finita irreducible de sl(2,C) con un vector no nulo aso-
ciado al autovalor mdzimo X\, entonces V.= M /W, para algin subespacio invariante

Ww.
Demostracion. La demostracion de este lema es inmediata del lema anterior. O

Teorema 2.5.
1. Para cualquier n > 0, sea V, el espacio vectorial de dimension finita con base
{vo,v1,...,vn}. Definimos la accion de sl(2,C) por
o(h)vg = (n — 2k)vg
ook = (k- Doer, k<ni o(f)on=0
pleyop=m—k+ Doy, k>0, @le)vg=0
Entonces ¢ : 51(2,C) — End(V},) es una representacion irreducible de sl(2,C).

2. Para n # m, las representaciones Vy, y V,, no son isomorfas.

3. Toda representacion finita irreducible de sl(2,C) es isomorfa a una representacion

Vi

Egea Leandro Ginés 7
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Demostracion. Consideremos la representacion infinita M definida en el lema anterior.
Si A = n un entero no negativo, consideremos el subespacio M’ C M generado por los
vectores vpi1,Vp1o,.... Entonces este subespacio es invariante. En efecto, es inmediato
por las definiciones que es invariante por las acciones de ¢(h) vy ¢(f), solo tenemos que
verificar que @(e)vny1 € M. Pero p(e)vyr = (n+1 — (n+1))v, = 0.

De esta manera, el espacio cociente M /M " =V, es una representacién de dimensién fini-
ta de s[(2,C). Este espacio tiene como base a {vy, ...,v,} y la accién de sl(2, C) estd dada
por el lema anterior.

Probemos ahora que esta representacion es irreducible. Cualquier subespacio invariante
tiene que ser generado por algtin subconjunto de {vy, ..., v, }. Pero por la accién de sl(2, C),
este subconjunto genera todo el espacio V,,. Por lo tanto, la representacién es irreducible. Y
ademds, como la dim V' = n+ 1, entonces si n # m, los espacios V,, y V;, no son isomorfos.

Veamos que toda representacion irreducible es de esta forma. Sea V' una representacion
irreducible de sl(2,C) y sea v € V(\) un vector asociado al autovalor méaximo. Por el
lema anterior, V' es un cociente de M, en otras palabras, es generado por los vectores
v = %(p( f)*¥v. Como los v;’s estdn asociados a diferentes autovalores, si son distintos
de cero, deben ser linealmente independientes. Por otro lado, como la dimensién de V' es
finita, solo una cantidad finita de v;’s son distintos de cero. Sea n el maximo entero no
negativo tal que v, # 0. Los vectores vy, . .., v, son todos distintos de cero y corresponden
a diferentes autovalores, luego son linealmente independientes. Por lo tanto, forman una
base de V.

Como v,41 = 0, tenemos que ¢(e)v,11 = 0. Por otro lado, tenemos que ¢p(e)v,11 =
(A —n)v,. Como v, # 0, esto implica que A = n es un entero no negativo. De esta manera,
V' es una representacion de la forma V,. O

V,, se denomina la representacion irreducible de peso mazximo n.
Teorema 2.6. Sea V' una representacion compleja de dimension finita de sl(2,C).

1. V admite una descomposicion en autoespacios con autovalores enteros:

V=V

\EZ
2. dim V(X) = dim V(=X). Mds ain, para X\ > 0, las transformaciones

p(e)* V(A — V(=)
PN V) — V(=4

son isomorfismos.

Demostracion. Como toda representacién es completamente reducible, es suficiente probar
este teorema para V' = V,, una representacion irreducible. En este caso, el resultado sigue
del Teorema anterior. ]

8 Egea Leandro Ginés
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Corolario 2.7. Si ¢ es una representacion de sl(2,C) de dimension finita sobre V, en-
tonces p(h) es diagonalizable, todos sus autovalores son enteros, y la multiplicidad de un
autovalor k es iqual a la de —k.

Demostracion. Es inmediata del Teorema de Weyl y del Teorema 2.5. [

Corolario 2.8. Sea ¢ es una representacion de sl(2,C) sobre V' (no necesariamente de
dimension finita), y supongamos que cada vector v € V' estd en un subespacio invariante
de dimension finita, entonces V' es la (posiblemente infinita) suma directa de subespacios
mvariantes de dimension finita, sobre los cuales la accion de p es irreducible.

Demostracion. Por hipétesis y por el Teorema del Weyl cada elemento de V' estd en una
suma directa finita de subespacios irreducibles invariantes. Luego, V' =3 __c U, donde S es
algun (posiblemente infinito) conjunto de indices y cada Uy es un subespacio de dimensién
finita irreducible invariante. Denominamos a un subconjunto R de S independiente si la
suma ) Uy es directa. Esta condicion es equivalente a que para cualquier subconjunto
finito {ry,...,r,} de R,y cualquier conjunto de elementos u; € U,., la ecuacién

up+-+u, =0

implica que cada u; es 0. Entonces la union de cualquier cadena creciente de subconjuntos
independientes de S es independiente. Por en Lema de Zorn existe un subconjunto inde-
pendiente maximal 7" de S. Por definicién, la suma Vo = >, . U; es directa. Veamos que
Vo = V. Para demostrarlo, mostremos que para cada s € S, U; C V}. Si s € T, es claro que
se cumple. Supongamos que s no estd en 7. La maximalidad de 7" implica que T'U {s} no
es independiente. Consecuentemente, la suma U, + V| no es directa, y entonces U;NVy # 0.
Pero esta interseccion es un subespacio invariante de Us. Como Uj es irreducible, y la in-
terseccion no es 0, la interseccion debe ser Us. Luego sigue que Us; C Vf), como queriamos
probar. [

Egea Leandro Ginés 9
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Capitulo 3

Estructura de las algebras de Lie
semisimples

Es este capitulo veremos que toda algebra de Lie semisimple compleja g se puede obtener
como cierta “combinacién” de subdlgebras tridimensionales isomorfas a sl(2,C). En todo
el capitulo, g denotara un algebra de Lie semisimple compleja de dimension finita.

3.1. Subalgebras de Cartan

Definicién 3.1. Una subalgebra h C g es una subdlgebra de Cartan si es abeliana maximal
y todos sus elementos son semisimples.

Se puede definir subdlgebra de Cartan para un &algebra de Lie general. Se define co-
mo una subdlgebra nilpotente y que coincide con su normalizador. Cuando el dlgebra es
semisimple, las dos definiciones son equivalentes. Para nuestro fin, es conveniente usar la
primera definicion.

Sea x € g un elemento cualquiera del algebra de Lie semisimple g. Por la descomposicién
de Jordan-Chevalley, sabemos que x = s + n, con s un elemento semisimple y con n un
elemento nilpotente. Si todo elemento semisimple es cero, entonces todo elemento de g seria
nilpotente. Por el Teorema de Engel, g seria nilpotente. Pero esto es una contradiccion ya
que g es semisimple. Luego, existe en g una subalgebra tal que todos sus elementos son
semisimples. A estas subalgebras se las denomina toral.

Proposicién 3.2. Toda subdlgebra toral es abeliana.

Demostracion. Sea t toral. Tenemos que demostrar que ad;z = 0 para todo =z € t. Como
ad¢ x es diagonalizable, es equivalente probar que ad;z no tiene autovalores no nulos.
Supongamos, por el contrario, que [z, y] = Ay, con A € C, no nulo, para algin y € t. Luego
adiy(x) = —Ay es un vector propio de adiy, con autovalor 0. Por otro lado, podemos
escribir a z como una combinacién lineal de vectores propios de ad; y, es decir, z = > \;y;.

11
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Entonces [z,y] = > Ni[vi,y]l = > ¢;y;, con |y;,y] # 0. Luego adiy([x,y]) # 0. Absurdo.
Luego t es abeliana. ]

Teorema 3.3. Dada g, existe h subdlgebra de Cartan.

Demostracion. Sabemos que existen las subédlgebras con todos sus elementos semisimples,
y por la proposicion anterior, estas subalgebras son abelianas. Como g es de dimensién
finita, existe una subdlgebra abeliana maximal cuyos elementos son semisimples. Por lo
tanto, existe la subdlgebra de Cartan. ]

El teorema anterior nos asegura existencia de las subdlgebras de Cartan, pero no dice na-
da respecto de la unicidad. Sin embargo, existe un resultado que dice que dadas dos subalge-
bras de Cartan, h; y bo, existe un automorfismo interno a € Int(g), tal que a(h;) = bhs.
Recordemos que Int(g) es el subgrupo de Aut(g) generado por los automorfismos exp(ad X),
con X € gnilpotente. Para el Teorema del Peso Méximo, este resultado no es estrictamente
necesario.

3.2. Descomposiciéon Raiz

Fijamos una subalgebra de Cartan b de g.

Teorema 3.4. g se puede descomponer como

0=boP o

a€A

donde

g = {yeg:(ade—alx))y=0 Vzeh}
A = {aebh”—{0}:gq #0}.

Demostracion. Por definicion, ad x es un operador diagonalizable para todo x € . Como
todos los operadores ad x conmutan, son diagonalizables simultaneamente. Luego g se
descompone como suma directa de subespacios g, con o € h*. Notar que gy = b, y que
como la dimensién de g es finita, g, = 0 salvo para una cantidad finita de a’s, por lo que
A es finito. ]

A se denomina sistema de raices de g y los elementos o de A raices; los subespacios
go se llaman subespacios raiz; y la descomposicién de g se denomina descomposicion raiz.

Teorema 3.5. Sean g; ...4g, dlgebras de Lie simples y sea g = P, 9.

1. Sea b; C g; subdlgebra de Cartan de g; y sea A; C b* el correspondiente sistema de
raices de g;. Entonces ) = @b, es una subdlgebra de Cartan en g y el correspondiente
sistema de raices es A\ = UA,;.
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2. Cada subdlgebra de Cartan de g tiene la forma b = @, bh; donde b; C g, es una
subdlgebra de Cartan de g;.

Demostracion.

1. Como la suma es directa y cada h; es abeliana, entonces h es abeliana. Sea = =
(1,...,2,) € b. Entonces adz|g; = adz;. Luego, como cada z; es semisimple, se
tiene que ad x es diagonalizable. Luego = es semisimple.

Por otro lado, sea y = (y1, ..., yn) en el centralizador de h. Entonces [y, h] = 0. Esto
implica que [y;, h;] = 0 para todo i. Luego y; € h;. Por lo tanto, y € h. Por lo tanto,
b es una subalgebra de Cartan de g.

2. Sea h C g una subdlgebra de Cartan de g. Sea h; = m;(h). Cada b; es una subdlgebra
de Cartan de g; por ser 7; un homomorfismo de élgebras. Por otro lado, tenemos que
h C Pbh;. Como h es maximal, sigue que h = P b; .

]
Proposicién 3.6.

1. [8a, 98] C Ga+ts-

2. Siayf estin en AU{0} y satisfacen oo+  # 0, entonces go y gg son ortogonales
respecto de la forma de Killing.

3. La restriccion de la forma de Killing a by es no degenerada.
Demostracion.

1. Sean y € ga, 2 € g3

adz([y,z]) = [z, [y, 2l = [[z,4], 2] + [y, [, 2]] = a(@)[y, 2] + B(2)[y, 2]
= (a(x) + B(x))ly, 2.

Luego [y, 2] € Goss.
2. Sean y € go, 2 € gp y = € h. Como la forma de Killing es invariante, tenemos que
B[z, 9], 2) + B(y, [z, 2]) = (a(x) + 5(x))B(y, 2) = 0.
Como a + 8 # 0 y como vale para todo x € b, entonces B(y, z) = 0.

3. Sea x € h. Como B es no degenerada, existe y € g tal que B(x,y) # 0. Por el item
anterior, y tiene que estar en . Luego, B restringida a h es no degenrada.

]
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Sea B la forma de Killing de g. Como la restriccién de B a b es no degenerada, define
un isomorfismo de h a h* y una forma bilineal no degenerada sobre h*, que denotamos ( , ),
dada por (a, 8) = B(z4,23), donde «, € b* y z,, xg son sus correspondientes elementos
en .

Observacion 3.7. Dado o € h* existe un unico z, € h tal que a(v) = B(z,,v) Vv € b.
Este es el isomorfismo entre § y b*.
Lema 3.8. Sean FE € g,, F € g_q, T4 € . Entonces [E, F] = B(E, F)z,,.
Demostracion. Sea x € h. Como la forma de Killing es invariante, tenemos que
B([E, Fl,z) = B(E,[F,z]) = —=B(E, [z, F]) = a(x)B(E,F) = B(E, F)B(xy, x).

Como B es no degenerada en b, entonces [, F| = B(FE, F)xz,,. O
Lema 3.9.

1. Sea o € A. Entonces (a,a) = B(xq, ) # 0.

2. Sea E € g,, F €g_, tal que B(E,F) =2/(a, ), y sea

27,

(o, a)
Entonces a(H,) = 2 y los elementos E, F, H, satisfacen
|[E,F|=H,, [H.FE]=2E, |[H,,F]=-2F.
La subdlgebra generada por estos elementos la denotamos por sl(2,C),.

Demostracion.

1. Supongamos que (a,«) = 0. Entonces a(x,) = 0. Elegimos E € g,, F € g_, tal
que B(E,F) #0. Sea H = [E,F| = B(E, F)z, y considerar el dlgebra A generada
por E,F,H. Entonces [H,F] = a(H)E = 0, [H,F] = —a(H)F = 0; luego A es
soluble. Por el Teorema de Lie, podemos elegir una base de g tal que los operadores
ad £, ad F', ad H son triangular superior. Como H = [E, F], ad H tiene que ser
estrictamente triangular superior. Pero como H € b, es también semisimple. Luego,
H = 0. Por otra parte, H = B(E, F)z,, # 0. Contradiccién. Por lo tanto, («, «) # 0.

2. Es inmediata de las definiciones y del lema anterior.

]
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Teorema 3.10. Sea g un dlgebra de Lie semisimple, b una subdlgebra de Cartan. Conside-
remos la descomposicion raiz g = b @ @, ca 9a- Sea B la forma de Killing de g. Entonces:

1.

A genera h* como espacio vectorial, y los elementos H,, a« € A generan b como
espacio vectorial.

Para cada o € A, el subespacio raiz g, tiene dimension 1.

Para cualquier par de raices o y 3, el numero

es entero.

Para o € A, sea s, : h* — b*

Entonces, para cualquier par de raices o y 3, so(B) es también una raiz.

5. Para cualquier raiz o, los unicos multiplos de o que también son raices son +a.

6. Si o, (B son raices tal que oo + 3 también es raiz, entonces [ga, 95 = Gats-
Demostracion.

1. Supongamos que A no genera a h*; entonces existe x € h, x # 0 tal que a(x) = 0 para

todo o € A. Pero entonces, la descomposicion raiz de g implica que ad x = 0. Luego
estaria en el centro de g, pero como g es semisimple, no tiene centro. Contradiccion.
Por lo tanto, A genera h*. El hecho que H, genera b sigue inmediatamente de la
identificacién de b con h* via la forma de Killing; los elementos H,, se identifican con
multiplos no nulos de a.

. Sea « una raiz. Supongamos que dim g, > 1. Sea y € g_, no nulo. Entonces existe

un E € g, tal que B(FE,y) = 0. Sea F' € g, vy H, € h como en Lema 3.9, y
sea 5[(2,C), la subdlbegra generada por {E, F, H,} isomorfa s[(2, C). Consideremos
la representacion ¢ de sl(2,C) en g dada por la composicién de la adjunta con el
isomorfismo entre sl(2,C), y sl(2, C). Entonces ¢(e)y = [E,y] = B(E,y)z, = 0. Por
otro lado, p(h)y = [Ha,y] = —a(H,)y = —2y. Pero esto es una contradiccién, ya que
si un vector es anulado por ¢(e), entonces es un autovector de ¢(h) con autovalor no
negativo. Por la tanto, la dim g, = 1.

Consideremos a g como una representacion de s[(2,C),. Los elementos de gs tienen
autovalor igual a $(H,). Pero por Teorema 2.5 los autovalores de cualquier repre-
sentacion de sl(2, C) son enteros.
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4. Supongamos que ((H,) = n > 0. Luego, los elementos de gz tienen autovalor n

respecto de la accién de sl(2,C),. Por Teorema 2.6, el operador (¢(f)) es un iso-

morfismo del subespacio vectorial asociado al autovalor n con el de autovalor —n.
En particular, esto significa que si v € gg es no nulo, entonces (¢(f))2(v) € gp—na
es también no nulo. Por lo tanto, § — na = s,.(f) € A. Para el caso n < 0, la

demostracion es similar, usando (¢(e))," en lugar de (p(f))%.

. Sea « una raiz y supongamos que 5 = ca es también una raiz. Luego S(H,) =

2c e Zy a(Hg) = %c € 7Z. Esto implica que ¢ € {il,iZ,i%}. Denotamos por ¢
la representacion de sl(2,C) en g dado por la adjunta compuesta con el isomorfismo
entre s[(2,C) y s[(2,C),. Sea h D go D g0 D 920 P §_24- Este subespacio es invariante
por . Los autovalores no nulos de ¢(h) son {+2, +4}, con multiplicidad 1. Por otro
lado, ¢(e)go = 0, lo que implica que los vectores de g, tienen autovalor maximo.
Pero estos vectores tienen autovalor 2 (a(H,) = 2). Contradiccién. Por lo tanto, ¢
no es 2. Ahora, intercambiando o con —« y con [, obtenemos que ¢ = +1.

. Sabemos que [gq, 95] C ga+p. Como la dim g,+s = 1, solo necesitamos mostrar que

existen elementos no nulos X, € g, vy Xp € g tal que [X,, X3] # 0. Como a + 3 es
raiz, o # . Entonces
V= @ 98+ka

kEZ

es una representaciéon irreducible de sl(2,C),. Si v € Vj es no nulo, y Viio # 0,
entonces p(e)v # 0.

Teorema 3.11.

1. Sea by C b el espacio vectorial real generado por H,, o € A. Entonces h = by @ th,

y la restriccion de la forma de Killing a by es definida positiva.

2. Sea b C b* el espacio vectorial real generado por o € A. Entonces h* = b & iby.

Ademas, by ={ A ebh*: ANx) e RY z € b} = (ho)*.

Demostracion. Veamos primero que la forma de Killing restringida a hg es real y definida
positiva.

B(H,, Hg) = tr(adHy adHg) = > y(Ho)y(Hp).

Y€EDh*

Por el teorema anterior, v(H,) y 7(Hjz) son entero. Luego B(H,, Hp) € Z.

Sea ahora H = > ¢, H, € hy. Entonces v(H) = > coy(Ha,) € R para cualquier raiz +.

Entonces

B(H,H) = tr(adH adH) =Y _~(H)* > 0.

Luego, B es definida positiva sobre .

16
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Como la forma de Killing es definida positiva sobre g, entonces es definida negativa
sobre ihg, luego by Nihy # {0}, lo que implica que dimghy < %dime) = r, donde r
es la dimensiéon compleja de h. Por otro lado, como H, genera f sobre C, tenemos que
dimgho > r. Entonces dimgho = . Luego h = ho @ iby.

La segunda parte es analoga. ]

Como la restriccion de la forma de Killing a b es definida positiva, tenemos un producto
interno en by, que podemos llevarlo a b via el isomorfismo entre h y h*. Denotamos por
(, ) este producto interno en el dual de bo.

3.3. Sistema de raices simples

Definicién 3.12. Sea A = A(g,h) un sistema de raices. Un subconjunto 1T de A se
denomina sistema de raices simples si satisface las siguientes propiedades:

= I es base ordenada de h* como espacio vectorial.

» Cada raiz f € A puede ser escrita como combinacién lineal

ﬁzz:maa

a€cll

donde los coeficientes m, son todos enteros del mismo signo (es decir, todos no
negativos, o todos no positivos).

Los elementos o € Il se denominan raices simples.
Teorema 3.13. Dado A, existe un sistema de raices simples 11.

En lugar de demostrar este teorema, probaremos un resultado mas general. Sea = € h
tal que a(z) # 0 para toda o € A. Sea A} el conjunto de todas las raices a’s tales que
a(x) > 0. Entonce tenemos que A = Af U (—Al). Un elemento a@ € A se denomina
descomponible si existen 3,7 € A tal que o = 4 . Caso contrario, o se denomina no
descomponible. Sea I, el conjunto de elementos no descomponibles de A}

Proposicion 3.14. 11, es un sistema de raices simples de A. Reciprocamente, si Il es un
sistema de raices simples de A, y si x € b es tal que a(z) > 0 para todo « € 11, entonces
IT =1IL,.

Para demostrar este resulado necesitaremos un serie de lemas.

Lema 3.15. Cada elemento de A} es una combinacion lineal de elementos de 11,, con
coeficientes enteros no negativos.
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Demostracion. Sea I el conjunto de raices contenido en A tal que no es combinacién
lineal entera no negativa de elementos de II,. Si I es no vacio, existe un elemento a € I tal
que a(x) es minimo. Este elemento a es descomponible, pues de lo contrario tendria que
pertenecer a II,. Si escribimos v = 4 7y con 3,7 € A} | tenemos

a(r) = B(x) +y(x).

Como f(x),v(x) > 0, son estrictamente menores a a(x). Entonces 5, ¢ I. Luego a ¢ 1.
Contradiccién. Por lo tanto I es vacio, es decir, los elementos de A son combinaciones
lineales enteras no negativas de los elementos de II,. ]

Lema 3.16. Si o, § € 11, entonces («, 5) < 0.

Demostracién. Supongamos que {(a, ) > 0. Entonces v = o — (3 es una raiz. Si v € Af
entonces @ = 3 + 7 serfa descomponible; y si —y € Al entonces § = « + (—7) seria

x )

descomponible. En ambos casos llegamos a una contradiccion. Luego, (o, #) < 0. ]
Lema 3.17. Sean x € b y A C b* tal que
(a) a(x) >0 para todo a € A.

(b) {a, ) <0 para todos a, B € A.
Entonces los elementos de A son linealmente independientes.

Demostracion. Sea \ € h* y supongamos que se puede escribir como

A=Zyﬁﬁ=zzw

donde los coeficientes y3, 2, son no negativos, y donde los elementos 8’s y ’s pertenecen
a subconjuntos disjuntos. Entonces

) =D yszv(B.7).

Luego, (A, A) < 0 por (b). Por lo tanto, A = 0.
Por otro lado, tenemos que

0=Ax) =Y ysB(x).

Entonces por (a), tenemos que yg = 0 para todo 5. Y andlogamente, z, = 0 para todo 7.
Por lo tanto, los elementos de A son linealmente independientes. ]

Demostracion. (De la Proposicién) Los lemas anteriores muestran que II, es un sistema
de raices simple de A. Reciprocamente, sea Il un sistema de raices simple de A y sea x € b
tal que a(z) > 0 para todo a € II. Si AT denota el conjunto de combinaciones linelaes con
coeficientes enteros no negativos de elementos de II, entonces tenemos que A* C At y que
(—AT) C (=A}). Y como A es la unién de AT y —AT, tenemos que AT = A}. Entonces,
los elementos de IT son no descomponibles en A, por lo que tenemos que II C II,. Pero
como II y II, tienen la misma cantidad de elementos, obtenemos que II = I1,. O
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Definicién 3.18. Sea II un sistema simple de raices. Una raiz « se dice positiva si se
escribe como combinacién lineal entera no negativa de los elementos de II.

Dado un sistema de raices simples II = {ay,..., o}, todo elemento de A € bh* se
escribe como combinacién lineal de las raices simples. Esto nos permite definir un orden
lexicografico en h* dado por: X es positiva si el primer coeficiente no nulo respecto de la
base ordenada {aq,...,q} es positivo; y A > p si A — p es positiva.

3.4. Grupo de Weyl

Sea A(g, b) el sistema de raices de g. Sea s, : h* — h* | con a € A, dada por

Las transformaciones s, se denominan reflexiones. Cada reflexién mapea A en si mismo,
y ademads, cada transformacién es ortogonal.

Definicién 3.19. El grupo de Weyl W = W(A) es el subgrupo del grupo ortogonal sobre
b* generado por las reflexiones s,.

Proposiciéon 3.20. Sea s, una reflexion, y sea r un transformacion ortogonal de b*.

Entonces Syoq = rSar L.

Demostracion.
2(r(a),r(A)) 2(a, A)
sra(r() = () = @) = r(3) = S (@) = (5, (0)
]
Lema 3.21. Sea IT = {a,...,q} un sistema de raices simples de A y sea o una raiz

positiva. Entonces

—a sta=q; 0a=2q
Sq. () es .
g > 0 caso contrario.

Demostracion. Si o =) c;a;. Entonces

l

2 i
S () = chaj — Mai.

J=1

Si al menos un ¢; es positivo para j # i, entonces S,, () tiene el mismo coeficiente para «;
que para «, ¥ So,(a) debe ser positivo. En el otro caso, a es un multiplo de «;, entonces a
debe ser «; o 2¢;. O
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Proposicién 3.22. Sea Il = {ay,..., o} un sistema de raices simples. Entonces W (A)
es generado por las reflexiones so, para a; € I1. Si a es una raiz, entonces existe o € Il y
s € W tal que s(a;) = a.

Demostracion. Sea W' C W el grupo generado por s,, para «; € II. Vamos a probar que
toda raiz positiva « es de la forma sa; con S € W’. Escribiendo a a = ) nja;, hacemos
induccién de ) n; = nivel(a). Si Y n; = 1, entonces @ = «; con «; simple. Luego,
tomamos s = 1. Supongamos que vale para nivel < nivel(«), con nivel(a)) > 1. Como

0<lo)* = njla,q;),

existe i = ig con (a,q;) > 0. Por hipdtesis, a es distinta de «;, y de 2q;,. Entonces
B = sa,, () es positiva por Lema 3.21 y tenemos

g = anafj + (nio - M)am.

o et |*

Como (a, evy) > 0, nivel(5) < nivel(«). Por hipétesis inductiva, § = s'a; para algin s € W’
y algin indice j. Luego a = sq, 8 = 4, s'a;, con s,, s" en W', Esto completa la induccion.

Para completar la demostracién, tenemos que mostrar que s, € W’ para cada o € A.
Escribimos o = sa; con s € W’. Por la Proposicién 3.20, tenemos que s, = 55,5 1y
ademds estd en W’. Como W es generado por las reflexiones s, con « € A, W C W',y
por lo tanto, W = W". ]

Teorema 3.23. Si Il y II' son dos sistemas de raices simples para /A, entonces existe uno
y solo un elemento s € W tal que sIT =1I".

Demostracion.

EXISTENCIA. Sean AT y A’ el conjunto de las respectivas raices positivas. Tenemos
|AT] = |AT| = LA| = ¢. Ademds, AT = A* siy slosi I =11, y AT # AT implica
que IT ¢ AY y II" ¢ A*. Sea r = |A* N A*'|. Hacemos induccién hacia abajo sobre 7.
El caso r = ¢, se cumple tomando s = I. Sea r < ¢. Elegimos «; € II con «; ¢ A
entonces —a; € AT, Si f estd en AT N AT, entonces s5,(8) € At por Lema 3.21 Luego,
Sa,(B) est’a en AT N sy, AT Ademds, a; = s4,(;) est’a en AT N s,, At Por lo tanto,
AT N sq,AY| > r+ 1. Luego, s,, A" corresponde al sistema simple s, II', y por hipétesis
inductiva, podemos encontrar t € W con tIl = s, I1". Por lo tanto, s, tII =II'.

UNICIDAD. Supongamos que sII = II, y probemos que s = [. Escribimos II =

{ai,...,a}, y ponemos s,, = s;. Para s = s;,, - - s;,, probemos por induccién en m que
sIT = II implica que s = I. Si m = 1, entonces s = s; y claramente por Lema 3.21, s = I.
Sim = 2, obtenemos que s;,II = s; I, donde —a;, esta en s;II, y entonces —a;, = —a;,

por Lema 3.21, y por lo tanto, s = I. Supongamos que tII = Il con ¢t = s; ---s;, implica
que t = I con r < m, y sea s = s;, ---5; satistace sII = II con m > 2. Escribimos
s =s;  ---s;,entonces s =s; s'. Luego s’ # I. O
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Proposicién 3.24. Si a es una raiz simple, entonces s,(8) = 6 —a y 2(5,a)/|al* = 1,
donde 6 = 33 oA+ Q-

Demostracion. Por el Lema 3.21, s, permuta las raices positivas distintas a «, y manda «
en —a. Por lo tanto

5a(20) = 54(20 — @) + sq(a) = (20 — ) —a =2(6 — a),

y entonces s,(d) = § — a. Usando la definicién de s, vemos que 2(d, o) /|a|? = 1. O

3.5. Pesos

Sea ¢ una representacién sobre un espacio vectorial complejo V. Si A € h* definimos
VIN) ={veV: pa)w=ANz)v Vxeh}

Si V() # 0, entonces V() se denomina espacio de peso X y A se denomina peso de la
representacion. Los v € V() se denominan vectores de peso \.

Proposicién 3.25. Sea A el conjunto de raices de by y sea ho el espacio vectorial real
generado por H,, a € A. Si ¢ es una representacion de g sobre un espacio vectorial
complejo V', entonces:

1. p(b) actia diagonalmente sobre V; y V es la suma directa de todos los espacios de
PESOS.

2. Todo peso es una funcional lineal a valores reales sobre by y satisface

3. Las raices y los pesos estdn relacionados via ¢(ga)V (A) C V(A + «).

Demostracion. Sea o una raiz y sean F € g, y F € g_,. El conjunto {E, F, H,} genera
una subdlgebra sl(2,C),, de g isomorfa a sl(2,C), con 2|a|"2H,, correspondiendo a h =

0 -1
los resultados de representacién de sl(2, C), obtenemos que o(2|a|™2H,,) es diagonalizable
con autovalores enteros. Esto prueba 1, y que los pesos son a valores reales. Si A es un
peso y v € V(X) no nulo, entonces, por lo de recién, ¢(2|a]?H,)v = 2|a|"2(\, @)v es un
miiltiplo entero de v. Luego, 2|a|72()\,a) € Z.

Por otro lado, sea F € g,, v € V(A), y sea x € . Entonces

p(@)p(E)v = ple)p(x)v + ¢([z, E])v
= AMz)p(E)v + a(z)p(E)v
= (A a)(z)p(E)v.

Luego, p(E)v € V(A + a). O

( L0 ) Luego, la restriccion de ¢ a sl(2,C),, es una representacién de sl(2,C),. Por
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Vamos a denotar P(g) = {\ € b* : 2(\,a)/|a|*> € ZV a € A}. P(g) se denomina
reticulado de pesos y los elementos de P(g) se denominan pesos enteros. Ademés, vamos
a denotar P(g), como el grupo abeliano generado por las raices simples I de h. Notemos

que P(g), C P(g).

Definicién 3.26. Sea {ay,...a;} el conjunto de raices simples. Definimos los pesos fun-
damentales w; € h* por

Definicién 3.27. Sea A € h*. Decimos que A es dominante si (A\,«) > 0 para toda raiz
simple a.

Notemos que, por definicion, los pesos fundamentales son enteros dominantes, y que
ademés cumplen que P(g) = P Zw;.

Proposicion 3.28. Las funcionales lineales dominantes son combinaciones lineales no
negativas de los pesos fundamentales.

Demostracion. Sea A un peso dominate. Como los pesos fundamentales son base de h*,
podemos escribir A = )" n;w; con n; € C. Sea «; una raiz simple. Entonces

(A, a;) 2
0<2 LA j|2<Zniwi,aj>:nj.

= Tagl o

Denotamos por A(g) al conjunto de pesos enteros dominantes.

Proposicién 3.29. El conjunto A(g) es igual al conjunto de combinaciones lineales enteras
no negativas de los pesos fundamentales.

Demostracion. Sea A un peso entero dominante, A = > nuw; con n; € C y w; pesos

fundamentales. Por la proposicién anterior, n; > 0. Como A es entero, n; = 2<|’(\1’C_“‘§> € 7.
J

La reciproca es inmediata por la definicién de los pesos fundamentales. ]
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Teorema del Peso Maximo

En esta capitulo, g denotara un algebra de Lie semisimple compleja, h una subélgebra
de Cartan. Sean A = A(g, b) el conjunto de raices y II el sistema de raices simples. Sea b
la forma real de h sobre la cual todas las raices son reales, y sea B la forma de Killing de
g, que es definida positiva sobre .

Definicién 4.1. Dada una representacién ¢ sobre un espacio vectorial V', un peso A se dice
peso maximo si es el mayor respecto del orden inducido por el sistema de raices simples.

Teorema 4.2 (Teorema del Peso Maximo). Salvo equivalencia, las representaciones
irreducibles ¢ de dimension finita de g estan en correspondencia uno a uno con las fun-
cionales lineales A en A(g). La correspondencia es que X es el peso mdximo de y. El peso
maximo \ de py tiene ademds estas propiedades:

(a) X depende solo del sistema simple 11 y no del orden de la raices simples en la base
ordenada 11.

(b) El espacio de peso V() tiene dimension 1.

(¢) Cada vector E € g, para una arbitraria raiz positiva anula todos los miembros de V(\);
y los miembros de V() son los tunicos vectores con esta propiedad.

(d) Todo peso de oy es de la forma \ — 22:1 n;ay; con enteros > 0 y a’s en I1.

Demostracion. EXISTENCIA DE LA CORRESPONDENCIA. Sea ¢ una representacion
finita irreducible de g sobre V. La representacion tiene pesos, y sea A el mayor peso respecto
del orden inducido por el sistema simple II. Luego, A esta en P(g) por Proposicién 3.25.

Si « es uan raiz positiva, entonces A+« excede a A y no puede ser un peso. Entonces, si
E € g, yveV()N), tenemos que p(E)v =0 por Proposicién 3.25. Esto prueba la primera
parte de (c).

Recordemos que el algebra universal de g es U(g) = T'(g)/J, donde T'(g) = P,-, T*(g),
con T*(g) el producto tensorial de g, k veces; y J es el ideal bildtero generado por todos
los elementos X @Y —Y ®@ X — [X, Y], con X e Y en g. Recordemos también que dada una
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representacion ¢ de g sobre un espacio vectorial V', ésta induce una representacion lineal
de U(g) en End(V) como algebras asociativas con unidad, que continuaremos denotando
por .

Extendemos ¢ multiplicativamente hasta que esté definida en todo U(g) con ¢(1) = 1.
Como ¢ es irreducible, p(U(g))v = V paracadav # 0en V. Sea f31, . . ., B una enumeracién
de A", y sean Hy,...,H; una base de h. Por el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt los
monomios

(4.1) E®, - E% H . HMED ... B

forman una base de U(g). Apliquemos ¢ a cada uno de estos monomios y luego a v € V().
Los Ejg’s dan cero, los H’s son multiplicados por constantes, y los E/_g’s bajan el peso del
vector. Sea w € V) no nulo. Como v genera a V', existe un monomio tal que ¢ en ese
monomio, aplicado a v, da w. Por la accién de ¢ en los monomios, tenemos que w = 0,
6 que w ¢ V(A), o bien que w = cv con ¢ € C. Como w es un vector no nulo en V(\),
tenemos que w = cv. Por lo tanto, V() tiene dimensién uno, y esto prueba (b).

El efecto de ¢ en (4.1) aplicado a v en V(A) es dar vectores de peso

k
(4.2) A=>"¢B, q€N
j=1

y estos vectores de peso generan V. Entonces, los pesos obtenidos en (4.2) son los tinicos
pesos de ¢, y (d) sigue del hecho que toda raiz positiva es combinacién lineal entera no
negativa de las raices simples. Por otra parte, observemos que (d) implica (a).

Para probar la segunda parte de (c), sea v ¢ V() tal que p(F,)v = 0 para toda raiz
positiva a.. Substrayendo la componente en V' (\), podemos suponer que v tiene componente
0 en V(A). Sea Ag el peso méximo tal que v tiene componente distinta de 0 en V(Ag), y sea
v" esa componente. Entonces ¢(E,)v" = 0 para todo a € AT,y p(h)v' C Cv'. Aplicando ¢
a (4.1), tenemos que

V= Z (CQO(E_gl)(h cee @(E—Bk)qul‘

Entonces, si miramos el lado derecho de esta igualdad, nos dice que todo peso de la re-
presentacién es estrictamente menor que A. Pero esto es una contradiccién, ya que A es
un peso de la representacion. Por lo tanto, los vectores v en V() son los tinicos con la
propiedad ¢(FE,)v = 0 para toda raiz positiva «.

Probemos ahora que A es dominante. Sea € AT, y definimos H,, E,, y F, tal que
estos vectores generen la subélgebra de Lie sl(2,C), de g, isomorfa a sl(2,C), por medio

del isomorfismo que lleva H, a h = ( (1) _01 ) Para v # 0 en V()), el subespacio de V'
generado por todos
p(Fa) o (Ha)p(Ea)" v
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es estable bajo s[(2,C),, y (¢) muestra que es el mismo que el generado por todos los
o(F,)Pv. Sobre estos vectores, ¢(H,) actia con autovalor

(A — pa)(H,) = 2<|Z’|§‘> o

, v por el Teorema 2.5, el maximo autovalor

Entonces el mayor autovalor de p(H,) es 2<’\"§‘>

[
de ¢(H,) es no negativo, lo que implica que (A, a) > 0. Por lo tanto, A es dominante.

LA CORRESPONDENCIA ES UNO A UNO. Sean ¢ y ¢’ representaciones irreducibles
de g sobre V' y V' respectivamente, ambas con peso maximo A. Sean vy y v, vectores no
nulos de peso maximo. Consideremos la representacion ¢ @ ¢’ sobre V' @ V’. Definimos

S=(p@¢)(U(g))(vo D vp)-

Veamos que S es un subespacio invariante irreducible de V' & V’'. Que S es invariante es
claro. Sea T" C S un subespacio invariante irreducible, y sea v & v’ un vector de peso
mdximo. Para o € AT, tenemos

0=(p®¢)(Ea)(v D) = p(Ea)v & ¢ (E ).

Luego, p(Es)v =0y ¢ (E, ). Por (¢), v = cvy y v = v Por lo tanto, v@® v = cvy® vy,.
Este vector, por hipdtesis, estda en (¢ & ¢')(U(g))(vo B vy). Al aplicar (¢ & ¢') a (4.1) y
luego a vy @ v(, los Eg’s dan 0, mientras que los H’s son multiplicados por contantes, es
decir,

(0 ® ¢ )(H)(vo & vp) = o(H)vo & ¢ (H)vh = A(H) (vo & vf)-

Ademas, los E_g’s bajan el peso del vector por proposicién anterior. Luego ¢ = ¢’. Por lo
tanto, T'= S, y S es irreducible.

La proyeccién de S a V' conmuta con la representacion y no es identicamente cero. Por
el Lema de Schur, ¢ @ ¢'|s es equivalente a ¢. Andlogamente, p @ ¢'|s es equivalente a ¢'.
Por lo tanto, ¢ y ¢’ son equivalentes. ]

Hemos demostrado que todo representacién irreducible tiene asociado un tnico peso
entero maximo dominante. Nos resta probar que dado una funcional lineal \ entera domi-
nante, existe una representacién irreducible cuyo peso maximo es . Para demostrar esto,
necesitaremos previamente una serie de resultados.

Sea V' un espacio vectorial complejo que es U(g)-mddulo unitario a izquierda. V' no es
necesariamente de dimension finita. Existe una correspondencia uno a uno entre represen-
taciones de g y U(g)-mo6dulo unitario a izquierda. Entonces si p € h*, la nocién de espacio
de peso p, V (1), es la misma que anteriormente, es decir,

V(ip)={veV:Xv=uX)pV X € b},
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Ademas, se sigue cumpliendo que
(4.3) gV (1) CV(u+a)
con a € A. Més aun, tenemos que
(4.4) o(Pvm)c(Pvw)
Heh* Heb*
Por otro lado definimos:

n= P

acAt

no= P

a€At

b = Hhdn

_ %Za.

aceAt

n, n~ y b son subalgebras de g, y ademas g = b & n~ como suma directa de espacios
vectoriales.

Un wvector de peso mdzimo en V es por definicién un vector v # 0 que satisface nv = 0.
Un mddulo de peso mdzimo es un U(g)-médulo generado por un vector de peso maximo.

Proposicién 4.3. Sea M un U(g)-mddulo de peso mdzrimo y sea v un vector de peso
maximo que genera M. Supongamos que v tiene peso . Entonces:

(a) M =U(n")v.

(b) M =D,cy- M () con cada M(p) de dimension finita y con dim M(X) = 1.

(¢) Todo peso de M es de la forma A — Y\ nya; con los a’s en 11 y con cada n; un
entero no negativo.

Demostracion.

(a) Tenemos que g = n~ @ h @ n. Por el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt, U(g) =
Un™)U(h)U(n). Por definicién de h y n tenemos que U(h)v € Cv y U(n)v = 0.
Luego, U(g)v = U(n")v. Como v genera a M, entonces M = U(n~ ).

(b, ¢) Por (4.4), @ M () es invariante por U(g), y contiene a v. Como M = U(g)v, entonces
M =& M(u). Por (a), M =U(n")v, y (4.3) muestra que cualquier expresién

(4.5) BE% .. E% 0
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con todos los 3; € A*, es un vector de peso con peso = A—q1 81 —- - - — @Bk, 1o que
implica (c). Evidentemente, hay s6lo una cantidad finita de vectores de la forma (4.5)
para los cuales ) ¢;5; es igual a 22:1 k;a;. Por (a), el espacio generado por estos
vectores es M (u). Ademaés, el tnico vector de la forma (4.5) que tiene peso p = A es
v. Por lo tanto, probamos (c).

]

Sea A € h*, y consideramos a C como un U(b)-mddulo a izquierda definiendo

Hz = (A=90)(H)z para Helh, 2€C
Xz =0 para X €n.

Denotamos por C,_s a C considerado como un U (b)-médulo a izquierda. Por otro lado,
el algebra U(g) es en si misma un U(b)-moédulo a izquierda y un U(g)-médulo a derecha
bajo la multiplicacién. Definimos el médulo de Verma como

U(g) ®c Cy_s
] )
donde I es el subespacio generado por todos los elementos de la forma XY ® 2 — X ® Yz,

con X €U(g),Y eU(b)y z € Cy_s.
Proposicién 4.4. Sea A € h*

V(A) = U(g) ®up) Cas =

(a) V(X) es un U(g)-mddulo de peso mdximo, y es generado por 1®1, que tiene peso A—9.
(b) La aplicacion de U(n~) en V(A) dada por v — u(1 ® 1) es uno a uno y sobre.

(c) Si M es un U(g)-mddulo de peso mdzimo generado por un vector de peso mdximo
v # 0 de peso A — 0, entonces existe uno y solo un U(g)-homomorfismo ¢ de V() en

M tal que (1 ® 1) = v. Este homomorfismo es sobre. Ademds, es uno a uno si y sélo
siu##0 en Um™) implica u(v) # 0 en M.

Demostracion.

(a) Claramente V(\) = U(g)(1 ® 1). Ademés
Hl®l) = H1=1®H((1)=MN-90)H(1®1) para H € b
X(1®1) = X©1=1®X(1)=0 para X € n.

Luego 1 ® 1 es un vector de peso maximo de peso A — 9.

(b) Por el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt tenemos que U(g) = U(n~) ®c U(b), y
este isomorfismo es un isomorfismo de U(n~)-mddulos a izquierda. De esta manera
obtenemos una cadena de isomorfismos de U(n~)-mdédulos a izquierda

V(A) = Ulg) ®ue C= (Un™) @c U(b)) @ C
U(n) e (U(b) @ue C) = Un™) @c C = Un).

1%

Luego, sigue (b)
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(c) Considerar la aplicacién bilineal de U(g) x C,_s en M dada por (u, z) — u(zv). En
términos de la accién de U(b) sobre C,_s, comprobamos para b en b y después para b
en n que

(u,0(2)) = u(b(z)v) = zu((b(1))v)
(ub,z) +— ub(zv) = zub(v) = zu((b(1))v).

Por la propiedad de la aplicacién universal, existe una y sélo una aplicaciéon lineal

(R U(g) QU () Cys — M
tal que u(zv) = P(u ® z) para todo u € U(g) y z € C, es decir, tal que u(v) =
Y(u(l®1)). Esta condicién implica que 1 es un U(g)-homomorfismo y que lleve 1 ® 1
a v. Esto muestra la existencia y la unicidad. Ademas, claramente es sobre.

Sea u € U(n~). Si u(v) = 0 con u # 0, entonces ¥ (u(1 ® 1)) = 0, mientras que
u(1 ® 1) # 0 por (b). Por lo tanto, ¥ no es uno a uno. Reciprocamente, si 1 no es

uno a uno, entonces por Proposicién 4.3a existe u € U(n~) con u # 0 y J(u ®1)=0.
Entonces

u(w) =u(@1®1)) =Pl el) =¢uel) =0.
]

Proposicién 4.5. Sea A en b*, y sea V(A); = @D, sV (N Entonces todo Ul(g)-
submddulo propio de V(X) estd contenido en V(N),. Consecuentemente, la suma S de
todos los U(g)-submddulos propios es un U(g)-submddulo propio, y L(A) = V(N)/S es un

U(g)- mddulo irreducible. Mds ain, L()\) es un moédulo de peso mdzimo de peso mdximo
A—0.

Demostracion. Si N es un U(h)-submédulo, entonces N = B, (NNV(A),). Como V(A)s—s
tiene dimension 1 y genera V() (proposicién anterior), el término A — d debe ser 0 en la
suma para N, si N es propio. Luego, N C V(\);. Como S es propio maximal, L(\) =
V(A)/S es irreducible. La imagen de 1 ® 1 en L(\) no es 0, es anulado por n, y h actia
con peso A — d. Luego, L(A) es un médulo de peso méximo de peso maximo A — . [

Teorema 4.6. Supongamos que A € h* es una funcional lineal entera dominate a valores
reales sobre hy. Entonces el mddulo irreducible de peso mdzrimo L(\ + &) es una repre-
sentacion irreducible de dimension finita de g con peso mdximo \.

El teorema 4.6 completa la demostracién del Teorema del Peso Maximo. Para de-
mostrarlo necesitamos dos lemas.

Lema 4.7. En U(sl(2,C)), [e, "] = nf" ' (h — 1(n —1)).
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Demostracion. Sea

Lf = multiplicar a izquierda por f en U(sl(2,C))
Rf = multiplicar a derecha por f
adf = Lf—Rf.

Entonces Rf = Lf —ad f, los términos de la derecha conmutan. Por el desarrollo binomial

n

(Rf)"e = Z(Z)(Lf)”‘j(—ad fYe
= (Lfye Ly (—ad fle + "D Ly cad e

va que (ad f)? = 0. Luego, tenemos que

(Rfye = (Lfyetnf=tns "0 e o)
LAt (1))
Por lo tanto,
le, /") = (Rf)"e — (Lf)"e = nf"'(h— (n —1)).
0

Lema 4.8. Sea g un dlgebra de Lie semisimple compleja, sea A € h*, sea o una raiz simple,
y supongamos que m = 2(\, a)/|a|? es un entero positivo. Sea vy_s el generador de V()),
y sea M el U(g)-submddulo generado por (Fy)™vs_s, donde F, es un vector no nulo con
raiz —a. Entonces M es isomorfo a V(sa\).

Demostracion. El vector v = (F,)™vy_s es no nulo por Proposicién 4.4b. Como s A =
A —ma, vestd en V(A)a_s—ma = V(N)s,1—s. Entonces el resultado sigue de la Proposicion
4.4c si demostramos que Egv = 0 para cualquier raiz simple 3. Para § # «, [Eg, E,] =0
pues 8 — « no es una raiz. Luego

EBU = EB(E_a)mU)\_(; == (E_a>mEBU)\_5 =0.
Para g = «, consideramos E, , F, v H, tal que la subdlgebra generada por ellos es
isomorfa a s[(2,C), y recordemos que [E,, F,] = 2|a|™H,. Entonces, aplicando el lema
anterior tenemos que
Ea<Fa)mU)\f5 = [E F ]U)\ 1)
= )" 2l P Hy — (m = 1))uas
A—0,
= < < Oé (m — 1)) F(;nilv)\,g

|o?
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Demostracion. (Del Teorema 4.6) Sea vy # 0 un vector de peso méximo en L(A + J), con
peso A. Vamos a proceder en tres pasos.

Primero mostramos: Para cada raiz simple «, Fvy = 0 para todo n suficientemente
grande, con F, un vector raiz no nulo de raiz —«. En efecto, para

que es positivo por Proposicién 3.24, el elemento F7'(1 ® 1) de V(A + §) vive en un U(g)-
submédulo propio, de acuerdo al Lema anterior, y por lo tanto en el submédulo S de la
Proposicién 4.5. Luego, F'vy = 0 en L(A + ).

Segundo mostramos: El conjunto de pesos es estable bajo el grupo de Weyl W =
W(A). En efecto, sea o una raiz simple, y sea sl(2,C), la copia de s[(2,C) generada por
{H,, E,, F.,}; seav; = F'v, y sea n el mayor entero tal que v,, # 0. Luego, Cvg+ - - -+ Cuv,,
es estable bajo sl(2, C),. La suma de todos los U(sl(2, C),)-submédulos de dimension finita
contiene a vy = vy, y afirmamos que es invariante por g. En efecto, si T es un U(sl(2,C),)-
submédulo de dimensién finita, entonces

o7 ={) Xt:XegyteT}
es de dimensién finita, y para Y € 5[(2,C), y X € g
YXt=XYt+ [V, X|t =Xt'+ [V, X]|t €gT.

Luego, g7 es invariante por sl(2,C),, y queda demostrada la afirmacién.

Como la suma de todos los U(sl(2,C),)-submédulos de dimensién finita de L(A + 6)
es g-invariante, la irreducibilidad de L(A + §) implica que esta suma es todo L(\ + 6).
Luego es la suma directa de U(sl(2, C),)-submddulos irreducibles de dimensién finita, por
Proposicién 2.8.

Sea 1 un peso, y seat # 0 en V,. Acabamos de demostrar que ¢ vive en una suma directa
finita de U(sl(2,C),)-submdédulos irreducibles de dimension finita. Escribimos t = >_._, t;
con t; en un U(sl(2,C),)-submddulo 7; no nulos. Entonces

S Haty = Hat = p(Ho)t = 3 p(Ho)t,

el

y entonces

t; para cada ¢ € I.

Si (i, ) > 0, sabemos que (F,)2m®/10Pt; = 0. Por lo tanto, (F,)®®/1¢t £ 0, y vemos
que

/J’_ ’ ‘2 Oé:SOéu’

es un peso. Por otro lado, si (i, a) < 0, sabemos (E,) 2m/lo¢; £ 0. Por lo tanto,
(Eq)~2med/lol’t £ 0, y ademds
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es un peso. Si (i, ) = 0, entonces s,p = p. En cualquier caso, s,u es un peso. Por lo tanto,
el conjunto de pesos es estable bajo cada reflexion s, para « simple, y por la Proposicién
3.22 el conjunto de pesos es estable por W.

Tercero mostramos: El conjunto de pesos de L(A+6) es finito, y L(A+6) es de dimensién
finita. En efecto, por el Teorema 3.23 cualquier funcional lineal sobre by es W conjugada
a una dominante. Como el conjunto de pesos es estable bajo W, el niimero de pesos es a
lo sumo |W| veces el nimero de pesos dominantes, que son de la forma A — Zizl n;c; por
Proposicién 4.3c. Cada una de estas formas dominantes deben satisfacer

l
(A.4) zz O

y la Proposicién 3.24 implica que Y n; es acotado; luego el nimero de pesos dominantes
es finito. Por lo tanto L(A + 9) es de dimensién finita por Proposicion 4.3b. O]
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Capitulo 5

Grupos de Lie compactos

En este capitulo aplicaremos los resultados obtenidos a los grupos de Lie compactos.

5.1. Algebras de Lie compactas

Definicién 5.1. Sea g una &lgebra de Lie real. Decimos que g es una dlgebra de Lie
compacta si el grupo Int(g) es compacto.

Proposicion 5.2. El dlgebra de Lie de un grupo de Lie compacto es compacta.

Demostracion. Si G un grupo de Lie compacto, entonces Adg(G) es también compacto.
Los grupos Ady(G) y Int(g) son ambos subgrupos de Lie (conexos) de GL(g) con la misma
algebra de Lie ady(g). Luego son isomorfos como grupos de Lie. Por lo tanto, Int(g) es
compacto. O]

Proposicién 5.3. Sea G un grupo de Lie compacto y sea g su dlgebra de Lie. Entonces
el espacio vectorial real g admite un producto interno (-,-) que es invariante por Ad(G),
es decir, (Ad(g)u, Ad(g)v) = (u,v) para todo g € G. Relativo a este producto interno,
los miembros de Ad(G) actian por transformaciones ortogonales; y los miembros de ad(g)
actuan por transformaciones antisimétricas.

Demostracion. Caso particular del Teorema 5.12. [

Corolario 5.4. 5i G es un grupo de Lie compacto, entonces su dlgebra de Lie se descom-
pone como g =3 @ (g, 8], donde 3 es el centro de g, y [g, 9] es semisimple.

Demostracion. Sea (-,-) el producto interno definido en la proposicién anterior. Los sub-
espacios invariantes de g por ad(g) son ideales de g. Si a es un ideal, entonces a es un
subespacio invariante. a* relativo a este producto interno es un subespacio invariante, y
por lo tanto, es un ideal. Luego g = a @ at. Por lo tanto, tomando a = [g, g, sale el
colorario. O]

Corolario 5.5. Si G es un grupo de Lie compacto, entonces la forma de Killing de g es
semidefinida negativa.
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Demostracion. Consideramos el producto interno definido en la Proposicién 5.3. Por la
misma proposicion, ad X es una transformacion antisimétrica para X € g. Los autovalores

de ad X son, por lo tanto, imaginarios puros, por lo que los autovalores de (adX)? son < 0.
Si B es la forma de Killing de g, entonces B(X, X) = tr((ad X)?) es < 0. O

Definicién 5.6. Decimos que un grupo de Lie G es semisimple si Lie(G) es semisimple.
Si G es compacto, esto es equivalente a decir que 3 = 0.

Corolario 5.7. Si G es un grupo de Lie compacto semisimple, entonces la forma de Killing
de g es definida negativa.

Demostracion. Existe un producto interno tal que cada ad X es antisimétrica. Luego
—B(X,X) = —tr(ad (X) ad (X)) = tr(ad (X)"ad (X)) > 0

Escribiendo ad X en una base ortonormal, tr(ad (X)"ad (X)) > 0 salvo que ad X = 0. Pero
ad X = 0 implica que X € 3. Como g es semisimple, su centro es cero. Luego X = 0. Por
lo tanto, B es definida negativa. ]

5.2. Toros Maximales

T denotard el espacio cociente R/27Z con su estructura natural de grupo.

Definicién 5.8. Un toro en un grupo de Lie G es un subgrupo 7' de G isomorfo a T*
para algin entero positivo k. Un toro maximal es un toro 7" tal que si 7" es otro toro con
T C T, entonces T'=T".

Proposicién 5.9. Sea G un grupo de Lie compacto. Entonces los toros mazximales son e-
zactamente los subgrupos correspondientes a las subdlgebras abelianas mazximales del dlgebra
de Lie de G.

Demostracion. Sea T un toro maximal y tg su dlgebra de Lie. Como T es abeliano, entonces
ty es abeliana. Sea hy una subalgebra abeliana estrictamente mayor que ty. El subgrupo H
correspondiente a by es abeliano y contiene estrictamente a 7. Por lo tanto, H es un toro
que contiene estrictamente a T'. Contradiccién.

Reciprocamente, si ty es una subalgebra abeliana maximal de gg, entonces el correspon-
diente subgrupo 7' es abeliano. Si T’ no fuese cerrado, entonces T tiene un algebra de Lie
estrictamente mayor que {y, en contradiccién con la maximilidad. Por lo tanto, 7" es cerrado
y es un toro maximal. O

Dado un grupo de Lie compacto, puede haber mas de un toro maximal. Sin embar-
go, existe un resultado que dice que los toros maximales son conjugados unos a otros.
Como para el Teorema del Peso Maximo este resultado no es estrictamente necesario, no
serd demostrado.
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5.3. Representaciones de Grupos de Lie compactos

Definicién 5.10. Una representacién compleja de G es un par (V; 1)) donde V es un espacio
vectorial complejo y ¥ : G — GL(V') es un homomorfismo de grupos de Lie.

Dada una representacién compleja (V1) de dimension finita de un grupo de Lie com-
pacto G, induce un homomorfismo de grupos de Lie ¢/ : G — GL(n,C). Llamaremos a
1" representaciéon matricial de G.

Definicién 5.11. Si (V,4) es una representacién compleja de G, un producto interno
Hermitiano de VxV — C, (u,v) — (u,v) se dice G-invariante si (¢(g)u, ¥ (g)v) = (u,v)
para todo g € GG. Una representacion con un producto interno G-invariante se denomina
representacion unitaria.

Si eligimos una base ortonormal de un espacio vectorial V de dimension finita de una
representacion unitaria, entonces la representacion matricial es un homomorfismo de G —
U(n). Reciprocamente, cualquier homomorfismo continuo de estos define una representa-
cién unitaria sobre C™ con su producto interno usual.

Teorema 5.12. Sea (V,v) una representacion de un grupo de Lie compacto G. Entonces
V posee un producto interno G-invariante.

Demostracion. Sea (-,-): V x V — C un producto interno en V y definimos

(u,0) = /G ((g)u, (g)v) dg

donde la integral es la de Haar invariante a izquierda y normalizada. Entonces, este pro-
ducto es lineal respecto de u, lineal conjugado repecto de v, es G-invariante pues la integral
es invariante a izquierda, y es definido positivo porque la integral de una funcién continua
positiva es positiva. Luego, (-, ) es un producto interno G-invariante en V. O]

Definicién 5.13. Sea (V) una representacién de G. Entonces definimos
» U C V se dice invariante por ¢ si (U) C U.

= La representacién se llama irreducible si V' 2 0 y los tnicos subespacios invariantes
son 0y V.

= o se dice completamente reducible si es suma directa de representaciones irreducibles,
es decir, V =U; @ - -- @ U; con U, subespacios invariantes y 1|y, irreducible.
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Teorema 5.14. Toda representacion irreducible de un grupo de Lie compacto es de di-
mension finita.

Observacion 5.15. Para la demostracion de este teorema usamos este resultado: La 1-esfera
S de un espacio prehilbert V es compacta sii V es de dimensién finita. Mas generalmente,
un subconjunto C de S estd contenido en un compacto sii el espacio generado por C es de
dimensién finita.

Demostracion. Sea (V1)) una representacién irreducible de un grupo de Lie compacto G.
Sea v € V un elemento no nulo. Consideremos el subespacio generado por ¥ (G)v. Como
la representacién es irreducible, ¥(G)v = V. Consideramos en V un producto interno G-
invariante y tomamos v de norma 1. ¢(G)v esté contenido en la esfera de radio 1 de V, y
ademas es un compacto. Pero esto implica que la dimensién de V es finita. O

Proposicién 5.16. Sea G un grupo de Lie compacto y sea (V,1) una representacion. Si
U es un subespacio de V, invariante por 1, entonces existe un subespacio W de V tal que
es invariante por Y yV =U @& W. Mas aun, toda representacion de G es completamente
reducible.

Demostracion. Elegimos un producto interno G-invariante en V. Sea W el complemento
ortogonal a U respecto de este producto interno. Claramente W es invariante por ¢ y
se cumple que V = U & W. Para demostrar que la representacién es completamente
reducible, hacemos induccién en la dimension de V. Si la dim V' = 1, no tenemos nada
que probar. Si la dim V = 2, es inmediata. Supongamos que la dim V = n, y sea U un
subespacio invariante. Como la dim U < dim V', y (U, v|y) es una representacién de G, por
hipétesis inductiva, esta representacion es completamente reducible. Por otro lado, sea W
el complemento de U respecto del producto interno en V. (W, 1)|y) es una representacién
completamente reducible pues la dim W < dim V. Como V = U & W, la representacion
(V%) es completamente reducible. O

Proposicién 5.17. Una representacion irreducible de una grupo de Lie abeliano es de
dimension uno.

Demostracion. Sea (V1) una representacion irreducible de un grupo de Lie abeliano G.
Como G es abeliano, entonces por el lema de Schur, 1(g) = A(g)Id, con \(g) € C, Id
la identidad de V, para todo g € GG. Entonces todo subespacio de V' es invariante por la
representacion. Por la irreducibilidad de la representacion, se sigue que la dim V' =1. [J

Definicién 5.18. Una representacién irreducible de T' se denomina cardcter.
Un caracter de S* puede ser elegido unitario y es un homomorfismo
Y St — U(1).

Dado n € Z, la aplicacién z — 2" es una cardcter de S'. Mds atin, todo cardcter es de
esta forma.
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Como (R/Z)" es abeliano, las representaciones irreducibles son de dimensién 1. Por lo
tanto, V = C. Por otro lado, como (R/Z)" es compacto, la representaciéon matricial es un
homomorfismo de (R/Z)" — U(1) = S'. Como (R/Z)" es producto directo de S, es

claro que los caracteres del toro son las representaciones 7 : (R/Z)" — S! dada por

= (1,...,2,) —> 2"k para cada k = (ki,...,k,) € Z".

Sea GG un grupo de Lie compacto y semisimple. Sea g, su algebra de Lie. Fijamos un toro
maximal T, y sea ty su algebra de Lie. Sabemos que g, es semisimple y t; es una subalgebra
abeliana maximal. Sean g y t las complexificaciones de go y de ty, respectivamente.

El algebra t es una subalgebra abeliana maximal de g. Por otro lado, los miembros de
adg, (tp) son diagonalizables sobre C por Proposicién 5.3, y por lo tanto, los miembros de
ady(t) son diagonalizables. Luego, t es una subélgebra de Cartan de g.

Consideremos las descomposicion raiz de g

(5.1) i=to P g

acA(g,t)

Sea (-,-) el producto interno sobre gy obtenido el Proposicién 5.3. Extendemos este
producto interno a un producto interno hermitiano sobre g. La familia Ad(7) es una
familia conmutativa de operadores unitarios sobre g. Entonces, el espacio g se descompone
en autoespacios simultdneos para Ad(T), y esa descomposicién es (5.1).

La accién de Ad(T") sobre los espacios g, es una representacién de 7' de dimension 1, y
necesariamente de la forma

Ad)X =&, ()X parateT

donde &, : T — S! es un homomorfismo continuo de T en el grupo de los niimeros
complejos de modulo 1, es decir, &, es un caracter del toro. En efecto,

(X, X) = (Ad(t)X, Ad(t)X) = (La() X, &a(t)X) = [Ea()*(X, X).

Por otro lado, la diferencial de &, es aly,. En particular, aly, es a valores imaginarios.
En efecto, si x € {

a(z)(y,y) = (a(x)y,y) = (ad(z)y,y) = —(y, ad(z)y) = —a(z)(y,y)

lo que implica que a(z) = —a(z). Luego, aly, es a valores imaginarios. Por lo tanto, las
raices son a valores reales sobre ity. Definimos tg = ity; y esta es una forma real de t sobre
la cual todas las raices son a valores reales. La forma de Killing B, que es definida negativa
sobre ty, induce una forma definida positiva sobre tg. Para A € t;, sea H) el elemento de
tg tal que

ANH)= B(H, H)) para H € tg.

La transformacién resultante A — H es un isomorfismo de espacio vectorial de t; con
tg. El producto interno sobre tg induce un producto interno sobre t§, denotado por (-, ).
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Consideremos el conjunto A de las raices de g. Cada raiz « tiene asociado un caracter
del toro &, que satisface

(déa)e = s,

o equivalentemente,
Ealexp H) = )V H € .

Proposicion 5.19. Si A € t¥, las siguientes condiciones sobre A son equivalentes:
(i) Cuando H € ty satisface exp H = 1, entonces \(H) estd en 2miZ.
(ii) Emiste un cardcter & de T con &x(exp H) = e para todo H € 1.

Ademas, todas las raices tienen estas propiedades. Y si A tiene estas propiedades, entonces
A es a valores reales sobre tg.

Demostracion. Si R™ el cubrimiento universal del grupo 7', entonces exp : g — R™ es un
isomorfismo y &y(exp H) = e*) es un homomorfismo bien definido de R” en C*. Luego,

€ desciende a T si y sélo si se cumple (i), y por lo tanto (i) y (ii) son equivalentes. Si &,
desciende a &), sobre 7', entones ) tiene una imagen compacta en C*, y esta imagen es el
circulo unidad. Luego se sigue que A es a valores reales sobre tg. O

Vamos a denotar
Aw = {\ et : T &, cardcter tal que &, (exp H) = ™)V H € ¢}
Proposicién 5.20. §i A € t* estd en Ay, entonces X\ satisface que

2(\, )

af? estd en Z para cada o € A.
Q

En particular, A es un peso entero.

Demostracion. La barra denotara la conjugacion de g con respecto a go, v extendemos
B a una forma bilineal sobre g. Fijamos o € A(g,t) y sea E, un vector raiz. Como
B(E,, E,) < 0, podemos normailzar F, de modo que B(FE,, E,) = —2/|a|?. Escribimos
E, = X, +1Y,, con X, y Y, en go. Sea Z, = —i|a|2H, € go. Luego X,, Y, y Z, estdn
en go, y se cumple
i i
[Za, Xa] = W[XmHa] = W(_io‘(Ha)Ya) =Y,

1 2

XonYa = 557 0
X Yol = 5505

H,=2,.
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Anélogamente

1 1 — 1 _
YonZoz :_Hom_. Ea_Ea = Ha Ea Ea :Xa-
Var Za] = Ll (B~ B = () (Ba + B

Mediante la correspondencia

170 =« 1 0 1 1/ —i 0
§<i0)<—>X‘” 5(—1O)<—>Y‘”" 5( O_Z.)<—>Za

obtenemos un isomorfismo

(5.2) su(2) ¥ RX, + RY, + RZ,.
Como SU(2) es simplemente conexo, existe un homomorfismo ¢ : SU(2) — G cuya
diferencial realiza el isomorfismo (5.2). Bajo la complexificacién de (5.2), h = (1] _01 )

va a parar a 2iZ, = 2|a|?H,. Luego, d®(ih) = —27Z, = 2ila|?H,. Por propiedad de la
exponencial, tenemos que

1= ®(1) = ®(exp2mih) = exp(d®(2mih)) = exp(2mi(2|a| > H,)).

Como A € Ay, (i) de la proposicién anterior muestra que A(2mi(2|a|2H,)) estd en 2miZ.
Esto quiere decir que 2(\, a)/|a|? estd en Z. O

Combinando las Proposiciones 5.19 y 5.20, obtenemos

Y Za C Ay C P(g).

aEA

Cada uno de estos conjuntos puede ser considerado como un grupo aditivo de .

A partir de ahora, G denotara un grupo de Lie conexo compacto y semisimple.

Proposicién 5.21. Si G es un cubrimiento (automdticamente finito) de G, entonces el
indice del grupo Ay de G en el grupo Ay de G es igual al orden del nicleo de la aplicacion
del cubrimiento G — G.

Demostracion. Por maximalidad, el centro Zg esta contenido en todo toro maximal. Com-

binando este hecho con la Proposicién 5.19, se sigue esta proposicion. O]
Proposicién 5.22. Si G tiene centro trivial, entonces ) oA Zow = Ayy.
Demostracion. Sea A € Ay. Sean ay,...,qx el sistema de raices simples, y definimos

Hj € ty por o;(H;) = 2mid;;. Sia =), Ny, es unaraiz y X € g,, entonces
Ad(exp Hj)X = e i X = M) X = e2nmmem(H)) X — o27inj X' — X

Entonces exp H; esta en Zg, y por lo tanto es 1. Como A € Ay, A(H;) estd en 2miZ.
Escribimos A = ) ¢,a,. Evaluando ambos lados en Hj, obtenemos que ¢;27i estd en
2miZ.. Por lo tanto, ¢; € Z, lo que implica que A es combinacién lineal entera de las
raices. [
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Lema 5.23. Si ¢ es una representacion de dimension finita de G y si A es un peso de la
diferencial de 1), entonces A € Ay .

Demostracion. |r es suma directa de subespacios invariantes de dimensién 1, con ¥p
actuando en cada subespacio por un caracter y;. Luego los pesos son los \;’s. Como cada
peso es la diferencial de un caracter de T', cada peso esta en Ay . O

Teorema 5.24. Si G es simplemente conexo, T un toro mazimal de G y t la complexifi-
cacion del dalgebra de Lie de T, entonces todo peso de t* estd en Ay .

Demostracion. Sea X € t* un peso entero. Entonces A es a valores reales sobre ity, y el
subespacio real generado por las raices es (ity)* por semisimplicidad de g. Por lo tanto, A
estd en el subespacio real de las raices. Por el Teorema 4.23, existe un sistema simple de
raices tal que A\ es dominante. Por el Teorema del Peso Maximo, existe una representacién
irreducible de dimensién finita ¢ de g con peso maximo A. Como G es simplemente conexo,
existe una representacion de dimensién finita irreducible ¢ de G con diferencial ¢|y,. Por
el lema anterior, A esta en Ay . ]

Corolario 5.25. El orden del grupo fundamental de G es igual al indice del grupo Ay, en
el grupo de pesos enteros, es decir,

(@) = P(g)/Aw.

5.4. Teorema del Peso Maximo

Sea ¢ : G — End(V') una representacién compleja de dimensién finita. Sea 7' un toro
maximal y sean gy t las complexificaciones de las algebras de Lie de G 'y T', respectivamente.
Sea A el conjunto de raices de g.

Definicién 5.26. Un vector v € V' es un vector de peso mdzimo si (di).(g.)v = 0 para
toda a € A™.

Teorema 5.27 (Teorema del Peso Maximo). Sea G un grupo de Lie conexo com-
pacto semisimple y simplemente conexo, con dlgebra de Lie complexificada g; sea T un toro
maximal con dlgebra de Lie complexificada t. Salvo equivalencia, las representaciones irre-
ducibles de dimension finita ) de G estdn en correspondencia uno a uno con las funcionales
lineales X en A(g). La correspondencia es que X\ es el peso mdzximo de ).

Existe una version mas general de este teorema; vale para grupos de Lie G conexos
compactos semisimples. La correspondencia de las representaciones irreducibles son con
los funcionales lineales A dominantes pertenecientes a Ay .

Demostracion. Sea i) una representacion irreducible, entonces el peso méximo A es un peso
entero. Para ver que es dominante, sea ¢ la diferencial de . Extendemos ¢ compleja y
linealmente de gg a g. El peso maximo de ¢ es A\, que es dominate por el Teorema del Peso
Maximo.
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Si A\ es un peso entero y dominante, por el Teorema del Peso Maximo existe una tnica
representacion irreduciblle ¢y con peso maximo A. Como G es simplemente conexo existe
una unica representacién del grupo ¥, cuya diferencial es ). Luego, 9, es irreducible de
peso maximo . ]
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Capitulo 6
Ejemplos

En este capitulo mostramos céomo funciona el Teorema del Peso Maximo en tres e-
jemplos. El primero es el algebra de Lie sl(3,C), el mas simple después del de sl(2,C).
El segundo es el grupo SU(2), que ilustra el caso simplemente conexo. El tercero es el
grupo SO(3) = SU(2)/Zy que muestra el caso no simplemente conexo; veremos cudles
representaciones de su cubrimiento universal SU(2) bajan a SO(3).

6.1. Representaciones de sl(3,C)

En esta seccion estudiaremos el algebra de Lie
s((3,C) = {X € gl(3,C) : tr X = 0}.

Esta es un élgebra de Lie semisimple de dimensién 8, y es la més chica después de sl(2, C).
La primera gran diferencia entre ellas es que las subédlgebras de Cartan de sl(3,C) tienen
dimensién 2.

Sean
10 0 00 O
Xi=( 00 O Xo=|( 01 0
0 0 —1 0 0 —1
en sl(3,C). X7 y Xs son elementos semisimples del dlgebra que conmutan. Sea b el dlgebra

de Lie (compleja) generada por X; y X,. Entonces h es una subdlgebra de Cartan de
s((3,C) de dimensién 2. Por la descomposicion raiz de s((3,C), existen 6 raices.

Sea v € h* — {0}. Consideremos el subespacio

go={y€9:[r,yl=alr)y Vzeh}
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Obtenemos lo siguiente

0 00

Ooy, = { 00 =z Tz € C} con a;(X;) =1 al(X2) =2
0 00
000

oy = { 000 2z € C} con as(Xy) = -2 ag(Xy) = —1
z 0 0
000

Oas = { z 00 |: z€ (C} con az(Xq) = -1 az(Xy) =1
000
000

Joy = { 000 |: 2¢ C} con  auy(Xi)=-1  auy(Xp)=-2
0 2z O
0 0 z

Oos = { 000]: z€ C} con as(Xy) =2 as(Xy) =1
0 00
0 2z O

Oag = { 0 0 0 Tz € C} con ag(X1) =1 as(Xa) = —1.
0 00

Las raices simples son IT = {a1, ap} y el conjunto de raices positivas es AT = {aq, an, a3}
y tenemos que o + ap = ag. Calculemos los pesos fundamentales asociados al sistema sim-
ple TT = {ay, as}. Busco wy, ws tal que 2<1|12’,T2j> = 0;;. Como II es base, w; = aa; + bay y
J
wy = cay + das. Realizando los calculos necesarios, obtenemos que

2 1
w, = §a1+§a2

1 2
Wy = gOél‘l‘gOéQ.

Queremos encontrar todos los pesos enteros dominantes. Sea A\ = aw; + bws. A\ es

dominante si (A, ;) > 0 para j = 1,2, 3. Esto implica que a y b tienen que ser no negativos.

(A’aj>
. |aj|2 . .

que a y b tienen que ser enteros. Por lo tanto, a y b tienen que ser enteros no negativos. Es

decir, el conjunto de pesos que tienen asociadas representaciones irreducibles es

Por otro lado, se tiene que cumplir que 2 sea entero para j = 1,2, 3, lo que implica

A(s((3,C)) = {A=awy +bwy :a,be Z>o}.

Observemos que a3 = w; + wy es entera y dominante. Entonces por el Teorema del
Peso Maximo, existe una tnica, salvo equivalencia, representacién irreducible de dimension
finita de peso maximo as. Por otro lado, las raices o's son los pesos correspondienes a la
representacion adjunta, y as es el peso maximo. Lo que implica que la adjunta es una
representacion irreducible de peso maximo as, de dimension 8.
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6.2. Representaciones de SU(2) y SO(3)

Por lo visto en el Capitulo 5, todo caracter de un toro maximal de un grupo de Lie
compacto semisimple esta contenido en el reticulado de pesos del dlgebra de Lie asociada.
Cuando el grupo es simplemente conexo, entonces todo peso en el reticulado se corres-
ponde con un caracter. Cuando el grupo no es simplemente conexo, solo algunos pesos se
corresponden con los caracteres. En este capitulo analizaremos el grupo de Lie compacto
SO(3) y el de su cubrimiento universal SU(2). Veremos con este ejemplo cuéles pesos del
reticulado de SU(2) se correspoden con los caracteres se SO(3).

El grupo
SO3) ={A € GL(3,R): det(A) =1y AA" =TI}
es un grupo de Lie compacto, conexo, semisimple, no simplemente conexo de dimension 3,
con algebra de Lie
50(3) ={X €gl(3,R): X =-X"}.
Es un élgebra de Lie real semisimple, que es una forma (real) compacta de s[(2,C). El
cubrimiento universal de SO(3) es

SU(2) = {A € GL(2,C) : det(A) =1y AA* = I}.

Es un grupo de Lie compacto, conexo, semisimple y simplemente conexo; es difeomorfo a
la esfera S?; y es isomorfo al grupo H; de los cuaterniones de norma 1. Su algebra de Lie
es
su(2) ={X € gl(2,C): y X = -X"}.
Es un algebra de Lie real, isomorfa a so(3).
Consideremos el toro maximal T' de S* definido por

T ={7(0) =cosf +sinbi: 0 € R}

Como s0(3) = su(2) es una forma real de sl(2,C), se tiene que el reticulado de pesos
dominantes de so(3) son los enteros no negativos, es decir, para cada n € Zs( existe una
tunica representacién irreducible de so(3), salvo isomorfismo, de peso méximo n. Por lo
tanto, los cardcteres correspondienes de T' € S son las aplicaciones &, : T — S! dadas
por 7 — 7" para cada n € Zx.

La proyecién de T a SO(3) es

0
CoS 2(9 sin 26 : fe R}
—sin20 cos 26

0 0
Sea t) = { 0 v ) v € R el algebra de Lie de T". Sea tg = itg, y sea
0 —y O

t =1tg @ itg = C. Queremos ver cuales caracteres de T pasan a serlo también de T".
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Sea n € Zsg. Sea X € ty tal que exp(X) = I. Esto implica que # = 7. Luego n es un
caracter de 1" si n(X) € 2wiZ. Por lo tanto,

n(X)=inX =inm € 27iZ <= n € 2Z

Lo que implica que los caracteres asociados a los n pares no negativos se corresponden
con las representaciones irreducibles del grupo SO(3).
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