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Resumen

Esta tesis trata sobre la clasificacion de las algebras de pre-Nichols de dimension de
Gelfand-Kirillov finita. Las dlgebras de Nichols de tipo diagonal de dimension finita con
diagrama de Dynkin conexo se pueden reagrupar en 5 familias. Los nombres de las familias
de las respectivas trenzas son los siguientes:

e Tipo Cartan.

o Tipo Super.

e Tipo Standard.

» Tipo (stuper)modular.
« Tipo indefinido (ufo).

Andruskiewitsch y Sanmarco introdujeron en 2019 la nocién de dlgebra de pre-Nichols
eminente de una trenza de tipo diagonal; ésta es un elemento minimo del conjunto parcial-
mente ordenado de algebras de pre-Nichols de dimension de Gelfand-Kirillov finita. Encontrar
algebras de pre-Nichols eminentes de una trenza reduce el problema de encontrar todas las
algebras de pre-Nichols de dimensién de Gelfand-Kirillov finita a encontrar cocientes de dicha
algebra. En el mismo trabajo Andruskiewitsch y Sanmarco probaron que si la trenza es de
tipo Cartan, salvo algunos casos excepcionales, entonces el algebra de pre-Nichols distinguida
es la respectiva algebra de pre-Nichols eminente. Para uno de los casos excepcionales encon-
traron el algebra de pre-Nichols eminente correspondiente.

En la primera parte de esta tesis presentaremos un resultado andlogo para el resto de las
familias de trenzas, es decir, el dlgebra de pre-Nichols eminente es igual a la respectiva alge-
bra de pre-Nichols distinguida salvo algunos casos excepcionales. Posteriormente usaremos
el resultado obtenido para clasificar las respectivas algebras de pre-Nichols graduadas de una
trenza de tipo siper como asi de otros ejemplos con pocas raices de Cartan.

En la segunda parte presentaremos, para cada caso excepcional, una nueva algebra de pre-
Nichols de dimension de Gelfand-Kirillov finita y probaremos que es el algebra de pre-Nichols
eminente correspondiente. Ademds veremos que estos nuevos ejemplos son una extension
central de su correspondiente algebra de pre-Nichols distinguida.
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Introduccion

Las algebras de Hopf son algebras asociativas con unidad y cierta estructura adicional: un
coproducto coasociativo, una counidad y una funcién llamada antipoda que admiten ciertas
condiciones de compatibilidad. Una primera versién de esa estructura se introdujo en un
articulo de Heinz Hopf en 1941. En la década de los 60 varios autores dieron una definicién de
algebra de Hopf similar a la contemporanea. Armand Borel, uno de dichos autores, trabajé con
una estructura algebraica relacionada con cohomologia de grupos de Lie, a dicha estructuras
las definié como “Algebras de Hopf” en honor a Heinz Hopf. En 1961 Sweedler dio la definicién
actual e introdujo su respectiva teoria general. En simultdneo se estudiaron las algebras de
funciones Ox de un grupo algebraico X que resultaron ser ejemplos de algebras de Hopf,
ademas de las algebras envolventes de las dlgebras de Lie.

Los ejemplos anteriores, provenientes de la teoria de Lie, dieron lugar a los primeros
resultados de clasificacién. Por ejemplo, si el cuerpo subyacente k es algebraicamente cerrado
y de caracteristica 0 se probd que un dlgebra de Hopf conmutativa es el algebra de funciones
polinomiales en un grupo pro-algebraico. Ademés Cartier y Gabriel demostraron que (bajo
las mismas hipdtesis sobre k) toda algebra de Hopf coconmutativa es producto semidirecto
entre un algebra de un grupo kG (donde G es el conjunto de elementos de tipo grupo) y el
algebra envolvente de un algebra de Lie U(g) (dénde g es el conjunto de elementos primitivos).

En la década de 1970 Taft introdujo un algebra de dimensién N? a partir de una raiz de
la unidad de orden N que satisfacia una propiedad que no cumplia ninguno de los ejemplos
hasta el momento, no era conmutativa ni coconmutativa y de dimensién finita. En la década
de los 80 Drinfeld [D] y Jimbo [J] introdujeron lo que conocemos actualmente como grupos
cuanticos que son otros ejemplos de algebras de Hopf no conmutativas y no coconmutativas,
que surgieron como parte de su busqueda de comprender ciertos fenémenos fisicos. Mas
adelante Lusztig [L1, L2] consideré ciertas variantes de los grupos cudnticos en los que el
parametro se evalua en raices de la unidad dando lugar a la aparicién de nuevas algebras de
Hopf de dimension finita: los grupos cuanticos pequenos.

Uno de los enfoques en los que se avanzé significativamente las tltimas dos décadas es la
clasificacion de édlgebras de Hopf H punteadas (en especial las de dimensién finita): aquellas
que satisfacen que la mayor subcodlgebra semisimple Hy de H (conocida como el coradical
de H) coincide con la subdlgebra generada por los elementos de tipo grupo. Este enfoque
usa lo siguiente: Si H es un dlgebra de Hopf punteada con corradical kG, entonces H admite
una filtracién de coalgebras { H; }ien, con Ho = kG; el algebra de Hopf graduada gr H admite
morfismos de algebras de Hopf w : gr H - kG y ¢ : kG — gr H con 7w o = id, de modo que
gr H ~ kG#R, donde R = @,,~, R(n) es un dlgebra de Hopf graduada en la categoria fGYD
tal que R(0) = k1. Sea V := R(1) € E&YD: la subilgebra de R generada por V se conoce
como el algebra de Nichols de V' y es también un &algebra de Hopf graduada en ]ﬁzg)}D que
s6lo depende de V. Basados en estos invariantes, Andruskiewitsch y Schneider en [AS] dieron
un programa (conocido como Método del Levante) para la clasificacién de élgebras de Hopf
punteadas de coradical kG con G un grupo finito fijo:

1. Clasificar todos los médulos de Yetter-Drinfeld V' sobre G tales que dim #A(V') < oo.

4
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2. Para cada uno de los médulos V' del item anterior encontrar una presentaciéon por relaciones
y generadores del dlgebra de Nichols Z(V).

3. Determinar si, dada un algebra de Hopf de dimensién finita H con cocorradical isomorfo
a kG y trenza infinitesimal isomorfa a la de V' | el dlgebra de Hopf graduada asociada a la
filtracion corradical satisface gr H ~ Z(V)#kG.

4. Clasificar las dlgebras de Hopf que se obtienen como deformacion de ZB(V)#kG.

En esta direccién se obtuvieron varios avances, siendo [AS2] el primer resultado completo de
clasificacién: se logra bajo la hipotesis de que los primos 2,3,5,7 no dividen al orden de G
y G es abeliano. Para GG abeliano en general, el programa fue completado en su totalidad
por Heckenberger (1), Angiono (2, 3 y 4) y Garcia Iglesias (4), siguiendo los lineamientos
presentados en el trabajo presentado por Andruskiewitsch y Schneider.

Otro avance en este contexto fue realizado por Heckenberger en [H3] clasificando todos los
V' cuando tienen estructura de espacio vectorial trenzado de tipo diagonal y dimensién finita
a través de su sistema de raices. En [AAn| Andruskiewitsch y Angiono organizaron dicha
clasificacién en las siguientes familias

o Tipo Cartan, o Tipo Super, o Tipo Standard,
o Tipo (stper)modular, o Tipo indefinido (ufo).

En una direccién similar, se busca un resultado analogo para el caso en el que dim H = oo
pero con crecimiento controlado: su dimensién de Gelfand-Kirillov es finita. La clasificacién
de algebras de Hopf punteadas con corradical kG se lograria al realizar el método del Levante,
con las siguientes preguntas iniciales:

1. Clasificar todos los médulos de Yetter-Drinfeld V' sobre G tales que GKdim Z(V) < cc.

2. Para cada V obtenido, calcular todas las algebras de post-Nichols de V.

Cuando V es de tipo Cartan o bien un espacio cudntico (el diagrama de Dynkin de V' no
tiene aristas), Andruskiewitsch y Sanmarco probaron que salvo en algunas excepciones toda
algebra de pre-Nichols de (V') es el cociente del dlgebra de pre-Nichols distinguida (V) de
(V') (definida en [An4]). Ademds para una de las excepciones encontraron un reemplazo de
(V') que satisfacia la misma condicién. En esta tesis presentaremos los resultados obtenidos
en [AnCSa, AnCSa2| que concluye algo similar sobre A(V) para las restantes familias de la
clasificacién en [AAn].

Para uno de los resultados principales que presentaremos requerimos la siguiente conjetura:

Conjetura. [AAnHI1, Conjecture 1.5] El sistema de raices de un dlgebra de Nichols de tipo
diagonal con GKdim finita es finito.

Sea (V,¢) un espacio vectorial trenzado, en [AAnH1] se prueba la conjentura en los sigu-
ientes dos casos:

e dimV =2 oV es de tipo Cartan-afin
y posteriormente en [AnG2] se prueba los siguientes dos casos:
edimV =3 oV es de tipo Cartan

Las algebras de Nichols de tipo diagonal con GKdim finita y sistema de raices finito estan
clasificadas. Por lo que, en caso de que la conjetura sea cierta, las algebras de Nichols de tipo
diagonal y GKdim finita estarian clasificadas.
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Los resultados principales de este trabajo se encuentran enunciados en los capitulos 3 y 4
y junto a [ASa] se pueden resumir en el siguiente Teorema :

Teorema 0.0.1. Sea q la matriz de una trenza tal que dim By < oo y el diagrama de Dynkin
q es conero. Asumimos la conjetura 1.9.4.

(i) Siq no es de tipo

o Cartan Ay o Dy con q = —1,
o Ay con q € Gj,
As(q){2}) o As(ql{1,2,3}), con q € G,

o §(2,3) con alguno de los siguientes diagramas de Dynkin

— 2 — — — —
dy : 5 —* g £ ds : S S o

entonces el dlgebra de pre-Nichols distinguida :@1 es eminente.

(ii) [ASa, Proposition 4.11] Si q de tipo Az con q € GY, entonces
PBq = ggq/@?llm, T2112, 2221, £1221)-

es la unica algebm de pre-Nichols eminente de By. Ademds 93 es una extension central
trenzada de %’q por un dlgebra de polinomios de una variable y GKdim %’q = 5.

(iii) Si es q de tipo Az(q|{2}), entonces

—

Bq = T(V)/<$ga$13,$112,$332)-

es el dalgebra de pre-Nichols eminente de %Bq. Ademds f%?q es una extension central
trenzada de Bq por un dlgebra de polinomios de una variable y GKdim %4 = 3.

(iv) Siq es de tipo As(ql{1,2,3}) con q € G, entonces,

o~

B = T(V) (0?03, 23, wons, [w125, 22]e)-

es el algebm de pre-Nichols eminente de Bq. Ademds %q es una extension central

trenzada de %’q por un dlgebra de polinomios de una variable y GKdim %q =3.

(v) Siq es de tipo g(2,3) con diagrama dy, entonces el dlgebra de pre-Nichols eminente @\q
es una extension central trenzada de %q por un dlgebra de polinomios de una variable.

(vi) Siq es de tipo g(2,3) con diagrama dg, entonces ﬁq es una extension central trenzada
de Bq por un dlgebra de polinomios de dos variables.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera:

El primer capitulo contiene contenidos preliminares que seran seran utilizados para el
resto de los capitulos: Algebras de Hopf, Categorfas tensoriales trenzadas, Espacios vecto-
riales trenzados, dlgebras de Nichols, médulos de Yetter-Drinfeld, Algebras de pre-Nichols
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distinguidas, palabras de Lyndon, bases PBW, series de Hilbert y extensiones de algebras de
Hopf.

El segundo capitulo contiene el desarrollo previo para la demostracién del Teorema 3.1.1.
Se desarrolla en distintos Lemas donde cada uno describe cémo se comporta cada una de
las relaciones que aparecen en las algebras de pre-Nichols distinguidas en las dlgebras de
pre-Nichols con GKdim < co.

El tercer capitulo contiene el enunciado y la demostraciéon de uno de los resultados princi-
pales de la tesis: Salvo algunas excepciones el algebra de pre-Nichols distinguida es eminente.
Posteriormente se desarrolla una aplicacién de dicho resultado.

El cuarto capitulo contiene un desarrollo de algunas de las excepeciones del resultado del
capitulo anterior, para cada una de estas excepciones se presenta su correspondiente algebra
de pre-Nichols eminente y su base PBW.



1 | Preliminares

En este capitulo recordaremos las definiciones y aspectos generales de teoria de algebras
de Hopf, espacios vectoriales trenzados, algebras de Nichols, en particular nos interesa el caso
en el que la trenza es de tipo diagonal, dimensién de Gelfand-Kirillov y otros temas afines.
Para més informacién referiremos a [R, A, AAn, HS, TJ.

Notacion

Dado 6 € Ny denotaremos Iy = {1, ..., 8}; si 0 estd sobreentendido, escribiremos sencillamente
I. Para cada N > 2, denotaremos por Gy al conjunto de las raices N-ésimas de la unidad,
y por Gy al conjunto de las raices primitivas N-ésimas de la unidad. Denotamos ademés
Goo = Un>2Gn.

Fijemos k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0. Sit € k y n € N los
g-ntimeros estan definidos por (n), := 1+¢+¢*+---+¢" ! Salvo que se indique lo contrario
todo espacio vectorial, algebra, etc., serd sobre k y el producto tensorial serd ®, = ®. Si
W es un k-espacio vectorial, el grupo de operadores lineales invertibles de W lo denotamos
por GL(W). Dada A una &algebra asociativa, M4 (4M) serd la categoria de A-mddulos a
derecha (a izquierda). Si V y W son dos espacios vectoriales, el flip es el morfismo lineal
vw VW —=W®V dado por

vw@w) =wR v, para todo par v,w € V. (1.0.1)

Usualmente escribiremos 7 omitiendo el correspondiente subindice.

La base canénica del grupo abeliano libre Z? la denotaremos por {o; : i € I} y un elemento
> ic1 bia; lo denotaremos por 1b12b2 ... 9%  Dados f = 101202...9b y o = 1012¢2...¢c
diremos que S < « si, y sélo si, b; < ¢; para todo i € I; de esta forma obtenemos un orden
parcial en Z? que serd al que haremos referencia posteriormente.

Si U es un espacio vectorial graduado por un monoide G, denotaremos por U% a la a-
componente de la graduacién, para cada a € G.

1.1 | Algebras asociativas y coalgebras

Definicién 1.1.1. Una k-algebra (asociativa) es una tripleta (A,-,14), donde A es un k-
espacio vectorial, - : Ax A — Ay 14 € A que satisfacen:

e -1 AXx A — A es bilineal.
o (Asociatividad) (a-b)-c=a- (b-c) para todo a,b,c € A.
e (Unidad) 14-a=a-14 = a para todo a € A.

A - se lo conoce como producto del dlgebra y a 14 su unidad. Cuando esté sobreentendido el
producto escribiremos ab en vez de a-b y 1 en vez de 14.

8



1. Algebras asociativas y codlgebras 9

Notar que la bilinealidad de - : A x A — A es equivalente a tener un morfismo lineal
m: A® A — A tal que m(a ® b) = a - b para todo a,b € A. De esta manera tenemos la
siguiente definiciéon de algebra equivalente:

Definicién 1.1.2. Una k-algebra (asociativa) es una tripleta (A, m,u), donde A es un k-
espacio vectorial y m : A® A — A, u : k — A satisfacen que los siguientes diagramas
conmutan:

o (Asociatividad)

Ao Ag A—dom

AR A

m®id m

AR A m A

« (Unidad)
A® A

ke A m ARk

a7

A

donde las flechas inferiores k ® A - Ay A®k — A son los isomorfismos canénicos. En este
caso m es la multiplicacién y u la unidad, ademés u(1) = 14.

La definicién de coalgebra es la definicién dual de algebra:

Definicién 1.1.3. Una k-codlgebra es una tripleta (C, A, €), donde C' es un k-espacio vectorial
vyA:C—C®C,e: C — k que satisfacen:

o (Coasociatividad)

C a C®C
A id®A
CoC 294 _ocececC
e (Counidad)
k® C m Cok

cCel



10 Preliminares

donde las flechas superiores C — k® C y C — C ® k son los isomorfismos canénicos. En
este caso A es la comultiplicacién y e la counidad. Ademds, denotamos CT = kere. En
algunos casos hablaremos simplemente de una coalgebra C' sin mencionar al coproducto y a
la counidad.

La conmutatividad de los diagramas de la definicién anterior nos dice que:
o (coasociatividad) (A ® id)A = (id ®A)A.
o (counidad) (e ® id)A = (id ®e)A = id

Ejemplo 1.1.4. Sean S un conjunto no vacio y kS el k-espacio vectorial de base S. Entonces
kS es una codlgebra cuyo coproducto A y counidad € estan dados por A(s) = s®sye(s) =1
para todo s € S.

Ejemplo 1.1.5. Un cuerpo k es una codlgebra con el coproducto A : k — k®Kk el isomorfismo
canénico, A(a) = a ® 1 para todo o € k y con la counidad € : k — k la identidad.

Ejemplo 1.1.6. Sean (C,Ac,ec) y (D,Ap,ep) dos codlgebras. Entonces (C'® D, (ide @7 ®
idp)(Ac ® Ap),e. ® ep) es una coélgebra, donde 7 es el flip, ver (1.0.1).

Ejemplo 1.1.7. Sea H un espacio vectorial con base {c,,|m € Ny}. Entonces H es una
codlgebra con comultiplicacion A y counidad e definidos por:

A(Cm) = Zci & Cm—i, 6(Cm) = dom, m € Np.
=0

A H se la conoce como codlgebra de potencias divididas.

Ejemplo 1.1.8. Sea (.5, <) un conjunto localmente finito y parcialmente ordenado (es decir
siz,y € Syax<y,entonces {z|x < z < y} es finito). Sea T' = {(z,y) € Sx S|z <y} y V un
espacio vectorial de base T. Entonces V es una codlgebra con comultiplicacion A y counidad
€ definidos por:

Alz,y) = Y (2,2) @ (2,y), €(,y) = day, (z,y) € T.

z<z<y

Ejemplo 1.1.9. Sea n > 1 un entero positivo, y M¢(n, k) un k-espacio vectorial de dimensién
n?. Denotamos por (e;;)1<i j<n Una base de M¢(n,k). Definimos la siguiente comultiplicacén
A y counidad € en M¢(n,k) por:

A(eij) = Z €ip @ €pj, 6(6@') = 5@‘, 1<14,7 <n.
1<p<n

En este caso M¢(n,k) es una codlgebra llamada la codlgebra de matrices.

Ejemplo 1.1.10. Sea C un espacio vectorial con base {g;,d;|i € N}. Definimos: A : C' —
C®Cye:C —kpor:

A(gi) = gi ® gi, A(d;) = g @ d; + d; ® giya, €(g:) =1, e(d;) = 0.

Entonces (C, A, €) es una codlgebra.
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Definicién 1.1.11. Sea (C, A, ¢€) una codlgebra. Definimos recursivamente A,, : C' — C®™:
A=A, A= (A®id®™)A,, para todo n > 1.

Sea A un algebra, gracias a la asociatividad de - podemos denotar por a-b- ¢ al producto
iterado de tres elementos de A en cualquier orden, es decir a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c). De
igual manera cualquier producto iterado de n elementos es igual y lo denotamos sin indicar
los paréntesis. En el caso de las codlgebras gracias a la coasociatividad tenemos un resultado
similar que veremos a continuacion.

Proposicién 1.1.12. Sea C una codlgebra, entonces para todo n > 2 y todo r € {0,...,n—1}
se satisface:

A, = (id®" @A @id®" 1A, .
Sea (C, A, €) una coalgebra y ¢ € C, denotamos:
A(e) = ey ® c(a)
La notacién anterior se extiende para todo n > 1:
Ap(e) = cay ®cp) @ ... @ ¢y

Se conoce como “Notacién de Sweedler”. De esta manera la coasociatividad y la propiedad
de la counidad se pueden reescribir:

e (coasociatividad) c(1) ® c2) ® ¢(3) = Wy @ W) @@ = 1) @ @)y @ C@) ()

o (counidad) e(c(y)e(z) = cye(cr)) = c.

Veremos a continuaciéon una versién “dual” de la nocién de dlgebra conmutativa.
Definicién 1.1.13. Sea (C, A, €) una codlgebra.

o Sea A% = 7A. La codlgebra coopuesta de (C,A,¢€) es (C, A% ¢), se la denota CP.

o (C,A€) es coconmutativa si A = A°P.

De manera andloga a lo que ocurre con algebras, las coalgebras forman una categoria, que
denotaremos k — Coalg; daremos a continuacién los morfismos de la misma.

Definicién 1.1.14. Sean (C,Ac¢,ec) v (D,Ap,ep) dos codlgebras. Un morfismo lineal
g : C — D es un morfismo de codlgebras si los siguientes diagramas son conmutativos:

C g D C 9 D

AC AD k

C®C 999 D®D

En notacién de Sweedler, (g ® g)(c(1) ® c(2)) = g(¢)1) @ g(c)2) para todo c € C.
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A continuacién recordaremos la definicién de producto de convolucién. En particular, esto
nos dara una estructura de algebra para el espacio dual de una codlgebra.

Definicion 1.1.15. Sean C una coalgebra, A un &algebra. El producto de convolucion en
Hom(C, A) esté definido por el siguiente diagrama conmutativo

C LA A
A m f,g € Hom(C, A)
Coc—T%  _agA

En notacién de Sweedler, (f x g)(c) = f(c(1)) ® g(c(2)) para todo c € C.
Se puede probar ficilmente que (Hom(C, A),*,u o €) es un &lgebra asociativa.

Ejemplo 1.1.16. Si A =k en la Definicién 1.1.15, entonces C* = Hom(C, A) es un &lgebra
con producto * = A : C* ® C* — C*. Ademés, si f : C — D es un morfismo de codlgebras
entonces ! f : D* — C* es un morfismo de 4lgebras.

Ahora listaremos algunos subespacios y elementos distinguidos de las codlgebras que seran
relevantes a lo largo de la tesis.

Definicién 1.1.17. Sean (C, A, €) y D un subespacio vectorial de C. Decimos que:

e D es una subcodlgebra de C si A(D) C D ® D. De esta forma (D, A|pgp,€|p) es una
coalgebra.

e D es un co-ideal a izquierda (respectivamente, a derecha) de C si A(D) € C ® D
(respectivamente, A(D) C D & C)

e Desunco-ideal de Csi A(D)CC®R®D+D®CyeD)=0

Ejemplo 1.1.18. Sea f : C' — D un morfismo de coédlgebras. Entonces ker(f) es un coideal
de C'y Im(f) es una subcodlgebra de D.

Definiciéon 1.1.19. Sea 7 : C' — D un morfismo de coédlgebras. El conjunto de coinvariantes
(a derecha) de 7 es

CO"={ceC: (idar)A(c) =c® 1}.
Definicion 1.1.20. Sea C' una codlgebra.

o Los elementos g € C tales que A(g) = g ® g se dicen de tipo grupo. El conjunto de los
elementos tipo grupo de C' se denota por G(C).

o Los elementos = € C tales que A(x) =z ® 1+ 1 ® x se dicen primitivos. El conjunto de
los elementos primitivos de C' se denota por P(C').

A diferencia de las algebras asociativas, las codlgebras son localmente finitas. Es decir:
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Teorema 1.1.21. (Teorema Fundamental de las Codlgebras) Sea (C,A,€) una codlgebra.
Entonces todo elemento x € C' pertenece a alguna subcodlgebra de dimension finita de C.

También existe una definicion dual a la de médulo que daremos a continuacién junto a
los correspondientes morfismos.

Definicién 1.1.22. Sea (C, A, €) una coédlgebra. Un C-comddulo a izquierda es un par (M, d),
donde M es un espacio vectorial y 6: M — C'® M es un morfismo lineal (llamado coaccion)
tal que los siguientes diagramas conmutan

id®A

CeCoM CeoM coM
6®id 5 % \
CeoM 5 M, M ®k = M.

Si (M,0nr) vy (N,dn) son dos comédulos entonces un morfismo lineal f : M — N se dice
morfismo de comddulos si el siguiente diagrama conmuta:

f

M N
oar on
CoM der C®N.

Denotaremos por M a la categorfa cuyos objetos son los comédulos a izquierda y cuyas
flechas son los morfismos de comédulos. Existen nociones analogas para comdédulos a derecha.
Dado x € C, la correspondiente notaciéon de Sweedler para comodulos es

§(z) = z(~1) ® (0.
Observacion 1.1.23. Existe una versiéon analoga del Teorema 1.1.21 para comoédulos.
Ejemplo 1.1.24. Sea f : C' — D un morfismo de codlgebras. Entonces C' es un D-comddulo
con coaccién dada por (f ® id)A.
1.2 |  Bidlgebras y algebras de Hopf

Como es de esperar, una bidlgebra es un espacio vectorial junto con una estructura de algebra
y una de codlgebra, junto con una condicién de compatibilidad. Para la compatibilidad de
estructuras es necesario notar que si C' es una coalgebra entonces C' ® C' y k también son
coalgebras por los ejemplos 1.1.6 y 1.1.5.

Definicién 1.2.1. Una bidlgebra es una 5-tupla (B, m,u, A, €) tal que:

e (B,m,u) es un algebra.



14 Preliminares

o (B,A/¢) es una codlgebra.
e A:B— B® Bye:B — kson morfismos de lgebras.

Se puede probar que la dltima condicién es equivalente a que m y u sean morfismos de
codlgebras. Si dim B < oo, entonces (B*,x,', ‘M, 'u) tiene estructura de bi-algebra. Si
dim B = oo entonces (B ® B)* % B* ® B*, por lo que (B, *,%) no es un algebra asociativa:
existe una versién distinta de dual conocida como dual de Sweedler, ver [R].

A continuacion recordaremos cudl es la estructura adicional que convierte a una bidlgebra
en un algebra de Hopf.

Definicién 1.2.2. Un algebra de Hopf es una 6-tupla (B, M, u, A€, S) tal que
e (B,M,u,A,¢€) es una bidlgebra.
e §: H — H es un morfismo k-lineal (llamado antipoda) tal que:
S(hay)hey = hyS(he)) = e(h)1, para todo h € H. (1.2.1)
Observacion 1.2.3. La condicién (1.2.1) es equivalente a que S sea la inversa de la identidad
para el producto de convolucién en Hom(H, H).

Ejemplo 1.2.4. Sea S un monoide. Entonces kS, el espacio vectorial de base S, tiene estruc-
tura de algebra, cuyo producto se extiende linealmente al de S y la unidad correspondiente
es 1 € S. Por 1.1.4 kS es una codlgebra y més ain resulta ser una bidlgebra.

Si ademds S con su respectivo producto es un grupo definimos S : kS — kS por S(g) =
g ', g €S, v asi kS tiene estructura de algebra de Hopf.

Ejemplo 1.2.5. Sea g un algebra de Lie. Entonces U(g), el algebra envolvente de g munido
conA(z) =x®1+1®x, e(xr) =0y S(zr) = —z para todo = € g es un algebra de Hopf.

Ejemplo 1.2.6. Sea ¢ € k una raiz de la unidad de orden n. El algebra de Taft T es el
algebra asociativa definida por los generadores x, ¢ y las relaciones

A"=1 " =1 xc = Ecx,
que tiene estructura de algebra de Hopf con el coproducto A dado por
Alz)=cz+z®1 Alc) =c®e,
y la antipoda S dada por

S(z) = —ca™? S(c)=c!

1.3 | Dimensién de Gelfand-Kirillov

Sea A un algebra asociativa y denotemos A" = A-A-A---A (r veces) y As =371 A". La
dimensiéon de Gelfand Kirillov de A esta definida por:

GKdim A = limsup log,, dim 4,,

n—o0
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Ejemplo 1.3.1. En los siguientes ejemplos tenemos informacién sobre la dimensién de
Gelfand-Kirillov:

e Si A es un algebra de dimensién finita, entonces GKdim A = 0.

e Si V es un espacio vectorial, entonces el algebra tensorial de V satisface GKdim T'(V') =
00.

o GKdimk[z1,z9,...,z,] = n y por lo tanto, si V' es un espacio vectorial de dimensién n,
entonces GKdim S(V) = n.

e Si g es un &lgebra de Lie, entonces el algebra envolvente universal de g satisface
GKdim U(g) = dim g.

e Si A, B son dos élgebras, entonces GKdim A ® B < GKdim A + GKdim B. Ademas, si
alguna de las dos es finitamente generada entonces vale la igualdad.

o Si A admite una filtracién de dlgebras ascendente (A, )nen, v gr A es el algebra grad-
uada asociada a la filtracion, entonces GKdimgr A < GKdim A. Ademés si gr A es
finitamente generada entonces vale la igualdad.

1.4 | Categorias tensoriales trenzadas

Una propiedad remarcable de las representaciones de un grupo fijo, o méas en general de un
algebra de Hopf, es que el producto tensorial de dos representaciones y el espacio dual de una
representacion son naturalmente representaciones. En este contexto es natural un estudio
sistematico de categorias que posean objetos como antes, llamadas categorias tensoriales, que
definiremos a continuacién. Para més informacién referimos a [A, EGNOJ; para teoria general
de categorias abelianas referimos a [EGNO, §1].

Definicién 1.4.1. Una categoria monoidal es una coleccién (C,®,a,1,1,7) donde
e C es una categoria y 1 es un objeto en C, llamado unidad;
¢ ®:C xC — C es un bifuntor, llamado producto tensorial;

caxyz X®Y)®Z - XY ®Z),rx: X®1 - X, ylx :1®X — X son
isomorfismos naturales en X,Y, Z € C,

tales que los siguientes diagramas conmutan:

(XeY)0Z)oW evaw (XoY)®(ZoW)
aX,Y,Z®idW\L \Lax,y,zeaw
(Xo¥YeZ)eWw X®Ye(Zow)

Xe((Yo2)oW),
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(X®1)QY Ly Xo(1xY)
rm mf
X®Y.

A continuacion introducimos la nocién de funtor monoidal.

Definicién 1.4.2. Sean C = (C,®,a,1,l,7) y C' = (C',®',d’,1',l',r") categorias monoidales.
Un funtor monoidal de C a C' es una terna (F, F°, F?) donde:

o [': C — (' es un funtor;
o FV: 1" — F(1) es un isomorfismo; y
o F?: ® o(F x F) — F o® es un isomorfismo natural,

tales que los siguientes diagramas conmutan:

F(X) F(Y), F(Z)

(F(X)® F(Y)) &' F(Z) ————F(X)®' (F(Y) & F(Z))
F% ,®'idp(z) ilde) ®'F.
FX®Y)® F(Z) F(X)® F(Y ® Z)
F)%Wl i 2 ver
F(X®Y)® Z) Floxivz) F(X® (Y ®Z))
1@ F(X) r0 F(X) F(X)&' 1 i F(X)
F0®idp(X)J/ J{F(ZX)—l idp(x) ®ul J/F(TX)_l
F1) &' F(X)LF(LX)X) F(X) ®’F(1)F’2LF(X®1).

Una equivalencia de categorias monoidales es un funtor monoidal (F, FV, F'?) tal que F es
una equivalencia de categorias.

Otro elemento presente para definir categorias tensoriales son los duales.

Definicion 1.4.3. Sean C una categoria monoidal y X un objeto en C. Un dual a izquierda
de X es una terna (X* evx,coevy) donde X* es un objeto en C, evy: X* @ X — 1y
coevy: 1l — X ® X™* son morfismos en C tales que las composiciones

coevy ®idx ax xX* X idx ®evx

X1 X ———— (XX )X ————— X (X*X) ————— X®1~ X,

-1
id x* ® coevy Axx x, x* evy* @idy

XX @l " X (X 9X) — T > (X @X)@ X* XX 19 X* ~ X*

son las identidades de X y X* respectivamente.
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De forma similar, un dual a derecha de X es una terna (*X,ev’y,coev’y) donde *X es
un objeto en C, evly: X @ *X — 1y coevly: 1 — *X ® X son morfismos en C tales que las
composiciones

-1
id x ®coev'X ax,*x,x ev'X ®idx

X2 X1l————— X' XX) — = (X" X)X ——— =10 X ~ X,

coevly ®idx x axx x *x id«x ®evy

X1 X —— = ("XeX)e'X XXR'X) — = "X®1~"X

son las identidades de X y *X respectivamente.
En general si hay un morfismo f: X — Y entre dos objetos con duales a izquierda,
entonces se puede definir f*: Y* — X* el morfismo dual por la composicion

ff=(evy ®idx+) o (Id®f ®id) o (idy* ® coevy).
De forma andloga se puede definir * f para duales a derecha.

Definicion 1.4.4. Una categoria monoidal se dice rigida si todo objeto posee duales a derecha
e izquierda.

Definicion 1.4.5. Una categoria C se dice multitensorial si

e es abeliana k-lineal;

o es localmente finita (es decir, Homg(X,Y) es de dimensién finita para todo par de
objetos X,Y, y todo objeto tiene longitud finita);

e es monoidal rigida;

e el bifunctor x: C x C — C es bilineal en morfismos.
Si ademds end¢(1) ~ k entonces C es una categoria tensorial.

Ahora ilustramos estas nociones con una serie de ejemplos que serdn de vital importancia
en este trabajo. Habré otros ejemplos importantes més adelante que tendrén su propia seccion.

Ejemplo 1.4.6. La categoria vecy de espacios vectoriales de dimensién finita es tensorial.

Ejemplo 1.4.7. Si H es un algebra de Hopf, entonces la categoria de los H-mddulos de
dimensién finita a izquierda es tensorial donde el producto tensorial entre dos objetos M, N
es el producto tensorial de espacios vectoriales M ® N con la siguiente coaccion:

h-(m®&n)=hagy-m®e hg-n, he Hve X, weY.
El dual M* es el mismo que para espacios vectoriales con estructura de H-mdédulo dada por
(h- £)(m) = F(S(h) - m), heH, meM, feM"

Ejemplo 1.4.8. Dado un grupo finito GG, denotamos por vecg a la categoria de espacios
vectoriales G-graduados de dimension finita V' = @®4cqV,. Entonces vecq es una categoria
tensorial, donde el producto tensorial entre dos objetos X,Y &€ vecg es el producto tensorial
de espacios vectoriales X ® Y con la siguiente G-graduacién:

(X®Y)y=P Xp®Y,,, gea.
heG
Ademés X también admite G-graduaciéon (X*), = {f € X* : @y, 251 Xn C ker f}.
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La definicién de categoria monoidal puede verse como una version categorica de la idea de
monoide. En la misma direccién, presentaremos una versién de conmutatividad: dados dos
objetos X, Y se requiere un ismorfismo entre X Y y Y ® X.

Definicion 1.4.9. Una categoria monoidal trenzada es una categoria monoidal C provista de
un isomorfismo natural cxy: X ®Y =Y ® X, XY € C, tal que:

ax.y, CX,YQZ

(XoY)®Z L - Xo((Y®Z) YoZ)oX
CXmedzi laxzx
YoX) 07— _ye(Xez) -2 ye(ZeX),
Axv.z cxov,z
XY o2 —2X (XeY)eZ 2 L Z9(X®Y)
idx ®cy,z i laz,lx,y
X@(ZoY)—X (Xez) ey - (7oX)aY.

Una categoria tensorial trenzada es una categoria tensorial cuya estructura monoidal subya-
cente es trenzada.

Ejemplo 1.4.10. La categoria de espacios vectoriales es tensorial trenzada considerando al
flip como la respectiva trenza.

La importancia de las categorias monoidales, es que es posible definir la nocién de algebra
y codlgebra en esas categorias. Para definir dlgebras de Hopf en una categoria tensorial se
requiere la estructura trenzada.

Damos las definiciones a continuacién, pero omitiendo los morfismos de asociatividad para
mayor sencillez.

Definicién 1.4.11. Sea C una categoria monoidal. Un dlgebra en C es una terna (A, m,u),
donde A es un objetode C,y m: A® A — A, u: 1 — A son morfismos en C, tales que

m@id

AR A® A AR A AR A
| e
id ®@m m 1®A m A®1

A® A _ A, v

Una codlgebra en C es una terna (C,e,A) donde C es un objetode C, ye: C — 1, A: C —
C ® C son morfismos en C llamados counidad y comultiplicacion respectivamente, tales que

los siguientes diagramas conmutan:

A A®id 1 C A C®1

CeCeC tg“\ /4£:

C®dC.

C A C®C

Cel

id®A
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Observacion 1.4.12. Si C es una categoria monoidal trenzada, la trenza da lugar a una estruc-
tura monoidal en la categoria de algebras en C. En efecto, si (A,ma,us) y (B,mp,up) son
algebras en C, entonces AQB = (A ® B,magpB, uagp) también lo es, donde magp v uagB
estan dadas por

uARup

1 = 1®1

id 4 ®CB,A®idB

ARB .,y

ma®@mp

A®B.

ARB®A®B ARA®B®B
Dualmente, el producto tensorial de dos codlgebras es una coalgebra.

Definicion 1.4.13. Un bidlgebra en una categoria monoidal trenzada C es una coleccién
(R, m,u,A,¢), donde R es un objeto de C con estructuras (R, m,u) de algebraen Cy (R, A, ¢)
de codlgebra en C que son compatibles en el sentido de que

A: R— R®Rye: R— 1 son morfismos de dlgebras en C.

Si ademas existe un morfismo §: R — R tal que conmuta el siguiente diagrama

S®id

R®R R®R
% X
R . 1 o R
BN e
R®R—""" -~ RoR :
entonces R es un dlgebra de Hopf sobre C.
1.5 | Espacios vectoriales trenzados, algebras de Nichols y médulos de

Yetter-Drinfeld

Daremos a continuaciéon dos definiciones relevantes, que estan relacionadas entre si: espacios
vectoriales trenzados y modulos de Yetter-Drinfeld. Ellos nos daran el marco para introducir
los objetos centrales de este trabajo, las dlgebras de Nichols.

Definicién 1.5.1. Un espacio vectorial trenzado es una dupla (V,c), donde V es un espacio
vectorial y ¢ € GL(V ® V') satisface la ecuacién de trenzas:

(c®id)(id®c)(c®id) = (id ®c)(c ® id) (id ®c). (1.5.1)
Diremos que c es la trenza de V.

Definicion 1.5.2. Un mddulo de Yetter-Drinfeld sobre un algebra de Hopf H es un espacio
vectorial V' con una estructura de H-médulo - : H ® V. — V y una de H-comédulo § : V —
H ® V, que satisfacen la siguiente condiciéon de compatibilidad:

5(h . ’U) = h(l)v(_l)S(h(g)) ® h(g) “V(0); he Hvel.
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Un morfismo de médulos de Yetter-Drinfeld es una aplicacién lineal que preserva la es-
tructura de modulo y comoédulo. Los médulos de Yetter-Drinfeld sobre H conforman una
categoria tensorial con el producto tensorial sobre k, que denotaremos por gyD. Maés atn,
es una categoria tensorial trenzada, donde cy,y : V@ W — W @ V estd dado por

c(z®@y) = 1) YO T(0), zreV,yeW.

Observacion 1.5.3. Dado V € gyD, ¢ = cy,y satisface la ecuaciéon de Yang-Baxter. Por lo
tanto (V,¢) es un espacio vectorial trenzado.

Reciprocamente, todo espacio vectorial trenzado (V,¢) puede realizarse como médulo de
Yetter-Drinfeld sobre un algebra de Hopf H si y sélo si ¢ es rigida, ver [T].

En esta direccién, una bidlgebra trenzada es un espacio vectorial trenzado (R, c), tal que
R es simultdneamente un &algebra y una codlgebra, que satisfacen la compatibilidad de la
Definicién 1.4.13; de modo anélogo se define un algebra de Hopf trenzada.

Definicién 1.5.4. Un algebra de Hopf trenzada (R, c) admite una representacion adjunta a
izquierda ad. : R — End R,

(adez)y = m(m @ S)(id ®c)(A ®id)(z ® y), z,y € R.
Ademas, el corchete trenzado [-,-]. : R® R — R es el mapa dado por
[z,yle = m(id —c¢)(z ® y), x,y € R.
Notar que (ad. z)y = [z, y]. si z € P(R).

Ejemplo 1.5.5. Sea V € ¥YD. El dlgebra tensorial T'(V) con el coproducto A : T(V) ®
T(V) —T(V) ylaantipoda S : T(V) — T(V') dados por

Alz)=1®z+2®1 zeV Sx)y=—2x =ze€V
es un algebra de Hopf en gyp.
El grupo de trenzas de n hebras B,, estd definido por generadores {o; }1<i<n—1 y relaciones:

00 = 004, ‘Z'—j’>1, (152)
oi0j0; = 05004, |i—j|=1.

Daremos algunas propiedades de este grupo.

o Si (V,c) es un espacio vectorial trenzado, entonces existe una (tnica) representacién py, :
B, — GL(V®") que satisface

pn(0;) = idyei-1 ®c ® idyen—i-1 .

 El grupo simétrico en n letras tiene una presentacién por generadores {o; }1<i<n—1 y rela-
ciones (1.5.2) y UZZ = 1. De este modo, existe una proyeccién canénica m, : B, — S,,.

o Existe una seccién conjuntista M, : S,, — B,, que identifica los respectivos generadores
llamada seccion de Matsumoto.
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o Dado (V,¢) un espacio vectorial trenzado, el n-ésimo simetrizador cudntico se define por
Qn = ses, Pn(My(x)) € End(V®"). Denotamos J" = ker Qy,.

A partir de los ingredientes anteriores podemos introducir las dlgebras de Nichols.

Definicién 1.5.6. Sea (V, ¢) un espacio vectorial trenzado. El dlgebra de Nichols de V es el
espacio vectorial graduado Z(V) =k @&V & @, £"(V) donde (V) =T"(V)/T".

Si J(V) = > en, J", entonces B(V) = T(V)/J(V); ademés J (V) resulta ser un ideal
de Hopf de T'(V'), con lo cual #(V) es un élgebra de Hopf trenzada.

Observacion 1.5.7. Sean H un algebra de Hopf y V € g)ﬂD. Por la Observacion 1.5.3,
(V,¢) es un espacio trenzado, y podemos considerar la correspondiente algebra de Nichols
#(V). Como ¢ es un morfismo de mddulos de Yetter-Drinfeld, J (V) es un submédulo de
Yetter-Drinfeld. Luego, Z(V') es un 4lgebra de Hopf en £ D.

Definicién 1.5.8. Sea (V,¢) un espacio vectorial trenzado.

Un &lgebra de pre-Nichols de (V,¢) es un &algebra de Hopf trenzada graduada # =
Breny B™ tal que B ~ V y V genera a % como algebra. Por lo tanto, existen epimor-
fismos de algebras de Hopf trenzadas graduadas

T(V)—» B — B(V)

Un algebra de post-Nichols de (V,c¢) es un algebra de Hopf trenzada graduada & =
Bren,E™ tal que ' ~ V es el subespacio de elementos primitivos. Por lo tanto existen
monomorfismos de dlgebras de Hopf trenzadas graduadas

BV) = E—=TV)

Notemos que la tinica dlgebra de pre-Nichols de (V, ¢) que también es de post-Nichols es

B(V).

Definicién 1.5.9. Sea (V,¢) un espacio vectorial trenzado. La familia de todas las dlgebras
de pre-Nichols de V forman un poset Bre(V') con T'(V) minimal y Z(V) maximal.

Asumimos ahora que GKdim #(V') < co. Denotamos Preqyq(V) al subposet de Pre(V)
de todas las algebras de pre-Nichols de GK-dimensién finita. Decimos que un algebra de
pre-Nichols es eminente si es minimo en Preqyq(V).

De modo anélogo pueden definirse los posets Post(V) y Postyqi (V) para dlgebras de
post-Nichols.

A continuacién introduciremos los espacios vectoriales trenzados en los que enfocaremos
nuestro trabajo.

Definicién 1.5.10. Sea q = (g;j)ije1, € (kK*)?*? v (2i)ie1, una base de un espacio vectorial
V. Definimos ¢ € GL(V ® V) por:

Cq(IEi@:L'j) = QijT; Q T4, 1,5 € Tp.

Notar que ¢4 satisface la ecuacion de trenzas. Si un espacio vectorial trenzado (V) satisface

que ¢ = ¢ para alguna q € (£X)?*?, diremos que (V,¢) es de tipo diagonal, o bien que c es de

tipo diagonal, con matriz de trenza q. Si q esta sobreentendida escribiremos ¢ en vez de c9.
En este caso, si i # j denotamos ¢;; = g;;qji-
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Dado (V, c9) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, daremos algunas definiciones
relacionadas a éste.

Definicién 1.5.11. Definimos el diagrama (generalizado) de Dynkin asociado a q por el grafo
(con etiquetas) que cumple las siguientes condiciones:

e El conjunto de vértices es Iy; ademaés, el vértice ¢ estd indexado por g;;.

» Los vértices 4, j estdn conectados por una arista si y sélo si ¢;; # 1. Ademads la arista ¢j
estd indexada por g;;.

Definicion 1.5.12. Denotamos

ags == —min{n € No : (n+ 1)4,(¢};3i;; — 1) = 0}, i # 7,

y m% = —a%. Omitiremos escribir q en ambas notaciones si q estd sobreentendida.

Definicién 1.5.13. Definimos q : Z? x Z? — k la forma bilineal tal que
q(ay, ) = gij, para todo ¢,j € I.
Para cada par «, 8 € Z? también usaremos la notacién dop = dq(a, B).

Si % es una algebra de pre-Nichols de q Nﬂo—graduada, se cumplen las siguientes igualdades:

[u, vw]e = [u, v]cw + gop v[U, W], (1.5.3)
[uv, w]e = qgy [u, w]ev + ulv, we, (1.5.4)
[[u, v]e, w]c = [u, [v, w]c]c — Gap VU, w]e + qay [u, wev, (1.5.5)

para todos los elementos homogéneos u € B*, v € B2, w e AB.
Dados al menos dos indices i1, ..., € I, denotamos

Lig-ip, = (ad. $i1)$i2~~ik = TiyLig-ipy — Gigin * " QigipLig--ip Liy (1.5.6)
como un elemento del algebra tensorial o de cualquier algebra de pre-Nichols.

Finalizaremos esta seccién recordando la definicién de espacios trenzados de tipo Cartan.
Para ello, necesitamos previamente recordar la siguiente nocién:

Definicién 1.5.14. Decimos que una matriz a = (a;j)1<i j<o € Z°*? es una matriz general-
izada de Cartan si satisface las siguientes condiciones:

e a; =2sit €.
OaijSOSi’i,jG]Ig.
-aij:0<:>aﬁ:05ii,j€ﬂg,i7éj.

Definicién 1.5.15. Decimos que un espacio de tipo diagonal (V,c%) es de tipo Cartan (o
bien ¢? es una trenza de tipo Cartan) si existe una matriz generalizada de Cartan a tal que
gij = qZ-” para todo par i # j, donde —a;; = min{n € Ny : g;;¢j; = 1}.

Sea x; € 7l tal que x;(g9i) = ¢ij. Asi tenemos una realizacion de V' como médulo de
Yetter-Drindelf sobre kZ" tal que z; € Ve
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1.6 | Palabras de Lyndon y bases PBW

El resultado principal de esta secciéon establece la existencia de bases PBW para ciertas
algebras de Hopf trenzadas, en particular para &algebras de Nichols de tipo diagonal. La
existencia de las bases PBW proviene de la combinatoria de las palabras de Lyndon. Como
dato adicional obtendremos una férmula que describe el coproducto de los generadores de la
base PBW. Para esta seccién referimos a [Kh].

Definicién 1.6.1. Sea A un algebra, P,S C Ay h: S — Z>oU {oo}. Consideremos < un
orden lineal sobre S. Denotaremos por B(P, S, <, h) al conjunto
{psTt -+ s ir € Z>p,81 > 82>+ > 55,8 €5,0<e; <h(s;),p€ P}

Si B(P,S,<,h) es una base de A como espacio vectorial, diremos que (P,S,<,h) es un
conjunto de generadores PBW con altura h, y que B(P, S, <,h) es una base PBW de A.

A continuacién daremos una forma de describir bases PBW para ciertas dlgebras.

Sean X = {x1, ..., z,} un conjunto de variables y P(X) el conjunto de palabras de alfabeto
X. Consideremos en P(X) el orden lexicogréfico fijando el orden 1 > --- > x, en X. Dado
u € P(X) la longitud de u la denotaremos por £(u).

Definicién 1.6.2. Decimos que u € P(X) es una palabra de Lyndon si para todos uj,us €
P(X), u1,us # 1 tales que u = ujug entonces ugu; > u. Denotamos por L al conjunto de
palabras de Lyndon.

Observacion 1.6.3. 1. u € P(X) es de Lyndon si y s6lo si es menor a cualquiera de sus finales
propios.

2. Siui,ug € L y up < ug entonces ujug € L.

3. Para todo u € P(X)—{1} existen tnicas uy, ..., u, € L tales que u = ujug...tty y up < -+ <
uo < uy. La descomposicién u = ujus...u, se conoce como descomposiciéon de Lyndon.

4. Siu,v € P(X)—{1} entonces u y v se pueden identificar como elementos de P(L) via la de-

scomposicién de Lyndon considerando a L como alfabeto cuyo orden es el correspondiente
en P(X). Ademés u < v en P(X) si, y sélo si, u < v en P(L).

5. [Kh, p.6, Shirshov Theorem] Si u € P(X)—X entonces u € L si, y s6lo si, existen uy, ug € L
tales que u = uqyuo. Entre todas las descomposiciones de este tipo u = ujus con ui, us € L,
la que posee el menor final propio us se la conoce como la descomposiciéon de Shirshov.

Sea V el espacio vectorial de base X. Notar que el espacio vectorial kP(X) de base P(X)

se identifica con el algebra tensorial T'(V').

Ejemplo 1.6.4. La descomposicién de Lyndon implica que T'(V') tiene una base PBW donde
L es el conjunto de generadores, P = {1} y todo elemento de L tiene altura infinita.

En lo que sigue fijaremos (V,¢) un espacio vectorial trenzado y X = {x1,x9,...,x¢9} una
base de V.
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Definicién 1.6.5. Se define en kP(X) el endomorfismo [—]. recursivamente de la siguiente

manera:
u siu=1ouecX.
[u]. = [[v]e, [w]e]e siu€ L l(u)>1yu=ovw es la descomposicién de Shirshov.
[ui]c[uge...[ur]e  siu € P(X)— Ly su descomposicién de Lyndon es ujus...u,.
Definicién 1.6.6. o La hiperletra correspondiente a [ € L es [l].. Denotamos L al con-

junto de hiperletras.
o Una hiperpalabra es un elemento de P(L).

o Una hiperpalabra mondtona es una hiperpalabra de la forma [l1]c[l2]¢- - [lr]. tal que
1>l > >1,.

Notar que como [—, —]. preserva la Z’-graduacién entonces para todo u € L resulta que
[u]. es una combinacién lineal de elementos con el mismo grado que u.

Fijemos I un ideal propio de T'(V'). Definimos Gy := {u € P(X) : u ¢ X~ + I}. Notar
que si u € Gy y u = vw, entonces v,w € Gy y por lo tanto u se descompone como producto
no creciente de palabras de Lyndon en GG;. Supongamos ahora que I es un ideal de Hopf,
definimos S; =GN Ly hr:Sr — ZsoU{oc} dada por

hr(u) = min{t € N: u' € kP(X)syt + I}
De esta forma tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.6.7. [Kh, Theorem 2] B} = B({1 + I},[Si]c + I,<,hr) es una base PBW de
T(V)/I.

Para probar la independencia lineal de la base PBW propuesta en el teorema anterior se
usa el siguiente resultado:

Proposicién 1.6.8. [Kh, Lemma 8] Para toda palabra de Lyndon w,

A(lwle) = [wle ®14+1& [wle + > oy W) @ WY,

donde para cada i, a; € k, cada W] es una hiperpalabra cuyas hiperletras son menores que

[w]e y la suma de los grados de W] y W' es el grado de [w]..

)

Observacion 1.6.9. Sea (V, c%) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal tal que %4 es de
dimensién finita. A partir de [H1], %4 admite una base PBW tal que cada par de elementos
del conjunto de palabras de Lyndon S tiene distinto Ng—grado. Ademas, el conjunto A‘}r
de grados de esas palabras de Lyndon no depende de la base elegida, y se conoce como el
conjunto de raices positivas de q. Para cada g € Ai, denotaremos por xg a la correspondiente
hiperletra de grado 5. Se tiene ademés que

Ng := hg,(rg) = ord ggg < 0.
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1.7 | Algebras de pre-Nichols distinguidas

En esta seccién fijamos (V%) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal tal que %q es
de dimensién finita.
a
Definicién 1.7.1. « Diremos que 7 € I es un vértice de tipo Cartan de q si ¢;; = q?i” para
todo @ # j.

« El conjunto de raices de Cartan de q se define por la unién disjunta 0% := O UO? C AL
donde C’)ﬁlr =-0%y (’)f‘r es el conjunto que contiene a las composiciones de reflexiones en
el grupoide de Weyl de q evaluadas en «; con ¢ vértice de Cartan. Para méas detalles sobre
el grupoide de Weyl de q referimos a [H1, CuH, AAn] y sus referencias.

El algebra de Nichols % admite por definicién una presentacién implicita por el ideal
Jq- Para muchas aplicaciones, por ejemplo el problema trabajado en esta tesis, es necesario
contar con una presentacion explicita, que daremos en el siguiente resultado.

Teorema 1.7.2. [An2, Theorem 3.1] Sea (V,c) un espacio vectorial trenzado de dimension
finita con matriz q = (gij)1<i i<, Y fijamos una base {x1,...,x9} de V tal que c(x; ® xj) =
qijT; @ ;. Supongamos que el sistema de raices Ai es finito. Entonces el dlgebra de Nichols
HBq admite la siguiente presentacion:

~

.:EJBVB:OsiBEOjI_.

2. (adc l‘i)mij+1$j =0 st q;;lij'i‘l ;é 1.

N .. L.
3. x; ' =0 sit no es un vértice de Cartan.

4- x%j =0 sii,j €{l,...,0} satisfacen que q;; = q;j = qj; = —1, y existe k # 1, j tal que
G’ #1 0 g’ # 1.

5. ik, xj], =0 si i, j,k € {1,...,0} satisfacen que qj; = —1, qir. = Gijqe; = 1, qij # —1.

6. [y, 2], = 0 sii,5 € {1,...,0} satisfacen que q;; = —1, qiiqij € Ge, qij # —1, y
ademds qii € Gg 0 Myj > 3.

7. [T, wiz], = 0 sii, j, k € {1,...,0} satisfacen que qi; = *q;; € G3, g = 1, y ademds
—qjj = Gdik = 1 0 q5;' = @ = Qi # —1.

1 —ajk

T o= gy ko mle = 4 (1= ) @ik (1.7.1)
J 7

Tijk
sii,j, k€ {1,...,0} satisfacen que Gix, ¢ij, Gk # 1,
9. [[injyﬂfijk]cw’ﬂj]c =0 sii,5,k € {1,...,0} satisfacen alguna de las siguientes condi-
ciones:
_ _ ~2 _ ~-1 —~ _
° ¢i =qj; =—1, ¢ij" =qx 5 Gk =1.
o gy =¢qjj=-1,qi=—qr €G3, Gix = 1.
° qrk = Qjk = 5 = —1, ¢ii = —q¢ij € G3, ¢, = 1.
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10.

11.

12.

13.

1.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.
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o qij=-1 G =a;" Gr =05 G = 1.
° @i =qj; = qrk = —1, £¢ij = ¢, € G3, i = 1.
[[mijk,:vj]cxj]c =0si4,j,ke{l,...,0} satisfacen que q;; = E]Tf =g € G3, qir, = 1.

[[:L‘iij,:viijk]c,xij]c =0 sii,j,ke{l,...,0} satisfacen que g, = q;5 = c]ivj_l = cjjvk_l €
Go, Gix =1, qii = ¢

[k 25, wrle — (U4 Gr) ™ g [[wans =], 23] 5

si i,j,k € {1,...,0} satisfacen que q; = @}71 € Gy, gj; = (jjvlfl = qfi, Gr = 1,
ik = q-

[[[mijk,azj]c,azj]c,ﬁj}c =0 sii, gk e{l,...,0} satisfacen que q;; = 517]-3 = gji € Gy,
qir = 1.

[Tij, Tiji], = 0 sii,5,k € {1,...,0} satisfacen que qi; = qi; = —1, qj; = qﬁ;_l # —1,
qik = 1.

@i, 25kle — (1 + @3 a; [ige 5], — (1+ @) (1 + 455) a7 5415

sii, g,k € {1,...,0} satisfacen que qi;; = qur, = —1, Gir = 1, @5 € G3, ¢ = — @ik = £qi;-

[[[xijkl7xk]c7xj]caxk:|c =0 si4,5,k 1 € {1,...,0} satisfacen que qj;q; = 4j; Gk = 1,

a=-1 Gr=qG=q =1, G’ =a  =a.

[[xijk, [xijkl,xk]c}c,xjk}c =0 sii,j,k 1 € {l,...,0} satisfacen que @jx, = qij = qj_jl €
GyUGE, ¢ii = qu = —1, G = @i = qj1 = 1, QJN'k?’:éﬁc
[[[wijk,xj]c, [mijkl,xj]c]c,:njk}c =0 sii, gkl €{l,...,0} satisfacen que q = T—

Qkaijvlc*l:qa@}Zqi_ilzqg’forsomeqekx,qjj:—l,cﬂ:@ﬁ:(jﬁzl,

— 1
wigne, 5], on], — ain(@y - — ai5) [[@ijee o], 5]
sii,j,k, 1 €{1,...,0} satisfacen alguna de las siguientes condiciones
—~_1 —~ _ —~ 1 —~ —~ —~
o qrk = —1, ¢ =qij = quj, il = qlll = Q?j; qjk = ij17 ik = qu = qj1 = 1.

~ 1 _ —~ —~ —~ —~ —~
° @y =qij = _q”1 = —qrl, 95 = Gk = ek = —1, Gix = qi = qj = 1.

(i, [, ikl ], + Qinainye [Tk, Tigl, + @i TijTas
sii,j, k€ {l,...,0} satisfacen que g =1, ¢ii = ¢ij = —qi € G3.
[Tiijn, Tijr] . = 0 si

[:ciijk,a:ijk]c =0siid,5,k€{1,...,0} satisfacen que qj; = qur = G = —1, qii = —qi5 €
G3; qdik = 1.
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23.
. —\ 9
(1 — @7)aj505: [is (w35, %50.), — (1 + @55) (1 — q55@5)%;
sii,j€{1,...,0} satisfacen que —qii, —qj;, ¢idij, q5;%; # 1.
2.
1 — GGy — 5Ty 4j) 2
(1 — qiiiz)aji "

[xi,l’3ai+2a]-]c -
sii,j €{1,...,0} satisfacen que that m;; € {4,5}, or ¢;; = —1, my; =3, qii € G,
25.
x40¢¢+30¢j = [x3ai+2ajaxij]c
sii,j € {1,...,0} satisfacen que 4a; + 3a; ¢ AX, qj; = —1 or mj; > 2, and also
myij > 3.
26. [Tiij, T3a;42a,]c = 0 sii,j € {1,...,0} satisfacen que 3oy +2a; € AX, by + 3a; ¢ AX,
and q?i(fivj,qfic}ivj £ 1.
27.
x5a,~+4aj = [x4ai+3ajaxij]c

sii,j € {1,...,0} satisfacen que 4oy + 3a; € AX, boy; + daj ¢ AX
28. [[@iiij, ®iiz)s Tigjle = 0 si i, 5 € {1,...,0} satisfacen que 5o+ 205 € AX, Toy; +3a; ¢ AX.

29.
(was, 2 le— b_(1+Qii)(1_QiiC)(1+C+QiiC2)qi6¢C4x2
i)y Lda;+3aj e a q?iqigjq?i 3a;+2a
donde ¢ = gij, a = (1-)(1—q;;¢%) — (1= qi¢) (1 +qii) qiiC, b= (1-¢) (1 —§¢°) —a ii¢;
sii,j€{l,...,0} satisfacen que qj; = —1, bay + 4a; € AX.

La siguiente definicién (ver [An4]) es crucial para el resultado principal de esta tesis.

Definicién 1.7.3. Denotaremos por Z al ideal generado por las relaciones de la presentacion
dada en [An2, Theorem 3.1] para %y, a menos de los siguientes cambios:

o exceptuamos las relaciones de tipo mga = 0 con « raiz de Cartan;

.« . .. N . , —Mm;q ~
o adicionamos las relaciones (ad. xi)mw“'lmj =0 con i # j s6lo cuando ¢q;; 7 = ¢ij = qi;-

Diremos que ﬁq =T(V)/Zqy es el algebra de pre-Nichols distinguida de %q.

Observacion 1.7.4. El algebra de pre-Nichols distinguida §37q admite una base PBW con los
mismos generadores xg, 3 € Ai, definidos en la Observacién 1.6.9 y donde

0o, BeOF,

Ng:=h =
5 = hz,(2p) {NB= 5¢ 0.
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Ejemplo 1.7.5. Fijemos g un &lgebra de Lie semisimple de dimension finita, A = (a;;) su
matriz de Cartan (de tipo finito), (d;) € N? minimos tal que d;a;; = djaj; para todo par
i,j €lyqe Gy, N es impar y comprimo con 3. Si ¢;; = q%%i  entonces q = (gij) es de tipo
Cartan, %q es la parte positiva del grupo cudntico pequefio u; (9) v HBq es la parte positiva
del dlgebra envolvente cuantizada U,f (g).

Se puede deducir que 53:1 es efectivamente un algebra de pre-Nichols de %;. Ademas,
GKdim f@/q < oo y por lo tanto ﬁq € Pregrq(V). Por lo tanto es natural preguntarse si el
algebra de pre-Nichols distinguida es eminente. Veremos a lo largo de la tesis que ésto no
ocurre en general pero si en la mayoria de los casos. En particular cuando q es de tipo Cartan
tenemos el siguiente resultado en [ASa]:

Teorema 1.7.6. Sea q una matriz de tipo Cartan con matriz de Cartan X y pardmetro
qg € Gy, N>2. Si(X,N) es diferente a (Ap,2), (Dg,2) y (A2,3), entonces el dlgebra de
pre-Nichols distinguida %Bq es el dlgebra de pre-Nichols eminente de HBq. 0

1.8 | Series de Hilbert y extensiones de algebras de Hopf

Dado que las algebras de Nichols de tipo diagonal son Ng—graduadas, es relevante para este
trabajo estudiar objetos graduados. Ademaés las dlgebras de pre-Nichols distinguidas pueden
presentarse como una extensiéon central de las algebras de Nichols asociadas. Daremos a
continuacién algunas nociones y resultados en estas direcciones.

Definicion 1.8.1. Sea U un espacio vectorial Ng—graduado cuyas componentes homogeneas
tienen dimensién finita, la serie de Hilbert-Poincaré esta definida por

Hy = Z dim U(al"“’ae) tclll .. .t;e S No[[tl, - ,tg”.

(a1,...,a9)ENG
Sea W es otro espacio vectorial Ng-graduado con las mismas caracteristicas. Diremos que
Hy < Hw si
dim U(@130) < dim | (@15-+%0) para todo (a1,...,ag) € NJ.
Ejemplo 1.8.2. Sea (V, %) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal tal que %q es de
dimensién finita. A partir de la Observacion 1.7.4 se tiene que

1 — tNea 1 1 — ¢Nec

Hoa= 11 Ha= 1l v I S

q q q q
aeAJr oze(’)+ ozGAJr—O+

Ejemplo 1.8.3. Sean A y B dos espacios vectoriales Ng—graduados cuyas componentes ho-
mogéneas tienen dimensién finita. Entonces A ® B también es Ng—graduado, ver el Ejemplo
1.4.8, y ademas

Hawp =Ha - Hp,

donde el producto del segundo término corresponde al producto usual de series formales.

Sea H un algebra de Hopf con antipoda biyectiva. Consideremos la siguiente sucesién de
morfismos de dlgebras de Hopf en gyD:

k—A-——C-">5B—k (1.8.1)

Diremos que (1.8.1) es una extension de dlgebras de Hopf trenzadas (ver [AN, §2.5]) si
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(a) ¢ es inyectiva, (c) kerm=Cu(AT) y

(b) 7 es sobreyectiva, (d) A=Cc7, o equivalentemente A = ©7C.

Por simplicidad denotaremos A <5 C —» B en lugar de (1.8.1).
Asumamos que C es conexa (es decir el corradical de C' es k), esto implica que para

. .z 3 ™ . .
cualquier extensién A — C — B, tanto A como B son conexas. Para caracterizar extensiones
en este contexto veamos el siguiente resultado.

Proposicién 1.8.4. [A+, Proposition 3.6] Sea R un dlgebra de Hopf en 1YD. Entonces
B+~ R/RBT, T +—s R™T

es una biyeccion entre conjuntos de subdlgebras coideales a izquierda B de R y el conjunto de
cocientes R-mddulos a derecha coalgebras T de R.

Si B y T se corresponden via la biyeccion anterior, entonces existe un isomorfismo B-
lineal a derecha y T-colineal a izquierda T @ B —» R.

Por lo tanto, para obtener extensiones de C' conexa, es suficiente considerar una de las
siguientes opciones:

o un morfismo suryectivo de algebras de Hopf C' 5B y fijar A= C°7 o
 una subélgebra de Hopf normal A de C, ¢ la inclusién y fijar B = CA™T.

En cualquier caso existe un isomorfismo B-colineal a izquierda y A-lineal a derecha B A ~ C.

Lema 1.8.5. Sea A <5 C - B una extension que preserva la graduacion de dlgebras de
Hopf conexas, trenzadas y Ng—gmduadas con componentes homogeneas de dimension finita.
Entonces Ho = HaHB.

Demostracion. Consideramos el algebra de Hopf H =KkZ° ® H. Entonces todo objeto NY-
graduado U € gyp es candonicamente un modulo de Yetter-Drinfeld sobre H, donde

o la accién de H en U se extiende a una accién de H dejando Z? actuar trivialmente;

e para cada (8 € Ng y u € Upg, la coaccién en u estd dada por

S(u)=BRu_1QueNoHU cC HeU.

Como ¢ y 7 preserva los grados, A <5 €' 5 B esuna extension en la categoria de H-médulos de
Yetter-Drinfeld y podemos aplicar[A+, Proposition 3.6 (d)]: existe un isomorfismo H-colineal
B® A S C, de donde tenemos que He = HaHp. O

1.9 | Resultados preliminares sobre algebras de Nichols

En esta seccién recordaremos algunos resultados sobre dlgebras de Nichols, especialmente de
tipo diagonal, que seran pertinentes para el desarrollo de esta tesis.
En general usaremos el siguiente Lema que vale para espacios trenzados en general.
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Lema 1.9.1. Sean % un dlgebra de pre-Nichols de V tal que GKdim%Z < oo y W un
subespacio trenzado de P(A). Entonces GKdim Z(W') < oo.

Los siguientes resultados son de espacios vectoriales trenzados V' de tipo diagonal, donde
q denotara a la matriz de la respectiva trenza de V.

Lema 1.9.2. [ASa] Sean v,w € T(V) elementos primitivos, no nulos y Z°-homogeneos.
Entonces (ad.v)w es primitivo si y sdlo si q(degv,degw)q(degw, degv) = 1.

Lema 1.9.3. [AAnHI, Proposition 4.16] Sea W un subespacio trenzado de A que tiene un
subdiagrama de la forma § _P__ 3 p+#1. Entonces GKdim (V) = oc.

A continuacién daremos la conjetura que asumiremos en la tesis y resultados relacionados
con ella. Recordar la definicién de sistema de raices y que en particular tener un sistema de
raices finito significa tener una base PBW con finito generadores.

Conjetura 1.9.4. [AAnH1, Conjecture 1.5] El sistema de raices de un dlgebra de Nichols de
tipo diagonal con GKdim finita es finito.

Teorema 1.9.5. [AAnH/, AnG2] La conjetura 1.9.4 es verdadera en los siquientes casos:

e dimV < 3; e V es de tipo Cartan.

Por el Teorema anterior y dado que asumimos la Conjetura 1.9.4 , buscamos condiciones
necesarias (y rapidas de identificar en el diagrama de Dynkin) sobre q para que el sistema de
raices de % sea finito.

El siguiente corolario refiere a un diagrama de rango 2 que aparecera repetidas veces en
el capitulo siguiente.

Corolario 1.9.6. Sea W un espacio vectorial trenzado con diagrama de Dynkin R o,

q # £1. Entonces GKdim B(W) = cc.

El siguiente Lema refiere a los diagramas de rango 3, cuyo grafo es el 3-ciclo, que aparecena
repetidas veces en el capitulo siguiente.

Lema 1.9.7. [H3, Lemma 9 (ii)] Si q es una matriz de rango tres con sistema de raices finito
y vértices 1, 2, 3 tales que q;; # 1 para todo par 1 < i < j < 3, entonces

q12q13G23 = 1, (@12 + 1)(q13 + 1)(q23 + 1) = 0.
Ademas, si q11 = —1, entonces g22q12 = q33¢13 = 1.
El siguiente Lema sera de utilidad cuando supongamos la Conjetura 1.9.4.

Lema 1.9.8. [H3, Lemma 23] Si q tiene sistema de raices finito, entonces su diagrama
generalizado de Dynkin no tiene N -ciclos, para todo N > 4.
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En este capitulo, q = (gij)i je1, €s una matriz de trenza con diagrama de Dynkin conexo
tal que dim %4 < co. En particular el sistema de raices es finito por [H1, §3], y cada g;; es
una raiz de la unidad de orden NN; > 2 (ver Lema 1.9.3). Tal como recordamos en el capitulo
anterior, a partir del Teorema 1.7.2 se puede obtener una lista de relaciones junto con ciertas
condiciones que determinan una presentacién para cada algebra de pre-Nichols distinguida.

El objetivo de este capitulo es probar bajo qué condiciones cada una de las relaciones
de la lista del Teorema 1.7.2 es anulada en toda algebra de pre-Nichols # de %q tal que
GKdim £ < co. Cada relacion listada se estudiard en un lema por separado, aquellos que no
tengan por hipétesis las condiciones originales del Teorema 1.7.2 daran lugar posteriormente
a una excepcion del Teorema 0.0.1. Notemos que todas las relaciones son Ng—homogéneas,
por lo cual las denotaremos por 3, donde 3 € Ng es su grado.

2.1 | [Estrategia general

Sea % un algebra de pre-Nichols de q tal que GKdim # < oo. Para cada uno de los siguientes
lemas asumimos que q satisface las condiciones requeridas en [An2, Theorem 3.1] para incluir
cierta relacién z3 (o las relaciones cuanticas de Serre que se adicionan para dar la presentacion
del lgebra de pre-Nichols distinguida) en la presentacién de e@/q. Supongamos que (la imagen
de) x5 no se anula en #; tal como explicaremos a continuacion, xg es primitivo en %, ver el
Lema 2.1.2. Tenemos asi un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal Vi&kag C P(%) que
satisface GKdim #(Va®kxzg) < oo por el Lema 1.9.1. Por otro lado computamos el diagrama
de Dynkin de Va@kzg (o de cierto subespacio trenzado de V@ kxg), esta tarea es rutinaria
usando la bilinealidad de q. Por el Teorema 1.9.5 y la Conjetura 1.9.4, este diagrama debe
estar dentro de los listados en la clasificacion dada en [H3]; sin embargo esto no ocurre, lo
cual da lugar a una contradicciéon. A veces obtenemos un diagrama de Dynkin que pertenece
a un caso en la que se sabe que la conjetura es verdadera, por lo que no necesitamos dicha
suposiciéon adicional.

El siguiente ejemplo ilustra la estrategia empleada en el Teorema 3.1.1 del proximo capi-
tulo, empleando los lemas desarrollados en este capitulo.

Ejemplo 2.1.1. Sea q de tipo A3(q|{2,3}), ¢ € Gy, N > 3. Su diagrama de Dynkin es:

—1

I
wo

El dlgebra de Nichols distinguida f@/q estd presentada por generadores x1,x2,x3, y relaciones

z13 =0, z112 = 0,

2 2
.T2 = 0, ZE3 = 0, [xlgg,xﬂc = 0.

31
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Sea % un algebra de pre-Nichols de q con GKdim finita. Observando la presentaciéon de f@;
notemos que x3, % y x13 son minimales (respecto al grado). Luego, por el Lema 2.1.2 tenemos
que 73,23, 113 € P(%). De este modo los Lemas 2.3.1 y 2.2.1 implican que 23 = 23 = 213 =0
en %A. Observando nuevamente la presentacion de 53:1 notamos que todas las relaciones de
menor Nf-grado que [r123, Z2). (es decir, x3,713) se anulan en %, luego por el Lema 2.1.2
deducimos que [z123,72]c € P(#). Ahora, usando que [r123,72]c € P(#) y el Lema 2.3.4
tenemos que [z123,22]c = 0 en Z. Como todas las relaciones de la presentacion de %q son
anuladas en % entonces existe una proyecciéon w : ﬁq — % que es morfismo de algebras
de Hopf trenzadas graduadas. Como % era un &lgebra de pre-Nichols con GKdim < oo
arbitraria, entonces @Jq es algebra de pre-Nichols eminente de q.

Como lo hemos mencionado, la primera tarea a realizar en este capitulo es chequear si las
relaciones de todas las algebras de pre-Nichols con GKdim < oo son primitivas. Para ello nos
serd util el siguiente resultado, que nos permitird probar este hecho de modo recursivo en el
grado de la relacién. Versiones similares de este resultado aparecieron en [AnG1, An2].

Lema 2.1.2. Sean I C J dos ideales de Hopf N§-graduados de T(V), B :=T(V)/I, y S un
sistema de generadores Ng—homogéneos de J. Consideremos un elemento homogéneo x € J,
ysea Yo ={y€ S:deg(y) < deg(x)}. Si Y, C I, entonces x € P(A).

Demostracion. Como J es un coideal y el coporoducto es Ng—homogeneo, entonces existen ay,
by, ¢y, dy, ey, fy € T(V) tales que

AX)=10x+x@1+ Y ayyby ®cy +dy @eyyfy € T(V)QT(V). (2.1.1)
yEYx
Sabemos que y = 0 en Z para todo y € Yx entonces x € P(A). O

En particular, podemos aplicar el Lema 2.1.2 en J = fq, el ideal que define el dlgebra
de pre-Nichols distinguida. Esto nos permitird probar que los elementos que definen el ideal
del algebra de pre-Nichols distinguida son primitivos en cualquier dlgebra de pre-Nichols con
GKdim finita (salvo quiza en los casos excepcionales estudiados en el tltimo capitulo).

2.2 | Relaciones cuinticas de Serre

A continuacién, analizaremos distintos casos de la relaciéon cuantica de Serre: en los primeros
casos cuando m;; = 0, y luego algunos casos en que m;; > 0. Notar que (ad, xi)miﬁlxj es
primitivo en %q(V') por [H4, (4.45)], ver también [AS2, Lemma A.1].

2.2.1 | Relaciones cuanticas de Serre con m;; =0

Lema 2.2.1. Sean i,j € Iy tales que m;; = 0. Asumamos que se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

(a) ord g + ordg;; > 4,
(b) giigj; =1 y existe k € Iy — {4, j} tal que GipGjr, # 1.

Entonces x;; =0 en 2.
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Demostracion. Sean xg := x;; # 0y ' la matriz asociada a la trenza de V +kxzg. Notar que:
~ 9 ~ 9 _
i = 4 458 = 45 4ss = 4iid5;5

(a) Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Como el diagrama Dynkin es conexo, existe r > 1y
vértices 41,142, ...,%, tales que G, # 1 # Gi,; ¥ Gisi,,, 7 1 para todo 1 < s < r — 1. Notar
que g2 =10 qJQ-j = 1: de lo contrario, el subgrafo formado por los vértices 3, 1,11, 9, ..., 4y, J
en el diagrama de q’ es un (r + 3)-ciclo, lo cual no es posible por el Lema 1.9.8. Podemos
suponer sin perder generalidad que g% = 1, luego por el Lema 1.9.3 tenemos que g;; = —1.
Por hipétesis ord gj; > 3, ademés el diagrama de Dynkin de kx; © kxg es

qjj 955 —4jj
Q — O
J B

que no se encuentra en [H3, Table 1], lo que contradice el Teorema 1.9.5 luego x5 # 0.
(b) Como qis = Gixqjk €l diagrama de Dynkin del subespacio trenzado kg @ kxy, es

qkk gzkgjk 1
O —8 O
k B
luego el Lema 1.9.3 nos conduce a un absurdo y por lo tanto xg = 0. O

Observacion 2.2.2. Las hipétesis de este lema contienen las condiciones extras (a) o (b), que
no estan presentes en el Teorema 1.7.2. Por inspeccién, el Unico diagrama de la clasificacién
de [H3] que tiene la relacion z;; = 0 en su presentaciéon pero que no satisface las condiciones
anteriores es As(¢q|{1,2,3}) con q € Gu.

. , . mgi+1
2.2.2 | Relaciones cuanticas de Serre, m;; >0, ¢;7 #1
Primero requerimos el siguiente Lema auxiliar.

Lema 2.2.3. Sean i,j € Iy tales que:

—maj(mig+l) 2 _ 4

e mij >0, e ordgii = mij + 2, * G i

Entonces g;; = qj; = (Z;l € Gy ymy = 1.

Demostracion. Utilizando las hipotesis fijadas:

—mgj(mi;+1) 2 (mig+1)\ 7 9 —1\—my; 2 _ Mij 2 _ -2 2
=g, "7 g = (qu ! ) a5 = ()" a5 = a4 45 = 4 G5
. . . Qii q;mij —Qii
Entonces ¢; = %qj;. Si ¢j; = —qi, el diagrama de Dynkin de kz; 4+ kz; es © o

y no se encuentra en [H3, Table 1]. Luego ¢;; = ¢;; y nos queda el subdiagrama de Dynkin

i q;mij i . . —myi .
kS % , que es de tipo Cartan con matriz de Cartan ( 731”, 'y ) Como GKdim %4 <
o0, resulta m;; = 1y asi ¢ = qj; = (Z;l € Gh. O

Lema 2.2.4. Sean i,j € Iy tales que m;; >0 y qf'?w'“

i # 1. Asumamos que se cumple alguna
de las siguientes condiciones:
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-1
(a) El diagrama de Dynkin de kx; @ kz; es diferente a §L 38 ,q € Gf,

(b) mij =1, ¢ = ¢ = (Zgl € G, y existe k € Ig — {i, 7} tal que (fk(j]k #1.
Entonces (ad. ;)™ x; =0 en B.

Demostracién. (a) Denotemos ¢ = gi;, m = m;j. Supongamos que zg := (ad. x;)™ 'z, # 0.
Por definicién de m tenemos que ¢"q;; = 1, ademds, por hipétesis del diagrama de Dynkin y
por el Lema 2.2.3 entonces ¢"12 #£ 1 6 q_m(m“)quj # 1. Luego el diagrama de Dynkin del
subespacio vectorial trenzado kz; ® kz; © kxg es

=.0Q

Analizaremos distintos casos que surgen al considerar cuantas aristas existen (es decir, cuéantos
Grt no son 1): notemos que ¢~™ # 1 ya que m > 0 por hipdtesis.

Caso 1 ¢ # 1 para todos r,t € {i,j, 5}, r # t. Por el Lema 1.9.7,

1= qua],@alﬁ _ q_mqm+2q_m(m+l)q]2'j — q2_m(m+1)q]2'j-
Ademas, entre los valores gj;, ¢ y qm“qjj hay un —1.
e g =—-1. Comom >0y m < ordgq—1 = 1, se tiene que m = 1. Pero entonces
Z”jﬂ = (=1)2 =1, lo cual es una contradiccién.
o QJ] = —1. POI‘ el Lema 197, m = 1 y 1= (qm+1qjj)(q_m(m+l)quj) — —ql_m2 = —17 que

es un absurdo.
e ¢"lgj; = —1. Porel Lema 1.9.7, 1 = g™ = g™ y

1= (gj;)(q ™™ g2) = g mmeaames. — g2mgd
Entonces —1 = (—1)3 = (¢™1g;;)3 = (¢*™T3¢2™) = ¢™*3 = 1, absurdo.

Caso 2 ¢™*2 = 1. Por hipétesis, g;5 = q_m(mﬂ)q?j # 1. Nos queda el diagrama:

=.0Q
<
=0

que no corresponde a ningin diagrama de [H3, Table 2] notando que:

* Qi # s
o qii # —1# qap.
* 4iqps = 455 Y 4458 = qu'j'
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e Si Qii = (Z;l y qj; = —1, entonces Q;; = ly q§5aj5 = -1 7& 1 (q55 7& (F]Vj_ﬂl).

m(m+1)

Caso 3 q_m(m+1)q]2-j = 1; es decir, q;; = ¢~ 2 . Por hipétesis, ¢™2 # 1. Luego el
diagrama de Dynkin de kxz; ® kx; @ kzg es conexo, mds ain es el siguiente

(m+1)2(m+2) 42 m(7r2L+1)

vq qm q qgm vq

o o o ve{-1,1}.
8 i J

Se puede ver que no esté en [H3, Table 2] notando que:
o qi # —L « 4= Gijdip. * 488 = 4ijQipdii

Asf los tres casos posibles nos llevan a un absurdo, con lo cual xg = 0.
(b) Supongamos que x5 # 0. Tenemos que gz = (}?k(jjk, entonces el subdiagrama de Dynkin

~y ~
ke 9ik95k
o

de kzg + kxy, es 5. Asf obtenemos un absurdo por el Lema 1.9.3. O

Observacion 2.2.5. Las hipotesis de este lema difieren de las de la relaciéon correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspeccién, el tnico diagrama de la clasificacion de [H3]
que tiene la relacion (ad. xi)mijﬂx]’ = 0 en su presentacién pero que no satisface las hipotesis
anteriores es el de tipo Cartan Ay con ¢ € Gf.

. , . mi;+1
2.2.3 | Relaciones cuanticas de Serre, m;; >0, ¢;” " =1
A continuacién nos ocuparemos de las relaciones cuanticas de Serre (ad. ;)™ z; cuando

mii+1 .. . .7 7
.~ = 1. Con estas condiciones estas relaciones aparecen en la presentacioén de las algebras

de pre-Nichols distinguidas.

Lema 2.2.6. Sean i,j € ly tales que ql-;mij = @ij = qi;. Asumamos que se cumple alguna de
las siguientes condiciones:

(a) a5 # =1,

(b) mij Z 2,

(c) mij =1, gii = —1 y existen k € Ig — {i,j} tales que (j]k,(}fkijjk #1.

Entonces (ade ;)™ z; =0 en B.

Demostracién. Supongamos que zg = (ad. ;)™ lz; # 0. Notemos que jz = @?”quzj,

Gip = Gij ¥ 488 = 'qvlrjn” +1qjj. Asi el diagrama de Dynkin del subespacio vectorial trenzado
kz; +kz; +kwg es

djj qij qii

qij
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Si gj; # —1, entonces ¢ij, i3, ;3 # 1. Si gi; # —1, entonces los 3 vértices tienen etiqueta
distinta de -1 y el Lema 1.9.7 implica que GKdim %5 = co. Si ¢;; = —1, entonces es rapido
chequear que el diagrama no esté en [H3, Table 2].

Si gj; = —1, entonces m;; > 2, luego ord ¢;; > 3 y nos queda el diagrama
-1 qii Qii Qii -1
° ° o,
J @ g

que no estd en [H3, Table 2]. En ambos casos obtenemos un absurdo. Asi zg = 0.

(¢) Supongamos que x5 := (ad.z;)%x; # 0. Tenemos que qxg = Gdix # 1Y Gig = ¢3 = —1.
Como ¢, # 1, el diagrama del subespacio vectorial trenzado kx; + kx; + kxy + kzg contiene
un 4-ciclo, lo que contradice el Lema 1.9.8. Por lo tanto zg = 0. O

Observacion 2.2.7. Las hipotesis de este lema difieren de las de la relacion correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspeccién, los tnicos diagramas de la clasificacién de
[H3] que tienen la relacién (ad.z;)™9a; = 0 en su presentacién pero que no satisfacen las
hipétesis anteriores son de tipo Cartan Ay o Dy con g = —1.

2.3 | Relaciones que aparecen frecuentemente

A continuacion estudiamos otras relaciones que no son de Serre pero que aparecen en muchas
de las presentaciones de las algebras de Nichols clasificadas en [H3].

Lema 2.3.1. Sea i € Iy un vértice que no es de Cartan tal que ¢; € Gy, N > 2. Entonces
N

Demostracion. Como i no es de Cartan, existe j # i tal que g;; ¢ {¢;" : n € No} = Gn.
Supongamos que zg := va # 0. Entonces kxg + kz; C P(#) es un subespacio trenzado de

14 ay N .
tipo diagonal con diagrama de Dynkin: o —- Y Como qf}’ # 1, GKdim Z(W') = oo por
el Lema 1.9.3. Pero esto es una contradicciéon del Lema 1.9.1. Por lo tanto x5 = 0. O
Lema 2.3.2. Sean i, j € Iy tales que g;; = Gij = qj; = —1. Asumamos que existe k € Ip—{1, j}
tal que (}?kcj?k % 1, entonces :U?j =0.
Demostracién. Supongamos que g := x%j # 0. Computando el diagrama de Dynkin del

subespacio vectorial trenzado kz, + kzg tenemos que qgg = 1, qgr = cfk@?k # 1. Luego por
el Lema 1.9.3 tenemos una contradiccion, entonces x?j = 0. O

Observacion 2.3.3. Las hipotesis de este lema difieren de las de la relaciéon correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspeccién, los tnicos diagramas de la clasificacién de [H3]
que tienen la relacion a:?j = 0 en su presentacion pero que no satisfacen las hipétesis anteriores
son de tipo Cartan Ag o Dy con ¢ = —1.

Lema 2.3.4. Sean i, j,k € I tales que qj; = —1, @i = Gijqjr = 1 y ¢;j # £1. Supongamos
que vale alguna de las siguientes condiciones:

(a) qii =—1 o qu, = —1,

(b) giiqrr =1 y existe un € € Iy — {3, j, k} tal que Gi¢ # 1 = qju = Gre,
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(¢) qiiqrk =1 y existe un € € Iy — {i,7,k} tal que cj?e #1 = Qi = Qe,

(d) Giigrr =1 y existe un £ € Ig — {i, j,k} tal que gre # 1 = Gje = Gie-
Entonces [ijk, xj]c =0 en A.
Demostracion. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que zg = [2;jk, Zj]c # 0. De-
notemos ¢ = jx = G, -

(a) Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢; = —1. El diagrama de Dynkin del sube-
spacio vectorial trenzado kxz; + kz; + kzy + kzg es

-1 q —1 q qkk
o o o
i 7 k
q 2 Aﬁk
—qkk
o
B

Si q2q,%k # 1, el diagrama anterior es un 4-ciclo, luego por el Lema 1.9.8 tenemos una
contradicciéon. Asumimos entonces que q2q,%k =1, es decir g, = £¢~ 1, con lo cual el diagrama
de Dynkin de kz; + kx; + kzy, + kzg es

—Qkk q 2 -1 g ! 1 q ik
o o .
B )

Este diagrama no aparece en [H3, Table 3] ya que no hay diagramas tales que

e Los vértices centrales son —1.

e Los vértices de los extremos son opuestos y ambos distintos de —1.

De esta forma z3 = 0 en Z.
Ahora probemos (b), (¢) y (d). Computando el diagrama de Dynkin de kxzg + kay, g =
GGk =1y qug = (Z@?]?Z(M # 1 lo que contradice el Lema 1.9.3. Asi, zg = 0 en £. OJ

Observacion 2.3.5. Las hipotesis de este lema difieren de las de la relacion correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspeccidn, los tnicos diagramas de la clasificacion de [H3|
que tienen la relacién [z, z;]c = 0 en su presentacion pero que no satisfacen las hipétesis
anteriores son de tipo Cartan Ay o Dy con ¢ = —1, y As(q|{2}), con ¢ € G.

Lema 2.3.6. Sean i,j € Iy tales que:
qiiGij € Gg U G%, qj; = —1, o bien q;; € Gg 0 mj; > 3,
entonces [Ziij, Tijle = 0.

Demostracion. La prueba sigue los mismos pasos que [An2, Lemma 4.3 (i)]. Supongamos que
xg =[xy, ij]e # 0. El diagrama de Dynkin de kz; + kx; + kag es:

&Y

“-O.I_.
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Si gi; € GY, llegamos a un absurdo por el Lema 1.9.3, ya que (75 #1o (”jé # 1.

Asumimos ahora m;; > 3: el diagrama anterior es conexo, luego, por el Teorema 1.9.5
deberia aparecer en [H3, Table 2]. Este hecho no es posible observando que el tinico diagrama
en [H3, Table 2] con algin m,s; > 3 es el primero de la fila 7. Eso forzaria Ejf’j = 1 (para

desconectar j con f3), g;; = qif’ = —1 (para que el subdiagrama de i y j sea de tipo Cartan
G2), lo cual es un absurdo. Por lo tanto zg = 0. O

Lema 2.3.7. Sean i, j, k € Iy tales que q;; = £¢;; € Gf, Gir = 1 y vale una de las siguientes
condiciones:

(&) @5 = =1, @ij = Q5 - (b) ¢j;' = G@ij = G # —1.
Entonces [xiijk, Tijlc = 0.
Demostracion. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que g := [Tiijk, ZTijlc 7# 0y
denotemos £ = ¢;;. Tenemos que en kz; + kz; + kxy, + kag:
~ ~2 2 ~ 4 ~3~
ks = 95k9kk> 4i8 = 4549495k
~ 6 ~2 2 9 4 ~6~2 4 =9
qip = 995 = & #1, a8 = 45;959kk 9595k = 45;9kk9 k-

Asumimos primero que vale (a). En este caso el diagrama de Dynkin de kz; +kx; + ko +kag
es

3 +¢ —1 +e1t qkk
(@] (@] (o]
i j k
5—1
3 22,
E 2 qux
0
B

Luego 4, j, 8 forman un 3-ciclo: por el Lema 1.9.7 ¢;;G;; = +£* = 1. Absurdo.
Asumimos ahora que vale (b). El diagrama de Dynkin de kx; + ka; + kxy + kag es:

§ +¢ Tt +£ Kk

[¢] o @]

i j k

\ o
Eakk
()
B
Siqrg = §2q,§k # 1, entonces el diagrama es un 4-ciclo, lo que contradice el Lema 1.9.8.

Si g = &', entonces g8 = 1y ¢ig # 1 que contradice el Lema 1.9.3. Finalmente, sea
qrr = —& 1. El diagrama de Dynkin de kz; + kz; +kxy +kxg es:

& £=S +£1 +£ -t
6 0
i J

1 52
o

=0

que no pertenece a [H3, Table 3] notando que:
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e Sélo un vértice tiene etiqueta = —1, y es un vértice de un extremo.

En cualquier caso obtenemos un absurdo, de donde x5 = 0. 0

Lema 2.3.8. Sean i,j,k € Iy tales que gj, Gk, Gji 7 1. Entonces

1-4g:
dik ) [xika xj]c-

Tiike = qii(1 — Qi) T4 — ——20—
ij i5( k)T g (L — Gin

Demostracion. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que

_ 1 — gk
3 1= Tijk — Qi (1 — @) jxi + ————=—|Tik, Tj]c # 0.
B ij i ( J )T ij(l—q@'k)[ ik Tjle

Entonces el diagrama de Dynkin del subespacio vectorial trenzado kx; +kz; + kzy +kzg es:

@ (2.3.1)

Por el Lema 1.9.7 existe ¢ € {i, j, k} tal que goe = —1. Supongamos que existen {1, s € {i, 7, k}
distintos tales que g ¢, = qu,e, = —1: entonces ggy, , e, 7 1 y por lo tanto 2.3.1 contiene un
4-ciclo, lo cual contradice el Lema 1.9.8. Asi existe un tnico ¢ € {i, j, k} tal que qp = —1:
por la simetria en 2.3.1 podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢; = —1 # ¢;;, Qi

Por el Lema 1.9.7 tenemos que ¢;;¢i; = 1 = qurix. Ademas, ¢;3 = @;1 # 1. Como 2.3.1

no puede contener 4-ciclos, se tiene que qujcjﬁgl =1= q,%kcji;-l. Denotemos g = g;j. Entonces
2 ~1 _ ~—2~m1 _ ~—1 2 ~1 _ ~2~-1 _ ~—1
1= 9559 = %5 9k = ;5 ¢,1 = QGer; = Qg 45 = i 9

con lo cual g;; = ¢ix = q. Ademas ¢;; = qur = qil, qps = —cf2 y 1= Gijqrqix = q3. El
diagrama de Dynkin de kz; + kz; + kay + kg es
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que no pertenece a [H3, Table 3]: en efecto, la tinica etiqueta igual a —1 la tiene el vértice de
grado 3. Asi zg = 0. O

Lema 2.3.9. Sean i,j,k € I tales que G = 1, qj; = qii = —1 y ¢ = ‘?ﬁcl # 1. Sique # —1
0 (73 # 1, entonces [[xij, Tiji)e, Tjlc = 0.

Demostracion. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xg := [[Zij, Tijk)c, Tj]c 7 0.
El diagrama de Dynkin de kz; + kz; + kxy + kxg es

~—2

-1 i -1 45 ark
(] O
J k
a?jqik
—dkk
[e)
B
e Sigqu = —1, entonces Ej% # 1 por hipdtesis: el subdiagrama determinado por ¢ y u es como
en el Lema 1.9.3, absurdo.
e Si (jf’j = 1, entonces qzk # 1, y el subdiagrama determinado por ¢ y u es como en el

Corolario 1.9.6, absurdo.
e Si q%k,c}% # 1, 4,7, k, 8 forman un 4-ciclo, absurdo por el Lema 1.9.8.
Del analisis de todos los casos, concluimos que zg = 0 en 4. O

Observacion 2.3.10. Las hipétesis de este lema difieren de las de la relacién correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspeccién, el inico diagrama de la clasificacién de [H3] que
tienen la relacion [[xi;, Zijk)e, j]c = 0 en su presentacién pero que no satisface las hipotesis
anteriores es de tipo g(2, 3):

& -1 & =1

—1
o @) o .

Lema 2.3.11. Sean i,j,k €Iy y ¢ € k — (G U G3) tales que
qii = qj; = —1, qij = q, G = a7 = G, qir = 1.
Entonces [[xij, [xij, Tijk]cles 5]e = 0.

Demostracion. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que 23 := [[Zij, [ij, Tijk)cle, Tjle 7
0. El diagrama de Dynkin asociado a kxz; + kz; + kxg + kg es

-1 q -1 q q
o O o
i 7 k
q* q S
-
O
B
3 q—G _ 3

Si g ¢ Gj entonces el subdiagrama de vértices k, 5 es % d con ¢ # £1, con-

tradiccién proveniente del Corolario 1.9.6.
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. . P . -1 ¢t 1
Si g € Gj, entonces el subdiagrama de vértices 7,3 es o o y tenemos una con-
tradiccién con el Lema 1.9.3.
En cualquiera de los casos concluimos que 23 = 0 en Z. O

Lema 2.3.12. Sean i, j, k € Iy tales que q;; = (71;1 = qjr € G, @iy =1, y 0 bien q;; # —1 o
qkk # —1. Entonces [[xijk, Tjlc, ¢l = 0.

Demostracion. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que zg # 0. el diagrama de
Dynkin de kz; + kz; + kg, + kg es

—1 -2

Qii 9 43535 95; Akk
O o o
i 7 k
qui qlzk
qiidkk
o
B
e Si g = —1, entonces g;; # —1 por hipotesis, y el subdiagrama de vértices ¢ y 5 es como
en el Corolario 1.9.6, absurdo.
e Sig; = —1, entonces qrr, # —1, absurdo por el Corolario 1.9.6.

e Siqi,qur # —1, 1,5, k, 8 forman un 4-ciclo, absurdo por el Lema 1.9.8.
De todos los casos concluimos que 3 = 0 en Z. ]

Observacion 2.3.13. Las hipétesis de este lema difieren de las de la relacién correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspeccion, el unico diagrama de la clasificacién de [H3|
que tiene la relacién [[xijk, Zj]c, 2] = 0 en su presentacion pero que no satisface las hipétesis
anteriores es de tipo g(2, 3):

-1 & ¢ ¢

—1
[e) (¢] o .

Lema 2.3.14. Sean i,j,k € Iy tales que q;; = (}f’] = qix € Gy y ¢ix = 1. Entonces
[Tk Tjles Tjle, 5] = 0.

Demostracion. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos ahora que xg := [[[Zijk, Tj]c, Tj]c, Tj]c #
0. El diagrama de Dynkin de kx; + kx; + k), +kxg es

qii q q q qdkk
e} e} o
% 7 k
2 2
a5 Tk
qiiqkk
e}
B

Si qi; # —1 # qgk, entonces los vértices i, j, k, 8 forman un 4-ciclo, lo que contradice el Lema
1.9.8. En otro caso, por inspeccién vemos que ¢; = —1 o qx, = —1. Sea ¢ € {i, k} tal que

2
que # —1, entonces el diagrama de Dynkin de kxy + ka, es % _ % ~2 que es un absurdo
por el Corolario 1.9.6. Asi x5 = 0. O



42 Resultados generales de algebras de pre-Nichols con GKdim finita.

Lema 2.3.15. Sean i, j, k € ly tales que q;; = q;j = —1, qj; = (]le # —1 y qix = 1. Entonces
(@35, Zijkle = 0.

Demostracion. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xg := [2;j, Zijk)c # 0. El
diagrama de Dynkin de kx; + kz; + kxy + kg es

-1 -1 55 95 qrk
o (o) O
3
95 2,
955 Tk
(o)
quj(Ikk

Notemos que qxr # —¢jj, pues en caso contrario el subdiagrama determinado por j y k no
estd en [H3, Table 1]. Por inspeccién, hay 3 casos posibles:

. q?j # 1, ¢3 # q]2-j: Los vértices i, 7,8 forman un tridngulo. Por el Lema 1.9.7, 1 =
4ikqki8 = q,%k, luego qxr, = —1. Nuevamente por el Lema 1.9.7 tenemos 1 = qrgqgs = —1,
absurdo.

. qj??j =1, qzk + qJQ-j. Tenemos el siguiente diagrama de Dynkin

-1 -1 9jj 9 ik
(@]

<
=0

Mirando [H3, Table 2], la tinica posibilidad es gx = —1. Luego el diagrama de Dynkin de

—2 2

i %

o" que no pertenece a [H3, Table 1].

kxy + kg es o

. qj??j #1, qzk = qJQ-j: El diagrama de Dynkin de kx; + kz; + kzy, + kzg es

-1 -1 4jj 95 4jj
o (]

y no pertenece a [H3, Table 3] ya que el vértice de grado 3 tiene una etiqueta distinta de
—1 y una de las aristas tiene etiqueta —1.

En cualquier caso se obtiene un absurdo. Asi se deduce que zg = 0. 0

Lema 21.3.16. Sean i,j,k‘,f S ]19 qrk = —1, qjj@j = qjjqjk = 1, azk = Z]vil = C_ng =1 Y
T = Qg = Que- Entonces [[[Tijre, he, Tjle, Thle = 0.
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Demostracién. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que 23 := [[[Zijke, Tkle, Tjle, Th)e F#
0. Denotemos q¢ = ¢;; y p = ¢;;- El diagrama de Dynkin de kx; + kz; + kxy +kz, + kg es

Por el Lema 1.9.8 tenemos que q € G}, p = £¢q € G). Luego el diagrama de Dynkin de
kx; + kxy + kry + kag es

-1
e}

o
|
=05

+4
o
B

Este diagrama no pertenece a [H3, Table 3] pues:
o Los vértices de grado 1 tienen por etiqueta una raiz de orden 4.
o Los vértices de grado 2 tienen etiqueta igual a —1, al igual que la arista central.

e Uno de los vértices de grado uno satisface que el producto de su etiqueta por la etiqueta
de su arista adyacente no es igual a 1.

Absurdo, luego x5 = 0. O
Lema 2.3.17. Sean i,j,k,l €1y yq €k — (Ga UG3) tales que

Qe = Grp" = Qrk = @}1 =q¢* qj=-1, qi= @]_-1 =q¢ 3  Gr=Gu=qu=1.
Entonces [[[%ijk, Tjles [Tijres T5)eles Tjkle = 0.

Demostracion. Supongamos que xg := [[[Tijk, Tjle, [Tijre; Tjle)e, Tjk]e 7 0. Entonces en ka; +
kz; + kzy + kzy + kxg tenemos que:

Gis = Gy = 4 # 1, Gep = dipdip = 4> # 1
Luego 14, j, k, £, B forman un 5-ciclo lo que contradice el Lema 1.9.8. Asi x5 = 0. O

Lema 2.3.18. Sean i,j,k, L €1y yq €k — (GaUG3) tales que

2

qz‘i:@;1=q, ae =—1, ¢ = dre = ¢°, aj_]gl:%'j:(b gik = Qie = qje = 1.

FEntonces

([@ijies T5)es Thle — aik(@ — Ol[@ijres The, 25]c = 0.
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Demostracién. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que zg = [[Zijke, Tjle, Thle —
qjk(q2 — @)|[®ijre; Tr)e, T5]c # 0. El diagrama de Dynkin de kx; 4+ ka; + kay + ko + kag es

2 -2

P q qg ¢t -1 ¢ g3
(@] (@] (] (@]
i j k ¢

q

q

(]

B

El subdiagrama de vértices 7, k, ¢, 5 no pertenece a [H3, Table 3]: en efecto, la tnica etiqueta
igual a —1 la tiene el vértice de grado 3 y ggg = qxg. Contradiccién, por lo tanto xg = 0. [J

Lema 2.3.19. Sean i,j,k € Iy y q € k — (Gy UG3) tales que
Gi=—q" qj; = —1, dij = ¢*, Gk =q° = q » Gix = 1.
Entonces
ik
1+g¢
Demostracién. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xg # 0. El diagrama de
Dynkin de kx; + kx; + ki, + kg es

[T, [Tijk, Tle)e (i, Tijile + (@71 — ¢ a@ijqnTijrai; = 0.

" g2 1 g3 e
o) ¢ 0.
7 j k

O

Este diagrama no pertenece a [H3, Table 3]: si ¢ € Gf se tiene que mjg =5, y si ¢ ¢ Gj
la tinica etiqueta igual a —1 la tiene el vértice de grado 3, qgg = gj3. Asi xg = 0. 0

Lema 2.3.20. Sean i, j, k € Iy tales que se cumple alguna de las siguientes condiciones:
(a) @ij = qj5=—1 Yy g = —q;;, € Gh, G = 1;

() qer = Gix = ¢j5 = =1 Yy qii = —Gij € G5, G = 1;

(©) ¢jj=—1 G =" # 1, o = T = —Gy> G = 15

(d) gii = qjj = qrx = —1, —Gij = Gjr. € G5, Gix = 1.
Entonces [[xij, Tijk)e, j]c = 0 en A.

Demostracion. Supongamos que xg := [[Zij, Tijkc, 5l # 0.

(a) Tenemos que Gig = —qis # 1, ;3 = @i # 1, entonces el diagrama de Dynkin de kx; ®ka; &
kz es un (conexo) tridngulo. Como GKdim % < oo, el Lema 1.9.7 implica que ¢;;¢;3¢:3 = 1,
pero esto significa que ¢;;Gj1 = 1 que contradice g; = —cjjzk € G5.

(b) Asumiremos la Conjetura 1.9.4. En este caso ¢;3 = —¢;i y kg = —1, entonces el Diagrama
de Dynkin de kz; @ kz; @ kay, @ kag contiene un 4-ciclo, esto contradice el Lema 1.9.8. (c)
Como ¢ = q;; 241y qkg = q,;kl # 1, el argumento anterior se aplica nuevamente.

(d) En este caso qsg = 1y ¢ig = —1, entonces el dlgebra de Nichols kx; @ kx s tiene dimension
de GK infinita por el Lema 1.9.3. O
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Lema 2.3.21. Sean i,j,k € Iy tales que qrr = qj; = (jij_l = cjjk_l €Gy, G =1yq; = qgk.

Entonces ([T, Tiijk|e, Tijle = 0 en A.

Demostracion. Supongamos que xg = [[Ziij, Tiijk|e, Tijle 7 0. Como qgg = quk Y Qkg =
G = (gf)~* la trenza de W := kay, @ kzg C P(%) es de tipo Cartan Afin Ag). Entonces
GKdim Z(W) = oo por [AAnH4, Theorem 1.2 (a)], contradiccién. O
2.4 | Relaciones poco frecuentes

Ahora consideremos las relaciones restantes en [An2, Theorem 3.1]: cada una de ellas aparece
para muy pocos diagramas con sistema de raices finito.

Lema 2.4.1. Sean i,j,k € 1y tales que q;; = (Yij_l € Gy, gj; = (”jjk_l =q¢, Gr=1Yqx = 5.
Entonces [[xijk, Tjle, Tr)e = (1 + (ij)_lqjk[[:cijk,azk]c,xj]c en AB.

Demostracion. Si zg = [[@ijk, Tiles Tile — (1 + Qi) " il[Tijns Trle, Tjlc # 0, entonces W :=
3

qg donde ¢ := ¢ € Gj.

kxy, @ kxg C P(A) tiene el siguiente diagrama de Dynkin %

Como este diagrama no aparece en [H3, Table 1], [AAnH4, Theorem 1.2 (b)] asegura que
GKdim Z(W') = oo, lo que contradice GKdim % < oc. O

Lema 2.4.2. Sean i, j,k € Iy tales que q;i = que = —1, G = 1, Gij € G5 y ¢j; = — Q. = £qi5-
Entonces [z, zjjik]le = (1 + quj)q,;jl [Tijk, 5] + (1 + quj)(l + qj) T en B.

Demostracion. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que

vp = [z, ziirle — (1 + 45 i wile — (L4 ¢35) (1 + 455) i win # 0.

Entonces en el diagrama de Dynkin de kz; ® kz; ® kxy, @ kag se tiene que gg; = qgr = E]Qw y
por lo tanto contiene un 4-ciclo. Contradiccién, luego xz = 0 en 4. O
Lema 2.4.3. Sean i,j,k,{ € Iy tales que Gjr, = Gij = q;jl € GyUGy§, g = que = —1,

@it = Gie = Qe = 1 y @ = Qew- Entonces ([xij, [Tijre, Trcles Tjr)e = 0 en B.

Demostracion. Si xg = [[Tijk, [Tijke, Thle)es Tjkle 7# 0, entonces kx; @ ka; @ kag tiene el sigu-
iente diagrama de Dynkin:

Aau
O
1 IB _5
7 X q = q;; € G} U Gg,
-1 q ! q
o o,
i J

que no tiene sistema de raices finito pues g;3q;gqi; = ¢~ # 1 1o que contradice el Lema 1.9.7.
Luego xg = 0 en 4. O

Lema 2.4.4. Sean i,j,k, ¢ € Iy tales que se satisface alguna de las siguientes condiciones:

() gk = =1, @i = G =43, Qee = 4z’ = Cjo Gk = 435 ¥ Gk = Goe = Gjo = 1;
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(i) g = 671»]-_1 =g =G, G =Gk = Gk = —1 Y G = Gie = Gje = 1;

o~ / T e _ ~ o~

(i) ¢j; =5, €Gh ¢ =G5 =qu=0qQy = —%j, &k =—1Y Gr, = Gie = Gje = 1.
Entonces [[Zijee, Tjles Thle = Gir(G; " — 4j)[[Tijhe, Thle, 5] en B.
Demostracion. Supongamos que xg := [[Tijke; Tjle, Tile — qjk(cji]_-l — gij)l[Tijre Th)e, xj]e # 0.
(i) Esto es [AnCSa, Lemma 3.24].

(i) Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Tenemos que kz; @ kz; @ kay, ® kay @ kag C P(A) tiene
diagrama de Dynkin

—qis

Por inspeccién este diagrama no aparece en [H3, Table 4]. Contradiccién, por lo tanto zg = 0
en A.
(iii) El espacio vectorial trenzado kx; @ kxg tiene sistema de raices finito por el Teorema

—9i5 953

g , no pertenece a [H3, Table 1].

1.9.5 pero el respectivo diagrama de Dynkin es qéj
J

Contradiccion, por lo tanto zg3 = 0 en 4. O
Lema 2.4.5. Sean i,j,k € Iy tales que @i = 1, @i = G = —q@ir € G5. Entonces
[, [2ij, Tik)cle = —QningjiTiiks Tijle — Qi en B.

Demostracion. Como kx; @ kz; @ kxy, tiene un sistema de raices finito, [H3, Table 2] implica
que g¢j; = —1y qu € {-1,—¢q; "'}
Supongamos que xg 1= [Tj, [Tij, Tik)e)e+ ik Gikji[Tiik, Tijle+qijTij i # 0. El diagrama de

P
Dynkin de ka; ®kzg es d := qéz il %kk . Si grr = —1, entonces GKdim #(kz; kxg) = oo
(]
por el Lema 1.9.3. En este caso g = —qz-gl, el sistema de raices de d es infinito por [H3,
Table 1], luego GKdim #(kx; @ kxg) = oo por el Teorema 1.9.5. O

Lema 2.4.6. Sean i,j,k € Iy tales que q;; = qur = @i = —1, ¢ii = —Gij € G5 y g, = 1.
Entonces [xiijk, Tijkle = 0 en A.

Demostracion. Supongamos que Tg := [Tyjk, Tijklc 7 0. El grado de [xjijk, Tijklc es B =
3o + 205 + 2a,. Como qgg =1y ¢ig = q2 # 1, se sigue por el Lema 1.9.3 que xg = 0. O

Lema 2.4.7. Sean i,j € ]Ig~ tales que —qii, —qjj, Gij, 9idij> 4jj%; 7 1. Entonces la relacion
(4, (T3, T5]c]e = W—)22M$%j es vdlida en 4.
Yy )44y

Demostracion. Por [H2, Corollary 13] el diagrama qéi %% o se puede extender a un
(2

j
diagrama conexo de rango 3 con sistema de raices finito. Ademés [H2, Proposition 9 (i)]
garantiza que qii@quj = —1 y también que g; € G5 o gj; € G5. Por simetria podemos



4. Relaciones poco frecuentes 47

asumir que ¢; € G5. Supongamos que xg := [z;, [Zij, Tj]c]e — Wﬁj # 0; entonces
17 )4i1952

el dlgebra de Nichols de kz; @ kz; © kxg tiene GKdim finita por el Lema 1.9.1. Por lo tanto,

su diagrama no es conexo por el argumento anterior, pero por otro lado g;3 = —qj_j1 % 1.

O

Absurdo, por lo tanto zg =0 en 4.

Observacion 2.4.8. La tnica matriz de la trenza q con diagrama de Dynkin conexo y de rango
mayor o igual a 3, con sistema de raices finito y tal que 3a; + 20 € AT es

-3 q3

_ -1
P &1 o, ordq > 3, (2.4.1)

que es de tipo G(3). Ademads, este también es el tinico q tal que m;; > 3 para altin 4, j € I3,
ver [H3, Table 2]. Ademds, para todo q en [H3, Table 2], 4o + 30, 5oy + 3, ba +4a; ¢ AT
Usaremos esto frecuentemente en los siguientes resultados.

Lema 2.4.9. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

Mﬂ1$:4$4f¥—§,CeG@ ujo(9) : & CS‘?,geGg;
mxz5):‘§244 o, Ceay SMnmmiGg:g ‘047;,geGg
uwam:'éf a o' ¢ € Ghy; wfo(11) : ? '{4‘§4,46Gg;
ufo(11) : Cc; s _?1 , ¢ € Gls; ufo(12) : _%72 mi _;)1 , ¢ € Gh.

Entonces [T, T30,420;]c = Pgﬁ;%ﬁfﬁx%j en A.

Demostracion. Notar primero que m;; € {4,5} o bien m;; = 3, ¢j; = —1, ¢;; € G. Para q de

tipo standard Gg, esta afirmacion es probada en [AnCSa, Lemma 6.8]. Para el resto de los

1—ii0i; — 4407, q55 . .

W@'%j # 0. El diagrama de Dynkin
119175 )qiv

de kz; ©kz; ©krg es conexo pues gjz # 1 donde gj; = —1, o bien g;3 # 1 con gj; # —1. Esto

es una contradiccion con la Observacién 2.4.8 y por lo tanto zg = 0. 0

casos, SUPONgamos que g := [T, T3a,;42a;]c —

Lema 2.4.10. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

—92 — 2

_ _ 3 _
Wo(T): & —— &, CeGly, wo(8): & ——— 3 CeCl,
6 e . =3 s
ufo(9) : © ——5§, ¢ Gl wo(1l): o ——%, ¢ e Gl
_ 72 3 _ _
brj(2,3): © —— %, CeG), Go: 65— 3 ceaql

Entonces [T30,12a,, Tijle = 0 en &.
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Demostracion. Notar que en todos los casos 3a; + 2 € Ai pero 4o; + 3a; ¢ A?r. Para
q de tipo Cartan Go, la afirmacién estd probada en [AnCSa, Lemma 4.2]. Para el resto de
los casos, supongamos que xg # 0. Consideremos kx; ®© kz; ® kxg. Como ¢z = qfi(j% #1
se puede verificar, caso por caso, que el diagrama de ese subespacio es conexo. Pero esto
contradice la Observacién 2.4.8, ya que ninguno de estos cinco diagramas de rango dos es
subdiagrama de 2.4.1. Concluimos que zg = 0. O

Lema 2.4.11. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

¢ ¢t T ¢ <
(0]

ufo(11): o , ¢ € G, btj(2,3) : o, e

Entonces xg = [Tiij, T3a;+2a,]c = 0 en B.

Demostracién. En estos casos 3o +2a; € A?r pero 5o +3a; ¢ Ai. Supongamos que xg # 0.
Si q es de tipo brj(2, 3) entonces g5 = ¢* # 1, y si es de tipo ufo(11), gig = —24 # 1. Luego el
diagrama de Dynkin de kz; @ kx; @ kxg C P(HA) es conexo, lo que contradice la Observacion
2.4.8. Entonces zg = 0. O

Lema 2.4.12. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

=4

=3
+ _ 3 _r4 _
ufo(10) : s = 3 , ¢ € GYy, ufo(11) : 5 7 , ¢ € Gi5,
5 _F2 2
wo(11): % —— 3" ¢ e G, brj(2,5): 6— o, ¢ €GL.
Entonces xg = [T4a,+3a,, Tijle = 0 en B.

Demostracion. En ambos casos 4a; + 3a; € AL y 5o + 4o ¢ AL, Supongamos que zg #

0. Chequeando caso por caso que ¢,z = q}f@f} # 1, entonces el diagrama de Dynkin de
kz; ® kx; ® kg es conexo, contradiciendo la Observacién 2.4.8. Luego xg = 0. 0

Lema 2.4.13. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

2 4

_ 4¢3 _ 3 Y
wfo(10): 6 ——— o', ¢ € Gy, ufo(11): & —— & , ¢ € Gl
Entonces x5 = [[Ziiij, Tiijle, Tiijle = 0 en .

Demostracion. Sixzg # 0, consideremos kz; ©kx; ©kxg, que tiene diagrama de Dynkin conexo

con qg; = q}f(f’j # 1. Pero este diagrama tiene un sistema de raices infinito, pues no aparece
en [H3, Table 2]. Contradiccién, luego zg = 0. O

Lema 2.4.14. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

4 3

_7 5 _ e 3
wo(9): & — 3 ¢ eGl, wo(12): o —* 3" ¢ eGh
Entonces 15 = [Tiij, Taa;+3a;]c = Cq x%aH_QOQ en B, donde cq € k se puede ver en [An2,

(3.29)].
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Demostracién. Supongamos que xg # 0. Como gg; = qlliz(}‘zflj. # 1, el diagrama de Dynkin de
kz;®kz; Dk es conexo. Ademds, Sa;+4a; pertenece al conjunto de raices de kz; Okz; Skw g,
por lo que el dlgebra de Nichols de este espacio tiene GKdim = oo por la Observacion 2.4.8.
Contradiccion, luego xg = 0. O



3 | Algebras de pre-Nichols distin-
guidas que son eminentes

En este capitulo presentaremos uno de los resultados principales de la tesis y una aplicacién
del mismo. Describiremos todas las matrices q tales que el dlgebra de pre-Nichols distinguida
es eminente.

3.1 | Resultado principal
Teorema 3.1.1. Si q no es de alguno de los siguientes tipos
e Cartan Ay 0 Dg con q = —1,
o Cartan Az con q € Gf,
« Asz(ql{2}) 0 As(ql{1,2,3}), con g € G,
e 9(2,3) con alguno de los siguientes diagramas de Dynkin

-1 & -1 & -1 -1 & ¢ & -1

di: o o o, do: o ) o

entonces HBq tiene una iunica dlgebra de pre-Nichols eminente y coincide con el dlgebra de
pre-Nichols distinguida HBq.

Demostracion. Cuando q es tipo Cartan la prueba esta completa, ver el Teorema 1.7.6.
Asumimos entonces que q no es de tipo Cartan. La presentacién del dlgebra de Nichols
de q dada en el Teorema 1.7.2 consiste en una lista de 29 relaciones, cada una de ellas
acompanada de condiciones especificas en los escalares de q que determinan si las relaciones
deben incluirse o no. De la definicion de algebra de pre-Nichols distinguida, una presentacion
de %4 estd dada por esa misma lista adicionando ocacionalmente relaciones cuanticas de
Serre. En el capitulo anterior determinamos condiciones suficientes en q para asegurar que
algunas de estas relaciones se cumplen en cualquier algebra pre-Nichols de q con GKdim dim
finita, en algunos casos bajo algunos supuestos adicionales a los de [An2, Theorem 3.1]. Estas
condiciones adicionales sélo excluyeron los casos referidos en el enunciado del teorema (ver
las observaciones 2.2.2, 2.3.5, 2.3.10 y 2.3.13). De esta forma toda algebra de pre-Nichols
de tipo diagonal y dimensién finita %4 que no pertenece a la lista satisface que el dlgebra
de pre-Nichols distinguida @Jq se proyecta canénicamente en toda algebra de pre-Nichols
con GKdim < oo, o equivalentemente el algebra de pre-Nichols distinguida es el algebra de
pre-Nichols eminente de %g. O
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3.2 | Algebras de Nichols de dim infinita y GKdim finita

En 3.2.1 tenemos una respuesta a cudl es el dlgebra de pre-Nichols eminente cuando dim %4 <
0o. De manera muy similar se prueba el siguiente teorema:

Teorema 3.2.1. [C] Sea q la matriz de una trenza tal que dim B4 = oo, GKdim %4 < 00 y
el diagrama de Dynkin q es conexo. Asumimos [Conjecture 1.1,AAH]. Si q no es de tipo

« As3(ql{2}) o As(ql{1,2,3}), con q € G,
e D(2,1,) tal que dos de los tres parametros q,r,s no son raices de la unidad.

entonces HBq es el dlgebra de pre-Nichols eminente de HBy.

3.3 | Abplicacién del Teorema 3.1.1

El Teorema 3.1.1 reduce el problema de calcular las dlgebras de pre-Nichols de GKdim finita
de %4 a calcular cocientes de %4. En esta seccién indagaremos de como se puede obtener los

cocientes de %4 cuando (’)ffr tiene pocos elementos.

Ejemplo 3.3.1. Si q es de tipo ufo(7) se tiene que O?r = y por lo tanto B4 = ﬁq. Luego
el poset Preqyq(V') de q solo tiene un elemento.

Ejemplo 3.3.2. Si q satisface que O = {a} y no es alguna de las excepciones del Teorema

3.1.1 entonces el poset Pregiq(V) de q solo posee los elementos e@jq y gj?”/q J{zle) ~ Bg.
Esto ocurre cuando q es de uno de los siguientes tipos: As(q|{2}), ¢ € Gy, ufo(4) y

ufo(8).

Observacion 3.3.3. Mas en general, sea q tal que ﬁq es la tnica algebra de pre-Nichols

eminente de %y. Sea
Zyg= (e :ae o).

«

Tenemos los siguientes morfismos en la categoria de mdédulos de Yetter-Drinfeld
Zq<—>:@7q 5 By
Sea z € {z)> : a € O}} con grado minimal, luego = € P(ﬁq) Nker(m) y
(ideom)A(z) = (deomn)(1erz+1z) =21

asi © € @ff” y por lo tanto x € P(Zq). Luego @;/(@ es un algebra de pre-Nichols de %y
con GKdim finita.

Ejemplo 3.3.4. Sea q de tipo As(q|{2,3}), ¢ € Gy, N > 3, ver Ejemplo 2.1.1. En este caso,
(’)3 ={ai,a2 + a3, a; + as + az}. Por la Obsevacién 3.3.3,

Bq/ (@), B/ (w35)
son dos algebras de pre-Nichols tales que su GKdim es 2. También ,%/q J{zN, z8) lo es, y en
este caso GKdim = 1. Ademds, por [An4, Proposition 35],

N N N N N(N—1) N(N-1) N
Axys) =253 @1+ 1@ a3+ (1 — @)V qp 2 @13 2 o @ @3
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De aqui, x{\gg es un elemento primitivo en toda &lgebra de pre-Nichols tal que, o bien x]lv =0,
o bien xé\g = 0. Luego, otros dos ejemplos de algebras de pre-Nichols con GKdim = 1 son

B (Y, als), B (1, 21).

Asi, un subposet de Preqiq(V) es

/% \

q/ zf’) 33)
T )
q/<951 , T1%3) REAREEYY q/ 3%, 1)
\(@ /

Se espera que dicho subposet contenga todas las dlgebras de pre-Nichols de Preqiq(V)
que son N3-graduadas.

Observacion 3.3.5. Hay més ejemplos en los que el algebra de Lie subyacente es la misma que
la de A(3]{2,3})q y por lo tanto el poset de las dlgebras de pre-Nichols de Preqiq(V) que
son Nj-graduadas es el mismo.



4 | Algebras de pre-Nichols eminentes
que no son distinguidas

De acuerdo al Teorema 3.1.1, el dlgebra de pre-Nichols distinguida es eminente, excepto
cuando q es de alguno de los siguientes tipos: Cartan Ay o Dy con ¢ = —1; Cartan Ao
con q € Gb; As(q]{2}) o As(ql{1,2,3}), con ¢ € G; 9(2,3) con alguno de los siguientes
diagramas de Dynkin

o o o £ € Gs (4.0.1)
PO S R £€Gy (4.0.2)

Para tipo Cartan Ag o Dy con ¢ = —1, no se conoce si existe un algebra de pre-Nichols
eminente; algunos célculos parciales estdn presentes en [ASa]. En el mismo trabajo se calcul6
el dlgebra de pre-Nichols eminente para q de tipo Cartan Ay con ¢ € Gj, que cubre propi-
amente al algebra de pre-Nichols distinguida y que recordaremos a continuaciéon. Para los
restantes 4 tipos, probaremos la existencia de un édlgebra de pre-Nichols eminente %, que
también difiere del algebra de pre-Nichols distiguida g@/q.

4.1 | Tipo Cartan A; con g € G}

Sea q de tipo Az con pardmetro ¢ € Gj. El diagrama de Dynkin de q es:

0o
N O

y el algebra de pre-Nichols distinguida es

Bq =T (V)/{x112,7221)-

En ese caso el dlgebra de pre-Nichols distinguida no es eminente, y se tiene el siguiente
resultado:

Proposicién 4.1.1. [ASa, Proposition 4.11] Sea q de tipo As con q € Gf. Sea

Bq =T (V)/(x1112, T2112, T2221, T1221)-

Entonces ﬁq es un dlgebra de pre-Nichols eminente de PBq tal que GKdim ﬁq = 3.
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4.2 | Tipo As(q|{2}).

Sea q de tipo A3(¢|{2}). El diagrama de Dynkin de q es:

wor

y el algebra de pre-Nichols distinguida tiene la siguiente presentacién:

By =T(V)/(x3, 113, 112, T332, [T123, T2]c).

Consideremos el algebra

—

Bq =T(V)/ (23, 213, 2112, 332). (4.2.1)

Notemos que ﬁq es un algebra de Hopf trenzada, ya que el ideal por el cual cocientamos esta
generado por elementos primitivos de T'(V). Ademads las proyecciones desde T'(V') inducen
un morfismo suryectivo de dlgebras de Hopf trenzadas

—

T By — By
Probaremos a continuacién que % es eminente.

Proposicién 4.2.1. Sea q de tipo As(q|{2}). Entonces ﬁq es un dlgebra de pre-Nichols
eminente de Bq con base

B= {:E%:Egg,xgm%acf%m{ﬂff i b,coe, f€{0,1}, a,d, g € No}, (4.2.2)

donde xg = [x123, x2]c. Por lo tanto, GKdim f@?q =3.

Demostracion. La prueba de este resultado se realizard en varios pasos. En primer lugar:

Paso 1. Sea Z un algebra de pre-Nichols de q tal que GKdim # < co. Entonces la proyeccion
T(V) - 2 induce una proyeccion %4 — % de algebras de Hopf trenzadas.

En efecto, las relaciones que definen a ﬁq deben ser 0 en £ por los Lemas 2.3.1, 2.2.1 y
2.2.4.

Luego, para probar que Qq es eminente, basta probar que GKdim @q < o0o. Para ello,

hallaremos una base PBW y expresaremos a @q como una extension central que involucra al
algebra de pre-Nichols distinguida.

Paso 2. Las siguientes relaciones valen en ﬁq:
z3y =0, 2395 = 0, 235 = 0. (4.2.3)
De x112 = 0 obtenemos
(1+ qu)m1@om = gy aize + 1
12 172 T 4114122227 .
Usando esta igualdad y que 23 = 0,

(1+ Q11)$%2 = (14 qn)(z1227122 — Q121’2$%9€2 + (J%2952331$2961)



2. Tipo As(gl{2}).

= Q11Q12$2$%362 —qi2(1+ (J11)332$%$2 + Q1296233%$2 =0

Como ¢q11 # —1 se tiene que 72, = 0. Analogamente x333 = 0 implica que x3; = 0.
Notemos que

T123 = T1T2T3 — ¢23T1T3T2 — 1222213 + 12¢13G23T3T2T1 = L1273 — (13¢23T3T12,
Por otro lado, de 112 = 0 y 213 = 0 se tiene que
T1T12 = 41141221271, Z1x3 = 137321,
con lo cual
T1T123 = 371(9612353 - Q13QQ33633312) = 11412913712371
Es decir, (ad. x1)z123 = 0. Luego, como ad. x1 es una derivacion torcida,

0 = (ad. 21)*(233) = (ad. z1) (2123723 + q12q13T237123)
= Q11€J12CI1336%23 + q12q13$%23 = (1 + Q11)Q12CI133€%23-

Como ¢q11 # —1, se tiene que z2,; = 0.

Paso 3. ﬁq estd generado por B.

95

(4.2.4)

(4.2.5)

(4.2.6)

Sea I el subespacio generado por B. Probaremos que I es un ideal a izquierda de ﬁq (y
esto es suficiente pues 1 € B). Por lo tanto, queremos ver que z;I C I para todo ¢ € [3: notar

que x3l C I por definicién.
De 2330 = 0 se tiene que T93x3 = ¢23G3323%23, con lo cual xo3l C I. Ademés

ToT3 = T23 + q23T3%2, T2X23 = —(q23T2372,

por definicién de x93 y porque 22 = 0. Por lo tanto xof C I.

Resta probar que x11 C I. A partir de las relaciones que definen a ,9/3701 v a los generadores

de B deducimos que valen (4.2.4), (4.2.5), (4.2.6) y las siguientes:

T1%23 = 123 + 124132371,
T1T2 = T12 + q12T2%1,
r1rpg = QIIQ%QQBxﬁml:

T1273 = %123 + 1392373712,

X12X23 = Q12(6723 - 1)962$123 — (q124134923723712 — 2323,

L1122 = —(q1222712,
T12%123 = —q139237123712,
L1233 = —(¢13923X3T123,
T123%23 = —(124137237123,

T123%2 = T8 + 1242243227123,
Z12Z8 = $12($123$2 - Q1QQQ2£]321’2$123) = (412413492374 L12,
T123T35 = —(1242243223%123,

Tpr3 = QI3Q%3(]33x333,8>
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TpT23 = 4124139237232 3,

TpT2 = 4124327223

Por lo tanto ;I C I dado que siempre se pueden reordenar los generadores de la base al
multlphcar a izquierda por x1, z1o, 123 Y Tp- En efecto, I es un ideal que contiene a 1, con lo

cual I = % Ahora expresaremos a % como una extension de algebras de Hopf trenzadas,

lo cual nos permitird ver que B es una base y hallar la dimension de %’q. Sea Z el algebra
generada por zg = [Z123, 2]

Paso 4. Z es una subalgebra de Hopf central isomorfa a k[zg].

Como zg es primitivo, Z es subalgebra de Hopf de ,@Tq. Ademas,
2~ 4 _
c(zg @ x8) = q11412913922023433%3 ® Tg = T3 ® T,

con lo cual Z es isomorfa al algebra de polinomios en una variable. La centralidad se deduce
de las relaciones x;xg = qzlqﬁngxga;z probadas en el Paso anterior, pues % estd generada
por x;, ¢ € I3, como &lgebra.

Paso 5. Z = @8‘”. Por lo tanto,
Z— By = By
es una extension de 4lgebras de Hopf trenzadas N3-graduadas.

Sea Z' = @g‘”. Vimos que Z es normal y estd generada por 3. Como m(x3) = 0 se tiene
que Z C Z'. Del Lema 1.8.5 y la base PBW de e@/q se tiene que

(1 + tgtg)(l + tg)(l + tltgtg)(l + tth) . 1
(1—t3)(1—t1) 1 —tyt3ts

'Hrggq = Hg}q']'lz/ > Hﬁq%g =

Por otro lado, el hecho que B genera a 5321 nos dice que

” (14 tat3)(1 + t2) (1 + ttatz) (1 + tita)
PBq — (1 — tg)(l — tl)(l — tlt%tg)

Luego, se tiene una igualdad de las series anteriores

(1 tats) (14 t)(1+ trtats) (1 + trt)
™ om0t (4.27)

lo cual implica que Z = Z’, y por lo tanto se tiene la extensién antes mencionada.

Paso 6. B es una base de éq y GKdim c@?q =3.

Sabemos que B genera a @q. De (4.2.7) se deduce que B es linealmente independiente:
en cada componente homogénea tiene tantos términos como los de la expresion anterior de la
serie de Hilbert. Asi B es una base PBW de %’ También, la descomposmlon anterior de la
serie de Hilbert nos dice que GKdim %’q = GKdim Z + GKdim %’01 =3. O
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4.3 | Tipo As(ql{1,2,3})
Fijemos q de tipo As(q|{1,2,3}), cuyo diagrama de Dynkin es

1

wo !

y el algebra de pre-Nichols distinguida tiene la siguiente presentacién:

t%’q = T(V>/<37%7 3?%7 35:%, r13, [96123, OCQH-

Fl siguiente lema nos permitira definir el dlgebra que buscamos:

Lema 4.3.1. Sean i, j,k € Ip tales que qj; = =1, qir =1 y ¢;j = (ij_kl # +1. Entonces:

(a) zji = 0. (b) [k, zjle € P(B).

Demostracion. (a) Notar que zj;, € P(T(V)) por el Lema 1.9.2, pues x;; es primitivo y
¢jit = 1. Ademds:

Gikjikj = —QiiQkk Gikjt = Qjtqej para todo t € {i, j, k}.

Sea q = @j- Sixjy # 0 en A, entonces kx; @ kx; @ kxy, @ ki, tiene el siguiente diagrama
de Dynkin

o
_ jik
q 1 \
—1
qii q -1 q qkk
o o O .

Ahora, [H3, Lemma 12] implica que este diagrama de Dynkin no tiene sistema de raices
finito. Asumiendo la Conjetura 1.9.4, por el Lema 1.9.1 tenemos que GKdim £ = co.
(b) Tenemos que

A([zign, 74le) = [Tijr, Tile ® 1+ 1@ [@ijn, Tjle + (1 = Gij)Gijdrg Ti @ Tjjk
+ (L= Gir)ars [xij 5le @ e — (1= Gin)Giiahs 5 © i + 2(1 — Gin)a5qhs 5 © T

Luego basta probar que 1:? = T = Tjjk = [ij, Tj]c = 0. Para ello notamos que j € I

no es un vértice de Cartan, luego por el Lema 2.3.1 tenemos x? = 0. De alli se deduce
-Tjji = xjjk = [:Eij,l‘j]c =0. L]

Observacion 4.3.2. Sea A un algebra de pre-Nichols de q tal que GKdim #Z < oco. Entonces
las relaciones

2 2 2
xi=x3 =23 =0, x213 = 0, [90123,$2]c =0

son validas en Z por los Lemas 2.3.1, 4.3.1 (a) y 2.3.4.
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Observacion 4.3.3. Consideremos el algebra

73 2

Bq = T(V)/{x1, Jfga$§a$213, (2123, 2]c)-

Notar que el ideal que define a @\q es en realidad un ideal de Hopf, ver las prueba de los
Lemas 2.1.2 y 4.3.1. Entonces %q es un algebra de pre-Nichols de q, a continuacién veremos
que es eminente.

Proposicion 4.3.4. El dlgebra de pre-Nichols Qq es eminente, con GKdim %, = 3 y base
B = {x§$g3x5xcll3xi23x{2x€ P a,ce,g9¢€ {07 1}) ba daf S NO} (431)

Demostracion. Por la Observacion 4.3.2, toda algebra de pre-Nichols con GKdim finita de q
estd cubierta por %q. El resto de la demostracion se realiza en varias partes.

Paso 1. Las siguientes relaciones valen en %g:

71123 = 0; Tiij =0, i #J; (4.3.2)
(223, 213]c = 0, (2123, 223]c = 0, (2123, 713]c = O, 1a3 = 0.
(4.3.2) Las relaciones x;;; = 0 con i # j valen por la condicién ¢; = —1 y el hecho de que

z7 = 0. Similarmente,
_ 2 1 2 3 2_
x1123 = 1T23 — 12q13(1 + qu1)T 122371 + q11¢72G73%2327 = 0.

(4.3.3) Notar que x313 = 0 = 2913 implica que [x93, 213]. = 0; esta ultima igualdad junto con
(223, 73]c = 0 da

(123, 3] = (21, [T23, 3]c)e — q12q13T23%13 + G23¢33213%23 = G23¢33(1 — G12)T13T23.
Como w913 = 0 = w993, se sigue [x2, [T123, ¥3]c]c = 0. Entonces

(123, T23le = [[123, T2]c, T3]c + Q1292203272 [2 123, T3]c — @23[T123, T3]0

= q12G22932[T2, [T123, T3]c]c = 0.
Luego, usando [za3, z13]. = 0 = x113 se tiene que
[56123, 1?13](: = [561, [5623, $13]c]c — 129137237113 + §21923931933T113T23 = 0.
Finalmente, usando xj932x1 = —( ) lrz T123%23 = g23%23%123 obtenemos
, 12371 q12413 12123 Y 123723 = (12413923L23L123
2 o~ .~ 2
T3 = T123(T1%23 — q12q13223%1) = —(23(T1223 — q1213%2371)T123 = — (23T 193

Como N = ord g23 > 2, esto implica que x%% =0.
Paso 2. ﬁq estd generado por B.

Basta con demostrar que L es un ideal a izquierda de B. La inclusién x3L C L es trivial, y
xoL C L se sigue de la conmutacion g3 = 0, cf. (4.3.2). Para ver que x1L C L, argumentar
inductivamente sobre b > 1 tenemos

x1:1:33 = (Q12Q13)b_1(5)5239335190123 + (CI12QI3)%33"31>
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b b b b—1 b b—1 b b+l b
T123T53 = (q12413932433) To3713 + 5 q13(b) . £3%93" T123 + 2G5 T3T93T1.

q23

Ahora, las relaciones w913 = 0 = [2123, 2], de Hq implican que

b b b—1 b—1 b,.b b b
L1T23T2 = — (12413 Q32(b);;233323 zox123 + (q1213) 233712 + (12¢13)" Q12753T 271,

b _ b+l b b b b
T1T3T93%2 =(q19 (Q13Q32Q33) q32L93T2213 — 6]12(1136]32(5)~

b—1
g3 T3%23 T2T123
)b+

S B 1,..b
+ qoqi3  w3m93 w12 + (q12q13)" T w3TY3 0T
Notar que en estas ultimas cuatro ecuaciones los elementos de la forma z, que aparece en el
lado derecho de cada monomio g-conmuta con (cualquier potencia de) x13, 123 y Z12. Esto

muestra que xlxgscg3$§x‘f3xf23x{2x*‘{ € L para todo a,c,e,g € {0,1} y, b,d, f € Ny.

Paso 3. La subalgebra Z de Qq generada r13 es una subdlgebra de Hopf ¢-central isomorfa
al dlgebra de polinomios k[z13].

El generador de Z es anulado por la acciéon de la adjunta de z;, ¢ € I3. En efecto,
(ade x;)z13 = 0 valen en %y ya sea por definicién (si i = 2) o por (4.3.2) (si i =1,3). Por el
Lemma 1.9.2 el generador z13 es primitivo, luego Z es una subélgebra de Hopf. Como x13 es
un elemento primitivo no nulo con ¢1313 = 1, entonces genera un algebra de polinomios.

Paso 4. Hay una extension que preserva el grado de las dlgebras de Hopf trenzadas Z —
By — By

Sean : @q —» ﬁq la proyeccién candnica y Z' = @f{”. Notemos que Z C Z' pues
213 = 0 y el Lema 1.8.5 nos dice que

(L+ts)(L+t2)(1 +tatats)(1+11) 1
(1 — tat3)(1 — tqto) 1—tit3’

%u@q = H@q%g/ > H@q%z =

Por otro lado, como B genera a %4 tenemos que

(14 t3)(1 + t2) (1 + titats)(1 +t1)
(1 — totz)(1 — tit3)(1 — tito)

Ho <

B
Las dltimas dos ecuaciones implican que

(4 ta) (T4 t2) (1 + tatats) (1 + )
H%‘q (1 —tatz)(1 — t1t3)(1 — tyta) (4.3.4)

y ésto nos garantiza que Z = Z’.
Paso 5. El conjunto B es una base de @q, que tiene dimensién de Gelfand-Kirillov igual a 3.

Esto se sigue como en la demostracién de la Proposicién 4.2.1.
O

Observacion 4.3.5. Sea Zq la subdlgebra de e@?q generada por z13, 3% vy #25. Se puede
verificar que Z4 es una subdlgebra es g-central (mas precisamente, es anulado por la accién
adjunta de é?q), luego hay una extensién que conserva el grado de algebras de Hopf trenzadas
lk—>Zq<—>§q—»<%’q—>k.
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4.4 | Tipo g(2,3), con diagrama de Dynkin (4.0.1)

Sea q de tipo g(2,3) con diagrama de Dynkin (4.0.1). En este caso, el algebra de pre-Nichols
distinguida tiene la siguiente presentacion:

Bq =T (V) /(1,23 23, 213, [[T12, T123)c, T2]es [[T123, B23]e, T2]c)

Notar que el Lema 2.3.20 trata con las dos tltimas relaciones, pero bajo supuestos adicionales
que no se cumplen para q. Mostraremos que, en particular, existe un algebra de pre-Nichols
con GKdim finita donde estos elementos no se anulan. Sean

Ty = [[T12, T123]c, T2, y Ty 1= [[T123, T23]cs T2le- (4.4.1)

Como 2, x3, 2%, 13 son primitivos en T(V), entonces generan el ideal de Hopf I :=
(x3,23, 2%, 713) de T(V). Ahora x,,x, € £ :=T(V)/I son elementos primitivos por el Lema
2.1.2. Por el Lema 1.9.2 tenemos que [z1, Zyle, [Tu, Z3]e, [€1,Zv]e ¥ [y, Z3]e sOn primitivos en

AB.

Lema 4.4.1. Sea % un dlgebra de pre-Nichols de %4 con GKdim finita. Entonces
(21, Ty)e = [Ty, 3]c = [Ty, T3]c = [21, 2] = 0 en B.

Demostracion. Sea xg € {[x1,Tu)e, [Tv, 3]e, [Tu, 3], [1, T} Como B — By x5 es prim-
itivo en 4, entonces también lo es en %. Supongamos que zg # 0 en %. Computando el
diagrama de Dynkin de k1 @ kzo @ kas @ kag C P(A):

-1

o

B

§
3 -1 €

e}
2

)

|
~ol,

|
wol,

que no estd en [H3, Table 3], contradiciendo GKdim # < oo (aqui asumimos la Conjetura
1.9.4). O

Ahora tenemos un candidato para algebra pre-Nichols eminente:
7 2

By =T (V) /(x1, :c%, a:%, 13, [T1, Tues [T15 Toles [Tu, T3]y [To, T3]6)- (4.4.2)
Notar que Qq es un algebra de Hopf trenzada, pues es un cociente de 4 por un ideal generado
por elementos primitivos.
Proposicién 4.4.2. Sea q de tipo g(2,3) con diagrama de Dynkin (4.0.1). Entonces
(a) El dlgebra de pre-Nichols @q definida en (4.4.2) es eminente, con GKdim @q =6.
(b) Denotemos
Tip232 = [T123, T23le, T1223 = [T123, W2le, Ti20832 = [T123, Tro2sle, Ti2923 = [T12, T123]e-

FEntonces una base de @q esta dada por

n

B = {wg'wpiwy®ayt el

12232
ni,n4, 5, N7, 10, n12 € {0,1},n; € Ng de lo contrario}.

3 .14 ne ny ng 9 110 nii.ni2 .
Loy T T 923T 29332 L123%y L2923T12 L
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(c) Hay una extension dlgebras de Hopf trenzadas N3-homogeneas: Z —» ﬁq —» §q7 donde
Z es la subdlgebra de B generada por x,, y x,. La accion adjunta de Bq en Z es trivial,
y Z es un dlgebra de polinomios en dos variables.

Demostracion. Los Lemas 2.3.1, 2.2.1 y 4.4.1 implican que la proyeccién de T/(\V) sobre cada
algebra de pre-Nichols % de q con GKdim finita induce una proyecciéon de %4 en %. Para
finalizar la prueba de (a), todavia tenemos que demostrar que GKdim gq = 6. Esto lo
realizaremos en varios pasos donde simultdneamente probaremos en (b) y (c).

Paso 1. Los elementos x,, y x, no se anulan en %,.

Consideremos la siguiente representacion de %, p : B — k¥4,
Y Hi Ty
P(CUI):(oooo)v 9(372):(0000)7 p(@3) =1000gs |-
0000 0000 000 0

Entonces p(7y) # 0, p(z,) # 0 pues las primeras filas de p(z.,), p(,) no son 0; luego @y, z,, # 0
en #. Como $B" = ,%’g si n <6, tenemos que x,,x, # 0 en Ay.

Paso 2. La accién adjunta de @?q en Z es trivial, y Z tiene base {z]'z} : m,n € Ny}.

Demostracion. Por el paso 1, z,,x, # 0. Ademés z,z # 0 para todo n € N ya que son
elementos primitivos tales que qu = quvv = 1, y Z es un &lgebra de g¢-polinomios en las
variables x,, x,. .

Por definicién de Ay, (adcz;)z, = (adezi)x, = 0 para i = 1,3, y [y, Z2]ec = (€0, T2]c =0
ya que ¥3 = 0 en #. Entonces (adc z)xy = (ad.x)z, = 0 para todo elemento homogéneo
T € ,9/37(1 de grado positivo. O

Paso 3. B genera a f%?q.

Basta comprobar que el subespacio I generado por B es un ideal a izquierda de ﬁq. Como
(1, Zy]e = [Tv, x3)e = 0y (1.5.5) tenemos las siguientes igualdades:

3 .. _ .3 3 3 3 _ .3 3 3
L1273 = 41392373712, T1T23 = 41291372371 -
De estas igualdades obtenemos lo siguiente:

[.’1712, x12223]c = 0, [$12232,(L’23]C =0. (443)

Usando (1.5.5) nuevamente y 713 = 22 = 23 = 0 tenemos ademés que

(223, ¥3]c = [7123, 73] = O, 212023, 23] = (* Q13237703
(21, 212]c = [71, T123]c = O, (21, T19232]c = C2Q12Q1395%23-
Usando la tdltima igualdad, junto con [z,,z3]. = 0, (1.5.3) y (1.5.5), tenemos que
0 = [z1, [2u, B3c]e = [21, [[T12023, T2]e, T3],
= {9017 (212923, T23]c + Q%Qﬂhfﬂﬂ%z:s - C2Q13Q§3$%23$2L

2 2 2 2 2 2.2 3 2 2
= 1213712923%123 + (G12G13G23T123712923 + ¢12G13T12%723 — (124130237 123%12

2 2 23 9 9 9 ,
= 219137127793 — 207 q13953912TT23712;
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2 2.2 2 2 . 2 2.2 2 2
por lo tanto 122793 = (“q713053T123%12. Andlogamente, x1y3723 = (“qi2q{3T232123. De estas
dos igualdades obtenemos que:

(212923, Z123]c = 0, (2123, Z19232]c = 0.
Usando la primera ecuacién y la primera de (4.4.3).

2 2
Tl2925 = T12023(T120123 — (q13G237123%12) = — (2122123 — (139237 123T12) 12923 = —T 2925

’ ’ . . 2 o 2 - . .7
Este calculo y uno analogo para xq9232 implica que X292 = Tlgag2 = 0. A continuacién
comprobamos las siguientes ecuaciones:

(21, Z1023)c = qi2q32%12923 + (¢ — 1)q13G23T123%12,

[21, T129332]c = —q12q137123[71, T1923)c + (Pq12g32(21, T1925)cT123 = 0.

De manera similar obtenemos las igualdades:

[m1223,x2]c =0, [53122332 $2]c = ( )Q12Q32«’E%223,

(%1923, T3]c = 12923, (7129332, 3] = 0.

Usando las relaciones que involucran 229332 obtenemos que 2253, = 0.
q 12233 q 12233
Una prueba recursiva y rutinaria muestra que zorg = ¢og73%o+ productos ordenados de
generadores PBW intermedios para cada par de raices a < 3, por lo que el paso estéd probado.

Paso 4. Hay una extension de algebras de Hopf trenzadass que preserva la graduacion: Z <
%’ — PBq. Ademids B es una base de % y GKdim %q = GKdim %4 + GKdim Z = 6.

Sea Z' = Z°™ de %’q —» %’q. Como Z C Z/, por el Lema 1.8.5 tenemos que

7‘[ —7‘[2/7‘[} >7‘[27‘[ Z
1 (1+t1) (14 t2) (1 + 283t3) (1 + t3363) (1 + t1t3t2) (1 + t3)

>
T (1 —t33t3) (1 — t1t3t2) (1 — t1ta) (1 — t1t3t3) (1 — tat3) (1 — tots)

Por otro lado @q esta generado por B, luego

2y < (L4 1) (1 + t2)(1 + t3t3t3) (1 + ¢13t3) (1 + t115¢3) (1 + t3)
Pa = (1 —t1ta)(1 — tatdts)(1 — tats) (1 — tats) (1 — t3t5¢t3) (1 — t1t3¢3)

Estas desigualdades entre series de Hilbert nos dicen que

2y (14 t1) (1 +to) (1 + t33t3) (1 + 363t3) (1 + t1#3t3) (1 + t3)
Ba (1 —t1t2)(1 — t183t3) (1 — tats) (1 — tats)(1 — t3t3t3) (1 — t1t363)

entonces Z = Z’, B es una base de ,9/3:1 y GKdim 3/3:1 = GKdim @/q—l—GKdim Z=442=6. O

4.5 | Tipo g(2,3), con diagrama de Dynkin (4.0.2)

Sea g de tipo g(2,3) con diagrama de Dynkin (4.0.2). En este caso, el dlgebra de pre-Nichols
distinguida tiene la siguiente presentacién:

%q = T(V)/(x%, 33§> x13, [36223, 9623]& €221, L2223, [[56123, $2]c, $2]c>-
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Notar que en el Lema 2.3.12 se menciona a la relacién z,, := [[z123, Z2], 2], pero bajo dichos
supuestos adicionales no se cumplen para q (ver Observacion 2.3.13). Veremos que z,, no se
anula en al menos una algebra pre-Nichols con GKdim finita. Sean:

Ty923 = [T123, Ta]e, 1232 = [T123, Ta3le, Tioss32 = (19232, Tale, Ty = [T123, To23]e.  (4.5.1)

Consideremos el algebra:

—

Bq=T(V)/(23, 23, 213, [T223, T23)e, T221, T2223, [Tw, T3]e, [T19832, Tale, [T19332, 73]c).  (4.5.2)
A continuacién probaremos que 53701 es un algebra de pre-Nichols eminente.

Proposicién 4.5.1. Sea q de tipo g(2,3) con diagrama de Dynkin (4.0.2). Entonces

(a) El dlgebra @q definida en (4.5.2) es un dlgebra de pre-Nichols de q, con GKdim e@?q =6.

b) Una base de @ esta dada por
( ) a p

ns
12

ne ny N ng .n ni1 ,.ni2 .
332$12232{L‘u7$1223{lf1231‘v101‘12 Ty ing, N3, N5, Ne, N10, 11 € {0, 1}}

B = {xg' wyiwsdsry’ s
¢) Hay una extension dlgebras de Hopf trenzadas N3-homogeneas: Z — By — B , donde
0 a a

Z es la subalgebra de éq generada por X, Y T,. La accion adjunta de @Q en Z es trivial,
y Z es un dlgebra de polinomios en dos variables.

Demostracion. Procedemos en varios pasos. Los primeros dos pasos estan dedicados a veri-
ficar que el ideal que define a %y es de Hopf, y ademds % se proyecta en cualquier dlgebra
de pre-Nichols # con GKdim finita. Consideremos la siguiente algebra auxiliar:

B :=T(V)/(x}, 23, 213, T221, T2223, [2223, T23] e, [T, T3]c)-

Paso 1. & es un algebra de Hopf trenzada y dada un algebra de pre-Nichols de q con GKdim
finita tenemos que la proyeccién canénica T' (V') — 2 induce el siguiente morfismo de dlgebras
de Hopf 7 : 8 — %#. Ademas, x, y x, son primitivos.

Sea B = T(V)/<$%,$§,I13,J,‘221,nggg, [xggg,x23]0>. Como l‘%, x%, 13, 221, T2223 SON
primitivos en T(V), J = (23,23, 213, ¥221, T2203) es un ideal de Hopf de T'(V). Ademas,
[x903, 23] € T(V)/J es primitivo por el Lema 2.1.2, entonces %’ es un dlgebra de Hopf
trenzada. Por los Lemas 2.2.1, 2.2.4, 2.3.1, 2.3.6, la proyeccién canénica T(V) — 2 induce
un morfismo de algebras de Hopf %' — A. o

Ahora probaremos que z,, es primitivo en %’. Por (2.1.1) aplicado en %' — %q,

Alwy) €1Q@xy + 2, @1+ B @ (x,) + (1,) @ A
Ademés, x,, es primitivo en %’ por el Lema 2.1.2, y usando GAP,
[xw xl]c = [xquxfﬂ]c =0. (453)

Notar que x, y ¥, son las superletras asociadas a las palabras de Lyndon xjzoxsz3 y
T1Tox3x1T2x3T2. Por la Proposicién 1.6.8 y estas relaciones, existen a, b, ¢ € k tales que

A(zy) =1 Q@ xy + 7y @1 4 axy @ Tyxs + b1y @ T3 + CT1T3 @ Ty
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Desarrollando (A ® id)A(z,) = (id ®A)A(z,) obtenemos facilmente que a = b = ¢ = 0.
Ahora, [x,,x3]. es primitivo en %’ por el Lema 1.9.2 entonces & es un dlgebra de Hopf.

Finalmente, supongamos que xg := [y, 23], # 0 en Z. Por inspeccion, si el diagrama de
Dynkin de la matriz q" es conexo y contiene a (4.0.2), entonces q’ no esta en [H3, Table 3];
por lo tanto GKdim # = oo, asumiendo la Conjetura 1.9.4. Ahora, el diagrama de Dynkin
de k1 @ kxo ® kg @ kz,, es conexo, pues g2 = (. Contradiccion.

Paso 2. [x19332,T2)c, [T19332,23]c son primitivos en Z, por lo tanto @q es un &lgebra de
Hopf graduada. La proyeccién canénica T'(V') — % induce un morfismo de dlgebras de Hopf
sobreyectivo m : Bq — A.

Como 991 = 9293 = 0 tenemos que xlxg’ = qi’zx%xl y acg:c% = qg’ng’xg. Por las ultimas

dos igualdades deducimos lo siguiente:
[u, 22]e = [[[T123, T2]e, Tale, T2]e = T12375 — ¢F@373 w123 = 0. (4.5.4)

Como en la prueba del Paso 1, usamos la Proposicion 1.6.8 para ver que [T19352, Ta]c ¥
[12332, T3], son primitivos, luego %y es un algebra de Hopf trenzada, pues tenemos que
PBq = B/([x12332, T2]e, [219332, T3]c).-

Supongamos que xg = [T19332, Zi]c # 0, @ € I 3. El diagrama de Dynkin de kx; @ ko &
kzs @ kxg es conexo pues gag # 1; el Paso 1 conduce a una contradiccién ya que asumimos
Conjetura 1.9.4.

Por el Paso 2, basta probar que GKdim @q < 0. Para ello, veremos que B es una base
de Q\q en tres pasos.

Paso 3. La accién adjunta de ﬁq en Z es trivial, y Z tiene la siguiente base {z]'x]' : m,n €
No}.

Usando GAP se chequea que z,,z, # 0 en el dlgebra de pre-nichols %' introducida en el
Paso 1; ademds xy, z, # 0 en Bq luego (#')* = B para todo a < 201 + 3ag + 2a3. Por lo
tanto, z,z # 0 para todo n € N como x, y x, son primitivos y qu, = ¢vw = 1; entonces
{zx} : m,n € Ny} es una base de Z, y Z es una subdlgebra de Hopf. Por (4.5.3) y (4.5.4),
entonces (ad.x;)x, = 0 para todo i € I3; por lo tanto (ad.z)x, = 0 para todo = € @q
homogéneo de grado > 0.

Paso 4. B es base de ﬁq.

Para probar el enunciado, veremos que el subespacio I generado por B es un ideal a

izquierda de %q. Como r? = 2% = 0, tenemos que:

L1212 = —(q1201221, 17123 = —(q124913712321,

T23T3 = —(q23T3T23, 2123T3 = —(q13¢23232123-
Como (ad. z2)3x3 = [2223, T23]c = 0 deducimos la siguiente igualdad:
2 _ I 2.2
Too3 = T223(T2%23 — {qo3wa3x2) = —& “(waw23 — £q23T2372) 223 = —& “Who3.

Por lo tanto 3,3 = 0.
Como x221 = 0 tenemos que [z12, 2], = 0. Usando esta relacién y a;% = 0 comprobamos
que x2, = 0; por lo tanto,

122123 = T12(T1203 — q13¢23%3%12) = —(13¢23(T1223 — q13¢23T3%12)T12 = —q13¢23T123L12-
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Usando las relaciones ya probadas, (1.5.6), (4.5.1) y (1.5.5), tenemos ademads las siguientes
relaciones:

[90127 $1223]c =0, [$122327933]c =0, [9312332»9523]c =0,
[.’E12332, 13223]0 = 07 [5612232,.’1723]0 = 0, [$12232,CC223]C = O
Similarmente,
(2993, 73] = £2qo3a3s, (71923, 23]c = T19232,
[21, T1925)c = (€% — 1)q12q137123712, (21, T19252)c = (€2 — 1)q12q13%7 03,
(212, T23]c = (§ — 1)qu2222123 — £q23T 1923,  [T1923, Ta3]e = —G23T 12332 — (124322719232

Usando (1.5.5) y [z, 23] = 0 deducimos que [x123, Z19232] = 0; ademads,

2 2
Tlg232 = (T123T23 — q123,23T237123)T12232 = —T12232(T123723 — 123237237 123) = —T]g232-

Por lo tanto x12232 = 0. Hasta ahora comprobamos que [z15232, Z19332]. = 0; esta relacién y
[€19332, X2]. = 0 implican que x%2332 =0.
Nuevamente, probamos recursivamente que z,Tg = ¢o3TgTo+ productos ordenados de

generadores PBW intermedios para cada par de raices o < 3, luego el Paso estd probado.
Paso 5. Hay una extensién que conserva el grado de las algebras de Hopf trenzadas Z —
%’ — PBq. Ademids B es una base de ,%’ y GKdim ,%’q = GKdlm%’ + GKdim Z = 6.

La demostracion es analoga al paso correspondiente en la Proposicion 4.4.2. Por supuesto,
el Paso 3 dice que Z es una subélgebra de Hopf central de % con base {z'z}] : m,n € Ny}.

Si Z' = ,@\CO”, entonces Z C Z’ y el Lema 1.8.5 implica que Hﬁ = 7—[317-[3?7 > %Z’Hégj .
“q q qa

Por otro lado 55’:1 es generada por B, entonces tenemos la siguiente igualdad entre series de
Hilbert:

(14 1) (1 + t1t2) (1 + t1t362) (1 + t123t2) (1 + t3t3) (1 + t3)
(1 — tytats) (1 — t1t3t3) (1 — t363t3) (1 — tatdts) (1 — to) (1 — tat3)

Hy =HzHy =

Por lo tanto Z = Z’, B es una base de Qq y GKdim t@?q = GKdim qu +GKdimZ =6. O
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