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Resumen

Esta tesis trata sobre la clasificación de las álgebras de pre-Nichols de dimensión de
Gelfand-Kirillov finita. Las álgebras de Nichols de tipo diagonal de dimensión finita con
diagrama de Dynkin conexo se pueden reagrupar en 5 familias. Los nombres de las familias
de las respectivas trenzas son los siguientes:

• Tipo Cartan.

• Tipo Súper.

• Tipo Standard.

• Tipo (súper)modular.

• Tipo indefinido (ufo).

Andruskiewitsch y Sanmarco introdujeron en 2019 la noción de álgebra de pre-Nichols
eminente de una trenza de tipo diagonal; ésta es un elemento mínimo del conjunto parcial-
mente ordenado de álgebras de pre-Nichols de dimensión de Gelfand-Kirillov finita. Encontrar
álgebras de pre-Nichols eminentes de una trenza reduce el problema de encontrar todas las
álgebras de pre-Nichols de dimensión de Gelfand-Kirillov finita a encontrar cocientes de dicha
álgebra. En el mismo trabajo Andruskiewitsch y Sanmarco probaron que si la trenza es de
tipo Cartan, salvo algunos casos excepcionales, entonces el álgebra de pre-Nichols distinguida
es la respectiva álgebra de pre-Nichols eminente. Para uno de los casos excepcionales encon-
traron el álgebra de pre-Nichols eminente correspondiente.

En la primera parte de esta tesis presentaremos un resultado análogo para el resto de las
familias de trenzas, es decir, el álgebra de pre-Nichols eminente es igual a la respectiva álge-
bra de pre-Nichols distinguida salvo algunos casos excepcionales. Posteriormente usaremos
el resultado obtenido para clasificar las respectivas álgebras de pre-Nichols graduadas de una
trenza de tipo súper como así de otros ejemplos con pocas raíces de Cartan.

En la segunda parte presentaremos, para cada caso excepcional, una nueva álgebra de pre-
Nichols de dimensión de Gelfand-Kirillov finita y probaremos que es el álgebra de pre-Nichols
eminente correspondiente. Además veremos que estos nuevos ejemplos son una extensión
central de su correspondiente álgebra de pre-Nichols distinguida.
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Introducción

Las álgebras de Hopf son álgebras asociativas con unidad y cierta estructura adicional: un
coproducto coasociativo, una counidad y una función llamada antípoda que admiten ciertas
condiciones de compatibilidad. Una primera versión de esa estructura se introdujo en un
artículo de Heinz Hopf en 1941. En la década de los 60 varios autores dieron una definición de
álgebra de Hopf similar a la contemporánea. Armand Borel, uno de dichos autores, trabajó con
una estructura algebraica relacionada con cohomología de grupos de Lie, a dicha estructuras
las definió como “Álgebras de Hopf” en honor a Heinz Hopf. En 1961 Sweedler dio la definición
actual e introdujo su respectiva teoría general. En simultáneo se estudiaron las álgebras de
funciones OX de un grupo algebraico X que resultaron ser ejemplos de álgebras de Hopf,
además de las álgebras envolventes de las álgebras de Lie.

Los ejemplos anteriores, provenientes de la teoría de Lie, dieron lugar a los primeros
resultados de clasificación. Por ejemplo, si el cuerpo subyacente k es algebraicamente cerrado
y de característica 0 se probó que un álgebra de Hopf conmutativa es el álgebra de funciones
polinomiales en un grupo pro-algebraico. Además Cartier y Gabriel demostraron que (bajo
las mismas hipótesis sobre k) toda álgebra de Hopf coconmutativa es producto semidirecto
entre un álgebra de un grupo kG (donde G es el conjunto de elementos de tipo grupo) y el
álgebra envolvente de un álgebra de Lie U(g) (dónde g es el conjunto de elementos primitivos).

En la década de 1970 Taft introdujo un álgebra de dimensión N2 a partir de una raíz de
la unidad de orden N que satisfacía una propiedad que no cumplía ninguno de los ejemplos
hasta el momento, no era conmutativa ni coconmutativa y de dimensión finita. En la década
de los 80 Drinfeld [D] y Jimbo [J] introdujeron lo que conocemos actualmente como grupos
cuánticos que son otros ejemplos de álgebras de Hopf no conmutativas y no coconmutativas,
que surgieron como parte de su búsqueda de comprender ciertos fenómenos físicos. Más
adelante Lusztig [L1, L2] consideró ciertas variantes de los grupos cuánticos en los que el
parámetro se evalua en raíces de la unidad dando lugar a la aparición de nuevas álgebras de
Hopf de dimensión finita: los grupos cuánticos pequeños.

Uno de los enfoques en los que se avanzó significativamente las últimas dos décadas es la
clasificación de álgebras de Hopf H punteadas (en especial las de dimensión finita): aquellas
que satisfacen que la mayor subcoálgebra semisimple H0 de H (conocida como el coradical
de H) coincide con la subálgebra generada por los elementos de tipo grupo. Este enfoque
usa lo siguiente: Si H es un álgebra de Hopf punteada con corradical kG, entonces H admite
una filtración de coálgebras {Hi}i∈N0 con H0 = kG; el álgebra de Hopf graduada gr H admite
morfismos de álgebras de Hopf π : gr H → kG y ι : kG → gr H con π ◦ ι = id, de modo que
gr H ≃ kG#R, donde R =

⊕
n≥0 R(n) es un álgebra de Hopf graduada en la categoría kG

kGYD
tal que R(0) = k1. Sea V := R(1) ∈ kG

kGYD: la subálgebra de R generada por V se conoce
como el álgebra de Nichols de V y es también un álgebra de Hopf graduada en kG

kGYD que
sólo depende de V . Basados en estos invariantes, Andruskiewitsch y Schneider en [AS] dieron
un programa (conocido como Método del Levante) para la clasificación de álgebras de Hopf
punteadas de coradical kG con G un grupo finito fijo:

1. Clasificar todos los módulos de Yetter-Drinfeld V sobre G tales que dim B(V ) < ∞.
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2. Para cada uno de los módulos V del ítem anterior encontrar una presentación por relaciones
y generadores del álgebra de Nichols B(V ).

3. Determinar si, dada un álgebra de Hopf de dimensión finita H con cocorradical isomorfo
a kG y trenza infinitesimal isomorfa a la de V , el álgebra de Hopf graduada asociada a la
filtración corradical satisface gr H ≃ B(V )#kG.

4. Clasificar las álgebras de Hopf que se obtienen como deformación de B(V )#kG.

En esta dirección se obtuvieron varios avances, siendo [AS2] el primer resultado completo de
clasificación: se logra bajo la hipótesis de que los primos 2, 3, 5, 7 no dividen al orden de G
y G es abeliano. Para G abeliano en general, el programa fue completado en su totalidad
por Heckenberger (1), Angiono (2, 3 y 4) y García Iglesias (4), siguiendo los lineamientos
presentados en el trabajo presentado por Andruskiewitsch y Schneider.

Otro avance en este contexto fue realizado por Heckenberger en [H3] clasificando todos los
V cuando tienen estructura de espacio vectorial trenzado de tipo diagonal y dimensión finita
a través de su sistema de raíces. En [AAn] Andruskiewitsch y Angiono organizaron dicha
clasificación en las siguientes familias

◦ Tipo Cartan, ◦ Tipo Súper, ◦ Tipo Standard,

◦ Tipo (súper)modular, ◦ Tipo indefinido (ufo).
En una dirección similar, se busca un resultado análogo para el caso en el que dim H = ∞

pero con crecimiento controlado: su dimensión de Gelfand-Kirillov es finita. La clasificación
de álgebras de Hopf punteadas con corradical kG se lograría al realizar el método del Levante,
con las siguientes preguntas iniciales:

1. Clasificar todos los módulos de Yetter-Drinfeld V sobre G tales que GKdim B(V ) < ∞.

2. Para cada V obtenido, calcular todas las álgebras de post-Nichols de V .

Cuando V es de tipo Cartan o bien un espacio cuántico (el diagrama de Dynkin de V no
tiene aristas), Andruskiewitsch y Sanmarco probaron que salvo en algunas excepciones toda
álgebra de pre-Nichols de B(V ) es el cociente del álgebra de pre-Nichols distinguida B̃(V ) de
B(V ) (definida en [An4]). Además para una de las excepciones encontraron un reemplazo de
B̃(V ) que satisfacía la misma condición. En esta tesis presentaremos los resultados obtenidos
en [AnCSa, AnCSa2] que concluye algo similar sobre B̃(V ) para las restantes familias de la
clasificación en [AAn].

Para uno de los resultados principales que presentaremos requerimos la siguiente conjetura:
Conjetura. [AAnH1, Conjecture 1.5] El sistema de raíces de un álgebra de Nichols de tipo
diagonal con GKdim finita es finito.

Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado, en [AAnH1] se prueba la conjentura en los sigu-
ientes dos casos:

• dim V = 2 • V es de tipo Cartan-afín
y posteriormente en [AnG2] se prueba los siguientes dos casos:

• dim V = 3 • V es de tipo Cartan
Las álgebras de Nichols de tipo diagonal con GKdim finita y sistema de raíces finito están

clasificadas. Por lo que, en caso de que la conjetura sea cierta, las álgebras de Nichols de tipo
diagonal y GKdim finita estarían clasificadas.
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Los resultados principales de este trabajo se encuentran enunciados en los capítulos 3 y 4
y junto a [ASa] se pueden resumir en el siguiente Teorema :

Teorema 0.0.1. Sea q la matriz de una trenza tal que dim Bq < ∞ y el diagrama de Dynkin
q es conexo. Asumimos la conjetura 1.9.4.

(i) Si q no es de tipo

• Cartan Aθ o Dθ con q = −1,
• A2 con q ∈ G′

3,
• A3(q|{2}) o A3(q|{1, 2, 3}), con q ∈ G∞,
• g(2, 3) con alguno de los siguientes diagramas de Dynkin

d1 : −1◦ ξ2 ξ
◦ ξ −1◦ , d2 : −1◦ ξ −1◦ ξ −1◦ ,

entonces el álgebra de pre-Nichols distinguida B̃q es eminente.

(ii) [ASa, Proposition 4.11] Si q de tipo A2 con q ∈ G′
3, entonces

B̂q := Bq/⟨x1112, x2112, x2221, x1221⟩.

es la única álgebra de pre-Nichols eminente de Bq. Además B̂q es una extensión central
trenzada de B̃q por un álgebra de polinomios de una variable y GKdim B̂q = 5.

(iii) Si es q de tipo A3(q|{2}), entonces

B̂q := T (V )/⟨x2
2, x13, x112, x332⟩.

es el álgebra de pre-Nichols eminente de Bq. Además B̂q es una extensión central
trenzada de B̃q por un álgebra de polinomios de una variable y GKdim B̂q = 3.

(iv) Si q es de tipo A3(q|{1, 2, 3}) con q ∈ G∞, entonces,

B̂q := T (V )/⟨x2
1, x2

2, x2
3, x213, [x123, x2]c⟩.

es el álgebra de pre-Nichols eminente de Bq. Además B̂q es una extensión central
trenzada de B̃q por un álgebra de polinomios de una variable y GKdim B̂q = 3.

(v) Si q es de tipo g(2, 3) con diagrama d1, entonces el álgebra de pre-Nichols eminente B̂q
es una extensión central trenzada de B̃q por un álgebra de polinomios de una variable.

(vi) Si q es de tipo g(2, 3) con diagrama d2, entonces B̂q es una extensión central trenzada
de B̃q por un álgebra de polinomios de dos variables.

Esta tesis esta organizada de la siguiente manera:
El primer capítulo contiene contenidos preliminares que serán serán utilizados para el

resto de los capítulos: Álgebras de Hopf, Categorías tensoriales trenzadas, Espacios vecto-
riales trenzados, álgebras de Nichols, módulos de Yetter-Drinfeld, Álgebras de pre-Nichols
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distinguidas, palabras de Lyndon, bases PBW, series de Hilbert y extensiones de álgebras de
Hopf.

El segundo capítulo contiene el desarrollo previo para la demostración del Teorema 3.1.1.
Se desarrolla en distintos Lemas donde cada uno describe cómo se comporta cada una de
las relaciones que aparecen en las álgebras de pre-Nichols distinguidas en las álgebras de
pre-Nichols con GKdim < ∞.

El tercer capítulo contiene el enunciado y la demostración de uno de los resultados princi-
pales de la tesis: Salvo algunas excepciones el álgebra de pre-Nichols distinguida es eminente.
Posteriormente se desarrolla una aplicación de dicho resultado.

El cuarto capítulo contiene un desarrollo de algunas de las excepeciones del resultado del
capítulo anterior, para cada una de estas excepciones se presenta su correspondiente álgebra
de pre-Nichols eminente y su base PBW.



1 | Preliminares

En este capítulo recordaremos las definiciones y aspectos generales de teoría de álgebras
de Hopf, espacios vectoriales trenzados, álgebras de Nichols, en particular nos interesa el caso
en el que la trenza es de tipo diagonal, dimensión de Gelfand-Kirillov y otros temas afines.
Para más información referiremos a [R, A, AAn, HS, T].

Notación

Dado θ ∈ N0 denotaremos Iθ = {1, ..., θ}; si θ está sobreentendido, escribiremos sencillamente
I. Para cada N ≥ 2, denotaremos por GN al conjunto de las raíces N -ésimas de la unidad,
y por G′

N al conjunto de las raíces primitivas N -ésimas de la unidad. Denotamos además
G∞ =

⋃
N≥2 GN .

Fijemos k un cuerpo algebraicamente cerrado de característica 0. Si t ∈ k y n ∈ N los
q-números están definidos por (n)q := 1 + q + q2 + · · · + qn−1 Salvo que se indique lo contrario
todo espacio vectorial, álgebra, etc., será sobre k y el producto tensorial será ⊗k = ⊗. Si
W es un k-espacio vectorial, el grupo de operadores lineales invertibles de W lo denotamos
por GL(W ). Dada A una álgebra asociativa, MA (AM) será la categoría de A-módulos a
derecha (a izquierda). Si V y W son dos espacios vectoriales, el flip es el morfismo lineal
τV W : V ⊗ W → W ⊗ V dado por

τV W (v ⊗ w) = w ⊗ v, para todo par v, w ∈ V. (1.0.1)

Usualmente escribiremos τ omitiendo el correspondiente subíndice.
La base canónica del grupo abeliano libre Zθ la denotaremos por {αi : i ∈ I} y un elemento∑

i∈I biαi lo denotaremos por 1b12b2 · · · θbθ . Dados β = 1b12b2 · · · θbθ y γ = 1c12c2 · · · θcθ ,
diremos que β ≤ γ si, y sólo si, bi ≤ ci para todo i ∈ I; de esta forma obtenemos un orden
parcial en Zθ que será al que haremos referencia posteriormente.

Si U es un espacio vectorial graduado por un monoide G, denotaremos por Uα a la α-
componente de la graduación, para cada α ∈ G.

1.1 | Álgebras asociativas y coálgebras

Definición 1.1.1. Una k-álgebra (asociativa) es una tripleta (A, ·, 1A), donde A es un k-
espacio vectorial, · : A × A → A y 1A ∈ A que satisfacen:

• · : A × A → A es bilineal.

• (Asociatividad) (a · b) · c = a · (b · c) para todo a, b, c ∈ A.

• (Unidad) 1A · a = a · 1A = a para todo a ∈ A.

A · se lo conoce como producto del álgebra y a 1A su unidad. Cuando esté sobreentendido el
producto escribiremos ab en vez de a · b y 1 en vez de 1A.

8



1. Álgebras asociativas y coálgebras 9

Notar que la bilinealidad de · : A × A → A es equivalente a tener un morfismo lineal
m : A ⊗ A → A tal que m(a ⊗ b) = a · b para todo a, b ∈ A. De esta manera tenemos la
siguiente definición de álgebra equivalente:

Definición 1.1.2. Una k-álgebra (asociativa) es una tripleta (A, m, u), donde A es un k-
espacio vectorial y m : A ⊗ A → A, u : k → A satisfacen que los siguientes diagramas
conmutan:

• (Asociatividad)

A ⊗ A ⊗ A
id ⊗m //

m⊗id

��

A ⊗ A

m

��
A ⊗ A

m // A

• (Unidad)

A ⊗ A

m

��

k ⊗ A

u⊗id
99

&&

A ⊗ k

id ⊗u
ff

xx
A

donde las flechas inferiores k ⊗ A → A y A ⊗ k → A son los isomorfismos canónicos. En este
caso m es la multiplicación y u la unidad, además u(1) = 1A.

La definición de coálgebra es la definición dual de álgebra:

Definición 1.1.3. Una k-coálgebra es una tripleta (C, ∆, ϵ), donde C es un k-espacio vectorial
y ∆ : C → C ⊗ C, ϵ : C → k que satisfacen:

• (Coasociatividad)

C
∆ //

∆

��

C ⊗ C

id ⊗∆

��
C ⊗ C

∆⊗id // C ⊗ C ⊗ C

• (Counidad)

C

m

��

xx &&
k ⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C
ϵ⊗id

ff

id ⊗ϵ

88
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donde las flechas superiores C → k ⊗ C y C → C ⊗ k son los isomorfismos canónicos. En
este caso ∆ es la comultiplicación y ϵ la counidad. Además, denotamos C+ = ker ϵ. En
algunos casos hablaremos simplemente de una coálgebra C sin mencionar al coproducto y a
la counidad.

La conmutatividad de los diagramas de la definición anterior nos dice que:

• (coasociatividad) (∆ ⊗ id)∆ = (id ⊗∆)∆.

• (counidad) (ϵ ⊗ id)∆ = (id ⊗ϵ)∆ = id

Ejemplo 1.1.4. Sean S un conjunto no vacío y kS el k-espacio vectorial de base S. Entonces
kS es una coálgebra cuyo coproducto ∆ y counidad ϵ están dados por ∆(s) = s⊗s y ϵ(s) = 1
para todo s ∈ S.

Ejemplo 1.1.5. Un cuerpo k es una coálgebra con el coproducto ∆ : k → k⊗k el isomorfismo
canónico, ∆(α) = α ⊗ 1 para todo α ∈ k y con la counidad ϵ : k → k la identidad.

Ejemplo 1.1.6. Sean (C, ∆C , ϵC) y (D, ∆D, ϵD) dos coálgebras. Entonces (C ⊗D, (idC ⊗τ ⊗
idD)(∆C ⊗ ∆D), ϵc ⊗ ϵD) es una coálgebra, donde τ es el flip, ver (1.0.1).

Ejemplo 1.1.7. Sea H un espacio vectorial con base {cm|m ∈ N0}. Entonces H es una
coálgebra con comultiplicación ∆ y counidad ϵ definidos por:

∆(cm) =
m∑

i=0
ci ⊗ cm−i, ϵ(cm) = δ0m, m ∈ N0.

A H se la conoce como coálgebra de potencias divididas.

Ejemplo 1.1.8. Sea (S, ≤) un conjunto localmente finito y parcialmente ordenado (es decir
si x, y ∈ S y x ≤ y, entonces {z|x ≤ z ≤ y} es finito). Sea T = {(x, y) ∈ S ×S|x ≤ y} y V un
espacio vectorial de base T . Entonces V es una coálgebra con comultiplicación ∆ y counidad
ϵ definidos por:

∆(x, y) =
∑

x≤z≤y

(x, z) ⊗ (z, y), ϵ(x, y) = δxy, (x, y) ∈ T.

Ejemplo 1.1.9. Sea n ≥ 1 un entero positivo, y M c(n, k) un k-espacio vectorial de dimensión
n2. Denotamos por (eij)1≤i,j≤n una base de M c(n, k). Definimos la siguiente comultiplicacón
∆ y counidad ϵ en M c(n, k) por:

∆(eij) =
∑

1≤p≤n

eip ⊗ epj , ϵ(eij) = δij , 1 ≤ i, j ≤ n.

En este caso M c(n, k) es una coálgebra llamada la coálgebra de matrices.

Ejemplo 1.1.10. Sea C un espacio vectorial con base {gi, di|i ∈ N}. Definimos: ∆ : C →
C ⊗ C y ϵ : C → k por:

∆(gi) = gi ⊗ gi, ∆(di) = gi ⊗ di + di ⊗ gi+1, ϵ(gi) = 1, ϵ(di) = 0.

Entonces (C, ∆, ϵ) es una coálgebra.
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Definición 1.1.11. Sea (C, ∆, ϵ) una coálgebra. Definimos recursivamente ∆n : C → C⊗n:

∆1 = ∆, ∆n+1 = (∆ ⊗ id⊗n)∆n, para todo n ≥ 1.

Sea A un álgebra, gracias a la asociatividad de · podemos denotar por a · b · c al producto
iterado de tres elementos de A en cualquier orden, es decir a · b · c = (a · b) · c = a · (b · c). De
igual manera cualquier producto iterado de n elementos es igual y lo denotamos sin indicar
los paréntesis. En el caso de las coálgebras gracias a la coasociatividad tenemos un resultado
similar que veremos a continuación.

Proposición 1.1.12. Sea C una coálgebra, entonces para todo n ≥ 2 y todo r ∈ {0, ..., n − 1}
se satisface:

∆n = (id⊗r ⊗∆ ⊗ id⊗n−1−r)∆n−1.

Sea (C, ∆, ϵ) una coálgebra y c ∈ C, denotamos:

∆(c) = c(1) ⊗ c(2)

La notación anterior se extiende para todo n ≥ 1:

∆n(c) = c(1) ⊗ c(2) ⊗ ... ⊗ c(n).

Se conoce como “Notación de Sweedler”. De esta manera la coasociatividad y la propiedad
de la counidad se pueden reescribir:

• (coasociatividad) c(1) ⊗ c(2) ⊗ c(3) = c(1)(1) ⊗ c(1)(2) ⊗ c(2) = c(1) ⊗ c(2)(1) ⊗ c(2)(2).

• (counidad) ϵ(c(1))c(2) = c(1)ϵ(c(2)) = c.

Veremos a continuación una versión “dual” de la noción de álgebra conmutativa.

Definición 1.1.13. Sea (C, ∆, ϵ) una coálgebra.

• Sea ∆op = τ∆. La coálgebra coopuesta de (C, ∆, ϵ) es (C, ∆op, ϵ), se la denota Cop.

• (C, ∆, ϵ) es coconmutativa si ∆ = ∆op.

De manera análoga a lo que ocurre con álgebras, las coálgebras forman una categoría, que
denotaremos k − Coalg; daremos a continuación los morfismos de la misma.

Definición 1.1.14. Sean (C, ∆C , ϵC) y (D, ∆D, ϵD) dos coálgebras. Un morfismo lineal
g : C → D es un morfismo de coálgebras si los siguientes diagramas son conmutativos:

C
g //

∆C

��

D

∆D

��
C ⊗ C

g⊗g // D ⊗ D

C
g //

ϵC
!!

D

ϵD
}}

k

En notación de Sweedler, (g ⊗ g)(c(1) ⊗ c(2)) = g(c)(1) ⊗ g(c)(2) para todo c ∈ C.
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A continuación recordaremos la definición de producto de convolución. En particular, esto
nos dará una estructura de álgebra para el espacio dual de una coálgebra.

Definición 1.1.15. Sean C una coálgebra, A un álgebra. El producto de convolución en
Hom(C, A) está definido por el siguiente diagrama conmutativo

C
f∗g //

∆

��

A

f, g ∈ Hom(C, A)

C ⊗ C
f⊗g // A ⊗ A

m

OO .

En notación de Sweedler, (f ∗ g)(c) = f(c(1)) ⊗ g(c(2)) para todo c ∈ C.

Se puede probar fácilmente que (Hom(C, A), ∗, u ◦ ϵ) es un álgebra asociativa.

Ejemplo 1.1.16. Si A = k en la Definición 1.1.15, entonces C∗ = Hom(C, A) es un álgebra
con producto ∗ = t∆ : C∗ ⊗ C∗ → C∗. Además, si f : C → D es un morfismo de coálgebras
entonces tf : D∗ → C∗ es un morfismo de álgebras.

Ahora listaremos algunos subespacios y elementos distinguidos de las coálgebras que serán
relevantes a lo largo de la tesis.

Definición 1.1.17. Sean (C, ∆, ϵ) y D un subespacio vectorial de C. Decimos que:

• D es una subcoálgebra de C si ∆(D) ⊂ D ⊗ D. De esta forma (D, ∆|D⊗D, ϵ|D) es una
coálgebra.

• D es un co-ideal a izquierda (respectivamente, a derecha) de C si ∆(D) ⊂ C ⊗ D
(respectivamente, ∆(D) ⊂ D ⊗ C)

• D es un co-ideal de C si ∆(D) ⊂ C ⊗ D + D ⊗ C y ϵ(D) = 0

Ejemplo 1.1.18. Sea f : C → D un morfismo de coálgebras. Entonces ker(f) es un coideal
de C y Im(f) es una subcoálgebra de D.

Definición 1.1.19. Sea π : C → D un morfismo de coálgebras. El conjunto de coinvariantes
(a derecha) de π es

Cco π = {c ∈ C : (id ⊗π)∆(c) = c ⊗ 1}.

Definición 1.1.20. Sea C una coálgebra.

• Los elementos g ∈ C tales que ∆(g) = g ⊗ g se dicen de tipo grupo. El conjunto de los
elementos tipo grupo de C se denota por G(C).

• Los elementos x ∈ C tales que ∆(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x se dicen primitivos. El conjunto de
los elementos primitivos de C se denota por P(C).

A diferencia de las álgebras asociativas, las coálgebras son localmente finitas. Es decir:
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Teorema 1.1.21. (Teorema Fundamental de las Coálgebras) Sea (C, ∆, ϵ) una coálgebra.
Entonces todo elemento x ∈ C pertenece a alguna subcoálgebra de dimensión finita de C.

También existe una definición dual a la de módulo que daremos a continuación junto a
los correspondientes morfismos.

Definición 1.1.22. Sea (C, ∆, ϵ) una coálgebra. Un C-comódulo a izquierda es un par (M, δ),
donde M es un espacio vectorial y δ : M −→ C ⊗ M es un morfismo lineal (llamado coacción)
tal que los siguientes diagramas conmutan

C ⊗ C ⊗ M C ⊗ M
id ⊗∆oo

C ⊗ M

δ⊗id

OO

M,
δ

oo

δ

OO C ⊗ M

ε⊗id

{{
M ⊗ k M.

δ

bb

≃
oo

Si (M, δM ) y (N, δN ) son dos comódulos entonces un morfismo lineal f : M → N se dice
morfismo de comódulos si el siguiente diagrama conmuta:

M
f //

δM

��

N

δN

��
C ⊗ M

id ⊗f
// C ⊗ N.

Denotaremos por CM a la categoría cuyos objetos son los comódulos a izquierda y cuyas
flechas son los morfismos de comódulos. Existen nociones análogas para comódulos a derecha.

Dado x ∈ C, la correspondiente notación de Sweedler para comódulos es

δ(x) = x(−1) ⊗ x(0).

Observación 1.1.23. Existe una versión análoga del Teorema 1.1.21 para comódulos.

Ejemplo 1.1.24. Sea f : C → D un morfismo de coálgebras. Entonces C es un D-comódulo
con coacción dada por (f ⊗ id)∆.

1.2 | Biálgebras y álgebras de Hopf

Como es de esperar, una biálgebra es un espacio vectorial junto con una estructura de álgebra
y una de coálgebra, junto con una condición de compatibilidad. Para la compatibilidad de
estructuras es necesario notar que si C es una coálgebra entonces C ⊗ C y k también son
coálgebras por los ejemplos 1.1.6 y 1.1.5.

Definición 1.2.1. Una biálgebra es una 5-tupla (B, m, u, ∆, ϵ) tal que:

• (B, m, u) es un álgebra.
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• (B, ∆, ϵ) es una coálgebra.

• ∆ : B → B ⊗ B y ϵ : B → k son morfismos de álgebras.

Se puede probar que la última condición es equivalente a que m y u sean morfismos de
coálgebras. Si dim B < ∞, entonces (B∗, ∗, tϵ, tM, tu) tiene estructura de bi-álgebra. Si
dim B = ∞ entonces (B ⊗ B)∗ ̸≃ B∗ ⊗ B∗, por lo que (B, ∗, tϵ) no es un álgebra asociativa:
existe una versión distinta de dual conocida como dual de Sweedler, ver [R].

A continuación recordaremos cuál es la estructura adicional que convierte a una biálgebra
en un álgebra de Hopf.

Definición 1.2.2. Un álgebra de Hopf es una 6-tupla (B, M, u, ∆, ϵ, S) tal que

• (B, M, u, ∆, ϵ) es una biálgebra.

• S : H → H es un morfismo k-lineal (llamado antípoda) tal que:

S(h(1))h(2) = h(1)S(h(2)) = ϵ(h)1, para todo h ∈ H. (1.2.1)

Observación 1.2.3. La condición (1.2.1) es equivalente a que S sea la inversa de la identidad
para el producto de convolución en Hom(H, H).

Ejemplo 1.2.4. Sea S un monoide. Entonces kS, el espacio vectorial de base S, tiene estruc-
tura de álgebra, cuyo producto se extiende linealmente al de S y la unidad correspondiente
es 1 ∈ S. Por 1.1.4 kS es una coálgebra y más aún resulta ser una biálgebra.

Si además S con su respectivo producto es un grupo definimos S : kS → kS por S(g) =
g−1, g ∈ S, y así kS tiene estructura de álgebra de Hopf.

Ejemplo 1.2.5. Sea g un álgebra de Lie. Entonces U(g), el álgebra envolvente de g munido
con ∆(x) = x ⊗ 1 + 1 ⊗ x, ε(x) = 0 y S(x) = −x para todo x ∈ g es un álgebra de Hopf.

Ejemplo 1.2.6. Sea ξ ∈ k una raíz de la unidad de orden n. El álgebra de Taft T es el
álgebra asociativa definida por los generadores x, c y las relaciones

cn = 1 xn = 1 xc = ξcx,

que tiene estructura de álgebra de Hopf con el coproducto ∆ dado por

∆(x) = c ⊗ x + x ⊗ 1 ∆(c) = c ⊗ c,

y la antípoda S dada por

S(x) = −cx−1 S(c) = c−1

1.3 | Dimensión de Gelfand-Kirillov

Sea A un álgebra asociativa y denotemos Ar = A · A · A · · · A (r veces) y As =
∑s

r=1 Ar. La
dimensión de Gelfand Kirillov de A esta definida por:

GKdim A = lim sup
n→∞

logn dim An
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Ejemplo 1.3.1. En los siguientes ejemplos tenemos información sobre la dimensión de
Gelfand-Kirillov:

• Si A es un álgebra de dimensión finita, entonces GKdim A = 0.

• Si V es un espacio vectorial, entonces el álgebra tensorial de V satisface GKdim T (V ) =
∞.

• GKdim k[x1, x2, ..., xn] = n y por lo tanto, si V es un espacio vectorial de dimensión n,
entonces GKdim S(V ) = n.

• Si g es un álgebra de Lie, entonces el álgebra envolvente universal de g satisface
GKdim U(g) = dim g.

• Si A, B son dos álgebras, entonces GKdim A ⊗ B ≤ GKdim A + GKdim B. Además, si
alguna de las dos es finitamente generada entonces vale la igualdad.

• Si A admite una filtración de álgebras ascendente (An)n∈N0 y gr A es el álgebra grad-
uada asociada a la filtración, entonces GKdim gr A ≤ GKdim A. Además si gr A es
finitamente generada entonces vale la igualdad.

1.4 | Categorías tensoriales trenzadas

Una propiedad remarcable de las representaciones de un grupo fijo, o más en general de un
álgebra de Hopf, es que el producto tensorial de dos representaciones y el espacio dual de una
representación son naturalmente representaciones. En este contexto es natural un estudio
sistemático de categorías que posean objetos como antes, llamadas categorías tensoriales, que
definiremos a continuación. Para más información referimos a [A, EGNO]; para teoría general
de categorías abelianas referimos a [EGNO, §1].

Definición 1.4.1. Una categoría monoidal es una colección (C, ⊗, a, 1, l, r) donde

• C es una categoría y 1 es un objeto en C, llamado unidad;

• ⊗ : C × C → C es un bifuntor, llamado producto tensorial;

• aX,Y,Z : (X ⊗ Y ) ⊗ Z → X ⊗ (Y ⊗ Z), rX : X ⊗ 1 → X, y lX : 1 ⊗ X → X son
isomorfismos naturales en X, Y, Z ∈ C,

tales que los siguientes diagramas conmutan:

((X ⊗ Y ) ⊗ Z) ⊗ W
aX⊗Y,Z,W //

aX,Y,Z⊗idW

��

(X ⊗ Y ) ⊗ (Z ⊗ W )
aX,Y,Z⊗W

��
(X ⊗ (Y ⊗ Z)) ⊗ W

aX,Y ⊗Z,W **

X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗ W ))

idX ⊗aY,Z,Wtt
X ⊗ ((Y ⊗ Z) ⊗ W ),
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(X ⊗ 1) ⊗ Y
aX,1,Y //

rX⊗idY ''

X ⊗ (1 ⊗ Y )

idX ⊗lYww
X ⊗ Y.

A continuación introducimos la noción de funtor monoidal.

Definición 1.4.2. Sean C = (C, ⊗, a, 1, l, r) y C′ = (C′, ⊗′, a′, 1′, l′, r′) categorías monoidales.
Un funtor monoidal de C a C′ es una terna (F, F 0, F 2) donde:

• F : C −→ C′ es un funtor;

• F 0 : 1′ −→ F (1) es un isomorfismo; y

• F 2 : ⊗′ ◦(F × F ) → F ◦ ⊗ es un isomorfismo natural,

tales que los siguientes diagramas conmutan:

(F (X) ⊗′ F (Y )) ⊗′ F (Z)
a′

F (X),F (Y ),F (Z)//

F 2
X,Y ⊗′idF (Z)

��

F (X) ⊗′ (F (Y ) ⊗′ F (Z))

idF (X) ⊗′F 2
Y,Z

��
F (X ⊗ Y ) ⊗′ F (Z)

F 2
X⊗Y,Z

��

F (X) ⊗′ F (Y ⊗ Z)

F 2
X,Y ⊗Z

��
F ((X ⊗ Y ) ⊗ Z)

F (aX,Y,Z)
// F (X ⊗ (Y ⊗ Z)),

1′ ⊗′ F (X)
l′
F (X) //

F 0⊗idF (X)
��

F (X)

F (lX)−1

��
F (1) ⊗′ F (X)

F 2
1,X // F (1 ⊗ X),

F (X) ⊗′ 1′
r′

F (X) //

idF (X) ⊗u

��

F (X)

F (rX)−1

��
F (X) ⊗′ F (1)

F 2
X,1 // F (X ⊗ 1).

Una equivalencia de categorías monoidales es un funtor monoidal (F, F 0, F 2) tal que F es
una equivalencia de categorías.

Otro elemento presente para definir categorías tensoriales son los duales.

Definición 1.4.3. Sean C una categoría monoidal y X un objeto en C. Un dual a izquierda
de X es una terna (X∗, evX , coevX) donde X∗ es un objeto en C, evX : X∗ ⊗ X → 1 y
coevX : 1 → X ⊗ X∗ son morfismos en C tales que las composiciones

X ≃ 1 ⊗ X
coevX ⊗ idX // (X ⊗ X∗) ⊗ X

aX,X∗,X // X ⊗ (X∗ ⊗ X) idX ⊗ evX // X ⊗ 1 ≃ X,

X∗ ≃ X∗ ⊗ 1
idX∗ ⊗ coevX // X∗ ⊗ (X ⊗ X∗)

a−1
X∗,X,X∗

// (X∗ ⊗ X) ⊗ X∗ evX∗ ⊗ idX∗ // 1 ⊗ X∗ ≃ X∗

son las identidades de X y X∗ respectivamente.
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De forma similar, un dual a derecha de X es una terna (∗X, ev′
X , coev′

X) donde ∗X es
un objeto en C, ev′

X : X ⊗ ∗X → 1 y coev′
X : 1 → ∗X ⊗ X son morfismos en C tales que las

composiciones

X ≃ X ⊗ 1
idX ⊗ coev′

X // X ⊗ (∗X ⊗ X)
a−1

X,∗X,X // (X ⊗ ∗X) ⊗ X
ev′

X ⊗ idX // 1 ⊗ X ≃ X,

∗X ≃ 1 ⊗ ∗X
coev′

X ⊗ id∗X // (∗X ⊗ X) ⊗ ∗X
a∗X,X,∗X // ∗X ⊗ (X ⊗ ∗X)

id∗X ⊗ ev′
X // ∗X ⊗ 1 ≃ ∗X

son las identidades de X y ∗X respectivamente.
En general si hay un morfismo f : X −→ Y entre dos objetos con duales a izquierda,

entonces se puede definir f∗ : Y ∗ −→ X∗ el morfismo dual por la composición

f∗ = (evY ⊗ idX∗) ◦ (id ⊗f ⊗ id) ◦ (idY ∗ ⊗ coevX).

De forma análoga se puede definir ∗f para duales a derecha.

Definición 1.4.4. Una categoría monoidal se dice rígida si todo objeto posee duales a derecha
e izquierda.

Definición 1.4.5. Una categoría C se dice multitensorial si

• es abeliana k-lineal;

• es localmente finita (es decir, Homk(X, Y ) es de dimensión finita para todo par de
objetos X, Y , y todo objeto tiene longitud finita);

• es monoidal rígida;

• el bifunctor × : C × C −→ C es bilineal en morfismos.

Si además endC(1) ≃ k entonces C es una categoría tensorial.

Ahora ilustramos estas nociones con una serie de ejemplos que serán de vital importancia
en este trabajo. Habrá otros ejemplos importantes más adelante que tendrán su propia sección.

Ejemplo 1.4.6. La categoría veck de espacios vectoriales de dimensión finita es tensorial.

Ejemplo 1.4.7. Si H es un álgebra de Hopf, entonces la categoría de los H-módulos de
dimensión finita a izquierda es tensorial donde el producto tensorial entre dos objetos M, N
es el producto tensorial de espacios vectoriales M ⊗ N con la siguiente coacción:

h · (m ⊗ n) = h(1) · m ⊗ h(2) · n, h ∈ H, v ∈ X, w ∈ Y.

El dual M∗ es el mismo que para espacios vectoriales con estructura de H-módulo dada por

(h · f)(m) = f(S(h) · m), h ∈ H, m ∈ M, f ∈ M∗.

Ejemplo 1.4.8. Dado un grupo finito G, denotamos por vecG a la categoría de espacios
vectoriales G-graduados de dimensión finita V = ⊕g∈GVg. Entonces vecG es una categoría
tensorial, donde el producto tensorial entre dos objetos X, Y ∈ vecG es el producto tensorial
de espacios vectoriales X ⊗ Y con la siguiente G-graduación:

(X ⊗ Y )g =
⊕
h∈G

Xh ⊗ Yh−1g, g ∈ G.

Además X∗ también admite G-graduación (X∗)g = {f ∈ X∗ :
⊕

h̸=g−1 Xh ⊂ ker f}.
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La definición de categoría monoidal puede verse como una versión categórica de la idea de
monoide. En la misma dirección, presentaremos una versión de conmutatividad: dados dos
objetos X, Y se requiere un ismorfismo entre X ⊗ Y y Y ⊗ X.

Definición 1.4.9. Una categoría monoidal trenzada es una categoría monoidal C provista de
un isomorfismo natural cX,Y : X ⊗ Y → Y ⊗ X, X, Y ∈ C, tal que:

(X ⊗ Y ) ⊗ Z
aX,Y,Z //

cX,Y ⊗idZ

��

X ⊗ (Y ⊗ Z)
cX,Y ⊗Z // (Y ⊗ Z) ⊗ X

aY,Z,X

��
(Y ⊗ X) ⊗ Z

aY,X,Z // Y ⊗ (X ⊗ Z)
idY ⊗cX,Z // Y ⊗ (Z ⊗ X),

X ⊗ (Y ⊗ Z)
a−1

X,Y,Z //

idX ⊗cY,Z

��

(X ⊗ Y ) ⊗ Z
cX⊗Y,Z // Z ⊗ (X ⊗ Y )

a−1
Z,X,Y
��

X ⊗ (Z ⊗ Y )
a−1

X,Z,Y // (X ⊗ Z) ⊗ Y
cX,Z⊗idY // (Z ⊗ X) ⊗ Y.

Una categoría tensorial trenzada es una categoría tensorial cuya estructura monoidal subya-
cente es trenzada.

Ejemplo 1.4.10. La categoría de espacios vectoriales es tensorial trenzada considerando al
flip como la respectiva trenza.

La importancia de las categorías monoidales, es que es posible definir la noción de álgebra
y coálgebra en esas categorías. Para definir álgebras de Hopf en una categoría tensorial se
requiere la estructura trenzada.

Damos las definiciones a continuación, pero omitiendo los morfismos de asociatividad para
mayor sencillez.

Definición 1.4.11. Sea C una categoría monoidal. Un álgebra en C es una terna (A, m, u),
donde A es un objeto de C, y m : A ⊗ A → A, u : 1 → A son morfismos en C, tales que

A ⊗ A ⊗ A
m⊗id //

id ⊗m

��

A ⊗ A

m

��
A ⊗ A m

// A,

A ⊗ A

m

��

1 ⊗ A

u⊗id
99

≃
%%

A ⊗ 1

id ⊗u
ee

≃
yy

A.

Una coálgebra en C es una terna (C, ε, ∆) donde C es un objeto de C, y ε : C → 1, ∆: C →
C ⊗ C son morfismos en C llamados counidad y comultiplicación respectivamente, tales que
los siguientes diagramas conmutan:

C
∆ //

∆

��

C ⊗ C

∆⊗id

��
C ⊗ C

id ⊗∆
// C ⊗ C ⊗ C,

C

∆

��

≃

yy

≃

%%
1 ⊗ C C ⊗ 1

C ⊗ C.
ε⊗id

ee

id ⊗ε

99
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Observación 1.4.12. Si C es una categoría monoidal trenzada, la trenza da lugar a una estruc-
tura monoidal en la categoría de álgebras en C. En efecto, si (A, mA, uA) y (B, mB, uB) son
álgebras en C, entonces A⊗B = (A ⊗ B, mA⊗B, uA⊗B) también lo es, donde mA⊗B y uA⊗B

están dadas por

1 ≃ // 1 ⊗ 1 uA⊗uB // A ⊗ B , y

A ⊗ B ⊗ A ⊗ B
idA ⊗cB,A⊗idB// A ⊗ A ⊗ B ⊗ B

mA⊗mB // A ⊗ B .

Dualmente, el producto tensorial de dos coálgebras es una coálgebra.

Definición 1.4.13. Un biálgebra en una categoría monoidal trenzada C es una colección
(R, m, u, ∆, ε), donde R es un objeto de C con estructuras (R, m, u) de álgebra en C y (R, ∆, ε)
de coálgebra en C que son compatibles en el sentido de que

∆: R → R⊗R y ε : R → 1 son morfismos de álgebras en C.

Si además existe un morfismo S : R → R tal que conmuta el siguiente diagrama

R ⊗ R
S⊗id // R ⊗ R

m

##
R

∆
;;

ε //

∆ ##

1 u // R

R ⊗ R
id ⊗S // R ⊗ R

m

;;

,

entonces R es un álgebra de Hopf sobre C.

1.5 | Espacios vectoriales trenzados, álgebras de Nichols y módulos de
Yetter-Drinfeld

Daremos a continuación dos definiciones relevantes, que están relacionadas entre sí: espacios
vectoriales trenzados y módulos de Yetter-Drinfeld. Ellos nos darán el marco para introducir
los objetos centrales de este trabajo, las álgebras de Nichols.

Definición 1.5.1. Un espacio vectorial trenzado es una dupla (V, c), donde V es un espacio
vectorial y c ∈ GL(V ⊗ V ) satisface la ecuación de trenzas:

(c ⊗ id)(id ⊗c)(c ⊗ id) = (id ⊗c)(c ⊗ id)(id ⊗c). (1.5.1)

Diremos que c es la trenza de V .

Definición 1.5.2. Un módulo de Yetter-Drinfeld sobre un álgebra de Hopf H es un espacio
vectorial V con una estructura de H-módulo · : H ⊗ V → V y una de H-comódulo δ : V →
H ⊗ V , que satisfacen la siguiente condición de compatibilidad:

δ(h · v) = h(1)v(−1)S(h(3)) ⊗ h(2) · v(0), h ∈ H, v ∈ V.
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Un morfismo de módulos de Yetter-Drinfeld es una aplicación lineal que preserva la es-
tructura de módulo y comódulo. Los módulos de Yetter-Drinfeld sobre H conforman una
categoría tensorial con el producto tensorial sobre k, que denotaremos por H

HYD. Más aún,
es una categoría tensorial trenzada, donde cV,W : V ⊗ W → W ⊗ V está dado por

c(x ⊗ y) = x(−1) · y ⊗ x(0), x ∈ V, y ∈ W.

Observación 1.5.3. Dado V ∈ H
HYD, c = cV,V satisface la ecuación de Yang-Baxter. Por lo

tanto (V, c) es un espacio vectorial trenzado.
Recíprocamente, todo espacio vectorial trenzado (V, c) puede realizarse como módulo de

Yetter-Drinfeld sobre un álgebra de Hopf H si y sólo si c es rígida, ver [T].
En esta dirección, una biálgebra trenzada es un espacio vectorial trenzado (R, c), tal que

R es simultáneamente un álgebra y una coálgebra, que satisfacen la compatibilidad de la
Definición 1.4.13; de modo análogo se define un álgebra de Hopf trenzada.

Definición 1.5.4. Un álgebra de Hopf trenzada (R, c) admite una representación adjunta a
izquierda adc : R → End R,

(adc x)y = m(m ⊗ S)(id ⊗c)(∆ ⊗ id)(x ⊗ y), x, y ∈ R.

Además, el corchete trenzado [·, ·]c : R ⊗ R → R es el mapa dado por

[x, y]c = m(id −c)(x ⊗ y), x, y ∈ R.

Notar que (adc x)y = [x, y]c si x ∈ P(R).

Ejemplo 1.5.5. Sea V ∈ H
HYD. El álgebra tensorial T (V ) con el coproducto ∆ : T (V ) ⊗

T (V ) → T (V ) y la antípoda S : T (V ) → T (V ) dados por

∆(x) = 1 ⊗ x + x ⊗ 1 x ∈ V S(x) = −x x ∈ V

es un álgebra de Hopf en H
HYD.

El grupo de trenzas de n hebras Bn está definido por generadores {σi}1≤i≤n−1 y relaciones:

σiσj = σjσi, |i − j| > 1,

σiσjσi = σjσiσj , |i − j| = 1.
(1.5.2)

Daremos algunas propiedades de este grupo.

• Si (V, c) es un espacio vectorial trenzado, entonces existe una (única) representación ρn :
Bn → GL(V ⊗n) que satisface

ρn(σi) = idV ⊗i−1 ⊗c ⊗ idV ⊗n−i−1 .

• El grupo simétrico en n letras tiene una presentación por generadores {σi}1≤i≤n−1 y rela-
ciones (1.5.2) y σ2

i = 1. De este modo, existe una proyección canónica πn : Bn ↠ Sn.

• Existe una sección conjuntista Mn : Sn → Bn que identifica los respectivos generadores
llamada sección de Matsumoto.
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• Dado (V, c) un espacio vectorial trenzado, el n-ésimo simetrizador cuántico se define por
Ωn =

∑
x∈Sn

ρn(Mn(x)) ∈ End(V ⊗n). Denotamos J n = ker Ωn.

A partir de los ingredientes anteriores podemos introducir las álgebras de Nichols.

Definición 1.5.6. Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado. El álgebra de Nichols de V es el
espacio vectorial graduado B(V ) = k ⊕ V ⊕

⊕
n≥2 Bn(V ) donde Bn(V ) = T n(V )/J n.

Si J (V ) =
∑

n∈N0 J n, entonces B(V ) = T (V )/J (V ); además J (V ) resulta ser un ideal
de Hopf de T (V ), con lo cual B(V ) es un álgebra de Hopf trenzada.

Observación 1.5.7. Sean H un álgebra de Hopf y V ∈ H
HYD. Por la Observación 1.5.3,

(V, c) es un espacio trenzado, y podemos considerar la correspondiente álgebra de Nichols
B(V ). Como c es un morfismo de módulos de Yetter-Drinfeld, J (V ) es un submódulo de
Yetter-Drinfeld. Luego, B(V ) es un álgebra de Hopf en H

HYD.

Definición 1.5.8. Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado.
Un álgebra de pre-Nichols de (V, c) es un álgebra de Hopf trenzada graduada B =

⊕n∈N0B
n tal que B1 ≃ V y V genera a B como álgebra. Por lo tanto, existen epimor-

fismos de álgebras de Hopf trenzadas graduadas

T (V ) ↠ B ↠ B(V )

Un álgebra de post-Nichols de (V, c) es un álgebra de Hopf trenzada graduada E =
⊕n∈N0En tal que E1 ≃ V es el subespacio de elementos primitivos. Por lo tanto existen
monomorfismos de álgebras de Hopf trenzadas graduadas

B(V ) ↪→ E ↪→ T c(V )

Notemos que la única álgebra de pre-Nichols de (V, c) que también es de post-Nichols es
B(V ).

Definición 1.5.9. Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado. La familia de todas las álgebras
de pre-Nichols de V forman un poset Pre(V ) con T (V ) minimal y B(V ) maximal.

Asumimos ahora que GKdim B(V ) < ∞. Denotamos PreGKd(V ) al subposet de Pre(V )
de todas las álgebras de pre-Nichols de GK-dimensión finita. Decimos que un álgebra de
pre-Nichols es eminente si es mínimo en PreGKd(V ).

De modo análogo pueden definirse los posets Post(V ) y PostfGK(V ) para álgebras de
post-Nichols.

A continuación introduciremos los espacios vectoriales trenzados en los que enfocaremos
nuestro trabajo.

Definición 1.5.10. Sea q = (qij)i,j∈Iθ
∈ (k×)θ×θ y (xi)i∈Iθ

una base de un espacio vectorial
V . Definimos cq ∈ GL(V ⊗ V ) por:

cq(xi ⊗ xj) = qijxj ⊗ xi, i, j ∈ Iθ.

Notar que cq satisface la ecuación de trenzas. Si un espacio vectorial trenzado (V, c) satisface
que c = cq para alguna q ∈ (k×)θ×θ, diremos que (V, c) es de tipo diagonal, o bien que c es de
tipo diagonal, con matriz de trenza q. Si q está sobreentendida escribiremos c en vez de cq.

En este caso, si i ̸= j denotamos q̃ij = qijqji.
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Dado (V, cq) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal, daremos algunas definiciones
relacionadas a éste.

Definición 1.5.11. Definimos el diagrama (generalizado) de Dynkin asociado a q por el grafo
(con etiquetas) que cumple las siguientes condiciones:

• El conjunto de vértices es Iθ; además, el vértice i está indexado por qii.

• Los vértices i, j están conectados por una arista si y sólo si q̃ij ̸= 1. Además la arista ij
está indexada por q̃ij .

Definición 1.5.12. Denotamos

aq
ij := − min{n ∈ N0 : (n + 1)qii(qn

iiq̃ij − 1) = 0}, i ̸= j,

y mq
ij = −aq

ij . Omitiremos escribir q en ambas notaciones si q está sobreentendida.

Definición 1.5.13. Definimos q : Zθ × Zθ → k la forma bilineal tal que

q(αi, αj) := qij , para todo i, j ∈ I.

Para cada par α, β ∈ Zθ también usaremos la notación qαβ := q(α, β).

Si B es una álgebra de pre-Nichols de q NI
0-graduada, se cumplen las siguientes igualdades:

[u, vw]c = [u, v]cw + qαβ v[u, w]c, (1.5.3)
[uv, w]c = qβγ [u, w]cv + u[v, w]c, (1.5.4)[

[u, v]c, w
]
c

=
[
u, [v, w]c

]
c

− qαβ v[u, w]c + qβγ [u, w]cv, (1.5.5)

para todos los elementos homogéneos u ∈ Bα, v ∈ Bβ, w ∈ Bγ .
Dados al menos dos índices i1, . . . , ik ∈ I, denotamos

xi1···ik
:= (adc xi1)xi2···ik

= xi1xi2···ik
− qi1i2 · · · qi1ik

xi2···ik
xi1 (1.5.6)

como un elemento del álgebra tensorial o de cualquier álgebra de pre-Nichols.

Finalizaremos esta sección recordando la definición de espacios trenzados de tipo Cartan.
Para ello, necesitamos previamente recordar la siguiente noción:

Definición 1.5.14. Decimos que una matriz a = (aij)1≤i,j≤θ ∈ Zθ×θ es una matriz general-
izada de Cartan si satisface las siguientes condiciones:

• aii = 2 si i ∈ Iθ.

• aij ≤ 0 si i, j ∈ Iθ.

• aij = 0 ⇐⇒ aji = 0 si i, j ∈ Iθ, i ̸= j.

Definición 1.5.15. Decimos que un espacio de tipo diagonal (V, cq) es de tipo Cartan (o
bien cq es una trenza de tipo Cartan) si existe una matriz generalizada de Cartan a tal que
q̃ij = q

aij

ii para todo par i ̸= j, donde −aij = min{n ∈ N0 : q̃ijqn
ii = 1}.

Sea χj ∈ ẐIθ tal que χj(gi) = qij . Así tenemos una realización de V como módulo de
Yetter-Drindelf sobre kZIθ tal que xi ∈ V χi

gi
.
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1.6 | Palabras de Lyndon y bases PBW

El resultado principal de esta sección establece la existencia de bases PBW para ciertas
álgebras de Hopf trenzadas, en particular para álgebras de Nichols de tipo diagonal. La
existencia de las bases PBW proviene de la combinatoria de las palabras de Lyndon. Como
dato adicional obtendremos una fórmula que describe el coproducto de los generadores de la
base PBW. Para esta sección referimos a [Kh].

Definición 1.6.1. Sea A un álgebra, P, S ⊂ A y h : S → Z≥0 ∪ {∞}. Consideremos < un
orden lineal sobre S. Denotaremos por B(P, S, <, h) al conjunto

{pse1
1 · · · ser

r : r ∈ Z≥0, s1 > s2 > · · · > sr, si ∈ S, 0 < ei ≤ h(si), p ∈ P}

Si B(P, S, <, h) es una base de A como espacio vectorial, diremos que (P, S, <, h) es un
conjunto de generadores PBW con altura h, y que B(P, S, <, h) es una base PBW de A.

A continuación daremos una forma de describir bases PBW para ciertas álgebras.

Sean X = {x1, ..., xn} un conjunto de variables y P (X) el conjunto de palabras de alfabeto
X. Consideremos en P (X) el orden lexicográfico fijando el orden x1 > · · · > xn en X. Dado
u ∈ P (X) la longitud de u la denotaremos por ℓ(u).

Definición 1.6.2. Decimos que u ∈ P (X) es una palabra de Lyndon si para todos u1, u2 ∈
P (X), u1, u2 ̸= 1 tales que u = u1u2 entonces u2u1 > u. Denotamos por L al conjunto de
palabras de Lyndon.

Observación 1.6.3. 1. u ∈ P (X) es de Lyndon si y sólo si es menor a cualquiera de sus finales
propios.

2. Si u1, u2 ∈ L y u1 < u2 entonces u1u2 ∈ L.

3. Para todo u ∈ P (X)−{1} existen únicas u1, ..., ur ∈ L tales que u = u1u2...ur y ur ≤ · · · ≤
u2 ≤ u1. La descomposición u = u1u2...ur se conoce como descomposición de Lyndon.

4. Si u, v ∈ P (X)−{1} entonces u y v se pueden identificar como elementos de P (L) vía la de-
scomposición de Lyndon considerando a L como alfabeto cuyo orden es el correspondiente
en P (X). Además u ≤ v en P (X) si, y sólo si, u ≤ v en P (L).

5. [Kh, p.6, Shirshov Theorem] Si u ∈ P (X)−X entonces u ∈ L si, y sólo si, existen u1, u2 ∈ L
tales que u = u1u2. Entre todas las descomposiciones de este tipo u = u1u2 con u1, u2 ∈ L,
la que posee el menor final propio u2 se la conoce como la descomposición de Shirshov.

Sea V el espacio vectorial de base X. Notar que el espacio vectorial kP (X) de base P (X)
se identifica con el álgebra tensorial T (V ).

Ejemplo 1.6.4. La descomposición de Lyndon implica que T (V ) tiene una base PBW donde
L es el conjunto de generadores, P = {1} y todo elemento de L tiene altura infinita.

En lo que sigue fijaremos (V, c) un espacio vectorial trenzado y X = {x1, x2, ..., xθ} una
base de V .
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Definición 1.6.5. Se define en kP (X) el endomorfismo [−]c recursivamente de la siguiente
manera:

[u]c =


u si u = 1 o u ∈ X.

[[v]c, [w]c]c si u ∈ L, ℓ(u) > 1 y u = vw es la descomposición de Shirshov.

[u1]c[u2]c...[ur]c si u ∈ P (X) − L y su descomposición de Lyndon es u1u2...ur.

Definición 1.6.6. • La hiperletra correspondiente a l ∈ L es [l]c. Denotamos L al con-
junto de hiperletras.

• Una hiperpalabra es un elemento de P (L).

• Una hiperpalabra monótona es una hiperpalabra de la forma [l1]c[l2]c · · · [lr]c tal que
l1 > l2 > · · · > lr.

Notar que como [−, −]c preserva la Zθ-graduación entonces para todo u ∈ L resulta que
[u]c es una combinación lineal de elementos con el mismo grado que u.

Fijemos I un ideal propio de T (V ). Definimos GI := {u ∈ P (X) : u ̸∈ X>u + I}. Notar
que si u ∈ GI y u = vw, entonces v, w ∈ GI y por lo tanto u se descompone como producto
no creciente de palabras de Lyndon en GI . Supongamos ahora que I es un ideal de Hopf,
definimos SI = GI ∩ L y hI : SI → Z>0 ∪ {∞} dada por

hI(u) = min{t ∈ N : ut ∈ kP (X)>ut + I}.

De esta forma tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.6.7. [Kh, Theorem 2] B′
I = B({1 + I}, [Si]c + I, <, hI) es una base PBW de

T (V )/I.

Para probar la independencia lineal de la base PBW propuesta en el teorema anterior se
usa el siguiente resultado:

Proposición 1.6.8. [Kh, Lemma 8] Para toda palabra de Lyndon w,

∆([w]c) = [w]c ⊗ 1 + 1 ⊗ [w]c +
∑

i

αi W ′
i ⊗ W ′′

i ,

donde para cada i, αi ∈ k, cada W ′
i es una hiperpalabra cuyas hiperletras son menores que

[w]c y la suma de los grados de W ′
i y W ′′

i es el grado de [w]c.

Observación 1.6.9. Sea (V, cq) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal tal que Bq es de
dimensión finita. A partir de [H1], Bq admite una base PBW tal que cada par de elementos
del conjunto de palabras de Lyndon S tiene distinto Nθ

0-grado. Además, el conjunto ∆q
+

de grados de esas palabras de Lyndon no depende de la base elegida, y se conoce como el
conjunto de raíces positivas de q. Para cada β ∈ ∆q

+, denotaremos por xβ a la correspondiente
hiperletra de grado β. Se tiene además que

Nβ := hJq(xβ) = ord qββ < ∞.
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1.7 | Álgebras de pre-Nichols distinguidas

En esta sección fijamos (V, cq) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal tal que Bq es
de dimensión finita.

Definición 1.7.1. • Diremos que i ∈ I es un vértice de tipo Cartan de q si q̃ij = q
aq

ij

ii para
todo i ̸= j.

• El conjunto de raíces de Cartan de q se define por la unión disjunta Oq := Oq
+ ∪ Oq

− ⊂ Zθ

donde Oq
+ = −Oq

− y Oq
+ es el conjunto que contiene a las composiciones de reflexiones en

el grupoide de Weyl de q evaluadas en αi con i vértice de Cartan. Para más detalles sobre
el grupoide de Weyl de q referimos a [H1, CuH, AAn] y sus referencias.

El algebra de Nichols Bq admite por definición una presentación implícita por el ideal
Jq. Para muchas aplicaciones, por ejemplo el problema trabajado en esta tesis, es necesario
contar con una presentación explícita, que daremos en el siguiente resultado.

Teorema 1.7.2. [An2, Theorem 3.1] Sea (V, c) un espacio vectorial trenzado de dimensión
finita con matriz q = (qij)1≤i,j≤θ, y fijamos una base {x1, ..., xθ} de V tal que c(xi ⊗ xj) =
qijxj ⊗ xi. Supongamos que el sistema de raíces ∆q

+ es finito. Entonces el álgebra de Nichols
Bq admite la siguiente presentación:

1. x
Nβ

β = 0 si β ∈ Oq
+.

2. (adc xi)mij+1xj = 0 si q
mij+1
ij ̸= 1.

3. xNi
i = 0 si i no es un vértice de Cartan.

4. x2
ij = 0 si i, j ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qii = q̃ij = qjj = −1, y existe k ̸= i, j tal que

q̃ik
2 ̸= 1 o q̃jk

2 ̸= 1.

5. [xijk, xj ]c = 0 si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qjj = −1, q̃ik = q̃ij q̃kj = 1, q̃ij ̸= −1.

6. [xiij , xij ]c = 0 si i, j ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qjj = −1, qiiq̃ij ∈ G6, q̃ij ̸= −1, y
además qii ∈ G3 o mij ≥ 3.

7. [xiijk, xij ]c = 0 si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qii = ±q̃ij ∈ G3, q̃ik = 1, y además
−qjj = q̃ij q̃jk = 1 o q−1

jj = q̃ij = q̃jk ̸= −1.

8.
xijk − 1 − q̃jk

qkj(1 − q̃ik) [xik, xj ]c − qij(1 − q̃jk) xjxik; (1.7.1)

si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que q̃ik, q̃ij , q̃jk ̸= 1,

9.
[
[xij , xijk]c , xj

]
c

= 0 si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen alguna de las siguientes condi-
ciones:

◦ qii = qjj = −1, q̃ij
2 = q̃jk

−1, q̃ik = 1.
◦ q̃ij = qjj = −1, qii = −q̃jk

2 ∈ G3, q̃ik = 1.
◦ qkk = q̃jk = qjj = −1, qii = −q̃ij ∈ G3, q̃ik = 1.



26 Preliminares

◦ qjj = −1, q̃ij = q−2
ii , q̃jk = −q−3

ii , q̃ik = 1.
◦ qii = qjj = qkk = −1, ±q̃ij = q̃jk ∈ G3, q̃ik = 1.

10.
[
[xijk, xj ]c xj

]
c

= 0 si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qjj = q̃ij
2 = q̃jk ∈ G3, q̃ik = 1.

11.
[
[xiij , xiijk]c , xij

]
c

= 0 si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qkk = qjj = q̃ij
−1 = q̃jk

−1 ∈
G9, q̃ik = 1, qii = q6

kk.

12.
[[xijk, xj ]c , xk]c − (1 + q̃jk)−1qjk

[
[xijk, xk]c , xj

]
c
;

si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qii = q̃ij
−1 ∈ G9, qjj = q̃jk

−1 = q5
ii, q̃ik = 1,

qkk = q6
ii.

13.
[[

[xijk, xj ]c , xj
]
c
, xj

]
c

= 0 si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qjj = q̃ij
3 = q̃jk ∈ G4,

q̃ik = 1.

14. [xij , xijk]c = 0 si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qii = q̃ij = −1, qjj = q̃jk
−1 ̸= −1,

q̃ik = 1.

15.
[xi, xjjk]c − (1 + q2

jj)q−1
kj [xijk, xj ]c − (1 + q2

jj)(1 + qjj)qijxjxijk;

si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qii = qkk = −1, q̃ik = 1, q̃ij ∈ G3, qjj = −q̃jk = ±q̃ij.

16.
[[

[xijkl, xk]c , xj
]
c
, xk

]
c

= 0 si i, j, k, l ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qjj q̃ij = qjj q̃jk = 1,
qkk = −1, q̃ik = q̃il = q̃jl = 1, q̃jk

2 = q̃lk
−1 = qll.

17.
[[

xijk, [xijkl, xk]c
]
c
, xjk

]
c

= 0 si i, j, k, l ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que q̃jk = q̃ij = q−1
jj ∈

G′
4 ∪ G′

6, qii = qkk = −1, q̃ik = q̃il = q̃jl = 1, q̃jk
3 = q̃lk

18.
[[

[xijk, xj ]c , [xijkl, xj ]c
]
c
, xjk

]
c

= 0 si i, j, k, l ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qll = q̃lk
−1 =

qkk = q̃jk
−1 = q2, q̃ij = q−1

ii = q3 for some q ∈ k×, qjj = −1, q̃ik = q̃il = q̃jl = 1.

19. [
[xijkl, xj ]c , xk

]
c

− qjk(q̃ij
−1 − qjj)

[
[xijkl, xk]c , xj

]
c
;

si i, j, k, l ∈ {1, . . . , θ} satisfacen alguna de las siguientes condiciones

◦ qkk = −1, qii = q̃ij
−1 = q2

jj, q̃kl = q−1
ll = q3

jj, q̃jk = q−1
jj , q̃ik = q̃il = q̃jl = 1.

◦ qii = q̃ij
−1 = −q−1

ll = −q̃kl, qjj = q̃jk = qkk = −1, q̃ik = q̃il = q̃jl = 1.

20. [
xi, [xij , xik]c

]
c

+ qjkqikqji [xiik, xij ]c + qij xijxiik;

si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que q̃jk = 1, qii = q̃ij = −q̃ik ∈ G3.

21. [xiijk, xijk]c = 0 si

22. [xiijk, xijk]c = 0 si i, j, k ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qjj = qkk = q̃jk = −1, qii = −q̃ij ∈
G3, q̃ik = 1.
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23.
(1 − q̃ij)qjjqji

[
xi, [xij , xj ]c

]
c

− (1 + qjj)(1 − qjj q̃ij)x2
ij ;

si i, j ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que −qii, −qjj , qiiq̃ij , qjj q̃ij ̸= 1.

24. [
xi, x3αi+2αj

]
c

− 1 − qiiq̃ij − q2
iiq̃ij

2qjj

(1 − qiiq̃ij)qji
x2

iij

si i, j ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que that mij ∈ {4, 5}, or qjj = −1, mij = 3, qii ∈ G4,

25.
x4αi+3αj = [x3αi+2αj , xij ]c

si i, j ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que 4αi + 3αj /∈ ∆χ
+, qjj = −1 or mji ≥ 2, and also

mij ≥ 3.

26. [xiij , x3αi+2αj ]c = 0 si i, j ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que 3αi + 2αj ∈ ∆χ
+, 5αi + 3αj /∈ ∆χ

+,
and q3

iiq̃ij , q4
iiq̃ij ̸= 1.

27.
x5αi+4αj = [x4αi+3αj , xij ]c

si i, j ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que 4αi + 3αj ∈ ∆χ
+, 5αi + 4αj /∈ ∆χ

+

28. [[xiiij , xiij ], xiij ]c = 0 si i, j ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que 5αi +2αj ∈ ∆χ
+, 7αi +3αj /∈ ∆χ

+.

29.

[xiij , x4αi+3αj ]c − b − (1 + qii)(1 − qiiζ)(1 + ζ + qiiζ
2)q6

iiζ
4

a q3
iiq

2
ijq3

ji

x2
3αi+2αj

donde ζ = q̃ij, a = (1−ζ)(1−q4
iiζ

3)−(1−qiiζ)(1+qii)qiiζ, b = (1−ζ)(1−q6
iiζ

5)−a qiiζ;
si i, j ∈ {1, . . . , θ} satisfacen que qjj = −1, 5αi + 4αj ∈ ∆χ

+.

La siguiente definición (ver [An4]) es crucial para el resultado principal de esta tesis.

Definición 1.7.3. Denotaremos por Iq al ideal generado por las relaciones de la presentación
dada en [An2, Theorem 3.1] para Bq, a menos de los siguientes cambios:

• exceptuamos las relaciones de tipo xNα
α = 0 con α raíz de Cartan;

• adicionamos las relaciones (adc xi)mij+1xj = 0 con i ̸= j sólo cuando q
−mij

ii = q̃ij = qii.

Diremos que B̃q = T (V )/Iq es el álgebra de pre-Nichols distinguida de Bq.

Observación 1.7.4. El álgebra de pre-Nichols distinguida B̃q admite una base PBW con los
mismos generadores xβ, β ∈ ∆q

+, definidos en la Observación 1.6.9 y donde

Ñβ := hIq(xβ) =
{

∞, β ∈ Oq
+,

Nβ, β /∈ Oq
+.
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Ejemplo 1.7.5. Fijemos g un álgebra de Lie semisimple de dimensión finita, A = (aij) su
matriz de Cartan (de tipo finito), (di) ∈ Nθ mínimos tal que diaij = djaji para todo par
i, j ∈ I y q ∈ GN , N es impar y comprimo con 3. Si qij = qdiaij , entonces q = (qij) es de tipo
Cartan, Bq es la parte positiva del grupo cuántico pequeño u+

q (g) y B̃q es la parte positiva
del álgebra envolvente cuantizada U+

q (g).

Se puede deducir que B̃q es efectivamente un álgebra de pre-Nichols de Bq. Además,
GKdim B̃q < ∞ y por lo tanto B̃q ∈ PreGKd(V ). Por lo tanto es natural preguntarse si el
álgebra de pre-Nichols distinguida es eminente. Veremos a lo largo de la tesis que ésto no
ocurre en general pero sí en la mayoría de los casos. En particular cuando q es de tipo Cartan
tenemos el siguiente resultado en [ASa]:

Teorema 1.7.6. Sea q una matriz de tipo Cartan con matriz de Cartan X y parámetro
q ∈ G′

N , N ≥ 2. Si (X, N) es diferente a (Aθ, 2), (Dθ, 2) y (A2, 3), entonces el álgebra de
pre-Nichols distinguida B̃q es el álgebra de pre-Nichols eminente de Bq.

1.8 | Series de Hilbert y extensiones de álgebras de Hopf

Dado que las álgebras de Nichols de tipo diagonal son Nθ
0-graduadas, es relevante para este

trabajo estudiar objetos graduados. Además las álgebras de pre-Nichols distinguidas pueden
presentarse como una extensión central de las álgebras de Nichols asociadas. Daremos a
continuación algunas nociones y resultados en estas direcciones.

Definición 1.8.1. Sea U un espacio vectorial Nθ
0-graduado cuyas componentes homogeneas

tienen dimensión finita, la serie de Hilbert-Poincaré está definida por

HU =
∑

(a1,...,aθ)∈Nθ
0

dim U (a1,...,aθ) ta1
1 . . . taθ

θ ∈ N0[[t1, . . . , tθ]].

Sea W es otro espacio vectorial Nθ
0-graduado con las mismas características. Diremos que

HU ≤ HW si

dim U (a1,...,aθ) ≤ dim W (a1,...,aθ) para todo (a1, . . . , aθ) ∈ Nθ
0.

Ejemplo 1.8.2. Sea (V, cq) un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal tal que Bq es de
dimensión finita. A partir de la Observación 1.7.4 se tiene que

HBq =
∏

α∈∆q
+

1 − tNαα

1 − tα
, H

B̃q
=

∏
α∈Oq

+

1
1 − tα

∏
α∈∆q

+−Oq
+

1 − tNαα

1 − tα
.

Ejemplo 1.8.3. Sean A y B dos espacios vectoriales Nθ
0-graduados cuyas componentes ho-

mogéneas tienen dimensión finita. Entonces A ⊗ B también es Nθ
0-graduado, ver el Ejemplo

1.4.8, y además
HA⊗B = HA · HB,

donde el producto del segundo término corresponde al producto usual de series formales.

Sea H un álgebra de Hopf con antípoda biyectiva. Consideremos la siguiente sucesión de
morfismos de álgebras de Hopf en H

HYD:

k −→ A
ι−→ C

π−→ B −→ k. (1.8.1)

Diremos que (1.8.1) es una extensión de álgebras de Hopf trenzadas (ver [AN, §2.5]) si
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(a) ι es inyectiva,

(b) π es sobreyectiva,

(c) ker π = Cι(A+) y

(d) A = C co π, o equivalentemente A = co πC.

Por simplicidad denotaremos A
ι

↪→ C
π
↠ B en lugar de (1.8.1).

Asumamos que C es conexa (es decir el corradical de C es k), esto implica que para
cualquier extensión A

ι
↪→ C

π
↠ B, tanto A como B son conexas. Para caracterizar extensiones

en este contexto veamos el siguiente resultado.

Proposición 1.8.4. [A+, Proposition 3.6] Sea R un álgebra de Hopf en H
HYD. Entonces

B 7−→ R/RB+, T 7−→ Rco T

es una biyección entre conjuntos de subálgebras coideales a izquierda B de R y el conjunto de
cocientes R-módulos a derecha coalgebras T de R.

Si B y T se corresponden vía la biyección anterior, entonces existe un isomorfismo B-
lineal a derecha y T -colineal a izquierda T ⊗ B

≃−→ R.

Por lo tanto, para obtener extensiones de C conexa, es suficiente considerar una de las
siguientes opciones:

• un morfismo suryectivo de álgebras de Hopf C
π
↠ B y fijar A = C co π, o

• una subálgebra de Hopf normal A de C, ι la inclusión y fijar B = CA+.

En cualquier caso existe un isomorfismo B-colineal a izquierda y A-lineal a derecha B⊗A ≃ C.

Lema 1.8.5. Sea A
ι

↪→ C
π
↠ B una extensión que preserva la graduación de álgebras de

Hopf conexas, trenzadas y Nθ
0-graduadas con componentes homogeneas de dimensión finita.

Entonces HC = HAHB.

Demostración. Consideramos el álgebra de Hopf Ĥ = kZθ ⊗ H. Entonces todo objeto Nθ
0-

graduado U ∈ H
HYD es canónicamente un módulo de Yetter-Drinfeld sobre Ĥ, donde

• la acción de H en U se extiende a una acción de Ĥ dejando Zθ actuar trivialmente;

• para cada β ∈ Nθ
0 y u ∈ Uβ, la coacción en u está dada por

δ(u) = β ⊗ u−1 ⊗ u0 ∈ Nθ
0 ⊗ H ⊗ U ⊂ Ĥ ⊗ U.

Como ι y π preserva los grados, A
ι

↪→ C
π
↠ B es una extensión en la categoría de Ĥ-módulos de

Yetter-Drinfeld y podemos aplicar[A+, Proposition 3.6 (d)]: existe un isomorfismo Ĥ-colineal
B ⊗ A

≃→ C, de donde tenemos que HC = HAHB.

1.9 | Resultados preliminares sobre álgebras de Nichols

En esta sección recordaremos algunos resultados sobre álgebras de Nichols, especialmente de
tipo diagonal, que serán pertinentes para el desarrollo de esta tesis.

En general usaremos el siguiente Lema que vale para espacios trenzados en general.
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Lema 1.9.1. Sean B un álgebra de pre-Nichols de V tal que GKdim B < ∞ y W un
subespacio trenzado de P(B). Entonces GKdim B(W ) < ∞.

Los siguientes resultados son de espacios vectoriales trenzados V de tipo diagonal, donde
q denotará a la matriz de la respectiva trenza de V .

Lema 1.9.2. [ASa] Sean v, w ∈ T (V ) elementos primitivos, no nulos y Zθ-homogeneos.
Entonces (adc v)w es primitivo si y sólo si q(deg v, deg w)q(deg w, deg v) = 1.

Lema 1.9.3. [AAnH1, Proposition 4.16] Sea W un subespacio trenzado de B que tiene un
subdiagrama de la forma 1◦ p q

◦ , p ̸= 1. Entonces GKdim B(V ) = ∞.

A continuación daremos la conjetura que asumiremos en la tesis y resultados relacionados
con ella. Recordar la definición de sistema de raíces y que en particular tener un sistema de
raíces finito significa tener una base PBW con finito generadores.

Conjetura 1.9.4. [AAnH1, Conjecture 1.5] El sistema de raíces de un álgebra de Nichols de
tipo diagonal con GKdim finita es finito.

Teorema 1.9.5. [AAnH4, AnG2] La conjetura 1.9.4 es verdadera en los siguientes casos:

• dim V ≤ 3; • V es de tipo Cartan.

Por el Teorema anterior y dado que asumimos la Conjetura 1.9.4 , buscamos condiciones
necesarias (y rápidas de identificar en el diagrama de Dynkin) sobre q para que el sistema de
raíces de Bq sea finito.

El siguiente corolario refiere a un diagrama de rango 2 que aparecerá repetidas veces en
el capítulo siguiente.

Corolario 1.9.6. Sea W un espacio vectorial trenzado con diagrama de Dynkin q
◦ q2 −q

◦ ,
q ̸= ±1. Entonces GKdim B(W ) = ∞.

El siguiente Lema refiere a los diagramas de rango 3, cuyo grafo es el 3-ciclo, que aparecená
repetidas veces en el capítulo siguiente.

Lema 1.9.7. [H3, Lemma 9 (ii)] Si q es una matriz de rango tres con sistema de raíces finito
y vértices 1, 2, 3 tales que q̃ij ̸= 1 para todo par 1 ≤ i < j ≤ 3, entonces

q̃12q̃13q̃23 = 1, (q̃12 + 1)(q̃13 + 1)(q̃23 + 1) = 0.

Además, si q11 = −1, entonces q22q̃12 = q33q̃13 = 1.

El siguiente Lema será de utilidad cuando supongamos la Conjetura 1.9.4.

Lema 1.9.8. [H3, Lemma 23] Si q tiene sistema de raíces finito, entonces su diagrama
generalizado de Dynkin no tiene N -ciclos, para todo N ≥ 4.
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de pre-Nichols con GKdim finita.

En este capítulo, q = (qij)i,j∈Iθ
es una matriz de trenza con diagrama de Dynkin conexo

tal que dim Bq < ∞. En particular el sistema de raíces es finito por [H1, §3], y cada qii es
una raíz de la unidad de orden Ni ≥ 2 (ver Lema 1.9.3). Tal como recordamos en el capítulo
anterior, a partir del Teorema 1.7.2 se puede obtener una lista de relaciones junto con ciertas
condiciones que determinan una presentación para cada álgebra de pre-Nichols distinguida.

El objetivo de este capítulo es probar bajo qué condiciones cada una de las relaciones
de la lista del Teorema 1.7.2 es anulada en toda álgebra de pre-Nichols B de Bq tal que
GKdim B < ∞. Cada relación listada se estudiará en un lema por separado, aquellos que no
tengan por hipótesis las condiciones originales del Teorema 1.7.2 darán lugar posteriormente
a una excepción del Teorema 0.0.1. Notemos que todas las relaciones son Nθ

0−homogéneas,
por lo cual las denotaremos por xβ, donde β ∈ Nθ

0 es su grado.

2.1 | Estrategia general

Sea B un álgebra de pre-Nichols de q tal que GKdim B < ∞. Para cada uno de los siguientes
lemas asumimos que q satisface las condiciones requeridas en [An2, Theorem 3.1] para incluir
cierta relación xβ (o las relaciones cuánticas de Serre que se adicionan para dar la presentación
del álgebra de pre-Nichols distinguida) en la presentación de B̃q. Supongamos que (la imagen
de) xβ no se anula en B; tal como explicaremos a continuación, xβ es primitivo en B, ver el
Lema 2.1.2. Tenemos así un espacio vectorial trenzado de tipo diagonal V q ⊕kxβ ⊂ P(B) que
satisface GKdim B(V q ⊕kxβ) < ∞ por el Lema 1.9.1. Por otro lado computamos el diagrama
de Dynkin de V q ⊕kxβ (o de cierto subespacio trenzado de V q ⊕kxβ), esta tarea es rutinaria
usando la bilinealidad de q. Por el Teorema 1.9.5 y la Conjetura 1.9.4, este diagrama debe
estar dentro de los listados en la clasificación dada en [H3]; sin embargo esto no ocurre, lo
cual da lugar a una contradicción. A veces obtenemos un diagrama de Dynkin que pertenece
a un caso en la que se sabe que la conjetura es verdadera, por lo que no necesitamos dicha
suposición adicional.

El siguiente ejemplo ilustra la estrategia empleada en el Teorema 3.1.1 del próximo capí-
tulo, empleando los lemas desarrollados en este capítulo.

Ejemplo 2.1.1. Sea q de tipo A3(q|{2, 3}), q ∈ GN , N ≥ 3. Su diagrama de Dynkin es:

q−1

◦
1

q −1◦
2

q−1 −1◦
3

El álgebra de Nichols distinguida B̃q está presentada por generadores x1, x2, x3, y relaciones

x13 = 0, x112 = 0,

x2
2 = 0, x2

3 = 0, [x123, x2]c = 0.

31
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Sea B un álgebra de pre-Nichols de q con GKdim finita. Observando la presentación de B̃q
notemos que x2

2, x2
3 y x13 son minimales (respecto al grado). Luego, por el Lema 2.1.2 tenemos

que x2
2, x2

3, x13 ∈ P(B). De este modo los Lemas 2.3.1 y 2.2.1 implican que x2
2 = x2

3 = x13 = 0
en B. Observando nuevamente la presentación de B̃q notamos que todas las relaciones de
menor Nθ

0-grado que [x123, x2]c (es decir, x2
2, x13) se anulan en B, luego por el Lema 2.1.2

deducimos que [x123, x2]c ∈ P(B). Ahora, usando que [x123, x2]c ∈ P(B) y el Lema 2.3.4
tenemos que [x123, x2]c = 0 en B. Como todas las relaciones de la presentación de B̃q son
anuladas en B entonces existe una proyección π : B̃q ↠ B que es morfismo de álgebras
de Hopf trenzadas graduadas. Como B era un álgebra de pre-Nichols con GKdim < ∞
arbitraria, entonces B̃q es álgebra de pre-Nichols eminente de q.

Como lo hemos mencionado, la primera tarea a realizar en este capítulo es chequear si las
relaciones de todas las álgebras de pre-Nichols con GKdim < ∞ son primitivas. Para ello nos
será útil el siguiente resultado, que nos permitirá probar este hecho de modo recursivo en el
grado de la relación. Versiones similares de este resultado aparecieron en [AnG1, An2].

Lema 2.1.2. Sean I ⊂ J dos ideales de Hopf Nθ
0-graduados de T (V ), B := T (V )/I, y S un

sistema de generadores Nθ
0-homogéneos de J . Consideremos un elemento homogéneo x ∈ J ,

y sea Yx = {y ∈ S : deg(y) < deg(x)}. Si Yx ⊂ I, entonces x ∈ P(B).

Demostración. Como J es un coideal y el coporoducto es Nθ
0-homogeneo, entonces existen ay,

by, cy, dy, ey, fy ∈ T (V ) tales que

∆(x) = 1 ⊗ x + x ⊗ 1 +
∑

y∈Yx

ayyby ⊗ cy + dy ⊗ eyyfy ∈ T (V ) ⊗ T (V ). (2.1.1)

Sabemos que y = 0 en B para todo y ∈ Yx entonces x ∈ P(B).

En particular, podemos aplicar el Lema 2.1.2 en J = Ĩq, el ideal que define el álgebra
de pre-Nichols distinguida. Ésto nos permitirá probar que los elementos que definen el ideal
del álgebra de pre-Nichols distinguida son primitivos en cualquier álgebra de pre-Nichols con
GKdim finita (salvo quizá en los casos excepcionales estudiados en el último capítulo).

2.2 | Relaciones cuánticas de Serre

A continuación, analizaremos distintos casos de la relación cuántica de Serre: en los primeros
casos cuando mij = 0, y luego algunos casos en que mij > 0. Notar que (adc xi)mij+1xj es
primitivo en Bq(V ) por [H4, (4.45)], ver también [AS2, Lemma A.1].

2.2.1 | Relaciones cuánticas de Serre con mij = 0

Lema 2.2.1. Sean i, j ∈ Iθ tales que mij = 0. Asumamos que se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

(a) ord qii + ord qjj > 4,

(b) qiiqjj = 1 y existe k ∈ Iθ − {i, j} tal que q̃ikq̃jk ̸= 1.

Entonces xij = 0 en B.
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Demostración. Sean xβ := xij ̸= 0 y q′ la matriz asociada a la trenza de V +kxβ. Notar que:

q̃iβ = q2
ii q̃jβ = q2

jj qββ = qiiqjj

(a) Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Como el diagrama Dynkin es conexo, existe r ≥ 1 y
vértices i1, i2, ..., ir tales que q̃ii1 ̸= 1 ̸= q̃irj y q̃isis+1 ̸= 1 para todo 1 ≤ s ≤ r − 1. Notar
que q2

ii = 1 o q2
jj = 1: de lo contrario, el subgrafo formado por los vértices β, i, i1, i2, ..., ir, j

en el diagrama de q′ es un (r + 3)-ciclo, lo cual no es posible por el Lema 1.9.8. Podemos
suponer sin perder generalidad que q2

ii = 1, luego por el Lema 1.9.3 tenemos que qii = −1.
Por hipótesis ord qjj ≥ 3, además el diagrama de Dynkin de kxj ⊕ kxβ es

qjj◦
j

q2
jj −qjj◦

β

que no se encuentra en [H3, Table 1], lo que contradice el Teorema 1.9.5 luego xβ ̸= 0.
(b) Como q̃kβ = q̃ikq̃jk el diagrama de Dynkin del subespacio trenzado kxβ ⊕ kxk es

qkk◦
k

q̃ik q̃jk 1◦
β

luego el Lema 1.9.3 nos conduce a un absurdo y por lo tanto xβ = 0.

Observación 2.2.2. Las hipótesis de este lema contienen las condiciones extras (a) o (b), que
no están presentes en el Teorema 1.7.2. Por inspección, el único diagrama de la clasificación
de [H3] que tiene la relación xij = 0 en su presentación pero que no satisface las condiciones
anteriores es A3(q|{1, 2, 3}) con q ∈ G∞.

2.2.2 | Relaciones cuánticas de Serre, mij > 0, q
mij+1
ii ̸= 1

Primero requerimos el siguiente Lema auxiliar.

Lema 2.2.3. Sean i, j ∈ Iθ tales que:

• mij > 0, • ord qii = mij + 2, • q
−mij(mij+1)
ii q2

jj = 1.

Entonces qii = qjj = q̃−1
ij ∈ G′

3 y mij = 1.

Demostración. Utilizando las hipótesis fijadas:

1 = q
−mij(mij+1)
ii q2

jj =
(
q

(mij+1)
ii

)−mij

q2
jj = (q−1

ii )−mij q2
jj = q

mij

ii q2
jj = q−2

ii q2
jj .

Entonces qii = ±qjj . Si qjj = −qii, el diagrama de Dynkin de kxi + kxj es qii◦
q

−mij
ii −qii◦

y no se encuentra en [H3, Table 1]. Luego qii = qjj y nos queda el subdiagrama de Dynkin
qii◦

q
−mij
ii qii◦ , que es de tipo Cartan con matriz de Cartan

( 2 −mij

−mij 2

)
. Como GKdim Bq <

∞, resulta mij = 1 y así qii = qjj = q̃−1
ij ∈ G′

3.

Lema 2.2.4. Sean i, j ∈ Iθ tales que mij > 0 y q
mij+1
ii ̸= 1. Asumamos que se cumple alguna

de las siguientes condiciones:
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(a) El diagrama de Dynkin de kxi ⊕ kxj es diferente a q
◦ q−1 q

◦ , q ∈ G′
3,

(b) mij = 1, qii = qjj = q̃−1
ij ∈ G′

3, y existe k ∈ Iθ − {i, j} tal que q̃2
ikq̃jk ̸= 1.

Entonces (adc xi)mij+1xj = 0 en B.

Demostración. (a) Denotemos q = qii, m = mij . Supongamos que xβ := (adc xi)m+1xj ̸= 0.
Por definición de m tenemos que qmq̃ij = 1, además, por hipótesis del diagrama de Dynkin y
por el Lema 2.2.3 entonces qm+2 ̸= 1 ó q−m(m+1)q2

jj ̸= 1. Luego el diagrama de Dynkin del
subespacio vectorial trenzado kxi ⊕ kxj ⊕ kxβ es

qjj◦
j

q−m

q−m(m+1)q2
jj

q
◦
i

qm+2

qm+1qjj◦
β

Analizaremos distintos casos que surgen al considerar cuántas aristas existen (es decir, cuántos
q̃rt no son 1): notemos que q−m ̸= 1 ya que m > 0 por hipótesis.

Caso 1 q̃rt ̸= 1 para todos r, t ∈ {i, j, β}, r ̸= t. Por el Lema 1.9.7,

1 = q̃ij q̃jβ q̃iβ = q−mqm+2q−m(m+1)q2
jj = q2−m(m+1)q2

jj .

Además, entre los valores qjj , q y qm+1qjj hay un −1.

• q = −1. Como m > 0 y m ≤ ord q − 1 = 1, se tiene que m = 1. Pero entonces
q

mij+1
ii = (−1)2 = 1, lo cual es una contradicción.

• qjj = −1. Por el Lema 1.9.7, m = 1 y 1 = (qm+1qjj)(q−m(m+1)q2
jj) = −q1−m2 = −1, que

es un absurdo.
• qm+1qjj = −1. Por el Lema 1.9.7, 1 = qqm+2 = qm+3 y

1 = (qjj)(q−m(m+1)q2
jj) = q−m(m+3)+2mq3

jj = q2mq3
jj .

Entonces −1 = (−1)3 = (qm+1qjj)3 = (q3m+3q−2m) = qm+3 = 1, absurdo.

Caso 2 qm+2 = 1. Por hipótesis, q̃jβ = q−m(m+1)q2
jj ̸= 1. Nos queda el diagrama:

q
◦
i

q2 qjj◦
j

q−2q2
jj q−1qjj◦

β
,

que no corresponde a ningún diagrama de [H3, Table 2] notando que:

• qii ̸= qjj .
• qii ̸= −1 ̸= qββ .
• qiiqββ = qjj y q̃ij q̃jβ = q2

jj .



2. Relaciones cuánticas de Serre 35

• Si qii = q̃−1
ij y qjj = −1, entonces q3

ii = 1 y qββ q̃jβ = −1 ̸= 1 (qββ ̸= q̃−1
jβ ).

Caso 3 q−m(m+1)q2
jj = 1; es decir, qjj = ±q

m(m+1)
2 . Por hipótesis, qm+2 ̸= 1. Luego el

diagrama de Dynkin de kxi ⊕ kxj ⊕ kxβ es conexo, más aún es el siguiente

vq
(m+1)(m+2)

2
◦
β

qm+2 q
◦
i

q−m vq
m(m+1)

2
◦
j

, v ∈ {−1, 1}.

Se puede ver que no está en [H3, Table 2] notando que:

• qii ̸= −1. • q2
ii = q̃ij q̃iβ. • qββ = q̃ij q̃iβqii

Así los tres casos posibles nos llevan a un absurdo, con lo cual xβ = 0.
(b) Supongamos que xβ ̸= 0. Tenemos que q̃kβ = q̃2

ikq̃jk, entonces el subdiagrama de Dynkin

de kxβ + kxk es qkk◦
q̃2

ik q̃jk 1◦ . Así obtenemos un absurdo por el Lema 1.9.3.

Observación 2.2.5. Las hipótesis de este lema difieren de las de la relación correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspección, el único diagrama de la clasificación de [H3]
que tiene la relación (adc xi)mij+1xj = 0 en su presentación pero que no satisface las hipótesis
anteriores es el de tipo Cartan A2 con q ∈ G′

3.

2.2.3 | Relaciones cuánticas de Serre, mij > 0, q
mij+1
ii = 1

A continuación nos ocuparemos de las relaciones cuánticas de Serre (adc xi)mij+1xj cuando
q

mij+1
ii = 1. Con estas condiciones estas relaciones aparecen en la presentación de las álgebras

de pre-Nichols distinguidas.

Lema 2.2.6. Sean i, j ∈ Iθ tales que q
−mij

ii = q̃ij = qii. Asumamos que se cumple alguna de
las siguientes condiciones:

(a) qjj ̸= −1,

(b) mij ≥ 2,

(c) mij = 1, qii = −1 y existen k ∈ Iθ − {i, j} tales que q̃jk, q̃2
ikq̃jk ̸= 1.

Entonces (adc xi)mij+1xj = 0 en B.

Demostración. Supongamos que xβ := (adc xi)mij+1xj ̸= 0. Notemos que q̃jβ = q̃
mij+1
ij q2

jj ,
q̃iβ = q̃ij y qββ = q̃

mij+1
ij qjj . Así el diagrama de Dynkin del subespacio vectorial trenzado

kxj + kxi + kxβ es

qjj◦
j

q̃ij

q̃
mij +1
ij q2

jj

qii◦
i

q̃ij

q̃
mij +1
ij qjj

◦
β

.
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Si qjj ̸= −1, entonces q̃ij , q̃iβ, q̃jβ ̸= 1. Si qii ̸= −1, entonces los 3 vértices tienen etiqueta
distinta de -1 y el Lema 1.9.7 implica que GKdim Bq′ = ∞. Si qii = −1, entonces es rápido
chequear que el diagrama no está en [H3, Table 2].

Si qjj = −1, entonces mij ≥ 2, luego ord qii ≥ 3 y nos queda el diagrama

−1◦
j

qii qii◦
i

qii −1◦
β

,

que no está en [H3, Table 2]. En ambos casos obtenemos un absurdo. Así xβ = 0.
(c) Supongamos que xβ := (adc xi)2xj ̸= 0. Tenemos que qkβ = q̃2

ikq̃jk ̸= 1 y q̃iβ = q5
ii = −1.

Como q̃jk ̸= 1, el diagrama del subespacio vectorial trenzado kxi + kxj + kxk + kxβ contiene
un 4-ciclo, lo que contradice el Lema 1.9.8. Por lo tanto xβ = 0.

Observación 2.2.7. Las hipótesis de este lema difieren de las de la relación correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspección, los únicos diagramas de la clasificación de
[H3] que tienen la relación (adc xi)mij+1xj = 0 en su presentación pero que no satisfacen las
hipótesis anteriores son de tipo Cartan Aθ o Dθ con q = −1.

2.3 | Relaciones que aparecen frecuentemente

A continuación estudiamos otras relaciones que no son de Serre pero que aparecen en muchas
de las presentaciones de las álgebras de Nichols clasificadas en [H3].

Lema 2.3.1. Sea i ∈ Iθ un vértice que no es de Cartan tal que qii ∈ G′
N , N ≥ 2. Entonces

xN
i = 0.

Demostración. Como i no es de Cartan, existe j ̸= i tal que q̃ij /∈ {q−n
ii : n ∈ N0} = GN .

Supongamos que xβ := xN
i ̸= 0. Entonces kxβ + kxj ⊂ P(B) es un subespacio trenzado de

tipo diagonal con diagrama de Dynkin: 1◦
q̃N

ij qjj◦ . Como q̃N
ij ̸= 1, GKdim B(W ) = ∞ por

el Lema 1.9.3. Pero esto es una contradicción del Lema 1.9.1. Por lo tanto xβ = 0.

Lema 2.3.2. Sean i, j ∈ Iθ tales que qii = q̃ij = qjj = −1. Asumamos que existe k ∈ Iθ−{i, j}
tal que q̃2

ikq̃2
jk ̸= 1, entonces x2

ij = 0.

Demostración. Supongamos que xβ := x2
ij ̸= 0. Computando el diagrama de Dynkin del

subespacio vectorial trenzado kxk + kxβ tenemos que qββ = 1, q̃βk = q̃2
ikq̃2

jk ̸= 1. Luego por
el Lema 1.9.3 tenemos una contradicción, entonces x2

ij = 0.

Observación 2.3.3. Las hipótesis de este lema difieren de las de la relación correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspección, los únicos diagramas de la clasificación de [H3]
que tienen la relación x2

ij = 0 en su presentación pero que no satisfacen las hipótesis anteriores
son de tipo Cartan Aθ o Dθ con q = −1.

Lema 2.3.4. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que qjj = −1, q̃ik = q̃ij q̃jk = 1 y q̃ij ̸= ±1. Supongamos
que vale alguna de las siguientes condiciones:

(a) qii = −1 o qkk = −1,

(b) qiiqkk = 1 y existe un ℓ ∈ Iθ − {i, j, k} tal que q̃iℓ ̸= 1 = q̃jℓ = q̃kℓ,
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(c) qiiqkk = 1 y existe un ℓ ∈ Iθ − {i, j, k} tal que q̃2
jℓ ̸= 1 = q̃iℓ = q̃kℓ,

(d) qiiqkk = 1 y existe un ℓ ∈ Iθ − {i, j, k} tal que q̃kℓ ̸= 1 = q̃jℓ = q̃iℓ.
Entonces [xijk, xj ]c = 0 en B.
Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xβ := [xijk, xj ]c ̸= 0. De-
notemos q = q̃jk = q̃ −1

ij .
(a) Supongamos sin pérdida de generalidad que qii = −1. El diagrama de Dynkin del sube-
spacio vectorial trenzado kxi + kxj + kxk + kxβ es

−1◦
i

q−1

q−2

−1◦
j

q qkk◦
k

q2q2
kk

−qkk◦
β

Si q2q2
kk ̸= 1, el diagrama anterior es un 4-ciclo, luego por el Lema 1.9.8 tenemos una

contradicción. Asumimos entonces que q2q2
kk = 1, es decir qkk = ±q−1, con lo cual el diagrama

de Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxβ es

−qkk◦
β

q−2 −1◦
i

q−1 −1◦
j

q qkk◦
k

.

Este diagrama no aparece en [H3, Table 3] ya que no hay diagramas tales que
• Los vértices centrales son −1.

• Los vértices de los extremos son opuestos y ambos distintos de −1.
De esta forma xβ = 0 en B.
Ahora probemos (b), (c) y (d). Computando el diagrama de Dynkin de kxβ + kxℓ, qββ =
qiiqkk = 1 y q̃ℓβ = q̃iℓq̃

2
jℓq̃kℓ ̸= 1 lo que contradice el Lema 1.9.3. Así, xβ = 0 en B.

Observación 2.3.5. Las hipótesis de este lema difieren de las de la relación correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspección, los únicos diagramas de la clasificación de [H3]
que tienen la relación [xijk, xj ]c = 0 en su presentación pero que no satisfacen las hipótesis
anteriores son de tipo Cartan Aθ o Dθ con q = −1, y A3(q|{2}), con q ∈ G∞.
Lema 2.3.6. Sean i, j ∈ Iθ tales que:

qiiq̃ij ∈ G′
3 ∪ G′

6, qjj = −1, o bien qii ∈ G′
3 o mij ≥ 3,

entonces [xiij , xij ]c = 0.
Demostración. La prueba sigue los mismos pasos que [An2, Lemma 4.3 (i)]. Supongamos que
xβ := [xiij , xij ]c ̸= 0. El diagrama de Dynkin de kxi + kxj + kxβ es:

q3
ii◦
β

−1◦
j

q̃ij

q̃3
ij

qii◦
i

q̃−4
ij
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Si qii ∈ G′
3, llegamos a un absurdo por el Lema 1.9.3, ya que q̃ 3

ij ̸= 1 o q̃ 4
ij ̸= 1.

Asumimos ahora mij ≥ 3: el diagrama anterior es conexo, luego, por el Teorema 1.9.5
debería aparecer en [H3, Table 2]. Este hecho no es posible observando que el único diagrama
en [H3, Table 2] con algún mrs ≥ 3 es el primero de la fila 7. Eso forzaría q̃3

ij = 1 (para
desconectar j con β), q̃ij = q−3

ii = −1 (para que el subdiagrama de i y j sea de tipo Cartan
G2), lo cual es un absurdo. Por lo tanto xβ = 0.

Lema 2.3.7. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que qii = ±q̃ij ∈ G′
3, q̃ik = 1 y vale una de las siguientes

condiciones:

(a) qjj = −1, q̃ij = q̃ −1
jk . (b) q−1

jj = q̃ij = q̃jk ̸= −1.

Entonces [xiijk, xij ]c = 0.

Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xβ := [xiijk, xij ]c ̸= 0 y
denotemos ξ = qii. Tenemos que en kxi + kxj + kxk + kxβ:

q̃kβ = q̃ 2
jkq2

kk, q̃jβ = q4
jj q̃ 3

ij q̃jk,

q̃iβ = q6
iiq̃

2
ij = ξ2 ̸= 1, qββ = q9

iiq
4
jjqkkq̃ 6

ij q̃ 2
jk = q4

jjqkkq̃ 2
jk.

Asumimos primero que vale (a). En este caso el diagrama de Dynkin de kxi +kxj +kxk +kxβ

es

ξ
◦
i

±ξ −1◦
j

±ξ−1

ξ−1

qkk◦
k

ξ−2qkk◦
β

ξ2 ξ−2q2
kk

Luego i, j, β forman un 3-ciclo: por el Lema 1.9.7 qiiq̃ij = ±ξ2 = 1. Absurdo.
Asumimos ahora que vale (b). El diagrama de Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxβ es:

ξ
◦
i

±ξ ±ξ−1

◦
j

±ξ qkk◦
k

ξqkk◦
β

ξ2 ξ2q2
kk

Si q̃kβ = ξ2q2
kk ̸= 1, entonces el diagrama es un 4-ciclo, lo que contradice el Lema 1.9.8.

Si qkk = ξ−1, entonces qββ = 1 y q̃iβ ̸= 1 que contradice el Lema 1.9.3. Finalmente, sea
qkk = −ξ−1. El diagrama de Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxβ es:

−1◦
β

ξ2 ξ
◦
i

±ξ ±ξ−1

◦
j

±ξ −ξ−1

◦
k

que no pertenece a [H3, Table 3] notando que:
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• Sólo un vértice tiene etiqueta = −1, y es un vértice de un extremo.

• qββ = −1, qii = q̃ −1
iβ ∈ G′

3 y qkk ∈ G′
6.

En cualquier caso obtenemos un absurdo, de donde xβ = 0.

Lema 2.3.8. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que q̃ij , q̃ik, q̃jk ̸= 1. Entonces

xijk = qij(1 − q̃jk)xjxik − 1 − q̃jk

qkj(1 − q̃ik) [xik, xj ]c.

Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que

xβ := xijk − qij(1 − q̃jk)xjxik + 1 − q̃jk

qkj(1 − q̃ik) [xik, xj ]c ̸= 0.

Entonces el diagrama de Dynkin del subespacio vectorial trenzado kxi + kxj + kxk + kxβ es:

qii◦
i

q̃ij

q2
iiq̃

−1
jk

q̃ik

qiiqjjqkk◦
β

q2
jj q̃ −1

ik
q2

kk q̃ −1
ij

qjj◦
j q̃jk

qkk◦
k

(2.3.1)

Por el Lema 1.9.7 existe ℓ ∈ {i, j, k} tal que qℓℓ = −1. Supongamos que existen ℓ1, ℓ2 ∈ {i, j, k}
distintos tales que qℓ1ℓ1 = qℓ2ℓ2 = −1: entonces q̃βℓ1 , q̃βℓ2 ̸= 1 y por lo tanto 2.3.1 contiene un
4-ciclo, lo cual contradice el Lema 1.9.8. Así existe un único ℓ ∈ {i, j, k} tal que qℓℓ = −1:
por la simetría en 2.3.1 podemos suponer sin pérdida de generalidad que qii = −1 ̸= qjj , qkk.

Por el Lema 1.9.7 tenemos que qjj q̃ij = 1 = qkkq̃ik. Además, qiβ = q̃ −1
jk ̸= 1. Como 2.3.1

no puede contener 4-ciclos, se tiene que q2
jj q̃−1

ik = 1 = q2
kkq̃ −1

ij . Denotemos q = q̃jk. Entonces

1 = q2
jj q̃ −1

ik = q̃ −2
ij q̃ −1

ik = q̃ −1
ij q,1 = q2

kkq̃ −1
ij = q̃ −2

ik q̃ −1
ij = q̃ −1

ik q,

con lo cual q̃ij = q̃ik = q. Además qjj = qkk = q−1, qββ = −q−2 y 1 = q̃ij q̃ikq̃jk = q3. El
diagrama de Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxβ es

q−1

◦

q
−q−2

◦ q−1 −1◦

q

q

◦
q−1
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que no pertenece a [H3, Table 3]: en efecto, la única etiqueta igual a −1 la tiene el vértice de
grado 3. Así xβ = 0.

Lema 2.3.9. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que q̃ik = 1, qjj = qii = −1 y q̃ 2
ij = q̃ −1

jk ̸= 1. Si qkk ̸= −1
o q̃ 3

ij ̸= 1, entonces [[xij , xijk]c, xj ]c = 0.

Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xβ := [[xij , xijk]c, xj ]c ̸= 0.
El diagrama de Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxβ es

−1◦
i

q̃ij −1◦
j

q̃ −2
ij qkk◦

k

−qkk◦
β

q̃ 3
ij q̃3

ijq2
kk

• Si qkk = −1, entonces q̃3
ij ̸= 1 por hipótesis: el subdiagrama determinado por i y u es como

en el Lema 1.9.3, absurdo.

• Si q̃3
ij = 1, entonces q2

kk ̸= 1, y el subdiagrama determinado por i y u es como en el
Corolario 1.9.6, absurdo.

• Si q2
kk, q̃3

ij ̸= 1, i, j, k, β forman un 4-ciclo, absurdo por el Lema 1.9.8.

Del análisis de todos los casos, concluimos que xβ = 0 en B.

Observación 2.3.10. Las hipótesis de este lema difieren de las de la relación correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspección, el único diagrama de la clasificación de [H3] que
tienen la relación [[xij , xijk]c, xj ]c = 0 en su presentación pero que no satisface las hipótesis
anteriores es de tipo g(2, 3):

−1◦ ξ −1◦ ξ −1◦ .

Lema 2.3.11. Sean i, j, k ∈ Iθ y q ∈ k − (G2 ∪ G3) tales que

qii = qjj = −1, q̃ij = q, q−1
kk = q−3 = q̃jk, q̃ik = 1.

Entonces [[xij , [xij , xijk]c]c, xj ]c = 0.

Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xβ := [[xij , [xij , xijk]c]c, xj ]c ̸=
0. El diagrama de Dynkin asociado a kxi + kxj + kxk + kxβ es

−1◦
i

q −1◦
j

q−3 q3

◦
k

−q3

◦
β

q4 q−6

Si q /∈ G′
6 entonces el subdiagrama de vértices k, β es q3

◦ q−6 −q3

◦ con q3 ̸= ±1, con-
tradicción proveniente del Corolario 1.9.6.
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Si q ∈ G′
6, entonces el subdiagrama de vértices i, β es −1◦ q4 1◦ y tenemos una con-

tradicción con el Lema 1.9.3.
En cualquiera de los casos concluimos que xβ = 0 en B.

Lema 2.3.12. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que qjj = q̃−1
ij = q̃jk ∈ G′

3, q̃ik = 1, y o bien qii ̸= −1 o
qkk ̸= −1. Entonces [[xijk, xj ]c, xj ]c = 0.

Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xβ ̸= 0. el diagrama de
Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxβ es

qii◦
i

q−1
jj qjj◦

j

q−2
jj qkk◦

k

qiiqkk◦
β

q2
ii q2

kk

• Si qkk = −1, entonces qii ̸= −1 por hipótesis, y el subdiagrama de vértices i y β es como
en el Corolario 1.9.6, absurdo.

• Si qii = −1, entonces qkk ̸= −1, absurdo por el Corolario 1.9.6.

• Si qii, qkk ̸= −1, i, j, k, β forman un 4-ciclo, absurdo por el Lema 1.9.8.

De todos los casos concluimos que xβ = 0 en B.

Observación 2.3.13. Las hipótesis de este lema difieren de las de la relación correspondiente
dadas en [An2, Theorem 3.1]. Por inspección, el único diagrama de la clasificación de [H3]
que tiene la relación [[xijk, xj ]c, xj ]c = 0 en su presentación pero que no satisface las hipótesis
anteriores es de tipo g(2, 3):

−1◦ ξ2 ξ
◦ ξ −1◦ .

Lema 2.3.14. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que qjj = q̃3
ij = q̃jk ∈ G′

4 y q̃ik = 1. Entonces
[[[xijk, xj ]c, xj ]c, xj ]c = 0.

Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos ahora que xβ := [[[xijk, xj ]c, xj ]c, xj ]c ̸=
0. El diagrama de Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxβ es

qii◦
i

q−1 q
◦
j

q−3 qkk◦
k

qiiqkk◦
β

q2
jj q2

kk

Si qii ̸= −1 ̸= qkk, entonces los vértices i, j, k, β forman un 4-ciclo, lo que contradice el Lema
1.9.8. En otro caso, por inspección vemos que qii = −1 o qkk = −1. Sea ℓ ∈ {i, k} tal que

qℓℓ ̸= −1, entonces el diagrama de Dynkin de kxℓ + kxu es qℓℓ◦
q2

ℓℓ −qℓℓ◦ que es un absurdo
por el Corolario 1.9.6. Así xβ = 0.
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Lema 2.3.15. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que qii = q̃ij = −1, qjj = q̃ −1
jk ̸= −1 y q̃ik = 1. Entonces

[xij , xijk]c = 0.

Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xβ := [xij , xijk]c ̸= 0. El
diagrama de Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxβ es

−1◦ −1 qjj◦
q−1

jj qkk◦

◦
q2

jjqkk

q3
jj

q−2
jj q2

kk

Notemos que qkk ̸= −qjj , pues en caso contrario el subdiagrama determinado por j y k no
está en [H3, Table 1]. Por inspección, hay 3 casos posibles:

• q3
jj ̸= 1, q2

kk ̸= q2
jj : Los vértices i, j, β forman un triángulo. Por el Lema 1.9.7, 1 =

q̃jkq̃kβ q̃jβ = q2
kk, luego qkk = −1. Nuevamente por el Lema 1.9.7 tenemos 1 = q̃kβqββ = −1,

absurdo.

• q3
jj = 1, q2

kk ̸= q2
jj . Tenemos el siguiente diagrama de Dynkin

−1◦
i

−1 qjj◦
j

q−1
jj qkk◦

k

Mirando [H3, Table 2], la única posibilidad es qkk = −1. Luego el diagrama de Dynkin de

kxk + kxβ es −1◦
q−2

jj −q2
jj◦ que no pertenece a [H3, Table 1].

• q3
jj ̸= 1, q2

kk = q2
jj : El diagrama de Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxβ es

−1◦ −1 qjj◦
q−1

jj qjj◦

◦
q3

jj

q3
jj

y no pertenece a [H3, Table 3] ya que el vértice de grado 3 tiene una etiqueta distinta de
−1 y una de las aristas tiene etiqueta −1.

En cualquier caso se obtiene un absurdo. Así se deduce que xβ = 0.

Lema 2.3.16. Sean i, j, k, ℓ ∈ Iθ qkk = −1, qjj q̃ij = qjj q̃jk = 1, q̃ik = q̃il = q̃jℓ = 1 y
q̃2

jk = q̃−1
kℓ = qℓℓ. Entonces [[[xijkℓ, xk]c, xj ]c, xk]c = 0.
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Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xβ := [[[xijkℓ, xk]c, xj ]c, xk]c ̸=
0. Denotemos q = q̃ij y p = qii. El diagrama de Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxℓ + kxβ es

p
◦
i

q q−1

◦
j

q −1◦
k

q−2 q2

◦
ℓ

−p
◦
β

q4

p2q2 q−2

Por el Lema 1.9.8 tenemos que q ∈ G′
4, p = ±q ∈ G′

4. Luego el diagrama de Dynkin de
kxj + kxk + kxℓ + kxβ es

q−1

◦
j

q −1◦
k

−1 −1◦
l

−1 ∓q
◦
β

Este diagrama no pertenece a [H3, Table 3] pues:

• Los vértices de grado 1 tienen por etiqueta una raíz de orden 4.

• Los vértices de grado 2 tienen etiqueta igual a −1, al igual que la arista central.

• Uno de los vértices de grado uno satisface que el producto de su etiqueta por la etiqueta
de su arista adyacente no es igual a 1.

Absurdo, luego xβ = 0.

Lema 2.3.17. Sean i, j, k, ℓ ∈ Iθ y q ∈ k − (G2 ∪ G3) tales que

qℓℓ = q̃ −1
kℓ = qkk = q̃ −1

jk = q2, qjj = −1, qii = q̃ −1
ij = q−3, q̃ik = q̃iℓ = q̃jℓ = 1.

Entonces [[[xijk, xj ]c, [xijkℓ, xj ]c]c, xjk]c = 0.

Demostración. Supongamos que xβ := [[[xijk, xj ]c, [xijkℓ, xj ]c]c, xjk]c ̸= 0. Entonces en kxi +
kxj + kxk + kxℓ + kxβ tenemos que:

q̃iβ = q4
iiq̃

5
ij = q−3 ̸= 1, q̃ℓβ = q2

ℓℓq̃
3
kℓ = q−2 ̸= 1

Luego i, j, k, ℓ, β forman un 5-ciclo lo que contradice el Lema 1.9.8. Así xβ = 0.

Lema 2.3.18. Sean i, j, k, ℓ ∈ Iθ y q ∈ k − (G2 ∪ G3) tales que

qii = q̃ −1
ij = q2, qkk = −1, q−1

ℓℓ = q̃kℓ = q3, q̃−1
jk = qjj = q, q̃ik = q̃iℓ = q̃jℓ = 1.

Entonces
[[xijkℓ, xj ]c, xk]c − qjk(q2 − q)[[xijkℓ, xk]c, xj ]c = 0.
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Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xβ := [[xijkℓ, xj ]c, xk]c −
qjk(q2 − q)[[xijkℓ, xk]c, xj ]c ̸= 0. El diagrama de Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxℓ + kxβ es

q2

◦
i

q−2 q
◦
j

q−1 −1◦
k

q3

q

q−3

◦
ℓ

q
◦
β

El subdiagrama de vértices j, k, ℓ, β no pertenece a [H3, Table 3]: en efecto, la única etiqueta
igual a −1 la tiene el vértice de grado 3 y qββ = q̃kβ. Contradicción, por lo tanto xβ = 0.

Lema 2.3.19. Sean i, j, k ∈ Iθ y q ∈ k − (G2 ∪ G3) tales que

qii = −q−1 qjj = −1, q̃ij = q2, q̃jk = q−3 = q−1
kk , q̃ik = 1.

Entonces
[xi, [xijk, xj ]c]c − qijqkj

1 + q
[xij , xijk]c + (q−1 − q−2)qijqikxijkxij = 0.

Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que xβ ̸= 0. El diagrama de
Dynkin de kxi + kxj + kxk + kxβ es

−q−1

◦
i

q2 −1◦
j

q−3 q3

◦
k

.

q
◦
β

q

Este diagrama no pertenece a [H3, Table 3]: si q ∈ G′
6 se tiene que mjβ = 5, y si q /∈ G′

6
la única etiqueta igual a −1 la tiene el vértice de grado 3, qββ = q̃jβ. Así xβ = 0.

Lema 2.3.20. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que se cumple alguna de las siguientes condiciones:
(a) q̃ij = qjj = −1 y qii = −q̃ 2

jk ∈ G′
3, q̃ik = 1;

(b) qkk = q̃jk = qjj = −1 y qii = −q̃ij ∈ G′
3, q̃ik = 1;

(c) qjj = −1, q̃ij = q−2
ii ̸= 1, qkk = q̃−1

jk = −q3
ii, q̃ik = 1;

(d) qii = qjj = qkk = −1, −q̃ij = q̃jk ∈ G′
3, q̃ik = 1.

Entonces [[xij , xijk]c, xj ]c = 0 en B.
Demostración. Supongamos que xβ := [[xij , xijk]c, xj ]c ̸= 0.
(a) Tenemos que q̃iβ = −qii ̸= 1, q̃jβ = q̃jk ̸= 1, entonces el diagrama de Dynkin de kxi⊕kxj ⊕
kxβ es un (conexo) triángulo. Como GKdim B < ∞, el Lema 1.9.7 implica que q̃ij q̃jβ q̃iβ = 1,
pero esto significa que qiiq̃jk = 1 que contradice qii = −q̃ 2

jk ∈ G′
3.

(b) Asumiremos la Conjetura 1.9.4. En este caso q̃iβ = −qii y q̃kβ = −1, entonces el Diagrama
de Dynkin de kxi ⊕ kxj ⊕ kxk ⊕ kxβ contiene un 4-ciclo, esto contradice el Lema 1.9.8. (c)
Como q̃iβ = q−2

ii ̸= 1 y q̃kβ = q−1
kk ̸= 1, el argumento anterior se aplica nuevamente.

(d) En este caso qββ = 1 y q̃iβ = −1, entonces el álgebra de Nichols kxi ⊕kxβ tiene dimensión
de GK infinita por el Lema 1.9.3.
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Lema 2.3.21. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que qkk = qjj = q̃ −1
ij = q̃ −1

jk ∈ G′
9, q̃ik = 1 y qii = q6

kk.
Entonces [[xiij , xiijk]c, xij ]c = 0 en B.

Demostración. Supongamos que xβ := [[xiij , xiijk]c, xij ]c ̸= 0. Como qββ = q7
kk y q̃kβ =

q−1
kk = (q7

kk)−4 la trenza de W := kxk ⊕ kxβ ⊂ P(B) es de tipo Cartan Afín A
(2)
2 . Entonces

GKdim B(W ) = ∞ por [AAnH4, Theorem 1.2 (a)], contradicción.

2.4 | Relaciones poco frecuentes

Ahora consideremos las relaciones restantes en [An2, Theorem 3.1]: cada una de ellas aparece
para muy pocos diagramas con sistema de raíces finito.

Lema 2.4.1. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que qii = q̃ −1
ij ∈ G′

9, qjj = q̃ −1
jk = q5

ii, q̃ik = 1 y qkk = q6
ii.

Entonces [[xijk, xj ]c, xk]c = (1 + q̃jk)−1qjk[[xijk, xk]c, xj ]c en B.

Demostración. Si xβ = [[xijk, xj ]c, xk]c − (1 + q̃jk)−1qjk[[xijk, xk]c, xj ]c ̸= 0, entonces W :=

kxk ⊕ kxβ ⊂ P(B) tiene el siguiente diagrama de Dynkin q
◦
k

q q3

◦
β

donde q := q5
ii ∈ G′

9.

Como este diagrama no aparece en [H3, Table 1], [AAnH4, Theorem 1.2 (b)] asegura que
GKdim B(W ) = ∞, lo que contradice GKdim B < ∞.

Lema 2.4.2. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que qii = qkk = −1, q̃ik = 1, q̃ij ∈ G′
3 y qjj = −q̃jk = ±q̃ij.

Entonces [xi, xjjk]c = (1 + q2
jj)q−1

kj [xijk, xj ]c + (1 + q2
jj)(1 + qjj)qijxjxijk en B.

Demostración. Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Supongamos que

xβ := [xi, xjjk]c − (1 + q2
jj)q−1

kj [xijk, xj ]c − (1 + q2
jj)(1 + qjj)qijxjxijk ̸= 0.

Entonces en el diagrama de Dynkin de kxi ⊕ kxj ⊕ kxk ⊕ kxβ se tiene que q̃βi = q̃βk = q̃2
ij y

por lo tanto contiene un 4-ciclo. Contradicción, luego xβ = 0 en B.

Lema 2.4.3. Sean i, j, k, ℓ ∈ Iθ tales que q̃jk = q̃ij = q−1
jj ∈ G′

4 ∪ G′
6, qii = qkk = −1,

q̃ik = q̃iℓ = q̃jℓ = 1 y q̃ 3
jk = q̃ℓk. Entonces [[xijk, [xijkℓ, xk]c]c, xjk]c = 0 en B.

Demostración. Si xβ := [[xijk, [xijkℓ, xk]c]c, xjk]c ̸= 0, entonces kxi ⊕ kxj ⊕ kxβ tiene el sigu-
iente diagrama de Dynkin:

q3qll◦
β

−1◦
i

q−1

q−1

q
◦
j
,

q−5
q := qjj ∈ G′

4 ∪ G′
6,

que no tiene sistema de raíces finito pues q̃iβ q̃jβ q̃ij = q−7 ̸= 1 lo que contradice el Lema 1.9.7.
Luego xβ = 0 en B.

Lema 2.4.4. Sean i, j, k, ℓ ∈ Iθ tales que se satisface alguna de las siguientes condiciones:

(i) qkk = −1, qii = q̃ −1
ij = q2

jj, q̃kℓ = q−1
ℓℓ = q3

jj, q̃jk = q−1
jj y q̃ik = q̃iℓ = q̃jℓ = 1;
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(ii) qii = q̃ −1
ij = −q−1

ℓℓ = −q̃kl, qjj = q̃jk = qkk = −1 y q̃ik = q̃iℓ = q̃jℓ = 1;

(iii) qjj = q̃ −1
jk ∈ G′

3, qii = q̃ −1
ij = qℓℓ = q̃ −1

kl = −qjj, qkk = −1 y q̃ik = q̃iℓ = q̃jℓ = 1.

Entonces [[xijkℓ, xj ]c, xk]c = qjk(q̃ −1
ij − qjj)[[xijkℓ, xk]c, xj ]c en B.

Demostración. Supongamos que xβ := [[xijkℓ, xj ]c, xk]c − qjk(q̃ −1
ij − qjj)[[xijkℓ, xk]c, xj ]c ̸= 0.

(i) Esto es [AnCSa, Lemma 3.24].
(ii) Asumiremos la Conjetura 1.9.4. Tenemos que kxi ⊕ kxj ⊕ kxk ⊕ kxℓ ⊕ kxβ ⊂ P(B) tiene
diagrama de Dynkin

−1◦
β

q−1
ii −qii

qii◦
i

q−1
ii −1◦

j

−1 −1◦
k

−qii −q−1
ii◦
ℓ

.

Por inspección este diagrama no aparece en [H3, Table 4]. Contradicción, por lo tanto xβ = 0
en B.
(iii) El espacio vectorial trenzado kxj ⊕ kxβ tiene sistema de raíces finito por el Teorema

1.9.5 pero el respectivo diagrama de Dynkin es
qjj◦
j

−qjj qjj◦
β

, no pertenece a [H3, Table 1].

Contradicción, por lo tanto xβ = 0 en B.

Lema 2.4.5. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que q̃jk = 1, qii = q̃ij = −q̃ik ∈ G′
3. Entonces

[xi, [xij , xik]c]c = −qjkqikqji[xiik, xij ]c − qijxijxiik en B.

Demostración. Como kxj ⊕ kxi ⊕ kxk tiene un sistema de raíces finito, [H3, Table 2] implica
que qjj = −1 y qkk ∈ {−1, −q−1

ii }.
Supongamos que xβ := [xi, [xij , xik]c]c+qjkqikqji[xiik, xij ]c+qijxijxiik ̸= 0. El diagrama de

Dynkin de kxi ⊕kxβ es d := qii◦
i

−q2
ii −qkk◦

β
. Si qkk = −1, entonces GKdim B(kxi ⊕kxβ) = ∞

por el Lema 1.9.3. En este caso qkk = −q−1
ii , el sistema de raíces de d es infinito por [H3,

Table 1], luego GKdim B(kxi ⊕ kxβ) = ∞ por el Teorema 1.9.5.

Lema 2.4.6. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que qjj = qkk = q̃jk = −1, qii = −q̃ij ∈ G′
3 y q̃ik = 1.

Entonces [xiijk, xijk]c = 0 en B.

Demostración. Supongamos que xβ := [xiijk, xijk]c ̸= 0. El grado de [xiijk, xijk]c es β :=
3αi + 2αj + 2αk. Como qββ = 1 y q̃iβ = q2

ii ̸= 1, se sigue por el Lema 1.9.3 que xβ = 0.

Lema 2.4.7. Sean i, j ∈ Iθ tales que −qii, −qjj , q̃ij , qiiq̃ij , qjj q̃ij ̸= 1. Entonces la relación
[xi, [xij , xj ]c]c = (1+qij)(1−qjj q̃ij)

(1−q̃ij)qiiqji
x2

ij es válida en B.

Demostración. Por [H2, Corollary 13] el diagrama qii◦
i

q̃ij qjj◦
j

no se puede extender a un

diagrama conexo de rango 3 con sistema de raíces finito. Además [H2, Proposition 9 (i)]
garantiza que qiiq̃

2
ij qjj = −1 y también que qii ∈ G′

3 o qjj ∈ G′
3. Por simetría podemos
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asumir que qii ∈ G′
3. Supongamos que xβ := [xi, [xij , xj ]c]c − (1+qij)(1−qjj q̃ij)

(1−q̃ij)qiiqji
x2

ij ̸= 0; entonces
el álgebra de Nichols de kxi ⊕ kxj ⊕ kxβ tiene GKdim finita por el Lema 1.9.1. Por lo tanto,
su diagrama no es conexo por el argumento anterior, pero por otro lado q̃iβ = −q−1

jj ̸= 1.
Absurdo, por lo tanto xβ = 0 en B.

Observación 2.4.8. La única matriz de la trenza q con diagrama de Dynkin conexo y de rango
mayor o igual a 3, con sistema de raíces finito y tal que 3αi + 2αj ∈ ∆q

+ es

−1◦ q−1 q
◦ q−3 q3

◦ , ord q > 3, (2.4.1)

que es de tipo G(3). Además, este también es el único q tal que mij ≥ 3 para alún i, j ∈ I3,
ver [H3, Table 2]. Además, para todo q en [H3, Table 2], 4αi +3αj , 5αi +3αj , 5αi +4αj /∈ ∆q

+.
Usaremos esto frecuentemente en los siguientes resultados.

Lema 2.4.9. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

brj(2, 3) : −ζ2

◦
i

ζ −1◦
j

, ζ ∈ G′
9; ufo(9) : ζ

◦
i

ζ−5 −1◦
j

, ζ ∈ G′
24;

brj(2, 5) : −ζ−2

◦
i

ζ−2 −1◦
j

, ζ ∈ G′
5; Standard G2 : ζ2

◦
i

−ζ−1 −1◦
j

, ζ ∈ G′
8;

ufo(10) : −ζ−2

◦
i

±ζ3 −1◦
j

, ζ ∈ G′
20; ufo(11) : ζ3

◦
i

−ζ4 −ζ−4

◦
j

, ζ ∈ G′
15;

ufo(11) : ζ3

◦
i

−ζ2 −1◦
j

, ζ ∈ G′
15; ufo(12) : −ζ−2

◦
i

−ζ3 −1◦
j

, ζ ∈ G′
7.

Entonces [xi, x3αi+2αj ]c = 1−qiiq̃ij−q2
iiq̃

2
ijqjj

(1−qiiq̃ij)qii
x2

iij en B.

Demostración. Notar primero que mij ∈ {4, 5} o bien mij = 3, qjj = −1, qii ∈ G′
4. Para q de

tipo standard G2, esta afirmación es probada en [AnCSa, Lemma 6.8]. Para el resto de los
casos, supongamos que xβ := [xi, x3αi+2αj ]c − 1−qiiq̃ij−q2

iiq̃
2
ijqjj

(1−qiiq̃ij)qii
x2

iij ̸= 0. El diagrama de Dynkin
de kxi ⊕kxj ⊕kxβ es conexo pues q̃jβ ̸= 1 donde qjj = −1, o bien q̃iβ ̸= 1 con qjj ̸= −1. Esto
es una contradicción con la Observación 2.4.8 y por lo tanto xβ = 0.

Lema 2.4.10. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

ufo(7) : −ζ
2

◦ ζ ζ
◦ , ζ ∈ G′

12, ufo(8) : −ζ2

◦ ζ3 −1◦ , ζ ∈ G′
12,

ufo(9) : ζ6

◦ ζ ζ
◦ , ζ ∈ G′

24, ufo(11) : −ζ
◦ −ζ

3
ζ5

◦ , ζ ∈ G′
15,

brj(2, 3) : −ζ
◦ ζ

2
ζ3

◦ , ζ ∈ G′
9, G2 : ζ

◦ −1 −1◦ , ζ ∈ G′
6.

Entonces [x3αi+2αj , xij ]c = 0 en B.
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Demostración. Notar que en todos los casos 3αi + 2αj ∈ ∆q
+ pero 4αi + 3αj /∈ ∆q

+. Para
q de tipo Cartan G2, la afirmación está probada en [AnCSa, Lemma 4.2]. Para el resto de
los casos, supongamos que xβ ̸= 0. Consideremos kxi ⊕ kxj ⊕ kxβ. Como q̃iβ = q8

iiq̃
3
ij ̸= 1

se puede verificar, caso por caso, que el diagrama de ese subespacio es conexo. Pero esto
contradice la Observación 2.4.8, ya que ninguno de estos cinco diagramas de rango dos es
subdiagrama de 2.4.1. Concluimos que xβ = 0.

Lema 2.4.11. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

ufo(11) : −ζ3

◦ −ζ4 ζ
4

◦ , ζ ∈ G′
15, brj(2, 3) : ζ3

◦ ζ −1◦ , ζ ∈ G′
9.

Entonces xβ := [xiij , x3αi+2αj ]c = 0 en B.

Demostración. En estos casos 3αi +2αj ∈ ∆q
+ pero 5αi +3αj /∈ ∆q

+. Supongamos que xβ ̸= 0.
Si q es de tipo brj(2, 3) entonces q̃jβ = ζ4 ̸= 1, y si es de tipo ufo(11), q̃iβ = −ζ

4 ̸= 1. Luego el
diagrama de Dynkin de kxi ⊕ kxj ⊕ kxβ ⊂ P(B) es conexo, lo que contradice la Observación
2.4.8. Entonces xβ = 0.

Lema 2.4.12. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

ufo(10) : ζ
◦ ±ζ

3
−1◦ , ζ ∈ G′

20, ufo(11) : ζ3

◦ −ζ4 −ζ
4

◦ , ζ ∈ G′
15,

ufo(11) : ζ5

◦ −ζ
2

−1◦ , ζ ∈ G′
15, brj(2, 5) : ζ

◦ ζ2 −1◦ , ζ ∈ G′
5.

Entonces xβ := [x4αi+3αj , xij ]c = 0 en B.

Demostración. En ambos casos 4αi + 3αj ∈ ∆q
+ y 5αi + 4αj ̸∈ ∆q

+. Supongamos que xβ ̸=
0. Chequeando caso por caso que q̃iβ = q10

ii q̃4
ij ̸= 1, entonces el diagrama de Dynkin de

kxi ⊕ kxj ⊕ kxβ es conexo, contradiciendo la Observación 2.4.8. Luego xβ = 0.

Lema 2.4.13. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

ufo(10) : −ζ
2

◦ ±ζ3 −1◦ , ζ ∈ G′
20, ufo(11) : ζ3

◦ −ζ4 −ζ
4

◦ , ζ ∈ G′
15.

Entonces xβ := [[xiiij , xiij ]c, xiij ]c = 0 en B.

Demostración. Si xβ ̸= 0, consideremos kxi⊕kxj ⊕kxβ, que tiene diagrama de Dynkin conexo
con q̃βi = q14

ii q̃3
ij ̸= 1. Pero este diagrama tiene un sistema de raíces infinito, pues no aparece

en [H3, Table 2]. Contradicción, luego xβ = 0.

Lema 2.4.14. Supongamos que el diagrama de Dynkin de q es alguno de los siguientes:

ufo(9) : −ζ
4

◦ ζ5 −1◦ , ζ ∈ G′
24, ufo(12) : −ζ

◦ −ζ
3

−1◦ , ζ ∈ G′
7.

Entonces xβ := [xiij , x4αi+3αj ]c = cq x2
3αi+2α2 en B, donde cq ∈ k se puede ver en [An2,

(3.29)].



4. Relaciones poco frecuentes 49

Demostración. Supongamos que xβ ̸= 0. Como q̃βi = q12
ii q̃4

ij ̸= 1, el diagrama de Dynkin de
kxi⊕kxj⊕kxβ es conexo. Además, 5αi+4αj pertenece al conjunto de raíces de kxi⊕kxj⊕kxβ,
por lo que el álgebra de Nichols de este espacio tiene GKdim = ∞ por la Observación 2.4.8.
Contradicción, luego xβ = 0.



3 | Álgebras de pre-Nichols distin-
guidas que son eminentes

En este capítulo presentaremos uno de los resultados principales de la tesis y una aplicación
del mismo. Describiremos todas las matrices q tales que el álgebra de pre-Nichols distinguida
es eminente.

3.1 | Resultado principal

Teorema 3.1.1. Si q no es de alguno de los siguientes tipos

• Cartan Aθ o Dθ con q = −1,

• Cartan A2 con q ∈ G′
3,

• A3(q|{2}) o A3(q|{1, 2, 3}), con q ∈ G∞,

• g(2, 3) con alguno de los siguientes diagramas de Dynkin

d1 : −1◦ ξ −1◦ ξ −1◦ , d2 : −1◦ ξ2 ξ
◦ ξ −1◦ ,

entonces Bq tiene una única álgebra de pre-Nichols eminente y coincide con el álgebra de
pre-Nichols distinguida B̃q.

Demostración. Cuando q es tipo Cartan la prueba está completa, ver el Teorema 1.7.6.
Asumimos entonces que q no es de tipo Cartan. La presentación del álgebra de Nichols

de q dada en el Teorema 1.7.2 consiste en una lista de 29 relaciones, cada una de ellas
acompañada de condiciones específicas en los escalares de q que determinan si las relaciones
deben incluirse o no. De la definición de álgebra de pre-Nichols distinguida, una presentación
de B̃q está dada por esa misma lista adicionando ocacionalmente relaciones cuánticas de
Serre. En el capítulo anterior determinamos condiciones suficientes en q para asegurar que
algunas de estas relaciones se cumplen en cualquier álgebra pre-Nichols de q con GKdim dim
finita, en algunos casos bajo algunos supuestos adicionales a los de [An2, Theorem 3.1]. Estas
condiciones adicionales sólo excluyeron los casos referidos en el enunciado del teorema (ver
las observaciones 2.2.2, 2.3.5, 2.3.10 y 2.3.13). De esta forma toda álgebra de pre-Nichols
de tipo diagonal y dimensión finita Bq que no pertenece a la lista satisface que el álgebra
de pre-Nichols distinguida B̃q se proyecta canónicamente en toda álgebra de pre-Nichols
con GKdim < ∞, o equivalentemente el álgebra de pre-Nichols distinguida es el álgebra de
pre-Nichols eminente de Bq.
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3.2 | Álgebras de Nichols de dim infinita y GKdim finita

En 3.2.1 tenemos una respuesta a cuál es el álgebra de pre-Nichols eminente cuando dim Bq <
∞. De manera muy similar se prueba el siguiente teorema:

Teorema 3.2.1. [C] Sea q la matriz de una trenza tal que dim Bq = ∞, GKdim Bq < ∞ y
el diagrama de Dynkin q es conexo. Asumimos [Conjecture 1.1,AAH]. Si q no es de tipo

• A3(q|{2}) o A3(q|{1, 2, 3}), con q ̸∈ G∞,

• D(2, 1, α) tal que dos de los tres parámetros q, r, s no son raíces de la unidad.

entonces Bq es el álgebra de pre-Nichols eminente de Bq.

3.3 | Aplicación del Teorema 3.1.1

El Teorema 3.1.1 reduce el problema de calcular las álgebras de pre-Nichols de GKdim finita
de Bq a calcular cocientes de B̂q. En esta sección indagaremos de como se puede obtener los
cocientes de B̂q cuando Oq

+ tiene pocos elementos.

Ejemplo 3.3.1. Si q es de tipo ufo(7) se tiene que Oq
+ = ∅ y por lo tanto Bq = B̃q. Luego

el poset PreGKd(V ) de q solo tiene un elemento.

Ejemplo 3.3.2. Si q satisface que Oq
+ = {α} y no es alguna de las excepciones del Teorema

3.1.1 entonces el poset PreGKd(V ) de q solo posee los elementos B̃q y B̃q/⟨xNα
α ⟩ ≃ Bq.

Ésto ocurre cuando q es de uno de los siguientes tipos: A2(q|{2}), q ∈ GN , ufo(4) y
ufo(8).

Observación 3.3.3. Más en general, sea q tal que B̃q es la única álgebra de pre-Nichols
eminente de Bq. Sea

Zq = ⟨xNα
α : α ∈ Oq

+⟩.

Tenemos los siguientes morfismos en la categoría de módulos de Yetter-Drinfeld

Zq↪→B̃q
π
↠ Bq

Sea x ∈ {xNα
α : α ∈ Oq

+} con grado minimal, luego x ∈ P(B̃q) ∩ ker(π) y

(id ⊗π)∆(x) = (id ⊗π)(1 ⊗ x + 1 ⊗ x) = x ⊗ 1

así x ∈ B̃coπ
q y por lo tanto x ∈ P(Zq). Luego B̃q/⟨x⟩ es un álgebra de pre-Nichols de Bq

con GKdim finita.

Ejemplo 3.3.4. Sea q de tipo A3(q|{2, 3}), q ∈ GN , N ≥ 3, ver Ejemplo 2.1.1. En este caso,
Oq

+ = {α1, α2 + α3, α1 + α2 + α3}. Por la Obsevación 3.3.3,

B̃q/⟨xN
1 ⟩, B̃q/⟨xN

23⟩

son dos álgebras de pre-Nichols tales que su GKdim es 2. También B̃q/⟨xN
1 , xN

23⟩ lo es, y en
este caso GKdim = 1. Además, por [An4, Proposition 35],

∆(xN
123) = xN

123 ⊗ 1 + 1 ⊗ xN
123 + (1 − q)N q

N(N−1)
2

12 q
N(N−1)

2
13 xN

1 ⊗ xN
23.
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De aquí, xN
123 es un elemento primitivo en toda álgebra de pre-Nichols tal que, o bien xN

1 = 0,
o bien xN

23 = 0. Luego, otros dos ejemplos de álgebras de pre-Nichols con GKdim = 1 son

B̃q/⟨xN
1 , xN

123⟩, B̃q/⟨xN
23, xN

123⟩.

Así, un subposet de PreGKd(V ) es

B̃q

B̃q/⟨xN
1 ⟩ B̃q/⟨xN

23⟩

B̃q/⟨xN
1 , xN

123⟩ B̃/⟨xN
1 , xN

23⟩ B̃q/⟨xN
23, xN

123⟩

Bq

Se espera que dicho subposet contenga todas las álgebras de pre-Nichols de PreGKd(V )
que son N3

0-graduadas.

Observación 3.3.5. Hay más ejemplos en los que el álgebra de Lie subyacente es la misma que
la de A(3|{2, 3})q y por lo tanto el poset de las álgebras de pre-Nichols de PreGKd(V ) que
son N3

0-graduadas es el mismo.



4 | Álgebras de pre-Nichols eminentes
que no son distinguidas

De acuerdo al Teorema 3.1.1, el álgebra de pre-Nichols distinguida es eminente, excepto
cuando q es de alguno de los siguientes tipos: Cartan Aθ o Dθ con q = −1; Cartan A2
con q ∈ G′

3; A3(q|{2}) o A3(q|{1, 2, 3}), con q ∈ G∞; g(2, 3) con alguno de los siguientes
diagramas de Dynkin

−1◦ ξ −1◦ ξ −1◦ ξ ∈ G3 (4.0.1)

−1◦ ξ ξ
◦ ξ −1◦ ξ ∈ G3 (4.0.2)

Para tipo Cartan Aθ o Dθ con q = −1, no se conoce si existe un álgebra de pre-Nichols
eminente; algunos cálculos parciales están presentes en [ASa]. En el mismo trabajo se calculó
el álgebra de pre-Nichols eminente para q de tipo Cartan A2 con q ∈ G′

3, que cubre propi-
amente al álgebra de pre-Nichols distinguida y que recordaremos a continuación. Para los
restantes 4 tipos, probaremos la existencia de un álgebra de pre-Nichols eminente B̂q, que
también difiere del álgebra de pre-Nichols distiguida B̃q.

4.1 | Tipo Cartan A2 con q ∈ G′
3

Sea q de tipo A2 con parámetro q ∈ G′
3. El diagrama de Dynkin de q es:

q
◦
1

q−1 q
◦
2

y el álgebra de pre-Nichols distinguida es

B̃q = T (V )/⟨x112, x221⟩.

En ese caso el álgebra de pre-Nichols distinguida no es eminente, y se tiene el siguiente
resultado:

Proposición 4.1.1. [ASa, Proposition 4.11] Sea q de tipo A2 con q ∈ G′
3. Sea

B̂q = T (V )/⟨x1112, x2112, x2221, x1221⟩.

Entonces B̂q es un álgebra de pre-Nichols eminente de Bq tal que GKdim B̂q = 5.
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4.2 | Tipo A3(q|{2}).

Sea q de tipo A3(q|{2}). El diagrama de Dynkin de q es:

q−1

◦
1

q −1◦
2

q−1 q
◦
3

y el álgebra de pre-Nichols distinguida tiene la siguiente presentación:

B̃q = T (V )/⟨x2
2, x13, x112, x332, [x123, x2]c⟩.

Consideremos el álgebra

B̂q = T (V )/⟨x2
2, x13, x112, x332⟩. (4.2.1)

Notemos que B̂q es un álgebra de Hopf trenzada, ya que el ideal por el cual cocientamos está
generado por elementos primitivos de T (V ). Además las proyecciones desde T (V ) inducen
un morfismo suryectivo de álgebras de Hopf trenzadas

π : B̂q ↠ B̃q.

Probaremos a continuación que B̂q es eminente.

Proposición 4.2.1. Sea q de tipo A3(q|{2}). Entonces B̂q es un álgebra de pre-Nichols
eminente de Bq con base

B =
{
xa

3xb
23xc

2xd
βxe

123xf
12xg

1 : b, c, e, f ∈ {0, 1}, a, d, g ∈ N0
}
, (4.2.2)

donde xβ = [x123, x2]c. Por lo tanto, GKdim B̂q = 3.

Demostración. La prueba de este resultado se realizará en varios pasos. En primer lugar:
Paso 1. Sea B un álgebra de pre-Nichols de q tal que GKdim B < ∞. Entonces la proyección
T (V ) ↠ B induce una proyección B̂q ↠ B de álgebras de Hopf trenzadas.

En efecto, las relaciones que definen a B̂q deben ser 0 en B por los Lemas 2.3.1, 2.2.1 y
2.2.4.

Luego, para probar que B̂q es eminente, basta probar que GKdim B̂q < ∞. Para ello,
hallaremos una base PBW y expresaremos a B̂q como una extensión central que involucra al
álgebra de pre-Nichols distinguida.
Paso 2. Las siguientes relaciones valen en B̂q:

x2
12 = 0, x2

123 = 0, x2
23 = 0. (4.2.3)

De x112 = 0 obtenemos

(1 + q11)x1x2x1 = q−1
12 x2

1x2 + q11q12x2x2
1.

Usando esta igualdad y que x2
2 = 0,

(1 + q11)x2
12 = (1 + q11)(x1x2x1x2 − q12x2x2

1x2 + q2
12x2x1x2x1)
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= q11q12x2x2
1x2 − q12(1 + q11)x2x2

1x2 + q12x2x2
1x2 = 0

Como q11 ̸= −1 se tiene que x2
12 = 0. Análogamente x332 = 0 implica que x2

23 = 0.
Notemos que

x123 = x1x2x3 − q23x1x3x2 − q12x2x1x3 + q12q13q23x3x2x1 = x12x3 − q13q23x3x12, (4.2.4)

Por otro lado, de x112 = 0 y x13 = 0 se tiene que

x1x12 = q11q12x12x1, x1x3 = q13x3x1, (4.2.5)

con lo cual

x1x123 = x1(x12x3 − q13q23x3x12) = q11q12q13x123x1 (4.2.6)

Es decir, (adc x1)x123 = 0. Luego, como adc x1 es una derivación torcida,

0 = (adc x1)2(x2
23) = (adc x1)(x123x23 + q12q13x23x123)

= q11q12q13x2
123 + q12q13x2

123 = (1 + q11)q12q13x2
123.

Como q11 ̸= −1, se tiene que x2
123 = 0.

Paso 3. B̂q está generado por B.
Sea I el subespacio generado por B. Probaremos que I es un ideal a izquierda de B̂q (y

esto es suficiente pues 1 ∈ B). Por lo tanto, queremos ver que xiI ⊂ I para todo i ∈ I3: notar
que x3I ⊂ I por definición.

De x332 = 0 se tiene que x23x3 = q23q33x3x23, con lo cual x23I ⊂ I. Además

x2x3 = x23 + q23x3x2, x2x23 = −q23x23x2,

por definición de x23 y porque x2
2 = 0. Por lo tanto x2I ⊂ I.

Resta probar que x1I ⊂ I. A partir de las relaciones que definen a B̂q y a los generadores
de B deducimos que valen (4.2.4), (4.2.5), (4.2.6) y las siguientes:

x1x23 = x123 + q12q13x23x1,

x1x2 = x12 + q12x2x1,

x1xβ = q11q2
12q13xβx1,

x12x3 = x123 + q13q23x3x12,

x12x23 = q12(q̃23 − 1)x2x123 − q12q13q23x23x12 − q23xβ,

x12x2 = −q12x2x12,

x12x123 = −q13q23x123x12,

x123x3 = −q13q23x3x123,

x123x23 = −q12q13x23x123,

x123x2 = xβ + q12q22q32x2x123,

x12xβ = x12(x123x2 − q12q22q32x2x123) = q12q13q23xux12,

x123xβ = −q12q22q32xβx123,

xβx3 = q13q2
23q33x3xβ,
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xβx23 = q12q13q23x23xβ,

xβx2 = q12q32x2xβ.

Por lo tanto x1I ⊂ I dado que siempre se pueden reordenar los generadores de la base al
multiplicar a izquierda por x1, x12, x123 y xβ. En efecto, I es un ideal que contiene a 1, con lo
cual I = B̂q. Ahora expresaremos a B̂q como una extensión de álgebras de Hopf trenzadas,
lo cual nos permitirá ver que B es una base y hallar la dimensión de B̂q. Sea Z el álgebra
generada por xβ = [x123, x2]c.

Paso 4. Z es una subálgebra de Hopf central isomorfa a k[xβ].

Como xβ es primitivo, Z es subálgebra de Hopf de B̂q. Además,

c(xβ ⊗ xβ) = q11q̃2
12q̃13q4

22q̃2
23q33xβ ⊗ xβ = xβ ⊗ xβ,

con lo cual Z es isomorfa al álgebra de polinomios en una variable. La centralidad se deduce
de las relaciones xixβ = qi1q2

i2qi3xβxi probadas en el Paso anterior, pues B̂q está generada
por xi, i ∈ I3, como álgebra.

Paso 5. Z = B̂co π
q . Por lo tanto,

Z −→ B̂q
π−→ B̃q

es una extensión de álgebras de Hopf trenzadas N3
0-graduadas.

Sea Z ′ = B̂co π
q . Vimos que Z es normal y está generada por xβ. Como π(xβ) = 0 se tiene

que Z ⊆ Z ′. Del Lema 1.8.5 y la base PBW de B̃q se tiene que

H
B̂q

= H
B̃q

HZ′ ≥ H
B̃q

HZ = (1 + t2t3)(1 + t2)(1 + t1t2t3)(1 + t1t2)
(1 − t3)(1 − t1) · 1

1 − t1t2
2t3

.

Por otro lado, el hecho que B genera a B̂q nos dice que

H
B̂q

≤ (1 + t2t3)(1 + t2)(1 + t1t2t3)(1 + t1t2)
(1 − t3)(1 − t1)(1 − t1t2

2t3)
.

Luego, se tiene una igualdad de las series anteriores

H
B̂q

= (1 + t2t3)(1 + t2)(1 + t1t2t3)(1 + t1t2)
(1 − t3)(1 − t1)(1 − t1t2

2t3)
. (4.2.7)

lo cual implica que Z = Z ′, y por lo tanto se tiene la extensión antes mencionada.

Paso 6. B es una base de B̂q y GKdim B̂q = 3.

Sabemos que B genera a B̂q. De (4.2.7) se deduce que B es linealmente independiente:
en cada componente homogénea tiene tantos términos como los de la expresión anterior de la
serie de Hilbert. Así B es una base PBW de B̂q. También, la descomposición anterior de la
serie de Hilbert nos dice que GKdim B̂q = GKdim Z + GKdim B̃q = 3.
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4.3 | Tipo A3(q|{1, 2, 3})

Fijemos q de tipo A3(q|{1, 2, 3}), cuyo diagrama de Dynkin es

−1◦
1

q−1 −1◦
2

q −1◦
3

y el álgebra de pre-Nichols distinguida tiene la siguiente presentación:

B̃q = T (V )/⟨x2
1, x2

2, x2
3, x13, [x123, x2]c⟩.

El siguiente lema nos permitirá definir el álgebra que buscamos:

Lema 4.3.1. Sean i, j, k ∈ Iθ tales que qjj = −1, q̃ik = 1 y q̃ij = q̃−1
jk ̸= ±1. Entonces:

(a) xjik = 0. (b) [xijk, xj ]c ∈ P(B).

Demostración. (a) Notar que xjik ∈ P(T (V )) por el Lema 1.9.2, pues xik es primitivo y
q̃j,ik = 1. Además:

q̃ikj,ikj = −qiiqkk, q̃ikj,t = qjtqtj para todo t ∈ {i, j, k}.

Sea q = q̃jk. Si xjik ̸= 0 en B, entonces kxi ⊕ kxj ⊕ kxk ⊕ kxjik tiene el siguiente diagrama
de Dynkin

−qiiqkk◦
jik

q−1 q

qii◦
i

q−1 −1◦
j

q qkk◦
k

.

Ahora, [H3, Lemma 12] implica que este diagrama de Dynkin no tiene sistema de raíces
finito. Asumiendo la Conjetura 1.9.4, por el Lema 1.9.1 tenemos que GKdim B = ∞.
(b) Tenemos que

∆
(
[xijk, xj ]c

)
= [xijk, xj ]c ⊗ 1 + 1 ⊗ [xijk, xj ]c + (1 − q̃ij)q̃ijqkj xi ⊗ xjjk

+ (1 − q̃jk)qkj [xij , xj ]c ⊗ xk − (1 − q̃jk)q2
ijqkj xj ⊗ xjik + 2(1 − q̃jk)q2

ijqkj x2
j ⊗ xik.

Luego basta probar que x2
j = xjji = xjjk = [xij , xj ]c = 0. Para ello notamos que j ∈ Iθ

no es un vértice de Cartan, luego por el Lema 2.3.1 tenemos x2
j = 0. De allí se deduce

xjji = xjjk = [xij , xj ]c = 0.

Observación 4.3.2. Sea B un álgebra de pre-Nichols de q tal que GKdim B < ∞. Entonces
las relaciones

x2
1 = x2

2 = x2
3 = 0, x213 = 0, [x123, x2]c = 0

son válidas en B por los Lemas 2.3.1, 4.3.1 (a) y 2.3.4.
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Observación 4.3.3. Consideremos el álgebra

B̂q = T (V )/⟨x2
1, x2

2, x2
3, x213, [x123, x2]c⟩.

Notar que el ideal que define a B̂q es en realidad un ideal de Hopf, ver las prueba de los
Lemas 2.1.2 y 4.3.1. Entonces B̂q es un álgebra de pre-Nichols de q, a continuación veremos
que es eminente.

Proposición 4.3.4. El álgebra de pre-Nichols B̂q es eminente, con GKdim B̂q = 3 y base

B =
{
xa

3xb
23xc

2xd
13xe

123xf
12xg

1 : a, c, e, g ∈ {0, 1}, b, d, f ∈ N0
}
. (4.3.1)

Demostración. Por la Observación 4.3.2, toda álgebra de pre-Nichols con GKdim finita de q
está cubierta por B̂q. El resto de la demostración se realiza en varias partes.
Paso 1. Las siguientes relaciones valen en B̂q:

x1123 = 0; xiij = 0, i ̸= j; (4.3.2)
[x23, x13]c = 0, [x123, x23]c = 0, [x123, x13]c = 0, x2

123 = 0. (4.3.3)

(4.3.2) Las relaciones xiij = 0 con i ̸= j valen por la condición qii = −1 y el hecho de que
x2

i = 0. Similarmente,

x1123 = x2
1x23 − q12q13(1 + q11)x1x23x1 + q11q2

12q3
13x23x2

1 = 0.

(4.3.3) Notar que x313 = 0 = x213 implica que [x23, x13]c = 0; esta última igualdad junto con
[x23, x3]c = 0 da

[x123, x3]c = [x1, [x23, x3]c]c − q12q13x23x13 + q23q33x13x23 = q23q33(1 − q̃12)x13x23.

Como x213 = 0 = x223, se sigue [x2, [x123, x3]c]c = 0. Entonces

[x123, x23]c = [[x123, x2]c, x3]c + q12q22q32x2[x123, x3]c − q23[x123, x3]cx2

= q12q22q32[x2, [x123, x3]c]c = 0.

Luego, usando [x23, x13]c = 0 = x113 se tiene que

[x123, x13]c = [x1, [x23, x13]c]c − q12q13x23x113 + q21q23q31q33x113x23 = 0.

Finalmente, usando x123x1 = −(q12q13)−1x1x123 y x123x23 = q12q13q̃23x23x123 obtenemos

x2
123 = x123(x1x23 − q12q13x23x1) = −q̃23(x1x23 − q12q13x23x1)x123 = −q̃23x2

123.

Como N = ord q̃23 > 2, esto implica que x2
123 = 0.

Paso 2. B̂q está generado por B.
Basta con demostrar que L es un ideal a izquierda de B. La inclusión x3L ⊂ L es trivial, y

x2L ⊂ L se sigue de la conmutación x223 = 0, cf. (4.3.2). Para ver que x1L ⊂ L, argumentar
inductivamente sobre b ≥ 1 tenemos

x1xb
23 = (q12q13)b−1(b)q̃23

xb−1
23 x123 + (q12q13)bxb

23x1,
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x1x3xb
23 = (q12q13q32q33)bxb

23x13 + qb−1
12 qb

13(b)q̃23
x3xb−1

23 x123 + qb
12qb+1

13 x3xb
23x1.

Ahora, las relaciones x213 = 0 = [x123, x2]c de B̂q implican que

x1xb
23x2 = − qb

12qb−1
13 q32(b)q̃23

xb−1
23 x2x123 + (q12q13)bxb

23x12 + (q12q13)bq12xb
23x2x1,

x1x3xb
23x2 =qb+1

12 (q13q32q33)bq32xb
23x2x13 − qb

12qb
13q32(b)q̃23

x3xb−1
23 x2x123

+ qb
12qb+1

13 x3xb
23x12 + (q12q13)b+1x3xb

23x2x1.

Notar que en estas últimas cuatro ecuaciones los elementos de la forma xα que aparece en el
lado derecho de cada monomio q-conmuta con (cualquier potencia de) x13, x123 y x12. Esto
muestra que x1xa

3xb
23xc

2xd
13xe

123xf
12xg

1 ∈ L para todo a, c, e, g ∈ {0, 1} y, b, d, f ∈ N0.

Paso 3. La subalgebra Z de B̂q generada x13 es una subálgebra de Hopf q-central isomorfa
al álgebra de polinomios k[x13].

El generador de Z es anulado por la acción de la adjunta de xi, i ∈ I3. En efecto,
(adc xi)x13 = 0 valen en B̂q ya sea por definición (si i = 2) o por (4.3.2) (si i = 1, 3). Por el
Lemma 1.9.2 el generador x13 es primitivo, luego Z es una subálgebra de Hopf. Como x13 es
un elemento primitivo no nulo con q13,13 = 1, entonces genera un álgebra de polinomios.

Paso 4. Hay una extensión que preserva el grado de las álgebras de Hopf trenzadas Z ↪→
B̂q ↠ B̃q.

Sean π : B̂q ↠ B̃q la proyección canónica y Z ′ = B̂co π
q . Notemos que Z ⊂ Z ′ pues

x13 = 0 y el Lema 1.8.5 nos dice que

H
B̂q

= H
B̃q

HZ′ ≥ H
B̃q

HZ = (1 + t3)(1 + t2)(1 + t1t2t3)(1 + t1)
(1 − t2t3)(1 − t1t2) · 1

1 − t1t3
.

Por otro lado, como B genera a B̂q tenemos que

H
B̂q

≤ (1 + t3)(1 + t2)(1 + t1t2t3)(1 + t1)
(1 − t2t3)(1 − t1t3)(1 − t1t2) .

Las últimas dos ecuaciones implican que

H
B̂q

= (1 + t3)(1 + t2)(1 + t1t2t3)(1 + t1)
(1 − t2t3)(1 − t1t3)(1 − t1t2) , (4.3.4)

y ésto nos garantiza que Z = Z ′.

Paso 5. El conjunto B es una base de B̂q, que tiene dimensión de Gelfand-Kirillov igual a 3.

Esto se sigue como en la demostración de la Proposición 4.2.1.

Observación 4.3.5. Sea Zq la subálgebra de B̂q generada por x13, xN
12 y xN

23. Se puede
verificar que Zq es una subálgebra es q-central (más precisamente, es anulado por la acción
adjunta de B̂q), luego hay una extensión que conserva el grado de álgebras de Hopf trenzadas
k → Zq ↪→ B̂q ↠ Bq → k.
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4.4 | Tipo g(2, 3), con diagrama de Dynkin (4.0.1)

Sea q de tipo g(2, 3) con diagrama de Dynkin (4.0.1). En este caso, el álgebra de pre-Nichols
distinguida tiene la siguiente presentación:

B̃q = T (V )/⟨x2
1, x2

2, x2
3, x13, [[x12, x123]c, x2]c, [[x123, x23]c, x2]c⟩

Notar que el Lema 2.3.20 trata con las dos últimas relaciones, pero bajo supuestos adicionales
que no se cumplen para q. Mostraremos que, en particular, existe un álgebra de pre-Nichols
con GKdim finita donde estos elementos no se anulan. Sean

xu := [[x12, x123]c, x2]c, y xv := [[x123, x23]c, x2]c. (4.4.1)

Como x2
1, x2

2, x2
3, x13 son primitivos en T (V ), entonces generan el ideal de Hopf I :=

⟨x2
1, x2

2, x2
3, x13⟩ de T (V ). Ahora xu, xv ∈ B := T (V )/I son elementos primitivos por el Lema

2.1.2. Por el Lema 1.9.2 tenemos que [x1, xu]c, [xu, x3]c, [x1, xv]c y [xv, x3]c son primitivos en
B.

Lema 4.4.1. Sea B un álgebra de pre-Nichols de Bq con GKdim finita. Entonces

[x1, xu]c = [xv, x3]c = [xu, x3]c = [x1, xv]c = 0 en B.

Demostración. Sea xβ ∈ {[x1, xu]c, [xv, x3]c, [xu, x3]c, [x1, xv]c}. Como B ↠ B y xβ es prim-
itivo en B, entonces también lo es en B. Supongamos que xβ ̸= 0 en B. Computando el
diagrama de Dynkin de kx1 ⊕ kx2 ⊕ kx3 ⊕ kxβ ⊂ P(B):

−1◦
β

ξ

−1◦
1

ξ −1◦
2

ξ −1◦
3

,

que no está en [H3, Table 3], contradiciendo GKdim B < ∞ (aquí asumimos la Conjetura
1.9.4).

Ahora tenemos un candidato para álgebra pre-Nichols eminente:

B̂q =T (V )/⟨x2
1, x2

2, x2
3, x13, [x1, xu]c, [x1, xv]c, [xu, x3]c, [xv, x3]c⟩. (4.4.2)

Notar que B̂q es un álgebra de Hopf trenzada, pues es un cociente de B por un ideal generado
por elementos primitivos.

Proposición 4.4.2. Sea q de tipo g(2, 3) con diagrama de Dynkin (4.0.1). Entonces

(a) El álgebra de pre-Nichols B̂q definida en (4.4.2) es eminente, con GKdim B̂q = 6.

(b) Denotemos

x12232 = [x123, x23]c, x1223 = [x123, x2]c, x122332 = [x123, x1223]c, x12223 = [x12, x123]c.

Entonces una base de B̂q esta dada por

B = {xn1
3 xn2

23xn3
v xn4

2 xn5
12232xn6

1223xn7
122332xn8

123xn9
u xn10

12223xn11
12 xn12

1 :
n1, n4, n5, n7, n10, n12 ∈ {0, 1}, ni ∈ N0 de lo contrario}.
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(c) Hay una extensión álgebras de Hopf trenzadas N3
0-homogeneas: Z ↪→ B̂q ↠ B̃q, donde

Z es la subálgebra de B̂q generada por xu y xv. La acción adjunta de B̂q en Z es trivial,
y Z es un álgebra de polinomios en dos variables.

Demostración. Los Lemas 2.3.1, 2.2.1 y 4.4.1 implican que la proyección de T (V ) sobre cada
álgebra de pre-Nichols B de q con GKdim finita induce una proyección de B̂q en B. Para
finalizar la prueba de (a), todavía tenemos que demostrar que GKdim B̂q = 6. Esto lo
realizaremos en varios pasos donde simultáneamente probaremos en (b) y (c).
Paso 1. Los elementos xu y xv no se anulan en B̂q.

Consideremos la siguiente representación de B, ρ : B −→ k4×4,

ρ(x1) =
( 0 0 1 0

0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

)
, ρ(x2) =

( 0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

)
, ρ(x3) =

(
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 q13
0 0 0 0

)
.

Entonces ρ(xu) ̸= 0, ρ(xv) ̸= 0 pues las primeras filas de ρ(xu), ρ(xv) no son 0; luego xu, xv ̸= 0
en B. Como Bn = B̂n

q si n ≤ 6, tenemos que xu, xv ̸= 0 en B̂q.

Paso 2. La acción adjunta de B̂q en Z es trivial, y Z tiene base {xm
u xn

v : m, n ∈ N0}.

Demostración. Por el paso 1, xu, xv ̸= 0. Además xn
u, xn

v ̸= 0 para todo n ∈ N ya que son
elementos primitivos tales que quu = qvv = 1, y Z es un álgebra de q-polinomios en las
variables xu, xv.

Por definición de B̂q, (adc xi)xu = (adc xi)xv = 0 para i = 1, 3, y [xu, x2]c = [xv, x2]c = 0
ya que x2

2 = 0 en B̂. Entonces (adc x)xu = (adc x)xv = 0 para todo elemento homogéneo
x ∈ B̂q de grado positivo.

Paso 3. B genera a B̂q.
Basta comprobar que el subespacio I generado por B es un ideal a izquierda de B̂q. Como

[x1, xu]c = [xv, x3]c = 0 y (1.5.5) tenemos las siguientes igualdades:

x3
12x3 = q3

13q3
23x3x3

12, x1x3
23 = q3

12q3
13x3

23x1.

De estas igualdades obtenemos lo siguiente:

[x12, x12223]c = 0, [x12232 , x23]c = 0. (4.4.3)

Usando (1.5.5) nuevamente y x13 = x2
1 = x2

3 = 0 tenemos además que

[x23, x3]c = [x123, x3]c = 0, [x12223, x3]c = ζ2q13q23x2
123,

[x1, x12]c = [x1, x123]c = 0, [x1, x12232 ]c = ζ2q12q13x2
123.

Usando la última igualdad, junto con [xu, x3]c = 0, (1.5.3) y (1.5.5), tenemos que

0 = [x1, [xu, x3]c]c = [x1, [[x12223, x2]c, x3]c]c
=
[
x1, [x12223, x23]c + q2

12q13x2x2
123 − ζ2q13q2

23x2
123x2

]
c

= q2
12q13x12223x123 + ζq2

12q2
13q23x123x12223 + q2

12q13x12x2
123 − ζ2q2

12q3
13q2

23x2
123x12

= 2q2
12q13x12x2

123 − 2ζ2q3
13q2

23q2
12x2

123x12;
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por lo tanto x12x2
123 = ζ2q2

13q2
23x2

123x12. Análogamente, x2
123x23 = ζ2q2

12q2
13x23x2

123. De estas
dos igualdades obtenemos que:

[x12223, x123]c = 0, [x123, x12232 ]c = 0.

Usando la primera ecuación y la primera de (4.4.3).

x2
12223 = x12223(x12x123 − ζq13q23x123x12) = −(x12x123 − ζq13q23x123x12)x12223 = −x2

12223.

Este cálculo y uno análogo para x12232 implica que x2
12223 = x2

12232 = 0. A continuación
comprobamos las siguientes ecuaciones:

[x1, x1223]c = q12q32x12223 + (ζ − 1)q13q23x123x12,

[x1, x122332 ]c = −q12q13x123[x1, x1223]c + ζ2q12q32[x1, x1223]cx123 = 0.

De manera similar obtenemos las igualdades:

[x1223, x2]c = 0, [x122332 , x2]c = (1 − ζ2)q12q32x2
1223,

[x1223, x3]c = x12223, [x122332 , x3]c = 0.

Usando las relaciones que involucran x122332 obtenemos que x2
122332 = 0.

Una prueba recursiva y rutinaria muestra que xαxβ = qαβxβxα+ productos ordenados de
generadores PBW intermedios para cada par de raíces α < β, por lo que el paso está probado.
Paso 4. Hay una extensión de álgebras de Hopf trenzadass que preserva la graduación: Z ↪→
B̂q ↠ B̃q. Además B es una base de B̂q y GKdim B̂q = GKdim B̃q + GKdim Z = 6.

Sea Z ′ = B̂co π de B̂q ↠ B̃q. Como Z ⊆ Z ′, por el Lema 1.8.5 tenemos que

H
B̂q

= HZ′H
B̃q

≥ HZH
B̃q

≥

≥ 1
(1 − t2

1t3
2t3)(1 − t1t3

2t2
3)

(1 + t1)(1 + t2)(1 + t2
1t2

2t3)(1 + t2
1t3

2t2
3)(1 + t1t2

2t2
3)(1 + t3)

(1 − t1t2)(1 − t1t2
2t3)(1 − t2t3)(1 − t2t3)

.

Por otro lado B̂q esta generado por B, luego

H
B̂q

≤ (1 + t1)(1 + t2)(1 + t2
1t2

2t3)(1 + t2
1t3

2t2
3)(1 + t1t2

2t2
3)(1 + t3)

(1 − t1t2)(1 − t1t2
2t3)(1 − t2t3)(1 − t2t3)(1 − t2

1t3
2t3)(1 − t1t3

2t2
3)

Estas desigualdades entre series de Hilbert nos dicen que

H
B̂q

= (1 + t1)(1 + t2)(1 + t2
1t2

2t3)(1 + t2
1t3

2t2
3)(1 + t1t2

2t2
3)(1 + t3)

(1 − t1t2)(1 − t1t2
2t3)(1 − t2t3)(1 − t2t3)(1 − t2

1t3
2t3)(1 − t1t3

2t2
3)

entonces Z = Z ′, B es una base de B̂q y GKdim B̂q = GKdim B̃q+GKdim Z = 4+2 = 6.

4.5 | Tipo g(2, 3), con diagrama de Dynkin (4.0.2)

Sea q de tipo g(2, 3) con diagrama de Dynkin (4.0.2). En este caso, el álgebra de pre-Nichols
distinguida tiene la siguiente presentación:

B̃q = T (V )/⟨x2
1, x2

3, x13, [x223, x23]c, x221, x2223, [[x123, x2]c, x2]c⟩.
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Notar que en el Lema 2.3.12 se menciona a la relación xu := [[x123, x2]c, x2]c pero bajo dichos
supuestos adicionales no se cumplen para q (ver Observación 2.3.13). Veremos que xu no se
anula en al menos una álgebra pre-Nichols con GKdim finita. Sean:

x1223 = [x123, x2]c, x12232 = [x123, x23]c, x12332 = [x12232 , x2]c, xv = [x123, x1223]c. (4.5.1)

Consideremos el álgebra:

B̂q = T (V )/⟨x2
1, x2

3, x13, [x223, x23]c, x221, x2223, [xv, x3]c, [x12332 , x2]c, [x12332 , x3]c⟩. (4.5.2)

A continuación probaremos que B̂q es un álgebra de pre-Nichols eminente.

Proposición 4.5.1. Sea q de tipo g(2, 3) con diagrama de Dynkin (4.0.2). Entonces

(a) El álgebra B̂q definida en (4.5.2) es un álgebra de pre-Nichols de q, con GKdim B̂q = 6.

(b) Una base de B̂q esta dada por

B = {xn1
3 xn2

23xn3
223xn4

2 xn5
12332xn6

12232xn7
u xn8

1223xn9
123xn10

v xn11
12 xn12

1 : n1, n3, n5, n6, n10, n11 ∈ {0, 1}}

(c) Hay una extensión álgebras de Hopf trenzadas N3
0-homogeneas: Z ↪→ B̂q ↠ B̃q, donde

Z es la subálgebra de B̂q generada por xu y xv. La acción adjunta de B̂q en Z es trivial,
y Z es un álgebra de polinomios en dos variables.

Demostración. Procedemos en varios pasos. Los primeros dos pasos están dedicados a veri-
ficar que el ideal que define a B̂q es de Hopf, y además B̂q se proyecta en cualquier álgebra
de pre-Nichols B con GKdim finita. Consideremos la siguiente álgebra auxiliar:

B := T (V )/⟨x2
1, x2

3, x13, x221, x2223, [x223, x23]c, [xv, x3]c⟩.

Paso 1. B es un álgebra de Hopf trenzada y dada un álgebra de pre-Nichols de q con GKdim
finita tenemos que la proyección canónica T (V ) → B induce el siguiente morfismo de álgebras
de Hopf π : B → B. Además, xu y xv son primitivos.

Sea B′ = T (V )/⟨x2
1, x2

3, x13, x221, x2223, [x223, x23]c⟩. Como x2
1, x2

3, x13, x221, x2223 son
primitivos en T (V ), J = ⟨x2

1, x2
3, x13, x221, x2223⟩ es un ideal de Hopf de T (V ). Además,

[x223, x23]c ∈ T (V )/J es primitivo por el Lema 2.1.2, entonces B′ es un álgebra de Hopf
trenzada. Por los Lemas 2.2.1, 2.2.4, 2.3.1, 2.3.6, la proyección canónica T (V ) ↠ B induce
un morfismo de álgebras de Hopf B′ ↠ B.

Ahora probaremos que xv es primitivo en B′. Por (2.1.1) aplicado en B′ ↠ B̃q,

∆(xv) ∈ 1 ⊗ xv + xv ⊗ 1 + B′ ⊗ ⟨xu⟩ + ⟨xu⟩ ⊗ B′.

Además, xu es primitivo en B′ por el Lema 2.1.2, y usando GAP,

[xu, x1]c = [xu, x3]c = 0. (4.5.3)

Notar que xu y xv son las superletras asociadas a las palabras de Lyndon x1x2x3x2
2 y

x1x2x3x1x2x3x2. Por la Proposición 1.6.8 y estas relaciones, existen a, b, c ∈ k tales que

∆(xv) = 1 ⊗ xv + xv ⊗ 1 + ax1 ⊗ xux3 + bx1xu ⊗ x3 + cx1x3 ⊗ xu.
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Desarrollando (∆ ⊗ id)∆(xv) = (id ⊗∆)∆(xv) obtenemos fácilmente que a = b = c = 0.
Ahora, [xv, x3]c es primitivo en B′ por el Lema 1.9.2 entonces B es un álgebra de Hopf.

Finalmente, supongamos que xβ := [xv, x3]c ̸= 0 en B. Por inspección, si el diagrama de
Dynkin de la matriz q′ es conexo y contiene a (4.0.2), entonces q′ no está en [H3, Table 3];
por lo tanto GKdim Bq′ = ∞, asumiendo la Conjetura 1.9.4. Ahora, el diagrama de Dynkin
de kx1 ⊕ kx2 ⊕ kx3 ⊕ kxu es conexo, pues q̃2β = ζ. Contradicción.
Paso 2. [x12332 , x2]c, [x12332 , x3]c son primitivos en B, por lo tanto B̂q es un álgebra de
Hopf graduada. La proyección canónica T (V ) → B induce un morfismo de álgebras de Hopf
sobreyectivo π : B̂q → B.

Como x221 = x2223 = 0 tenemos que x1x3
2 = q3

12x3
2x1 y x3x3

2 = q3
32x3

2x3. Por las últimas
dos igualdades deducimos lo siguiente:

[xu, x2]c = [[[x123, x2]c, x2]c, x2]c = x123x3
2 − q3

12q3
32x3

2x123 = 0. (4.5.4)

Como en la prueba del Paso 1, usamos la Proposición 1.6.8 para ver que [x12332 , x2]c y
[x12332 , x3]c son primitivos, luego B̂q es un álgebra de Hopf trenzada, pues tenemos que
B̂q = B/⟨[x12332 , x2]c, [x12332 , x3]c⟩.

Supongamos que xβ = [x12332 , xi]c ̸= 0, i ∈ I2,3. El diagrama de Dynkin de kx1 ⊕ kx2 ⊕
kx3 ⊕ kxβ es conexo pues q̃2β ̸= 1; el Paso 1 conduce a una contradicción ya que asumimos
Conjetura 1.9.4.

Por el Paso 2, basta probar que GKdim B̂q < ∞. Para ello, veremos que B es una base
de B̂q en tres pasos.
Paso 3. La acción adjunta de B̂q en Z es trivial, y Z tiene la siguiente base {xm

u xn
v : m, n ∈

N0}.
Usando GAP se chequea que xu, xv ̸= 0 en el álgebra de pre-nichols B′ introducida en el

Paso 1; además xu, xv ̸= 0 en B̂q luego (B′)α = B̂α
q para todo α ≤ 2α1 + 3α2 + 2α3. Por lo

tanto, xn
u, xn

v ̸= 0 para todo n ∈ N como xu y xv son primitivos y quu = qvv = 1; entonces
{xm

u xn
v : m, n ∈ N0} es una base de Z, y Z es una subálgebra de Hopf. Por (4.5.3) y (4.5.4),

entonces (adc xi)xu = 0 para todo i ∈ I3; por lo tanto (adc x)xu = 0 para todo x ∈ B̂q
homogéneo de grado > 0.
Paso 4. B es base de B̂q.

Para probar el enunciado, veremos que el subespacio I generado por B es un ideal a
izquierda de B̂q. Como x2

1 = x2
3 = 0, tenemos que:

x1x12 = −q12x12x1, x1x123 = −q12q13x123x1,

x23x3 = −q23x3x23, x123x3 = −q13q23x3x123.

Como (adc x2)3x3 = [x223, x23]c = 0 deducimos la siguiente igualdad:

x2
223 = x223(x2x23 − ξq23x23x2) = −ξ−2(x2x23 − ξq23x23x2)x223 = −ξ−2x2

223.

Por lo tanto x2
223 = 0.

Como x221 = 0 tenemos que [x12, x2]c = 0. Usando esta relación y x2
1 = 0 comprobamos

que x2
12 = 0; por lo tanto,

x12x123 = x12(x12x3 − q13q23x3x12) = −q13q23(x12x3 − q13q23x3x12)x12 = −q13q23x123x12.



5. Tipo g(2, 3), con diagrama de Dynkin (4.0.2) 65

Usando las relaciones ya probadas, (1.5.6), (4.5.1) y (1.5.5), tenemos además las siguientes
relaciones:

[x12, x1223]c = 0, [x12232 , x3]c = 0, [x12332 , x23]c = 0,

[x12332 , x223]c = 0, [x12232 , x23]c = 0, [x12232 , x223]c = 0.

Similarmente,

[x223, x3]c = ξ2q23x2
23, [x1223, x3]c = x12232 ,

[x1, x1223]c = (ξ2 − 1)q12q13x123x12, [x1, x12232 ]c = (ξ2 − 1)q12q13x2
123,

[x12, x23]c = (ξ − 1)q12x2x123 − ξq23x1223, [x1223, x23]c = −q23x12332 − q12q32x2x12232 .

Usando (1.5.5) y [xv, x3]c = 0 deducimos que [x123, x12232 ]c = 0; además,

x2
12232 = (x123x23 − q123,23x23x123)x12232 = −x12232(x123x23 − q123,23x23x123) = −x2

12232 .

Por lo tanto x2
12232 = 0. Hasta ahora comprobamos que [x12232 , x12332 ]c = 0; esta relación y

[x12332 , x2]c = 0 implican que x2
12332 = 0.

Nuevamente, probamos recursivamente que xαxβ = qαβxβxα+ productos ordenados de
generadores PBW intermedios para cada par de raíces α < β, luego el Paso está probado.
Paso 5. Hay una extensión que conserva el grado de las álgebras de Hopf trenzadas Z ↪→
B̂q ↠ B̃q. Además B es una base de B̂q y GKdim B̂q = GKdim B̃q + GKdim Z = 6.

La demostración es análoga al paso correspondiente en la Proposición 4.4.2. Por supuesto,
el Paso 3 dice que Z es una subálgebra de Hopf central de B̂q con base {xm

u xn
v : m, n ∈ N0}.

Si Z ′ := B̂co π, entonces Z ⊆ Z ′ y el Lema 1.8.5 implica que H
B̂q

= HZ′H
B̃q

≥ HZH
B̃q

.
Por otro lado B̂q es generada por B, entonces tenemos la siguiente igualdad entre series de
Hilbert:

H
B̂q

= HZH
B̃q

= (1 + t1)(1 + t1t2)(1 + t1t2
2t2

3)(1 + t1t3
2t2

3)(1 + t2
2t3)(1 + t3)

(1 − t1t2t3)(1 − t1t2
2t3)(1 − t2

1t3
2t2

3)(1 − t1t3
2t3)(1 − t2)(1 − t2t3)

.

Por lo tanto Z = Z ′, B es una base de B̂q y GKdim B̂q = GKdim B̃q + GKdim Z = 6.
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