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Positive solutions for problems involving the

¢-Laplacian

(Abstract)

Let Q@ C RY be a smooth bounded domain, let hy : Q x [0,00) — R
be a Carathéodory function, let A > 0 be a real parameter and let ¢ :
RY — R” be a continuous and strictly monotone function such that ¢(x) =
¢(|z])x for all z € RY where ¢ : (0,00) — (0, 00) satisfies some appropria-
te conditions. In this thesis we study the existence of positive solutions for
problems of the form

u=>0 on 0,

with three different classes of nonlinearities. First, we study a generaliza-
tion of the logistic equation, setting hy(z,u) = Am(z)f(u) — n(x)g(u) with
f,9,m,n > 0. In this case we obtain existence and uniqueness results using
the sub and supersolution method and comparison arguments.

Second, we study the one-dimensional problem with hy(z,u) = Am(z) f(u)
for m € L'(Q) with m* # 0 and f a nonnegative function. In this case
we consider the sublinear and the superlinear cases of f with respect to ¢.
The existence results for this nonlinearities were obtained using the Krasno-
sel’skii’s fixed point Theorem.

Finally, we study a one-dimensional problem of concave-convex type whe-
re we consider the nonlinearities hy(x,u) = Am(z)f(u) + n(z)g(u) with
m,n > 0. Here f, g are nonnegative functions. Combining the sub and super-
solution method and Krasnosel’skii’s fixed point Theorem, we demonstrate
the existence of two different positive solutions for A = 0.

Key words: elliptic problems, ¢-Laplacian, positive solutions, sub and
supersolutions, fixed point.

MSC 2020: 34B15, 34B18, 35J25, 35J60.

{ —divg(Vu) = hy(z,u) in €,
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Soluciones positivas para problemas que

involucran al ¢-Laplaciano

(Resumen)

Sean 2 C RY un dominio suave y acotado, hy : © x [0,00) — R una funcién
Carathéodory, A > 0 un pardmetro real y ¢ : R — R¥ una funcién continua
estrictamente monétona que satisface ¢(z) = ¢(|x|)r para todo z € RY,
donde ¢ : (0,00) — (0, 00) cumple ciertas hipétesis apropiadas. En esta tesis
estudiamos la existencia de soluciones positivas a problemas del tipo

—div¢(Vu) = hy(z,u) en Q,
u=20 en 0f),

con tres clases de no linealidades h) distintas. En primer lugar, estudia-
mos una generalizacién de la ecuacién logistica, considerando hy(x,u) =
Am(z) f(u) — n(x)g(u) con f,g,m,n > 0. En este caso obtenemos resulta-
dos de existencia y unicidad mediante el método de sub y supersoluciones y
argumentos de comparacién.

En segundo lugar, estudiamos el problema unidimensional con hy(x,u) =
Am(z) f(u) param € L'Y(Q) con m* # 0y f una funcién no negativa. En este
caso consideramos tanto el caso sublineal como superlineal de f con respecto
a ¢. Los resultados de existencia para esta no linealidad se obtuvieron usando
el Teorema de punto fijo de Krasnosel’skii.

Por 1ltimo, estudiamos un problema unidimensional del tipo concavo-
convexo donde consideramos la no linealidad hy(z, u) = Am(x) f(u)+n(z)g(u)
con m,n > 0. Aqui f,g son funciones no negativas. Combinando el méto-
do de sub y supersoluciones y el teorema de punto fijo de Krasnosel’skii,
demostramos la existencia de dos soluciones positivas distintas para A = 0.

Palabras claves: problemas elipticos, ¢-Laplaciano, soluciones positivas,
sub y supersoluciones, punto fijo.

MSC 2020: 34B15, 34B18, 35J25, 35J60.
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Introduccion

En esta tesis estudiamos la existencia de soluciones positivas a problemas
del tipo

—dive(Vu) = hy(xz,u) en Q, ]
u=20 en 0f), (1)

donde © C RY es un dominio suave y acotado, hy : Q x [0,00) — R es una
funcién Carathéodory (esto es, hy (-, &) medible para todo £ € Ry hy (z,)
continua para c.t.p. x € ), A > 0 es un pardmetro real y ¢ : RV — RY es
una funcién continua estrictamente mondtona que satisface

o(z) = ¢(|z|)x para todo z € RY,
donde ¢(z) : (0,00) — (0,00) es una funcién C! tal que:

(¢1) lm p(t)t =0, lim (t)t = oo, y (p(t)t)’ > 0 para todo ¢ > 0.
t—0t t—00

La existencia de soluciones no negativas o positivas a problemas del tipo (1),
también llamados problemas que involucran al ¢-Laplaciano, ha sido estu-
diada durante los ultimos 30 anos, mediante diferentes métodos, debido a
su interés tanto tedrico como en aplicaciones. Este tipo de problemas gene-
raliza tanto al Laplaciano como al p-Laplaciano, pues tomando ¢(x) = x
y o(z) = |zP ~2 2, respectivamente, obtenemos dichos operadores. Como es
sabido, el Laplaciano es un operador lineal, mientras que el p-Laplaciano es
homogéneo. Al generalizar no tendremos, necesariamente, un operador ho-
mogéneo y mucho menos uno lineal, lo cual hace mas interesante al problema.

En este trabajo utilizamos el método de sub y supersoluciones, el teo-
rema de punto fijo de Krasnosel’skil y argumentos de comparaciéon usando
estimaciones a problemas relacionados para obtener nuestros resultados.

Los problemas del tipo (1) tienen soluciones (débiles) que viven natural-
mente en espacios de Orlicz-Sobolev, los cuales describimos en el Capitulo
1. Cabe aclarar que en el caso unidimensional (N = 1) la naturaleza del
operador hace que no sea necesario involucrar dichos espacios en el estudio
de estos problemas, es mas son de clase C' (Ver Observacién 3.1).

3



A lo largo de esta tesis estudiamos tres clases distintas de no linealidades
hy. En el Capitulo 4 consideramos hy(x,u) := Am(x) f(u) —n(z)g(u) donde
m, n son funciones no negativas y m solo se anula donde n lo hace, mientras
que f y g pueden ser modeladas por f(t) =19y g(t) =t" con 0 < g < r. Los
resultados principales de este Capitulo son el Teoremas 4.1 (caso unidimen-
sional), el Teorema 4.8 (caso N-dimensional con N > 2) y el Teorema 4.13
(resultado de unicidad).

Por otro lado, en el Capitulo 5 consideramos el problema unidimensional
con la no linealidad hy(xz,u) = dm(z)f(u) con m una funcién que cambia
de signo y f : [0,00) — [0,00) continua con f(0) = 0, limy_f(t) = oc.
Estudiamos los casos donde f es superlineal o sublineal con respecto de ¢;
esto es en el caso superlineal que f decrece mas rapido que ¢ a cero y crece
mas rapido que ¢ a infinito, mientras que el sublineal el comportamiento es
opuesto. En este Capitulo obtuvimos como resultados existencia de solucio-
nes no negativas siempre que la parte negativa de m sea pequena. Dichos
resultados se encuentran en el Teorema 5.3 (caso superlineal) y el Teorema
5.7 (caso sublineal).

Por tltimo, en el Capitulo 6 consideramos N = 1 y la no linealidad
ha(z,u) = dm(z)f(u) + n(z)g(u) con m,n € L' no negativas y no idénti-
camente nulas y f,g : [0,00) — [0,00) funciones continuas. Para este tipo
de no linealidad probamos en el Teorema 6.2 que para A ~ 0 existen dos
soluciones positivas distintas.

Para finalizar con la introduccion desarrollamos brevemente los capitulos
que no han sido mencionados anteriormente.

En el Capitulo 2 enunciamos las nociones de Fréchet diferenciable y
Gateaux diferenciable para operadores (no necesariamentes lineales) y resul-
tados bésicos sobre las mismas. Ademas, definimos y demostramos la existen-
cia del indice de punto fijo de un operador, lo cual utilizamos para enunciar
y probar el Teorema de punto fijo de Krasnosel’skii (Teorema 2.15), el cual
serd utilizado para probar los resultados de los Capitulos 5 y 6.

En el Capitulo 3 enunciamos y probamos resultados que valen en el caso
unidimensional. Entre estos resultados se encuentra el Teorema 3.4, el cual
es un resultado original y contiene desigualdades que usamos para probar
los resultados de existencia de los Capitulos 4, 5 y 6. Ademds, enunciamos
resultados que nos seran ttiles en el caso N-dimensional con N > 2, los cuales
utilizamos en el Capitulo 4. Por tultimo, estdn enunciados y probados los
métodos de sub y supersoluciones tanto para el caso unidimensional (Teorema
3.10), como para el caso N-dimensional con N > 2 (Teorema 3.13). Este
método serd usado en los Capitulos 4 y 6.

En el Capitulo 7 introducimos los indices de los espacios de Orlicz,
los cuales permitiran comparar nuestras hipdtesis con las de otros autores.



También se introducen varios ejemplos de funciones ¢ para el caso superlineal
y el sublineal, algunos de las cuales cumplen nuestras hipétesis, pero no las
de los trabajos de los otros autores.

Algunos de los resultados de los Capitulos 3, 4 y 5 aparecen en los trabajos
[KM18a], [KM18b] y [KM19].






Capitulo 1

Espacios de Orlicz-Sobolev

En la primera seccién de este Capitulo, introduciremos las N-funciones
(también conocidas como funciones de Young), ya que el operador diferencial
de los problemas a estudiar, estara asociado a la derivada de una N-funcién.
En la segunda seccion, definiremos y enunciaremos algunas propiedades de
los espacios de Orlicz, los cuales son una generalizacién de los espacios de
Lebesgue. En la tercera y ultima secciéon de este Capitulo, definiremos los
espacios de Orlicz-Sobolev. En algunos de estos espacios vale una desigualdad
de Poincaré la cual esta enunciada en el Teorema 1.8. Los temas tratados en
este Capitulo nos ayudaran a entender al operador diferencial y el método
de sub y supersoluciones en el caso N-dimensional (ver las secciones 3.2 y
3.3.2 del Capitulo 3, respectivamente). Ademads, en el Capitulo 4 utilizaremos
lo tratado en este Capitulo junto con los temas del Capitulo 3 mencionados
anteriormente.

El objetivo de este Capitulo es enunciar lo necesario para probar lo men-
cionado en el parrafo anterior. Para mas detalles recomendamos los libros
[KR61, RRI1] donde se estudian estos espacios en profundidad.

Cabe aclarar que en el caso unidimensional, no hace falta involucrar estos
espacios por la naturaleza del operador (para mas detalles ver la Seccién 3.1
del Capitulo 3). A pesar de esto, el operador diferencial seguird asociado a
una N-funcién.

1.1. N-Funciones

Definicién 1.1. Diremos que ® : R — R es una N-funcion (o una funcion
de Young) si

Il
@(t):/o w(s)ds, (1.1)

7



8 CAPITULO 1. ESPACIOS DE ORLICZ-SOBOLEV

donde la funcién ¢ : [0, 00) — [0, 00) satisface las siguientes propiedades:

(b) ¢(s) > 0 para s > 0;

(c) ¢ es continua a derecha para cualquier s > 0, esto es, si s > 0, entonces
Ii t) = ;
lim () = (s);

(d) ¢ es no decreciente en [0, 00);

(e) lim ¢(s) = oo.

Bajo esas condiciones, diremos que ¢ es una N-funcién representada por ¢.
Notar que la monotonia de ¢ implica que ® es una funcién convexa.

El siguiente Teorema provee una definicién equivalente a la anterior.

Teorema 1.2 (Ver [KR61]). Una funcion convexa y continua ® : R — R es
una N-funcion si y solamente si, satisface las siguiente propiedades:

(i) ® es par;

(i) ® es estrictamente creciente en [0,00);

e
(i17) H%T_O’
e ()

() Jim == = oc

Si una funcién convexa satisface las condiciones del Teorema, entonces
puede ser representada como en (1.1) tomando su derivada a derecha como

@.

Ejemplos. Las siguientes funciones son ejemplos de N-funciones:

w O(t) = %,1<p<oo;
s O(t) = —1;
n O(t) = el — |t] —1;

w O(t) = (1 + |t])log(1 4+ |t]) — [¢].



1.1. N-FUNCIONES 9

Dada una funcién ¢ que satisface las propiedades (a)-(e) de la definicién
1.1, se define

o(s) =sup{t: p(t) < s}, para s > 0. (1.2)

Esta funcién también satisface las propiedades (a)-(e). Ademads, se tienen las
siguientes desigualdades:

P(p(t)) >t para todo t > 0,
©(p(s)) > s para todo s > 0,

y para € > 0
Plo(t) —el <t, y 9[@(s) —¢] < s.
Si ¢ es estrictamente creciente @ = o~ !. En el caso general, la funcién @ se

llama la inversa a derecha de ¢. Se puede ver que ¢ es la inversa a derecha
de @, es decir, se cumple la siguiente igualdad

o(t) = sup{s : 3(s) < t}. (1.3)

Las N-funciones ¢ y ® dadas por

t s
o) = [ wnyir, B = [ o)
0 0
se dicen complementarias. Ejemplos de dicho par de funciones complementa-
rias son:
o~ v 11
n O(t) = —, (I)(S):S—/, conl<p<oo, —+— =1y
p p p p
s P(t)=e' —t—1, B(s)=(1+s)In(1+s)—s.

Sidy ® son un par de N-funciones complementarias, entonces se cumple
la siguiente desigualdad,

ts < ®(t) + B(s) para todo t, s € R, (1.4)

la cual es conocida como la desigualdad de Young.

Teorema 1.3 (Ver Proposicion 1.9 de [Morl4]). Sean @ y & un par de N-
funciones complementarias. Entonces se cumplen las siquientes propiedades:

1. ®(at) < a®(t) para « € [0,1];

2. O(t) < ty(t) para todo t > 0;



10 CAPITULO 1. ESPACIOS DE ORLICZ-SOBOLEV
3. ®(pt) > fP(t) para todo B> 1yt #0;
4. D(p(t)) < ®(2t) para todo t > 0;

5 (@) < ®(t) para todo t > 0;

6. t < ®L(t)®L(t) para todo t > 0.

Definicién 1.4. Diremos que una N-funcién & satisface la condicién A, si
existen constantes & > 0y ty, > 0 tales que

®(2t) < kd(t) para t > t.

Equivalentemente, ¢ satisface la condicion A, si y solamente si, para todo
[ > 1 existen k = k() > 0y ty > 0 tales que

O(It) < kP(t) para t > to.

Observacién 1.5. Otra condicion necesaria y suficiente para que una N-
funcién @ satisfaga la condicion A,, es que existan constantes o > 1y tg > 0
tales que

to(t

% < «a, para todo t >ty (1.5)
(ver [Morl4, Lema 1.13]).
De la desigualdad anterior podemos deducir que

In (%) :/It zg;drg/lt%dr:ln(t)a.

Por lo tanto, ®(t) < Ct* para todo t > 1 y alguna constante a > 1. Es decir,
una N-funcién que satisface la condicion A, esta acotada superiormente por
una funcién polinomial para ¢ suficientemente grande. Como consecuencia de
esto las N-funciones elfl — |t| — 1y e” — 1 no satisfacen la condicién Ay, pues
ambas tienden a infinito mas rapido que cualquier polinomio.

Ademas, se puede probar (ver [Morl4, Lemas 1.16 y 1.17]) que la funcién
complementaria ® satisface la condicion A, si y solo si existen constantes
B >1yty>0 tal que

to(l)
W > B, t > 1.
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1.2. Espacios de Orlicz

Sea 2 un dominio acotado en RV y sea ® una N-funcién. La clase de
Orlicz Kg(Q2) es el conjunto de todas las (clases de equivalencias médulo la
igualdad c.t.p. en Q de) funciones medibles u : Q@ — R que satisfacen

/QfI)(]u(:z:)Dd:U < .

Como @ es convexa Kg(€2) es siempre un conjunto convexo de funciones.
Pero podria no ser un espacio vectorial; puede ocurrir que exista u € Kg(€2)
y A > 0 tal que \u ¢ Kg(92).

Queremos remarcar que se podria quitar la condicién de acotacion al do-
minio 2. Pero puesto que los problemas a trabajar en los siguientes capitulos
van a ser planteados sobre dominios acotados preferimos suponer {2 dominio
acotado en este capitulo.

Lema 1.6. K4(Q2) es un espacio vectorial si y solo si ® satisface la condicion

As.

Para la prueba ver [AF03, Lemma 8.8].

El espacio de Orlicz Ly (£2) es la capsula lineal de la clase de Orlicz Kg(£2),
es decir, el menor espacio vectorial que contiene a Kg(f2). Evidentemente,
Ks(2) C Lo(f2), v estos conjuntos son iguales si y solo si ¢ satisface la

condicién A,.
Uno puede ver que el funcional

g = llg 0 = fnf{k 0 / 5 (@) is < 1}
Q

es una norma en Lg(Q2) llamada la norma de Luxemburgo. Este infimo se
alcanza. De hecho, si k decrece hacia ||ul|, de la desigualdad

/Qop (@) do <1, (1.6)

obtenemos por el Teorema de la convergencia mondtona

/Qcp (ﬁ) dr < 1. (1.7)

La desigualdad puede ser estricta en (1.7) pero si vale la igualdad en (1.6),
entonces k = ||ul|g -
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El espacio de Orlicz Lg(2) provisto con la norma ||-||4 resulta un espacio
de Banach.
Notemos que cuando ®(t) = t?/p con 1 < p < oo se tiene que

LP(Q) = Lo () = Ko ().

Ademss, ||ully = p~/? [ull, donde |||, es la norma usual del espacio de
Lebesgue LP(£2). Por lo tanto, los espacios de Orlicz son una generalizacién
de los espacios de Lebesgue.

Mencionaremos para concluir esta seccion que vale una desigualdad de
Holder en este contexto que podemos enunciar como sigue:

Sidy ® son N-funciones complementarias vale que

<2 fully ol (1.8)

/Qu(x)v(x)dx

Esta desigualdad se puede obtener aplicando la desigualdad de Young (1.4)
alu(z)|/||ulle v |v(z)|/|lv|lz e integrando sobre €.

Teorema 1.7. Dada una N-funcion ®, existe una constante positiva C tal
que
|ull, < C|lullg para todo u € Le(S2).

En otras palabras, la inmersion de Lg(Q2) en LY(Q) es continua.

Demostracién. Sea ® la N-funcién complementaria de ®. Como || < o0, las
funciones constantes pertenecen a Lgz(€2). En particular, v = 1 pertenece a
Lz(€). Entonces, utilizando la desigualdad (1.8) obtenemos para u € Ly(€2)

que
/ u] = / v < 2 [ullg loll5
Q Q

Tomando C' = 2 ||v||z se sigue que
[ull, < Cllullg,

como queriamos probar. O

1.3. Espacios de Orlicz-Sobolev

Diremos que un vector & = (o, . . ., ay) es un multi-indice si o; € NU{0}

para todo j = 1,..., N, y su orden es |a| = Z;VZI ;.
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Dados un dominio Q en RY y una N-funcién ®, definimos el espacio de
Orlicz-Sobolev W™ L (€2) como el conjunto de aquellas (clases de equivalencia
de) funciones u € Lg(f2) cuya derivada en el sentido distribucional D%u,
también pertenece a Lg(2) para todo multi-indice o con |a| < m. Se puede
ver que W™ Lg(2) es un espacio de Banach con respecto a la norma

lulle =D D%l (1.9)

0<|a|<m

Sil<p<ooy®,(t) = tP, entonces W™Lg (£2) es el espacio de Sobolev
clasico W™P(Q).

Como en el caso de espacios de Sobolev clésicos, el espacio Wi L (2) es
definido como la clausura de C°(€2) en W™ Lg. El espacio W Le(2) junto
la norma definida en (1.9) resulta un espacio de Banach.

A continuaciéon enunciaremos una desigualdad de Poincaré valida para
el espacio W} Lg(€2). Para la prueba ver [Gos74, Lemma 5.7] o [GHLMS99,
Lemma 2.1].

Teorema 1.8. Sea u € Wi Lg(Q), entonces
/@(|u(az)\)dw§/CI>(2d|Vu(x)|)dx, (1.10)
Q Q

donde d es el diametro de Q. Como consecuencia, |Vu|y define una norma
equivalente en Wi Ly ().
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Capitulo 2

Operadores en espacios de
Banach y Teoremas de punto
fijo

Este Capitulo consta de dos secciones principales. En la primera enuncia-
mos las nociones de Fréchet diferenciable y Gateaux diferenciable para ope-
radores (no necesariamentes lineales) y resultados basicos sobre las mismas.
Este tipo de diferenciabilidad nos sera ttil ya que calcularemos la diferencial
de Fréchet del operador de energia asociado a los problemas que estudiaremos
(ver Lema 3.9). Asi como también, para probar el método de sub y superso-
luciones cuando N > 2 (ver la seccién 3.3.2) y el resultado de unicidad del
Capitulo 4 de la seccion 4.3. Por otro lado, en la seccion 2.2 definiremos y
demostraremos la existencia del indice de punto fijo de un operador, lo cual
utilizaremos para enunciar y probar el Teorema principal de esta seccion: el
Teorema 2.15. Este Teorema lo utilizaremos para probar nuestros resultados
de existencia en los Capitulos 5 y 6.

2.1. Calculo diferencial

Dados X, Y dos espacios de Banach, denotaremos por B(X, Y') al conjunto
de todos los operadores lineales A : X — Y continuos. Sea U un subconjunto
abierto de X. Diremos que un operador I : U — Y (no necesariamente lineal)
es Fréchet diferenciable en u € U si existe A € B(X,Y) tal que

. I(u+v) —I(u) — Av

o0 o]

= 0. (2.1)

15
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Tal A esta inicamente determinado y lo llamaremos la diferencial de Fréchet
de I (o simplemente la diferencial de I) en u y la denotaremos por

A=1T(u).

Si I es diferenciable en todo v € U diremos que I es diferenciable en U.
Notar que si [ es diferenciable en u entonces

I(u+h) =1I(u) + I'(w)h + o(]||)

e I es continua en dicho punto. Reciprocamente, si I € C(U,Y’) no es necesa-
rio pedir la continuidad al operador A. De hecho, la continuidad de I implica
la continuidad de A pues

A(h) = I(u+h) = I(u) = o([|Al]).

Por otro lado, es necesario remarcar que la definicién de diferenciabilidad
no depende de la norma pero si de las topologias de X e Y. Esto es que si

por ejemplo ||-|| ¥ |||||| son dos normas equivalentes sobre X, entonces I es
diferenciable en wen (X, ||-||) siy solosi I loesen (X, |||-|||) v las diferenciales
coinciden.

De ahora en mads escribiremos (I’(u),v) en lugar de I'(u)v para todo
v € X, por conveniencia.
Ejemplos

1. El operador constante I(u) = c es diferenciable en cualquier uy I'(u) =
0.

2. Sea A € B(X,Y). Como A(u + h) — A(u) = A(h), se sigue que A es
diferenciable en X y A'(u) = A.

3. Sea B: X xY — Z un operador bilineal. Resulta que
B(u+ h,v+ k) — B(u,v) = B(h,v) + B(u, k) + B(h, k).
De la continuidad en el origen se sigue que
I1B(h, k)| < clhllI%]] -

Entonces B es diferenciable en cualquier (u,v) € X XY y (B'(u,v), (h,k)) =
B(h,v) + B(u, k).



2.1. CALCULO DIFERENCIAL 17

4. Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (-, ) y consideremos
el funcional I(u) = ||u||* = (u,u). Como

lu + A" = llull® = 2(u, h) + ||A]|*

se sigue que [ es diferenciable en cualquier u y (I'(u),h) = 2(u, h).
Notar que ||-|| no es diferenciable en u = 0.

5. 81 X =R, U = (a,b) y I : U =Y es diferenciable en t € U, la diferen-
cial I'(t) puede identificarse con (I'(t),1) € Y mediante el isomorfismo
canénico i : B(R,Y) — Y, i(A) = A(1). Por ejemplo, si Y = RV y
I(t) = (I1(t), ..., In(1)), I'(t) es el vector con componentes dI;/dt.

En la siguiente proposicion estdan enunciadas las principales reglas de la
diferenciacion.

Proposicion 2.1.

(i) (Linealidad) Sean I1,J : U — Y. Si I y J son diferenciables en uw € U
entonces al + bJ es diferenciable en u para todo par a,b € R y

((al +bJ) (u),h) = a(I'(u),h) + b(J' (u), h).

(ii) (Regla de la cadena) Sea I : U =Y yJ:V — Z con (U) CV,U y
V' subconjuntos abiertos de X e Y, respectivamente. Consideremos el
operador compuesto

Jol:U—Z, Jol(u):=J(I(u)).

Si I es diferenciable en w € U y J es diferenciable en v := I(u) € V,
entonces J o I es diferenciable en u y

((J o I)'(u), k) = {J'(v), (I'(u), h})).

En otras palabras, la diferencial de Jo I en u es la composicion de los
operadores lineales I'(u) y J'(v) con v = I(u).

La prueba de estos incisos no difiere de las aquellas que se realizan para
las reglas de diferenciacién en RV,

Definicién 2.2. Sea I : U — Y diferenciable en U. El mapa I' : U —
B(X,Y) se llama la derivada (de Fréchet) de 1. Si I’ es continuo como un
mapa de U en B(X,Y) diremos que I es C! y escribiremos I € C*(U,Y).
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Como para las funciones en RY, tambien podemos definir en este contexto
las derivadas direccionales usualmente llamadas el diferencial de Gateaux.

Definicién 2.3. Sea [ : U — Y dado y uw € U. Decimos que [ es Gateaur
diferenciable en u si existe A € B(X,Y) tal que para todo h € X

. I(u+¢eh)— I(u)
e—0 g

= Ah. (2.2)

El mapa A esta univocamente determinado, es llamado el diferencial de
Gateaur de Iy lo denotaremos por I (u).

Claremente, si I es Fréchet diferenciable en u entonces I es Gateaux
diferenciable en u y ambas diferenciales coinciden. Reciprocamente, la dife-
renciabilidad Gateaux no implica ni siquiera la continuidad de I. Recordar
el ejemplo del andlisis de varias variables F' : R? — R? definido por

2t \?
F(S,t)z <m) Slt?éo,
F(s,0)=0.

El siguiente resultado nos da un criterio de diferenciabilidad Fréchet, el
cual puede ser visto como una generalizacién de aquel resultado del analisis
en varias variables que nos asegura la diferenciaciéon de una funcién para la
cual existen y son continuas las derivadas direccionales en el contexto que
estamos tratando en este capitulo. Para los detalles de la prueba ver [AP93,
Theorem 1.9].

Teorema 2.4. Sea [ : U — Y Gateaux diferenciable en cualquier punto de
U. Supongamos que su diferencial de Gateauz I}, : U — B(X,Y) es continuo
en u. Entonces I es Fréchet diferenciable en u y I'(u) = I}, (u).

2.2. Teoremas de punto fijo

Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto no vacio, cerrado y convexo
K de X se llama un cono si satisface las siguiente condiciones:

1. Siz e K, X > 0 entonces \z € K,

2. Siz € K,—x € K entonces z =0, i.e., KN —K = {0}.
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Todo cono K en X define un orden parcial en X dado por
r<ysiy—xzekK. (2.3)

Escribiremos x < y cuando x # y, v < y.
El siguiente Teorema enuncia una propiedad 1til que usaremos mas ade-
lante, para la prueba ver [GL88, Teorema 1.4.1].

Teorema 2.5. 57 X es un espacio de Banach separable y K un cono en X,
entonces existe Ty € X* tal que To(z) > 0 para todo x € K \ {0}.

2.2.1. Teorema de extension de Dugundji

Definicién 2.6. Sean dos espacios topolégicos X e Y, AC X, f: A=Y
y F': X — Y funciones continuas. Diremos que F' es una extension de f si

F(a) = f(a) para todo a € A.

El siguiente Teorema, conocido como Teorema de extensién de Dugundji,
surge cuando dicho matemético en [Dug51] da una generalizacién del Teore-
ma de extensién de Tietze (para la prueba ver dicho articulo, seccién 4).

Teorema 2.7 (Teorema de extensiéon de Dugundji). Sean X un espacio
métrico, A un subconjunto cerrado de X, K subconjunto convexro de un
espacio vectorial topoldgico localmente convero y f : A — K una fun-
cion continua. Entonces existe F' : X — K wuna extension de f. Mds ain,
F(X) C co(f(A)), donde co(f(A)) denota la cdpsula convexa del conjunto

f(A).

2.2.2. Grado de Leray-Schauder

En esta seccién enunciaremos las principales propiedades del grado de
Leray-Schauder, el lector interesado en ver como se definen y prueban las
siguientes propiedades puede consultar [Dei85] capitulo 2, seccién 8.

Primero daremos unas definiciones. Sea X un espacio de Banach. Un
subconjunto A C X se dice un retracto de X si existe una funcién continua
r: X — A. Ademads diremos que la funcién r es una retraccion si r(z) =
x para todo x € A. Por el Teorema de extensién de Dugundji 2.7, todo
subconjunto convexo y no vacio de X es un retracto de X (tomando r como
la extensién de la funcién identidad de A en A). En particular, todo cono de
X es un retracto de X.

Sean X,Y espacios de Banach. Diremos que F' : X — Y es una fun-
cion completamente continua si, para toda sucesion débilmente convergente
{z,} C X, se tiene que {F(z,)} es convergente en Y.
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Teorema 2.8. Sean U un retracto de un espacio de Banach X, f :U — X
una funcion completamente continua y p € X\ f(OU). Entonces existe un
entero deg(f,U, p) que satisface las siguientes condiciones:

(i) Normalidad: deg(i,U,p) = 1 para todo p € U, donde i es la funcion
identidad.

(i1) Aditividad: deg(f,U,p) = deg(f,Uy,p) +deg(f,Us,p) siempre que Uy y
Uy sean subconjuntos abiertos y disjuntos de U tales que p no pertenezca

(ii) Invarianza homotdpica: deg(h(t,-),U,p) es independiente de 0 <t <1
siempre que h(t,z) = x—H(t,x) con H : [0,1]xU — X completamente
continua y p no pertenezca a h(t,oU).

(iv) Cambio de base: deg(f,U,p) = deg(f — p,U,0).
Mads ain, sean

M ={(f,U,p) : U C X acotado , f:U — X completamente continua vy
p€ X\ f(OU)}

y Z el conjunto de los enteros. Entonces existe eractamente una funcion
d: M — Z que satisface (i)-(iv). En otras palabras, deg(f,U,p) esta univo-
camente definido. El entero deg(f,U,p) se llama grado de Leray-Schauder
de f en U con respecto a p.

Teorema 2.9. Ademds de las propiedades anteriores el grado de Leray-
Schauder posee la siguiente:

(v) Escision: deg(f,U,p) = deg(f,V,p) para todo V- C U abierto tal que
p & fIU\V).

2.2.3. Indice de punto fijo

Teorema 2.10. Sea A un retracto de un espacio de Banach X. Entonces,
para cada abierto relativamente acotado U C A y todo operador continuo y
compacto T : U — A sin puntos fijos en OU, existe un entero i(T,U, A) que
satisface las siguientes condiciones:

(i) Normalidad: i(T,U, A) =1 si Tx = yo € U para todo v € U.

(i1) Aditividad: i(T,U, A) = (T, Uy, A) + (T, Uy, A) siempre que Uy y Us
sean subconjuntos abiertos y disjuntos de U tales que T' no tiene puntos
fijos en U\ (U U Us).
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(ii) Invarianza homotdpica: i(H(t,-),U, A) es independiente de 0 <t <1
siempre que H : [0,1] x U — A es continua, compacta y H(t,x) # x
para todo (t,x) € [0,1] x OU.

() Permanencia: i(T,U, A) = i(T,U N A, A) si A es un retracto de A y

T{U) C A.
Mds ain, sean
M ={(T,U,A) : A es retracto de X, U es un subconjunto acotado

y abierto de A, T : U — A continuo, compacto y Tz # x en OU}

y Z: el conjunto de los enteros. Entonces existe exactamente una funcion d :
M — 7 que satisface (i)-(iv). En otras palabras, i(T, U, A) estd univocamente
definido. El entero i(T,U, A) se llama indice de punto fijo de T en U con
respecto a A.

Demostracion. Primero probaremos la unicidad del indice de punto fijo. Sea
{i(T,U, A)} cualquier familia que satisfaga las condiciones (i)-(iv). Definimos

d(f,U,p):=i(T +p,U, X), (2.4)

donde f =1 —T, U es un subconjunto abierto y acotado de X, f(x) # p en
0U, i.e., T+ p no tiene puntos fijos en OU. De las condiciones (i)-(iv) y (2.4)
es facil chequear que la funcién d(f, U, p) posee las cuatro propiedades que
caracteriza al grado de Leray-Schauder (ver Teorema 2.8). Entonces, por la
unicidad del grado de Leray-Schauder, se tiene que

d(f,U,p) = deg(I =T, U,p). (2.5)
Tomando p =0 en (2.4) y (2.5), obtenemos que
i(T,U,X) =deg(I —T,U,0). (2.6)

Supongamos ahora que A es un retracto arbitrario de X y denotemos por
r : X — A una retraccién arbitraria. Para un subconjunto abierto U de A,
elegimos una bola Br = {x € X : ||z|| < R} tal que U C Bg. Entonces, por
la propiedad de Permanencia (iv) y (2.6), tenemos que

i(T,U,A) =i(Tor,BgNr " (U),X) = deg(I —T or, BgNr*(U),0).

Luego, la igualdad anterior y la unicidad del grado de Leray-Schauder impli-
can la unicidad del indice de punto fijo.
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De la prueba de unicidad que acabamos de hacer, resulta evidente que
debemos definir

i(T,U, A) :=deg(I — T or,BpNr*(U),0), (2.7)

donde r : X — A es una retraccion y B = {zr € X : ||z|]| < R} D U.
Evidentemente, Bg N r~1(U) es un subconjunto abierto y acotado de X y

BrNr=Y(U) c r—Y(U) c v (). (2.8)
Afirmamos que si

xo €7 (U) y (T or)(z) = 9 entonces 29 € U y Ty = xo. (2.9)

En efecto, como T(U) C Ay xg = (T or)(xy) tenemos que zy € A. Luego,
al ser r una retraccién se tiene que r(z9) = xo. Entonces, o € U C Ay
T(xo) = zp. Ademas, como Tz # x en OU, se sigue g € U.

Ahora probaremos que (T, U, A) definido por (2.7) es independiente de

la eleccién de Ry r. Sea Ry > R. Como
UcC BgNr*(U) C Bg, Nr *(U),

por (2.9) sabemos que T o r no posee puntos fijos en Br, Nr=1(U) \ (Bg N
r~1(U)), y en consecuencia, por la propiedad de escisién del grado de Leray-
Schauder (ver Teorema 2.9)

deg(I — Tor, BgNr 1 (U),0) = deg(I — T or, Bg, Nr 1 (U),0),

ie., i(T,U, A) es independiente de la eleccién de R. Sea ahora, 1 : X — A
otra retraccién de X y sea V := Br Nr~YU) Nr;'(U). Entonces, V es un
subconjunto abierto y acotado de X y V O U. Por (2.9) sabemos que T o r
no tiene puntos fijos en BN r=1(U) \ V y T or no tiene puntos fijos en
BrNriY(U) \ V. Luego, por la propiedad de escisién del grado de Leray-
Schauder (ver Teorema 2.9), tenemos que

deg(I —Tor,BgNr~Y(U),0) = deg(I —T or,V,0) (2.10)
y
deg(I — T ory, BgNry (U),0) = deg(I — T ory,V,0). (2.11)

Definamos h(z,t) :== x — H(x,t), donde H(x,t) :=r[t(Tor)(x)+ (1 —1¢)(To
r1)(z)]. Claramente, H : [0,1] X V es completamente continua. Probaremos a
continuacién que 0 & h(t,0V') para ningin ¢t € [0, 1]. En efecto, si existieran
to € [0,1] y zo € OV tales que h(tg,zo) = 0, entonces

xog =1 [to(T or)(xg) + (1 —to)(T o r1)(xg)] € A.
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Resultando asi que r(zg) = xg, m1(x0) = zo y Txg = 0. Por (2.9), tene-
mos que o € U C V, lo cual contradice que zy € 0V. Entonces, usando
la invarianza homotoépica del grado de Leray-Schauder y observando que
H0,z) = r[(Tor)(x)] =Tor(x)y H(l,z) = r[T or(z)] = T o r(z),
obtenemos que

deg(I —Tor,V,0) =deg(I —T or,V,0). (2.12)
Se sigue de (2.10), (2.11) y (2.12) que
deg(I —Tor,BgNr *(U),0) =deg(I — T ory, BgNr;y (U),0), (2.13)

lo que muestra que (T, U, A) es independiente de la eleccién de r.

Para finalizar, veremos que las propiedades basicas del grado de Leray-
Schauder nos permiten demostrar facilmente que el indice de punto fijo defini-
do por (2.7) satisface las propiedades (i)-(iv). En efecto, sean (T,U, A) € M,
r : X — A una retraccion de X y R > 0 tal que Bg D U. Ademas, si
suponemos que Tz = y, € U para todo z € U, entonces, notando que
(I—Tor)(x) = (I —yo)(z) para todo z € BgNr~!(U) y utilizando la propie-
dad de cambio de base junto con la normalidad del grado de Leray-Schauder,
se tiene que

deg(I —Tor, By ﬂr_l(U),O) = deg(I — yo, Br ﬂr_l(U),O) =
deg(I, BgNr~'(U),yo) = 1.

Teniendo en cuenta que el indice de punto fijo esta definido por (2.7) se sigue
que i(T,U, A) = 1. Quedando asi probado el inciso (i).

Sean (T U,A) € M, r : X — A una retraccién de X y R > 0 tal que
Br D U. Sean ademés U;, U; subconjuntos abiertos y disjuntos de U tales
que T no tiene puntos fijos en U \ (U; UUs). Al ser subconjuntos disjuntos, se
tiene que (BrNr—'(U,))U(BrNr~1(Us)) es una unién disjunta. Por otro lado,
como T no tiene puntos fijos en U \ (U; UU,) y valen (2.8) y (2.9), sigue que
(I-Tor)(z) # 0 paratodo z € Bgr Nr=Y(U)\[(BrNr~(U;))U(BrNr—1(Us))].
Entonces, usando la aditividad del grado de Leray-Schauder se tiene que

deg(I — T or,BpNr ' (U),0) =
deg(I —Tor, Bg Nr~*(Uy),0) +deg(I — T or, BN r~1(Us),0).

Esta igualdad junto con (2.7) nos dicen que
Z(T, U, A) == Z(T, U17 A) + Z(T, UQ, A)

Quedando asi probado (ii).
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Probemos (iii). Sea H : [0, 1]xU — A completamente continuay H(t,r) #
x para todo (t,z) € [0,1] x OU. Sea V := BrNr~*(U), el cual es un subcon-
junto abierto y acotado de X y V D U. Definamos h(t,z) =z — H(t,r(x)).
Notemos que h(t,z) # 0 para todo (t,x) € [0,1] x OV. En efecto, si existiera
to € [0,1] y g € OV tal que h(ty,xo) = 0, entonces xg = H(tg,r(xq)) de lo
cual junto con (2.9) se tiene que zo € U C V. Lo cual contradice que zy € V.
Entonces, utilizando la invarianza homotépica del grado de Leray-Schauder
se tiene que deg(h(t,-),V,0) es independiente de t. Y por la definicién del
indice de punto fijo tenemos que deg(h(t,-),V,0) = i(H(t,-),U, A), por lo
tanto i(H(t,-),U, A) es independiente de t.

Por dltimo, veamos que vale (iv). Sean (T,U,A) € M, r : X — A una
retraccion de X y R > 0 tal que B D _U. Sean también A un retracto
de A tal que T(U) € Ay ry: A — A una retraccién de A. Entonces
r:=rgor : X — A es una retraccién de X yNAV es un retracto de X.
Definamos ahora, V := Br Nr~Y(U) N7 (U N A). Claramente, V es un
subconjunto abierto y acotado de X y U N A C V. Por (2.9) sabemos que
si T or tiene un punto fijo xy en BpNr=1(U) \ V, entonces zo € U y es
punto fijo de 7. Como T(U) C A se sigue que xg € U N A y por lo tanto
ro € T HUN Av) Lo cual contradice que zp no pertenece a V. Entonces,
T o r no tiene puntos fijos en B Nr~1(U) \ V. Por otro lado, la contencién

deUNAenU junto con (2.9), nos aseguran que 7" o7 no tiene puntos fijos

en BRNr—1({UNA)\ V. Luego, por la propiedad de escisién del grado de
Leray-Schauder tenemos que

deg(I —Tor,BgNr~Y(U),0) = deg(I —T or,V,0) (2.14)

deg(I =T o7, Be N7 (U N A),0) = deg(I — T o7, V,0). (2.15)
Definamos h(z,t) := x—H(z,t), donde H(x,t) := r[t(Tor)(z)+(1—t)(To
7)(z)]. Claramente, H : [0,1] x V es completamente continua. Probaremos a
continuaciéon que 0 ¢ h(t,0V') para ningin t € [0, 1]. En efecto, si existieran
to € [0,1] y zo € OV tales que h(ty, zo) = 0, entonces

2o = T [to(T o r)(w0) + (1 — to)(T 0 7)(z0)] € A

Resultando asi que 7(zg) = xo, 7(x9) = xo y Txo = 0. Por (2.9), tenemos
que g € U N AcC V', lo cual contradice que xg € V. Por esto ultimo,
usando la invarianza homotdépica del grado de Leray-Schauder y observando
que H(0,z) =7[(T o7)(z)] = Tor(x)y H(l,z) = 7[T or(x)] = T o r(x),
obtenemos que

deg(I —Tor,V,0)=deg(I —TorV,0). (2.16)
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Se sigue de la definicién del indice de punto fijo (2.7), (2.14), (2.15) y (2.16)
que

i(T,U,A) =i(T,UN A, A). O

Teorema 2.11. Ademds de (i)—(iv) el indice de punto fijo tiene las siguientes
propiedades:

(v) Propiedad de escision: i(T,U, A) = i(T, Uy, A) siempre y cuando Uy sea
un subconjunto abierto de U tal que T' no tenga puntos fijos en U \ Up.

(vi) Propiedad de solucion: si i(T,U, A) # 0, entonces T tiene al menos un
punto fijo en U.

Demostracion. Utilizando la propiedad de aditividad (ii) con U; = U y
U, = 0; obtenemos que (T, (), A) = 0. Teniendo esto en cuenta y utilizando
nuevamente la propiedad (ii) tomando esta vez U; = Uy y Uy = (), obtenemos
que i(T,U, A) = i(T, Uy, A). Entonces, (v) estd probado.

Si T no tiene puntos fijos en U, poniendo Uy = ) en (v), obtenemos que

i(T, U, A) =0,

y por lo tanto (vi) estd probado. O

2.2.4. Teoremas de punto fijo en conos de expansion y
comprension

En esta subseccién, K serd un cono en un espacio de Banach X. Bajo
estas condiciones, K es un retracto de X y ademads es un conjunto convexo,
cerrado y estrellado (i.e., existe z € K tal que para todo y € K el conjunto
{tr4+(1—-t)y:te0,1]} C K). Sea Y un subconjunto abierto y acotado de
X, entonces K NY es un subconjunto abierto y acotado de Ky (K NY) =
KnoyY, KNY =KnY

Lema 2.12. Sea T : KNY — K completamente continua. Supongamos que
0eYy
Tx # px, para todo x € KNOY, u > 1. (2.17)

Entonces i(T, K NY,K) = 1.
Demostracion. Sea H : [0,1] x (K NY) — K definida por H(t,z) = tT(x).
La funcién H es completamente continua y por (2.17) H(t,x) # z para todo

re KNJY y 0 <t < 1. Luego, como 0 € Y, la invarianza homotdpica junto
con la normalidad del indice de punto fijo, nos dicen que

W(T,KNY,K)=i(0,KNY,K)=1. 0



26 CAPITULO 2. OP. EN ESP. DE BANACH Y T. DE PUNTO FILJO

Lema 2.13. Sean T : KNY — K y S : KNJY — K dos operadores
completamente continuos. Supongamos que

(i) inf ||Sz|>0;y

reKNOY
(i1) x — Tx # tSx, para todo x € K NAY y todo t > 0,

entonces se tiene que
(T, KNY,K)=0. (2.18)

Demostracion. Por el Teorema de extensién 2.7, podemos extender S a un
operador completamente continuo de K NY a K tal que

S(KNY) CcoS(KNaY). (2.19)

Sea F'=S(KN9Y)y M = coF. Probaremos primero que
inf ||y|| > 0. (2.20)
yeM

Denotemos por X el subespacio de X generado por F. Como S es comple-
tamente continuo, F' es relativamente compacto y entonces X es separable.
Evidentemente, Ky = K N Xy es un cono en Xy y F' C Ky, coF C K. Por
virtud del Teorema 2.5, existe fy € X tal que fo(y) > 0 para cualquier
y € Ky con y # 0. Afirmamos que

;22 foly) =0 >0. (2.21)

En efecto, si ¢ = 0 entonces existe {yx} C F tal que fo(yx) — 0. Por
la compacidad relativa de F, existe una subsucesién {yx,} de {yx} tal que

Yk, = Yo € Ko, y por eso fo(yr,) = fo(yo) ¥ fo(yo) = 0. Por lo tanto yo =0
v ||yx,; || = 0, lo que contradice la hipétesis (i). Entonces vale (2.21).

Para cualquier y = Z Ayi € M, donde y; € F, \; >0y Z A =1, por
i=1 i=1
(2.21) se tiene que

foly) = Z)\z’fo(yi) > Z)\N =0,

y por lo tanto, o
foly) = 0, Vy € M. (2.22)

Como M = @oF es compacto , existe zy € M tal que

inf [[y[| = [zl - (2.23)
yeM
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Por (2.22), fo(z0) > o, y esto implica que zy # 0. De (2.23) podemos deducir
que (2.20) vale. Por (2.19) y (2.20) obtenemos
inf ||Sz|| =a>0. (2.24)
zeKNY
Ahora, es facil mostrar que (2.18) vale. En efecto, si i(T, K NY, K) # 0,
entonces por la hipétesis (ii) y la invarianza homotépica del indice de punto
fijo, tenemos que

W(T+tS,KNY,K)=4(T,KNY,K)#0, Vt > 0.
b+c

En particular, eligiendo ¢y > *¢, donde b := sup |[|z| y c:= sup [Tz,

rzeKNY rEKNY
tenemos que

i(T + 108, KNY,K) 0.

Entonces, la propiedad de solucién del indice de punto fijo nos dice que existe
xo € KNY tal que Txy + tySxy = x9. Por lo tanto,

b= |xo — T'xo| < b—i—c7
[ Sol| a

lo cual es una contradiccion. O]

Corolario 2.14. Sea T : KNY — K un operador completamente continuo.
Supongamos que

(a) sup ||Tz||>0;y
reKNOY

(b) Tax # px, Ve € KNIJY,0 < u <1,

entonces vale (2.18).

Demostracion. Tomando S = T en el Lema anterior, notamos que la condi-
cién (i) de dicho Lema es la misma que la condicién (a) de este Corolario.
Ademés, la hipdtesis (ii) del Lema en cuestion se satisface. En efecto, si exis-
tiera xg € K NOY y tg > 0 tal que o — Txg = toTxg, entonces Txy = ppxo,
donde py = (1 + to)~!. Evidentemente, 0 < pg < 1, lo cual contradice la
condicién (b). Luego, (2.18) sigue del Lema 2.13. O

Teorema 2.15 (Teorema de punto fijo en conos de expansion y compresion).
Sean Y, y Ys dos abiertos acotados en X tal que 0 € Y, y Y, C Ys. Sea
T:Kn(Yy\Y1) = K un operador completamente continuo. Supongamos
que se satisface alguna de las siguientes dos condiciones

(PFy)  ||Tx| <||z]|, Yx € KNoYy y ||Tz|| > ||z||, Ve € KNJYs;
Y

(PFy)  ||Tz|| = [|z]|, Yo € KNoYy y || Tz|l < |[z|, Vo € K NOYa.
Entonces T tiene al menos un punto fijo en K N (Y5 \ Y1).
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Demostracion. Por el Teorema de extension de Dugundji 2.7, T puede ser

extendido a un operador completamente continuo de K NY5 en K. Ademss,

podemos suponer que 1" no tiene puntos fijos en K N JY; y K N 0Ys.
Supongamos primero que vale (PF). Es facil ver que

Tx # px, Ve € KNoYy, p>1, (2.25)

pues en caso contrario, existiria o € K N9Y; y u > 1 tal que Txy = poxo,
v |[Tzol| = pollzol| > ||xoll, lo que contradice (PFy). Luego, (2.25) junto al
Lema 2.12 nos dicen que

(T, KNY,K)=1. (2.26)
Por otro lado, es facil de verificar que
Tr # px, Ve € KNOYs, 0 < < 1. (2.27)

Pues en caso contrario, existirfa xo € K N0Y, y 0 < pp < 1 tal que Txg =
poxo. Entonces ||Txo|| = 1o ||o]| < ||zol|, lo que contradice (PFy).

Ademas, teniendo en cuenta que 0 € Y, junto a la segunda desigualdad
de (PFy) tenemos que

inf ||Tz|| > inf |[zf > 0. (2.28)
€ KNOY> € KNOY>

Se sigue de (2.27), (2.28) y el Corolario 2.14 que
(T, K NYy, K) = 0. (2.29)

Luego, utilizando (2.26), (2.29) y la propiedad de aditividad del indice de
punto fijo obtenemos que

i(T, KN (Ya\ Y1), K)=i(T,KNYy, K) —i(T,KNYy,K) = —1#0.

Lo cual junto a la propiedad de solucién del indice de punto fijo nos dice que
T tiene al menos un punto fijo en K N (Y2 \ Y}).
Supongamos ahora (PF,). Es facil ver que

Tx # pxVr e KNoYy, 0 < u <1, (2.30)

pues en caso contrario, existiria o € K NIJY; vy 0 < pp < 1 tal que Txg =
poo. Lo que implicarfa que || To|| = po [|7o]| < [[zo||, contradiciendo (PFy).
Ademas, teniendo en cuenta que 0 € Y7, resulta de (PF;) que

inf ||Tz|| > inf || >0. (2.31)
€ KNOY; € KNOY;
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Luego, (2.30) y (2.31) junto al Corolario 2.14 implican que
(T, KNY,, K)=0. (2.32)
También es facil ver que
Tx # px, Ve € KNoYs, u>1. (2.33)

Si existiera zg € K N9Yy y p > 1 tal que Txg = poxo, entonces, || Txo|| =
o ||zol] > ||zol|, lo que contradice (PFy).
Se sigue de (2.33) y el Lema 2.12 que

i(T,KNYs, K) = 1. (2.34)

Finalmente, de (2.32), (2.34) y la propiedad de aditividad del indice de punto
fijo se tiene que

(T, KN Y2\ Y1), K)=4i(T,KNYy, K) —i(T,KNY,K)=1#0.

Luego, la propiedad de solucién del indice de punto fijo nos dice que T' tiene
al menos un punto fijo en K N (Y5 \ Y7). O
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Capitulo 3

Teoria general para el
¢-Laplaciano

A lo largo de este Capitulo introduciremos resultados que nos seran de
gran ayuda en los Capitulos siguientes. En la seccién 3.1, enunciaremos y
probaremos resultados que valen en el caso unidimensional. Entre estos resul-
tados se encuentra el Teorema 3.4, el cual es un resultado original y contiene
desigualdades que nos seran de utilidad para probar los resultados de existen-
cia de los Capitulos 4, 5 y 6. En la seccién 3.2, enunciaremos resultados que
nos seran utiles en el caso N-dimensional con N > 2, los cuales utilizaremos
en las secciones 4.2 y 4.3 del Capitulo 4. Por tltimo, en la seccion 3.3, estan
enunciados y probados los métodos de sub y supersoluciones tanto para el
caso unidimensional (Teorema 3.10), como para el caso N-dimensional con
N > 2 (Teorema 3.13). Este método serd usado en los Capitulos 4 y 6.

3.1. El Operador sobre la recta

Sea 2 := (a,b) C R con a < b nimeros reales finitos. Sea, ademas, L, el
operador diferencial dado por

Lou:=—p(u').

Consideremos el problema

(3.1)

Lyv=h(z) enQ,
v=0 en OS).

Observacién 3.1. Si h € L'(Q) entonces (3.1) admite una tnica solucién
v € C1(Q) tal que ¢(v') es absolutamente continua en Q (o equivalentemente,

31
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o(v') € WHP(Q)) y tal que la ecuacién vale para c.t.p. x € Q. De hecho, se

puede ver que i ,
v(z) :/ ot (ch—/ h(t)dt) dy, (3.2)

donde ¢, es la tinica constante tal que v(b) = 0. Més ain, el operador solucién
Sy + LYQ) = CY() es continuo (ver por ejemplo [DOI6] o [MMO0]) y
monoétono creciente por el siguiente Lema.

Lema 3.2. Sean f,g € L'(Q), con f(x) < g(z) enctp. x € Q. Siu:=Sy(f)
yv:=S4(g), entonces u < v en ).

Demostracion. Supongamos por el absurdo que A := {x € Q : u(z) >
v(x)} # 0. Tomemos A, := (g, 1) una componente conexa de A. Como
u y v son continuas en Q se tiene que u(wo) = v(zwo) y u(x)) = v(xy). Y
entonces, al ser u = Sy(f) y v = Sy(g), integrando por partes, se sigue que

/f (u—v) /qﬁ "(u — ) /aﬁ Y =)y
/xo g(x)(u —v) /gb (u—v) /gb Y(u' —).

Restando tenemos que

/ (@) — g(@)u—v) = / o) — ) — o). (33)

zo Zo

Como f < gy u>wven (xg,z) se tiene que

/ (@) — g(@)u—v) < 0. (3.4)

o

Por otro lado, (¢(u') — @(v"))(u' —v’) > 0 pues ¢ es creciente, implicando
asi que N
| tot) - ot - ) 20 (35

Luego debe ser,

z1
6t~ o) ) =0 por (33), (34) ¥ (33)
zo
Entonces es u = v+ cte en (g, x1) pero como u(xg) = v(xy), resulta cte = 0.
Por lo tanto, debe ser A = () y esto concluye la prueba. O

Observacién 3.3. Notemos que este Lema nos dice que si v es soluciéon de
(3.1) con h > 0, entonces v > 0. En otras palabras, vale el principio del
maximo débil.
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3.1.1. Desigualdades utiles
Para h € L'(Q) con 0 < h # 0 definimos

Ay :={zx € Q:h(y) =0paractp. y € (a,z)},
By, :={x € Q:h(y) =0 para ct.p. y € (z,b)},

y ademas
[ sup A, st AL #£0 B, = inf By, siB, #0
“h = a si Ay = 0, A si B, =0,
= apt P . 1 1
0y, = 5 9, ‘_mm{ﬂh—a’b—ah}' (3.6)

Escribimos también
do(x) := dist(x,00) = min(x — a,b — x).

Teorema 3.4. Sea 0 < h € L'(Q2) tal que h # 0. Entonces
(i) En Q) se tiene que

Sy(h) < gbl(/ h)dq. (3.7)

(i) En Q se tiene que

S,(h) > 6, mn {/9 ¢1(/:h h)dy, /Gb ¢1(/0j h)dy} So. (3.8

(111) Sea ademds K > 0 constante, entonces
S¢(Kh> Z C¢_1(CK)5Q, (39)
donde ¢ > 0 es una constante que no depende de K.

Demostracion. Sea v := Sy(h). Como ¢~ ' es creciente y h > 0 en €, usando
(3.2), vemos que v'(z) = ¢~ (¢, — [ h(t)dt) es mondtona decreciente y por
lo tanto v es concava en €2. Luego, al ser v = 0 en 02 y v # 0, debemos tener
que v'(b) < 0 < v'(a) y por lo tanto

0< < / ht). (3.10)

Usando nuevamente que ¢ es creciente y (3.10) deducimos que

s v <o ([ 1)
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y entonces por la concavidad de v obtenemos (3.7).
Probemos ahora (7i). Afirmamos primero que

v > 0,000 en (2. (3.11)

En efecto, sea & € 2 algiin punto donde v alcanza su maximo (y por lo tanto
v'(€) = 0). Si fuera A;, # 0, por (3.2), tendrfamos que v(x) = ¢~ (cp,)(z — a)
para todo = € (a,ay), con ¢~ '(c,) > 0 por (3.10). Luego debe ser, & > ay,.
Recordando ahora la concavidad de v se tiene que para x € [¢, b],

v —2) _ [Jvllx
b—€  Zb_ a2

v(x) >

Andlogamente, para x € [a, ],

vz —a) _ vl
> > 0,
v(x) > c—a ZB-a ()
y queda probada la afirmacion.
Supongamos ahora que £ > 6. Como ¢ es un homeomorfismo con ¢(0) =
0, y como v'(z) = ¢~ (e, — [ h) y v'(€§) =0, resulta que ¢, = ff h.
Luego, recordando (3.2) y que ¢ es creciente,

(@) = / (/ /)dy_
/a9h¢_l</jh)dy2/a ¢! (/yehh>dy. (3.12)

Supongamos ahora que ¢ < 6,. Es facil comprobar que podemos reescribir

donde ¢ es la tnica constante tal que v(a) = 0. Mas atn, razonando como en
. : ~ b
el parrafo anterior vemos que ¢; = fg h. Entonces,

- [ ([ [ )a-
[o([w= Lo ([

Teniendo en cuenta (3.11), (3.12) y (3.13) deducimos (3.8) y esto termina la
prueba de (ii).
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Para finalizar probemos (iii). Notar que 0, = 0, v Oxn = 5. Usando la
cota inferior (3.8) tenemos que

Y

O On
o [ i, [ o

a 0,

Ss(Kh) >0, ml’n{ h(t )dt)dy} dq.

Sea H(y) = feh h(t)dt. Como h € L'(Q) resulta que H € C(€). Vamos a
mostrar que

On
b, [ ¢ (KH(y)dy > co " (cK). (3.14)

Por la definicién de 6y, € := H(a) > 0, luego podemos encontrar 1 € (a, 8})
tal que H(y) > 5 para todo y € (a,n). Usando que ¢! es creciente tenemos
que

1, €
" o )y > / 6 )y = (n — a)o (K5,
Por otro lado, definimos G(y) := [5 h(t)dt, G € C(), pues h € L'(Q).
Vamos a mostrar que
b
O, | ¢ (KG(y)dy > cd™ (cK). (3.15)
On

Por la definicién de 0y, o := G(b) > 0, luego podemos encontrar 1y € (65, )
tal que G(y) > % para todo y € (1o, b). Usando que ¢! es creciente tenemos
que
’ -1 ’ —1/7-50 —1/7-50
| o (BEGy)dy = | 67 (K5 )dy = (b—mo)o™ (K).
O o

Tomando
c:=min{d,(n —a),8,(b—no),e0/2,¢/2},

quedan probados (3.14) y (3.15). Gracias a estas dos desigualdades y junto
con la primer desigualdad escrita en la prueba de este item queda probado

(3.9). 0

Observacién 3.5. (i) Notar que (por la definiciéon de 6)) la constante
que aparece en el miembro derecho de (3.8) es siempre estrictamente
positiva.

(ii) Sea h € L*(Q) con 0 < h # 0. Para cualquier g € C(2) con g > 0
en {2 se tiene que ap, = apg ¥y Br = Bry y por lo tanto la parte (1) del
Teorema 3.4 es vélida también para Sy(hg) con ) y 8, dados por (3.6).
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(iii) Se puede deducir de la definicién de ), y de (3.8) que

1So(R)]L. = %min{/aah ¢1(/:h By, /ejqﬁl(/;h)dy}. (3.16)

En efecto, la desigualdad de arriba es consecuencia de la monotonia de

la norma infinito sobre las funciones no negativas y que se tiene que

b—a
2

1
Qh||59||oo:Qh = 9
Para ver esto ultimo, basta notar que

b—CLZ/Bh—a Yy b_azb_ahv
lo que implica 0, (b —a) > 1

(iv) Queremos destacar que para h como en el Teorema 3.4, S4(h) pertenece
al cono interior positivo de C3(Q) := {u € C*(Q) : u = 0 en 9N}, el
cual denotamos por

Poi={uecC'(Q):u>0en Qyu'(b) <0<ula)}

(v) Dado v € P° existe K, tal que Sy(Kh) —v € P° para todo K > Kj.
En efecto, basta tomar K tal que

cpH(cKy)dg > v en Q,

lo cual es posible porque vale (3.9) y ¢~*(t) — oo cuando t — co.

3.2. Operador N-dimensional N > 2

En esta seccién, € serd un dominio suave y acotado de RV, N > 2.
Consideraremos en esta seccién problemas del tipo

{ —div¢(Vu) = h(z) en €, (3.17)

u=>0 en 012,

donde h € L®(Q), ¢ : RY — RY es una funcién continua estrictamente
monoétona que satisface algunas condiciones. Precisamente, asumiremos que

o(x) = p(|z|)x para todo z € RY,

donde ¢() : (0,00) — (0,00) es una funcién C! tal que:
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(1) h1gl+ p(t)t = O,th’m o(t)t = 00, y (p(t)t) > 0 para todo t > 0,

t —00
(¢2) Existen constantes [y, 1l > 1 tal que

(1)t

L < 0

It
< Iy para todo t > 0, donde ®(t) := / ©(s)sds. (3.18)
0

Maés aun, para poder obtener los resultados de existencia necesitamos la
siguiente condicién adicional:

(¢3) Existen l3,14 > 0 tales que

(1)t

I3 <
0

< ly para todo t > 0.

El siguiente Lema nos da algunas desigualdades ttiles que se obtienen
gracias a estds hipdtesis sobre ¢. Para la prueba ver [Morl4, Lemma 1.48]

Lema 3.6. Supongamos que valen (¢1), (¢2) y(¢s3). Consideremos parat > 0
las siguientes funciones,

ni(t) == min{t", t2}, no(t) := max{th, 2},
n3(t) = min{t 14} y n(t) = max{t", '},
Entonces,
1. m(p)@(t) < @(pt) < m2(p)®(t) para todo p,t >0,
2. m(llullg) < Jo @(|ul) < n2(llullg) para toda u € Lo(€) y
3. m3(p)®'(t) < @' (pt) < mu(p)®'(t) para todo p,t > 0.

Otra desigualdad ttil que resulta como consecuencia de suponer que ¢
satisface (¢1) y (¢2) es la siguiente:

/Q(cﬁ(Vu) — ¢(V))V(u—v) >0 Vu,ve CHQ) (3.19)

siempre que u Z v.
Recordamos que la funciéon complementaria de ® esta dada por

O (t) := max{st — ®(t)}.

t>0

Las condiciones (¢1) y (¢2) junto a la Observacién 1.5 nos permiten ver que
® y & son N-funciones que satisfacen la condicién As. Ademas, la N-funcion
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® nos define los espacios de Orlicz-Sobolev Wi Ly (Q) y W'Lg(12), los cuales
ya hemos descrito en el Capitulo 1.
Decimos que v € Wy Lg(£2) es una solucién (débil) de (3.17) si

/Qg0(|Vv(x)|)Vv(:p).Vz(x)dx = / h(z)z(x)dx para todo z € Wy Lg().

! (3.20)
Mediante la definicién y convexidad de d y la condicion Ay para ® se puede
verificar que ¢(Vv) |Vu| € Lz(€2). Empleando la desigualdad de Holder se
comprueba que las integrales en (3.20) son finitas (ver [FNO7, prueba del
Lema 3.1] para el célculo).
Como en la seccién anterior, consideraremos el espacio C¢(Q) = {u €
CYQQ) :u=0en 9N}, y el interior de su cono positivo el cual es

P ={ucC;(Q):u>0enQydu/dv<0en d},
donde v es la normal exterior unitaria a 0f).

Teorema 3.7. Supongamos que valen (1), (p2) y (¢3). Entonces, para toda
h € L>®(Q) existe una tnica solucién v de (3.17). Mds ain, v € C}(Q), y
existe una constante k, > 0 que depende de ||h||, tal que

[Vl < #,

y Ky, tiende a 0 cuando ||h|| lo hace. Ademds, el principio del mdzimo fuerte

y el Lema de Hopf valen para (3.17), i.e.: si 0 < h #Z 0 entonces v > 0 en §)
y Ov/0v < 0 en 0. En otras palabras, para tales h, v € P°.

Para la prueba ver [FF'NO7, Lemas 3.1, 3.3, 3.4 y 3.5].

Proposicién 3.8. Supongamos que vale (¢2). Entonces existe una constante
K > 0 tal que

O(t+s) < K(P(t) + D(s)) para todo t,s > 0.
Demostracion. Como vale (¢2), se tiene por el Lema 3.6 que,
®(2t) < 22¢(t) para todo t > 0.

Usando la convexidad de ® y la desigualdad anterior se sigue que

D(2t) + %@(23)32121@(75) + ®(s)).

1
O(t + 8)§§

Tomando K = 227! obtenemos la desigualdad deseada. O
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Lema 3.9. Supongamos que valen (¢1) y (¢2). El funcional I : Wi Ly (Q) —
(—00,00) dado por

](u):/Q<I>(|Vu|) (3.21)
es Frechet diferenciable y
(I'(u), 0) = /Q<p(|Vu])Vu~VU.
Demostracion. En efecto, calculemos la derivada de Gateaux de I. Consi-

deremos la funcién w : RY — R definida por w(z) := ®(|z|). Esta es una
funcién C! y Vw(z) = @’(m)% = ¢(|z|)z, entonces para todo z,y € R",

. w(x+ty) —w(x
iy ) =) _ ey

—0 t
Como una consecuencia, si u,v € Wy Lg(£2),

i 2 Tu(z) + 1V 0(@))) = @ Tu(z)])

t—0 t

= ¢(|Vu(@))Vu(z) - Vo(z), (3.22)

para casi todo x € 2. Dado z € Q y ¢ con |t| < 1, por medio del teorema del
valor medio podemos encontrar 6, € (0,1) tal que

O(|Vu + tVo]) — &(|Vul)
t

< p(|Vu +t0,Vv|)|Vu + t0,Vv||[Vo|.

Como |Vu + t0,Vv| < |Vu| + |[Vu|, usando el crecimiento de ¢(s)s,
deducimos que

o(|Vu + t0,Vv|)|Vu + t0, V| < o(|Vu| + |Vu|)(|Vu| + |Vv)]).

Luego, como vale (¢5), se tiene que

2D = 2D < v + (9017 + 19 (9
< o(Val + VeVl + [Tel)?  (3.23)

< LO(|Vul + |Vv|) € L'(Q).

Teniendo en cuenta (3.22) y (3.23), y usando el teorema de la convergencia
dominada tenemos

/ o(|Vu + tVo|) — &(|Vul)
o ¢

lim
t—0

_ /ng(|Vu])Vu Vo,
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Ahora vamos a probar que I}, : WiLg(Q2) — [WyLa(Q)] es continua.
Para esto tomemos una sucesién {ui} en WjLgs(Q) tal que up — u en
W4 Ls(2). Podemos asumir, pasando a una subsucesién de ser necesario,
que Vug(xz) — Vu(x) para casi todo x € €. Tenemos que

(I4(u) — Tty(uny), v) = / (| Vul) Tt — (Vi) V) Vo,

y usando la desigualdad de Holder

/Q (| Vul) Yt — |V ]) Veag) Vo

< 2[[e(IVul)Vu = o(|Vur ) Vg [ Vol
= 2[e(IVul)Vu = o([Vur ) Vurllg [vllw, o, -

Entonces,

124 (u) — T | = sup [ o0) — L)) v € Wi L), [z, = 1}
< 2le(IVul)Vu = o([Vug|) Vgl -

Como @ es continua y ®(0) = 0, se tiene que

® (|o(|Vu) Vu — o(|Vug|) Vug|) = 0 para casi todo x € Q. (3.24)

Ademas, al ser ® creciente, convexa y la N-funcion complementaria de P,
usando el inciso 4 del Teorema 1.3 junto con la Proposicién 3.8, tenemos que

@ (|p(|Vul) Vu — (| Vue)Vur) < B (p(|ul) [Vl + 9( Vel [ Ve
< [& (p(|Vul) [Vul) + & (o Varl) [T

SK @ (2|Vu]) + @ (2[Vul)]
<K [@([Vu]) + @ (IVurl)], (3.25)

donde estamos considerando K como una constante acumulativa. Como u; —
u en Wi Lg(€2), considerando una subsucesién si fuera necesario, existe w €
LY(2) tal que

®(|Vuy — Vu|) <w, para casi todo punto en Q. (3.26)

Por lo tanto, de (3.25) y (3.26) obtenemos que

® (|o(IVu) Vu = o(|Vur) Vi) < Kfw + (| Vul)] € L'(Q),
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donde nuevamente K es una constante acumulativa. Teniendo en cuenta esto
y (3.24), el Teorema de la convergencia dominada nos dice que

/{ﬁ(l@(IVUI)VU—@(IVWDVWD — 0. (3.27)

Como ® satisface A, se sigue de (3.27) que
le(IVu)Vu — o([Vur| ) Vg — 0.

Por lo tanto,
16(w) — I (ug) || = 0,

lo que concluye la prueba. O

3.3. Método de sub y supersoluciones

3.3.1. Caso N =1

Dado U C R, denotaremos AC,.(U) al conjunto de todas las funciones
absolutamente continuas en cada intervalo compacto K C U.

Sea h : xR — R una funcién Carathéodory (esto es, h (-, £) medible para
todo £ € Ry h(z,-) continua para c.t.p. x € ). Consideraremos problemas

de la forma o) = h( ) 0
—o(u') = h(x,u) en €,
{ u =0 en Of). (3.28)

Diremos que v € C(f2) es una subsolucion de (3.28) si existe un conjunto
finito ¥ C Q tal que ¢(v') € AC(2\X), los limites laterales v'(77) :=
lim, .+ v'(x) y /(77) := lim,_,,- v'(x) existen para cada 7 € ¥ y

{ o) < h(z,v(x)) ctp xe€Q,

v <0 en 01, V'(77) < v/(7") para cada 7 € X. (3.29)

Si las desigualdades en (3.29) son invertidas, diremos que v es una superso-
lucidn de (3.28).

Teorema 3.10. Sea f : Q2 x R — R wuna funcion Carathéodory. Sean v y w
sub y supersoluciones respectivamente de (5.28) tal que v(z) < w(x) para
todo x € Q. Supongamos que existe g € L* (Q) tal que

|f (2,8)| < g(x) para ct.p. x € Q y todo € € [v(x),w (z)],

entonces eziste u € C1(Q) solucién de (3.28) con v < u < w en .
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Antes de probar este Teorema enunciaremos el Teorema de punto fijo de
Schauder (para la prueba ver [Eval0] Teorema 3, Pdgina 538), el cual usare-
mos para probar un Teorema de existencia que nos sera util para demostrar
el Teorema 3.10.

Teorema 3.11. (Punto fijo de Schauder) Sea X un espacio de Banach y
) # K C X un cerrado, acotado y convero. Si F': K — K es un operador
continuo y compacto, entonces existe un punto fijo de F.

Teorema 3.12. Sea f: Q2 xR — R una funcion Carathéodory. Supongamos
que existe h € L*(Q) tal que

|f(x,&)] < h(x) para ct.p. x € Q y todo £ € R. (3.30)

Entonces el problema

{ —o(u') = f(z,u) enQ, (3.31)

tiene solucion.

Demostracion. Para cada g € C(2) definimos v, : R — R, dada por

b
byla) = / 67 (x + g(s))ds.

Como ¢ es un homeomorfismo creciente con ¢(R) = R, resulta que la funcién
1, es continua, creciente y 1,(R) = R. Luego, existe un tnico z := A(g) € R

tal que 1,(A(g)) = 0. Esto nos define un funcional A : C'(2) — R.

Veamos que A(M) es acotado para cada M acotado en C(£2). En efecto,
tomemos M C C(Q) acotado, sea ¢ € (0,00) tal que [|g||cc < ¢ para cada
g € M. Si existiera una sucesién {g,} C M tal que

lim A(g,) =00 0 lim A(g,) = —oc0
n—oo n—oo

entonces, para el primer caso tenemos

0= lim (¢g,(A(gn))) = lim (b= )¢~ (A(gn) — ) = o0,
lo cual es una contradiccion. Andlogamente, si ocurriera lo segundo lle-
garfamos a una contradiccién similar. Por lo tanto, A(M) es acotado.

Ahora veamos que A es continua. Sea {g,} C C(£2) una sucesién y su-
pongamos que

lim g, = go en C(Q).
n—00
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Por lo anterior, resulta que {A(g,)} C R es acotado, por lo tanto existe una
subsucesion tal que limy, o A(gr,) = xo € R. Se tiene entonces que

o:%mmwmnzjﬂw%M%g+%Amﬁ,

tomando limite cuando n — oo en la igualdad anterior resulta que

b
0= / ¢_1(x0 + go(t))dt.

Luego, al ser A(go) el tnico real tal que 1y,(A(go)) = 0 debe ser xo = A(go).
Por lo tanto, cualquier subsucesién convergente de A(g,) tiene el mismo limite
A(go), v al ser A(g,) acotado, se sigue que A(gg) = lim,, o0 A(gn)-

Definamos ahora dos operadores, N' : C(Q) — C(Q) y F : C1(Q) —
C*(Q) dados por

wmmm-—/?mMM@

Gwmmzf%lmwm»+w@mm@

Se deduce de (3.2) que u es solucién de (3.31) si y solo si u € C1(Q) y
satisface que

w@:/%ﬂwwm»HNwmmw¢wm»:MNw>

Luego, u es solucién de (3.31) si y solo si u es un punto fijo del operador F.

Veamos entonces que F posee un punto fijo. Como A y N son operadores
continuos, se tiene que F también es continuo. Tomemos una sucesién {u,} C
CY(Q) y sea v, = F(u,) para cada n € N. Entonces

(@) = AW () + (N (un) (@), Yo € Ty VneN.

Por la hipétesis (3.30), existe una constante ¢; positiva tal que ||(N (un))][o0 <
c1. En efecto, dado x € (),

[N (un)) ()] =

[?wwmﬂs
< [t < [ < =
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Esto implica que las sucesiones {v,} y {v/} son acotadas. En consecuencia
resulta que {v,} es equicontinua en 2. Y més ain, para x1, s € [a,b] es

/z h(t)dt' .

Es decir, la sucesién {¢(v))} es acotada y equicontinua en €. Por el Teore-
ma de Arzela-Ascoli existen subsucesiones {v, } v {¢(v;, )} uniformemente

(v (1)) = DV (22))] = [(N () (21)) = (N (u)(22))] <

convergentes en (). Entonces {U,;n} es uniformemente convergente en 2 y
por eso, {vy, } es convergente en C''(2). Hemos probado que el operador F
es compacto. Luego, por el Teorema de punto fijo de Schauder, F tiene un
punto fijo, el cual es una solucién de (3.31). O]

Demostracion del Teorema 3.10. Construyamos primero un problema auxi-
liar. Para c.t.p. z € 2 y todo £ € R definimos,

B f(z,v(x)) + 'u(vx()ngfrl si € < o(z),
f(2,8) =< f(x,6) siv(z) <& <w(z),

flz,w(x)) — % si € > w(x).

Tenemos que f : Q x R — R es una funcién Carathéodory. Ademas, se tiene
que |f(z,€)] < g(xz) +1 =: g(x) € LY(Q). Por el Teorema 3.12 existe u
solucién de (3.28) con f en lugar de f.

Si vemos que v < u < w obtenemos lo propuesto. Sea 0(z) = u(x) —w(z),
r € Q y supongamos por el absurdo que max{f(x) : € Q} = O(zy) > 0.
Como u(a) = u(b) =0y w(a),w(b) > 0, se tiene que zy € (a,b). Como w es
supersolucién se tiene que ¢'(77) = u'(17) —w'(77) < /(1) —w'(t7) = ¢ (77T)
para todo 7 € 3. Por lo tanto, xy € (a,b)\X y ¢'(x¢) = 0, esto nos garantiza
que existe un z; € (g, b) tal que

0(z) > 0, |0'(2)| <

para = € [xo, 1] y [To,z1] N3 = (). Entonces,

$(u' () — d(w'(2)) = —f(z,u(x)) — o(w'(x)) =

0@) iy
() + ety o' (@) 2

—f(@, w(z)) + 16 (x)] = ¢(w'(x))" = 0
para c.t.p. x € [xg, x1] pues —p(w'(z)) > f(z,w(zx)). Luego,

0< /w o(u' (1)) = ¢(w'(t))'dt = $(u'(x)) — ¢(w'(x)), para c.t.p. x € (zo,71].
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Por lo tanto ¢'(z) > 0, para c.t.p. © € (x¢,x;] contradiciendo nuestra su-
posicién de que xy es un maximo de 6. Andlogamente se puede probar que
v(z) < u(x), terminando asi la prueba. O

3.3.2. Caso N > 2

Introduciremos a continuacién la definiciéon de sub y supersoluciones para
problemas de la forma

{ —div¢(Vu) = h(z,u) en Q,

u=>0 en 052, (3.32)

donde h : Q x R — R es una funcién Caratheédory tal que h € L>(2 x R).
Como nosotros vamos a trabajar con sub y supersoluciones que son suaves,
para evitar complicaciones innecesarias nos vamos a restringir al caso de sub y
supersoluciones continuas. El lector interesado puede consultar [Fan12, TF13]
para ver casos mas generales.

Diremos que v € WLy () N C(Q) es una subsolucion (débil) de (3.32)
siv<0endy

/Qcp(|Vv(x)|)Vv(ac).Vz($)d$S/h(x)z(x)da: (3.33)

Q

para todo z € Wi Lgs(Q); y w € W'Lg(2) N C(Q) es una supersolucion de
(3.32) si w > 0 en 0N y la desigualdad en (3.33) esta invertida.

Teorema 3.13. Supongamos que valen (1), (02) y (¢3) y seah : QxR — R
una funcion Caratheddory. Sean v y w sub y supersoluciones respectivamente
de (3.52) tal que v < w en Q. Supongamos que existe g € L () tal que

|h(x,8)| < g(x) para ct.p. x € Q y todo & € [v(z),w(x)].
Entonces existe u € CL(2) solucion (débil) de (3.32) con v < u < w en .

Demostracion. Definimos

N h(z,v(x)) sit<o(x),
h(z,t) :== < h(z,t) siv(z) <t <w(x),
h(z,w(x)) sit>w(x).

Tenemos que I es una funcién Caratheddory que pertenece a L>®(€2 x R).
Como valen (¢1) v (¢2), tenemos que

I(u) :/Q@(]Vu])dx—/gff(x,u)dx, u € Wy Lo(9),
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estd bien definido e I € C'(W{ Ly, R), donde
~ t~
H(zx,t) :/ h(z,s)ds, t € R.
0

Notar que podemos acotar H. En efecto, como he L>(Q x R) tenemos
que

t~ ~
H(z,t) = / h(z,s)ds < ||h||t, para todo t € R. (3.34)
0

Ademads, podemos ver gracias a la desigualdad de arriba, el inciso (ii) del
Lema 3.6, la desigualdad de Poincaré y de la inmersién Ly C L' (ver Teorema
1.7) que I es coercivo, puesto que

f@ﬁ;@@ﬁhMﬂ—nwm[ymMZnﬂwma—nwmmm
>m(lull, 4) = C llull, 5 = 00 cuando [Juf, 5 — o0

donde C' es una constante positiva.
Por otro lado, I es débilmente semicontinuo inferiormente. Veamos que
el primer término lo es. Como ® es una funcién convexa el funcional P :

Wi Ls(Q) — R, definido por

P(u) = [ ®(|7ul)
Q
es convexo. Luego, tenemos que
P(u,) > P(u) + (P'(u), u, — u).
Si u, — u de manera débil en W Lg(Q)

im P(up) 2 lim [P(u) + (P'(u), un — u)]

n—0o0 n—oo
=P(u) + lim (P'(u),u, —u) = P(u).
n—o0
Veamos que el segundo termino es débilmente continuo. Usando la inmersion
continua de Lg en L', podemos deducir que la inmersién de W) Lg(Q) en
I/VO1 (), también es continua. Ademés, por el Teorema de Rellich-Kondrachov
(ver [AF03, Teorema 6.3]), la inmersién de W' (Q) en L'(Q) es compacta.
Entonces, dada una sucesiéon {u, } que converge débilmente a u en Wy Lg(£2),
podemos afirmar que converge en norma a u en L'(§2). Por lo tanto, usando

(3.34), tenemos que
<Vl [ o=l
Q

Lﬁ@m—émmm
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Como u, — u en L'(Q), se sigue que el funcional u — / H(z,u) es débil-
Q

mente continuo.

Resumiendo hemos probado que I es un funcional coercivo y débilmente
semicontinuo inferiormente. Luego, como Wj Lg es un espacio reflexivo existe
un u € WiLg tal que

I'(u)=0y I(u) = min I(v).

'UGWOl Lq;.

En otras palabras, u es solucion débil de

{ —div¢(Vu) = h(z,u) en €,

u =0 en Of). (3.35)

Ahora veremos que v < u < w para casi todo punto de 2. En efecto,
tomamos (u —w)* € Wi Ly (Q) como funcién de prueba y usando que w es
supersolucién de (3.35) tenemos que

/be(Vu)V(u —w)tde = /an’ w)(u — w)tds =
/{uzw}ﬁ(az, u)(u—w)*dr = /{uzw} h(z, w)(u — w)*de =
/Qh(x,w)(u —w)tde < /Q<Z5(Vw)V(u _ w)tda.

Esto implica que

/{ R }(b(Vu) — ¢(Vw)V(u —w)dz < 0.

Teniendo en cuenta (3.19) el lado izquierdo de la desigualdad de arriba es
positivo siempre que u Z w en {u > w}. Luego, se sigue que u < w en .
De manera analoga , obtenemos que v < u. La regularidad de u se sigue del
Lema 3.7. [
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Capitulo 4

Ecuacion logistica generalizada

Sean  un dominio suave y acotado en RY con N > 1, m,n : Q — R no
negativas y ¢ : RY — RY una funcién continua y estrictamente mondétona.
En este capitulo estudiaremos la existencia y la no existencia de soluciones
positivas en problemas no lineales de la forma

{ [dvoma = dm@i —neol @8

donde A > 0 es un parametro real, y f,g : [0,00) — [0,00) son funciones
continuas modeladas por f(t) =19y g(t) =t" con 0 < ¢ < r. Los resultados
principales de este Capitulo son los Teoremas 4.1, 4.8 y 4.13.

Cuando ¢(z) = |z’ *z conp > 1, f(t) =17y g(t) =t" con 0 < g <, el
problema (4.1) se transforma en

{ ~Ayu = hm(x)ut —n(x)u” en €, (4.2)

u=20 en 052,

donde A,u := div(|Vu|["~? Vu) es el operador conocido como el p-Laplaciano.
Cuando p = 2 (4.2) es la conocida ecuacién logistica. Esta ecuacion ha reci-
bido muy buena atencién desde que este tipo de no linealidades se us6 para
modelar procesos de reaccion-difusion y problemas logisticos en dinamicas de
poblacién, en estas aplicaciones las soluciones positivas suelen ser las tinicas
relevantes. De acuerdo con el valor de ¢, (4.2) recibe los siguientes nom-
bres: subdifusiva (¢ < p — 1), equidifusiva (¢ = p — 1) y superdifusiva
(¢ > p—1). En los dltimos anos muchos articulos han sido dedicados al
estudio del problema (4.2), citamos algunos [HTT12, HQK16, PS16] (caso
subdifusivo), [DHO1, HTT12, HQK16, KP11, PP12, PS16] (caso equidifu-
sivo) y [APS10, BIUO8, Don05, FOP10, HTT12, IP11, PS16, Tak01] (caso
superdifusivo).

49



50 CAPITULO 4. ECUACION LOGISTICA GENERALIZADA

Por otro lado, algunos autores han extendido en [GOP15, GP14, GP16,
PW14] los articulos mencionados en el parrafo anterior a problemas de la
forma (4.1) con f(t) = t?y g(t) = t". Las hipdtesis en estos trabajos implican
que

[o(m)] < e(1+[n[")

para todo n € RY, algtin ¢ > 0y p > 1. Nos referiremos a [GOP15, PW14]
para el caso ¢ < p— 1y a [GPl4, GP16] para ¢ > p — 1. Mencionamos que
en [GOP15, GP14, PW14] se asume que m = 1y infessgn > 0, mientras que
en [GP16] los autores trataron el caso infessom,n > 0. Ademds, en todos
estos articulos se requiere que r > p — 1 y con excepcién de [PW14]. En
este trabajo, la ecuacién (4.1) solo es estudiada para A grande, y se asume
que u” tiene un crecimiento subecritico, i.e., r < p* — 1 (donde como es usual
p* = Np/(N —p) si p < N). Queremos remarcar que los resultados en estos
articulos fueron obtenidos principalmente con métodos variacionales.

Siguiendo un enfoque diferente, en este capitulo estudiaremos problemas
del tipo (4.1), extendiendo en varias direcciones los articulos mencionados en
el parrafo anterior. Por un lado, no pondremos ninguna restricciéon sobre r, y
en el caso unidimensional no asumiremos ninguna condicién sobre ¢ (ademas
de ser un homeomorfismo creciente e impar de R en R) para obtener los
resultados de existencia y no existencia. Por otro lado, permitiremos que
m y n tengan infimo esencial igual a cero o que se anulen en €2 en ciertas
situaciones.

Para ser més precisos, dada 0 < h € L'(2), definimos

Qb .= Q\(supp h), donde supp h := soporte de h,

Q}}r := el mayor subconjunto abierto de €2 donde h > 0 para c.t.p.

Escribiremos ademds |Z| la medida de Lebesgue N-dimensional de Z C RY.
Dadas 0 < hy, hy € L*(Q2) con hy # 0, denotaremos por (Hy, 5,) a la hipGtesis
dada por

le - 9827 |(Supp hl)\QTl = 07 y — € LOO<Q}-1L-1) (Hh17h2>

Notar que la segunda condicién implica que 2 = le U QT U Z con |Z] = 0.
En efecto, Z = (Q\Q§)\Q" pues Q2 N Q" = ). Por definicién de Q' se
tiene que Q\le = supp h;, entonces Z = supp hl\QT el cual tiene medida
cero.

Para el problema subdifusivo, para probaremos nuestros teoremas supo-
niendo (H,,,), y en el caso equidifusivo y superdifusivo supondremos (H,, )
y (Hpm). En el primer caso podemos considerar con la situacién particu-
lar n = 0 y ahi nuestros resultados también mejoran la literatura existente,
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incluso cuando N = 1. Para maés detalles ver la Observacién 4.4. M&s atun,
seglin nuestros conocimientos, los resultados al menos en este caso son nuevos
incluso para el problema N-dimensional que involucra al p-Laplaciano.

El resto de este capitulo esta organizado como describiremos a continua-
cién. En la siguiente seccién nos enfocaremos en el problema unidimensional:
empezamos recordando cosas de los capitulos anteriores que usaremos para
probar el resultado principal de la seccién, el Teorema 4.1. En la seccién 4.2
nos enfocaremos en el caso N-dimensional con N > 2. Los resultados princi-
pales de esta seccién son presentados en el Teorema 4.8. Estos seran obtenidos
por medio del método de sub y supersoluciones combinado con algunas es-
timaciones de problemas no lineales relacionados. Por tltimo, en la seccién
4.3 demostraremos un resultado de unicidad para este tipo de problemas.

Queremos mencionar que si bien la mayoria de los resultados (de hecho,
todos excepto los incisos (i1) y (i2) del Teorema 4.1) obtenidos en el problema
unidimensional tienen su contraparte en el N-dimensional, en el tultimo caso
son necesarias mas hipotesis sobre ¢ y més regularidad sobre m y n. Esto se
debe principalmente a que en el caso unidimensional las soluciones satisfacen
la ecuacion puntualmente, lo que permite evitar el uso de los espacios de

Orlicz-Sobolev.

4.1. Caso N =1

En esta secciéon asumiremos que €2 := (a,b) con —o0o < a < b < 0.
Empezamos recordando asuntos tratados en el Capitulo 1. Una funcién
convexa y continua ® : R — [0,00) es llamada un N-funcidn si es par,
®(t) = 0 siy solo si t = 0, y satisface que
bt Ot
h’mﬁz() y limﬁzoo
t—0 t—oo  {
Una N-funcién @ satisface la condicion A, (globalmente) si existe £ > 0 tal
que
O (2t) < kd(t) para todo t > 0,

o equivalentemente, si y solo si para todo s > 1 existe k = k(s) > 0 tal que
O (st) < kP(t) para todot > 0.

Recordamos ademas que, si ® es una N-funcién, tenemos la siguiente de-
sigualdad de Poincaré:

b b
/ O(|ul) < / ®(2|Q|v|) para todo u € Wy Lg (). (4.3)
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Recordamos un par de desigualdades del capitulo 3 que nos seran de
gran utilidad para probar los resultados de esta seccion. Denotamos por Sy
LY(Q2) — C1(Q) al operador solucién del problema

—¢(v') = h(z) en,
v=20 en 0f2.

Este operador es continuo y mondtono creciente. Ademas, dadas una cons-
tante K > 0 y un funcién h € LY(Q) con 0 < h # 0 valen las siguientes
desigualdades

Syp(h) < ¢1(/ h)dq en €2, (4.4)

Sy(Kh) > co™'(cK)bg en Q, (4.5)

donde ¢ > 0 es una constante que no depende de K. Para las pruebas de
estas desigualdades ver el Teorema 3.4.
Por 1ultimo recordamos que

P°={ucCy(Q):u>0en Qyu'(b) <0<(a)}

Dada ¢ : R — R un homeomorfismo impar y creciente, estudiaremos el
siguiente problema

—() = Mm(x) f(u) — n(z)g(u) en O, "
u=">0 en 012, A
donde A > 0,0 < m,n € L'(Q) y f,g : [0,00) — [0,00) son funciones
continuas que satisfacen algunas de las siguientes hipdtesis.
H1. Vale (H,,,) sin # 0y existen ¢, > 0y 0 < ¢; < tales que

1
ft) > ett y g(t) < —t™ para todo t € [0,t4]. (4.6)
&1
H2. Vale (H,,;m) v
— Jf(t
im L g (4.7)
t=o0 g(t)
H3. Existen ¢y, g > 0 tales que
. tQ2
f(t) < ot paratodot >0, y tlgilo o0 =0 (4.8)
° Ct
f es no decreciente y lim s =0, para todo C' > 0. (4.9)
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H4. Existe ¢y > 0 tal que
f(t) < cpop(t) para todo t > 0. (4.10)

H5. Vale (H,,,,) v existen ¢ > 0y 1 < 8 < p tales que

ft) <cot)? y g(t) > —p(t)* para todo t > 0. (4.11)

Q-

Teorema 4.1. Sean 0 < m,n € L'(Q).

(i) Supongamos que vale H1 y también vale H2 o H3. Existe A > 0 tal
que (Py) tiene una solucion uy € P° para todo A > A, y (Py) no tiene
soluciones en P° para 0 < A < A. Mas aun, si A < A1 < A9, podemos
elegir uy, con uy, > uy, en §2. Ademds:

1. Si wvale (4.6)_pam todo t > 0, entonces para cualquier M > 0 y Qg
abierto con Qo C ) existe uy con

ux(x) > M para todo x € €. (4.12)

2. Supongamos que para algin p > 1 con ¢ < p — 1 wvale que
lim, o4 P71 /(1) > 0 y lim,_o+ tP71/(t) < 00 en caso que n # 0,
entonces

A=0 y lim |Jur|lec =0.
A—=0t

(i1) Sea ®(t) := fom o(s)ds. Supongamos 0  m € L>®(Q), y que © satisface
la condicidn Ay si [Q| > 1.

1. Supongamos que vale la hipdtesis H4, entonces existe k = k(|Q]) >
0 tal que

k , 1 1
>

> 5i|Ql <
crlmlloo

> =

2. Supongamos que vale la hipotesis H5, entonces A > 0.

Observacién 4.2. Queremos resaltar que asumir H1 y H2 requiere que val-
gan (Hy,,) y (Hpm) simultdneamente.

Observacién 4.3. Vamos a asumir en esta observacién que, f(t) = t?y
git)=t"con 0 < qg<r;ycttt <¢t) <c P! para algin c >0y p > 1.
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1. Observamos que las tltimas condiciones en (4.8) y (4.9) se satisfacen
si ¢ < p— 1. Es decir, H3 corresponde al caso subdifusivo. Mas atun,
el inciso (ii) del Teorema anterior nos dice que en tal caso A = 0 y
lfm)\_>o+ HU)\HOO =0.

2. La hipdtesis H4 corresponde con el caso equidifusivo. Queremos agregar
que cuando ¢ es el p-Laplaciano, es decir, ¢(t) = ]t\p_2 t, se puede
probar que A = A;(m), donde A;(m) es el (unico) autovalor principal
positivo con respecto al peso m (ver [KP11, Theorem 3.3] para el caso
de m cambiando de signo y n > ng > 0 c.t.p. en Q).

3. Es facil comprobar que la condicién (4.11) en H5 corresponde al caso
superdifusivo.

Observaciéon 4.4. Notar que cuando valen H1 y H3, podemos considerar la
situacion particular n = 0, es decir problemas de la forma

—() = Am(z)f(u) en ©,
{ u=>0 en OS2, (4.13)

donde, en términos generales, f es sublineal con respecto a ¢. Los proble-
mas unidimensionales como (4.13) con esa clase de no linealidades han sido
estudiados previamente pero bajo hipdtesis demasiado fuertes tanto como
para ¢ y m (ver por ejemplo, [BDMO07, Corollary 3.4], [Wan03a, Theorem
1.1] y [XL14, Theorem 2]), nosotros en [KMI18b, Theorem 3.2] extendimos
estos resultados para cualquier 0 < m # 0 en (), pero ain requerimos al-
gunas condiciones sobre ¢. El Teorema 4.1 mejora estos trabajos sin pedir
ninguna hipotesis sobre ¢ para obtener la existencia de soluciones positivas
en P° para todo A suficientemente grande. Ademads, la condicién necesaria
en el Teorema 4.1 para probar que A = 0 es mas débil que las requeridas en
[KM18b]. Més ain, la estimacién (4.12) nos permite concluir que podemos
elegir las soluciones de manera tal que sus normas tiendan a infinito cuando
A — 00, resultado que no pudimos obtener en nuestro trabajo citado.

Observaciéon 4.5. Queremos mencionar que para todo A > 0 la existencia
de soluciones en P° para el problema “sublineal”

—p(u') +n(x)p(u) = Am(z)f(u) enQ,
{ u=>0 en 012, (4.14)

fue probada en [KM18b]. En dicho articulo se asume que o bien, n < m en )
om,n € L>®(Q) y essinfqom > 0; ademds se requiere que existan constantes
t,C > 0 tales que
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2

Notamos que el Teorema 4.1 proporciona nuevos resultados para (4.14). De
hecho, por simplicidad supongamos que ¢ y f son como en la Observacién 4.3,
y tomando g := ¢. Entonces el Teorema 4.1 (i) (con H1 y H3 como hipétesis)
dice que (4.14) tiene solucién en P° para todo A > 0sim,n € L*(Q) y (Hyn.)
se satisface.

o(txr) < Co(t)o(x) para todo t € [0,1],x € {O, b- a} .

Para la prueba del Teorema 4.1 necesitaremos los dos siguientes lemas.
Lema 4.6. Supongamos que vale HI1.

(1) El problema (P)) tiene una subsolucion v € P° para todo A > 0 sufi-
cientemente grande.

(ii) Supongamos que ezxiste p > 1 con ¢ < p — 1 tal que

tp*1 - tpfl
Iim — >0, y lim — < oo siempre que n Z 0. (4.15)

=0+ ¢(t) =0+ (t)
Entonces (Py) tiene una subsolucion v € P° para todo A > 0.

Demostracion. Sean c1, q1, 11, t; dados por (4.6). Empezaremos probando (i).
Por la continuidad de ¢! y el hecho que ¢~1(0) = 0, existe un @ > 0 tal que

b
6o / mo?) gi—; (4.16)

para todo o € (0,7]. Para esos o’s definimos v := Sy(omdd) ), ¢, := c¢~*(co)
yC,:=¢"Y(o fab mod ) donde ¢ es la constante de (4.5) tomando h = mdd.
Empleando las desigualdades (4.4) y (4.5) obtenemos

CU(SQ 2 (% Z 60(59. (417)

Como dg < cq observamos que la primer desigualdad en (4.17) junto con
(4.16) nos dicen que ||v|o < t;. Sea

1 b _ r1—q1
1om (M) ) o
L= (Qr) €1 2

Se sigue de (4.6), (4.17) que para A > Ay

o n
Ao = c; ¢t o—i-H—
m

(@) £(0) — n(@)g(v) > Am(z)erv® — n<x>cilw >
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n(z) 1
m(z) ¢

m(x)dd (Ac clt — H_Hm o) 6—1103;1 (@)v > om(z)0Y,

en Q7. Ademds, como vale (H,,,), tenemos que }supp m\ QT’ =0ymnse
anula donde m lo hace. Teniendo esto en cuenta junto con la desigualdad de
arriba obtenemos que

1
)\m(x)clcglégzl — n(x)c—cgl(sg = m(x)dg ()\Clcgl _ Omém lh) >
1

Am(z) f(v) — n(x)g(v) > om(z)od en Q.

Por lo tanto, v es una subsolucién de (P).
Probemos (i7). Sea A > 0. Supongamos primero que n % 0. Por la conti-
nuidad de ¢! y la igualdad ¢~1(0) = 0 existe £ tal que

b
t
e / m(z)0% dr) < -, (4.18)
a €Q
para todo ¢ € (0,]. Por (4.15) podemos encontrar un &y > 0 tal que

(67} (e¢))"™ > Ke (4.19)

1

(o7 [ bm(x)ézfd@)p << (420)

para todo ¢ € (0,&¢] y alguna constante K > 0, donde ¢ es la constante de
(4.5) tomando h = mdd .

Definimos v := Sy(omd ). Si 0 < €y como dg < cq, la desigualdad
(4.18) junto a la (4.4) nos dice que ||v||o < t;. Luego, teniendo en cuenta
que ¢; < min (r,p — 1), (4.19), (4.20) y empleando las cotas (4.4), (4.5) y
(4.6), para todo o > 0 suficientemente chico deducimos que

dm(z) f(v) — n(x)g(v) > Im(z)cv? — n(z)e; o™ >
Am(x)e [cgb_l(ac)ég]ql —n(z { / m(x)od )dx) 59} >
)\m(az)clcql(KJ)p 15‘” —n(z)e;? (K)p 1(5” >

n-a

qufllm(:v)ég{ ()\c cql(cK)P T — g1

T1—q1
Iy <
- 2 ) >
m 1l Lee (Qm) clK’"l/P—1> -
om(z)dd = —¢(v") en Q.
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Entonces, v es una subsolucién de (Py).
Supongamos ahora que n = 0. Para

p—1
o < min {E, €0, (AK%clcql) roi } , (4.21)

definimos v := Sy(omdd). Como dg < cq y o < E, la desigualdad (4.18)
junto a la cota (4.4) nos muestran que ||v]|w < t;. Usando (4.6), la cota
(4.5), (4.19) y (4.21) obtenemos

Am(z) f(v) > Aeym(z)v® > Aeym(z) [cg™ (o¢)d]™ >

)\clcqlK:Tlla;Tllm(x)ég > om(z)dd = —¢(v') en Q,
por lo tanto, v es una subsolucién de (Py). O

Lema 4.7. Sean A >0 y v € P°.

(i) Supongamos que vale H2, entonces existe w € C*(Q) supersolucion de
Py) tal que w > v en Q.
(

(i) Supongamos que vale H3, entonces existe w € P° supersolucion de (Py)
tal que w > v en €.

Demostracion. Primero probemos (7). Usando (4.7) podemos encontrar K >
o]l tal que

9k AH%H . (4.22)

f(K) (1)
Sea w := K en (). Por la eleccién de K se tiene que w > v. Ademads, notar
que ¢(w')" = 0 pues w es constante. Debemos probar que

Am(z) f(K) —n(z)g(K) <0 ct.p. xze Q.

Si x € €, entonces el lado izquierdo de la desigualdad anterior es 0, luego
no hay nada que probar. Por otra parte, si € {1 tenemos que

Am(@) f(K) - n(2)g(K) = F(K)n(a) (AM _ @> <

n(z)  f(K)
< f(K)n(z) ()\ H%HLN(Q:{) B %) =0

donde la tltima desigualdad se obtiene de (4.22). Como 2 = Q U QL U Z
con |Z| = 0, obtenemos lo deseado.
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Probemos ahora (ii). Supongamos primero que vale (4.8) y sean cg, o
dados por (4.8). Notar que la condicién sobre ¢ es equivalente a

T (¢_1(tpt))‘”

= 0 para todo p > 0.

Luego, existe T' > 0 tal que para todo t > T,

(¢—1(t / b m(x)dx))q2 < chcg;' (4.23)

Definimos w := S,(Km(x)) € P°. Usando la hipdtesis sobre f, la desigualdad
(4.4) y teniendo en cuenta (4.23), obtenemos

am(ajes® < @) [ [ Komioaarsa] <

K
Aeacd; Wm(x) = Km(z) = —p(w')".

Supongamos ahora que vale (4.9). Entonces, limy_ f(coo~(tp))/t =0
para todo p > 0. Se sigue que existe K, > 0 tal que

x)dx) 1
CQ(b f .I — para todo K > K.

>

Sea w := Sy(Km) como antes. Por la cota (4.4), se tiene que

b b
w < gb_l(K/ m(z)dz)dg < ¢_1(K/ m(z)dz)cq
Luego, utilizando (4.9) y las dos desigualdades anteriores obtenemos que

Am(z) f(w) = n(z)g(w) < dm(z) f(w) <

Am(z) f (¢1(K / bm(x)dx)cQ) < Km(z) = —p(w') en c.tp. z € Q.

Por lo tanto, bajo cualquiera de las hipétesis (4.8) o (4.9), w € P° es una
supersolucién de (Py). Ademds, gracias a la desigualdad (4.5) dada v € P°
podemos encontrar w tal que w > v en ). O
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Demostracion del Teorema 4.1. Supongamos primero que valen las hipotesis
H1 junto con H2 o H3. Por el Teorema 3.10 y los Lemas 4.6 y 4.7, para
todo A suficientemente grande existe una solucién u, € P°. A continuacién
definimos

A :=1nf{\ > 0: (P)) tiene una solucién uy € P°}.

Dado Ay > A podemos encontrar A; tal que (Py,) admite una solucién uy, €
Py A < A\ < A Notar que, uy, es una subsolucién de (Py,). Por el
Lema 4.7 concluimos que existe w € P° supersolucion de (Py,) con w > uy,.
Luego, el Teorema 3.10 nos asegura que existe uy, € P° solucion de (Py,)
COM Uy, = Uy, -

Sean M > 0y Q un abierto tal que Qqy C Q. La segunda desigualdad de
(4.17) nos dice que podemos encontrar una subsolucién v € P° tal que

v(x) > cr0q(x) > 0 en Q.

Como vale (4.6) para todo ¢ > 0 no necesitamos que se cumpla (4.16), luego,
podemos tomar ¢ tan grande como queramos. Mas aun, para o > 0 se tiene
que c,0g > M en €y pues ¢, — oo cuando o tiende a co. Luego, v > M en
Q. Ademas, gracias al Lema 4.7 podemos encontrar una supersolucion w tal
que w > v. Se sigue utilizando una vez mas el Teorema 3.10 que existe una
solucion uy tal que uy > M en €.

Probemos (i)2. Podemos deducir del Lema 4.6 (i7) que para todo A > 0
existe v € P° subsolucién de (Py) y del Lema 4.7 existe w € P° supersolucién
de (Py) tal que w > v. Ademds, usando de nuevo el Teorema 3.10 concluimos
que existe uy solucion de (Py) con w > uy > v para todo A > 0. Luego, A = 0.

Finalmente, probemos que ||uy]| — 0 cuando A — 0F. Tomemos Ay > 0
fijo, y consideremos A € (0, Ag). Primero observemos que las soluciones wy
pueden ser elegidas de manera tal que ||uy]|l < C con C independiente de
A. En efecto, uy, es una supersolucién de (Py) para A € (0,g) y podemos
construir gracias al Lema 4.6 (i7) subsoluciones arbitrariamente pequenas
que (convergen a 0 en C'(2) cuando o — 0) tales que sean menores o iguales
que uy,. Entonces, gracias al Teorema 3.10 podemos encontrar soluciones uy
tales que uy < wy,. Por lo tanto, ||ua]lee < ||ung]lec = C como afirmamos.
Teniendo esto en cuenta, junto con la monotonia del operador solucién y la
cota superior dada por (4.4) obtenemos

0 < un = Sy (\mf (1r) — nglun)) < So(Am f(us) <
b
ot ()\/ mf(u)\)) da(x) =0,
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uniformemente en Q cuando A — 0% y entonces limy_g+ |[ux]/oo = 0.

A continuacién, probaremos (i7). Sea A > 0 tal que existe u € P° solucién
de (P,). Por las propiedades de ¢ se sigue que ® es una N-funcién. Ademas,
al ser ¢ creciente es facil chequear que

O(t) < o(t)t < ®(2t) para todo t > 0. (4.24)

Consideremos primero (7). Multiplicando (Py) por u y usando (4.10), obte-
nemos que

—¢(')'u < Am(z) f(u)u < dm(x)crd(u)u < Afmllsccrd(u)u en .

Luego, integrando por partes, usando (4.24) y desigualdad de Poincaré (4.3)

obtenemos que
b b
[ otant < Amllcy [ ouu <

b b
Aimllucy [ ®20) < Nmllucy [ o@RID. (@425

a a

Supongamos que [Q| < 1. Como ® es creciente para ¢ > 0, ®(4|Q|[u/]) <

O (|u']). Y entonces de (4.25) resulta

b b
[ ot < Amllaey [ @)

Al valer (4.24), podemos deducir que
1

crllmlloe

A >

para todo A > 0 tal que existe u € P° solucién de (Py). Luego, la desigualdad
anterior vale para A.
Supongamos ahora que |Q| > %n entonces P satisface la condiciéon A,. En

particular, existe k = k(|€2]) > 0 tal que
1
S(4[Qu]) < 22 (). (4.26)

2

Utilizando nuevamente la desigualdad (4.25) y (4.26) se concluye que

/¢ o AHmHCf/aq)(‘u/”
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Luego, al valer (4.24) deducimos que

k
crlimlls”

A >

para todo A > 0 tal que existe u € P° solucién de (Py). Luego, la desigualdad
anterior vale para A.

Para probar (i7)2, procederemos por contradiccion, i.e., asumiremos que
A > 0 puede ser arbitrariamente pequeno. Consideremos

O ={zxeQ:0u) <1} y O°=0Q\0,

y denotemos por xz a la funcién caracteristica de Z C RY. Teniendo en
cuenta (4.11) y eligiendo A suficientemente pequeno podemos deducir que

~6(u) = Mn() () ~ n(x)g(u) < Am(z)eo(w)’ — n(z)H(u)"
< Am(a)es()xo + [Am(x)ed(u)® — n(a)-o(w)* | xor
< dm(z)ep(u)’xo < Mm(x)ep(u).

Si a continuacién multiplicamos la desigualdad anterior por w e integramos
por partes, podemos argumentar como en el parrafo anterior obteniendo asi
una cota inferior positiva para \. Lo cual es una contradiccion. O

4.2. Caso N > 2

Sean N > 2y Q C RY un dominio acotado y suave. Consideraremos el
problema

—divo(Vu) = dm(z) f(u) — n(z)g(u) en Q,
{ u=0 ’ en 0}, (@)

donde ¢ : RN — R¥ es una funcién continua y estrictamente monétona que
satisface algunas condiciones apropiadas. Mas precisamente, asumiremos que

o(z) = p(|z|)z  para todo x € RY,
donde ¢ : (0,00) — (0,00) es una funcién C'. Sean también:

(p1) lm p(t)t = O,th’m o(t)t = 00, y (p(t)t) > 0 para todo ¢ > 0.
—00

t—0t
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(p2) Existen ly,ly > 1 tal que

(1)t
(1)

It]
I < < Iy para todo t > 0, donde ®(t) := / (s)sds.
0

(p3) Existe I3, 14 > 0 tal que

o (1)t

I3 <
0

< l4 para todo t > 0.

Recordemos algunas cosas sobre los espacios de Orlicz Lg y los espacios
Orlicz-Sobolev W'Lg y W L (para més detalles ver el Capitulo 1). Como
siempre definimos la N-funcién complementaria de ® como

B(s) = méx{st — ®(t)} para s > 0.

Como valen (¢1) y (¢2), de la Observacién 1.5 podemos ver que tanto ®
como ® son N-funciones que satisfacen la condicién A,. Esto es que para
todo [ > 1 existe k = k(I) > 0 tales que

O(lt) < kP(t) parat > 0.

Ademas, recordamos que vale la siguiente desigualdad de Poincaré:
/ B(Jul) < / B(2d|Vu|) para todo u € W' La(Q). (4.27)
Q Q

donde d es el didmetro de €.
Por 1ltimo, recordamos que

P={ucC;(Q):u>0enQydu/dv<0en d},

donde v es la normal exterior unitaria a 0f2.

Antes de enunciar el Teorema principal de esta secciéon recordamos que
la condicién (Hp, ,) estd definida al principio de este Capitulo, que H1 y H2
son definidas en la seccion anterior, y establecemos las hipétesis andlogas a
H3-H5 como sigue:

H3’. Existen constantes ¢y, gy > 0 tal que

{42

f(t) < cot? para todo t > 0, y tlggo S0t =0, (4.28)

° —_ f(ct
f es no decreciente y lim s =0, para todo C' > 0. (4.29)

t=o0 (1)t
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H4’. Existen cy > 0 tales que
f(t) < crp(t)t para todo t > 0. (4.30)

H5'. Vale (H, ) v existen ¢ >0y 1 < 8 < p tal que

) < cle®)t)? y g(t) > =(p(t)t)" para todo t > 0. (4.31)

[

Teorema 4.8. Supongamos que valen (¢1), (¢2) y sea 0 < m,n € L>().

(1) Supongamos que valen (¢3), H1 y ademds vale H2 o H3’. Entonces
existe A > 0 tal que (Q») tiene solucion uy € P° para todo A > A y no
tiene soluciones no negativas (no triviales) para 0 < A\ < A. Mds ain,
st A < A\ < Ay, podemos elegir uy, con uy, > uy, en 2.

(i1) Sea d = diam(S2).

1. Si vale H4’, entonces existe k = k(d) > 0 tal que

k 1
A>—" sid>- y A>——— sid<
crllmll 4

2. Si vale H5’, entonces A > 0.

Observacion 4.9. Al igual que en el caso unidimensional (ver la Observacion
4.4) cuando valen H1 y H3’, podemos considerar la situacién particular n = 0,
es decir problemas de la forma

donde, en términos generales, f es sublineal con respecto a ¢. Este tipo de
problemas fue estudiado en [Wan03b], donde el autor probé la existencia de
soluciones radiales positivas bajo hipdtesis fuertes sobre ¢ y m.

Para probar el Teorema 4.8, primero enunciaremos y demostraremos unos
Lemas donde mostraremos que bajo ciertas condiciones existen sub y super-
soluciones para (Q))).

Lema 4.10. Supongamos que valen (¢1),(¢2), H1 y sea 0 < m,n € L>().
Entonces (Qy) tiene una subsolucion v € P° para todo X > 0 suficientemente
grande.
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Demostracion. Sean cq,t1,qq, 71 como en (4.6). Sea v la solucién de

(4.33)

—div(¢(Vv)) = omdd  en €,
v=20 en 01},

donde o es suficientemente pequeno de manera tal que [jv|| < ¢;. Ademads,
por el Teorema 3.7, v € P°. Esto implica que existe constantes C,,c, > 0

tales que
CJ(SQ S v S CU(;Q. (434)

Sea
=g (o + 2] Lepan) s
L= (Qm) €

donde cq = méx{dq(z) : z € Q}. Se sigue de (4.6), que para A > \g

1
Am(z) f(v) —n(@)g(v) 2 Am(z)erv™ —n(z)—v"
1
1 n(z) 1 _
>\ q15‘11 _ _Cn(;m — 5(11 by a1 __ __Cr157”1 q1 >
s m(x)clca Q n(x)cl o YQ mog < 1€, m(:v) c1 o Y0 )—
> md (AC a2 cg - ) > omd® en Q.
Lee(Qm) ¢

Luego, teniendo en cuenta que vale (Hm,n) la desigualdad
Am(x) f(v) = n(z)g(v) = omdy

vale en todo €2. Si multiplicamos la desigualdad anterior por cualquier funcion
0 <z € WiLs(Q) e integramos en 2, al ser v solucién de (4.33) se sigue que
v es una subsolucién de (Q)). O

Lema 4.11. Sea A > 0 y v € P°. Supongamos que valen (¢1), (¢p2), y sea
0 <m,n e L>®(Q).

(i) Supongamos que vale H2. Entonces existe w € C'(Q) supersolucion de
(Py) tal que w > v en S

(i1) Supongamos que valeH3'. Entonces existe w € P° supersolucion de
(Py) tal que w > v en §)

Demostracion. Primero probemos (i). Sea v € P°. Usando (4.7) podemos
encontrar K > ||v]|« tal que

g(K

FE) (4.35)

23|

A

Lo (QF)
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Sea w := K en Q. Notar que —div(¢(Vw)) = 0 pues w es constante. Enton-
ces, tenemos que probar que

Am(z) f(K) —n(x)g(K) <0 en .

Siz € (1, el lado derecho de la desigualdad anterior es 0, luego no hay nada
que probar. Para x € ()} tenemos
mie) o)

Am(z) f(K) —n(x)g(K) = f(K)n(x) (A@ T (K)

m 9(K)
< f(K A= AR
= Jn) ( n e ai) f(K)) N
donde la ultima desigualdad se obtiene de (4.35).
Probemos ahora (ii). Sea Bgr(0) la bola abierta con centro cero y radio
R. Sea 1(s) = p(s)s. Para R > Ry := max{|z| : x € Q} y K > 0, definimos

w(r) = /TRzﬂ_l (%) dt parar € |[0,R], y w(z) = w(|z]).

Se tiene que w € C* (BR(0)> ,w > 0y al ser ¢)~! creciente

KR,
N

(R— Ro)y™! ( ) <w(r) < Ry~ (%) para todo x € Br(0) D .

(4.36)

La segunda desigualdad es obvia. Mientras que para la primera, hay que
percatarse de un par de detalles simples pero que no son visibles a primera
vista. Separamos en dos casos:

» || > Ry. Simplemente usamos que (|z|, R) C (Ry, R) obteniendo que

o [ () [ () e (5).

donde la ultima desigualdad es cierta por la condiciéon de crecimiento

de 1.

» |z| < Ry. Aqui escribiremos (|z|, R) = (|z|, Ro] U [Ro, R) obteniendo
asi que

R Ro R
w(x) —/R Pt (%) dt+/|| e (%) dt z/R P! (%) dt,

esta desigualdad vale pues el integrando es una funcién positiva. U san-
do nuevamente que 1) ~! es creciente obtenemos la desigualdad deseada.
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Usando la primer desigualdad de (4.36), dado v € P° podemos encontrar
K de manera tal que ||v|| < w(x) para todo x € Bg(0).
Por otro lado, se tiene

—divg(Vw)(x) = K para todo z € Bg(0). (4.37)

En efecto, teniendo en cuenta que

L (K|z|\ =z
1
para s >0, Vw(z)=—1 ( N ) ™

para todo z € Bpg(0) e integrando por partes obtenemos que para toda
z € Wi Lg(B,(0)) no negativa

/ go(\Vw])Vw-Vz:/ MVw-Vz
Br(0) Br(o) |Vl
K
=— = r-Vz=K z.
N JBg(0) Br(0)

Veamos a continuaciéon que w es supersoluciéon. Empecemos suponiendo
primero que vale (4.28). Notar que el limite en (4.28) es equivalente a

Ty 0

= 0 para todo p > 0.

Luego existe K > 0 tal que,

{w-l (%)F < AHmLHOOf/‘z (4.38)

Teniendo en cuenta (4.38) y la segunda desigualdad de (4.36) y usando
la hipotesis sobre f obtenemos

(e () = nli)g(u) < m(o)exu < dearn(o) | R0 (%)} < K

en . Teniendo en cuenta (4.37), podemos concluir que w es supersolucién

de (Q»)-

Por otro lado, si vale (4.29) para K suficientemente grande se tiene que

10 () < s (4.39)
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Luego, usando la segunda desigualdad de (4.36), el no decrecimiento de fy
(4.39) obtenemos

(o) f(w) = nfe)g(u) < (o)) < wmfa) (o7t (5F) ) < &

en (2. Teniendo en cuenta (4.37), podemos concluir que w es supersolucién
de (Q )\). O]

Prueba del Teorema 4.8. Empecemos por (i). Gracias a los Lemas 4.10, 4.11
y el Teorema 3.13 se sigue que existe solucién uy € P° de (Q,) para todo
A > 0 suficientemente grande. Si definimos

= mf{\ > 0: existe uy € P° solucién de (@)}

y argumentamos como al principio de la prueba del Teorema 4.1 podemos
que ver que el inciso (i) es verdadero.

Probemos (ii). Sea A > 0, y 0 < u € CL(2) con u # 0 una solucién
de (@)). Supongamos primero H4'. Usando u como funcién de prueba y la
hipétesis H4’, procediendo como en (4.25) obtenemos que

/QCD(\Vu(:(:)Dd:U < Xer Hm||oo/Q<I>(2u(x))dx.

Entonces, de la desigualdad de Poincaré (4.27) concluimos que

Jo ®(IVu(z)|)dz
e TR R

A>

Ahora, la prueba de (7il) puede finalizarse como en el Teorema 4.1. Mas
aun, si vale H5', el inciso (¢i2) también puede ser demostrado (con algunos
pequenos cambios) como en dicho Teorema. O

Observacion 4.12. Queremos resaltar que los incisos (i1) y (i2) del Teorema
4.1 (caso N = 1) no los hemos podido extender para el caso N > 2. Podemos
notar que la desigualdad (4.5) es fundamental para probar esos incisos, la
cual es consecuencia de la cota del inciso (ii) del Teorema 3.4. Por lo tanto, si
existiera una cota inferior similar cuando N > 1, uno podria proceder como
en la seccién 4.1 y probar esos incisos. Sin embargo, no es facil dar una cota
inferior de ese estilo, ni siquiera para el p-Laplaciano. Si ¢(§) = ¢, i.e., en el
caso del Laplaciano, entonces es sabido que la tinica solucion de

—dive(Vu) = h(z) en Q,
u=>0 en 0f),
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(cuando h > 0) satisface que

w> co ( /Q h(:c)ég(x)dx> 5o en O, (4.40)

para algin cq > 0 dependiendo solo de 2, ver [BC98, Lemma 3.2]. Sin em-
bargo, la prueba que alli realizan utiliza las propiedades del valor medio para
funciones superarmonicas y no es claro como adaptarlas para el p-Laplaciano
(y por supuesto, aun menos lo es para el ¢-Laplaciano). En cualquier caso,
creemos que es un interesante problema abierto obtener una estimacion si-
milar a (4.40) (que probablemente involucre la inversa de la funcién ¢(s)s)
que valga para el ¢-Laplaciano.

4.3. Un resultado de unicidad

Antes del enunciado mencionamos que las condiciones (¢1) y (¢2) estan
enunciadas en la Secciéon anterior. Recordamos ademds, que si se cumple la
condicién (¢), entonces existe K > 0 tal que vale la siguiente desigualdad

O(t+s) < K(P(t) + ®(s)) para todo t,s > 0. (4.41)
Para la prueba ver la Proposicién 3.8.

Teorema 4.13. Sean 0 < m,n € L>*(Q) ss N >2 00 <m,n € L'(Q) en
el caso que N = 1. Supongamos que valen (¢1), (¢2) y que existe p > 1 tal
que, para t > 0,

t)t
t— S;g)l es no decreciente y (4.42)
— Am(@)f(t) = n(x)g(t) es decreciente c.t.p.x € ). (4.43)

tr—1
Entonces (4.1) tiene a lo sumo una solucién en P°.

Observaciéon 4.14. Queremos senialar que cuando f(t) = t7, g(t) = t" con
0 <q<ryectt <o) < c 7! la hipdtesis (4.42) del Teorema de
arriba solo puede valer en el caso subdifusivo o en el equidifusivo. Por otro
lado, para el problema superdifusivo con A\ suficientemente grande existen
dos soluciones en P° (ver [[P11, Theorem 3.9], donde prueban este hecho
para ¢(t) = |t[’"*t, y m,n con cotas inferiores positivas para c.t.p en Q). Por
lo cual, no deberia ser posible probar la unicidad en el caso superdifusivo.
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Lema 4.15. Supongamos que valen (¢1) y (¢p2). Entonces, el funcional J :
LY(Q) — (=00, 0] dado por

/ B(VU?)), u>0,ul? € WiLe(Q),
Q

00, St Mo,

J(u) = (4.44)

es convero. Ademdas,

(T (), ) :/Qgp(|Vu1/p|)VuV< “)

u r
Demostracion. Por comodidad denotaremos por D(J) al conjunto {u € L'(Q) :
u'’? € WiLe(Q)}.
Sean wy,ws € D(J), 2z = wi/p Y 2o 1= w;/p. Definimos ademds z3 :=
(twy + (1 — t)wy)'/? donde ¢ € [0, 1]. Entonces,
ti1 + (1 — t)VU)g

p—1
bz3

VZg =

Pasando el denominador multiplicando al lado izquierdo, tomando norma,
usando la desigualdad triangular y teniendo en cuenta que Vw; = pz? vz
para ¢ = 1,2 obtenemos que
p2b V| < t{Vawy| + (1 — t)| V|
< p(t V| 4+ (1 — )28 V).

Dividiendo por p y usando la desigualdad de Holder obtenemos que
AV <57 227U Vo | + (1= 1) 22711 — )7 |Vay|

< (4 (1= 1)B)T (t[Val + (1 —1)|Vzl)r (4.45)
= 2NV + (1 — )| Val)?.

Ademas, si calculamos obtenemos que

d 1 1
SR = ()T =
dt D Ptw

Luego, al ser t — ¢'/P una funcién creciente para ¢ > 0 por (4.42) se tiene

que %@(tl/ P) es no decreciente. Entonces, t — @(t%) es convexa para t > 0.
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Teniendo en cuenta eso y usando (4.45) se sigue que

J(tws + (1 — tyws) = /QCI>(|VZ3|)dx
< / (Vs + (1 — D|Val)P)de
=tJ(wy) + (1 —t)J(wy)

mostrando asi que J es un funcional convexo.
Calculemos ahora J’'. Notemos que J(u) = I(F(u)), donde F(u) = u/?y
= [, ®(|Vu|) . Luego, por el inciso (ii) de la Proposicién 2.1 tenemos
que

(J'(u),v) = <]'(u1/p), F'(u)v).

Ademas por el Lema 3.9 sabemos que
(I'(u),v) = / ¢'(|[Vu|)Vu - Vo. O
Q
Prueba del Teorema 4.13. Sean uq,uy € P° soluciones de (4.1). Asumamos

que Q := {z € Q : uy(z) > ug(z)} tiene medida positiva. Definamos w; =
(U — b))t /uP™' i = 1,2, se tiene que wy = wy = 0 en Q y

U9 P (15 p-1
Vw, = [1 +(p-1) (—) } Vu, —p (—) Vo,
Uy Uy
p Uy p—1
UQ U2

Notemos que u;/u; € L>(§2) para i # j, ya que u, ug € P°. Como €y C 2 se
sigue que u;/u; € L>(€) para i # j. Teniendo esto en cuenta y utilizando
la desigualdad 4.41 y el crecimiento de ® obtenemos que

[e1vuh = [ a(vu)
Q Qo
1P p—1
g/ @(lu(p—l)‘@ o vuj>
Qo u U; o
P
ke } |Vui\) +® <p
U; o

<K o [@({l—i-(p—l)'

Por lo tanto, wy, wy son funciones test admisibles.

} N —l—p‘

o

U

p—1
- YV,
wi || | “J|>

(2

< Q.
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Entonces, se sigue de la convexidad de J, usando w; como funcién test y
el hecho que uf, u5 € D(J), que

0 < (J'(uf) — J'(ub),uf —ub) = / &(Vuy)Vwy — ¢(Vug)Vwadzr.  (4.46)
0

Como uy, up son soluciones de (P,), se sigue de (4.46) y del hecho que

_, Am(z) f(t) — n(x)g(t)

tr—1

es decreciente para casi todo x € () que
0 S / ¢(VU1)VU)1 — qb(VuQ)ngdx
Q

- / () () — n(@)g(u)) wr — () f(ua) — n()g (1)) wad
) / (Am(x)f(ul)—n(x)g(ul) Am<x>f<u2>—n<w>g<uz>)<p -

p—1 p—1
Uy Uy

<0,

lo cual es imposible. Por lo tanto 2y tiene medida nula, concluyendo asi la
prueba y este capitulo. O
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Capitulo 5

Problemas indefinidos

Sean Q := (a,b) CR, m € L'Y(Q) con m™ £ 0y ¢ : R — R un homeo-
morfismo impar y creciente. En este capitulo estudiaremos la existencia de
soluciones positivas de la ecuacién

—o(u') =m(z)f(u) enQ,
{ u=20 en 0f), (5-1)

mediante el uso de los teoremas de punto fijo para operadores compresores o
expansivos, i.e., usando los teoremas de punto fijo enunciados en la seccion
2.2, donde f : [0,00) — [0,00) es una funcién continua.

El problema (5.1) con no linealidades del tipo sublineal o superlineal ha
sido estudiado en [BDMO7, Corollary, 3.4], [Wan03a, Theorem 1.1] y [XL14,
Theorem 2|, donde piden fuertes hipdtesis tanto para m y ¢ (para el caso
especial ¢(x) = x con no linealidades sublineales o superlineales ver [GIK13]
y [FZ15] respectivamente, y sus referencias). Mas precisamente, en [BDMO07]
se asume que m € C(£2) con mingm > 0, mientras que en [Wan03a, X1.14] se
pide que m > 0 en Q y m # 0 en ningun subintervalo de €. Y respecto a las
condiciones para ¢ en estas publicaciones no contemplan no linealidades del
tipo exponencial o logaritmicas. Por otro lado, en [KM18b], estudiamos el ca-
so sublineal donde mejoramos dichos resultados con condiciones mas débiles
para ¢ y m con respecto a los otros articulos mencionados. Mencionamos que
en el Capitulo anterior mejoramos ain méas dichos resultados con hipétesis
aun mas débiles sobre ¢ (ver el Teorema 4.1 y la Observacién 4.4).

Los resultados principales de este Capitulo son el Teorema 5.3 (caso su-
perlineal) y el Teorema 5.7 (caso sublineal). En este Capitulo permitire-
mos que m cambie de signo en () siempre que su parte negativa sea pe-
quena, y también podemos tratar con no linealidades ¢ que no eran tratadas
en [BDMO7, Wan03a, XL14] (Para ejemplos de tales no linealidades ver el
Capitulo 7). Queremos mencionar que en el caso sublineal cuando m es no

73
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negativa (y no idénticamente nula), el mejor resultado obtenido es el del
Capitulo 4 mencionado al final del parrafo anterior.

Antes de continuar recordaremos algunas definiciones y desigualdades del
Capitulo 3. Empezamos recordando que Sy : L*(Q2) — C*(Q) es el operador
solucion del problema

~6('Y = hx) enQ,
v=20 en 0f2.

Este operador es continuo y monétono creciente. Ademas, para h € L'(Q)
con 0 < h # 0 definimos

Ay :={zx € Q:h(y) =0paractp. y€ (a,z)},
B :={x € Q:h(y) =0paractp. y € (z,b)},

y ademas
_ Jsup Ay si A, #0 5, . | By siBy £
W= a si Ay =0, R si B, =0,
= ant B o, 1 1
Oy = 5 Qh'mm{ﬁh—a’b—ah}'

Sea M > 0 constante y h como arriba. Entonces valen las siguientes desigual-

dades: )
Soh) <67 [ Wsaen 9 (5.2)

Y

gh §h b
ml'n{ ¢‘1(M/ hydy, | ¢ ' (M h)dy} > cpH(eM),  (5.3)
a Yy On

O
donde ¢ > 0 es a constante que no depende de M. La desigualdad anterior
sera util en combinacion con esta otra

I84(h), > 5 min { [ / "y, [ o h)dy} 6

Ademas se tiene que
Sy(h) = 0, [[Ss(h)]|, 0a en €. (5.5)

Para la prueba de (5.2) ver el Teorema 3.4, para la de (5.3) ver la prueba
del item (iii) del Teorema 3.4, para la de (5.4) ver la Observacién 3.5 (iii) y
para la de (5.5) ver la desigualdad (3.11) en la prueba del Lema 3.4.
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SiheL'(Q con0<h#0ygecCQ) con g >0 en Q. Entonces se
tiene que

O = ghg Y On = Oy (5.6)
Recordamos que
Po={ucCiQ):u>0en Qyu'(b) <0<u(a)}

Como es usual escribiremos m = m™ — m~ con m* = méx(+m,0).

Ademds, dado 6 > 0 escribiremos m;s := m™ —dm™ y sea K el cono dado por

K={ueC@):u> Qg* ull. 6o} (5.7)

Para v € K definimos Tsv := Sg(msf(v)). Observamos que, C¢(Q) N (K \
{0}) C P°.

Para poder probar nuestros resultados necesitamos primero el siguiente
Lema, el cual utilizaremos tanto en el caso superlineal, como en el sublineal.

Lema 5.1. Sea m € L'(2) con m™ # 0. Dados R > r > 0 supongamos que
existe ¢ = ¢(r) > 0 tal que

f(v) > c¢dq para todo v € K\ B,(0). (5.8)

Entonces existe dq tal que para todo 0 € [0, o] el operador
Ty : KN (BR(O) \ B,,(O)) S K

es completamente continuo.

Demostracion. Por comodidad dado 6 > 0 escribiremos us = Sy(msf(v)) v

C = I[nEIigf f(t). Primero mostraremos que us — ug en C*(Q). Como Sy es
07

completamente continuo de L'(Q2) — C1(Q) y

b b
/ Ims f(v) = m* f(v)] < 50/ m~ para toda v € K N Bg(0)

entonces dado € > 0 podemos encontrar 6. = d(e,m~, C) tal que
|us — uollcr @) < € para todo ¢ € [0, 4. (5.9)

Para v € K\ B,(0) utilizando las desigualdades (5.4) y (5.8) obtenemos que
existe una constante ¢ > 0 (que depende de r y € pero no de v) tal que
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|luoll, > ¢. Entonces podemos tomar 0 < 7 < Q’”TJr |luol|, - Luego, teniendo
en cuenta (5.9) y (5.5) deducimos que

6 0 —
us 2 g =10 2= (O ol —mda = =5 [luoll, Sa > 75 |lus], 0 en
2

5 >
(5.10)

para todo ¢ € [0, &), para algin dy (que no depende de v). Por lo tanto, para
tales d, tenemos que Ts(v) € K como queriamos probar. Ademds notamos
que al ser v — m f(v) una funcién continua de C'(Q) a L'(Q), y el operador
S, es completamente continuo, se sigue que 75 también es completamente
continuo. O

Observacién 5.2. Teniendo en cuenta (5.10), (5.6) y (5.4) podemos deducir
que

Im+

2
9 N ) gm+ B §m+ b B Yy
> %mm{/ﬂ o) 1(/y m+f(v))dy,/9 +¢ H : +m+f(v))dy}59-

Juntando la desigualdad de arriba con 6,,+ [|da|l,, > 3 (ver el inciso (iii) de

2
la Observacién 3.5) deducimos que

7 . 7 . b y
||u5||ooz§mm{ [ e[ oy, [ o m*f(v))dy},

us 2 == o]l 90

6.+ 0.+
(5.11)
desigualdad que nos sera 1util a lo largo del capitulo.
5.1. Caso superlineal
Introducimos la siguiente hipotesis:
F1. Existen constantes cy, ¢2, q1, g2, t1 > 0 tales que
ct™ > f(t) para 0 < t < ty; (5.12)
et < f(t) para t > 0. (5.13)

Teorema 5.3. Sea m € L'(Q), m™ # 0. Supongamos que vale F1 con

. tlh tQQ
Iim — =0 lim — = o0. 5.14
t—0+ ¢(t) y o0 O(1) ( )
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Entonces existe dg tal que para todo 6 € [0, dg] el problema

—p(u') = (m*(z) —dm~(x))f(u) enQ
{ u =0 en 0N) (5.15)

admite una solucion u € P°.

Observacién 5.4. En el caso particular del p-Laplaciano, i.e., ¢(t) = [t|" >t
con p > 1, la condicién (5.14) se satisface si y solo si q1, g2 > p—1, obteniendo
asi la condicion de crecimiento que caracteriza los problemas superlineales
(Para mas ejemplos ver Seccién 7.2).

Demostracion. Sean K y Ty como en la secciéon anterior. Dado r > 0 al
valer (5.13) existe ¢ > 0 tal que f(v) > c¢dq para toda v € K \ B,(0).
Entonces para cualquier R > r tenemos gracias al Lema 5.1 que existe 9

tal que Ty : K N (Bgr(0)\ B-(0)) — K es completamente continua para todo
d € [0, ).

Notemos que el primer limite en (5.14) implica que

o Y pt
lim M = 0 para todo p > 0,
t—0t t

esto nos permite encontrar ¢ > 0 tal que

b
ot (cl/ m*(m)dwt‘“) g% (5.16)

para todo t < ¢, donde ¢ = (b — a)/2. Luego, si tomamos r < min{t,t;},
usando (5.12), la monotonia del operador solucidn, la cota (5.2) y por ultimo
(5.16) se obtiene que para v € K N9B,.(0)

Ty = Sy(ms(2)f(v))
< Sy(m” f(v)) < Sylem™*(x)o®)
< Sylem* (@) o]]2)

b
<o (o [Cwr@a ol ) o

< %59 en 2.
(&)

Como ||dgl|,, = ca se sigue que ||T5v|| < ||v|,, para todo v € K N 9B, (0).
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. s 0,1+ \ %
Por otro lado, consideremos la funcién h = ¢y (*’”%) m*o&. Usando la

desigualdad (5.3) y teniendo en cuenta (5.6) podemos encontrar una cons-
tante ¢ > 0 tal que para todo M > 0

§m+ §m+ b Y
mfn{ / o (M / Wiy, | o7 | h)dy}g&ﬁl(éM)-

9,,+
(5.17)
Notamos que el segundo limite en (5.14) implica que
—1( a2
im 20
t—00
para todo p > 0, esto nos permite encontrar ¢ > 0 tal que
8t
o (et?) > — (5.18)
¢

para todo ¢ > t. Luego, si tomamos R > max{2r,t}, teniendo en cuenta
(5.11), (5.13), la monotonia de ¢, (5.17) y por tltimo (5.18) se obtiene que
para v € K N9Bg(0)

1 T50]loo >

1 It ~1 Ot + b4 R

sm‘“{/a 6 (/ mf(v))dy,/9m+¢ (/9m+mf(v> 1y

mi /Qm+ ng_I Cy /9m+ mTv? | dy /b gb_l Co ’ mtv? | dy
a y Ja, . i .
§m+ 9 q2 §m+

. -1 Zm+ q2

m{ [ ((2 ) [ m*%)dy,

b 0 q2 Y

-1 Zmt q2

A ( (% 1el) [ ﬁme)dy}

m m
e (e lvllZ)

vl

v

v

0| =
=

v
ol =

AVARN AV
— 00| —

oo *

Entonces ||T5v|| > ||v||,, para todo v € K N 0Bg(0).
Aplicando el Teorema de punto fijo de Krasnosel’skii podemos concluir

que existe v € K N (Bg(0) \ B,(0)) punto fijo de T. O

Escribamos ms = m* — dm~ como antes. Como una consecuencia inme-
diata del Teorema 5.3 tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 5.5. Seanm, ¢ y f como en el Teorema 5.3, y sea A > 0. Entonces
existe 0y (que puede depender de \) tal que para todo & € [0, 0] el problema

—o(u') = Amsf(u) en
u=20 en 0f1,

posee una solucion u = uy € P°. Mds aun, las soluciones uy pueden ser
elegidas de manera tal que

Algég [urllo) = oo (5.19)
Demostracion. La existencia de tales soluciones es inmediata del Teorema
anterior. Supongamos ahora que (5.19) no vale. Luego, dado M > 0 existe
una sucesion {A, } tal que A, — 0 cuando n tiende a infinito y [luy, [|¢@) < M.
Recordando que S, es no decreciente y la desigualdad (5.2) obtenemos que

0 < uy, = Sp(Aamsf(un,)) <Sp(Aum™ f(uy,))
b
<o (An / m+f(uAn)> o = 0

uniformemente en € cuando n — oo. En otras palabras, uy, — 0 en C(€2).
Pero esto no es posible porque en la prueba del teorema anterior podemos
elegir r uniformemente lejos de 0 para todo A cercano a 0. [

Observacién 5.6. En [KM18a] obtuvimos los mismos resultados suponiendo
que vale F1 y que existen homeomorfismos crecientes ¢ : [0,t] — [0, 1 (2)]
y g : [t,00) = [t,00) tales que

o(tx) > 1 (t)o(z) para todo t € [0,¢], 2 > 0; (5.20)
o(tx) < 1ho(t)p(z) para todo t € [t,00),z > 0. (5.21)

y en vez de los limites de (5.14) que relacionan F1 con ¢ necesitamos que se
satisfagan los siguientes limites
T lim —— (5.22)
im —— = im —— = oo :
=0+ 1 (t) =10

Notamos que si se satisface (5.20) y vale el primer limite de (5.22) entonces
vale el primer limite de (5.14). En efecto, como ¢(tz) > 1 (t)¢(x) para
t € [0,t] y x > 0. Tomando = = 1, obtenemos para t # 0 que

> —=2>0.
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Multiplicando por t? en ambos lados y luego tomando limite superior cuando
t tiende a cero por derecha se tiene que

ta ta

0=lm o 290 im 2o

Andlogamente, si vale (5.21) y el segundo limite de (5.22) entonces vale el
segundo limite en (5.14).

5.2. Caso sublineal

Introducimos la siguiente hipdtesis:
F2. Existen cy1,co,t1,q1 ¥ q2 > 0 tales que

ct™ < f(t) para todo 0 <t < ty, (5.23)
f(t) < cot® para todo t > 0. (5.24)

Teorema 5.7. Sea m € L'(Q), m™ # 0. Supongamos que vale F2 con

ta @

lim — =00 y lim =0 5.25

B 50 22 50 029
Entonces, eziste 0 tal que para todo & € [0, 0] el problema
—o(u') = (m*(x) — dm~(2))f(u) en

{ u=20 en 0f) (5.26)

admite una solucion u € P°.

Observacion 5.8. En el caso particular del p-Laplaciano, i.e., ¢(t) = ]t|p72t
con p > 1, la condicién (5.25) se satisface si y solo si ¢1,q2 < p — 1. Por lo
tanto, obtenemos la condicién de crecimiento que caracteriza los problemas
sublineales.

Demostracion. Sean c¢q, ¢o, q1, G2, t1 dados por F2. Dado 0 > 0 por comodidad
escribiremos ms = m* — dm ™. Recordar que

— 6
K = {u cC@):u> % Huuoo(sﬂ} :
Para v € K definimos Tsv := Sy(msf(v)). Dados R > r > 0, queremos ver

que existe ¢ tal que Ty : KN(Bg(0)\ B,(0)) — K es completamente continua.
Como vale (5.23) si tomamos r < ¢; podemos encontrar ¢ > 0 tal que para
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toda v € K\ B,(0) se cumple que f(v) > ¢dg en Q. Esto nos permite utilizar
el Lema 5.1 el cual prueba lo que queriamos sobre Tj.

Consideremos la funcién h = ¢ (0,,+)" m*od . Usando la desigualdad
(5.3) y teniendo en cuenta (5.6) podemos encontrar una constante ¢ > 0 tal
que para todo M >0

§m+ mt b Yy
min / M/ h)dy, ¢ (M h)dy ¢ > ép~(eM).
a 0, + 0 it

(5.27)
Ademads, notemos que el primer limite en (5.25) implica
—1( 1
lim M:oo para todo p > 0,
t—0t
esto nos permite encontrar ¢ > 0 tal que
71 N 8t
¢ (¢t™) > — para todo t < t. (5.28)
¢

Luego, si tomamos r < min{t, ¢ }, teniendo en cuenta (5.11), (5.23), la mo-
notonfa de ¢, (5.27) y por ultimo (5.28) se obtiene que para v € KNdB,(0)

1T50]loe = 115(ms f(v)ll

§m+ §m+ b Y
{ [T/ m*f(v)) i, | w( m*f(v)) dy}
a y 7. 7.
] 7. 7.
> —min / ot cl/ mtu? dy/ / mTv? | dy
8 a i m+ m+
6m+ q1 6m+
{ [ cl(Qm* ||v||oo) / m+63;)dy,

a 2 Yy

b 0 N q1 Y

o (e (-m o) [ o ) dy
7 . 2 4, .

Entonces ||T5v||, > ||v||,, para tales v.
Por otro lado, el segundo limite en (5.25) implica que

hm¢ (t )—O para todo p > 0,

t—o00
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esto nos permite encontrar ¢ > 0 tal que
02tq2/ m* < — para todo t > t. (5.29)

Recordamos que cq = méxq dg. Luego, si tomamos R > mdax{2r, ¢}, usando
(5.24), la monotonia del operador solucién, la cota superior de (5.2) y por
ultimo (5.29) se obtiene que para v € K N 0Bg(0)

Tsv < Sy(m™(x) f(v))

< Sy(eam™ (x)v®)
< Sy(cam™ () [[0]|22)

< ¢ e ||v|q2/m

< cq'|lv]l 0 en Q.

Se sigue que [|T5v|| < ||v||,, para todo v € K NIBg(0).
Entonces por el Teorema 2.15 existe u € K N (Bg(0) \ B,(0)) punto fijo
de T O

Observacién 5.9. Este resultado es nuevo solo para pesos m que cambian de
signo cuya parte negativa sea pequena y m* # 0. Pues en el caso que m > 0
y no equivalentemente cero los resultados probados en [KM18b] son mejores
dado que solo piden un comportamiento para ¢ en cero. Més precisamente,
en dicho trabajo se suponen dos hipdtesis independientes:

1. Existen ¢; > 0 y un homeomorfismo v definido en [0,¢] tal que ¢ es
creciente, ¥(0) =0y

o(tr) < Y(t)o(x) para todo t € [0,],z > 0. (5.30)

2. Existe p > 0 tal que

t
11mt_>0+¥ >0, yademas (5.31)
— ¢ (cat) b—a
Ty o, . donde cq := .
im,_, 500 < 00 onde cq 5

De todas formas, para pesos no negativos en el Capitulo anterior hemos
obtenido mejores resultados que en [[KKM18b] (ver Teorema 4.1 y la observa-
cién 4.4).



Capitulo 6

Problema concavo-convexo

Sean € := (a,b) C R, m,n € L*(2) y A > 0 un pardmetro real. En este
capitulo consideramos problemas de tipo céncavos-convexos no lineales de la
siguiente forma,

—o(u) = Am(x)f(u) +n(z)g(u) =€ Q,
u>0 x €, (6.1)
u=20 x € 01,

donde ¢ : R — R es un homeomorfismo creciente e impar y f,g : [0,00) —
[0, 00) son funciones continuas. El problema (6.1) cuando ¢(z) = x fue pro-
puesto por Ambrosetti, Brezis y Cerami en [ABC94]. En dicho articulo estu-
diaron el problema N-dimensional

—Au = ul+uP x €,
u >0 x €€,
u=>0 x € 01,

con 0 < ¢<1<py un dominio acotado de RY. Probaron la existencia
de A > 0 tal que: si A € (0, A), entonces el problema anterior posee al menos
dos soluciones positivas; y si A = A, entonces posee al menos una solucién
positiva; por tltimo, si A > A, entonces no tiene soluciones positivas.

Varios autores han estudiado generalizaciones de dicho problema, por
ejemplo en [AGPI6] [SU00], [PS16] obtuvieron resultados para el p-Laplaciano.

En cuanto al problema del ¢-Laplaciano unidimensional que trataremos
en este Capitulo, Wang en [Wan03a, Teorema 1.2] y en [Wan03b, Teorema
1.2] probé que existen \g > 0y A; tal que si A € (0, \g), entonces el problema
(6.1) posee al menos dos soluciones positivas; y si A > A;, entonces no hay
soluciones positivas. En dicho articulo se piden condiciones mucho mas fuertes
para ¢ que las que pediremos en este capitulo. Mas precisamente, asume

83
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la existencia homeomorfismos crecientes 11,19 : [0,00) — [0,00) tales que
() o(x) < ¢(tx) < Po(t)é(x), para todo t,z > 0. Mientras que nosotros
solo compararemos su comportamiento en 0 y en oo con funciones potencia.

En este capitulo utilizaremos el método de sub y supersoluciones (ver
Capitulo 3) y los teoremas de punto fijo de Guo-Krasnoselskii (ver Seccién
2.2) junto a algunas estimaciones del Capitulo 3 para probar que existen al
menos dos soluciones positivas para A ~ 0.

6.1. Resultados principales

Empecemos introduciendo las siguientes hipdtesis.

(F). Existen constantes ¢y, tg,q > 0 tales que

tq
f(t) > cot? para todo t € [0,t] y lim — = 0. (6.2)
t—0+ (b(t)

(G1). Existen constantes c;,t;, 71 > 0 tales que
g(t) < eqt™ para todo t € [0,81] vy tl_')l_rgl+ ) =0. (6.3)

(G2). Existen constantes cg,ts, 75 > 0 tales que

T2

g(t) > cot™ parat >ty y lim —— = o0. (6.4)

Observacién 6.1. (i) Cuando ¢(t) = |t|"t, f(u) = u? y g(u) = u", los
limites en (F) y (G1) se satisfacen si y solosi0 < g <p—1<r.

(ii) Las funciones ¢ cuyo comportamiento cerca de cero es similar al de
las funciones exponenciales o logaritmicas no satisfacen los limites en (F) y
(G1) simultdneamente.

Recordemos que
Po={uecCi():u>0en Qyu'(b) <0<u(a)}
Teorema 6.2. Sean 0 < m,n € L'(Q).

(1) Supongamos que m # 0 y valen (F) y (G1), entonces existe N\g > 0 tal
que el problema (6.1) tiene solucion uy € P° para todo 0 < A < Ag.
Mads aun, las soluciones uy pueden ser escogidas de manera tal que

Ii = 0. .
Jim sl = 0 (65
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(II) Supongamos que valen (G1) y (G2). Entonces existe \y > 0 tal que el
problema (6.1) tiene una solucion vy € P° para todo 0 < A < A\y. Mas
aun, existe p > 0 tal que ||vr|l, > p para todo 0 < X < Ay.

(III) Supongamos que {\ > 0 : (6.1) posee solucién en P°} # () y que vale
(F) con para todo ty > 0. Sea

A :=sup{\ > 0: (6.1) posee solucion en P°}.

Entonces para 0 < A < A, el problema (6.1) tiene al menos una solucion

en P°.

Corolario 6.3. Sean 0 < m,n € L'(Q) con m # 0. Supongamos que valen
(F), (G1) y (G2). Entonces el problema (6.1) tiene al menos dos soluciones
positivas distintas para A ~ 0 .

6.1.1. Prueba del item (I)

Recordamos que S : L'(Q2) — C(Q) es el operador solucién del problema

—¢(v') = h(z) enQ,
v=20 en Of).

Este operador es continuo y mondtono creciente. Ademds, dada 0 < h €
LY(2) valen las siguiente desigualdades

b
Sy(h) < d)l(/ h)dq en €, (6.6)
y dada K > 0 constante vale que
Sy(Kh) > cgp™(cK)dg en Q, (6.7)

donde ¢ > 0 es a constante que no depende de K. Para las pruebas de estas
desigualdades ver el Teorema 3.4.

Como al item (I) lo demostraremos utilizando el método de sub y superso-
luciones, enunciaremos y probaremos, primero, dos Lemas que nos proveeran
sub y supersoluciones para el problema (6.1).

Lema 6.4. Sean m,n € L'(Q) tal que m+mn >0 y m+n # 0. Supongamos
que vale (G1), entonces existen y Ao > 0 tal que el problema (6.1) tiene una
supersolucion w € P° w para todo 0 < \ < Ag.
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Demostracion. Sean ¢y, t1, 1 dados por (G1). Definamos cq := méxg dg. Ob-
servamos que al ser ¢! una funcién continua y ¢~1(0) = 0, existe Ky > 0
tal que

/ m(s) + n(s)ds) < — para todo k < K (6.8)
y por la segunda condicién en (6.3), para cualquier p > 0 fijo se tiene

mg@iﬁﬂi:o. (6.9)

Ahora, definimos

o b o [t ot

Podemos deducir de (6.9) que existe K7 = Ki(¢, p) > 0 tal que
[0 (kp)]™ < ke para todo Kk < K. (6.10)

Elijamos
0 < k < min{ Ky, K1} (6.11)

y para tal x definimos w := Sy(k(m+n)). Como x < K| la desigualdad (6.6)
y (6.8) nos dice que ||wl| < ;.
Sea, ahora, C' = méx,,) f(t) y elijamos Ag > 0 tal que

MC < k. (6.12)

Teniendo en cuenta (6.10), (6.11) y (6.12), empleando (G1) y (6.6) deducimos
que para 0 < A < Ag

Am(z) f(w) +n(x)g(w)
< Am(z)C + epn(z)w™

< km(z) + cin(z) |:¢1(/€/ m(s) + n(s)ds)dq
< k(m(z) + n(x)) = —d(w) en Q,

T1

y por lo tanto w es una supersolucién de (6.1).
[

Lema 6.5. Sean 0 < m,n € LY(Q) con m # 0. Supongamos que vale (F),
entonces el problema (6.1) tiene una subsolucion v € P° para todo \ > 0.
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Demostracion. Sea A > 0. Sean ¢, to, ¢ dados por (F). Recordar que cq =
méxg dg. Observamos que como ¢! es una funcién continua y ¢~1(0) = 0,
existe g9 > 0 tal que

b
t
1(8/ m(s)84(s)ds) < -~ para todo e < (6.13)
a (&0)
y por la segunda condicién de (6.2), para cualquier p > 0 fijo
lim o ()" _ (6.14)
t—0t t

Definamos ahora 1

Aeped’
donde c es la constante en (6.7) con h = mdg,. Se sigue de (6.14) que existe
g1 = e1(M, p) tal que

[¢~(p)]? > Me para todo ¢ < ¢;. (6.15)

Elijamos
0 < e < min{eg, &1} (6.16)

y para tal £ definimos v := Sg(emdd). Como e < &g, la desigualdad (6.6)
y (6,13) nos dicen que ||v| < to. En consecuencia, si tomamos en cuenta
(6.15) y (6.16), empleamos (F) y (6.7) deducimos que

Am(x) f(v) + n(x)g(v) = Acom(z)v’

> Aeom(z) e (ce)da]? > em(x)dE en Q.
En otras palabras, v es una subsolucién de (6.1). O

Prueba del inciso (I). Sean Ao y w como en el Lema 6.4, y sea v como en
Lema 6.5 con ¢ tal que em(z)d(z) < w(m(x) + n(x)) para ct.p.x € Q.
Entonces, v,w son un par bien ordenado de sub y supersolucién de (6.1).
Luego, el Teorema 3.10 nos dice que existe una solucién de (6.1) uy € P°
para 0 < A < .

Por ultimo probemos (6.5). Notar que si w y A¢ son como en el Lema
6.4. Al ser 0 < uy < w, para A € (0, ), tenemos que ||uy||oc < C con C
independiente de A. Teniendo esto en cuenta, y usando la desigualdad (6.6)
podemos ver que

b
0 < ur(o) = Sy () (o) < 07 [ Amfun) ) dua) 50

uniformemente Q cuando A — 0% y por lo tanto limy_g+ ||ux|lee = 0. O
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6.1.2. Prueba del item (II)

Antes de demostrar el item (II) recordamos que dada h € L'(Q) con
0 < h # 0 definimos

A ={x€Q:h(y)=0paractp. y€ (a,x)},
B :={x € Q:h(y) =0 para ct.p. y € (z,b)},

y ademas
_ Jsup Ay si A, #0 5, . | fBu si By i)
= a si Ay =0, = b si B, =0,
= ap+ D o 1 1
Oy = 5 Qh'_mm{ﬁh—a’b—ah}'

Mencionamos ademés que dada cualquier g € C'(Q) con g > 0 en Q se
tiene por las definiciones de arriba que

Oh=0hg y 0, =0,,,. (6.17)

También recordamos que vale la siguiente desigualdad

1Ss(R)||, > %mfn{/aah ¢1(/:h h)dy, /0: ¢1(/ej h)dy}. (6.18)

Para la prueba de esta desigualdad ver la Observacién 3.5 (iii).
Por otro lado, dada M > 0 constante se tiene que

Y

0 05, b
mfn{ o [ iy, [ o h)dy}chz»l(cM), (6.19)
a Yy On

On

donde ¢ > 0 es a constante que no depende de M. Para la prueba de esta
desigualdad ver la prueba del item (iii) en el Teorema 3.4.

Demostracion. Para probar este inciso, usaremos el Teorema 2.15 con el ope-
rador

Tv = Sy(Am(z) f(v) +n(x)g(v)),

el cono

K= {ve C@):v=0, vl o)
P

y los conjuntos abiertos Bpr(0), B,(0) C C(S2) para algin par p y R con
0 < p < R. Observamos que Ca((Q) N (K \ {0}) C P°.
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Sean ¢y, to y ro dados por (G2). Consideremos la funcién h = ¢ (6,,)* nd.
Teniendo en cuanta (6.17) y usando la desigualdad (6.19), podemos encontrar
una constante ¢ > 0 tal que para todo M > 0

6., O b Y
min -1 h)d -1 h)d co e .
{aqb(M/y iy, [ o <M/9n>y}z¢><M), (6.20)

Por otro lado, la segunda condicién en (6.4) es equivalente a

—1 trg
i 200
t—o00

Y

para todo p > 0 fijo, entonces existe ¢t > 0 tal que

o ey > 2 (6.21)

para todo ¢ > t. Fijemos R > méx{ts,?}, teniendo en cuenta que Sy y ¢~
son no decrecientes, la desigualdad (6.18), (G2), (6.20) y (6.21) obtenemos
que para v € K N IBg(0)

1T0]| o = 1o (Am(2) f(v)) + n(z)g ()] = [[Ss(n(z)g(v))ll

1 0 0, b Y
>_min ot / ng(v) dy,/ ot </ ng(v)> dy
2 . Y 7, 7
) 7, 3, b y
>—min ot 02/ no" dy,/ ot (62/ nvm) dy
2 . y 7, 8
1 On o
>mind [0 (@l [ e ) d
a )

b Yy
—1 9 T2 57"2 d
/gngb (c2<_n|rvuw> /n) y}

Lo i e
> 56972 o)
> ol

Resultando que ||Tv||, > ||v||, para tales v.

Por otro lado, sea N = ¢; fab n(x)dz. La segunda condicién en (6.3) im-
plica que dado un ntimero real AV > 0 existe ¢ > 0 tal que ¢(t) > Nt" para
todo t € (0,t), entonces si t € (0, cqt) obtenemos que ¢(t/cq) > 2. En

)

particular para N = N¢g).
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Sean C' := méxpp f(t)y M = f:m(x)dx, fijemos 0 < p < min{cqt, R/2,t1}
y definamos
_ blpfea) = Np

A
! MC

(6.22)

Notar que A\; > 0 por la elecciéon de ¢.
Por lo tanto, si tenemos en cuenta (6.6), (G1) y (6.22) y que ¢~* es no
decreciente podemos ver que para 0 < A < Ay y para todo v € K N 9B,(0)

To < ¢! ( / " wm(@) f(v) + n(m)g(u)dx) 5o

< ¢! (/\C’ /b m(z)dz + ¢ /b n(x)vrldx> 00

< ¢ HAMMCH Np™) dg
< pen (.

Lo que nos dice que || Tv| < p = ||v||,, para todo v € KN 9IB,(0).

Ahora, el Teorema 2.15 nos dice que T posee un punto fijo en N (Bg(0)\
5,(0)). =

6.1.3. Prueba del item (III)

Para probar el ultimo item utilizaremos el Lema 6.5 y la siguiente de-
sigualdad que vale para c.t.p en Q y toda h € L*(Q),

So(h) = O [|Ss(h) | Oc2- (6.23)
Para la prueba de esta desigualdad ver la prueba del inciso (ii) del Lema 3.4.

Demostracion. Sea 0 < A < A. Por definicién de A existe A € R tal que
A < A < Ay existe uy € P° solucién del problema (6.1) asociado a A. Como
A < X se sique que uy es supersolucién del problema asociado a A. Ahora
bien, gracias al Lema 6.5 existe ¢ > 0 tal que v = S;(emdg) es subsolucién
del problema asociado a A. Mas atin, achicando ¢ si es necesario se tiene que
v < uy. Veamos esta ultima afirmacion, como S es mondtono creciente basta
probar que

em()da(z)? < Am(x)f(ux) + n(z)g(ux).

Lo cual ocurre siempre que

e < Neo(B [lus] )",
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En efecto, como f(t) < ¢yt? para todo t > 0, n > 0 y usando la desigualdad
(6.23) tenemos que

Am(x) f (uz) + n(x)g(ux) > Acom(z)ul
> Acom (@) (O ||uxllo, 60)? > em(z)do(z)?.

Por lo tanto, v y uy son un par de sub y supersolucion bien ordenado del
problema asociado a A. Luego, el Teorema 3.10 nos asegura que existe uy € P°
solucién del problema asociado a A. O
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Capitulo 7

Ejemplos y comentarios finales
sobre las hipotesis

Por comodidad solo consideraremos el problema:

() =m(z)f(u) enQ,
{ u=>0 en 012, (7.1)

Introducimos las siguientes hipdtesis sobre m y ¢:
(M) m e C(Q) con m >0y m # 0 en ningin subintervalo de €.
(M) m € C(£2) con mingm > 0.

(®) Existen homeomorfismos crecientes 11,1y : [0,00) — [0, 00) tales que
Di(H)8(x) < Bltx) < a(t)d(x), para todo £,z > 0.

(@) Existen p,q € (0,00) tales que t9¢(x) < ¢(tx) < tP¢(x) para t € [0,1]
y todo x > 0.

Bajo algunas condiciones de crecimiento estdndar sobre f (que contem-
plan los casos sublineales y superlineales) y suponiendo (M) y (®), se probd
que (7.1) posee solucién para todo A > 0 (Ver [Wan03b, Theorem 1.1]) y re-
cientemente en [XI.14, Theorem 2]) los autores extendieron estos resultados
a ciertas m € L}, () y sin requerir que 1,(0) = 0. Estds hip6tesis imponen
fuertes restricciones en

I(t) = lim — i 22

e o(x) o G(x)

En efecto, la existencia de 1; implica que () > 0 para todo t € (0,1) y
lim; o I(t) = oo. Mientras que la existencia de 1, implica L(t) < oo para

93
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todo t > 1. Notamos que la primera y ultima condiciéon no son satisfechas por
no linealidades con comportamiento exponencial, mientras que la condicién
restante no se satisface para funciones del tipo logaritmico.

Por otro lado, un resultado similar estd enunciado en [BDMO07, Corolario
3.4] suponiendo (®’) y (M’). Notamos que la primer desigualdad en (®')
también implica que I(t) > 0 para todo ¢t € (0,1), mientras que la segunda
desigualdad implica que 1im; o+ L(t) = 0.

Nosotros pudimos tratar problemas de este tipo en los Capitulos 4 y 5 (Ver
Teoremas 4.1 y 5.7 para el caso sublineal y Teorema 5.3 para el superlineal)
En cuanto a m, en el Capitulo 4 solo suponemos que m € L'(Q) con 0 <
m # 0 mientras que en el Capitulo 5 permitimos que la parte negativa de m
sea pequena.

En este Capitulo introduciremos algunos ejemplos de funciones ¢ que no
satisfacen ® ni (®'), entre los cuales se encuentran funciones con comporta-
miento logaritmico y exponencial.

7.1. Indice de los espacios de Orlicz
Definicion 7.1. Diremos que una funcion v : R — R es subaditiva si
v(z+y) <v(z)+v(y) para todo z,y € R.

La demostracién del siguiente Teorema se puede encontrar en [HP74,
Teorema 7.6.2] o en [Mal89, Teorema 11.1].

Teorema 7.2. Sea v : R — R es una funcion subaditiva . Si

v(t) v(t)
{ f— = _— =
50 ¢t by Stl<110) 13 “
entonces —oo < a < ff < 00,
t t
i gy gm0
t—soo T ts—oco

Definicién 7.3. Diremos que una funcién v : (0,00) — [0, 00) es submulti-
plicativa siv Z0 y

v(zy) < v(z)v(y) para todo x,y € (0, 00).

Dada una funcién submultiplicativa v podemos definir una funcion subadi-
tiva v(t) = Inwv(e'). Luego, aplicando el Teorema anterior tenemos el siguiente
resultado.
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Teorema 7.4. Para toda funcién submultiplicativa, medible v : (0,00) —
[0,00), existen niumeros reales « y B tales que o < By

v(t) >t para todo t <1 v(t) > t° para todo t > 1. (7.2)

Para € > 0, se cumple que v(t) < t*°¢ para t suficientemente pequeno y
v(t) < t°PF€ para t suficientemente grande. Mds ain,

Inv(t) Inv(t) Inv(t) Inv(t)
=1 = — = ——— =inf . 7.3
G e TR e P Ty TR e (Y
Observacién 7.5. Si v es como en el Teorema anterior con v(1) = 1y

ademas es no decreciente, entonces 0 < a < 3 < 00.

Dada una funcién ¢ : [0,00) — [0, 00) continua, creciente y no acotada
tal que ¢(0) = 0, definimos:

Mt ) =g G5

Esta funcién resulta ser no decreciente y submultiplicativa que toma el valor
1 cuando t = 1. Entonces por el Teorema y la Observacién de arriba. Los
limites I M I M
n t n t
ag = lim ( ,gb)) By := lim In M(t,¢)

t—0+ Int t—00 Int

existen. Estos niimeros son llamados indices de los espacios de Orlicz o
indices de Matuszewska-Orlicz, quienes los introdujeron en 1960.

Observacién 7.6. (i) Parae > 0, existe t; > 0 tal que ¢(tz) < t*p(x)
para todo z > 0y t € [0,t4].

(ii) Supongamos que 4 < oco. Entonces para € > 0, existe to > 0 tal que
P(txr) < theteg(z) para todo x > 0y t € [ty, 00).

(iii) Si 2z P¢(z) es no decreciente para todo x > 0, entonces oy > p.
(iv) Si 2z P¢(x) es no creciente para todo x > 0, entonces [, < p.

Teorema 7.7 (Ver [Mal89] Teorema 11.5). Se tiene la siguiente relacion
entre los indices de ¢ y su inversa:

1 8 1
Ap—-1 = — Y -1 = —
¢ 5¢ @ g

(por convencion 1/0 =00 y 1/oo =0).
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Corolario 7.8. (i) Supongamos que oy > 0. Entonces para todo ¢ > 0,
existe t; > 0 tal que ¢(tx) > tPp(x) para todo x > 0 y t > ty, donde

p=(Bs1+e)h.

(ii) Supongamos que By < 0o. Entonces para todo e > 0 tal que ay-1—e > 0,
existe t1 > 0 tal que ¢(tx) > ti¢(x) para todo x > 0 y todo t € [0, 4],
donde g = (g1 —e)~ 1.

Demostracion. Empecemos probando (i). Como ay > 0, por el Teorema
anterior se tiene que 41 < 0o. Luego, por la Observacién 7.6 (ii) tenemos
que para € > 0, existe so > 0 tal que

¢! (sy) < 8776 (y) para todo y > 0y s € [s0,00).
Sea t; = 554*1“. Dados © > 0y t € [t;,00), definimos y = ¢(z) y s =t con
p = (Bg-1 +¢) . Aplicando la desigualdad de arriba obtenemos que

¢ (tP¢(x)) <tz para todo x>0y t > .
Como ¢ es creciente se sigue que
tPo(x) < ¢(tz) para todo x > 0y t > t;.

Como queriamos probar.

Probemos ahora (ii). Como (4 < 0o, por el Teorema anterior se tiene que
ag-1 > 0. Luego, por la Observacién 7.6 (i) tenemos que para ¢ > 0 con
(ap-1 —€) > 0, existe s > 0 tal que

¢! (sy) < s 7%¢7(y) para todo y >0y s € [0, s].

Seat = s* 7. Dados x > 0y t € [0,], definimos y = ¢(z) y s = t? con
q = (ap-1+ ). Aplicando la desigualdad de arriba obtenemos que

¢ (t1p(x)) < tx para todo x >0y t € [0,1].
Como ¢ es creciente se sigue que
t1¢(x) < ¢(tx) para todo z > 0y t € [0,].
Como queriamos probar. O]

Corolario 7.9 (Ver [GP77] pagina 34). Si 0 < a, < By < oo. Entonces
existen C,p,q > 0 tales que

C~'min{t, t'}p(z) < d(txr) < Cmax{t’, 11} ¢(x)

para todo t,x > 0.
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Recordamos que una funcién ¢ satisface la condicién A, si existe una
constante £ > 0 tal que

¢(2x) < k¢(x) para x > 0.

Teorema 7.10. (Ver [Mal89, Teorema 11.7]) Se tiene que ¢ satisface la
condicion Ay sty solo si By < 00.

Teorema 7.11. Las siguientes hipotesis sobre ¢ son equivalentes:
s )< gy < ﬁd, < Q.
w (D).
w (D) pero sin pedir que 1(0) = 0.
n (D).

Demostracion. El Corolario anterior demuestra que 0 < ay < By < 00 im-
plica los otros tres items. Veamos las reciprocas.

Como oy = 1/f4-1 el Teorema anterior nos dice que ay > 0 si y solo si
¢! satisface Ay. Veamos que la primer desigualdad de (®) implica que ¢~*
satisface Ay. En efecto, teniendo en cuenta que vale la desigualdad

1 (t)o(z) < ¢(xt) para todo t,z > 0,

tomando y = ¢(x) y s = ¥(t) tenemos que
sy < o(¢r ' (s)¢™ (y)) para todo s,y > 0.

Como ¢! es creciente se sigue que

o (sy) < vit(s)¢ ' (y) para todo s,y > 0.

Esto implica que ¢~ satisface Ay. Por lo tanto, a, > 0. Ademds, la segun-
da desigualdad de (®) (indiferentemente si ¢»(0) = 0 o no) implica que ¢
satisface Ay. Luego, B, < oo.

Para finalizar veamos que (@) implica que 0 < oy < 45 < 0o. Notar que
la segunda desigualdad de (@) implica que

M(t,¢) <t parat e (0,1).

Por lo tanto, oy = lim;_,o+ % > p. Lo que implica que oy > 0. Por

otro lado, razonando como en el parrafo anterior podemos ver que la primer
desigualdad de (@) implica que

¢ (sy) < S%qb_l(y) para s € (0,1) y = > 0.

Luego, razonando como recién esta desigualdad implica que cog-1 > 0. Por lo
tanto, B, < oo. ]
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Teorema 7.12. Sea g > 0.

14
(1) Si im — =0 entonces oy < q.

t—0+ ¢(t)

tq
(ii) Si th’m —— =0 entonces By > q.
—00

¢(t)

t4
(111) Si im —— = oo entonces By > q.

t—0+ ¢(t)

: A
() Si im — = oo entonces a, < q.
t—o0

(1)
Demostracién. Empecemos probando (i). Si oy > ¢, por la Observacién 7.6
(1) se tiene que existe t; > 0 tal que
o(txr) < tl¢(xz) paratodox >0yt e (0,t).
Definamos C' = ¢(1)~! y fijemos x = 1. Utilizando la desigualdad anterior se

tiene que

C< — bara todo t € (0,11).

L 1 contradi lim ——
o cual contradice que lim o0

Si By < ¢, por la Observacién 7.6 (ii) tenemos que existe ¢; > 0 tal que

= 0. Por lo tanto, debe ser ay < g.

o(tx) < tlp(x) para todo z > 0, t >t

Definamos C' = ¢(1)~! y fijemos z = 1. Utilizando la desigualdad anterior se
tiene que

q
C< t— para todo t < t;.
(t)
t4
Lo cual contradice que tlim m = 0. Por lo tanto, debe ser 4 > g.
— 00

Por otro lado, (iii) se sigue de (i) notando que

4 ti/a
lim — =ocosiysolosi lim —— =0
t—0+ P(t) Y t—0+ ¢71(t)
En efecto, si vale el primer limite entonces existe una sucesion {tx} con t; > 0
y tr — 0, tal que
i

o(tr)

— Q.
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Tomando s = ¢(1;), resulta que s >0, sy >0y

6~ (su)]”

Sk

— OQ.

Como la funcién h(t) = /7 es continua y tiende a infinito cuando ¢ lo hace,
se sigue que

¢~ (se)
i %
Sk
lo cual es equivalente a
Si/q
— 0.
¢~ (sk)
/4
Al ser 0 < o10) para todo t > 0 se sigue que
ti/a
lim —— = 0.
50+ —1(1)

Como f; > ¢ siy solo si ay-1 < 1/¢, queda probado (iii).
Anélogamente, (iv) se sigue de (ii) notando que

1 " 1 1f 1
im — = oo si y solosi lim ——— = 0);
t—00 (b( ) t—o00 ¢ ( )
y teniendo en cuenta que oy < ¢ siy solo si f4-1 > 1/q. O]
14
Teorema 7.13. (i) Siq < a, entonces lim = 00.
t—0t gb( )
14
(i1) Siq > By entonces hm —— = 0.
—o0 (1)
Si 1i r 0
< t — = 0.
(111) Siq < oy entonces Jm 0
(iv) Siq> Jim =0
w) S1q > entonces lim .
’ =0+ (1)

Demostracion. Empecemos probando (i). Sea ¢ > 0 tal que oy — ¢ > ¢. Por
la Observacién 7.6 (i) existe t; > 0 tal que

o(tr) < t** “¢(x) para todo x > 0y t < t;.
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Tomando x = 1 obtenemos que

1 _¢()

< —= parat <.

tee=e = o(t)

Multiplicando por t? en ambos lados y tomando limite cuando t tiende a 0
por derecha se sigue que

t? 1)t4
lim —— < lim o) :
=0+ 197 T 0t (1)

Como ¢ < ay — ¢, el primer limite es infinito. Luego, el segundo también lo
es.

Anélogamente, sea ¢ > 0 tal que 5, + ¢ < ¢. Por la Observacion 7.6 (ii)
existe t; > 0 tal que

p(tz) < tP*~*p(z) para todo > 0y t > .

Tomando = = 1 obtenemos que

1 _ o

t@zﬁj_% parat<t1.

Multiplicando por t? en ambos lados y tomando limite cuando t tiende a
infinito se sigue que
4 1)t
lim <l o)

e =

Como g > B4 + ¢, el primer limite es infinito. Luego, el segundo también lo
es. Quedando asi probado (ii).
Por otro lado, (iii) se sigue de (ii) notando que

| 4 | | ti/a
im — =0siysolosi lim ——
o0 B(1) Y o0 o=1(2)
y teniendo en cuenta que oy > ¢ siy solo si f,-1 < 1/q.
Andlogamente, (iv) se sigue de (i) notando que

. . R
tl_l)r(%%:OSlysob& tl—lg}kng(t):OO
y teniendo en cuenta que B4 < ¢ siy solo si ay-1 > 1/q. O

Observacién 7.14. Queremos mencionar que las reciprocas de los items (i)
y (ii) no son ciertas (Ver el ejemplo a.3 de la siguiente seccién).
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7.2. Caso superlineal

En el caso superlineal obtuvimos nuestros resultados (Teorema 5.3) su-
poniendo que
F1. Existen constantes cy, ¢, q1, q2,t1 > 0 tales que

ct™ > f(t) para 0 < t < ty;

cot® < f(t) para t > 0.

y que la funcion ¢ satisface los siguientes limites
— {n $42

jm ooy =0y Im s

Mientras que en nuestro trabajo [[KM18a] supusimos que existen homeomor-
fismos crecientes 1y : [0,1] — [0,91(8)] y 12 : [t,00) — [t, 00) tales que

= 00. (7.4)

o(tx) > 1 (t)o(x) para todo t € [0,t],z > 0; (7.5)
o(tx) < 1ho(t)p(z) para todo t € [t,00),2 > 0, (7.6)

y en vez de los limites de (7.4) que relacionan F1 con ¢, necesitamos que se
satisfagan los siguientes limites
fim =0 y lim — (7.7)
im =0 y lim = 00 :

=0+ 1 (1) o0 Ya(t)

Como mencionamos en la Observacion 5.6, las hipétesis (7.5), (7.6) y (7.7)
implican (7.4). Ademads, tenemos las siguientes relaciones de 3, con nuestras
hipétesis:

» [, < 00 es equivalente a que existan dos homeomorfismos crecientes

2 [0,8] = [0,41()] ¥ ¥ [f,00) = [f,00) que cumplen (7.5) y
(7.6) respectivamente. Mas ain, dichos homeomorfismos son funciones
potencia (Ver la Observacién 7.6 (ii) junto al Corolario 7.8).

» 5, < oo implica (7.4) (Ver Teorema 7.13).

Para finalizar esta seccion incluimos algunos ejemplos.
Supondremos x > 0 y extenderemos por imparidad.

a. Sea n: [0,00) — [0.00) una funcién continua y no creciente. Si ¢(x) =
2Pn(x) con 0 < p < oo. Se tiene que S, < p < oo (Por la observacién 7.6
(iv)). Luego, por lo mencionado arriba ¢ satisface nuestras hipdtesis.

Dentro de este tipo de ejemplos podemos destacar los siguientes:
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a.l ¢(x) = xP* 4+ P2 con p; > py > 0, pues ¢(x)/xP* es no creciente.

a.2 ¢(z) = lji% con p; > py > 0, pues ¢(x)/2P* es no creciente.

a.3 Sea ¢(z) = (In(z + 1))? con p > 0. Se tiene que (In(z + 1))?/aP
es no creciente. Veamos que, efectivamente, (In(z + 1))?/2” es no
creciente. Como elevar a la potencia p es un homeomorfismo, basta
ver que g(z) = In(z + 1)/x es no creciente. Para esto veremos que
su derivada es no positiva. Como

2 —In(x +1)

/ x4+l
g (.73) - I‘2 )

basta ver que z—(z+1) In(z+1) < 0. Notemos que 1 < 1+In(z+1)
para todo x > 0. Integrando es z < (z + 1) In(z + 1), de lo cual
se deduce que ¢'(z) < 0. Ademads, esta funcién ¢ no satisface las
hipétesis (@) y (') de la introduccion de este Capitulo ya que
ay = 0. En efecto, como

tq

tllgg; h’l(t——}—]_) = OO para todo q > O,

el Teorema 7.12 (iv) nos dice que oy = 0.

Por otro lado, como In(z 4+ 1)/x es no creciente, B, < 1y al ser

t4

lim —— = oo para todo ¢ < 1,
t—0+ In(t + 1) P 1

por el Teorema 7.12, se sigue que 3, = 1. Luego, esta funcién ¢
muestra que no son ciertas las reciprocas de los items (i) y (ii) del
Teorema 7.13.

a.4 Sea ¢(x) := arcsinh(z), entonces, ¢(z)/x es decreciente.

a.b Sea ¢(x) =z (|Inz|+ 1) y ¢(z) := 2 —In(x + 1). En ambos casos
¢(x)/x* son decrecientes.

a.6 Sea § : [0,00) — [0,00) una funcién continua y céncava. Para
cualquier p > 0 se tiene que ¢(x) := xPF(x) satisface las hipétesis
ya que B(z)/x es no creciente.

7.3. Caso sublineal

Como hemos mencionado en las Observaciones 4.4 y 5.9 de los Capitulos
4y 5, el mejor resultado obtenido para el caso sublineal cuando m > 0 es el
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Teorema 4.1. En este Teorema pedimos las siguientes hipdtesis (Notar que
estan adaptadas al caso n = 0):
H1. Existe c1,t1 > 0y 0 < ¢ tal que

f(t) > e1t™ para todo t € [0, t4].

H3. Existe ¢, qo > 0 tal que

2
t) < cot® todo t > 0, li =0
ft) < e para todo v m e
° C
— t
f es no decreciente 'y lim M =0, paratodo C > 0.
Ademas, para ver que A = 0 se suponia que
lim #1/6(t) > 0,
t—0+
dondep>1yqg <p—1.
Por otro lado, en el Capitulo 5 pedimos que se satisfagan:
F2. Existen ¢y, co,t1,q1 y ¢ > 0 tales que
ta
it < f(t) para todo 0 <t <t;, y lim — = o0 (7.8)
t—0+ (b(t)
. d 1_ 142
t) < cot™? t t>0 im — = 0. 7.9
) < eat® paratodo 1> 0,y Fim <o (7.9)

Mientras que en [KM18b] las hipétesis para ¢ eran las siguientes:
J1. Existen t; > 0 y un homeomorfismo ¢ definido en [0, #;] tal que ¢ es
creciente, ¥(0) =0y

o(tx) < Y(t)p(x) para todo t € [0,¢1],2 > 0. (7.10)

J2. Existe p > 0 tal que

limy o+ oy <00 ademas (7.11)
— ¢ (cal) b—a
Ty 2% oo donde cq = . 12
fmy_, 500 < 00, donde cq 5 (7.12)

JF1. Existen ¢, kq, ko, g > 0 tales que

kit? < f(t) para t € [0,t] y f(t) < kqot? para todo ¢ > 0.
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JF2. Existen t, k1, ko, q1, g2 > 0 tales que
kit™ < f(t) para todo t € [0,%] v f(t) < kogp(t)® para todo ¢ > 0.

Se asumen J1 y JF1 relacionados por medio del siguiente limite

: t1

Mientras que J2 y JF2 pedimos que ¢; € (0,p) y g2 € (0,1). Notar que estas
condiciones implican que

1
lim —— = oo pues ¢ es comparable con ¢,
t—0+ ¢(t)
y
m 1

Tenemos las siguientes relaciones entre las hipdtesis con el indice a.
» J1 es equivalente a pedir ag > 0.

» oy > 0 implica F2 (Ver Teorema 7.13).

» o, > 0 implica el primer limite de H3.

Supongamos x > 0 ya que podemos extender ¢ por imparidad.

(a) Sea ¢ : [0,00) — [0,00) continua y monétona creciente, con ¢ es-
trictamente creciente en (0, zg) para algin zo > 0, en el caso que ¢(0) = 0.
Definimos

o(z) = aPo(x), p>0. (7.14)
Gracias a la Observacion 7.6 (iii) podemos ver que a,, > 0. Luego, ¢ satisface
J1y F2.
Mostramos a continuacion algunos casos particulares interesantes:
(al) Sea
o(x) == 2Pt 4 2P, p1 > py > 0.
Como ¢(x)/zP? es creciente, del primer parrafo en (a) resulta que oy > 0.
(a2) Sea
() =" — 1, p > 0.

Un pequeno célculo muestra que ¢ := ¢(x)/2P es creciente, en efecto, como

_opaPTt (eTat — e 4 1))
— 5

¢'(z)
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basta ver que e’ 2P —e® +1 > 0 lo cual es cierto pues g(z) := e” 2P — e +1
es una funcién creciente para z > 0 cuyo minimo se alcanza en x = 0, y es
g(0) = 0. Luego, oy > 0. Notar ademads que si |2 > 2 entonces no vale (7.12)
y por lo tanto ¢ no cumple J2. Y para cualquier €2, ¢ tampoco satisface la
hipédtesis (®) ni (®') de la introduccién de este Capitulo, ya que 5, = co. En
efecto,
14
tiooetp——l = 0 para todo ¢ > 0,
lo que implica gracias al Teorema 7.12 (ii) que /3, = oo.
(a3) Sea

o(x) =e" —ax—1.

Veamos que p(x) := ¢(z)/z? es creciente,

() = (e —1)x —j;r(ﬂ —r— 1).

Como paratodoy < 0es1 > e¥(1—y) resulta que eV > e¥—1, sumando eV —1
en la desigualdad anterior obtenemos que ey +e¥ — 1 > 2e¥ — 2. Integrando
entre [0,z] es (e” — 1)z > 2(e” — x — 1) y finalmente multiplicando a esta
ultima desigualdad por z obtenemos que ¢'(z) > 0 y por lo tanto ¢ cumple
J1. Observamos que ¢ no satisface la condicion (@) ni (®’) de la introduccién,
ya que podemos ver que 4 = oo.

(ad) Sea

Pt
T

¢(x) :

Como ¢(x)/zP*~P2 es creciente, deducimos que vale J1.
(b) Sea

p1>p2 > 0.

o(x) == z(|Inx| + 1).

Se puede ver que ¢ no puede ser escrita como en (7.14) con p > 0y ¢
mondtona creciente. Veamos sin embargo que ¢ cumple J1. Sea p € (0,1).
Elegimos t; > 0 tal que |Inz| < 1/t?~! — 1 para todo ¢ € [0,t;]. Entonces
para tales t y todo = > 0 se tiene que

o(tr) < tzx(|Int]+|Inz|+ 1) < (7.15)
te[(1/t7P = 1)(|Inz| + 1) + (|Inz| + 1)] = tPé(z),

y vale J1.
(c) Sea
o(z) ==z —In(x +1).
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Es facil ver que ¢ cumple (7.11) con p = 1 y también (7.12), es decir, satisface
J2. A pesar de eso, también vale J1 con ¢t; = 1 y 9(t) = ct para algin ¢ > 0
suficientemente grande. En efecto, para x > 0 fijo sea

_xt—In(at +1)

HO =" o (€0

Como H(0) = 0, si vemos que H'(t) < ¢ para alguna ¢ > 0 que no dependa
de z, obtendriamos que vale J1. Es

/ _; T — * - ol
H(t)_x—ln(x—l—l)( xt+1>_(x—ln(x+1))(a7t+1)‘

Six >1,al ser lim =1y at <zt + 1 resulta que

z—oo ¥ — In(x + 1)

%t x
G-t )@+ 1) = 7T+ 1)

<

I

donde ¢; > 0 es una constante que no depende de .

Por otro lado, si 0 < x < 1 la funcién g(z) := #;1) esté acotada y al
ser t € [0,1] h(t) := L5 también, entonces al ser H'(t) = g(x)h(t) resulta

que existe ¢ > 0 constante que no depende de x tal que H'(t) < ¢o. Luego,
tomando ¢ > méx{cy, o} obtenemos que H'(t) < ¢, como querfamos probar.
(d) Sea
o(z) == (In(x + 1))?, p>0.

Es obvio que ¢ cumple (7.11) y (7.12) y por lo tanto ¢ cumple J2. Notamos
ademads que es facil ver que ¢ no cumple J1 (y por lo tanto tampoco cumple
las hipétesis (®) o (®’) de la introduccién del Capitulo) ya que
1
lim — = oo para todo ¢ > 0

2% G0

y luego ay = 0 (por el Teorema 7.12 (iv)). Por dltimo, notamos que esta
funciéon ¢ no cumple el primer limite de H3 ni el segundo limite de F2.
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