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Resumen

En esta tesis doctoral consideramos algebras de Hopf naturalmente asociadas al plano de
Jordan, al stiper plano de Jordan y a sus versiones restringidas en caracteristica impar, esto es
los dobles de Drinfeld de sus bosonizaciones. Las describimos de varias maneras y calculamos
sus modulos simples.

El plano de Jordan es un algebra cuadratica bien conocida en geometria no conmutativa
y en la teoria de grupos cudnticos. Cibils, Lauda y Witherspoon en 2009 observaron que es
un algebra de Nichols en caracteristica 0, y calcularon el dlgebra de Nichols correspondiente
en caracteristica positiva, que resulta de dimensién finita y al cual llamaremos plano de
Jordan restringido. El super plano de Jordan, introducida por Andruskiewitsch, Angiono
y Heckenberger en 2016, es un algebra con dos generadores, una relacién cuadréitica y una
cuibica; en caracteristica 0 es un algebra de Nichols. En 2019 los mismos autores calcularon
el algebra de Nichols correspondiente en caracteristica positiva, ain de dimensién finita, al
cual llamaremos super plano de Jordan restringido. Estas dos algebras son importantes en el
programa de clasificacién de dlgebras de Nichols de dimensiéon de Gelfand-Kirillov finita.

En el capitulo dos consideramos en primer lugar el plano de Jordan restringido, su
bosonizacién H; por un grupo ciclico y el correspondiente doble de Drinfeld D(H ) al cual
presentamos por generadores y relaciones. Se sigue de esta presentacién que D(Hj) es una
extension abeliana (como dlgebra de Hopf) del algebra envolvente restringida u(sly) por un
algebra de Hopf local. Esto nos permite concluir que los médulos simples sobre D(H ;) son
los mismos que los de u(sly). Luego construimos un cubrimiento D de D(Hj) de dimensién
infinita y probamos que es una extensién abeliana del algebra envolvente U(sly) por el &l-
gebra de funciones regulares en un grupo algebraico soluble. Asi, obtenemos un diagrama
conmutativo de nueve algebras de Hopf con tres filas exactas y tres columnas exactas cuyas
flechas verticales son (una especie de) morfismos de Frobenius cudnticos.

En el capitulo tres obtenemos resultados andlogos a partir del stper plano de Jordan
restringido, pero relacionados con la categoria de siper espacios vectoriales. En efecto el
doble de Drinfeld E asi construido resulta una bosonizacién de una stper algebra de Hopf &;
esto es E ~ E#kCy. Ademads & resulta una extension siper abeliana del algebra envolvente
restringida de la super algebra de Lie osp(1]2) por una stper algebra de Hopf local, nos
permite concluir que los médulos simples sobre £ son los mismos que los de u(osp(1]2)).
Luego construimos un cubrimiento € de & de dimensién infinita, que es una extensién siper
abeliana del dlgebra envolvente U (osp(1]2)) por el dlgebra de funciones regulares en un stper
grupo algebraico soluble. Asi, obtenemos un diagrama conmutativo de nueve super algebras
de Hopf.
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Introduccion

En fisica tedrica el estudio de las simetrias de sistemas fisicos resulta fundamental debido
al teorema demostrado por Emy Noether [N] que las conecta con cantidades conservadas.
Resulta de interés estudiar algebras cuya teoria de representaciones pueda ser usada para
modelar simetrias fisicas. Estas categorias deben cumplir:

o Dadas las simetrias de dos sistemas A y B, debe ser posible construir la simetria del
sistema conjunto A ® B. Es decir, debe ser posible realizar un producto tensorial.

e Dada la simetria de un sistema A debe ser posible describir la simetria del sistema
correspondiente a tomar antiparticulas. Es decir debe haber una nocién de dual de una
representacion.

Estas dos propiedades llevan naturalmente a la definicién de categoria tensorial. Las cate-
gorias de representaciones de algebras de Hopf son de este tipo. Por lo que la construccion
de nuevas algebras de Hopf con buenas teorias de representaciones da lugar a posibles nuevas
teorias fisicas.

Los grupos cudnticos de Drinfeld y Jimbo [D], y sus versiones finitas introducidas por
Lusztig [L1, [L2] son de los primeros ejemplos de dlgebras de Hopf que no son conmutativas
ni coconmutativas. Resultan ser deformaciones por un parametro g de algebras envolventes
de éalgebras de Lie semisimples. Desde el punto de vista puramente matematico resulta re-
marcable que cuando g es una raiz de la unidad, la teoria de representaciones de estos grupos
cuanticos en caracteristica cero se asemeja a las de grupos algebraicos en caracteristica pos-
itiva [L2]. Parte de esta analogia surge del hecho que los grupos cudnticos cuentan con un
morfismo de Frobenius. Es por esta observacién que surge la idea de definir nuevas dlgebras
de Hopf en caracteristica cero mirando lo que ocurre en caracteristica positiva.

Los ejemplos anteriores también pueden ser construidos a partir de dobles de Drinfeld
de bosonizaciones de un algebra de Nichols. En ese sentido estudiar dobles de Drinfeld de
bosonizaciones de algebras de Nichols es una generalizacién del estudio de grupos cudnticos.
El objetivo principal es entonces la construccién de nuevas categorias tensoriales y de fusién
a partir de las algebras de Nichols definidas en los tultimos afios. Los antecedentes mas
importantes son los siguientes:

o En [AAHI] se clasifico una familia de espacios vectoriales trenzados cuya algebra de
Nichols tiene dimensién de Gelfand-Kirillov finita. La clasificacién esta codificada en
grafos al estilo diagramas generalizados de Cartan pero con bloques y puntos.

o En [AAH3] se mostré que en caracteristica positiva andlogos de las dlgebras anteriores
tienen cocientes de dimensién finita dando lugar a nuevos ejemplos de dlgebras de Hopf
punteadas.

De las algebras de Nichols mas sencillas en los trabajos anteriores se encuentran el plano
de Jordan, stper Jordan y sus versiones restringidas de dimensién finita. En este trabajo
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construimos los dobles D asociados a estas algebras. Concretamente son los dobles de Drinfeld
de las bosonizaciones de las mismas.

Detallamos a continuacién de forma resumida la estrategia que seguimos para obtener
estas nuevas algebras. En caracteristica cero, cada uno de los espacios vectoriales trenzados
V de la clasificacién en [AAHI] da lugar a un dlgebra de Nichols de dimensiéon de Gelfand-
Kirillov finita %. En cambio en caracteristica positiva las algebras P resultan ser algebras
de pre-Nichols y tienen un cociente de dimensién finita 2 — 2 descripto en [AAH3]. SiV
admite una realizacién como moédulo de Yetter Drinfeld sobre un grupo infinito @, buscamos
ahora una realizacion como moédulo de Yetter Drinfeld sobre un grupo finito G' en un cuerpo de
caracteristica p de forma que kG — kG. Construimos entonces algebras de Hopf de dimensién
finita de la forma A = Z#kG y calculamos su doble de Drinfeld D(A).

Luego buscamos construir un cubrimiento de dimensién de Gelfand-Kirillov finita D —
D(A) cuya definicién tenga sentido en caracteristica cero. Lo realizamos de la siguiente
manera;:

(i) Realizamos el espacio vectorial trenzado dual V* como médulo de Yetter Drinfeld sobre
un algebra coconmutativa U contenida en el dual de Sweedler de kG.

(ii) Calculamos el algebra de Nichols %% del espacio trenzado dual V* en caracteristica
cero. Estéd serd un algebra de pre-Nichols en caracteristica positiva.

(iii) Construimos un par torcido entre las dlgebras H = @/#]ké vy K= @d#U inspirado en
el par que existe entre las algebras H y H* en caracteristica positiva.

(iv) Usamos ese par torcido para obtener D como una deformacién por un 2-cociclo de H®QK
al igual que en [DT]J.

(v) Verificar que el dlgebra de Hopf D se proyecta en D(A) en caracteristica positiva y que
su definicién estd disponible en caracteristica cero.

Luego procederemos a estudiar los médulos simples y familias de indescomponibles de los
dobles. Por construccion ellas admitiran una descomposicion triangular

D~2Z® kGoU) %A,

por lo que la teoria de modulos de Verma descripta en [V] estd disponible. Estos dobles
ademaés resultan se extensiones de algebras envolventes de algebras o superalgebras de Lie.
Conectando asi estos nuevos objetos con teoria clasica.

En el caso del plano de Jordan también estudiamos y clasificamos parcialmente sus alge-
bras de pre-Nichols en caracteristica positiva.



1 | Preliminares

En este primer capitulo establecemos algunas definiciones y resultados basicos del &area.
Aprovechando ademés para introducir notacién cuando sea necesario para el resto del trabajo.

1.1 | Notacién y convenciones

Si £ < n € Ny, entonces denotamos por Iy, = {£, 0+ 1,...,n}, L, =1 ,.

Denotaremos siempre por k un cuerpo algebraicamente cerrado y por F, el cuerpo de p
elementos donde p es un ntmero primo. La caracteristica de k se especificard explicitamente
segun el contexto.

El grupo ciclico de orden n es denotado por C), y el grupo ciclico infinito por I'. Siempre
los escribimos con notacién multiplicativa. El centro de un grupo G es denotado por Z(G);
de forma andloga el centro de un algebra.

Sea A un dlgebra. El conjunto de clases de isomorfismo de los médulos simples de dimen-
sion finita de A es denotado por Irrep A. No hacemos distincion entre la clase de un elemento
en Irrep A y uno de sus representantes. Un elemento x € A es normal si Ax = xzA. Si B es
una subélgebra de A, entonces Ind4 denota el functor de induccién M — A ®p M.

El dlgebra de funciones regulares de un supergrupo (afin) G la denotamos por O(G). Esta
es por definicién una superdlgebra de Hopf conmutativa finitamente generada. Ver [M] para
las definiciones. Un caso particular es el de los grupos algebréicos afines que usamos la misma
notaciéon. Como es usual, G, es el grupo algebraico aditivo (k, +) y Gy, es el grupo algebraico
multiplicativo (k*, ).

Sea V = k{Xji,..., Xy} un espacio vectorial de dimensién m € N. Denotamos por
A(V) = A(X1,...,X) el dlgebra exterior de V.

1.2 | Algebras de Hopf

En esta seccién damos brevemente la definicion de algebra de Hopf y fijamos notacion. Buenas
referencias para el tema son [R] y [Ma.

Definicién 1.2.1. Una k-dlgebra asociativa con unidad A es un terna (A, m,u) donde A es
un k-espacio vectorial, m: A A — Ay u: k — A son transformaciones k-lineales llamadas
multiplicacion y unidad. Estas son tales que los siguientes diagramas conmutan

mEid

ARARA AR A AR A
=N
id @m m ko A m ARk

ARQA — A, "
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El diagrama de la izquierda recibe el nombre de asociatividad, mientras que el de la derecha
es el axioma de unidad. Dados z,y € A, escribimos zy = m(z ® y) para la multiplicacién. Y
el elemento 14 := u(1) se llama también unidad del dlgebra.

En particular una k-algebra es un anillo. Por lo que tenemos la definiciones de ideal y
cociente usuales. Ademés dados x1,...,x, elementos de un &lgebra, el subdlgebra generada
la denotamos por k(z1,...,x,), mientras que (x1,...,z,) denota el ideal generado por esos
elementos. El producto tensorial A® B de dos algebras (A,ma,ua) y (B, mp,up) es también
un algebra con magp = (ma®@mp)o(idoroid) y uagp = ua®@up. Aquit: AQB — BRA
es el intercambio de los dos tensores, es decir, 7(a ® b) = b ® a para todo a € A, b € B.

Dualmente tenemos la definicién de coalgebra.

Definicién 1.2.2. Una k-codlgebra coasociativa con counidad C' es un terna (C, A, €) donde
C es un k-espacio vectorial, A: C — C ® C y ¢: C — k son transformaciones k-lineales
llamadas comultiplicacion y counidad. Estas son tales que los siguientes diagramas conmutan

A

CeoC /C’\ (1.2.1)
A Agid k®C A C®k
C®C——r>C®CaC, Cac

El diagrama de la izquierda recibe el nombre de coasociatividad, mientras que el de la derecha
es el axioma de counidad.

Las definiciones de morfismos de algebra y coalgebra son las naturales que uno esperaria,
y no las escribiremos explicitamente aqui.

Aprovechamos para introducir la notacion de Sweedler para codlgebras. Si C' es una
coalgebra y x € C, denotamos al elemento A(z) = 37, 7; ® y; € C ® C por A(z) = (1) ® (9
. Es decir, omitimos el signo de sumatoria y tratamos el tensor como si fuera simple. Por
el axioma de coasociatividad denotamos por (1) ® z(2) ® 7(3) al elemento A o (id®@A)(z) o
Ao (A®id)(x). El axioma de counidad puede ser escrito de la siguiente forma en la notacién
de Sweedler

e(z))re) = v)E(re) = =, Va € C.
Esta notacion se extiende a comédulos, cuya definicién damos a continuacion.

Definicién 1.2.3. Sea C una codlgebra sobre k. Un C-comédulo a izquierda es un par (M, d),
donde M es un espacio vectorial sobre k y 6: M — C ® M es una transformacion lineal tal
que los siguientes diagramas conmutan

CoCoM<"%  ceM CoM
sid 0 e®id )
CoM : M, M ®k _ M.

Dado = € C' Denotamos ademds el elemento §(z) € C ® M por x(_1) ® z(g)-
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Damos ahora la definicion de bidlgebra y algebra de Hopf.
Definicién 1.2.4. Una bidlgebra A es una 6-upla (A, m,u, A ¢€) tal que:

(i) (A, m,u) es una k-algebra asociativa con unidad.
(ii) (A, A, e) es una k-codlgebra coasociativa con counidad.

(iii) A y e son morfismos de dlgebras.
Si ademas existe S: A — A transformacién k-lineal tal que
S(z))z@) = 21)S(7(2) = ()14, Ve € A,
entonces la bidlgebra A es una dlgebra de Hopf. El morfismo S recibe el nombre de antipoda.
Ejemplo 1.2.5. (i) Sea G un grupo. Entonces el dlgebra de grupo kG es un élgebra de
Hopf con A(g) = g®g,e(g) =1y S(g) = g~ para todo g € G.
(ii) Sea g un algebra de Lie. El algebra universal envolvente U(g) es un algebra de Hopf
conA(z) =z®1+1®x, e(xr) =0y S(r) = —z para todo = € g.

Considerando los ejemplos anteriores, definimos los siguientes elementos destacados en un
algebra de Hopf A.

(i) Los elementos g € A tales que A(g) = g ® g se dicen de tipo grupo. El conjunto de los
elementos tipo grupo de A se denota por G(A).

(ii) Los elementos = € A tales que A(x) =z ® 1+ 1 ® x se dicen primitivos. El conjunto
de los elementos primitivos de A se denota por P(A).

(iii) Si g,h son elementos tipo grupo, los elementos x € A tales que A(x) = g®z+ 2R h se
dicen (g, h)- primitivos. El conjunto de los elementos (g, h)-primitivos de A se denota

por Py (A).
La siguiente familia de algebras de Hopf serd importante también en el trabajo.

Definicion 1.2.6. Si A es un algebra de Hopf, esta se dice cuasi triangular si existe un
elemento invertible R € A ® A tal que

(i) RA(z)R™! = 2) ® 21y para todo z € A;
(i) (A ®id)(R) = Ri3Ras;
(i) (id®A)(R) = RisRiz;

donde Ri2 = ¢12(R), Ri13 = ¢13(R) y Raz = ¢23(R). Los morfismos de dlgebras ¢12: A ®
A—ARARA, p13: ARA —ARARA, ¢o3: ARA — AR AR® A estdn determinados
por

t2(z@y) =12y 1, t13(zRy)=r2 1y, Pa(zRy)=10r1y.
El elemento R recibe el nombre de R-matriz.

Recordamos también la definicién de sucesion exacta corta de dlgebras de Hopf. Ver por
ejemplo [ADI [Schl H].

Definicion 1.2.7. Una sucesion de morfismos de dlgebras de Hopf
A0 B

es exacta si las siguientes condiciones son validas:
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(i) ¢ is inyectiva. (iii) kerm = Cu(A)™.
(ii) = is suryectiva. (iv) t(A) = C°™.

Observacién 1.2.8. Si A < C es fielmente plana y t(A) es estable por la accién adjunta a

izquierda de C entonces y |(ii1)| implican ver [AD] 1.2.5, 1.2.14], [Sch].

1.3 | Nociones de Categorias tensoriales trenzadas

En esta seccién introducimos un poco el lenguaje de categorias tensoriales y categorias ten-
soriales trenzadas. Damos la conexion con las algebras de Hopf e introducimos la importante
categoria de médulos de Yettern-Drinfeld sobre un algebra de Hopf. El material de esta
seccién estd principalmente basado en [EGNO]. Asumiremos familiaridad del lector por el
lenguaje general de la teoria de Categorias, es decir con la nocién de functor, objeto, morfismo,
transformacion natural y propiedad universal.

1.3.1 | Categorias Aditivas, k-lineales y Abelianas

Primero damos la definiciéon de categoria aditiva, k-lineal y abeliana, pués nos sera util para
definir cateogia tensorial mas adelante.

Definicion 1.3.1. Una categoria aditiva es una categoria C tal que:

(i) El conjunto de homomorfismos Home(X,Y) tienen estructura de grupo abeliano de
modo tal que la composicién o: Home (Y, Z) x Home (X, Z) — Home (X, Y') es bilineal.

(ii) Existe un objeto en C que es inicial y final, que llamaremos objeto nulo, y lo denotamos
por 0.

(iii) Existe un bifuntor ®: C xC — C, (X,Y) — X @Y y morfismos

tx: X — X @Y, ty: Y — XY,
px: XPY — X, py: XY —
que satisfacen pxix =idx, pyiy =idy, ixpx +iypy =idxgey.

La categoria C se dice k-lineal si es aditiva pero en los espacios de homomorfismos
tienen la estructura de k-espacios vectoriales.

Un funtor F': C — D entre categorias k-lineales se dice aditivo (resp.k-lineal) si los mapas
Hom¢ (X,Y) — Homp(F(X), F(Y)), XY €C,
son morfismos de grupos abelianos (resp.transformaciones k-lineales).

Definiciéon 1.3.2. Una categoria abeliana es una categoria aditiva C en donde para todo
morfismo ¢: X — Y hay una secuencia

K-—tox_i.7 J. y_ ¢ ¢

con las siguientes propiedades:
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() joi=o.
(ii) El par (K, k) es un ntcleo de ¢ y (C,¢) un conticleo de ¢.
(iii) El par (I,4) es un contcleo de k y (I, j) es un nicleo para c.

Observacion 1.3.3. Hay un faméso teorema de Freyd y Mitchell que dice que la definicion
anterior de categoria abeliana puede reemplazarse con ser una categoria equivalente a una
subcategoria plena de médulos a izquierda sobre una k-algebra asociativa con unidad. Por lo
que uno puede pensar que estd trabajando con una categoria de médulos al trabajar con una
categoria abeliana.

Definicion 1.3.4. Sea C una categoria abeliana k-lineal. Se dice que un objeto X tiene
longitud finita si existe una filtracion

0=XoCXjC---CXp1CX, =X,

tal que X;/X;_1 es simple para todo i, es decir, no posee otros subobjetos que no sea si mismo
o el objeto trivial. Una filtracién como esta recibe el nombre de Serie de Jordan-Hélder de
X.

Definicion 1.3.5. Una categoria abeliana k-lineal C se dice localmente finita si cumple:
« los espacios vectoriales de morfismos Hom¢ tienen dimensién finita, y
e todos los objetos de C tienen longitud finita.

Se dice que C es finita si ademads:
e todo objeto simple de C admite una cubierta proyectiva, y

o hay finitas clases de isomorfismo de objetos simples.

1.3.2 | Categorias monoidales

Ahora introducimos la categorificacién de la nocién de monoide y la nocién de duales. Este
es un ingrediente clave para la definicion de categoria tensorial mas adelante.

Definicién 1.3.6. Una categoria monoidal es una coleccién (C, ®,a,1,l,r) donde
e C es una categoria y 1 es un objeto en C;
e ®:C xC — C es un bifuntor, llamado producto tensorial;

caxyz X®Y)®Z - XY ®Z), rx : X®1 - X, ylx :1®X — X son
isomorfismos naturales en X,Y, Z € C,

tales que los siguientes diagramas conmutan:

(XoY)2Z) oW Xevaw (X@Y)e (ZoW)
aX,Y,Z®idW\L laX,Y,Z®W
(Xo (Y e2)oW X o (Y ©(Z0W)

Xo(Ye2zZ)eW),
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ax,1,y

(X®1)eY X®(1Y)
rm mf
X®Y.

A continuacion introducimos la nociéon de functor monoidal.

Definicién 1.3.7. Sean (C,®,a,1,l,7)y (C',®',d’,1’,I',7") categorias monoidales. Un funtor
monoidal de C a C' es una terna (F, F°, F'?) donde:

e F':C — (' es un funtor;
e FU: 1’ — F(1) es un isomorfismo; y
e F?: @ o(F x F) = F o® es un isomorfismo natural,

tales que los siguientes diagramas conmutan:

a’
F(X),F(Y),F(2)
_—

(F(X)®' F(Y))®' F(Z) F(X)®' (F(Y)® F(Z))

F% y®'idp(z) idp(x) @' Fy 4
F(X®Y)® F(Z) F(X)®' F(Y ® Z)

Ff(wl lF;W
F(X®Y)® Z) floxyz) FX®(Y®Z)),
1'® F(X) Gt F(X) F(X)®' 1 TR | F(X)
F0®idF(X)\L lF(zx)—l idp(x) ®ul lF(rX)_l
F(1) & F(X)F%)’—X>F(1®X), F(X) ®’F(1)F’QL,F(X®1).

Una equivalencia de categorias monoidales es un funtor monoidal (F, FO, F'?) tal que F es
una equivalencia de categorias.

Ahora necesitamos definir y describir la nocién de duales en una categoria monoidal. Sea
C una categoria monoidal fija. En lo que sigue asumimos que los isomorfismos de la unidad
son la identidad para simplificar notacién. Sea X un objeto en C.

Definicién 1.3.8. Un dual a izquierda de X es una terna (X*,evy,coevy) donde X* es un
objeto en C, evx: X*® X — 1y coevy: 1 — X ® X* son morfismos en C tales que las
composiciones

coevy ®idx ax x* X idx ®evx

Xol1gX 220 (XeX) X — 2 > X (X' ®X) ——X > X®l~X,

—1
idx* ® coevx Axx x,x*

X~ X9l —— X g (X @ X*)

evyxs ®idxx

(X*@X)® X* X2 1@ X* ~ X*.

son las identidades de X y X* respectivamente.
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De forma similar, un dual a derecha de X es una terna (*X,ev’y,coev’y) donde *X es
un objeto en C, evly: X @ *X — 1y coevly: 1 — *X ® X son morfismos en C tales que las
composiciones

idx ® coev’y Ax *x,X evly ®idx

X X9l ———— 5 X X®X) — > (X' X)X ——— >10 X ~ X,

coev’y ®idxx ax x X *Xx id« x @evly

X 21IRX ——— (X eX)e*X XX RX) —— "X ®1~"X.

En general si hay un morfismo f: X — Y entre dos objetos con duales a izquierda,
entonces se puede definir f*: Y* — X* el morfismo dual por la composicion

ff=(evy ®idx+) o (id®f ®id) o (idy+ ® coevy).
De forma andloga se puede definir * f para duales a derecha.

Definicion 1.3.9. Una categoria monoidal se dice rigida si todo objeto posee duales a derecha
e izquierda.

1.3.3 | Categorias tensoriales y tensoriales trenzadas

Finalmente damos la definicién de categoria tensorial a continuacién.

Definiciéon 1.3.10. Una categoria C se dice multitensorial si

es abeliana k-lineal;
¢ es localmente finital;
e es monoidal rigida;

el bifunctor x: C x C — C es bilineal en morfismos.

Si ademas end¢(1) ~ k entonces C es una categoria tensorial.

El siguiente ejemplo es la principal razén por la que el marco de las categorias tensoriales
es util para estudiar algebras de Hopf.

Ahora ilustramos estas nociones con una serie de ejemplos que seran de vital importancia
en este trabajo. Habra otros ejemplos importantes mas adelante que tendran su propia seccién.

Ejemplo 1.3.11. El primer ejemplo de categoria tensorial es la categoria Vec de espacios
vectoriales de dimension finita. Al ser estd a categoria de mddulos sobre un cuerpo, es
claramente una categoria abeliana. Se puede ver facilmente que también es k-lineal finita. La
estructura monoidal estd dada por el producto tensorial sobre k usual. Los isomorfismos de
asociatividad y unidad son los candnicos para el producto tensorial y el objeto unidad es el
espacio de dimensién uno que denotamos k. Describimos ahora los duales. Si X es un espacio
de dimensi6n finita, fijamos una base (x;);cr y una base dual (2%);c; de X* = Homy (X, k). El
morfismo evy: X* ® X — k es la evaluacién de funciones, mientras que coev: k - X ® X*
estd determinado por 1+ Y, z; ® 2.
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Observacion 1.3.12. En el caso del ejemplo anterior y para fijar notacion identificamos los
espacios V* @ V* ~ (V ® V)*, donde V es un espacio vectorial de dimensién finita, por

(fofeey = (fa)(f ), L evizyeV. (1.3.1)

Ejemplo 1.3.13. Si A es un algebra de Hopf, entonces la categoria de los A-médulos a
izquierda es tensorial. En efecto dados dos A-médulos X, Y, se define una estructura de
A-médulo en X ® Y mediante la regla:

h-(v@w)=haqy v hg -w, he Hve X, weY.

Los isomorfismos de asociatividad y unidad son los mismos que en Vec, donde la unidad es un
A-médulo via la comultiplicacion: h -1 = e(h). El dual es X* es el mismo que para espacios
vectoriales con estructura de A-moédulo dada por

(h- f)(w) = f(S(h) - v), heA, wveX, feX*
Mientras que los duales a derecha *X® tienen la estructura de médulo dada por
(h- () = f(S'(R) - v), hed, wveX, fe*X®.

Si S? # id, esto da un ejemplo de categoria tensorial donde los duales a izquierda y derecha
no coinciden.

Ejemplo 1.3.14. Dado un grupo finito G, consideremos la categoria vecg de espacios vecto-
riales G-graduados de dimensién finita V' = @4cq V. Los morfismos son las transformaciones
lineales que respetan la graduacion. Esta categoria es abeliana k-lineal localmente finita.
Esta categoria tiene un como producto tensorial el usual de espacios vectoriales més una
graduacion determinada como sigue: si X,Y € vecg entonces X ® Y tiene una G-graduacion:

(XeY), =P X,®Y,1,, gecG.
heG

El espacio vectorial dual X* también es G-graduado, en efecto la componente (X*), son las
funcionales lineales con soporte en X 1. Ademas vecg hereda los isomorfismos de asociativi-
dad y unidad de Vec, y asi es una categoria tensorial.

En las categorias tensoriales en general no ocurre que X ® Y ~ Y ® X a diferencia de
los espacios vectoriales. Resulta de nuestro interés definir y describir la estructura que nos
permite intercambiar el orden de los tensores. Esto nos lleva naturalmente a la nocién central
de la seccion.

Definicion 1.3.15. Una categoria monoidal trenzada es una categoria monoidal C provista
de un isomorfismo natural cxy: X ® Y =Y ® X, X, Y € C, tal que:

XoY)®Z—" XY eZ) —"  veoz)eX

cx,y®idz l lay,z,x
id

YoX)oZ—"Y  yeo(Xez) -2 yve(ZeX),
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-1

a
XY ®Z) —2 (XeY)9Z—2"2 . 79(X®Y)
idx ®Cy,zi \LGZ,{){,Y
a)_(,lz,y cx,z®idy
X®(ZeY) (X©Z)®Y (ZeX)®Y.

Una categoria tensorial trenzada es una categoria tensorial cuya estructura monoidal subya-
cente es trenzada.

Ejemplo 1.3.16. La categoria de espacios vectoriales es tensorial trenzada. La trenza es el
mapa que intercambia de lugar los tensorandos. Es decir si X e Y son espacios vectoriales,
entonces Txy: X ® Y — Y ® X esta dado por

xy(T®y) =y @, z € X, yey.

Ejemplo 1.3.17. Si A es un algebra de Hopf cuasi triangular con R-matriz R =), a; ® b;,
entonces la categoria de médulos de dimension finita sobre A es tensorial trenzada. Dados X
e Y dos A-mddulos, la trenza cxy: X ® Y — Y ® X esta dada por

cX7y(x®y):Zbi-y®ai-:c, r e X, yevy.
i

La importancia de las categorias tensoriales, es que es posible definir la nocién de algebra,
codlgebra y algebra de Hopf en esas categorias. Damos las definiciones a continuacién, pero
omitiendo los morfismos de asociatividad para mayor sencillez.

Definicién 1.3.18. Sea C una categoria tensorial. Un dlgebra en C es una terna (A, m,u),
donde A es un objetode C,y m: A® A — A, u: 1 — A son morfismos en C, tales que

mEid

AR A® A AR A AR A
| e
id ®@m m 1®A m A®1

A® A _ A, M

Una codlgebra en C es una terna (C,e,A) donde C es un objetode C,ye: C — 1, A: C —
C ® C son morfismos en C llamadas counidad y comultiplicacion respectivamente, tales que
los siguientes diagramas conmutan:

C A C®C /C\
A A®id 1C A C®1
CxC TeA CrC®C, Cod.

Notar que un algebra sobre un cuerpo k es exactamente lo mismo que un algebra en la
categoria trenzada de espacios vectoriales sobre k, donde la trenza es la del Ejemplo [1.3.16
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Observacion 1.3.19. Si C es una categoria monoidal trenzada, la trenza da lugar a una estruc-
tura monoidal en la categoria de algebras en C. En efecto, si (A,ma,us) y (B,mp,up) son
algebras en C, entonces AQB = (A ® B,magpB, uagp) también lo es, donde magp v uagB
estan dadas por

1 ¥ 191U _A9B,y
idg ® ®id
A9Bo A B P Ao A9 B B™E™E A9 B.

Dualmente, el producto tensorial de dos codlgebras es una coalgebra.

Definicion 1.3.20. Un bidlgebra en una categoria monoidal trenzada C es una coleccién
(R,m,u,A,¢), donde R es un objeto de C con estructuras (R, m,u) de dlgebraen Cy (R, A, ¢)
de codlgebra en C que son compatibles en el sentido de que

A: R— R®Rye: R— 1 son morfismos de algebras en C.

Si ademaés existe un morfismo S: R — R tal que conmuta el siguiente diagrama

RoR—2% _ReR

- R
N

RoOR—9% _ReR :

R

entonces R es un dlgebra de Hopf sobre C.

1.4 | Stper espacios vectoriales y stiper algebras

En esta secciéon aplicaremos los conceptos de la seccion anterior a una categoria tensorial
trenzada especifica, la categoria de siper espacios vectoriales. En esta seccion chark # 2.

Definicion 1.4.1. La categoria de los stiper espacios vectoriales sVec consiste en los espacios
vectoriales Co-graduados. Si X' € sVec, entonces X' = Ay @ X y si x € X; entonces escribimos
|z| = i. Los elementos en X se llaman pares y los de &} impares. Denotamos ademéds por
|X| == Xy U A los elementos homogeneos. La subcategoria de los siper espacios vectoriales
de dimensién finita la denotamos por svec.

Este es un caso particular del Ejemplo[I.3:14] y es por ende svec es una categoria tensorial.
Lo que hace interesante a esta categoria particular es que es tensorial trenzada. Dados dos
super espacios vectoriales X', Z, tenemos la trenza cy z: X ® Z — Z® X dada en elementos
homogéneos por

cxz(e®z) = () o, velx, ezl

Utilizando los conceptos de la secciéon anterior podémos definir los conceptos de &dlgebras,
codlgebras y dlgebras de Hopf sobre esta categoria.
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Definicion 1.4.2. Sea A € sVec. Si
e es un algebra sobre sVec, entonces decimos que es una superdlgebra;
e si es una coalgebra sobre sVec, entonces decimos que es una super codlgebra;
e si es un algebra de Hopf sobre sVec, entonces decimos que es una superdlgebra de Hopf.

Ademas si A es una superalgebra, decimos que esta es stuper conmutativa si
ab = (—1)l*lblpq, a,be A

Tenemos también las nociones de super mddulo y super comodulos. Estos son mdédulos y
comédulos donde la accién y la coaccién son morfismos en la categoria de siper espacios
vectoriales.

1.4.1 | Superalgebras de Lie restringidas

En esta seccion damos las definiciones béasicas de superalgebras de Lie y superalgebras de Lie
restringidas.

Definicion 1.4.3. Una superdlgebra de Lie g es un stper espacio vectorial junto con un mapa
bilineal graduado [.,.]: g ® g — g llamado stiper conmutador que satisface

o [z,y] = (—1)‘$||y‘[y,x] para todo x,y € |g|.
o (D)Fa, [y, 20 + (1) W[y, [z, 2] + (=1)FW¥[z, [y, 2]] = 0 para todo z,y, 2 € |g]

Es posible definir el dlgebra envolvente U(g) de una superalgebra de Lie g como el cociente
del algebra tensorial

U(g) =T(9)/(x @y —y@x—[z,y]: z,y € g).

Esta es una superalgebra de Hopf con la comultiplicacién determinada por la condicién de
que los elementos de g son primitivos.

Si la caracteristica del cuerpo es p > 2, tenemos el concepto de siper algebra de Lie
restringida.

Definicion 1.4.4. Un algebra de Lie b es restringida si existe un mapa x — 2Pl llamado
p-operacion tal que

(i) [z, 2] = (ad z)P(2) para todo z € b.
(i) (tz)lP! =tz para todo t € k, x € .

(iii) (z+ y)[p} = gl 4yl 4 Zf;ll si@y) para todo z,y € b, donde s;(x,y) es el coeficiente

3

de T%~! en la expresién formal ad(Tx + y)P~!(z).

Una superélgebra de Lie g = gg @ g1 es restringida si go es un algebra de Lie restringida con
p-operacién z — P! tal que

[x[Ph 2] = (ad z)P(2) for all z € go, 2z € g.
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Nos referimos al [BMPZl, Capitulo 3] para una exposicion detallada. El dlgebra envolvente
restringida de una superalgebra de Lie restringida g estd definida como

u(g) = U(g)/(a —a? : z € go),

donde U(g) es un algebra envolvente. Asumimos por simplicidad que dimg < oo y sea
{z1,..., 2.}, {y1,-..,yr} bases de go y g1 respectivamente. Entonces la superédlgebra de Hopf
u(g) tiene dimensién p"2*; de hecho tiene una base PBW

n Ny, M mg .
{ai -ty ™y g,y € Dopo1,ma, . my € Ig g )

La superalgebra de Lie ortosimpléctica g = osp(1|2)

Para nuestros propositos recordamos su estructura: go ~ sla(k) con generadores de Cartan
{e, fih}; 91 = k{v4,v_} es el médulo natural de sla(k)-, es decir el corchete es

e, 4] =0, [h, ] =y, [f 4] =¥,
e, 9] = vy, [h, o] = =9, [f,9-] =0,
[y, 4] = 2e, [, y-] = —2f, [y, -] = —h.
Asumamos ahora que chark = p. El dlgebra g tiene una p-estructura dada por
elPl — 0, plpl — h, f[P] —0.

Vamos a considerar el dlgebra envolvente U(osp(1]2)) y su versién restringida u(osp(12)).
Ambas son superalgebras de Hopf con bases PBW.

1.5 | Mobdulos y stiiper médulos de Yettern-Drinfeld

En esta subseccion, chark # 2. Vamos a definir dos categorias monoidales trenzadas de suma
importancia para el trabajo, las categorias de médulos y super médulos de Yettern-Drinfeld.
Para més detalles del tema ver [AG] y [AAY]. Sea L un algebra de Hopf y A una superélgebra
de Hopf.

Definicion 1.5.1. La categoria de moédulos de Yetter-Drinfeld sobre L, denotada por in,
consiste en los espacios vectoriales X' tal que:

(i) X es un médulo a izquierda sobre L con accién —.
(ii) X es un comédulo a izquierda sobre L con coaccion .
(iii) Paratodoa e Lya€ X:
d(a—z) = a(l)x(,l)S(a@)) ® a2y — Z(0)-
SiX,Z e %yD, entonces el espacio vectorial X ® Z es un objeto en %yD via
a—(r®z)=aq) = r®ag) — 2,
§(z ®2) = 2_1y2-1) @ (T(0) ® 2(0))> Vo e |X|,z € |Z].
La trenza c: X @ Z2 — Z ® X estd dada por:

c(r® z) = w(_1) = 2 @ T(0). (1.5.1)
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Tenemos de forma andloga la versién siper del concepto.

Definiciéon 1.5.2. La categoria de stiper modulos de Yetter-Drinfeld sobre A, denotada por
ijS , consiste en los stiper espacios vectoriales X tal que:

(i) X es un stper médulo a izquierda sobre A con accién —.
(ii) X es un stiper comddulo a izquierda sobre A con coaccién 0.
(iii) Para todo a € |A| y u € |X|:

§(a — z) = (~1)Penlleaitlew Dt lowleq 2 )S(am) @ ag) = ().

SiX,Z e ﬁyDS , entonces el super espacio vectorial X ® Z es un objeto en ijS via
a— (r®z2) = (—1)‘“<2)H1|a(1) —T®ap) — 2,
Iz ®z) = (—1)|x(0>|‘z(*1>|w(,1)z(,1) ® (T (0) ® 2(0))> Vo e |X]|,z € |Z].
La trenza c: X ® Z2 — Z ® X esta dada por:
c(z®2) = (-1)FolEly )~ 2@ 2. (1.5.2)

Ejemplo 1.5.3. Sea A un &lgebra de Hopf ordinaria. Esta puede ser pensada como una
superalgebra de Hopf completamente par. Entonces ﬁyDS es equivalente a la categoria de
objetos Cs-graduados en ij.

Hay un functor de incrustamiento de categorias tensoriales trenzadas
it 4YDS — YhiCR VD, X —i(X) (1.5.3)
donde i(X) = X como un espacio vectorial, con accién — y coacciéon § dadas por:

a#te® — = (—1)1*kg —~ g,

Yae A,z € |X|,]€ S ]1071.
§(z) = z_y#" Ol @z,

Observacion 1.5.4. La categoria tensorial simétrica svec esta identificada con una subcategoria
tensorial plena de Higi YD. Un objeto M € ]ﬁigj YD esta en sVec si las dos siguientes condiciones

se satisfacen:
0. Para todo a € M tal que € = a =a, 6(a) = 1 ® a (entonces a es par).

1. Para todo a € M tal que ¢ — a = —a, d(a) = € ® a (entonces a es impar).

La bosonizacién y stiper bosonizacién

Sea R un algebra de Hopf en %yl) y R un &lgebra de Hopf en ijS . Es posible obtener
a partir de ellas algebras de Hopf y superalgebras de Hopf ordinarias por procesos llamados
bosonizacién y siper bosonizacion respectivamente. La comultiplicacién en estas algebras de
Hopf trenzadas las escribimos como A(h) = (V) @ h(?) para h en R o R.
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Definicion 1.5.5. El dlgebra de Hopf R#L llamada bosonizacion de R por L es R® L como
espacio vectorial con estructura dada por

(he#ta)(f#b) = ( — f#a@bd,
A(h#a) = ( Y Cnaa) @ (M) o) #ae
e(hdta) = ER( Jer(a), 1= 1p#ly,
S(h#a) = (1#SL(h(-1)a))(Sr(h0))#1).

Definiciéon 1.5.6. La superélgebra de Hopf R 1A es R ® A como un super espacio vectorial
con estructura dada por:

(hha)(fub) = (—~D)le@MVIh(an) = £)happb,
A(hga) = (1N h@))‘“’”“(”'h( 1 (AP C1yay @ (W) o) hag,
e(hfa) = er(h)ea(a), 1i=1g 14,
S(hta) = (=)ol (158 4(h_1)a))(Sr(h)) §1)-

Observacion 1.5.7. Por la Observacion [1.5.4] la superalgebra de Hopf R f.A puede ser vista
como un algebra de Hopf en kCo cYD. Por ende es posible definir un algebra de Hopf mediante
la bosonizacién (RbA)#kCg En ese caso hay un isomorfismo canénico (Rf.A)#kCy ~
(R)#(A#KkC,).

La bosonizacion cumple el mismo rol que el producto semi directo para la teoria de grupos.
En efecto las aplicaciones lineales

w: R#L — L, t: L — R#L,
r#h — e(r)h, h — 14#h

resultan morfismos de dlgebras de Hopf que satisfacen m¢ = idy. Ademas se puede probar
que R={a € R#L: (ide®r)A(a) =a® 1}.

Dadas algebras de Hopf A y L provistas con morfismos de dlgebras de Hopf m: A — L
v ¢: L — A tales que mt = id, la construccién anterior permite recuperar A en términos de
A‘y 7, tal como ocurre en la teoria de grupos. En dicho caso A se reconstruye a partir de
una accién por automorfismos de L en el nicleo de . En nuestro contexto el rol del ntcleo
lo cumple el espacio de coinvariantes

R=Al ={aec L: (ider)Ala) =a®1}.
Este es un objeto en %yD con accién y coacciéon dadas por
h-r=hayrS(hey), (r®id)A: R—- R®L,

respectivamente. Mas atin, R es un algebra de Hopf en %yD con la siguiente estructura:

e R hereda de A la estructura de algebra;

e comultiplicacién Ag(r) = 7(1)7S(r(2)) ® 7(3) y counidad heredada de A;

o antipoda Sg(r) = 7(r1))S(r2))-
Notablemente, se tiene A ~ R# L como algebras de Hopf.
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1.6 | Algebras de Nichols

En esta seccion daramos la definicién de algebra de Nichols de un espacio vectorial trenzado.
Este es un objeto combinatorio y un invariante muy importante en el estudio de las algebras
de Hopf. La contruccién de un algebra de Nichols es similar a la construccién del algebra
simétrica de un espacio vectorial. Empezamos primero con la definiciéon de espacio vectorial
trenzado.

Definicién 1.6.1. Un espacio vectorial trenzado es un par (V,c) donde V es un espacio
vectorial y ¢ € GL(V*?) satisface la ecuacién de trenzas

(c®id)(id®c)(c®id) = (id ®c)(c ® id)(id ®c).

Observacion 1.6.2. Si V es de dimensién finita, entonces el espacio vectorial dual V* es tren-
zado con la trenza transpuesta ¢*— recordemos la identificacion ((1.3.1)):

(c(fofray =(fef dzoy), fflevizyeV. (1.6.1)

Ejemplo 1.6.3. Si V es un moédulo o stper médulo de Yettern-Drinfeld, entonces (V,cpy)
es un espacio vectorial trenzado. Aqui ¢y y es la trenza categoérica correspondiente.

Para entender la importancia de este concepto en la construcciéon de un algebra de Nichols,
recordamos primero las definiciones del grupo de trenzas y su relacién con el grupo simétrico.

Para cada entero n > 2 el grupo simétrico S,, esta presentado por generadores s1, ..., Sp—1
y relaciones

8iS; = Sj5i, si|i—j]>1,
5i5;S; = 5j5iS;, sili—j| =1,
2 _
Si =1.

Obviando el tltimo conjunto de relaciones se obtiene el grupo de trenzas B,. Més precisa-

mente, B,, es el grupo presentado por generadores o1, ...,0,_1 sujetos a las relaciones
0;0j = 004, si ‘Z—j‘ > 1,
03040, = 050403, si ‘Z—j‘ =1.

Por lo tanto hay una proyecciéon natural de grupos B,, — S,,, 0; — s;. Esta proyeccién tiene
una seccién conjuntista distinguida. La siguiente definicién tiene sentido gracias al teorema
de Matsumoto [Mal.

Definicion 1.6.4. La proyeccion B,, — S,, admite una tnica seccién conjuntista f: S,, — B,
tal que f(ab) = f(a)f(b) para todos a,b € S,, con £(ab) = ¢(a) + ¢(b). Esta recibe el nombre
de seccion de Matsumoto y se denota por M, : S, — B,.

Dado (V, ¢) un espacio vectorial trenzado, el grupo de trenzas B, actia en V" por
T id®...®c®...®id, (1.6.2)

donde c esta en el i-ésimo tensorando. Tenemos entonces la siguiente definicion. El algebra
de Nichols Z(V) del espacio vectorial trenzado V estd definida como sigue.
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Definicién 1.6.5. El algebra de Nichols Z(V) del espacio vectorial trenzado V es el co-
ciente del dlgebra tensorial T'(V) por el ideal generado por los elementos en el nicleo de los
simetrizadores cudnticos ,: V¥ — V" Donde

Q, = Z M, (o).

oES)

Donde M es la seccién de Matsumoto y la accién del grupo de trenzas en V& es dada por

. Es decir
BV) = P T(V)/ker(Qy).

n€Ng
Donde tomamos como convencién que g y €21 sean la identidad.

Para maés detalles sobre algebras de Nichols y su definicién, invitamos al lector a leer [A].
Es posible conectar el concepto de algebra de Nichols con el de médulo y siper médulo de
Yettern-Drinfeld a través del concepto de realizacién de un espacio vectorial trenzado.

Definicion 1.6.6. Una realizacion sobre un dlgebra de Hopf L de de un espacio vectorial
trenzado (V, ¢) es una estructura de L-moédulo de Yetter-Drinfeld en V tal que ¢ coincide con
la trenza categorica de fyD.

Analogamente una realizacion sobre una siuper dlgebra de Hopf A es una estructura de
super modulo de Yetter-Drinfeld en V tal que ¢ coincide con la trenza categoérica de :fl‘yDS .

Si V tiene una realizacién en YYD o 4YDS, entonces T(V) y %(V) son élgebras de Hopf
en las categorias correspondientes. La comultiplicacion correspondiente estd determinada por
la condicion de que los elementos de V sean primitivos. En ese caso es posible caracterizar al
algebra de Nichols como el cociente del dlgebra tensorial T'(V) por el ideal generado por los
elementos primitivos de grado mayor o igual a 2. Mediante bosonizacién o stper bosonizacion
es posible obtener algebras de Hopf o stper dlgebras de Hopf a partir de un algebra de Nichols.

Si (V, ¢) admite una realizacién sobre una superalgebra de Hopf, entonces necesariamente
V es Co-graduada y ¢ preserva la graduacion de V ® V; en este caso decimos que (V,c) es
llamado un super espacio vectorial trenzado. Este concepto ya estaba presente en [KS, (53),
p. 1610]. De hecho, hay una correspondencia biyectiva entre los super espacios vectoriales
trenzados y las soluciones de la super ecuacién de Yang-Baxter, ver loc. cit.

1.7 | Doble de Drinfeld

Toda algebra de Hopf es subdlgebra de un algebra de Hopf cuasi triangular. Esto nos lleva al
concepto de doble de Drinfeld de un dlgebra de Hopf que detallamos a continuacién.

Definiciéon 1.7.1. Sea L un &algebra de Hopf de dimensién finita. El doble de Drinfeld de
L, denotado por D(L), es un dlgebra de Hopf cuya estructura de codlgebra es L @ L*°P y la
multiplicacién y antipoda estan definidas como sigue.

Sea hi<t f := h® f en D(L) para todos los f € L*°P = L* y h € L. Entonces

(hoa f)(R pa f') = <f(1)7h/(1)><f(3),S(h/(3))>(hh/(2) > f' fea),
Spry(h>a f) = (1 STHF))(S(h) e),

donde fr =m(f ®r) es la multiplicacién en L* en vez de en L*°P.
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Observacion 1.7.2. Si (h;)ier es una base de L y (h');c; una base dual, entonces el elemento
R = ,crhi > 1®1 k% es una R-matriz para D(L). Es decir el doble es un 4lgebra de
Hopf cuasi triangular. Ademas tenemos una inclusién de algebras de Hopf L < D(L) dada
por h — h 1.

Observacion 1.7.3. [DT] Si L no es de dimensién finita, podemos definir su doble con respecto
a otra algebra de Hopf B usando un par torcido, es decir un mapa lineal 7: L ® B — k tal
que

T(@aa®b) =71(a®@by))T(@®by), T(1®b)=¢(), a,acl,

~ ) _ (1.7.1)
7(a ®@bb) = 7(a() @ b)T(ap) ®b), T(a®1)=¢(a), bbeB.

Sea 0: (L® B)® (L ® B) — k el 2-cociclo asociado a 7, donde L ® B tiene la estructura del
producto tensorial de algebras de Hopf, esto es

o(a®b,a®b) =e(a)e(d)r(@®b), a,a € L,bb € B.

Entonces el doble de L (con respecto a By 7) es el algebra de Hopf L ® B torcida por o, es
decir L B =: (L ® B),-.

1.7.1 | El dual y el doble de una bosonizacién

En este trabajo estamos interesados en calcular dobles de dlgebras de Hopf con ciertas carac-
teristicas. Sea L un algebra de Hopfy V € %yD; asumimos que dim L < oo y dim A(V) < 0.
En esta subseccién describimos explicitamente el dual y el doble de Drinfeld de la bosonizacién
A = B(V)#L. En particular mostramos que A* ~ Z(V*)#L*, donde V* tiene la trenza
transpuesta . Introducimos ahora un poco de notaciéon. Primero, tenemos morfismos

de algebras de Hopf A é L tal que m¢ = id. Ahora fijamos

o una base {vi,...,v,} de V; su base dual la denotamos por {wy,...,w,};
o una base {hi,...,hy} de L; su base dual la denotamos por {fi,..., fm}.

Las categorias tensoriales trenzadas YD ~ L. YD son equivalentes via el functor
F:2yD —Eyp
definido como sigue. Si X € YD, entonces F(X) = X con estructura

m

fAU: <f,S(’U(_1))>’U(0), 6(U) :Zs_l(fi)(@hi;’ua UEX,fEL*7
=0

ver [AG, Prop. 2.2.1]. Sea W = F(V*).

Lema 1.7.4. [G, Lemma 2.6] Como espacio vectorial trenzado, W € %:yD es isomorfo a
(V*,¢*). Luego dim B(W) = dim B(V) < oo.

Prueba. La accion y coaccién de W como moédulo de Yetter-Drinfeld estd dada por:

m n

5(wi) = ZZ(wi, Rt — Uj>f€ ® w,

(=14=1
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F=w' = (f, ) ) (w', (v o)), Viel,, feH".
Luego la trenza es

c(w' @ w!) = ZZ(wi,hé — oy @ wk

kt=1¢=1
n . .
= > (W', (v]_yy) = YW, (V) ())w’ @ w, Vi, j € In.
kit=1
Y esto es exactamente la trenza dual. O

Proposicién 1.7.5. A* ~ B(W)#L*.

¥

Prueba. Transponiendo los mapas m y ¢ de arriba, obtenemos A* = L* con /*7* = id.
7r*

Entonces A* ~ R#L*, donde R = (A*)°"" es un 4lgebra de Hopf trenzada en %:yD. Como

A= D,en, A" es graduada, también lo son A* = @y, (4%)" y R = @,en, R"- Procedemos

en tres pasos:

(i) Encontrar una base de R! € L.YD.

Tenemos que A' ~ V® L, (A*)! ~ V*® L* como espacios vectoriales. Dado w € V*y f € L*
definimos w#f = w ® f € (A*)! por

(wtf, v#th) = (w,v)(f, h), Yo eV, helL.

Entonces {w;#f;: i € I,j € Ly} es una base de (A*)L. Sea w; = wi#e, i € I,. Afirmamos
que {1, ...,W,} es una base de R!. Para probar esto, calculamos

(A(w;), 1#he @ vi#hy) = (Wi, by — vj)e(hg),
<A(@Z)7 'U]#hk: X 1#hg> = E(hkhf)éi,jv

para todo i,j € I,, k,¢ € 1,,. Como A preserva la graduacion, tenemos

A(w;) = Y elheh)widtfe @ fo+ Y > (wi, he = vj)e(h) fr @ wi# f
k=

1 £k=1j=1

Luego w; € R! porque ¢*(w;) = 0 para todo j € I,,. Como los w; son linealmente independi-
entes y dim R! = dim Z(V)! = dim V), la afirmacién se sigue.
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(ii) R* ~W en L YD.

Para calcular la accién y coacciéon de R!' necesitamos la multiplicacién de elementos de la
forma (w#f)f'y f'(w#f) para f, f' € L*, w € V*. Como A ~ L, (A*)° ~ L*, podemos ver
que

(witf) ' v#th) = (Wi f f, v#th),
(' (wit ), v#th) = (fy) = whkfly f.v#h)

para todo v € V, h € L. Entonces
F(wif) = fly = witflo f and (wif) ' = wif f
para w € V*, f, f' € L*. Asi la accién de L* en R' esta dada por

f—=w; = fa)(wi#e)S(f2)) = fa) = wit# f2)S(f(3))
fay = wite(fo))e = f — wite

Z wz,(vj)(0)>@j, iEHn,fEL*.
7=1

La férmula para la coaccién se sigue de la férmula de la comultiplicacién arribas:

d(w;) = (" ®id) o A(w; :ZZ wi, hy — v;) fo @ Wy, 1 €1,.
{=1j=1

Entonces W ~ R! en fin.

(iii) R ~ B(W) ~ B(V*)

Sea R’ la subdlgebra de Hopf trenzada de R generada por R'. Entonces R’ es una &lgebra
de pre-Nichols de R' ~ W. Luego

dim ZW) < dim R’ < dim R = dim Z(V) = dim Z(W);
asi R = R = (W) y el resultado se sigue de aqui. O

Fijamos ahora las siguientes presentaciones para #£(V), Z(W)°P y D(L):

BYV)=k(v,...,vn|r1, ... Ty ),
BW Op:k(wl,...,wn|r’1,...,r;2>, (1.7.2)
D(L) =Kk(81,. ., Smg,S1s--+» s;n1|771, ey Tng),
CON S1,...,8mg ¥ 815+, 5y, generadores de L y (L*)° respectivamente. Entonces tenemos

la siguiente presentacién para D(A).

Proposicién 1.7.6. El dlgebra D(A) estd presentada por generadores vy, . ..,Un, Wi, ..., Wy,
S1y---y8mgs S0s- - Sm, con relaciones (1.7.2) y
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sivg = ((s1)1)> (v5) 1) () ) () 2)>  (57) € Ly X I,

n

wis; = Y (wi, (s5)1) = ve)(s5)@we,  (i,5) € In X Ly,
)

wiv; = (w;,vj)1 Z wi, (V) (1) = ve)(vj) (0)we (1.7.3)

0> (wi, (v7)(—2y = ve) (we, hi — ve) Wy, S(v)(0))) (05) (=1 fs

k=1¢t=1
(1,7) € I, x L.

Luego D(A) admite una descomposicion triangular
D(A) ~ (V) ® D(L) @ B(W)°P. (1.7.4)

Prueba. Sea A un algebra presentada por generadores y relaciones como en el enunciado. Por
definicién de D(A) y las férmulas arriba, existe un morfismo de élgebras A — D(A). Luego
dim A > D(A). Por definicién de A existe un morfismo

Y1 BYV) — A, Yo BOW)P — A, Y3: D(L) — A.
Sea m: A® A — A la multiplicacién. Tenemos entonces un morfismo lineal

1 @2 @3 mo(m®id)

¢: B(V) @ D(L) @ BOW)P L2285, 4o Aw A A (1.7.5)

que es suryectivo por (1.7.3)). Como todo producto de los generadores puede ser reescrito
para obtener una suma de elementos de la forma abc con a € ZA(V), b€ D(L) y c € B(W)°P
tenemos

dim D(A) = dim Z(V) - dim D(L) - dim Z(W)°P > dim A.

Asi D(A) ~ A. Luego (1.7.4)), (1.7.5) nos da el isomorfismo deseado. O
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2.1 | Introduccién

El plano de Jordan es un ejemplo conocido de algebra cuadratica. Estd definida como el
algebra % presentada por dos generadores x, y y relaciéon yxr — zy — %mQ. Es ademés una
piedra angular en el estudio de algebras de Nichols con dimension de Gelfand-Kirillov finita
sobre grupos abelianos [AAHI, [AAH2|. Una de las propiedades destacables del plano de
Jordan es que posee una base PBW similar al anillo de polinomios de dos variables. En efecto
los monomios (z'y’); jen, forman una base para el plano de Jordan.

El grupo ciclico Cp, ~ Z/pZ lo escribimos multiplicativamente con generador g. Ademas
el cuerpo k es de caracteristica p > 2 este capitulo a menos que indiquemos lo contrario.

Sea V; un médulo de Yetter-Drinfeld sobre kC), con base {x,y}, accién — y coaccién &

dadas por
g—z=um, g—y=y+ux, i(z)=g®x, y) =g®y. (2.1.1)
Entonces V; es un espacio vectorial trenzado con trenza

cy,(z®@x)=rQ, cv,(r®y) = (y+2)Qu,
cv,(yr)=1r®Y, ev,(y®y) = (y+7z)®yY.

Por |[CLW| Teorema 3.5], el dlgebra de Nichols #(V;)- que llamaremos el plano de Jordan
restringido— es el cociente de T'(V) por el ideal generado por

P, yP, yﬂc—xy—i-éa:Z.
Es decir, esta algebra es un cociente de dimension finita del plano de Jordan. La familia
(z'y?)o<ij<p—1 es una base de #(V;). Esta tltima es un dlgebra de dimensién p®. Los
levantamientos de #(Vy) fueron calculados en [CLW]| y los médulos simples del mismo en
[ZC]. El plano de Jordan restringido es el punto de inicio a la descripcién de nuevos ejemplos
de algebras de Hopf de dimension finita [AAH3].

Observacion 2.1.1. En caracteristica 0, V; es ademds un mddulo de Yettern-Drinfeld sobre el
grupo ciclico infinito I’ por las mismas férmulas (2.1.1)). En este caso el plano de Jordan %
es el dlgebra de Nichols de V.

En este capitulo definimos y estudiamos varias dlgebras de Hopf relacionadas a Z(Vy).

1. Sea D(Hj) el doble de Drinfeld de la bosonizacion H; = %(V;)#kC,. Presentaremos D(Hj)
por generadores y relaciones. Mostraremos ademéas que encaja en una succesiéon exacta R —
D(H ;) — u(slz(k)) donde R se una dlgebra de Hopf conmutativa local y u(slz(k)) es el dlgebra
envolvente restringida de sla(k). De aqui deduciremos que los médulos simples de D(H y) son

los mismos que los de u(slz(k)). Describirémos explicitamente los mismos como cocientes de
moédulos de Verma. Ver Proposiciones 7?7,y el Teorema [2.2.8

28
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2. El plano de Jordan cubre #(V;). Definimos un élgebra de Hopf D que cubre el doble de
Drinfeld D(H ). La definicién de D tiene sentido en cualquier caracterfstica distinta de 2. D
puede ser pensado como el doble de Drinfeld del plano de Jordan y el mapa D —» D(H}y) como
un morfismo de Frobenius cudntico. En efecto, consideremos los grupos algebraicos

G = (G, x Gy) x Gy, B = ((Gy x Gg) x Gy) X Hs

tomando ciertos productos semidirectos y donde Hg es el grupo de Heisenberg de dimensiion
3. Ver Observacién [2.2.7] - y - Luego hay una sucesion exacta de algebras de Hopf

O(B) — D — D(Hj) que encajan en el diagrama conmutativo

O(G)¢ O(B) O(G?)
|
(%) O(G)C 15 U(sly(K)) (2.1.2)

RC— D(H) — u(sly(k))

donde todas las columnas y las filas son sucesiones exactas. Notar que las secuencias en la
fila del medio (x) también estd disponible en caracteristica 0. Ver Proposiciones [2.3.3] -
v [2 El algebra D es de identidad polinomial y un dominio noetheriano, ver proposicién
2.9.9

3. Clasificamos las algebras de pre-Nichols de dimensién finita intermedias entre el plano de
Jordan y el plano de Jordan restringido. Precisamente, estas dlgebras son isomorfas (como
algebras de Hopf trenzadas) a

G(k,0) = B/ (", a"")

para tunicos k,¢ € N. Ver Teorema No sabemos si cualquier algebra de pre-Nichols de
dimension finita de B(V) es de esta forma. Por ejemplo, esta claro que

k(@,yla®, ¥ (yo—ay+ 3a?P")

es un algebra de pre-Nichols de #Z (V) pero no sabemos si tiene dimensién finita o dimensién
de Gelfand-Kirillov finita. También damos nuevos ejemplos de algeras de Hopf con dimension
de GKdim finita por bosonizacién con with kC),. Ver Corolario

4. Presentamos por generadores y relaciones el dual graduado &£; del plano de Jordan. Ver
Proposiciones El Teorema [2.4.6] implica que cualquier dlgebra de post-Nichols de di-
mension finita de (VJ,C‘_/JI) contiene a £; y es isomorfa (como &dlgebra de Hopf trenzada) a
& (k,0) = G(k,£)* para tnicos k,¢ € N. También damos una presentaciéon por generadores y
relaciones de &(k, ().

2.2 | El doble del plano de Jordan restringido

2.2.1 | El doble

Aqui presentamos el doble de Drinfeld D(H ;) por generadores y relaciones. Este tiene clara-
mente dimensién pS.



30 El plano de Jordan

La bosonizacién del plano de Jordan restringido

Remitiendonos a [CLW| Corolario 3.14], la bosonizacién H; = ZA(V;)#kC) es una élgebra de
Hopf punteada de dimension p3 generada por z, v y g con relaciones

¢ =1, gr==xg9, gy=yg+uzg,
1 2.2.1
=0, =0, yr=ay— 5332. ( )

El coproducto esta determinado por
Alg) =g®g, Az)=z®1+g®u, Aly) =y@1+g®y. (2.2.2)

Necesitaremos las siguientes formulas validas en H:

4
n 14 —2n) (k] &k m
9"y = <k>(—1)k[ 2k] ry kg,
h=0 n,l € Ny, (2.2.3)

¢

Y n] k] 3

yra™ =" <k>(—1)k[ 2]k gt ytk
k=0

donde [t]*] denota el factorial ascendente [t]*¥] := [T*_;(t+i—1) parat € k y k € Np. La
primera férmula aparece por primera vez en [CLW] y la segunda es folklore.

Observacion 2.2.1. El algebra Hj es local. El tnico ideal maximal es I = (z,y,9 — 1).
Luego la unica representacién simple de Hy es la trivial. Ver [ZC| para el estudio de las
representaciones de H; y sus levantamientos.

El doble de Drinfeld

Nuestro objetivo es presentar D(H ); para esto empezamos con D(kC,) = kC, @ k. Nece-
sitamos describir k“» adecuadamente. El anillo de polinomios k[X] es un algebra de Hopf
con X primitivo. Sea (8;)ker, € k% la base dual de (¢%)ker, v

(= kb

keF,
El siguiente resultado es bien conocido; por supuesto es crucial que chark = p.

Lema 2.2.2. El mapa X + ¢ da un isomorfismo de dlgebras de Hopfk[X]/(XP — X) ~ k;
y ((Viely,_, € una base de kS . d

Lema 2.2.3. El dlgebra D(kC),) estd presentada por generadores g,( y relaciones
9" =1 =g, 9¢ = (g (2.2.4)
La estructura de dlgebra de Hopf esta determinada por
Alg) =9g®ag, AQ)=(¢(®1+1xC. (2.2.5)

Prueba. Sea A el lgebra generada por {g,(} con relaciones ([2.2.4). Como ¢ y g € D(kC))
satisfacen (2.2.4]), tenemos un epimorfismo A — D(kC),). Pero A esta linealmente generada

por (f]kgz)geﬂo,p_l, entonces dim A < p? = dim D(kC),). O
keF,
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Ahora describimos Hj. Tenemos morfismos de dlgebras de Hopf H; = kC), tales que
L

L*
mt = id; dualizando obtenemos H} & k¢ con *m* = id. Luego HY} ~ R#kC donde

T*

R = (Hj)cm* ~ B(Wy), ver por ejemplo [Bl 2.3]. Aqui Wy € ibﬂD es ~ VJ.
Lema 2.2.4. H}Op esta presentada por generadores u, v y ( con relaciones

1
P =0, uP =0, vu = uv — —u?,

2 (2.2.6)
vC=Cv+tv, uC=Cutu, =¢
Una base de H}Op es (Ckuivj)i,j,kgo’pfl. La comultiplicacion esta dada por

Alu)=u®1+1®u, AQ)=C(®1+1®C,

(2.2.7)
Av)=v@1+1®v+(Ru.

*Op i ik . :
Prueba. Sea (e;jk)ijel,,_, la base de H;"" dual a (2'y’g"); je1,,_,- Ahora identificamos
keF, keF,
k® con una subdlgebra de Hj, asi ¢ = Zker keoox. Primero afirmamos que los siguientes

elementos son primitivos en R:

U= Z €0,1,k> v= Z €1,0,k-

keF, keF,

En efecto, calculamos en HY:

Aleron) = Y €10 ® €0,0h—i + €00 ® €1,0h—i + 1 €0,0,i ® €0,1,h—i»
i€F,

Aleoan) = Y €01,h—i ® €00, + €00, ® €0,.1,h—i-
i€F,

Luego ([2.2.7)) es vélida por calculo directo. Entonces u,v € R; claramente son primitivos en
R y linealmente independientes. Luego forman una base de W;. Explicitamente su estructura
como moédulo de Yetter-Drinfeld esta dada por

(—u=u, (—=v=u, d(u) =1® u, dv)=1v+(Ru, (2.2.8)
Mientras que la trenza cy, esta determinada por

cw,(u®u) =u®u, cw, (u®v) =v®u,
w, (v @ ) = u® (u-+u), aw, (0@ 0) = 0@ (u+ 1)

Luego tenemos un isomorfismo de espacios vectoriales trenzados (Vy, c‘_/}) — (Wy,ew,) que
manda x — —u, y — v. El dlgebra de Nichols Z (W) tiene las mismas relaciones que Z(Vy) y
es de dimensién finita. Las relaciones se cumplen en HjOP, pero B(V;) no es isomorfa
a B(W ;) como &algebra de Hopf trenzada porque (Vy,cv,) y (Vy, c(/}) no son isomorfos como
espacios vectoriales trenzados.

Ahora, sea A el dlgebra presentada por generadores U = {u,v,(} y relaciones (2.2.6).
Por el argumento de arriba tenemos que A — H}Op, luego dim A > p3. Para que esto sea
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un isomorfismo, es suficiente mostrar que A esta linealmente generada por ({‘u’ Uk>i7j7k€]10,p_1.
Definimos un orden total en U declarando( < u < v. Por las relaciones definitorias, cualquier
producto ab con a,b € U y b < a puede ser escrito como una combinacién lineal de monoémios
c1--rcgeconc; <o <--- < ¢ € U. La afirmacion se sigue de esto junto con las relaciones
uP =0, vP =0, (P = (. Entonces A ~ H ", O

Proposicién 2.2.5. El dglgebra D(Hy) esta presentada por generadoresu,v,(,g,x,y y rela-
ciones ([2.2.1)), (2.2.4)), (2.2.6) y

Cy=yC+y, (r =a( +w, vg = gv + gu,
ug = gu, ve =zv+ (1 —g) +2u, uzx=zu, (2.2.9)

uy =yu+(1—g) vy=yv—g{+yu.

La comultiplicacion y antipoda estan determinadas por (2.2.2), (2.2.5)) y (2.2.7). La siguiente
familia es una base PBW de D(Hj):

{xn y’r‘ gm gkuzvj : ivjv k’,?’L,T € HO,pfla m & Fp}

Prueba. Sea A un élgebra presentada por generadores U = {u,v,(, g,z,y} y las relaciones de
arriba. Estas relaciones valen en D(Hj), entonces A — D(H;), y dim A > pb. Afirmamos
que B = (2" y" g™ Ckuivj)i7j7k7n7reﬂo,p_l genera A. Definimos un orden total en U por z < y <

meF,
g < ¢ < u < wv. Debido a las relaciones, cualquier producto ab con a,b € U y b < a puede ser
escrito como una combinacién lineal de monomios ¢1---¢cs con ¢; < g < --- < ¢y € U. La
afirmacion se sigue de esto junto con las relaciones z? =0, y? =0, v =0, v? =0, ¢? = 1,
(P =(. Luego A~ D(Hy). O
2.2.2 | Una sucesién exacta

Sean {h,e, f} los generadores de Cartan de sla(k).

Proposicién 2.2.6. La subdlgebra R de D(Hj) generada por g, x y u es una subdlgebra de
Hopf normal, local y conmutativa de D(H ) de dimension p® definida por relaciones

g’ =1, P =0, uP = 0. (2.2.10)
Da lugar a una sucesion exacta de dlgebras de Hopf
R“—— D(Hj) —u(sly(k)).

Como R es conmutativa y u(sla(k)) es coconmutativa, D(H ) da lugar a una extensién
abeliana.

Prueba. Por la Proposicion R es una subélgebra de Hopf conmutativa de dimensién
p? y hay un mapa suryectivo del dlgebra conmutativa presentada por las relaciones ([2.2.10))
hacia R. Por argumentos de dimensionalidad, este mapa es un isomorfismo. Por inspeccion
g,  y u son normales, entonces también lo es R. Se sigue que D(H;)R™ es un ideal de
Hopf de D(H) y el cociente D(H;)/D(H;)R™" es isomorfo a u(sly(k)) via ( — h, y — 2ey
v f. O



2. El doble del plano de Jordan restringido 33

Observacion 2.2.7. Sea G = (G4 X G4) X Gy, el producto semidirecto donde G, actia en
Gy X Gg por A.(t1,t2) = (t1, M2), A € kX, t1,ts € k. Luego el dlgebra de funciones regulares
O(G) es isomorfa a k[X7, X2, T*!] y hay una sucesién exacta corta de algebras de Hopf

oG — . 0G)—= R,

con m: O(G) — R dado por T' +— ¢, X1 — u, Xy — z. En otras palabras SpecR es el
nucleo del endomorfismo de Frobenius de G.

Teorema 2.2.8. Hay exactamente p clases de isomorfismo de mdédulos simples de D(Hy)
que tienen dimensiones 1,2,...,p.

Prueba. El ideal bilatero D(H;)R™, generado por x, u 'y g — 1 es nilpotente, entonces esté
contenido en el radical de Jacobson de D(H;) y Irrep D(H;) ~ Trrepu(sly(k)). Luego el
resultado sigue de la conocida clasificacion de este tltimo. O

2.2.3 | Modulos simples

En esta subseccién describimos los médulos simples de D(H j) como cocientes de médulos de
Verma reprobando el teorema |2.2.8
Primero D(H ) = ®&nezD(H )" es Z-graduada por

degx = degy = —1, degu = degv =1, degg = deg( = 0.
Gracias a la base PBW, la multiplicaciéon induce un isomorfismo lineal
B(Vy) @ DkCy) @ BW;) — D(Hy)
llamada descomposicién triangulas de D(H ). Las subdlgebras
B(W;) = DO, B(Vy) = D0 and D(kC))

son graduadas y cumplen

1. D% C @pen, D(H )", D0 C @pe_n,D(Hy)" y D(kC,) C D(H)°.

2. (D79)° =k = (D<9)".

3. D=V := D(kC,)D>? y D=V := D<D(kC)) son subdlgebras de D(Hy).

En este contexto los médulos simpes de D(H ) se obtienen induciendo desde D=°. Los
elementos de A := Irrep D(kC),) son llamados pesos. Como DY es local, la proyeccién
(homogénea) D=° — D(kC,) nos permite identificar A ~ Irrep D=Y. El médulo de Verma
asociado a A € A es

M(\) = d2%7) X = D(H,) @pso A

Por un argumento estdndar, M(\) es indescomponible. Sea L(\) la cabeza de M()\). El
siguiente resultado es bien conocido, ver por ejemplo [V, Teorema 2.1].

Lema 2.2.9. El mapa X\ — L(\) es una biyeccion, es decir A ~ Irrep D(H ). O
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El conjunto A es ficil de calcular ya que D(kC)) ~ kC’p®kCP y kC), es local. Dado k € IF),,
sea A\ = kwy, el espacio vectorial unidimensional con accién

g - W = Wk, ¢ wy = kw.
Lema 2.2.10. El mapa k — A\ es una biyeccion, es decir F, ~ A. .

Fijamos k € F, y calculamos L(\;). Como M()) es libre como D<%-médulo con base

(i:9) - (1d) _ iy
k) i,J — ) =1 * Wk k
(wr), (wy,™")ijel,,_, s una base lineal de M (), con wy, 'y’ - wy. Esto provee a M (\g)
de la estructura de médulo graduado por deg w,(f’j) = deg(z'y’) = —i — j, luego M()\) =

Bn<oM (Mie)n ¥y M(Ag)o = kwy. Cualquier submédulo propio de M (Ay) estd necesariamente
contenido en ®p<_1M (Ag)n, luego la suma de todos los submddulos propios es propia, y
M ()\g) tiene un tnico cociente simple L(\). Cocientamos M (\g) por submdédulos propios
hasta obtener uno simple.

Lema 2.2.11. El submddulo Ny de M(\g) generado por wkl’o) es propio.

Prueba. La acciéon de u y v es
ur - wi = U - wg = 0, vr - wg =a2v - wi + (1 —g) - wg + zu - wg = 0.

1,0)

Luego D0 . w,(gl’o) = 0. Entonces N, = D=0 . w/,(C C Bn<—1M(Ag)n es propio. O

Sea Vi, = M(\,) /Ny, y sea y; la clase de w,go’j) en V.

Lema 2.2.12. La familia (y;)je1,,_, genera linealmente Vi,. Ademds g, u y x actian triv-
ialmente en V.

Prueba. Primero afirmamos que la clase de w,(;’J ) es cero en Vi si i # 0: es suficiente mostrar

que w,(fl’j )= 0en V. Esto se sigue de realizar induccién en j usando (2.2.1]). Luego = actiia
trivialmente en Vi y (y;)jer,,_, genera linealmente Vj. Ademds g y u actiian trivialmente en
estos generadores por inducciion en j usando (2.2.9). O

La accién de D(H ) en Vi, puede ser calculada inductivamente:

1
=+ 5y, vy ==i(1—2k—yi1, y-y; =y,
Cryp=(k+5)y;, vy =i Vi1 Y- Y = Y (2.2.11)

z-y; =0, u-y; =0, 9-Yi =Y

Sea 1 € Ip,—1 un representante de —2k, i.e. r = —2k mod p. Entonces Vi == D(Hj)yr41 €s
un submédulo propio de V;, pués D0 -y, = 0.

Proposicién 2.2.13. El modulo Ly, = Vk/vk es simple de dimension r + 1.
Se sigue que Ly = L(\) es la cabeza del médulo de Verma M (Ag).

Prueba. Sea z; la clase de y; en Ly; la accién de D(H ) en los z; estd aiun dada por (2.2.11)).
Luego (2)jel,, es una base de L. Para ver que Ly, es simple, probamos que todo 0 # z € Ly
genera L. Sea z =31 (cjzjconm <1y ey # 0. Luegov™ 2 € kX2, y D(Hy) 2z = Ly. O
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2.3 | El doble del Plano de Jordan

2.3.1 | Definiciones

En esta seccién definimos un algebra de Hopf de dimension infinita D de forma que D D —
D(Hy). Primero consideramos dos algebras de Hopf HJ y KJ tal que HJ — H;y KJ —»
Ky = (H})°P. Entonces D := H; =, K, para un 2-cociclo adecuado o como en [DT]. El
dlgebra de Hopf H; fue estudiada en [ABFF] (asumiendo chark = 0).

Recordemos que denotamos por I' = (g) ~ Z al grupo ciclico infinito. Sea R = k[(] el
algebra de polinomios, un dlgebra de Hopf con { primitivo. Tenemos morfismos de dlgebras
de Hopf kI' — kC), y R — k. Por las mismas férmulas que en y , V;eEyDy
W e g)ﬂ). Entonces tenemos las siguientes algebras de Hopf trenzadas y sus bosonizaciones

B =T(Vy)/(yz — xy + a: %) € 1D, Hj = ZB#KT
B = T(W,)/(vu — uv — %UQ) € ByD. K = (B#£R)™

Las algebras & y 96 son isomorfas al plano de Jordan; pero no son isomorfas como coal-
gebras.

Lema 2.3.1. Las familias (ac"ngk)iyjeNo Yy (Ciujvk)i,j,keNO son bases PBW H,; Y K respec-

tivamente. FEl dlgebra EIVJ estd preserfteazda por generadores x,y,g* y relaciones
gr =28, gYy=yg+rg, Yyr=2aYy— %azQ gtg™ = 1. (2.3.1)
El dlgebra f(vJ estd presentada por generadores u,v,( y relaciones
v( = (v + v, uC = Cu + u, VU = UL — %UQ. (2.3.2)

Los coproductos de H, Y K estdn determinados por (2.2.2), respectivamente (2.2.7]).

Prueba. Es conocido que (z'y?); jen,, (v'u); jen, son bases PBW de P y B respectivamente.
Luego la afirmacion se sigue facilmente (tenga en cuenta el cambio de orden en los monomios
de K ). Sean A y B las algebras presentadas por - generadores y relaciones y
respectivamente. Las relaciones son validas en H; y K, luego tenémos epimorfismos de
&lgebras de Hopf A — H; y B — K,. Claramente (gimjyk)MGNO y (uingk)i,j,keNo son
generadores lineales de A y B respectivamente. Como sus imagelﬁgs por los morfismos son
linealmente independientes, el resultado se sigue. O

Para deﬁnirf\].i), necesitamos un par torcido 7 entre f{\; y rKj como en [DT], es decir un
mapa lineal 7: H;® K; — k que satisface (1.7.1)). Luego 7 es inversible respecto al producto
de convolucién con inversa 771(b, c) = 7(S(b), c). Por (1.7.1)), un par torcido T es equivalente

a un morfismo de algebras de Hopf ¢ desde H. JCOp hacia el dual de Sweedler EO de jKj
Lema 2.3.2. Eziste un tinico par torcido T: ﬁ; & E — k tal que

T(zx®@u) =0, T(y®@u) =1, (g™ ®u) =0,

Tz ®v) =1, T(y@v) =0, (g™ ®v) =0,

(@ ®¢) =0, T(y®¢) =0, (g™ ®¢) = £1.
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Prueba. Para el lector. O

Sea A = ﬁ;@rK\; con la estructura del producto tensorial de dlgebras de Hopf. El 2-cociclo
0: A® A— A® A asociado a 7 estd dado por

ola®@b,c®d) =c(a)e(d)T(c®b), a,b,c,d € A.

Definimos D como el dlgebra de Hopf A torcida por o, i.e D = A, = /ﬁ; Dy KNJ

Proposicién 2.3.3. (i) El dlgebra D estd presentada por generadores u, v, (, g, z, y y

relaciones (2.3.1), (2.3.2) y

Cy=yC+v, Cx = a6+, vg = gv + gu,
ug = gu, ve=av+ (1—g)+2zu, uxr=zu, (2.3.3)
uy =yu+(1-g) vy=yv—gl+yu, (g = g(.

El coproducto estd determinado por (2.2.2)) y (2.2.7)).

(i) La siguiente familia es una base PBW de D:

{x” y g™ Pl s i j kon,r € Ng, m e Z} . (2.3.4)

(iii) Ewiste un epimorfismo de dlgerbras de Hopf D — D(Hy).

Prueba. Se sigue de la definicién. Sea A el édlgebra presentada como arriba. Por
construccion, las relaciones son validas en D y por ende tenémos un epimorfismo A — D.
Usando las relaciones de conmutacién tenemos que A estd linealmente generada por .
Entonces por A~ D.

Se sigue de [(i)| pués las relaciones se cumplen en D(H ). O

Observacién 2.3.4. Si asumimos chark = 0, entonces la definicién de D tiene sentido y los
puntos |(1)|y de la Proposicién también son validos.

Ahora mostraremos que D es en realidad una extensién de D(H}y) por una subdlgebra de
Hopf central Z. Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.3.5. Las siguientes relaciones de conmutacion son vdlidas en D para n,m € N:
n

Cnxm — Z (;L) mn—Z:L,mCZ’ Cnym _ i <Z> Tnn—fymgf7

(=0 £=0

,Umcn — Zn: <Z‘> mn—ZCE,Um’ Uan — zn: <Z> mn—fcfum’

£=0 =0
¢
n 14 —2n] ¥ “kon
gy =Y <k>(—1)k[ 2k] akyl~hgn,
k=0
l
" l n)l¥l n _
o :Z<k><_ )k[2]k ko lk
k=0
¢
n 14 n (k] n —
,Uﬂu _ Z <k> (_1)k[2]k U +k,U€ k’
k=0
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l
14 [—2n]H _
lL.n k n, k, l—k
vigt = <k>(—1) or 8 T

k=0
vz = 2" + nz" (1 — g) + na"u,

nn—1) 4, 9 nn—1) 5

V" = 20" + nzuv™ " + — ru'Y + o 4 —
1
—ngv" ! —n(n —1)guv™ % — Zn(n —1)(n — 2)gu?v™ 3,
-1
vy = yo" + nyuo™ ! — n(n4)yuv”2 — ngCo™t — n(n — 1)g§uv”72
1 -1 —1)2
— ~n(n —1)(n — 2)gCu?v" 3 — nn—1) )gvn—l — Mguv”_Q
4 2 2
1
- gn(n —1)2(n — 2)guv™ 3,
n—1
n_..n n—1 n (k + 1)' n—1-k_k
uy” = y"u+ny ;)(,Hl) ST A -3

nn—1) ,_4 o (k+1)! 1k &
vy”:y”v—Fny"u—i—Ty" _;;) b1 oF y" xg(

n—1
n \(n-DkE+1)! 4 4 g
2. <k + 1) o Y TE

k=0
uty = yu" +n(l - g

La comultiplicacion cumple que

" (n

3 (1)orhet ot
k=0

n k

k=0

n\(k i[”—k]m n—k, i k—i n—k
2 (1) (1) Bt

Prueba. La prueba es directa por induccion.

A(z™)
Ay")
Para nuestra siguiente afirmacién necesitamos fijar notaciéon. Sea

B = ((Gy x G,) X Gy,) X H

37

(2.3.5)

el grupo algebraico tal que en el primer factor tiene el producto semidirecto donde G, actiia
en G, X G, por A.(r1,7m2) = (Ar1, Arg), A € k™, r1,7r92 € k mientras que el segundo factor es
el grupo de Heisenberg Hj3 i.e. el grupo de matrices triangulares superiores con unos en la

diagonal. (El primer factor no es el mismo grupo que en la Observacion .

Proposicion 2.3.6. Sea Z el subdlgebra de D generada por los elementos gP, xP, yP, uP, vP

y C(p) — le(g +1i—1)=(? — (. Entonces

(i) Z es una subdlgebra de Hopf central de D.

(i) D es un Z-mdédulo libre finitamente generado.
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(iii) Z <> D T» D(H;) es una sucesién ezacta corta de dlgebras de Hopf.
(iv) Z ~k[T*] @ k[X1,...,X5] como dlgebras. En particular Z es un dominio.

(v) Z ~O(B) como dlgebras de Hopf.

Prueba. Por el Lema Z es una subdlgebra central de D; u?,(®) € P(D)y gP € G(D).
Ademéas A(zP) =aP @1+ gP @ 2P y A(yP) = y?» @ 1 + gP @ yP. Solo resta mostrar que

AP) =P @14+1@0P + (P @ uP. (2.3.6)

Como v €~E = (B#R)°P es suficiente conocer la coaccién §(vP) y la multiplicacién trenzada
de vP en B. Se puede probar inductivamente que

n_l k [i] .
Az@") =0v"@1+1®0" —i—ZZ( )()fu”‘k®uzvk_’,

k=11=0
n—1 n 1
S(") =10 v" + (" @u" +ZZ< )l] ——(F@ufv
k=1t=k
para n € N. Como ¢(®) P o [F]¢F = ¢ — ¢, tenemos que
p| _ _ _ Pl _ Pl _
M 0, k=2....p—1, M 1, and H 1. (2.3.7)

Luego 0(vP) = 1@vP + (P @uP, A (W) =P ®1+1@vP, y (2.3.6) se sigue automaticamente.

Para probar esto consideramos otra base de D usando una base diferente para R = k[¢].
La familia de polinomios

{(C(p))kfj : keNyp, je HO,p—l}

es una base de R. En efecto, estos polinomios son linealmente independientes pués tienen difer-
entes grados. Probamos ahora que los polinomios (" pueden ser escritos Como combinacién
lineal de ellos por induccién en n. El caso n = 0 es obvio. Si (" = >}, Z] 5 ak](C(p))kCJ
para algunas constantes ay ; entonces

Cn—‘rl Z Z ak C]—‘rl

k=0 j5=0
n p—1 ) n

- ZZam_l(C(p))ij + Zak,p_1( kH Zak,p 1
k=0 j=1 k=0

Por la Proposicién la siguiente es una base lineal de D:
{x" y g™ (C(p))kgeuivj 4,5, k,n,r €Ny, meZ, b e ]I07p_1}
Luego la siguiente es una base de D como Z-moédulo:

{:L‘n Y g™ Cfuiyj s i, 5,4, n,r,m € Ho,p,l} .
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Por las proposiciones y ker 7 es un ideal generado por
xP, yP, gl —1, uP, vP and ¢®),

Este es claramente igual a EL(Z )*. Luego la observacién y se aplican directa-

mente.
Por la prueba de la siguiente es una base de Z:
{a:p” yPT gP™ (CPHEPIPI gk n, T € Ng, m € Z} .
Luego la siguiente asignacién
T — gP, X1 2P, Xo > P, X3 (P Xy uP, X5 5 0P,

es el deseado isomorfismo de algebras Z ~ k[TF] ® k[ X1, ..., X;5].

Por Z es un algebra de Hopf conmutativa sin elementos nilpotentes. Luego
Z ~ O(G) para un grupo algebraico G = Homue(Z, k) ~ k* x k®. La multiplicacién de
G es inducida por la comultiplicacién de Z y para los elementos w = (A, 71,72,t1,12,13),
W= (N, rh L th ) € kX x kP estd dada por

wew' = AN,y + M e+ At + ]t -t ts + th + ). (2.3.8)
Claramente G = B. O

2.3.2 | Otra sucesion exacta

En esta subsecciéon empezamos asumiendo que chark # 2, i.e. chark = 0 estd4 permitida.
Sea {h,e, f} los generadores de Cartan de sly(k). Sea m: D — U(sly(k)) un morfismo de
algebras de Hopf dado por z +— 0, y — %e, u— 0, v f,g— 1y (— h. Sea C el subalgebra
de D generada por z, u y g; claramente es una subdlgebra de Hopf normal. Sea G el grupo
algebraico definido en la Observacién [2.2.7]

Proposicién 2.3.7. (i) C ~ O(G) como dlgebras de Hopf.
(ii) Hay una sucesion ezacta de dlgebras de Hopf
O(G) — D 5 U(sly(k)).
Prueba. se sigue de la definicién usando la base PBW.
Por la normalidad de O(Q), kerm = (z,u,g — 1) = DO(G)". Luego la Observacion

aplica directamente: O(G) es estable por la accién adjunta y D es un médulo libre sobre
O(G) por la base PBW, luego la inclusién es fielmente plana. O

Volvemos a la hipdtesis de que chark > 2. Recuerdemos el diagrama conmutativo

O(G)S O(B) O(G3)
Frj \[ [
O(G)C D U(sly(k)) 21.2)

R

R“——— D(H ;) — u(sla(k)).
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Proposiciéon 2.3.8. Todas las columnas y las filas de (2.1.2) son sucesiones exactas.

Prueba. La la fila del medio es exacta por la proposiciéon anterior y la fila de abajo por
la Proposicion [2.2.6] Para la columna de la derecha necesitamos probar que la subdlge-
bra de Hopf Z' = (eP, fP,h? — h) de U(slz(k)) es O(G2). Tomando la base B = {f*(h? —
h) hFet: i, j,0 € No, k € Iop—1} de U(sla(k)) vemos que la asignacién Xq — fP, Xo — AP — h
y X3+ eP da un isomorfismo de dlgebras Z’ ~ k[ X1, X2, X3] ~ O(G3). Comparando comul-
tiplicaciones, el isomorfismo anterior es de algebras de Hopf. O(G3) es estable por la accién
adjunta de U (sly(k)) y un médulo libre sobre O(G3) usando la base B, luego la Observacién
se aplica y la columna es exacta.

Ahora decribimos explicitamente la fila de arriba. ¢: O(G) — O(B) esta dado por x — z?,
urruPy g gl y v O(B) — O(G3) estd dado por

1
P =0, yP = 5ep, u? =0, P = fP, gl —1, ¢P) s hP — h.

Se sigue que ¢ es inyectiva ya que enva una base en un conjunto linealmente independiente
y 1 es suryectiva pués la base PBW de O(G32) pertenece en la imagen. Claramente ker ¢ O
O(B)é(O(G))™, la otra inclusion se sigue facilmente usando la base de O(B) dada por

{xpn ypT (gp - l)m (C(p))kupivpj : i?j? ka n,r,me NO} U

{xp" YT (g7 — 1) (CPYEWPPT - i G ko, € Ny, m € N} .
La accién adjunta de O(B) es trivial, luego ¢(O(G)) es invariante. Usando las bases PBW
de O(B) vy O(G) se sigue facilmente que ¢ es fielmente plana. Luego la Observacién
implica que la fila es exacta.

La columna del medio es exacta por la Proposicién Solo queda por ver la columna
izquierda. Sea m: O(G) — R definida como en la Observacién|2.2.7] luego ker 7 = (aP, uP, gl — 1) =

O(G)Fr(O(G))*. Por el resultado se sigue facilmente. O
2.3.3 | Propiedades del anillo D
Proposicién 2.3.9. (i) Eldlgebra D admite una filtracion ascendente exhaustiva (En)nENo

tal que gr D ~ k[T*] @ k[X1,..., X3).
(ii) D es un dominio noetheriano.

(iii) D es un dlgebra de identidad polinomial.

Prueba. Sea T el algebra generada por g*', ¢, x,y,u,v con relaciones g*! - g¥' = 1.

Considere el grado de T determinada por
degg™! = —1, degg =deg( =1, degu = degz = 2, degv = degy = 3.

La filtracion asociadas a esta graduacién induce una filtraciéon en D a través del epimorfismo
T —» D. Las relaciones de D implican que las clases de los generadores conmutan en grD
y gg~! = g g = 1. Concluimos entonces que k[T*] @ k[X, ..., X5] = gr D. Comparando

dimensiones en cada grado usando la base PBW, vemos que este mapa es un isomorfismo.
se sigue de[(i)] pués k[T*] ® k[ X1, ..., X5] es un dominio noetheriano.
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se sigue de la Proposicion y [MR] Corolario 1.13]. O

El élgeb@v/ﬁ; es también de identidad polinomial por una razén similar. En caracteristica
0, todos los H j-moédulos simples de dimensién finita tienen dimensién 1 y son clasificados en
[ABFF], §3] usando resultados de [I].

2.4 | Algebras de Pre-Nichols del plano de Jordan restringido

2.4.1 | Algebras de pre-Nichols de dimensién finita

Recordemos que un &lgebra de pre-Nichols de un espacio vectorial trenzado (V,c¢) (o de su
algebra de Nichols) es un algebra de Hopf trenzada graduada conexa & = @,en,#" tal que
A" ~V (como espacios vectoriales trenzados) y que este genera % como algebra.

Asi mismo un morfismo de dlgebras de pre-Nichols es uno de dlgebras de Hopf trenzadas
graduadas y conexas, que induce el mapa identidad en V.

Entonces tenemos por definicién de morfismos de dlgebras de pre-Nichols T'(V) — & —
B(V). SiV € KYD para un dlgebra de Hopf K, entonces % es un dlgebra de pre-Nichols sobre
K si ademés % € EYD, esto es el niicleo de T'(V) — % es un submédulo de Yetter-Drinfeld
de T'(V).

Para el clasificar algebras de Hopf es importante determinar todas las dlgebras de pre-
Nichols de dimensi6n finita del plano de Jordan restringido %(V;). En esta seccién clasifi-
camos aquellas que factorizan a través del plano de Jordan 4.

Algebras de Pre-Nichols

Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.4.1. Las siguientes formulas son validas en @pam todo n € N:

1
gy =y"+ na:y”_l + Z(n2 — n):vQy"_Q, (2.4.1)
n—1 n
A =2"@1+1@a"+ ) <k>x"k®xk, (2.4.2)
k=1

A" =32 <k> (f) (—1)2%22-]:611/“‘2 ®y . (2.4.3)

k=01:=0

Sin =pl con £ > 1, la ultima formula se simplifica a
(-1 /
A =y ol+10y +3 <t> Yt @ yPt), (2.4.4)
t=1

Prueba. (12.4.1) se prueba por induccién en n usando (2.2.3). Como z es primitivo y c(z®@x) =

r®x, (2.4.2) se sigue automaticamente. (2.4.3) se prueba por induccién usando (2.4.1) y que
g® — y = y + kx para todo k € N. Para probar (2.4.4]), notémos que y” es primitivo pués

() =0paral <k <p-1y [2.43). Por [24.1) vale que c(y* ® y?) = y* @ y?, luego (2.4.4)

se sigue facilmente. O
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Proposicion 2.4.2. Sea k,f € N and a € k. Las dlgebras

Gk, t,a) = B (y"" — az”" 2"

son dlgebras de pre-Nichols de B(V') sobre kC), que factorizan por B y tienen bases PBW
dadas por la siguiente tabla.

Algebra base PBW

K(k,a) {2y i € Ny, j €1, o1}
F(£) {2'y? i€y e_q,5 € No}

Gkl a) | {a'y? i €Ty q,5 €lgpe_y}

Prueba. Los elementos de la forma f = brat’ + bept con by,bs € kyt e N son primitivos,
g—f=fyecf®f) = f®f. Luego las édlgebras K(k,a), F(¢) and G(k,¢,a) son de
pre-Nichols. Probamos ahora la existencia de las bases PBW usando el lema del diamante.
Declaramos = < y y definimos un orden en los monémios con letras x, y de la siguiente forma:

e X <Y siellargo X (el nimero de letras en el producto X) es menor que el largo de Y.

e Si X e Y tienen el mismo largo, pero el nimero de letras y en Y es mayor que en X,
entonces X < Y.

e Si X es una permutacién de las letras de Y, pero tiene una menor cantidad de inversiones,
entonces X <Y.

Aqui, decimos que un monémio X = z1---xzs con z; € {z,y}, t € [;  tiene una inversién
(t,7), 1 <i < j < ssiaz; > axj. Con este orden, si todas las ambiguedades pueden ser
resueltas, las hipétesis del lema del diamante se satisfacen. Luego el conjunto de monémios
irreducibles es una base para cada una de las algebras respectivamente, estas son las bases
PBW propuestas. Usando las resoluciones de ambiguedades son:

oy “lyy?" "L para K(k,a) y G(k, L, a):
(" Ty T = aa? " T = ey Tl = P T (Y.
e y?"~lyz para K(k,a) y G(k, £, a):

" )z =y e = aa?

W yx) = oy - %y”k‘lwg =
Pl b 21 (1) ; 1
'y ( t ) Ly (1) - o))
t=0

pP=1 7/ [t
_ pF (p )' pF+1 p o t[l] 1+t, pF—t
=Ty opF € + ;:1: + (1) ot r Yy

k k
=zy? =azP T
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“Lza? =1 para F(0) y G(k, 0, a):

¢
e P

e yaza? ! para Fl)y G(k,l,a):

-1 b1

z)xP T = xyx?
(yz) Y

Exhauscion

Ahora mostramos que las algebras G(k,/,a) son las tinicas algebras de pre-Nichols de di-
mensién finita de A(V) que factorizan por . Las relaciones de un algebra de pre-Nichols
con grado minimal son primitivas, luego podemos empezar calculando los elementos primi-
tivos de las algebras &, K(k,a), F(¢) o G(k,¢,a). Denotemos cualquiera de estas algebras
por Ay por P(A)" el espacio de los elementos primitivos de grado n que es un submédulo
de Yetter-Drinfeld sobre C}, de A™. Como C) actia unipotentemente si P(A)" # 0, existe
0 # f € P(A)" invariante. Primero calculamos elementos invariantes de A™.

Lema 2.4.3. Sean € N.
(i) Si A es B, K(k,a) o G(k,l,a) con k < £, luego el submddulo I C A" de elementos

invariantes de grado n es generado por el conjunto

{ n—plypt. 0<€<LZJ}.

(ii) Si A es F(€) o G(k,l,a) con k > €, luego el submédulo " C A™ de elementos invari-
antes de grado n es generado por el conjunto

{xp‘f—lyml—pé} U {x” Phpt. 0 <1 < LZJ} ) sin>p'—1,

{”MP‘0<£<LJ}, sin < pt—1.
p

Prueba. Consideramos ahora el caso A = ,@: todas las otras algebras tienen bases PBW
similares. Por (2.4.1]), 2" PyP* € I" para todo £ como arriba.

Sea f = Y7 biz'y" " € I". Por (2.4.1]) obtenemos

Ozgéf—fz
bonxy" ! + Z { m—i)+ ~L((n—i+1)2=(n—i+1))| ™y
=1

Y por ende by =0sipfny

bi—1
4

Sear;:=n —i en IF), para i € I, 1 Sir; = 0, entonces ([2.4.5) no hay restricciones. Si r; # 0,
entonces ) dice que b; = bl 1(r; +1). Entonces

(n—it1)?=m—i+1)) Vi € In_1. (2.4.5)
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e Sir;=—1,luego b; =0.
e Sir;# —1,0y b;—1 =0, luego b; = 0.

Asumamos que p t n. Luego bp = 0. Entonces 71 # —1; asi o bien 1 # 0 implica b; = 0,

or1 =0 en cuyo caso r9 = —1 y by = 0. Argumentando recursivamente b; = 0 para todo i
hasta que r; = 0. Es decir n — i = pf para algunos ¢. Para estos i tenemos r;41 = —1, luego
bi+1 = 0y siguiendo asi. Es decir, f es la suma de mondémios como los buscados. Finalmente,
sip|n, rn =—1,luego by = 0 y seguimos de forma anéloga.

Si n < p® — 1, el mismo argumento recursivo que en |(i)| vale. Sin > p’—1, por (2.4.1))

4 4 . . . .z .
el elemento 2P ~1y" 1P es invariante. Luego tomando f € Z" como una combinacioén lineal
de los elementos restantes de la base PBW nos lleva a un argumento recursivo similar al de

@ O

Proposicién 2.4.4. Sea A cualquiera de las subdlgebras B, K(k,a), F(£) o G(k,l,a). Sea
n € N. Entonces

0 st m no es una potencia de p.

ka?" + kypt sin = p' para algunos t € Ny.

-

Prueba. Procedemos por pasos. Primero mostramos que si h € P(A)" NZ", entonces h es

el subespacio lineal generado por {x”_peype: 0<t< L%J} para cualquier A. Si Aes F(¢) o
G(k,£,a) con k > £, y n > p’ — 1, entonces h es de la forma
, ) L3)
h=ba? Lyt N " pygn PPt bby €k, LTy n.
=0

Como A(h)—h®1—1®h = 0, entonces baP 1 ®y"+1*pe +0 = 0, donde © es una combinacién
lineal de tensores linealmente independientes a 1l ® y”“fpe. Luego b =0y h es de la
forma deseada.

Ahora, mostramos que si tenemos un elemento no nulo r = az™ + by™, a, b € k, entonces
7 es primitivo si y solo si n = p’ para algin ¢t € Ny. Por el teorema de Lucas (}}) = 0 para
todo k € 1I,,_1 si y solo si n = p! para algtin ¢t € Ny. Luego la afirmacién para z" es valida
y podemos asumir que b # 0. En ese caso r nunca es primitivo si ptn y n # 1, pués A(y")
tiene como sumando ny ® y™ 1. Si n = pf, r es primitivo si y solo si (i) = 0 para todos
k € I,_1, y esto ocurre si y solo si £ es una potencia de p.

Ahora clasificamos todos los primitivos. Como en la prueba anterior solo trabajamos con
A = A, las otras dlgebras tienen argumentos similares. Como la accién de g on P(A)" es
unipotente, si P(A)"™ # 0, entonces existe 0 # f € P(A)" tal que g — f = f. Por el Lema

f es de la forma
5]
f= Z coxPlyPt cp € kVL.
=0

Como A(f) — f®1—-1® f =0, existe una combinacién lineal Z; de tensores linealmente
independientes a 2" P! @ yP! y yP! @ " P¢ tal que

0="5;+ Z co(z"PE @ Pt 4 Pt @ 2P,
1<e<| 2]

pl#n
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Luego ¢y = 0 para 1 < £ < {%J ypl #n. Siptmn, f= coz™, pero esto es primitivo
si y solo si n es una potencia de p, luego P(A)" = 0. Sin = pj para j € N, entonces
f = corP? + ijpj_ Este es primitivo si y solo si j es una potencia de p. Tenemos entonces
P(A)" = 0 si n no es una potencia de p. Si n = p’ con t € Ny, entonces kz" + ky" son
exactamente los primitivos invariantes. Queremos ver que estos son los tinicos primitivos en
A. Fijemos n = p' para t € Ny. Si ka?" + ]kypt - P(.A)pt, la forma canénica de Jordan de g

en P(A)pt implica la existencia de un primitivo no invariante f tal que g — f ® f + h con
h = apz? + alypt = 0 un primitivo invariante. Podemos asumir que f es una solucién de la

ecuacion (). Si f = thzo bz'y™" | entonces tenemos por (2.4.1))

pi—1

- b , :
Z —ib; + 14 L(=i+ 12 = (=i + )| 2P 1 = qpa? + ary?'.
i=1

El mismo argumento al final de la prueba del Lema muestra que b =0 para p{iy
i #p! — 1. Esto es, f es de la forma

ptfl

F=ba? "y S b PP b ek b .
£=0
Usando ahora que f es primitivo, tenemos que ba? ! ® y + Zo = 0, donde Zy es una
combinacién lineal de tensores lienalmente independientes a #1® y. Luego b = 0y

PAP = ka?' + ky?".
OJ

Lema 2.4.5. G(k,0,a) ~ G(k,£,0) como dlgebras de Hopf trenzadas.

Prueba. Sea t € k. El automorfismo de mdédulos de Yetter-Drinfeld ¢ : V' — V dado por
x +— x, y — y+tx induce un automorfismo de algebras de Hopf trenzadas ¥, : T(V) — T(V)
que desciende a W : B — @pués U(yx —xy + %:zQ) =yr —zy+ %332. Tenemos entonces un
morfismo de grupos G, — Aut @, t— Uy

Ahora tomemos ¢ € k fijo y solucién de la ecuacion (tP — t)pk: + a = 0. Argumentando
recursivamente probamos que las siguientes igualdades valen en %:

n—1 n .
(y+tx)" =y" +t"a" + Z Z (?) [’Z] (—2) It gd I n € N.

i=1 j=i

Entonces (y + tz)P = yP + (tP — t)aP por (2.3.7). Como zP conmuta con yP, tenemos que
(y+ ta:)pk =" + (P — t)pk_la:p =y?" —aa? . Bs decir, ¥ induce un morfismo de algebras
de Hopf trenzadas G(k,£,0) — G(k, ¢, a). Repitiendo el argumento con ¥~! concluimos que
G(k,l,a) ~G(k,0,0). O

Debido al Lema anterior, introducimos G(k, £) := G(k, ¢,0). Ahora enunciamos el resultado
principal de esta seccién.

Teorema 2.4.6. Si % es un dlgebra de pre-Nichols de dimensidn finita de V' que factoriza
por B, entonces B ~ G(k,l) para unicos k,l € N.



46 El plano de Jordan

Prueba. Por la hipotesis, hay un morfismo 7 : B — B de algebras de pre-Nichols. Como
dim # = o0, kerm # 0. Tomémos 0 # f € kerm homogéneo de grado minimal m; entonces
f € P(#). Por la Proposicién ,m = pF k€N, y existe (by,b2) € k% — 0 tal que
f= braP" + bgypk. Tenemos dos casos, ba # 0y by = 0.

Si by # 0, tomamos a = —l% tenemos un morfismo de &algebras de pre-Nichols 7 :
K(k,a) - 2. Como dim K(k,a) = oo, ker m; # 0. Tomemos ahora 0 # f1 € ker m; homogéneo
de grado minimal my; luego f; € P(K(k,a)). Por la Proposicién ,mi=p, L eN, y
existe (c1,c2) € k? — 0 tal que f; = clxpe + czype € ker ;. Ahora la preimagen de f; en 7
pertenece a ker 7, entonces ¢ > k por la minimalidad de m = p*. Es decir f; = clxpe —|—02yp£ =
(c1+ CQape_k)xpz. Luego 0 # 2P’ € ker 1 y tenemos el siguiente morfismo de dlgebras de pre-
Nichols my : G(k,¢,a) — % que es en realidad un isomorfismo. De lo contrario tomemos
0 # fo € ker m3 homogéneo de grado minimal my = p”; entonces f; € P(G(k, £, a)). Ahora la
preimagen de fo en KC(k,a) pertenece a kermy, luego h > ¢ > k, pero todos los primitivos en
G(k,?,a) tienen grado < max{p’, p¥}. Se sigue entonces que & ~ G(k,/,a) ~ G(k,£) por el
Lema

Si by = 0, entonces tenemos un morfismo de algebras de pre-Nichols 73 : F(k) — A.
Como dim F(k) = oo, kermg # 0. Tomemos 0 # f3 € ker m3 homogéneo de grado minimal
ma; luego f3 € P(F(k)), mg = p’, £ € N, y existe (c1,c2) € k% — 0 tal que f3 = prf +02yp£ €
ker 3. Como la preimagen de f3 en B pertenece a kerm, £ > k. Asi f3 = czyp . Entonces
0 # yp € ker m3 y tenemos un isomorfismo w4 : G(¢, k,0) - % argumentando igual que en el
parrafo anterior. O

El poset

Tenemos el siguiente diagrama del poset de &dlgebras de pre-Nichols del plano de Jordan
restringido:

(k,a)

k.l a

K

\ G(k,¢,a)

Para cualquier par de algebras de pre-Nichols R y Rs de las familias anteriores, decimos
que R1 > Ro si y solo si existe un epimorfismo de algebras de pre-Nichols Ry — Rs. Este es
un poset bien definido pués si R1 > Ro y R1 < Ro, entonces R1 = Ro por sus respectivas
bases PBW y porque un morfismo de algebras de pre-Nichols es la identidad en V.

Aunque G(k, ¢, a) ~ G(k, ) como dlgebras de Hopf trenzadas, son diferentes como dlgebras
de pre-Nichols si a # 0 y k < £. Esto es porque requerimos que los morfismos de algebras de
pre-Nichols sean la identidad en V. Reservamos entonces la notacién G(k, ¢, a) solo para el

caso a 0y k < /L.
El objetivo de esta subseccién es la descripcion completa de este poset.

#(Vy)

Lema 2.4.7. Las siguientes comparaciones en el poset son vdlidas:
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(i) G(k,2,a) > G(K', 0, b) siy solo si una de las siguientes condiciones se satisface:

k—k'

(a) L>0, 0 >k>kK ya=0b°
() (>0 yk>0 >k

ii) G(k,l,a) > G(K',0') siysolosit >0, k>0 yk>k.
(ii)

iii) G(k,0) > G(K',0',a) siysolosil >0 yk>0 >k,
(iii) y y

(iv) G(k,0) > G(K', V') siy solosil >0 yk>FkK.

Prueba. Por simplicidad denotamos por x, y los correspondientes generadores en G(k/, ¢/, a) o
G(K',0"), y por x, y los que correspondientes en G(k, ¢, a) o G(k,{).

Si cualquiera de las dos condiciones para las constantes ¢,¢,k k' a,b se cumple,
entonces claramente el correspondiente morfismo de algebras de pre-Nichols existe. Sea
m: G(k,4,a) - G(K',¢',b) un morfismo de &lgebras de pre-Nichols. Entonces W(wpe) =xP' = 0,
luego ¢ > ¢'. Si k > ¢ > k' terminamos, si ¢ > k > k', entonces ypk, N Luego
yP - W Pt = 0. Asi 0 = m(y?" — axP") = yP* — axt’ = (bpkik/
bpkik/ = a. Finalmente si k < k’, entonces W(ypk - ampk) = ypk —ax?" = 0, y esto implica que
a = 0 una contradiccién.

Sil>/0k>/¢yk>k,entonces claramente el correspondiente morfismo existe. Sea

7: G(k,0,a) - G(K',¢') un morfismo de dlgebras de pre-Nichols. El mismo argumento que en

k . .
— a)xP", esto implica que

muestra que £ > ¢'. Si k < {' entonces W(ypk — axpk) =0= ypk — axpk, y esto implica
que a = 0 pues xP" # 0, una contradiccién. Entonces k > ¢ y ﬂ(ypk — axpk) = ypk = 0 luego
k>FK.
¢ >0 yk>/{ >k entonces el correspondiente morfismo existe. Ahora sea
T g(k:,ﬁ) — G(k', ' a). Por el mismo argumento que en|[(i)] ¢ > ¢ S1 k> E’ > k' terminamos.
2 k', entonces 7r(yp ) =0 = yp Ademids 0 = yp — axt’ implica que 0 =
yp — P ka = apkik/x . Luego a = 0, una contradiccién. Solo nos queda el caso k' > k.
Aqui 7r(yp )=0= yP*. pero y?* #£ 0, una contradiccién.
[(iv)]Si ¢ > ¢' y k > K entonces el correspondiente morfismo existe. Ahora sea m: G(k, £) —
G(K',¢"). Por el mismo argumento que en ¢ > ¢'. Ahora como 7(y?") = 0 = y?" entonces
k>FK. O

2.4.2 | algebras de Hopf de dimensién finita

Por bosonizacién tenemos nuevos ejemplos de algebras de Hopf.

Corolario 2.4.8. (i) Las dlgebras de Hopf K(k,a)#kC), y F(£)#kC, tienen

GKdim = 1.
(ii) Las dlgebras de Hopf Hy o = G(k,{, a)#KkC) tienen dimensién p* 1. O
2.5 | El dual graduado del plano de Jordan

En esta Seccién chark # 2. Presentamos el dual graduado £; del plano de Jordan B por
generadores y relaciones. En esta seccién los duales son calculados en la categorfa ¥.)D, Tuego
la identificacién canénica (Uy ® Uz)* ~ Us @ Uy for Uy, Us € %yl) es usada. Sea (o ;)i jeN,
la base dual de (x'y’ )ijeN,- Claramente £; estéd linealmente generado por los elementos «; ;.
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Proposicion 2.5.1. El dlgebra de Hopf trenzada E; estd presentada por gemeradores x"
y[”}, n € N, y relaciones

<llglm] — (" + m> wltml - glnlglm] (” + m) yltml,

n n

n|. [m m n+k -n k] m— [
xPlylml — Z < . >(_1)k[2k]y[ Klyntk] x[0 =yl = 1,
k=0

(2.5.1)

para todos los n,m € Ny. La familia (y[m]x[”])mmeNO es una base de E5. El coproducto y la
trenza estan dados por

AG) = Z”: M @ xln—H

k=0
. o K (2.5.2)
(yI") ZZ gt g ylk—ixlil
k=01:i=0
(75l @ ylmixlnly =
i) g S~ (B ppel20nm)) g g (25.3)
]XH®Z< . ><_1) Tyu Il

para todos los n,m,1,j € Ny.

Prueba. Sea A el &lgebra presentada como arriba. Es graduada con degx!” = deg y[”} =n
para todo n. Los elementos

M = m and y[”} = .0, n €N,

de & satisfacen las relaciones (12.5.1)), luego tenemos un epimorfismo graduado A — £;. Con-
tando dimensiones en cada grado esto es un isomorfismo. Un célculo directo muestra que
ylmlglnl = Qi n, €ntonces (y[m}x[n})mmeNO es una base de £;. El coproducto y las férmulas de
las trenzas se siguen de manera directa. O

En la prueba anterior, la siguiente formula para el coproducto en B es til para realizar
las cuentas. Dado n € Ny, ¢ € Iy, tenemos

n—¢ ( t ;
n— 10\ (£ [t (~1) e
2 :2 : ( . ) <t> <Z> ( 22) [t (- Qk][z}xTVH 14 kyt ®.%‘ky€ t

Sea B(k,?¢) = G(k,£)*; esta es una algebra de post-Nichols de (W, ¢).
Corolario 2.5.2. (i) Si chark = 0, entonces 5 ~ B como dlgebras de Hopf trenzadas.
(ii) Sichark =p > 2, entonces E; = Uy peny B (k, £).

Prueba. En chark = 0, x[" = %(x[l])" y y = %(ym)” para todo n € Ny. Entonces £;
estd generada como algebra por los elementos x[l],ym con la relacién

gl _ g 4 %(me —0.
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Entonces &7 ~ B via el isomorfismo de algebras dado por x!Y — u y ym — —uv. Esto es en
realidad un isomorfismo de 4lgebras de Hopf trenzadas pués x!! y ym son primitivos en &y,

y la trenza c entre ellos estd dada por
cx® X[l}) = xM @ xl1 c(x'® y[1]> =y o x,
ey @ xl) = gl @ (=M 4y, ey @yl =yl @ (311 — M.

Luego la afirmacion se sigue directamente.

Como # — G(k,{), entonces G(k,l) — E;. Luego UB(k,¢) C £;. Ahora como
Er = Dnen €Y, es suficiente mostrar que para cada N € Ny hay un £,/ € N tal que 5}V C
&(k, ). Fijemos N € Ng y tomemos k,¢ € N tal que min{p®, p’} > N. Entonces usando
la base PBW de G(k,?) vy %, G(k,{)V es isomorfo como espacio vectorial a %V entonces
EN ~&(k, )N C &(k,0). O

Corolario 2.5.3. Sea k,¢ € N. El algebra de Hopf trenzada &(k, () estd presentada por gen-
eradores x™, y[m}, n €Ly k1, m€lype_q, yrelaciones |2.5.1 para n € I jp_q, m € Ly pe_y;
la comultiplicacion y trenza estdn dadas por ([2.5.2) y (2.5.3); el conjunto {y[m}x[”]: n €
Iy pr—1,m €1y 01} es una base de &(k,¥).

Prueba. La proyeccién : B — &(k,?) induce 7*: &(k, ) — E;. Sea By, la base dual de
{my":n € Ty pe_q,m € Iy,e 1} Entonces m*(Bmn) = yImx[ y el resultado se sigue de
aqui. O



3 | EIl siper plano de Jordan

Introduccién

El stuper plano de Jordan es el algebra graduada B presentada por generadores xi,xs con
relaciones

2
X1, T2 — 21T — L1X21, (3.0.1)

donde w91 = xox1 + x1x2. Se sabe que B tiene dimensién de Gelfand-Kirillov 2. El espacio
vectorial trenzado (V,¢) con base {z1,z2} y trenza

clr; @xy) = —x1 ® 5, c(r; @ x9) = (—x2 + 1) ® 5, 1=1,2, (3.0.2)

determina una estructura de algebra de Hopf trenzada en B en el sentido de [T].

El plano de Jordan y el siper plano de Jordan juegan un rol central en el estudio de las
algebras de Hopf punteadas sobre grupos abelianos con dimension de Gelfand-Kirillov finita
en [AAHI], asumiendo chark = 0.

Sea p > 2 un primo. Asumimos ahora que chark = p. Motivados por [CLW]| que trabaja
con el plano de Jordan restringido, en [AAH3] fueron construidos varios andlogos de dimensién
finita a las algebras de Nichos de [AAHI] (ver [ABDF] para ejemplos en caracteristica 2).
Entre ellos se encuentra el super plano de Jordan restringido, es decir, el dlgebra presentada
por los generadores x1,x2 con relaciones (3.0.1) y

b, 3P, (3.0.3)

En el capitulo pasado hicimos el estudio de los dobles de Drinfeld de (bosonizaciones de) el
plano de Jordan y su versién restringida mostrando entre otros resultados que estos encajan
en una sucesion exacta relacionando el algebra envolvente de sla(k), las dlgebras de funciones
de algunos grupos algebraicos y sus andlogos restringidos. En el presente capitulo realizamos
un analisis similar para el super plano de Jordan y su versién restringida. Empezamos pre-
sentamos los objetos de nuestro interés: el siper plano de Jordan, su versién restringida y
sus duales. Posteriormente trabajamos con diferentes descripciones como bosonizacién de la
misma algebra de Hopf. Esto nos permite definir alternativamente las superalgebras g y &€
que discutimos abajo.

El doble del super plano de Jordan

Aqui solo necesitamos que chark # 2. Al igual que en [AAHIT] realizamos el espacio vectorial
trenzado (V,¢) con ¢ dada por como moédulo de Yetter-Drinfeld sobre el algebra de
grupo kZ, entonces tenemos el algebra de Hopf H := B#kZ. Luego consideramos el super
plano de Jordan dual B¢ descripto justo antes del Lema El dual de Sweedler de kKZ esta
generado por los caracteres de Z y el algebra de Lie del toro de unidimensional. Entonces
la menor subalgebra de Hopf realizando B¢ es isomorfa a k[(] ® kCy. Aqui Cy denota el

50
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grupo ciclico de orden N y ( es una indeterminada. Podemos entonces considerar K =
B4 (k[¢] ® kCy) y definir E = H 1 K°P con respecto a un apareamiento adecuado entre H
y K°P. Ocurre que existe una superalgebra de Hopf £ tal que E ~ g#kCg; esto justifica
a posteriori el adjetivo super dado a B. Luego el estudio de E se reduce al estudio de E.
En la proposicién presentamos las propiedades béasicas de £ incluyendo las relaciones
definitorias y una base PBW. Luego en el Teorema mostramos que £ encaja en una
sucesion exacta de superdgebras de Hopf O(&) < € — U(osp(1]2)), donde & es un supergrupo
algebraico explicitamente descripto. Para el siguiente resultado, el Teorema[3.2.7] necesitamos
chark = p > 2; entonces & es un médulo libre de rango finito sobre una subdlgebra de Hopf
central Z = O(B) donde B es un grupo algebraico soluble y conexo. Cerramos la seccién
estableciendo algunas propiedades de anillos basicas de E.

El doble del super plano de Jordan restringido

En la Seccién asumimos que chark = p > 2. Realizamos (V,¢) con la trenza (3.0.2) en
kCap

kCy, Y D- Sea D(H) el doble de Drinfeld de la bosonizacién H = #(V)#kC,,. De nuevo existe
una superalgebra de Hopf & tal que D(H) ~ E#kC5, luego nos enfocamos en €. Presentamos
algunas propiedades bésicas de € en la Proposicion [3.3.4] y mostramos en el Teorema [3.3.6]
una sucesién exacta de superalgebras de Hopf Ry <= & T u(osp(1]2)) donde R, es una
superélgebra de Hopf local y conmutativa y u(osp(1]2)) es una algebra envolvente restringida.
Concluimos que los £-mdédulos simples son los mismos que los de u(osp(1|2)) y los presentamos
como cocientes de médulos de Verma. Ver Teorema y Proposicién

Las extensiones de superalgebras de Hopf mencionadas arriba encajan en un diagrama
conmutativo de 9 términos donde todas las columnas y filas son sucesiones exactas:

O(Cfs)C—> O(ﬁ) O(fi)
O(6)C j U(osp(1]2)) (3.0.4)
RC & u(osp(1]2))

Ver Teorema [3.3.14. Este es un andlogo de ([2.1.2)) para el siper plano de Jordan.

3.1 | Objectos de interés

En esta seccion introducimos los espacios vectoriales trenzados de nuestro interés y sus al-
gebras de Nichols, cf. [AAHI [AAH3|]. También vemos el proceso conocido como cambio de
bosonizacién.

Espacios vectoriales trenzados

Los espacios vectoriales trenzados (V(—1,2),¢) = (V, ¢y ), llamados los —1-bloques en [AAHI],
tienen como base {x1,z9} y una trenza

c(r; ®@x1) = —21 ® X4 c(ri ® x9) = (—w2 + 71) ® 4, i=1,2. (3.0.2)
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Para mayor simplicidad, denotamos (W, ey ) == (V(—1,2)*,¢*), cf. (1.6.1). Sea {u1,us} una
base de W dada por (u;,z;) =1 —6;j, i,j € Io. En esta base ¢y es

ew (U1 @ ui) = —u; @ ug, ew (ug @ ui) = u; @ (ug — ug), i=1,2. (3.1.1)
Luego (W, cw) ~ (V, c‘_/l) como espacios vectoriales trenzados, via u; — x1, ug — —x2.
El super plano de Jordan
Esta es el algebra graduada
B = k(x, xglm%, ToXol — T1T2 — T1X21)
con estructura de dlgebra de Hopf trenzada extendiendo la trenza (3.0.2)), cf. [T].
Lema 3.1.1. (a) [AAHI] (chark # 2) Los mondmios ordenados
R (3.1.2)

donde (n1,n21,n2) € Ip1 x Ng x Ny forman una base de B y ademds GKdim B = 2.
(b) (chark =0) [AAHI] B es isomorfa a (V) como dlgebras de Hopf trenzadas.

(c) (chark = p) [2] El super plano de Jordan restringido B/ (x5, z3") es isomorfo a B(V)
como dlgebras de Hopf trenzadas. Los mondémios ordenados (3.1.2)) con (ni,ne1,n2) €
Ip.1 % Ipp—1 % Ipop—1 forman una base de B(V). O

Fijemos uo1 := ujug + usuy. Definimos el super plano de Jordan dual como el dlgebra B
presentada por los generadores u; y ue con relaciones

u% =0, U] = U U9 — UTUT - (3.1.3)
Tiene una estructura de algebra de Hopf trenzada extendiendo la trenza (3.1.1), cf. [T].
Notemos que B? no es isomorfa a B como &lgebras de Hopf trenzadas. El super plano de
Jordan restringido dual es el cociente de B? por las relaciones

us? =0, ub = 0. (3.1.4)

Lema 3.1.2. (a) (chark =0) B ~ (W) como dlgebras de Hopf trenzadas.

(b) (chark = p) El super plano de Jordan restringido dual es isomorfo a B(W') como dlgebras
de Hopf trenzadas. Tiene dimension 4p?; de hecho los mondémios

uytuntt ug? (3.1.5)

con (ni,n21,n2) € lo1 x Igp—1 X Ioop—1 forman una base de B(W).
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Prueba. Como B% ~ B como algebras, los monomios con (n1,n21,n2) € Ip1 x Nog x Ny
forman una base lineal de B%. Es facil ver que u% YV U21U2 — UU2] + UiUz1 son primitivos
en T(W), entonces B¢ es un éalgebra de pre-Nichols de W. Ahora Z(V) y Z(W) tienen la
misma dimensién graudada por |G, Lema 2.6]. Luego @ se sigue. Usando @ probamos por
induccién que

1 n—¢
n—k—~ ¢k

=0 k=0

1 n—¢ k
ZZZ( )( )ne[k”Jfg]Mug(nk) @’Uluéluz(lc t),

=0 k=01t=0

(3.1.6)

para todo n € No. Asi ub,u3’ € P(BY) y BY/(uh,,u3’) son algebras de pre-Nichols de W
entonces B%/(ub,, u3’) ~ ZB(W) por dimensionalidad. O

3.1.1 | Cambio de Bosonizacién

Sea L un &lgebra de Hopf y sea C un grupo junto con un homomorfismo C — Autpep(L).
Entonces L es un algebra de Hopf enﬂjgyl) (con la coaccion trivial) y podemos considerar

el producto semidirecto L x kC := L#kC. Sea L xkC é kC la proyeccién natural y la
L

inclusiéon. Mostraremos ahora que bajo ciertas condiciones L x kC puede ser alternativamente
descripta como .Z¥#kC para un dlgebra de Hopf trenzada genuina (con trenza no trivial) ZF
in kgyD

Supongamos que L = R#U donde U es un algebra de Hopf y R es un algebra de Hopf en
g)/D. Sea AutHopfg(R) el grupo de automorfismos de algebras de Hopf en gyD, es decir que
preservan la multiplicacién, comultiplicacion, accién y coaccién. Hay un morfismo de grupos

AutHopfg(R) — AutHopf(L), AutHopfg(R) S¢—e®id e AutHopf(L).

Fijamos un grupo C y un morfismo de grupos C — Autppe(L) que factoriza por AutHopfg(R).
Ademés asumimos que U = U’ ® kG donde U’ es un dlgebra de Hopf y G es un grupo.

Proposicién 3.1.3. (a) Dado F € Homgys (G, Z(C)), existe un dlgebra de Hopf £F en (SYD
tal que L x kC ~ LFHKkC.

(b) Sea @ : G x C— C el morfismo de grupos dado por @® (y,c) = F(y)c, ¥ € G, c €C, y sea

Fi=kerw® = {(7,F(y)"}) : v €G}.

Entonces LF se descompone como £F ~ RF§(U’ @ kGF) (bosonizacién trenzada en ¥SYD)
donde RF = R como subdlgebra y U'-médulo pero con GF ~ G actuando por

y=r=FH) "t (v-r), re€ R,y €G.
(¢) Asumamos que

(i) C y G son abelianon, y F tiene una seccion ¥ € Homgps (C,G),

(ii) Para todor € RyceC, c-r="19(c)-r.
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Sea NF := ker F x {e}. Entonces la subdlgebra RF§U’' @ kNF tiene estructura de dlgebra de Hopf
que denotamos por LF de forma que kC — £F — LF es exacta. Ademds RY es un dlgebra de

U’ QkNF
Hopf en U,gwyp.

Prueba. @‘: Sea 7f : L x kC — kC una proyeccién de algebras de Hopf dada por

T (r#fu @y @ c) = e(r)e(u) F(y)e, re€R, ueU,y€G ceC.

F

Entonces 7"t = idkc y la afirmacién se sigue de [R] tomando la subdlgebra

ST = (LxkC)®™ =R-U @KkGF.

os morfismos de algebras de Hop éU’ ® kGF dados por
b)| L fi de algebras de Hopf £F

(2

P(ritu@F(y)7") = e(r)e(u) (1#F() ),

. ) . reR, uelU, vyegq,
1 (u®9F(7)77) = 1#u®@9F(y) ",

F
satisfacen pfof = idyer. Entonces RF := (£F)“? y la afirmacién se sigue de aqui.

By [(i)} 6F ~ ¥F x ¢? donde ¢? = {(9(c) !, ¢) : ¢ € C} y usando ademas (i)} € es central
en ZF. Ahora la multiplicacién nos provee de un isomorfismo lineal

LF ~ (U 0 k6F) ~ RF4(U' ® (kW x ke”)) ~ (RFHU’ @ kav" ) @ ke

Luego el cociente £F ~ ZF /k(C?)*.£F es isomorfo como 4lgebra a la subalgebra RF{U’ @ kNF.
El resto es claro desde aqui. O

La situacién que tenemos en mente es cuando C = Cny y R = @;ccy R; tiene una Cy-
graduacién de algebras de Hopf en gyD. Por ejemplo, sea V € ﬁg)ﬂ) Cpn-graduada y tomemos
R = A(V) (o cualquier dlgebra de pre-Nichols definida por relaciones Cn-homogéneas). Ahora
fijamos w € Gy (esto corresponde a fijar una estructura cuasi-triangular en kCy) y Cn acttia
en R; por w'.

En el resto de esta seccién chark # 2, en particular chark = 0 estd permitido. Sea R el
algebra de polinomios k[(] con la tnica estructura de algebra de Hopf tal que ¢ € P(R). Sea
R, el cociente de algebra de Hopf R/(¢? — (). Recordemos ademés que I' ~ Z. Fijamos los
generadores

Cy = (e), I'={(g). (3.1.7)
Ejemplo 3.1.4. Ahora damos una realizacién de (V,c), con trenza (3.0.2)), en ELYD por
g— x1 = —11, g — To = —T9 + T1, d(zi) = g ® x;, 1=1,2. (3.1.8)

Como el ideal en T'(V') generado por las relaciones (3.0.1]) pertenece a %,;pr, B es un algebra
de Hopf en ﬁFyD luego tenemos

H:= B#kT. (3.1.9)
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Ahora si declaramos a V' como puramente impar y tomamos C = Cy, G =T, L = H, U = kI’
y F: ' — (5 la proyeccion estandar, tenemos H x k(o ~ H#kC5 donde

H ~ BykT, (3.1.10)
esto corresponde a la realizaciéon de V' en ﬁ;yps por
g—x1 =21, g~ To=o9—T1, 0(x;) =g R x4, |x;| =1, 1 €. (3.1.11)
Como F no admite secciénes, no hay més descomposiciones posibles.

Ejemplo 3.1.5. Andlogamente realizamos (W, cyy), con trenza , en gggﬁgﬁ)ﬂ) por

CA’U@':UZ', € — Ujy = —Uy,

1=1,2. 3.1.12
Sur) = c®ur,  Buz) =€ ®u — Ce®@ui, (8.1.12)

Como antes B% es un algebra de Hopf en gg‘égﬁ)ﬁD donde tenemos

K := B4 (R @ kCy). (3.1.13)

Ahora pensando a TV como un super espacio vectorial puramente impar y tomando C = Cp =~
G,L =K U=R®k(CyyF =idg,, tenemos K x kCy ~ Ji/#kC’g, donde .# ~ B4 (R®kCy);

ademas kCs es central y
K = J)kCy ~ B4 R. (3.1.14)
Aqui esto ultimo corresponde a la realizacién de W en g)ﬂDS por

<4ui:ui7 ‘UZ‘:la i:1727

3.1.15
d(ur) =1®u1, d(uz) =1Qus — (R u. ( )

Las superalgebras H y K admiten un apareamiento adecuado de élgebras de Hopf que nos
permite una caracterizacion alternativa de la superédlgebra de Hopf £, ver Observacién

3.2 | El doble del super plano de Jordan

3.2.1 | La definicién

Definimos el doble de Drifeld E de H = B#KkI', ver con respecto a un apareamiento
adecuado con with K = Bd#(R®k02 ver (| m Luego mostramos que existe una superal-
gebra de Hopf € tal que E ~ & #kC5. De esta forma & es fundamental para estudiar el doble
de Drinfeld E; este ultimo tiene, entre otras caracteristicas, una descomposicion triangular
(13.2.14)).

Las algebras de Hopf H y K tienen bases PBW, denotadas por By, Bk, dadas por los
monomios ordenados 0 multiplicadas adecuadamente por elementos de los
grupos I' y Cs, o potencias de . La comultiplicacién de H, respectivamente K, satisfacen
x1,22 € Pg1(H), u1 € Pe1(K) y

Aug) =u2 @ 1+ e®@uz — e( @ uy. (3.2.1)
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Lema 3.2.1. El dlgebra H estd presentada por generadores x1,x2,g, g~ " y relaciones (3.0.1)),
gr1 = —118, gTo = —T28 + 118, glg™ =1 (3.2.2)

Ademds, K estd presentada por generadores uy,us,C, € and y relaciones (3.0.1)) (en los u;),

=1, e¢ = (e, (3.2.3)
€Ul = —UIE, €Uy = —UIE, (3.2.4)
Cup = u1¢ + u1, Cug = ua( + uo. ] (325)

Definimos el doble de Drinfeld de H como E := H 1 K°P, ver Observacién[I.7.3] con respecto
al inico emparejamiento torcido 7 : H® K°? — k tal que

T(Z’1®U1)=0, T($1®u2)=1, T(CL'1®C>=O, T($1®6)=0,
T(z2 @up) =1, T(z2 ® ug) =0, T(z2® () =0, T(ze ®€) =0,
g ou) =0, (@' ®u)=0, rE"e)=+1, 7 0=-1

Proposicion 3.2.2. El dlgebra E estd presentada por generadores x1, x2, (, g, €, U1, Uz CON

relaciones (3.0.1) (es los x; y los u;), (3.2.2), (3.2.3)), (3.2.4),

u1¢ = Cuy + u1, uoC = Cug + uo, (3.2.6)
€g = ge, (g =g(, (3.2.7)
€Er1 = —T1E€, €Ly = —XTQE, (3.2.8)
(w1 = 21 + 271, (w2 = x2C + 22, (3.2.9)
u2g = —gug + gui, ug = —gu1, (3.2.10)
UL, = —T1U1, w1z = —xouy + (1 — ge), (3.2.11)
UoXLo = —TolUs + geC + Touq, ugry = —zru2 + (1 — ge) + zquy, (3.2.12)
La familia Bg que consiste en los monomios
ac?lajgfla:?g”(mugmug}”ugn%k (3.2.13)

con (k,n1,m1,n,n2,n21,m, M2, ma1) € I3, x Z x NJ es una base de E.

Prueba. Sea A un algebra presentada como en el enunciado; luego A — E. Como Bg es una
base de E por construccion, los correspondientes monomios son linealmente independientes
en A. Sea S = {x1,x91,%2,8,(,u1,u2,us, e} Con xey y ug como antes, ordenados por
1 <To1 < Ty <g<(<up <uy <ug <e De las relaciones tenemos que

U211 = T1uU21, €Ul = U21€, UIT21 = T21UL, €ET2] = X21€,
u21T2 = Taugr + (ge + 1)u1, (w21 = x21¢ + 2291,

UgT91 = Tarug — 2x21uy + T1(ge + 1).

Sia>be S, entonces ab es una combinacion lineal de monomios ¢1---¢csconcy < co < -+ <
cs € S. Luego los monomios (3.2.13)) generan A y A ~E. O

Sea’ g =gey g = k<$1,$2,U1,U2,g, <> — E.
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Proposicién 3.2.3. (i) Una base de & estd dada por la familia B que consiste en los
monomaios
ni,.n ng~n m, mi, m m 2 5
o1 ot vy g CMuy  ug ug ?, (na, ma, g, nat, my ma, mar) € 15 x Z < Ng.

(ii) & tiene una descomposicion triangular, es decir, hay un isomorfismo lineal inducido por
la multiplicacion de forma que

E~B® [kl ® R)® (B)°P. (3.2.14)

(iii) El dlgebra E estd presentada por generadores xy, T, ui, uz, g, ¢ con relaciones
(3.0.1) (en los x; y los u;), (3.2.6), (3.2.9), (3.2.11)) (con g en vez de ge) y
g g:Fl =1, Cg = §<7 gxl = -xlga
gr2 = 728 — 118, u2g = gua — gu1, ug = gui.

(iv) E#kCg ~ E como dlgebras de Hopf; aqui E es una superdlgebra de Hopf con comultipli-
cacién dada por g € G(E), C,ur € P(E), x1, 15 € Pz1 (&) y

Ag(Ug) =u®1+1R®us — (X uy, (3.2.15)
Prueba. |(1)] Argumentando igual que en la Proposicién ademds |(i)| implica

Sea A un algebra como la del enunciado. Using the commutation relations we have a
surjective map of algebras ¢: A — £. Claramente la familia B’ consistente en los monomios
analogos a los de B generan A y son linealmente independientes pués ¢(B’) = B. Entonces
A~E.

Identifiquemos kC con la subélgebra de E generada por € € G(E), es decir tenemos
un morfismo ¢: kCs — E. También hay un morfismo de algebras de Hopf 7: E — kCs dado
por

z1 — 0, zo — 0, ug — 0, ug — 0, g€, 0, € €.

Entonces e = id y E ~ E®7#k(C5. Claramente £ C EcoT porque todo generador de £ es
coinvariante , y £ es un algebra de Hopf trenzada en gigz YD con comultiplicacién Ag definida
igual que en . Como E#kC, contiene a Bg, tenemos que & = E©7. Como todo
generador de £ es par o impar, & es una superalgebra de Hopf. ]

Observacion 3.2.4. Recordemos las superalgebras de Hopf H (13.1.10) vy K (3.1.14). Hay
morfismos de superalgebras de Hopf H — & y KP — & (por la presentacion de £) y & es
isomorfo al doble de H con respecto a un apareamiento torcido adecuado, ver [GZBJ.

3.2.2 | El doble como una extensién super abeliana

En esta subseccién mostraremos que £ encaja en una sucesiéon exacta de superalgebras de
Hopf R — & — U con R conmutativa y U coconmutativa.

Sea & el grupo algebraico tal que su algebra de funciones es la superdlgebra de Hopf
conmutativa O(&) = k[X1, Xa, TF] @ A(Y7,Y2) con

| Xq| = |Xo| = |T| =0, V1| = |Y2| =1,
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y comultiplicacién

AX))=X1®1+T* X +NToY:, AT =TcT,
A(X2) =Xo®1+1® Xy + Yo ® Yo, (3.2.16)
AY2) =Y, ®1+10Y:, AV))=YV1®@1+T®Y).

Teorema 3.2.5. Hay una sucesion exacta de superdlgebras de Hopf
O(®) — € — Ulosp(1[2)). (3.2.17)
Prueba. De las relaciones que definen a & deducimos que

2171 = X121, T21U1 = U121, U21U1 = U1U21,

gro1 = 1218, T21U21 = U21T21, guo1 = u218.
Entonces el mapa ¢ : O(&) — & dado por
Y1 = 1, Yo — uy, X1 = w21, Xo > ugy, T—g

es un monomorfismo de superalgebras de Hopf bien definido. Ahora el mapa 7: E —
U(osp(1)2)) dado por

x1 0, To Y, uy 0, ug = P, g1, ¢+ —h.
es un epimorfismo de superdlgebras de Hopf bien definido, pués m(z21) = m(u21) = 0,
71(—56%) = f y m(ud) = e. Podemos ver que kerm = £(O(®))" usando la base PBW de
E. Luego (3.2.17) es exacta. O
3.2.3 | Una subdlgebra de Hopf central

En esta Subseccién chark = p > 2. Mostraremos que & tiene una subalgebra de Hopf central
Z =0O(L), con L un grupo algebraico soluble. Primero necesitaremos las siguientes féormulas
de conmutacion en £.

Lema 3.2.6. Las siguientes igualdades son vdlidas para todo n, m € Ny:

m — m mn m—
CREDY (k:)[ [k 30,

k=0

2m+1 k+€ 0 n+k 2(m k)—£+1
T = ZZ( ) 9515”21 )
=0 k=0
m

23"y =3 (1) [—m] W2k a5
k=0

2m+1x _ZZ k+£ [k] e k 041 2(m k)+e
/=0 k=0

=n,..2m G m m—k)~n
gasm =" <k> ()M 25" Mg,
k=0
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~n 2m+1 ZZ ( ) n+1[ ][k+€]$§xl§1$§(m—k)—€+lgn’

=0 k=0
m,.n < m 2(m—k
33% Ta1 = Z (k) [n][k]ngrkxz( ),
k=0
m n 2(m—k)—0+1
a2 ﬂ‘”?l—ZZ( ) Ut gl gtk (m—k)— ,
£=0 k=0
n,.m g n n—~—, . m L
<m2—§j@>m 25",
=0
n,.m . n n—~_€,_ m 0
Magy :Z <£>(2m) z51¢,
/=0
" uy = Z(—l)k[—m] [k}uluglug(mfk),
k 0
ugm-i-l ZZ k+€ [k] Z 1261—€+1u§(m7k)+£
/=0 k=0
msn m m ~n 2(m—k
g —2(,{)[—71]% b3,
k=0
2m+1~n ZZ( ) n+1[ ][k+£] Lanyk UZ(mfk)*Hl’
/=0 k=0
n n
u;né-n :Z <£> " ZCZUQ )
£=0
m n % n n—~t 0, m
ug1¢ :Z<£>(2m) Cugy,
=0

n n n—1 ~
ugxy =ro1ug — 2nxyug + nrixy; (14 g),

n n s n—1
ug vy =rouy; + n(g + uruy;

ud'ry =riuy" — n$1u21u§(”71) + nugui™
w3y =zou2" — nagus ™Y + ngu2n!

_ ngulug(nfl) —n(n— 1)gu21u§(nfl)*17
uprd" =x2"uy + n:vg(n_l)xlg —n(n— 1)3521:3%(”_2)351@,
Upx3" =3 Uy — 2nw3tuy + nad ! nacg(n 2 718C

+n(n — Daaes ™ Dagl —n@2n — D22 Vg

+n(n—1)(2n— 1)m21x§(n_2)x1§,

SN S n N ,.m mSn n n
g1 =218, B Ta1 = 1218, L1T9) = L2121,

n n n n
Ug1T1 = T1U97, To1Ul = U1T97-

Prueba. Se siguen facilmente por induccion.

99
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Para nuestra siguiente afirmacién necesitamos fijar un poco de notacién. Sea
L= ((Gs x Gg) x Gy,) x Hs (3.2.18)

el grupo algebraico que en el primer factor tiene el producto semidirecto donde G,, actias
en G, x G, por \.(r1,72) = (A%r1, A2r9), A € k*, 71,79 € k mientras que en el segundo factor
aparece el grupo de Heisenberg Hjs, es decir, el grupo de matrices triangulares superiores con
unos en la diagonal. Sea () :== (P — ¢y Z == k(a},, :):gp, uby, u%p, gP, () — £. Notemos que
Z es una subdlgebra puramente par.

Teorema 3.2.7. (i) Z es una subdlgebra de Hopf central de E.
(ii) € es un Z-mdédulo libre finitamente generado.
(iii) Z ~k[T*, X1,...,Xs5] como dlgebra. En particular Z es un dominio.

(iv) Z ~ O(L) como dlgebras de Hopf.

Prueba. Por el Lema Z es una subalgebra central par de £. Necesitamos entonces
verificar que es una subcodlgebra y es invariante por la antipoda. Tenemos las siguientes
férmulas de comultiplicaciéon para todo n € N

1 n—¢
A(zy) ZZ( >n$lm g2k C@atahm

=0 k=0

i";fi( )( )M[kz—nw][ﬂ

=0 k=01t=0

:ngé :1:2( )g2(n—k)—e ®$§(n—k)—€7

1 n—t
n_
n—k—¢
U21 ZZ( )n U1U21®U1u21 .

£=0 k=0

Luego ub,, (P e P(E), x2 ,xh, son (1,g%)-primitivos y g7 € G(£). Solo queda calcular
A( P). Recordemos la férmula (3.1.6) y

zz()” AT & 208 neN,

k=075=0

donde [’;] son los nimeros de Stirling. Como [¢]P) = [[?_,(¢+i—1) = 3%, PI¢h = ¢P — ¢,
tenemos que

p
=0, k=2,....,p—1
[k‘| 07 ) » P )

Finalmente tenemos A(us?) = ul¥ @ 1+ 1@ usr §(p) ® ub;.
Para probar esto consideramos otra base de £ usando una base diferente para k[¢].
La familia de polinomios

1

p] ~1, and m = 1. (3.2.19)

(C(p))kcj7 ke N(]vj € HO,p—lv



2. El doble del super plano de Jordan 61

es una base de k[(], la prueba puede ser consultada en [AP, Prop. 2.6]. Entonces los elementos

o} a3 g () T g

con (ni,mi,n,n2, a1, k, ma, moy,j) € ]Ial X Ng X Ipp—1 forman una base de £. Luego una
base de £ como Z-mébdulo esta dada por

ni,.n21 n2~n j mi,,mM21,,MmM2
Ty o1 e g Tuy tug P ug 2,

con (nl,ml,nQ,mQ,ngl, mgl,j,n) S ]1371 X ]1(2)721)_1 X Hg,p—l'
[(iii)] El mapa ¢: k[T*, X1, ..., X5] — Z dado por

T—gl, Xi—ab, Xomal, Xgeo—CP  Xiodbh, X5 udb

es el isomorﬁsmo deseado de algebras.
Es facil ver que O(L) ~ k[T*, X1, ..., X5] con comultiplicacién determinada por T' €
G(O(L)), X1,X9 € 'PTQ, (O(L)), X3, X5 € P(O(L)) and A(Xg,) =X5014+1 X5+ X3 X,.

La afirmacion se sigue de aqui. O
3.2.4 | Propiedades del doble como anillo
Proposicién 3.2.8. (i) El dlgebra € admite una filtracion exhaustiva ascendente (&, JneN,

tal que grgf: k[X1,..., X5 T @ A(Yr,...,Ys).
(ii) Las dlgebras E y € son noetherianas.
(iii) Si chark = p > 2 entonces E es un dlgebra de identidad polinomial.

Prueba. Sea A el 4lgebra presentada por generadores x1, xo, w1, ug, ¢, 8ty Z;, i € Iy,
con relaciones gt'gT! = 1. El dlgebra A es graduada con

degzi = degu; = 3, deg zo = degug = 4, degg™ = +1,
deg Z1 = deg Zy = deg( =1, deg Z3 = deg Z, = 2.

La filtracién asociada a esta graduacién induce una filtracién en & via el epimorfismo 4 —» &
dado por

2 2
Z1 — X921, Z2 — U921, Zg — T3, Z4 = Uy,

y el resto de los generadores son mapeados a sus homoénimos. Las relaciones de g implican
que gré’ es super conmutativa con la misma paridad que . Entonces o k[Xq,..., X5, Til]
AYy,...,Yy) — gré’ dado por X; — Z;,i €1y, y

T+ g, Y1 — oz, Yo — z9, Y3 — uq, Yy — ug, X5 (¢

es un isomorfismo de dlgebras por comparacion de las series de Hilbert.
Es bien conocido que k[X1, ..., X5, TH)®@A(Y1,...,Ys) es noetheriano, entonces tam-

bién lo es & por y por ende E es también notheriano pués es finitamente generado como
E-modulo. Se sigue del Teorema Proposicion y [MR] Corolario 1.13]. O
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3.3 | El doble del super plano de Jordan restringido

En esta seccién, chark = p > 2.

3.3.1 | Las bosonizaciones

Recordemos que R, = k[(]/(¢P — () es un algebra de Hopf con ¢ primitivo. Ademas de (3.1.7)
también fijamos los generadores

Cy = (9), Cap = (). (3.3.1)

Es bien conocido que k¢ ~ R, ver por ejemplo [AP) 1.3]. Entonces kC2r ~ R, ®kCs y el
algebra k©?» estd presentada por los generadores € y ¢ con relaciones

=1, (3.3.2)
P =, (3.3.3)
e¢ = (Ce. (3.3.4)
Consideramos las realizaciones de V en ﬁgii YDy W en tgjg YD dadas por
v X =—x1, Y2 =—xo+ w1, O(x;) =vRw, i=1,2; (3.3.5)
— U = Uy, € — U, = —Uj, 1 =1,2,
Cu= ’ ' (3.3.6)

6(u1):6®u17 5(“2):6®UQ—C€®U17
Entonces tenemos las algebras de Hopf
H = B(V)#kCa,, K = B(W)#Kk .

Estas tienen bases PBW, denotadas por By y By, dadas por los monomios ordenados (3.1.2))
o (3.1.5) con (n1,ng1,n2) € Ip1 x Ng x Np, multiplicadas adecuadamente por los elementos
de los grupos C),, Cap, 0 potencias de ¢. Entonces

dim H = dim K = 8p>.

La comultiplicacién estd dada por z1,z2 € Py1(H), u1 € Pe1(K) y Ag(uz) by (3.2.1)
Entonces tenemos los siguientes epimorfismos de dlgebras de Hopf

H— H, K— K.

Las propiedades bésicas de H y K ~ H* se siguen sin dificultades.

3.3.2 | Eldoble

En esta subsecciéon mostramos que el doble de Drinfeld de H encaja en una sucesion exacta
de algebras de Hopf kCy — D(H) — E.

Primero damos una presentacion de D(H); para eso necesitamos una para D(kCsyp) que
se sigue facilmente de los isomorfismos D (kCyp) ~ kCa), ® k2 ~ kCsp @ R, @ kCo.
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Proposicién 3.3.1. D(H) estd generada por x1,x2,(, €,y, ui, uz con relaciones (3.0.1), (3.0.3)),
B1.4), B28), B29), B32). 3.3, B34) y

VP =1, ey=ne, (yv=nC, (3.3.7)

VT = —X17, yxo = (—x2 + 1), (3.3.8)

u% =0, UgUol = U U + UTUT, (3.3.9)

uiC = Qui + i, i=1,2. (3.3.10)

UIT] = —T1U1, u1ry = —xou; + (1 — ve), (3.3.11)

ugr] = —x1ug + (1 — ve) + z1U1, UoTy = —Toug + Y€ + Touq, (3.3.12)

ury = —yui, Uy = —yug + Yu1. (3.3.13)

La comultiplicacion estd determinada por~y,e € G(D(H)), ¢ € P(D(H)), z1,z2 € Py1(D(H)),

u1 € Pei(D(H)) y (3.2.1). Los monomios

ni,.n2i1,n2. i gk, mi, mai, mo
xy ot oy € CPuy gy ug

con (n1, my, j,no1, k, may,i,ng, ma) € ]Ial X H%,p—l X Hg,Qp—1 forman una base PBW de D(H).
Prueba. Es una aplicacién directa de la Proposicion [1.7.6 O

Sea t :== 4Pe y g := vP*1. La subalgebra de Hopf generada por ¢ es isomorfa a kCs y the
la generada por g a kC),. Por las relaciones que definen el dlgebra, el elemento ¢ es central.
Sea Zy =k(t) y E == D(H)/D(H)Z . Usamos el mismo simbolo para un elemento en D(H)
y para su clase en F.

Proposicién 3.3.2. (a) El dlgebra E estd generada por x1,x2,g,(,ui,us, € con relaciones
(3.0.1), (3.0.3), (3.1.4), (3.2.8)), (3.2.9), (3.3.9), (3.3.10)), (3.3.2)), (3.3.3)), (3.3.4)

Cg = y¢, 9 =1, (3.3.14)
gr1 = 114, gro = (x2 — x1)g9, (3.3.15)
Ugg = guz — gui, urg = gui, (3.3.16)

urry = —wur + (1 —g), Uy = —auz + g¢ + Tous, (3.3.17)
upr = —zug + (1 — g) + v1wr,  wr = —mu, (3.3.18)
€g = ge. (3.3.19)

(b) La sucesion de dlgebras de Hopf Zy :=kCy — D(H) — E es ezacta.

(c) El dlgebra E tiene dimension 32p° y una base consistente en los monomios

ni,.n21,.n2 n,m, mi, mai, ma_k
Ty o7 To? g (M Uy  ug* ug e

3 4 2
con (n1,mi, k,na1,m,ma1,n,ng,ma) €Iy, x Iy, XI5, 4

Prueba. [(a)} Muy similar a la prueba de la Proposicién [(b)] Las condiciones [(i)] y

arriba son evidentes, mientras que se prueba considerando la base de D(H)

ni,.n21,.n2 nm, mi, ma1, me_k 4
zy ot ey g M ugPuy P e (1 — )

con (ni,my, 4, k,n,m,na, may,ng, ma) € ]1671 X H%,p—l X ]1(2)721)_1. Ahora la Observacién m
nos da pues Zy es central. La prueba de es directa. L]

Observacion 3.3.3. Hay una sucesion exacta de dlgebras de Hopf O(B) < E — E.
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3.3.3 | La superalgebra de Hopf £

Ahora mostramos que E es la bosonizacion de una superalgebra de Hopf £ := k(x1,x9,u1,u,g,() —
E y & resulta el anédlogo restringido de la superalgebra de Hopf &.

Proposicién 3.3.4. (i) Una base PBW de & estd dada por los monomios
(n1, m1,n, m,nay, Moy, no, ma) € ]I%,1 X Hfl)’pfl X H%,prl' Entonces dim & = 16p5.
(ii) & tiene una descomposicion triangular, es decir que hay un isomorfismo lineal inducido
por la multiplicacion
E~B(V)® (kCp,® Rp) @ B(W)°P. (3.3.20)

(iii) & estd generada por x1, T2, u1, ug, g, ¢ con relaciones (3.0.1), (3.0.3), (3.1.4), (3.2.9)),
(3.3.3), (3.3.15)), (3.3.9), (3.3.10), (3.3.14), (3.3.16)), (3.3.17), (3.3.18).

(iv) € es una superdlgebra de Hopf con comultiplicacion dada por g € G(E), (,u1 € P(E),
x1,22 € Pga(€) y (3.2.15). En efecto E#kCy ~ E como dlgebras de Hopf.

(v) Hay una sucesion exacta de superdlgebras de Hopf
OL) > & I» €.

Prueba. son analogos a los de la Proposicién Siguiendo el mismo

esquema que en la Proposicién [3.2.3] tenemos que € ~ D% donde w: E — k(3 estd dado
por

x1 — 0, z9 — 0, uy +— 0, ug +— 0, g1, C—0, € €.
Por la presentacién de g y &€ existe m: E — € tal que
g—g, C'_>Cv T = Ty, Ui = Uy, 7':172

El morfismo ¢: O(L) < & esta definido como el ¢ en la prueba del Teorema Claramente
ker 7 = £(O(L))™ por las bases PBW. Como ((O(L)) es central y £ es un médulo libre sobre
(O(L)), la afirmacién se sigue de la Observacion [1.2.8| O

Observacion 3.3.5. Podemos realizar V' en ﬁjggyps y W en ﬁiyps por

g—x1 =171, g~ Ta=x2— 21, 0(T;) =g Rz, |zi| =1, i=1,2;
¢ — ui = uy, lui| =1, i=1,2,
6(ur) =1®@u1, 6(u2) =1®@uz —(®us.
Tenemos entonces las superalgebras de Hopf H = ZB(V)ikC,, K = B(W)yR,; clara-

mente dim H = dim IC = 4p3. Sus comultiplicaciones estan determinadas por las condiciones
x1, %2 € Pg1(H), u1 € P(K), mientras que A (ug) estd dado por (3.2.15). Luego hay epi-
morfismos de algebras de Hopf H — H, K — K. Las propiedades bésicas de H y K se siguen
automaticamente. Also, there are isomorphisms of Hopf algebras H ~ H#kCs, K ~ K#kCs.
Finalmente, hay morfismos de superdlgebras de Hopf H < &, KP — &, luego £ ~ D(H), ver
[GZB].
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3.34 | & como una extensién

Ahora mostramos que £ encaja en una sucesioén exacta de superédlgebras de Hopf Ry < £ — u
donde R es superconmutativa y u supercoconmutativa. Sea R la superalgebra de Hopf
conmutativa

RS = ]k[Xl,XQ,T]/(X;f,Xg,Tp — 1) ®A(Y1,Y'2)

con | Xi| = |Xa| =|T| =0, |Yi| = |Y2| = 1 y comultiplicacién (3.2.16)). Argumentando como
en la Proposicion [3.2.17] tenemos:

Teorema 3.3.6. Ezisten morfismos de superdlgebras de Hopf t y 7 tal que
R, < & T» u(osp(1]2)) (3.3.21)
es una sucesion exacta de superdlgebras de Hopf. O

Los &-supermodulos simples pueden ser determinados del resultado anterior.

Teorema 3.3.7. Hay exactamente p clases de isomorfismos de £-mddulos stimples que tienen
dimenstones 1,3,5,...,2p — 1.

Prueba. El ideal ERY = (x1, 291, u1,u21,g— 1) es nilpotente y estd contenido en el radical de
Jacobson de &; luego Irrep € ~ Irrep u(osp(1|2)) y [WZ, Prop. 6.3] se aplica directamente. []

3.3.5 | Moddulos simples

Ahora describimos los £-médulos simples como cocientes de médulos de Verma, dando una
prueba alternativa del Teorema [3.3.7] El algebra £ = @,czE™ es Z-graduada por

degxy = degxo = —1, degu; = degug =1, degg =deg( =0.

Recordemos que D(kC,) ~ R, ® kC). Consideremos la descomposicion triangular (3.3.20)) y
las subalgebras graduadas D> := Z(W)°P, D<V := %(V). Entonces

1. D>0 - @nGNogna D<O - ®n€7Nogn y D(kcp) < SO‘
2. (D7°)° =k = (D<Y)°.
3. D29 := D(kCp)D>? y D=0 := D<D(kC}) son subdlgebras de &.

En este contexto los médulos simples de € aparecen induciendo desde D=°. Los elementos
A := Trrep D(kC)) son llamados pesos. Como D>0 es local, la proyeccién (homogenea) D=0 —
D(kCp) nos permite identificar A ~ Irrep D=. El médulo de Verma asociado con A € A es

M(\) = Ind%s0 A = € @pso A

Por un argumento estandar, M () es indescomponible. Sea L(\) el méximo cociente semisim-
ple de M (). El siguiente resultado es conocido, ver por ejemplo [V], Teorema 2.1].

Lema 3.3.8. El mapa X\ — L(\) nos da una biyeccion A ~ Irrep €. O
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El conjunto A es facil de calcular pues D(kC)) ~ kC), ® R, y kC,, es local. Dado k € I,
sea A\ = kwy, el espacio vectorial unidimensional con accién

g - Wk = W, ¢ wy = kwy.
Lema 3.3.9. El mapa k — A\ nos da una biyeccion F, ~ A. L.
Fijamos k € F, y calculamos L(A\g). Como M (M) es libre como D<-médulo con base

wg, los elementos

(n1,m21,m2) . _ni_ma1 n
w = @y Toi Tp? - Wk, ny € lo1,m921 € lgp—1,n2 € lo2p-1,

forman una base lineal de M (). Esto le da a M () la estructura de un médulo graduado por
degw,im’nmm) = deg(x] x5 x5?), asi M(Ak) = Bn<oM (Ne)n ¥ M (Ag)o = kwy. Cualquier
submoédulo propio de M (\;) estd entonces contenido en in ®p<_1M(Ag),. Como L(Ag)
es el dnico cociente simple de M(\g), dividimos el anterior por submddulos propios hasta
obtener uno simple como cociente. Empezamos con el submdédulo N de M (\;) generado por

Sy = {wlgl,o,o)’wl(go,l,o)}'

Lema 3.3.10. El submddulo Ny es propio.

Prueba. La accién de u; y ug es
urxy - wy = —r1uy - wg =0, u1T21 - WE = 21Uy - W = 0,
Uy - wi = —xqug - wi + (1 — g) - wi + x1uy - wi =0,
U2X21 - W = 21U * WE — 2.%‘21’LL1 Wi -+ $1(1 + g) s WE — 2%1 * Wi

Entonces D70 - ), C Si.. Asf N, = D= S C ®p<_1M(\g)n es propio. d

Sea Vi, = M()\;)/Ny y sea y; la clase de w,(go’o’j) en V.

Lema 3.3.11. La familia (y;)jely,,_, genera linealmente Vi y g, u1, u21, T1 y w21 actian
trivialmente en V.

Prueba. Afimamos que la clase de w,&nhnzhn?) =0 en Vg si (n1,n21) # (0,0). Es suficiente
probar que w,(CO’l’nQ) =0y que w,(Cl’O’nQ) = 0 en Vj para todo ny. La afirmacion se sigue por
induccién en no usando los andlogos para £ de las relaciones en el Lema Como z91 y

x1 conmutan, ambos actilan trivialmente en Vj:

ni,n21,n 2 0,1,n

o1 - wl(c Lma1n2) = :c”llxnz]l . ’U)l(c 2) — 07
ni,n21,n2 n ,0,n9

T 'wl(cl 1 )_{1,'117”21"11)( )_O

Entonces (y;);ely,,_; genera linealmente Vi,.. Ademds g, uj y ug) actian trivialmente en estos
generadores por el Lema [3.2.6] O

Fijemos y_1 = y2, = 0. La accién de & en Vj puede ser computada inductivamente:

Cyp=k=7Y, 9-y =y T2-Y =Yyj+1, 21-y;=0,

Iy, . 3.3.22)
Yio1 si j es par , (
ur-y; =0, ug-y; = {2j_]1 o J € lo2p-1-

(5= — k) sij es impar,

Ahora ‘N/k := EyYary1 es un submédulo propio de Vi, pués D70 - yop 1 = 0.
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Proposicién 3.3.12. El modulo Ly = Vk/\~/k es simple de dimension 2k + 1.
Se sigue que Ly = L(\g), el tnico cociente simple del médulo de Verma M (\g).

Prueba. Sea zj la clase de y; en Ly; la accién de £ en los z; estd todavia dada por (3.3.22)).
Entonces (2j)jel, ., €s una base de Li. Para ver que Lj es simple, mostramos que todo
0 # 2 € Ly, genera Li. Sea z = 3 7" gcjzj con m < 2k 'y ¢ # 0. Entonces uy' - 2 € kX2, y

E-z= Lk. ]
3.3.6 | O(®) como una extensién
Sea Gy = (Gg X Gg) X Gy, el producto semidirecto donde G, actia en G, x G, por

A (t1,t2) = (M%t1,t2), A € kX, t1,t2 € k (comparar con el grupo G de la Observacion [2.2.7)).
Entonces O(Gy) es isomorfo a A := k[X1, Xs, T*!] con comultiplicacién dada por T € G(A),
Xy € PTQ, ( ) X9 € P(A)

Proposicién 3.3.13. Hay una sucesion exacta corta de subdlgebras de Hopf
O(G,) < 0(6) I» R, (3.3.23)
con morfismos v: O(Gs) — O(8), m: O(6) — R dados por

u(Xy) = X7, 1(Xg) = XP, o(T) =1TP,
7T(X1) :Xl, 7T(X2) :XQ, 7T(T) :T, 7T(Y1) :Yl, 7T(Y2) :YQ.

Prueba. Claramente m es de subdlgebras de Hopf por la definiciéon de la comultiplicacién de
en O(6) y Rs. En O(®) tenemos las siguientes férmulas de comultiplicacién

1 n—¢

Z Z ( > ZYl XfTQ(n k)—¢ ® }GZX?—k—K?
=0 k=0
1 n—4

zz( ) WVEXS & VEXE,

=0 k=0

n € N. Entonces X} € Pr2 1(O(8)), X5 € P(O(8)) y ¢ es de subalgebras de Hopf. Se sigue
que kerm = O(8)(O(G5)) ™, ¢ es inyectiva y 7 es suryectiva, usando las bases PBW. Como
O(8) es un O(G;)-mdbdulo libre, la Observacion aplica. O

3.3.7 | Un cuadrado conmutativo

Resumimos la relacién entre las stiper algebras de Hopf estudiadas hasta ahora en el siguiente
diagrama conmutativo

O(fs)c—> O(B) O(fi‘i)
O(&)C 3 Ul(osp(1[2)) (3.0.4)
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Proposicion 3.3.14. Todas las columnas y filas en (3.0.4) son sucesiones exractas.

Prueba. Los Teoremas y y las Proposiciones y cubren todo excepto la
fila superior y la columna lateral derecha.

Para la columna lateral derecha necesitamos probar que la stper subalgebra de Hopf Z' =
(eP, fP hP — h) de U(osp(1]2)) es O(G3) ~ k[X;, X2, X3]. Tomamos la base de U(osp(1]2))

que consiste en los monémios
kit i, 1,J
(WP — h)"Rte™ iyl bl
con (n,m,k,£,i,7) € N3 x Iop—1 % H%,l' Vemos entonces que la asignacién
X1'—>fp, XQ'-)hp—h, Xg'—>€p,

da un isomorfismo de algebras Z’ ~ k[ X1, X2, X3] ~ O(G3). Comparando comultiplicaciones,
el isomorfismo anterior es de algebras de Hopf. O(G3) es estable por la accién adjunta de
U(osp(1]2)) y es un médulo libre sobre O(G3) usando la base anterior. Luego la Observacion
se aplica y la columna es exacta.

A continuacién describimos explicitamente la fila superior. ¢: O(Gs) — O(B) estd dado
por

X1I—>X1, X2I—>X4, T—T.

Recordemos que O(B) ~ k[T*, X1,..., X5] y O(Gy) ~ k[Xy, Xz, T*!], ver Teorema y
Proposicién [3.3.13, Tomemos ¢: O(B) — O(G3) dada por

T—1, X1 -0, Xo— —fP, X3 +— h? — h, Xy =0, X5 — el

Ahora ¢ es inyectiva porque mapea una base en un conjunto linealmente independiente,
mientras que v es suryectiva porque la base PBW de O(G3) est4 en la imagen. Claramente
ker ) 2 O(B)o(O(Gs))T, la otra inclusién se sigue de usar la base de O(B)

TmX?XngXnga iajakvna’reNOamEZa

(T —1)™ if m >0,
(T~ —1)™™ ifm<0
O(B) es trivial, luego ¢(O(Gy)) es invariante. Considendo las base PBW de O(B) y O(Gy),
¢ es fielmente plana. Luego la fila es exacta. O

donde 7, estd dado por la féormula 7, = { . La accién adjunta de
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