Algebras de Nichols sobre grupos diedrales y pecios
kthulhu en grupos esporadicos

Autor: Beltran Cubillos, Sergio

Director: Fantino, Fernando Amado

Presentado ante la Facultad de Matematica, Astronomia, Fisica y
Computacion como requisito para la obtencién del grado de
Doctor en Matematica de la

Universidad Nacional de Cordoba, Argentina

©FAMAF-UNC 2020

©0e)

Algebras de Nichols sobre grupos diedrales y pecios kthulhu en grupos
esporadicos (C) 2020 por Sergio Beltran Cubillos se distribuye bajo una
Licencia Creative Commons Atribucion - No Comercial - Sin Obra Derivada
4.0 Internacional.



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/

A mis padres: José Guillermo y Teresa de Jesis

Porque a ellos les debo todo



Resumen

El presente trabajo es un aporte al problema de la clasificacién de las dlge-
bras de Hopf punteadas de dimensién finita sobre grupos finitos no abelianos en
el contexto del método del levante de N. Andruskiewitsch y H.-J. Schneider.

El estudio realizado trata acerca de algebras de Nichols sobre grupos diedra-
les y sobre pecios en grupos esporadicos simples.

Concretamente, clasificamos los médulos de Yetter-Drinfeld sobre los grupos
diedrales Dy y Dg, de orden 8 y 16 respectivamente, cuyas dlgebras de Nichols
son de dimensién finita, concluyendo el primer paso del método del levante para
la familia de grupos diedrales D,,, con m = 4t, cuyo estudio fue iniciado en
[FG]. Més atin, damos una presentacién por generadores y relaciones de varias
de dichas algebras. De esta manera obtenemos nuevos ejemplos de algebras de
Nichols de dimensién finita sobre grupos no abelianos. Ademas, exhibimos fér-
mulas para las dimensiones de los niicleos de los simetrizadores cuanticos para
algunos grados bajos.

En la segunda parte de la tesis estudiamos la estructura de pecio de clases
de conjugacién, usuales y torcidas, en grupos simples esporadicos. Como resul-
tado, aplicando un método de descenso por subgrupos maximales y usando la
informacién computacional del ATLAS [WWT4], logramos determinar las clases
de conjugaciéon kthulhu en los grupos simples esporadicos distintos del grupo
Monstruo. Ademas, clasificamos las clases de tipo F en grupos esporadicos de
orden bajo y encontramos nuevos ejemplos de clases de tipo C.

Palabras clave: Algebras de Hopf punteadas, algebras de Nichols, grupos
diedrales, grupos simples esporadicos, pecios.
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Abstract

The present work is meant to be a contribution to the classification problem
of finite-dimensional pointed Hopf algebras over finite non-abelian groups in the
context of the lifting method due to N. Andruskiewitsch and H.-J. Schneider.

The current study treats about Nichols algebras on dihedral groups and racks
in simple sporadic groups.

Specifically, we classify the Yetter-Drinfeld modules over the dihedral groups
D, y Dg, of order 8 and 16 respectively, whose Nichols algebras are finite-
dimensional, concluding in this way the first step of the lifting method for the
family of the dihedral groups D,,, for m = 4¢, study that has been started in
[FG]. Moreover, we give presentations by generators and relations for some of
these algebras. In this way we obtain new examples of finite-dimensional Nichols
algebras over non-abelian groups. Besides, we exhibit formulas for the dimen-
sions of the quantum symmetrizer kernels for low degrees.

In the second part of this thesis we study the rack structure of, usual and
twisted, conjugacy classes in sporadic simple groups. As a consequence of the
application of the descent method to maximal subgroups and using computatio-
nal information from the ATLAS [WWT+], we are able to determine the kthulhu
classes in sporadic simple groups other than the Monster group. Further, we
classify classes of type F in sporadic simple groups of low order and we find new
examples classes of type C.

Keywords: Pointed Hopf algebras, Nichols algebras, dihedral groups, spora-
dic simple groups, racks.
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Introduccion

Contextualizacion y antecedentes

Las algebras de Hopf, introducidas en la década del cincuenta del siglo
pasado, son objetos matematicos que han sido estudiados en primer lugar en
relacién con grupos algebraicos siendo luego estudiados como objetos de interés
en si mismos. Clases particulares de dlgebras de Hopf que han aparecido en dicho
estudio sistemético son los grupos cuanticos, introducidos por Drinfeld en 1986,
los cuales pueden ser presentados a partir de deformaciones en un parametro de
algebras universales de dlgebras de Lie o de dlgebras de funciones regulares de
grupos algebraicos afines. También aparecen codificando la simetria de catego-
rias trenzadas, es decir, categorias munidas de un producto tensorial asociativo
y conmutativo, como asi también en diversas areas relacionadas con la teoria
conforme de campos, por ejemplo, en invariantes de variedades topoldgicas de
dimensién baja.

En los ltimos treinta anos ha habido un gran interés en la clasificacién de
estos objetos. Asi pues, el estudio de los problemas para una clasificacion de las
algebras de Hopf de dimensién finita se realiza por dos vias diferentes: el caso
semisimple y el caso no semisimple. Una de las estrategias para estudiar el caso
no semisimple es mirar la posicién relativa del corradical, es decir, de la mayor
subcoalgebra cosemisimple. Una subclase particular de las dlgebras de Hopf H
semisimples triviales o de las no semisimples son las punteadas, o sea aquellas
cuyo corradical es isomorfo al dlgebra de grupo de G(H), donde G(H) es el
grupo de los elementos de tipo grupo de H. Para esta subclase de dlgebras de
Hopf, N. Andruskiewitsch y H.-J. Schneider idearon un método para clasificarlas
llamado método del levante, ver [AS1] [AS2, [AS3] [AS4], que consiste en estudiar
ciertas algebras graduadas para luego levantar esa informacién al objeto inicial.

Esta tesis se inscribe en el contexto del problema de clasificaciéon de las
algebras de Hopf punteadas de dimension finita sobre el cuerpo de los niimeros
complejos mediante el método del levante. Segin este método, dado un grupo
finito G, para hallar todas las algebras de Hopf punteadas H complejas de
dimension finita tal que G(H) es isomorfo a G hay que llevar a cabo cuatro
pasos cuyos conceptos explicaremos en la Seccion (1.2

IX



X INTRODUCCION

(a) Hallar todos los V en YD con élgebra de Nichols B(V) de dimensién
finita.

(b) Encontrar una presentacién éptima por generadores y relaciones de las
algebras trenzadas del paso (a).

(c) Paralas algebras B(V) en el paso (b), hallar salvo isomorfismos las dlgebras
de Hopf H tales que gr (H) = B(V)#kG (levantamientos).

(d) Verificar que toda algebra de Hopf trenzada de dimensién finita en gyD,
que cumple los pasos anteriores, es generada en grado uno.

Cuando G es un grupo abeliano y de orden coprimo con 2, 3, 5y 7 la clasi-
ficacion estd completa [AS4]. Cuando G es no abeliano no se tienen resultados
generales, sin embargo, mucha ha sido la contribucién a este problema en los
ultimos anos. En efecto, ademas de los primeros ejemplos no triviales de dimen-
sién baja dados en [MS, [AGI] [GI] se conoce la clasificacién de las dlgebras de
Hopf punteadas de dimensién finita sobre los grupos simétricos Sg y S4 en [AHS]
y [GG], respectivamente, y de los grupos diedrales D,,, con m = 4t > 12 en [EG].

Por su parte las familias de grupos no abelianos finitos simples o casi simples
parecen aportar pocos ejemplos de algebras de Hopf punteadas no triviales. En
efecto, en [AFGVI] [F2] se han considerado los grupos simétricos y alternados,
en [AFGVZ, [FT] los grupos esporddicos y en [ExGVI], [FrGV2l [ACGall, [ACGa2,
ACGa3, [ACGad, [ACGa)| los grupos finitos de tipo Lie. De estos trabajos se
tiene que si G es un grupo alternado A,,, m > 5, o un grupo esporadico distinto
de Flise, B, M o SLy(q), GL2(q), PGL2(q) o PSLs(q), o uno de los grupos
PSL,(q) de la familia infinita dada en [ACGad], entonces el dlgebra de grupo
Cd es la tnica algebra de Hopf punteada H cuyo grupo de elementos de tipo
grupo es isomorfo a G. En este caso se dice que el dlgebra de Hopf H es trivial.
Esto da lugar a la siguiente

Conjetura. Si G es un grupo finito simple no abeliano, entonces toda dlgebra
de Hopf punteada de dimension finita con corradical CG es trivial.

En general, si G es un grupo finito, entonces la categoria gy’D de moédulos
de Yetter-Drinfeld sobre CG es semisimple y las clases de isomorfismo de obje-
tos irreducibles en gyD estdn parametrizadas por pares (O, p), donde O es una
clase de conjugacion de G y p es una representacién irreducible del centralizador
de un elemento fijo de O. Si G es no abeliano, el algebra de Nichols asociada
a (O, p) depende fuertemente de la estructura de O. En términos formales di-
cha estructura es la de pecio. El grupo G y, en particular, cualquier clase de
conjugacion en G son ejemplos de pecio con la conjugacién como operacion.

Asi pues, otra estrategia para atacar el problema anterior es estudiar las
algebras de Nichols asociadas a un par (X, ¢q), donde X es un pecio y q es un
2-cociclo de pecios. Ciertas propiedades de los pecios permiten decidir que el
algebra de Nichols B(X,q) es de dimensién infinita para todo cociclo ¢, caso
en el cual decimos que X colapsa. Tal es el caso de los pecios de tipo D, F'y
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C. En [AFGVT], Theorem. 3.6], [ACGall Theorem 2.8], [ACGa3, Theorem 2.9]
se probd que si X es un pecio de tipo D, F o C, respectivamente, entonces X
colapsa. Si un pecio no es de tipo D ni F ni C se dice kthulhu.

La propiedad de ser de tipo D, F o C de un pecio se preserva por inclusiones
y por proyecciones de pecios. Puesto que todo pecio no trivial admite una pro-
yeccion sobre un pecio simple, resulta fundamental determinar todos los pecios
simples de tipo D, F o C. Notamos aqui que un pecio no trivial X se dice simple
si no posee cocientes propios. Los pecios finitos simples han sido clasificados
en [AG2l Theorems 3.9, 3.12], ver también [J]. Explicitamente, cualquier pecio
finito simple pertenece a una de las siguientes clases:

(i) Pecios afines simples,

(ii) Clases de conjugacioén (torcidas) no triviales en grupos finitos simples no
abelianos,

(iii) Pecios homogéneos torcidos simples.

De esta manera la clasificacién de todos los pecios finitos (simples) de tipo
D, F o C, o, por complementariedad, la de los pecios finitos (simples) kthulhu,
ayudard a delimitar el conjunto de médulos de Yetter-Drinfeld que podrian dar
lugar a algebras de Nichols de dimension finita.

En esta tesis se presentan avances en dos frentes: en la clasificacion de dlge-
bras de Nichols sobre grupos diedrales en el Capitulo [2| y en la clasificacién de
pecios (torcidos) kthulhu en grupo simples esporadicos en el Capitulo

En el Capitulo 2] para los grupos diedrales, nos ocuparemos en forma unifi-
cada de los pasos (a) y (b) del método del levante en lo que llamamos Paso 1
segin la Subseccién Dado que estos grupos son productos semidirectos de
grupos ciclicos podremos usar los resultados conocidos sobre grupos abelianos.
Algunos resultados contenidos en esta tesis para dos casos particulares impor-
tantes se encuentran en el trabajo [BET], el cual completa la clasificacién de las
algebras de Nichols conseguida en [FG], para D, con m = 4t > 12, y muestra
que en érdenes bajos se presentan fenémenos interesantes que no se dan en 6r-
denes superiores y que conducen a nuevos ejemplos de algebras de Nichols de
dimension finita.

En el Capitulo [3| usamos un punto de vista diferente basado principalmente
en [HSI, Corollary 8.3]. Este resultado muestra que en el caso de los grupos
finitos simples no abelianos los V' que satisfacen el paso (a) solo pueden ser irre-
ducibles en la categoria semisimple gyD. La evidencia actual lleva a conjeturar
que si G es un grupo finito simple no abeliano, entonces no existen algebras B(V')
de dimensién finita en el paso (a). Nosotros trabajaremos en esta direccién para
la familia de los grupos esporadicos probando que las herramientas disponibles,
usando la estructura de pecio, no deciden en los casos abiertos actualmente, lo
cual es por si mismo un avance pues contribuye a la clasificaciéon de los pecios
simples kthulhu. Todos los resultados que hemos conseguido en esta linea se
encuentran en el articulo [BE2).
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Planteamiento del problema

Listamos a continuacién los problemas que nos propusimos estudiar en es-
ta tesis, todo con el fin de hacer aportes a la clasificacién de las algebras de
Hopf punteadas de dimensién finita sobre ciertos grupos no abelianos usando el
método del levante. De manera especifica,

1. Estudiar las dimensiones de las algebras de Nichols asociadas a los mé-
dulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre los grupos diedrales. Esto es,
comprender las técnicas usadas en [AF2, [AHS| [FG] y avanzar en la solu-
cién a los Problemas 2]y [3| de 1a Seccion [1.3|en los casos abiertos o que no
se encuentran en la literatura disponible.

2. Completar la clasificacién de los mddulos de Yetter-Drinfeld reducibles
con algebras de Nichols de dimensién finita sobre los grupos diedrales
D,,, para m = 4t, con base en los resultados de [FG] donde se han logrado
clasificar las dlgebras de Hopf punteadas de dimensién finita para los casos
m = 4t > 12 usando el método del levante. Esto es, resolver el Problema
[ de la Seccién [I.3] para los casos abiertos m =4y m = 8.

3. Estudiar familias distinguidas de pecios simples que son clases de conju-
gacioén, usuales y torcidas, en grupos simples esporadicos, con base en la
clasificacién de las clases de tipo D completada en [AFGV2] [FV]. Esto es,
determinar su colapso usando los criterios de tipo F y C como se planted
en el Problema[4] o avanzar en la clasificacién de los pecios kthulhu como
se planteé en el Problema [5] de la Seccién [1.3

Referimos a la Seccién [1.3] porque alli se presenta con mas detalles el pro-
blema.

Estrategia general

En el caso de los grupos diedrales usamos la caracterizacién dada en [AGI]
de los médulos irreducibles en la categorfa semisimple &YD. Dichos médulos
se parametrizan por pares (O, p) donde O es una clase de conjugacién en G y
p una representacion irreducible que cumplen las condiciones de la Subseccion
Nuestro trabajo consiste en usar los Criterios que se enuncian en
[AST] [AS2], [AF2] [AZ] [GT] [HI]. Esto nos permite establecer en la Secciénlas
dimensiones de las dlgebras de Nichols B(V') donde V' es un médulo irreducible,
excepto en el caso particular de la clase de las involuciones y la representacion
signo en D, para m > 5 impar. Para esta clase y representacion sobre D3 la
dimensién del dlgebra de Nichols es conocida por [AHS| [FK| [MS], trabajos que
nos sirvieron para hallar algunas dimensiones de las componentes graduadas en
el caso m > 5 para ciertos valores de m.
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Posteriormente, procedemos a analizar los médulos de Yetter-Drinfled re-
ducibles sobre D4 y Dg combinando técnicas para grupos abelianos que se en-
cuentran en [AST] [Andl [An2, [H2] y para grupos no abelianos enunciadas en
[HS2, HV3| HV4, MS]. Todo esto lo hicimos bajo la gufa de [FG] que nos pro-
porcioné una estructura de la solucién en las pasos (a) y (b) del método del
levante, ademds de ser la ruta a seguir para intentar una clasificaciéon de las
algebras de Hopf punteadas de dimensién finita en trabajos futuros.

Adicionalmente, son muy importantes las técnicas computacionales imple-
mentadas en el programa GAP y el paquete GBNP para bases de Grébner en
variables no conmutativas.

En el caso de los grupos simples esporadicos buscamos pecios de tipo F,
definidos y estudiados en [ACGall, y pecios de tipo C, definidos a partir de
resultados de [HVI] y estudiados en [ACGa3|. Para las clases de conjugacion,
usuales y torcidas, en grupos simples esporadicos que no son de tipo D busca-
mos determinar si son kthulhu por medio de un procedimiento de descenso a
subgrupos maximales. Usamos principalmente técnicas computacionales con el
programa GAP y el paquete ATLAS [WWTH].

Resultados principales

Algebras de Nichols de médulos irreducibles sobre grupos diedrales

En la Seccion hallamos la mayoria de las dimensiones de las algebras de
Nichols de los médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre los grupos diedrales

D,,. Estos resultados se resumen en las Tablas y

Los casos abiertos se reducen al dlgebra asociada a la clase de las involuciones y
la representacion signo en D,,,, con m > 5 impar, a la cual denotamos B(Oy, sgn)
y estudiamos en el Apéndice

Para el caso de B(Op,sgn) hemos determinado por medios geométricos las
relaciones cuadraticas que son

k
R}, = UkVkin + VkinVUkt2n ++° + Vk_nUk.

paracadan =0,...,m—1y k=0,...,(m,n) — 1, donde (m,n) es el miximo

comun divisor de m y n. Ademds hemos encontrado dos formas diferentes de

contarlas, hallando la dimension del niicleo del simetrizador cuantico de orden
dos:

m—1
1
Teorema. dim(KerQs) = - Z Tr ((=1)°c®), donde c es la trenza del mddulo
0

-
de Yetter-Drinfeld correspondiente.

Teorema. dim(KerQs) = Z(m,n)
n=1
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También hemos podido contar las relaciones ciibicas en algunos 6rdenes ba-

jos:

Proposicién. Sip € {3,5,7}, entonces dim(Ker Q3) = 4p(p — 1).

Y computacionalmente en GAP se han determinado las dimensiones de los
nicleos de los simetrizadores cuanticos @),, para n y m bajos, resultados que se
muestran en la Tabla 2201
Algebras de Nichols de los m6dulos de Yetter-Drinfeld sobre D, y Dg

Se ha logrado completar el paso (a) del método del levante con dos teoremas
de clasificacién:

Teorema. (Teorema de clasificacién para Dy) Los mddulos en gz YD con dlgebra
de Nichols de dimension finita se clasifican asi:

1. Seis modulos irreducibles U, V, W, X, Y, Z.
2. Los siguientes modulos reducibles:

i. Mddulos isotipicos U™, V™ W™, X", Y™ Z" paran > 1.

ii. Mddulos no isotipicos M@®N, M2®N and M3®N con sumandos irre-
ducibles M y N que cumplen {M,N} ¢ {{U,V},{W,Z},{X,Y}}.

Teorema. (Teorema de clasificacién para Dg) Los mddulos en gz YD con dlgebra
de Nichols de dimension finita se clasifican asi:

1. Diez mdédulos irreducibles Q, R, S, T, U, V, W, X, Y, Z.
2. Los mddulos reducibles Q'@ R?, S'® VI, T'dU parai,j € Zso,i+j > 1.
Ademis, en las Secciones y tenemos presentaciones por generado-

res y relaciones de todas estas algebras, con excepcion de 12 algebras asociadas
a modulos no isotipicos de rango tres y cuatro sobre Dy.

Clases de conjugacion, usuales y torcidas, en grupos finitos simples esporadicos

Clases de tipo F. Como contribucién a la clasificacién de las clases de conju-
gacién de tipo F en los grupos simples espordadicos hemos logrado usar técnicas
computacionales para demostrar dos resultados.

Teorema. Los siguientes grupos esporddicos no tienen clases de conjugacion de
tipo F:

w Los grupos de Mathieu M1y, Mio, Mso, Msg, Msy.
= Los tres primeros grupos de Janko Jy, Ja, Js.

= FEl grupo de Higman-Sims HS.
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Teorema. Sea G uno de los siguientes grupos simples esporddicos
He, Cos, McL, T.

Sea O una clase de conjugacion en G. Entonces, O es de tipo F si y solo si se
encuentra en la Tabla [l

Grupo G Clases
He 4B, 4C, 8A, 10A
Cos 9A, 9B, 24A*
McL 5B, 9A, 9B
T 4B

Tabla 1: Clases de tipo F en ciertos grupos esporadicos.

Clases de tipo C. En la determinacién del tipo de todas las clases que no son
de tipo D en grupos esporadicos, distintos del monstruo M, también establecimos
las siguientes clases de tipo C.

Teorema. Las clases de conjugacién en la Tabla[9 son de tipo C.

Grupo | Clases || Grupo | Clases

T 2A My | 8A, 8B
Suz 3A Coy 3A

COQ 2A J2 2A, 3A
Js 5A, 5B B 2A

Tabla 2: Clases de tipo C, no de tipo D, en grupos esporadicos, distintos de M.

En cuanto a la determinacién del tipo de las clases torcidas que no son de
tipo D establecimos las siguientes de tipo C:

Teorema. Las clases de conjugacién en la Tabla[3 son de tipo C.

Grupo Clases
Aut(Mgg) 2B
Aut(HS) 2C
Aut(Figg) 2D

Tabla 3: Clases torcidas de tipo C, no de tipo D, en grupos esporadicos.

Clases kthulhu. Se consideraron las clases de conjugacién, usuales y torcidas,
de los grupos simples esporadicos, distintos del monstruo M, que no son de tipo
D segin la clasificacién de [FV] y se determind, usando técnicas de descenso
a subgrupos maximales explicadas en la Seccién que la mayoria de dichas
clases son kthulhu, a saber:
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Teorema. Las clases de conjugacion en la Tabla[f son kthulhu.

Grupo Clases Grupo Clases
M, 11A, 11B Mo 11A, 11B
Moy 11A, 11B Mos 23A, 23B
Moy 23A, 23B Ru 29A, 29B
HS 11A, 11B McL 11A, 11B
Cos 23A, 23B Cos 23A, 23B

J1 15A, 15B, 19A, 19B, 19C J3 19A, 19B

Jy 29A, 43A, 43B, 43C Ly 37A, 37B, 67A, 67B, 67C
O'N 31A, 31B Figg 2A, 22A, 22B
Fliag 2A Fiy, 29A, 29B

B 46A, 46B, 47A, 47B

Tabla 4: Clases kthulhu en grupos esporéadicos, distintos de M.

Teorema. Las clases de conjugacion torcidas en la Tabla[5 son kthulhu.

Grupo Clases

Aut(Js) 31A, 313
Aut(O'N) | 38A, 38B, 38C
Aut(McL) 22A, 22B

Tabla 5: Clases torcidas kthulhu en grupos esporadicos.

Clase faltante: Con las técnicas utilizadas y la informacién disponible actual-
mente en GAP no ha sido posible determinar el tipo de la clase 2C en Aut(F'ib,)
que seria el tnico caso abierto dentro de las clases que no son de tipo D en
grupos esporadicos distintos del monstruo M.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo recopilamos, sin demostraciones, algunos hechos ge-
nerales sobre las estructuras algebraicas que usamos a lo largo de toda la tesis.
La referencias principales para este capitulo serdn [Ral [KT]. Cuando citemos re-
sultados poco usuales o muy importantes vamos a indicar con precision el libro
o articulo que estamos usando de guia.

1.1. Algebras de Hopf

Fijemos un cuerpo k de caracteristica cero. Seguimos la convencién nota-
cional segin la cual ® y Hom significan respectivamente ®; y Homy. Ademés
todos los espacios vectoriales tendran como cuerpo de escalares a k.

Si A, B y C son espacios vectoriales tenemos los siguientes isomorfismos
naturales:

= Asociatividad:

a:(A®B)@C - A®(BC): (a®@b)@c—a® (b@c).

= Conmutatividad:

7T:A® B—-BQA:a®Rb—~bRa.

= Accién a izquierda y derecha, respectivamente:
m:kA—->A:1Qa—a, N ARk —>A:a®1+— a.
En este contexto la multiplicacién de k puede denotarse 7.

Usamos los isomorfismos de asociatividad cuando creamos conveniente espe-
cificarlos pero en general identificamos (A® B) ® C = A® (B ® C) eliminando
asi los paréntesis. Lo mismo ocurre con las acciones a izquierda y derecha pues
identificamos k ® A = A = A ® k considerando A ® a = Aa = a ® A\ para todo
A€k ytodoac A
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1.1.1. Algebras

Definicién 1.1. Un dlgebra sobre k es un triple (A4, m, u) donde A es un k—espacio
vectorial y m : A® A — A, u : k — A son funciones lineales llamadas mul-
tiplicacion y unidad, respectivamente, que hacen conmutativos a los siguientes
diagramas:

= Asociatividad: (idg ® m)m = (m ® ida)m

A A A A4 (1.1)

idA®mi \Lm

» Unidad: m(u®ida) =m y m(ida @ u) = n,

u®id 4 ida®u
— -~

A@ A Ak (1.2)

Decimos que A es conmutativa si mt = m.
Usamos la notacién tradicional para denotar la multiplicacién
ab=m(a ®b).

Asi, el axioma de asociatividad significa que (ab)c = a(bc) para todo a,b,c € A.
Por otra parte, si llamamos 14 = u(1), la unidad nos dice que

lya=mu®ida)(l®a) =a=m(ida ®@u)(a® 1) =aly

para todo a € A. Notemos que la unidad es tinica pues estd determinada por el
valor u(1) que es el elemento unidad 14 del dlgebra A. Ademds en un algebra
la multiplicacién m es sobreyectiva pues dado a € A tenemos m(u(l) ® a) = a.

Definicién 1.2. Sean (A, m,u) y (B, m’,u’) dos édlgebras. El dlgebra tensorial es
el espacio vectorial A ® B con multiplicaciéon y unidad dadas por

m=mem)(ids®r®idg), @ = (ueu )y, .
Esto significa que la multiplicacién en A ® B esta dada por

(a®b) (c®d) =ac®bd

para todo a,c € A, b,d € By que la unidad es lagp =14 ® 15.
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Definicién 1.3. Sean (A,m,u) y (B,m’,u’) dos &lgebras. Decimos que una fun-
cién lineal f : A — B es un morfismo de dlgebras si los siguientes diagramas
conmutan:

= Compatibilidad de la multiplicacién: m/(f ® f) = fm

AeAl® peB (1.3)

mi im,

A———B

f

s Compatibilidad de la unidad: fu =’
k

A——-= B
f

En términos de los elementos de A tenemos que f es un morfismo de algebras
si f(ab) = f(a)f(b) para todo a,be Ay f(1a) = 1p.

Denotamos Alg; a la categoria de algebras sobre k. En esta categoria, los
isomorfismos son precisamente los morfismos biyectivos de algebras.

Definicién 1.4. Sea (A, m,u) un &lgebra. Decimos que un subespacio vectorial
B de A es una subalgebra de A si

m(B® B) C B, u(l) € B.
Claramente, cuando restringimos las operaciones de un &lgebra A a una
subalgebra B obtenemos nuevamente un algebra.

Definicién 1.5. Sea (A, m,u) un dlgebra. Decimos que un subespacio vectorial I
de A es un ideal a izquierda (resp. derecha) si

m(A®1I)C I (resp. m(I®A)CI).

I es un ideal o ideal bildtero si es ideal a izquierda y a derecha, lo cual es

equivalente a que
mARI+I®A) CI.

Notemos que ser solo ideal a izquierda (resp. derecha) no implica ser ideal.

Definicién 1.6. Sea I un ideal de un &lgebra (A, m,u). Existe una tdnica es-
tructura de dlgebra (A/I,m, @) en el espacio vectorial cociente A/I tal que la
proyeccién candnica w: A — A/I : a — a es un morfismo de algebras. Especifi-
camente,

m(a®b) = ab, u(l) =T4.

Llamamos a (A/I,m,a) el dlgebra cociente de A por I.
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Definicién 1.7. Sea A un algebra. Un A—mddulo a izquierda es un par (V, )
donde V es un espacio vectorial y 1 : A®V — V es una funcién lineal, a la que
llamamos accién de A en V, que hace conmutativos a los siguientes diagramas:

» Asociatividad: p(m ®idy) = p(ida ® p).

A AV EY Agy (1.5)
id4®ui \LN
AQV — v

» Unidad: p(u ®idy) = n;.

koV m 1%

ARV

(1.6)

En este contexto denotaremos p(a ® v) = a-v = av. Ademds, podemos
definir los A—moédulos a derecha de manera andloga usando acciones de la forma
p: VA=V :iv®a— va.

Definicién 1.8. Sean (V, 1) y (W, 1) dos médulos a izquierda sobre un dlgebra A.
Un morfismo de V en W es una funcién lineal f : V' — W que hace conmutativo
el siguiente diagrama:

= Compatibilidad con las acciones: fu = p/(id4 ® f).

AoV 8 pow (1.7)
"
1% W

Los A—médulos a izquierda junto con los morfismos que acabamos de de-
finir forman una categoria abeliana que denotamos 4 M. Anélogamente, a la
categoria de A—moddulos a derecha la denotamos M 4.

Definicién 1.9. Sea W un subespacio vectorial de un A—médulo (V, p). Decimos
que W es un submaodulo de V si

(AR W) CW.

En tal caso, tanto W como V/W son A—mddulos. Explicitamente, la accién de
A en W es la restriccién de p y la accién de A en el mddulo cociente V/W estd
dada por

g AQV/W = V/W :a® v — av.
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1.1.2. Coalgebras

Definicién 1.10. Una codlgebra sobre k es un triple (C,A,e) donde C es un
k—espacio vectorial y A : C — C ® C, € : C — k son aplicaciones lineales,
llamadas comultiplicacion y counidad respectivamente, que hacen conmutativos
a los siguientes diagramas:

= Coasociatividad: (A ® idg)A = (ide @ A)A

ARidc

cecec2¥ g (1.8)
idc@AT TA
cxC X C

= Counidad: (¢ ® idc)A = n; ' and (ide ® €)A = ;!

e®ido ido®e

keC cel

Decimos que C es coconmutativa si TA = A.

Usamos la notacién de Sweedler para denotar la imagen de un elemento bajo
la comultiplicacion
A(C) = C(1) X C2)-

Con esta notacién la coasociatividad significa que para todo ¢ € C' tenemos
c(1) @ )@ @) = ) D C@)1) @ C2)(2)
Anélogamente, la counidad significa que
ele)e) = e = cpele)

para todo ¢ € C.

Notemos ademds que en una codlgebra la comultipliacién A es inyectiva. En
efecto, supongamos que A(c) = 0. Esto implica que 0 = (¢ ® id¢)A(c) = 1 ®@ c.
Aplicando 7; obtenemos ¢ = 0.

Definicién 1.11. Sean (C,A,e) y (D,A’,€’) dos codlgebras. La codlgebra tenso-
rial es el espacio C ® D con la comultiplicacién y la counidad dadas por

A=(de®7T®idp)(ARA'), é=ne®e).

Esto es, A(c®d) = ey ®@dy @ cz) @d(g) y é(c®@d) = g(c)e’(d).
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Definicién 1.12. Sean (C,A,e) y (D,A’,¢’) dos codlgebras. Decimos que una
funcion lineal f : C — D es un morfismo de codlgebras si los siguientes diagra-
mas conmutan:

= Compatibilidad de la comultiplicacién: (f ® f)A = A’f

CeoCc- "L peD (1.10)
AT TA'
C——F—D

= Compatibilidad de la counidad: ¢ = &’ f

i (1.11)
D

C
f

D

Usando los elementos de C' podemos decir que f : C' — D es un morfismo
de codlgebras si para todo ¢ € C' tenemos

fley) ® fle) = fe)ay @ fle)) v €'(f(e) = e(c).

Denotamos Coalg;, a la categoria de coalgebras sobre k. En esta categoria
los isomorfismos son precisamente los morfismos biyectivos de codlgebras.

Definicién 1.13. Sea (C, A, ¢) una codlgebra. Sea D un subespacio vectorial de
C. Decimos que D es una subcodlgebra de C' si

A(D)CD®D.

Notemos que si D es una subcoalgebra de C entonces restringiendo la co-
multiplicacién y la counidad de C a D obtenemos que (D, Al|p,e|p) es una
codlgebra.

Definicién 1.14. Sea (C, A, ¢) una codlgebra. Sea I un subespacio vectorial de
C'. Decimos que I es un coideal a izquierda (resp. derecha) si

A(I)CCRI (resp. A(I) CI®C).
I es un coideal de C si
A CCI+I®Cye(l)=0.

Es importante tener presente que ser coideal no implica ser coideal a iz-
quierda (resp. derecha). Por otra parte, ser coideal a izquierda y a derecha es
equivalente a ser subcodlgebra.
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Definicién 1.15. Sea I un coideal de una codlgebra (C, A, ¢). Existe una tnica
estructura de coalgebra (C/I, A, &) en el espacio vectorial cociente C/I tal que
la proyeccién candnica w : C — C/I : ¢ — ¢ es un morfismo de codlgebras.
Especificamente,

A(C) = ¢y ®¢z), &(¢) =¢€(c).

Llamamos a (C/I, A, £) la codlgebra cociente de C por I.

Una diferencia importante entre la teoria de dlgebras y la de codlgebras es
que la ultima tiene un caracter localmente finito debido al siguiente importante
resultado:

Teorema 1.16 (Teorema fundamental de las codlgebras). [Ral Theorem 2.2.3]
Sea C una codlgebra. Entonces, todo subespacio vectorial de dimension finita
V C C estd contenido en una subcodlgebra de C de dimension finita.

Definicién 1.17. Sea C un &lgebra. Un C'—comddulo a derecha es un par (V, p)
donde V es un espacio vectorial y p: V — V ® C' es una funcién lineal, a la que
llamamos coaccion, que hace conmutativos a los siguientes diagramas:

» Coasociatividad: (p ® id¢)p = (idy @ A)p.

VeCoCLlyqc (1.12)

P®idcT TP

Vel<—7]F—V

= Counidad: (idy ® €)p = n, L.

1% i3 Vek

Vel

(1.13)

En notacién de Sweedler la imagen de un v € V bajo la coaccién p es

p(v) = v(0) @ V).

De manera analoga podemos definir los comédulos a izquierda usando coac-
ciones de la forma p: V — V ® C. En este caso escribimos

p(v) = v(-1) @ v(0)-

Definicién 1.18. Sea C' una codlgebra. Sean (V,p) y (W, p’) dos C'—comddulos
a derecha. Decimos que una funcién lineal f : V. — W es un morfismo de
comddulos de V en W si hace conmutativo el siguiente diagrama:
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= Compatibilidad con las coacciones: (f ® idg)p = p'f.

v— 1 w (1.14)
b

Los C—comédulos a derecha y sus morfismos definen una categoria abelia-
na que denotamos M. De forma anéloga, a la categoria de C'—comédulos a
izquierda la denotamos € M.

Definicién 1.19. Sea W un subespacio vectorial de un C'—comodulo a derecha
(V, p). Decimos que W es un subcomddulo a derecha de V' si

p(W) CW & C.

En tal caso, tanto W como V/W son C'—comédulos. Explicitamente, la coaccién
de W es la restriccion de p y la coaccién del comddulo cociente V/W es

VW = V/WeC: v ) ®vay.

1.1.3. Bialgebras

Proposicién 1.20. Consideremos una quintupla (B, m,u, A, ) tal que (B, m,u)
es un dlgebra y (B, A,e) una codlgebra. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

1. A y e son morfismos de dlgebras.
2. m y u son morfismos de codlgebras.

En el resultado anterior hemos dejado implicito que las estructuras en B&Q B
son las de algebra y codlgebra tensorial de las Definiciones y Asi pues,
que A sea un morfismo de dlgebras significa que A(1) =1® 1y

(ab) (1) ® (ab)(2) = a(1)b1) ® a2)b(2).

Definicién 1.21. Una bidlgebra sobre k es una quintupla (B, m,u, A, ¢€) tal que
(B,m,u) es un &lgebra, (B,A,e) es una codlgebra y las dos estructuras son
compatibles, lo cual quiere decir que se cumple alguna de las condiciones de la

Proposicién [1.20]

Decimos que una bidlgebra B es conmutativa si lo es como algebra y que
es coconmutativa si lo es como codlgebra. Notemos que si B es conmutativa
entonces la multiplicacién m : B ® B — B es un morfismo de algebras y ana-
logamente, si B es coconmutativa entonces A : B — B ® B es un morfismo de
codlgebras.
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Definicién 1.22. Sean A y B bidlgebras. La bidlgebra tensorial es el espacio AQ B
con la estructura de dlgebra tensorial y codlgebra tensorial.

Definicién 1.23. Decimos que una funcién f : B — B’ entre bidlgebras es un
morfismo de bidlgebras si es simultdneamente un morfismo de algebras y de
coalgebras.

Las bidlgebras y sus morfismos forman una categoria a la que denotaremos
Bialg;. En esta categoria los isomorfismos son justamente los morfimos biyec-
tivos.

Definicién 1.24. Sea (B, m,u, A, ¢) una bidlgebra. Sea S un subespacio vecto-
rial de B. Decimos que S es una subbidlgebra de B si es simultdneamente una
subalgebra y una subcodlgebra de B.

Claramente, si restringimos la multiplicacién y la comultiplicacién de B a
una subbidlgebra S obtenemos de nuevo una bidlgebra.

Definicién 1.25. Sea (B, m,u, A, ) una bidlgebra. Sea I un subespacio vectorial
de B. Decimos que I es un biideal de B si es simultdneamente un ideal y un
coideal de B.

Definicién 1.26. Sea I un biideal de una bidlgebra (B, m,u, A, ¢). Existe una
tinica estructura de bidlgebra (B/I,m,u, A, &) en el espacio vectorial cociente
B/I tal que la proyeccién canénica m : B — B/I : b — b es un morfismo de
bidlgebras. Ademads, el dlgebra y la codlgebra subyacentes son el algebra cociente
y la codlgebra cociente. Llamamos a (B/I,m,a, A, £) la bidlgebra cociente de B
por I.

Definicién 1.27. Sea B una bidlgebra. Un B—bimddulo a derecha es una terna
(V, i, p) donde (V, ) es un B—médulo a derecha, (V,p) es un B—comddulo a
derecha y se cumple la siguiente compatibilidad de la accién y la coaccién:

p(vh) =ve) - hay @ vyhe)
para todo v € V y todo h € B.

La ultima condicién de la definicién anterior significa que p: V — V ® B es
un morfismo de B—médulos a derecha cuando consideramos en V ® B la accién
diagonal

(v@h)r =v-231) ® h(y).

Esto equivale a que p: V ® B — V es un morfismo de B—comdédulos a derecha
cuando consideramos en V' ® B la coaccion

ﬁ:V®B—>V®B®B:v®hl—>v(0)®h(1)®v(1)h(2).

Definicién 1.28. Sean V' y W dos bimddulos a derecha sobre una bidlgebra B. Un
morfismo de V en W es una funcién lineal f : V — W que es simultdneamente
un morfismo de médulos y de comédulos.
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A la categoria de B—bimddulos a derecha junto con los morfismos de la
definicién anterior la denotamos Mg.

Definicién 1.29. Sea W un subespacio vectorial de un B—bimédulo a derecha
V. Decimos que W es un subbimddulo a derecha de V si es a la vez submédulo
y subcomédulo. En tal caso, V/W tiene estructura de bimédulo a derecha con
la estructura de moédulo y comdédulo cociente.

1.1.4. Algebras de Hopf

Definicién 1.30. Un dlgebra de Hopf sobre k es una séxtupla (H,m,u,A, e, S)
tal que (H, m,u, A, ¢€) es una bidlgebray S : H — H es una aplicacién k—lineal,
a la que llamamos antipoda, que hace conmutativo el siguiente diagramas:

= Axioma de la antipoda: m(S ® idg)A = ue = m(idyg ® S)A.

HoH~2H-2-HoH (1.15)

H®HT>H<TH®H

En términos de elementos el axioma de la antipoda significa que
S(x(l))x(g) = E(CC)lH = 33(1)8(3?(2))
para todo x € H.

Definicién 1.31. Sean H y H’ dos algebras de Hopf con antipodas S y &',
respectivamente. La bidlgebra tensorial H @ H' tiene estructura de élgebra de
Hopf con antipoda

Suem =S®S'.

La llamamos el dlgebra de Hopf tensorial de H y H'.

Definicién 1.32. Sean H y H' dos élgebras de Hopf con antipodas S y S’ res-
pectivamente. Decimos que una funcién lineal f : H — H’ es un morfismo
de dlgebras de Hopf si es un morfismo de bidlgebras que hace conmutativo el
siguiente diagrama:

s Compatibilidad de la antipoda: fS = S'f.

H—1spm (1.16)
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Es un hecho bien conocido que en la definicién anterior basta verificar que
el morfismo f : H — H’ es de bidlgebras pues esto implica la compatibilidad
con la antipoda.

Las algebras de Hopf y sus morfismos forman una categoria a la que deno-
tamos Hopf,,. En esta categoria los isomorfismos son justamente los morfimos
biyectivos.

Definicién 1.33. Sea H un dlgebra de Hopf con antipoda S. Sea A un subespa-
cio vectorial de H. Decimos que A es una subdlgebra de Hopf de H si es una
subbidlgebra que cumple S(A4) C A.

Naturalmente, toda subalgebra de Hopf A de H es un dlgebra de Hopf cuando
restringimos la estructura de bidlgebra y la antipoda de H a A.

Definicién 1.34. Sea H un algebra de Hopf con antipoda S. Sea I un subespacio
vectorial de H. Decimos que I es un ideal de Hopf de H si es un biideal y
S(I)C 1.

Definicion 1.35. Sea H un algebra de Hopf con antipoda S. Si I es un ideal
de Hopf de H entonces existe una tunica estructura de dlgebra de Hopf en la
bidlgebra cociente H/I tal que la proyeccién canénica w : H — H/I : h + h
es un morfismo de algebras de Hopf. Especificamente, la antipoda de H/I estd
dada por -

S(h) = S(h).
Llamamos a H/I el dlgebra de Hopf cociente de H por I.

Definicién 1.36. Sea H un algebra de Hopf. Sea V' un espacio vectorial. Decimos
que V es un H—mddulo de Hopf a derecha si es un bimédulo a derecha sobre la
bidlgebra subyacente H. Del mismo modo, un morfismo de modulos de Hopf es
un morfismo de bimdédulos, esto es, un morfismo de médulos y comoédulos.

Denotamos M a la categorfa de H—médulos de Hopf a derecha y sus
morfismos. En esta categoria los isomorfismos son precisamente los morfismos
biyectivos.

Definicién 1.37. Sea V un H—comddulo con coaccién p: V — V ® H. Decimos
que v € V es coinvariante si
plv) =v® 1.

El conjunto de coinvariantes de V' forma un subespacio vectorial que denotamos
VcoH.

Si W es un espacio vectorial entonces el producto tensorial W ® H es un
H—mdbdulo de Hopf a derecha con accion

idpom: WHRH->WeH: (we®h)®z—w® he
y coaccién
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El siguiente resultado muestra que todos los médulos de Hopf tienen esta es-
tructura.

Teorema 1.38 (Teorema fundamental de los médulos de Hopf (a derecha)). [Ral
Theorem 8.2.3] Si V' es un H—mddulo de Hopf a derecha entonces

V o~ VCOH ® H
como mddulos de Hopf. El isomorfismo estd dado explicitamente por

o(v) = v(0)S(v(1)) ® v(2).

Ahora consideremos un dlgebra de Hopf de dimensién finita (H, m,u, A, e, S).
Sabemos que el espacio vectorial dual H* = Hom(H, k) tiene la misma dimen-
si6on de H. Ademés tenemos un isomorfismo

v:H*"@H* - (H® H)*
dado por
v(f®g)(h@h) = f(h)g(h')
que nos permite identificar H* ® H* con (H ® H)*. De este modo, cuando
dualizamos la multiplicacién m : H ® H — H obtenemos
m*: H* — (H ® H)*

pero podemos considerar a m* como una funcién lineal de H* en H* ® H*.
Haciendo lo mismo con todas las operaciones de H conseguimos la siguiente
definicién:

Definicién 1.39. Si (H,m
entonces (H*, A*, &*,m*,
de Hopf dual de H.

,S) es un &lgebra de Hopf de dimensién finita

) A’ 6
S*) es un algebra de Hopf que llamamos el dlgebra

U
u*,

Ejemplo 1.40. Sea G un grupo finito. El algebra de grupo kG es un algebra de
Hopf con las aplicaciones

m(g®h) = gh, u(l) =eq, Alg)=g®g, £(g) =1, S(g) =g~ "

Consideremos también el dlgebra de funciones k. Sabemos que G es una
base de kG con base dual

{04 : g € G}
donde d,(h) = 0si h # gy d,(g) = 1. El élgebra de Hopf dual de kG es
kG* = k© con multiplicacién punto a punto y

A(Gg) = 0 @ O-1g, €(55) = dg(€), S(04) = 641
heG

Ejemplo 1.41. Sea g un algebra de Lie. El 4lgebra envolvente universal U(g) es
un algebra de Hopf con las aplicaciones

Alz)=z®1+1®z, () =0, S(z) = -z, Vzeg.
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Ejemplo 1.42. En este ejemplo suponemos que k es un cuerpo algebraicamente
cerrado. Sea n > 2 un numero entero. Sea w una raiz n—ésima de la unidad.
Definimos el dlgebra de Taft por generadores y relaciones como

Hy2(w)=(g,z | ¢" =1,2" = 0,29 = wgz).

2 con base

Su dimensién es n
{gixj:OSi,jgn—l}.

La estructura de algebra de Hopf se consigue si definimos en los generadores la

comultiplicacién por

Alg)=g®g, Alz)=z@g+1®u,

la counidad por

y la antipoda por
S(g)=g7" S(x)=—g "=

Definicién 1.43. Sea H un algebra de Hopf. Decimos que un elemento no nulo
g € H es de tipo grupo si cumple

Alg)=g®yg.

El conjunto de dichos elementos es linealmente independiente y forma un grupo
con la multiplicaciéon de H al que llamamos el grupo de elementos de tipo grupo
de H. Lo denotamos G(H). En el contexto de las dlgebras que nos interesan
decimos que H es un dlgebra de Hopf sobre el grupo G(H).

Definicién 1.44. Sea H un dlgebra de Hopf. Sean g, h € G(H). Decimos que un
elemento x € H es (g, h)—primitivo si

Alx)=2z®@g+hx.
Al espacio de todos ellos lo denotamos
P, n(H).

Si x es (1,1)—primitivo decimos simplemente que = es primitivo y escribimos
P, (H)=P(H).

1.2. El método del levante

Este método es una técnica de clasificacion de dlgebras de Hopf. Fue pro-
puesto por Nicolds Andruskiewitsch y Hans-Jiirgen Schneider en [AST] [AS2].
Haciendo un uso sistemético de él éstos autores lograron clasificar en [AS4] las
algebras de Hopf punteadas de dimension finita sobre todos los grupos abelia-
nos de orden coprimo con 210 cuando el cuerpo k es algebraicamente cerrado
de caracteristica cero.
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1.2.1. Categorias trenzadas

La utilidad de las categorias trenzadas es que ofrecen un contexto general
en el cual pueden definirse las nociones de dlgebras de Hopf y sus mddulos.
Hasta ahora los conceptos que requerimos en la categoria de los espacios vec-
toriales fueron los de producto tensorial junto con los morfimos naturales de
asociatividad y acciones a izquierda y derecha.

Definicion 1.45. Una categoria monoidal, o también tensorial, es una séxtupla
(C7 ®a ]1) «, A, p) donde

1. C es una categoria.

2. ® :C x C — C es un bifuntor.

3. 1 es un objeto de C, al que llamamos identidad de C.
4

. a, A, y p son familias de isomorfismos naturales que hacen conmutativos
los siguientes diagramas:

Asociatividad:

a={axyz: XY ®2Z) > (X®Y)®Z|X,Y,ZcC}

WeX)e (Yo 2)
We XY ®2) (WeX)eY)® Z
id®ax,y,zl Taw,x,y(gid

We(XeY)®Z)

WeXY)eZ
(1.17)

AW, XQY,Z

= Acciones de la identidad a izquierda y derecha:
A={x: 10X >X|XeC}, p={px: X®1—>X|Xe(}

ax,1,Yy

X® (oY) (X0 eY (1.18)
X®Y

Ejemplo 1.46. En la primera seccién tenemos el ejemplo que motiva esta nociéon
que es la categoria de espacios vectoriales C = Vecy sobre un cuerpo k con el
bifuntor ® como el producto tensorial usual y 1 = k.

Podemos también estudiar de manera general aquellas categorias que tienen
un andlogo al isomorfismo natural de conmutatividad 7: V@ W — W @ V en
Vecy,.
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Definicién 1.47. Sea (C,®, 1, a, A, p) una categoria monoidal. Una trenza en C
es una familia de isomorfismos naturales

TZ{TX,yZX®Y—>Y®X|X,Y€C}
que hacen conmutativos a los siguientes diagramas:

= Compatibilidad con las acciones:

Xl —1 19X (1.19)

= El diagrama del hexagono:

TXQY,Z

XoY)®Z 2279 (XaY)

X®((Y®2Z) (ZoX)®Y
X®(ZoY)fm (X0 2) oY
(1.20)

Si T es una trenza en C decimos que (C,®, 1, o, A, p, T) es una categoria trenzada.

Copiando con exactitud las definiciones de la Seccién [L.I] tenemos que en las
categorias trenzadas se pueden definir las nociones de algebra, codlgebra, bial-
gebra, dlgebra de Hopf, médulo sobre un algebra, comédulo sobre una codlgebra
y modulos de Hopf sobre bialgebras.

Por otra parte, la categorfas Alg,, Coalg,, Bialg;,4 M, M4, My M
heredan la estructura tensorial de Vec, de modo que es posible definir, por
ejemplo, la nocién de coalgebra en la categoria de médulos a derecha M 4 sobre
un algebra A.

En este contexto general se pueden definir también los productos tensoriales
de algebras, codlgebras y bidlgebras.

En tal caso usaremos el adjetivo de estructuras trenzadas para indicar que
el producto tensorial se define con la trenza ¢ de la categoria en cuestion. Por
ejemplo, reescribiendo la Deﬁnicién si(A,m,u)y (B,m',u") son dos dlgebras
en una categoria trenzada C entonces el dglgebra tensorial es el objeto A® B con
multiplicacién dada por

m=mem)(ids ®c®idg).

En ocasiones escribimos el signo tensorial subrayado ® para significar que la
estructura de algebra en AR B estd definida usando la trenza c.
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1.2.2. Modulos de Yetter-Drinfeld

Definicion 1.48. Sea H € Hopf, con antipoda biyectiva. Un mddulo de Yetter-
Drinfeld a izquierda sobre H es un k—espacio vectorial M dotado de una accién
@:H®M — My una coaccién § : M — H ® M tales que

(5(hm) = h(l)m(_l)S(h(g)) ® h(g)m(o)

para todo h € H y todo m € M.
Un morfismo de mddulos de Yetter-Drinfeld es una aplicacién lineal que es
simultdneamente morfismo de médulos y de comoédulos.

Estos datos definen una categorfa que denotamos £YD. M4s especificamen-
te, esta categoria tiene por objetos a los médulos de Yetter-Drinfeld a izquierda.
Con los cambios obvios pueden definirse # YDy, HyDH y ypg.

Si M € HYD, sus submddulos de Yetter-Drinfeld son los subespacios que
simultdneamente son submddulos y subcomédulos.

Observacion 1.49. De ahora en adelante todas las dlgebras de Hopf que conside-
ramos tienen antipoda biyectiva. Hacemos esta restriccion para poder trabajar
en el contexto de las categorias trenzadas.

Definicién 1.50. Sean M, N € gyD. El producto tensorial M @ N es también
un moédulo de Yetter-Drinfeld sobre H cuando consideramos la accién

h-(m®n)= h(l)m ® h(g)n
y la coaccion
8(m ®n) = m1yn-1) @ me) ® n).-

La trenza ¢ de M ® N (o mds especificamente ¢y n) es el morfismo en gyD
dado por
c(m ®n) = m_n @ m

cuya inversa esta dada por
cHm@n) =ne @S (nc1))m.

Estas definiciones dotan a gyz) con una estructura de categoria trenzada
en la que la identidad es 1 = k, los isomorfismos de asociatividad y acciones
de la identidad son como en Vecy. Por lo tanto podemos definir la nocién de
bidlgebra trenzada en £YD. El ejemplo que nos interesa es el siguiente:

Ejemplo 1.51. Sea M € HYD. Consideremos el espacio vectorial

Usando la Definicién tenemos que cada sumando M®” es un médulo de
Yetter-Drinfeld sobre H, incluyendo a M®° = k donde las acciones son triviales.
Por lo tanto T'(M) € £YD con la accién y la coaccién de la suma directa.
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Denotemos my ® --- @ m,, = my ---m,. Sabemos que T(M) posee una es-
tructura usual de algebra donde la multiplicacién u estd dada por yuxtaposiciéon

H((ml"'mT‘)®(nl"'ns)):ml"'anl"'ns

para todo my ---m, € M®" yny---n, € M®s,
Ademés, T' (M) es una codlgebra con comultiplicacién

A(m) =1@m +ml € T(M)QT (M)

y counidad e(m) = 0, para todo m € M. Aqui hemos definido A en M pero se
puede extender a todo T'(M) pues A : M — T(M)QT (M) es una aplicacién
lineal y un morfismo de algebras. A dicha extensién también la denotamos A.

Por lo tanto, T (M) estd dotada de la estructura de bidlgebra trenzada, lo
cual significa que

(@ p)(idy ® c@ida) (A ® A) = Ap. (1.21)
Llamaremos a T'(M) la bidlgebra tensorial trenzada de M.

En el contexto de los grupos finitos tenemos una forma equivalente de definir
los médulos de Yetter-Drinfeld.

Definicién 1.52. Sea G un grupo finito. Un mddulo de Yetter-Drinfeld sobre el
algebra de Hopf kG, o simplemente sobre G, es un kG—mébdulo, G—graduado,

M = ®geaM,

tal que
hMy © Mygn—

para todo g,h € G. La equivalencia entre la estructura de comédulo y la gra-
duacién esta dada porque

My={meM:6(m)=g®m}

El soporte de M es
Sop(M) ={g € G: My # 0}.

A la categoria ZgyD la denotamos también gyD. Notar que esta categoria es
semisimple. Ver [AGI] Section 3].

Para efectos de realizar cdlculos serd importante tener presente la siguiente
igualdad, que es una traduccién de la ecuacién Si M Eg YD y tomamos
m € My y n € M entonces en la bidlgebra tensorial T'(AM) tenemos

A(mn) = 1@mn + m&n + (g - n)@m + mn1. (1.22)
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1.2.3. Algebras de Nichols

Definicién 1.53. Sea V € Vecy. Una trenza en V es una aplicacién lineal inver-
tible c: V®V — V ®V que satisface la ecuacion de trenzas

(c®id)(id ® ¢)(c®id) = (id ® ¢)(c ® id) (id ® ¢)

en V@V ®V. Sices una trenza en V decimos que (V, ¢) es un espacio vectorial
trenzado.

Ejemplo 1.54. Supongamos que V es un espacio de dimensién finita con base
{v1,...,v,}. Si ¢, con 1 <4,j <mn, son elementos invertibles de k entonces

C(’Ui (2] Uj) = q;;V; QU;

es una trenza en V. En particular, la aplicaciéon natural que da vuelta a los
tensorandos (flip por su nombre en inglés) 7 : V@V — V ® V, dada por
T(v® w) = w ® v, es una trenza en V.

Ejemplo 1.55. Sea G un grupo finito. Podemos definir una trenza en V = kG
considerando
c(g®@h)=ghg ' ®g.

Ejemplo 1.56. Sea G un grupo finito. Si M es un mddulo de Yetter-Drinfeld
sobre GG entonces podemos dotar a M con una estructura de espacio vectorial
trenzado considerando ¢ de modo que para todo m € M,

c(m®n) =gn@m. (1.23)

Definicién por el grupo de trenzas

Definicién 1.57. Sea n un natural n > 2. Definimos el grupo de trenzas B,, con
generadores o1, ...,0,_1 y relaciones

B 0,0i410; = 04410041 81 1 <i<n—2
" 0;0; =0;0; cuando |i — j| > 2.

Por un lado, es claro que By = Z por ser un grupo infinito generado por un
solo elemento y ademads es el inico grupo de trenzas abeliano. Como

Bn%Bn+1idi — 0;

es un monomorfismo entonces todo B,, es infinito. Por otro lado, el grupo simé-
trico S,, estd generado por las transposiciones

i=0,1+1),1<i<n-—1,
que cumplen las mismas relaciones que definen a B,,, ademds 72 = id, luego

m:B, =S,:0i— T



1.2. EL METODO DEL LEVANTE 19

define un epimorfismo de grupos.

Para definir las algebras de Nichols necesitaremos dos funciones p,, v fiy,, con
n > 2, de las que explicamos su definiciéon y propiedades en los siguientes dos
resultados:

Proposicién 1.58. Sea (V,c¢) un espacio vectorial trenzado. Si definimos
¢; = idyei-1 ® ¢ ® idyen—i-1

entonces c1,...,cn_1 Satisfacen las relaciones de B,, y por lo tanto obtenemos
una representacion
pn i B, — GL(VE") : 0y = ¢;.

Teorema 1.59 (Matsumoto). [KT, Theorem 4.12] Fziste una funcion py, : S, —
B,, tal que

1. pn(m) = oy

2. pn(aB) = pn(@)pn(B8) sil(aB) = U(a)l(B), donde l(a) denota la longitud
de a que es la minima cantidad de generadores T; en una escritura de .

3. Wy es una seccion conjuntista de la proyeccion 7 : B, — S,, o sea,
Oy = idg,, .

Definicién 1.60. Sea (V, ¢) un espacio vectorial trenzado. Llamamos simetrizador
cudntico de grado n al operador @, : V®" — V®" dado por

Qn = Z Pn © ,un(a)~

a€es,
Definimos el dlgebra de Nichols B(V') asociada a V' como el dlgebra graduada
B(V) = @;2,B"(V)
donde B°(V) = k, B} (V) = V y cuyo n—ésimo grado para n > 2 es
B*(V) =V®"/Ker Q,.

La serie de Hilbert univariada de B(V') es la serie formal

Hp () = dim(B"(V))t™.
n=0

Ejemplo 1.61. Sea V un espacio vectorial. Si consideramos la trenza ¢ = 7T
definida por el flip del Ejemplo [T.54] con ¢;; = 1 para todo 4, j, entonces el
algebra de Nichols B(V) es el dlgebra simétrica de V. Esto es, €l cociente del
algebra tensorial

SV)=TV)/(vew—-—wv:v,weV).

En este caso dim B(V') = cc.
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Ejemplo 1.62. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita n. Si consideramos
la trenza ¢ = —7 = — flip tenemos que el &lgebra de Nichols B(V) es el dlgebra
exterior de V definida como el cociente del dlgebra tensorial

AV =T(V)/(veuw+twv:v,weVy=T(V)/(v@v:veV).

En este caso dim B(V') = 2". En secciones posteriores mostraremos més ejemplos
de algebras de Nichols con dimensién finita.

Definicién como cociente del algebra tensorial

Definicién 1.63. Sea C' € Coalg, . El corradical de C' es la suma de sus subcodl-
gebras simples. Lo denotamos Cj.

Definicién 1.64. Sea C' € Coalg,,. Decimos que C es irreducible si Cy es una
subcodlgebra simple de C.

Definicion 1.65. Sea C' € Coalg,. Decimos que C' es punteada si todas sus
subcodlgebras simples son unidimensionales.

De estas definiciones es claro que una codlgebra C' es punteada irreducible
si su corradical Cj es unidimesional.

Teorema 1.66. [Ral, Theorem 15.5.3] Sea H € Hopf,,. Sea V € £YD. Entonces,
el dlgebra tensorial T(V') del Ejemplo y la funcion de inclusion v : V. —
T(V) satisfacen:

1. T(V) es un dlgebra de Hopf trenzada punteada irreducible en 2YD y ade-
mds v es un morfismo tal que 1(V') C P(T(V)).

2. Si A es un dlgebra de Hopf trenzada punteada irreducible en YD y te-
nemos un morfismo f :'V — A tal que f(V) C P(A), entonces existe un
morfismo F : T(V) — A de dlgebras de Hopf trenzadas en BYD tal que
Fuo=f.

Ahora procedemos a construir el algebra de Nichols como un cociente del
algebra tensorial, esto nos llevard a una definicién equivalente a la que teniamos
usando el grupo de trenzas. Esta nueva definicién es més tedrica y por eso per-
mite su uso para demostrar resultados generales en comparacion con la primera
que es m&s constructiva y se usa para cdlculos directos. Ver [AS2].

Sabemos T'(V) es un &lgebra graduada donde el n—ésimo grado es V&,
Definimos I = Y {J : J es coideal graduado de T(V) y J NV = 0}. Tenemos
que I es un submdédulo de Yetter-Drinfeld de T'(V') que cumple también TNV =
0. Pero ademas es un ideal y coideal graduado de T'(V') lo que nos permite definir
la bidlgebra trenzada graduada en £YD

B(V) = T(V)/I
donde B%(V) =k, BY(V) =V y cuyo n—ésimo grado estd dado por
BN(V) = Ve /(I N VEn).
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Definicién 1.67. Sean H € Hopf, y V € ZYD. Llamamos dlgebra de Nichols
de V a la bidlgebra graduada B(V).

En general, si A es un dlgebra en ZYD y V es un submédulo de Yetter-
Drinfeld de A, decimos que V' genera una subdlgebra graduada de Asiy .o V™
es una suma directa.

Teorema 1.68. [Ral, Theorem 15.5.6] Sea H € Hopf,,. Sea V € YD. Llamemos
m: T(V) = B(V) a la proyeccion candnica y continuemos denotando ¢ a la
composicion

Ve T(V) —"= B(V)
Entonces, el dlgebra B(V') y el morfismo v : V — B(V) satisfacen:

1. B(V) es un dlgebra de Hopf trenzada punteada irreducible en YD, 1 es
un morfismo tal que (V) C P(B(V)) y P(B(V)) genera una subdlgebra
graduada de B(V).

2. Si A es un dlgebra de Hopf punteada irreducible sobre k, f:V — A es un
morfismo tal que f(V) C P(A) y P(A) genera una subdlgebra graduada
de A entonces existe un morfismo de dlgebras de Hopf F' : B(V) — A tal
que Fv = f.

Definicién 1.69. Sean G un grupoy V € GYD. Siz € V e y € B(V) definimos
adc z(y) = p(id — c)(z ® y)

donde p es la multiplicacién en B(V) y ¢ es la trenza de B(V'). Para cualquier
par de subconjuntos U C V' 'y W C B(V) denotamos ad(U)(W) al subespacio
de B(V') generado por todos los elementos ad. z(y) con x € U e y € W.

1.2.4. El método del levante

Sea H un algebra de Hopf punteada de dimensién finita con G(H) = G.
Siguiendo [AS4], consideramos la filtracién corradical de H

Hy=kGcH,Cc---CH,C--- CH:Unonn.
Definimos el el dglgebra graduada corradical de H como
gr(H) = ®p>0H,/Hy—1 con H_1 :=0.

Recordemos que el teorema fundamental de los médulos de Hopf nos permite
entender la estructura de cualquiera de ellos como un producto tensorial de
los coinvariantes con H: Si V' es un médulo de Hopf sobre H entonces V =
Veoll @ 0. Un resultado similar ocurre con el dlgebra graduada corradical de un
algebra de Hopf. El teorema de Radford-Majid nos dice que si H es un &dlgebra
de Hopf punteada sobre el grupo G entonces

gr(H) = gr ()" 2 KG.
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Llamamos a R = gr (H)*°*% el diagrama de H. Este producto tensorial puede
dotarse de una estructura de dlgebra de Hopf [AS4, P4g. 381], conocida como
bosonizacion, a la cual denotamos

gr (H) = R#KG.

Pues bien, R resulta ser un algebra de Hopf trenzada y graduada en la categoria
EYD cuyo subespacio en grado uno V = R(1) (el subespacio de primitivos)
genera un algebra B(V') que es el dlgebra de Nichols de V. En [AS2] se muestran
ejemplos donde R # B(V) pero con la hipétesis de caracteristica positiva o
dimension infinita. Alli mismo se propone la conjetura de que en el caso que nos
concierne de dimensién finita y caracteristica cero siempre se cumple R = B(V).
O sea, gr (H) = B(V)#kG. De V sabemos en este caso que estd en YD y que
B(V) tiene dimensién finita si H la tiene, més ain, dim B(V') divide a dim H.

Asi, asumiendo cierta la conjetura, si partimos de un dlgebra de Hopf pun-
teada H de dimension finita con corradical en Hy = kG, donde G es el grupo
de elementos de tipo grupo G(H), entonces en la categoria gyD hallamos un
V que cumplird dim B(V') < oo para obtener la descomposicién

gr (H) =2 B(V)#kG.

El método del levante consiste en seguir el camino contrario. Aunque éste
puede enunciarse de forma general para algebras cosemisimples nosotros lo es-
tablecemos para dlgebras de grupo. Partimos de un grupo finito Gy queremos
saber cudles algebras de Hopf punteadas de dimensién finita H tienen grupo
de elementos de tipo grupo G(H) = G. Para esto debemos hacer los tres pasos
siguientes:

Paso 1: Hallar todos los V en &YD con dlgebra de Nichols B(V) de dimen-
sién finita y encontrar una presentacién éptima por generadores y relaciones
para esta algebra.

Paso 2: Hallar todas las H que nos dan gr (H) = B(V)#kG. (Levante).

Paso 3: Verificar que toda dlgebra de Hopf punteada H con G(H) = G cum-
ple R = B(V). (Generacién en grado uno).

1.3. Presentacion del problema

1.3.1. Clases de conjugacion

Usando el método del levante, en [FG] se han logrado clasificar las dlgebras
de Hopf punteadas complejas sobre los grupos diedrales D,,,, con m = 4t > 12.
Una parte de nuestro problema se inscribe en este contexto por lo que intenta-
remos decir algo acerca del primer paso del método para los diedrales restantes.
Planteamos esto de la manera més general:
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Problema 1. Sea G un grupo finito. Determinar los médulos de Yetter-Drinfeld
V sobre G tales que dim B(V') < co.

La categorfa &YD es semisimple asi que la estrategia natural es comenzar a
estudiar los médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles. De ellos sabemos que estan
parametrizados por pares (O, p), donde O es una clase de conjugacién de G y
(p, W) es una representacién irreducible del centralizador Z = Cg(o) de algin
elemento fijo o € O, ver [AGI] Proposition 3.1.2]. Este elemento puede ser arbi-
trario pues la estructura del médulo no depende de él. Elegimos representantes
Unicos y exhaustivos g1 = e, ga, . . ., g, de las clases laterales a izquierda de G/Z,
donde n = [G : Z] = |O|; luego, definimos el siguiente espacio vectorial

M(O, p) := Ind%(p) = &=y 9: @ W.

1. Estructura de médulo en M (O, p) :

Tomemos w € W y g;, con i = 1,...,n. Para todo g € G tenemos que
99; € G = Uj_,9;Z, luego gg; = gjz para algin j = 1,...,n y algin
z € Z. Asi pues,

9(9: ® W) = gg; @ w = gj @ 2w.

2. Estructura de comédulo en M (O, p) :

Tomemos el elemento o € O y enumeremos los elementos de O del siguien-
te modo: g; = giagfl para i =1,...,n. Definimos

8(gi ®w) = 0; @ (9; @w).

Esto nos muestra ademds que el soporte de M (O, p) es O y que su com-
ponente homogénea de grado o; es g; @ W.

3. Trenza de M (O, p) :

Por comodidad escribimos g; - v = g; ® v. Sabemos cudl es la trenza de un
modulo de Yetter-Drinfeld para un algebra de Hopf de manera general, asi
que de forma particular tenemos a partir de (|1.23)

c(gi-v®@g;-w) =0i(gj-w) Dg;-v.

Denotamos B(O, p) = B(M (O, p)). Sucede que estas dlgebras tienen dimen-
sién infinita en la mayoria de los casos estudiados cuando G es no abeliano.
Por lo tanto, los intentos de solucién han arrojado mejores resultados cuando se
aplican desde la perspectiva negativa del descarte, es decir, en cambio de hallar
todos los V en YD con B(V) de dimensién finita se descartan todos los V en
YD con B(V) de dimensién infinita.

Si dim B(V) = oo para todo V en YD entonces tenemos un resultado de
clasificacién pues, por el método del levante, kG serd la tnica algebra de Hopf
punteada de dimensién finita con grupo G. En este caso decimos que G colapsa.
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Esto equivale a que dim B(O, p) = oo para todo par (O, p) como acabamos de
describir. Asi pues, extrapolando la nominacién decimos que una clase conjuga-
cién O colapsa si dim B(O, p) = oo para toda representacién irreducible p del
centralizador de alguno de sus elementos.

En resumen, para intentar dar una solucién al Problema [I] comenzamos por
abordar el siguiente:

Problema 2. Sea G un grupo finito. Determinar los médulos de Yetter-Drinfeld
irreducibles M (O, p) sobre G tales que dim B(O, p) = oc.

Un forma de hacer esto consiste en hallar criterios que no dependen de la
representacién p y reducimos el problema a:

Problema 3. Sea G un grupo finito. Determinar las clases de conjugacién de G
que colapsan.

Criterios de espacios vectoriales trenzados generales

Los Criterios que enunciamos a continuacién son resultados conocidos
que se encuentran en la literatura.

En este pardgrafo fijamos un espacio vectorial trenzado (V,¢).

Criterio 1. Si existe v € V, no nulo, tal que ¢(v ® v) = v ® v entonces
dim B(V) = oc.

La razén es muy sencilla, al aplicar el simetrizador cudntico al elemento v®"
obtenemos @, (v®") = nlw®" # 0 de modo que Ker Q,, # V®" para todo n.

El siguiente criterio es una generalizacion inmediata: Un subsespacio trenzado
de V es un subespacio lineal W que satisface

c(WeoW)CWaeW.
En tal caso tenemos una inclusién canénica B(W) — B(V') [AS2] Corollary 2.3].

Criterio 2. Si V contiene un subespacio trenzado W tal que dim B(W) = oo
entonces

dim B(V) = 0.

Definicién 1.70. Sea V un espacio vectorial de dimensién finita con base {v1, ..., v, }.
Sean g;j, 1 <4, < n, elementos invertibles del cuerpo k. Cuando consideremos

en GL(V ® V) la trenza del Ejemplo c(v; ® v;) = ¢ijv; ® v;. Decimos que
(V,¢) es un espacio de tipo diagonal con matriz de trenza

q = (qij) € My (K).
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En este caso llamamos a B(V) un dlgebra de Nichols de tipo diagonal. El dia-
grama de Dynkin asociado a este espacio tiene n vértices nombrados

q11s---,4nn

y una arista etiquetada con
qij4ji
que une a g; con g;; siempre que ¢;;q;; 7 1.
Notemos que si un espacio de tipo diagonal V' tiene algiin vértice etiquetado

gii = 1 entonces, por el criterio |1, B(V') tiene dimensién infinita.

Ahora remarcamos dos hechos conocidos acerca de las algebras de Nichols
de tipo diagonal:

Observacién 1.71. En [H2] se clasifican todas las dlgebras de Nichols de tipo dia-
gonal con dimensién finita por medio de los conceptos de diagramas de Dynkin,
sistemas aritméticos de raices y grupoides de Weyl.

Observacién 1.72. En [AnTl [An2] se describen de forma minimal las relaciones
de las algebras de Nichols de tipo diagonal de dimensién finita.

Definicién 1.73. Sea A = (ai;) € M, (R). Decimos que A es una matriz genera-
lizada de Cartan (MGC) si satisface las siguientes tres condiciones:

1. a;; =2 paratodot=1,...,n.
2. a;j € Z'y a;; <0 para todo i # j.
3. a;; =0 siy solosiaj; =0.

Definicién 1.74. Sea (V,c¢) un espacio de tipo diagonal con matriz de trenza
q = (gij) € M, (k*). Supongamos que cada g;; es una raiz de la unidad de orden
0(gii) y que existen a;; € Z que satisfacen las siguientes dos condiciones para
todo 7 # j:

1. _O(Qii) < Q45 <0.
2. qijqi = q5;

Podemos tomar a;; = 2 para todo i = 1,...,n pues cuando ¢ = j no exigimos
ninguna condicién. Obtenemos asi una MGC A = (a;;) por lo cual decimos que
(V,c) es un espacio diagonal de tipo Cartan con MGC A.

Ejemplo 1.75. Tomemos un espacio vectorial complejo V' bidimensional con la
trenza ¢ = — flip. Tenemos entonces

c(v1 @) =—v1 ®v1, (v ®u2) = —v2 ® V1

c(va®@v1) = —v1 QUa , c(va @ U3) = —v3 ® Va.
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El diagrama de Dynkin no tiene aristas pues gi12¢21 = 1 por lo cual obtenemos:

Figura 1.1: Diagrama de Dynkin para ¢ = — flip bidimensional.

Ahora bien, para ¢ = 1,2 tenemos ¢;; = —1 que es una raiz cuadrada de la
unidad, esto es, 0(g;;) = 2. Como
_ 0 _ _ 0 _
12421 = Gi1 =1, @21q12 =g =1

entonces (V, ¢) es un espacio de tipo Cartan con MGC

i)

Definicién 1.76. Sean A = (a;;), B = (b;j) € M,(Z) dos MGC. Decimos que
ellas son equivalentes, y escribimos A ~ B, si existe una permutacién « € S,
tal que para todo i, j se tiene

bij = Ga(ia(y)-

Decimos que una MGC A es descomponible si es equivalente a otra de la forma

c 0
0 D
para dos MGC C'y D. En caso contrario decimos que A es indescomponible.

El diagrama de Dynkin de un espacio de tipo Cartan es conexo si y solo si
su MGC es indescomponible. Esto plantea una estrategia para determinar en
general si el dlgebra de Nichols de un espacio de tipo Cartan es de dimensién
finita: Primero enunciamos un criterio para el caso de los diagramas de Dyn-
kin conexos y después vemos céomo se hallan las dimensiones de las algebras de
Nichols cuando conocemos las dimensiones asociadas a las componentes conexas.

En ese orden de ideas debemos comenzar por estudiar las MGC indescompo-
nibles. De ellas sabemos que se dividen en tres clases, tipo finito, tipo afin o tipo
indefinido. Para definir el tipo que nos interesa hacemos la siguiente convencién
notacional: si v = (v1,...,v,) € R™ escribimos v > 0 (resp. v > 0) para decir
que v; > 0 (resp, v; > 0) para todo i.

Definicién 1.77. Decimos que una MGC A = (a;;) es de tipo finito si cumple:
1. Det(A) # 0.

2. Existe v € R" tal que v > 0y Av > 0.
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3. Si Av > 0 entonces v >0 6 v =0.

Criterio 3. [AST, Theorem 1.1][HIl Theorem 4] Sea (V,c) un espacio de tipo
Cartan con MGC A = (a;;) indescomponible. Supongamos que ¢;; # 1 para
todo i = 1,...,n. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. dimB(V) < oo.
2. La matriz A = (a,j) es de tipo finito.

Ahora bien, si por medio del criterio anterior sabemos que las algebras de
Nichols asociadas a las componentes conexas del diagrama de Dynkin de un
espacio de tipo diagonal son de dimension finita, entonces podemos determinar
la dimension del algebra completa por medio del siguiente resultado que se puede
consultar en [AST] Lemma 4.2] y [G3| Theorem 2.2].

Proposicion 1.78. Sea V' un espacio de tipo Cartan de dimension n. Supongamos
que {1,...,n} se parte como la union disjunta de dos subconjuntos no vacios I,
J tales que ¢;jq;; = 1 para todo i € I y todo j € J. Sean V; = (v; i € I) y
Vy = (vj : j € J). Entonces, V se descompone como

V=VieV;

y para ldas dlgebras de Nichols tenemos el siguiente isomorfismo de espacios
vectoriales
B(V) = B(Vr) @ B(Vy).

En particular,
dim B(V) = dim B(V;) - dim B(Vy).

Ejemplo 1.79. Sea V un espacio vectorial de dimensién n y base {v,...,v,}.
Consideremos la trenza ¢ = — flip. Sabemos por el Ejemplo que B(V) es el
algebra exterior A(V') y que por lo tanto tiene dimensién 2.

Podemos obtener el mismo resultado a la luz del Criterio [3|y la Proposicién
El diagrama de Dynkin asociado a (V,¢) consiste en n puntos disconexos
etiquetados por ¢; = —1, como en el Ejemplo Ahora bien, para cada
componente conexa {g;;} tenemos un subespacio correspondiente V; = (v;) con
matriz generalizada de Cartan A; = (2) € M;1(Z) que es indescomponible de
tipo finito. Luego el dlgebra de Nichols B(V;) es de dimensién finita. Es facil ver
que B(V;) tiene dimensién 2. Luego, dim B(V) = [[ dim B(V;) = 2™.

Como comentario final a este criterio queremos destacar la estrategia de
descarte conocida como la técnica del subespacio abeliano que consiste en to-
mar un espacio trenzado arbitrario V' (generalmente no diagonal), encontrar
un subespacio W de tipo Cartan al que se le pueda aplicar el tercer criterio
para determinar que B(WW) tiene dimensién infinita usando la clasificacién de
[HIl [H2] y posteriormente aplicar el segundo criterio para concluir que B(V)
también tiene dimensién infinita.
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Criterios de mddulos de Yetter-Drinfeld irreducibles

En lo que resta de esta subseccién fijamos un grupo finito G, la clase de
conjugacion O = O, de un elemento o € G y una representacién irreducible
(p, W) del centralizador Z = Cg(0).

Claramente 0 = o7 estd en el centro de su centralizador y por el Lema de
Schur actia en W por un escalar que denotamos ¢, -

Criterio 4. Si ¢y, = 1, entonces dim B(O, p) = cc.

Esto es consecuencia inmediata del primer criterio aplicado a un elemento
g1 ® v = e ® v de la componente de grado ¢ = o;.

Criterio 5. [GIl Lemma 3.1] Supongamos que dim B(O, p) < oco.
1. Si degp > 2, entonces ¢y, = —1.

2. Si degp = 2, entonces ¢,, € {—1,ws,w3} donde w3 es una rafz ctibica de
la unidad distinta de 1.

Criterio 6. [AZl Lemma 2.2] Supongamos que O es real, esto es que contiene a
los inversos de todos sus elementos. Si dim B(O, p) < co entonces ¢yo = =1y 0
tiene orden par.

El criterio anterior nos serd de inmensa utilidad en el segundo capitulo de
esta tesis. Tendremos también como herramienta la siguiente generalizacion:

Criterio 7. [AF2, Lemma 1.8] Supongamos que existe un entero j tal que
o, G'j,O'j2 son distintos y 0/ € O. Si dimB(O, p) < oo entonces o tiene orden
pary qoo = —1.

El siguiente criterio generaliza simultdneamente los criterios [5] y [6}

Criterio 8. [AF2, Lemma 1.9] Supongamos que dim B(O, p) < 0o y que existe
un entero j tal que o # o7 y ademés o7 € O.

1. Si degp > 1, entonces o tiene orden par y ¢y, = —1.

2. Sidegp = 1, entonces o tiene orden par y ¢,, € {—1,ws, w3} donde w3 es
una raiz ctbica de la unidad distinta de 1.

Criterio 9. [AF2l Theorem 1.4] Sea G un grupo de Coxeter finito. Si o tiene
orden impar entonces O, colapsa.

Clases y representaciones triviales. Terminamos este paragrafo con dos casos

particulares de los que se conoce la respuesta para todo grupo a partir del
Criterio [Tk

Observacién 1.80. Si G es un grupo finito entonces O = {e} colapsa.
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Observacién 1.81. Por ¢ denotamos la representacién trivial de cualquier grupo
G. Esto es,
e: G — GL(1,C) =C*

estd dada por £(g) = 1 para todo g € G.
Para toda clase de conjugacion O de un grupo G tenemos

dim B(O, ¢) = .

Esqueletos

Una de las herramientas més importantes y potentes que tendremos oportu-
nidad de usar es la clasificacion de las dlgebras de Nichols asociadas a médulos
de Yetter-Drinfeld semisimples, de rango mayor o igual que dos, sobre grupos
no abelianos, desarrollada en la serie de articulos [HST) [HS2l, HVT] [HV2] [HV3],
HV4]. La idea general es la construccién de un diagrama de Dynkin generali-
zado, llamado esqueleto, que permite verificar si una cierta dlgebra de Nichols
tiene dimensién finita.

Sea G un grupo y # € N. Entonces, ]—"GG denota el conjunto de f—uplas
M = (M,...,My) de médulos de Yetter-Drinfeld (absolutamente) simples M;
de dimensién finita sobre G.

Definicién 1.82. [HV4, Definition 2.1] Sea M € F'. Decimos que la trenza ¢ de
M es indescomponible si no existe una descomposicién M’ @ M" de ©Y_; M; en
YD de modo que (id —c?)(M' @ M") = 0.

Claro estd que si una trenza es descomponible segun la definicién anterior
es porque existe una descomposicién M’ @ M" de M que sea no trivial, lo cual
significa que M’ #£ 0 #£ M".

Definicién 1.83. Sean 6 > 2y M = (My,...,My) € F§'. Para cada par i €
{1,...,0} y j # i definimos
M —00 si (ad M;)™(M;) #0Vm e N
a.. =
" —sup{m € N: (ad M;)™(M;) # 0}  en otro caso
Ademéds definimos al/
matriz de Cartan de M.

= 2. Asf obtenemos una matriz AM que llamamos la

Definicién 1.84. [HV4, Definition 2.2] Sean § > 2y M = (M, ..., M,) € F§'.
Sea A = (af\jf) la matriz de Cartan de M. Decimos que M tiene un esqueleto si

= Cada M; es un mdédulo de Yetter-Drinfeld simple M (o;, p;) para algin
o; € Sop(M;) y para una representacién irreducible p; del centralizador

Ca(oi).

= Para cada par 1 <7 < j <6, con a;; # 0, se tiene aﬁ‘;-[ =-1o a% =-—1.
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En tal caso, el esqueleto de M es un grafo sin lazos, parcialmente orientado y
parcialmente etiquetado, con 6 vértices y con las siguientes propiedades:

= El i—ésimo vértice se simboliza con dim(M;) puntos.

e Si dim(M;) = 1 el vértice se etiqueta con p;(c;).

e Si dim(M;) = 2 con Sop(M;) = {o4,0;} y hay cierta restriccién
adicional sobre p = p;(clo; 1) el vértice se etiqueta con (p). En caso
contrario no se etiqueta.

» Para todo ¢,j € {1,...,0} con i # j hay a;jaj; aristas entre el i—ésimo
vértice y el j—ésimo vértice. La arista se orienta hacia el j—ésimo vértice
siysolosiaj; =—-1ya;<-—1.

m Sean 1 <4< j<0conya; <O0.

o Si Sop(M;) conmuta con Sop(M;) entonces las aristas entre los dos
vértices correspondientes son lineas continuas. En caso contrario son
lineas punteadas.

o Si dim(M;) = 1 o dim(M;) = 1 entonces la arista se etiqueta con
pi(oj)p;j(oi). En caso contrario no se etiqueta.

La importancia de este concepto es que permite determinar si la dimensién
de un algebra de Nichols es finita construyendo el esqueleto correspondiente y
verificando que estd en una lista concreta:

Teorema 1.85. [HV4] Theorem 2.5] Sea § > 3. Sea G un grupo no abeliano y
M = (My,...,My) € ]:9G, Si la trenza de M es indescomponible entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. M tiene un esqueleto de tipo finito, esto es, que se encuentra en la lista
[HV4, Figure 2.1].

2. B(M) tiene dimensidn finita.
3. M admite todas las reflexiones y el grupoide de Weyl de W(M) es finito.

Nosotros nos concentraremos en la equivalencia entre los numerales 1 y 2 del
teorema anterior por lo tanto no hacemos referencia al grupoide de Weyl ni al
concepto de reflexiones.

1.3.2. Pecios

En esta seccién usamos como fuente principal [AG2] y referimos a los lectores
a este articulo para mayor informacion.

La importancia de introducir esta nueva estructura algebraica es que nos da
la posibilidad de enunciar criterios de colapso para las clases de conjugacién.
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Definicién 1.86. Un pecio es una par (X, >) donde X es un conjunto no vacio y
>: X x X — X es una operacién tal que

L.z (y>2) = (x> y) > (x> 2) para todo z,y,z € X.
2. La funcién ¢, : X — X : y — x > y es biyectiva para todo = € X.

Si ademads x > x = x para todo x € X decimos que el pecio X es un quandle.
Si un quandle X cumple z >y = y cuando y > x = z decimos que X es un
conjunto cruzado.

Decimos que X es un pecio abeliano si z >y = y para todo x,y € X.

Ejemplo 1.87. Todo grupo G es un conjunto cruzado con > dada por la conju-
gacién

>y = a:yxil.
Observacién 1.88. De ahora en adelante todos los pecios (y por el ejemplo ante-

rior todos los grupos) serdn finitos aunque no se haga mencién explicita de este
hecho.

Ejemplo 1.89. Sea G un grupo y O una de sus clases de conjugacién. Si definimos
T>y = a:yx_l

tenemos que (O, >) es un pecio y ademds es un subpecio de G, en el sentido de
ser un subconjunto que hereda la estructura con la misma operacién de G.

Ejemplo 1.90. Sean G un grupo y u € Aut(G). El grupo G actia en s{ mismo
por medio de
y—ur = yruly ™).
A la érbita OF* = {y—,z : y € G} de x la llamamos clase de conjugacion
u-torcida de = en G.
Si u(x) = = entonces OF** es un pecio con la operacién

YDy 2= yu(zyil).

Definicién 1.91. Decimos que una funcién f : X — S entre dos pecios X y S es
un morfismo de pecios si

flary) = f(z)> fy)
para todo x,y € X.

Claramente tenemos que la inclusién canénica i : X — S es un un morfismo
de pecios si X es un subpecio de S.

Definicion 1.92. Un automorfismo de X es un morfismo de pecios biyectivo
f: X — X. Al grupo de automorfismos de X lo denotamos Aut (X).

El grupo de automorfismos internos de X es el subgrupo de Sx generado
por todas las funciones ¢,, con z € X, de la Definicién Lo denotamos
Ints (X).



32 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Tomemos un entero positivo n y una funcién
q: X xX = GL(n, k) : (z,9) = qqy-

Consideremos el espacio vectorial V' = kX ® k™. Para evitar confusiones es-
cribimos x - v en cambio de x ® v al denotar los elementos de V. Definamos
c1: VeV ->VeV por

Az vy -w)=(Z>yY) dy,wT- 0.
Es facil ver que c? es una trenza en V si y solo si los q, , satisfacen la ecuacién

Az,y>2qy,2 = Qzp>y,z>29z,2 (1.24)

para todo x,y,z € X. Esto motiva la siguiente definicién, cuya terminologia
proviene de la teorfa de cohomologia desarrollada en [AG2].

Definicién 1.93. Sea (X,r>) un pecio. Un 2—cociclo de grado n en X es una
funcién
q: X xX = GL(n,k) : (z,y) = Qazy

que satisface la igualdad ([1.24). En tal caso decimos que (kX ® k™,¢?) es un
espacio vectorial trenzado de tipo pecio. Al algebra de Nichols asociada la deno-
tamos por B(X,q).

Decimos que un pecio X es indescomponible si no puede escribirse como
union disjunta Y U Z de subpecios no vacioscon Y >ZC Zy Zp>Y CY.

Recordemos que un pecio X se dice sobrio si todo subpecio es abeliano o
indescomponible.

Esta probado que todo pecio puede escribirse como unién disjunta de com-
ponentes indescomponibles maximales [AG2], Proposition 1.17] de modo que el
primer paso para estudiar las dimensiones de las dlgebras de Nichols B(X, q) es
restringirnos a los pecios indescomponibles. Esto es, para todo pecio indescom-
ponible X y todo 2—cociclo q de grado n, determinar si dim B(X,q) = oc.

Los cociclos de grados superiores son muy generales y agregan complejidad
al problema. Para determinar las dimensiones de las algebras de Nichols que
nos interesan basta restringirnos a cociclos de grado uno con valores en C, esta
afirmacién estéd justificada en [AG2, Theorem 4.14].

Definicién 1.94. Sea (X, >>) un pecio. Un 2—cociclo en X, o més especificamente
2—cociclo complejo de grado uno, es una funcién

q:XXX%CX Z(i,j)'—)(]i’j
que satisface la igualdad

Qi ik ik = Qisjyivkdi k- (1.25)
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Si definimos

Cq<i ®]) = (]i’j(’i D]) X1
entonces (CX,¢?) es un espacio vectorial trenzado de tipo pecio. Al dlgebra de
Nichols asociada la denotamos por B(X, q).

Definicién 1.95. Decimos que un pecio X colapsa si para todo 2—cociclo (de
grado uno) ¢ : X x X — C* el §lgebra de Nichols B(X,q) tiene dimensién
infinita.

Debemos hacer una aclaracién para el caso de las clases de conjugacion
O de un grupo G. Previamente habiamos definido el colapso de O cuando
dim B(O, p) = oo para toda representacién irreducible p del centralizador de
algtin elemento o € O. Esto no implica el colapso de O como pecio aunque el
reciproco si se cumple:

Proposicion 1.96. Sea G un grupo. Sea O la clase de conjugacion de o € G. Si
O colapsa como pecio entonces

dim B(O, p) = oo

para toda representacion irreducible de C,(G). O sea, O colapsa como clase de
CONJUGacion.

La importancia de esta proposicién esta en el hecho de que un pecio X = O
dado puede aparecer como subpecio de clases de conjugacién en distintos grupos.

Pecios simples. Es importante notar que los pecios indescomponibles son
extensiones de conjuntos cruzados que esencialmente corresponden a clases de
conjugacién de grupos finitos [AG2], Proposition 3.1]:

Proposicién 1.97. Sea X un pecio indescomponible. Entonces X es isomorfo a
una extension
Y o S

donde Y es un conjunto cruzado fiel indescomponible.
Ademds, Y puede escogerse univocamente con la propiedad de que todo mor-
fismo sobreyectivo X — Z, con Z fiel, se factoriza por medio de Y.

Como anticipdbamos, los conjuntos cruzados indescomponibles estan carac-
terizados completamente por medio de la existencia de un tinico grupo asociado
[AG2| Proposition 3.2]:

Proposicién 1.98. Se tienen las siguientes afirmaciones:

1. Si X es un conjunto cruzado fiel indescomponible, entonces existe un grupo
G y un morfismo inyectivo de conjuntos cruzados ¢ : X — G, tales que
Z(@G) es trivial y o(X) es una sola orbita que genera a G como grupo.
Ademds, G es unico, salvo isomorfismos, con estas condiciones.
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2. 51 X es una sola érbita en un grupo G con Z(G) trivial y X genera a G,
entonces X es conjunto cruzado fiel indescomponible.

3. Hay una equivalencia de categorias entre

s La categoria de conjuntos cruzados fieles indescomponibles con mor-
fismos sobreyectivos.

» La categoria de pares (G, O), donde G es un grupo con Z(G) trivial
y O es una orbita que genera a G; un morfismo f: (G,0) — (K,U)
es un morfismo de grupos f : G — K tal que f(O) =U.

Dentro de esta familia de conjuntos cruzados destacan los simples, aquellos
S en los que todo morfismo sobreyectivo S — P es trivial, o sea, cumple que
|P| =16 |P|=|S|. Estos también estédn plenamente caracterizados en términos
de su grupo asociados [AG2, Proposition 3.4]:

Proposicién 1.99. Sea X un conjunto cruzado indescomponible fiel que corres-
ponde a un par (G,O). Entonces, son equivalentes

1. X es simple.
2. Todo cociente de G, distinto de G, es ciclico.

Ademads de esta caracterizacion, se tiene en [AG2 [J] una clasificacién de los
pecios simples. Ver Seccién[3.1] Por esta razén abordamos el problema de los cri-
terios de colapso para pecios simples en familias distinguidas, que corresponden
a las clases de conjugacién, usuales y torcidas, en grupos simples no abelianos.

Otra razén para concentrarnos en los grupos simples no abelianos es el si-
guiente resultado:

Proposicién 1.100. [HSI, Corollary 8.3] Sea G un grupo simple no abeliano. Sea
0 # U €8 YD. Si B(U) tiene dimensién finita entonces U es irreducible en
q

aVD.

Esto es, la Proposicién reduce el estudio de las algebras de Nichols
de dimensién finita sobre grupos simples no abelianos a los médulos de Yetter-
Drinfeld irreducibles, es decir, a las dlgebras de la forma B(O,p). Desde la
perspectiva de las técnicas de descarte la Proposicién [1.96| reduce el estudio del
colapso de las clases de conjugacién O a su colapso como pecios. Planteamos as{
el siguiente problema:

Problema 4. Determinar el colapso como pecios de las clases de conjugacién,
usuales y torcidas, de los grupos simples finitos no abelianos.
Criterios de tipo pecio

Para resolver el Problema [d] tenemos herramientas potentes que dependen la
estructura de cada pecio.
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Definicién 1.101. [AFGVI Definition 3.5] Un pecio X es de tipo D si contiene
un subpecio descomponible Y = R U S junto con dos elementos r € Ry s € S
tales que

r> (s> (r>s)) #s.

Criterio 10. Tipo D.JAFGV1] Theorem 3.6] Todo pecio de tipo D colapsa.

Proposicion 1.102. Una clase de conjugacion O en un grupo G es de tipo D si
y solo si existen r,s € O tales que

1. 7 y s no son conjugados en el subgrupo (r,s) que generan en G.
2. (rs)? # (sr)>

Definicién 1.103. [ACGall, Definition 2.4] Sea I, = {1, 2, 3,4}. Decimos que un
pecio X es de tipo F si tiene una familia de subpecios {R; : i € I4} junto con
cuatro elementos r; € R; tales que

1. R; > R; = R; para todo i, j € 4.
2. RiNR;=0sii#j.
3. ri>ry F#rysii#£ g
Criterio 11. Tipo F.[ACGall Theorem 2.8] Todo pecio de tipo F colapsa.

Proposicién 1.104. Una clase de conjugacion O en un grupo G es de tipo F si
y solo si existen 11, ...,74 € O tales que

1. r; y r; no son conjugados en el subgrupo (r1,72,73,74), para todo i # j.
2. Ty 7é T4T5-

Definicién 1.105. [ACGa3, Definition 2.3] Decimos que un pecio X es de tipo
C' si contiene un subpecio descomponible Y = R U S junto con dos elementos
r € Ry s €S tales que

1. r> s #s.
2. R=0Y) vy g = o),
3. min {|R|,|S|} > 2 6 max {|R|,|S|} > 4.
Criterio 12. Tipo C.[ACGa3, Theorem 2.9] Todo pecio de tipo C colapsa.

Proposicién 1.106. [ACGa3| Lemma 2.8] Una clase de conjugacion O de un
grupo G es de tipo C si y solo si existen un subgrupo H < G y dos elementos
r,s € HNO tales que

1. rs # sr.

2. OF £ 08,



36 CAPITULO 1. PRELIMINARES

3. H=(OH OH).
4. min{|OF|, |07} > 2 6 mdx {|OF|,|OF[} > 4.

Proposicién 1.107. [FV] Remark 2.2], [ACGall, Remark 2.9], [ACGa3, Lemma
2.10] Sean X eY dos pecios.

1. Sea Y — X wuna inyeccion de pecios. Si 'Y es de tipo D, F o C entonces
X es del mismo tipo.

2. Sea X — Y wuna proyeccion de pecios. Si'Y es de tipo D, F o C entonces
X es del mismo tipo.

Una respuesta negativa a la posibilidad de usar los criterios de tipo D, F o
C nos lleva al enunciado de la siguiente definicion:

Definicién 1.108. [ACGa3| Definition 2.11] Decimos que un pecio X es kthulhu
si no es de tipo D, ni F, ni C.

Podemos resumir los criterios y[12] en el siguiente hecho:
Teorema 1.109. Si un pecio X no es kthulhu entonces colapsa.

Cabe mencionar que existen muchos pecios kthulhu, por ejemplo, los pecios
abelianos y sobrios.

En [AFGV2, [F'V] se da la clasificacién de los pecios de tipo D que son clases
de conjugacion, usuales y torcidas, en la familia de los grupos simples espora-
dicos. Las clases que no son de tipo D estdn en las Tablas [3.1] y [3-3] Ahf puede
comenzar nuestra busqueda de pecios kthulhu. Esto nos conduce finalmente al
enunciado de uno de los problemas fundamentales que abordaremos en esta tesis:

Problema 5. Clasificar los pecios kthulhu que son clases de conjugacién en gru-
pos simples esporadicos finitos.



Capitulo 2

Algebras de Nichols sobre los
grupos diedrales

2.1. Introduccion

De aqui en adelante fijamos como cuerpo base al de los niimeros complejos
k = C y ademds escribimos gyD en cambio de %gyD.

Fijemos un entero positivo m > 3. Consideramos el grupo diedral, de orden
2m, presentado por generadores y relaciones

D,, = (a,b:a™ =e=0%ba=a'b) = {e,a,...,a™ ', b,ab, .. .,a"”_lb}

En el contexto del método del levante, para clasificar las algebras de Hopf
punteadas de dimensién finita sobre D, podemos comenzar por buscar la so-
lucién al Paso 1 que consiste en hallar todas las dlgebras de Nichols B(V') de
dimensioén finita, donde V € g;:yp. Para los grupos diedrales esto puede pen-
sarse separado en tres casos:

= m impar.

e m = 3. Desde una perspectiva histérica este caso es fundamental por-
que es el primero en el que aparecen algebras de Hopf punteadas cuyo
grupo es no abeliano. La clasificaciéon de estas dlgebras se completd
en [AHS| Theorem 4.5] para S3 = D3. La dimensién y estructura
de las algebras de Nichols fue estudiada en [AHS| [FK| [MS]. Toda la
informacién se halla en la Tabla 2.2

e m > 5. Se sabe que todas las algebras de Nichols son de dimen-
sién infinita con la posible excepcién de B(Op,sgn) cuya dimensién
y estructura son hasta ahora desconocidas. Estos resultados fueron

LOmitimos los casos D1 = Z/2 y Dy = Z/2 & Z/2 pues son abelianos y quedan fuera del
contexto en el que estamos interesados.

37
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demostrados en [AHS, Theorem 4.8]. La informacién acerca de los
médulos irreducibles se encuentra en la Tabla[2.3] Debido a este caso
restante no se conoce la clasificacién completa de las algebras de Hopf
sobre D,,,.

= m miultiplo de 2 pero no de 4.

e m = 6. En la Tabla[2:4] mostramos las dimensiones de las dlgebras de
Nichols de los médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles. En general, la
clasificacién de las dlgebras de Hopf es desconocida.

e m > 10. En la Tabla2.5| mostramos las dimensiones de las dlgebras de
Nichols de los médulos irreducibles conocidas hasta ahora, pues hay
casos abiertos para algunos pares (O, p) que se reducen al respectivo
caso desconocido (Op,sgn), con m > 5 impar. En consecuencia se
desconoce la clasificacién de las dlgebras de Hopf.

= m multiplo de 4.

e m = 4. Para los médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles estan cal-
culadas las dimensiones y se conoce la estructura de las correspon-
dientes dlgebras de Nichols. Ver [G2] o Tabla La clasificacién de
las algebras de Hopf asociadas a estos mddulos irreducibles ha sido
completada y se encuentra publicada también en [G2].

En esta tesis se calculan las dlgebras de Nichols de los médulos redu-
cibles sobre Dy.

e m = 8. En esta tesis se calculan las algebras de Nichols de los mé-
dulos irreducibles. Para el caso de los mddulos reducibles se calcula
la dimensién de sus algebras de Nichols y se da una presentaciéon por
generadores y relaciones de todas estas dlgebras de Nichols.

e m > 12. La clasificaciéon completa de las dlgebras de Hopf punteadas
de dimensién finita fue hecha por F. Fantino y G. Garcia en [FG].
Todas las algebras de Nichols de dimension finita son exteriores. La
Tabla presenta las dimensiones de las algebras de Nichols asocia-
das a mddulos irreducibles. Ademé&s en [FG] se hacen explicitas las
condiciones que debe satisfacer un médulo reducible para que su al-
gebra de Nichols sea de dimensién finita. Como consecuencia es bien

conocido que hay infinitas algebras de Hopf con G(H) = D,, y todas
ellas son levantamientos de algebras exteriores.

2.2. Organizacion del capitulo
= En la Seccién mostramos las dimensiones de las algebras de Nichols de

los médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre los grupos diedrales D,,.
Las tablas estan organizadas en el mismo orden de la introduccién anterior.
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= En las Secciones y continuamos el estudio de las 4lgebras de Ni-
chols sobre grupos diedrales de orden par bajo estudiando los médulos de
Yetter-Drinfeld reducibles sobre D4 y Dg respectivamente.

= En la Seccién 2.6 mostramos algunos aportes que hemos hecho en el caso
en que m es impar.

2.3. Modulos de Yetter-Drinfeld irreducibles

2.3.1. Notacion

En lo que sigue retomamos la notacién de la Seccién [1.3| para los médulos
irreducibles M (O, p), la eleccién de o € O, el centralizador Z = C,(G), los
elementos e = ¢1,..., 9, y la enumeracién o; = gmg[l de O.

Entre los centralizadores que nos aparecerdn esta el grupo ciclico (a) = Z/m

que tiene m representaciones irreducibles unidimensionales denotadas x(x) con

27t
m

k=0,...,m — 1. Para ser més especificos, llamamos w = exp( ) y definimos

X ¢ (@) = C 1 a® = xpy(a®) = wh.

Aunque podemos parametrizar las representaciones () con cualquier rafz pri-
mitiva de la unidad, usaremos siempre el w que acabamos de establecer.

En particular (b) = Z/2 tiene dos representaciones irreducibles: la trivial
X(0) = € y el signo x(1) = sgn que estd dada por sgn(b) = —1.

Del grupo diedral D, nos basta conocer el caso en que m = 2r es par.
Sabemos que hay dos tipos de representaciones irreducibles:

= Dy, posee cuatro representaciones irreducibles de dimensién uno
Xis 1= 1) 273747

definidas en los generadores por

X1 | X2 | X3 | X4
a| 1 1 -1 | -1
b| 1 |-1 1 | -1

Tabla 2.1: Representaciones unidimensionales de D,,, = Do,..

= Dy, tiene r — 1 representaciones irreducibles bidimensionales

Pl 1SZST_1
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dadas en los generadores por

pia= (4 o) n0= (7 g)-

Con esta notacién podemos proceder a establecer las dimensiones de las
algebras de Nichols asociadas a los médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre
todos los grupos diedrales.

2.3.2. El caso m impar
e El caso m =3

La siguiente tabla muestra todas las dimensiones de las dlgebras de Nichols
asociadas a los moédulos irreducibles en gg VD:

Clase Centralizador | Representacion | Dimension
e D3 Todas 00
0, = {a,a?} (a) 2 7Z/3 Todas 00
Op = {b,ab,a?b} | (b) = 7Z/2 € 00
sgn 12

Tabla 2.2: Algebras de Nichols de médulos irreducibles para m = 3.

La clase e = {e}

Sabemos por la Observacion [1.80] que esta clase de conjugacion colapsa. El
mismo argumento sirve para todas las tablas que mostramos a continuacién asi
que no lo trataremos nuevamente por separado.

La clase O, = {a,a?}

Si para alguna representacién irreducible p del centralizador Z/3 se tuviera
dim B(O, p) < co entonces, segun el Criterio @ o = a tendria orden par. Esto
es absurdo pues sabemos que o(a) = 3. Luego todas las dlgebras de Nichols
asociadas a esta clase de conjugacién tienen dimensién infinita.

La clase O, = {b, ab, a’b}

Representacién . Por la Observacién tenemos que dim B(0,¢) = oc.
Este es un resultado general de modo que en lo sucesivo tampoco haremos men-
cién particular a esta representacion.

Representacién sgn. Cuando tomamos p = sgn como representacion irreduci-
ble de (b) = Z/2 obtenemos por primera vez un dlgebra de Nichols de dimensién
finita. La construccién empieza por considerar el espacio vectorial trenzado

V =M(O,p) = M(Oy,sgn).



2.3. MODULOS DE YETTER-DRINFELD IRREDUCIBLES 41

Si definimos g; = a’, con i € Z/3, entonces
V= Ind?b?s (p) = ®7_p9: ® C.

Cuando denotamos v; = ¢;®1 obtenemos la base {vg, v1,v2} de V. Por definicién
cada v; es de grado homogéneo

o; = gibgi_1 = a?'.

Es decir, v; € V,,. Asi, respecto a la base {v;, ® v; : 4,5 € Z/3} de VRV la
trenza c estd dada por

c(v; ®vj) =0, v, Qu; = a® 7 - sgn(b)1 @ v; = —V2i—j @ Vj.
Es decir,
c(vg ® vg) = —vp ® Vg, c(vg ®v1) = —v2 @ vy, (Vg ® v2) = —v1 & Vg,
c(v1 ®vo) = —v2 @ vy, c(v1 ®v1) = —v1 vy, (v V) = —Vg ® V1,
(v ® vg) = —v1 ® U2, c(v2a ® V1) = —Vy ® Va2, (V2 ® V3) = —v3 ® V2.

La matriz de ¢ puede escribirse explicitamente

-1 0 o0 0 0 0 0 0 O
o o o o o0 -1 0 0 0
o o o o o o o0 -1 0
o o0 -1 0 0 O O 0 O
o o0 o o -1 0 o0 0 O
o o o o o0 o0 -1 0 o0
0o -1 0 o0 O O o0 0 O
o o o0 -1 0 0 0 0 O
o o0 o o o o 0 0 -1

Esto permite calcular computacionalmente las dimensiones de cada grado del
algebra B(Op, sgn) hallando las dimensiones de los nicleos de los simetrizadores
cuanticos:

dim B%(V) = 1, dim B*(V) = 3, dim B*(V)) = 4, dim B*(V) = 3, dim B*(V) = 1.
Denotamos &3 a esta algebra y la llamamos el dlgebra 12-dimensional de Fomin-
Kirillov. Profundizaremos en su estructura en el Ejemplo

e El caso impar m > 5

Para esta familia de grupos diedrales se desconoce la dimensién del dlgebra
de Nichols tinicamente para el par (Op,sgn). Por lo tanto tenemos la siguiente
tabla que se encuentra en [AF2] Table 1].
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Clase Centralizador | Representaciéon | Dimensién
e D,, Todas )
Oui, 1€{1,....m—1} | (a) X Z/m Todas 00
Oy = {b,ab,...,a™ b} | (b) =Z/2 € 00
sgn Desconocida

Tabla 2.3: Algebras de Nichols de médulos irreducibles, m impar, m > 5.

La clase O, i € {1,...,m —1}

Por un lado, para cada i = 1,...,m — 1 tenemos que O, = {a’,a™*}. Por
otra parte, el centralizador Z/m es abeliano luego sus representaciones irredu-
cibles son de grado 1. Si para alguna representacién p de Z/m tenemos que
dim B(O, p) < oo entonces, usando el Criterio @, concluimos que o = a’ tiene
orden par. Pero esto es imposible pues o(a‘) = (7;’;,) y m es impar. Por lo tanto,
dim B(Ogi, p) = 0.

La clase O, = {b,ab,...,a™ b}

Representacion sgn. La clase de conjugacién O = Oy, de la reflexién b con-
tiene a todas las involuciones O?m = {b,ab,...,a™ 'b}. Ademas tenemos de-
terminado el centralizador Z := Cg(b) = {e, b} = Z/2. La representacién signo
de Z esté dada por sgn : Z — GL(C*), sgn(b) = —1.

Llamemos ¢; = a’ parai =0,...,m — 1. Estos g; son representantes tinicos
y exhaustivos de las clases laterales de G/Z y esto nos permite enumerar todos
los elementos de O de la siguiente forma

o; :gibgi_l =a%b para i=0,...,m— 1.

El espacio vectorial trenzado V' que nos interesa es el asociado a la representacion
inducida de Z en G:

V = M(Op,sgn) := Ind% (sgn) := &5 g; @ C.

Para construir la trenza c llamemos v; := ¢g; ® 1 de modo que vy, .
una base de V. Haciendo un célculo directo tenemos que

ey Um_1 €8

o; =a*" I @ p(b)l = —vg;_;.
Por lo tanto la trenza en V estd dada por
C(Ui (9 ’Uj) = —V2i—; ®;

donde los subindices deben considerarse modulo m. Su inversa es facil de calcular
de modo general y tiene una expresion similar

c_l(vi ® V) = —vj @ Vaj_;.



2.3. MODULOS DE YETTER-DRINFELD IRREDUCIBLES 43

Un célculo directo permite mostrar que el conjunto X = {v; : i € Z/m}
dotado de la operacién

Vi B>V = Vai—j
tiene estructura de pecio. Si consideramos el 2-cociclo
¢;j = —1lparatodoi=1...,m

entonces M (O, p) es un espacio vectorial trenzado de tipo pecio indescomponi-
ble. Esta informacién nos serd 1til en la Seccién 2.6

2.3.3. El caso m = 2r con r impar

Comenzamos por resaltar que cuando m = 2r es un nimero par (sin importar
la paridad de r) entonces a” es el tnico elemento central no trivial en Dp,.
Tenemos por tanto que

Ca'r (]D)m) = ]D)m

y solo para este elemento serd necesario analizar representaciones irreducibles
de grado dos pues en los demas casos los centralizadores son grupos ciclicos.
Debido a esto en todas las tablas aparecera en la segunda posicion después de
la clase trivial O = {e}.

e El caso m =6

Se conocen la dimensiones de la &dlgebras de Nichols de los mddulos de
Yetter-Drinfeld irreducibles y ademaés las estructuras de las de dimensién fi-
nita. Solo aparecen dlgebras exteriores de dimensién 2 y 4 asi como algebras

12-dimensionales isomorfas a B(O}?, sgn).

Clase Centralizador | Representacion Dimensién
e Dg Todas 00
Oy = {a’} Dg X1, X2 00
X3, X4 2
p1 4
P2 ©
0, = {a,a’} (a) 27Z/6 X(0),X(1):X(2) X (4)5X(5) 00
X(3) 4
O,z = {a?,a*} (a) 27Z/6 Todas 00
Oy = {b,a’b, a*b} (a®) & (b) EReE, SEN® € 0
XZ/2@®7Z/2 | €®sgn, sgn Q sgn 12
Oup = {ab,a®b,a®b} | (a3) ® (ab) E®e,sgn®e 00
>7/2®7Z/2 | e®sgn, sgn @ sgn 12

Tabla 2.4: Algebras de Nichols de médulos irreducibles para m = 6.
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La clase 0,3 = {a3}

Representaciones 1, x2. La tinica opcién es elegir ¢ = a>. Al calcular ¢,
obtenemos para ambas representaciones

Qoo = Xl(g) = XQ(U) =1
Por el Criterio [4] las dlgebras de Nichols asociadas son de dimensién infinita.
Representaciones y3, x4. Si llamamos p a cualquiera de estas representacio-
nes entonces el espacio asociado es W = C pues ambas son unidimensionales.

En la construccién de la Seccién [I-3] solo podemos tener g = e y el médulo de
Yetter-Drinfeld es V = e ® C. Denotando v = e ® 1 tenemos que la trenza es

clvev)=c-plo)le-1=—-v .

Luego, el algebra de Nichols asociada es el algebra exterior cuya dimension es
2dimV =9,

Representacion p;. Tomemos w = exp(%). Sabemos que la Unica opcién es

tomar o = a® por lo cual la representacién p; : Dg — GL(C?) satisface

pi(o) = p1(a®) = (%3 w03> T (é (D

y por lo tanto ¢, = —1. Ademés g; = e de modo que V = M (O, p;) = e ® C2.
Llamemos v; = e (1,0) y v2 = e - (0,1). Ambos elementos son homogéneos de
grado o1 = glogfl = o por lo cual

c(v; ®vj) =0-v; QU = —V; @ ;.

Concluimos que B(V) es un algebra exterior con dimensién 24V = 4,

Representacién ps. Como ps : Dg — GL(C?) cumple

i) =) = (5 %) = (5 )

entonces ¢,, = 1. Por el Criterio [4] tenemos dim B(V') = oc.

La clase O, = {a,a’}

Representaciones x (), X(1)s X(2)s X(4)s X(5)- Aplicaremos el Criterio@ Dado
que a~! = a® entonces O, es real. Para conseguir un algebra de Nichols de
dimensioén finita la tnica posibilidad es que g5, = —1. Luego todas estas repre-
sentaciones dan lugar a dlgebras de dimension infinita porque en todos los casos

4o = X(k)(0) = X(1)(a) y tenemos

X0 (@) =1, x1y(a) =w, x@2)(a) =w? xula)=-w, x@)la)=—w.
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Representacién x(3). Podemos escoger o = a, g1 = e, g2 = b. Sabemos que
el médulo de Yetter-Drinfeld estd dado por
V=e-Cqb-C.

Si denotamos v; = g; - 1 obtenemos la base {vi,v2} de V. Un cdlculo directo
muestra que respecto a esta base la trenza esta dada por

c(v; ®vj) = —v; ;.

Obtenemos asf un algebra exterior de dimensién 24™V = 4.

La clase O, = {a?,a%}

Todas las representaciones. Aplicaremos nuevamente el Criterio [6] porque
O,z es una clase real. Tenemos que X () (a?) = w? siempre es distinto de —1,
luego todas las algebras de Nichols tienen dimensién infinita.

La clase O, = {b,ab, a*b}

Representaciones € ® ¢, sgn ® €. Si elegimos ¢ = b entonces para cualquiera
de estas dos representaciones tenemos g,, = 1. Usando el Criterio [f] vemos que
las dlgebras de Nichols asociadas son de dimensién infinita.

Representaciones € ® sgn, sgn ® sgn. Tomemos o = b. El centralizador de o
en Dg es Z = {e,a3,b,a3b} = (a®) ® (b). Por lo tanto go = ¢, g1 = a?, g2 = a*
son representantes unicos y exhaustivos de las clases laterales a izquierda de
G/Z. Sea p una de las representaciones € ® sgn o sgn ® sgn. Dado que p es
unidimensional tenemos que

V = M(Oy,p) = @2 _q9; ®C.

Llamando v; = g; ® 1 obtenemos la base {vg, v1,v2} de V. Los elementos de O,
quedan enumerados como o; = a*'b con i € Z/3. La trenza puede calcularse de
forma general

c(v; ®@v;) = 0 v; @v; = a*'ba® - 1@ v; = (a*)?77 - p(b)l @ v; = —vai_; R v;.
Esto prueba que

B(OP,sgn) = B(O)°, e @ sgn) = B(OL°, sgn @ sgn).
Asi pues, todas estas dlgebras tienen dimensién 12.

La clase O, = {ab, ab, a’b}

Representaciones € ® ¢, sgn ®e. Del mismo modo que la clase de conjugacién
anterior elegimos o = ab. Calculamos para las dos representaciones

doo = e(e)e(ab) =1, ¢, = sgn(e)e(adb) = 1.
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Y concluimos, en virtud del Criterio [4, que las dlgebras de Nichols tienen di-
mensién infinita.

Representaciones ¢ ® sgn, sgn ® sgn. Con ¢ = ab podemos elegir g; = a’,
i € Z/3, como representantes de las clases de Dg/Z. Los elementos de Oqp, = O
quedan enumerados como ¢; = a*-ab. Denotamos v; = ¢; ® 1 y encontramos asf
una base {vg,v1,v2} de M (O, p) donde p es una de las representaciones € @ sgn
o sgn ® sgn. Un calculo directo muestra que la trenza es

c(vi @vj) = —v2i_j @ v;.
Por lo tanto también tenemos los isomorfismos
B(OP?,sgn) = B(O% ¢ @ sgn) = B(OP¢, sgn @ sgn).
Concluimos que estas algebras son de dimensién 12.

e El caso m = 2r, r impar, r > 5

La tabla se encuentra de forma general en [AF2] Table 2].

Clase Centralizador | Representacion Dimensién
e D,, Todas %)
O = @} D (@) Z -1 oo
(@) = -1 2
pl(ar) = doo 7& -1 o0
pl(ar> =qoo = —1 4
O = (@), 110,77 | @ ZZfm | xn(@) # -1 oo
X (@) = =1 1
Op = {a?b: j par} (a™) @ (b) EReE, sgn® e 00
Z/2Z)2 € ®sgn, sgn ®@sgn | Desconocida
Oup = {a’b : j impar} (a™) @ (ab) E®e, SEN® € 00
Z/27)2 € ® sgn, sgn ® sgn | Desconocida

Tabla 2.5: Algebras de Nichols de moédulos irreducibles m = 2r, r impar, r > 5.

Observacion 2.1. Es importante observar que los unicos casos desconocidos se
reducen al caso abierto cuando m es impar y m > 5 de la Subseccion pues
més adelante probamos que B(O,>", * @sgn) = B(O2", + @sgn) = B(O, ", sgn).

La clase O, = {a"}

Representaciones x; con xi(a”) # —1. La clase O, = {a”} es real puesto

que a” es su propio inverso. Como ¢,, = xx(a”) # —1 entonces, por el Criterio
@ dimB(Oar,Xk) = OQ.
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Representaciones x con xi(a") = —1. Estas representaciones xj son unidi-
mensionales por lo tanto el médulo de Yetter-Drinfeld asociado es

V=exC
Denotando v = e ® 1 tenemos que la trenza es
clvev)=c-plo)le-1=-vu.
Asf pues, el dlgebra de Nichols B(O,, x1.) es exterior con dimensién 24mV = 2.

Representaciones p; con ¢,, # —1. Por abuso de notacién en la tabla hemos
escrito pi(a,) = goe pero en realidad tenemos

Pl (ar) = qo'cr-[2

donde I5 es la matriz identidad de tamano 2 x 2. Ahora, O,r es una clase real,
luego el Criterio [f] nos permite concluir que las dlgebras de Nichols asociadas a
las representaciones que cumplen ¢,, # —1 tienen dimensién infinita.

Representaciones p; con ¢,, = —1. Solo podemos escoger g; = e. La repre-
sentacién p; es bidimensional con lo cual el médulo de Yetter-Drinfeld asociado
es

V=MOu,p)= e® C2.

Denotemos v; = e - (1,0) y va = e - (0,1). Estos dos elementos son de grado
01 = glagl’l =0 = a" por lo cual
C(Ui ®Uj) =07 QU = (QooVj QU = —V; ;.

Luego B(V) es un algebra exterior con dimensién 24mV = 4.

La clase O, = {a*}, i ¢ {0,7}

Representaciones ;) con X ) (a') # —1. Estas clases son reales y las repre-
sentaciones de este caso son precisamente las que cumplen ¢,, # —1, luego las
dlgebras de Nichols asociadas son de dimensién infinita por el Criterio [6]

Representaciones ;) con x () (a*) = —1. En este caso tenemos ¢y, = —1. El
centralizador de a* es Z = (a) por lo cual podemos escoger g1 = e, go = b como
representantes de las clases laterales a izquierda de D,,,/Z. Luego el médulo de
Yetter-Drinfeld asociado es

V=eCaqpb-C

Si denotamos v; = g; - 1 obtenemos la base {v1,v2} de V. Tenemos ademds que

c(v; ® 'Uj) = (qga)il'l}j Qv = —v; @ v;.
Por lo tanto el dlgebra de Nichols asociada es un algebra exterior de dimensién
2dimV — 4.
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La clase O, = {a/b: j par}

Representaciones ¢ ® ¢, sgn ® €. Escogiendo ¢ = b obtenemos ¢,, = 1 para
las dos representaciones. Usando el Criterio [f] vemos que las dlgebras de Nichols
asociadas son de dimensién infinita.

Representaciones € ® sgn, sgn ® sgn. Tomemos o = b que tiene centralizador
Z ={e,a",b,a"b} = (a") & (b).

Llamemos p a cualquiera de las dos representaciones irreducibles € ® sgn o
sgn ® sgn de Z. Como representantes de la clases laterales a izquierda de D,,,/Z
podemos escoger

gizai7 0<i<r—1.

De este modo los elementos de O, quedan enumerados
_ o dpo—i 2
o; = a'ba”* = a”*b.

Ahora bien, p es un representacién unidimensional por lo cual el médulo de
Yetter-Drinfeld asociado es

V =M(Oy,p) = @59 ®C.

Si denotamos v; = g; ® 1 entonces {v; : ¢ € Z/r} es una base de V' y los grados
o; actian en cada v; como

0; v = a*ba’ ® 1 =a*"7 @ p(b)1 = —Vgi—;j
con indices médulo r. Por lo tanto la trenza es
C(’Ui X Uj) = —U2i—j X v,

con indices médulo 7. Esto significa que los dos espacios vectoriales trenzados
MO, * @sgn) y M(O,",sgn) tienen la misma trenza lo que induce un iso-
morfismo de las algebras de Nichols correspondientes

B(OP*, @ sgn) = B(OP, sgn).
Concluimos que el caso m = 27, r impar con r > 5, se reduce al caso m
impar con m > 5.
La clase Oy, = {a’b : j impar}
Representaciones ¢ ® €, sgn ® €. Tomemos ¢ = ab. En tal caso tenemos
* ® e(ab) = gy = 1.

Usando el Criterio [4] concluimos que las dlgebras de Nichols asociadas son de
dimension infinita.
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Representaciones € ® sgn, sgn ® sgn. Si escogemos o = ab, cuyo centralizador
es
Z ={e,a",ab,a"'b} = (a") @ (ab),

y denotamos '
g=a,0<i<r-—1

entonces exactamente la misma construccién que hicimos para la clase Oy fun-
ciona para la clase Q. Por lo tanto hay un isomorfismo de dlgebras de Nichols

B(O%, @ sgn) = B(O}",sgn).

Nuevamente el caso m = 2r, r impar con r > 5, se reduce al caso m impar
con m > 5.

2.3.4. El caso m = 2r con r par

En esta tesis nos enfocamos principalmente en los médulos de Yetter-Drinfeld
sobre D,,, con m = 4 y m = 8. Por esta razén daremos informacién adicional
como las series de Hilbert univariadas de la Definicién .60

e El caso m =4

Para m = 4 también se conocen las dimensiones de todas las algebras de
Nichols asociadas a mdédulos de Yetter-Drinfeld irreducibles como se muestra a
continuacién:

Clase Centralizador | Representacién Dimensién | Serie

e Dy Todas %)

O,z = {a*} Dy X1, X2, X3, X4 00
P1 4 (2)?

0. = {a,a®} (a) = Z/4 X(1)5 X(3) X(4) 00
X(2) 4 )7

Oy = {b,a’b} (a®) @ (b) E®e, SEN® € 00
~7/2®7/2 | €®sgn, sgn® sgn 4 (2)7

Oub = {ab,ab} | (a®) @ (ab) EReE, sgn®e )
~7/2®7/2 | €®@sgn, sgn ® sgn 4 (2)7

Tabla 2.6: Algebras de Nichols de médulos irreducibles para m = 4.

La clase O, = {a?}

Representaciones x1, X2, X3, X4- Unicamente podemos elegir ¢ = a?. Por
el Criterio [] todas estas dlgebras de Nichols son de dimensién infinita pues en
todos estos casos tenemos

Goo = xi(a?) = xi(a)® = 1.
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Representacién p;. Debemos trabajar con la raiz cuarta de la unidad w = i.

Como
p)=m@= (3 )

entonces ¢yo = —1. Del médulo de Yetter-Drinfeld correspondiente V = e ® C?
tomamos la base formada por los vectores v; = e - (1,0) y v2 = e-(0,1). En
cualquier caso ov; = —v; por lo cual la trenza es

c(v; ®vj) = —v; ;.
Obtenemos asi un édlgebra exterior de dimensién 4.
La clase O, = {a,a®}
Representaciones x (1), X(3), X(4)- Si tomamos o = a tenemos
x@y(a) =1, x@(a) = —i, x@(a) = 1.

Como la clase es real y ¢,, # —1 entonces, por el Criterio [0} todas las dlgebras
de Nichols asociadas son de dimension infinita.

Representacion y (o). Tomemos g1 = ey g2 = b. El mddulo de Yetter-Drinfeld
asociado a esta representacién es V = g; - C @ g2 - C. Al trabajar con la base
v; = ¢g; - 1, para ¢ = 1,2, un calculo directo muestra que la trenza es

c(v; ®vj) = —v; ;.
Asi, el dlgebra de Nichols es exterior de dimension 4.

La clase O, = {b,a?b}

Representaciones ¢ ® €, sgn ® e. Con o = b las dos representaciones € ® € y
sgn ® € dan ¢,, = 1. En virtud del Criterio [4] obtenemos dlgebras de Nichols de
dimensién infinita.

Representacion € ® sgn. Podemos elegir g1 = e y go = a. Para el médulo de
Yetter-Drinfeld V' = g1 - C @ go - C escogemos la base {v; = g1 - 1,v3 = g2 - 1}.
De este modo al hallar la trenza obtenemos

C(’UZ‘ [29] Uj) = 71)]' [029] Vi.

Por lo cual el algebra de Nichols es exterior de dimension 4.

Representacion sgn ® sgn. Elegimos g1 = ey go = a. En el médulo de Yetter-
Drinfeld correspondiente V = g1 - C @ go - C tomamos la base formada por lo
vectores v1 = g1 - 1 y v3 = go - 1, con lo cual obtenemos la trenza

c(v1 ®v1) = —v1 ®@v1, c(v1 ®v2) = V2 @y
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c(va @) =11 ®ua , c(va ® V3) = —v3 ® Vg.

Por lo tanto V' es un espacio de tipo diagonal con diagrama de Dynkin

Figura 2.1: Diagrama de Dynkin de M (Op, sgn ® sgn).

Como q11 = gao = —1 son raices de la unidad y q12¢21 = ¢¥; = 1, go1q12 =
@95 = 1 entonces V es ademds un espacio de tipo Cartan con matriz generalizada

2 0
-2 Y).
Dado que el diagrama de Dynkin es disconexo y cada una de sus componentes
conexas tiene un dlgebra de Nichols de dimensién 2 entonces, por el Criterio[3]y

la Proposicién concluimos que B(Oy,sgn ® sgn) es de dimensién 4, cuyas
componentes tienen grados

dimB°(V) =1, dimB" (V) = 2, dimB*(V) = 1.

La clase O, = {ab, a®b}

Representaciones € ® €, sgn ® €. Para las representaciones e ® € y sgn ® €
tomamos o = ab y obtenemos ¢, = 1. En ambos casos basta aplicar el Criterio

2]

Representaciones ¢ ®sgn. La eleccién de o = ab, g1 = e y g2 = a nos permite
ver que los dos espacios vectoriales trenzados M (Op, e ®@sgn) y M(Ogp, € @ sgn)
tienen la misma trenza. Concluimos asi que B(Ogp, e @ sgn) tiene dimensién 4.
Sabemos ademas que esta algebra es exterior.

Representacion sgn ® sgn. La situacién es exactamente la misma que la
representacién anterior. Si tomamos o = ab, g1 = e, go = a, tenemos la misma
trenza en los espacios M (Oy, sgn®sgn) y M (Ogp, sgn @ sgn). Por lo tanto B(V)
tiene dimensién 4.

e El caso m = 8

Esta completamente determinada la tabla de las dimensiones de todas las
algebras de Nichols asociadas a médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles como se
muestra a continuacion:
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Clase Centralizador | Representacion Dim. Serie
e Dg Todas 0
O = {a} Dg X1, X2, X3, X4 00
P1, P3 4 (2)f
P2, o0
Oui = {a™}, (a) =7Z/8 X (a?) # —1 00
j ¢ {0,4} X (@) =—1 4 2)f
Op = {a’b: j par} (a®) @ (b) E®e, sgn®e 00
~7/2x7Z/2 | e®sgn, sgn®@sgn | 64 | (2)}(2)%
Ouwy, = {a’b : j impar} | (a?) @ (ab) ERE, SgN® e 00
~7/2x 72 | e®sgn, sgn®sgn | 64 | (2)/(2)%

Tabla 2.7: Algebras de Nichols de médulos irreducibles para m = 8.

La clase O 1 = {a*}

Representaciones Y1, X2, X3, X4. Debemos elegir o = a*. Para todas las
representaciones tenemos

Goo = xi(a*) = xi(a)* = 1.

Por el Criterio 4] todas estas 4lgebras de Nichols son de dimensién infinita.

Representaciones p;, p3. Consideremos la raiz octava de la unidad

(27m')
w=exp|— ).
P78
Como
-1 0
4y _ 4y _
piat) =l = (31 4)
entonces ¢, = —1. Del médulo de Yetter-Drinfeld correspondiente
V=e®C?

tomamos la base formada por los vectores v; = e - (1,0) y v2 = e-(0,1). En
cualquier caso ov; = —v; por lo cual la trenza es

c(v; ®vj) = —v; @ v;.

Obtenemos asi un dlgebra exterior de dimensién 4.
Representaciones p.. En este caso

(3 2= 9

Por la tanto, ¢, = 1 y en virtud del Criterio 4] concluimos que el algebra de
Nichols es de dimension infinita.
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La clase O,; = {a™7}, j ¢ {0,4}

Representaciones x ;) con X(k)(aj ) # —1. Como la clase O,; es real, esta es
una conclusién inmediata del Criterio [6l

Representaciones x(;) con X(k)(aj) = —1. Para construir el médulo de
Yetter-Drinfeld V' podemos elegir

or=d, oo =a"7, g1 =e, go=b.
Asi, V = (e-C) @ (b- C) tiene base
vy =e-1, vo=0b-1.
Como x(x) : Z/8 — C* es un homomorfismo entonces
Xk (@) = xy ()™ = =1 = x@x) (o)
y tenemos siempre el cdlculo o;vs = —v,. Por lo tanto, la trenza es
c(v; ®ug) = —vs Qu;

y el dlgebra de Nichols es un algebra exterior de dimensién 4.

La clase O, = {a’b : j par}

Representaciones ¢ ® ¢, sgn ® €. Basta elegir ¢ = b y en ese caso todas las
representaciones dan ¢,, = 1. Usando el Criterio[d] deducimos que estas dlgebras
de Nichols son de dimensién infinita.

Representacién ¢ ® sgn. Si elegimos g; = a’, con 0 < i < 3, podemos escribir
este moédulo de Yetter-Drinfeld irreducible

V=l eC
Tomando v; = g; - 1 tenemos la accién

0vj = —Ug—j, con 2i— j(méd4).
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~1,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,—1,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, —1,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,—1,0
0,0,0,—1, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,—1,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,—1, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,—1,0,0
CcC =
0,0,—1,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, —1,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,—1,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, —1,0,0,0
0,-1,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,—1, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,—1,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,—1

Al realizar el cambio de base
W = Vo + V2, W1 = Vg — V2, W2 = V1 + V3, W3 =7V — V3

obtenemos un espacio diagonal de tipo Cartan con matriz de trenza

41 -1 1
a1 a1
=10 1 1

401 -1 -1

Con esta informaciéon podemos hallar el diagrama de Dynkin asociado

1
g1 = —1l&———o—-1=g¢gs3

Qa4 = —10—10—1 = Q22

Figura 2.2: Diagrama de Dynkin de M (O, ® sgn).

Por lo tanto su MGC es

2 0 0 -1
0 2 -1 0
A= 1 2 0
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Esta matriz es descomponible y equivalente a la MGC

2 -1 0 0

At 2 000 _<A2 0>
0 0 2 -1] \0 A
0 0 -1 2

Es decir, cada componente es de tipo As y su dlgebra de Nichols es de dimen-
sién 8. Por la Proposicién tenemos dim B(Oy, e®sgn) = 64. Ver Proposicién
[2:41] para una presentacién del dlgebra.

Representaciéon sgn ® sgn. La misma construccién de la representacién an-
terior nos permite calcular la matriz de la trenza que en este caso da

~1,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,—1,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 1,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,1,0
0,0,0,1,  0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,—1,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,—1, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,1,0,0

0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0

oo oo
oo oo
oo o~
cCo oo

!
\.P—‘
vO
=
=
o

e}
| =
=
o
=
=
(e}

oo
oo
oo
o
=
=
2
=
l—‘
=
=
=

0,1,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,1, 0,0,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,—1,0,0, 0,0,0,0
0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,0, 0,0,0,—1

Con un cambio de base como en € ® sgn no conseguimos un espacio de tipo
diagonal, sin embargo el programa GAP permite calcular las dimensiones de los
grados B™(Op,sgn ® sgn) de donde obtenemos que dim B(Op,sgn ® sgn) = 64.
Ver Proposicién |2.43| para una presentaciéon del algebra.

La clase O, = {a’b : j impar}
Representaciones ¢ ® ¢, sgn ® €. Estas algebras de Nichols son de dimensién

infinita pues tomando o = ab tenemos ¢,, = 1.

Representaciones ¢ @ sgn. La eleccién de ¢ = ab, ¢; = a*, con 0 < i < 3, nos
da la misma trenza en M(Op, e @ sgn) y M(Ogp,e @ sgn). Concluimos asi que
B(Oap, e ® sgn) tiene dimensién 64.
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Representacién sgn ® sgn. Si tomamos ¢ = ab, g; = a’, con 0 < i < 3,
entonces tenemos la misma trenza en M(Op,sgn ® sgn) y M (Ogp,sgn & sgn).
Concluimos que B(Ogp, sgn @ sgn) tiene dimensioén 64.

Observacion 2.2. En la dos secciones posteriores veremos que los médulos de
Yetter-Drinfeld irreducibles sobre Dg cuyas algebras de Nichols tienen dimensién
64 son en realidad moédulos de Yetter-Drinfeld reducibles sobre D,. Esto nos
permitira hallar las dimensiones por otros métodos.

e El caso m = 2r, r par, r > 6.

Este caso motivé nuestro estudio de los médulos de Yetter-Drinfeld sobre
D4 v Dg, ya que estos dos grupos eran los que faltaban para completar el anéli-
sis para esta familia de grupos diedrales. La informacién correspondiente a las
dimensiones de las algebras de Nichols asociadas a médulos de Yetter-Drinfeld
irreducibles se encuentra completa en [FGl Table 2].

Clase Centralizador | Representacién Dimensién

e D,, Todas 00

Oar ={a"} Dy, X15 X25 X3, X4 00

o1, I par 00

p1, I impar 4

Oui ={a™};i € {0,7} | (a) = Z/m Xk (a) # -1 00

| V(@) =1 1

Op = {a?b: j par} (a™) @ (b) E®e, SgN® e 00
>7/2x7Z/2 | €®sgn, sgn @ sgn

O = {a’b : j impar} | (a") @ (ab) EReE, sgn®e 00
>7/2x7Z/2 | e®sgn, sgn ® sgn

Tabla 2.8: Algebras de Nichols de médulos irreducibles m = 2r, r par, r > 6.

Las técnicas para probar lo que respecta a todas las clases O, son las mismas
que hemos utilizado en los casos m = 4 y m = 8. Los detalles se pueden
comprobar facilmente, pero en todo caso remitimos a [FGl Section 2.1] por
si alguna informacién detallada fuera necesaria. Aqui queremos hacer énfasis en
las clases O y Ogp de las que se conoce el siguiente resultado:

Proposicién 2.3. [FG, Lemma 2.4] Si m = 4t, con t > 3, entonces las cla-
ses de conjugacion Op y Oqp de Dy, son tipo D. Por lo tanto, dim B(Oy, p) y
dim B(Oup,m) son infinitas para todas las representaciones irreducibles p y n
correspondientes.

Vale la pena resaltar que las algebras de Nichols de dimensién finita en la
Tabla son todas exteriores. Un hecho que no ocurre en los casos de orden
bajo m = 4 y m = 8. Esto tiene profundas implicaciones en la clasificacién de
los médulos de Yetter-Drinfeld reducibles que empezamos a continuacion.



2.4. MODULOS REDUCIBLES EN ! YD 57

2.4. Modulos reducibles en %iyl)

Segtin la Tabla[2.6]tenemos seis médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre
D4 cuyas algebras de Nichols son de dimensién finita, por comodidad les daremos
un nuevo nombre a cada uno de ellos y a los elementos que forman sus bases de
modo que podemos escribir las D4 —graduaciones explicitamente:

n U:i=M(Ou2,p1) = (ug :=€-(1,0),uz :=e- (0,1)),2.

» Vi=M(Oux2) = (V1 =€ 1)g @ (va:=b-1)4s.

s W= M(Op,e®@sgn) = (wy :=e-1), ® (wg :=a-1)42y.

n X = M(Op,sgn®sgn) = (x1:=e-1)p ® (x3:= a- 1),2.
» Y = M(Oup,c @sgn) = (y1 := € L)ap ® (Y2 := a - 1)y3p.

n 7 :=M(Oup,sgn®@sgn) = (z1 :=¢e- 1)gp ® (29 :=a - 1)g3p.

A continuacién estudiaremos los médulos reducibles, es decir, aquellos que
son suma directa de irreducibles. En tal caso llamaremos rango a la cantidad de
sumandos irreducibles que componen al moédulo.

2.4.1. Modulos isotipicos

Comenzaremos por estudiar las dimensiones de las dlgebras de Nichols aso-
ciadas a médulos de Yetter-Drinfeld reducibles isotipicos, es decir, aquellos que
son suma directa de una cantidad determinada n de copias del mismo médulo
de Yetter-Drinfled irreducible. Para ello nos serd de gran utilidad saber cémo
actian los generadores a y b en cada uno de los vectores de las bases de los
irreducibles. Esta informacién estd contenida en la siguiente tabla:

Ui U2 U1 V2 w1 w2 €1 Z2 Y1 Y2 21 22
a | tup | —tug | —vp | —U2 | w2 w1y To | —X1 | Yo Y1 | 22 | —21
b | u Uy v vy | —wy | —wa | —T1 | T2 | ~Y2 | —y1 | 22 | 21

Tabla 2.9: Accién de a y b en la bases de los irreducibles sobre Dy.

Médulos de tipo U™
En el r—ésimo sumando de U™ = U & --- @ U consideramos la base
B, ={uf =e-(1,0),u; =e-(0,1)}.

Una base de U™ esta formada por la unién disjunta B = By U --- U B,,. Todos
los elementos de B son de grado homogéneo o = a? y sabemos que ¢yo = —1,
por lo tanto si tomamos u,u’ € B obtenemos c(u ® u') = a®-u' @ u = —u' @ u.
Es decir, la trenza en U™ es ¢ = — flip y el algebra de Nichols B(U™) es exterior
de dimensién 22",
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Moédulos de tipo V™

En el r—ésimo sumando de V™ consideramos la base
B.={vi=e-1,v5 =b-1}

de tal modo que B = B; U ---U B, es una base de V™. Al calcular la trenza c
respecto a B obtenemos

cv] ®v]) =a-v] @] = —v] @], c(v] ®V3) =a-v; Av] = —v; V]
- 3 o - " 3 Q 3 "
c(vf ®@v]) =a’-v] vy = —v] @vh , c(vy @) =a’ v vy = —v5 V.
Por lo tanto, ¢ = —flip y B(V') es un algebra exterior de dimensién 22".

Médulos de tipo W™
Este caso es igual a los dos anteriores. Sea B la unién de las n bases disjuntas
B, ={w]j=e-1,wy =a-1}.
La representacién € ® sgn acttia en los grados {b,a?b} del mismo modo:
e ®sgn(b) = € @ sgn(a’b) = —1.
Por lo tanto para cada w € B tenemos o;w = —w. Concluimos que la trenza es
¢ = —flip y el dlgebra de Nichols asociada es exterior de dimensién 227,
Médulos de tipo X™
En el r—ésimo sumando W de W™ tomemos la base
B, ={z]=e¢- 1,2, =a-1}.

Llamemos B a la base de W" que resulta de la union disjunta de todas ellas.
La trenza de V se puede calcular de manera general:

czi@z})=b-zi@z]=—-2i 2], clz] ®x3) =b- 25 @] = 25 @ 2]
2 2
clef@al)=ab-z] @z, =2]@x], c(ai®xj) =a"b-z5 @) =—x5 ],

Por lo tanto, W™ es un espacio de tipo Cartan con matriz generalizada A = 215,,.
El diagrama de Dynkin asociado consiste en 2n puntos disconexos con la etiqueta
q¢i; = —1 parai=1,...,2n. E]l mismo argumento del Ejemplo muestra que
B(V) es un 4lgebra de dimensién 22"

Moédulos de tipo Y™

Los espacios vectoriales Y y W tienen la misma trenza, por lo tanto sus dlge-
bras de Nichols son isomorfas y concluimos que B(Y ™) es un élgebra exterior de
dimensién 22". Notar que si bien Y y W son isomorfos como espacios vectoriales
trenzados no lo son como médulos de Yetter-Drinfeld sobre Dy.
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Moédulos de tipo Z"

Como ocurre en el caso anterior, Z y X tienen la misma trenza, por lo tanto
B(Z™) es de dimensién finita 22" pues B(X™) también lo es.

Podemos resumir esta informacién en el siguiente resultado:

Proposiciéon 2.4. Sea M wun mddulo irreducible de Yetter-Drinfled en gij.
El médulo de Yetter-Drinfeld isotipico M™ es un espacio de tipo Cartan de
dimension 2n cuyo diagrama de Dynkin tiene 2n puntos disconexos etiquetados
por q;; = —1. Ademds,

dim B(M™) = 22"

y la serie de Hilbert correspondiente es
Hpm (t) = (27"

2.4.2. Moédulos de rango dos

De ahora en adelante nos ocuparemos del estudio de los médulos no isotipi-
cos. Empezamos con los moédulos de dos componentes isotipicas calculando las
dimensiones de las algebras de Nichols asociadas a los médulos de rango dos.
La informacién importante se puede resumir en la siguiente tabla.

Moédulo (Sop) Razén dim B(M) Serie
UeW | Z/2®&7Z/2 | Dynkin (cv) 64 (2);(2)%
UdX | Z/2®7Z/2 | Dynkin (cv) 64 (2)1(2)%
UeY | Z/2®Z/2 | Dynkin (cv) 64 (2);(2)%
UeZ | Z/2®7Z/2 | Dynkin (cv) 64 (2){(2)%
Vaw D, [S2] 4.6] 64 BHeR
Ve x D, S2, 4.6 64 2122
Vay Dy S2, 4.6 64 2)12)%
VaZ D, [S2] 4.6] 64 2122
WaX | 2/262/2 | Dynkin 64 2)1(2)%
WeyY D, [HS2] 4.6] 64 2122
WoZ Dy [HV3] 2.1] 00

XaoY D4 V3, 2.1 0

XaoZ D, [[S2] 4.6] 64 (2)}(2)%
Y&Z | Z)2&ZJ2 | Dynkin 64 2122

Tabla 2.10: Suma de dos mddulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre Dy.

En la columna (Sop) aparece el subgrupo generado por el soporte del mé-
dulo. Esto es importante porque es el criterio que determina si usamos la teoria
abeliana o no.
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En la columna Razén la palabra ‘Dynkin’ significa que la trenza es diagonal
y eso permite hallar la dimensién. Cuando se encuentra ‘(cv)’ significa que para
obtener trenzas diagonales de tipo Cartan en estos cuatro médulos hacemos los
siguientes cambios de variable:

1. En U & W tomamos mq = uj + Uz, Mo = Uy — Uz, M3z = Wy, My = Wa.
2. En U @ X tomamos mi = uy 4+ us, Mo = Uy — Uy, Mg = 1, My = To.

3. En U &Y tomamos mi = tuy + ug, ma = tu; — Uz, M3 = Y1, My = Yo.
4. En U ® Z tomamos my = iuy + ug, Mo = iUy — Uz, M3 = 21, Mg = Zo.

Procediendo de la misma manera que lo realizado con la trenza del médulo
M(Op, e®sgn) en Dg (pég, podemos deducir que en la Tablalos moédulos
UeW, U X, UaY, U Z, W o X yY & Z son diagonales de tipo Cartan
con MGC

2 -1 0 0
A1t 2 00 _(A2 0)
o 0o 2 1] 0 A)°

0 0 -1 2

Los médulos U @V, W & Z y X @Y tienen Nichols de dimension infinita;
son importantes porque en rangos superiores permiten descartar todos los otros
modulos que los contienen. Veamos las justificaciones:

El médulo U ® V

Sea M = U @ V. Consideremos las bases {uj,us} y {vi,v2} de U y V
respectivamente. Calculando la trenza ¢ de M obtenemos

c(uj @ uj) = —uj Quj, c(v; @v;) =—v; @u;; j=1,2,

c(ug @ ug) = —us @uy, c(ug @vy) =v1 @ui, c(u; @ve) = v2 @ uy,
c(ug ® u1) = —ug @ ug, c(ug ®v1) = v1 @ Uz, c(uz ® v2) = V2 ® Uy,
c(v ®@uy) = iug ®vy, c(v] @ ug) = —ius @ vy, c(v1 @ V) = —vy ® vy,
c(va @ up) = —iug @ va, c(va ®ug) = iug ® Vg, c(va ®v1) = —v1 Q V.
Asi podemos construir su diagrama de Dynkin:
_ 1 _
g1 = —1 —1=gqs3
—1 —1
qaa = —1 , —1 =g

i
Figura 2.3: Diagrama de Dynkin del médulo U @& V sobre Dy.

La clasificacién de las dlgebras de Nichols de tipo diagonal en [H2] nos per-
mite concluir que este diagrama no corresponde a ningun algebra de dimensién
finita. O sea, B(U @ V) es un &lgebra de Nichols de dimensién infinita.
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Los médulos W Zy XY

Si estos moédulos tuvieran Nichols de dimensién finita, la tnica posibilidad
serfa que tal dimensién fuera 64 por la clasificacién en [HV3| Theorem 2.1]. Pero
usando GAP podemos verificar que los primeros términos de sus series de Hilbert
son

1,4,10,24,53,108, 210, 392, ...

Luego,
dimB(W @ Z) =dimB(X @ Y) = oo.

Ahora veamos ejemplos arquetipicos de los razonamientos que se utilizan en
los dos casos que se presentan: cuando el subgrupo generado por el soporte del
médulo es Z/2 @ 7/2 (teoria abeliana) y cuando es Dy (teorfa no abeliana). Los
demas modulos se tratan de manera andloga.

El médulo W @ X. Uso de la teoria abeliana.
Como se mencioné después de la Tabla la MGC de este médulo es
<f(1)2 ;1) ) . El digrama de Dynkin correspondiente es el de la Figura
2

—1
g1 =—-1@——e—-1=qu

Q22 = —1.—1.—1 = qs3

Figura 2.4: Diagrama de Dynkin W & X sobre Dy.

Podemos usar ahora la Proposicién[I.78] Cada componente conexa es de tipo
A, y por tanto tiene asociada un dlgebra de Nichols de dimensién 8. Asi pues,

dimB(W @ X) = 64.

Para ser aun mas especificos, la descomposicién de la MGC indica que existen
dos subespacios vectoriales trenzados, a saber My = (wq,x2) y My = (wa, x1),
tales que

WeX =M &M,

y por ende
dim B(W @ X) = dim B(M;) - dim B(M,) = 8% = 64.

Ademss la serie de Hilbert de cada M; es (2)7(2);2 por lo cual la serie de W & X
es el producto de estas

Hewaex)(t) = (2)1(2)p.
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El médulo V @ W. Uso de la teoria no abeliana.

Comenzamos por verificar que D4 es un cociente del grupo

1

Ty =(z,y,v|yr=vey, sv=v 'z, ywv=vy, v =1).

Siguiendo [HS2] definimos un homomorfismo ¢ : I's — Dy dado en los gene-
radores por  — b, y — a, v — a?. Verificar que ¢ es un homomorfismo es
directo:

$(y)d(w) = ab = a’ba = (v)(x)(y),
$(x)p(v) = ba® = a®b = p(v) " (x),
P(y)e(v) = a’ = o(v)¢(y),
G =a* =1
Este caso corresponde a la [HS2, Proposition 4.4] con V. = M(Oa, Xx(2)) ¥
W = M(Oy, e ® sgn). En la notacién de [HS2] tenemos € = a?, ademés
g=a, p=x@e Yy h=b c=c®sgn.
Verificamos
pleh)o(eg?) = x2)(a2b)e @ sgn(a?) = x)(a?) = ' = 1,
p(9) = x@)(a) =w? = —1,
o(h) =e®sgn(b) = —1
donde w = exp(2iw/4). Por [HS2, Proposition 4.4] se tiene que la matriz de
Cartan es
wvwy _ (2 —1)_
o= (3 D),

Es decir V @& W es un médulo de tipo Az. Por [HS2, Theorem 4.6 (3)] tenemos
que
dimB(V & W) = 64.

Ademds podemos calcular el esqueleto y siguiendo [HV4, Appendix B.1] en este
caso es
Qs - — =

La serie de Hilbert multivariada estd en [HS2, 4.6 (3)] o en [HV4] 2.6 (3)] por
lo que podemos hallar que la serie univaluada es (2)7(2)%.

Los otros casos se muestran de manera similar. Resumimos todo esto en el
siguiente resultado:

Proposicion 2.5. Sean M y N dos mddulos de Yetter-Drinfled distintos e irre-
ducibles sobre Dy. Entonces, para {M,N} € {{U,V},{W,Z},{X,Y}} tenemos

dim B(M & N) = occ.
En caso contrario, dim B(M @& N) = 64 con serie de Hilbert

Human)(t) = (2)1(2)%.
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2.4.3.

Por la Proposicién los médulos isotipicos ya son conocidos asi que debe-
mos tomar tres médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles L, M, N y ocuparnos
de los médulos de tipo M? @ N (Ver Tabla[2.11]) con dos componentes isotipicas

Moédulos de rango tres

y de tipo L ® M @ N (Ver Tabla[2.12) con tres componentes isotipicas.

Rango tres con dos componentes isotipicas

Médulo (Sop) Razén dim B(M) Serie
UloV Zy >UsV o0

UZoW | Z/20Z]2 Dynkin (cv) 4096 2P 2)L(2)%
UleX | Z/207)2 Dynkin (cv) 4096 (2)%(2).(2)2
UlaoY |Z/207/2 Dynkin (cv) 4096 2 2)L2)%
U’eZ | Z2)202)2 Dynkin (cv) 4096 (2)8(2)%(2)%
VipU Zy >UasV 00

View D, [HV4, Theorem 2.6] 4096 (2)%(2)%L(2)2
Vie X Dy V4, Theorem 2.6] 4096 2)%(2)L(2)%
Viey Dy [HV4, Theorem 2.6] 4096 2)8(2)L(2)2
VZieZ Dy [HV4, Theorem 2.6] 4096 (2)8(2)%(2)%
W2aeU | Z/20Z/2 Dynkin (cv) 4096 (2)8(2)L(2)2
W2eV Dy [HV4, Theorem 2.6] 4096 (2)8(2)%(2)%
W2o X | Z)20Z)2 Dynkin 4096 (2)8(2)L(2)2
W2aeY Dy [HV4, Theorem 2.6] 4096 (2)8(2)%(2)%
W?a Z D, DWaZ 00

X?oU | Z/207Z/2 Dynkin (cv) 4096 (2)¢(2)%(2)%
XZaV Dy [IV4, Theorem 2.6] 4096 2)52)L(2)%
X2oW | Z/20Z/2 Dynkin 4096 (2)%(2)5(2)2
X2qY Dy ODXaY 00

X’®Z Dy [HV4, Theorem 2.6] 4096 (2)¢(2)%(2)%
YZaU | Z/267/2 Dynkin (cv) 4096 25 2)L(2)%
Y2V Dy [HV4, Theorem 2.6] 4096 (2)8(2)%(2)%
YZoW Dy [IV4, Theorem 2.6] 4096 2 2)L(2)%
Y2 X Dy SDXpY o0

Y0 Z | Z]201L)2 Dynkin 4096 2)5(2)%(2)%
Z’0U | Z/207Z/2 Dynkin (cv) 4096 (2)8(2)L(2)2
AR Dy [V4, Theorem 2.6] 4096 2)%(2)%(2)%
oW Dy DWaeZ 00

779X Dy [HV4, Theorem 2.6] 4096 (2)8(2)%(2)%
7Y | Z/207/2 Dynkin 4096 (2)8(2)L(2)2

Tabla 2.11: Suma de tres médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles, con dos com-

ponentes isotipicas, sobre Dy.
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Los razonamiento son los mismos que para los médulos de rango dos. Veamos
dos casos a manera de ejemplo.

El médulo W2 @ X. Uso de la teoria abeliana.

Tomemos W2 @ X := (wy, wa, w}, wh, x1, ). La MGC es

2 0 0 0 0 -1
0 2 0 0 -1 0

o 0 2 0 0 -1
A=10 0 0o 2 -1 0
0 -1 0 -1 2 0

-1 0 -1 0 0 2

2 -1 0 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0

0 -1 2 0 0 0
“lo 0o o0 2 -1 0

o 0 0 -1 2 -1

O 0 0 0 -1 2

(A5 0
o 4

El diagrama de Dynkin correspondiente se muestra en la Figura [2.5

q11 —1 966 _1q 433
@ @ L J
-1 -1
@ @ L J
q22 g55 q44

Figura 2.5: Diagrama de Dynkin del médulo W?2 @ X sobre Dy.

Por lo tanto, si tomamos
My = (wy,w),m2), Ms = {wa,wh,x1)
tenemos la descomposicion
W?2o X =M, ® M.

Cada componente de tipo A3 tiene asociada un dlgebra de Nichols de dimensién
64. Asi, por la Proposicion [I.7§]

dim B(W? @ X) = dim B(M;) - dim B(M,) = 64* = 4096.
Ademss la serie de Hilbert de cada M; es Hp(ar,) (t) = (2)7(2)7(2)es y

Hpwzex)(t) = (2)7(2)2(2)5.
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El médulo V2 @ W. Uso de la teoria no abeliana.

En la Seccién calculamos el esqueleto de V& W que es
o) e
Esto significa que

ad(V)(W) # 0, ad(V)*(W)
ad(W)(V) #0, ad(W)*(V)

)

0
0.

Ver Definicién [I.69] Por otra parte, para todo par de elementos v; y v; de la
base de V @ V tenemos

ad(v;)(vj) = viv; — ple(v; @ vy)) = vivj; + vjv; =0
por lo tanto ad(V)(V) = 0. Asf, la MGC de V2 & W es

2 0 -1
A=10 2 -1
-1 -1 2

Pero si organizamos los sumandos como V& W @ V la MGC queda

que es de tipo finito Ag con 6 = 3. Por lo cual el esqueleto es
s Tm - ==
y por [HV4, Theorem 2.6, Table 1] tenemos
dimB(V? @ W) = 2000+1) — 212 — 4096.

El mismo resultado nos da la serie de Hilbert multivaluada y calculos en GAP
nos permiten encontrar la serie univaluada que también resulta ser

Huwzaw)(t) = (2)§(2)5(2)5.
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Rango tres con tres componentes isotipicas

Médulo (Sop) Razén dim B(M)
UaoVeW Dy SUsV 00
UoVaoX Dy DUV 00
UsVeaY Dy DUV 00
UoVaoZz Dy DUV 00
UeWeX | Z/267Z/2 Dynkin (cv) 00
UsWaY Dy [HV4, Theorem 2.5] 00
UaeWeaeZ D, DWeaeZzZ 00
UsXaY Dy ODXpY 00
UeXaZ Dy [HV4, Theorem 2.5] 00
UaYaeZ |Z)207Z/2 Dynkin (cv) 00
VeWeX Dy [HV4, Theorem 2.5] 00
VeWwoY Dy [HV4, Theorem 2.5] 00
VoeowoZ Dy DWaeZ 00
VeXaY Dy >DXaY 00
VeXoZz Dy [HV4, Theorem 2.5] 00
VeYaZz Dy [HV4, Theorem 2.5] 00
WoeXaeY Dy ODXpY 00
WaeXaeZ Dy DWaoZ 00
WeY oz Dy ODWaeZz 00
XeYaoZ Dy DXaY 00

Tabla 2.12: Suma de tres médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles, con tres com-
ponentes isotipicas, sobre Dy.

El médulo U & W & X. Uso de la teoria abeliana.

Sabemos que en U debemos hacer el cambio de variable m; = uy +up y
me = u1—us dejando las bases de W y X sin modificacién. Con esto conseguimos
una trenza de tipo Cartan con MGC

0 2 -1 0 0 -1
0 -1 2 0 0 -1
A=110 0 0o 2 -1 0
-1 0 0 -1 2 0

0 -1 -1 0 0 2

2 -1 -1 0 0 0

-1 2 -1 0 0 0

-1 -1 2 0 0 0
“lo o o 2 -1 -1
o 0 0 -1 2 -1

0o 0 0 -1 -1 2
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Cada componente conexa tiene la MGC

2 -1 -1
-1 2 -1
-1 -1 2

que es de tipo no finito y por lo tanto

dimB({U e W ¢ X) = cc.

El médulo U & W @ Y. Uso de la teoria no abeliana.
La MGC de este moédulo es también

2 -1 -1
A=|-1 2 -1
-1 -1 2

Dado que Sop(U) = (a?) es el centro del grupo D4 entonces este soporte conmuta
con los soportes de W y Y, por lo cual el esqueleto es

Segun [HV4, Theorem 2.5] este esqueleto no es de tipo finito y por tanto
dmB{U eWeaY) =oc.
Las Tablas y se pueden enunciar en los siguientes resultados:

. s . D . .. .
Proposicion 2.6. Los mddulos en Din no 1so0tipicos con rango tres que tienen

dlgebra de Nichols de dimensidn finita son los de la forma M?®N con sumandos
irreducibles M y N que satisfacen {M,N} ¢ {{U,V} {W,Z},{X,Y}}. En este
caso dim B(M? @& N) = 2'2 con serie de Hilbert

Huzen)(t) = (2)7(2)52(2)%.

La Tabla [2.12) tiene una consecuencia particular que es importante como
herramienta de descarte:

Corolario 2.7. Un mddulo de Yetter-Drinfled sobre D, con dlgebra de Nichols
de dimension finita tiene a lo mds dos componentes isotipicas.

Como ya conocemos la informacién que necesitamos acerca de los médulos
isotipicos, por la Proposicién [2.4] el resultado anterior implica que nos podemos
concentrar de ahora en adelante en los médulos con dos componentes isotipicas.
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2.4.4. Moédulos de rango cuatro

Por el Corolario[2.7|debemos estudiar los médulos de tipo M3®&N y M2 N?
con sumandos irreducibles M y N. Sabemos ademads que si {M, N} es uno de los
pares en {{U,V},{W, Z},{X,Y}} entonces estos mdédulos contienen una copia
de UV, WEZo XY ysu algebra de Nichols tiene dimensién infinita. Ver

Tabla 2,10l

Moédulo (Sop) Razén dim B(M) Serie

UaV Zy SUaV 00

US@W | Zy x Zs Dynkin (cv) 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%
U@ X | ZyxZs Dynkin (cv) 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%
USRY | Zy xZs Dynkin (cv) 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%
U@ Z | Za x Zs Dynkin (cv) 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%
VieU Ly SUaV 00

VieWw D, [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)§(2)%(2)%(2)Z(2)%
Vie X Dy [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)§(2)%(2)%(2)%(2)%
VieY Dy [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%
Vi Z Dy [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)§(2)%(2)%(2)%(2)%
W3 U | Za x Zs Dynkin (cv) 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%
W3V Dy [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)¥(2)%(2)%(2)%(2)2
W3S X | Zy x Zy Dynkin 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%
W3ayY Dy [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)¥(2)%(2)%(2)%(2)2
W3aZ D, DWaZ 00

X30U | Zy x Zs Dynkin (cv) 16777216 | (2)5(2)%(2)% (24 (2)%
X3V Dy V4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)§(2)%(2)%(2)4(2)%
X3OW | Zy x Zo Dynkin 16777216 | (2)5(2)%(2)% (2% (2)%
X*eY D, SDXaY 00

X3 Z D, [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)¥(2)%(2)%(2)%.(2)2
Y3QU | Zy x Zs Dynkin (cv) 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%
Y3iaV D, [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)¥(2)%(2)%(2)7.(2)2
Y3iaoW D, [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)¥(2)%(2)%(2)%(2)%
Y3a X D, DXDY 00

Y3®Z | Za x Zs Dynkin 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%
730U | Za X Ly Dynkin (cv) 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%
AN Dy [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)§(2)%(2)%(2)%(2)%
AR D, DWaZ 00

eX Dy [HV4, Theorem 2.6] | 16777216 | (2)¥(2)%(2)%(2)%(2)%
Z20Y | Ly x Ly Dynkin 16777216 | (2)5(2)%(2)%(2)%(2)%

Tabla 2.13: Médulos de tipo 3 + 1 sobre sobre Dy.

Nuevamente usaremos la teoria abeliana y no abeliana dependiendo del sub-
grupo generado por el soporte del médulo. Presentamos un ejemplo de cada caso

vy queda claro que los demas mdédulos se tratan de manera anéloga.
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El médulo W3 @ X. Uso de la teoria abeliana.

Tomemos W3 @& X 1= (wy, wa, wy, wh,w) wY,x1,xs). Este médulo tiene una
trenza diagonal y su diagrama de Dynkin tiene dos componentes conexas como
las de la Figura

433

q11 qss gs55

Figura 2.6: Subdiagrama de Dynkin del médulo W3 @ X sobre Dj.

Donde ¢;; = —1 para todo i € {1,3,5,8}. Por lo tanto, el dlgebra de Nichols
tiene dimensién
H 912 _ 924

1=1,2
La serie de Hilbert puede hallarse usando célculos de GAP y resulta ser

Hiwsax)(t) = (2)7(2)3(2)5 (2)7(2)35-

El médulo V2 @ W. Uso de la teoria no abeliana.

En la Seccién calculamos el esqueleto de V& W que es

Esto es, ad(V)(W) # 0, ad(V)2(W) = 0, ad(W)(V) # 0, ad(W)?(V) = 0. La
MGCde VEoW =VaW ®V @V es por lo tanto

2 -1 0 0

-1 2 -1 -1

0o -1 2 0

0O -1 0 2

que es de tipo Dy. Su esqueleto es

Luego, [HV4, Theorem 2.6, Table 1] nos da la dimensién y serie de Hilbert que
aparece en la Tabla [2.13] en el formato univariada

dim B(V? @ W) = 414=1 = 412 — 924 — 16777216.
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Rango cuatro de tipo 2 + 2

Moédulo (Sop) Razoén dim B(M)
Ul V2 Zy >UsV 00
U2 W? | Zy x Zs Dynkin (cv) 00
U?® X? | Zo X Zo Dynkin (cv) 00
U?@Y? | Zy x Zsy Dynkin (cv) 00
U?@®Z% | Zy x 7oy Dynkin (cv) 00
V2o W? Dy HV4, Theorem 2.5 )
VZg X2 Dy HV4, Theorem 2.5 o0
VZGY? | Dy | [HVA4 Theorem 2.5 %
Vi Z? Dy [HV4, Theorem 2.5] 00
W2 X2 | Zy x Zs Dynkin 00
W2apY? Dy [HV4, Theorem 2.5] 00
w2 e Z? D, oDWaZz o0
X2pY? Dy ODXaY 00
DeeVA Dy [HV4, Theorem 2.5] 00
Y2 7% | Zy X Zy Dynkin 00

Tabla 2.14: Moédulos de tipo 2 + 2 sobre sobre Dy.

En todos estos médulos el problema se reduce a usar dos veces consecutivas
la informacién y las técnicas de la Tabla

El médulo W2 @ X 2. Uso de la teoria abeliana.

Tomemos W2 @ X? = (wy,ws, w),wh, x1, 22,7, 7h). Si consideramos el
subespacio vectorial trenzado M; := (wy,w],za,24) encontramos que su di-
grama de Dynkin es

-1
q11 q66
-1 —1
qss q33
-1

Figura 2.7: Subdiagrama de Dynkin del médulo W2 @ X2 sobre D,.

Donde ¢;; = —1 para todo i € {1, 3,6, 8}. Por la clasificacién de [H2] sabemos
que dim B(M;) = oo y por tanto

dim B(W? @ X?) = 0.
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El médulo V2 @ W2. Uso de la teoria no abeliana.

Ya tenemos calculados los espacios generados por las adjuntas y sabemos
que ad(V)(W) # 0, ad(V)2(W) = 0, ad(W)(V) # 0, ad(W)2(V) = 0. Esto nos
permite calcular la MGC y el esqueleto de V2 & W2 que resulta ser

que no es de tipo finito. Por [HV4, Theorem 2.5] tenemos
dim B(V? @ W?) = oo.
Resumimos las Tablas 2.13] y [2:14] en el siguiente resultado:

Proposicién 2.8. Los mddulos en gi)ﬂ) no isotipicos con rango cuatro que tienen
dlgebra de Nichols de dimensidn finita son los de la forma M3®N con sumandos
irreducibles M y N que satisfacen {M,N} ¢ {{U,V} {W,Z},{X,Y}}. En este
caso dim B(M?3 & N) = 224 con serie de Hilbert

Hioran)(t) = (2)F(2)%(2)5 (25 (2)5.

2.4.5. Moédulos de rango cinco

Proposicion 2.9. Sea M un mddulo de Yetter-Drinfeld no isotipico sobre Dy. Si
el rango de M es mayor o igual a 5 entonces

dim B(M) = oo.

Demostracion. Por el Corolario sabemos que un moédulo reducible sobre
D4 con Nichols de dimensién finita no puede tener més de dos componentes
isotipicas. Luego basta analizar los médulos de tipo M* @& N yv M3 @& N? con
sumandos irreducibles M y N. Los médulos de tipo M? @ N? contienen a uno
de tipo M? @ N? y la afirmacién queda probada en este caso por la Tabla
Para los médulos de tipo M* @ N se construyen los diagramas de Dynkin o
esqueletos correspondientes y se verifica que todos contienen subdiagramas o son
esqueletos en forma de cruz. Estos diagramas o esqueletos no son de tipo finito
y por lo tanto las algebras de Nichols son de dimensién infinita. Por ejemplo,

es el esqueleto de V* @ W. O
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Teorema 2.10. (Teorema de clasificacién para D,) Los mddulos en gij con
dlgebra de Nichols de dimension finita se clasifican asi:

1. Los seis médulos irreducibles: U = M(QOg2,p1), V. = M(Oq, x(2)), W =
M(Oba€ & Sgn)7 X = M(Ob7Sgn ® Sgn)7 Y = M(Oalhg & Sgn)7 Z =
M(Oap,sgn ® sgn).

2. Los siguientes mddulos reducibles:
1. Mddulos isotipicos U™, V™, W™ X", Y™ Z" paran > 1.
ii. Mddulos no isotipicos M&N, M2®N and M3®N con sumandos irre-
ducibles M y N que cumplen {M,N} ¢ {{U,V}{W,Z},{X,Y}}.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la Tabla y las Proposiciones
24 25 26 28 y 2.9 Para ver la informacién més detallada acerca de los
modulos no isotipicos remitimos a las Tablas [2.10} [2.11} |2.12} [2.13]y [2.14] O

2.4.6. Presentaciones de las algebras no exteriores

Una vez obtenido el Teorema de Clasificacion para Dy el siguiente paso
es encontrar las presentaciones por generadores y relaciones de las algebras de
Nichols asociadas a estos modulos. En esta secciéon presentamos algunos avances
en la solucion de este problema.

Para el caso de los espacios de tipo diagonal la soluciéon ha sido completada
y para ello referimos a los resultados [Anll, Theorem 3.1] y [An2), Theorem 3.9].

Comenzamos por dos resultados que se pueden deducir de dos maneras dis-
tintas: usando las trenzas correspondientes o bien usando el hecho de que son
espacios de tipo Cartan y por tanto en [Anll [An2] se dan las presentaciones:

Proposicién 2.11. El dlgebra B(X) es cuadrdtica conmutativa y tiene una pre-
sentacion dada por los generadores {x1,z2} con relaciones

. af,
. 22,
m T1T2 — T2X7.

Obtenemos una presentacion de B(Z) con los mismos generadores y relaciones
cambiando cada x; por z;.

Notar que ad.(z1)x2 = 122 — Zax7.

Corolario 2.12. La Proposicion|2.11| se generaliza a las dlgebras de Nichols aso-
ciadas a las componentes isotipicas X™ y Z™. En consecuencia, B(X™) y B(Z™)
son dlgebras conmutativas.

Observacion 2.13. Los mddulos isotipicos U™, V™, W™, Y™, tienen trenza ¢ =
— flip, por lo tanto sus algebras de Nichols son exteriores y en este caso las
presentaciones son las usuales para dichas dlgebras.
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Presentaciones en rango dos

Sabemos que los médulos U W, U®Y,Ud X y U Z son de tipo Cartan
haciendo los cambios de variable en U que se indican después de la Tabla [2.10}
Por lo tanto las presentaciones son conocidas en términos de las bases

{m1 = U1 + Uz, My = U] — ’LLQ} o) {m1 = U1 + U, Mo = iUy +U2}.

Aqui mostraremos las presentaciones calculadas usando bases de Grobner en
variables no conmutativas con el paquete GBNP en GAP. En estos cuatro casos
resultan presentaciones equivalentes a las dadas en [AnIl [An2]. Lo mismo ocurre
para W & X e Y @ Z, donde no se necesitan cambios de variable.

Proposicién 2.14. El dlgebra B(U & W) tiene la siguiente presentacion:
= Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(U),
= Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(W),
" UIW — WU + UgW1 — WU,
" UW2 — W2l — UgW2 + Wauz,
= (ww2)? 4 (waur)?,
w (ugwi)? + (wiug)?.
Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(U+W)enD4.log. O

Observacién 2.15. El algebra B(U @ W) también admite una presentacién con
los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cuadraticas de

BU) y BW); ad.(u1 + ug)wi, ade(u1 — ug)ws, (ade(ur)wsz)?, (ade(ug)wy)?.
Proposicién 2.16. El dlgebra B(U & X) tiene la siguiente presentacion:

= Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(U),

= Las relaciones cuadrdticas de B(X) de la Proposicion[2.11]

= UL + Tl + UT2 + ToU2,

" UL+ T1UL — UL — T1U2,

= (u1m2)? + (22u1)?,

v (ugz1)? + (z1u2)?.

Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(U+X)enD4.log. O

Observacién 2.17. El dlgebra B(U @ X) también admite una presentacién con
los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cuadréticas de

BU) y B(X); ade(u1 + u2)xa, ade(u1 — uz)x1, (ad.(ui)z2)?, (ade(ug)xy)?.
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Proposicién 2.18. El dlgebra B(U @ Y) tiene la siguiente presentacion:
» Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(U),
» Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(Y),
" uiy — yrun — iugyr +iyiug,
" 1Yz — Yaur + Gugyz — iY2us,
= (u1y2)® + (y2ur)?,
= (u2y1)? + (y1uz).
Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(U+Y)enD4.log. O

Observacién 2.19. El dlgebra B(U @ Y') también admite una presentacién con
los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cuadraticas de
B(U) y B(Y); adc(iur +u2)y1, ade(iuy — uz)ya, (ade(u1)y2)?, (ade(ug)yr)?.

Proposicién 2.20. El dlgebra B(U @ Z) tiene la siguiente presentacion:
» Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(U),
= Las relaciones cuadrdticas de B(Z) de la Proposicio’nm
m U 2o + ZoUp — tU2Z9 — T2Z2U2,
m U121 + 21U + tuez1 + 121 U9,
= (u122)? + (22u1)%,
v (u221)? + (z1u2)?.
Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(U+Z)enD4.log. O

Observacién 2.21. El algebra B(U @ Z) también admite una presentacién con
los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cuadraticas de
BU) y B(Z); ad.(iuy + u2)z1, ad.(iug — uz)21, (ade(u1)22)?, (ade(ug)z1)?.

Proposicién 2.22. El dlgebra B(V & W) tiene la siguiente presentacidn:
» Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(V),
» Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(W),
= UjW1 — WiV2 + VW2 — Walt,
= VW2 — WaV2 + VWi — W1V,
= (n1w1)? + (w1v1)?,
B U1W1 VW1 + W1V W1 V2 + VoW1 V1 W + W1 VW1V .

Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(V+W)enD4.log. O
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Observacién 2.23. El algebra B(V @ W) también admite una presentacién con
los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cuadraticas de
B(V)y B(W); ad..(v1 )ws —ad.(va)wa, ad.(v1 )we +ad.(ve)wr, (viwr )%+ (wivg)?,
V1W1VW1 + W1V W1V + VoW1V W] + W1V2W1 V.-

Proposicién 2.24. El dlgebra B(V & X) tiene la siguiente presentacion:
» Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(V),
» Las relaciones cuadrdticas de B(X) de la Proposicio’n
= V1T — XT1V2 + V2Z2 — T2V,
= V1T — TV — U1 + T1U1,
= (v121)? + (@101)?,
= VIT1V2X] — T1VITIV2 — VaT1U1T] + T1V2L101.
Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(V-+X)enD4.log. O

Observacién 2.25. El dlgebra B(V @ X) también admite una presentacién con
los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cuadraticas de
B(V) y B(X); ad.(v1)x1 + ad.(v2)z2, ad.(v1)z2 — ade(ve)x1, (vi21)? + (7101)2,
V1L1V2XL1 — L1V1 L1V — V2X1V1X] + L1V2L1 V1.

Proposicién 2.26. El dlgebra B(V @Y) tiene la siguiente presentacion:
= Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(V),
= Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(Y'),
= U1Y1 + Y102 — V2y2 — Y21,
= U1Y2 + Y22 — V2y1 — Y1V1,
= (1y1)® + (y101)?,
= U1Y102Y1 + Y101Y1V2 + V2l101Y1 + Y1U2Y101.
Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(V+Y)enD4.log. O

Observacién 2.27. El algebra B(V @ Y') también admite una presentacién con
los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cuadréticas de
B(V) y B(Y); adc(vi)yr — ade(v2)yz, ade(vi)ye — ade(v2)yr, (v191)? + (y101)?,
V1Y1V2Y1 + Y1v1Y102 + V2Y1V1Y1 + Y1V2Y101.

Proposicién 2.28. El dlgebra B(V & Z) tiene la siguiente presentacion:
» Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(V),

» Las relaciones cuadrdticas de B(Z) de la Proposicion

= U121 + 21V2 — V222 — 2201,
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® VU129 + 2202 + V221 + 2101,
» (v121) + (z101)%,
m V121V221 — Z1V121V2 — V221V121 + 21V221V1 .
Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(V+Z)enD4.log. O

Observaci6én 2.29. El dlgebra B(V @ Z) también admite una presentacién con
los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cuadraticas de
B(V) y B(Z); ade(v1)z1 — ade(v2) 29, ade(v1)2z2 + ade(ve)z1, (v121)? + (2101)2,
V121V221 — 21V121V2 — V221V121 + 21V221V1.

Proposicién 2.30. FEl dlgebra B(W @& X) tiene la siguiente presentacion:
w Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(W),
» Las relaciones cuadrdticas de B(X) de la Proposicién
= wWix1 + X1W1,
= WoZy + ToWo,
» (wia)? + (2w1)?,
v (wox1)? + (T1Ww2)2.
Demostracion. Ver al archivo AlgebraB(W+X)enD4.log. O

Observacion 2.31. [Anll [An2)] El dlgebra B(W @ X)) también admite una presen-
tacién con los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cua-

driticas de B(W) y B(X); ad.(w1)x1, ad.(ws)z2, (ad.(w1)z2)?, (ad.(ws)z1)?.
Proposicién 2.32. El dlgebra B(W @ Y') tiene la siguiente presentacion:

= Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(W),

= Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(Y),

= Wiy + Y1we + way2 + Yawi,

= WYz + Yaws + way1 + Y1wi,

= (wiyr)? + (rwr)?,

= W11 WY1 + Y1wiyi1we + wry1wiyr + yrwayiwi.
Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(W+Y)enD4.log. O

Observacién 2.33. El dlgebra B(W @ Y') también admite una presentacién con
los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cuadraticas de
B(W)y B(Y); ad.(w1)y1 +ade(wa)ya, ade(w1)y2 +ade(w2)y1, (wiy1)?+ (yr1w1)?,
WY1 W21 + Y1w1y1we + Way1w1Y1 + Yrway1wi.
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Observacién 2.34. El &lgebra de Nichols B(W @ Y) fue considerada en [AGI]
y en [MS]. Estos dltimos autores exhiben en [MS| Example 6.5] la siguiente
presentacion de dicha édlgebra:

» Las relaciones cuadraticas del algebra exterior B(W),
= Las relaciones cuadraticas del dlgebra exterior B(Y),
= WY1 + Yawy + Wway2 + Y1w2,
= WiY2 + Y1wWi + W2y + Yawa,
= (w14 w2)(y1 — y2))* + ((y1 — ya2) (w1 + w2))?,
w (w1 —w2)(yr +92))% + ((y1 + y2) (w1 — w2))?.
Ver el archivo AlgebraB(W-+Y)enD4-1.log.
Proposicién 2.35. El dlgebra B(X & Z) tiene la siguiente presentacidn:
= Las relaciones cuadrdticas de B(X) de la Proposicién
» Las relaciones cuadrdticas de B(Z) de la Proposicz'o’n
® T12] + 21T2 + Xz — 22771,
= T2y — 2%y — T2 — 2101,
= (2111)° = (2121)%,
m T121T221 + 21X121T2 + 221121 + 21T22121.-
Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(X+Z)enD4.log. O

Observacién 2.36. El dlgebra B(X @ Z) también admite una presentacién con
los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones cuadraticas de
B(X)y B(Z); ad.(x1)21 + ade(w2) 29, ade(21) 22 — ade(22)21, (2121)% — (2121)?,
T121%221 + 21012102 + T221T121 + 21222121

Proposicién 2.37. El dlgebra B(Y @ Z) tiene la siguiente presentacion:
= Las relaciones cuadrdticas del dlgebra exterior B(Y),
= Las relaciones cuadrdticas de B(Z) de la Proposicion[2.11]
= Y121+ 21y,
= Yo2o + Z2Y2,
(y122)% + (2251)?,

= (y221)* + (2192)°

Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(Y+Z)enD4.log. Notar que Y @& Z es el
mismo espacio vectorial trenzado que W & X. O

Observacién 2.38. [Andl [An2] El dlgebra B(Y @ Z) también admite una pre-
sentacion con los mismos generadores y las relaciones siguientes: las relaciones
cuadréticas de B(Y') y B(Z); ade(y1)21, adc(ya)22, (ade(y1)22)?, (ade(ya)21).
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Presentaciones en rango tres y cuatro

En este caso nos vimos obligados a dejar sin solucién el siguiente problema:

Problema principal. Hallar las presentaciones de las doce algebras de Nichols
B(M? @ N) y B(M? @& N) para los médulos de la Tabla

VigX [ V3ieX
VipgZz | VEeZ
X2V | X3V
X’eZ | X302
2’V | Z3aV
’oX | ZPe X

Tabla 2.15: Médulos sobre Dy cuyas Nichols quedan sin presentacién.

Las presentaciones de las dlgebras de Nichols asociadas a los deméas médulos
se pueden hallar usando [AnTl [An2] pues en todos hay cambios de variable que
permiten hallar trenzas de tipo diagonal. Dichos cambios de variable son los
siguientes:

1. Si{M,N} € {{U,W},{U, X}} tomamos
m1 = Uy + Uz, Mo = U] — U2
y dejamos sin cambio la base de W o X.
2. Si{M,N} € {U,Y},{U, Z}} tomamos
mi = U] + Uz, Mo = U] — U2
y dejamos sin cambio la base de Y o Z.
3. Si{M,N} € {V, W} {V,Y},{W,Y}} hacemos el cambio de base
" my =v +v, Mag =1 —v2enV,

= N =wy + Wy, Ng =w; —wg en W,

" S =Y +Y, S2=y1—Yy2enY.

Los demas casos quedan contemplados en la Tabla Para estas algebras
de Nichols se han calculado todas las relaciones hasta orden 5. No obstante esto
y el conocimiento de su dimensién, no ha sido ain computacionalmente posible
determinar una presentacién para dichas algebras de Nichols.
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Segun la Tabla hay diez moédulos de Yetter-Drinfeld irreducibles sobre
Dg cuyas algebras de Nichols son de dimensién finita. Podemos escribir las

Dg—graduaciones explicitamente:
» Q:=M(Ous,p1) = (1 =€ (1,0),q2 = €-(0,1)),a
. M(Og1,p3) = (r1 =e-(1,0),72 =€ (0,1)) 41
M(O4,x(1)) = (51 =€-1)a ® (52 =b-1)47.
M(O az,xu)) (ti=e-1)g2 @ (ty = b - 1)4e.
= M(Og2, x6)) = (U1 = €-1)42 ® (ug = b- 1) .
M(Ou3,X(a)) = (v1 =€ 1)qs @ (v2 =b-1)4s.
= M(Op, e ® sgn)

g<qam

=(wy =e- 1)y @ (wa =a- 1)z ® (w3 = a® - 1)1, ® (wy = a* - 1) ysp.

n X := M(Op,sgn ® sgn)

=(r1=e- 1)@ (xa=0a-1)g2p ® (x3 = 0% 1)ga, ® (x4 = a3

n YV :i= M(Oup, e ®sgn)

= =e D ®yo=0a-1)up® (Y3 = a* - )5, & (4 = a*

o 7 = M(Oup, 580 @ sgn)

=(zi=e D ® (2o =0 1)g3p ® (23 = a% - 1)gsp, @ (24

: 1>a6b~

1) q7p-

Aty

Las siguientes tablas muestran cémo actian los generadores a y b en cada

uno de los vectores de las bases que acabamos de establecer:

Q1 q2 T T S1 52 t1 to U1 U
a | waqp w7q2 w3r1 Wy | —s1 | —s9 w2t1 wﬁtg w6u1 W2U2
b| ¢ q1 T2 T S2 S1 to 51 Ug Uy
U1 V2 w1 wo w3 w4y X X9 T3 T4
a —V1 —V2 wao ws Wy w1 To I3 Ty —T1
b (%) V1 —WwW1 —W4 —Ws —WwW2 —T1 T4 I3 X2
Y1 Y2 Y3 Y4 21 | 22 | %3 24
a Y2 Ys Yq hn Z2 | 23 | 24 | —Z21
b | —ya | —y3s | —Y2 | —y1 | 24| 23| 22 21

Tabla 2.16: Accién de a y b en la bases de los irreducibles sobre Dg.
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Tenemos que muchos de estos médulos sobre Dg pueden ser estudiados como
modulos sobre un grupo més pequeno dependiendo del subgrupo que genera su
soporte [ACGall, Remark 2.1]. Esta informacién queda clara con la Tabla

Médulos sobre Dg | (Sop) || Mdédulos sobre Dy | (Sop)
9) Zs U Zs
R Ly U Ly
S Zg Ninguno
T Zy Vv Ly
U Zy 14 Zy
V Zg Ninguno
w D4 w ©® Y ]D)4
X D, XaZ D,
Y Dy WaovY Dy
7 Dy XaZ D,

Tabla 2.17: Equivalencias de espacios vectoriales trenzados de Dg en Dy.

2.5.1. Modulos de rango dos
Moédulos que no contienen a W, X, Y, Z

En la Tabla [2.18|todos los médulos son diagonales de tipo Cartan sin necesi-
dad de cambios de base. Vemos que solo Q@ R, S@V y T @ U tienen Nichols de
dimension finita pues su trenza es ¢ = — flip. En los demés casos el diagrama de
Dynkin es un cuadrado lo que significa que el dlgebra de Nichols tiene dimensién

infinita, ver por ejemplo las Figuras 2.3]y

Moédulo | Tipo Cartan | Razén | dim B(M) | Serie
QOR St 16 @)1
QDS St [H2| 00
QoT St [H2] 00
QoU St [H2 00
QaoV St [H2 00
Ro®S St [H2| 00
RoT St [H2 00
RoU St [H2| 00
RoV St [H2] 00
SoT St [H2| 00
SoU St [H2] 00
SoV St 16 (2)¢
ToU St 16 (2)F
ToV St [H2) 00
voV St [H2] 00

Tabla 2.18: Moédulos de rango dos sobre Dg. Primera parte.
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Moédulos que contienen a W, X, Y, Z

Moédulo | (Sop) Razoén dim B(M)
Qow Dy UdW @Y en Dy 00
Q@X ID)4 U@X@ZGHD4 (0.¢]
QY Dy UdW @Y en Dy 00
Q@Z ID)4 U@X@ZGHD4 o
RoW Dy UdPW DY en Dy 0
R@X ID)4 U@X@ZGHD4 o
RaY Dy UpW DY en Dy 00
RaZ Dy U X@EZenDy 0o
Sew Dg [HV2, Theorem 5.5] 00
SeX Dg [HV2, Theorem 5.5] 00
SaY Dg [HV2], Theorem 5.5] 00
SeZ Dg [HV2, Theorem 5.5] 00
ToeW Dy VeWaY enlDy 00
Te X Dy VaeXdZeny 00
ToY Dy VeWaY en Dy 00
ToZ Dy VeX®ZenDy 00
UaWw Dy VeWaY en Dy )
Us X Dy VeX®ZenDy 00
UasY Dy VeWaY en Dy 00
UdZ Dy VeX®ZenDy 00
VoW Dg [HV2, Theorem 5.5] 00
Ve X Dg [HV2, Theorem 5.5] 00
VovY Dg [HV2, Theorem 5.5] 00
VeZz Ds [HV2] Theorem 5.5] 00
WaeW | Dy W2@Y?enDy 00
WeeX Dy WoeXpY dZenly 00
WeaeyY Dy [HV4, Appendix B| 0
WeoZ Dy [HV4, Appendix B] 00
XoX Dy X2® Z% en Dy 00
XY Dy [HV4, Appendix B] 00
XoZ Dy [HV4, Appendix B| )
YooY Dy W2aY?2enDy 00
Y®Z Dy WeXpY dZenly 00
7 &7 Dy X?® Z% en Dy 00

Tabla 2.19: Médulos de rango dos sobre Dg. Segunda parte.

Como vemos, todos los mddulos se reducen a Dy con excepcién de doce
casos donde (Sop) = Dg. Mostramos los razonamientos de los que se deducen
los demés en forma analoga.
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El médulo S @ W.

Consideremos el grupo I'y presentado como
Ty=(z,y,v|yr=vay, sv=v 'z, yw=vy, vi=1).
Tenemos un homomorfismo de grupos I'y — Dg dado por
z—=b,y—a, v—ad.

Asf estamos en las hipdtesis de [HV2, Theorem 5.5]. Este resultado nos dice que
dim B(S @ W) < oo siy solo si se cumplen las tres siguientes condiciones

= x@(a) =e®sgn(b) = —1.
= X (a?) = x4 (e) - € @ sgn(a®).
= [\ (@) = -1

Como la ultima condicién no se cumple entonces dim B(S & W) = cc.

El médulo W @Y.

La clasificacién de los mddulos de Yetter-Drinfeld de rango dos con sistema
de raices finito en [HV3] o [HV4, Appendix B] muestra que no es posible tener
un moédulo reducible con dos sumandos irreducibles de dimensién cuatro y cuya
algebra de Nichols tenga dimensién finita. Luego, dim B(W & Y) = cc.

2.5.2. Moédulos de rango arbitrario

Proposicion 2.39. Los inicos modulos reducibles M en la categoria ggyD con
dim B(M) < oo son
QoRrR, SSeoV!, T"oU’

coni+7j > 1. En este caso B(M) es un dlgebra exterior de dimensién 220+

Demostracion. Por la Tabla2.19] M no puede tener sumandos simples de dimen-
sién 4. Ademds, la Tabla [2.18| descarta los mddulos de rango dos con sumandos
directos en {Q, R, S,T,U, V'} pues sus dlgebras de Nichols tienen dimensién infi-
nita. En todos estos casos basta construir el diagrama de Dynkin y verificar que
son cuadrados lo que descarta la posibilidad de que tengan algebra de Nichols
de dimensién finita.

Por lo tanto, los tnicos médulos que pueden tener algebra de Nichols de
dimension finita son

Q@R SSeViyT @U.

Calculos directos en la Tabla permiten hallar las trenzas donde verificamos
que en todos estos médulos siempre aparecen dlgebras exteriores. A manera de
ejemplo, para Q°@® R’ tenemos que en general c(m®n) = a*n@m = —n@m. O
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Teorema 2.40. (Teorema de clasificacién para Dg) Los mddulos en g:yD con
dlgebra de Nichols de dimension finita se clasifican asi:

1. Los diez mddulos irreducibles: @ = M(Oga,p1), R = M(Og44,p3), S =
M(Oa,X(4)), T = M(Oa21X(2))7 U= M(Oa27X(6))7 V= M(Oa37X(4))a
W = M(Op,e @sgn), X = M(Op,sgn ® sgn), ¥ = M(Oyp, e @ sgn),
Z = M(Ogp,sgn @ sgn).

2. Los médulos reducibles: Q'®R?, S'@VI, T'®UJ parai,j € L>o,i+j > 1.
Demostracion. Es inmediato a partir de la Proposicion y las Tablas

218y 219 0

2.5.3. Presentaciones de las algebras no exteriores

Solo hay cuatro dlgebras de Nichols no exteriores sobre Dg y estas correspon-
den a los médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles W, X, Y y Z. Obtenemos sus
presentaciones por métodos computacionales basados en rutinas internas que
utilizan bases de Grobner.

Proposicién 2.41. FEl dlgebra B(W) tiene una presentacién con generadores w;,
para i =1,2,3,4, y relaciones

. w? =0 parai=1,2,3,4,

= W W3 + Wwaws,

" WolWy + Wewa,

= Wi1wW2 + Waws + w3wy + Wawi,

= WiwWy + Waws + wzws + w1,

v (wiwa)? + (wown)?,

=W WaW3We + Wl W3 + W3WoW1 W2 + WaW3WaW]1 .

Obtenemos una presentacion para B(Y') con los mismos generadores y relaciones
cambiando cada w; por y;.
La dimension es 64 y la serie de Hilbert estd dada por

Hiw)(t) = (2);(2)-
Una integral no nula estd dada por
W1 W W W3 W Wy.
Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(W)enD8.log. O

Observacién 2.42. El dlgebra B(W) admite una presentacién con los mismos
generadores y las siguientes relaciones: w? = 0 para i = 1,2,3,4, ad.(w;)ws,
ad.(w2)wy, ade (w1 )ws +ad.(w3)wy, ad. (w1 )ws+ad.(ws)ws, (wiws)?+ (wawq )2,
W1 WaW3We + Wl WaW3 + W3Wa2W1 W2 + WaW3WaW]1 .
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Proposicién 2.43. El dlgebra B(X) tiene una presentacion con generadores x;,
para v =1,2,3,4, y relaciones

. xzz =0parai=1,2,3,4,

" T1T3 — T3x1,

= T2y — T4T2,

® X1X2 + T2X3 + T3Ty — T4T1,
" T1T4 — T4X3 — T3T2 — T2X1,
v (z122)% — (2221)?,

B L1T2X3%2 + XLoX1X2X3 + T3LoL 1Ly + ToX3T2T.

Obtenemos una presentacion para B(Z) con los mismos generadores y relaciones
cambiando cada x; por z;.
La dimension es 64 y la serie de Hilbert estd dada por

Huw) () = (2);(2)7.
Una integral no nula estd dada por
T1T2L1X2L3X2L1X4.

Demostracion. Ver el archivo AlgebraB(X)enD8.log. O

Observacién 2.44. El algebra B(X) admite una presentacién con los mismos
generadores y las siguientes relaciones: 27 = 0 para i = 1,2,3,4, ad.(x1)xs,
ade(72)z4, ade(21)z2 + ade(23)z4, ade(z1)zs — ade(23)22, (T122)% — (2271)2,
T1X2X3%2 + ToX1LoLs + T3L2X1 T2 + T2X3T2X1 -

2.6. Apéndice: El algebra B(Oy,sgn), m impar

Como hemos dicho previamente, para los valores impares de m > 5 se sabe
que las algebras de Nichols asociadas a médulos de Yetter-Drinfeld irreducibles
son todas de dimensién infinita, salvo en el caso desconocido de B(O?m ,sgn).

Nuestro proposito en este apéndice serd obtener informacion acerca de las re-
laciones de B(Op™,sgn), recordando que en general B(V) = @22 (B™(V) donde
B (V) = Ve /KerQ, siendo Q,, el simetrizador cuéntico de grado n construido
con la trenza c.
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2.6.1. El algebra 12-dimensional de Fomin-Kirillov

En la Tabla 2.1 vimos que B(V) = B(O}?,sgn) tiene dimensién 12. Esta
algebra aparece por primera vez en el articulo [FK|] donde Fomin y Kirillov
intentan comprender la combinatoria del anillo de cohomologia de las variedades
bandera por medio de las dlgebras cuadréticas &, definidas con generadores [ij],
donde 1 <1 < j < n, y relaciones

. [if2=0sii<j.
ijllik] = [jk][ik] + [ik][ig] v [ik][i5] = [ik][7k] + [i5][ik] sii < j < k.
w [if][kl]) = [K0[ij] si {i,j} n{k, 1} =0,i<jy k<L

Como &lgebra de Nichols esta algebra ha sido estudiada en [AGI] y en [MS].
En [MS], Milinski y Schneider muestran que B(Oy*,sgn) = &3 hallando asf una
presentacién de B(V'). Sus métodos corresponden al uso de técnicas en grupos
de Coxeter aplicados a S,,. En este caso tenemos la coincidencia S3 = D3 pero
no podemos reutilizar sus ideas de forma directa con ID,, asi que adoptaremos
otro punto de vista para encontrar una presentacién de B(V').

Ejemplo 2.45. Usando como ejemplo el caso m = 3 intentaremos explicar la idea
general que nos permite hallar las relaciones cuadréticas en

B(C’)Hb)m,sgn).
Denotemos v; = g; ® 1. Tenemos que {vg, v1,v2} es una base de V' y la trenza
dec: V@V =V ®V estd dada en la base {v; ® v; : i,j € Z/3} por
c(v; ®v;) = —v; @; parai=0,1,2

c(vo ®v1) = —v2 ® g, (V2 ® V) = —v1 ® V2, c(v1 ®V2) = —vg @ vy
c(vg ® vg) = —v1 ® vy, ¢(v1 ®Ug) = —v3 vy, c(va @ V1) = —Vy ® Va.

Para visualizar esta trenza de manera grafica asociemos a cada v;®v; el punto
(i,4) del plano Z/3 x Z/3. De este modo obtenemos cinco dérbitas que resultan
de aplicar ¢ en forma sucesiva (teniendo presente que vamos a considerar los
resultados con signo positivo)

En el siguiente paragrafo probaremos que al sumar los elementos de cada 6r-
bita obtenemos una relacién cuadratica de B(V). Ya sabemos que B(O}?,sgn)

es un algebra de Nichols cuadratica y por lo tanto le hemos hallado una presen-
tacién con generadores {vg, v1,v2} y relaciones
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» v? para todo i =0,1,2,
= YgV1 + V2 + V1 V2,
= VgV + V1Vg + V2V1.
Esta presentacién se da en [AGI] y se halla por métodos algebraicos.

Es importante resaltar en este momento que en la literatura actual tampoco
se establece si B(V') es cuadratica para m > 5.

Ahora cambiemos la perspectiva con la que vemos el plano Z/3 x Z/3. Si
trasladamos tres unidades hacia arriba a cada uno de los tres puntos bajo la
diagonal principal obtenemos nuevamente un representacién del mismo plano.

Las érbitas de la inversa ¢! adquieren una forma diferente pues corresponden
a puntos (en la diagonal principal) y lineas rectas de pendiente uno:

/
e
/

Obviamente, la érbitas dadas por ¢ y ¢~! son iguales, pero este nuevo punto
de vista permite escribirlas de otro modo:

9
20

0. 42
= Ry =g,
1. .2
= IR5 = vy,
2. .2
= Rf = v,

= RY = vguy + v1v2 + vav0,
= Rg 1= VU2 + VU1 + V10g.

Por la notacién R¥ denominamos la relacién cuadritica que comienza en vgvgyn
y cada sumando que se adiciona tiene subindices con diferencia respectiva de n
con lo anteriores. Véase la definicién general en la ecuacion (2.1).
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2.6.2. Relaciones cuadraticas en B(O,, sgn)

Definicién 2.46. Sea — la accién de Z/m en {v; ® v; : i,j € Z/m} dada por
s—u; @ vy = (—1)%c*(v; ® vy)
Podemos calcular facilmente la accién de forma general pues
§—=V; Q@ Vj = V(s+1)i—sj @ Vsi—(s—1)j-

Denotamos €2;; a la érbita de v; ® v; bajo —. Ademds definimos w;; como la
suma de todo los elementos de la érbita €2;;.

Lema 2.47. Sir =min{s € Z" : s—v; ® v; = v; ® v;} entonces |Q;;| = r.

Demostracion. Si K es el subgrupo estabilizador de v; ® v; entonces es generado
por la clase residual de 7 en Z/m y

%] = [Z/m : K] =m/o(r) = (m,r).

Llamemos = {s—v; ®v; : s =0,...,(m,r) —1}. Sus elementos son diferentes
por la invertibilidad de ¢ y la minimalidad de r. Luego  tiene (m, ) elementos
distintos y estd contenido en €;;. Por lo tanto, 2 = €);;. Pero esto muestra
ademds que (m,r)—v; ® v; = v; ®v; y por minimalidad tenemos (m,r) =r, de
donde deducimos que [€;;| = 7. O

Ahora mostramos un caso particular de [GGl, Lemma 2.2].
Teorema 2.48. El conjunto de los w;j, sin repeticiones, es una base de Ker Qa.

Demostracion. La comprobacién de que cada w;; estd en el nicleo de @2 es
inmediata pues al aplicar idygy + ¢ cada tensorando aparece una vez como
imagen de la identidad idy gy con signo positivo y una vez como imagen de ¢
con signo negativo.

Sea X = {v; ®v; : 4,5 € Z/m}. Dado que las érbitas Q;; forman una par-
ticién de X entonces toda combinacién nula ) A;;w;; = 0 es una combinacién
lineal nula de X que por ser linealmente independiente hace cero a todos los
coeficientes \;;. Esto prueba la independencia lineal de los w;;.

Sea Y Apivr ® v; un elemento de Ker Q2 expresado en la base X. Al aplicar
Q)2 y observar un tensorando determinado vemos que cada uno de ellos debe
tener el mismo coeficiente de su preimagen bajo ¢ de modo que pueda anularse
la suma total. Es decir, todos los tensorandos de la misma érbita tienen el mismo
coeficiente lo cual prueba que los w;; generan a Ker @)». O

Asi pues, tenemos que los w;; determinan de forma minimal las relaciones
cuadréticas en B(V'). Ahora procedemos a contarlas.
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Teorema 2.49. Si m es un entero impar entonces

m—

1
dim(K —
im(Ker Q2) = - Z

s=0

Demostracion. Por el Teorema dim(Ker @2) es igual al nimero de 6rbitas
de la accién — en X. Podemos usar el Lema de Cauchy-Frobenius que afirma
que el numero de érbitas que tiene un conjunto bajo una accién — es el producto
interno de su caracter con el caracter trivial. Asi pues,

,_.

m—

dim(Ker Qa) = (x &) = - > x-(s)e(—s) = - > T ((

SEZ/m s=0

como queriamos. O

No basta conocer el numero de relaciones cuadraticas pues también es nece-
sario poder escribirlas de una forma sencilla con el propésito de efectuar calculos
en B(V). De la definicién de la trenzaﬂ podemos ver que los elementos de la ér-
bita de un v; ® v; se corresponden con los puntos de la recta de pendiente uno
en el plano Z/m x Z/m que contiene a (i,7) cuando sumamos sucesivamente
J — i a cada componente:

(Zaj)7(jv2.] _1)7(2.] _Zv3j - QZ)aa(QZ _]71)

Usando el orden de j — i en Z/m sabemos que hay (m,j — i) érbitas por
cada recta. Asi pues, para escribir las relaciones podemos usar dos indices

n=20,...,m—1y k que dependerd de n. Debemos calcular primero (m,n)
y después para cada k =0, ..., (m,n) — 1 tenemos una relacién con ﬁ bino-
mios

RE = 03 Uk4n + VkgnVkton +* + Vken V. (2.1)

Notemos que, en particular, con n = 0 conseguimos todos los cuadrados R = v2

parat=0,...,m — 1.

Con esta notaciéon podemos escribir los w;; de otra manera pues basta usar
el algoritmo de la divisién de Euclides para hallar k tal que i = s(m,j —1i) + k,
donde 0 < k < (m, j — 1), con lo cual

De este modo tenemos una nueva forma de contar las relaciones cuadréticas
pues hay m rectas de pendiente uno en Z/m x Z/m y la que pasa por cada punto
(0,n) aporta (m,n) relaciones. Luego, hemos probado el siguiente resultado:

2 Ac4 usamos realmente la inversa de la trenza que nos da la misma 6rbita pero de una
forma maés facil de escribir.
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Teorema 2.50. Si m es un entero impar entonces

m

dim(Ker Q) = Z(m, n).

n=1

Esta funcién es bien conocida en teoria de nimeros pues estd dada por la
féormula de Pillai w(m) que es una funcién multiplicativa y por tanto basta
conocer su valor para cada primo p y cada exponente r > 1,

m(p")=(r+1)p" — rp" L.

2.6.3. Relaciones cibicas en B(O,, sgn)

Una idea combinatoria similar se puede usar para hallar las relaciones cubi-
cas para ciertos valores particulares de m. El caso general no esté resuelto y por
eso ahora nos reducimos al caso particular en que m = p es primo.

Para trabajar en V®3 usaremos la siguiente notacién: cada relacién RF en
B(V') es imagen bajo la proyeccién canénica de un tensor

TY = v ® Vgt + Uk ® Vpon 4+ + Uiy @ .
Consideremos todos los tensores 7§ = v, @ v, conn=0,...,p—1y
Ty? =09 Q Up + Uy, @ Vo, + "'+/U(p—1)n®v0

conn=0,...,p— 1, que al proyectarse dan las relaciones cuadraticas de B(V).
Sabemos que hay en total dim(Ker Q2) = 2p — 1. Si tensorizamos a izquierda
o derecha por cualquier v; obtenemos un elemento de Ker @3 pues su imagen
en B3(V) es una relacién cuadrética (nula) multiplicada por v;. De este modo
obtenemos 2p(2p — 1) tensores en total. Sin embargo hay algunas relaciones de
dependencia lineal entre ellos. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.51. Consideremos el vector v; ® vo ® v4 en el caso Ds. El aparece solo
en

T10®v4:v0®v1 QVs+ V1 ®U2 @ Vs + V2 ®U3 R Vs + V3 Vs ® Vg + V4 Vo ® V4,

v1®T20:v1 @ vy V2 + 11 QU2 Vg + V1 RV Qv + V1 QU1 QU3+ v1 Qg R vg.

En una combinacion lineal nula que contenga a v; ® vy ® v4 deben aparecer
estas dos expresiones con el mismo coeficiente y signos cambiados. Tomaremos
la primera negativa y la segunda positiva para efectos de conteo. El mismo
razonamiento aplica para todos los tensorandos de =77 ® vy y v1 @ T3 de modo
que en la suma final aparecen respectivamente

Vo T +v1 @TS +v2 @TY +v3 @ Tt +v4 @ T,
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0 0 0 1 0
=15 @y —T53 @v1 =Ty ®@va — Ty ®vs — 17 @ va.
Notemos la asimetria en los superindices cuando tensorizamos por vs. Este

no es un problema pues al sumar las dos lineas anteriores todo se anula salvo
los términos cuadraticos para los que deben incluirse todas las diferencias

’L)3®T5—T§®U3

donde s = 0,...,4. Vuelve la simetrfa porque aparece vz ® T9 — T3 ® vs. Por
otra parte, no es necesaria la suma de v3 ® Tg —T¢ ® v3 pero ella misma se anula
asi que no impide escribir una sumatoria general.

Para un niimero primo arbitrario p tenemos dos maneras de enunciar esto
en forma general. Fijemos un indice ¢ =0, ...,p — 1. Viendo el comportamiento
regular de los subindices de los v; podemos escribir

p—1 p—1
DTy —Ty@vi+ Y v, T, — T, @, (2.2)
s=1 s=0
o viendo la regularidad en los subindices de T? podemos reescribir
p—1 p—1
DTy —Tg@vi+ Y vie®@T) —T° @ vy =0, (2.3)
s=0 s=1

De este modo hallamos p relaciones de dependencia lineal. Por otra lado
estan las diferencias de cubos

v QT —Ta @v; =0 (2.4)
de las que hay p también.

Notemos que cada v; ® v; ® v determina una tinica combinacién lineal nula
en la que estd y se necesita toda la suma para que se anule. Por lo tanto cada
v; ® TF 6 TF ® v; aparece una tnica vez en alguna de estas combinaciones. Si
quitamos un solo sumando a cada una de las expresiones 6 los demas
seran linealmente independientes. Hemos hallado entonces

2p(2p —1) = 2p =4p(p — 1)

vectores independientes en Ker Q3.

Para valores bajos de p sucede que estos vectores linealmente independientes
generan Ker Q3:

Proposicién 2.52. Sip € {3,5,7} entonces
dim(Ker Q3) = 4p(p — 1).
Demostracion. Esta igualdad se prueba computacionalmente. Ver Tabla
O

Calculando directamente para algunos valores superiores de m, usando las
matrices respectivas a los operadores Ker 3, podemos constatar que esto no
ocurre en la situaciéon general como podemos verificar en la Tabla también.
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2.6.4. Informacion computacional

En la literatura actual existen pocos resultados tedricos acerca de las di-
mensiones de los nucleos de los simetrizadores cuanticos @Q,,, sobre D, con m
impar, mas alld de encontrar todas las relaciones cuadréticas como hicimos en la
Seccién Esto nos llevé a hacer una primera aproximacion computacional
para determinar alguna informacién que fuera de utilidad a nivel intuitivo; sin
embargo, las matrices que se deben utilizar crecen en tamano exponencialmente
y esto hace que sea poco lo que puede decirse inicamente por estos métodos.

n=2|n=3|n=4|n=5|n=06

m
3 ) 24 80 3° 30

) 9 80 512 2865 | 15061
7 13 168 1586 | 13097

9 21 351 4251

13 25 672

15 45 1320
17 33 1258
19 37 1634
21 65 2856
23 45 2576
25 65 3775
27 81 4968
29 o7 4524

Tabla 2.20: Célculo de dim Ker @),, para m y n bajos.

Desde m = 31 en adelante se pueden trabajar algunos valores mas grandes
de m pero solo se logra obtener informacion de las relaciones cuadraticas lo cual
no nos aporta algo distinto a lo que ya sabemos.
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Capitulo 3

Pecios simples asociados a
grupos esporadicos

3.1. Introduccion

En los Problemas [] y [5] de la Seccién [I.3.2] nos planteamos el uso de técnicas
de descarte para algebras de Nichols de la forma B(X, ¢), donde X es un pecio
y ¢ un 2—cociclo, estudiando familias distinguidas de pecios simples. Nuestro
objetivo sera intentar determinar el colapso de X por medio de los criterios de
tipo D, F y C, o en caso contrario mostrar la imposibilidad de usar estos criterios
probando que X es kthulhu.

Las familias que estudiamos son parte de aquellas que aparecen en la cla-
sificacién de los pecios simples, ver [AG2] [J]. Aquf seguiremos la presentacién
dada en [AFGaV1l Section 2.5]. Esta establece que todo pecio simple finito estd
en alguna de las siguientes tres familias:

(i) Pecios afines simples,

(ii) Clases de conjugacién (torcidas) no triviales en grupos finitos simples no
abelianos,

(iii) Pecios homogéneos torcidos simples.

Respecto a la familia (ii) la literatura es extensa pero estd lejos de resolver
completamente el problema de su colapso, aunque es importante notar que todos
los resultados que se conocen hasta hoy tienen la conclusiéon comin de hallar
clases de conjugacién que colapsan como pecios. En este capitulo nos ocupa-
remos de los 27 grupos simples esporadicos. Algunos aportes significativos que
se encuentran en la literatura para los grupos alternados y de tipo Lie son los
siguientes:

93
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= Los grupos alternados A,, para n > 5.

En los articulos [AFGVT] [F2] se clasifican las clases de tipo D y se de-
muestra que todas las clases de conjugacién en A,, n > 5, colapsan salvo
por las clases (p) en A, y (1,p) en Ay, yq para cierta familia distinguida de
primos p.

= Los grupos de tipo Lie.

Al tratamiento de las clases unipotentes, semisimples y mixtas de estos
grupos se dedica la serie atin en construccién de articulos [ACGall [ACGa2l,
ACGa3| [ACGadl [ACGab]. Para probar el colapso de estos pecios simples se
han creado los criterios de tipo F y C, con resultados remarcables aunque
no se han podido aplicar exhaustivamente al analisis de todas las clases.
Ver también [FrGV1] [FrGV2].

Los 27 grupos esporadicos

Notacién: En este capitulo usaremos la notacién del aATLas [WWTH] para
denotar a las clases de conjugacién de un grupo dado. Esto consiste en que las
clases de conjugacién de elementos de orden n se llaman nA, nB, nC, etcétera.

Con la excepcién del grupo monstruo M, las clases de conjugacién de tipo
D en los grupos finitos simples esporadicos estan completamente clasificadas en
los articulos [AFGV2, [E'V].

Teorema 3.1. [FV] Appendix] Sea G un grupo finito simple esporddico distinto
de M. Una clase de conjugacion de G es de tipo D si y solo si no estd en la

Tabla [31]

Grupo Clases Grupo Clases
T 2A My, 8A, 8B, 11A, 11B
Mo 11A, 11B Mo 11A, 11B
Mos 23A, 23B Moy 23A, 23B
Ru 29A, 29B Suz 3A
HS 11A, 11B MecL 11A, 11B
Coy 3A Coo 2A, 23A, 23B
Cos 23A, 23B J1 15A, 15B, 19A, 19B, 19C
Jo 2A, 3A J3 5A, 5B, 19A, 19B
Jy 29A, 43A, 43B, 43C Ly 37A, 37B, 67A, 67B, 67C
O'N 31A, 31B Fligg 2A, 22A, 22B
Fiog 2A Fil, 29A, 29B
B 2A, 46A, 46B, 47A, 47B

Tabla 3.1: Clases de G # M que no son de tipo D.

Observacion 3.2. En la Tabla como adelanto a los resultados que probare-
mos, senialamos en rojo las clases que son de tipo C como lo prueba el Teorema
[3.14l Las demés clases son kthulhu como lo demuestra el Teorema [3.26]
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Teorema 3.3. [F'Vl Remark 4.13] Las clases de conjugacion del monstruo M
son de tipo D, con la posible excepcion de los casos abiertos de la Tabla[3.2}

32A, 32B, 41A, 46A, 46B, 47A, 47B, 59A, 59B, 69A, 69B
71A, 71B, 87A, 87B, 92A, 92B, 94A, 94B

Tabla 3.2: Clases de M que no se sabe si son de tipo D.

De las clases torcidas en grupos simples G se sabe que ellas se pueden rea-
lizar como clases de conjugacién del grupo de automorfismos Aut(G) (Ver [EV],
Introduction]) y usando este hecho se conoce también la clasificacién completa
de aquellas que son de tipo D.

Teorema 3.4. [FV| Theorem 1.1] Sea G un grupo finito simple esporddico. Una
clase de conjugacion de Aut(G) es de tipo D si y solo si no estd en la Tabla
([EV] Table 1]).

Grupo Clases Grupo Clase
Aut(Mas) 2B Aut(J3) 34A, 34B
Aut(HS) 2C Aut(ON) | 38A, 38B, 38C
Aut(Figs) 2D Aut(McL) 22A, 22B
Aut(Fib,) 2C

Tabla 3.3: Clases de Aut(G) que no son de tipo D.

Observacién 3.5. En la Tabla como adelanto a los resultados que probare-
mos, senalamos en rojo las clases que son de tipo C. No sabemos el tipo de la
clases 2C en Aut(Fib,), las demds son kthulhu como lo prueba el Teorema[3.74]

Dada la informacién que se tiene acerca de las clases de tipo D en los grupos
simples esporadicos surge la pregunta de si aquellas clases que no son de tipo
D si son de tipo F o C. Por ello nos dedicaremos a buscar soluciones a los
Problemas {4 y [5| dentro de esta familia. En el contexto del método del levante
se han hecho més avances sobre el colapso de estas clases pues por técnicas
abelinas se ha logrado probar que algunas de las algebras asociadas respectivas
tienen dimensién infinita. Asi se establece la lista de clases restantes:

Teorema 3.6. [AFGV2, Theorem I] con actualizacién en [F'Vl Remark 4.14] Sea
G un grupo simple esporddico. Entonces, el dlgebra de Nichols de todo V Gg YD

tiene dimension infinita, con la posible excepcidn de las dlgebras asociadas a las
clases en la Tabla[3)

Grupo Clases
Fligo 22A, 22B
B 46A, 46B
M 32A, 32B, 46A, 46B, 92A, 92B, 94A, 94B

Tabla 3.4: Clases con dimensién de las algebras Nichols desconocida.
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3.2.

Organizacion del capitulo

= En la Seccién usamos los criterios de tipo F y C. En la Subseccion
mostramos los resultados de implementar el algoritmo de tipo F a
las clases de ciertos grupos esporadicos donde el tamano permite abordar
el problema con el programa GAP. En la Subseccién [3.3.2] encontramos
nuevos ejemplos de clases de tipo C entre las clases de las Tablas[3.1]y 3.3]

= En la Seccién completamos la clasificaciéon de las clases que aparecen
en la Tabla mostrando que las que no son de tipo C son kthulhu.
Hacemos el mismo estudio para las clases torcidas de la Tabla

3.3.

Uso de los criterios de tipo F y C

Todos los resultados de esta seccion tienen demostraciones que consisten en
la aplicacién de rutinas computacionales y por tal motivo no se incluyen.

3.3.1.

Criterio de tipo F en clases de grupos simples esporadicos

Usando la Proposicion [1.104] creamos una rutina en GAP cuya parte principal
mostramos a continuacion:

gap> O:=ConjugacyClass(G,r);;
gap> for s in O do
> if r¥s<>s*r then
for t in O do
if r*t<>t*r and s*t<>t*s then

VVVVVVVVVVVVVYVYVYVYV

V
o =h
a =

o
o
B

for uin O do
if rfu<>u*r and s*u<>u*s and t*u<>u*t then
H:=Group(r,s,t,u);
if IsConjugate(H,r,s)=false and IsConjugate(H,r,t)=false and
IsConjugate(H,r,u)=false and IsConjugate(H,s,t)=false and
IsConjugate(H,s,u)=false and IsConjugate (H,t,u)=false
then
Print("r=",r,"\n","s=",s,"\n","t=",t,"\n
break;

S'u=",u);
fi:
fi;
od;
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Con esta herramienta verificamos que se cumplen los dos siguientes resulta-
dos respecto a la clasificacion de las clases de conjugacion de tipo F en grupos
simples esporadicos:

Teorema 3.7. Los siguientes grupos esporddicos no tienen clases de conjugacion
de tipo F':

= Los grupos de Mathiew M1y, Mys, Moo, Masg, Moy.
= Los tres primeros grupos de Janko Ji, Ja, J3.
= FEl grupo de Higman-Sims HS.
Teorema 3.8. Sea G uno de los siguientes grupos simples esporddicos
He, Coz, McL, T.

Sea O una clase de conjugacion en G. Entonces, O es de tipo F si y solo si se
encuentra en la Tabla[3.5

Grupo G Clases
He 4B, 4C, 8A, 10A
Cog 9A, 9B, 24A*
McL 5B, 9A, 9B
T 4B

Tabla 3.5: Clases de tipo F en ciertos grupos esporadicos.

Observacién 3.9. El grupo Cos tiene exactamente dos clases de elementos de
orden 24. Una de ellas es de tipo F y la otra no pero con la informacién del
ATLAS y las técnicas que hemos usado no hemos logrado identificarlas. Por esa
razén hemos usado un asterisco para distinguirlas y hemos llamado 24A* a la
clase de tipo F en Cos.

Observacion 3.10. Todas estas clases de conjugacién ya eran de tipo D pues no
aparecen en la Tabla

El Teorema[3.8]da una clasificacién completa de las clases de tipo F en cuatro
grupos simples esporadicos. Algunos resultados parciales se pueden dar para los
grupos de Suzuki y Rudvalis:

Teorema 3.11. Sea G uno de los dos grupos esporddicos Suz o Ru. En la Tabla
[5-0 se muestran las clases de tipo F de G y aquellas que permanecen como casos
abiertos. Ademds, las clases que no aparecen no son de tipo F.

Grupo G Clases de tipo F Casos abiertos
Suz 4A, 4B, 4C 11A
Ru 4D, 8B, 8C, 16A, 16B | 7A, 14A, 14B, 14C, 15A

Tabla 3.6: Grupos esporadicos con clases que no se sabe si son de tipo F
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3.3.2. Clases de tipo C que no son de tipo D

Debido al gran tamano de la mayoria de los grupos esporadicos resulta in-
eficiente aplicar el criterio de tipo C para clases de conjugaciéon por medio de
rutinas computacionales basadas en la Proposicién Esto sugiere la defi-
nicién provisional de un criterio mas restrictivo pero de mas facil aplicacién:

Definicién 3.12. Sea O una clase de conjugacién en un grupo finito G. Decimos
que O es de tipo C’si existen r, s € O tales que

1. rs # sr,

2. O 2 o),

3. min{|O |05 > 2 o max{|O{ ], |0} > 4.
Proposicién 3.13. Toda clase de tipo C’ es de tipo C.

Demostracion. Si O es de tipo C’ basta tomar H = (r, s) y este subgrupo, junto
con los dos elementos 7 y s, satisfacen las condiciones del criterio de tipo C de

la Proposicién [1.106 O

Se puede crear un rutina para verificar el criterio de tipo C’ cuya parte prin-
cipal es la siguiente:

gap> O:=ConjugacyClass(G,r);;
gap> for s in O do
> if r¥s<>s*r then

> H:=Group(r,s);

> if IsConjugate(H,r,s)=false then

> m1:=Size(ConjugacyClass(H,r));; m2:=Size(ConjugacyClass(H,s));
> if (m1>2 and m2>2) or (m1>4 or m2>4) then

> Print("'r=",r,"\n","s=",s);

> fi;

> fi;

> fi;

> od;

Teorema 3.14. Las clases de conjugacion en la Tabla[3.7 son de tipo C.

Grupo | Clases || Grupo | Clases

T 2A My | 8A, 8B
Suz 3A Coy 3A

COQ 2A J2 2A, 3A
J3 5A, 5B B 2A

Tabla 3.7: Clases de tipo C en la Tabla[3.1]
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Demostracion. El tratamiento de las clases 8A, 8B en M1, 3A en Suz, 3A en
Jo y 5A, 5B en J3 consiste en aplicar directamente la rutina computacional que
establecimos antes del enunciado del teorema.

Las demads clases requieren argumentos mas sofisticados usando la propiedad
de conservacién del tipo D, F y C de la Proposicién [1.107]

Consideremos el grupo de Tits T =2F4(2)" en la notacién de GAP. Vamos
a probar que la clase O = 2B en el octavo subgrupo maximal 2F4(2)'M8 es de
tipo C. Como O se inyecta en la clase 2A de T concluimos, por la Proposicién
que 2A en T también es de tipo C.

El subgrupo maximal K 2 (Zs X Zs) X ((Z4 X Z2) X Z3) de 2F4(2)'M8 tiene
dos clases de involuciones O y Oy con cardinales 25 y 10 respectivamente,
que se inyectan en la clase 2B de 2F4(2)'M8. Es facil verificar que existen dos
elementos r € 01, s € Oy que no conmutan tales que O = 0, OF = O,,
donde H := (01,05) = (Zs X Zs5) x Dy. Este subgrupo H y los elementos
r,s € H cumplen las las condiciones 1-4 de la Proposicién luego 2B en
2F4(2)'M8 es de tipo C.

Debemos notar que en este caso el criterio de tipo C’ de la Definicién [3.12
no detecta si alguna de las clases en las subgrupos sucesivos es de tipo C.

Argumentos similares se usan en las cuatro clases de conjugacion restantes
que enunciamos de modo resumido a continuacién:

La clase 3A de J> se inyecta en la clase con tamano 560 de elementos de
orden 3 en Aj x Jo, esta se inyecta en la clase 3A de (A5 x Jo) X Zs y esta a su
vez se inyecta en la clase 3A de Co;. Como 3A en Js es de tipo C concluimos
que 3A de Co; es de tipo C.

Para la clase 2A en Cos consideramos el octavo subgrupo maximal Co2M8
que tiene cuatro clases de conjugacion de involuciones que se inyectan en la clase
2A de Coq, precisamente estas cuatro clases son 2A, 2C, 2J, 2P de Co2M8 cuyos
tamanos son 5, 120, 96, 320, respectivamente.

Llamemos O; y Os a las clases 2A y 2P de Co2M8. Luego, es facil verificar
que existen 1 € O; y s € Oy tales que rs # sr y que OF = 0, OF = 0,,
donde H := (01,05) = 7§ x (Z3 = Ss). Esto implica que la clase 2A de Coy
verifica las condiciones 1-4 de la Proposicién [I.106]

Para 2A en J; tomamos las clases O; = 2A y O3 = 2C en el cuarto subgrupo
maximal J2M4 cuyos cardinales son 3 y 24, respectivamente. Entonces, se puede
verificar que existen r € Oy, s € Oy tales que rs # sr y ademas Of = Oy,
Ofl = 02, donde H := <01702> = ((((Z4 X Z4) X Zg) X Zg) X Zg) X ZQ. Esto
implica que la clase 2A de J, verifica las condiciones 1-4 de la Proposicién

Ahora consideramos la clase 2A de B. Tenemos que la clase 2B de My X Zs se
inyecta en la clase 2B del subgrupo maximal BM18 2 (A5 X Zy) X (Mag X Z2) de
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B y esta a su vez se inyecta en la clase 2A de B. Como 2B de M2y X Zs es de tipo
C por el Teorema (que se prueba de forma independiente a continuacién),
entonces por la Proposicién podemos concluir que 2A de B es una clase
de tipo C. O

Teorema 3.15. Las clases de conjugacion en la Tabla[3.8 son de tipo C.

Grupo Clases
Aut(Mgg) 2B
Aut(HS) 2C
Aut(Figg) 2D

Tabla 3.8: Clases de tipo C en la Tabla[3.3]

Demostracion. Para probar que la clase 2B de Aut(Mag) & Mag X Zsg es de tipo
C consideramos las clases O; = 2C y Oy = 2E del tercer subgrupo maximal
M22:2M3 de Maso X Zy cuyos cardinales son 30 y 60, respectivamente. Pode-
mos verificar facilmente que en H := (01, Os) = M22 : 2M3 = Z3 x Sg existen
re O =0"yse 0y =0 que satisfacen las condiciones 1-4 de la Proposi-
cién [I.106] Luego, 2B de Mz % Zs es de tipo C.

Veamos ahora lo que ocurre con la clase 2C de Aut(HS) =2 HS x Zy. El
argumento es escencialemente el mismo que usamos en el caso anterior. Consi-
deramos las clases O1 = 2C y O3 = 2G del séptimo subgrupo maximal HS : 2M7
cuyos cardinales son 20 y 40, respectivamente. Se verifica directamente que
H := (01,05) = HS:2M7 & Zél%) X S5 y las clases O; y Oy no conmu-
tan. Luego existen r € O = O y s € Oy = OF que satisfacen las condiciones
1-4 de la Proposicién Por lo tanto, 2C de HS x Zs es de tipo C.

Nos falta analizar el caso de la clase 2D en Aut(F'ige) = Figg X Zs. En este
caso tomamos las clases O; = 2B y Oy = 2F del séptimo subgrupo maximal
Fizs : 2M7 cuyos cardinales son 540 y 126, respectivamente. Estas dos clases
generan un subgrupo H := (O1,03) = HS :2M7 = PSU(4,3) x (Za x Zs).
Ademés la clases no conmutan por lo que existen r € O; = OH y s € Oy = O
que satisfacen las condiciones 1-4 de la Proposicién Por lo tanto, 2D de
Fligs X Zs es de tipo C. O

3.4. Estudio de las clases kthulhu

3.4.1. El lema de Breuer

En esta primera subseccién establecemos la estrategia general que vamos a
usar para demostrar que la mayorfa de las clases en la Tabla [3.I] son kthulhu.

Fijemos un grupo no abeliano G y una de sus clases de conjugaciéon O = O,.
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Lema de Breuer para el criterio de tipo D

Lema 3.16. Supongamos que O es de tipo D porr y s. Esto es, r,s € O satisfacen

1. (rs)? # (sr)?,

2. 1y s no son conjugados en H = (r,s).

Sea M un grupo intermedio H C M C G. Si O N M es una sola clase de
conjugacion en M entonces O N M es de tipo D.

Demostracion. Claramente r,s € O N M satisfacen las condiciones del criterio
de tipo D, en la Proposicion [1.102] para O N M. O

Ahora presentamos una versién generalizada del lema de Breuer, que se
encuentra en [FV] Lemma 2.4]. Denotamos

M, = {M : M es un subgrupo maximal de G tal que O N M # (}.

Lema 3.17. [EV] Lemma 2.4] Supongamos que para todo M € 9, tenemos que
ONM es una sola clase de conjugacion en M. Si O es una clase de tipo D
entonces existe N € M, tal que O NN es de tipo D.

Demostracion. Escojamos r,s € O tales que O es de tipo D por r y s. Como r
y s son conjugados en G pero no en H = (r,s) entonces H # G. Por lo tanto,
existe un subgrupo maximal N de G tal que

HCNCG.

Es claro que N € M, pues r € O N N. Ademés, OF # OF implica H # N,
pues la hipétesis dice que O N N es una sola clase de conjugacién en N. Luego,
N es un subgrupo estrictamente intermedio

HCN CQG.

Por el Lema [3.16| concluimos que O N N es de tipo D. O]

Reenunciamos el Lema [3.17] en forma de su contrarreciproco que serd la
manera en que se usard.

Lema 3.18. Supongamos que para todo M € M, tenemos que ONM es una sola
clase de conjugacion en M. Si para todo M € M, la clase O N M no es de tipo
D, entonces O no es de tipo D.

Notar que el Lema [3.1§| nos da una estrategia para probar que una clase O

no es de tipo D. Enunciaremos los resultados analogos para los criterios de tipo
FyC.
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Lema de Breuer para el criterio de tipo F

Lema 3.19. Supongamos que O es de tipo F porr,, a € I4. Esto es, los elementos
rq € O, con a € ly, satisfacen, para a # b en Iy,

1. rqmp 7é TbTa,

2. O £ OH donde H = (ry : a € I).
Sea M un grupo intermedio H C M C G. Si O N M es una sola clase de
conjugacion en M entonces O N M es de tipo F.

Demostracion. Los elementos r, € ONM, con a € 1y, satisfacen las condiciones
del criterio de tipo F, en la Proposicién [1.104] para O N M. O

Lema 3.20. Supongamos que para todo M € M, tenemos que ONM es una sola
clase de conjugacion en M. Si O es una clase de tipo F entonces existe N € M,
tal que O N N es de tipo F.

Demostracion. (Cf. Lema [3.17)). O
Al igual que antes enunciamos la forma contrarreciproca que usaremos:

Lema 3.21. Supongamos que para todo M € M, tenemos que ONM es una sola
clase de conjugacion en M. St para todo M € M, la clase O N M no es de tipo
F, entonces O no es de tipo F.

Lema de Breuer para el criterio de tipo C

Lema 3.22. Supongamos que O es de tipo C por r,s € O y H < G. Esto es, el
subgrupo H < G y los dos elementos r,s € H N O satisfacen

1. rs # sr,

2. OF £ 08

3. H=(0],0f),

4. min{|OF],|0J} >2 o max{|O]],|O[} > 4.

Sea M un grupo intermedio H C M C G. Si O N M es una sola clase de
conjugacion en M entonces O N M es de tipo C.

Demostracion. Como r,s € HNO = HN(ONM) entonces r,s y H satisfacen
las condiciones del criterio de tipo C, en la Proposicién [I.106] para ON M. O

Lema 3.23. Supongamos que para todo M € M, tenemos que ONM es una sola
clase de conjugacion en M. Si O es una clase de tipo C entonces existe N € M,
tal que O NN es de tipo C.

Demostracion. (Cf. Lema [3.17)). O

Lema 3.24. Supongamos que para todo M € M, tenemos que ONM es una sola
clase de congugacion en M. Si para todo M € Mg la clase O N M no es de tipo
C, entonces O no es de tipo C.



3.4. ESTUDIO DE LAS CLASES KTHULHU 103

3.4.2. Método del descenso por subgrupos maximales

Los contrarreciprocos de los lemas de Breuer, especificamente los Lemas
y permiten probar que una clase O es kthulhu. Para ello necesitamos
descender a los subgrupos maximales comprobando dos hechos:

» Para todo M € M,;, O N M es una sola clase de conjugacion.

= Para todo M € M,;, ON M no es de tipo D, F o C.

En general no bastard descender una sola vez a los subgrupos maximales
lo que hace necesario reiterar el proceso, es decir, serd necesario considerar
subgrupos maximales de subgrupos maximales y asi siguiendo. Todo esto con la
ventaja computacional de que los subgrupos maximales M y las clases O N M
son mas pequenos que Gy O, respectivamente.

Estrategia general:

Para probar que una clase O en un grupo G es kthulhu podemos proceder
como sigue:

1. Hallar las cadenas de subgrupos maximales tales que O N M}, # ()
MlC"'CMj_1CMj:G

comprobando que cada clase O N Mj_1 no se separa en Mj.

En la construccion de estas cadenas hay que tener presente que la cantidad
de subgrupos maximales en 9, puede ser enorme pero muchos de ellos
son isomorfos y por tanto tienen las mismas propiedades.

2. Probar que toda clase O’ = O N M es kthulhu.

Haremos esto verificando que cualquier par de elementos r,s € O’ que no
son conjugados en H := (r,s) generan un grupo abeliano H lo que hace
imposible que O’ sea de tipo D, F o C, pues estos criterios exigen una
condicion de no conmutatividad.

El lema principal que usamos en la mayoria de casos como herramienta para
probar en el segundo paso que H es abeliano es el siguiente:

Lema 3.25. Sean n y m dos nimeros naturales tales que n es primo y m | n—1.
Sea H := Z,, X Ly, un producto semidirecto. Si x,y € H tienen orden n entonces
(2,y) = Zy.

Demostracion. Como m | n—1 entonces existen morfismos de grupos no triviales
Ly, = Zn—1 = Aut(Z,,), lo cual implica la existencia del producto semidirecto
H=72, X Zp,.

Llamemos = = (a,b) € H. Como z tiene orden n entonces nb =0 en Z,, y
el orden de b en Z,, debe dividir a n. Pero m divide a n — 1 y por tanto m y n
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son primos relativos. Luego b = 0. Asi pues, = (a,0) con a de orden n en Z,.
El mismo argumento sirve para mostrar que y = (¢,0) con ¢ de orden n en Z,.
Asi,

= (z) C (z,y) C Zn x 0.

L,
Concluimos que (z,y) = Z,,. O

3.4.3. Clases kthulhu en grupos simples esporadicos

Ahora estamos en condiciones de mostrar el resultado principal que muestra
que la mayoria de las clases de conjugacién en la Tabla son kthulhu:

Teorema 3.26. Las clases de conjugacion en la Tabla[3.9 son kthulhu.

Grupo Clases Grupo Clases
My, 11A, 11B Mo 11A, 11B
Moo 11A, 11B Mas 23A, 23B
Moy 23A, 23B Ru 29A, 29B
HS 11A, 11B MecL 1A, 11B
Cos 23A, 23B Cos 23A, 23B

J1 15A, 15B, 19A, 19B, 19C J3 19A, 19B

Jy 29A, 43A, 43B, 43C Ly 37A, 37B, 67A, 67B, 67C
O'N 31A, 31B Figo 2A, 22A, 22B
Figs 2A Fiy, 29A, 29B

B 46A, 46B, 47A, 47B

Tabla 3.9: Clases kthulhu en la Tabla [3.11

Dividimos la demostraciéon del Teorema [3.26] en varias proposiciones que
enlistamos a continuacion:

= 11A y 11B en M;; son kthulhu por la Proposicién
= 11A y 11B en M2 son kthulhu por la Proposicién [3.30}
= 11A y 11B en M5 son kthulhu por la Proposicién [3.32
= 23A y 23B en M3 son kthulhu por la Proposicién [3.34
= 23A y 23B en My son kthulhu por la Proposicién [3.36
= 29A y 29B en Ru son kthulhu por la Proposicién [3.38

= 11A y 11B en HS son kthulhu por la Proposicion [3.40

= 11A y 11B en McL son kthulhu por la Proposicién [3.42]
= 23A y 23B en Cos son kthulhu por la Proposicién [3.44]
= 23A y 23B en Cos son kthulhu por la Proposicién [3.46]
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= 15A y 15B en J; son kthulhu por la Proposicién [3.48

= 19A, 19B y 19C en J; son kthulhu por la Proposicién [3.50}
= 19A y 19B en J3 son kthulhu por la Proposicion [3.52

= 29A en J4 es kthulhu por la Proposicién [3.54]

= 43A, 43B y 43C en J, son kthulhu por la Proposiciéon [3.56

= 37A y 37B en Ly son kthulhu por la Proposicién [3.58

= 67A, 67B y 67C en Ly son kthulhu por la Proposicién [3.60]
= 31A y 31B en O’N son kthulhu por la Proposicién [3.62

= 2A en Fligy es kthulhu por la Proposicién [3:63]

= 22A y 22B en Fliys son kthulhu por la Proposicién [3.66

= 2A en Flisg es kthulhu por la Proposicién [3.67

= 29A y 29B en F'i5, son kthulhu por la Proposicién

= 46A y 46B en B son kthulhu por la Proposicién [3.71

= 47A y 47B en B son kthulhu por la Proposicién [3.73]

El grupo My,

Lema 3.27. Sean x,y € My1 dos elementos de orden 11 conjugados en Miy. Si
x ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zq;.

Demostracion. La prueba estd implicita en [FV] Lemma 4.5]. Las cadenas de
subgrupos maximales construidas con el proceso de descenso estan conformadas
siempre por los mismos grupos

(x,y> =HC le A Z5 C L2(11) - M11.
Por el Lema tenemos H = 7. O

Proposicion 3.28. Las clases 11A y 11B en M7, son kthulhu.

Demostracion. Si alguna clase O € {11A,11B} no fuera kthulhu entonces exis-
tirfan dos elementos r,s € O que no son conjugados en (r,s) y ademds no
conmutan o no conmutan cuadréticamente. Esto es imposible porque (r,s) es
abeliano ya que (r,s) & Zq;. O
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El grupo M,

Lema 3.29. Sean x,y € Mi5 dos elementos de orden 11 conjugados en Mio. Si
x ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Z1;.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos dan dos ca-
denas
H C 71 x7Zs5 C Lg(ll) C Mo

H C 741 X Zs C Lg(ll) C My1 C Mys.

Diagramaticamente podemos ver el proceso asi:

Mo
/ \
Lo(11) My My
Ziy1 X Zs Ly(11) Ly(11)
AT/ Zq1 X Zs

No es posible descender un paso mas porque el siguiente subgrupo maximal es
Z11 que es abeliano y alli las clases se parten. Esto termina el proceso y en
este punto usamos el Lema [3.25] Por lo tanto, tenemos que en cualquier caso,
H = 74;. O

Proposicion 3.30. Las clases 11A y 11B en Mi5 son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién |3.28)). O

El grupo Mo,

Lema 3.31. Sean x,y € May dos elementos de orden 11 conjugados en Mso. Si
x ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Z1;.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C 711 X Z5 C La(11) C Moo

por lo tanto, H = Zq;. O

Proposicién 3.32. Las clases 11A y 11B en Mso son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28]). O
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El grupo M>;

Lema 3.33. Sean x,y € Ms3 dos elementos de orden 23 conjugados en Mss. Si
x ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zos.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C Zoz x Zq11 C Msg

por lo tanto, H = Zo3. O

Proposicién 3.34. Las clases 23A y 23B en Mas son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28]). O

El grupo M,

Lema 3.35. Sean x,y € May dos elementos de orden 23 conjugados en May. Si
x ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zos.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos dan las ca-
dena

HCZQgNZHCMCM24

donde M = Mss 6 M = L5(23). En cualquier caso, H & Zos. O

Proposicién 3.36. Las clases 23A y 23B en Mayy son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién |3.28)). O

El grupo Ru

Lema 3.37. Sean x,y € Ru dos elementos de orden 29 conjugados en Ru. Si x
ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zog.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C Zog X Zq4 C L2(29) C Ru

por lo tanto, H = Zag. O

Proposicién 3.38. Las clases 29A y 29B en Ru son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28]). O
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El grupo HS

Lema 3.39. Sean x,y € HS dos elementos de orden 11 conjugados en HS. Si x
e y no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Z1;.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H CZi1 xZs CLy(11)C M C HS

donde M = My; 6 M = Mss. Por lo tanto, H = Z4. O

Proposicion 3.40. Las clases 11A y 11B en HS son kthulhu.

Demostracién. (Cf. Proposicién [3.28). O

El grupo McL

Lema 3.41. Sean x,y € McL dos elementos de orden 11 conjugados en McL.
Six ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zy;.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C 711 xZs C La(11) C M C McL

donde M = My; 6 M =2 Mys. Por lo tanto, H = Z1;. O

Proposicién 3.42. Las clases 11A y 11B en McL son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28)). O

El grupo Coy

Lema 3.43. [EV], Lemma 4.7] Sean x,y € Cos dos elementos de orden 23 conju-
gados en Coy. Six ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces
H = Zos.

Demostracion. Los elementos de orden 23 en Cos estan en el subgrupo maximal
My;. La afirmacién se sigue del Lema [3.33] O

Proposicién 3.44. Las clases 23A y 23B en Coy son kthulhu.
Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28]). O

El grupo Cog

Lema 3.45. [F'V] Proposition 4.2 (3)] Sean x,y € Cos dos elementos de orden
23 conjugados en Coz. Si x ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y)
entonces H = Zo3.

Demostracion. Los elementos de orden 23 en Cos estén en el subgrupo maximal
Mjy;. La afirmacién se sigue del Lema [3.33] O

Proposicién 3.46. Las clases 23A y 23B en Cos son kthulhu.
Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28]). O
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El grupo J;

Lema 3.47. Sean z,y € J; dos elementos de orden 15 conjugados en Jy. Si x e
y no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H es abeliano.

Demostracion. La construccién de la cadena de subgrupos maximales es muy
particular en este caso pues tenemos

McDs xDs CJy

donde M es uno de los grupos Zz x Dy, Zs x D3 o0 D15. Se puede comprobar que los
subgrupos de M generados por elementos de orden 15 son siempre abelianos. [J

Proposicion 3.48. Las clases 15A y 15B en Jy son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28]). O

Lema 3.49. Sean z,y € J; dos elementos de orden 19 conjugados en Jy. Si x e
y no son conjugados en el subgrupo H = (x,y) entonces H = Zag.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C7ZygxZg CJy

por lo tanto, H = Z1g. O

Proposicion 3.50. Las clases 19A, 19B y 19C en J1 son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28]). O

El grupo J;

Lema 3.51. Sean z,y € J3 dos elementos de orden 19 conjugados en Js. Si x e
y no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zq.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C Zyg xZg C L2(19) C Js

por lo tanto, H = Zg. O

Proposicién 3.52. Las clases 19A y 19B en Js son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28]). O
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El grupo J,

Lema 3.53. Sean z,y € Jy dos elementos de orden 29 conjugados en Jy. Si x e
y no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zag.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C Zog X Zog C Jy

por lo tanto, H = Zag. O

Proposicién 3.54. La clase 29A en J, es kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28)). O

Lema 3.55. Sean z,y € Jy dos elementos de orden 43 conjugados en Jy. Si x e
y no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zys.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C Zyz3 X Zag C Jy

por lo tanto, H =2 Zy3. O

Proposicién 3.56. Las clases 43A, 43B y 43C en Jy son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28)). O

El grupo Ly

Lema 3.57. Sean x,y € Ly dos elementos de orden 37 conjugados en Ly. Six e
y no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zs;.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C Zs7 x Z1g C Ly

por lo tanto, H = Zgy7. O

Proposicién 3.58. Las clases 37TA y 37B en Ly son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28)). O

Lema 3.59. Sean x,y € Ly dos elementos de orden 67 conjugados en Ly. Six e
y no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zgy.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C Zgr ¥ Zoo C Ly

por lo tanto, H = Zgy. O

Proposicién 3.60. Las clases 67TA, 67B y 67C en Ly son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28)). O
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El grupo O'N

Lema 3.61. Sean x,y € O'N dos elementos de orden 31 conjugados en O'N. Si
x ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Z3;.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H C 731 xZy5 C Ly(31) C O'N

por lo tanto, H = Z3;. O

Proposicién 3.62. Las clases 31A y 31B en O’'N son kthulhu.

Demostracion. (Cf. Proposicién [3.28]). O

El grupo Fliyy

La clase 2A en Fiss se trata de manera computacional sin necesidad del usar
descenso por subgrupos maximales.

Proposicion 3.63. La clase 2A en Fiso es kthulhu.

Demostracion. Esta clase tiene 3510 elementos. Si tomamos un elemento fijo
r € 2A podemos verificar que para todo s € 2A, tal que rs # sr, se tiene que
y s son conjugados en (r, s). Esto implica que no pueden existir dos elementos
r y s que cumplan la definiciéon de pecio de tipo C. Por razones analogas esta
clase tampoco es de tipo F. Luego, la clase es kthulhu. O

Las clases 22A y 22B del grupo F'iss también presentan una particularidad
que consiste en que debemos cocientar primero para poder usar la misma técnica
de descenso por subgrupos maximales, por lo demas el argumento es el mismo.

Lema 3.64. [FV] Lemma 4.5] Sean z,y € Us(2) dos elementos de orden 11
conjugados en Ug(2). Si x e y no son conjugados en el subgrupo H = (x,y)
entonces H = 7.

Demostracion. El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena
H CZy1 X Zs C Lg(ll) CcCMC U6(2)
donde M =2 Us(2) 6 M = Msy. Esto solo deja la posibilidad H & Z1;. O

Lema 3.65 (Breuer). [EV] Proposition 4.4] Sea O € {22A,22B} en Figy. Si
r,s € O no son conjugados en H := (r,s) entonces H es abeliano.

Demostracion. El tinico subgrupo maximal de F'ios que contiene elementos de
orden 22 es M :=Fi22M1= 2.Us(2). Ademas, la interseccién O N M es una sola
clase de conjugacién en M, luego r y s son conjugados en M y por ende en
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El centro de M es Zy. Llamemos z al generador de Z(M). Usando la funcién
PowerMap en GAP se puede probar que r'! = s'' = z. Lo cual implica que

Z(M) C H y que x :=[r] e y := [s] tienen orden 11 en
H/Z(M) = (), [s]) = (z,y).

Notemos que H es un subgrupo de M por lo cual
H/Z(M) < M/Z(M) = Us(2).

Veamos que x e y no son conjugados en (z,y): Si existiera [t] € H/Z(M) tal
que [t][r][t~!] = [s] entonces trt~! € [s] = {s,sz}. Por un lado ord(trt~1) = 22.
Y por otro lado (sz)'! = stz = 22 = ¢, luego ord(sz) = 11. Por lo tanto,
trt~! # sz y concluimos trt~! = s. Lo cual es una contradiccién porque r v s
no son conjugados en H.

Hemos probado que z e y no son conjugados en H/Z(M) = (z,y). Pero
sabemos que x e y son conjugados en M/Z(M) = Ug(2). Por el Lema [3.64]
tenemos que

H/Z(M) = (2,) = Zu1.

Luego H tiene orden 22 y es ciclico porque contiene a r y s que son elementos

de orden 22. Concluimos que H es abeliano. O

Proposicién 3.66. Las clases 22A y 22B en Fisy son kthulhu.

Demostracion. Si alguna clase O € {22A,22B} no fuera kthulhu entonces exis-
tirfan dos elementos r,s € O que no son conjugados en (r,s) y ademds no
conmutan o no conmutan cuadriticamente. Esto es imposible porque (r,s) es
abeliano. O

El grupo Fliog
Proposicién 3.67. La clase 2A en Fisg es kthulhu.

Demostracion. La prueba es igual a la de la Proposicién [3.63] Esta clase tiene
31671 elementos. Tomamos un elemento fijo r € 2A y verificamos que para todo
s € 2A, tal que rs # sr, se tiene que 7 y s son conjugados en (r, s). Esto implica
que no pueden existir dos elementos r y s que cumplan la definicién de pecio de
tipo C. Por razones andlogas esta clase tampoco es de tipo F. Luego, la clase es
kthulhu. N

El grupo Fi,

Lema 3.68. Sean x,y € Fi, dos elementos de orden 29 conjugados en Fiy,. Si
x ey no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zag.

Demostracion. La prueba estd implicita en [E'V] Proposition 4.10].
El proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena

H C Zog X Z14 CFi,24

por lo tanto, H = Zog. O
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Proposicién 3.69. Las clases 29A y 29B en Fib, son kthulhu.
Demostracion. (Cf. Proposicién |3.28)). O

El grupo B

En este caso ocurre lo mismo que con las clases de elementos de orden 22 en
Figg .

Lema 3.70. [E'V], Proposition 4.12, STEP 2.] Sea O € {46A,46B} en B. Sir, s €
O no son conjugados en H := (r,s) entonces H es abeliano.

Demostracion. Podemos proceder de manera analoga a la demostracién del Le-
ma pero usando el Lema en el lugar del Lema O

Proposicién 3.71. Las clases 46A y 46B en B son kthulhu.
Demostracion. (Cf. Proposicién |3.66)). O

Lema 3.72. Sean x,y € B dos elementos de orden 47 conjugados en B. Six ey
no son conjugados en el subgrupo H := (x,y) entonces H = Zyy.

Demostracion. La prueba estd implicita en [EV], Proposition 4.12, STEP 3.]. El
proceso de descenso a subgrupos maximales nos da la cadena

H CZy7 X Z23CB
por lo tanto, H = Zy7. O
Proposicién 3.73. Las clases 47A y 47B en B son kthulhu.
Demostracion. (Cf. Proposicién . O

3.4.4. Clases torcidas kthulhu en grupos esporadicos

Teorema 3.74. Las clases de conjugacion torcidas en la Tabla[3.10 son kthulhu.

Grupo Clases

Aut(J3) 34A, 34B
Aut(O’'N) | 38A, 38B, 38C
Aut(McL) 22A, 22B

Tabla 3.10: Clases torcidas kthulhu en la Tabla

Separamos la prueba del Teorema [3.74] en tres proposiciones:

» 34A y 34B en Aut(J3) son kthulhu por la Proposicién [3.76]

= 38A, 38B y 38C en Aut(O'N) son kthulhu por la Proposicién [3.78|
= 22A y 22B en Aut(MecL) son kthulhu por la Proposicién
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El grupo Aut(J3)

Lema 3.75. Sea O € {34A,34B} en Aut(Js). Sir,s € O no son conjugados en
H := (r,s) entonces H es abeliano.

Demostracion. Lo(17) X Zo es el tnico subgrupo maximal con elementos de
orden 34 y sus clases no se separan. Su centro es Zy. Cocientando por el centro
debemos trabajar con elementos de orden 17 en Lo(17) para el que tenemos la
cadena de maximales

Zn7 X Zg C L2(17)

La parte final del argumento es el mismo que en los Lemas y O
Proposicién 3.76. Las clases 34A y 34B en Aut(Js) son kthulhu.
Demostracion. (Cf. Proposicién [3.66)). O

El grupo Aut(O'N)

Lema 3.77. Sea O € {38A,38B,38C} en Aut(O'N). Sir,s € O no son conju-
gados en H := (r,s) entonces H es abeliano.

Demostracion. Ji X Zs es el Gnico subgrupo maximal con elementos de orden 38.
Su centro es Zs. Nuevamente ocurre que las clases no se separan. Cocientando
por el centro debemos trabajar con elementos de orden 19 en J; para el que
tenemos la cadena de maximales

Zhg X Zg C Jy.
En este punto basta usar el argumento de los Lemas [3.64] y [3.65] O
Proposicién 3.78. Las clases 38A, 38B y 38C en Aut(O’'N) son kthulhu.
Demostracion. (Cf. Proposicién [3.66)). O

El grupo Aut(McL)

Lema 3.79. Sea O € {22A,22B} en Aut(McL). Sir,s € O no son conjugados
en H := (r,s) entonces H es abeliano.

Demostracion. Zs X Mi; es el tnico subgrupo maximal con elementos de orden
22. Su centro es Zy. Las clases no se separan. Cocientando por el centro debemos
trabajar con elementos de orden 11 en M7y para el que tenemos la cadena de
maximales

Zy1 XN ZLg C Lg(ll) C M.

La parte final del argumento es el mismo que en los Lemas [3.64] y [3.65] O
Proposicién 3.80. Las clases 22A y 22B en Aut(McL) son kthulhu.
Demostracion. (Cf. Proposicién [3.66]). O
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