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Autor: Juan Sebastian Rodŕıguez Carreño
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Resumen

El ı́ndice i(M) de una variedad Riemanniana M fue introducido por Onish-
chik [23] y se define como el menor entero n tal que existe una subvariedad
totalmente geodésica propia de M con codimensión n. De manera análoga, en
[2] C.Olmos y J. Berndt definen el ı́ndice reflectivo ir(M) de un espacio simétri-
co M como el menor entero n tal que existe una subvariedad reflectiva propia
de M con codimensión n. En este mismo trabajo, Olmos y Berndt conjetu-
ran que i(M) = ir(M) para todo espacio simétrico tal que M 6= G2

2/SO4 y
M 6= G2/SO4. En esta tesis damos una respuesta afirmativa de la conjetura
para la familia Spr/Ur (r ≥ 3) y para los espacios simétricos excepcionales de
tipo I y III.

Nuestra metodoloǵıa se basa en el estudio de la representación slice de sub-
variedades totalmente geodésicas. Esta herramienta nos permite desarrollar al-
gunos criterios para decidir cuando una subvariedad totalmente geodésica es
reflectiva.
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Abstract

The index i(M) of a Riemannian manifold M was introduced by Onishchik
[23] and is defined as the least integer n such that there exists a proper totally
geodesic submanifold of M with codimension n. Analogously, in [2] C. Olmos
and J. Berndt define the reflective index ir(M) as the least integer n such that
there exists a proper reflective submanifold of M with codimension n. In this
paper, Olmos and Berndt conjecture that i(M) = ir(M) for every irreducible
symmetric space such that M 6= G2

2/SO4 and M 6= G2/SO4.
In this thesis we give an afirmative answer of the conjecture for the family

Spr/Ur (r ≥ 3) and for the exceptional symmetric spaces of type I and III.
Our methodology is based on the study of the slice representation of totally

geodesic submanifolds. This tool allows us to prove some criteria to decide when
a totally geodesic submanifold is reflective. The results obtained in this thesis
are an essential step for solving the index conjecture.
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Un especial agradecimiento a los jurados, Edison, Jesús y Silvio, por tomarse el
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Introducción

Los espacios simétricos son de las variedades Riemannianas más importantes
y han sido estudiados por muchos matemáticos. Su riqueza algebraica permitió
a Cartan dar una clasificación completa en la década de los 20’s. Las subvarie-
dades totalmente geodésicas resultan ser fundamentales en el estudio de sub-
variedades. Algebraicamente, subvariedades totalmente geodésicas de espacios
simétricos corresponden a sistemas triples de Lie. Resulta sorprendente que la
clasificación de subvariedades totalmente geodésicas en espacios simétricos es un
problema que permanece abierto. Sin embargo, algunos avances se han hecho
en este problema. En [24] Wolf clasifica las subvariedades totalmente geodésicas
de espacios simétricos de rango 1. En una serie de trabajos S. Klein clasifica
las subvariedades totalmente geodésicas de espacios simétrico de rango 2 (ver
[13],[14],[15],[16]).

Por otro lado, en [23] Onishchik introduce el ı́ndice para espacios simétricos
definido como

i(M) = {codim(Σ) | Σ es subvariedad totalmente geodésica deM}.

Una clase importante de subvariedades totalmente geodésicas son aquellas
que se obtienen como una componente conexa del conjunto de puntos fijos de
una involución. Dichas subvariedades se llaman subvariedades reflectivas. Al-
gebraicamente, subvariedades reflectivas corresponden a sistemas triples de Lie
complementarios. En [19] y [20] Leung clasifica las subvariedades reflectivas de
espacios simétricos. En [2] Berndt y Olmos introducen y calculan el ı́ndice re-
flectivo de espacios simétricos definido por

ir(M) = {codim(Σ) | Σ es subvariedad reflectiva deM}.

En este mismo trabajo Olmos y Berndt introducen la conjetura del ı́ndice y
prueban su validez para algunos espacios simétricos.

Conjetura. Para todo espacio simétrico irreducible y simplemente conexo M
diferente de G2/SO4 y G2

2/SO4, se tiene que i(M) = ir(M).

Una de las herramientas fundamentales que utilizan Berndt y Olmos es el
estudio de subvariedades totalmente geodésicas mediante la representación sli-
ce y s-órbitas. Esta tesis representa una continuación de [2, 4] y contiene los
resultados obtenidos en un trabajo a ser publicado en la Revista Matemática
Iberoamericana en el presente año y disponible en arXiv [6]. Uno de los objeti-
vos de este trabajo es probar la conjetura del ı́ndice para los espacios simétricos
excepcionales de tipo I y III. Este resultado es un paso fundamental para la re-
solución de la conjetura del ı́ndice, que ha sido completada recientemente en [5].
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A continuación describimos el contenido de esta tesis. A lo largo de esta tesis M
será un espacio simétrico con un punto o ∈M . Denotaremos por G = Isoo(M)
a la componente conexa por la identidad del grupo de isometŕıas y por K = Go
la isotroṕıa de o en G.

En el primer caṕıtulo presentamos los preliminares de este trabajo. Los resul-
tados de este caṕıtulo son bien conocidos y no representan el trabajo original de
esta tesis. Comenzamos estudiando la teoŕıa general de los espacios simétricos.
Deducimos la fórmula para el tensor de curvatura, lo que nos permite carac-
terizar las subvariedades totalmente geodésicas como sistemas triples de Lie.
Usando esta caracterización definimos el grupo de transformaciones glide de
una subvariedad totalmente geodésica. En la última sección introducimos los
sistemas de holonomı́a y el teorema de Simons. Usando el teorema de Simons
probamos el Slice lemma para subvariedades totalmente geodésicas.

En el segundo caṕıtulo, estudiamos subvariedades reflectivas de espacios
simétricos y su relación con la representación slice y s-órbitas. Por completitud,
incluimos las pruebas de algunos resultados de [2, 4]. Entre estos resultados,
recordamos que las subvariedades totalmente geodésicas maximales no semi-
simples se obtienen a partir del espacio normal de una s-órbita simétrica (que
es un sistema triple de Lie) [2, Theorem 4.2], [4, Lemma 4.1, Lemma 4.2] .

Construimos el bottom space como un cociente simétrico para probar la exis-
tencia de isometŕıas de orden dos. Esta construcción nos permite probar el
siguiente resultado con respecto a s-órbitas no simétricas.

Proposición. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible, simplemente cone-
xo. Asumamos que w ∈ ToM es tal que K · w no es una subvariedad simétrica
de ToM . Entonces, νw(K · w) está contenido propiamente en un sistema triple
de Lie (propio) de ToM .

Uno de los resultados fundamentales que utilizamos en esta tesis es el Lem-
ma 3.2 de [2]. Grosso modo, este lema dice que en un espacio simétrico de rango
mayor a 1 los puntos fijos de la representación slice de una subvariedad reflec-
tiva hacen parte del factor plano de la subvariedad reflectiva complementaria.
Utilizando este lema podemos extender la Proposición 3.4 de [2] al siguiente
resultado.

Proposición. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible con G = Isoo(M)
y K = Go. Supongamos que rk(M) ≥ 2 y que Σ es una subvariedad semisimple
totalmente geodésica de M con o ∈ Σ. Si el núcleo de la representación slice
completa ρ′ : KΣ → O(νoΣ) es no trivial, entonces Σ es reflectiva.

Utilizando este lema probamos la siguiente proposición.

Proposición. Sea M un espacio simétrico irreducible con rk(M) ≥ 2. Asu-
mamos que Σ1 y Σ2 son subvariedades totalmente geodésicas completas con
Σ1 ⊂ Σ2. Si Σ1 es reflectiva, entonces Σ2 es reflectiva.

Terminamos el caṕıtulo probando uno de los resultados principales de este
trabajo:

Teorema. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simplemente co-
nexo con rk(M) ≥ 2, donde G = Isoo(M), K = Go y o ∈ M . Sea Σ = G′/K ′

subvariedad propia totalmente geodésica y completa de M que contiene a o, don-
de G′ denota el grupo de transformaciones glide de Σ y K ′ la isotroṕıa de o en
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G′. Denotemos por ρ : (K ′)o → SO(νoΣ) la representación slice conexa de Σ.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Σ es reflectiva y νoΣ es un sistema triple de Lie no semisimple.

(ii) Existe v ∈ ToM tal que K · v es una s-órbita simétrica y ToΣ = Tv(K · v).

Más aún, cualquiera de las afirmaciones anteriores implica la siguiente afirma-
ción:

(iii) Σ es maximal y existe un vector no nulo en νoΣ que es fijo por la repre-
sentación ρ.

Si además dim(Σ) ≥ 1
2 dim(M), entonces las tres afirmaciones son equivalentes.

En el último caṕıtulo estudiamos el ı́ndice reflectivo para los espacios simétri-
cos excepcionales. El objetivo es probar la conjetura del ı́ndice para el espacio
simétrico M = Spr(R)/U(r) y para los espacios simétricos excepcionales de tipo
I y III. Para esto utilizamos el ı́ndice de espacios simétricos de tipo II, calculado
por Berndt y Olmos en [3].



14



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Espacios simétricos

En esta sección estudiamos los preliminares de la teoŕıa general de espacios
simétricos. Los resultados presentados son bien conocidos y no representan el
trabajo original de esta tesis. El libro de Helgason [10] es una de las referencias
más completas en la actualidad. Muchos de las demostraciones de esta sección
se encuentran en las notas W. Ziller [25] y las notes de J. Eschenburg [8].

A menudo escribimos M para denotar una variedad Riemanniana (M, g),
sin hacer referencia expĺıcita la métrica. A lo largo de este trabajo τc deno-
ta el transporte paralelo a lo largo de la curva c. Si G es un grupo de Lie,
la componente conexa por la identidad será denotada por Go. En el caso del
grupo de isometŕıas y de la holonomı́a, escribimos Isoo(M) y holo(M), para la
componente por la identidad.

Una variedad Riemanniana M se dice un espacio (globalmente) simétrico si
existe la simetria geodésica en cada punto, esto es, para cada p ∈M existe una
isometŕıa sp tal que sp(p) = p y dpsp = −Id. Si γ es una geodésica en p se tiene
que sγ(t)(γ(t0)) = γ(2t− t0). Utilizando esta igualdad, es fácil ver que cualquier
geodésica se extiende a todo R y por lo tanto M es completa.

Si M es conexo, por el teorema de Hopf-Rinow tenemos que para p, q ∈ M
existe una geodésica γ : [0, L]→M uniendo p con q. Se sigue que sγ(L/2)(p) = q
y por lo tanto M es homogénea. A lo largo de esta tesis ∇ denota la conexión
de Levi-Civita y R : X(M)×X(M)×X(M)→ X(M) al tensor de curvature de
M . Es fácil ver que toda isometŕıa preserva el tensor ∇R y por lo tanto, para
todo x, y, z, w ∈ TpM tenemos

−(∇xR)(y, z, w) = dpsp((∇xR)(y, z, w))

= (∇dpspR)(dpspy, dpspz, dpspw)

= (∇xR)(y, z, w).

Es decir,
∇R = 0.

Esta última igualdad es equivalente a que para cualquier curva diferenciable
a trozos c se satisface τcR = R, donde τc denota el transporte paralelo a lo
largo de c y (τcR)(u, v, w) := τ−1

c Rτcu,τcvτcw. Como consecuencia del teorema
de Cartan, Ambrose, Hicks (ver apéndice A) tenemos el siguiente resultado.

15



16 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Proposición 1.1.1. Sean M y M̃ espacios simétricos y R, R̃ sus correspon-
dientes tensores de curvatura. Sean p ∈ M , p̃ ∈ M̃ y A : TpM → Tp̃M̃ una

isometŕıa lineal tal que A(Rp) = R̃p̃. Si M es simplemente conexo, entonces

existe una isometŕıa local f : M → M̃ tal que dpf = A.

Demostración. Veamos que A satisface las hipótesis del teorema de Cartan, Am-
brose, Hicks. Sea γ una geodésica en M comenzando en p y tomemos u, v, w, z ∈
TpM . Sean u(t), v(t), w(t), z(t) los campos paralelos a lo largo de γ corres-
pondientes a u, v, w, z, respectivamente. Hagamos γ̃ la geodésica por p̃ con
γ̃′(0) = Aγ′(0). Sean ũ(t), ṽ(t), w̃(t) y z̃(t) los campos paralelos a lo largo de γ̃
con condición inicial Au,Av,Aw y Az, respectivamente. Si denotamos por τt el
transporte paralelo a lo largo de la curva γ|[0,t], se tiene que

〈R̃ũ(t),ṽ(t)w̃(t), z̃(t)〉 = 〈R̃τtAu,τtAvτtAw, τtAz〉
= 〈τ−1

t R̃τtAu,τtAvτtAw,Az〉
= 〈R̃Au,AvAw,Az〉
= 〈Ru,vw, z〉.

Donde en la última igualdad usamos que A es isometŕıa lineal tal que A(R) =
R̃.

De aqúı en adelante utilizaremos la siguiente notación. Para un espacio
simétrico M denotamos por Iso(M) al grupo de Lie de isometŕıas de M y por
G = Isoo(M) la componente conexa de la identidad. Fijemos un punto o ∈ M
y sea K la isotroṕıa de o en G. Denotamos por g = Lie(G) el álgebra de Lie de
G.

Cada elemento X ∈ g determina un campo de Killing X∗ en M por X∗p =
d
dt

∣∣
0

Exp(tX)p cuyo flujo es el grupo monoparamétrico Exp(tX), donde Exp
denota la exponencial del grupo G. Si V es un subespacio de g, denotamos por
V ·p al conjunto {X∗p | X ∈ V }. Como M es completa, la aplicación X → X∗ es
un isomorfismo lineal de g en el álgebra de campos de Killing (con el corchete
de campos vectoriales), que satisface

[X,Y ]∗ = −[X∗, Y ∗]. (1.1)

Identificaremos g con el álgebra de campos de Killing, teniendo en cuenta (1.1).
Si γ es una geodésica en M podemos definir un subgrupo monoparamétrico en
G.

Definición 1.1.2. Sean v ∈ ToM y γ(t) = expo(tv) la geodésica por o con
condición inicial v. Para cada t ∈ R definimos φvt = sγ(t/2)so la transvección
geométrica a lo largo de γ en t.

Es inmediato que φvs es un subgrupo monoparamétrico de isometŕıas y por lo
tanto determina un único campo de Killing Xv de M tal que Xv

p = d
ds

∣∣
0
φvs(p).

Los subgrupos monoparamétricos φvs y Exp(sXv) tienen la misma derivada en
s = 0 y por lo tanto φvs = Exp(sXv). Sea p = {Xv | v ∈ ToM} subespacio de g
(bajo la identificación de campos de Killing con g).

Proposición 1.1.3. En un espacio simétrico M tenemos las siguientes propie-
dades
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1. φvs(γ(t)) = γ(s+t) y dγ(t)φ
v
s : Tγ(t)M → Tγ(s+t)M es el transporte paralelo

a lo largo de γ|[s,s+t].

2. El grupo G actúa transitivamente en M y si K denota la isotroṕıa de o
en G, entonces K es compacto y M es difeomorfo a G/K.

3. Si v ∈ ToM , entonces el campo de Killing asociado satisface Xv
o = v y

(∇Xv)o = 0. Por lo tanto, p = {X | X es campo de Killing y (∇X)o = 0}
y la transformación lineal v → Xv es un isomorfismo de ToM con p y su
inversa es X → X∗o .

4. La geodésica de M por o con condición inicial v ∈ ToM está dada por
γ(t) = Exp(tXv)o.

Demostración. 1. La primera afirmación se sigue de la igualdad sγ(s)(γ(t)) =
γ(2s− t). Veamos que la diferencial de φvs es el transporte paralelo. Sean
u ∈ ToM y U el transporte paralelo de u a lo largo de γ. Como φvs es una
isometŕıa, el campo (φvs)∗U es paralelo a lo largo de φvs(γ(t)). Es decir,
dφvsu es el transporte paralelo a lo largo de γ|[s,s+t].

2. Si p ∈ M y v ∈ ToM es tal que p = expo(v), entonces φvs ∈ G y satisface
φvs(1) = p. Notemos que K es cerrado y que la representación isotrópica
χ : K → O(ToM) dada por k → dok es inyectiva. Por lo tanto, podemos
pensar K como un subgrupo cerrado de O(ToM) y por lo tanto K es
compacto. La última afirmación se sigue de la transitividad de G en M .

3. La primera igualdad es inmediata de la definición de Xv. Si u ∈ ToM y c
curva en M con c′(0) = u, usando 1. tenemos que

∇uXv =
D

dt

d

ds

∣∣∣∣
t=0

φvs(c(t)) =
D

ds

d

dt

∣∣∣∣
t=0

φvs(c(t)) =
D

ds
dφvs(c

′(0)) = 0.

Como todo campo de Killing está determinado por su valor en o y por su
derivada covariante en o, entonces p = {X | X es Killing y (∇X)o = 0}.
Finalmente

(Xv)∗ =
d

dt

∣∣∣∣
o

Exp(tXv)o =
d

dt

∣∣∣∣
o

φvt (o) = Xv
o = v.

4. Como Exp(tXv) = φvt , entonces por 1 tenemos φvt (o) = φvt (γ(0)) = γ(t).

La proposición anterior y la siguiente definición justifica el nombre de las
transvecciones geométricas.

Definición 1.1.4. Para una variedad Riemanniana M definimos el grupo de
transvecciones de M como

Tr(M) = {g ∈ Iso(M) | ∀p ∈M ∃γ, curva de p a g(p), tal que dgp = τγ }.

Su álgebra de Lie se denomina el álgebra de transvecciones de M .
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En un espacio simétrico M tenemos las transvecciones geométricas a lo largo
de geodésicas y por lo tanto Tr(M) actúa transitivamente en M .

Recordemos que el grupo de holonomı́a holp(M) de M en p es el subgrupo
de isometŕıas lineales de O(TpM) generado por todos los transportes paralelos
a lo largo de lazos diferenciales a trozos en p. El grupo de holonomı́a restringido
holop(M) es la componente conexa de holp(M) y consta de aquellas curvas que
son homotópicamente nulas.

Proposición 1.1.5. Sea K la isotroṕıa de o en G. El grupo de holonomı́a
holo(M) es un subgrupo de K (visto como subgrupo de O(ToM)). Si la acción
de K en ToM es reducible, entonces M es localmente reducible y si M es sim-
plemente conexo, entonces es globalmente reducible. Si M es localmente irredu-
cible, entonces M es irreducible isotópicamente, i.e, K actúa irreduciblemente,
es Einstein.

Demostración. Si γ es una geodésica a trozos, el transporte paralelo es el dife-
rencial de una composición de transvecciones (ver Proposición 1.1.3, 1.). Como
esta composición fija o, entonces τγ ∈ K. Si α es cualquier lazo diferenciable a
trozos en o, podemos cubrir su imagen por entornos convexos de M tal que, en
cada entorno, α es homotópico a una geodésica. Haciendo los entornos cada vez
más pequeños, tenemos una sucesión de geodésicas a trozos γn que aproximan
a α. Por continuidad, los transportes paralelos τγn convergen a τα. Como K es
cerrado, concluimos que τα ∈ K. La segunda parte es inmediata del teorema de
descomposición de De Rham.

Finalmente, supongamos que M es irreducible. Por la parte anterior, K es
irreducible en ToM . Sea A ∈ End(ToM) simétrico con respecto a la métrica de
M , tal queRic(u, v) = 〈Au, v〉. Veamos que los autoespacios de A son invariantes
por K. Si k ∈ K, y v ∈ ToM es un autovector de A con autovalor λ, entonces
para todo u ∈ ToM

Ric(ku, v) = Ric(ku, kk−1v) = Ric(u, k−1v) = 〈λu, k−1v〉 = 〈λku, v〉.

Como A es simétrica y sus autoespacios son invariantes por K, concluimos que
A = λId y M es Einstein.

Utilizando el teorema de descomposición de De Rham tenemos el siguiente
resultado.

Proposición 1.1.6. Si M es un espacio simétrico, entonces para cada p ∈ M
existe un abierto U de M que contiene a p tal que U = M1×· · ·×Ml, donde cada
Mi es un espacio simétrico irreducible. Si M es simplemente conexo, entonces
se puede tomar a U = M . En este caso Iso(M) = Iso(M1) × · · · × Iso(Ml) y
Iso(M)o = Iso(M1)o × · · · × Iso(Ml)o, donde Iso(Mi)o actúa trivialmente en
ToMj para j 6= i.

Definición 1.1.7. Un espacio simétrico M se dice semisimple, si ninguno de
los Mi de la definición anterior es un espacios simétricos plano.

Usando la forma canónica para transformaciones ortogonales tenemos el si-
guiente resultado.

Lema 1.1.8. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simplemente
conexo, con G = Isoo(M) y K = Go. Entonces, la dimensión del centro de K
es 0 ó 1. En el segundo caso, M admite una estructura Kähler.
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Demostración. Primero supongamos que dimM = 2a es par y sea k0 un ele-
mento del centro de K. Como M es simplemente conexo, entonces K es conexo
y por lo tanto dok0 ∈ SO(ToM). Por la forma canónica de transformaciones
ortogonales, se tiene que existe una base e1, f1, · · · , ea, fa y ángulos θi ∈ [0, 2π)
tales que

dok0(ei) = cos(θi)ei + sen(θi)fi; dok0(fi) = − sen(θi)ei + cos(θi)fi.

Sea (ToM)C la complexificación de ToM y sea (dok0)C la extensión C-lineal de
dok0 a (ToM)C. Note que {wi = ei +

√
−1fi} es una base de autovectores de

(dok0)C con autovalores λi = e
√
−1θi . Como k0 conmuta con todo elemento de K,

entonces K deja invariante al autoespacio generado por {wi | λi = λ1}. Es decir,
K deja invariante al subespacio de ToM generado por {ei, fi | θi = θ1}. Como
M es irreducible, tal subespacio debe ser ToM y por lo tanto θi = θ1, para todo
i. Por lo tanto, el centro de K (en SO(ToM)) es generado por {Exp(tA) | t ∈ R},
donde A ∈ so(ToM) satisface

Aei = θfi y Afi = −θei.
Es decir, el centro tiene dimensión 0 o 1.
Si M es impar, la forma canónica de matrices ortogonales y un argumento

análogo al anterior implica que el centro tiene dimensión 0.
Finalmente, supongamos que la dimensión del centro es 1. Tomando t = π

2θ ,
tenemos que existe k0 en el centro de K tal que (dok0)2 = −id. Como dok0

conmuta con K y hol(M) = holo(M) ⊂ K, podemos definir una estructura
casi compleja J compatible con la métrica de M y paralela. Se sigue que J es
integrable y por lo tanto M es Kähler.

1.1.1. Pares simétricos y descomposición de Cartan

La simetŕıa so en el punto o ∈ M determina una involución σ : G → G
definida por σ(g) = sogso. Denotamos por Gσ al subgrupo de puntos fijos de σ.

Proposición 1.1.9. El subgrupo K satisface Gσ0 ⊂ K ⊂ Gσ. Si k denota el
álgebra de Lie de K, entonces los auotespacios asociados a los autovalores 1 y
−1 de dσ : g→ g son k y p, respectivamente.

Demostración. Para todo k ∈ K la isometŕıa σ(k) = sokso fija o y su diferencial
en o es dko. Es decir σ(k) = k y por lo tanto K ⊂ Gσ. Por otro lado, para
X ∈ Lie(Gσ) tenemos que soExp(tX)so = Exp(tX) para t en algun intervalo
que contiene el 0. Se sigue que soExp(tX)o = Exp(tX)o y como o es un punto fijo
aislado de so, tenemos que Exp(tX)o = o para t lo suficientemente pequeño. Por
unicidad de geodésicas tenemos que Exp(tX)o = o, para todo t y por lo tanto
Exp(X) ∈ K. Como estos elementos generan (Gσ)o, concluimos que (Gσ)o ⊂ K.

Claramente el autoespacio asociado al autovalor 1 de dσ es k = Lie(Gσ). Sea
V el autoespacio asociado al autovalor −1 de dσ. Si X ∈ p, X∗ = Xv y γ es la
geodésica determinada por v, entonces

dσ(X) =
d

ds

∣∣∣∣
0

σ(φvs) =
d

ds

∣∣∣∣
0

sosγ(s/2) =
d

ds

∣∣∣∣
0

(sγ(s/2)so)
−1

=
d

ds

∣∣∣∣
0

(φvs)
−1 =

d

ds

∣∣∣∣
0

φv−s =
d

ds

∣∣∣∣
0

Exp(−sX) = −X.
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Es decir, p es un subespacio de V . Como g = k⊕ V , entonces

dim p = dimM = dim p− dim k = dimV.

Lo que prueba que p = V .

Podemos descomponer a g como suma de autoespacios de dσ

g = k⊕ p.

Como dσ es un homomorfismo de álgebras de Lie tenemos que k es una subálge-
bra de g, [p, p] ⊂ p y [k, p] ⊂ p. Esta descomposición se llama la descomposición
de Cartan del espacio simétrico M . Como siempre identificamos ToM con p.
Bajo esta identificación, la acción en ToM de un elemento k ∈ K esta dada por
Ad(k). La proposición anterior motiva la siguiente definición.

Definición 1.1.10. El par (G,K) se dice un par simétrico si G es un grupo
de Lie, K es un subgrupo compacto de G tal que G actúa casi efectivamente
en G/K y existe una involución σ : G → G tal que (Gσ)o ⊂ K ⊂ Gσ. El par
simétrico se dice efectivo, si la acción de G en G/K es efectiva.

Recordemos que G actúa casi efectivamente en G/K si y sólo si el conjunto
de elementos que actúa trivialmente es discreto. Como todo elemento fuera
de K actúa de forma no trivial, esto es equivalente a pedir que el conjunto
{k ∈ K | g−1kg ∈ K para todo g ∈ G} es finito. Es decir, la acción es casi
efectiva si y sólo si todo subgrupo normal de G contenido en K es finito. En
términos de álgebras de Lie esto sucede si y solo si k no contiene ideales no nulos
de g.

Al igual que en espacios simétricos, para cada par simétrico (G,K) tene-
mos la descomposición de Cartan g = k ⊕ p, como suma de autoespacios de la
involución dσ : g → g. Identificamos el subespacio p con TKG/K y bajo esta
identificación la acción de k ∈ K en G/K corresponde a Ad(k).

Si M es un espacio simétrico, G = Isoo(M) y K es la isotroṕıa de G en
o, entonces el par (G,K) es un par simétrico. La siguiente proposición permite
construir espacios simétricos a partir de pares simétricos.

Proposición 1.1.11. Sea (G,K) un par simétrico con involución σ. Entonces
G/K admite una métrica tal que G actúa por isometŕıas. Cualquier métrica que
satisface esta condición hace a G/K un espacio simétrico.

Demostración. Como K es compacto, usando el “ truco unitario ” de Weyl,
existe un producto interno en p que es Ad(K) invariante. Lo que es equivalente
a un producto interno 〈 , 〉o en ToM invariante por K. Definimos una métrica en
G/K por 〈u, v 〉gK = 〈 dLg−1u, dLg−1v 〉K , donde Lg denota la acción de g ∈ G
en G/K. Como 〈 , 〉K es K−invariante, está métrica está bien definida y por
definición, G actúa por isometŕıas. Lo que prueba la primera parte.

Como G actúa por isometŕıas, G/K es homogénea. Por tanto, para ver
que G/K es simétrica, basta ver que existe la simetŕıa en o = K. Dado que
K ⊂ Gσ, la involución σ induce un difeomorfismo so : G/K → G/K defi-
nida por so(gK) = σ(g)K. Por definición so fija o y como ToG/K se iden-
tifica con el autoespacio −1 de dσ, entonces doso = −Id. Resta ver que so
es una isometŕıa. Derivando en o la igualdad soLg = Lσ(g)so, se tiene que
dgK(so)do(Lg) = −dσ(g)K(Lσ(g)) y como G actúa por isometŕıas concluimos
que so es una isometŕıa.
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1.1.2. Curvatura en espacios simétricos

Para calcular el tensor de curvatura en espacios simétricos necesitamos el
siguiente lema

Lema 1.1.12. Sea M una variedad Riemanniana y X un campo de Killing en
M . Entonces para U, V campos en M se satisface la siguiente igualdad

2∇U∇VX −∇[U,V ]X = 2RU,XV.

En particular, si M es un espacio simétrico y X,Y, Z ∈ p, entonces

∇Xo∇Y Z = RXo,ZoYo.

Demostración. Como X es un campo de Jacobi a lo largo de cualquier geodésica,
usando la ecuación de Jacobi, tenemos

0 = ∇U+V∇U+VX +RX,U+V (U + V )

= ∇U∇UX +∇U∇VX +∇V∇UX +∇V∇VX
+RX,UU +RX,UV +RX,V U +RX,V V

= ∇U∇VX +∇V∇UX +RX,UV +RX,V U

= ∇U∇VX +∇V∇UX +RX,UV −RV,UX −RU,XV
= ∇U∇VX +∇V∇UX −RV,UX − 2RU,XV

= 2∇U∇VX +∇[V,U ]X − 2RU,XV

La última igualdad es inmediata, puesto que [p, p] ⊂ k

Sean u, v, w ∈ ToM y Xu, Xv, Xw sus campos de Killing asociados. De la
identidad de Bianchi y el lema anterior tenemos

R(u, v)w = R(w, v)u−R(w, u)v

= −∇w∇XvXu −∇w∇XuXv

= ∇w[Xv, Xu]

= [Xw, [Xv, Xu]]o.

Como el corchete en los campos de Killing difiere por un signo con el corchete
en el álgebra de Lie g, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 1.1.13. Bajo la identificación de p con ToM el tensor de curva-
tura es

R(u, v)w = −[[u, v], w].

También podemos dar una fórmula para la conexión de Levi-Civita.

Proposición 1.1.14. Sea u ∈ ToM e Y un campo en M . La conexión de Levi
Civita satisface

∇uY = [Xu, Y ]o.

Demostración. El flujo de Xu son las transvecciones geométricas φut a lo largo
de la geodésica γ(t) = expo tu. Sea τt el transporte paralelo a lo largo de la
curva γ|[0,t]. Luego

[Xu, Y ]o =
d

dt

∣∣∣∣
0

d(φut )Yφv
−t(0) =

d

dt

∣∣∣∣
0

τ−1
t Yγ(t) = (∇uY )o.
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Recordemos que dado un par simétrico (G,K), el espacio cociente M = G/K
es un espacio simétrico con cualquier métrica homogénea. Sin embargo, en gene-
ral no es cierto que G = Isoo(M). La siguiente proposición da condiciones para
que eso suceda. Denotamos por χ : K → O(ToM) la representación isotrópica
de M y por B : g× g→ R la forma de Killing de g, definida por

B(X,Y ) = Tr(adXadY ).

Proposición 1.1.15. Si (G,K) es un par simétrico y M = G/K no tiene
factor eucĺıdeo (localmente), entonces [p, p] = k y χ(K) = holo(M). Si además
el par es efectivo, entonces G = Isoo(G/K).

Demostración. Basta probar el resultado para M irreducible y no plano. Sea
[p, p]⊥ ∩ k el complemento ortogonal de [p, p] en k y X ∈ [p, p]⊥ ∩ k. Para todo
Y,Z ∈ p tenemos

0 = B(X, [Y, Z]) = B([X,Y ], Z).

Por lo tanto [X, p] = 0, pues B|p×p es no degenerada. Se sigue que [p, p]⊥ ∩ k
es un ideal en g contenido en k. Como [p, p] 6= 0 y la acción es casi efectiva,
[p, p]⊥ ∩ k = {0} y por lo tanto [p, p] = k. Por la proposición 1.1.5 sabemos que
holo(M) ⊂ K. Por otro lado, del teorema de Ambrose-Singer, el álgebra de Lie
de holo(M) está generada por los endomorfismos de curvatura {Ru,v | u, v ∈
ToM} (pues R es invariante por transporte paralelo). Bajo la identificación de
p con ToM tenemos que Ru,v = −ad[u,v]. Como la representación isotrópica es
la acción adjunta de K en p y [p, p] = k, entonces el álgebra de Lie de holo(M)
es k y por lo tanto holo(M) = χ(K).

Ahora asumamos que el par (G,K) es efectivo y sea σ : G→ G la involución.
Sea G′ = Isoo(M) y K ′ = G′K la isotroṕıa de K en G′. Como la acción de G
en M es efectiva, G ⊂ G′ y K ⊂ K ′. La simetŕıa de M en o = K esta dada
por so(gK) = σ(g)K (ver demostración del Teorema 1.1.11). Sabemos que el
par (G′,K ′) es un par simétrico con involución σ′ : G′ → G′ definida por
σ′(g′) = sog

′so. Note que σ = σ′|G. Consideremos g′ = k′⊕p′ la descomposición
de Cartan del par (G′,K ′). Como σ = σ′|G, entonces p ⊂ p′ y como tienen la
misma dimensión, p = p′. Por lo tanto

k′ = [p′, p′] = [p, p] = k.

Concluimos que g = g′ y por lo tanto G = G′.

Corolario 1.1.16. Sea M es un espacio simétrico sin factor plano y G =
Isoo(M). Las transvecciones geométricas generan a Tr(M) y Tr(M) = G.

Demostración. El subgrupo G′ generado por las transvecciones geométricas es
el subgrupo de Lie conexo de Isoo(M) con álgebra de Lie g′ = [p, p] ⊕ p. Por
la proposición anterior g = g′ y como G ⊂ Tr(M) ⊂ Isoo(M), entonces G′ =
Tr(M) = G.

1.1.3. Tipo y dualidad

Proposición 1.1.17. La forma de Killing es definida negativa en k. Si M es
irreducible, entonces B|p×p es un múltiplo de la métrica en ToM .
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Demostración. Denotemos por 〈 , 〉 el producto interno Ad(K)−invariante en
p inducido por la métrica en M y sea ( , ) una métrica bi-invariante en K. Si
X ∈ k, con respecto al producto interno (( , )) = ( , )⊕〈 , 〉 la derivación ad(X) es
antisimétrica. Si E1, · · ·Em es una base ortonormal con respecto a este producto
interno, entonces

B(X,X) =
∑
i

((ad(X)2Ei, Ei)) = −
∑
i

((ad(X)Ei, ad(X)Ei)) ≤ 0.

Más aún, la igualdad se tiene si y sólo si X ∈ Z(g), pero Z(g) ∩ k = {0}, dado
que K actúa efectivamente en p.

Ahora asumamos que M es irreducible y tomemos A ∈ End(p) simétrico tal
que B(X,Y ) = 〈AX,Y 〉. Como B es adk invariante, los autoespacios de A son
adk invariantes y por lo tanto AdK invariantes. Por Proposición 1.1.5 A = λId
y B|p×p = λ〈 , 〉.

Si en un espacio simétrico B|p×p = λ〈 , 〉 entonces decimos que M es de tipo

Eucĺıdeo si λ = 0.

Compacto si λ < 0.

No compacto si λ > 0.

De la proposición anterior, tenemos que todo espacio simétrico irreducible es de
alguno de los tres tipos anteriores. Como dσ preserva la forma de Killing B de g
y k, p son sus autoespacios, entonces B(k, p) = 0. Se sigue que si M es irreducible
y no es de tipo eucĺıdeo, entonces G es semisimple. Usando la descomposición
de De Rham, tenemos que Isoo(M) es semisimple, para todo espacio simétrico
simplemente conexo y semisimple M .

En espacios simétricos de tipo compacto −B es un producto interno en g.
En espacios de tipo no compacto también podemos definir un producto interno
natural en g.

Lema 1.1.18. Sea M de tipo no compacto y σ : G→ G la involución en G. La
forma bilineal (X,Y ) = −B(dσX, Y ) define un producto interno en g tal que
dσ es simétrica. Con respecto a este producto interno adX es antisimétrica si
X ∈ k y simétrica si X ∈ p.

Demostración. Que ( , ) es un producto interno con dσ simétrico se sigue de
B(k, p) = 0 y de que B es definida negativa y positiva en k y p, respectivamente.
Por otro lado, para X ∈ k ∪ p e Y ∈ g tenemos

adXdσ(Y ) = [X, dσ(Y )] = ±dσ[X,Y ] = ±dσadXY,

donde el último signo es + si X ∈ k y − si X ∈ p. Por lo tanto

(adXY, Z) = B(dσadXY,Z) = ±B(adXdσ(Y ), Z)

= ∓B(Y, dσadXZ) = ∓(Y, adXZ).

Observación 1.1.19. Cuando M es irreducible y de tipo no compacto, el pro-
ducto interno 〈 , 〉 en p determinado por la métrica es un múltiplo de ( , )|p.
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La siguiente proposición justifica porque la terminoloǵıa anterior.

Proposición 1.1.20. Si M es de tipo eucĺıdeo, entonces [p, p] = {0} y R = 0.
Si M es de tipo no compacto, entonces M tiene curvatura seccional no positiva
y es difeomorfo a Rn. Si M es de tipo compacto e irreducible, entonces M es
compacto.

Demostración. Primero asumamos que M es de tipo eucĺıdeo, es decir B|p×p =
0. Como B es definida negativa en k y B(k, p) = 0, tenemos que p = kerB. Por
lo tanto p es un ideal de g y por las relaciones de Cartan debe ser [p, p] = 0. De
la fórmula para la curvatura (ver Proposición 1.1.13) concluimos que R = 0.

Ahora supongamos que M = G/K es de tipo no compacto, donde G =
Isoo(M) y K la isotroṕıa de o en G. Para u, v ∈ ToM ortonormales tenemos
que la curvatura seccional K satisface

K(u, v) = 〈R(u, v)v, u〉 = −λB([[u, v], v], u) = −λB([u, v], [u, v]) ≤ 0.

Por el teorema de Hadamard, la aplicación expo : p → M es un cubrimiento
y por la Proposición 1.1.3, expo(X) = Exp(X)o. Veamos que expo es inyecti-
va y, por lo tanto, un difeomorfismo. Supongamos que Exp(X)o = Exp(X ′)o.
Es decir, Exp(X ′)−1Exp(X) ∈ K y por lo tanto Exp(X) = Exp(X ′)k, pa-
ra algún k ∈ K. Aplicando la adjunta en G a la ecuación anterior, tenemos

eadX = eadX′Ad(k). Del Lema 1.1.18 tenemos que adX y adX′ son simétricas
con respecto al producto interno en g. Por lo tanto

e2adX = eadX (eadX )t = eadX′Ad(k)Ad(k)t(eadX′ )t = e2ad′X .

De esta ecuación tenemos que los autovalores de 2adX y 2ad′X son iguales. Los
autoespacios de 2adX y 2ad′X , asociados al autovalor λ, es el autoespacio de

e2adX = e2ad′X asociado al autovalor eλ. Concluimos que adX = adX′ y como
g es semisimple, X = X ′. Lo que prueba la inyectividad de expo y la segunda
parte de la proposición.

Finalmente, asumamos que M es de tipo compacto. Como todo espacio de
tipo compacto, tiene únicamente factores de De Rham de tipo compacto, pode-
mos asumir que M es irreducible. Para u ∈ ToM con ‖u‖ = 1 y {ui} una base
ortonormal de ToM tal que u0 = u, se tiene que

Ric(u, u) =
∑
i

K(u, ui) = λ
∑
i

B([u, ui], [u, ui]).

Como M es de tipo compacto, entonces Ric(u, u) ≥ 0. Si Ric(u, u) = 0, entonces
[u, g] = 0 y como g es semisimple u = 0, lo que es una contradicción. Por lo
tanto Ric(u, u) > 0 y como M es Einstein, Ric(u, u) es una constante positiva
para vectores unitarios. Del teorema de Myers se sigue que M es compacto.

Para espacios simétricos simplemente conexos tenemos la noción de dualidad.
Sea M = G/K un espacio simétrico simplemente conexo con involución σ :
G → G. Como M es simplemente conexo y G es conexo, entonces K también
es conexo. Sea g = k⊕ p la descomposición de Cartan del álgebra de Lie de G y
[ , ] el corchete en g. Definimos un nuevo corchete [ , ]∗ en g por

[u, v]∗ = −[u, v], si u, v ∈ p

[u,X]∗ = [u,X], si u ∈ p y X ∈ k

[X,Y ]∗ = [X,Y ], si X,Y ∈ k.
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Es fácil ver que [ , ] es un corchete de Lie. Denotemos por g∗ al álgebra de Lie
(g, [ , ]∗) y sea G∗ el grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de Lie g∗.
Sea K∗ el subgrupo de G∗ con álgebra de Lie k. Se tiene que dσ : g∗ → g∗

es un morfismo de álgebras de Lie y como G∗ es simplemente conexo, existe
un único morfismo σ∗ : G∗ → G∗ con dσ∗ = dσ. Se sigue que (G∗,K∗) es un
par simétrico con involución σ∗ y por lo tanto determina un espacio simétrico
simplemente conexo M∗ = G∗/K∗.

Equivalentemente, se puede definir g∗ como el álgebra de Lie g∗ = k ⊕ ip
vista como subálgebra de la complexificación gC = g⊗R C.

Proposición 1.1.21. El espacio M∗ satisface las siguientes propiedades

1. M es de tipo compacto si y sólo si M∗ es de tipo no compacto.

2. M es de tipo no compacto si y sólo si M∗ es de tipo compacto.

3. Si M no tiene un factor eucĺıdeo, entonces K = K∗. Por lo tanto M es
irreducible si y sólo si M∗ lo es.

Demostración. Sea ad∗ la representación adjunta de g∗ y B∗ su forma de Killing.
Por construcción, la descomposición de Cartan de g y g∗ coinciden. Para todo
X ∈ p se tiene que la matriz de ad∗X en una base que respete la descomposición
de Cartan es

ad∗X =

(
0 −adX|p

adX|k 0

)
.

Por lo tanto para todo X,Y ∈ p se tiene

B∗(X,Y ) = −Tr
(

adX|padY |k 0
0 adX|kadY |p

)
= −B(X,Y ).

Como la métrica en p y p∗ coincide, la ecuación anterior prueba 1. y 2.
Si M no tiene factor eucĺıdeo, M∗ tampoco tiene factor eucĺıdeo y de la pro-

posición 1.1.15 obtenemos G∗ = Isoo(M∗). Denotemos por R y R∗ la curvatura
de M y M∗, respectivamente. Como M y M∗ son simplemente conexos, K y
K∗ son conexos. En p se tiene que R = −R∗. Más aun, si identificamos K y K∗

como subgrupos de O(p), de la Proposición 1.1.1

K = {A ∈ O(p) | A(R) = R} = {A ∈ O(p) | A(R∗) = R∗} = K∗.

La última parte se sigue de que la representación isotrópica deM yM∗ coinciden
y de la Proposición 1.1.5.

Corolario 1.1.22. Si M es irreducible de tipo no eucĺıdeo, entonces M es
Einstein y no Ricci flat. En particular la curvatura escalar de M es no nula.

Demostración. Por dualidad podemos asumir que M es de tipo compacto. El
resultado se sigue de la Proposición 1.1.5 y del cálculo para el tensor de Ricci
en la demostración de la Proposición 1.1.20.

Finalizamos esta sección mostrando que el tensor de curvatura en un espacio
simétrico M de tipo compacto (no compacto) es semidefinido negativo (positi-
vo). En general si M es una variedad Riemanniana, el tensor de curvatura Rp
en p ∈ M se puede pensar como un endomorfismo de Λ2

p(M) de la siguiente
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manera. Dotemos a Λ2
p(M) con el producto interno tal que para toda base orto-

normal {ei} de TpM , el conjunto {ei∧ej}i<j es una base ortonormal de Λ2
p(M),

o equivalentemente, con el producto interno definido por

〈x ∧ y, v ∧ w〉 = 〈x, v〉〈y, w〉 − 〈x,w〉〈y, v〉.

Por otro lado, el producto interno en TpM permite identificar Λ2
p(M) con el

espacio de transformaciones antisimétricas, mediante la fórmula

(u ∧ v)(x) = 〈v, x〉u− 〈u, x〉v.

De las identidades del tensor de curvatura se sigue que R induce una forma
bilineal simétrica.

R : Λ2
p(M)× Λ2

p(M) → R
(x ∧ y, u ∧ v) → R(x ∧ y, u ∧ v) = R(x, y, u, v).

Abusando de la notación, denotamos por R : Λ2
p(M)→ Λ2

p(M) a la transforma-
ción simétrica inducida por esta forma bilineal.

Lema 1.1.23. Sea M un espacio simétrico de tipo compacto (no compacto) y
R el tensor de curvatura de M en o. Entonces, el endomorfismo de curvatura
R : Λ2

o(M)→ Λ2
o(M) es semidefinido negativo (positivo). Más aún,

〈R(x ∧ y), x ∧ y〉 = 0 si y sólo si R(x ∧ y) = 0.

Demostración. Supongamos que M es de tipo compacto (el caso de tipo no
compacto es análogo) y reescalando la métrica si hace falta, podemos suponer
que 〈·, ·〉 = −B. Para x ∧ y ∈ Λ2

o(M) tenemos

〈R(x ∧ y), x ∧ y〉 = 〈Rx,yx, y〉 = −B(−[[x, y], x], y) = B([x, y], [x, y]) ≤ 0.

La igualdad en la anterior desigualdad se da si y sólo si [x, y] = 0. Como
{Ru,v}u,v∈ToM genera a k y la acción de k en p es efectiva, entonces esta última
igualdad es equivalente a que R(x ∧ y) = 0.

1.1.4. Subvariedades totalmente geodésicas

Recordemos que una subvariedad Σ de M se dice totalmente geodésica si
toda geodésica de Σ es una geodésica de M . Sean ∇ y ∇ la conexión de Levi
Civita en M y Σ, respectivamente. Se tiene que Σ es totalmente geodésica si y
sólo si ∇X(Σ)X(Σ) ⊂ X(Σ), en este caso, ∇ = ∇|X(Σ)×X(Σ). Cartan caracterizó
algebraicamente las subvariedades totalmente geodésicas en espacios simétricos.
Un subespacio V ⊂ g se dice un sistema triple de Lie, si [V, [V, V ]] ⊂ V .

Proposición 1.1.24 (Cartan). Si Σ es una subvariedad totalmente geodésica,
entonces ToΣ es un sistema triple de Lie. Rećıprocamente, si V es un sistema
triple de Lie contenido en p, entonces existe una única subvariedad Σ totalmente
geodésica y completa que contiene a o y satisface ToΣ = V . Toda subvariedad
totalmente geodésica está contenida en una subvariedad totalmente geodésica
completa.

Demostración. Utilizando la fórmula de curvatura en espacios simétricos, se
tiene que [ToΣ, [ToΣ, ToΣ]] = RToΣ,ToΣTΣ ⊂ TΣ. Lo que prueba la primera
parte.
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Ahora supongamos que V es un sistema triple de Lie. El subespacio g′ =
[V, V ]⊕ V es una subálgebra de g. Sea G′ el subgrupo conexo de G con álgebra
de Lie g′ y Σ = G′ · o, la órbita de G′ por o. Luego

ToΣ =

{
d

ds

∣∣∣∣
0

Exp(tX)p | X ∈ V
}

= V · p = V.

Como γ(t) = Exp(tv)o es la geodésica de M con condición incial v ∈ ToΣ,
entonces Σ es totalmente geodésica en o. Sean p ∈ Σ y v ∈ ToΣ tal que p =
expo(v) = Exp(v)o. Por lo tanto para cada w ∈ TpM la geodésica por p en
M con condición inical w es γ(t) = Exp(v)α(t), donde α(t) es la geodésica por
o con condición inicial d(Exp(tX))−1

o w. Como Exp(v) ∈ G′ y Σ es totalmente
geodésica en o, entonces γ(t) ∈ Σ. Lo que prueba que Σ es totalmente geodésica.
Por la definición de Σ es claro que Σ = expo(V ) y que Σ es completa.

Finalmente cualquier subvariedad totalmente geodésica Σ′ de M que contie-
ne o satisface Σ′ ⊂ exp(ToΣ

′).

Proposición 1.1.25. Sean Σ una subvariedad completa totalmente geodésica de
un espacio simétrico M , o ∈ Σ y so la simetŕıa de M en o. Entonces, so(Σ) = Σ
y, por lo tanto, Σ también es un espacio simétrico.

Demostración. De la proposición anterior sabemos que Σ = expo(V ), donde V
es un sistema triple de Lie. Si p ∈ Σ y v ∈ V tal que expo(v) = p, entonces
so(p) = expo(−v) ∈ Σ.

Ahora supongamos que M = G/K es un espacio simétrico irreducible donde
G = Isoo(M) y K la isotroṕıa de un punto o ∈ M . Sea Σ una subvariedad
conexa, completa y totalmente geodésica de M . Asumamos que Σ es semisimple.
El subgrupo conexo G′ de G con álgebra de Lie g′ = [ToΣ, ToΣ]⊕ ToΣ se llama
el grupo de transformaciones glide de Σ. Denotemos por K ′ la isotroṕıa de o en
G′. Por otro lado, el subgrupo GΣ = {g ∈ G | g(Σ) = Σ} se llama el subgrupo
de isometŕıas extŕınsecas de Σ y denotamos por KΣ la isotroṕıa de o en GΣ. En
general, los subgrupos GΣ y KΣ no son conexos. Por la prueba de la Proposición
1.1.24, el grupo G′ actúa transitivamente en Σ y por lo tanto Σ = G′/K ′.

Observación 1.1.26. El álgebra g′ no depende del punto o. En efecto, sea p
otro punto de Σ y denotemos por g′′ al álgebra [TpΣ, TpΣ] ⊕ TpΣ. Pensamos a
g y g′ como subálgebras del espacio vectorial de transvecciones infinitesimales
p. Sea v ∈ ToΣ tal que γv(1) = φv1(o) = p, donde φv1 = s1/2so denota la
transvección geométrica de γv en 1. Como el álgebra de transformaciones glide
es una construcción geométrica y φv1(o) = p, entonces

(φv1)∗(g
′) = g′′.

Por otro lado, el campo de Killing Xv definido por Xv
p = d

ds

∣∣
0
φvs(p) es un

elemento del sistema triple de Lie ToΣ, visto como subespacio de p. Como φv1 es
el flujo del campo Xv ∈ g′ y g′ es un álgebra de Lie (de campos en M), entonces

(φv1)∗(g
′) = g′.

Lo que prueba que g′ = g′′ y por lo tanto el grupo de transformaciones glide no
depende del punto o.
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Observación 1.1.27. De la observación anterior es claro que para todo g ∈ GΣ

se tiene

g∗(g
′) = g′.

Lo que implica que el subgrupo G′ es un subgrupo normal de GΣ.

Supongamos que M = G/K es un espacio simétrico de tipo no compacto y
Σ = G′/K ′ es una subvariedad completa totalmente geodésica de M . Como M
es una variedad de curvatura no positiva, entonces Σ también tiene curvatura no
positiva. Se sigue que Σ = Σ0×Σ1×· · ·×Σa, donde Σ0 es un espacio eucĺıdeo y
Σi es un espacio simétrico irreducible de tipo no compacto, para i ∈ {1, · · · , a}.
Observemos que el grupo de transformaciones glide de Σ es G′ = G1×· · ·×Ga,
donde Gi es el grupo de transformaciones glide de Σi. Denotemos por gi el
álgebra de Lie de Gi.

Sea X ∈ g y X∗ el campo de Killing de M inducido X. Para cada p ∈
Σ, denotemos por XΣ

p a la proyección ortogonal de X∗p en TpΣ. Como Σ es

totalmente geodésica se tiene que XΣ define un campo de Killing en Σ. El
siguiente lema es probado por Berndt y Olmos en [4].

Lema 1.1.28. [4, Lemma 2.1] Sea M un espacio simétrico irreducible de
tipo no compacto. Con la notación anterior tenemos que si X es un campo de
Killing en M , entonces XΣ ∈ g′.

Demostración. Primero supongamos que X ∈ p. En este caso (∇X∗)o = 0 y
como Σ es totalmente geodésica (∇′XΣ)o = 0, donde ∇′ es la conexión de Levi-
Civita de Σ. Es decir, XΣ es una transvección infinitesimal en Σ y por lo tanto
XΣ ∈ g′.

Ahora supongamos que X ∈ k. Escribamos XΣ = XΣ
0 + XΣ

1 + · · · + XΣ
d ,

donde XΣ
0 es un campo de Killing en Σ0 y XΣ

i ∈ gi, para i = 1, · · · , d. Veamos
que XΣ

0 = 0. Como XΣ
0 está en el álgebra de isotroṕıa de Σ0, basta ver que

(∇′XΣ
0 )o = 0. En efecto, usando la fórmula para la conexión de Levi Civita en

espacios simétricos y el Lema 1.1.18 tenemos que para u, v ∈ ToΣ0 se satisface

〈∇′uXΣ
0 , v〉 = 〈∇uX, v〉 = 〈[Xu, X]o, X

v〉 = 〈Xo, [u, v]o〉 = 0.

Del lema anterior tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 1.1.29. Sea Σ una subvariedad totalmente geodésica de un espacio
simétrico M = G/K irreducible y no eucĺıdeo, con G = Isoo(M). Sea f ∈ G
isometŕıa de M tal que f(Σ) = Σ. Entonces, la restricción f |Σ es un elemento
del grupo de transformaciones glide G′.

Demostración. La isometŕıa f es un producto de elementos de la forma ExpX,
con X ∈ gΣ. El resultado se sigue del Lema 1.1.28 y de la igualdad ExpXΣ =
Exp(X)|Σ , para X ∈ gΣ.

Definimos la parte abeliana de un sistema triple de Lie V ⊂ p como el
subespacio ToΣ0 ⊂ V, donde Σ0 es el factor (local) de De Rham plano de la
subvariedad totalmente geodésica asociada al sistema triple de Lie V.
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Corolario 1.1.30. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible no eucĺıdeo,
con G = Isoo(M) y K = Go. Sea g = k⊕ p la descomposición de Cartan de M .
Supongamos que V es un sistema triple de Lie contenido en p y denotemos por
a la parte abeliana de V. Sea KV = {k ∈ K | Ad(k)(V) = V}. Si k ∈ (KV)o,
entonces la acción de k en a es trivial.

Demostración. Denotemos por kV el álgebra de Lie de KV. Como kV deja inva-
riante a V, también debe dejar invariante a su parte abeliana a. Por el Lema
1.1.28, [kV, a] = 0 y por lo tanto la acción de KV en a es trivial.

Corolario 1.1.31. Supongamos que M = G/K es un espacio simétrico de tipo
compacto o no compacto y Σ = G′/K ′ es una subvariedad totalmente geodésica
de M con grupo de transformaciones glide G′ e isotroṕıa glide K ′. Entonces el
par (G′,K ′) es un par simétrico. En particular, la imagen de la representación
isotrópica de los grupos (K ′)o, (KΣ)o e Isoo(Σ)o es la misma.

Demostración. Si Σ es semisimple, el álgebra de Lie de K ′ está generada como
espacio lineal por los tensores de curvatura {Rx,y}x,y∈ToΣ. Supongamos que
Rx,y actúa trivialmente en ToΣ. En particular, 〈R(x ∧ y), x ∧ y〉 = 0 y por el
Lema 1.1.23 se tiene Rx,y = 0. Si Σ no es semisimple, k′ actúa trivialmente en el
factor plano de Σ. Lo que prueba que la acción es casi efectiva. La involución de
Cartan es la restricción de la involución de Cartan en G a G′. La última parte
se sigue del Corolario 1.1.29 y de la Proposición 1.1.15.

Ejemplo 1.1.32. La componente conexa del grupo de isometŕıas de la esfera
unitaria Sn es el grupo SOn+1 y la isotroṕıa de en+1 en SOn+1 es

(SOn+1)en+1 =

diag(A, 1) =

 A
0
...

0 · · · 1

 | A ∈ SOn
 .

Abusando de notación, denotemos por SOn a la isotroṕıa anterior y por son su
álgebra de Lie. Se sigue que Sn = SOn+1/SOn y la descomposición de Cartan
de Sn es so(n+ 1) = so(n)⊕ Rn, donde pensamos a Rn como el subespacio

Rn =

Xv =

 0 v

−vt 0

 | v ∈ Rn
 .

La representación isotrópica de Sn es la representación natural de SOn en Rn.
Más aún, es fácil ver que si u, v, w ∈ Rn, entonces

[[Xu, Xv], Xw] = X(u,w)v−(v,w)u,

donde (·, ·) denota el producto interno canónico de Rn. De lo anterior, tene-
mos que cualquier subespacio V de Rn es un sistema triple de Lie. Sea Σ la
subvariedad totalmente geodésica asociada al subespacio {0} × Rk ⊂ Rn. Note
que

[Xei , Xej ] = Eji − Eij ,
donde Eij es la matriz con un 1 en la entrada ij y 0 en el resto de entradas.
Se sigue que el álgebra de isotroṕıa glide de Σ en en+1 es el grupo de matrices
diagonales por bloques de la forma

k′ = [{0} × Rk, {0} × Rk] = {diag(0(n−k), X, 0) | X ∈ sok},
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donde 0(n−k) denota la matriz cero de tamaño (n− k)× (n− k). Por lo tanto,
el álgebra de las transformaciones glide de Σ es

g′ = k′ ⊕ ({0} × Rk) = {diag(0(n−k), X) | X ∈ sok+1}.

Esto muestra que el grupo de transformaciones glide de Σ es

G′ = diag(id(n−k), SOk+1)

y, por lo tanto,
Σ = G′ · en+1 = {0} × Sk ⊂ Sn.

Ejemplo 1.1.33. Sea CPn el espacio proyectivo complejo y π : Ck+1 → CP k
la proyección canónica. La componente conexa del grupo de isometŕıas de CPn
es SUn+1 y la isotroṕıa de Cen+1 es

(SUn+1)Cen+1
=


 A

0
...

0 · · · detA−1

 | A ∈ Un
 .

Denotemos por S(UnU1) a la isotroṕıa anterior. Tenemos que CPn = SUn+1/S(UnU1).
El álgebra de Lie de S(UnU1) es

s(unu1) =


 X

0
...

0 · · · −TrX

 | X ∈ un

 .

La descomposición de Cartan de CPn es sun+1 = s(unu1)⊕Cn, donde pen-
samos a Cn como el subespacioXv =

 0 v

−v̄t 0

 | v ∈ Cn
 .

La representación isotrópica de CPn está dada por X
0
...

0 · · · −TrX

 ·Xv = XXv+Tr(X)v.

Un argumento similar al del ejemplo anterior muestra que cualquier subespacio
complejo V de Cn es un sistema triple de Lie. Más aún, el grupo de transforma-
ciones glide asociado al sistema triple de Lie Ck es G′ = diag(id(n−k), SUk+1)
y la subvariedad totalmente geodésica es

Σ = G′ · (Cen+1) = π({0} × Ck+1) ∼= CP k.

Terminamos esta sección enunciando, sin demostración, un resultado cono-
cido debido N. Iwahori.

Proposición 1.1.34. [12] Sea M un espacio simétrico irreducible. Si M admite
una hipersuperficie totalmente geodésica, entonces M es un espacio de curvatura
constante.
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1.1.5. Rango y s-órbitas

Una subvariedad F totalmente geodésica y plana de un espacio simétrico
M se dice un flat de M . Los flats maximales de M , es decir, aquellos flats que
no están estrictamente contenidos en otros, juegan un papel fundamental en la
teoŕıa de espacios simétricos. Por la correspondencia de subvariedades totalmen-
te geodésicas y sistemas triples de Lie, tenemos que una subvariedad totalmente
geodésica y completa F es un flat maximal si y sólo si su correspondiente sistema
triple de Lie ToF es un subespacio abeliano maximal de p. Sea a un subespacio
abeliano maximal de p y A el subgrupo conexo abeliano de G con álgebra de
Lie a. Sea F = expo(a) = A · o el flat maximal correspondiente en M . Primero
veamos que F es cerrado en M . La clausura Ā de A en G es un subgrupo conexo
y abeliano de G. Sea ā el álgebra de Lie de Ā. Notemos que ā está contenido en
p si y sólo si σ(g) = g−1, para todo g ∈ Ā. Como esta última es una condición
cerrada y A la satisface, entonces ā ⊂ p y por maximalidad de a tenemos que
Ā = A. Como K es compacto, entonces F = A/A∩K es cerrado en M = G/K.
Si M es compacto, F también y por lo tanto es un toro plano. Sea A el conjunto
de todos los subespacios abelianos maximales de p

Asociamos a cada espacio simétrico de tipo no compacto M un sistema de
ráıces. Sea ( , ) el producto interno natural en g tal que la transformación ad(X)
es simétrica, para todo x ∈ p (ver Lema 1.1.18). Tomemos a ∈ A un subespacio
abeliano maximal en p. Como a es abeliano, las transformaciones {ad(X) | X ∈
a} se diagonalizan simultáneamente y por lo tanto g se descompone como suma
de autoespacios

g = g0 ⊕
∑
α∈∆

gα,

donde ∆ ⊂ a∗ es un conjunto finito, llamado sistema de ráıces restringido de
g con respecto a a, formado por los α ∈ a∗ tal que el siguiente conjunto es no
trivial;

gα = {Y ∈ g | ad(X)Y = α(X)Y, para todo X ∈ α}.

El número dim gα se llama la multiplicidad de la ráız α. El sistema de ráıces
restringido ∆, junto con las multiplicidades de sus elementos, determinan total-
mente el espacio simétrico M. El producto interno ( , ) induce un isomorfismo
de a con a∗ y v́ıa este isomorfismo podemos definir un producto interno en a∗

que también denotamos por ( , ). El grupo de Weyl asociado al sistema de ráıces
∆ es el grupo generado por las reflexiones {sα | α ∈ ∆}, donde

sα : a∗ → a∗, sα(µ) = µ− 2
(µ, α)

|α|2
α.

Un conjunto de ráıces Λ ⊂ ∆ se dice un conjunto de ráıces simples, si
cada elemento β ∈ ∆ se escribe de manera única como combinación lineal de
elementos de Λ, donde los coeficientes son o todos positivos o todos negativos. Un
conjunto de ráıces simples siempre existe y es único salvo por transformaciones
en el grupo de Weyl.

A cada espacio simétrico M de tipo no compacto le podemos asociar un
diagrama de vértices y ĺıneas de la siguiente manera. Consideremos el conjunto
de ráıces simples Λ = {α1, · · ·αr}. Asociemos a cada ráız αi de Λ un vértice que
denotamos por ◦ si 2α /∈ ∆ y por } si 2α ∈ ∆. Se puede mostrar que el ángulo
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entre dos elementos de Λ siempre es alguno de los valores

π

2
,
π

3
,
π

4
,
π

6
.

Conectamos los vértices correspondientes a αi y αj con 0, 1, 2 ó 3 lineas si el
ángulo entre ellos es π

2 ,
π
3 ,

π
4 ó π

6 , respectivamente. Más aún, si los vértices αi
y αj estan conectados por al menos una linea y 〈αi, αi〉 > 〈αj , αj〉, dibujamos
una linea del vértice αi al vértice αj . El grafo resultante se llama el diagrama
de Dynkin de M y no depende de a.

Vamos a utilizar la acción de K en p ∼= ToM y el sistema de ráıces para mos-
trar que dos elementos de A son conjugados por un elemento de K. Recordemos
que la representación χ : K → O(To(G · o)) dada por χ(k)(v) = (dok)v se llama
la representación isotrópica de M en o. Si X ∈ p, la órbita K · X = Ad(K)X
es una subvariedad del espacio eucĺıdeo p. Como TX(Ad(K)X) = [k, X], es fácil
ver que el espacio normal de Ad(K)X en X es el centralizador de X en p, esto
es,

νX(Ad(K)X) = Zp(X) = {Y ∈ p | [X,Y ] = 0}.

Si a ∈ A es tal que X ∈ a, entonces a ⊂ νX(Ad(K)X). Un elemento X ∈ p se
dice regular si νX(Ad(K)X) ∈ A y singular en caso contrario.

El siguiente resultado dice que el conjunto de elementos regulares de p es
denso.

Proposición 1.1.35. Para cada a ∈ A, existe un número finito de hiperplanos
de a tal que si X ∈ a cae fuera de tales hiperplanos, entonces X es regular.
Cada elemento regular está en un único elemento de A.

Demostración. Como M se descompone como producto de irreducibles y el re-
sultado es trivialmente valido para espacios de tipo eucĺıdeo, podemos suponer
que M es de tipo compacto o no compacto. Más aún, como el espacio de flats
maximales y la representación isotrópica no cambia para espacios duales, pode-
mos asumir que M es de tipo no compacto.

Sea ∆ el sistema de ráıces de a y consideremos la descomposición

g = g0 ⊕
∑
α∈∆

gα.

Por las relaciones de Cartan, si Zα = Xα + Yα ∈ gα con Xα ∈ p y Yα ∈ k,
entonces

ad(X)Xα = α(X)Yα; ad(X)Yα = α(X)Xα.

Si hacemos Z̄α = −Xα + Yα, entonces Z̄α ∈ g−α, esto es, −α también es una
ráız de a. Sean pα y kα el conjunto de las componentes en p y k de todos los
Zα ∈ gα, respectivamente. Tenemos que

gα + g−α = pα + kα.

Por lo tanto podemos escoger ∆+ ⊂ ∆ con la mitad de elementos de ∆ tal que
contiene únicamente α o −α, para cada raiz α. Tenemos la descomposición

p = a⊕
∑
α∈∆+

pα.
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Notemos que la descomposición anterior es la descomposición de p en autoespa-
cios de la familia de operadores {(adX)2|p : p→ p | X ∈ a} que se diagonalizan
simultáneamente. Para cada raiz α ∈ ∆+, consideremos α⊥ = kerα hiperplano
de a. Veamos que esta familia de hiperplanos satisfacen la conclusión de la pro-
posición. Sea X ∈ a \

⋃
α⊥ e Y = Y0 +

∑
α Yα ∈ p \ a, donde cada Yα ∈ pα.

Como alguno de los Yα es no nulo, tenemos que [X,Y ] =
∑
α α(X)Yα 6= 0. Es

decir, X es regular.
La última parte de la proposición es clara, pues cada elemento de A que

contiene a X ∈ p debe estar contenido en Zp(X).

Los hiperplanos α⊥ ⊂ a de la proposición anterior, se llaman hiperplanos de
reflexión de a. Las componentes conexas de a\

⋃
α⊥ se llaman cámaras de Weyl

de a.
Usando la proposición anterior podemos probar que dos elementos de A son

conjugados por un elemento de K.

Proposición 1.1.36. Cada a ∈ A interseca ortogonalmente toda órbita de la
acción de K en p. Si a′ ∈ A es otro abeliano maximal, entonces existe k ∈ K
tal que a′ = Ad(k)a.

Demostración. Sabemos que si X ∈ a, entonces a ⊂ νX(Ad(K)X) y por lo
tanto cada vez que a interseque a una órbita de la acción de K en p, lo hace
ortogonalmente.

Ahora veamos que a interseca a toda órbita. Como el conjunto de elemen-
tos regulares es denso en p, basta mostrar que a interseca a la órbita de todo
elemento regular. Sea X regular y a′ = νX(TXAd(K)X) abeliano maximal de
p. Fijemos Y ∈ a un elemento regular. Como Ad(K)Y es compacto, existe un
Ad(k)Y elemento de distancia mı́nima a X. Por lo tanto, el vector X−Ad(k)Y es
perpendicular a la órbita Ad(K)Y , es decir, X −Ad(k)Y ∈ νAd(k)Y

(Ad(K)Y ).

Por otro lado νAd(k)Y
(Ad(K)Y ) = Ad(k)(a), pues Ad(k) es una isometŕıa e Y

es un elemento regular. Se sigue que a interseca la órbita de X en Ad(k−1)X.
Como X es regular, es claro que Ad(k)a = a′.

De la proposición anterior, todo elemento de A tiene la misma dimensión.

Definición 1.1.37. Definimos el rango de M como la dimensión de cualquier
subespacio abeliano maximal de p y lo denotamos por rk(M).

Observación 1.1.38. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible de tipo
no compacto con descomposición de Cartan g = k⊕p y Σ una subvariedad total-
mente geodésica, semisimple y completa de M . Denotemos por (·, ·) el producto
interno en p = ToM del Lema 1.1.18. Note que Σ es un espacio simétrico de tipo
no compacto con descomposición de Cartan g′ = [ToΣ, ToΣ]⊕ ToΣ e involución
doσ|g′ . Si M y Σ tienen el mismo rango, entonces todo abeliano maximal a de
ToΣ es un subespacio abeliano maximal de ToM . En este caso, es claro que toda
raiz α de g′ es una ráız de g y dim g′α ≤ dim gα. Más aún, el producto interno
en Σ del Lema 1.1.18 es (·, ·)|Σ×Σ. Se sigue que el diagrama de Dynkin de Σ es
un subdiagrama del diagrama de Dynkin de M .

En los resultados anteriores fue de gran utilidad considerar las órbitas de la
representación isotrópica del espacio simétrico. Una s-órbita es una órbita de
la representación isotrópica de un espacio simétrico semisimple M . Definimos
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la representación slice de M = G/K como ρ : K → O(νo(G · o)) dada por
ρ(k)(v) = dok(v). Recordemos que siN ⊂M es una subvariedad de una variedad
Riemanniana M y ∇ es la conexión de Levi Civita de M , entonces podemos
definir la conexión normal ∇⊥ en el fibrado νN mediante la fórmula ∇⊥Xξ =
(∇Xξ)νN . La holonomı́a de ∇⊥ se llama la holonomı́a normal de N . Sabemos
que la representación isotrópica de un espacio simétrico semisimple M es la
holonomı́a de M (Proposición 1.1.15). El siguiente resultado debido a Heintze y
Olmos es el análogo para la holonomı́a normal en el contexto de subvariedades
(ver [9] o [1, Theorem 3.1.7] ).

Recordemos que una subvariedad N de una variedad Riemanniana M se dice
full (o substancial), si N no está contenida en ninguna subvariedad totalmente
geodésica de M .

Teorema 1.1.39. [9] Sea M = G/K espacio simétrico de tipo no compacto,
con G = Isoo(M) y K = Go. Sea 0 6= v ∈ ToM y N = K · v ⊂ ToM su
correspondiente s-órbita. Supongamos que N es una subvariedad full del espacio
eucĺıdeo ToM . Entonces, la holonomı́a normal de N es la representación slice
efectiva de Kv en νvN .

1.2. Sistemas de holonomı́a y teorema de Si-
mons

En esta sección estudiamos algunos resultados de sistemas de holonomı́a.
Como referencia principal seguimos [1].

Sea V un espacio vectorial con un producto interno 〈 , 〉. Denotemos por T al
espacio vectorial de todos los tensores de tipo (1, 3) en V . Podemos identificar
a T con el espacio de todas las funciones bilineales T : V × V → End(V ).
Denotamos por Tu,v a la imágen de (u, v) por T ∈ T . El grupo ortogonal O(V )
actúa en T por

(gT )u,v = gTg−1(u),g−1(v)g
−1.

Y derivando esta acción tenemos la acción de so(V ) en T por

(AT )u,v = ATu,v − TAu,v − Tu,Av − Tu,vA.

Un tensor R ∈ T se dice un tensor algebraico de curvatura si satisface las
siguientes identidades

Rx,y = −Ry,x;

〈Rx,yz, w〉 = −〈Rx,yw, z〉;

〈Rx,yz, w〉 = 〈Rz,wx, y〉;

Rx,yz +Ry,zx+Rz,xy = 0 (Primera identidad de Bianchi).

El conjunto de todos los tensores de curvatura algebraicos de V forman un
módulo sobre SO(V ).

Si {e1, · · · , en} es una base ortonormal de V y R es un tensor algebraico de
curvatura, la curvatura escalar de R no depende de la base ortonormal y esta
dada por

k(R) =
∑
i,j

〈R(ei, ej)ej , ei〉.
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La curvatura escalar es invariante por la acción de SO(V ) sobre todos los ten-
sores algebraicos de curvatura. Un subgrupo compacto G de O(V ) se dice un
grupo de holonomı́a de R, si RV,V ∈ g = Lie(G).

Definición 1.2.1. Un sistema de Holonomı́a es una terna [V,R,G], donde V
es un espacio vectorial sobre R con un producto interno 〈 , 〉, R : V × V → g es
un tensor de curvatura algebraico de V y G es un grupo conexo de holonomı́a
para R. El sistema de holonomı́a se dice:

Simétrico, si gR = R para todo g ∈ G;

Irreducible, si la acción de G en V es irreducible;

Transitivo, si la acción de G en la esfera unitaria de V es transitiva.

Si M es una variedad Riemanniana con tensor de curvatura R, se tiene que
[TpM,Rp, hol

o
p(M)] es un sistema de holonomı́a para todo p ∈M .

Como el tensor de curvatura en un espacio simétrico es paralelo, se sigue
que en un espacio simétrico M el sistema de holonomı́a [TpM,Rp, holp(M)] es
simétrico, para todo p ∈M .

Rećıprocamente si [V,R,K] es un sistema de holonomı́a simétrico, podemos
construir un espacio simétrico como sigue. Consideremos el espacio vectorial
g = k ⊕ V y definamos la transformación bilineal antisimétrica [ , ] : g × g → g
mediante

[A,B] = AB −BA, [x, y] = −Rx,y, [A, x] = Ax, A,B ∈ k, x, y ∈ V.

Usando que [V,R,K] es un sistema de holonomı́a simétrico, es fácil ver que
[ , ] satisface la ecuación de Jacobi y, por lo tanto, g es un álgebra de Lie que
satisface las relaciones

[k, k] ⊂ k, [V, V ] ⊂ k, [k, V ] ⊂ V.

La transformación lineal φ : g→ g dado por φ(A+x) = A−x es un isomorfismo
de álgebras de Lie tal que los autoespacios asociados al autovalor 1 y −1 son k y
V , respectivamente. Sea G el grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de
Lie g y sea σ : G→ G automorfismo tal que dσ = φ. Se sigue que (G,K) es un
par simétrico con involución σ y por lo tanto M = G/K es un espacio simétrico
con descomposición de Cartan g = k ⊕ V . Tenemos que V es isomorfo a TKM
y bajo esta identificación la curvatura de M en G es el tensor de curvatura
algebraico R del sistema de holonomı́a. Del teorema de descomposición de De
Rham es claro que M es irreducible si y sólo si el sistema de holonomı́a es
irreducible. Esta construcción se llama la construcción de Cartan para el sistema
de holonomı́a [V,R,K].

Proposición 1.2.2. (Simons [21]) Sean [V,R,G] y [V,R′, G] dos sistemas de
holonomı́a irreducibles y simétricos con R 6= 0. Entonces, R′ es un múltiplo
escalar de R.

Demostración. De la construcción de Cartan, sabemos que R es el tensor de
curvatura de un espacios simétricos irreducible. Como R 6= 0, del Corolario
1.1.22 tenemos que k(R) 6= 0. Sea c ∈ R tal que la curvatura escalar de R̄ =
R′ − cR es 0. El sistema de holonomı́a [V, R̄,G] es irreducible, simétrico y tiene
curvatura escalar 0. Del Corolario 1.1.22 concluimos que R̄ = 0.
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Enunciamos sin demostración el teorema de Simons.

Teorema 1.2.3. (Simons [21]) Un sistema de holonomı́a irreducible que no
es transitivo es simétrico.

Como aplicación del teorema de Simons y la Proposición 1.2.2 tenemos el
Slice lemma para subvariedades totalmente geodésicas de espacios simétricos,
debido a Berndt y Olmos [2]. Más adelante veremos que el Slice lemma es de
gran utilidad para el estudio de subvariedades reflectivas. Sea M = G/K un
espacio simétrico, donde G = Isoo(M) y K la isotroṕıa de o en G. Si Σ es una
subvariedad totalmente geodésica de M , podemos escribir el fibrado tangente
de M como TM = TΣ⊕ νΣ, donde νΣ denota el fibrado normal de Σ en M .

Lema 1.2.4. [2, Slice lemma] Sea M = G/K un espacio simétrico irredu-
cible con rk(M) ≥ 2. Suponga que Σ es una subvariedad no plana totalmente
geodésica de M que contiene a o y sea G′ el grupo de transformaciones glide de
Σ. Entonces, la representación slice conexa ρ : (K ′)o → O(νo(Σ)) definida por
ρ(k)(v) = dok(v) es no trivial.

Demostración. Supongamos que la representación ρ es trivial y sea R el tensor
de curvatura de M . Recordemos que el álgebra de Lie de K ′ es k′ = {Rx,y | x, y ∈
ToΣ}. Como la representación slice es trivial, tenemos que RToΣ,ToΣνoΣ = {0}.
Usando esta igualdad, es fácil ver que podemos definir un nuevo tensor algebraico
de curvatura R̄ en ToM = ToΣ⊕ νoΣ por

R̄x,y = Rx,y, R̄x,ζ = 0, R̄ζ,η = 0; x, y ∈ ToΣ, ζ, η ∈ νoΣ.

Notemos que R̄ toma valores en k′ ⊂ k. El sistema de holonomı́a [ToM, R̄,K]
es irreducible y como rk(M) ≥ 2, no es transitivo. Del teorema de Simons
[ToM, R̄,K] es simétrico. Como Σ nos es plana, tenemos que R̄ 6= 0 y por la
Proposición 1.2.2, existe λ ∈ R tal que R = λR̄, lo que es una contradicción,
pues R̄ es degenerado y R no lo es (M es de tipo compacto o no compacto).

Tenemos otra consecuencia del teorema de Holonomı́a de Simons.

Lema 1.2.5. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible con rk(M) ≥ 2,
G = Isoo(M) y K = Go. Si v ∈ ToM , entonces K = {A ∈ O(ToM) | A(K ·v) =
K · v}o.

Demostración. Sea K̃ = {A ∈ O(ToM) | A(K ·v) = K ·v}o. Claramente K ⊂ K̃
y K̃ · v = K · v. Como M es irreducible y rk(M) ≥ 2, la acción de K̃ en ToM
es irreducible y no transitiva en la esfera. Del teorema de Simons el sistema
[ToM,R, K̃] es simétrico. Se sigue que el álgebra de Lie de K̃ es generado por
todos los tensores de curvatura Rx,y y por lo tanto K̃ = K.



Caṕıtulo 2

Subvariedades reflectivas

En este caṕıtulo estudiamos subvariedades reflectivas en espacios simétricos.
Una subvariedad Σ de un variedad Riemanniana M se dice reflectiva si existe la
reflexión en Σ, esto es, existe sΣ ∈ Iso(M) tal que Σ es una componente conexa
del conjunto de puntos fijos de sΣ y dpsΣ|νpΣ = −IdνpΣ, para todo p ∈ Σ. El
siguiente resultado es bien conocido e implica que Σ es totalmente geodésica.

Lema 2.0.1. Sea F una familia de isometŕıas en una variedad Riemanniana
M y Σ una componente conexa del conjunto de puntos fijos de F . Entonces Σ es
una subvariedad totalmente geodésica. En particular, toda subvariedad reflectiva
es totalmente geodésica. Si F consta de una sola isometŕıa involutiva, entonces
Σ es reflectiva.

Demostración. Sea p ∈ Σ. Elijamos V ⊂ TpM y U un entorno convexo de p en
M tal que exp : V → U es un difeomorfismo. Sea W ⊂ TpM el subespacio de
puntos fijos de la familia {dpf | f ∈ F}. Es fácil ver que exp(W ∩ V ) = U ∩ Σ.
Por lo tanto U ∩ Σ es una subvariedad totalmente geodésica de M . Como p es
arbitrario, M es totalmente geodésica. Si Σ es el conjunto de puntos fijos de una
isometŕıa involutiva f , entonces f es la reflexión en Σ.

Cuando M es un espacio simétrico podemos dar otra caracterización para
subvariedades reflectivas.

Proposición 2.0.2. [18, Theorem 3] Sea M = G/K un espacio simétrico con
descomposición de Cartan g = k⊕p y o = K. Si Σ es una subvariedad reflectiva
de M que contiene a o, entonces los subespacios ToΣ y νoΣ son sistemas triples
de Lie de p. Rećıprocamente, si M es simplemente conexo y V ⊂ p es un sistema
triple de Lie tal que el subespacio ortogonal a V en p también es un sistema triple
de Lie, entonces la subvariedad completa y totalmente geodésica definida por V
es una subvariedad reflectiva de M .

Demostración. Como Σ es totalmente geodésica, ToΣ es un sistema triple de
Lie. Sean so la simetŕıa geodésica en o y sΣ la reflexión en Σ . El conjunto de
puntos fijos de sΣ ◦ so es una subvariedad totalmente geodésica que tiene como
espacio tangente νoΣ. Por lo tanto, νoΣ también es un sistema triple de Lie.

Ahora asumamos que M es simplemente conexa. Sea τ la reflexión ortogonal
de ToM en V. Usando que V y V⊥ son sistemas triple de Lie es fácil ver que
τ(R) = R. Se sigue de la proposición 1.1.1 que existe la reflexión ortogonal sΣ

de Σ en M .

37
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Por la proposición anterior, diremos que un sistema triple de Lie V es reflec-
tivo, si su complemento ortogonal también es un sistema triple de Lie.

Observación 2.0.3. Si M = G/K y M∗ = G∗/K son espacios simétricos
irreducibles simplemente conexos duales, entonces g = k+p ⊂ gC y g∗ = k+ip ⊂
gC son las correspondientes descomposiciones de Cartan en o = eK ∈ M y
o′ = eK ∈M∗. La representación isotrópica de G/K en ToM ∼= p es equivalente
a la representación isotrópica de G∗/K en To′M

∗ ∼= ip. Note que V ⊂ p es un
sistema triple de Lie en p si y sólo si iV ⊂ ip es un sistema triple de Lie en ip. De
esta forma tenemos una biyección natural entre los sistemas triple de Lie en p
e ip. Equivalentemente tenemos una biyección entre las subvariedades conexas,
completas y totalmente geodésicas de M y M∗.

Sea Σ subvariedad conexa, completa y totalmente geodésica de M con o ∈ Σ
y sea Σ∗ la subvariedad conexa, completa y totalmente geodésica de M∗ con
To′Σ

∗ = iToΣ. Entonces KΣ = KΣ∗ (v́ıa la representación isotrópica). Más
precisamente, si k ∈ KΣ, entonces −i(dok)i es una isometŕıa lineal de ip =
To′M

∗ que deja invariante a iToΣ y qué además preserva el tensor de curvatura
R∗ de M∗ en o′, pues R∗(ix, iy)iz = −iR(x, y)z para todo x, y, z ∈ ToM . De la
Proposición 1.1.1 −i(dok)i es la diferencial de una isometŕıa en M∗ que fija o′.
En particular, Σ es reflectiva si y sólo si Σ∗ es reflectiva.

Ejemplo 2.0.4. Sea M = SOk+n/SOkSOn la Grassmanniana de subespacios
orientados de dimensión k en Rk+n, donde identificamos SOkSOn con la iso-
troṕıa del subespacio Rk × {0}, es decir,

SOkSOn =

{(
A 0
0 B

)
| A ∈ SO(k), B ∈ SO(n)

}
.

La descomposición de Cartan de M es sok+n = sokson ⊕ p, donde

p =

{(
0 X
−Xt 0

)
| X ∈Mk,n(R)

}
.

Note que la representación isotrópica de M está dada por

χ

(
A 0
0 B

)(
0 X
−Xt 0

)
=

(
0 AXBt

−(AXBt)t 0

)
Sea

V =

{(
0 X
−Xt 0

)
| X =

(
A 0

)
, A ∈Mk,n−1(R)

}
.

Un cálculo directo muestra que V es un sistema triple de Lie reflectivo con

V⊥ =

{(
0 X
−Xt 0

)
| X =

(
0 v

)
, v ∈ Rk

}
.

Sean Σ y Σ⊥ las subvariedades totalmente geodésicas asociadas a V y V⊥, res-
pectivamente. Es fácil ver que Σ es isométrica a SOk,k+n−1/SOkSOn−1 y Σ⊥

es isométrica a Sk. Note que si k es par y n es impar, entonces la simetŕıa τ
en Σ está dada por

doτ = χ

(
−idk 0

0 diag(−idn−1, 1)

)
.

En particular, τ ∈ SOkSOn.
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2.1. s-órbitas

En esta sección recordamos algunos resultados de subvariedades reflectivas y
s-órbitas probados por Olmos y Berndt en [2] y [4]. Por completitud, incluimos
las demostraciones de algunos resultados de [4].

Una s-órbita es una órbita de la representación isotrópica de un espacio
simétrico semisimple M = G/K, donde G = Isoo(M) y K = Go es la isotroṕıa
en un punto o ∈M . Las s-órbitas también son llamados R-espacios en la litera-
tura. Es conocido que las s-órbitas son subvariedades del espacio eucĺıdeo ToM
con curvaturas principales constantes (ver [1, Proposition 3.1.6]). Más aún, si
M es irreducible las s-órbitas son subvariedades irreducibles y full de ToM .

Recordemos que una subvariedad S de una variedad Riemanniana M se
dice una subvariedad simétrica, si para todo punto p ∈ S existe una isometŕıa
τp ∈ Iso(M) tal que τp(p) = p, τp(S) = S y

dpτp(X) =

{
−X si X ∈ TpS
X si X ∈ νpS

.

La simetŕıa τp, se llama la simetŕıa extŕınseca de S en p. Para s-órbitas
tenemos los siguientes resultados probados por Olmos y Berndt en [4].

Lema 2.1.1. [4, Lemma 4.1] Sea M = G/K espacio simétrico semisimple,
simplemente conexo, irreducible con G = Isoo(M) y g = k⊕p la descomposición
de Cartan. Asumamos que rk(M) ≥ 2 y que v ∈ ToM es tal que la órbita K ·v es
una suvbariedad simétrica del espacio eucĺıdeo p. Entonces, Tv(K ·v) y νv(K ·v)
son sistemas triples de Lie en p y la parte abeliana de νv(K·v) es unidimensional.

Demostración. Escribamos N = K · v. Sea τ la simetŕıa extŕınseca de N en v.
Denotemos por R el tensor de curvatura de M en o. Por el teorema de Ambrose-
Singer y la Proposición 1.1.15, el tensor R toma valores en k (pensando a K
como subgrupo SO(ToM)). Sea K̄ el subgrupo de SO(ToM) generado por K y
τKτ−1. Note que K̄ · v = N y como rk(M) ≥ 2, K̄ no es transitivo en la esfera
unidad. Se sigue que los sistemas de holonomı́a [ToM,R, K̄] y [ToM, τ(R), K̄]
son irreducibles y no transitivos. Por el teorema de Simons y la Proposición
1.2.2 concluimos que τ(R) es un múltiplo escalar de R. Como R y τ(R) tienen
la misma curvatura escalar, entonces R = τ(R). De la Proposición 1.1.1 existe
h ∈ Iso(M) tal que doh = dvτ . Los espacios νvN y TvN son el conjunto de
puntos fijos de doh y do(soh), respectivamente. Por lo tanto , νvN y TvN son
sistemas triples de Lie.

Veamos que la parte abeliana a de νvN = Zp(v) es Rv. Claramente v ∈ a.
Denotemos por ∇⊥ a la conexión normal de N en p. Sea Kv la isotroṕıa de v en
K. Del Corolario 1.1.30 la acción deKo

v en a es trivial. Por otro lado, del Teorema
1.1.39, la holonomı́a normal es la parte efectiva de la representación slice de Kv

en νvN . Por lo tanto la holonomı́a normal restringida actúa trivialmente en
a. De esto último se sigue que cada ξ ∈ a define un campo local normal ∇⊥-
paralelo ξ̃ en N tal que ξ̃v = ξ. Denotemos por Aξ al operador de forma de N
en ξ. Como N está contenido en la esfera de radio ‖v‖, se tiene que Av = −Id.

Supongamos que dim(a) ≥ 2 y tomemos ξ0 ∈ a \ Rv. Sean λ1, · · · , λr los
autovalores de Aξ. Si r = 1, entonces Aξ = λId y por lo tanto Aξ−λv = 0. En
este caso N no es full en p (ver [1, Theorem 1.5.1]), lo cual que M es irreducible.
Por lo tanto r ≥ 2.
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Como r ≥ 2, alguno de los λi es no nulo. Reordenando los autovalores si
hace falta, podemos suponer que λ1 6= 0. Sea ξ1 = 1

λ1
ξ y w = v + ξ1. Note que

la órbita K · w es igual a la variedad paralela focal

Nξ1 = {z + ξ1(z) | z ∈ N}.

De lo anterior tenemos que Tw(K ·w)  TvN . Escribamos TvN = Tw(K ·w)⊕V
como suma ortogonal de subespacios. Tenemos que νw(K · w) = V ⊕ νvN . La
simetŕıa extŕınseca de N satisface τ(w) = w, dwτ(x) = −x para todo x ∈
TvN = Tw(K ·w)⊕V y dwτ(y) = y para todo y ∈ νvN . Sea α la segunda forma
fundamental de K · w. Si x, y ∈ Tw(K · w), entonces

dwτ(α(x, y)) = α(dwτ(x), dwτ(y)) = α(−x,−y) = α(x, y).

Es conocido que la órbita K ·w es una subvariedad full (si no fuera full, el espacio
lineal generado por K ·w es K-invariante) con curvaturas principales constantes
del espacio eucĺıdeo p (ver [1, Proposition 3.1.6]). Por lo tanto, el primer espacio
normal N 1

w := {α(x, y) | x, y ∈ Tw(K · w)} coincide con el espacio normal
νw(K · w). Esto implica que dwτ(x) = x, para todo x ∈ νw(K · w), lo que
contradice que dwτ(x) = −x, para todo x ∈ V. Concluimos que a = Rv.

Un sistema triple de Lie se dice semisimple, si la correspondiente subvariedad
reflectiva no tiene factor eucĺıdeo.

Proposición 2.1.2. [4, Lemma 4.2] Sea M = G/K un espacio simétrico
irreducible, simplemente conexo con rk(M) ≥ 2, G = Isoo(M) y K = Go. Sea
g = k⊕p la descomposición de Cartan de M y supongamos que p = V⊕W donde
V,W son sistemas triples de Lie ortogonales. Entonces W es no semisimple si y
sólo si existe v ∈W tal que K ·v es una subvariedad simétrica de p que satisface
V = Tv(K · v) y W = νv(K · v). En este caso, la parte abeliana de W es Rv.

Demostración. Una de la implicaciones y la última parte de la proposición fue
probada en el lema anterior. Falta mostrar que si W es no semisimple, entonces
existe v satisfaciendo dichas propiedades. Supongamos queW es no semisimple y
sea a la parte abeliana de W. Tomemos v ∈ a no nulo. Claramente W ⊂ Zp(v) =
νv(K · v). Como W es el espacio tangente en o a una subvariedad reflectiva de
M , entonces existe τ ∈ Iso(M) tal que τ(o) = o, doτ |V = −Id y doτ |W = Id.
Tenemos que

doτ(K · v) = doτ(K · doτ−1v) = (doτKdoτ
−1) · v = K · v.

Por otro lado, Tv(K · v) ⊂ V y por lo tanto doτ |Tv(K·v) = −Id. Más aun, si
x, y ∈ Tv(K · v) y α es la segunda forma fundamental de K · v en ToM , tenemos
que

doτα(x, y) = α(doτx, doτy) = α(−x,−y) = α(x, y).

Como en la última parte de la demostración del lema anterior, esto implica que
doτ(x) = x para todo x ∈ νv(K · v). Es decir, νv(K · v) ⊂ W y por lo tanto
νv(K · v) = W. La isometŕıa lineal do(so ◦ τ) es la simetŕıa extŕınseca de K · v
en p.

Enunciamos el siguiente resultado de [2] sin demostración (la prueba invo-
lucra argumentos geométricos sofisticados).
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Teorema 2.1.3. [2, Theorem 4.2] Sea M = G/K un espacio simétrico irre-
ducible y sea Σ una subvariedad totalmente geodésica no semisimple de M . En-
tonces, Σ es maximal si y sólo si existe un vector v ∈ ToM tal que la órbita
K · v es simétrica y ToΣ = νv(K · v).

Ejemplo 2.1.4. Sea M el espacio simétrico SL3(R)/SO3. La descomposición
de Cartan de M es sl3(R) = so3⊕Sim0(3), donde Sim0(3) denota las matrices
simétricas con entradas reales y traza nula. La representación isotrópica de M
es la conjugación de SO3 en Sim0(3). La órbita N de la matriz diagonal

B =

 −1/6 0 0
0 −1/6 0
0 0 1/3


es el embedding de Veronese de RP 2 en Sim0(3) ∼= R5 (Ver por ejemplo Section
2.4.3 en [1]). El espacio tangente TBN = [so3, B] ⊂ Sim0(3) es

TBN =


 0 0 x

0 0 y
x y 0

 | x, y ∈ R
 .

Un cálculo directo muestra que TBN es un sistema triple de Lie con álgebra de
transformaciones glide

g′ =


 0 z x
−z 0 y
x y 0

 | x, y, z ∈ R
 ∼= so1,2.

Se sigue que la subvariedad totalmente geodésica Σ asociada a TBN es isométrica
a RH2 = SO1,2/SO2. El espacio V ortogonal a TBN en Sim0(3) es el sistema
triple de Lie

V =


 x z 0

z y 0
0 0 −x− y

 | x, y, z ∈ R
 .

Los subespacios V1 = Span{E11−E33} y V2 = Span{E22−E33, E12 +E21} son
sistemas triple de Lie ortogonales que satisfacen

V = V1 ⊕ V2.

Es fácil ver que la subvariedad totalmente geodésica Σ⊥ asociada V es isométrica
a R⊕ RH2. La simetŕıa τ en Σ⊥ está definida por

doτ

 a z x
z b y
x y −a− b

 =

 a z −x
z b −y
−x −y −a− b


Esto muestra que la subvariedad N ∼= RP 2 de R5 es una órbita simétrica. Note
que τ es la conjugación por la matriz diagonal diag(1,−1,−1) y por lo tanto
τ ∈ SO3.
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2.2. Isometŕıas de orden 2

En esta sección estudiamos algunas propiedades de subvariedades reflecti-
vas mediante la existencia de isometŕıas de orden dos. Sea M = G/K espacio
simétrico irreducible de tipo compacto y simplemente conexo, con G = Isoo(M).
Sea γv(t) geodésica cerrada por o = K con γ′v(0) = v. Rescaldando v podemos
asumir que γv(t) tiene periodo 1. Sea φv1 = sγ(1/2)so la transvección geométrica
a lo largo de γv en 1. Como γv tiene periodo 1, se tiene que (φv1)2 = φv2 =
sγ(1)so = Id. Para evitar que φv1 sea trivial vamos a hacer esta construcción en
un cociente simétrico de M .

Definimos en M la relación de equivalencia tal que p ∼ q si y sólo si Gp = Gq,
donde Gp y Gq son los grupos de isotroṕıa de p y q respectivamente. Denotemos
por M̄ a M/ ∼ dotado con la topoloǵıa cociente, por π : M → M̄ a la proyección
y por p̄ la clase de equivalencia de p. Si g es una isometŕıa de M y p ∈M , se tiene
que Gg(p) = gGpg

−1 y por lo tanto g induce un homeomorfismo ḡ : M̄ → M̄ tal
que ḡπ = πg. Se sigue que G actúa transitivamente en M̄ por homeomorfismos
y por lo tanto M̄ es homeomorfo a G/Gō, con Gō subgrupo compacto de G.
Dotemos a M̄ con la estructura de variedad diferenciable de G/Gō. Denotemos
por s̄ō el difeomorfismo en M̄ inducido por so. Note que el par (G,Gō), es un
par simétrico con simetŕıa σ : G→ G definida por σ(g) = s̄ōgs̄ō. Dotemos a M̄
con una métrica simétrica.

Lema 2.2.1. La componente conexa por la identidad de Gō es K. Como con-
secuencia π es un cubrimiento y se puede elegir la métrica en M̄ tal que π es
una isometŕıa local.

Demostración. Como la isotroṕıa Go actúa irreduciblemente en ToM , entonces
en un entorno normal de o el único punto fijo de Go es o. Por lo tanto, si X ∈ g
es tal que π(Exp(tX)o) = π(o) para todo t, se debe tener que Exp(tX)o = o,
para todo t suficientemente pequeño. Es decir, el álgebra de Lie de Gπ(o) es k.
Lo que prueba que la componente conexa de la identidad de Gō es K. Note que
mediante las identificaciones de M y M̄ con cocientes homogéneos se tiene que
π : G/K → G/Gō está dada por gK → gGō y por lo tanto es un cubrimiento.
Como M es irreducible se tiene que la métrica de M y la métrica inducida por π
difieren por un múltiplo. De esto último es claro que se puede tomar la métrica
en M̄ tal que π es una isometŕıa local.

El espacio M̄ es llamado frecuentemente en la literatura como el bottom
space de M . Como la componente conexa de Gp̄ es Gp, se sigue que dos puntos
distintos de M̄ tienen grupos de isotroṕıa distintos. Denotemos por kp el álgebra
de Lie de Gp (o de Gp̄ ). Sea s̄p̄ la simetŕıa geodésica por p̄ en M̄ .

Lema 2.2.2. El par (G,Gō) es un par simétrico efectivo y G = Isoo(M̄) (con la
representación canónica de G en M̄). Si p̄ 6= q̄, entonces s̄p̄ 6= s̄q̄. En particular,
si γv̄ es una geodésica cerrada con periodo 1, la isometŕıa φv̄1 es no trivial.

Demostración. El subgrupo

N = {g ∈ G | gGpg−1 = Gp, para todo p ∈M}

coincide con el núcleo de efectividad de la acción de G en M̄ . Como N es un
subgrupo normal de G contenido en K y el par (G,K) es efectivo, entonces N
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tiene que ser trivial. Es decir, la acción de G en M̄ es efectiva. La involución
σ̄ : G→ G definida por σ̄(g) = s̄ōgs̄

−1
ō coincide con la involución σ inducida por

so y satisface (Gσ̄)o ⊂ Gō ⊂ Gσ̄. Por lo tanto, el par (G,Gō) es un par simétrico
efectivo y como M̄ es semisimple, entonces G = Isoo(M̄).

La diferencial dσ̄p̄ : g→ g es una involución tal que el autoespacio asociado
al autovalor 1 es kp. Si s̄p̄ = s̄q̄, entonces σ̄p̄ = σ̄q̄ y por lo anterior, kp = kq. Es
decir, p̄ = q̄.

El lema anterior dice que el único punto fijo aislado de s̄p̄ es p̄.
Supongamos que v̄ = π(v) es tal que γv̄ es una geodésica cerrada en M̄

con periodo 1. Por el corolario anterior, la isometŕıa gv̄ := φv̄1 es no trivial.
Vamos a levantar esta isometŕıa a una isometŕıa en M . Sea lv̄ = dgv̄ō y lv :=
(doπ)−1 ◦ lv̄ ◦ doπ : ToM → ToM . Claramente lv preserva el tensor de curvatura
de M en o y como M es simplemente conexo, de la Proposición 1.1.1, existe
una isometŕıa gv de M tal que dog

v = lv. La isometŕıa gv satisface πgv = gv̄π.
En general gv no necesariamente está en G = Isoo(M). Observe que lv también
induce una isometŕıa en el espacio dual de M , pues el tensor de curvatura en el
dual es −R.

Observación 2.2.3. Sea F̄ un flat maximal de M̄ con ō ∈ F̄ y v̄ ∈ TōF̄ .
Recordemos que este flat es único si v̄ es un vector principal. Si M es de tipo
compacto, M̄ también lo es y por lo tanto F̄ es compacto. Se sigue que F̄ es
isométrico a un toro plano. Tomemos v̄ ∈ ToF tal que γv̄ es una geodésica
cerrada con periodo 1. Como lv̄ es un transporte paralelo y F̄ es totalmente
geodésico, tenemos que lv̄|Tp̄F̄ : Tp̄F̄ → Tp̄F̄ es la identidad.

Proposición 2.2.4. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible, simplemente
conexo con G = Isoo(M), o = eK y g = k⊕ p la descomposición de Cartan de
g en o. Sea 0 6= w ∈ ToM ∼= p. Entonces, existe g isometŕıa no trivial de M que
satisface las siguientes propiedades:

(i) g(o) = o;

(ii) g2 = IdM ;

(iii) La órbita K · w ⊂ p es invariante por dog;

(iv) El conjunto de vectores fijos de dog contiene a νw(K · w) ∼= Zp(w);

(v) Supongamos que rk(M) ≥ 2, o equivalentemente, K · w no es una esfera.
Entonces, el subespacio νw(K · w) de ToM coincide con el conjunto de
vectores fijos de dog si y sólo si K · w es una órbita simétrica.

Demostración. Es suficiente probar la proposición cuando M es de tipo com-
pacto. El espacio normal νw(K ·w) de K ·w en w es Zp(w). Sea Aw el conjunto
de todos los abelianos maximales de p que contienen a w. Note Zp(w) es un
sistema triple de Lie y por lo tanto corresponde a una subvariedad totalmente
geodésica de M . La parte abeliana de Zp(w) es a0 =

⋂
a∈Aw a. Sea F el flat

en M que contiene a o tal que ToF = a0. Como M es compacto, F es un toro
plano. Escribamos K · w = K/Kw, con Kw la isotroṕıa de w en K y sea Ko

w

la componente de la identidad en Kw. Del Corolario 1.1.30 se tiene que Ko
w
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actúa trivialmente en F . En otras palabras, la representación Slice conexa de
Ko
ω actúa trivialmente en a0.

Sean M̄ el bottom space de M , π : M → M̄ la proyección y F̄ = π(F ).
Elijamos v̄ ∈ TōF̄ tal que la geodésica γv̄ es cerrada en F̄ con periodo 1 y sea
v = dπ−1

o (v̄). Para v lo suficientemente cercano a w las orbitas K · v y K · w
son paralelas. Como las geodésicas cerradas en F forman un conjunto denso,
podemos elegir v cuya a orbita sea paralela a la orbita de w. Para este v tenemos
que Zp(v) = Zp(w). Sean ḡv̄ ∈ Iso(M) y gv ∈ Iso(M̄) las isometŕıas construidas
anteriormente. Hagamos g = gv. Claramente g satisface las condiciones (i) y (ii).
Como Zp(v̄) es la intersección de todos los abelianos en p que contienen a v̄, de la
Observación 2.2.3 concluimos que dōg

v̄ es la identidad en Zp(v̄) y por lo tanto g
satisface (iv). Para ver que g satisface (iii), note que gKg−1 = K (pues K es la
isotroṕıa de o) y dog(w) = w. Por lo tanto, dog(K ·w) = (dogKdog

−1) ·dog(w) =
K · w.

Resta mostrar la condición (v). Si νw(K ·w) de ToM coincide con el conjunto
de vectores fijos de dog, entonces por definición g es la simetŕıa extŕınseca en o.
Veamos que si K ·w es extŕınsecamente simétrica, entonces la simetŕıa extŕınseca
en w coincide con dog. Del Lema 2.1.1, la parte abeliana a0 de νw(K · w) tiene
dimensión uno y por lo tanto podemos asumir que v = w. Por el Lema 1.2.5
K = {A ∈ O(ToM) | A(K · w) = K · w}o. La simetŕıa extŕınseca de K · w
en w induce una involución en K tal que (K,Kw) es un par simétrico tal que
K · w = K/Kw. Como g = gw, entonces kgk−1 = g, para todo k ∈ Kw. Sea
V = {u ∈ Tw(K · w) | dog(u) = u} el subespacio de puntos fijos de dog en
Tw(K ·w). Note que V es Kw invariante y por lo tanto induce una distribución
K-invariante y paralela D en K ·w. El complemento ortogonal V⊥ en To(k ·w)
es el autoespacio de autovalor −1 de dog en To(k · w) e induce la distribución
paralela K-invariante D⊥. Si D no fuera nulo, tendŕıamos que para todo X ∈ V
e Y ∈ V⊥

α(X,Y ) = dogα(X,Y ) = α(dogX, dogY ) = α(X,−Y ) = −α(X,Y ).

Es decir, α(V,V⊥) = 0 y por lo tanto α(D,D⊥) = 0. El lema de Moore implica
que K ·w es localmente un producto de subvariedades de p. En este caso, K no
actúa irreduciblemente en ToM . Por lo tanto, V tiene que ser trivial y dog es la
simetŕıa extŕınseca de K · w en w.

Corolario 2.2.5. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible, simplemente co-
nexo. Asumamos que w ∈ ToM es tal que K ·w no es una subvariedad simétrica
de ToM . Entonces, νw(K · w) está contenido propiamente en un sistema triple
de Lie (propio) de ToM .

Demostración. Sea g como la proposición anterior. El conjunto de puntos fijos
de dog es un sistema triple de Lie que contiene a νw(K · w).

2.3. Puntos fijos de la representación slice

Sea Σ subvariedad completa y totalmente geodésica del espacio simétrico M
tal que o ∈ Σ. Sea GΣ = {g ∈ Iso(M) | g(Σ) = Σ} subgrupo cerrado de Iso(M)
y KΣ = GΣ

o la isotroṕıa de o en GΣ. En general, GΣ no es conexo y la acción de
GΣ en Σ no es efectiva. Note que GΣ contiene al grupo de transformaciones glide
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G′, es decir, al grupo de Lie conexo con álgebra de Lie g′ = [ToΣ, ToΣ] ⊕ ToΣ.
Consideremos la representación slice completa ρ′ : KΣ → O(νoΣ) definida por
ρ′(k) = dok|νoΣ. Tenemos el siguiente criterio para subvariedades reflectivas. Si
Σ es una subvariedad totalmente geodésica de M , denotamos por GΣ = {g ∈
Iso(M) | g(Σ) = Σ} y KΣ = GΣ

o . El grupo de transformaciones glide G′ de Σ
es un subgrupo normal de GΣ. Supongamos que M es de tipo no compacto. En
este caso Σ es simplemente conexo y por lo tanto K ′ := G′o es conexo.

Como aplicación del Slice lemma tenemos el siguiente resultado probado por
Olmos y Berndt en [2].

Lema 2.3.1. [2, Lemma 3.2] Sea M = G/K espacio simétrico irreducible
de tipo no compacto. Sea Σ′ = G′/K ′ subvariedad reflectiva de M y Σ′′ =
G′′/K ′′ la subvariedad reflectiva de M con ToΣ

′′ = νoΣ
′′, donde G′ y G′′ son

el grupo de transformaciones glide de Σ′ y Σ′′, respectivamente. Denotemos por
ρ′ : K ′ → SO(νoΣ

′) y por χ′′ : K ′′ → SO(ToΣ
′′), la representación slice y la

representación de isotroṕıa de Σ′ y Σ′′, respectivamente. Entonces:

(i) ρ′(K ′) es un subgrupo normal de χ′′(K ′′).

(ii) El subespacio (νoΣ
′)K

′
= {ξ ∈ νoΣ

′ | ρ′(k′)ξ = ξ para todo k′ ∈ K ′}
de νoΣ

′ = ToΣ
′′ es χ(K ′′)-invariante y Σ′′ = Σ′′0 × Σ′′1 (como producto

Riemanniano), donde ToΣ0 = (νoΣ
′)ρ
′
. Mas aún, si rk(M) ≥ 2, entonces

Σ0 es plana.

Demostración. Primero veamos que ρ′(K ′) ⊂ χ′′(K ′′). Como K ′ y K ′′ son co-
nexos, basta ver que dρ′(k′) ⊂ dχ′′(k′′). Note que K ′ ⊂ KΣ′′ y K ′′ ⊂ KΣ′ . Por
lo tanto, cada X ∈ k′ se puede pensar como un campo de Killing en Σ′′ con
Xo = 0 y (∇X)o = dχ′′(X) = ρ′(X). Del Lema 1.1.28 tenemos que X está en el
álgebra de transformaciones glide de Σ′′. Por lo tanto, dρ′(X) ∈ dχ′′(k′′). Mas
áun, si k′′ ∈ K ′′ tenemos que

χ′′(k′′)ρ′(K ′)χ′′(k′′)−1 = ρ′(k′′)ρ′(K ′)ρ′(k′′)−1 = ρ′(k′′K ′(k′′)−1) = ρ′(K ′),

donde también denotamos por ρ′ a la representación slice de Σ′ definida en todo
GΣ′ . Lo que prueba la parte (i).

Como ρ′(K ′) es normal en χ′′(K ′′), entonces el subespacio (νoΣ
′)K

′
es in-

variante por χ′′(K ′′) y por lo tanto también es invariante por holo(Σ
′′). Del

teorema de descomposición de de Rham Σ′′ = Σ′′0 ⊕ Σ′′1 con Σ′′ totalmente
geodésica tal que ToΣ

′′ = (νoΣ
′)K

′
. Escribamos Σ′′0 = G′′0/K

′′
0 , donde G′0 es el

subgrupo de G de transformaciones glide de Σ′′0 y K ′′0 es la isotroṕıa de o en G′′0 .
Notemos que νoΣ

′′
0 = ToΣ

′
1 ⊕ ToΣ

′′
1 . Sean x0, y0 ∈ ToΣ

′′
0 , x′, y′ ∈ ToΣ

′
1 y

x ∈ ToΣ′′1 . Como Σ′′ = Σ′′0⊕Σ′′1 como producto Riemanniano y Σ′′ es totalmente
geodésica, entonces es claro que Rx0,y0

x = 0. Por otro lado, usando que x0 y
y0 son vectores fijos de la representación slice de Σ′ y que k′ está generado por
{Rx′,y′ | x, y ∈ ToΣ′1}, tenemos que

〈Rx0,y0x
′, y′〉 = 〈Rx′,y′x0, y0〉 = 0.

Se sigue que la representación slice de Σ′′0 es trivial. Si rk(M) ≥ 2, el slice lemma
implica que Σ0 es plana.

Como corolario del lema anterior se tiene que la parte semisimple de una
subvariedad totalmente geodésica en un espacio simétrico de tipo no compacto
con factor eucĺıdeo no trivial, nunca es reflectiva.
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Corolario 2.3.2. [2, Corollary 3.3] Sea M un espacio simétrico de tipo no
compacto con rk(M) ≥ 2. Supongamos que Σ es una subvariedad totalmente
geodésica que se descompone como producto Riemanniano Σ = Σ0 × Σ1, donde
Σ0 es el factor plano y Σ1 el factor semisimple. Si dim(Σ0) > 0 y dim(Σ1) > 0,
entonces Σ1 no es subvariedad reflectiva de M .

Demostración. Supongamos que Σ1 es reflectiva. Vamos aplicar el lema anterior
para Σ′ = Σ1. Sea Σ′′ la subvariedad reflectiva de M tal que ToΣ

′′ = νoΣ1.
Usando la notación del lema anterior, tenemos que el álgebra de Lie de K ′ está
generada por los tensores de curvatura {Rx′,y′ | x′, y′ ∈ ToΣ1}. De lo anterior
se tiene que la representación slice actúa trivialmente en Σ0 y por lo tanto
Σ0 ⊂ (νoΣ

′)K
′
. Como rk(M) ≥ 2, entonces Σ0 es una subvariedad del factor

plano Σ′′0 de Σ′′. Se sigue que Rx0,x′′ = 0, para todo x0 ∈ ToΣ0 y x′′ ∈ Σ′′.
Por otro lado, es claro que Rx0,x′ = 0, para todo x0 ∈ ToΣ0 y x′ ∈ Σ′′. De lo
anterior concluimos que Rx0,x = 0, para todo x ∈ ToM . Esto último es una
contradicción, pues M es de tipo no compacto.

Las s-órbitas simétricas fueron clasificadas por Kobayashi y Nagano en [17].
De esta clasificación se puede probar que la dimensión de una s-órbita simétrica
no semisimple K · v de un espacio simétrico M = G/K es la mitad de la di-
mensión de M y el factor plano (local) de K · v tiene dimensión 1. Utilizamos
el Lema 2.3.1 para dar una prueba de este hecho sin utilizar la clasificación de
s-órbitas simétricas.

Proposición 2.3.3. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simple-
mente conexo con rk(M) ≥ 2. Supongamos que K · v es una órbita simétri-
ca no semisimple de la representación isotrópica de M , con 0 6= v ∈ ToM .
Entonces, existe k ∈ K tal que dok(Tv(K · v)) = νv(K · v). En particular,
dimTv(K · v) = dim νv(K · v) = 1

2 dimM .

Demostración. Podemos suponer que M es de tipo no compacto. De la Propo-
sición 2.1.2 sabemos que Tv(K · v) y νv(K · v) son sistemas triples de Lie tal
que la parte abeliana de νv(K · v) es Rv. Sea Σ la subvariedad reflectiva de M
tal que ToΣ = νv(K · v) y sea K ′ el grupo de isotroṕıa de las transformacio-
nes glide de Σ, es decir, el subgrupo de Lie conexo de K con álgebra de Lie
[νv(K ·v), νv(K ·v)]. Note que K ′ deja la parte abeliana de Σ invariante y por lo
tanto K ′ · v = {v}. Como K ′ es conexo, tenemos que K ′ ⊂ Ko

v , donde Ko
v es la

componente conexa por la identidad del subgrupo de isotroṕıa de v en K. Note
que K ·v = K/Kv, donde (K,Kv) es un par simétrico. Sea w un vector tangente
al factor (local) plano de K · v. Como K ′ ⊂ Ko

v y (K,Kv) es un par simétrico,
entonces K ′ · w = {w}. Es decir, w es un vector fijo de la representación slice
de K ′ en el espacio νoΣ = Tv(K · v). Del Lema 2.3.1, tenemos que la parte
abeliana de Tv(K · v) contiene a w. Es decir, Tv(K · v) no es semisimple y por
la proposición 2.1.2 tenemos que

Tv(K · v) = νw(K · w) (2.1)

y la parte abeliana de Tv(K · v) es Rw. En particular, la parte abeliana de
Tv(K · v) tiene dimensión 1.

Note que el conjunto de puntos fijos de la acción de K ′ en ToΣ = νv(K · v)
es Rv, la parte abeliana de ToΣ. Como K ′ ⊂ Ko

v , entonces Rv también es
el conjunto de vectores fijos de la acción de Ko

v en νv(K · v). Por otro lado,
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el conjunto de vectores fijos de Ko
v en Tv(K · v) es Rw, la parte abeliana de

Tv(K ·v). De lo anterior tenemos que el conjunto de vectores fijos de Ko
v en ToM

es V = Rv ⊕ Rw. Podemos suponer que ‖v‖ = ‖w‖. Note que V es un sistema
triple de Lie no abeliano de dimensión 2, pues w /∈ Zp(v) = νv(K · v). De la
clasificación de espacios simétricos de rango 1 concluimos que V es el espacio
tangente a una subvariedad totalmente geodésica isométrica al plano hiperbólico
real RH2. Sea Ḡ el subgrupo conexo de G con álgebra de lie ḡ = [V,V]⊕V y K̄
el subgrupo de isotroṕıa de o en Ḡ. Note que K̄ = SO2 (v́ıa la representación
isotrópica). Como K̄ actúa transitivamente en la esfera, existe k ∈ K̄ tal que
dok(v) = w. Usando (2.1) tenemos que

dok(νv(K · v)) = Ad(k)(Zp(v)) = Zp(Ad(k)(v)) = νw(K · w) = Tv(k · v).

Supongamos que K ·v es una órbita simétrica de la representación isotrópica
de K en ToM . Sea Σ la subvariedad reflectiva de M = G/K con ToΣ = Tv(K ·v).
Recordemos que GΣ = {g ∈ Iso(M) | g(Σ) = Σ} es el grupo de isometŕıas
extŕınsecas de Σ en M . En general, GΣ no es conexo. Note que GΣ contiene al
grupo G′ de transformaciones glide de Σ. Denotemos por KΣ y K ′ a la isotroṕıa
de o en GΣ y G′, respectivamente. Como en en la prueba de la proposición
anterior tenemos que K ′ ⊂ Kv, donde Kv denota el subgrupo de isotroṕıa de v
en K.

Lema 2.3.4. Sea K · v una s-órbita simétrica de M = G/K. La componente
conexa por la identidad de K ′, KΣ y Kv coinciden, es decir, (K ′)o = Ko

v =
(KΣ)o. En particular, si M es de tipo compacto, los espacios simétricos Σ y
K · v son localmente equivalentes.

Demostración. Note que KΣ deja invariante a νoΣ = νv(K · v). Más aún, como
la parte abeliana de νv(K · v) es Rv, entonces KΣ deja invariante a v. Por lo
tanto, KΣ ⊂ Kv. Por otro lado, Kv deja invariante a Tv(K · v) = ToΣ y por lo
tanto Kv ⊂ KΣ. Se sigue que Ko

v = (KΣ)o.
Supongamos por contradicción que (K ′)o es un subgrupo propio de Ko

v . Sea
H el núcleo de la representación isotrópica χ : (KΣ)o → SO(ToΣ). Notemos
que H es no trivial, pues si k ∈ (KΣ)o \ (K ′)o, entonces del Corolario 1.1.29
existe k′ ∈ (K ′)o tal que k = k′ en Σ y, por lo tanto, Id 6= k′k−1 ∈ H. Se
sigue que H es un subgrupo normal no trivial de Ko

v que actúa trivialmente en
ToΣ = Tv(K ·v). Como cada elemento de H fija v y es la identidad en Tv(K ·v),
entonces H actúa trivialmente en la órbita simétrica K · v. De lo anterior H
actúa trivialmente en el subespacio lineal V generado por K · v. Por otro lado,
como K actúa linealmente tenemos que K · V ⊂ V y como M es irreducible,
debe ser V = ToM . Se sigue que H debe ser trivial, lo que es una contradicción
y por lo tanto (K ′)o = Ko

v .

Del Lema 2.3.4 y la Proposición 2.3.3 tenemos la siguiente proposición.

Proposición 2.3.5. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simple-
mente conexo. Supongamos que K · v es una s-órbita simétrica de la represen-
tación isotrópica de M . Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) K · v no es semisimple.
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(ii) Existe k ∈ K tal que dok(Tv(K · v)) = νv(K · v).

(iii) El sistema triple de Lie Tv(K · v) no es semisimple.

Demostración. Que (i) implica (ii), es la Proposición 2.3.3.
Supongamos que (ii) se satisface. De la Proposición 2.1.2 se tiene que el

espacio normal νv(K · v) es un sistema triple de Lie no semisimple. De (ii)
concluimos que Tv(K · v) también es no semisimple y por lo tanto se cumple
(iii).

Finalmente supongamos que vale (iii). Sea Σ subvariedad totalmente geodési-
ca de M tal que ToΣ = Tv(K · v). Como Tv(K · v) no es semisimple, existe un
vector no nulo w fijo por la acción de (K ′)o en Tv(K ·v). Del Lema 2.3.4 tenemos
que (K ′)o = Ko

v y por lo tanto w es tangente al factor (local) plano de K · v.
Por lo tanto, k · v no es semisimple y se tiene (i).

La siguiente proposición extiende la Proposición 3.4 en [2] que da una con-
dición suficiente para que una variedad totalmente geodésica se reflectiva.

Proposición 2.3.6. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible con G =
Isoo(M) y K = Go. Supongamos que rk(M) ≥ 2 y que Σ es una subvariedad
semisimple totalmente geodésica de M con o ∈ Σ. Si el núcleo de la representa-
ción slice completa ρ′ : KΣ → O(νoΣ) es no trivial, entonces Σ es reflectiva.

Demostración. Podemos asumir que M es de tipo no compacto y que Σ es
completa. Sea H = ker ρ′ ⊂ KΣ y hagamos

V = {v ∈ ToΣ | dok(v) = v para todo k ∈ H}.

El subespacio V es un sistema triple de Lie. Como H es normal en KΣ, el
subespacio V es invariante por KΣ. En particular, V es invariante por K ′ = G′o,
el grupo de isotroṕıa bajo las transformaciones glide. Del teorema de descom-
posición de de Rham tenemos que Σ = Σ1 × Σ2 con Σ1 y Σ2 subvariedades
totalmente geodésicas de M con ToΣ1 = V y ToΣ2 = V⊥ ∩ ToΣ.

Tenemos que Σ2 es una subvariedad reflectiva de M , pues el complemento
ortogonal de V ∩ ToΣ en ToM es V ⊕ νoM que corresponde al subespacio de
vectores fijos bajo la acción de H en ToM . Sea Σ3 la subvariedad reflectiva
asociada a V ⊕ νoM . Escribamos Σ2 = G′′/K ′′, donde G′′ ⊂ G es el grupo de
transformaciones glide de Σ2 y K ′′ es la isotroṕıa de o en G′′. Como Σ = Σ1×Σ2,
entonces K ′′ actúa trivialmente en ToΣ1 = V. Por lo tanto, V es un subespacio
del espacio W de puntos fijos de la acción de K ′′ en ToΣ3 = V ⊕ νoM . Del
Lema 2.3.1, concluimos que W es un sistema triple de Lie plano y por lo tanto
V también lo es. Como Σ es semisimple, debe ser V = 0. Por lo tanto Σ = Σ2

es reflectiva.

Usando el criterio anterior podemos probar que toda subvariedad totalmente
geodésica completa que contenga una subvariedad reflectiva es reflectiva.

Proposición 2.3.7. Sea M un espacio simétrico irreducible con rk(M) ≥ 2.
Asumamos que Σ1 y Σ2 son subvariedades totalmente geodésicas completas con
Σ1 ⊂ Σ2. Si Σ1 es reflectiva, entonces Σ2 es reflectiva.

Demostración. Podemos asumir que M es de tipo no compacto y o ∈ Σ1. Si Σ1

no es semisimple, de la proposición 2.1.2 tenemos que ToΣ1 es el espacio normal
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a una órbita simétrica. Por el Teorema 2.1.3, esto es equivalente a que Σ1 es una
subvariedad totalmente geodésica maximal. Por lo tanto, Σ2 = Σ1 es reflectiva.

Asumamos que Σ1 es semisimple y consideremos dos casos.
Caso 1: Supongamos que Σ2 es semisimple. Sea τ la reflexión de M en la

subvariedad reflectiva Σ1 y so la simetŕıa geodésica en o. La isometŕıa h = so ◦τ
satisface

doh|ToΣ1
= −IdToΣ1

; doh|νoΣ1
= IdνoΣ1

.

Podemos escribir ToΣ2 = ToΣ1 ⊕ V, donde V ⊂ νoΣ1. De la anterior descom-
posición es claro que doh(ToΣ2) = ToΣ2 y por lo tanto h ∈ KΣ2 . Más aún, h es
un elemento no trivial del núcleo de la representación slice completa de Σ2. De
la Proposición 2.3.6 concluimos que Σ2 es reflectiva.

Caso 2: Supongamos que Σ2 no es semisimple. Escribamos Σ2 = Σ0 × Σs,
donde Σ0 y Σs es el factor plano y semisimple de Σ2, respectivamente. Como Σ1

es semisimple, tenemos que Σ1 ⊂ Σs. Del caso 1, concluimos que Σs es reflectiva,
lo cual contradice el Corolario 2.3.2.

Por el Teorema 2.1.3 tenemos que el espacio normal νv(K · v) a una s-órbita
simétrica K · v de un espacio simétrico M = G/K es un sistema triple de Lie
maximal de p. En la siguiente proposición probamos que el espacio tangente
Tv(K · v) también es un sistema triple de Lie maximal.

Proposición 2.3.8. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simple-
mente conexo con rk(M) ≥ 2. Supongamos que K · v es una órbita simétrica.
Entonces, el espacio tangente Tv(K · v) es un sistema triple de Lie maximal de
ToM .

Demostración. Podemos suponer que M es de tipo no compacto. Sea Σ = G′/K ′

la subvariedad conexa, totalmente geodésica y maximal con ToΣ = Tv(K · v),
donde G′ es el grupo de transformaciones glide de Σ y K ′ la isotroṕıa de o
en G′. Análogamente escribamos Σ⊥ = G′′/K ′′ para la subvariedad conexa,
totalmente geodésica y maximal con ToΣ

⊥ = νv(K ·v), donde G′′ es el grupo de
transformaciones glide de Σ⊥. Note que K ′ y K ′′ son conexos, pues M es de tipo

no compacto. Por otro lado, la parte abeliana de νv(K · v) es Rv y como KΣ⊥

deja invariante a ToΣ
⊥ = νv(K · v), entonces KΣ⊥ deja fijo a v y por lo tanto

KΣ⊥ ⊂ Ko
v . Además, es claro que Ko

v deja invariante a νv(K · v). De lo anterior

tenemos que KΣ⊥ = Ko
v y por el Lema 2.3.4 concluimos que KΣ⊥ = K ′.

Sean ρ : K ′ → SO(νoΣ) la representación slice de Σ y χ : K ′′ → SO(ToΣ
⊥)

la representación isotrópica de Σ⊥. Del Lema 2.3.1 tenemos que ρ(K ′) es un
subgrupo normal de χ(K ′′). Más aún, la imagen de la representación isotrópica

de K ′′ coincide con la imagen de la representación isotrópica de (KΣ⊥)o y como

K ′ = (KΣ⊥)o, entonces ρ(K ′) = χ(K ′′).
Supongamos que Σ̂ es una subvariedad propia totalmente geodésica de M

que contiene propiamente a Σ. Escribamos ToΣ̂ = ToΣ ⊕ V, donde {0} 6= V  
νoΣ. Como k′ = [ToΣ, ToΣ] ⊂ [ToΣ̂, ToΣ̂], entonces V es invariante por K ′. De
ρ(K ′) = χ(K ′′), tenemos que V también es invariante por K ′′ . Del teorema
de descomposición de de Rham se sigue que Σ⊥ = Σ1 × Σ2 como producto
Riemanniano con ToΣ1 = V y dim Σ2 ≥ 1. Note que Σ̂ y Σ2 son subvariedades
reflectivas de M complementarias. Por otro lado, la isotroṕıa K2 en o del grupo
de transformaciones glide de Σ2 actúa trivialmente en V (pues ToΣ

⊥ = ToΣ1 ×
ToΣ2 como producto Riemanniano). Es decir, V es un subespacio del conjunto de
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vectores fijos de K2 bajo la representación slice de Σ2. Por el Lema 2.3.1 tenemos
que V es un sistema triple de Lie abeliano. La Proposición 2.1.2 implica que V
es de la forma Rv, para algún v ∈ ToM . Se sigue que Σ2 es la parte semisimple
de la subvariedad reflectiva Σ⊥. Del Corolario 2.3.2 tenemos que Σ2 no es una
subvariedad reflectiva de M , lo cual es una contradicción. Concluimos que tal
Σ̂ no existe y por lo tanto Σ es maximal.

Para espacios simétricos de rango uno tenemos el siguiente lema.

Lema 2.3.9. Sea M = G/K espacio simétrico con rk(M) = 1. Sea Σ = G′/K ′

subvariedad totalmente geodésica, con G′ el grupo de transformaciones glide y
K ′ la isotroṕıa en o en G′. Supongamos que dim Σ ≥ 2 y que la representación
slice conexa ρ : (K ′)o → SO(νoΣ) es trivial. Entonces, M es un espacio de
curvatura constante.

Demostración. Por dualidad, podemos suponer que M es de tipo compacto.
Supongamos que M no tiene curvatura constante, es decir, M es diferente de la
esfera. Es conocido que los espacios simétricos de rango uno distintos de la esfera
no admiten cocientes globalmente simétricos. En particular, el bottom space M̄
es igual aM , o equivalentemente, las simetŕıas geodésicas en dos puntos distintos
de M son distintas.

Escojamos M espacio simétrico de rango 1 tal que n = dimM es minimal
entre los espacios simétricos de curvatura no constate y rango 1 que admiten
una subvariedad totalmente geodésica Σ con dim Σ ≥ 2 y representación slice
conexa ρ : (K ′)o → SO(νoΣ) trivial. Fijemos Σ = G′/K ′ subvariedad totalmen-
te geodésica de M con representación slice conexa trivial tal que m = dim Σ
es maximal dentro de tales subvariedades. Podemos suponer que o ∈ Σ. Por la
Proposición 1.1.34, debe ser 2 ≤ m ≤ n− 2.

Note que Σ es semisimple y por lo tanto νoΣ = {v ∈ ToM | K ′ · v = v}. Se
sigue que νoΣ es un sistema triple de Lie y por lo tanto Σ es una subvariedad
reflectiva de M . Sea Σ⊥ = G′′/K ′′ la subvariedad reflectiva de M con ToΣ

⊥ =
νoΣ. Como (K ′′)o es generado por los tensores de curvatura {Rξ,η | ξ, η ∈
ToΣ

⊥} y 〈Rξ,ηx, y〉 = 〈Rx,yξ, η〉, para todo x, y ∈ ToΣ, ξ, η ∈ ToΣ⊥, entonces la
representación slice de (K ′′)o en νoΣ

⊥ = ToΣ también es trivial.
Como las subvariedades totalmente geodésicas de M también son espacios

simétricos de rango 1, podemos escoger una geodésica cerrada γ : [0, 1]→ Σ⊥ de
periodo 1 en Σ⊥ con γ(0) = o = γ(1). Sea g = s1/2so la transvección geométrica
en 1/2. Como M = M̄ , la isometŕıa g tiene orde 2. El transporte paralelo a lo
largo de la curva γ es la diferencial de h = dog. Note que h deja invariante a
ToΣ y por lo tanto también a su complemento ortogonal ToΣ.

Sean V±1 los autoespacios de h|ToΣ asociados a los autovalores ±1. Como
K ′ actúa trivialmente en ToΣ

⊥, cada punto de la geodésica γ(t) queda fijo
por la acción de K ′ y por lo tanto g conmuta con cada elemento de K ′. Se
sigue que los espacios V±1 son invariantes por K ′. Como Σ es un espacio de
rango 1, entonces K ′ actúa irreduciblemente en ToΣ. Por lo tanto, V1 = ToΣ
ó V−1 = ToΣ. Cambiando h por d(so ◦ s1/2), si es necesario, podemos suponer
que V1 = ToΣ.

Sea V̄±1 el autoespacio de h|ToΣ⊥ con autovalor ±1. El subespacio V̄1 es no
trivial, pues γ′(0) ∈ V̄1. Como h 6= idToM y h = idToΣ, entonces V̄1 6= ToΣ

⊥.
Por lo tanto, el subespacio V̄−1 también es un subespacio de ToΣ

⊥ no trivial y

ToΣ
⊥ = V̄1 ⊕ V̄−1.
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Los subespacios V1 ⊕ V̄1 y V−1 son sistemas triples de Lie ortogonales y com-
plementarios. Sean Σ̃ y Σ̄ las subvariedades totalmente geodésicas con ToΣ̃ =
V1 ⊕ V̄1 y ToΣ̄ = V̄1, respectivamente. Note que Σ  Σ̃, Σ̄  Σ̃ y Σ̄  Σ⊥. La
representación slice conexa de (K ′)o en el espacio normal V̄1 de Σ en Σ̃, es tri-
vial. Como dim(Σ̃) < dim(M), entonces Σ̃ es un espacio de curvatura constante
y por lo tanto Σ también tiene curvatura constante. Intercambiando el papel de
Σ por Σ⊥, concluimos que Σ⊥ también tiene curvatura constante.

Sea Σ̄−1 la subvariedad totalmente geodésica con ToΣ̄−1 = V̄−1. Las sub-
variedades Σ̃ y Σ̄−1 son subvariedades reflectivas complementarias. Note que
dim Σ̄−1 > 1, pues en caso contrario Σ̃ seŕıa una hipersuperficie de M y por
la Proposición 1.1.34 M seŕıa un espacio de curvatura constante. Sea K̄ la iso-
troṕıa glide de Σ̄−1. Como K̄ ⊂ K ′′, entonces la representación de (K̄)o en ToΣ
es trivial. Por otro lado, como Σ⊥ tiene curvatura constante, entonces la repre-
sentación de (K̄)o en el espacio normal V1 de σ̄−1 en Σ⊥ es trivial. Concluimos
que la representación slice de Σ̄−1 en M es trivial. Esto implica que la repre-
sentación slice conexa de Σ̃ en M también es trivial (por el mismo argumento
que la representación slice de Σ⊥ es trivial). Sin embargo, dim Σ̃ > dim Σ, lo
que contradice la maximalidad de m = dim Σ. Por lo tanto M es un espacio de
curvatura constante.

Del Slice lemma y el lema anterior tenemos los siguientes resultados.

Corolario 2.3.10. Sea M un espacio simétrico irreducible y supongamos que
existe una subvariedad no plana totalmente geodésica Σ de M con representación
slice conexa trivial. Entonces, M es un espacio de curvatura constante.

Proposición 2.3.11. Sea M = G/K un espacio simétrico con curvatura seccio-
nal no positiva y Σ = G′/K ′ una subvariedad totalmente geodésica, completa y
no semisimple de M que contiene a o = eK, donde G = Isoo(M) y G′ ⊂ G es el
grupo de transformaciones glide de Σ. Sean M = M0×M1×· · ·×Mg (M0 plano
posiblemente trivial) y Σ = Σ1×· · ·×Σl la descomposición de de Rham de M y
Σ, respectivamente. Supongamos que la representación slice ρ : K ′ → SO(νoΣ)
de Σ es trivial. Entonces, l ≤ g y salvo permutación de los ı́ndices Σi ⊂Mi, para
1 ≤ i ≤ l. Más aún, si Σi  Mi, entonces Mi y Σi tienen curvatura constante.

Demostración. Fijemos Mi y sea z ∈Mi. Escribamos z = v+w, donde v ∈ ToΣ
y w ∈ νoΣ. Para todo k′ ∈ K ′ tenemos

k′v − v = k′v + w − v − w = k′v + k′w − v − w = k′z − z ∈ ToΣ ∩ ToMi.

El subespacio af́ın
v + span{k′v − v | k′ ∈ K ′}

de ToΣ coincide con el espacio af́ın generado por la órbita K ′ ·v y, en particular,
es K ′ invariante. Se sigue que este subespacio af́ın debe contener al 0, pues en
caso contrario el vector 0 6= u ∈ v + span{k′v − v | k′ ∈ K ′} de menor norma
debeŕıa quedar fijo por la acción de K ′, pero esto contradice la irreducibilidad
de M . Por lo tanto, v ∈ span{k′v − v | k′ ∈ K ′} ⊂ ToMi. Esto muestra que

ToMi = (ToMi ∩ ToΣ)⊕ (ToMi ∩ νoΣ).

Supongamos que ToMi ∩ ToΣ 6= {0}. El subespacio ToMi ∩ ToΣ es invariante
por K ′ y por lo tanto es una suma de factores de de Rham de Σ. Por otro lado,
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ToMi∩ToΣ corresponde a una subvariedad no plana totalmente geodésica de Mi

con representación slice trivial y por el slice lemma, Mi es de rango 1 y por lo
tanto ToMi∩ToΣ también es de rango 1. En particular, ToMi∩ToΣ es irreducible
y reorganizando los ı́ndices si hace falta, ToMi ∩ ToΣ = ToΣi. Si Σi  Mi, el
Lema 2.3.9 implica que Mi y Σi son espacios de curvatura constante.

Terminamos esta sección enunciando uno de los resultados principales de
este trabajo que resume algunos resultados anteriores. La demostración será
dada en la siguiente sección.

Teorema 2.3.12. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simple-
mente conexo con rk(M) ≥ 2, donde G = Isoo(M), K = Go y o ∈ M . Sea
Σ = G′/K ′ subvariedad propia totalmente geodésica y completa de M que con-
tiene a o, donde G′ denota el grupo de transformaciones glide de Σ y K ′ la
isotroṕıa de o en G′. Denotemos por ρ : (K ′)o → SO(νoΣ) la representación
slice conexa de Σ. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Σ es reflectiva y νoΣ es un sistema triple de Lie no semisimple.

(ii) Existe v ∈ ToM tal que K · v es una s-órbita simétrica y ToΣ = Tv(K · v).

Más aún, cualquiera de las afirmaciones anteriores implica la siguiente afirma-
ción:

(iii) Σ es maximal y existe un vector no nulo en νoΣ que es fijo por la repre-
sentación ρ.

Si además dim(Σ) ≥ 1
2 dim(M), entonces las tres afirmaciones son equivalentes.

2.4. Prueba del teorema 2.3.12

En esta sección daremos la demostración del Teorema 2.3.12. Utilizaremos
los siguientes lemas.

Lema 2.4.1. Sea M = G/K espacio simétrico simplemente conexo y semisim-
ple con descomposición de de Rham M = M1 × · · · ×Ml, con G = Isoo(M)
y K = Go. Escribamos K = K1 × · · · ×Kl, donde Ki = Iso(Mi)

o
o. Para cada

conjunto de ı́ndices I ⊂ {1, · · · , l}, sea KI =
⊕

i∈I Ki. Supongamos que V es un
subespacio invariante por la representación isotrópica de KI en M . Entonces,
existe un subconjunto J ⊂ I y un subespacio V̄ ⊂

⊕
k/∈I ToMk tal que

V = V̄ ⊕
⊕
j∈J

ToMj .

Demostración. Para cada i ∈ I, sea Vi = pi(V ) ⊂ ToMi, donde pi : ToM →
ToMi denota la proyección canónica. El subespacio Wi es invariante por Ki y
por lo tanto Vi = {0} ó Vi = ToMi. Supongamos que Vi = ToMi. Para vi ∈ ToMi

sea v ∈ W tal que pi(v) = vi. Como Σi es semisimple, podemos elegir k ∈ Ki

tal que dok(vi) 6= vi. Por lo anterior, el vector w := dok(v) − v es no nulo y
satisface w ∈ V ∩ ToMi. El subespacio lineal W = span{Ki ·w} ⊂ V ∩ ToMi es
invariante por Ki y como Mi es irreducible, debe ser W = ToMi. Concluimos
que ToMi ⊂ V . El resultado se tiene tomando J = {i ∈ I | Vi = ToMi} y V̄ el
complemento ortogonal de

⊕
j∈J ToMj en V .
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Lema 2.4.2. [1, Lemma 5.2.2] Sea M = G/K un espacio simétrico sim-
plemente conexo y semisimple, con G = Isoo(M) y K = Go. Denotemos por
χ : K → SO(ToM) la representación isotrópica de M . Entonces,

χ(K) = NSO(ToM)(χ(K)),

donde NSO(ToM)(χ(K)) es el normalizador de χ(K) en SO(ToM).

Sea M = G/K un espacio simétrico con o ∈ M , G = Isoo(M) y K la
isotroṕıa de o en G. Supongamos que Σ es una subvariedad totalmente geodésica
de M que contiene a o. Sea G′ es el grupo de transformaciones glide de Σ y K ′

la isotroṕıa de o en G′. Escribamos GΣ = {g ∈ Iso(M) | g(Σ) = Σ} y KΣ la
isotroṕıa de o en GΣ.

Lema 2.4.3. Con la notación anterior, si Σ es maximal y k′ es una subálgebra
propia de kΣ, entonces Σ es reflectiva.

Demostración. Sea 0 6= X ∈ kΣ \ k′. Denotemos por XΣ al campo de Killing
en Σ que se obtiene al restringir y proyectar en Σ el campo X∗. Por el Lema
1.1.28 tenemos que existe Y ∈ g′ tal que XΣ = Y Σ. Cambiando X por X − Y ,
podemos suponer que X satisface XΣ = 0 = X∗|Σ, donde la última igualdad es
porque X ∈ kΣ y por lo tanto X∗ siempre es tangente a Σ.

La familia monoparamétrica de isometŕıas Exp(tX) actúa trivialmente en Σ.
Luego, la familia a monoparamétrica de isometŕıas lineales φt = do(Exp(tX))
satisface φt|ToΣ = idToΣ, para todo t ∈ R. Como ToΣ es un sistema triple de Lie
maximal, entonces

ToΣ = {v ∈ ToM | φt(v) = v, para todo t ∈ R}.

Se sigue que φt|νoΣ es una familia monoparamétrica de transformaciones orto-
gonales en νoΣ sin puntos fijos. Por lo tanto, dim νoΣ es par y existe una base
ortonormal {e1, f1 · · · , ed, fd} de νoΣ y números a1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ad > 0 tales
que

φt(ei) = cos(2πait)ei + sin(2πait)fi y φt(fi) = − sin(2πait)ei + cos(2πait)fi,

para todo i = 1, · · · , d. Supongamos que a1 > ad y sea t0 = 1/a1. El sistema
triple de Lie V = {v ∈ ToM | φt0(v) = v} contiene a ToΣ ⊕ e1R ⊕ f1R y es
distinto de ToM , pues es perpendicular a edR⊕ fdR. Esto último contradice la
maximalidad de Σ. Por lo tanto, a1 = a2 = · · · = ad y escribamos a para el
valor común. La isometŕıa lineal φ

1
2a es la reflexión de ToM en el subespacio

ToΣ. Concluimos que la isometŕıa Exp( 1
2aX) es la reflexión en Σ y por lo tanto

Σ es reflectiva.

Comenzamos con la demostración del Teorema 2.3.12. La equivalencia de (i)
y (ii) es la Proposición 2.1.2.

Supongamos que vale (ii). De la Proposición 2.3.8 tenemos que Σ es maximal.
Más aún, la parte abeliana de νv(K ·v) es Rv. Como ρ((K ′)o) deja invariante la
parte abeliana de νv(K · v) y ρ((K ′)o) ⊂ SO(νv(K · v)), entonces v es un vector
fijo de la representación ρ. Es decir, Σ satisface (iii).

Resta mostrar que (iii) implica (i) en el caso que dim(Σ) ≥ 1
2 dim(M).

Supongamos que Σ satisface (iii). Solamente debemos probar que Σ es reflecti-
va. Pues en este caso, la parte (ii) del Lema 2.3.1 implica que la subvariedad
reflectiva asociada a νoΣ no es semisimple. Consideramos varios casos.
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Caso 1: Σ no es semisimple. La maximalidad de Σ y el Teorema 2.1.3
implica que ToΣ es el espacio normal a una s-órbita simétrica de M . Del Lema
2.1.1 tenemos que Σ es reflectiva.

Caso 2: Σ es (localmente) irreducible. Podemos asumir que M = G/K
es de tipo compacto. Sea g = k⊕ p la descomposición de Cartan de M . Vamos
a utilizar el bottom space M̄ = M/ ∼ definido en la sección 2.2, donde p ∼ q
si y sólo si Gp = Gq. Denotemos por π : M → M̄ la proyección canónica y sea
ō = π(o). Podemos identificar a TōM̄ con ToM mediante el isomorfismo doπ.
Note que Σ̄ = π(Σ) es la subvariedad totalmente geodésica completa de M̄ que
contiene a ō y que satisface TōΣ̄ = doπ(ToΣ).

Como en el Lema 2.2.2, podemos identificar Isoō(M̄) con G. Con esta iden-
tificación, la descomposición de Cartan de M̄ es g = k ⊕ p y doπ : ToM ∼=
p → TōM̄ ∼= p es la identidad en p. Se sigue que el sistema triple de Lie
TōΣ̄ = doπ(ToΣ) coincide con ToΣ en p. Por lo tanto, el grupo de transfor-
maciones glide de Σ̄ es G′ y la isotroṕıa del grupo de transformaciones glide de
Σ̄ en o es K ′. Como TōΣ̄ ∼= ToΣ es un sistema triple de Lie irreducible y maximal,
entonces Σ̄ es una subvariedad totalmente geodésica (localmente) irreducible y
maximal.

Sea V = {ξ ∈ TōM̄ | k′ · ξ = ξ para todo k′ ∈ K ′}. Por (iii), el subespacio
V es no trivial. Más aún, como Σ̄ es irreducible, la acción de (K ′)o en TōM̄ no
tiene puntos fijos y por lo tanto V es ortogonal a TōΣ̄.

Sea Σ̄′ la subvariedad completa y totalmente geodésica de M̄ con TōΣ̄
′ = V.

Tomemos v̄ ∈ TōΣ̄
′ tal que γv̄(t) = expō(tv̄) es una geodésica en Σ̄′ cerrada

con periodo 1. Sea gv̄ = s̄γv̄(1/2)s̄ō ∈ Iso(M̄) la transvección geométrica de γv̄
en 1. Como v̄ es fijo por (K ′)o, entonces gv̄ conmuta con (K ′)o y por lo tanto
dōg

v̄(TōΣ̄) es un subespacio invariante por (K ′)o. Note que la acción de (K ′)o

en dōg
v̄(TōΣ̄) es irreducible. Como dōg

v̄(v) = v y TōΣ̄ es ortogonal a v, entonces
dog

v̄(TōΣ̄) también es ortogonal a v. La intersección TōΣ̄ ∩ dogv̄(TōΣ̄) es un
subespacio de TōΣ̄ invariante por (K ′)o y como dimTōΣ̄ ≥ 1

2 dim M̄ , entonces
tal intersección es no nula. Como Σ̄ es irreducible, debe ser dog

v̄(TōΣ̄) = TōΣ̄ y
por lo tanto gv̄(Σ) = Σ.

Sean E±1 los autoespacios de dōg
v̄ asociados a los autovalores ±1. Note que

E1 (resp. E−1) es el conjunto de vectores fijos de dōg
v̄ (resp. dō(s̄ō ◦ gv̄)) y

por lo tanto son sistemas triples de Lie complementarios. Como (K ′)o conmuta
con gv̄, estos subespacios son invariantes por (K ′)o. Sean Σ̄±1 las subvarieda-
des completas y totalmente geodésicas de M con TōΣ̄±1 = E±1. Tenemos que
TōM̄ = E1 ⊕ E−1 y TōΣ̄ = Ē1 ⊕ Ē−1, donde Ē±1 = E±1 ∩ TōΣ̄. Como Σ̄ es
irreducible y los subespacios Ē±1 son invariantes por (K ′)o, entonces Ē1 = TōΣ̄
ó Ē−1 = TōΣ̄. Si Ē1 = TōΣ̄, entonces Σ es una subvariedad propia de Σ̄1, lo
que contradice la maximalidad de Σ̄. Por lo tanto, Ē−1 = TōΣ̄ y Σ̄ = Σ̄−1 es
reflectiva.

Caso 3: Σ es semisimple y no (localmente) irreducible. Podemos
suponer que M es de tipo no compacto. En este caso, Σ es simplemente conexo
y podemos escribir Σ = Σ1 × · · · × Σa, donde cada Σi es un espacio simétrico
irreducible de tipo no compacto. Sea di = dim Σi y organicemos los factores de Σ
de tal forma que d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ da. Sea Gi el grupo de transformaciones glide
de Σi yKi = (Gi)o. El grupo de transformaciones glide de Σ esG′ = G1×· · ·×Ga
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y K ′ = G′o = K1 × · · · × Ka. Sea g = k ⊕ p la descomposición de Cartan de
M y denotemos Vi = ToΣi. Por hipótesis existe 0 6= v ∈ νoΣ vector fijo por la
representación slice de K ′. Usaremos el siguiente lema.

Lema 2.4.4. Para todo u ∈ ToΣ y 0 6= v ∈ νoΣ vector fijo por la representación
slice de Σ, se tiene que Ru,v /∈ k′.

Demostración. Probamos el lema por contradicción. Supongamos que existe u ∈
ToM tal que Ru,v ∈ k′. Como v es un vector fijo de K ′ y Ru,v ∈ k′, entonces
Ru,vv = 0. El Lema 1.1.23 implica que Ru,v = 0 y para todo k ∈ K ′ tenemos

Rdok(u),v = Rdok(u),dok(v) = dok ◦Ru,v ◦ dok−1 = 0.

Se sigue que el subespacio W de ToΣ generado por K ′ · u es invariante por K ′

y satisface RW,v = 0.
Del Lema 2.4.1, tenemos que W es un producto de algunos ToΣi y reorgani-

zando los factores, podemos suponer que existe l ≤ a tal que

W = V1 × · · · × Vl.

Sea Zp(W) = {u ∈ p | [W, u] = 0} = {u ∈ p | RW,u = 0} el centralizador de
W en p. Claramente Rv ⊕ Vl+1 ⊕ · · · ⊕ Va ⊂ Zp(W). Más aún, el subespacio
W⊕Zp(W) es un sistema triple de Lie (pues W lo es) que contiene propiamente
a ToΣ. Esto último contradice la maximalidad de Σ y por lo tanto Ru,v /∈ k′,
para todo u ∈ ToΣ.

Para concluir la prueba del Teorema 2.3.12 debemos probar que Σ es re-
flectiva. Supongamos por contradicción que Σ no es reflectiva. Sea 0 6= x ∈ V1

y definamos Bx = Rx,v ∈ k ⊂ so(ToM). Por el Lema 2.4.4, Bx /∈ k′. Sea
htx = Exp(tBx) el subgrupo a un parámetro de SO(ToM) generado por Bx y
sea Ht

x el correspondiente subgrupo monoparamétrico en K tal que doH
t
x = htx.

Como Σ es maximal y no reflectiva, el Lema 2.4.3 implica que k′ = kΣ. De
lo anterior y del Lema 2.4.4 se tiene que Bx /∈ kΣ y por lo tanto se pude
elegir t arbitrariamente pequeño que satisface htx /∈ χ(KΣ) (χ denota la repre-
sentación isotrópica). Para este t se tiene que htx(ToΣ) 6= ToΣ y por lo tanto
Σt := Ht

x(Σ) 6= Σ.
Consideremos Σ̂1 = Σ2 × · · · × Σa subvariedad totalmente geodésica de M .

El grupo de transformaciones glide de Σ̂1 es Ĝ1 = G2 × · · · ×Ga y la isotroṕıa
glide en o es K̂1 = K2 × · · · ×Ka. Usando que que la representación de K̂1 en
Rv ⊕ V1 es trivial y que R es invariante por K, para todo A ∈ k̂1 tenemos que

[Bx, A] = Rx,vA−ARx,v = −(A ·R)x,v −RAx,v −Rx,Av = 0.

Es decir,

[Bx, k̂1] = {0}.

La isotroṕıa glide de la subvariedad totalmente geodésica Σ̂t1 = Ht
x(Σ̂1) es Ht

x ◦
K̂1 ◦ (Ht

x)−1. Como [Bx, k̂1] = {0}, entonces la isotroṕıa glide de Σ̂t1 es K̂1. En

particular, el sistema triple de Lie V̂t1 = ToΣ̂
t
1 es invariante por K̂1.

Lema 2.4.5. Se puede elegir t 6= 0 lo suficientemente pequeño tal que V̂t1∩ToΣ =
{0}.
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Demostración. Supongamos que para todo t lo suficientemente pequeño se tiene
que V̂t1∩ToΣ 6= {0}. Dentro de estos valores para t, podemos elegir t arbitraria-

mente pequeño tal que htx(ToΣ) 6= ToΣ. El subespacio V̂t1∩ToΣ ⊂ ToΣ invariante
por K̂1 y por el Lema 2.4.1 existe un conjunto de ı́ndices ∅ 6= J ⊂ {2, · · · , l} y
un subespacio Vt1 ⊂ ToΣ1 tal que

V̂t1 ∩ ToΣ = Vt1
⊕
j∈J

ToΣj .

Note que V1 es perpendicular a V̂0
1 = V̂1 y por lo tanto Vt1 = {0} para t

suficientemente pequeño. Para tales valores de t se tiene que

ToΣ ⊂ (V̂t1 ∩ ToΣ) + Zp(V̂t1 ∩ ToΣ).

Por otro lado, V̂t1 ∩ ToΣ es un subespacio de V̂t1 = ToΣ̂t1 invariante por K̂1

y por el Lema 2.4.1, V̂t1 ∩ ToΣ es un producto de factores de de Rham de ToΣ̂t1.
Se sigue que

V̂t1 ⊂ (V̂t1 ∩ ToΣ) + Zp(V̂t1 ∩ ToΣ).

Concluimos que (V̂t1 ∩ ToΣ) + Zp(V̂t1 ∩ ToΣ) es un sistema triple de Lie

que contiene a V̂t1 + ToΣ y por lo tanto contiene propiamente a ToΣ. De la
maximalidad de Σ tenemos

(V̂t1 ∩ ToΣ) + Zp(V̂t1 ∩ ToΣ) = ToM. (2.2)

Note que (V̂t1 ∩ ToΣ) ∩ Zp(V̂t1 ∩ ToΣ) = {0}, pues en caso contrario, existiŕıa
0 6= v tal que [v, ToM ] = 0, lo que contradice que M es de tipo no compacto.
Por lo tanto, la suma en (2.2) es directa, lo que contradice la irreducibilidad de
M .

Denotemos por π : ToM → νoΣ a la proyección canónica. Como νoΣ es
invariante por K ′ y K̂1 ⊂ K ′, entonces νoΣ también es invariante por K̂1. Más
aún, π es equivariante respecto a K̂1. Fijemos t como en el Lema 2.4.5. Para
este t se tiene que π : ToΣ̂

t
1 → νoΣ es inyectiva.

La subvariedad totalmente geodésica Σ̂t1 = Ht
1(Σ) es isométrica a Σ̂t1 y su

espacio tangente es ToΣ̂
t
1 = htx(V2) ⊕ · · · ⊕ htx(Va). Como Bx conmuta con k̂1,

entonces Ki actúa irreduciblemente en htx(Vi) y trivialmente en htx(Vj) para

i, j ∈ {2, · · · , a} e i 6= j. Usando que π : V̂t1 → νoΣ es inyectiva y equivariante
respecto a la acción de K̂1, tenemos la descomposición

π(ToΣ̂
t
1) = π(htx(V2))⊕ · · · ⊕ π(htx(Va)),

donde Ki actúa irreduciblemente en π(htx(Vi)) y trivialmente en π(htx(Vj)),
para i, j ∈ {2, · · · , a} e i 6= j. Más aún, la representación de K̂1 en π(htx(Vi)) es
equivalente a la representación de K̂1 en Vi, para i ≥ 2.

Como v es un vector fijo por K̂1, entonces v es ortogonal a π(ToΣ̂
t
1). Sea

W el subespacio lineal generado por todos los subespacios V de νoΣ invariantes
por K̂1 tal que la representación de K̂1 en V es equivalente a la representación
de K̂1 en Vi, para algún i = 2, · · · , a. Note que v es perpendicular a W. Si
π(ToΣ̂

t
1) es un subespacio propio de W, entonces existiŕıa V y un i ∈ {2, · · · , a}

tal que V es equivalente a la representación de K̂1 en Vi con V * π(ToΣ̂
t
1). El
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subespacio V ∩ π(ToΣ̂
t
1) es invariante por Ki y como la representación en V es

irreducible, debe ser V ∩ π(ToΣ̂
t
1) = {0}. Como di ≥ d1, tendŕıamos que

dimW ≥ (d2 + · · ·+ da) + di ≥ dim Σ.

Como v es perpendicular a W, entonces codim Σ ≥ dim Σ + 1, lo que contradice
nuestra hipótesis. Por lo tanto, W = π(ToΣ̂

t
1) y la representación de K̂1 en W

es una s-representación equivalente a la representación isotrópica del espacio
simétrico Σ̂1.

Usando la definición de W y el hecho que K1 conmuta con K̂1, es fácil ver
que W es invariante por K1. Más aún, el subgrupo (K1)|W = {k|W : W → W |
k ∈ K1} es un subgrupo del centralizador de (K̂1)|W en SO(W). Como (K̂1)|W
actúa como una s-representación, por el Lema 2.4.2, tenemos que

(K1)|W ⊂ (K̂1)|W.

Por otro lado, del Lema 1.1.8, la dimensión del centro de K1 es 0 ó 1. Supon-
gamos que K1 no es abeliano. Intercambiando Σ̂1 por Σ1 se puede probar que
existe un subespacio W1 ⊂ νoΣ invariante por K1 tal que la representación de
K1 en W1 es equivalente a la representación de K1 en V1. Como (K1)|W es un
subgrupo del centro de (K̂1)|W, entonces el núcleo de la representación de K1

en W tiene al menos dimensión 1. Como la representación de K1 en V1 es casi
efectiva, de lo anterior tenemos que V1 ∩W = {0}. Por lo tanto,

dim νoΣ ≥ dim(V1 ⊕W⊕ Rv) = dim Σ + 1.

Esto contradice nuestra hipótesis. Por lo tanto, K1 es abeliano y Σ1 es isométrico
al plano hiperbólico real RH2. En particular, dimW = dim Σ−2 y como v /∈W,
entonces dim νoΣ ≥ dim Σ− 1.

Sea w ∈ νoΣ (w = 0, si dim νoΣ = dim Σ − 1) ortogonal a Rv ⊕W tal que
νoΣ = Rw ⊕ Rv ⊕W. Note que K deja invariante a (Rw)⊥ = Rv ⊕W⊕ ToΣ y
por lo tanto, w es un vector fijo de la representación slice de K. Sea k ∈ K1 no
trivial y tomemos k̂ ∈ K̂1 tal que kk̂−1 es trivial enW (recordemos que (K1)|W ⊂
(K̂1)|W). Como k̂ actúa trivialmente en Σ1, entonces kk̂−1 es no trivial. Se sigue

que kk̂−1 ∈ KΣ se representa trivialmente en el espacio normal νoΣ. El Lema
2.3.6 implica que Σ es reflectiva, lo que contradice nuestra suposición y termina
la demostración del teorema 2.3.12.
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Caṕıtulo 3

Índice de espacios
simétricos

En este caṕıtulo estudiamos el ı́ndice de espacios simétricos introducido por
Onishchik en [23]. El ı́ndice de un espacio simétrico M se define como la menor
codimensión de una subvariedad totalmente geodésica de M y se denota por
i(M), es decir,

i(M) = mı́n{codim(Σ) | Σ es subvariedad totalmente geodésica de M}.

Análogamente, en [2], Berndt y Olmos definen el ı́ndice reflectivo de M como

ir(M) = mı́n{codim(Σ) | Σ es subvariedad reflectiva de M}.

En [3] Olmos y Berndt calculan el ı́ndice para los espacios simétricos de tipo
II, esto es, para los grupos de Lie simples compactos con métrica bi-invariante.
En este caso las subvariedades propias totalmente geodésicas de dimensión ma-
ximal son embedding de Cartan o subgrupos de Lie maximales. En la Tabla 3.1
resumimos la información obtenida en [3].

Utilizando la clasificación de Leung para subvariedades reflectivas en [19] y
[20] , Olmos y Berndt calculan el ı́ndice reflectivo para los espacios simétricos
irreducibles (ver [2]).

Como toda subvariedad reflectiva es totalmente geodésica, entonces ir(M) ≥
i(M). En [2] se propone la siguiente conjetura.

Conjetura: Para todo espacio simétrico irreducible y simplemente conexo
M diferente de G2/SO(4) y G2

2/SO(4), se tiene que i(M) = ir(M).

3.1. Espacios excepcionales

En esta sección damos una respuesta afirmativa a la conjetura para los es-
pacios simétricos excepcionales y para la familia Spr(R)/Ur (r ≥ 3). Para los
siguientes espacios excepcionales la conjetura fue probada en trabajos anteriores:

E−14
6 /Spin10U1 y E−26

6 /F4 (Onishchik [23]).

59
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Cuadro 3.1: ı́ndice de espacios simétricos de tipo II y subvariedades totalmente
geodésicas Σ con codim(Σ) = i(M) (tabla tomada de [3]).

G Σ dim(G) i(G)

SU2 SU2/S(U1U1) 3 1

SU3 SU3/SO3 8 3

SUr+1 S(UrU1) r(r + 2) 2r r ≥ 4

Spin5 Spin4, SO5/SO2SO3 10 4

Spin2r+1 Spin2r r(2r + 1) 2r r ≥ 3

Spr Spr−1Sp1 r(2r + 1) 4r − 4 r ≥ 3

Spin2r Spin2r−1 r(2r − 1) 2r − 1 r ≥ 3

E6 F4 78 26

E7 E6U1 133 54

E8 E7Sp1 248 112

F4 Spin9 52 16

G2 SU3, G2/SO4 14 6

Espacios simétricos excepcionales de tipo II y IV (Berndt, Olmos [3]).

F 4
4 /Sp3Sp1 (Berndt, Olmos [2]).

F−20
4 /Spin9 (Wolf [24]).

Los espacios simétricos excepcionales de tipo no compacto restantes son:
E6

6/Sp4, E−5
7 /SO12Sp1, E−25

7 /E6U1 y E−24
8 /E7Sp1. Vamos a dar un método

que permite verificar la conjetura para estos espacios simétricos.
Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible de tipo no compacto, deno-

temos por r el rango de M y por n la dimensión de M , donde G = Isoo(M) y
K es la isotroṕıa de un punto o en G. Sea g = k⊕p la descomposición de Cartan
de M . Sea Σ = G′/K ′ subvariedad totalmente geodésica de M de codimensión
d y rΣ el rango de Σ. Como siempre asumimos que o ∈ Σ y G′ denota el grupo
de transformaciones glide de Σ. Sea v ∈ ToΣ un vector principal de la acción
isotrópica de K ′ en ToΣ y K ′v la isotroṕıa de v en K ′. El espacio normal νv(K ·v)
es un subespacio abeliano maximal de ToΣ y por lo tanto

dimK ′ − dimK ′v = dim(K ′ · v) = n− d− rΣ.

Por otro lado n−d = dim Σ = dimG′−dimK ′ y junto con la ecuación anterior
tenemos que

dimG′ = 2(n− d)− rΣ + dim(K ′v). (3.1)

Sean M∗ = G∗/K∗ y Σ∗ = G′∗/K ′∗ los espacios duales de M y Σ, respectiva-
mente. Note que G′∗ es un subgrupo de G∗ y, por lo tanto, G′∗ también es una
subvariedad totalmente geodésica de G∗ equipado con una métrica bi-invariante.
De lo anterior tenemos que

dimG− dimG′ = dimG∗ − dimG′∗ ≥ i(G∗).
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De (3.1) tenemos

n+ dim(K)− 2(n− d) + rΣ − dim(K ′v) ≥ i(G∗),

o equivalentemente,

d ≥ 1

2
(i(G∗) + n− dimK − rΣ + dim(K ′v)). (3.2)

Escribiendo la ecuación anterior como

d ≥ 1

2
(i(G∗) + n− r − dimK + (r − rΣ) + dim(K ′v)),

y teniendo en cuenta que (r − rΣ) y dim(K ′v) son no negativos, tenemos que

d ≥ 1

2
(i(G∗) + n− r − dimK) (3.3)

Introducimos la siguiente notación. Denotemos por `Σ a la dimensión de la doble
isotroṕıa Kv, donde v es un vector principal. También definimos los enteros ΩM
y ΛMΣ por

ΩM = i(G∗) + dim(M)− rk(M)− dim(K); ΛMΣ = (rk(M)− rk(Σ)) + `Σ.

Utilizando la notación anterior reescribimos las ecuaciones (3.1) y (3.2) en la
siguiente proposición.

Proposición 3.1.1. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible de tipo no
compacto y Σ una subvariedad totalmente geodésica de M con codim Σ ≥ 1.
Entonces

codim(Σ) ≥ 1

2
(ΩM + ΛMΣ ) ≥ 1

2
(ΩM ).

En la tabla 3.2 resumimos algunos datos de los espacios simétricos irredu-
cibles de tipo no compacto, que utilizaremos para verificar la conjetura para
algunos espacios simétricos.

Teorema 3.1.2. Para los siguientes espacios simétricos, el ı́ndice reflectivo
coincide con el ı́ndice.

(i) Para M = E2
6/SU6Sp1 tenemos i(M) = 12.

(ii) Para M = E7
7/SU8 tenemos i(M) = 27.

(iii) Para M = E8
8/SO16 tenemos i(M) = 56.

(iv) Para M = Spr(R)/Ur (r ≥ 3) tenemos i(M) = 2(r − 1).

Demostración. Sea Σ una subvariedad totalmente geodésica de M . En [2] se
calcula el ı́ndice reflectivo de los espacios simétricos irreducibles y en [3] el
ı́ndice de los grupos de Lie simples compactos (ver Tabla 3.1). Utilizando estos
datos y la Proposición 3.1.1 tenemos:

(i) Para M = G/K = E2
6/SU6Sp1 tenemos que i(E6) = 26, dim(M) = 40,

rk(M) = 4, dim(K) = 38. Por lo tanto

codim(Σ) ≥ 1

2
(26 + 40− 4− 38) = 12 = ir(M).
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Cuadro 3.2: Dimensión, rango y `Σ

Σ dim(Σ) rk(Σ) `Σ Comments

SLr+1(R)/SOr+1
1
2
r(r + 3) r 0 r ≥ 2

SLr+1(C)/SUr+1 r(r + 2) r r r ≥ 2
SU∗

2r+2/Spr+1 r(2r + 3) r 3(r + 1) r ≥ 2

E−26
6 /F4 26 2 28

SOo
1,k+1/SOk+1 k + 1 1 1

2
(k − 1)k k ≥ 1

SOo
r,r+k/SOrSOr+k r(r + k) r 1

2
(k − 1)k r ≥ 2, k ≥ 1

SO2r+1(C)/SO2r+1 r(2r + 1) r r r ≥ 2

Spr(R)/Ur r(r + 1) r 0 r ≥ 3
SUr,r/S(UrUr) 2r2 r r − 1 r ≥ 3
Spr(C)/Spr r(2r + 1) r r r ≥ 3
SO∗

4r/U2r 2r(2r − 1) r 3r r ≥ 3
Spr,r/SprSpr 4r2 r 3r r ≥ 3

E−25
7 /E6U1 54 3 28

SOo
r,r/SOrSOr r2 r 0 r ≥ 4

SO2r(C)/SO2r r(2r − 1) r r r ≥ 4

SUr,r+k/S(UrUr+k) 2r(r + k) r k2 + r − 1 r ≥ 2, k ≥ 1
Spr,r+k/SprSpr+k 4r(r + k) r k(2k + 1) + 3r r ≥ 2, k ≥ 1
SO∗

4r+2/U2r+1 2r(2r + 1) r 3r + 1 r ≥ 2

E−14
6 /Spin10U1 32 2 16

F−20
4 /Spin9 16 1 21

E6
6/Sp4 42 6 0

E6(C)/E6 78 6 6

E7
7/SU8 70 7 0

E7(C)/E7 133 7 7

E8
8/SO16 128 8 0

E8(C)/E8 248 8 8

F 4
4 /Sp3Sp1 28 4 0

E2
6/SU6Sp1 40 4 2

F4(C)/F4 52 4 4

E−5
7 /SO12Sp1 64 4 9

E−24
8 /E7Sp1 112 4 28

G2
2/SO4 8 2 0

G2(C)/G2 14 2 2
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(ii) Para M = G/K = E7
7/SU8 tenemos que i(E7) = 54, dim(M) = 70,

rk(M) = 7, dim(K) = 63. Por lo tanto

codim(Σ) ≥ 1

2
(54 + 70− 7− 63) = 27 = ir(M).

(iii) Para M = G/K = E8
8/SO(6) tenemos que i(E8) = 112, dim(M) = 128,

rk(M) = 8, dim(K) = 120. Por lo tanto

codim(Σ) ≥ 1

2
(112 + 128− 8− 120) = 56 = ir(M).

(vi) Para M = G/K = Spr(R)/U(r) tenemos i(Sp(r)) = 4(r − 1), dim(M) =
r(r + 1), rk(M) = r, dim(K) = r2. Por lo tanto

codim(Σ) ≥ 1

2
(4r − 4 + r2 + r − r − r2) = 2r − 2 = ir(M)

En lo que resta de esta sección vamos a probar la conjetura para los espa-
cios E6

6/Sp4, E−5
7 /SO12Sp1, E−25

7 /E6U1 y E−24
8 /E7Sp1. En el siguiente lema

resumimos la información obtenida por la proposición 3.1.1 para estos espacios
simétricos.

Lema 3.1.3. Sea Σ una subvariedad totalmente geodésica tal que codim Σ =
i(M) y no reflectiva de M . Supongamos que i(M) < ir(M). Para el ı́ndice i(M)
y ΛMΣ se tiene:

(i) Si M = E6
6/Sp4, entonces 13 ≤ i(M) ≤ ir(M) = 14 y ΛMΣ = 0.

(ii) Si M = E−5
7 /SO12Sp1, entonces 23 ≤ i(M) ≤ ir(M) = 24 y 0 ≤ ΛMΣ ≤ 1.

(iii) Si M = E−25
7 /E6U1, entonces 13 ≤ i(M) ≤ ir(M) = 22 y 0 ≤ ΛMΣ ≤ 16.

(iv) Si M = E−24
8 /E7Sp1, entonces 42 ≤ i(M) ≤ ir(M) = 48 y 0 ≤ ΛMΣ ≤ 10.

Demostración. El ı́ndice reflectivo de espacios simétricos fue calculado en [2].

(i) Si M = G/K = E6
6/Sp4, entonces i(E6) = 26, dim(M) = 42, rk(M) = 6,

dim(K) = 36. Por lo tanto codim(Σ) ≥ 1
2 (26 + 42− 6− 36) = 13 < 14 =

ir(M).

(ii) Si M = G/K = E−5
7 /SO12Sp1, entonces i(E7) = 54, dim(M) = 64,

rk(M) = 4, dim(K) = 69. Por lo tanto codim(Σ) ≥ 1
2 (54 + 64− 4− 69) =

22,5 < 24 = ir(M).

(iii) Si M = G/K = E−25
7 /E6U1, entonces i(E7) = 54, dim(M) = 54, rk(M) =

3, dim(K) = 79. Por lo tanto codim(Σ) ≥ 1
2 (54+54−3−79) = 13 < 22 =

ir(M).

(iv) Si M = G/K = E−24
8 /E7Sp1, entonces i(E8) = 112, dim(M) = 112,

rk(M) = 4, dim(K) = 136. Por lo tanto codim(Σ) ≥ 1
2 (112 + 112 − 4 −

136) = 42 < 48 = ir(M).

Las afirmaciones de ΛMΣ son inmediatas de las desigualdades en la Propo-
sición 3.1.1 y de los cálculos anteriores.
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Damos argumentos individuales para cada uno de los espacios simétricos
anteriores. Antes de probar la conjetura para los espacios simétricos restantes,
vamos a dar algunos resultados teóricos que permiten reducir el número de
casos que debemos considerar. El siguiente lema es una generalización de la
Proposición 1.1.34 cuando M no es irreducible.

Lema 3.1.4. Sea M un espacio simétrico con descomposición de de Rham
M = M0 ×M1 × · · · ×Mg, donde M0 es espacio simétrico plano (posiblemente
de dimensión 0) y M1, · · · ,Mg son espacios simétricos irreducibles semisimples,
con g ≥ 1. Sea Σ una hipersuperficie totalmente geodésica de M . Entonces,
existe j ∈ {0, · · · , g} tal que Mj es un espacio de curvatura constante y Σ =
M0×M1×· · ·×Mj−1×Σj ×Mj+1×· · ·×Mg, donde Σj es una hipersuperficie
totalmente geodésica de Mj.

Demostración. Podemos asumir todos los espacios involucrados contienen a o ∈
M . Para cada i, la intersección ToΣ∩ToMi es un sistema triple de Lie en ToMi

de dimensión dim(Mi) − 1 ó dim(Mi). Por la Proposición 1.1.34 tenemos que
Mi ⊆ Σ, si Mi no es de curvatura constante. Por lo tanto, podemos asumir que
Mi es un espacio de curvatura constante, para todo i ∈ {1, · · · , g}.

Denotemos por Ri al tensor de curvatura de Mi, por R al tensor de curvatura
de M y por κi la curvatura constante de Mi. Sea Y = Y0 + · · · + Yg ∈ ToΣ,
donde Yi ∈ ToMi. Tomemos X ∈ ToΣ∩ToMi un vetor unitario tal que 〈X,Y 〉 =
0. . Tenemos que κiYi = Ri(Yi, X)X = R(Y,X)X ∈ ToΣ ∩ ToMi y por lo
tanto Yi ∈ ToΣ ∩ ToMi para todo i ∈ {1, · · · , g}. Esto implica que ToΣ =
(ToΣ ∩ ToM0) ⊕ · · · ⊕ (ToΣ ∩ ToMg) y como Σ es una hipersuperficie debe ser
TiΣ ∩ TiMi = TiMi para todo i, salvo para un ı́ndice j. Para este j sea Σj
la hipersuperficie totalmente geodésica de Mj tal que ToΣj = ToΣ ∩ ToMj . Se
sigue que Σ = M0 ×M1 × · · · ×Mj−1 × Σj ×Mj+1 × · · · ×Mg.

Proposición 3.1.5. Sea Σ una subvariedad totalmente geodésica reducible y
maximal de un espacio simétrico de tipo no compacto M . Supongamos que la
descomposición de de Rham de Σ contiene un espacio hiperbólico real RHk

(k ≥ 2), un espacio hiperbólico complejo CHk (k ≥ 2), el espacio simétrico
SL3(R)/SO3 ó el espacio simétrico SOo2,2+k/SO2SO2+k (k ≥ 1 impar). En-

tonces Σ = RHk1 × RHk2 para algún par k1, k2 ≥ 2 ó existe una subvariedad
reflectiva Σ′ de M con dim(Σ′) ≥ dim(Σ).

Demostración. Escribamos M = G/K con G = Isoo(M) y K = Go, para
o ∈ M . Supongamos que o ∈ Σ y escribamos Σ = G′/K ′, donde G′ es el grupo
de transformaciones glide de Σ y K ′ la isotroṕıa de o en G′. Denotemos por
N = G′′/K ′′ al factor de de Rham de Σ de la hipótesis, donde G′′ es el grupo
de transformaciones glide de N y K ′′ la isotroṕıa de o en G′′.

De los ejemplos 1.1.32, 1.1.33, 2.0.4 y 2.1.4 tenemos que existe una subvarie-
dad reflectiva P de N de dimensión 2 tal que la reflexión τ en el espacio normal
P⊥ es interior, esto es, τ ∈ K ′′ ⊂ K ′ ⊂ K. Expĺıcitamente tenemos

Si M = RHk, entonces P = RH2 y P⊥ = RHk−2.

Si M = CHk, entonces P = CH1 y P⊥ = CHk−1.

Si M = SL3(R)/SO3, entonces P = RH2 y P⊥ = RH2 × R.
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Si M = SOo2,2+k/SO2SO2+k, entonces P = RH2 y

P⊥ = SOo2,2+(k−1)/SO2SO2+(k−1).

Si Σ no es semisimple, el teorema 2.1.3 implica que existe v ∈ ToM tal que
la órbita K · v es simétrica y ToΣ = νv(K · v). Por el Lema 2.1.1 tenemos que
Σ es reflectiva y podemos tomar Σ′ = Σ. Asumamos que Σ es semisimple y
escribamos Σ = N × Σ̄, donde Σ̄ es una subvariedad totalmente geodésica y
semisimple de M que contiene a o.

Sea T la clausura del subgrupo de K ⊂ SO(ToM) (v́ıa la representación
isotrópica) generado por doτ . Note que doτ actúa como la identidad en ToP⊕ToΣ̄
y como menos la identidad en ToP

⊥. En particular, el grupo {g|ToΣ | g ∈ T}
tiene orden 2.

Si dimT > 0, entonces el núcleo TΣ del homomorfismo T → SO(ToΣ),
g → g|Σ tiene dimensión positiva. Como K ′ actúa efectivamente, tenemos que
TΣ * K ′. Sin embargo, TΣ ⊂ KΣ y por lo tanto k′ ( kΣ. El Lema 2.4.3 implica
que Σ es reflectiva y podemos tomar Σ′ = Σ.

De ahora en adelante vamos a suponer que dimT = 0, o equivalentemente,
que τ tiene orden finito. Por definición τ debe tener orden par de la forma 2sq
con s ≥ 1, y q ≥ 1 impar. Reemplazando τ por τ q podemos suponer que τ
tiene orden 2s. Si s > 1, entonces el conjunto de puntos fijos de τ2s−1

es una
subvariedad reflectiva de M que contiene a Σ y por maximalidad, debe ser igual
a Σ. Es decir, Σ es reflectiva y podemos tomar Σ′ = Σ.

Podemos suponer que τ tiene orden 2. Sea V el conjunto de puntos fijos
de doτ en νoΣ. Si V = {0}, entonces el conjunto de puntos fijos de doτ es
ToP

⊥×ToΣ̄. Por lo tanto, P⊥×ToΣ̄ es una subvariedad reflectiva contenida en
Σ y por la Proposición 2.3.7 tenemos que Σ también es reflectiva. En este caso
podemos tomar Σ′ = Σ.

Supongamos que dimV > 0. Como τ es una involución, la subvariedad to-
talmente geodésica Σ̃ asociada a ToP

⊥ ⊕ ToΣ̄ ⊕ V es reflectiva. Si dimV ≥ 2,
entonces dim Σ̃ ≥ dim Σ y podemos tomar Σ′ = Σ̃.

Resta analizar el caso en que dimV = 1. En este caso, la subvariedad Σ̂ =
P⊥×Σ̄ es una hipersuperficie de Σ̃. Recordemos que P⊥ es irreducible, salvo en el
caso en que N = SL3(R)/SO3, donde P⊥ = RH2×R. Sea Σ̂ = Σ̂0×Σ̂1×· · ·×Σ̂g
la descomposición de de Rham de Σ̂. Reordenando los indices si hace falta,
podemos suponer que Σ̂g = P⊥, salvo en el caso que N = SL3/SO3, donde

podemos suponer que Σ̂g = RH2 y Σ̂o = R (recordar que Σ̄ es semisimple). Por

el Lema 3.1.4, existe j ∈ {0, · · · , g} tal que Σ̃ = Σ̂o × Σ̂1 × · · · × Σ̃j × · · · × Σ̃g,

donde Σ̂j es una hipersuperficie de Σ̃j y Σ̃j es un espacio de curvatura constante.

Supongamos que g ≥ 3 y tomemos i ∈ {1, · · · , g−1} con i 6= j. El subespacio
W = ToΣ̂i ⊕ Z(ToΣ̂i) es un sistema triple de Lie que contiene a ToΣ y a ToΣ̃.
Como M es irreducible, W es un subespacio propio de ToM . La maximalidad
de Σ implica que ToΣ = W, lo que contradice el hecho de que ToΣ̃ * ToΣ. Si
g = 1, entonces Σ̄ es trivial y tendŕıamos que Σ es irreducible, lo que contradice
nuestra hipótesis. Por lo tanto, debe ser g = 2 y Σ̂ = Σ̂0 ⊕ Σ̂1 ⊕ Σ̂2.

Supongamos que j 6= 1. En este caso, el sistema triple de Lie ToΣ̂j⊕Z(ToΣ̂j)

contiene a ToΣ y a ToΣ̃. Igual que en el en el párrafo anterior tenemos una
contradicción. Por lo tanto, debemos tener que j = 1 y Σ̃1 = Σ̄ = RHk

2 , para
algún k2 ≥ 1. Se sigue que Σ = N × RHk2 . Haciendo el mismo razonamiento
con RHk2 en lugar de N , tenemos que existe una subvariedad reflectiva Σ′ tal
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que dim Σ′ ≥ dim Σ ó Σ = RHk1 × RHk2 , para algún k1 ≥ 1.

Utilizando la proposición anterior y la la tabla 3.2 podemos calcular el ı́ndice
de los espacios E−5

7 /SO12Sp1, E−25
7 /E6U1 y E−24

8 /E7Sp1. También vamos a
utilizar la propiedad `Σ1×Σ2

= `Σ1
+ `Σ2

y el valor de `Σ para los espacios
hiperbólicos que listamos a continuación:

`RHk =
1

2
(k − 2)(k − 1),

`CHk = (k − 1)2,

`HHk = (k − 1)(2k − 1) + 3,

`OH2 = 21.

Teorema 3.1.6. Para M = E−5
7 /SO12Sp1 tenemos i(M) = ir(M) = 24.

Demostración. Del Lema 3.1.3 tenemos que 23 ≤ i(M) ≤ ir(M) = 24. Supon-
gamos que i(M) = 23 y tomemos Σ subvariedad totalmente geodésica de M con
codim(Σ) = 23, es decir, con dim(Σ) = 41. Del Lema 3.1.3 también tenemos
que (rk(M)− rk(Σ)) + `Σ = ΛMΣ ≤ 1.

Como rk(M) = 4, debe ser (rk(Σ), `Σ) ∈ {(4, 0), (3, 0), (4, 1)}. De la cla-
sificación de espacios simétricos, se verifica que no existen espacios simétricos
irreducibles de rango 3 ó 4 y de dimensión 41. Por lo tanto Σ debe ser reducible.

Primero supongamos que la descomposición de de Rham de Σ contiene un
factor Σ1 de rengo 1. Como `Σ1

≤ 1, tenemos que Σ1 ∈ {RH2,RH3,CH2}.
De la Proposición 3.1.5 debe existir una subvariedad reflectiva Σ′ de M tal que
dim(Σ′) ≥ dim(Σ), lo que contradice que ir(M) = 24.

Finalmente, supongamos que rk(Σ) = 4 y Σ = Σ1 ×Σ2 con rk(Σi) = 2 y Σi
irreducibles. Como dim(Σ) = 41, uno de los dos factores debe tener dimensión
impar. El único espacio simétrico irreducible de dimensión impar y rango 2 es
SL3(R)/SO3. Usando la Proposición 3.1.5 tenemos que existe una subvariedad
reflectiva Σ′ de M con dim(Σ′) ≥ dim(Σ), lo que contradice que ir(M) = 24.

Concluimos que tal Σ no existe y por lo tanto i(M) = 24 = ir(M).

Teorema 3.1.7. Para M = E−25
7 /E6U1 tenemos que i(M) = ir(M) = 22.

Demostración. Del Lema 3.1.3 tenemos que 13 ≤ i(M) ≤ 22 = ir(M). Supon-
gamos por contradicción que i(M) ∈ {13, . . . , 21}. Sea Σ subvariedad totalmente
goedésica de M tal que codim(Σ) = i(M), es decir dim(Σ) ∈ {33, . . . , 41}. Por el
Teorema 2.1.3 podemos asumir que Σ es semisimple. Por el Lema 3.1.3 tenemos
(rk(M) − rk(Σ)) + `Σ = ΛMΣ ≤ 16. Como rk(M) = 3, tenemos que `Σ ≤ 14 si
rk(Σ) = 1, `Σ ≤ 15 si rk(Σ) = 2 y `Σ ≤ 16 si rk(Σ) = 3.

Los espacios hiperbólicos FHk con `FHk ≤ 16 son RHk para k ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7}
(donde `RHk ∈ {0, 1, 3, 6, 10, 15}), CHk para k ∈ {2, 3, 4, 5} (donde `CHk ∈
{1, 4, 9, 16}) y HHk para k ∈ {2, 3} (donde `HHk ∈ {6, 13}). Por la Proposición
3.1.5 tenemos que Σ no puede tener un factor hiperbólico real, ni un factor
hiperbólico complejo en su descomposición de de Rham. Por otro lado, como
dim(Σ) ≥ 33 y `Σ ≤ 16, Σ tampoco puede ser un producto de espacios hiperbóli-
cos cuaterniónicos. En particular, Σ no puede ser un espacio simétrico de rango
1, ni un producto de espacios simétricos de rango 1.
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Supongamos que rk(Σ) = 2. De lo observado anteriormente, tenemos que Σ
es irreducible. En la tabla 3.2 es fácil verificar que los únicos espacios simétricos
irreducibles Σ con rk(Σ) = 2 y dim(Σ) ∈ {33, · · · , 41} son SOo2,q/SO2SOq
(q ∈ {17, 18, 19, 20}), SU2,q/S(U2Uq) (q ∈ {9, 10}) y Sp2,5/Sp2Sp5. En todos
estos casos tenemos que `Σ > 15 y por lo tanto no existe tal Σ.

Supongamos que rk(Σ) = 3. Sabemos que Σ no puede ser un producto de tres
espacios simétricos de rango 1. Supongamos que Σ = Σ1 × Σ2, donde Σ1 tiene
rango 1 y Σ2 tiene rango 2. En este caso Σ1 debe ser HH2 ó HH3. En particular
dim(Σ1) ∈ {8, 12} y por lo tanto 21 ≤ dim(Σ2) ≤ 33 y `Σ2 ≤ 10. Usando la
tabla 3.2 tenemos que la única posibilidad es Σ2 = Sp2,3/Sp2Sp3, en este caso
tenemos dim(Σ2) = 24 y `Σ2

= 9. Como dim(Σ) ≥ 33, debe ser Σ1 = HH3,
y por lo tanto `Σ = `Σ1

+ `Σ2
= 13 + 9 = 22, lo que es una contradicción.

Concluimos que Σ no puede ser un producto de un espacio simétrico de rango
1 y un espacio simétrico irreducible de rango 2.

Finalmente, supongamos que Σ es un espacio simétrico irreducible de rango
3. Usando la tabla 3.2 tenemos que los únicos espacios simétricos irreducibles Σ
de rango 3 con dim(Σ) ∈ {33, . . . , 41} y `Σ ≤ 16 son Σ = SU3,6/S(U3U6) (con
dim(Σ) = 36 y `Σ = 11) y Σ = Sp3,3/Sp3Sp3 (con dim(Σ) = 36 y `Σ = 9).
Para Σ = SU3,6/S(U3U6) tenemos que ΛΣ

M = `Σ = 11. Usando que ΩM = 26
tenemos que codim(Σ) = 18 < 18,5 = 1

2 (ΩM + ΛΣ
M ), lo que contradice la

Proposición 3.1.1. Por lo tanto, Σ = SU3,6/S(U3U6) no es posible. El sistema
de raices de M = E−25

7 /E6U1 es de tipo (C3), las seis ráıces cortas tienen
multiplicidad 8 y las tres ráıces largas tienen multiplicidad 1. El sistema de
ráıces de Σ = Sp3,3/Sp3Sp3 también es de tipo (C3), pero las seis ráıces cortas
tienen multiplicidad 4 y las tres ráıces largas tienen multiplicidad 3 (ver por
ejemplo Section 13.1 de [1]). Debido a la multiplicidad de las ráıces largas y por
la observación 1.1.38, no puede ser Σ = Sp3,3/Sp3Sp3.

Teorema 3.1.8. Para M = E−24
8 /E7Sp1 tenemos que i(M) = ir(M) = 48.

Demostración. Del Lema 3.1.3 tenemos que 42 ≤ i(M) ≤ 48 = ir(M). Su-
pongamos por contradicción que i(M) ∈ {42, . . . , 47}. Sea Σ una subvarie-
dad totalmente geodésica maximal de M con codim(Σ) = i(M), es decir, con
dim(Σ) ∈ {65, . . . , 70}. Por el Teorema 2.1.3 podemos asumir que Σ es semi-
simple. Por el Lema 3.1.3 tenemos (rk(M) − rk(Σ)) + `Σ = ΛMΣ ≤ 10. Como
rk(M) = 4, tenemos que `Σ ≤ 7 si rk(Σ) = 1, `Σ ≤ 8 si rk(Σ) = 2, `Σ ≤ 9 si
rk(Σ) = 3 y `Σ ≤ 10 si rk(Σ) = 4.

Los espacios hiperbólicos FHk con `FHk ≤ 10 son RHk para k ∈ {2, 3, 4, 5, 6}
(donde `RHk ∈ {0, 1, 3, 6, 10}), CHk para k ∈ {2, 3, 4} (donde `CHk ∈ {1, 4, 9})
y HH2 (donde `HH2 = 6). Por la Proposición 3.1.5 tenemos que Σ no puede
tener un factor hiperbólico real, ni un factor hiperbólico complejo en su descom-
posición de de Rham. Por otro lado, como dim(Σ) ≥ 65 y `Σ ≤ 10, Σ tampoco
puede ser un producto de espacios hiperbólicos cuaterniónicos. En particular,
Σ no puede ser un espacio simétrico de rango 1, ni un producto de espacios
simétricos de rango 1.

Supongamos que rk(Σ) = 2. De lo observado anteriormente, tenemos que Σ
es irreducible. En la tabla 3.2 es fácil verificar que los únicos espacios simétricos
irreducibles Σ con rk(Σ) = 2 y dim(Σ) ∈ {65, · · · , 70} son SOo2,q/SO2SOq
(q ∈ {33, 34, 35}) y SU2,17/S(U2U17). En todos estos casos tenemos que `Σ > 8
y por lo tanto no existe tal Σ.
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Supongamos que rk(Σ) = 3. Sabemos que Σ no puede ser un producto de
tres espacios simétricos de rango 1. Supongamos que Σ = Σ1 × Σ2, donde Σ1

tiene rango 1 y Σ2 tiene rango 2. En este caso Σ1 debe ser HH2. En particular
dim(Σ1) = 8 y por lo tanto 57 ≤ dim(Σ2) ≤ 62 y `Σ2 ≤ 3. Usando la tabla 3.2
se tiene que tal Σ no existe. Finalmente, se verifica de la tabla 3.2 que no existe
Σ irreducible con rk(Σ) = 3, dim(Σ) ∈ {65, . . . , 70} y `Σ ≤ 9.

Supongamos que rk(Σ) = 4. Sabemos que Σ no puede ser un producto de
cuatro espacios simétricos de rango 1. Primero supongamos que Σ = Σ1×Σ2×
Σ3, donde Σ1,Σ2 tienen rango 1 y Σ3 tiene rango 2. Tenemos que `Σ1

+ `Σ2
+

`Σ3 = `Σ ≤ 10. Se sigue que al menos uno de los dos espacios simétricos de rango
1 es un espacio hiperbólico real o complejo. Por la proposición 3.1.5 tenemos
que este caso no puede ocurrir.

Supongamos que Σ = Σ1 × Σ2, donde Σ1 tiene rango 1 y Σ2 tiene rango 3.
Por la Proposición 3.1.5 debe ser Σ1 = HH2, lo que implica 57 ≤ dim(Σ2) ≤ 62
y `Σ2 ≤ 4. De la tabla 3.2 se verifica fácilmente que tal Σ no existe.

Supongamos que Σ = Σ1 × Σ2, donde Σ1 y Σ2 son irreducibles de rango 2.
Uno de los dos espacios debe satisfacer dim(Σi) ≥ 33, rk(Σi) = 2 y `Σi

≤ 10.
De la tabla 3.2 tenemos que tal Σ no existe.

Finalmente, supongamos que Σ es irreducible con rk(Σ) = 4. Tenemos que
dim(Σ) ∈ {65, . . . , 70}, rk(Σ) = 4 y `Σ ≤ 10. De la tabla 3.2 tenemos que tal Σ
no existe.

Como hemos analizado todas las posibilidades para Σ concluimos que i(M) =
ir(M) = 48.

Es posible calcular el ı́ndice de M = E6
6/Sp4 con un análisis similar al

anterior. Sin embargo, damos una demostración utilizando la clasificación de
subvariedades totalmente geodésicas de E6

6/Sp4 con rango maximal.

Teorema 3.1.9. Para M = E6
6/Sp4 tenemos i(M) = ir(M) = 14.

Demostración. De [2] sabemos que ir(M) = 14 y por el Lema 3.1.3 tenemos
i(M) = 13 ó i(M) = 14. Supongamos que i(M) = 13. Sea Σ una subvarie-
dad totalmente geodésica de M tal que codim(Σ) = 13. El Lema 3.1.3 tam-
bién implica que rk(M) − rk(Σ) + `Σ = ΛMΣ = 0. De lo anterior tenemos que
rk(Σ) = rk(M) = 6 y `Σ = 0. Las subvariedades totalmente geodésicas de
E6

6/Sp4 con rango maximal fueron clasificadas por Chen y Nagano en [7], e
independientemente Ikawa por Tasaki en [11]. Salvo equivalencia, estas subva-
riedades son:

(i) Σ = R× SOo5,5/SO5SO5, que es reflectiva y codim(Σ) = 16;

(ii) Σ = RH2 × SL6(R)/SO6, que es reflectiva y codim(Σ) = 20;

(iii) Σ = SL3(R)/SO3 × SL3(R)/SO3 × SL3(R)/SO3, que no es reflectiva y
codim(Σ) = 27.

En todos los casos codim(Σ) > 14 = ir(M), lo que es una contradicción. Con-
cluimos que i(M) = ir(M) = 14.



Apéndice A

Teorema de Cartan,
Ambrose, Hicks

En esta sección vamos a dar una demostración del teorema de Cartan, Am-
brose, Hicks que da condiciones para que una isometŕıa lineal se extienda a una
isometŕıa entre variedades Riemannianas. Introducimos algunas notaciones que
serán usadas en la prueba del teorema. Sean M y M̃ variedades Riemannianas
y c : [a, b] → M una curva diferenciable a trozos. Una isometŕıa de M a M̃ a
lo largo de c consiste de una partición P = {a = t0 < t1 < · · · < ts = b} y una
familia de isometŕıas {gi : Ui → Ũi | i = 1, · · · , s}, donde Ui es un abierto de M
que contiene a c([ti−1, ti]) y Ũi es un abierto de M̃ , tales que

Ui ∩ Ui+1 es conexo.

gi(c(ti + 1)) = gi+1(c(ti + 1)) y dc(ti+1)gi = dc(ti+1)gi+1, para todo i =
1, · · · , s− 1.

Note que estas dos condiciones implican que gi y gi+1 coinciden en Ui ∩ Ui+1.
Cuando no haga falta especificar los dominios y codominios de gi, denotamos
la isometŕıa de M en M̃ a lo largo de c simplemente por {gi}. Denotamos por
c̃ : [a, b]→M la curva diferenciable a trozos definida por c̃|[ti,ti+1] = gi◦c|[ti,ti+1].

Supongamos que {hj : Vj → Ṽj} es otra isometŕıa a lo largo de c y c̄ denota la

correspondiente curva inducida en M̃ . Como las isometŕıas están determinadas
por el valor en un punto y por la diferencial en ese punto, es fácil ver que si
h1(p) = g1(p) y dph1 = dpg1, entonces c̃ = c̄.

Lema A.0.1. Sean M y M̃ variedades Riemanniana, con M simplemente co-
nexo. Sean p ∈M , p̃ ∈ M̃ y A : TpM → Tp̃M̃ una isometŕıa lineal. Supongamos
que para toda curva diferenciable a trozos c : [a, b]→M que satisface c(a) = p,
existe una isometŕıa {gi} a lo largo de c tal que c̃(a) = p̃ y dpg1 = A. Entonces,

existe una isometŕıa h : M → M̃ tal que dph = A.

Demostración. Sea q ∈ M y c0 : [a, b] → M una curva diferenciable uniendo
p con q. Sea {gi : Ui → Ũi} una isometŕıa a lo largo de c tal que c̃(a) = p̃ y
dpg1 = A. Definimos h(q) = c̃(b). Por la observación anterior, h no depende de

la isometŕıa de M en M̃ a lo largo de c. Veamos que h tampoco depende de
la curva elegida. Sea c1 otra curva uniendo p con q y tomemos {cs}s∈[0,1] una
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homotoṕıa con extremos fijos en M de c0 a c1. Si s es suficiente pequeño para
que cs([ti, ti+1]) ⊂ Ui, entonces {gi} también es una isometŕıa a lo largo de ci y
por lo tanto c̃s(b) = c̃0(b). Como la definición de h no depende de la isometŕıa a
lo largo de la curva, tenemos que la función s → c̃s(b) es localmente constante
y por lo tanto es constante. Es decir, h está bien definida.

Ahora veamos que h es una isometŕıa local. Sean q ∈ M y c : [a, b] → M
una curva uniendo p con q. Tomemos {gi : Ui → Ũi | i = 1, · · · , l} una isometŕıa
de M en M̃ a lo largo de c tal que g1(p) = p̃ y dpg1 = A. Sea q′ ∈ Ul y
c′ : [b, b′]→M una curva diferenciable uniendo q con q′. La concatenación de c
con c′ es una curva c∗ c′ : [a, b′]→M que une p con q′ y {gi} es una isometŕıa a
lo largo e c ∗ c′ y por lo tanto h(q′) = gi(q

′). Es decir, h|Ul
= gl y por lo tanto h

es una isometŕıa local. Finalmente, es claro de la definición de h que dph = A.

Recordamos el lema de Cartan que es la versión local del teorema de Cartan,
Ambrose, Hicks. Sean M y M̃ variedades Riemannianas completas de dimensión
n y R, R̃ los correspondientes tensores de curvatura. Sean p ∈ M , p̃ ∈ M̃ y
A : TpM → Tp̃M̃ isometŕıa lineal. Sean U y Ũ entornos normales de p y p̃,

respectivamente, tal que f := expp̃A exp−1
p : U → Ũ es un difeomorfismo bien

definido. Sea γ : [0, 1]→ U geodésica en u en U . Sea γ̃(t) la geodésica por p̃ en
Ũ con condición inicial A(γ′(0)). Para v ∈ TpM sea v(t) el campo paralelo a lo
largo de γ con condición inicial v y ṽ(t) el campo paralelo a lo largo de γ̃(t) con
condición inicial Av.

Lema A.0.2 (Cartan). Con la notación anterior, supongamos que para toda
geodésica γ : [0, 1]→ U y vectores u, v, w, z ∈ TqM se tiene

〈Ru(t),v(t)w(t), z(t)〉 = 〈Rũ(t),ṽ(t)w̃(t), z̃(t)〉, t ∈ [0, 1].

Entonces f : U → Ũ es una isometŕıa tal que dpf = A.

Demostración. Lo único que debemos probar es que dqf : TqM → Tf(q)M̃
es una isometŕıa lineal, para todo q ∈ U . Sea γ : [0, 1] → M la geodésica
en U uniendo p con q y sea v = γ′(0). Sea u ∈ TqM , w = dv(expp)

−1
v (u) y

J(t) = d(expp)tv(tw) el campo de Jacobi a lo largo de γ tal que J(0) = 0 y
J ′(0) = w. Tenemos que J(1) = u y además

dqf(u) = d(expp̃) ◦A ◦ d(exp−1
p )(u) = dAv(expp̃)(Aw).

Es decir, si J̃(t) es el campo de Jacobi a lo largo de γ̃ con J(0) = 0 y J ′(1) = Aw,
entonces dqf(u) = J̃(1). Por lo tanto, basta mostrar que ‖J(1)‖ = ‖J̃(1)‖.

Sea E1, · · · , En una base ortonormal de campos paralela a lo largo de γ y
Ẽ1, · · · , Ẽn la base ortonormal de campos paralela a lo largo de γ̃ definida por
Ẽi(0) = AEi(0). Escribamos J(t) =

∑
i ai(t)Ei(t) y J̃(t) =

∑
i ãi(t)Ẽi(t). Note

que ai(0) = ãi(0) y a′i(0) = ã′i(0), para todo i = 1, · · · , n. Por hipótesis,

〈REj(t),γ′(t)γ
′(t), Ei(t)〉 = 〈R̃Ẽj(t),γ̃′(t)γ̃

′(t), Ẽi(t)〉, i, j = 1 · · ·n.

Si llamamos el valor común por ci,j , la ecuación de Jacobi para los campos J y

J̃ es equivalente al sistema de n ecuaciones diferenciales

x′′i + ci,jxj = 0;

xi(0) = ai(0), x′i(0) = a′i(0).
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Concluimos que ai = ãi y por lo tanto ‖J(1)‖ = ‖J̃(1)‖.

Vamos a utilizar el lema de Cartan para probar el teorema de Cartan, Am-
brose, Hicks.

Teorema A.0.3 (Cartan, Ambrose, Hicks). Supongamos que toda geodésica
(no necesariamente en U) en p satisface la hipótesis del teorema de Cartan. Si
además, M es simplemente conexa, entonces existe f : M → M̃ isometŕıa local
tal que dpf = A. Si M̃ también es simplemente conexo, f es una isometŕıa.

Demostración. La idea de la demostración es utilizar el lema de Cartan para
probar que f satisface las hipótesis del Lema A.0.1. Sea c : [a, b] → M una
curva diferenciable a trozos comenzando en p. Construimos {gi} isometŕıa a lo
largo de c tal que g1(p) = p̃ y dpg1 = A. Sean U1, · · · , Ul bolas convexas y
P = {a = t0 < t1 < · · · < tl = b} partición de [a, b] tales que c([ti−1, ti]) ⊂ Ui,
para i = 1, · · · , l. Construimos recursivamente las isometŕıas gi.

Por el lema de Cartan podemos tomar una isometŕıa g1 : U1 → Ũ1 tal que
g1(p) = p̃ y dpg1 = A. Supongamos que hemos definido la isometŕıa gi−1. Sea

Ai = dc(ti)gi−1 : Ui−1 → Ũi−1. Como Ai es el diferencial de una isometŕıa,
entonces satisface las hipótesis del lema de Cartan y por lo tanto podemos
definir gi : Ui → Ũi isometŕıa tal que gi(c(ti)) = gi−1(c(ti)) y dc(ti)gi = Ai. Por

construcción {gi} es una isometŕıa de M en M̃ a lo largo de c que cumple las
hipótesis del Lema A.0.1.

La segunda parte es inmediata, pues toda isometŕıa local es un cubrimiento.
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