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Resumen

El indice (M) de una variedad Riemanniana M fue introducido por Onish-
chik [23] y se define como el menor entero n tal que existe una subvariedad
totalmente geodésica propia de M con codimensién n. De manera andloga, en
[2] C.Olmos y J. Berndt definen el indice reflectivo i, (M) de un espacio simétri-
co M como el menor entero n tal que existe una subvariedad reflectiva propia
de M con codimensién n. En este mismo trabajo, Olmos y Berndt conjetu-
ran que i(M) = i,.(M) para todo espacio simétrico tal que M # G3/SO4 y
M # G5/SO4. En esta tesis damos una respuesta afirmativa de la conjetura
para la familia Sp, /U, (r > 3) y para los espacios simétricos excepcionales de
tipo I y 1IL

Nuestra metodologia se basa en el estudio de la representacion slice de sub-
variedades totalmente geodésicas. Esta herramienta nos permite desarrollar al-
gunos criterios para decidir cuando una subvariedad totalmente geodésica es
reflectiva.






Abstract

The index (M) of a Riemannian manifold M was introduced by Onishchik
[23] and is defined as the least integer n such that there exists a proper totally
geodesic submanifold of M with codimension n. Analogously, in [2] C. Olmos
and J. Berndt define the reflective index i,.(M) as the least integer n such that
there exists a proper reflective submanifold of M with codimension n. In this
paper, Olmos and Berndt conjecture that (M) = 4,.(M) for every irreducible
symmetric space such that M # G%/SO, and M # G3/SO;.

In this thesis we give an afirmative answer of the conjecture for the family
Sp, /U, (r > 3) and for the exceptional symmetric spaces of type I and III.

Our methodology is based on the study of the slice representation of totally
geodesic submanifolds. This tool allows us to prove some criteria to decide when
a totally geodesic submanifold is reflective. The results obtained in this thesis
are an essential step for solving the index conjecture.
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Introduccion

Los espacios simétricos son de las variedades Riemannianas més importantes
y han sido estudiados por muchos matematicos. Su riqueza algebraica permitié
a Cartan dar una clasificaciéon completa en la década de los 20’s. Las subvarie-
dades totalmente geodésicas resultan ser fundamentales en el estudio de sub-
variedades. Algebraicamente, subvariedades totalmente geodésicas de espacios
simétricos corresponden a sistemas triples de Lie. Resulta sorprendente que la
clasificacién de subvariedades totalmente geodésicas en espacios simétricos es un
problema que permanece abierto. Sin embargo, algunos avances se han hecho
en este problema. En [24] Wolf clasifica las subvariedades totalmente geodésicas
de espacios simétricos de rango 1. En una serie de trabajos S. Klein clasifica
las subvariedades totalmente geodésicas de espacios simétrico de rango 2 (ver
[13],[14],[15],[16]).

Por otro lado, en [23] Onishchik introduce el indice para espacios simétricos
definido como

i(M) = {codim(X) | ¥ es subvariedad totalmente geodésica deM }.

Una clase importante de subvariedades totalmente geodésicas son aquellas
que se obtienen como una componente conexa del conjunto de puntos fijos de
una involucién. Dichas subvariedades se llaman subvariedades reflectivas. Al-
gebraicamente, subvariedades reflectivas corresponden a sistemas triples de Lie
complementarios. En [19] y [20] Leung clasifica las subvariedades reflectivas de
espacios simétricos. En [2] Berndt y Olmos introducen y calculan el indice re-
flectivo de espacios simétricos definido por

ir(M) = {codim(X) | X es subvariedad reflectiva deM}.

En este mismo trabajo Olmos y Berndt introducen la conjetura del indice y
prueban su validez para algunos espacios simétricos.

Conjetura. Para todo espacio simétrico irreducible y simplemente conexo M
diferente de G2/SO, y G3/S0y4, se tiene que i(M) = i,.(M).

Una de las herramientas fundamentales que utilizan Berndt y Olmos es el
estudio de subvariedades totalmente geodésicas mediante la representacién sli-
ce y s-Orbitas. Esta tesis representa una continuacién de [2, 4] y contiene los
resultados obtenidos en un trabajo a ser publicado en la Revista Matemdatica
Iberoamericana en el presente afio y disponible en arXiv [6]. Uno de los objeti-
vos de este trabajo es probar la conjetura del indice para los espacios simétricos
excepcionales de tipo I y III. Este resultado es un paso fundamental para la re-
solucién de la conjetura del indice, que ha sido completada recientemente en [5].
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A continuacién describimos el contenido de esta tesis. A lo largo de esta tesis M
serd un espacio simétrico con un punto o € M. Denotaremos por G = Is0°(M)
a la componente conexa por la identidad del grupo de isometrias y por K = G,
la isotropia de o en G.

En el primer capitulo presentamos los preliminares de este trabajo. Los resul-
tados de este capitulo son bien conocidos y no representan el trabajo original de
esta tesis. Comenzamos estudiando la teoria general de los espacios simétricos.
Deducimos la férmula para el tensor de curvatura, lo que nos permite carac-
terizar las subvariedades totalmente geodésicas como sistemas triples de Lie.
Usando esta caracterizacion definimos el grupo de transformaciones glide de
una subvariedad totalmente geodésica. En la ultima seccién introducimos los
sistemas de holonomia y el teorema de Simons. Usando el teorema de Simons
probamos el Slice lemma para subvariedades totalmente geodésicas.

En el segundo capitulo, estudiamos subvariedades reflectivas de espacios
simétricos y su relacion con la representacion slice y s-érbitas. Por completitud,
incluimos las pruebas de algunos resultados de [2, 4]. Entre estos resultados,
recordamos que las subvariedades totalmente geodésicas maximales no semi-
simples se obtienen a partir del espacio normal de una s-6rbita simétrica (que
es un sistema triple de Lie) [2, Theorem 4.2], [4, Lemma 4.1, Lemma 4.2] .

Construimos el bottom space como un cociente simétrico para probar la exis-
tencia de isometrias de orden dos. Esta construccién nos permite probar el
siguiente resultado con respecto a s-O6rbitas no simétricas.

Proposicion. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible, simplemente cone-
xo. Asumamos que w € T,M es tal que K - w no es una subvariedad simétrica
de T,M . Entonces, v, (K - w) estd contenido propiamente en un sistema triple
de Lie (propio) de T, M.

Uno de los resultados fundamentales que utilizamos en esta tesis es el Lem-
ma 3.2 de [2]. Grosso modo, este lema dice que en un espacio simétrico de rango
mayor a 1 los puntos fijos de la representacién slice de una subvariedad reflec-
tiva hacen parte del factor plano de la subvariedad reflectiva complementaria.
Utilizando este lema podemos extender la Proposicién 3.4 de [2] al siguiente
resultado.

Proposicion. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible con G = Is0°(M)
y K =G,. Supongamos que rk(M) > 2 y que ¥ es una subvariedad semisimple
totalmente geodésica de M con o € X. Si el nicleo de la representacion slice
completa p' : K= — O(v,%) es no trivial, entonces X es reflectiva.

Utilizando este lema probamos la siguiente proposicion.

Proposicién. Sea M un espacio simétrico irreducible con rk(M) > 2. Asu-
mamos que X1 Yy o son subvariedades totalmente geodésicas completas con
¥ C g, Si X1 es reflectiva, entonces Yo es refiectiva.

Terminamos el capitulo probando uno de los resultados principales de este
trabajo:

Teorema. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simplemente co-
nexo con rk(M) > 2, donde G = Iso®°(M), K =G, yo € M. Sea ¥ = G'/K'
subvariedad propia totalmente geodésica y completa de M que contiene a o, don-
de G’ denota el grupo de transformaciones glide de X y K’ la isotropia de o en
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G'. Denotemos por p : (K')° — SO(v,X) la representacion slice conexa de X.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X es reflectiva y v, es un sistema triple de Lie no semisimple.
(i) Existe v € T,M tal que K -v es una s-drbita simétrica y T,X = T, (K -v).

Mads ain, cualquiera de las afirmaciones anteriores implica la siguiente afirma-
cion:

(iii) ¥ es mazimal y eziste un vector no nulo en v,% que es fijo por la repre-
sentacion p.

Si ademds dim(X) > £ dim(M), entonces las tres afirmaciones son equivalentes.

En el dltimo capitulo estudiamos el indice reflectivo para los espacios simétri-
cos excepcionales. El objetivo es probar la conjetura del indice para el espacio
simétrico M = Sp,.(R)/U(r) y para los espacios simétricos excepcionales de tipo
I y III. Para esto utilizamos el indice de espacios simétricos de tipo II, calculado
por Berndt y Olmos en [3].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios simétricos

En esta seccion estudiamos los preliminares de la teoria general de espacios
simétricos. Los resultados presentados son bien conocidos y no representan el
trabajo original de esta tesis. El libro de Helgason [10] es una de las referencias
mas completas en la actualidad. Muchos de las demostraciones de esta secciéon
se encuentran en las notas W. Ziller [25] y las notes de J. Eschenburg [8].

A menudo escribimos M para denotar una variedad Riemanniana (M, g),
sin hacer referencia explicita la métrica. A lo largo de este trabajo 7. deno-
ta el transporte paralelo a lo largo de la curva c¢. Si G es un grupo de Lie,
la componente conexa por la identidad serd denotada por G°. En el caso del
grupo de isometrias y de la holonomia, escribimos Iso®(M) y hol®(M), para la
componente por la identidad.

Una variedad Riemanniana M se dice un espacio (globalmente) simétrico si
existe la simetria geodésica en cada punto, esto es, para cada p € M existe una
isometria s, tal que s,(p) =py dps, = —Id. Si~y es una geodésica en p se tiene
que s, (Y(to)) = (2t —to). Utilizando esta igualdad, es facil ver que cualquier
geodésica se extiende a todo R y por lo tanto M es completa.

Si M es conexo, por el teorema de Hopf-Rinow tenemos que para p,q € M
existe una geodésica +y : [0, L] — M uniendo p con g. Se sigue que s.(1/2)(p) = ¢
y por lo tanto M es homogénea. A lo largo de esta tesis V denota la conexién
de Levi-Civita y R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) al tensor de curvature de
M. Es facil ver que toda isometria preserva el tensor VR y por lo tanto, para
todo z,y, 2, w € T, M tenemos

—(VaR)(y, z,w) = dpsp((VaR)(y, z,w))
= (Va,s, R)(dpspy, dpspz, dps,w)
= (VaR)(y, z,w).
Es decir,
VR =0.
Esta ultima igualdad es equivalente a que para cualquier curva diferenciable
a trozos c se satisface 7.R = R, donde 7. denota el transporte paralelo a lo

largo de ¢ y (7.R)(u,v,w) := 7, R; 4 r.oTcw. Como consecuencia del teorema
de Cartan, Ambrose, Hicks (ver apéndice A) tenemos el siguiente resultado.

15



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposicién 1.1.1. Sean M y M espacios simétricos y R, R sus correspon-
dientes tensores de curvatura. Sean p € M, p € M yA:T,M — Tf,M una
isometria lineal tal que A(R,) = Rf,. Si M es simplemente conexo, entonces
existe una isometria local f : M — M tal que dpf =A.

Demostracion. Veamos que A satisface las hipétesis del teorema de Cartan, Am-
brose, Hicks. Sea v una geodésica en M comenzando en p y tomemos u, v, w, z €
T,M. Sean u(t),v(t),w(t),z(t) los campos paralelos a lo largo de 7 corres-
pondientes a wu,v,w, z, respectivamente. Hagamos 4 la geodésica por p con
' (0) = A+'(0). Sean a(t),v(t), w(t) y 2(t) los campos paralelos a lo largo de ¥
con condicién inicial Au, Av, Aw y Az, respectivamente. Si denotamos por 7y el
transporte paralelo a lo largo de la curva 7| 4, se tiene que

(Raq),o0@(t), 2(t)) = ‘rtAu rAvTeAw, T Az)

Tt TtAu TtA’UTtAw AZ>
Ry avAw, Az)

(R
=
=
< u, oW, Z>

Donde en la tltima igualdad usamos que A es isometria lineal tal que A(R) =
R. O

De aqui en adelante utilizaremos la siguiente notacion. Para un espacio
simétrico M denotamos por Iso(M) al grupo de Lie de isometrias de M y por
G = Is0°(M) la componente conexa de la identidad. Fijemos un punto o € M
y sea K la isotropia de o en G. Denotamos por g = Lie(G) el dlgebra de Lie de
G.

Cada elemento X € g determina un campo de Killing X* en M por X =
%’OEXp(tX )p cuyo flujo es el grupo monoparamétrico Exp(¢X), donde Exp
denota la exponencial del grupo G. Si V' es un subespacio de g, denotamos por
V - p al conjunto {X;)k | X € V}. Como M es completa, la aplicaciéon X — X* es
un isomorfismo lineal de g en el dlgebra de campos de Killing (con el corchete
de campos vectoriales), que satisface

X, Y] = —[X*,Y*]. (1.1)

Identificaremos g con el dlgebra de campos de Killing, teniendo en cuenta (1.1).
Si v es una geodésica en M podemos definir un subgrupo monoparamétrico en

G.

Definicién 1.1.2. Sean v € T,M y v(t) = exp,(tv) la geodésica por o con
condicién inicial v. Para cada t € R definimos ¢7 = s,(1/2)S0 la transveccion
geométrica a lo largo de v en t.

Es inmediato que ¢Y es un subgrupo monoparamétrico de isometrias y por lo
tanto determina un tnico campo de Killing X* de M tal que X = %‘0 ¥ (p)
Los subgrupos monoparamétricos ¢¥ y Exp(sX?) tienen la misma derivada en
s =0y por lo tanto ¢¥ = Exp(sX?). Sea p = {X" | v € T,M} subespacio de g
(bajo la identificacién de campos de Killing con g).

Proposicion 1.1.3. En un espacio simétrico M tenemos las siguientes propie-
dades
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1. ¢Y(v(t) = v(s+1) ydyydy : ToyyM — Ty 540y M es el transporte paralelo
a lo largo de |(s 544

2. El grupo G actia transitivamente en M y st K denota la isotropia de o
en G, entonces K es compacto y M es difeomorfo a G/K.

3. Siv e T,M, entonces el campo de Killing asociado satisface X? = v y
(VX"), =0. Porlo tanto, p = {X | X es campo de Killing y (VX), = 0}
y la transformacion lineal v — XV es un isomorfismo de T,M con p y su
inversa es X — X

4. La geodésica de M por o con condicion inicial v € T,M esta dada por
~(t) = Ezp(tX?)o.

Demostracion. 1. La primera afirmacién se sigue de la igualdad s, ) (v(t)) =
v(2s — t). Veamos que la diferencial de ¢ es el transporte paralelo. Sean
u € T,M y U el transporte paralelo de u a lo largo de . Como ¢! es una
isometria, el campo (¢¥).U es paralelo a lo largo de ¢¥(v(t)). Es decir,
dp3u es el transporte paralelo a lo largo de [, 544

2. Sipe M ywveT,M es tal que p = exp,(v), entonces ¢¥ € G y satisface
¢Y(1) = p. Notemos que K es cerrado y que la representacién isotrépica
x : K — O(T,M) dada por k — d,k es inyectiva. Por lo tanto, podemos
pensar K como un subgrupo cerrado de O(T,M) y por lo tanto K es
compacto. La tltima afirmacién se sigue de la transitividad de G en M.

3. La primera igualdad es inmediata de la definicién de XV. Siu € T,M y ¢
curva en M con ¢/(0) = u, usando 1. tenemos que

D

B1(e(t)) = d61(¢ (0)) = 0.

D d
XV =— —
Va dt ds

D d

dy(c(t)) = T

t=0 t=0

Como todo campo de Killing estd determinado por su valor en o y por su
derivada covariante en o, entonces p = {X | X es Killing y (VX), = 0}.
Finalmente

(Xv)* _ i

4
dt dt

Exp(tX*)o =
o

3 (0) = X3 =,

4. Como Exp(tX") = ¢}, entonces por 1 tenemos ¢} (0) = ¢7(7(0)) = v(1).
O

La proposicién anterior y la siguiente definicién justifica el nombre de las
transvecciones geométricas.

Definicién 1.1.4. Para una variedad Riemanniana M definimos el grupo de
transvecciones de M como

Tr(M) ={g € Iso(M)| Vp e M Fv, curva de p a g(p), tal que dg, = 7, }.

Su dlgebra de Lie se denomina el dlgebra de transvecciones de M.
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En un espacio simétrico M tenemos las transvecciones geométricas a lo largo
de geodésicas y por lo tanto Tr(M) actiia transitivamente en M.

Recordemos que el grupo de holonomia hol,(M) de M en p es el subgrupo
de isometrias lineales de O(T, M) generado por todos los transportes paralelos
a lo largo de lazos diferenciales a trozos en p. El grupo de holonomia restringido
holg (M) es la componente conexa de hol,(M) y consta de aquellas curvas que
son homotdépicamente nulas.

Proposicion 1.1.5. Sea K la isotropia de o en G. El grupo de holonomia
holo(M) es un subgrupo de K (visto como subgrupo de O(T,M)). Si la accion
de K en T,M es reducible, entonces M es localmente reducible y si M es sim-
plemente conexo, entonces es globalmente reducible. Si M es localmente irredu-
cible, entonces M es irreducible isotépicamente, i.e, K actia irreduciblemente,
es Einstein.

Demostracion. Si -y es una geodésica a trozos, el transporte paralelo es el dife-
rencial de una composicién de transvecciones (ver Proposicién 1.1.3, 1.). Como
esta composicion fija o, entonces 7, € K. Si o es cualquier lazo diferenciable a
trozos en o, podemos cubrir su imagen por entornos convexos de M tal que, en
cada entorno, o es homotépico a una geodésica. Haciendo los entornos cada vez
mas pequenos, tenemos una sucesién de geodésicas a trozos v, que aproximan
a o. Por continuidad, los transportes paralelos 7,, convergen a 7,. Como K es
cerrado, concluimos que 7, € K. La segunda parte es inmediata del teorema de
descomposicién de De Rham.

Finalmente, supongamos que M es irreducible. Por la parte anterior, K es
irreducible en T,M. Sea A € End(T,M) simétrico con respecto a la métrica de
M, tal que Ric(u,v) = (Au,v). Veamos que los autoespacios de A son invariantes
por K.Sike K,yveT,M es un autovector de A con autovalor A\, entonces
para todo u € T,M

Ric(ku,v) = Ric(ku, kk™'v) = Ric(u, k™) = O, k™) = (A\ku, v).

Como A es simétrica y sus autoespacios son invariantes por K, concluimos que
A =MXldy M es Einstein. O

Utilizando el teorema de descomposicién de De Rham tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 1.1.6. Si M es un espacio simétrico, entonces para cada p € M
eziste un abierto U de M que contiene a p tal que U = My x---xX M;, donde cada
M; es un espacio simétrico irreducible. Si M es simplemente conexo, entonces
se puede tomar a U = M. En este caso Iso(M) = Iso(My) x --- x Iso(M;) y
Iso(M), = Iso(My), X « -+ x Iso(M),, donde Iso(M,), actia trivialmente en
T,M; para j # 1.

Definicion 1.1.7. Un espacio simétrico M se dice semisimple, si ninguno de

los M; de la definicion anterior es un espacios simétricos plano.

Usando la forma candnica para transformaciones ortogonales tenemos el si-
guiente resultado.

Lema 1.1.8. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simplemente
conezxo, con G = Iso®°(M) y K = G,. Entonces, la dimension del centro de K
es 0 6 1. En el segundo caso, M admite una estructura Kdhler.
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Demostracion. Primero supongamos que dim M = 2a es par y sea kg un ele-
mento del centro de K. Como M es simplemente conexo, entonces K es conexo
y por lo tanto d,ky € SO(T,M). Por la forma canénica de transformaciones
ortogonales, se tiene que existe una base ey, f1, -+ , eq, fo vy dngulos 6; € [0, 27)
tales que

doko(e;) = cos(0;)e; + sen(6;) fi; doko(f;) = —sen(0;)e; + cos(6;) fi.

Sea (T, M)c la complexificacién de T, M y sea (d,ko)c la extensién C-lineal de
doko a (T,M)c. Note que {w; = e; +/—1f;} es una base de autovectores de
(doko)c con autovalores A; = eV=1%_ Como ko conmuta con todo elemento de K,
entonces K deja invariante al autoespacio generado por {w; | A; = A1 }. Es decir,
K deja invariante al subespacio de T,M generado por {e;, f; | 8; = 61}. Como
M es irreducible, tal subespacio debe ser T, M y por lo tanto 8; = 01, para todo
i. Por lo tanto, el centro de K (en SO(T,M)) es generado por {Exp(tA) | t € R},
donde A € so(T, M) satisface

Ae;=0f; y Afi= —be;.

Es decir, el centro tiene dimensién 0 o 1.

Si M es impar, la forma candnica de matrices ortogonales y un argumento
analogo al anterior implica que el centro tiene dimensién 0.

Finalmente, supongamos que la dimensién del centro es 1. Tomando ¢ = 75,
tenemos que existe ko en el centro de K tal que (dok0)2 = —id. Como d, kg
conmuta con K y hol(M) = hol°(M) C K, podemos definir una estructura
casi compleja J compatible con la métrica de M y paralela. Se sigue que J es
integrable y por lo tanto M es Kéhler.

O

1.1.1. Pares simétricos y descomposicion de Cartan

La simetria s, en el punto o € M determina una involuciéon ¢ : G — G
definida por o(g) = $,9S,. Denotamos por G al subgrupo de puntos fijos de o.

Proposicién 1.1.9. El subgrupo K satisface G§ C K C G°?. Si ¢ denota el
dlgebra de Lie de K, entonces los auotespacios asociados a los autovalores 1 y
—1 dedo:g— g sont yp, respectivamente.

Demostracion. Para todo k € K la isometria (k) = s,ks, fija o y su diferencial
en o es dk,. Es decir o(k) = k y por lo tanto K C G°. Por otro lado, para
X € Lie(G7) tenemos que s,Exp(tX)s, = Exp(tX) para t en algun intervalo
que contiene el 0. Se sigue que s,Exp(tX)o = Exp(tX)oy como o es un punto fijo
aislado de s,, tenemos que Exp(tX)o = o para t lo suficientemente pequetio. Por
unicidad de geodésicas tenemos que Exp(tX)o = o, para todo ¢ y por lo tanto
Exp(X) € K. Como estos elementos generan (G?)°, concluimos que (G?)° C K.

Claramente el autoespacio asociado al autovalor 1 de do es t = Lie(G?). Sea
Vel autoespacio asociado al autovalor —1 de do. Si X € p, X* = XV y v es la
geodésica determinada por v, entonces

d d d
do(X)= — Y) = — o s = 7 s 071
o(X) d500(¢s) dSOS Sy(s/2) ds’o(sw( /2)50)
d L, d d
= — v = — v = —| E —sX)=-X.
dso((b&) d80¢—5 s xp(—sX)
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Es decir, p es un subespacio de V. Como g = £ ® V, entonces
dimp =dim M =dimp —dimt =dim V.
Lo que prueba que p = V. ]
Podemos descomponer a g como suma de autoespacios de do
g=tdp.

Como do es un homomorfismo de algebras de Lie tenemos que £ es una subalge-
bra de g, [p,p] C p y [¢,p] C p. Esta descomposicién se llama la descomposicion
de Cartan del espacio simétrico M. Como siempre identificamos T, M con p.
Bajo esta identificacién, la acciéon en T, M de un elemento k € K esta dada por
Ad(k). La proposicién anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.1.10. FEl par (G, K) se dice un par simétrico si G es un grupo
de Lie, K es un subgrupo compacto de G tal que G actia casi efectivamente
en G/K vy existe una involucion o : G — G tal que (G%)° C K C G°. El par
simétrico se dice efectivo, si la accion de G en G/K es efectiva.

Recordemos que G actia casi efectivamente en G/K si y sélo si el conjunto
de elementos que actia trivialmente es discreto. Como todo elemento fuera
de K actia de forma no trivial, esto es equivalente a pedir que el conjunto
{k € K | g7'kg € K paratodo g € G} es finito. Es decir, la accién es casi
efectiva si y s6lo si todo subgrupo normal de G contenido en K es finito. En
términos de algebras de Lie esto sucede si y solo si £ no contiene ideales no nulos
de g.

Al igual que en espacios simétricos, para cada par simétrico (G, K) tene-
mos la descomposicién de Cartan g = ¢ @ p, como suma de autoespacios de la
involucién do : g — g. Identificamos el subespacio p con TxG/K y bajo esta
identificacién la accién de k € K en G/K corresponde a Ad(k).

Si M es un espacio simétrico, G = Iso®°(M) y K es la isotropia de G en
o, entonces el par (G, K) es un par simétrico. La siguiente proposicién permite
construir espacios simétricos a partir de pares simétricos.

Proposicién 1.1.11. Sea (G, K) un par simétrico con involucion o. Entonces
G/K admite una métrica tal que G actia por isometrias. Cualquier métrica que
satisface esta condicidn hace a G/K un espacio simétrico.

Demostracion. Como K es compacto, usando el “ truco unitario ” de Weyl,
existe un producto interno en p que es Ad(K) invariante. Lo que es equivalente
a un producto interno (, ), en T, M invariante por K. Definimos una métrica en
G/K por (u,v)gx = (dLy-1u,dL,-1v) g, donde Ly denota la accién de g € G
en G/K. Como (, )x es K—invariante, estd métrica estd bien definida y por
definicién, G actia por isometrias. Lo que prueba la primera parte.

Como G actiia por isometrias, G/K es homogénea. Por tanto, para ver
que G/K es simétrica, basta ver que existe la simetria en o = K. Dado que
K C G°, la involucién o induce un difeomorfismo s, : G/K — G/K defi-
nida por s,(gK) = o(g)K. Por definicién s, fija o y como T,G/K se iden-

tifica con el autoespacio —1 de do, entonces d,s, = —Id. Resta ver que s,
es una isometria. Derivando en o la igualdad s,L; = Lg(g)So, se tiene que
dgr (80)do(Lg) = —dy(g)x(Lo(g)) ¥ como G actiia por isometrias concluimos

que s, es una isometria. O
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1.1.2. Curvatura en espacios simétricos

Para calcular el tensor de curvatura en espacios simétricos necesitamos el
siguiente lema

Lema 1.1.12. Sea M una variedad Riemanniana y X un campo de Killing en
M. Entonces para U,V campos en M se satisface la siguiente igualdad

2VyVy X = Vg X =2RyxV.
En particular, st M es un espacio simétrico y X,Y,Z € p, entonces
Vx,VyZ = Rx, z,Y,.

Demostracion. Como X es un campo de Jacobi a lo largo de cualquier geodésica,
usando la ecuacién de Jacobi, tenemos
0=VutvVusvX + Rxutv(U+V)
=VuVuX+VyVy X +Vy VX +VyVy X
+RxyU+ RxuyV +RxyvU+Rx vV

=VuVyv X +VyVuX +RxuV +RxvU

=VyVyX+VyVyuX +RxyV — RyuX — RyxV

=VyVy X +VyVyX — RyuX — 2Ry xV

=2VyVy X + VX — 2Ry xV

La tdltima igualdad es inmediata, puesto que [p,p] C € O

Sean uw,v,w € T,M y X* X" X" sus campos de Killing asociados. De la
identidad de Bianchi y el lema anterior tenemos
R(u,v)w = R(w,v)u — R(w, u)v

= —VuVxe X*—=V,Vxu X"

= V,[X", XY

= [X", [XY, XY]o.
Como el corchete en los campos de Killing difiere por un signo con el corchete
en el dlgebra de Lie g, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 1.1.13. Bajo la identificacion de p con T,M el tensor de curva-
tura es
R(u,v)w = —[[u, v], w].

También podemos dar una férmula para la conexion de Levi-Civita.

Proposicién 1.1.14. Sea v € T,M eY un campo en M. La conexion de Levi

Civita satisface
V.Y = [ X" Y],.

Demostracion. El flujo de X* son las transvecciones geométricas ¢} a lo largo
de la geodésica y(t) = exp,tu. Sea 7; el transporte paralelo a lo largo de la
curva (o4 Luego

d

u u d -
X5 Yo = od(¢t Wor 0= 5 o Yo = (VuY)o.
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Recordemos que dado un par simétrico (G, K), el espacio cociente M = G/K
es un espacio simétrico con cualquier métrica homogénea. Sin embargo, en gene-
ral no es cierto que G = I'so°(M). La siguiente proposicién da condiciones para
que eso suceda. Denotamos por x : K — O(T,M) la representacién isotrépica
de M y por B : g x g— R la forma de Killing de g, definida por

B(X,Y) = Tr(adXadY).

Proposicién 1.1.15. Si (G, K) es un par simétrico y M = G/K no tiene
factor euclideo (localmente), entonces [p,p] =€ y x(K) = hol°(M). Si ademds
el par es efectivo, entonces G = Is0°(G/K).

Demostracion. Basta probar el resultado para M irreducible y no plano. Sea
[p, p]* N € el complemento ortogonal de [p,p] en € y X € [p,p]* N & Para todo
Y, Z € p tenemos

Por lo tanto [X,p] = 0, pues Blyx, es no degenerada. Se sigue que [p,p]= N ¢
es un ideal en g contenido en £. Como [p,p] # 0 y la accién es casi efectiva,
[p,p]t N€= {0} y por lo tanto [p,p] = €. Por la proposicién 1.1.5 sabemos que
hol°(M) C K. Por otro lado, del teorema de Ambrose-Singer, el dlgebra de Lie
de hol®(M) estd generada por los endomorfismos de curvatura {R, , | u,v €
T,M} (pues R es invariante por transporte paralelo). Bajo la identificacién de
p con T, M tenemos que R, , = —ad[,,). Como la representacién isotrdépica es
la accién adjunta de K en p y [p,p] = ¢, entonces el dlgebra de Lie de hol°(M)
es £y por lo tanto hol®°(M) = x(K).

Ahora asumamos que el par (G, K) es efectivo y sea 0 : G — G la involucién.
Sea G' = Iso°(M) y K' = G’ la isotropia de K en G’'. Como la accién de G
en M es efectiva, G C G’ y K C K'. La simetria de M en o = K esta dada
por s,(gK) = o(g9)K (ver demostracién del Teorema 1.1.11). Sabemos que el
par (G',K’) es un par simétrico con involucién ¢’ : G' — G’ definida por
o'(g") = s04's0. Note que o = ¢’|¢. Consideremos g’ = ¥ @p’ la descomposicién
de Cartan del par (G', K'). Como ¢ = ¢’|g, entonces p C p’ y como tienen la
misma dimensién, p = p’. Por lo tanto

U= p]=pp =t
Concluimos que g = g’ y por lo tanto G = G'. O

Corolario 1.1.16. Sea M es un espacio simétrico sin factor plano y G =
Iso°(M). Las transvecciones geométricas generan o Tr(M) y Tr(M) = G.

Demostracion. El subgrupo G’ generado por las transvecciones geométricas es
el subgrupo de Lie conexo de Iso®(M) con &lgebra de Lie g’ = [p,p] & p. Por
la proposicién anterior g = g’ y como G C Tr(M) C Iso°(M), entonces G' =
Tr(M) =G. O

1.1.3. Tipo y dualidad

Proposicion 1.1.17. La forma de Killing es definida negativa en €. Si M es
irreducible, entonces Blyx, es un multiplo de la métrica en T,M.



1.1. ESPACIOS SIMETRICOS 23

Demostracion. Denotemos por {, ) el producto interno Ad(K)—invariante en
p inducido por la métrica en M y sea (, ) una métrica bi-invariante en K. Si
X € &, con respecto al producto interno ((, )) = (, )®(, ) la derivacién ad(X) es
antisimétrica. Si 1, - - - E,,, es una base ortonormal con respecto a este producto
interno, entonces

B(X,X) =Y ((ad(X)*E;, B;)) = = Y _((ad(X)E;, ad(X)E;)) < 0.

i A

M4s aun, la igualdad se tiene si y sélo si X € Z(g), pero Z(g) Nt = {0}, dado
que K actia efectivamente en p.

Ahora asumamos que M es irreducible y tomemos A € End(p) simétrico tal
que B(X,Y) = (AX,Y). Como B es adt invariante, los autoespacios de A son
adt invariantes y por lo tanto AdK invariantes. Por Proposicién 1.1.5 A = A\Id
¥ Bloxp = M. ). O

Si en un espacio simétrico B|yx, = A(, ) entonces decimos que M es de tipo
» Buclideo si A = 0.

= Compacto si A < 0.

= No compacto si A > 0.

De la proposiciéon anterior, tenemos que todo espacio simétrico irreducible es de
alguno de los tres tipos anteriores. Como do preserva la forma de Killing B de g
y £, p son sus autoespacios, entonces B(t,p) = 0. Se sigue que si M es irreducible
y no es de tipo euclideo, entonces GG es semisimple. Usando la descomposiciéon
de De Rham, tenemos que Iso®(M) es semisimple, para todo espacio simétrico
simplemente conexo y semisimple M.

En espacios simétricos de tipo compacto —B es un producto interno en g.
En espacios de tipo no compacto también podemos definir un producto interno
natural en g.

Lema 1.1.18. Sea M de tipo no compacto y o : G — G la involucion en G. La
forma bilineal (X,Y) = —B(doX,Y) define un producto interno en g tal que
do es simétrica. Con respecto a este producto interno adx es antisimétrica si
X €ty simétrica si X € p.

Demostracion. Que (, ) es un producto interno con do simétrico se sigue de
B(t,p) =0y de que B es definida negativa y positiva en € y p, respectivamente.
Por otro lado, para X € €Up e Y € g tenemos

adxdo(Y) = [X,do(Y)] = £do[X,Y] = doadxY,
donde el tultimo signo es + si X € £y — si X € p. Por lo tanto

(adxY, Z) = B(doadxY, Z) = +B(adxdo(Y), Z)
= FB(Y,doadx Z) = F(Y,adx Z).

O

Observacion 1.1.19. Cuando M es irreducible y de tipo no compacto, el pro-
ducto interno (, ) en p determinado por la métrica es un mailtiplo de (, )|,.
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La siguiente proposicién justifica porque la terminologia anterior.

Proposicién 1.1.20. Si M es de tipo euclideo, entonces [p,p] = {0} y R = 0.
Si M es de tipo no compacto, entonces M tiene curvatura seccional no positiva
y es difeomorfo a R™. Si M es de tipo compacto e irreducible, entonces M es
compacto.

Demostracidn. Primero asumamos que M es de tipo euclideo, es decir B|,xp =
0. Como B es definida negativa en € y B(¢,p) = 0, tenemos que p = ker B. Por
lo tanto p es un ideal de g y por las relaciones de Cartan debe ser [p,p] = 0. De
la férmula para la curvatura (ver Proposicién 1.1.13) concluimos que R = 0.

Ahora supongamos que M = G/K es de tipo no compacto, donde G =
Iso°(M) y K la isotropia de o en G. Para u,v € T,M ortonormales tenemos
que la curvatura seccional K satisface

K(uvv) = (R(u,v)v,u) = —AB(HU,U],’U],’L&) = _)‘B([ua U]v [U‘?U]) <0.

Por el teorema de Hadamard, la aplicacién exp, : p — M es un cubrimiento
y por la Proposicién 1.1.3, exp,(X) = Exp(X)o. Veamos que exp, es inyecti-
va y, por lo tanto, un difeomorfismo. Supongamos que Exp(X)o = Exp(X’)o.
Es decir, Exp(X’)"'Exp(X) € K y por lo tanto Exp(X) = Exp(X')k, pa-
ra algin k£ € K. Aplicando la adjunta en G a la ecuacién anterior, tenemos
eadx — eadX’Ad(k). Del Lema 1.1.18 tenemos que adx y adx son simétricas
con respecto al producto interno en g. Por lo tanto

p2adx _ eadx(eadx )t = eadX’Ad(k)Ad(k)t(eadX’)t _ p2ady

De esta ecuacién tenemos que los autovalores de 2adx y 2ad’y son iguales. Los
autoespacios de 2adx y 2ad’y, asociados al autovalor A, es el autoespacio de
eQadX = eQad,X asociado al autovalor e*. Concluimos que adx = adx- y como
g es semisimple, X = X’. Lo que prueba la inyectividad de exp, y la segunda
parte de la proposicién.

Finalmente, asumamos que M es de tipo compacto. Como todo espacio de
tipo compacto, tiene inicamente factores de De Rham de tipo compacto, pode-
mos asumir que M es irreducible. Para v € T,M con |lu]| =1y {u;} una base
ortonormal de T, M tal que ug = u, se tiene que

Ric(u,u) = ZK(u, u;) = /\ZB([u,ui], [w, us]).

Como M es de tipo compacto, entonces Ric(u,u) > 0. Si Ric(u,u) = 0, entonces
[u,g] = 0y como g es semisimple u = 0, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto Ric(u,u) > 0y como M es Einstein, Ric(u,u) es una constante positiva
para vectores unitarios. Del teorema de Myers se sigue que M es compacto. [

Para espacios simétricos simplemente conexos tenemos la nocién de dualidad.
Sea M = G/K un espacio simétrico simplemente conexo con involucién o :
G — G. Como M es simplemente conexo y G es conexo, entonces K también
es conexo. Sea g = ¢t @ p la descomposicion de Cartan del dlgebra de Lie de Gy
[, ] el corchete en g. Definimos un nuevo corchete [, ]* en g por

[u,v]" = —[u,v], siu,v € p
[u, X]" = [u, X], siuepy X €t
X,Y) = [X,Y], si X,Y et
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Es facil ver que [, ] es un corchete de Lie. Denotemos por g* al dlgebra de Lie
(g,[, ]*) v sea G* el grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie g*.
Sea K* el subgrupo de G* con &algebra de Lie ¢. Se tiene que do : g* — g*
es un morfismo de &dlgebras de Lie y como G* es simplemente conexo, existe
un dnico morfismo ¢* : G* — G* con do* = do. Se sigue que (G*, K*) es un
par simétrico con involuciéon ¢* y por lo tanto determina un espacio simétrico
simplemente conexo M* = G*/K*.

Equivalentemente, se puede definir g* como el dlgebra de Lie g* = £ @ ip
vista como subélgebra de la complexificacién g© = g ®g C.

Proposicion 1.1.21. El espacio M* satisface las siguientes propiedades
1. M es de tipo compacto si y solo si M* es de tipo no compacto.
2. M es de tipo no compacto si y sélo si M* es de tipo compacto.

3. Si M no tiene un factor euclideo, entonces K = K*. Por lo tanto M es
irreducible si y solo si M* lo es.

Demostracion. Sea ad™ la representacién adjunta de g* y B* su forma de Killing.
Por construccion, la descomposicion de Cartan de g y g* coinciden. Para todo
X € p se tiene que la matriz de ad* X en una base que respete la descomposicién
de Cartan es |
* _ O —adX p

ad" X = ( ad X 0 ) .

Por lo tanto para todo X,Y € p se tiene

adX|padY e 0

B (X,Y)_—Tr< ) ad X fgadY |,

> = —B(X,Y).

Como la métrica en p y p* coincide, la ecuacién anterior prueba 1.y 2.

Si M no tiene factor euclideo, M* tampoco tiene factor euclideo y de la pro-
posicién 1.1.15 obtenemos G* = Iso°(M*). Denotemos por Ry R* la curvatura
de M y M*, respectivamente. Como M y M™* son simplemente conexos, K y
K™ son conexos. En p se tiene que R = —R*. M4ds aun, si identificamos K y K*
como subgrupos de O(p), de la Proposicién 1.1.1

K ={AcO@) | AR) =R} = {A€ O(p) | A(R") = R"} = K",

La 1dltima parte se sigue de que la representacion isotrépica de M y M™ coinciden
y de la Proposicién 1.1.5. O

Corolario 1.1.22. Si M es irreducible de tipo no euclideo, entonces M es
Einstein y no Ricci flat. En particular la curvatura escalar de M es no nula.

Demostracion. Por dualidad podemos asumir que M es de tipo compacto. El
resultado se sigue de la Proposicién 1.1.5 y del calculo para el tensor de Ricci
en la demostracién de la Proposicién 1.1.20. O

Finalizamos esta seccion mostrando que el tensor de curvatura en un espacio
simétrico M de tipo compacto (no compacto) es semidefinido negativo (positi-
vo). En general si M es una variedad Riemanniana, el tensor de curvatura R,
en p € M se puede pensar como un endomorfismo de A%(M ) de la siguiente
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manera. Dotemos a Af,(M ) con el producto interno tal que para toda base orto-
normal {e;} de T, M, el conjunto {e; Ae;}i; es una base ortonormal de A2(M),

o equivalentemente, con el producto interno definido por

<'7; NY,v /\IU> = (x,v)(y,w) - <I’w><y7v>'

Por otro lado, el producto interno en 7, M permite identificar Af,(M ) con el
espacio de transformaciones antisimétricas, mediante la férmula

(uAv)(z) = (v, 2)u — (u, )v.

De las identidades del tensor de curvatura se sigue que R induce una forma
bilineal simétrica.

R: A2(M)x A2(M) — R
(x Ay, uAv) — R(x Ay,uAv)= R(z,y,u,v).

Abusando de la notacién, denotamos por R : AZ(M) — A2(M) a la transforma-
cién simétrica inducida por esta forma bilineal.

Lema 1.1.23. Sea M un espacio simétrico de tipo compacto (no compacto) y
R el tensor de curvatura de M en o. Entonces, el endomorfismo de curvatura
R:A2(M) — A2(M) es semidefinido negativo (positivo). Mds aiin,

(R(x Ny),z ANy) =0 siy sdlo si R(x ANy) =0.

Demostracion. Supongamos que M es de tipo compacto (el caso de tipo no
compacto es andlogo) y reescalando la métrica si hace falta, podemos suponer
que (-,-) = —B. Para x Ay € A2(M) tenemos

<R($ /\y),d? /\y> = <R$7y:r”y> = —B(—[[az,y],az],y) = B([$’y]’ [x,y]) <O0.

La igualdad en la anterior desigualdad se da si y sélo si [z,y] = 0. Como
{Ru,v}uwer, M genera a €y la accién de € en p es efectiva, entonces esta tltima
igualdad es equivalente a que R(z Ay) = 0. O

1.1.4. Subvariedades totalmente geodésicas

Recordemos que una subvariedad ¥ de M se dice totalmente geodésica si
toda geodésica de ¥ es una geodésica de M. Sean V y V la conexién de Levi
Civita en M y X, respectivamente. Se tiene que X es totalmente geodésica si y
s6lo si Vx(s)X(E) C X(X), en este caso, V = V|x(s)xx(x)- Cartan caracterizé
algebraicamente las subvariedades totalmente geodésicas en espacios simétricos.
Un subespacio V' C g se dice un sistema triple de Lie, si [V, [V,V]] C V.

Proposicién 1.1.24 (Cartan). Si ¥ es una subvariedad totalmente geodésica,
entonces T,% es un sistema triple de Lie. Reciprocamente, si V' es un sistema
triple de Lie contenido en p, entonces existe una unica subvariedad 3 totalmente
geodésica y completa que contiene a o y satisface T, = V. Toda subvariedad
totalmente geodésica estd contenida en una subvariedad totalmente geodésica
completa.

Demostracion. Utilizando la féormula de curvatura en espacios simétricos, se
tiene que [T,X, [To2,T,Y]] = Rrx 77X C T3. Lo que prueba la primera
parte.
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Ahora supongamos que V es un sistema triple de Lie. El subespacio g’ =
[V,V] & V es una subdlgebra de g. Sea G’ el subgrupo conexo de G con &lgebra
de Lie g’ y ¥ = G’ - 0, la 6rbita de G’ por o. Luego

d

T, = { T

Como (t) = Exp(tv)o es la geodésica de M con condicién incial v € T,3%,

entonces Y es totalmente geodésica en 0. Sean p € X y v € T,X tal que p =

exp,(v) = Exp(v)o. Por lo tanto para cada w € T,M la geodésica por p en

M con condicién inical w es y(t) = Exp(v)a(t), donde «(t) es la geodésica por

o con condicién inicial d(Exp(tX)); w. Como Exp(v) € G’ y ¥ es totalmente

geodésica en o, entonces y(t) € X. Lo que prueba que ¥ es totalmente geodésica.
Por la definicién de ¥ es claro que ¥ = exp,(V) y que X es completa.

Finalmente cualquier subvariedad totalmente geodésica ¥/ de M que contie-

ne o satisface X' C exp(T,%’). O

Exp(tX)p|X€V}:V-p:V.
0

Proposicion 1.1.25. Sean X una subvariedad completa totalmente geodésica de
un espacio simétrico M, o € . y s, la simetria de M en o. Entonces, s,(X) =2
y, por lo tanto, 3 también es un espacio simétrico.

Demostracion. De la proposicién anterior sabemos que ¥ = exp,(V'), donde V
es un sistema triple de Lie. Si p € ¥ y v € V tal que exp,(v) = p, entonces
So(p) = exp,(—v) € X. O

Ahora supongamos que M = G/K es un espacio simétrico irreducible donde
G = Iso°(M) y K la isotropia de un punto o € M. Sea ¥ una subvariedad
conexa, completa y totalmente geodésica de M. Asumamos que ¥ es semisimple.
El subgrupo conexo G’ de G con élgebra de Lie g’ = [T,%, T,X] & T,% se llama
el grupo de transformaciones glide de Y. Denotemos por K’ la isotropia de o en
G'. Por otro lado, el subgrupo G* = {g € G | g(X) = X} se llama el subgrupo
de isometrias extrinsecas de ¥ y denotamos por K> la isotropia de o en G*. En
general, los subgrupos G* y K* no son conexos. Por la prueba de la Proposicién
1.1.24, el grupo G’ actia transitivamente en X y por lo tanto ¥ = G'/K’.

Observacién 1.1.26. El dlgebra g’ no depende del punto o. En efecto, sea p
otro punto de ¥ y denotemos por g" al dlgebra [T,%,T,%] & T,X. Pensamos a
g vy g como subdlgebras del espacio vectorial de transvecciones infinitesimales
p. Sea v € T,X tal que v,(1) = ¢{(0) = p, donde ¢ = 51,25, denota la
transveccion geométrica de v, en 1. Como el dlgebra de transformaciones glide
es una construccion geométrica y @Y (o) = p, entonces

(61)«(¢) = 9"

Por otro lado, el campo de Killing X" definido por X = %|O¢Z(p) es un
elemento del sistema triple de Lie T,X, visto como subespacio de p. Como ¢} es
el flujo del campo XV € g’ y ¢’ es un dlgebra de Lie (de campos en M ), entonces

(¢1)(¢g") = ¢'.

Lo que prueba que g’ = g” y por lo tanto el grupo de transformaciones glide no
depende del punto o.
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Observacién 1.1.27. De la observacion anterior es claro que para todo g € G*
se tiene

9+(¢) =4¢"
Lo que implica que el subgrupo G' es un subgrupo normal de G*.

Supongamos que M = G/K es un espacio simétrico de tipo no compacto y
¥ = G'/K’ es una subvariedad completa totalmente geodésica de M. Como M
es una variedad de curvatura no positiva, entonces ¥ también tiene curvatura no
positiva. Se sigue que X = ¥g X X1 X - - - X 3, donde ¥ es un espacio euclideo y
3; es un espacio simétrico irreducible de tipo no compacto, parai € {1, - ,a}.
Observemos que el grupo de transformaciones glide de £ es G/ = G x - - - x G¢,
donde G? es el grupo de transformaciones glide de ¥;. Denotemos por g° el
algebra, de Lie de G".

Sea X € gy X* el campo de Killing de M inducido X. Para cada p €
3., denotemos por sz a la proyeccién ortogonal de X en T),X. Como X es
totalmente geodésica se tiene que X* define un campo de Killing en . El
siguiente lema es probado por Berndt y Olmos en [4].

Lema 1.1.28. [4, Lemma 2.1] Sea M un espacio simétrico irreducible de
tipo no compacto. Con la notacién anterior tenemos que si X es un campo de
Killing en M, entonces X* € g'.

Demostracion. Primero supongamos que X € p. En este caso (VX*), =0y
como ¥ es totalmente geodésica (V' X*), = 0, donde V' es la conexién de Levi-
Civita de ¥. Es decir, X* es una transveccién infinitesimal en ¥ y por lo tanto
XY eyg.

Ahora supongamos que X € £ Escribamos X* = X7 + X + - + X7,
donde X es un campo de Killing en Xy y X € g¢, parai=1,--- ,d. Veamos
que X3 = 0. Como X7 estd en el algebra de isotropia de Y, basta ver que
(V'X5)o = 0. En efecto, usando la férmula para la conexién de Levi Civita en
espacios simétricos y el Lema 1.1.18 tenemos que para u,v € T,% se satisface

<V;X§J,U> = <vuX7U> = <[XU7X]05XU> = <Xov [u7v]o> =0.

Del lema anterior tenemos los siguientes corolarios.

Corolario 1.1.29. Sea ¥ una subvariedad totalmente geodésica de un espacio
simétrico M = G/K irreducible y no euclideo, con G = Iso®°(M). Sea f € G
isometria de M tal que f(X) = X. Entonces, la restriccion f|s es un elemento
del grupo de transformaciones glide G'.

Demostracion. La isometria f es un producto de elementos de la forma ExpX,
con X € g*. El resultado se sigue del Lema 1.1.28 y de la igualdad ExpX?> =
Exp(X)|s , para X € g*. O

Definimos la parte abeliana de un sistema triple de Lie V C p como el
subespacio 1,3y C V, donde Xy es el factor (local) de De Rham plano de la
subvariedad totalmente geodésica asociada al sistema triple de Lie V.
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Corolario 1.1.30. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible no euclideo,
con G =1s0°(M) y K =G,. Sea g =2tDp la descomposicion de Cartan de M.
Supongamos que V es un sistema triple de Lie contenido en p y denotemos por
a la parte abeliana de V. Sea KV = {k € K | Ad(k)(V) = V}. Si k € (K")°,
entonces la accion de k en a es trivial.

Demostracion. Denotemos por £V el dlgebra de Lie de K. Como £V deja inva-
riante a V, también debe dejar invariante a su parte abeliana a. Por el Lema
1.1.28, [¢V,a] = 0 y por lo tanto la accién de K"V en a es trivial. O

Corolario 1.1.31. Supongamos que M = G/K es un espacio simétrico de tipo
compacto o no compacto y ¥ = G'/K' es una subvariedad totalmente geodésica
de M con grupo de transformaciones glide G' e isotropia glide K'. Entonces el
par (G', K') es un par simétrico. En particular, la imagen de la representacion
isotrdpica de los grupos (K')°, (K*)° e Is0°(X), es la misma.

Demostracion. Si ¥ es semisimple, el dlgebra de Lie de K’ estd generada como
espacio lineal por los tensores de curvatura {R; ,}z yer,s. Supongamos que
R, , actia trivialmente en 7,3. En particular, (R(z Ay),z Ay) = 0y por el
Lema 1.1.23 se tiene R, , = 0. Si ¥ no es semisimple, ¢ actia trivialmente en el
factor plano de . Lo que prueba que la accidon es casi efectiva. La involucion de
Cartan es la restriccién de la involucién de Cartan en G a G’. La ltima parte
se sigue del Corolario 1.1.29 y de la Proposicién 1.1.15. O

Ejemplo 1.1.32. La componente conezxa del grupo de isometrias de la esfera
unitaria S™ es el grupo SOn4+1 ¥y la isotropia de e,11 en SO,41 €s
0
(Son+1)en+l = diag(A7 1) = A | Ae SOn
0o --- 1
Abusando de notacion, denotemos por SO,, a la isotropia anterior y por 0, su

dlgebra de Lie. Se sigue que S™ = SO,,4+1/S0,, y la descomposicién de Cartan
de 8™ es so(n + 1) = so(n) @ R"™, donde pensamos a R™ como el subespacio

La representacion isotrépica de S™ es la representacion natural de SO,, en R™.
Mas aun, es facil ver que si u,v,w € R™, entonces

[[Xua XU]? Xw] = X(u,w)v—(v,w)ua

donde (-,-) denota el producto interno candnico de R™. De lo anterior, tene-
mos que cualquier subespacio V. de R™ es un sistema triple de Lie. Sea ¥ la
subvariedad totalmente geodésica asociada al subespacio {0} x R¥ C R™. Note
que
[Xe,, Xe,] = Eji — Eij,

donde E;; es la matriz con un 1 en la entrada ij y 0 en el resto de entradas.
Se sigue que el dlgebra de isotropia glide de X en e,41 es el grupo de matrices
diagonales por bloques de la forma

¢ = [{0} x R*, {0} x R*] = {diag(0(,_), X,0) | X € so,},
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donde 0(,_y denota la matriz cero de tamano (n — k) x (n — k). Por lo tanto,
el dlgebra de las transformaciones glide de ¥ es

g =¥ ® ({0} x R¥) = {diag(0(»—x), X) | X € 5011}
Esto muestra que el grupo de transformaciones glide de 3 es
G = diag(id(n—_r), SOk+1)

y, por lo tanto,
Y=G e, ={0} x S*Fc S

Ejemplo 1.1.33. Sea CP" el espacio proyectivo complejo y w : CF+1 — CP*
la proyeccion candnica. La componente conexa del grupo de isometrias de CP™
es SUn+1 y la isotropia de Cepyq es
0
(SUn+1)C6n+1 = A | A c Un
0 .-+ detA™!

Denotemos por S(U,Un) a la isotropia anterior. Tenemos que CP™ = SU,,4+1/S(U,Uy).
El dlgebra de Lie de S(U,Uy) es

0
s(uplty) = X : | X €u,
0 - -TrX

La descomposicion de Cartan de CP™ es sup11 = s(uyuy) @ C™, donde pen-
samos a C™ como el subespacio

X, =

La representacion isotrdpica de CP™ estd dada por

0
X : Xv = XXU+TT(X)U~
0o - -TrX
Un argumento similar al del ejemplo anterior muestra que cualquier subespacio
complejo V' de C™ es un sistema triple de Lie. Mds ain, el grupo de transforma-

ciones glide asociado al sistema triple de Lie C* es G' = diag(id(,—x), SU+1)
y la subvariedad totalmente geodésica es

Y =G (Cepyr) = n({0} x CF1) = CP*.

Terminamos esta seccién enunciando, sin demostracién, un resultado cono-
cido debido N. Iwahori.

Proposicion 1.1.34. [12] Sea M un espacio simétrico irreducible. Si M admite
una hipersuperficie totalmente geodésica, entonces M es un espacio de curvatura
constante.
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1.1.5. Rango y s-6rbitas

Una subvariedad F' totalmente geodésica y plana de un espacio simétrico
M se dice un flat de M. Los flats maximales de M, es decir, aquellos flats que
no estan estrictamente contenidos en otros, juegan un papel fundamental en la
teoria de espacios simétricos. Por la correspondencia de subvariedades totalmen-
te geodésicas y sistemas triples de Lie, tenemos que una subvariedad totalmente
geodésica y completa F' es un flat maximal si y sélo si su correspondiente sistema
triple de Lie T, F es un subespacio abeliano maximal de p. Sea a un subespacio
abeliano maximal de p y A el subgrupo conexo abeliano de G con dlgebra de
Lie a. Sea F' = exp,(a) = A - o el flat maximal correspondiente en M. Primero
veamos que F es cerrado en M. La clausura A de A en G es un subgrupo conexo
y abeliano de G. Sea a el dlgebra de Lie de A. Notemos que a est contenido en
p siy sélosia(g) =g~ !, para todo g € A. Como esta tiltima es una condicién
cerrada y A la satisface, entonces @ C p y por maximalidad de a tenemos que
A= A. Como K es compacto, entonces ' = A/ANK es cerradoen M = G/K.
Si M es compacto, F' también y por lo tanto es un toro plano. Sea A el conjunto
de todos los subespacios abelianos maximales de p

Asociamos a cada espacio simétrico de tipo no compacto M un sistema de
raices. Sea (, ) el producto interno natural en g tal que la transformacién ad(X)
es simétrica, para todo x € p (ver Lema 1.1.18). Tomemos a € A un subespacio
abeliano maximal en p. Como a es abeliano, las transformaciones {ad(X) | X €
a} se diagonalizan simultdneamente y por lo tanto g se descompone como suma

de autoespacios
9=009 Y g
acA

donde A C a* es un conjunto finito, llamado sistema de raices restringido de
g con respecto a a, formado por los a € a* tal que el siguiente conjunto es no
trivial;

go ={Y €g|ad(X)Y = a(X)Y, para todo X € a}.

El nimero dim g, se llama la multiplicidad de la raiz «. El sistema de raices
restringido A, junto con las multiplicidades de sus elementos, determinan total-
mente el espacio simétrico M. El producto interno (, ) induce un isomorfismo
de a con a* y via este isomorfismo podemos definir un producto interno en a*
que también denotamos por (, ). El grupo de Weyl asociado al sistema de raices
A es el grupo generado por las reflexiones {s, | @ € A}, donde

(1, @)
a2

Sq 1 a* —a’, Sa(p) =pu—2

Un conjunto de raices A C A se dice un conjunto de raices simples, si
cada elemento 5 € A se escribe de manera tinica como combinacién lineal de
elementos de A, donde los coeficientes son o todos positivos o todos negativos. Un
conjunto de raices simples siempre existe y es unico salvo por transformaciones
en el grupo de Weyl.

A cada espacio simétrico M de tipo no compacto le podemos asociar un
diagrama de vértices y lineas de la siguiente manera. Consideremos el conjunto
de raices simples A = {aq, - - - ;. }. Asociemos a cada raiz «; de A un vértice que
denotamos por o si 2a ¢ A y por ® si 2a € A. Se puede mostrar que el dngulo
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entre dos elementos de A siempre es alguno de los valores

e

Trrrw
273)4’

Conectamos los vértices correspondientes a o; y o con 0, 1, 2 6 3 lineas si el
dngulo entre ellos es 7, 5,7 6 %, respectivamente. Mds atn, si los vértices «;
y «; estan conectados por al menos una linea y (a;, ;) > (o, @), dibujamos
una linea del vértice o; al vértice a;. El grafo resultante se llama el diagrama
de Dynkin de M y no depende de a.

Vamos a utilizar la acciéon de K en p = T, M y el sistema de raices para mos-
trar que dos elementos de A son conjugados por un elemento de K. Recordemos
que la representacién x : K — O(T,(G - 0)) dada por x(k)(v) = (dok)v se llama
la representacion isotrépica de M en o. Si X € p, la dérbita K - X = Ad(K)X
es una subvariedad del espacio euclideo p. Como Tx (Ad(K)X) = [¢, X], es facil
ver que el espacio normal de Ad(K)X en X es el centralizador de X en p, esto
es,

vx (Ad(K)X) = Zy(X) = {Y €p | [X,Y] = 0}.

Siae Aestal que X € a, entonces a C vx(Ad(K)X). Un elemento X € p se
dice regular si vx (Ad(K)X) € Ay singular en caso contrario.

El siguiente resultado dice que el conjunto de elementos regulares de p es
denso.

Proposicién 1.1.35. Para cada a € A, existe un nimero finito de hiperplanos
de a tal que si X € a cae fuera de tales hiperplanos, entonces X es reqular.
Cada elemento regular estd en un unico elemento de A.

Demostracion. Como M se descompone como producto de irreducibles y el re-
sultado es trivialmente valido para espacios de tipo euclideo, podemos suponer
que M es de tipo compacto o no compacto. Mas ain, como el espacio de flats
maximales y la representacion isotrépica no cambia para espacios duales, pode-
mos asumir que M es de tipo no compacto.

Sea A el sistema de raices de a y consideremos la descomposicién

9=009 ) a-
aEA

Por las relaciones de Cartan, si Z, = Xo + Y, € go con X, € py Y, € ¢
entonces
ad(X) X, = a(X)Y,; ad(X)Y, = a(X)X,.

Si hacemos Z, = —X, + Y., entonces Z, € g_q, esto es, —a también es una
raiz de a. Sean p, y €, el conjunto de las componentes en p y £ de todos los
Zo € ga, respectivamente. Tenemos que

go+9-a :pa"‘ka-

Por lo tanto podemos escoger A, C A con la mitad de elementos de A tal que
contiene Unicamente v 0 —«, para cada raiz a. Tenemos la descomposicion

p=ad Z Pa-

aEA L
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Notemos que la descomposicion anterior es la descomposicion de p en autoespa-
cios de la familia de operadores {(adX)?|, : p — p | X € a} que se diagonalizan
simultdneamente. Para cada raiz o € A, consideremos a* = ker a hiperplano
de a. Veamos que esta familia de hiperplanos satisfacen la conclusién de la pro-
posicién. Sea X € a\Jat e Y =Yy + > Y, € p\ a, donde cada Y, € p,.
Como alguno de los Y, es no nulo, tenemos que [X,Y] =" a(X)Y, # 0. Es
decir, X es regular.

La ultima parte de la proposicién es clara, pues cada elemento de A que
contiene a X € p debe estar contenido en Z,(X). O

Los hiperplanos at C a de la proposicién anterior, se llaman hiperplanos de
reflexion de a. Las componentes conexas de a\ | a se llaman cdmaras de Weyl
de a.

Usando la proposicién anterior podemos probar que dos elementos de A son
conjugados por un elemento de K.

Proposicién 1.1.36. Cada a € A interseca ortogonalmente toda drbita de la
accion de K en p. Si a' € A es otro abeliano mazimal, entonces existe k € K
tal que o’ = Ad(k)a.

Demostracion. Sabemos que si X € a, entonces a C vx(Ad(K)X) y por lo
tanto cada vez que a interseque a una drbita de la acciéon de K en p, lo hace
ortogonalmente.

Ahora veamos que a interseca a toda orbita. Como el conjunto de elemen-
tos regulares es denso en p, basta mostrar que a interseca a la érbita de todo
elemento regular. Sea X regular y o’ = vx(TxAd(K)X) abeliano maximal de
p. Fijemos Y € a un elemento regular. Como Ad(K)Y es compacto, existe un
Ad(k)Y elemento de distancia minima a X . Por lo tanto, el vector X —Ad(k)Y es
perpendicular a la 6rbita Ad(K)Y, es decir, X — Ad(k)Y € VAd(k)Y(Ad(K)Y)'
Por otro lado VAd(k)Y(Ad(K)Y) = Ad(k)(a), pues Ad(k) es una isometria e Y’

es un elemento regular. Se sigue que a interseca la 6rbita de X en Ad(k™1)X.
Como X es regular, es claro que Ad(k)a = d'. O

De la proposicién anterior, todo elemento de A tiene la misma dimension.

Definicién 1.1.37. Definimos el rango de M como la dimension de cualquier
subespacio abeliano mazimal de p y lo denotamos por tk(M).

Observacién 1.1.38. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible de tipo
no compacto con descomposicion de Cartan g = €Dp y 3 una subvariedad total-
mente geodésica, semisimple y completa de M. Denotemos por (-,-) el producto
interno enp = T, M del Lema 1.1.18. Note que ¥ es un espacio simétrico de tipo
no compacto con descomposicion de Cartan g’ = [T,X, ToX] ® T,X e involucion
doolg. Si M y X tienen el mismo rango, entonces todo abeliano mazimal a de
T, es un subespacio abeliano mazximal de T,M . En este caso, es claro que toda
raiz o de g’ es una raiz de g y dimg!, < dimg,. Mds ain, el producto interno
en X del Lema 1.1.18 es (+,)|uxx. Se sigue que el diagrama de Dynkin de ¥ es
un subdiagrama del diagrama de Dynkin de M.

En los resultados anteriores fue de gran utilidad considerar las érbitas de la
representacién isotrépica del espacio simétrico. Una s-drbita es una orbita de
la representacion isotréopica de un espacio simétrico semisimple M. Definimos
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la representacion slice de M = G/K como p : K — O(vo(G - 0)) dada por
p(k)(v) = dok(v). Recordemos que si N C M es una subvariedad de una variedad
Riemanniana M y V es la conexién de Levi Civita de M, entonces podemos
definir la conexidn normal V+ en el fibrado vN mediante la férmula V& =
(Vx€)"N. La holonomia de V+ se llama la holonomia normal de N. Sabemos
que la representacién isotropica de un espacio simétrico semisimple M es la
holonomia de M (Proposicién 1.1.15). El siguiente resultado debido a Heintze y
Olmos es el andlogo para la holonomia normal en el contexto de subvariedades
(ver [9] o [1, Theorem 3.1.7] ).

Recordemos que una subvariedad N de una variedad Riemanniana M se dice
full (o substancial), si N no esta contenida en ninguna subvariedad totalmente
geodésica de M.

Teorema 1.1.39. [9] Sea M = G/K espacio simétrico de tipo no compacto,
con G = 1s0°(M) y K = G,. Sea 0 #v € T,M y N =K -v C T,M su
correspondiente s-orbita. Supongamos que N es una subvariedad full del espacio
euclideo T,M . Entonces, la holonomia normal de N es la representacion slice
efectiva de K, en v, N.

1.2. Sistemas de holonomia y teorema de Si-
mons

En esta seccién estudiamos algunos resultados de sistemas de holonomia.
Como referencia principal seguimos [1].

Sea V un espacio vectorial con un producto interno (, ). Denotemos por T al
espacio vectorial de todos los tensores de tipo (1,3) en V. Podemos identificar
a T con el espacio de todas las funciones bilineales T : V x V. — End(V).
Denotamos por T, , a la imdgen de (u,v) por T € T. El grupo ortogonal O(V)
actia en T por

(gT)u,'u = ngfl(u),gfl(v)gil-

Y derivando esta accién tenemos la accién de so(V) en T por
(AT)u,v = ATu,v - TAu,v - Tu,Av - Tu,UA-

Un tensor R € T se dice un tensor algebraico de curvatura si satisface las
siguientes identidades

. <RL,yzaw> = <Rz,wx>y>;
» Ryyz+ Ry .o+ R,y =0 (Primera identidad de Bianchi).

El conjunto de todos los tensores de curvatura algebraicos de V forman un
mdédulo sobre SO(V).

Si{ey, - ,en} es una base ortonormal de V' y R es un tensor algebraico de
curvatura, la curvatura escalar de R no depende de la base ortonormal y esta
dada por

KR) =) (R(ei ej)e; €.

.3
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La curvatura escalar es invariante por la accién de SO(V') sobre todos los ten-
sores algebraicos de curvatura. Un subgrupo compacto G de O(V') se dice un
grupo de holonomia de R, si Ry, € g = Lie(G).

Definicién 1.2.1. Un sistema de Holonomia es una terna [V, R,G], donde V
es un espacio vectorial sobre R con un producto interno (, ), R:V XV — g es
un tensor de curvatura algebraico de V. y G es un grupo conexo de holonomia
para R. El sistema de holonomia se dice:

= Simétrico, si gR = R para todo g € G;
= [rreducible, si la accion de G en V' es irreducible;
s Transitivo, si la accion de G en la esfera unitaria de V' es transitiva.

Si M es una variedad Riemanniana con tensor de curvatura R, se tiene que
[T, M, Ry, hol)(M)] es un sistema de holonomia para todo p € M.

Como el tensor de curvatura en un espacio simétrico es paralelo, se sigue
que en un espacio simétrico M el sistema de holonomia [T, M, R,,, hol,(M)] es
simétrico, para todo p € M.

Reciprocamente si [V, R, K] es un sistema de holonomfia simétrico, podemos
construir un espacio simétrico como sigue. Consideremos el espacio vectorial
g =t® V y definamos la transformacién bilineal antisimétrica [,]:gx g — g
mediante

[A,B]=AB—-BA, [z,y|=—R.y, [Axz]=Az, A Bectz,ycV.

Usando que [V, R, K] es un sistema de holonomia simétrico, es facil ver que
[, ] satisface la ecuacién de Jacobi y, por lo tanto, g es un algebra de Lie que
satisface las relaciones

e ce [V,V]ce [6V]cCV

La transformacién lineal ¢ : g — g dado por ¢(A+2x) = A— 2z es un isomorfismo
de algebras de Lie tal que los autoespacios asociados al autovalor 1 y —1 son ¢y
V', respectivamente. Sea G el grupo de Lie simplemente conexo con algebra de
Lie g y sea 0 : G — G automorfismo tal que do = ¢. Se sigue que (G, K) es un
par simétrico con involucién o y por lo tanto M = G/K es un espacio simétrico
con descomposicién de Cartan g = £ @ V. Tenemos que V' es isomorfo a Tk M
y bajo esta identificacién la curvatura de M en G es el tensor de curvatura
algebraico R del sistema de holonomia. Del teorema de descomposicion de De
Rham es claro que M es irreducible si y sélo si el sistema de holonomia es
irreducible. Esta construccién se llama la construccion de Cartan para el sistema

de holonomia [V, R, K].

Proposicién 1.2.2. (Simons [21]) Sean [V, R, G| y [V, R',G] dos sistemas de
holonomia irreducibles y simétricos con R # 0. Entonces, R' es un mailtiplo
escalar de R.

Demostracion. De la construccién de Cartan, sabemos que R es el tensor de
curvatura de un espacios simétricos irreducible. Como R # 0, del Corolario
1.1.22 tenemos que k(R) # 0. Sea ¢ € R tal que la curvatura escalar de R =
R’ — cR es 0. El sistema de holonomia [V, R, G] es irreducible, simétrico y tiene
curvatura escalar 0. Del Corolario 1.1.22 concluimos que R = 0. O
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Enunciamos sin demostracién el teorema de Simons.

Teorema 1.2.3. (Simons [21]) Un sistema de holonomia irreducible que no
es transitivo es simétrico.

Como aplicacién del teorema de Simons y la Proposicién 1.2.2 tenemos el
Slice lemma para subvariedades totalmente geodésicas de espacios simétricos,
debido a Berndt y Olmos [2]. Mds adelante veremos que el Slice lemma es de
gran utilidad para el estudio de subvariedades reflectivas. Sea M = G/K un
espacio simétrico, donde G = Is0°(M) y K la isotropia de o en G. Si ¥ es una
subvariedad totalmente geodésica de M, podemos escribir el fibrado tangente
de M como TM =TY @ vX, donde vX denota el fibrado normal de ¥ en M.

Lema 1.2.4. [2, Slice lemma] Sea M = G/K un espacio simétrico irredu-
cible con rk(M) > 2. Suponga que ¥ es una subvariedad no plana totalmente
geodésica de M que contiene a o y sea G' el grupo de transformaciones glide de
Y. Entonces, la representacion slice conezxa p : (K')° — O(v,(X)) definida por
p(k)(v) = dok(v) es no trivial.

Demostracion. Supongamos que la representacién p es trivial y sea R el tensor
de curvatura de M. Recordemos que el dlgebra de Liede K’ es¥' = {R, , | z,y €
T,%}. Como la representacién slice es trivial, tenemos que Ry, x 1,505 = {0}.
Usando esta igualdad, es facil ver que podemos definir un nuevo tensor algebraico
de curvatura R en T,M =T, @ v, por

Rw,y = R%ZI’ RLC = 0’ RC:TI = 0; z,y € TOE? <777 S VOZ'

Notemos que R toma valores en & C £. El sistema de holonomia [T, M, R, K|
es irreducible y como rk(M) > 2, no es transitivo. Del teorema de Simons
[T,M, R, K] es simétrico. Como X nos es plana, tenemos que R # 0 y por la
Proposicién 1.2.2, existe A € R tal que R = AR, lo que es una contradiccién,
pues R es degenerado y R no lo es (M es de tipo compacto o no compacto). [

Tenemos otra consecuencia del teorema de Holonomia de Simons.

Lema 1.2.5. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible con rk(M) > 2,
G=1s0°(M)yK=G,. SiveT,M, entonces K ={A € O(T,M) | A(K -v) =
K -v}e.

Demostracion. Sea K = {A € O(T,M) | A(K -v) = K -v}°. Claramente K C K
y K-v =K -v. Como M es irreducible y rk(M) > 2, la accién de K en T,M
es irreducible y no transitiva en la esfera. Del teorema de Simons el sistema
[T,M, R, K] es simétrico. Se sigue que el dlgebra de Lie de K es generado por
todos los tensores de curvatura R, , y por lo tanto K=K. O



Capitulo 2

Subvariedades reflectivas

En este capitulo estudiamos subvariedades reflectivas en espacios simétricos.
Una subvariedad 3 de un variedad Riemanniana M se dice reflectiva si existe la
reflexién en X, esto es, existe sy € Iso(M) tal que X es una componente conexa
del conjunto de puntos fijos de sy y dp52|ypg = —Id,, s, para todo p € X. El
siguiente resultado es bien conocido e implica que ¥ es totalmente geodésica.

Lema 2.0.1. Sea F una familia de isometrias en una variedad Riemanniana
M y ¥ una componente coneza del conjunto de puntos fijos de F. Entonces ¥ es
una subvariedad totalmente geodésica. En particular, toda subvariedad reflectiva
es totalmente geodésica. Si F consta de una sola isometria involutiva, entonces
Y es reflectiva.

Demostracion. Sea p € 3. Elijamos V' C T, M y U un entorno convexo de p en
M tal que exp : V' — U es un difeomorfismo. Sea W C T,,M el subespacio de
puntos fijos de la familia {d,f | f € F}. Es fécil ver que exp(WNV)=UNZX.
Por lo tanto U N ¥ es una subvariedad totalmente geodésica de M. Como p es
arbitrario, M es totalmente geodésica. Si ¥ es el conjunto de puntos fijos de una
isometria involutiva f, entonces f es la reflexion en X. O

Cuando M es un espacio simétrico podemos dar otra caracterizaciéon para
subvariedades reflectivas.

Proposicién 2.0.2. [18, Theorem 3] Sea M = G/K un espacio simétrico con
descomposicion de Cartan g =t®p yo = K. Si ¥ es una subvariedad reflectiva
de M que contiene a o, entonces los subespacios T,Y y V.2 son sistemas triples
de Lie de p. Reciprocamente, si M es simplemente conexo yV C p es un sistema
triple de Lie tal que el subespacio ortogonal a' V en p también es un sistema triple
de Lie, entonces la subvariedad completa y totalmente geodésica definida por V
es una subvariedad reflectiva de M.

Demostracion. Como X es totalmente geodésica, T,X es un sistema triple de
Lie. Sean s, la simetria geodésica en o y sy la reflexiéon en 3 . El conjunto de
puntos fijos de sy o s, es una subvariedad totalmente geodésica que tiene como
espacio tangente v,%. Por lo tanto, v,Y también es un sistema triple de Lie.
Ahora asumamos que M es simplemente conexa. Sea 7 la reflexién ortogonal
de T,M en V. Usando que V y V+ son sistemas triple de Lie es facil ver que
7(R) = R. Se sigue de la proposicién 1.1.1 que existe la reflexién ortogonal sy
de ¥ en M. O

37
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Por la proposicién anterior, diremos que un sistema triple de Lie V es reflec-
tivo, si su complemento ortogonal también es un sistema triple de Lie.

Observacién 2.0.3. Si M = G/K y M* = G*/K son espacios simétricos
irreducibles simplemente conexos duales, entonces g = £+p C g€y g* = t+ip C
g® son las correspondientes descomposiciones de Cartan en 0 = eK € M y
o' = eK € M*. La representacion isotrépica de G/K en T, M = p es equivalente
a la representacién isotrépica de G*/K en T, M* = ip. Note que V C p es un
sistema triple de Lie en p si y sélo si iV C ip es un sistema triple de Lie en ip. De
esta forma tenemos una biyeccién natural entre los sistemas triple de Lie en p
e 1p. Equivalentemente tenemos una biyeccién entre las subvariedades conexas,
completas y totalmente geodésicas de M y M*.

Sea X subvariedad conexa, completa y totalmente geodésica de M con o € X
y sea X* la subvariedad conexa, completa y totalmente geodésica de M* con
T,%* = iT,%. Entonces K> = K> (via la representacién isotrépica). Mas
precisamente, si k € K>, entonces —i(d,k)i es una isometria lineal de ip =
Ty M* que deja invariante a iT,> y qué ademads preserva el tensor de curvatura
R* de M™* en o', pues R*(ix,iy)iz = —iR(x,y)z para todo z,y,z € T,M. De la
Proposicién 1.1.1 —i(d,k)i es la diferencial de una isometria en M* que fija o'.
En particular, 3 es reflectiva si y sélo si ¥* es reflectiva.

Ejemplo 2.0.4. Sea M = SOy, /SOLSO,, la Grassmanniana de subespacios
orientados de dimension k en R¥T™, donde identificamos SO, SO,, con la iso-
tropia del subespacio R* x {0}, es decir,

SOLSO, = {( ‘51 2 ) | A€ SO(k), BeSO(n)}.

La descomposicion de Cartan de M es 50y, = 50150, @ p, donde

pz{( _2(t §>|X€Mlc,n(R)}-

Note que la representacion isotropica de M estda dada por
A 0 0 X\ 0 AXB!
Lo B -xt 0 )=\ —@xBY 0

V:{(_g(t )0(>|X:(A 0), AeMk,nl(R)}.

Un cdlculo directo muestra que V es un sistema triple de Lie reflectivo con

Vlz{(g(t )0(>|X:(0 v ), veRk}.

Sean ¥ y ¥t las subvariedades totalmente geodésicas asociadas a V y V*, res-
pectivamente. Es fdcil ver que & es isométrica a SO pyn—1/S0rSO,_1 y X+
es isométrica a S*. Note que si k es par y n es impar, entonces la simetria T
en X estd dada por

= 0
doT =X ( 0 diag(—id,_1,1) ) ‘

En particular, T € SORSO,,.



2.1. S-ORBITAS 39

2.1. s-Orbitas

En esta seccion recordamos algunos resultados de subvariedades reflectivas y
s-6rbitas probados por Olmos y Berndt en [2] y [4]. Por completitud, incluimos
las demostraciones de algunos resultados de [4].

Una s-drbita es una 6rbita de la representacion isotrépica de un espacio
simétrico semisimple M = G/K, donde G = Is0°(M) y K = G, es la isotropia
en un punto o € M. Las s-6rbitas también son llamados R-espacios en la litera-
tura. Es conocido que las s-6rbitas son subvariedades del espacio euclideo T, M
con curvaturas principales constantes (ver [1, Proposition 3.1.6]). Més ain, si
M es irreducible las s-6rbitas son subvariedades irreducibles y full de T, M.

Recordemos que una subvariedad S de una variedad Riemanniana M se
dice una subvariedad simétrica, si para todo punto p € S existe una isometria
Tp € Iso(M) tal que 7,(p) =p, 7,(S) =Sy

| =X st X €eT,S
dep(X)_{ X s XepS

La simetria 7,, se llama la simetria extrinseca de S en p. Para s-érbitas
tenemos los siguientes resultados probados por Olmos y Berndt en [4].

Lema 2.1.1. [4, Lemma 4.1] Sea M = G/K espacio simétrico semisimple,
stmplemente conezo, irreducible con G = Iso°(M) y g = t@Dp la descomposicion
de Cartan. Asumamos que rk(M) > 2 y que v € T,M es tal que la érbita K -v es
una suvbariedad simétrica del espacio euclideo p. Entonces, T,(K -v) y vy(K -v)
son sistemas triples de Lie en p y la parte abeliana de v,(K-v) es unidimensional.

Demostracion. Escribamos N = K - v. Sea 7 la simetria extrinseca de NV en v.
Denotemos por R el tensor de curvatura de M en o. Por el teorema de Ambrose-
Singer y la Proposicién 1.1.15, el tensor R toma valores en ¢ (pensando a K
como subgrupo SO(T,M)). Sea K el subgrupo de SO(T, M) generado por K y
TK771. Note que K -v = N y como rk(M) > 2, K no es transitivo en la esfera
unidad. Se sigue que los sistemas de holonomia [T,M, R, K] y [T,M,7(R), K]
son irreducibles y no transitivos. Por el teorema de Simons y la Proposicién
1.2.2 concluimos que 7(R) es un miltiplo escalar de R. Como R y 7(R) tienen
la misma curvatura escalar, entonces R = 7(R). De la Proposicién 1.1.1 existe
h € Iso(M) tal que doh = d,7. Los espacios v, N y T, N son el conjunto de
puntos fijos de doh y do(s,h), respectivamente. Por lo tanto , v, N y T, N son
sistemas triples de Lie.

Veamos que la parte abeliana a de v,N = Z,(v) es Rv. Claramente v € a.
Denotemos por V= a la conexién normal de N en p. Sea K, la isotropia de v en
K. Del Corolario 1.1.30 la accién de K en a es trivial. Por otro lado, del Teorema
1.1.39, la holonomia normal es la parte efectiva de la representacion slice de K,
en v,N. Por lo tanto la holonomia normal restringida actida trivialmente en
a. De esto tltimo se sigue que cada § € a define un campo local normal Vi
paralelo £ en N tal que &, = £. Denotemos por A¢ al operador de forma de N
en . Como N esta contenido en la esfera de radio ||v||, se tiene que 4, = —Id.

Supongamos que dim(a) > 2 y tomemos & € a \ Rv. Sean Ay,---, A, los
autovalores de A¢. Sir = 1, entonces A¢ = Ald y por lo tanto A¢_», = 0. En
este caso N no es full en p (ver [1, Theorem 1.5.1]), lo cual que M es irreducible.
Por lo tanto » > 2.
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Como r > 2, alguno de los A; es no nulo. Reordenando los autovalores si
hace falta, podemos suponer que A\; # 0. Sea & = )\%f y w =v+ &;. Note que
la érbita K - w es igual a la variedad paralela focal

Ne, ={z+&(2) | z€ N}

De lo anterior tenemos que Ty, (K -w) & T, N. Escribamos T,N = T,,(K -w)®V
como suma ortogonal de subespacios. Tenemos que v, (K - w) = V@ v, N. La
simetria extrinseca de N satisface 7(w) = w, dy,7(x) = —x para todo x €
T,N =T,(K -w)®Vyd,7(y) =y para todo y € v, N. Sea a la segunda forma
fundamental de K - w. Si z,y € T, (K - w), entonces

duwT(a(z,y)) = a(dwT(7), dwT(y)) = a(—z, —y) = a(z,y).

Es conocido que la 6rbita K -w es una subvariedad full (si no fuera full, el espacio
lineal generado por K -w es K-invariante) con curvaturas principales constantes
del espacio euclideo p (ver [1, Proposition 3.1.6]). Por lo tanto, el primer espacio

normal N} = {a(x,y) | z,y € T(K - w)} coincide con el espacio normal
vy (K - w). Esto implica que d,7(x) = z, para todo = € v, (K - w), lo que
contradice que d,,7(x) = —z, para todo x € V. Concluimos que a = Ruv.

O]

Un sistema triple de Lie se dice semisimple, si la correspondiente subvariedad
reflectiva no tiene factor euclideo.

Proposicién 2.1.2. [4, Lemma 4.2] Sea M = G/K un espacio simétrico
irreducible, simplemente conexo con k(M) > 2, G = Iso®(M) y K = G,. Sea
g = €Pp la descomposicion de Cartan de M y supongamos que p = VAW donde
V, W son sistemas triples de Lie ortogonales. Entonces W es no semisimple si y
solo si existe v € W tal que K -v es una subvariedad simétrica de p que satisface
V=T,(K -v) yW =u,(K -v). En este caso, la parte abeliana de W es Ru.

Demostracion. Una de la implicaciones y la tltima parte de la proposicién fue
probada en el lema anterior. Falta mostrar que si W es no semisimple, entonces
existe v satisfaciendo dichas propiedades. Supongamos que W es no semisimple y
sea a la parte abeliana de W. Tomemos v € a no nulo. Claramente W C Z,(v) =
vy (K - v). Como W es el espacio tangente en o a una subvariedad reflectiva de
M, entonces existe 7 € Iso(M) tal que 7(0) = o, doT|ly = —Id y do7|w = Id.
Tenemos que

dom(K -v) = dom(K - do7™ ) = (do7Kdym™) - v = K - v.

Por otro lado, T,,(K -v) C V y por lo tanto do7|7,(x.0) = —Id. Mas aun, si
x,y € T,(K -v) y « es la segunda forma fundamental de K - v en T, M, tenemos
que

doTO‘('ra y) = O‘(doTxvdoTy) = Oz(—iE, _y) = O‘(xvy)'

Como en la dltima parte de la demostracion del lema anterior, esto implica que
do7(x) = x para todo x € v,(K - v). Es decir, v,(K - v) C Wy por lo tanto
vy (K - v) = W. La isometria lineal d,(s, o 7) es la simetria extrinseca de K - v
en p. O

Enunciamos el siguiente resultado de [2] sin demostracién (la prueba invo-
lucra argumentos geométricos sofisticados).
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Teorema 2.1.3. [2, Theorem 4.2] Sea M = G/K un espacio simétrico irre-
ducible y sea Y una subvariedad totalmente geodésica no semisimple de M. En-
tonces, ¥ es mazximal st y sélo si existe un vector v € T,M tal que la orbita
K -v es simétrica y ToX = v, (K - v).

Ejemplo 2.1.4. Sea M el espacio simétrico SL3(R)/SOs. La descomposicion
de Cartan de M es sl3(R) = so03 ® Simo(3), donde Simo(3) denota las matrices
stmétricas con entradas reales y traza nula. La representacion isotropica de M
es la conjugacion de SOz en Simg(3). La drbita N de la matriz diagonal

~1/6 0 0
B= 0 -1/6 0
0 0 1/3

es el embedding de Veronese de RP? en Simg(3) =2 R> (Ver por ejemplo Section
2.4.3 en [1]). El espacio tangente TgN = [s03, B] C Simg(3) es

|z,y €R

ow R

0 0
TN = 0 0
x oy

Un cdlculo directo muestra que TgN es un sistema triple de Lie con dlgebra de
transformaciones glide

0 =z
g = -z 0
r Yy

| z,y,2 € R p = 501 2.

ow r

Se sigue que la subvariedad totalmente geodésica ¥ asociada a TgN es isométrica
a RH? = S04 2/S05. El espacio V ortogonal a TgN en Simg(3) es el sistema
triple de Lie

z 0

Y 0 | z,y,z € R

0 —xz—y

V:

o w8

Los subespacios V1 = Span{E11 — F33} y Vo = Span{Ess — E33, F12+ FE21} son
sistemas triple de Lie ortogonales que satisfacen

V=V, ¢V,

FEs facil ver que la subvariedad totalmente geodésica ¥+ asociada V es isométrica
a R®RH?. La simetria T en -+ estd definida por

a z x a z —x
dot| 2z b Y = z b —y
r y —a-—>» - -y —a-—>

FEsto muestra que la subvariedad N = RP? de R® es una dorbita simétrica. Note
que T es la conjugacion por la matriz diagonal diag(1l,—1,—1) y por lo tanto

7 € SO3.
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2.2. Isometrias de orden 2

En esta seccion estudiamos algunas propiedades de subvariedades reflecti-
vas mediante la existencia de isometrias de orden dos. Sea M = G/K espacio
simétrico irreducible de tipo compacto y simplemente conexo, con G = Iso°(M).
Sea 7, (t) geodésica cerrada por o = K con v,(0) = v. Rescaldando v podemos
asumir que -, () tiene periodo 1. Sea ¢] = 5,(1/2)5, la transvecciéon geométrica
a lo largo de «, en 1. Como , tiene periodo 1, se tiene que (¢})? = ¢y =
S4(1)So = Id. Para evitar que ¢7 sea trivial vamos a hacer esta construccién en
un cociente simétrico de M.

Definimos en M la relacién de equivalencia tal que p ~ ¢ siy sélosi G, = G,
donde G, y G son los grupos de isotropia de p y ¢ respectivamente. Denotemos
por M a M/ ~ dotado con la topologia cociente, por = : M — M a la proyeccién
y por P la clase de equivalencia de p. Si g es una isometria de M y p € M, se tiene
que Gy(p) = 9Gp9~ " y por lo tanto g induce un homeomorfismo g : M — M tal
que gm = wg. Se sigue que G actua transitivamente en M por homeomorfismos
y por lo tanto M es homeomorfo a G/G5, con G5 subgrupo compacto de G.
Dotemos a M con la estructura de variedad diferenciable de G//G5. Denotemos
por 35 el difeomorfismo en M inducido por s,. Note que el par (G, Gy), es un
par simétrico con simetria o : G — G definida por ¢(g) = 5,955. Dotemos a M
con una métrica simétrica.

Lema 2.2.1. La componente conexa por la identidad de G5 es K. Como con-
secuencia ™ es un cubrimiento y se puede elegir la métrica en M tal que w es
una isometria local.

Demostracion. Como la isotropia G, actia irreduciblemente en T, M, entonces
en un entorno normal de o el tinico punto fijo de G, es o. Por lo tanto, si X € g
es tal que 7(Exp(tX)o) = m(0) para todo t, se debe tener que Exp(tX)o = o,
para todo t suficientemente pequeno. Es decir, el dlgebra de Lie de G (o) es ¢.
Lo que prueba que la componente conexa de la identidad de G5 es K. Note que
mediante las identificaciones de M y M con cocientes homogéneos se tiene que
m: G/K — G/G; estd dada por gK — gG5 y por lo tanto es un cubrimiento.
Como M es irreducible se tiene que la métrica de M y la métrica inducida por «
difieren por un multiplo. De esto ltimo es claro que se puede tomar la métrica
en M tal que 7 es una isometria local. O

El espacio M es llamado frecuentemente en la literatura como el bottom
space de M. Como la componente conexa de G es G, se sigue que dos puntos
distintos de M tienen grupos de isotropia distintos. Denotemos por £ el dlgebra
de Lie de G, (0o de Gj ). Sea 5 la simetrfa geodésica por p en M.

Lema 2.2.2. El par (G,G5) es un par simétrico efectivo y G = Iso°(M) (con la
representacién candnica de G en M ). Si p # G, entonces 55 # 3. En particular,
st v5 es una geodésica cerrada con periodo 1, la isometria ¢% es no trivial.

Demostracion. El subgrupo
N ={g€G|gGpg ' =G,, para todop € M}

coincide con el nicleo de efectividad de la accién de G en M. Como N es un
subgrupo normal de G contenido en K y el par (G, K) es efectivo, entonces N
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tiene que ser trivial. Es decir, la accién de G en M es efectiva. La involucién
7 : G — G definida por (g) = 5,955 ' coincide con la involucién o inducida por
S0 y satisface (G%)° C G5 C G?. Por lo tanto, el par (G, G5) es un par simétrico
efectivo y como M es semisimple, entonces G' = Is0°(M).

La diferencial do; : g — g es una involucién tal que el autoespacio asociado
al autovalor 1 es 7. Si 55 = 55, entonces 65 = 05 y por lo anterior, £ = €. Es
decir, p = q.

O

El lema anterior dice que el tinico punto fijo aislado de 55 es p.

Supongamos que ¥ = 7(v) es tal que v, es una geodésica cerrada en M
con periodo 1. Por el corolario anterior, la isometria g° := ¢7 es no trivial.
Vamos a levantar esta isometria a una isometrfa en M. Sea [* = dg? y IV :=
(do7r)*1 ol ody,m : T,M — T, M. Claramente [V preserva el tensor de curvatura
de M en oy como M es simplemente conexo, de la Proposicién 1.1.1, existe
una isometria g¥ de M tal que d,g” = [”. La isometria ¢g¥ satisface mg* = g°.
En general g” no necesariamente estd en G = Iso°(M). Observe que [¥ también
induce una isometria en el espacio dual de M, pues el tensor de curvatura en el
dual es —R.

Observacién 2.2.3. Sea F un flat mazimal de M con 6 € F y v € T,F.
Recordemos que este flat es inico si U es un vector principal. Si M es de tipo
compacto, M también lo es y por lo tanto F es compacto. Se sigue que F es
isométrico a un toro plano. Tomemos v € T,F tal que v es una geodésica
cerrada con periodo 1. Como I es un transporte paralelo y F es totalmente
geodésico, tenemos que lﬁ\Tpp : ToF — THF es la identidad.

Proposicién 2.2.4. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible, simplemente
conexo con G = Iso°(M), o=eK yg==2t®p la descomposicion de Cartan de
geno. Sea0#weT,M=yp. Entonces, existe g isometria no trivial de M que
satisface las siguientes propiedades:

(1) g(o) = o;
(ZZ) g2 = IdM,'
(iii) La drbita K -w C p es invariante por do,g;
(iv) El conjunto de vectores fijos de dog contiene a v,(K -w) = Z,(w);

(v) Supongamos que rk(M) > 2, o equivalentemente, K - w no es una esfera.
Entonces, el subespacio vy, (K - w) de T,M coincide con el conjunto de
vectores fijos de dog si y solo si K -w es una drbita simétrica.

Demostracion. Es suficiente probar la proposicién cuando M es de tipo com-
pacto. El espacio normal v, (K -w) de K -w en w es Zy(w). Sea A" el conjunto
de todos los abelianos maximales de p que contienen a w. Note Z,(w) es un
sistema triple de Lie y por lo tanto corresponde a una subvariedad totalmente
geodésica de M. La parte abeliana de Z,(w) es ag = [\,c 4w 0. Sea I el flat
en M que contiene a o tal que T,F = ag. Como M es compacto, F' es un toro
plano. Escribamos K - w = K/K,,, con K,, la isotropia de w en K y sea K¢
la componente de la identidad en K,,. Del Corolario 1.1.30 se tiene que K



44 CAPITULO 2. SUBVARIEDADES REFLECTIVAS

actia trivialmente en F. En otras palabras, la representacién Slice conexa de
K¢ actia trivialmente en ag.

Sean M el bottom space de M, © : M — M la proyeccién y F = 7(F).
Elijamos v € T,F tal que la geodésica 75 es cerrada en F' con periodo 1 y sea
v = dr, }(v). Para v lo suficientemente cercano a w las orbitas K -v y K - w
son paralelas. Como las geodésicas cerradas en F' forman un conjunto denso,
podemos elegir v cuya a orbita sea paralela a la orbita de w. Para este v tenemos
que Z,(v) = Zy(w). Sean g° € Iso(M)y g” € Iso(M) las isometrias construidas
anteriormente. Hagamos g = g¥. Claramente g satisface las condiciones () y (i1).
Como Z, () es la interseccién de todos los abelianos en p que contienen a 7, de la
Observacién 2.2.3 concluimos que d5g” es la identidad en Z, () y por lo tanto g
satisface (iv). Para ver que g satisface (iii), note que gKg~! = K (pues K es la
isotropia de 0) y dog(w) = w. Por lo tanto, d,g(K -w) = (dogKdog™1) - dog(w) =
K- w.

Resta mostrar la condicién (v). Si vy, (K -w) de T, M coincide con el conjunto
de vectores fijos de d,g, entonces por definicién g es la simetria extrinseca en o.
Veamos que si K -w es extrinsecamente simétrica, entonces la simetria extrinseca
en w coincide con d,g. Del Lema 2.1.1, la parte abeliana ag de v, (K - w) tiene
dimensiéon uno y por lo tanto podemos asumir que v = w. Por el Lema 1.2.5
K ={A c OT,M) | A(K-w) = K -w}°. La simetria extrinseca de K - w
en w induce una involucién en K tal que (K, K,,) es un par simétrico tal que
K- -w = K/K,. Como g = g*, entonces kgk~! = g, para todo k € K,. Sea
V ={u € Tu(K - w) | dog(u) = u} el subespacio de puntos fijos de d,g en
T, (K -w). Note que V es K, invariante y por lo tanto induce una distribucién
K-invariante y paralela D en K - w. El complemento ortogonal V+ en T,(k - w)
es el autoespacio de autovalor —1 de d,g en T,(k - w) e induce la distribucién
paralela K-invariante D-. Si D no fuera nulo, tendriamos que para todo X € V
eY eVt

a(X,Y) =doga(X,Y) = a(dogX,dogY) = a(X,-Y) = —a(X,Y).

Es decir, a(V,V+) = 0 y por lo tanto (D, D+) = 0. El lema de Moore implica
que K -w es localmente un producto de subvariedades de p. En este caso, K no
actia irreduciblemente en T, M. Por lo tanto, V tiene que ser trivial y d,g es la
simetria extrinseca de K - w en w. O

Corolario 2.2.5. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible, simplemente co-
nexo. Asumamos que w € T,M es tal que K -w no es una subvariedad simétrica
de T,M . Entonces, v, (K - w) estd contenido propiamente en un sistema triple
de Lie (propio) de T, M.

Demostracion. Sea g como la proposiciéon anterior. El conjunto de puntos fijos
de d,g es un sistema triple de Lie que contiene a v, (K - w). O

2.3. Puntos fijos de la representacion slice

Sea Y subvariedad completa y totalmente geodésica del espacio simétrico M
tal que 0 € ¥. Sea G* = {g € Iso(M) | g(¥) = £} subgrupo cerrado de I'so(M)
y K* = G% laisotropia de 0o en G*. En general, G* no es conexo y la accién de
G* en ¥ no es efectiva. Note que G* contiene al grupo de transformaciones glide
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G’, es decir, al grupo de Lie conexo con édlgebra de Lie g’ = [T,2, T,%] ¢ T,X.
Consideremos la representacién slice completa p’ : K* — O(v,X) definida por
p' (k) = dok|,, . Tenemos el siguiente criterio para subvariedades reflectivas. Si
¥ es una subvariedad totalmente geodésica de M, denotamos por G* = {g €
Iso(M) | g(¥) = £} y K*¥ = GZ. El grupo de transformaciones glide G’ de X
es un subgrupo normal de G*. Supongamos que M es de tipo no compacto. En
este caso X es simplemente conexo y por lo tanto K’ := G, es conexo.

Como aplicacion del Slice lemma tenemos el siguiente resultado probado por
Olmos y Berndt en [2].

Lema 2.3.1. [2, Lemma 3.2] Sea M = G/K espacio simétrico irreducible
de tipo no compacto. Sea ¥ = G'/K' subvariedad reflectiva de M y X" =
G" /K" la subvariedad reflectiva de M con T,X" = v,X", donde G' y G" son
el grupo de transformaciones glide de X' y X", respectivamente. Denotemos por
oK' — SOW,X) y por X" : K" — SO(T,X"), la representacion slice y la
representacion de isotropia de X' y X", respectivamente. Entonces:

(i) p'(K') es un subgrupo normal de x"(K").

(ii) El subespacio (1,X)K = {€ € v, | p/(K)¢ = € para todo k' € K'}
de v,%' = T,X" es x(K")-invariante y ¥ = Xf x XY (como producto
Riemanniano), donde T,%o = (1,%')?". Mas ain, si rk(M) > 2, entonces
Yo es plana.

Demostracion. Primero veamos que p'(K') C x”(K"). Como K’ y K" son co-
nexos, basta ver que dp/(¢') C dx”(¢"). Note que K’ ¢ K=" y K" ¢ K*'. Por
lo tanto, cada X € ¥ se puede pensar como un campo de Killing en X" con
X, =0y (VX), =dx"(X) = p/(X). Del Lema 1.1.28 tenemos que X estd en el
algebra de transformaciones glide de X”. Por lo tanto, dp’(X) € dx”(¢'). Mas
dun, si k¥’ € K" tenemos que
X//(k//)pl(K/)X//(k//)—l — pl(k//)p/(K/)p/(k//)—l — p/(k_//K/(k_//)—l) — pl([(/)7

donde también denotamos por p’ a la representacion slice de ¥ definida en todo
G*¥'. Lo que prueba la parte (i).

Como p'(K') es normal en x”(K"), entonces el subespacio (v,%')" es in-
variante por x”(K") y por lo tanto también es invariante por hol,(X"). Del
teorema de descomposicién de de Rham ¥ = Xj & X/ con X’ totalmente
geodésica tal que T,%" = (v,%)%X'. Escribamos X = Gl /K{/, donde G} es el
subgrupo de G de transformaciones glide de %] y K] es la isotropia de o en G{;.

Notemos que v,X) = T,2) & T,XY. Sean zg,yo € ToXg, ¢,y € ToX) v
x € T,XY. Como X" = X[ ®XY como producto Riemanniano y ¥" es totalmente
geodésica, entonces es claro que Ry, .,z = 0. Por otro lado, usando que zg y
1o son vectores fijos de la representacién slice de X' y que € estd generado por
{Ryy | ®,y € T,X] }, tenemos que

K’

<R$o,yox/5y/> = <Rx/,y/$07yo> = 0.

Se sigue que la representacion slice de Xjj es trivial. Sirk(M) > 2, el slice lemma
implica que Y, es plana. O

Como corolario del lema anterior se tiene que la parte semisimple de una
subvariedad totalmente geodésica en un espacio simétrico de tipo no compacto
con factor euclideo no trivial, nunca es reflectiva.
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Corolario 2.3.2. [2, Corollary 3.3] Sea M un espacio simétrico de tipo no
compacto con k(M) > 2. Supongamos que ¥ es una subvariedad totalmente
geodésica que se descompone como producto Riemanniano X = Yy X X1, donde
Yo es el factor plano y X1 el factor semisimple. Si dim(Xg) > 0 y dim(%;) > 0,
entonces X1 no es subvariedad reflectiva de M .

Demostracion. Supongamos que X es reflectiva. Vamos aplicar el lema anterior
para ¥’ = X;. Sea ¥’ la subvariedad reflectiva de M tal que T,X" = v,X%;.
Usando la notacién del lema anterior, tenemos que el dlgebra de Lie de K’ estd
generada por los tensores de curvatura {R,/ . | ',y € T,X1}. De lo anterior
se tiene que la representacion slice actia trivialmente en ¥y y por lo tanto
Yo C (1,Y)K'. Como rk(M) > 2, entonces g es una subvariedad del factor
plano Xj de ¥”. Se sigue que Ry, v = 0, para todo g € ToXg y 2/ € ¥".
Por otro lado, es claro que Ry, - = 0, para todo zp € T,X0 y 2’ € ¥”. De lo
anterior concluimos que R, , = 0, para todo z € T,M. Esto dltimo es una
contradicciéon, pues M es de tipo no compacto. O

Las s-6rbitas simétricas fueron clasificadas por Kobayashi y Nagano en [17].
De esta clasificacién se puede probar que la dimensién de una s-érbita simétrica
no semisimple K - v de un espacio simétrico M = G/K es la mitad de la di-
mensién de M y el factor plano (local) de K - v tiene dimensién 1. Utilizamos
el Lema 2.3.1 para dar una prueba de este hecho sin utilizar la clasificacién de
s-6rbitas simétricas.

Proposicién 2.3.3. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simple-
mente conexo con tk(M) > 2. Supongamos que K - v es una drbita simétri-
ca no semisimple de la representacion isotrdpica de M, con 0 # v € T,M.
Entonces, existe k € K tal que dok(Ty(K - v)) = vy(K - v). En particular,
dim T, (K - v) = dim v, (K - v) = § dim M.

Demostracion. Podemos suponer que M es de tipo no compacto. De la Propo-
sicién 2.1.2 sabemos que T, (K - v) y v, (K - v) son sistemas triples de Lie tal
que la parte abeliana de v, (K - v) es Ru. Sea ¥ la subvariedad reflectiva de M
tal que T,X = v, (K - v) y sea K’ el grupo de isotropia de las transformacio-
nes glide de 3, es decir, el subgrupo de Lie conexo de K con algebra de Lie
[V (K -v), vy (K -v)]. Note que K’ deja la parte abeliana de ¥ invariante y por lo
tanto K’ -v = {v}. Como K’ es conexo, tenemos que K’ C K¢, donde K¢ es la
componente conexa por la identidad del subgrupo de isotropia de v en K. Note
que K -v = K/K,, donde (K, K,) es un par simétrico. Sea w un vector tangente
al factor (local) plano de K - v. Como K’ C K9y (K, K,) es un par simétrico,
entonces K' - w = {w}. Es decir, w es un vector fijo de la representacién slice
de K’ en el espacio v,%. = T,(K - v). Del Lema 2.3.1, tenemos que la parte
abeliana de T, (K - v) contiene a w. Es decir, T,,(K - v) no es semisimple y por
la proposicion 2.1.2 tenemos que

T,(K -v) = vy(K - w) (2.1)

y la parte abeliana de T, (K - v) es Rw. En particular, la parte abeliana de
T, (K - v) tiene dimensién 1.

Note que el conjunto de puntos fijos de la accién de K’ en T,X = v, (K - v)
es Ru, la parte abeliana de T,X. Como K’ C K¢, entonces Rv también es
el conjunto de vectores fijos de la accién de K¢ en v, (K - v). Por otro lado,
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el conjunto de vectores fijos de K¢ en T,(K - v) es Rw, la parte abeliana de
T,(K -v). De lo anterior tenemos que el conjunto de vectores fijos de K¢ en T,,M
es V = Rv @ Rw. Podemos suponer que ||v]| = ||w||. Note que V es un sistema
triple de Lie no abeliano de dimensién 2, pues w ¢ Z,(v) = v, (K - v). De la
clasificacién de espacios simétricos de rango 1 concluimos que V es el espacio
tangente a una subvariedad totalmente geodésica isométrica al plano hiperbdlico
real RH?2. Sea G el subgrupo conexo de G con 4lgebra de lie g = [V,V]®@Vy K
el subgrupo de isotropia de o en G. Note que K = SO, (via la representacion
isotrépica). Como K actia transitivamente en la esfera, existe k € K tal que
dok(v) = w. Usando (2.1) tenemos que

dok(vy (K -v)) = Ad(k)(Zp(v)) = Zp(Ad(k)(v)) = vw(K - w) = Ty (k - v).
O

Supongamos que K -v es una 6rbita simétrica de la representacién isotrépica
de K en T, M. Sea ¥ la subvariedad reflectiva de M = G/K con T,X = T,,(K -v).
Recordemos que G = {g € Iso(M) | g(X) = X} es el grupo de isometrias
extrinsecas de ¥ en M. En general, G* no es conexo. Note que G> contiene al
grupo G’ de transformaciones glide de ¥. Denotemos por K= y K’ a la isotropia
de 0 en G* y G’, respectivamente. Como en en la prueba de la proposicién
anterior tenemos que K’ C K,, donde K, denota el subgrupo de isotropia de v
en K.

Lema 2.3.4. Sea K - v una s-drbita simétrica de M = G/K. La componente
coneza por la identidad de K', K* y K, coinciden, es decir, (K')° = K¢ =
(KZ)O. En particular, si M es de tipo compacto, los espacios simétricos ¥ y
K - v son localmente equivalentes.

Demostracion. Note que K* deja invariante a v,% = v, (K - v). Més atin, como
la parte abeliana de v, (K - v) es Ru, entonces K> deja invariante a v. Por lo
tanto, K* C K,. Por otro lado, K, deja invariante a T,(K - v) = T,% y por lo
tanto K, C K*. Se sigue que K¢ = (K*)°.
Supongamos por contradiccién que (K’)° es un subgrupo propio de K2. Sea
H el nicleo de la representacién isotrépica x : (K*)° — SO(T,X). Notemos
que H es no trivial, pues si k € (K*)°\ (K')°, entonces del Corolario 1.1.29
existe k' € (K’)° tal que k = k' en ¥ y, por lo tanto, Id # k'k=! € H. Se
sigue que H es un subgrupo normal no trivial de K que actda trivialmente en
T,% = T, (K -v). Como cada elemento de H fija v y es la identidad en T, (K - v),
entonces H actia trivialmente en la érbita simétrica K - v. De lo anterior H
actua trivialmente en el subespacio lineal V generado por K - v. Por otro lado,
como K actia linealmente tenemos que K -V C V y como M es irreducible,
debe ser V =T, M. Se sigue que H debe ser trivial, lo que es una contradiccién
y por lo tanto (K')° = K¢.
O

Del Lema 2.3.4 y la Proposicién 2.3.3 tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3.5. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simple-
mente conexo. Supongamos que K - v es una s-drbita simétrica de la represen-
tacion isotropica de M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) K -v no es semisimple.
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(ii) Eziste k € K tal que dok(Ty,(K - v)) = v, (K - v).
(iii) El sistema triple de Lie T, (K - v) no es semisimple.

Demostracion. Que (i) implica (%), es la Proposicién 2.3.3.

Supongamos que (ii) se satisface. De la Proposicién 2.1.2 se tiene que el
espacio normal v,(K - v) es un sistema triple de Lie no semisimple. De (ii)
concluimos que T, (K - v) también es no semisimple y por lo tanto se cumple
(iii).

Finalmente supongamos que vale (iii). Sea 3 subvariedad totalmente geodési-
ca de M tal que T,¥ = T,,(K - v). Como T, (K - v) no es semisimple, existe un
vector no nulo w fijo por la accién de (K”)° en T, (K -v). Del Lema 2.3.4 tenemos
que (K')° = K9 y por lo tanto w es tangente al factor (local) plano de K - v.
Por lo tanto, k - v no es semisimple y se tiene (3). O

La siguiente proposicién extiende la Proposicién 3.4 en [2] que da una con-
dicién suficiente para que una variedad totalmente geodésica se reflectiva.

Proposicién 2.3.6. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible con G =
Iso°(M) y K = G,. Supongamos que rk(M) > 2 y que ¥ es una subvariedad
semisimple totalmente geodésica de M con o € ¥. Si el nicleo de la representa-
cion slice completa p' : K¥ — O(v,X) es no trivial, entonces ¥ es reflectiva.

Demostracion. Podemos asumir que M es de tipo no compacto y que X es
completa. Sea H = ker p’ C K* y hagamos

V =A{v eT,X|d,k(v) = v para todo k € H}.

El subespacio V es un sistema triple de Lie. Como H es normal en K>, el
subespacio V es invariante por K*. En particular, V es invariante por K’ = G/,
el grupo de isotropia bajo las transformaciones glide. Del teorema de descom-
posicién de de Rham tenemos que ¥ = 31 X ¥y con X; y Yo subvariedades
totalmente geodésicas de M con T,%; =V y T,%, = VI NT,%.

Tenemos que Y5 es una subvariedad reflectiva de M, pues el complemento
ortogonal de VN T,X en T,M es V & v,M que corresponde al subespacio de
vectores fijos bajo la accién de H en T,M. Sea X3 la subvariedad reflectiva
asociada a V @ v, M. Escribamos X9 = G”/K", donde G"” C G es el grupo de
transformaciones glide de Y5 y K" es la isotropia de o en G”. Como ¥ = X1 X Xg,
entonces K" actia trivialmente en 7,1 = V. Por lo tanto, V es un subespacio
del espacio W de puntos fijos de la accién de K" en T,X3 = V & v,M. Del
Lema 2.3.1, concluimos que W es un sistema triple de Lie plano y por lo tanto
V también lo es. Como X es semisimple, debe ser V = 0. Por lo tanto ¥ = X5
es reflectiva. O

Usando el criterio anterior podemos probar que toda subvariedad totalmente
geodésica completa que contenga una subvariedad reflectiva es reflectiva.

Proposicién 2.3.7. Sea M un espacio simétrico irreducible con rk(M) > 2.
Asumamos que X1 y Yo son subvariedades totalmente geodésicas completas con
¥ C 3g. Si X1 es reflectiva, entonces Yo es reflectiva.

Demostracion. Podemos asumir que M es de tipo no compacto y o € 3. Si ¥
no es semisimple, de la proposicién 2.1.2 tenemos que 7,3 es el espacio normal
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a una 6rbita simétrica. Por el Teorema 2.1.3, esto es equivalente a que X7 es una
subvariedad totalmente geodésica maximal. Por lo tanto, Y5 = Xy es reflectiva.

Asumamos que X7 es semisimple y consideremos dos casos.

Caso 1: Supongamos que Yo es semisimple. Sea 7 la reflexién de M en la
subvariedad reflectiva 31 y s, la simetria geodésica en o. La isometria h = s, o7
satisface

doh|T,s, = —Idr,s,; dohlv,s, = Idy,s, -

Podemos escribir T,35 = T, @V, donde V C 1v,X;. De la anterior descom-
posicién es claro que d,h(T,%2) = T,%5 y por lo tanto h € K*2. M4s atin, h es
un elemento no trivial del niicleo de la representacién slice completa de ¥5. De
la Proposicién 2.3.6 concluimos que Yo es reflectiva.

Caso 2: Supongamos que Y5 no es semisimple. Escribamos Yo = ¥ x g,
donde ¥¢ y X es el factor plano y semisimple de 35, respectivamente. Como 34
es semisimple, tenemos que 31 C Xg. Del caso 1, concluimos que X es reflectiva,
lo cual contradice el Corolario 2.3.2. O

Por el Teorema 2.1.3 tenemos que el espacio normal v, (K -v) a una s-érbita
simétrica K - v de un espacio simétrico M = G/K es un sistema triple de Lie
maximal de p. En la siguiente proposiciéon probamos que el espacio tangente
T,(K - v) también es un sistema triple de Lie maximal.

Proposicién 2.3.8. Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible y simple-
mente conexo con Tk(M) > 2. Supongamos que K - v es una drbita simétrica.
Entonces, el espacio tangente T,,(K - v) es un sistema triple de Lie mazimal de
T,M.

Demostracion. Podemos suponer que M es de tipo no compacto. Sea ¥ = G’ /K’
la subvariedad conexa, totalmente geodésica y maximal con T,X = T,(K - v),
donde G’ es el grupo de transformaciones glide de ¥ y K’ la isotropfa de o
en G’. Analogamente escribamos ¥+ = G”/K" para la subvariedad conexa,
totalmente geodésica y maximal con T,%+ = v, (K -v), donde G es el grupo de
transformaciones glide de . Note que K’ y K" son conexos, pues M es de tipo
no compacto. Por otro lado, la parte abeliana de v, (K - v) es Rv y como K Dl
deja invariante a T,%+ = v, (K - v), entonces K=" deja fijo a v y por lo tanto
K= ¢ K?. Ademds, es claro que K¢ deja invariante a v, (K - v). De lo anterior
tenemos que KT = K¢ y por el Lema 2.3.4 concluimos que K= =K'

Sean p : K’ — SO(v,X) la representacién slice de X y x : K" — SO(T,%1)
la representacién isotrépica de ¥t. Del Lema 2.3.1 tenemos que p(K') es un
subgrupo normal de x(K"). Més aun, la imagen de la representacién isotrépica
de K" coincide con la imagen de la representacién isotrépica de (K z:i)" y como
K' = (KZL)O, entonces p(K') = x(K").

Supongamos que 3 es una subvariedad propia totalmente geodésica de M
que contiene propiamente a Y. Escribamos 7,3 = T, @ V, donde {0} £V ¢
vo2. Como ¥ = [T,2, T,3] C [TOXA),TOE], entonces V es invariante por K'. De
p(K') = x(K"), tenemos que V también es invariante por K” . Del teorema
de descomposicién de de Rham se sigue que ¥+ = ¥; x ¥y como producto
Riemanniano con T,3; =V y dim X5 > 1. Note que )y y Yo son subvariedades
reflectivas de M complementarias. Por otro lado, la isotropia Ks en o del grupo
de transformaciones glide de X5 actua trivialmente en V (pues T, Y =T, X
T,%5 como producto Riemanniano). Es decir, V es un subespacio del conjunto de
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vectores fijos de K5 bajo la representacion slice de ¥5. Por el Lema 2.3.1 tenemos
que V es un sistema triple de Lie abeliano. La Proposicién 2.1.2 implica que V
es de la forma Ruv, para algin v € T,M. Se sigue que 5 es la parte semisimple
de la subvariedad reflectiva . Del Corolario 2.3.2 tenemos que Y5 no es una
subvariedad reflectiva de M, lo cual es una contradiccién. Concluimos que tal
3 no existe y por lo tanto ¥ es maximal. O

Para espacios simétricos de rango uno tenemos el siguiente lema.

Lema 2.3.9. Sea M = G/K espacio simétrico con k(M) = 1. Sea ¥ = G' /K’
subvariedad totalmente geodésica, con G’ el grupo de transformaciones glide y
K’ la isotropia en o en G'. Supongamos que dim¥ > 2 y que la representacion
slice conexa p : (K')° = SO(v,X) es trivial. Entonces, M es un espacio de
curvatura constante.

Demostracion. Por dualidad, podemos suponer que M es de tipo compacto.
Supongamos que M no tiene curvatura constante, es decir, M es diferente de la
esfera. Es conocido que los espacios simétricos de rango uno distintos de la esfera
no admiten cocientes globalmente simétricos. En particular, el bottom space M
esigual a M, o equivalentemente, las simetrias geodésicas en dos puntos distintos
de M son distintas.

Escojamos M espacio simétrico de rango 1 tal que n = dim M es minimal
entre los espacios simétricos de curvatura no constate y rango 1 que admiten
una subvariedad totalmente geodésica ¥ con dim ¥ > 2 y representacion slice
conexa p : (K')° = SO(v,X) trivial. Fijemos ¥ = G’/ K’ subvariedad totalmen-
te geodésica de M con representacion slice conexa trivial tal que m = dim X
es maximal dentro de tales subvariedades. Podemos suponer que o € ¥. Por la
Proposicion 1.1.34, debe ser 2 <m <n — 2.

Note que X es semisimple y por lo tanto 1,2 = {v € T,M | K’ -v = v}. Se
sigue que v, es un sistema triple de Lie y por lo tanto 3 es una subvariedad
reflectiva de M. Sea ¥+ = G” /K" la subvariedad reflectiva de M con T,%+ =
voX. Como (K")° es generado por los tensores de curvatura {R¢, | &1 €
1,51} v (Re yx,y) = (Ryy€,m), para todo z,y € T,5, &,n € T,X, entonces la
representacién slice de (K”)° en v,X+ = T,¥ también es trivial.

Como las subvariedades totalmente geodésicas de M también son espacios
simétricos de rango 1, podemos escoger una geodésica cerrada v : [0, 1] — X+ de
periodo 1 en ¥+ con v(0) = 0 = v(1). Sea g = 51280 la transveccién geométrica
en 1/2. Como M = M, la isometria g tiene orde 2. El transporte paralelo a lo
largo de la curva v es la diferencial de h = d,g. Note que h deja invariante a
T,% y por lo tanto también a su complemento ortogonal T,3.

Sean Vi los autoespacios de h|r, s asociados a los autovalores +1. Como
K’ acttia trivialmente en T,%+, cada punto de la geodésica (t) queda fijo
por la accién de K’ y por lo tanto g conmuta con cada elemento de K’. Se
sigue que los espacios V41 son invariantes por K’. Como ¥ es un espacio de
rango 1, entonces K’ actia irreduciblemente en T,X. Por lo tanto, Vi, = T,%
6 V_1 = T,X. Cambiando h por d(s, o s1/2), si es necesario, podemos suponer
que Vi =T,

Sea V4, el autoespacio de h|r, s+ con autovalor £1. El subespacio V¥, es no
trivial, pues 7/(0) € Vy. Como h # id7,as y h = idr, 5, entonces Vy # T,5+.
Por lo tanto, el subespacio V_; también es un subespacio de T,%+ no trivial y

Tyt =V,eV_;.
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Los subespacios Vi & V1 y V_; son sistemas triples de Lie ortogonales y com-
plementarios. Sean N y ¥ las subvariedades totalmente geodésicas con T, Y=
V, ®Vy y T,% = V, respectivamente. Note que ¥ ¢ %, 2 ¢ Xy % o) ¥t La
representacion slice conexa de (K') en el espacio normal Vi de ¥ en X, es tri-
vial. Como dim(X) < dim(M), entonces ¥ es un espacio de curvatura constante
y por lo tanto 3 también tiene curvatura constante. Intercambiando el papel de
¥ por £+, concluimos que ¥+ también tiene curvatura constante.

Sea ¥_ 1 la subvariedad totalmente geodésica con T, Y 1 = V_;. Las sub-
variedades % y Y_; son subvariedades reflectivas complementarias. Note que
dim¥_; > 1, pues en caso contrario 3 serfa una hipersuperficie de M y por
la Proposicién 1.1.34 M seria un espacio de curvatura constante. Sea K la iso-
tropfa glide de ¥_;. Como K C K", entonces la representacién de (K)° en 17,5
es trivial. Por otro lado, como X1 tiene curvatura constante, entonces la repre-
sentacién de (K)° en el espacio normal V; de 5_; en X+ es trivial. Concluimos
que la representacién slice de ¥._; en M es trivial. Esto implica que la repre-
sentacion slice conexa de ¥ en M también es trivial (por el mismo argumento
que la representacién slice de ¥4 es trivial). Sin embargo, dim¥ > dim¥, lo
que contradice la maximalidad de m = dim 3. Por lo tanto M es un espacio de
curvatura constante.

O

Del Slice lemma y el lema anterior tenemos los siguientes resultados.

Corolario 2.3.10. Sea M un espacio simétrico irreducible y supongamos que
existe una subvariedad no plana totalmente geodésica 3 de M con representacion
slice conexa trivial. Entonces, M es un espacio de curvatura constante.

Proposicién 2.3.11. Sea M = G/K un espacio simétrico con curvatura seccio-
nal no positiva y X = G' /K’ una subvariedad totalmente geodésica, completa y
no semisimple de M que contiene a 0o = eK, donde G = [s0°(M) y G’ C G es el
grupo de transformaciones glide de 3. Sean M = Mo x My x---x My (My plano
posiblemente trivial) y ¥ = 31 X - -+ X ¥} la descomposicion de de Rham de M y
Y, respectivamente. Supongamos que la representacidn slice p : K' — SO(v,X)
de 3 es trivial. Entonces, | < g y salvo permutacion de los indices X; C M;, para
1 <¢ <. Mas aun, st ¥; & M;, entonces M; y X; tienen curvatura constante.

Demostracion. Fijemos M; y sea z € M;. Escribamos z = v+w, donde v € T, X
y w € v,%. Para todo k' € K’ tenemos

Ev—v=kv+w—-v—w=kv+kw—-v—-—w=~kz2—-2eT,X>NT,M,.
El subespacio afin
v+ span{k'v —v | k' € K'}

de T,,% coincide con el espacio afin generado por la érbita K’-v y, en particular,
es K’ invariante. Se sigue que este subespacio afin debe contener al 0, pues en
caso contrario el vector 0 # u € v + span{k’v — v | ¥’ € K’} de menor norma
deberia quedar fijo por la accién de K’, pero esto contradice la irreducibilidad
de M. Por lo tanto, v € span{k’v —v | ¥’ € K'} C T, M;. Esto muestra que

TOMi = (ToMi N TOE) D (TOMi n I/OE).

Supongamos que T,M; N T,% # {0}. El subespacio T,M; N T,% es invariante
por K’ y por lo tanto es una suma de factores de de Rham de . Por otro lado,
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T,M;NT,Y corresponde a una subvariedad no plana totalmente geodésica de M;
con representacion slice trivial y por el slice lemma, M; es de rango 1 y por lo
tanto T, M;NT,Y también es de rango 1. En particular, T, M;NT,X es irreducible
y reorganizando los indices si hace falta, T,M; N T, X = T,%;. Si ¥; & M;, el
Lema 2.3.9 implica que M; y 3; son espacios de curvatura constante. [

Terminamos esta seccién enunciando uno de los resultados principales de
este trabajo que resume algunos resultados anteriores. La demostracién serd
dada en la siguiente seccién.

Teorema 2.3.12. Sea M = G/K wun espacio simétrico irreducible y simple-
mente conexo con rk(M) > 2, donde G = Iso°(M), K = G, y o € M. Sea
Y = G'/K' subvariedad propia totalmente geodésica y completa de M que con-
tiene a o, donde G’ denota el grupo de transformaciones glide de ¥ y K' la
isotropia de o en G'. Denotemos por p : (K')° — SO(v,X) la representacidn
slice conexa de X.. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) X es reflectiva y v, es un sistemna triple de Lie no semisimple.
(ii) Existe v € T,M tal que K -v es una s-drbita simétrica y T,X = T, (K - v).

Mas ain, cualquiera de las afirmaciones anteriores implica la siguiente afirma-
cion:

(#ii) ¥ es mazimal y existe un vector no nulo en v,% que es fijo por la repre-
sentacion p.

Si ademds dim(X) > £ dim(M), entonces las tres afirmaciones son equivalentes.

2.4. Prueba del teorema 2.3.12

En esta seccién daremos la demostracion del Teorema 2.3.12. Utilizaremos
los siguientes lemas.

Lema 2.4.1. Sea M = G/K espacio simétrico simplemente conexo y semisim-
ple con descomposicion de de Rham M = My x --- x M, con G = Iso°(M)
y K = G,. Escribamos K = K1 x -+ x K, donde K; = Iso(M,;)%. Para cada
conjunto de indices I C {1,--- 1}, sea K1 = @, K;. Supongamos que V es un
subespacio invariante por la representacion isotropica de Ky en M. Entonces,
existe un subconjunto J C I y un subespacio V C @kel T, My, tal que

V=Ve@TM,.

jeJ

Demostracion. Para cada i € I, sea V; = p;(V) C T,M;, donde p; : T,M —
T,M,; denota la proyecciéon canoénica. El subespacio W; es invariante por K; y
por lo tanto V; = {0} 6 V; = T, M;. Supongamos que V; = T, M;. Para v; € T, M;
sea v € W tal que p;(v) = v;. Como ¥; es semisimple, podemos elegir k € K;
tal que dok(v;) # v;. Por lo anterior, el vector w := d,k(v) — v es no nulo y
satisface w € V N T, M;. El subespacio lineal W = span{K,; - w} C VNT,M; es
invariante por K; y como M; es irreducible, debe ser W = T,M;. Concluimos
que T,M; C V. El resultado se tiene tomando J = {i € I | V; = T,M;} y V el

complemento ortogonal de P jed ToMjen V. O
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Lema 2.4.2. [1, Lemma 5.2.2] Sea M = G/K un espacio simétrico sim-
plemente conexo y semisimple, con G = Iso°(M) y K = G,. Denotemos por
x: K = SO(T,M) la representacion isotrépica de M. Entonces,

X(K) = Nsocr,m) (X (K)),
donde Nso(r,m)(X(K)) es el normalizador de x(K) en SO(T,M).

Sea M = G/K un espacio simétrico con o € M, G = Iso®(M) y K la
isotropia de o en GG. Supongamos que X es una subvariedad totalmente geodésica
de M que contiene a o. Sea G’ es el grupo de transformaciones glide de ¥ y K’
la isotropfa de o en G'. Escribamos G* = {g € Iso(M) | g(¥) = £} y K* la
isotropia de 0 en G*.

Lema 2.4.3. Con la notacién anterior, si 3 es mazimal y € es una subdlgebra
propia de €, entonces ¥ es reflectiva.

Demostracion. Sea 0 # X € £\ ¥. Denotemos por X* al campo de Killing
en Y que se obtiene al restringir y proyectar en ¥ el campo X*. Por el Lema
1.1.28 tenemos que existe Y € g’ tal que X* = Y*. Cambiando X por X — Y,
podemos suponer que X satisface X* = 0 = X*|x, donde la tltima igualdad es
porque X € £ y por lo tanto X* siempre es tangente a X.

La familia monoparamétrica de isometrias Exp(tX) actta trivialmente en X.
Luego, la familia a monoparamétrica de isometrias lineales ¢' = d,(Exp(tX))
satisface ¢t|Tog = idr 5, para todo t € R. Como T, ¥ es un sistema triple de Lie
maximal, entonces

T,% = {veT,M | ¢'(v) = v, para todo t € R}.

Se sigue que ¢'|, s es una familia monoparamétrica de transformaciones orto-
gonales en v,% sin puntos fijos. Por lo tanto, dim v, es par y existe una base
ortonormal {ey, f1--- ,eq, fa} de v,X y nimeros a; > ag > -+ > ag > 0 tales
que

#'(e;) = cos(2mait)e; +sin(2wait) fi v '(f;) = —sin(27ma;t)e; + cos(2mast) fi,

para todo ¢ = 1,--- ,d. Supongamos que a; > aq y sea to = 1/ay. El sistema
triple de Lie V = {v € T,M | ¢'(v) = v} contiene a T,X & e;R & f1R y es
distinto de T, M, pues es perpendicular a ;R & fyR. Esto ultimo contradice la
maximalidad de ¥. Por lo tanto, a; = as = --- = aq y escribamos a para el
valor comun. La isometria lineal ¢ﬁ es la reflexion de T,M en el subespacio
T,¥. Concluimos que la isometria Exp(5-X) es la reflexién en ¥ y por lo tanto
) es reflectiva. O

Comenzamos con la demostracién del Teorema 2.3.12. La equivalencia de (4)
y (4) es la Proposicién 2.1.2.

Supongamos que vale (ii). De la Proposicién 2.3.8 tenemos que ¥ es maximal.
M4s atn, la parte abeliana de v, (K - v) es Rv. Como p((K')°) deja invariante la
parte abeliana de v, (K -v) y p((K')°) C SO(v,(K -v)), entonces v es un vector
fijo de la representacién p. Es decir, ¥ satisface ().

Resta mostrar que (iii) implica (i) en el caso que dim(X) > 1 dim(M).
Supongamos que ¥ satisface (4i). Solamente debemos probar que X es reflecti-
va. Pues en este caso, la parte (i7) del Lema 2.3.1 implica que la subvariedad
reflectiva asociada a 1,3 no es semisimple. Consideramos varios casos.
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Caso 1: ¥ no es semisimple. La maximalidad de ¥ y el Teorema 2.1.3
implica que T, es el espacio normal a una s-6rbita simétrica de M. Del Lema
2.1.1 tenemos que X es reflectiva.

Caso 2: ¥ es (localmente) irreducible. Podemos asumir que M = G/K
es de tipo compacto. Sea g = ¢ ® p la descomposicién de Cartan de M. Vamos
a utilizar el bottom space M = M/ ~ definido en la seccién 2.2, donde p ~ ¢
si y sélo si G), = G4. Denotemos por 7w : M — M la proyeccién canénica y sea
0 = 7(0). Podemos identificar a T5M con T,M mediante el isomorfismo d,.
Note que ¥ = (%) es la subvariedad totalmente geodésica completa de M que
contiene a o y que satisface To% = d,7(T,X).

Como en el Lema 2.2.2, podemos identificar Is0°(M) con G. Con esta iden-
tificacién, la descomposicién de Cartan de M es g = €@ p vy dow : T,M =
p — ToM = p es la identidad en p. Se sigue que el sistema triple de Lie
.5 = dom(T,X) coincide con T,% en p. Por lo tanto, el grupo de transfor-
maciones glide de ¥ es G’ y la isotropia del grupo de transformaciones glide de
Y enoes K'. Como T5% = T,¥ es un sistema triple de Lie irreducible y maximal,
entonces Y. es una subvariedad totalmente geodésica (localmente) irreducible y
maximal.

SeaV={¢€T,M|Fk &= ¢ paratodo k' € K'}. Por (iii), el subespacio
V es no trivial. Mas atin, como X es irreducible, la accién de (K')° en T;M no
tiene puntos fijos y por lo tanto V es ortogonal a T53.

Sea Y’ la subvariedad completa y totalmente geodésica de M con T,X%' = V.
Tomemos © € TpY' tal que 75(t) = exp,(tv) es una geodésica en X' cerrada
con periodo 1. Sea ¢” = Sy5(1/2)55 € Iso(M) la transveccién geométrica de 7y
en 1. Como ¥ es fijo por (K’)°, entonces g° conmuta con (K')° y por lo tanto
dsg” (T5X) es un subespacio invariante por (K’)°. Note que la accién de (K’)°
en dyg® (TyX) es irreducible. Como dgg”(v) = vy Ty% es ortogonal a v, entonces
dog”(T5¥) también es ortogonal a v. La interseccién T3 N dog®(T5%) es un
subespacio de T;% invariante por (K'")? y como dim T;% > 1dim ]\7{ , entonces
tal interseccién es no nula. Como X es irreducible, debe ser d,g”(T5X) = T2 y
por lo tanto g%(X) = X.

Sean E4; los autoespacios de dzg¥ asociados a los autovalores +1. Note que
E; (resp. E_1) es el conjunto de vectores fijos de dsg” (resp. ds(55 0 g¥)) v
por lo tanto son sistemas triples de Lie complementarios. Como (K')° conmuta
con g7, estos subespacios son invariantes por (K')°. Sean Y1 las subvarieda-
des completas y totalmente geodésicas de M con 7%+ = Eyq. Tenemos que
TaM = E1 (5) E_1 y T@i = El D E—l; donde Eil = Eil n T5i. Como i €s
irreducible y los subespacios E1 son invariantes por (K’)°, entonces E; = T,%
6 E_1 =Ts%2. Si B, = T5%, entonces ¥ es una subvariedad propia de ¥, lo
que contradice la maximalidad de ¥. Por lo tanto, E_; = T;X v £ = £_; es
reflectiva.

Caso 3: ¥ es semisimple y no (localmente) irreducible. Podemos
suponer que M es de tipo no compacto. En este caso, Y es simplemente conexo
y podemos escribir ¥ = ¥ X --- X X,, donde cada X; es un espacio simétrico
irreducible de tipo no compacto. Sea d; = dim ¥; y organicemos los factores de %
de tal forma que d; < dy < --- < d,. Sea G; el grupo de transformaciones glide
de X; y K; = (G}),. El grupo de transformaciones glide de X es G/ = Gy x- - -xG,
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yK' =G =K x---x K,. Sea g = t® p la descomposicién de Cartan de
M y denotemos V; = T,%;. Por hipétesis existe 0 # v € v,% vector fijo por la
representacion slice de K'. Usaremos el siguiente lema.

Lema 2.4.4. Para todo u € T,% y 0 # v € v,% vector fijo por la representacion
slice de X, se tiene que Ry, ¢ .

Demostracion. Probamos el lema por contradiccién. Supongamos que existe u €
T,M tal que R, , € ¥. Como v es un vector fijo de K’ y R, , € ¥, entonces
R, v = 0. El Lema 1.1.23 implica que R, , = 0 y para todo k € K’ tenemos

Rdok(u),v = Rdok(u),dok(v) =dok o Ru,v © dok:_1 =0.

Se sigue que el subespacio W de T,% generado por K’ - u es invariante por K’
y satisface Ry, = 0.

Del Lema 2.4.1, tenemos que W es un producto de algunos T,>; y reorgani-
zando los factores, podemos suponer que existe [ < a tal que

W:V1X~-~XV1.

Sea Z,(W) = {uep| [W,u] =0} ={uep| Rwn, = 0} el centralizador de
W en p. Claramente Ro @ Vi1 & --- @V, C Z,(W). Méas ain, el subespacio
W Z,(W) es un sistema triple de Lie (pues W lo es) que contiene propiamente
a T,%. Esto dltimo contradice la maximalidad de ¥ y por lo tanto R, , ¢ ¥,
para todo u € T,X. O

Para concluir la prueba del Teorema 2.3.12 debemos probar que X es re-
flectiva. Supongamos por contradicciéon que X no es reflectiva. Sea 0 # x € V3
y definamos B, = R,, € ¢ C so(T,M). Por el Lema 2.4.4, B, ¢ . Sea
hi = Exp(tB,) el subgrupo a un parametro de SO(T,M) generado por B, y
sea H! el correspondiente subgrupo monoparamétrico en K tal que d,HL = ht.
Como ¥ es maximal y no reflectiva, el Lema 2.4.3 implica que ¢ = €. De
lo anterior y del Lema 2.4.4 se tiene que B, ¢ €~ y por lo tanto se pude
elegir ¢ arbitrariamente pequeiio que satisface h! ¢ y(K™) (x denota la repre-
sentacién isotrépica). Para este t se tiene que hl(T,X) # T,X y por lo tanto
Y= HL(Z) # 2.

Consideremos i]l =35 X -+ X X, subvariedad totalmente geodésica de M.
El grupo de transformaciones glide de S1esGr=Gyx - x Gy y la isotropia
glide en o es Ky =Ky x -+ x K,. Usando que que la representacién de K en
Rv @ V; es trivial y que R es invariante por K, para todo A € £, tenemos que

[Bxa A] = Rw,vA - ARz,v = _(A ' R):c,v - RAz,v - R:r,A'U =0.
Es decir, R
[Bz, t1] = {0}.

La isotropia glide de la subvariedad totalmente geodésica 334 = H! () es HY o
Ki o (HL)™t. Como [B,,¥;] = {0}, entonces la isotropia glide de ¢ es K;. En
particular, el sistema triple de Lie Vi = T,3! es invariante por Kj.

Lema 2.4.5. Se puede elegirt # 0 lo suficientemente pequeno tal que Vﬁ NT,X =

[0}.
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Demostracion. Supongamos que para todo ¢ lo suficientemente pequetio se tiene
que Vﬁ NT,X # {0}. Dentro de estos valores para t, podemos elegir ¢ arbitraria-
mente pequetio tal que hi (T,%) # T,X. El subespacio VﬁﬂTOE C T,X invariante
por K y por el Lema 2.4.1 existe un conjunto de indices § # J C {2,---,1} y
un subespacio V{ C T,%; tal que

VinT,s =V P15,
JjeJ

Note que V; es perpendicular a V(f =V y por lo tanto Vi = {0} para t
suficientemente pequeno. Para tales valores de ¢ se tiene que

.2 c (ViNT,%) + Z,(VinT,%).

Por otro lado, Vi NT,Y es un subespacio de th = Toii invariante por K 1
y por el Lema 2.4.1, Vﬁ NT,X% es un producto de factores de de Rham de TOZStl.
Se sigue que
Vi c (VENT,2) + Z,(VE N T,%).

Concluimos que (Vi N T,%) + Z,(Vi N T,%) es un sistema triple de Lie
que contiene a V¢ + T,3 y por lo tanto contiene propiamente a T,X. De la
maximalidad de ¥ tenemos

(ViNT,2) 4+ Z,(VE N T,%) = T, M. (2.2)

Note que (Vi NT,%) N Z,(Vi N T,%) = {0}, pues en caso contrario, existirfa
0 # v tal que [v,T,M] = 0, lo que contradice que M es de tipo no compacto.

Por lo tanto, la suma en (2.2) es directa, lo que contradice la irreducibilidad de
M. O

Denotemos por m : T,M — 1,X a la proyeccién canénica. Como v,% es
invariante por K’ y K; C K, entonces v,% también es invariante por K. Mds
aun, m es equivariante respecto a K. Fijemos ¢ como en el Lema 2.4.5. Para
este t se tiene que 7 : Tofltl — Vo2 es inyectiva.

La subvariedad totalmente geodésica £ = H!(X) es isométrica a 3t y su
espacio tangente es T,%% = ht(Vy) @ --- @ ht(V,). Como B, conmuta con ¢',
entonces K; actia irreduciblemente en h%(V;) y trivialmente en hf(V;) para
1,7 € {2,--- ,a} e i # j. Usando que 7 : Vﬁ — V,2 es inyectiva y equivariante
respecto a la accién de K 1, tenemos la descomposicion

T(T,8) = m(h,(V2)) @ - @ m(hy(Va)),

donde K; actua irreduciblemente en w(h%(V;)) y trivialmente en w(h%(V;)),
parai,j € {2,--- ,a} e i # j. Més atn, la representacién de K en 7(h' (V;)) es
equivalente a la representacion de K 1 en V; parai > 2.

Como v es un vector fijo por K1, entonces v es ortogonal a (7T, Et) Sea
W el subespacio lineal generado por todos los subespacios V' de v, invariantes
por K, tal que la representacién de K1 en V es equivalente a la representacién
de K, en V;, para algin ¢ = 2,--- ,a. Note que v es perpendicular a W. Si
W(Toflﬁ) es un subespacio propio de W, entonces existirfa V y uni € {2,--- ,a}
tal que V es equivalente a la representacién de K, en V; con V ¢ W(Toflﬁ). El
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subespacio V N« (T, oiltl) es invariante por K; y como la representacién en V es
irreducible, debe ser V N7 (T,%1) = {0}. Como d; > d, tendriamos que

dimW > (de + -+ +d,) + d; > dim X.

Como v es perpendicular a W, entonces codim ¥ > dim X + 1, lo que contradice
nuestra hipétesis. Por lo tanto, W = 7(T,%¢) y la representacién de K7 en W
es una s-representacién equivalente a la representacion isotrépica del espacio
simétrico 21.

Usando la definicion de W y el hecho que K7 conmuta con K1, es facil ver
que W es invariante por K. Més atin, el subgrupo (K1)lw = {klw : W — W |
k € K1} es un subgrupo del centralizador de (K1)|w en SO(W). Como (K1)|w
actiia como una s-representacion, por el Lema 2.4.2, tenemos que

(K1)lw C (K1)lw

Por otro lado, del Lema 1.1.8, la dimensién del centro de K7 es 0 6 1. Supon-
gamos que Kj no es abeliano. Intercambiando 3 por ¥ se puede probar que
existe un subespacio Wy C v,Y invariante por K; tal que la representacién de
K7 en W es equivalente a la representacién de K en Vi. Como (K7)|w es un
subgrupo del centro de (K 1)|w, entonces el nicleo de la representacién de K
en W tiene al menos dimensién 1. Como la representacién de K7 en V; es casi
efectiva, de lo anterior tenemos que Vi "W = {0}. Por lo tanto,

dimv,% > dim(V; @ W@ Ro) = dim ¥ + 1.

Esto contradice nuestra hipotesis. Por lo tanto, K; es abeliano y 31 es isométrico
al plano hiperbélico real RH2. En particular, dim W = dim ¥ —2 y como v ¢ W,
entonces dimv,> > dim > — 1.

Sea w € V,% (w =0, si dimv,X = dim¥ — 1) ortogonal a Rv & W tal que
V.Y = Rw @ Rv @ W. Note que K deja invariante a (Rw)* = RveWa T,X y
por lo tanto, w es un vector fijo de la representacion slice de K. Sea k € K7 no
trivial y tomemos k € K tal que kk~! es trivial en W (recordemos que (K1)|w C
(K1)|w). Como k actia trivialmente en ¥, entonces kk~! es no trivial. Se sigue
que kk™' e K= se representa trivialmente en el espacio normal v,3. El Lema
2.3.6 implica que X es reflectiva, lo que contradice nuestra suposiciéon y termina
la demostracion del teorema 2.3.12.
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Capitulo 3

Indice de espacios
simétricos

En este capitulo estudiamos el indice de espacios simétricos introducido por
Onishchik en [23]. El indice de un espacio simétrico M se define como la menor
codimensién de una subvariedad totalmente geodésica de M y se denota por
i(M), es decir,

(M) = min{codim(X) | ¥ es subvariedad totalmente geodésica de M}.
Andlogamente, en [2], Berndt y Olmos definen el indice reflectivo de M como
ir(M) = min{codim(X) | ¥ es subvariedad reflectiva de M}.

En [3] Olmos y Berndt calculan el indice para los espacios simétricos de tipo
II, esto es, para los grupos de Lie simples compactos con métrica bi-invariante.
En este caso las subvariedades propias totalmente geodésicas de dimensién ma-
ximal son embedding de Cartan o subgrupos de Lie maximales. En la Tabla 3.1
resumimos la informacién obtenida en [3].

Utilizando la clasificacién de Leung para subvariedades reflectivas en [19] y
[20] , Olmos y Berndt calculan el indice reflectivo para los espacios simétricos
irreducibles (ver [2]).

Como toda subvariedad reflectiva es totalmente geodésica, entonces i, (M) >
i(M). En [2] se propone la siguiente conjetura.

Conjetura: Para todo espacio simétrico irreducible y simplemente conexo
M diferente de G2/SO(4) y G3/SO(4), se tiene que i(M) = i,.(M).

3.1. Espacios excepcionales

En esta seccién damos una respuesta afirmativa a la conjetura para los es-
pacios simétricos excepcionales y para la familia Sp,.(R)/U,. (r > 3). Para los
siguientes espacios excepcionales la conjetura fue probada en trabajos anteriores:

» E5/SpinigU; y Eg 2%/ Fy (Onishchik [23]).

99
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Cuadro 3.1: indice de espacios simétricos de tipo II y subvariedades totalmente
geodésicas ¥ con codim(X) = i(M) (tabla tomada de [3]).

G b dim(G) i(G)

SU, SUs/S(ULUY) 3

SU3 SU3/S03 8 3

SU 41 S(U,Uy) r(r+2) 2r r >4
Spins Sping, SO5/50250; 10 4

Spingr+1 Sping, r(2r+1) 2r r>3
Spr Spr—1Sp1 r(2r+1) 4r—4 r>3
Spina, Spina,._1 r(2r—1) 2r—1 r>3
Eq F, 78 26

E; EgUq 133 54

Ex E2Sp, 248 112

Fy Sping 52 16

Go SUs3,G2/S0, 14 6

» Espacios simétricos excepcionales de tipo II y IV (Berndt, Olmos [3]).
= F}/Sp3Sp; (Berndt, Olmos [2]).
» F;%°/Sping (Wolf [24]).

Los espacios simétricos excepcionales de tipo no compacto restantes son:
E$/Sps, E7°/S012Sp1, E7_25/E6U1 y E8_24/E7Sp1. Vamos a dar un método
que permite verificar la conjetura para estos espacios simétricos.

Sea M = G/K un espacio simétrico irreducible de tipo no compacto, deno-
temos por r el rango de M y por n la dimensién de M, donde G = Is0°(M) y
K es la isotropia de un punto o en G. Sea g = ¢®p la descomposicion de Cartan
de M. Sea ¥ = G'/K’ subvariedad totalmente geodésica de M de codimensién
d y ry el rango de ¥. Como siempre asumimos que o € X y G’ denota el grupo
de transformaciones glide de X. Sea v € T,% un vector principal de la accién
isotrépica de K’ en T, X y K la isotropia de v en K’. El espacio normal v, (K -v)
es un subespacio abeliano maximal de T,% y por lo tanto

dim K’ —dim K, = dim(K' -v) =n—d — ry.

Por otro lado n —d = dim ¥ = dim G’ — dim K’ y junto con la ecuacién anterior
tenemos que
dim G’ =2(n — d) — ry + dim(K). (3.1)

Sean M* = G*/K* y ¥* = G"™/K'* los espacios duales de M y X, respectiva-
mente. Note que G'* es un subgrupo de G* y, por lo tanto, G’* también es una
subvariedad totalmente geodésica de G* equipado con una métrica bi-invariante.
De lo anterior tenemos que

dim G — dim G’ = dim G* — dim G™ > i(G").
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De (3.1) tenemos
n+dim(K) — 2(n — d) + ry — dim(K}) > i(G¥),

0 equivalentemente,

d>=(i(G*)+n—dimK —rg + dim(K))). (3.2)

N |

Escribiendo la ecuacién anterior como
> %(i(G*) tn—r—dimK + (r —ry) + dim(K?)),
y teniendo en cuenta que (r — ry) y dim(K7) son no negativos, tenemos que
> %(i(G*)—kn—r—dimK) (3.3)
Introducimos la siguiente notaciéon. Denotemos por fx; a la dimensién de la doble

isotropia K, donde v es un vector principal. También definimos los enteros €2,
y AY por

Qun = i(G*) + dim(M) — tk(M) — dim(K); AM = k(M) — k(X)) + lx.
Utilizando la notacién anterior reescribimos las ecuaciones (3.1) y (3.2) en la
siguiente proposicién.

Proposicién 3.1.1. Sea M = G/K espacio simétrico irreducible de tipo no
compacto y X una subvariedad totalmente geodésica de M con codim > 1.
Entonces

1 1
codim(X) > (2 + A > 5 Q).

En la tabla 3.2 resumimos algunos datos de los espacios simétricos irredu-
cibles de tipo no compacto, que utilizaremos para verificar la conjetura para
algunos espacios simétricos.

Teorema 3.1.2. Para los siguientes espacios simétricos, el indice reflectivo
coincide con el indice.

(i) Para M = E%/SUsSp; tenemos i(M) = 12.
(ii) Para M = EY/SUg tenemos i(M) = 27.
(iii) Para M = E§/SO16 tenemos i(M) = 56.
(iv) Para M = Sp,.(R)/U, (r > 3) tenemos i(M) = 2(r — 1).

Demostracion. Sea ¥ una subvariedad totalmente geodésica de M. En [2] se
calcula el indice reflectivo de los espacios simétricos irreducibles y en [3] el
indice de los grupos de Lie simples compactos (ver Tabla 3.1). Utilizando estos
datos y la Proposicién 3.1.1 tenemos:

(i) Para M = G/K = E2/SUgSp; tenemos que i(Eg) = 26, dim(M) = 40,
rk(M) = 4, dim(K) = 38. Por lo tanto

codim(%) > = (26 + 40 — 4 — 38) = 12 = i,.(M).

N |
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Cuadro 3.2: Dimension, rango y {x

b)) dim(X) rk(X) ) Comments
SLr41(R)/SOp41 %r(r +3) r 0 r>2
SLy41(C)/SUr41 r(r+2) r r r>2
SUS, 1 o/Spr41 r(2r 4+ 3) r 3(r+1) r>2
Eg*/Fy 26 2 28

SO% 4 11/SO0k 11 k+1 1 Lk-1)k k>1

SOZ. .4 1x/SOrSO; 1 r(r+k) r Lk-1)k r>2k>1
S02,41(C)/SO2r+1 r(2r+1) r r r>2
Spr(R)/Uy r(r+1) r 0 r>3
SUr,»/S(UrUr) 2r2 r r—1 r>3
Spr(C)/Spr r(2r+1) r r r>3
SO}, /Uy 2r(2r — 1) r 3r r>3
Spr,r/SprSDr 4r? r 3r r>3
E7?% /Egln 54 3 28

S02,/50,S0, r2 r r>4
S02,(C)/SO2, r(2r —1) r r r>4

SUy r41/S(UrUry i) 2r(r + k) r k24+r—1 r>2k>1
Spr,r+k/SPrSPr4k 4dr(r + k) r k(2k + 1)+ 3r r>2,k>1
SO}, 1 2/Uz2rt+1 2r(2r +1) r 3r4+1 r>2

Eg **/SpinioUn 32 2 16

F; 20/ Sping 16 1 21

ES/Spa 42 6 0

E6(C)/Es 78 6 6

EI/SUs 70 7 0

E7(C)/E7 133 7 7

Eg/SOle 128 8 0

Es(C)/Es 248 8 8

F}/Sp3Sp 28 4 0

EZ2/SUsSp1 40 4 2

F4(C)/F, 52 4 4

E7°/S0125m 64 4 9

Eg?/E7Sp 112 4 28

G2/504 8 2 0

G2(C)/G2 14

[\
N
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(ii) Para M = G/K = Ef/SUs tenemos que i(E;) = 54, dim(M)
rk(M) =7, dim(K) = 63. Por lo tanto

70,

codim(%) > = (54 470 — 7 — 63) = 27 = i,.(M).

N |

(iii) Para M = G/K = E§/SO(6) tenemos que i(Eg) = 112, dim(M) = 128,
rk(M) = 8, dim(K) = 120. Por lo tanto

codim() > =(112 4 128 — 8 — 120) = 56 = i,.(M).

N =

(vi) Para M = G/K = Sp,.(R)/U(r) tenemos i(Sp(r)) = 4(r — 1), dim(M) =
r(r+1), tk(M) = r, dim(K) = r2. Por lo tanto

codim(X) >

1
> Ur—d+r?r—r—r®) =2r —2=i,(M)

O

En lo que resta de esta seccién vamos a probar la conjetura para los espa-
cios ES/Spa, E-°/S012Sp1, E7_25/E6U1 y E8_24/E7Sp1. En el siguiente lema
resumimos la informacién obtenida por la proposicién 3.1.1 para estos espacios
simétricos.

Lema 3.1.3. Sea ¥ una subvariedad totalmente geodésica tal que codim ¥ =
(M) y no reflectiva de M. Supongamos que i(M) < i,.(M). Para el indice i(M)
y AM se tiene:

(i) Si M = E/Sps, entonces 13 < i(M) < i.(M) =14 y A¥ = 0.
(ii) Si M = E;°/SO12Sp;, entonces 23 < i(M) <i,.(M) =24 y0 < A¥ < 1.
(iii) Si M = E;?/EgUy, entonces 13 < i(M) < i (M) =22 y 0 < AY < 16.
(iv) Si M = Eg**/E;Spy, entonces 42 < i(M) <i,.(M) =48 y 0 < A < 10.
Demostracion. El indice reflectivo de espacios simétricos fue calculado en [2].
(i) Si M = G/K = E§/Sp4, entonces i(Eg) = 26, dim(M) = 42, tk(M) = 6,

dim(K) = 36. Por lo tanto codim(X) > 1(26 +42 — 6 — 36) = 13 < 14 =
i (M).

(ii) Si M = G/K = E;°/S015Sp;, entonces i(E;) = 54, dim(M) = 64,
rk(M) = 4, dim(K) = 69. Por lo tanto codim(X) > 1(54+ 64 — 4 —69) =
22,5 < 24 = i, (M).

(iii) Si M = G/K = E;°/EgU,, entonces i(F7) = 54, dim(M) = 54, k(M) =
3, dim(K) = 79. Por lo tanto codim(X) > 1(54+54—3—79) = 13 < 22 =
1. (M).

(iv) Si M = G/K = Eg*/E;Sp, entonces i(Eg) = 112, dim(M) = 112,
rk(M) = 4, dim(K) = 136. Por lo tanto codim(X) > %(112 + 112 — 4 —
136) =42 < 48 = i,.(M).

Las afirmaciones de AY son inmediatas de las desigualdades en la Propo-
siciéon 3.1.1 y de los célculos anteriores.
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O

Damos argumentos individuales para cada uno de los espacios simétricos
anteriores. Antes de probar la conjetura para los espacios simétricos restantes,
vamos a dar algunos resultados tedéricos que permiten reducir el nimero de
casos que debemos considerar. El siguiente lema es una generalizacién de la
Proposicion 1.1.34 cuando M no es irreducible.

Lema 3.1.4. Sea M un espacio simétrico con descomposicion de de Rham
M = My x My x --- x Mg, donde My es espacio simétrico plano (posiblemente
de dimension 0) y My, --- , My son espacios simétricos irreducibles semisimples,
con g > 1. Sea ¥ una hipersuperficie totalmente geodésica de M. Entonces,
existe j € {0,---, g} tal que M, es un espacio de curvatura constante y ¥ =
Mox My x - X Mj_1 xX; x Mjy1 %+ x Mgy, donde £; es una hipersuperficie
totalmente geodésica de M.

Demostracion. Podemos asumir todos los espacios involucrados contienen a o €
M. Para cada i, la interseccion T,X NT,M; es un sistema triple de Lie en T,M;
de dimensién dim(M;) — 1 6 dim(M;). Por la Proposicién 1.1.34 tenemos que
M; C X, si M; no es de curvatura constante. Por lo tanto, podemos asumir que
M;; es un espacio de curvatura constante, para todo i € {1,--- , g}.

Denotemos por R’ al tensor de curvatura de M;, por R al tensor de curvatura
de M y por k; la curvatura constante de M;. Sea Y = Yy +--- + Y, € T, %,
donde Y; € T,M;. Tomemos X € T,XNT,M; un vetor unitario tal que (X,Y) =
0. . Tenemos que x;Y; = RY(Y;, X)X = R(Y, X)X € T, NT,M; y por lo
tanto Y; € T,X N T,M; para todo i € {1,---,g}. Esto implica que T,X =
(ToXNT,My) ® -+ & (ToXNT,My) y como ¥ es una hipersuperficie debe ser
;X NT;M; = T;M; para todo 7, salvo para un indice j. Para este j sea X;
la hipersuperficie totalmente geodésica de M; tal que T,%X; = ToX N T,M;. Se
siguequeE:MoxM1><~~><Mj_1xijMj_Hx'ung. O

Proposicion 3.1.5. Sea ¥ una subvariedad totalmente geodésica reducible y
maximal de un espacio simétrico de tipo no compacto M. Supongamos que la
descomposicion de de Rham de ¥ contiene un espacio hiperbélico real RH*
(k > 2), un espacio hiperbélico complejo CH* (k > 2), el espacio simétrico
SL3(R)/SO3 6 el espacio simétrico SOF 5, /SO02S5024y (k > 1 impar). En-
tonces ¥ = RH* x RH*? para algin par ki,ks > 2 ¢ existe una subvariedad
reflectiva X' de M con dim(X') > dim(X).

Demostracion. Escribamos M = G/K con G = Iso°(M) y K = G,, para
o € M. Supongamos que o € ¥ y escribamos ¥ = G'/K’, donde G’ es el grupo
de transformaciones glide de ¥ y K’ la isotropia de o en G’. Denotemos por
N = G"/K" al factor de de Rham de X de la hipétesis, donde G es el grupo
de transformaciones glide de N y K" la isotropia de o en G”.

De los ejemplos 1.1.32, 1.1.33, 2.0.4 y 2.1.4 tenemos que existe una subvarie-
dad reflectiva P de N de dimensién 2 tal que la reflexién 7 en el espacio normal
P~ es interior, esto es, 7 € K" ¢ K' C K. Explicitamente tenemos

= Si M = RH"*, entonces P = RH? y P+ = RH*2,
» Si M = CH*, entonces P = CH' y P+ =CH*!.
» Si M = SL3(R)/SOs3, entonces P = RH? y P+ =RH? x R.
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s SiM= SOS,2+k/SOQSOQ+k, entonces P = RH? y
Pt = SO§,2+(1€71)/SO2502+(1<—1)°

Si ¥ no es semisimple, el teorema 2.1.3 implica que existe v € T,M tal que
la 6rbita K - v es simétrica y T,X = v4,(K - v). Por el Lema 2.1.1 tenemos que
Y es reflectiva y podemos tomar ¥/ = X. Asumamos que ¥ es semisimple y
escribamos ¥ = N x X, donde ¥ es una subvariedad totalmente geodésica y
semisimple de M que contiene a o.

Sea T la clausura del subgrupo de K C SO(T,M) (via la representacién
isotrépica) generado por d,7. Note que d,7 actia como la identidad en T, PeT.S
y como menos la identidad en T,P+. En particular, el grupo {g|r.x | g € T}
tiene orden 2.

Si dim7T > 0, entonces el nucleo Ty del homomorfismo T — SO(T,X),
g — g|x tiene dimensién positiva. Como K’ actiia efectivamente, tenemos que
Ts, ¢ K'. Sin embargo, T, C K* y por lo tanto ¢ C €. El Lema 2.4.3 implica
que X es reflectiva y podemos tomar ¥/ = X.

De ahora en adelante vamos a suponer que dim 7T = 0, o equivalentemente,
que 7 tiene orden finito. Por definicién 7 debe tener orden par de la forma 2°q
con s > 1,y ¢ > 1 impar. Reemplazando 7 por 79 podemos suponer que 7
tiene orden 2°. Si s > 1, entonces el conjunto de puntos fijos de 727" es una
subvariedad reflectiva de M que contiene a X y por maximalidad, debe ser igual
a Y. Es decir, ¥ es reflectiva y podemos tomar ¥/ = X.

Podemos suponer que 7 tiene orden 2. Sea V el conjunto de puntos fijos
de d,7 en v,X. Si V = {0}, entonces el conjunto de puntos fijos de d,7 es
T,P+ x T,%. Por lo tanto, P+ x T,% es una subvariedad reflectiva contenida en
3 y por la Proposicién 2.3.7 tenemos que X también es reflectiva. En este caso
podemos tomar ¥/ = X.

Supongamos que dimV > 0. Como 7 es una involucién, la subvariedad to-
talmente geodésica ¥ asociada a T,P+ & T,% & V es reflectiva. Si dimV > 2,
entonces dim Y > dim & y podemos tomar ¥/ = .

Resta analizar el caso en que dimV = 1. En este caso, la subvariedad 3=
P+ ¥ es una hipersuperficie de 3. Recordemos que Pt es irreducible, salvo en el
caso en que N = SL3(R)/SO3, donde P+ = RH?>xR. Sea ) = 3y x ¥ x---x 3,
la descomposicion de de Rham de ¥. Reordenando los indices si hace falta,
podemos suponer que i L salvo en el caso que N = SL3/SO3, donde
podemos suponer que E = RH y E =R (recordar que S es Semlslmple) Por
el Lema 3.1.4, ex1ste]€{0 ~,g}ta1que2 S, X 3 X - X XX e X By,
donde Z es una hipersuperficie de ZJ y Z es un espacio de curvatura constante

Supongamos que g > 3y tomemos i € {1, - ,g9—1} con i # j. El subespacio
W="T,%; & Z(Tof)i) es un sistema triple de Lie que contiene a T,X y a T,3.
Como M es irreducible, W es un subespacio propio de T,M. La maximalidad
de ¥ implica que T,X = W, lo que contradice el hecho de que T,% ¢ T,%. Si
g = 1, entonces 3 es trivial y tendriamos que ¥ es irreducible, lo que contradice
nuestra hipdtesis. Por lo tanto, debe ser g =2y =38 @,

Supongamos que j # 1. En este caso, el sistema triple de Lie Tof]j @Z(Toij)
contiene a T,X y a T,%. Igual que en el en el parrafo anterior tenemos una
contradiccién. Por lo tanto, debemos tener que j = 1y ¥y = & = RH¥, para
algin ko > 1. Se sigue que ¥ = N x RH*2. Haciendo el mismo razonamiento
con RH"2 en lugar de N, tenemos que existe una subvariedad reflectiva ¥’ tal



66 CAPITULO 3. INDICE DE ESPACIOS SIMETRICOS

que dim ¥’ > dim ¥ 6 ¥ = RH* x RH*?, para algtin k; > 1.
O

Utilizando la proposicién anterior y la la tabla 3.2 podemos calcular el indice
de los espacios E;5/5012Sp1, E;ZE’/E6U1 y E§24/E7Sp1. También vamos a
utilizar la propiedad /s, xx, = ¢x, + {x, y el valor de /5 para los espacios
hiperbdlicos que listamos a continuacién:

trize = 5(k =~ 2)(k — 1)
E(CH"' = (k - 1)27

Coppe = (k— 1)(2k — 1) + 3,
Loz = 21.

Teorema 3.1.6. Para M = E;°/S015Sp; tenemos i(M) = i, (M) = 24.

Demostracion. Del Lema 3.1.3 tenemos que 23 < i(M) < 4,(M) = 24. Supon-
gamos que i(M) = 23 y tomemos ¥ subvariedad totalmente geodésica de M con
codim(X) = 23, es decir, con dim(X) = 41. Del Lema 3.1.3 también tenemos
que (tk(M) — k(X)) + s = AM < 1.

Como rk(M) = 4, debe ser (rk(X),4s) € {(4,0),(3,0),(4,1)}. De la cla-
sificacién de espacios simétricos, se verifica que no existen espacios simétricos
irreducibles de rango 3 6 4 y de dimensién 41. Por lo tanto 3 debe ser reducible.

Primero supongamos que la descomposiciéon de de Rham de ¥ contiene un
factor X1 de rengo 1. Como fx, < 1, tenemos que ¥; € {RH? RH3 CH?}.
De la Proposicién 3.1.5 debe existir una subvariedad reflectiva X' de M tal que
dim(¥’) > dim(X), lo que contradice que i,.(M) = 24.

Finalmente, supongamos que rk(¥) =4y ¥ =3 x Xy con 1k(%;) =2y %
irreducibles. Como dim(X) = 41, uno de los dos factores debe tener dimensién
impar. El tnico espacio simétrico irreducible de dimensién impar y rango 2 es
SL3(R)/SO3. Usando la Proposicién 3.1.5 tenemos que existe una subvariedad
reflectiva ¥/ de M con dim(X’) > dim(X), lo que contradice que 4,.(M) = 24.

Concluimos que tal 3 no existe y por lo tanto i(M) = 24 = i,.(M). O

Teorema 3.1.7. Para M = E;*°/EgU, tenemos que i(M) =i,(M) = 22.

Demostracion. Del Lema 3.1.3 tenemos que 13 < i(M) < 22 = 4,.(M). Supon-
gamos por contradiccién que i(M) € {13,...,21}. Sea ¥ subvariedad totalmente
goedésica de M tal que codim(X) = (M), es decir dim(X) € {33,...,41}. Porel
Teorema 2.1.3 podemos asumir que 3 es semisimple. Por el Lema 3.1.3 tenemos
(tk(M) — tk(X)) + ¢ = A¥ < 16. Como tk(M) = 3, tenemos que fx < 14 si
rk(¥) =1, £y < 15si rk(X) =2 y Iy < 16 si 1k(X) = 3.

Los espacios hiperbdlicos FH* con fg+ < 16 son RH* para k € {2,3,4,5,6,7}
(donde fpyx € {0,1,3,6,10,15}), CH* para k € {2,3,4,5} (donde lcpr €
{1,4,9,16}) y HH* para k € {2,3} (donde ly € {6,13}). Por la Proposicién
3.1.5 tenemos que ¥ no puede tener un factor hiperbdlico real, ni un factor
hiperbdlico complejo en su descomposicion de de Rham. Por otro lado, como
dim(X) > 33y £y < 16, X tampoco puede ser un producto de espacios hiperbdli-
cos cuaterniénicos. En particular, ¥ no puede ser un espacio simétrico de rango
1, ni un producto de espacios simétricos de rango 1.
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Supongamos que rk(2) = 2. De lo observado anteriormente, tenemos que
es irreducible. En la tabla 3.2 es fécil verificar que los tinicos espacios simétricos
irreducibles ¥ con rk(¥) = 2 y dim(X) € {33,---,41} son SO3 ,/S0>250,
(¢ € {17,18,19,20}), SU2 ,/S(U2Uy) (g € {9,10}) ¥ Spa,5/Sp2Sps. En todos
estos casos tenemos que fx; > 15 y por lo tanto no existe tal X.

Supongamos que rk(X) = 3. Sabemos que X no puede ser un producto de tres
espacios simétricos de rango 1. Supongamos que ¥ = ¥; X g, donde ¥ tiene
rango 1 y 3 tiene rango 2. En este caso ¥ debe ser HH? 6 HH?. En particular
dim(X;) € {8,12} y por lo tanto 21 < dim(¥s) < 33 y ¢x, < 10. Usando la
tabla 3.2 tenemos que la tUnica posibilidad es Xo = Sps 3/Sp2Sps, en este caso
tenemos dim(¥;) = 24 y fx, = 9. Como dim(¥) > 33, debe ser ¥y = HH?,
y por lo tanto fs, = fx, + ¢, = 134+ 9 = 22, lo que es una contradiccién.
Concluimos que ¥ no puede ser un producto de un espacio simétrico de rango
1 y un espacio simétrico irreducible de rango 2.

Finalmente, supongamos que ¥ es un espacio simétrico irreducible de rango
3. Usando la tabla 3.2 tenemos que los 1inicos espacios simétricos irreducibles %
de rango 3 con dim(X) € {33,...,41} y ¢y < 16 son X = SUs/S(UsUs) (con
dim(X) =36 y Iy, = 11) y ¥ = Sps,3/Sp3Sps (con dim(X) = 36 y Iy, = 9).
Para ¥ = SUs /S(UsUs) tenemos que A, = ¢ = 11. Usando que Qp = 26
tenemos que codim(X) = 18 < 18,5 = 2(Qn + A¥), lo que contradice la
Proposicién 3.1.1. Por lo tanto, ¥ = SUs 6/S(UsUs) no es posible. El sistema
de raices de M = E;?°/EsU; es de tipo (C3), las seis raices cortas tienen
multiplicidad 8 y las tres raices largas tienen multiplicidad 1. El sistema de
raices de 3 = Sps 3/Sp3Sps también es de tipo (C), pero las seis raices cortas
tienen multiplicidad 4 y las tres raices largas tienen multiplicidad 3 (ver por
ejemplo Section 13.1 de [1]). Debido a la multiplicidad de las raices largas y por
la observacién 1.1.38, no puede ser ¥ = Sps 3/Sp3Sps. O

Teorema 3.1.8. Para M = Eg**/E;Sp; tenemos que i(M) = i,.(M) = 48.

Demostracion. Del Lema 3.1.3 tenemos que 42 < (M) < 48 = i,.(M). Su-
pongamos por contradiccién que (M) € {42,...,47}. Sea ¥ una subvarie-
dad totalmente geodésica maximal de M con codim(X) = (M), es decir, con
dim(X) € {65,...,70}. Por el Teorema 2.1.3 podemos asumir que ¥ es semi-
simple. Por el Lema 3.1.3 tenemos (tk(M) — 1k(¥)) + ¢ = A¥ < 10. Como
rk(M) = 4, tenemos que £y, < 7 sitk(X) =1, Iy < 8sirk(X) =2, Iy < 9 si
rk(¥) =3y ¢y < 10 si rk(X) = 4.

Los espacios hiperbélicos FH* con fgzx < 10 son RH* para k € {2,3,4,5,6}
(donde lpyx € {0,1,3,6,10}), CH* para k € {2,3,4} (donde lcyx € {1,4,9})
y HH? (donde fgp2» = 6). Por la Proposicién 3.1.5 tenemos que ¥ no puede
tener un factor hiperbdlico real, ni un factor hiperbdlico complejo en su descom-
posicién de de Rham. Por otro lado, como dim(X) > 65 y 5 < 10, ¥ tampoco
puede ser un producto de espacios hiperbdlicos cuaterniénicos. En particular,
> no puede ser un espacio simétrico de rango 1, ni un producto de espacios
simétricos de rango 1.

Supongamos que rk(X) = 2. De lo observado anteriormente, tenemos que ¥
es irreducible. En la tabla 3.2 es ficil verificar que los tinicos espacios simétricos
irreducibles ¥ con 1k(¥) = 2 y dim(X) € {65, --,70} son SO3 ,/S0250,
(q € {33,34,35}) y SUz,17/S(U2Ui7). En todos estos casos tenemos que £y > 8
y por lo tanto no existe tal X.
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Supongamos que rk(¥X) = 3. Sabemos que ¥ no puede ser un producto de
tres espacios simétricos de rango 1. Supongamos que X = ¥; X X3, donde ¥
tiene rango 1 y ¥ tiene rango 2. En este caso ¥; debe ser HH?. En particular
dim(¥;) = 8 y por lo tanto 57 < dim(¥2) < 62 y ¢y, < 3. Usando la tabla 3.2
se tiene que tal ¥ no existe. Finalmente, se verifica de la tabla 3.2 que no existe
¥ irreducible con rk(¥) = 3, dim(X) € {65,...,70} y Iz <9.

Supongamos que rk(¥) = 4. Sabemos que ¥ no puede ser un producto de
cuatro espacios simétricos de rango 1. Primero supongamos que X = ¥; X Y9 X
Y3, donde X1, 39 tienen rango 1 y X3 tiene rango 2. Tenemos que /s, + fx, +
U5, = 5 < 10. Se sigue que al menos uno de los dos espacios simétricos de rango
1 es un espacio hiperbélico real o complejo. Por la proposicién 3.1.5 tenemos
que este caso no puede ocurrir.

Supongamos que ¥ = X1 X X5, donde X tiene rango 1 y Yo tiene rango 3.
Por la Proposicién 3.1.5 debe ser 31 = HH?, lo que implica 57 < dim(23) < 62
y fs, < 4. De la tabla 3.2 se verifica facilmente que tal ¥ no existe.

Supongamos que ¥ = ¥y X Yo, donde ¥; y ¥4 son irreducibles de rango 2.
Uno de los dos espacios debe satisfacer dim(%;) > 33, rk(X;) = 2 y ¢y, < 10.
De la tabla 3.2 tenemos que tal ¥ no existe.

Finalmente, supongamos que ¥ es irreducible con rk(X) = 4. Tenemos que
dim(X) € {65,...,70}, rk(X) =4 y £y < 10. De la tabla 3.2 tenemos que tal ¥
no existe.

Como hemos analizado todas las posibilidades para ¥ concluimos que (M) =
i (M) = 48. O

Es posible calcular el {ndice de M = E§/Sp, con un analisis similar al
anterior. Sin embargo, damos una demostracién utilizando la clasificacién de
subvariedades totalmente geodésicas de ES/Sps con rango maximal.

Teorema 3.1.9. Para M = E§/Spy tenemos i(M) = i,.(M) = 14.

Demostracion. De [2] sabemos que i,.(M) = 14 y por el Lema 3.1.3 tenemos
i(M) = 13 6 i(M) = 14. Supongamos que (M) = 13. Sea ¥ una subvarie-
dad totalmente geodésica de M tal que codim(X) = 13. El Lema 3.1.3 tam-
bién implica que rk(M) — 1k(X) + ¢ = AY = 0. De lo anterior tenemos que
rk(¥) = rk(M) = 6 y £y = 0. Las subvariedades totalmente geodésicas de
ES/Sp4 con rango maximal fueron clasificadas por Chen y Nagano en [7], e
independientemente Tkawa por Tasaki en [11]. Salvo equivalencia, estas subva-
riedades son:

(i) X =R x SOg5/S05S0s, que es reflectiva y codim(¥) = 16;
(ii) ¥ =RH? x SLs(R)/SOs, que es reflectiva y codim(X) = 20;

(iii) ¥ = SL3(R)/SO3 x SL3(R)/SO3 x SL3(R)/SO3, que no es reflectiva y
codim(X) = 27.

En todos los casos codim(X) > 14 = i,.(M), lo que es una contradiccién. Con-
cluimos que (M) =i,.(M) = 14. O



Apéndice A

Teorema de Cartan,
Ambrose, Hicks

En esta seccién vamos a dar una demostracién del teorema de Cartan, Am-
brose, Hicks que da condiciones para que una isometria lineal se extienda a una
isometria entre variedades Riemannianas. Introducimos algunas notaciones que
seran usadas en la prueba del teorema. Sean M y M variedades Riemannianas
y ¢ [a,b] = M una curva diferenciable a trozos. Una isometria de M a M a
lo largo de c consiste de una particiéon P = {a =ty < t; < --- < ts = b} y una
familia de isometrias {g; : U; — U, |i=1,---,s}, donde U; es un abierto de M
que contiene a ¢([t;_1,t;]) v U; es un abierto de M, tales que

= U; NU;41 es conexo.

= gi(c(ti + 1)) = giva(c(ti + 1)) ¥ de@ri+1)9i = de(t,41)9i+1, Para todo i =
1,---,s—1.

Note que estas dos condiciones implican que g; y g;4+1 coinciden en U; N U; 4.
Cuando no haga falta especificar los dominios y codominios de g;, denotamos
la isometria de M en M a lo largo de ¢ simplemente por {g;}. Denotamos por
¢: [a,b] = M la curva diferenciable a trozos definida por &|(, 1, ,] = gioClt, t:.1]-
Supongamos que {h; : V; — V;} es otra isometria a lo largo de ¢ y & denota la
correspondiente curva inducida en M. Como las isometrias estdn determinadas
por el valor en un punto y por la diferencial en ese punto, es facil ver que si
hi(p) = g1(p) y dph1 = dpg1, entonces ¢ = ¢.

Lema A.0.1. Sean M y M wvariedades Riemanniana, con M simplemente co-
nezo. Seanp € M, p e M yA:T,M — TI;M una isometria lineal. Supongamos
que para toda curva diferenciable a trozos ¢ : [a,b] — M que satisface c(a) = p,
existe una isometria {g;} a lo largo de c tal que é(a) = p y dpg1 = A. Entonces,
eziste una isometria h : M — M tal que dph = A.

Demostracion. Sea ¢ € M y ¢ : [a,b] — M una curva diferenciable uniendo
p con q. Sea {g; : U; — U;} una isometria a lo largo de ¢ tal que &(a) = p y
dpg1 = A. Definimos h(q) = é(b). Por la observacién anterior, h no depende de
la isometria de M en M a lo largo de ¢. Veamos que h tampoco depende de
la curva elegida. Sea c; otra curva uniendo p con ¢ y tomemos {cs}4e[o,1) una
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homotopia con extremos fijos en M de ¢y a ¢;. Si s es suficiente pequeno para
que c¢s([t;, tiy1]) C Us;, entonces {g;} también es una isometria a lo largo de ¢; y
por lo tanto ¢s(b) = ¢éy(b). Como la definicién de h no depende de la isometria a
lo largo de la curva, tenemos que la funcién s — ¢5(b) es localmente constante
y por lo tanto es constante. Es decir, h esta bien definida.

Ahora veamos que h es una isometria local. Sean ¢ € M y ¢ : [a,b] - M
una curva uniendo p con ¢g. Tomemos {g; : U; — U; |i=1,---,1} una isometria
de M en M a lo largo de ¢ tal que gi(p) = py dpg1 = A. Sea ¢ € Uy y
¢ :[b,b'] = M una curva diferenciable uniendo ¢ con ¢’. La concatenacién de ¢
con ¢’ es una curva cxc : [a,b'] = M que une p con ¢’ y {g;} es una isometria a
lo largo e ¢+ ¢’ y por lo tanto h(¢') = ¢:(¢'). Es decir, h|ly, = g1 y por lo tanto h
es una isometria local. Finalmente, es claro de la definicién de h que dyh = A.

O

Recordamos el lema de Cartan que es la versién local del teorema de Cartan,
Ambrose, Hicks. Sean M y M variedades Riemannianas completas de dimensién
ny R, R los correspondientes tensores de curvatura. Sean p € M, p € M y
A:T,M — TZ;M isometria lineal. Sean U y U entornos normales de p y p,
respectivamente, tal que f := exp; Aexp, 1. U — U es un difeomorfismo bien
definido. Sea 7 : [0,1] — U geodésica en u en U. Sea 7(t) la geodésica por p en
U con condicién inicial A(y/(0)). Para v € T, M sea v(t) el campo paralelo a lo
largo de 7 con condicién inicial v y ¥(t) el campo paralelo a lo largo de F(t) con
condicidn inicial Awv.

Lema A.0.2 (Cartan). Con la notacidn anterior, supongamos que para toda
geodésica 7y : [0,1] = U y vectores u,v,w, z € TyM se tiene

<Ru(t),u(t)w(t)7 Z(t)> = <Rﬁ(t)7f)(t)’lz}(t),2<t)>, te [0, 1].
Entonces f : U — U es una isometria tal que dpf = A.

Demostracion. Lo tnico que debemos probar es que dyf : T,M — Tf(q)M
es una isometria lineal, para todo ¢ € U. Sea v : [0,1] — M la geodésica
en U uniendo p con ¢ y sea v = 7/(0). Sea u € TyM, w = dy(exp,), ' (u) y
J(t) = d(exp,)iw(tw) el campo de Jacobi a lo largo de v tal que J(0) = 0y
J'(0) = w. Tenemos que J(1) = u y ademds

def(u) = d(expﬁ) oAo d(expgl)(u) = dAv(expﬁ)(Aw).

Es decir, si J(t) es el campo de Jacobi a lo largo de 4 con J(0) =0y J'(1) = Aw,
entonces d, f(u) = J(1). Por lo tanto, basta mostrar que ||J(1)| = [|J(1)]|.

_ Sea FEj,---, B, una base ortonormal de campos paralela a lo largo de v y
Ey, -+, E, la base ortonormal de campos paralela a lo largo de 7 definida por
E;(0) = AE;(0). Escribamos J(t) = >, a;(t)Ei(t) y J(t) = >, ai(t)E;(t). Note
que a;(0) = @;(0) y a;(0) = a%(0), para todo ¢ = 1,--- ,n. Por hipdtesis,

<REj(t),fy/(t)’Y/(t)v El(t» = <RE~‘j(t)7;)'//(t);?l(t)ﬂ Ez(t)>7 t,j=1---n.
Si llamamos el valor comtn por ¢; ;, la ecuacién de Jacobi para los campos J y
J es equivalente al sistema de n ecuaciones diferenciales

$;/ + ¢ jr = 0;
2i(0) = a;(0),  23(0) = a;(0).
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Concluimos que a; = @; y por lo tanto ||.J(1)]| = ||J(1)]. O

Vamos a utilizar el lema de Cartan para probar el teorema de Cartan, Am-
brose, Hicks.

Teorema A.0.3 (Cartan, Ambrose, Hicks). Supongamos que toda geodésica
(no necesariamente en U) en p satisface la hipdtesis del teorema de Cartan. Si
ademds, M es simplemente conexa, entonces existe f : M — M isometria local
tal que dpf = A. St M también es simplemente conezo, f es una isometria.

Demostracion. La idea de la demostracion es utilizar el lema de Cartan para
probar que f satisface las hipétesis del Lema A.0.1. Sea ¢ : [a,b] — M una
curva diferenciable a trozos comenzando en p. Construimos {g;} isometria a lo
largo de ¢ tal que gi1(p) = p y dpg1 = A. Sean Uy,---,U; bolas convexas y
P={a=ty <t <--- <t = b} particién de [a,b] tales que ¢([t;—1,t;]) C U,
para i =1,--- . Construimos recursivamente las isometrias g;. _

Por el lema de Cartan podemos tomar una isometria g; : Uy — U;j tal que
g1(p) = py dpg1 = A. Supongamos que hemos definido la isometria g;—;. Sea
A = depygi-1 2 Uimg — U;_1. Como A; es el diferencial de una isometria,
entonces satisface las hipédtesis del lema de Cartan y por lo tanto podemos
definir g; : U; — U; isometria tal que g;(c(t;)) = gi—1(c(ts)) v deg)9i = Aq. Por
construccién {g;} es una isometria de M en M a lo largo de ¢ que cumple las
hipétesis del Lema A.0.1.

La segunda parte es inmediata, pues toda isometria local es un cubrimiento.

O



72

APENDICE A. TEOREMA DE CARTAN, AMBROSE, HICKS



Bibliografia

1]

J. Berndt, S. Console, C. Olmos: Submanifolds and holonomy. Second
edition. Monographs and Research Notes in Mathematics. CRC Press,
Boca Raton, FL, 2016.

J. Berndt, C. Olmos: Maximal totally geodesic submanifolds and index of
symmetric spaces. J. Differential Geom. 104 (2016), no. 2, 187-217.

J. Berndt, C. Olmos: The index of compact simple Lie groups. Bull. Lon-
don Math. Soc. 49 (2017), 903-907.

J. Berndt, C. Olmos: On the index of symmetric spaces. J. Reine Angew.
Math. 737 (2018), 33-48.

J. Berndt, C. Olmos: The Index Conjecture for Symmetric Spaces. ar-
Xiv:2003.01393 (2020).

J. Berndt, C. Olmos, J. Rodriguez: The index of exceptional symmetric
spaces. arXiv:1905.06250 (2019).

B.Y. Chen, T. Nagano: Totally geodesic submanifolds of symmetric spa-
ces. II. Duke Math. J. 45 (1978), 405-425.

J. Eschenburg: J. H. Eschenburg. Lecture notes on symmetric spaces. Pre-
print, 1997, http://myweb.rz.uni-augsburg.de/ eschenbu/symspace.pdf.

E. Heintze, C. Olmos: Normal Holonomy Groups and s-representations.
Indiana University Mathematics Journal Vol. 41, No. 3 (Fall, 1992), pp.
869-874.

S. Helgason: Differential geometry, Lie groups, and symmetric spaces. Co-
rrected reprint of the 1978 original. Graduate Studies in Mathematics, 34.
American Mathematical Society, Providence, RI, 2001.

O. Ikawa, H. Tasaki: Totally geodesic submanifolds of maximal rank in
symmetric spaces. Japan. J. Math. 26 (2000), 1-29.

N. Iwahori: On discrete reflection groups on symmetric Riemannian mani-
folds, in: Proc. US-Japan Seminar in Differential Geometry (Kyoto 1965),
Nippon Hyoronsha, Tokyo (1966), 57-62.

S. Klein: Totally geodesic submanifolds of the complex quadric. Differen-
tial Geom. Appl. 26 (2008), no. 1, 79-96.

73



74

[14]

[15]

[16]

BIBLIOGRAFIA

S. Klein: Reconstructing the geometric structure of a Riemannian sym-
metric space from its Satake diagram. Geom. Dedicata 138 (2009), 25-50.

S. Klein: Totally geodesic submanifolds of the complex and the quaternio-
nic 2-Grassmannians. Trans. Amer. Math. Soc. 361 (2010), no. 9, 4927—
4967.

S. Klein: Totally geodesic submanifolds of the exceptional Riemannian
symmetric spaces of rank 2. Osaka J. Math. 47 (2010), no. 4, 1077-1157.

S. Kobayashi, T. Nagano: On filtered Lie algebras and geometric structu-
res. I. J. Math. Mech. 13 (1964), 875-907.

D.S.P. Leung: The reflection principle for minimal submanifolds of Rie-
mannian symmetric spaces. J. Differential Geom. 8 (1973), no. 1, 153-160.

D.S.P. Leung: On the classification of reflective submanifolds of Rieman-
nian symmetric spaces. Indiana Univ. Math. J. 24 (1974/75), 327-339.
Errata: Indiana Univ. Math. J. 24 (1975), no. 12, 1199.

D.S.P. Leung: Reflective submanifolds. ITI. Congruency of isometric re-
flective submanifolds and corrigenda to the classification of reflective sub-
manifolds. J. Differential Geom. 14 (1979), no. 2, 167-177.

J. Simons, On the transitivity of holonomy systems. Ann. of Math. (2)
76 (1962), 213-234.

T. Nagano, M.S. Tanaka: The involutions of compact symmetric spaces.
III. Tokyo J. Math. 18 (1995), 193—212.

A.L. Onishchik: O vpolne geodezicheskih podmnogoobraziyah simmetri-
cheskih prostranstv. Geometricheskie metody v zadachah analiza i algebry
2 (1980), 64-85.

J.A. Wolf: Elliptic spaces in Grassmann manifolds. Illinois J. Math. 7
(1963), 447-462.

W. Ziller: Lie Groups, Representation Theory and Symme-
tric Spaces, notes class, University of Pennsylvania, Fall 2010,
https://www.math.upenn.edu/ wziller/math650/LieGroupsReps.pdf.



	Preliminares
	Espacios simétricos
	Pares simétricos y descomposición de Cartan
	Curvatura en espacios simétricos
	Tipo y dualidad
	Subvariedades totalmente geodésicas
	Rango y s-órbitas

	Sistemas de holonomía y teorema de Simons

	Subvariedades reflectivas
	s-órbitas
	Isometrías de orden 2
	Puntos fijos de la representación slice
	Prueba del teorema 2.3.12

	Índice de espacios simétricos
	Espacios excepcionales

	Teorema de Cartan, Ambrose, Hicks

