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Resumen

En el presente trabajo nos enfocamos en el estudio de ciertos operadores
en el contexto de los espacios de Lebesgue con exponente variable. En un
principio definimos el espacio ambiente Lp(·)(Ω) y recordamos algunas pro-
piedades topológicas del mismo. Definimos la norma que los describe como
espacios de Banach y destacamos algunas propiedades importantes que usa-
remos a lo largo de la tesis.
Después hacemos un repaso de la acotación de uno de los más conocidos ope-
radores en el análisis armónico. Se trata del operador maximal de Hardy −
Littlewood. El estudio acerca de este operador nos dará alguna gúıa para
estudiar otros operadores que serán de nuestro interés. Mencionaremos los
resultados conocidos acerca de condiciones sobre las funciones exponentes
para que la maximal de Hardy − Littlewood sea un operador acotado so-
bre el Lp(·)(Rn). También introducimos condiciones más generales para las
funciones exponentes, las cuales garantizan esta acotación. Como un resul-
tado clave que será el punto de partida para el estudio de otros operadores
enunciamos un teorema de extrapolación sobre los espacios Lp(·)(Ω) el cual
requiere de conocer ciertas desigualdades con pesos de Muckenhoupt.
El primer operador que estudiamos en este trabajo es el operador de tipo
fraccionario. Sean n,m ∈ N. Sea A1, ..., Am matrices invertibles n × n. Sea
0 ≤ α < n y 0 < αi < n tales que α1 + ...+αm = n−α, si α = 0 suponemos
m > 1. Definimos

Tαf(x) =

∫
Rn

1

|x− A1y|α1 ... |x− Amy|αm
f(y)dy.

En [47] estudiamos este operador en el caso de que las matrices Ai son po-
tencias de una matriz invertible A tal que AN = In, donde In es la matriz
identidad n × n. Este este trabajo se consiguió una mejora sobre el trabajo
[39] donde los autores exiǵıan ciertas condiciones de continuidad para las
funciones exponentes y que las matrices sean ortogonales. Logramos pro-
bar la acotación del Tα entre espacios de Lebesgue con exponente variable
y probamos además una estimación del tipo débil con mejores condiciones.
Luego en otro trabajo, [48], volvimos a tratar con este operador pero esta vez
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para matrices invertibles con condiciones mı́nimas. Probamos, bajo ciertas
condiciones sobre las funciones exponentes, que el operador Tα resulta aco-
tado desde el Lp(·)(Rn) en el Lq(·)(Rn) para ciertos pares p(·), q(·) tales que

1
q(·) = 1

p(·) −
α
n
. Nuevamente probamos una estimación del tipo débil. Además

probamos algunas condiciones necesarias en casos particulares. Ambos tra-
bajos publicados forman parte de esta tesis.
Otro de los operadores con los que trabajamos fue el operador integral con
núcleo de tipo rough”. Sean A1,...,Am matrices invertibles. Definimos

ki(x) =
Ωi(x)

|x|
n
qi

,

donde Ωi : Rn → R son funciones homogéneas de grado cero que satisfacen
una condición de tamaño y una condición de Dini y n

q1
+ ...+ n

qm
= n−α con

0 ≤ α < n. Si α = 0 suponemos m > 1. Definimos el núcleo

K(x, y) = k1(x− A1y)...km(x− Amy).

El operador que tratamos está dado por

Rαf(x) =

∫
Rn
K(x, y)f(y)dy.

Este operador es más general que el de tipo fraccionario. Estudiamos el Rα en
el contexto de los espacios de Lebesgue con exponente variable. Pero en este
caso hemos considerado condiciones distintas para las funciones exponentes.
Estas fueron motivadas por el estudio del operador maximal de Hardy −
Littlewood. Obtuvimos aśı la acotación de este operador desde el Lp(·)(Rn)
en el Lq(·)(Rn) para ciertos p(·), q(·) tales que 1

q(·) = 1
p(·) −

α
n
. Dicho trabajo

se puede ver en [49].
Finalmente consideramos operadores de convolución con medidas singulares.
Dada una medida de Borel finita µ sobre Rn, es decir∫

Rn
d |µ| <∞

definimos el operador de convolución

Tµf(x) = (µ ∗ f)(x) =

∫
Rn
f(x− y)dµ(y).

Particularmente consideramos µ una medida sobre Rn+1 soportada en el gráfi-
co de una función real definida sobre un cubo Qn ⊂ Rn.
Por otro lado estudiamos el operador convolución con una medida soportada
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sobre ciertas superficies en R2n. En este último caso la medida no es finita.
Para ambos casos hemos probado que los operadores están bien definidos so-
bre el Lp(·). Primero hemos obtenidos resultados sobre condiciones suficientes
para las funciones exponentes las cuales garantizan que Tµ es acotado des-
de el Lp(·) en el Lq(·) adecuados. Por otro lado hicimos más hincapié en las
condiciones necesarias que deben satisfacer las funciones exponentes p(·), q(·)
asumiendo que Tµ es acotado desde el Lp(·) en el Lq(·).

5





Abstract

In the present work we focus in the study of certain operators in the con-
text of the Lebesgue spaces with variable exponent. At first we define the
ambient space Lp(·)(Ω) and we recall some topological properties of it. We
define the norm that describes them as Banach spaces and we highlight some
important properties that we will use throughout the thesis.
After that we do a review of the boundedness of one of the best known ope-
rator in the harmonic analysis. The Hardy − Littlewood maximal operator.
The study of this operator will give us some guidance to study other ope-
rators of our interest. We will mention the known results about conditions
on the exponent functions for the Hardy − Littlewood maximal be a boun-
ded operator on Lp(·)(Rn). Also we introduce more general conditions for the
exponent functions, which guarantee this boundedness. We will enunciate a
key result thet will be a starting point for the study of others operators. It
is the extrapolation’s theorem on the Lp(·)(Ω) spaces which requires knowing
certaint inequalities with Muckenhoupt′s weights.
The first operator that we will study in this work is a fractional type opera-
tor. Let n,m ∈ N. Let A1, ..., Am be invertible n×n matrices. Let 0 ≤ α < n
and 0 < αi < n such that α1 + ...+ αm = n− α, if α = 0 we suppose m > 1.
We define

Tαf(x) =

∫
Rn

1

|x− A1y|α1 ... |x− Amy|αm
f(y)dy.

In [47] we study this operator in the case that the matrices Ai are powers of a
invertible matrix A such that AN = In, where In is the identity n×n matrix.
We got better results that than in [39] where the authors demanded certain
conditions of continuity for the exponent functions and that the matrices
were orthogonal. We managed to demonstrate the boundedness of Tα between
Lebesgue’s spaces with variable exponent and we also demonstrate a weak
type estimates, with better conditions. Then in another work,[48], we tried
again with this operator but this time for the invertible matrices with minimal
conditions. We prove, under certain conditions on exponent functions, that
the operator Tα is bounded from Lp(·)(Rn) into Lq(·)(Rn) for certain p(·), q(·)
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such that 1
q(·) = 1

p(·)−
α
n
. Again we prove a weak type estimates. Also we prove

some neccesary conditions in the particular cases. Both published works are
part of this thesis.
Another operador we worked with was the integral operator with kernel of
rough-type. Let A1,...,Am be invertible matrices. We define

ki(x) =
Ωi(x)

|x|
n
qi

where Ωi : Rn → R are homogeneous functions of degree zero that satisfy
a Dini’s condition and a condition of size and n

q1
+ ... + n

qm
= n − α with

0 ≤ α < n. If α = 0 We suppose m > 1. We define the kernel

K(x, y) = k1(x− A1y)...km(x− Amy).

The operator that we treat is given by

Rαf(x) =

∫
Rn
K(x, y)f(y)dy.

This operator is more general that the fractional type. We study the Rα in
the context of Lebesgue’s spaces with variable exponent. But in this case
we have considered different conditions for the exponent functions. These
conditions were motivated by the study of the Hardy−Littlewood maximal
operator. We obtained the boundedness of this operator from Lp(·)(Rn) into
Lq(·)(Rn) for certain p(·), q(·) such that 1

q(·) = 1
p(·) −

α
n
. This work is published

in [49].
Finally we consider operators of convolution with singular measures.
Given a finite Borel’s measure µ on Rn, i.e.∫

Rn
d |µ| <∞

we define the operator of convolution

Tµf(x) = (µ ∗ f)(x) =

∫
Rn
f(x− y)dµ(y).

We particularly consider µ a measure on Rn+1 supported on the graph of a
real function defined on the cube Qn ⊂ Rn.
On the other hand we study the operator of convolution with a measure
sopported on certain surfaces in R2n. In this last case the measure is not
finite.
For both cases we have proven that the operators are well defined on Lp(·).
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First we have obtained results about sufficient conditions for the exponent
functions wicth guarantee that Tµ is bounded from Lp(·) into Lq(·). On the
other hand we put more emphasis in the neccesary conditions that must
satisfy the exponent functions p(·), q(·), assuming that Tµ is bounded from
Lp(·) into Lq(·).
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Introducción

En este trabajo analizamos la acotación de distintos operadores integrales
entre espacios de Lebesgue con exponentes variables. Estos espacios, como
su nombre lo indica, son una generalización de los clásicos espacios de Le-
besgue Lp. Los espacios resultantes Lp(·) comparten muchas propiedades con
los espacios Lp, y son muy importantes por sus aplicaciones a las ecuacio-
nes en derivadas parciales y a problemas variacionales con condiciones de
crecimiento no estándar. Estos espacios fueron estudiados originalmente en
1931 por Orlicz en el trabajo [31]. El siguiente paso en el desarrollo de los
espacios de Lebesgue de exponente variable vino dos décadas después, en los
trabajos [27], [28] y [29], de H. Nakano, quien desarrolló la teoŕıa de espacios
modulares e introduce los espacios Lp(·) como un ejemplo de éstos. Indepen-
dientemente, estos espacios aparecen estudiados en la literatura rusa. Fueron
introducidos por Tsenov en 1961. En el trabajo [46], el autor consideró el
problema de minimizar la integral∫ 1

0

|f(x)− φ(x)|p(x) dx,

donde f es una función continua y φ es un polinomio de grado fijo. En 1979
I. Sharapudinov, en [40] desarrolló la teoŕıa de espacios funcionales sobre
intervalos de la recta real, introduciendo una norma de Luxemburgo. En el
trabajo [41], él fue el primero en considerar cuestiones sobre regularidad de
la función exponente e introdujo la condición de continuidad log-Hölder

|p(x)− p(y)| ≤ c

− ln |x− y|
, |x− y| < 1

2
(1)

que seŕıa de gran utilidad en desarrollos futuros. A partir de 1982, V. V.
Zhikov aplicó los espacios de Lebesgue variables al problema del cálculo de
variaciones (ver [52] y [53]). El interés en el estudio de estos espacios creció
en los años 90 por su utilidad en el estudio de modelos matemáticos de
fluidos cuya viscosidad cambia cuando se la expone a un campo eléctrico
(a modo de ejemplo ver [19]). Estos espacios también han sido usados para
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Introducción

estudiar el comportamiento de fluidos quasi-newtonianos, en magnetostática,
en procesamiento de imágenes, etc.

En el Caṕıtulo 1 damos la definición precisa de los espacios Lp(·) y enun-
ciamos los resultados sobre completitud, desigualdad de Hölder, dualidad,
convergencia e inmersiones que usaremos después a lo largo de la tesis.
Para muchos de los resultados descriptos antes fue necesario extender resul-
tados clásicos del análisis armónico al contexto de los espacios de Lebesgue
variables. Un problema central histórico fue, y sigue siendo, determinar con-
diciones sobre la función exponente p(·) para que la función maximal de
Hardy-Littlewood sea continua sobre Lp(·). El primer resultado en esta direc-
ción se debe a L. Diening que en el trabajo [7] mostró que es suficiente que
p(·) satisfaga la condición de continuidad log-Hölder (1) y que sea constante
fuera de una bola. Este resultado fue generalizado en [3] donde los auto-
res mostraron que era suficiente asumir que p(·) satisfaga (1) y la siguiente
condición de decaimiento en infinito: que existan p∞, c∞ tales que

|p(x)− p∞| ≤
c∞

ln (e+ |x|)
, (2)

Las condiciones (1) y (2) son suficientes pero no necesarias. Posteriormente
a estos trabajos distintos autores dieron diferentes condiciones para la con-
tinuidad del operador maximal. Por ejemplo, en los trabajos [30], [22] y [24]
se encuentran resultados de este tipo.
En el Caṕıtulo 2 describimos los resultados actuales sobre la acotación del
operador maximal y mostramos que se pueden reemplazar las condiciones
(1) y (2) sobre la función exponente por otras dos condiciones (una de ca-
racteŕıstica local y otra de decaimiento en infinito) para obtener la acotación
del operador maximal. La importancia de estos resultados se evidencia en el
trabajo [5] donde los autores muestran que la teoŕıa de extrapolación de J. L.
Rubio de Francia puede extenderse a los espacios de Lebesgue variables. En
el segundo caṕıtulo enunciamos también resultados de la teoŕıa de pesos y los
nuevos teoremas de extrapolación y cómo, con esta herramienta, se pueden
obtener acotación de otros operadores, como el operador maximal fracionario
Mα, entre los correspondientes espacios de Lebesgue variables.
En el Caṕıtulo 3 presentamos los primeros operadores integrales que hemos
analizado en este trabajo. Los llamamos operadores integrales de tipo fraccio-
nario. Concretamente, si n es la dimensión del espacio, tomamos 0 ≤ α < n.
Si m ∈ N (ó m ∈ N−{1} si α = 0), dadas A1, ..., Am ciertas matrices inver-
tibles, definimos

Tαf(x) =

∫
1

|x− A1y|α1 ... |x− Amy|αm
f(y)dy

16



Introducción

para α1 + ... + αm = n − α (homogeneidad de la integral fraccionaria Iα).
Estos operadores ya hab́ıan sido estudiados en el contextos de los Lp clásicos
[14], incluyendo la correspondiente teoŕıa de pesos [37]. También en el trabajo
[39] los autores obtienen acotación p(·) − q(·) y la formulación débil corres-
pondiente de Tα, cuando 1

q(·) = 1
p(·) −

α
n
, para ciertos exponentes p(·) de tipo

radial que satisfacen condiciones log-Hölder y para matrices Ai invertibles.
En el caso del tipo débil aparece la hipótesis extra que es que p(0) = 1,
que nos parećıa que con otro método pod́ıa ser evitada. Como teńıamos
disponible la teoŕıa de pesos, pensamos en usar extrapolación en espacios
de exponentes variables. Este método además nos permitiŕıa reemplazar las
condiciones log-Hölder sobre la función exponente por una hipótesis más ge-
neral de acotación, en algún espacio de Lebesgue variable conveniente, de la
función maximal de Hardy-Littlewood. Los resultados que obtuvimos están
en el lema 3.3.1, los teoremas 3.3.2, 3.4.1. y 3.4.3. En todos estos resultados
aparece la hipótesis p(Aix) = p(x) para casi todo x ∈ Rn. Nos preguntamos
si esa relación entre el expopnente y las matrices involucradas en el núcleo
del operador era necesaria. Pudimos demostrar que en algunos casos esto es
efectivamente aśı (Corolario 3.4.5).
En el Caṕıtulo 4 abordamos operadores similares a los estudiados en el caṕıtu-
lo anterior, pero ahora con núcleos “rough”. Son de la forma

Rαf(x) =

∫
Ω1(x− A1y)

|x− A1y|
n
q1

...
Ωm(x− Amy)

|x− Amy|
n
qm

f(y)dy,

con n
q1

+ ...+ n
qm

= n−α y donde las funciones Ωi ∈ Lpi(Σ), para algún pi > qi
son homogéneas de grado cero y satisfacen una condición de tipo Dini, Σ es
la esfera unitaria en Rn. En el trabajo [38] se obtienen acotaciones entre los
espacios de Lebesgue con pesos para estos operadores. Pudimos generalizar
estos resultados al caso de espacios de Lebesgue con exponentes variables
utilizando que en estos espacios vale la acotación del operador maximal sharp.
Los resultados que obtuvimos están en los teoremas 4.2.3 y 4.2.4.
En el Caṕıtulo 5 estudiamos otro tipo de operadores. Dado Q = [−1, 1]n y
dada ϕ : Q→ R definimos la medida singular µ por µ(E) =

∫
Q
χE(x, ϕ(x))dx

donde dx denota la medida de Lebesgue sobre Rn. Definimos el operador de
convolución

Tµf = µ ∗ f.

Si el gráfico de ϕ tiene curvatura gaussiana no nula en cada punto, un teorema
de Littman [24] asegura que Tµ es acotado de Lp(Rn+1) en Lq (Rn+1) si y solo

si el par
(

1
p
, 1
q

)
pertenece al triángulo cerrado con vértices (0, 0) , (1, 1) y(

n+1
n+2

, 1
n+2

)
. Ahora, si la curvatura se anula en algún punto la situación es
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18 0. Introducción

muy diferente (ver [6], [32], [35]). El caso n = 2 y ϕ(y1, y2) = |y1|α + |y2|β
fue estudiado en [16]. Los mismos autores en el trabajo [17] generalizan los
resultados anteriormente obtenidos a más dimensiones.
Por otro lado en un trabajo de S. W. Drury, [9], se estudia el problema de
estimar el operador de convolución Tµ pero ahora la medida µ soportada
sobre una superficie en R2n. Más espećıficamente, dada una ϕ : Rn → Rn,
se define β : Rn → R2n por β(x) = (x, ϕ(x)). Sea λ la medida de Lebesgue
sobre Rn y se define σ = β̌(λ) como la imagen de λ mapeada por β. Entonces
σ es “llevada”por una superficie n−dimensional en R2n. En dicho trabajo se
obtiene la siguiente estimación

‖σ ∗ f‖L3(R2n) ≤ C ‖f‖
L

3
2 (R2n)

(3)

en una variedad de casos, resolviendo una conjetura de Oberlin para subva-
riedades de dimensión ambiente mitad.
Dadas ϕ1, ..., ϕn funciones reales homogéneas de grado k ≥ 2 en C∞(Rn −
{0}), sea ϕ(x) = (ϕ1(x), ..., ϕn(x)) y γ > 0. En [18] los autores consideraron
una medida de Borel soportada sobre una superficie en R2n dada por

µ(E) =

∫
Rn
χE(x, ϕ(x))|x|γ−ndx.

Estudiaron el operador convolución µ ∗ f .
Ahora nosotros estudiamos cada uno de estos operadores en el contexto de
espacios de Lebesgue con exponentes variables. Primero analizamos la buena
definición de tales operadores en este contexto, Teoremas 5.2.1 y 5.2.2. Luego
mostramos casos de exponentes variables p(·), q(·) para los cuales Tµ, con la
medida soportada sobre el cubo, o T γµ con la medida soportada sobre una

superficie de R2n, resulta acotado de Lp(·) (Rn)→ Lq(·) (Rn), Teoremas 5.2.3,
5.2.5 y 5.2.7 y Corolarios 5.2.4 y 5.2.6. Después damos condiciones necesarias
que deben satisfacer los exponentes para que los operadores resulten acota-
dos, que son una generalización de las condiciones obtenidas en los trabajos
antes citados. Para el caso de la medida definida sobre el cubo, Tµ, tenemos
los Teoremas 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.6 y Ejemplo 5.3.5. Y para el caso
de la medida soportada en una superficie de R2n, T γµ , los Teoremas 5.3.7 y
5.3.8.
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Caṕıtulo 1

Espacios Lp(·)

En el presente caṕıtulo vamos a introducir los espacios ambiente, sobre
los cuales trabajaremos a lo largo de este trabajo. Se trata nada más y nada
menos que los espacios de Lebesgue con exponente variable. Mostraremos
algunas de sus propiedades, veremos que tienen asociada una norma la cual
hace que formen lo que se denomina un espacio de Banach. Para este estu-
dio, nos basamos principalmente en [2] aunque también añadimos informa-
ción complementaria de [10]. Veremos muchas analoǵıas con los espacios de
Lebesgue clásicos como aśı también las diferencias que hay entre ambos.
Los espacios de Lebesgue con exponente variable, los cuales llamaremos espa-
cios de Lebesgue variables, son una generalización de los espacios de Lebesgue
clásicos. Estos aparecen por primera vez en 1931 en el trabajo de W. Orlicz
[31]. No obstante, Orlicz abandona el estudio de dichos espacios para cen-
trarse más en lo que hoy se conoce como Espacios de Orlicz. Recién en 1950,
en [27], H. Nakano menciona a los espacios Lp(·) ([0, 1]) como un ejemplo de
la teoŕıa de los espacios modulares (también llamados espacios de Nakano).
Una década después, en 1961, los espacios de Lebesgue variables son intro-
ducidos en la literatura rusa por I.V.Tsenov en [46]. Más adelante, en 1979,
I.I.Sharapudinov estudia algunos aspectos topológicos de estos espacios en
[40], en intervalos de la recta real. Además este último autor, siguió estu-
diando otros aspectos de los espacios de Lebesgue variables en consecutivos
trabajos como [41], [42] y [43]. Autores rusos también aportaron al estudio
de estos espacios, uno de los más influyentes fue V.V.Zhikov (ver por ejemplo
[52]). Pero en 1991 aparece un trabajo fundamental publicado por los autores
O. Kovácik y J. Rákosnik, [21], en el cual comienza una era moderna en el
estudio de los espacios de Lebesgue variables. En este trabajo comienzan a
explorar las propiedades básicas de los Lp(·)(Rn).
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20 1. Espacios Lp(·)

1.1. Las funciones exponentes

Iniciamos el estudio de estos espacios definiendo lo que se conoce como
funciones exponentes.

Definición 1.1.1. Dado un conjunto Ω, sea P(Ω) el conjunto de todas las
funciones medibles Lebesgue p(·) : Ω 7−→ [1,∞]. Los elementos de P(Ω) son
llamados funciones exponentes o simplemente exponentes. Las denotaremos
por p(·) (para distinguir de los exponentes constantes p).

Definición 1.1.2. Dada una función exponente p(·) ∈ P(Ω), sea E ⊂ Ω.
Definimos,

p−(E) = essinfx∈E p(x) y p+(E) = esssupx∈E p(x).

donde essinf denota el ı́nfimo escencial y esssup denota el supremo es-
cencial. En el caso que E = Ω simplemente denotamos por p− = p−(Ω)
y p+ = p+(Ω).

Además vamos a partir el Ω en tres subconjuntos que utilizaremos a lo
largo de este caṕıtulo. Dada una función exponente p(·) ∈ P(Ω) definimos
los siguientes conjuntos,

Ωp(·)
∞ = {x ∈ Ω : p(x) =∞} ,

Ω
p(·)
1 = {x ∈ Ω : p(x) = 1} ,

Ωp(·)
∗ = {x ∈ Ω : 1 < p(x) <∞} .

Cuando no haya lugar a confusión, omitiremos el supráındice p(·) en las
definiciones anteriores.
Dada una función exponente p(·) ∈ P(Ω) definimos la función exponente
conjugada p′(·) por la fórmula,

1

p(x)
+

1

p′(x)
= 1, x ∈ Ω.

Definición 1.1.3. Dado Ω y una función r(·) : Ω −→ R, diremos que r(·) es
localmente log-Hölder continua, y la denotamos por r(·) ∈ LH0(Ω), si existe
una constante C0 tal que para todo x, y ∈ Ω, |x− y| < 1

2
,

|r(x)− r(y)| ≤ C0

−log(|x− y|)
. (1.1)

Además diremos que r(·) es log-Hölder continua en el infinito, y la denotamos
por r(·) ∈ LH∞(Ω), si existen constantes C∞ y r∞ tales que para todo x ∈ Ω,

|r(x)− r∞| ≤
C∞

log(e+ |x|)
. (1.2)
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1.2. La Modular 21

Proposición 1.1.4. Sea Ω ⊂ Rn.

i. Si r(·) ∈ LH0(Ω), entonces r(·) es uniformemente continua y r(·) ∈
L∞(E) para todo subconjunto acotado E ⊂ Ω.

ii. Si r(·) ∈ LH∞(Ω), entonces r(·) ∈ L∞(Ω).

iii. Si Ω es acotado y r(·) ∈ L∞(Ω), entonces r(·) ∈ LH∞(Ω), donde la
constante C∞ depende de ‖r(·)‖∞, el diámetro de Ω, y de la distancia
de Ω al origen.

iv. r(·) ∈ LH∞(Ω) es equivalente a la existencia de una constante C tal
que para todo x, y ∈ Ω, |y| ≥ |x|,

|r(x)− r(y)| ≤ C

log(e+ |x|)
.

v. Si p+ <∞, entonces p(·) ∈ LH0(Ω) si y solo si r(·) = 1
p(·) ∈ LH0(Ω).

Similarmente, p(·) ∈ LH∞(Ω) si y solo si r(·) = 1
p(·) ∈ LH∞(Ω).

1.2. La Modular

Dada una función exponente p(·) ∈ P(Ω), queremos intentar definir al
espacio de Lebesgue variable Lp(·)(Ω) como el conjunto de las funciones me-
dibles f tales que, ∫

Ω

|f(x)|p(x)dx < ∞.

Pero hay ciertos problemas con este intento ya que por ejemplo el Ω∞ puede
tener medida positiva. En esta sección vamos a remediar esto para luego dar
formalmente la definición de lo que serán los espacios de Lebesgue variables.

Definición 1.2.1. Dado Ω, p(·) ∈ P(Ω) y una función medible Lebesgue f ,
definimos el funcional modular (o simplemente la modular) asociado a p(·)
por,

ρp(·),Ω(f) =

∫
Ω\Ω∞

|f(x)|p(x)dx + ‖f‖L∞(Ω∞).

Si f no es acotada sobre el Ω∞ o si f(·)p(·) /∈ L1(Ω\Ω∞), definimos
ρp(·),Ω(f) = +∞. Cuando |Ω∞| = 0, en particular cuando p+ < ∞, dejamos
‖f‖L∞(Ω∞) = 0. Cuando |Ω\Ω∞| = 0 entonces ρp(·),Ω = ‖f‖L∞(Ω∞).
Siempre y cuando no se presente ambigüedad alguna escribiremos simple-
mente ρp(·)(f) o ρ(f). A continuación vamos a enunciar algunas propiedades
de la modular.
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22 1. Espacios Lp(·)

Proposición 1.2.2. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω).

i. Para toda f, ρ(f) ≥ 0 y ρ(|f |) = ρ(f).

ii. ρ(f) = 0 si y solo si f(x) = 0 p.c.t.x ∈ Ω.

iii. Si ρ(f) <∞, entonces f(x) <∞ p.c.t.x ∈ Ω.

iv. ρ es convexa : dados α, β ≥ 0, α + β = 1,

ρ(αf + βg) ≤ αρ(f) + βρ(g).

v. ρ preserva orden : si |f(x)| ≥ |g(x)| p.c.t.x ∈ Ω, entonces ρ(f) ≥
ρ(g).

vi. ρ tiene la propiedad de continuidad : si para algún µ > 0,
ρ(f/µ) <∞, entonces la función λ 7−→ ρ(f/λ) es continua y decreciente
sobre [µ,∞) . M ás aún, ρ(f/λ) −→ 0 cuando λ −→∞.

Una consecuencia inmediata de la convexidad de ρ es que si α > 1,
entonces αρ(f) ≤ ρ(αf), y si 0 < α < 1, entonces ρ(αf) ≤ αρ(f).

1.3. El Espacio Lp(·)(Ω)

Definición 1.3.1. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), definimos el Lp(·)(Ω) como el
conjunto de las funciones medibles Lebesgue f tales que ρ(f/λ) < ∞ para

algún λ > 0. Definimos también el L
p(·)
loc (Ω) como el conjunto de funciones

medibles Lebesgue f tales que f ∈ Lp(·)(K) para todo compacto K ⊂ Ω.

Ejemplo 1.3.2. Sea Ω = (1,∞), p(x) = x y f(x) ≡ 1. Entonces ρ(f) =∞,
pero para todo λ > 1,

ρ(f/λ) =

∫ ∞
1

λ−xdx =
1

λ log(λ)
<∞.

Similarmente, si Ω = (0, 1) y p(x) = 1
x
, con f(x) ≡ 1, tenemos que ρ(f) <∞,

pero ρ(f/λ) =∞ para todo λ < 1.

Proposición 1.3.3. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), entonces la propiedad de que
f ∈ Lp(·)(Ω) si y sólo si,

ρ(f) =

∫
Ω\Ω∞

|f(x)|p(x)dx + ‖f‖L∞(Ω∞) < ∞,

es equivalente a asumir que p− =∞ o p+(Ω\Ω∞) <∞.
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1.3. El Espacio Lp(·)(Ω) 23

En [2] se prueba que el espacio Lp(·)(Ω) es un espacio vectorial. También
se le define una norma de tipo Luxemburgo−Nakano y es como sigue,

‖f‖Lp(·)(Ω) = ı́nf
{
λ > 0 : ρp(·),Ω(f/λ) ≤ 1

}
.

Finalmente se prueban, también en [2], los siguientes resultados que caracte-
rizan al espacio Lp(·)(Ω) como un espacio de Banach.

Teorema 1.3.4. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω). Lp(·)(Ω) es un espacio completo.

Teorema 1.3.5. Dado un conjunto abierto Ω y p(·) ∈ P(Ω), supongamos
que p+ <∞. Entonces el conjunto de todas las funciones acotadas de soporte
compacto, con sop(f) ⊂ Ω, es denso en Lp(·)(Ω).

Teorema 1.3.6. Dado un conjunto abierto Ω y p(·) ∈ P(Ω), entonces Lp(·)(Ω)
es separable si y solo si p+ <∞.

A continuación vamos a enunciar algunos resultados extras que nos ser-
virán para estudiar, luego, algunos operadores entre los espacios Lp(·)(Ω). Ve-
remos las condiciones que tales operadores deben satisfacer, como aśı también
las condiciones sobre las funciones exponentes para garantizar la continuidad
de los mismos.

Proposición 1.3.7. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω) tal que |Ω∞| = 0, entonces para
todo s con 1

p−
≤ s <∞,

‖|f |s‖p(·) = ‖f‖ssp(·)

Proposición 1.3.8. Fijado Ω y p(·) ∈ P(Ω). Si ‖f‖p(·) ≤ 1 entonces ρp(·)(f) ≤
‖f‖p(·); si ‖f‖p(·) > 1 entonces ρp(·)(f) ≥ ‖f‖p(·).

Notemos que hemos simplificado la notación al poner ‖f‖p(·) en lugar
de ‖f‖Lp(·)(Ω). Siempre y cuando no presente ambigüedad lo haremos aśı.
A continuación enunciamos la Desigualdad de Hölder para los espacios de
Lebesgue variables.

Teorema 1.3.9. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), para toda f ∈ Lp(·)(Ω) y g ∈
Lp
′(·)(Ω), fg ∈ L1(Ω) y∫

Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ Kp(·)‖f‖p(·)‖g‖p′(·),

donde

Kp(·) =

(
1

p−
− 1

p+

+ 1

)
‖χΩ∗‖∞ + ‖χΩ∞‖∞ + ‖χΩ1‖∞.
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24 1. Espacios Lp(·)

Y también enunciamos una desigualdad de Hölder general.

Corolario 1.3.10. Dado Ω y funciones exponentes r(·), q(·) ∈ P(Ω). Defi-
nimos p(·) ∈ P(Ω) por

1

p(x)
=

1

q(x)
+

1

r(x)
. (1.3)

Entonces existe una constante K tal que para toda f ∈ Lq(·)(Ω) y g ∈ Lr(·)(Ω),
fg ∈ Lp(·)(Ω) y

‖fg‖p(·) ≤ K‖f‖q(·)‖g‖r(·).

En los clásicos espacios de Lebesgue Lp(Ω) con 1 ≤ p ≤ ∞ la norma se
puede calcular usando la siguiente identidad,

‖f‖p = sup

∫
Ω

f(x)g(x)dx,

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g ∈ Lp
′
(Ω) tales que

‖g‖p′ ≤ 1. Esto motiva la siguiente

Definición 1.3.11. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω). Para una función medible f
definimos,

‖f‖′p(·) = sup

∫
Ω

f(x)g(x)dx.

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g ∈ Lp′(·)(Ω) con
‖g‖p′(·) ≤ 1.

En lo que sigue vamos a denotar, de manera temporal, por Mp(·) al con-
junto de todas las funciones medibles f tales que ‖f‖′p(·) <∞.

Teorema 1.3.12. Dado Ω, p(·) ∈ P(Ω) y f medible entonces f ∈ Lp(·)(Ω)
si y solo si f ∈Mp(·). Más aún,

kp(·)‖f‖p(·) ≤ ‖f‖
′

p(·) ≤ Kp(·)‖f‖p(·),

donde

Kp(·) =

(
1

p−
− 1

p+

+ 1

)
‖χΩ∗‖∞ + ‖χΩ∞‖∞ + ‖χΩ1‖∞.

1

kp(·)
= ‖χΩ∗‖∞ + ‖χΩ∞‖∞ + ‖χΩ1‖∞.

Proposición 1.3.13. Dado Ω y p(·), q(·) ∈ P(Ω), supongamos que |Ω\Ωp(·)
∞ | <

∞. Entonces Lq(·)(Ω) ⊂ Lp(·)(Ω) si y solo si p(x) ≤ q(x) p.c.t.x ∈ Ω. Más
aún, en este caso, tenemos que,

‖f‖p(·) ≤
(
1 + |Ω\Ωp(·)

∞ |
)
‖f‖q(·).
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1.5. Convergencia en Lp(·)(Ω) 25

1.4. Inmersiones continuas

En esta sección daremos algunos resultados de inmersiones para estos
espacios. Para ello comenzamos mostrando que toda función en el Lp(·)(Ω),
con Ω ⊂ Rn, es localmente integrable. Para ello resaltamos el siguiente,

Lema 1.4.1. Dado Ω ⊂ Rn y p(·) ∈ P(Ω). Si E ⊂ Ω es tal que |E| < ∞,
entonces χE ∈ Lp(·)(Ω) y ‖χE‖p(·)≤ |E|+ 1.

Con el lema anterior y el Teorema 1.3.9 se prueba que si f ∈ Lp(·)(Ω)
entonces es localmente integrable. Más generalmente, tenemos la siguiente
caracterización.

Proposición 1.4.2. Dado Ω ⊂ Rn y p(·) ∈ P(Ω). L∞(Ω) ⊂ Lp(·)(Ω) si y
solo si 1 ∈ Lp(·)(Ω). El cual es a su vez verdadero si y solo si para algún
λ > 1, ∫

Ω\Ω∞
λ−p(x)dx <∞.

En particular, tal inmersión vale si |Ω| <∞ o si 1
p(·) ∈ LH∞(Ω) y p(x) −→

∞ cuando |x| −→ ∞.

Finalmente, como una consecuencia de la proposición anterior, podemos
caracterizar completamente a los exponentes p(·) y q(·) tales que Lq(·)(Ω) ⊂
Lp(·)(Ω).

Teorema 1.4.3. Dados Ω y p(·), q(·) ∈ P(Ω). Entonces Lq(·)(Ω) ⊂ Lp(·)(Ω)
y existe K > 1 tal que, para toda f ∈ Lq(·)(Ω), ‖f‖p(·)≤ K‖f‖q(·), si y solo
si:

i. p(x) ≤ q(x) p.c.t.x ∈ Ω.

ii. Existe λ > 1 tal que, ∫
D

λ−r(x)dx <∞,

donde D = {x ∈ Ω : p(x) < q(x)} y r(·) es el exponente defecto definido
por

1

p(x)
=

1

q(x)
+

1

r(x)
.

Por último enunciaremos un lema que será de utilidad para más adelante.
El mismo es una variación de los teoremas anteriores.

Lema 1.4.4. Dado Ω ⊆ Rn, sean t(·), u(·) ∈ ⊗ tales que t(x) ≤ u(x) p.c.t.x ∈
Ω. Supongamos que g ∈ Lt(·)(Ω) y |g(x)| ≤ 1 p.c.t.x ∈ Ω. Entonces g ∈
Lu(·)(Ω). Más aún, si ‖g‖t(·) ≤ 1, entonces ‖g‖u(·) ≤ 1 + ‖g‖t(·), y si ‖g‖t(·) ≥
1, entonces ‖g‖u(·) ≤ 2‖g‖t(·).
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26 1. Espacios Lp(·)

1.5. Convergencia en Lp(·)(Ω)

Ahora vamos a considerar tres tipos de convegencia en el espacio que es-
tamos estudiando, Lp(·)(Ω). Tales serán la convergencia en modular, la con-
vergencia en norma y la convergencia en medida. Todo está probado en [2],
libro que seguimos como referencia principal.

Definición 1.5.1. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω) y dada una sucesión de funciones
{fk} ⊂ Lp(·)(Ω), decimos que fk −→ f en modular si para algún β > 0,
ρ(β(f − fk)) −→ 0 cuando k −→ ∞. Diremos que fk −→ f en norma si
‖f − fk‖p(·) −→ 0 cuando k −→∞.

El siguiente resultado establece la relación entre la convergencia en mo-
dular y la convergencia en norma en el Lp(·)(Ω).

Teorema 1.5.2. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), la sucesión {fk} converge a f en
norma si y solo si para todo β > 0, ρ(β(f − fk)) −→ 0 cuando k −→ ∞.
En particular convergencia en norma implica convergencia en modular. Más
aún, convergencia en norma es equivalente a convergencia en modular si y
solo si se tiene p− <∞ o p+(Ω\Ω∞) <∞.

Ahora vamos a enunciar los teoremas de convergencias clásicos para los
expacios de Lebesgue variables. A saber, el Lema de Fatou, el Teorema de la
convergencia dominada y el Teorema de la convergencia monótona.

Teorema 1.5.3. Dado Ω y p(·) ∈ Ω, sea {fk} ⊂ Lp(·)(Ω) una sucesión de
funciones no negativas tales que fk converge de forma creciente puntualmente
a f en casi todo punto. Entonces o bien f ∈ Lp(·)(Ω) y ‖fk‖p(·) −→ ‖f‖p(·), o
bien f /∈ Lp(·)(Ω) y ‖fk‖p(·) →∞.

El Teorema anterior se conoce a veces como la Propiedad de Fatou de la
norma. A continuación enunciamos el análago del clásico Lema de Fatou.

Teorema 1.5.4. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), supongamos que la sucesión {fk} ⊂
Lp(·)(Ω) es tal que fk −→ f puntualmente para casi todo punto. Si

ĺım inf
k→∞

‖fk‖p(·) <∞,

entonces f ∈ Lp(·)(Ω) y

‖f‖p(·) ≤ ĺım inf
k→∞

‖fk‖p(·).
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Teorema 1.5.5. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), supongamos p+ <∞. Si la sucesión
{fk} es tal que fk −→ f puntualmente para casi todo punto y existe g ∈
Lp(·)(Ω) tal que |fk(x)| ≤ g(x) para casi todo x ∈ Ω, entonces f ∈ Lp(·)(Ω)
y ‖f − fk‖p(·) −→ 0 cuando k −→ ∞. Más aún, si p+ = ∞ entonces este
resultado es falso.

Corolario 1.5.6. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω) tal que p+ < ∞. Supongamos
que la sucesión de funciones no negativas {fk} converge de forma creciente
puntualemnte para casi todo punto a una función f ∈ Lp(·)(Ω). Entonces
‖f − fk‖p(·) −→ 0.

A continuación vamos a relacionar las convergencias en modular y en
norma con la convergencia en medida. Recordemos que dado un dominio Ω
y una sucesión de funciones {fk}, decimos que fk −→ f en medida si para
todo ε > 0 existe K > 0 tal que si k ≥ K,

|{x ∈ Ω : |f(x)− fk(x)| ≥ ε}| < ε.

Teorema 1.5.7. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), si la sucesión {fk} ⊂ Lp(·)(Ω)
converge a f en norma, entonces converge a f en medida.

Proposición 1.5.8. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), supongamos que la sucesión
{fk} ⊂ Lp(·)(Ω) converge en norma a f ∈ Lp(·)(Ω). Entonces existe una sub-
sucesión

{
fkj
}

y g ∈ Lp(·)(Ω) tal que la subsucesión converge puntualmente,
en casi todo punto, a f y, para casi todo x ∈ Ω, |fkj(x)| ≤ g(x).

Teorema 1.5.9. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), si {fk} ⊂ Lp(·)(Ω) es tal que
‖fk‖p(·) −→ 0 (o ∞), entonces la sucesión ρ(fk) −→ 0 (o ∞). La rećıproca
vale si y solo si p+(Ω\Ω∞) <∞.

Finalmente concluimos esta sección con el resultado más fuerte de las
relaciones entre la convergencia en norma, la convergencia en modular y la
convergencia en medida.

Teorema 1.5.10. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), supongamos que p+ <∞. Enton-
ces para f ∈ Lp(·)(Ω) y una sucesión {fk} ⊂ Lp(·)(Ω), las siguientes afirma-
ciones son equivalentes,

i. fk −→ f en norma,

ii. fk −→ f en modular,

iii. fk −→ f en medida y para algún γ > 0, ρ(γfk) −→ ρ(γf).
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28 1. Espacios Lp(·)

1.6. Completitud y subconjuntos densos en

Lp(·)(Ω)

En esta sección abordaremos al estudio de la completitud del espacio co-
mo aśı también daremos a conocer algunos subconjuntos densos en Lp(·).
La completitud de los espacios de Lebesgue variables sigue del siguiente re-
sultado, conocido como la propiedad de Riesz-Fischer.

Teorema 1.6.1. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), Lp(·)(Ω) es completo: toda sucesión
de Cauchy en Lp(·)(Ω) converge en norma.

Ahora enunciaremos algunos resultados claves sobre subconjuntos densos
en Lp(·).

Teorema 1.6.2. Dado un conjunto abierto Ω y p(·) ∈ P(Ω), supongamos que
p+ <∞. Entonces el conjunto de las funciones acotadas de soporte compacto,
con sop(f) ⊂ Ω, es denso en Lp(·)(Ω)

Corolario 1.6.3. Dado un conjunto abierto Ω y p(·) ∈ P(Ω), supongamos
p+ <∞. Entonces el conjunto de funciones continuas con soporte compacto
contenido en Ω es denso en el Lp(·)(Ω).

Teorema 1.6.4. Dado Ω abierto y p(·) ∈ P(Ω), si p+(Ω\Ω∞) =∞, entonces
las funciones acotadas no son densas en Lp(·)(Ω).

Teorema 1.6.5. Dado un conjunto abierto Ω y p(·) ∈ P(Ω), entonces Lp(·)(Ω)
es separable si y solo si p+ <∞.

1.7. El espacio dual de Lp(·)

En esta última sección del caṕıtulo consideramos el espacio dual de Lp(·)(Ω).
Esto es el espacio de Banach Lp(·)(Ω)∗ de funcionales lineales y continuos
φ : Lp(·)(Ω) −→ R, con norma

‖φ‖ = sup
‖f‖p(·)=1

|φ(f)|.

Tenemos el siguiente

Teorema 1.7.1. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), son equivalentes

a) p+ <∞,
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b) el mapa g 7−→ φg es un isomorfismo: dada cualquier g ∈ Lp
′(·)(Ω),

el funcional φg es continuo y lineal. Rećıprocamente, dado cualquier
funcional lineal y continuo φ ∈ Lp(·)(Ω)∗ existe una única g ∈ Lp′(·) tal
que φ = φg y ‖g‖p′(·) ≈ ‖φ‖.

El teorema anterior nos dice que cuando p+ <∞ el espacio dual Lp(·)(Ω)∗

y el Lp
′(·)(Ω) coinciden.

Por último, tenemos el siguiente

Corolario 1.7.2. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), Lp(·)(Ω) es reflexivo si y solo si
1 < p− ≤ p+ <∞.
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Caṕıtulo 2

El operador Maximal de
Hardy-Littlewood en los Lp(·)

En lo que sigue, vamos a recordar todo lo referido a uno de los operadores
más populares del análisis armónico. Nos referimos al operador maximal de
Hardy-Littlewood.

Definición 2.0.1. Dada una función localmente integrable f , definimos la
función Mf por

Mf(x) = sup
B

1

|B|

∫
B

|f(y)| dy, (2.1)

donde el supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen al x ∈ Rn.

En [2] se prueba, usando la descomposición de Calderon-Zygmund, que
M es acotado del Lp(Rn) en el Lp(Rn) para p > 1. Para p ≥ 1 el operador
maximal satisface una desigualdad del tipo débil. Es decir dada f ∈ Lp(Rn)
existe una constante C, independiente de f , tal que para toda λ > 0,

|{x ∈ Rn :Mf(x) > λ}| ≤ C

λp

∫
Rn
|f(x)|pdx.

2.1. La maximal en los Lp(·)(Rn)

En [4] se muestra que el operador maximal está bien definido para f ∈
Lp(·)(Rn) y Mf(x) < ∞ p.c.t.x ∈ Rn. En [3], D. Cruz Uribe, A. Fiorenza
and C. J. Neugebauer probaron el siguiente resultado.

Teorema 2.1.1. Sea p(·) ∈ P(Rn), 1 < p− ≤ p+ <∞. Si 1
p(·) ∈ LH0(Rn) ∩

LH∞(Rn), entonces el operador maximal es acotado sobre el Lp(·)(Rn). Es
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32 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los Lp(·)

decir, para toda f ∈ Lp(·)(Rn), existe una constante C1 independiente de f
tal que,

‖Mf‖p(·) ≤ C1‖f‖p(·).

Y para p− ≥ 1 existe una constante C2, independiente de f , tal que para toda
λ > 0,

‖λχ{x:Mf(x)>λ}‖p(·)≤ C2‖f‖p(·).

Es de notar que si p− = 1 entonces el operador maximal no es acotado
sobre el Lp(·)(Rn). Una prueba de esto se puede ver en [2].

2.2. Un control en el infinito, la condición N∞

Una de las cuestiones interesantes sobre la acotación del operador ma-
ximal en el contexto de los espacios de Lebesgue variables es analizar las
condiciones sobre las funciones exponentes. Según establece el Teorema 2.1.1
las funciones exponentes deben satisfacer ciertas condiciones de continuidad.
Nos preguntamos entonces si tales condiciones son necesarias. La respuesta
es no y para ello vamos a introducir nuevas condiciones para las funciones
exponentes, las cuales garantizarán también la continuidad del operador ma-
ximal en estos espacios. Al chequear la prueba del Teorema 2.1.1 que se da
en [2] se puede observar que la condición LH∞ requerida para el exponente
se usa para estimar al operador maximal de f2 = fχ{x:f(x)≤1} aplicando la
Proposición 2.43 en [2]. Siendo más precisos, se necesita en realidad la validez
de dos embeddings: L∞(E) ⊂ Lr(·)(E) y L∞(F ) ⊂ Ls(·)(F ), donde,

E = {x ∈ Ω : p(x) ≥ p∞} , F = {x ∈ Ω : p(x) < p∞} , (2.2)

y r(·) y s(·) definidos por,

1

p∞
=

1

p(x)
+

1

r(x)
,

1

p(x)
=

1

p∞
+

1

s(x)
. (2.3)

Pero por la Proposición 1.4.2 una condición necesaria y suficiente para que
ambos embeddings sean posibles es que las siguientes integrales∫

{x∈E:r(x)<∞}
λ−r(x)dx, (2.4)

∫
{x∈F :s(x)<∞}

λ−s(x)dx (2.5)

sean ambas finitas, para algún λ > 1. Esto motiva la siguiente,
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2.2. Un control en el infinito, la condición N∞ 33

Definición 2.2.1. Dados Ω ⊆ Rn y p(·) ∈ P(Rn). Decimos que p(·) ∈
N∞(Ω) si existen Λ∞ > 0 y p∞ ∈ [1,∞] tales que∫

Ω+

exp

(
−Λ∞

∣∣∣∣ 1

p(x)
− 1

p∞

∣∣∣∣−1
)
dx <∞,

donde Ω+ =

{
x ∈ Ω :

∣∣∣∣ 1

p(x)
− 1

p∞

∣∣∣∣ > 0

}
.

Observación 2.2.2. Si p+ < ∞ entonces podemos reescribir la condición
N∞ como ∫

Ω+

exp
(
−Λ∞ |p(x)− p∞|−1) dx <∞,

donde Ω+ = {x ∈ Ω : |p(x)− p∞| > 0}.

Observación 2.2.3. Si p(·) ∈ N∞(Ω), entonces se puede ver sencillamente
que p′(·) ∈ N∞(Ω).

Ahora con esta nueva condición se prueba el siguiente resultado, en el
cual se reemplaza la condición LH∞ por la N∞. Para una prueba ver [2].

Teorema 2.2.4. Dado un conjunto Ω y p(·) ∈ P(Ω). Si 1
p(·) ∈ LH0(Ω) y

p(·) ∈ N∞(Ω) entonces existe C1 > 0 tal que ∀ λ > 0

‖λχ{x:Mf(x)>λ}‖p(·) ≤ C1‖f‖p(·).

Si además p− > 1 entonces existe C2 > 0 tal que

‖Mf‖p(·) ≤ C2‖f‖p(·).

Ahora mostraremos algunas relaciones entre las condiciones LH∞ y N∞.
Veremos que la última es un poco mejor en el sentido que es una condición
de integrabilidad y no de continuidad necesariamente.

Proposición 2.2.5. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), si 1
p(·) ∈ LH∞(Ω), entonces

p(·) ∈ N∞(Ω).

Demostración. En efecto si 1
p(·) ∈ LH∞(Ω) entonces sigue inmediatamente

desde la definición,∫
Ω+

exp

(
−Λ∞

∣∣∣∣ 1

p(x)
− 1

p∞

∣∣∣∣−1
)
dx ≤

∫
Rn

exp

(
−Λ∞
C∞

log(e+ |x|)
)
dx <∞.

La última desigualdad vale para todo Λ∞ > nC∞.
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34 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los Lp(·)

Proposición 2.2.6. Dado Ω, existe p(·) ∈ P(Rn), p+ < ∞, tal que p(·) ∈
LH0(R) ∩N∞(R) pero p(·) /∈ LH∞(R).

Demostración. Fijamos p∞ > 1 y definimos φ(·) como,

φ(x) =

{
1
k
− |ek2 − x| si 0 ≤ |ek2 − x| ≤ 1

k
, 1 ≤ k <∞

0 en otro caso.

Sea p(x) = p∞ + φ(x); entonces

|p(ek2

)− p∞| = φ(ek
2

) =
1

k
≈ k

log(e+ ek2)
.

Luego es evidente que p(·) /∈ LH∞(R). Pero la φ(·) es Lipchitz, luego p(·) ∈
LH0(R). Más aún,

∫
Ω+

exp
(
−|p(x)− p∞|−1

)
dx =

∞∑
k=1

∫
{|ek2−x|< 1

k}
e
−1
φ(x)dx

= 2
∞∑
k=1

∫ 1
k

0

e−
1
y dy ≤

∞∑
k=1

2

kek
<∞.

Observación 2.2.7. Si p(·) ∈ N∞ entonces p(·) tiene ĺımite en el infinito,
en un sentido débil. En [2] se prueba la siguiente,

Proposición 2.2.8. Dado un conjunto no acotado Ω y p(·) ∈ P(Ω), supon-
gamos que p(·) ∈ N∞(Ω). Entonces

i. 1
p(·) converge a 1

p∞
en el sentido que si definimos

πk(x) =

∣∣∣∣ 1

p(x)
− 1

p∞

∣∣∣∣χΩ−Bk(0)(x),

entonces πk(x)→ 0 en medida cuando k →∞.

ii. Si 1
p(·) es uniformemente continua (por ejemplo si 1

p(·) ∈ LH0), entonces
1

p(x)
−→ 1

p∞
cuando |x| −→ ∞.
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2.3. Los pesos de Muckenhoupt y Wheeden 35

2.3. Los pesos de Muckenhoupt y Wheeden

Un peso ω es una función localmente integrable y no negativa. La clase
de pesos de Muckenhoupt, Ap, 1 < p < ∞, se define como la clase de pesos
ω tales que

sup
Q

[(
1

|Q|

∫
Q

ω

)(
1

|Q|

∫
Q

ω−
1
p−1

)p−1
]
<∞, (2.6)

donde Q es un cubo en Rn. Para p = 1, A1 es la clase de pesos ω para los
cuales existe C > 0 tal que

Mω(x) ≤ Cω(x) p.c.t. x ∈ Rn. (2.7)

Denotaremos por [ω]A1
al ı́nfimo de las constantes C tales que ω satisface la

desigualdad de arriba. También, para 1 < p <∞ se define,

[ω]Ap = sup
Q

(
1

|Q|

∫
Q

w(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

w(x)1−p′dx

)p−1

<∞. (2.8)

A la colección de todos los pesos Ap se los denota por

A∞ =
⋃
p≥1

Ap. (2.9)

Desde la definición de Ap se puede probar las siguientes propiedades.

Proposición 2.3.1. Dado p, 1 ≤ p <∞, entonces

i. Si p > 1 y ω ∈ Ap, entonces ω1−p′ ∈ Ap′.

ii. Si p < q <∞ entonces Ap ⊂ Aq.

iii. Si p > 1 y ω1, ω2 ∈ A1 entonces ω = ω1ω
1−p
2 ∈ Ap.

iv. Si ω ∈ Ap entonces para cualquier cubo Q,

1

|Q|

∫
Q

ω(x)dx ≤ [ω]Ap exp

(
1

|Q|

∫
Q

log(ω(x))dx

)
.

En [25], B. Muckenhoupt y R.L. Wheeden definen A(p, q), 1 < p < ∞ y
1 < q <∞, como la clase de pesos ω que satisfacen

sup
Q

[(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)qdx

) 1
q
(

1

|Q|

∫
Q

ω(x)−p
′
dx

) 1
p′
]
< ∞.
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36 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los Lp(·)

Cuando p = 1, ω ∈ A(1, q) si y solo si

sup
Q

[
‖ω−1χQ‖∞

(
1

|Q|

∫
Q

ω(x)qdx

) 1
q

]
< ∞.

Ellos prueban algunas propiedades que relacionan dichos pesos con los pesos
de clase Ap.

Proposición 2.3.2. Sean 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ q <∞. Entonces

i. ω ∈ A(p, q) ⇔ ωq ∈ Ar con r = 1 + q
p′

(q <∞).

ii. ω ∈ A(p, q) ⇔ ω−p
′ ∈ Ar con r = 1 + p′

q
(q <∞).

iii. ω ∈ A(p,∞) ⇔ ω−p
′ ∈ A1.

iv. ω ∈ A(p, p) ⇔ ωp ∈ Ap.

2.4. Control local, la condición K0

En esta sección vamos a introducir otra condición sobre las funciones
exponentes que será la que reemplazará la condición de log-Hölder local.
Jugará un papel clave, junto a la condición N∞ para obtener la acotación del
operador maximal. Antes recordemos que, dado un peso ω y p, 1 ≤ p <∞,
el espacio Lp(ω) es el espacio de funciones medibles Lebesgue f tales que,

‖f‖Lp(ω)=

(∫
Rn
|f(x)|pω(x)dx

) 1
p

<∞.

Definición 2.4.1. Dado un cubo Q, definimos el operador promedio AQ por

AQf(x) =
1

|Q|

∫
Q

f(y)dyχQ(x).

Desde ahora en más vamos a denotar por fQ al promedio 1
|Q|

∫
Q
f(y)dy.

En [2] se prueba la siguiente,

Proposición 2.4.2. Dados p, 1 ≤ p <∞ y un cubo Q,∫
Q

|AQf(x)|pω(x)dx ≤ C0

∫
Q

|f(x)|pω(x)dx
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2.4. Control local, la condición K0 37

para toda f tal que fχQ ∈ Lp(ω) si y sólo si ωQ
(
(ω1−p′)Q

)p−1 ≤ C0 cuando
p > 1 o

ωQ ≤ C0essinfx∈Qw(x)dx

cuando p = 1. Como consecuencia, ω ∈ Ap si y solo si el operador AQ es
uniformemente acotado sobre el Lp(ω) para todo Q.

A continuación mostraremos un resultado que conecta a la clase de pesos
de Muckenhoupt con el operador maximal. El mismo es fundamental en el
estudio de desigualdades con normas con pesos.

Teorema 2.4.3. Dado p, 1 ≤ p <∞, entonces ω ∈ Ap si y sólo si para toda
f ∈ Lp(ω) y todo λ > 0,

ω({x ∈ Rn :Mf(x) > λ}) ≤ C1

λp

∫
Rn
|f(x)|pω(x)dx.

Más aún, si p > 1 entonces ω ∈ Ap si y sólo si∫
Rn
Mf(x)pω(x)dx ≤ C2

∫
Rn
|f(x)|pω(x)dx.

En ambos casos las constantes C1 y C2 dependen solo de p, n y [ω]Ap.

A continuación vamos a definir finalmente la condición K0.

Definición 2.4.4. Dado Ω ⊂ Rn y p(·) ∈ P(Ω), entonces p(·) ∈ K0(Ω) si
existe una constante C tal que para todo cubo Q,

‖χQ‖p(·)‖χQ‖p′(·)≤ C|Q|.

En [2] se prueba la siguiente Proposición, la cual da una definición equiva-
lente para la condición K0, que se relaciona con el operador promedio definido
al principio de esta sección.

Proposición 2.4.5. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω), para cualquier cubo Q0 existe
una constante C1 > 0 tal que

‖χQ0‖Lp(·)(Ω)‖χQ0‖Lp′(·)(Ω)≤ C1|Q0|

si y sólo si existe C2 > 0 tal que para toda f ∈ Lp(·)(Ω), sop(f) ⊂ Ω,

‖AQ0f‖Lp(·)(Ω)≤ C2‖f‖Lp(·)(Ω).

Como consecuencia, p(·) ∈ K0(Ω) si y sólo si el operador promedio AQ es
uniformemente acotado sobre el Lp(·)(Ω) para todo cubo Q.
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38 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los Lp(·)

Como corolario de la proposición anterior se tiene,

Corolario 2.4.6. Dado Ω y p(·) ∈ P(Ω). Si el operador maximal es acotado
sobre el Lp(·)(Ω) o si satisface la desigualdad de tipo débil

‖λχ{x:Mf(x)>λ}‖p(·) ≤ C‖f‖p(·), λ > 0,

entonces p(·) ∈ K0(Ω).

Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.4.7. Dado p(·) ∈ P(Rn), supongamos que 1 < p− ≤ p+ < ∞ y
p(·) ∈ K0(Rn) ∩N∞(Rn). Entonces

‖Mf‖p(·)≤ C‖f‖p(·).

Observación 2.4.8. El teorema anterior nos permite incluir más exponentes
p(·) tales que la maximal sea acotada sobre el Lp(·)(Rn). En efecto, las Propo-
siciones 2.2.5 y 2.2.6 nos muestran que cuando p+ <∞, LH0(Rn)∩LH∞(Rn)
está estrictamente contenido en K0(Rn) ∩ N∞(Rn). De hecho se muestra
que existe p(·) ∈ LH0(Rn) ∩ N∞(Rn), por lo tanto el operador maximal
M es acotado sobre Lp(·)(Rn) y por el Corolario 2.4.6 p(·) ∈ K0(Rn) pe-
ro p(·) /∈ LH∞(Rn).

2.5. Extrapolación y algoritmo de Rubio de

Francia

En esta sección vamos a mostrar una extensión del teorema de extrapo-
lación de Rubio de Francia a los espacios de Lebesgue variables. El teorema
de extrapolación en los espacios de Lebesgue clásicos es uno de los resulta-
dos más profundos en la teoŕıa de desigualdades con normas con pesos. A
continuación enunciaremos el clásico resultado de extrapolación en los Lp(ω).

Teorema 2.5.1. Dado un operador T , supongamos que para algún p0, 1 ≤
p0 <∞, y todo peso ω ∈ Ap0, existe una constante Cp0 dependiente de T , p0,
n y [ω]Ap0

tal que para toda f ∈ Lp0(ω),∫
Rn
|Tf(x)|p0ω(x)dx ≤ Cp0

∫
Rn
|f(x)|p0ω(x)dx. (2.10)

Entonces para todo p, 1 < p < ∞, y todo ω ∈ Ap, existe una constante Cp
dependiendo solo de p0, n, p and [ω]Ap, tal que para toda f ∈ Lp(ω),∫

Rn
|Tf(x)|pω(x)dx ≤ Cp

∫
Rn
|f(x)|pω(x)dx.
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2.5. Extrapolación y algoritmo de Rubio de Francia 39

Notemos que en realidad el rol del operador T en el teorema anterior
no es crucial. Será interesante, entonces, suprimir dicho operador. Podemos
reemplazar la hipótesis 2.10 por una desigualdad más general,∫

Rn
|F (x)|p0ω(x)dx ≤ Cp0

∫
Rn
|G(x)|p0ω(x)dx. (2.11)

donde (F,G) son pares de funciones medibles, no negativas para las cuales
vale la desigualdad con pesos establecida en 2.11. Vamos a considerar la
familia F de pares (F,G) para los cuales el lado izquierdo es finito. Para
nosotros en realidad la familia concreta constará de los pares (|Tf |, |f |) para
los cuales vale la desigualdad 2.10 tales que el lado lado izquierdo es finito.

Teorema 2.5.2. Dado Ω supongamos que para algunos p0, q0, 1 ≤ p0 ≤ q0

la familia F es tal que para todo ω ∈ A1,(∫
Ω

F (x)q0ω(x)dx

) 1
q0

≤ C0

(∫
Ω

G(x)p0ω(x)
p0
q0 dx

) 1
p0

, (F,G) ∈ F . (2.12)

Dado p(·) ∈ P(Ω) tal que p0 ≤ p− ≤ p+ < p0q0
q0−p0

, definimos q(·) por

1

p(x)
− 1

q(x)
=

1

p0

− 1

q0

.

Si el operador maximal es acotado sobre el L
(
q(·)
q0

)′
(Ω), entonces

‖F‖q(·) ≤ Cp(·)‖G‖p(·), (F,G) ∈ F . (2.13)

Demostración. Daremos la idea de la prueba con el fin de mostrar el algo-
ritmo de Rubio de Francia. Fijamos p(·), q(·) ∈ P(Ω) como en la hipótesis.

Sean p̄(x) = p(x)
p0

y q̄(x) = q(x)
q0

. Por hipótesis, el operador maximal es acotado

sobre el Lq̄
′
(Ω). Definimos un algoritmo de iteración, llamado Algoritmo de

Rubio de Francia, R sobre el Lq(·)
′
(Ω) por

Rh(x) =
∞∑
k=0

Mkh(x)

2k‖M‖k
Lq(·)

′
(Ω)

, (2.14)

donde para k ≥ 1, Mk =M◦M◦ ... ◦M denota k iteraciones del operador
maximal y M0h = |h|. Se puede ver, siguiendo la prueba del Teorema 4.37
en [2], que se verifican:

i. Para todo x ∈ Ω, |h(x)| ≤ Rh(x);
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40 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los Lp(·)

ii. R es acotado sobre Lq
′(·)(Ω) y ‖Rh‖q′(·) ≤ 2‖h‖q′(·);

iii. Rh ∈ A1 y [Rh]A1 ≤ 2‖M‖Lq̄′ (Ω)

Fijamos un par (F,G) ∈ F tal que F ∈ Lq(·)(Ω), es decir que el lado izquierdo
de 2.13 sea finito. Por la Proposición 1.3.7 y el Teorema 1.3.12,

‖F‖q0q(·) = ‖F q0‖q̄(·) ≤ k−1
p(·) sup

∫
Ω

F (x)q0h(x)dx,

donde el supremo se toma sobre todas las funciones no negativas h ∈ Lq̄′(·)(Ω)
con ‖h‖q̄′(·) = 1. Fijamos cualquier función h; mostraremos que∫

Ω

F (x)q0h(x)dx ≤ C‖G‖q0p(·),

con la constante C independiente de h. Primero notemos que, por (i.), tene-
mos que ∫

Ω

F (x)q0h(x)dx ≤
∫

Ω

F (x)q0Rh(x)dx. (2.15)

Por la desigualdad de Hölder (Teorema 1.3.9), propiedad (ii.) y Proposición
1.3.7,∫

Ω

F (x)q0Rh(x)dx ≤ Kp(·)‖F q0‖q̄(·)‖Rh‖q̄′(·) ≤ 2Kp(·)‖F q0‖q̄(·)‖h‖q̄′(·) <∞.

Luego, por la propiedad (iii.), 2.12 vale con ω = Rh. Más aún, la constante
C0 sólo depende de [Rh]A1 . Luego por la desigualdad de Hölder (Teorema
1.3.9), Proposición 1.3.7 y 2.12 tenemos que∫

Ω

F (x)q0Rh(x)dx ≤ Cq0
0

(∫
Ω

G(x)p0Rh(x)
p0
q0 dx

) q0
p0

≤ Cq0
0 ‖Gp0‖

q0
p0

p̄(·)‖(Rh)
p0
q0 ‖

q0
p0

p̄′(·) = Cq0
0 ‖G‖

q0
p(·)‖(Rh)

p0
q0 ‖

q0
p0

p̄′(·).

Solo falta ver que ‖(Rh)
p0
q0 ‖

q0
p0

p̄′(·) es acotado por una constante que no depende

de h. Por la definición de q(·),

p̄′(x) =
p(x)

p(x)− p0

=
q0

p0

q(x)

q(x)− q0

=
q0

p0

q̄′(x).

Por lo tanto, por la Proposición 1.3.7 y la propiedad (ii.),

‖(Rh)
p0
q0 ‖

q0
p0

p̄′(·) = ‖Rh‖q̄′(·) ≤ 2‖h‖q̄′(·) = 2.

Y esto completa la prueba.
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Vamos a probar, como ejemplo de aplicación del Teorema 2.5.2, la acota-
ción del operador maximal fraccionario en los espacios de Lebesgue variables.
Dicho resultado nos será útil para el estudio de los operadores en los caṕıtulos
posteriores. Recordamos que, dado 0 < α < n y f ∈ L1

loc(Rn), el operador
maximal fraccionario esta dado por

Mαf(x) = sup
B3x

1

|B|1−
α
n

∫
B

|f(y)| dy.

También definimos Mα,s, para todo 1 ≤ s <∞, por

Mα,sf = (Mα.s |f |s)1/s. (2.16)

En [25] se prueba queMα es acotado desde Lp(ωp) en Lq(ωq), para pesos ω ∈
A(p, q), con 1

p
− 1

q
= α

n
. Nosotros obtenemos, con técnicas de extrapolación,

el siguiente resultado.

Teorema 2.5.3. Sea 0 < α < n y sea p(·) ∈ P(Rn), tal que 1 ≤ p− ≤ p+ <
n
α

. Sea q(·) ∈ P(Rn) definido por 1
p(x)
− 1

q(x)
= α

n
y supongamos que el operador

maximal es acotado sobre el L(q(·)/q0)′(Rn), con q0 tal que 1
p−
− 1

q0
= α

n
.

Si p− > 1 entonces existe C1 > 0 tal que

‖Mαf‖q(·) ≤ C1 ‖f‖p(·) .

Si p− = 1 entonces para todo λ > 0, existe C2 > 0 tal que∥∥λχ{x∈Rn:|Mαf(x)|>λ}
∥∥
q(·) ≤ C2 ‖f‖p(·) .

Demostración. Sea q0 : 1
p−
− 1
q0

= α
n

y supongamos que p− > 1. Sea q̃(·) = q(·)
q0

,
tomamos una función f con soporte compacto.

‖Mαf‖q0q(·) = ‖(Mαf)q0‖q̃(·) ≤ C sup
‖h‖q̃′(·)=1

∫
(Mαf)q0 (x)h(x)dx,

Definimos el algoritmo de iteración sobre Lq̃
′(·)(Rn) dado por 2.14. Como en

la prueba del Teorema 2.5.2 se verifica lo siguiente:

i. Para todo x ∈ Ω, |h(x)| ≤ Rh(x);

ii. R es acotado sobre Lq̄
′
(Ω) y ‖Rh‖q̄′(·) ≤ 2‖h‖q̄′(·);

iii. Rh ∈ A1 y [Rh]A1 ≤ 2‖M‖Lq̄′ (Ω)
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42 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los Lp(·)

Luego

‖Mαf‖q0q(·) ≤ C sup
‖h‖q̃′(·)=1

∫
(Mαf)q0 (x)

(
Rh(x)

1
q0

)q0
dx,

ya que Rh ∈ A1 entonces Rh
1
q0 ∈ A1 ⊂ A(p−, q0), y luego, ya que Mα es

acotado desde Lp−(wp−) en Lq0(wq0) para pesos w ∈ A(p−, q0),

‖Mαf‖q0q(·) ≤ C sup
‖h‖q̃′(·)=1

(∫
(f)p− (x)

(
Rh(x)

p−
q0

)
dx

) q0
p−
,

Ahora aplicando el Teorema 1.3.9, con p̃(·) = p(·)
p−

,

‖Mαf‖q0q(·) ≤ C ‖fp−‖
q0
p−
p̃(·) sup
‖h‖q̃′(·)=1

∥∥∥Rh p−q0 ∥∥∥ q0
p−

p̃′(·)

≤ C ‖f‖q0p(·) .

El resto de la prueba sigue como la prueba del Teorema 2.5.2, ya que como
p+ <∞ el conjunto de funciones acotadas de soporte compacto es denso en
Lp(·)(Rn) (Teorema 1.6.2).

Recordemos que, dada una función f ∈ L1
loc(Rn), la función maximal

sharp se define por

M#f(x) = sup
B3x

1

|B|

∫
B

∣∣∣∣∣∣f(y)− 1

|B|

∫
B

|f |

∣∣∣∣∣∣ dy.
En [2] los autores prueban, usando el Teorema 2.5.2, que dado p(·) ∈ P(Rn),
con 1 ≤ p− ≤ p+ < ∞, si el operador maximal es acotado sobre Lp

′(·) (Rn)
entonces existe c > 0 tal que

sup
t>0

∥∥tχ{x:|f(x)|>t}
∥∥
p(·) ≤ c sup

t>0

∥∥∥tχ{x:|M#f(x)|>t}
∥∥∥
p(·)

y
‖f‖p(·) ≤ c

∥∥M#f
∥∥
p(·) .
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Caṕıtulo 3

Operadores integrales de tipo
fraccionario

En este caṕıtulo presentaremos el estudio de operadores de tipo fracciona-
rio, los cuales fueron objeto de estudio de este trabajo, en el contexto de los
espacios de Lebesgue variables. A continuación vamos a definir el operador
en cuestión. Sea Tα el operador integral positivo dado por

Tαf (x) =

∫
k (x, y) f (y) dy, (3.1)

con

k (x, y) =
1

|x− A1y|α1
...

1

|x− Amy|αm
,

donde α1 + ... + αm = n − α, 0 ≤ α < n (si α = 0 entonces suponemos
m > 1) y las Ai son ciertas matrices invertibles tales que Ai−Aj es invertible
para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m.

In [34] Ricci and Sjögren obtuvieron la acotación sobre el Lp(R, dx),
p > 1, para una familia de operadores maximales sobre el grupo de Hei-
senberg tridimensional. Algunos de estos operadores surgen en el estudio del
comportamiento ĺımite de las integrales de Poisson en el espacio simétrico
SL(R3)/SO(3). Para obtener el resultado principal ellos estudiaron la aco-
tación, sobre el L2 (R, dx), del operador integral

Tf(x) =

∫
|x− y|−α |x+ y|α−1 f(y)dy,

0 < α < 1.
En [12] el Dr. T. Godoy y la Dra. M. Urciuolo estudiaron el operador integral

Tf(x) =

∫
Rn
|x− y|−α |x+ y|−n+α f(y)dy,
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44 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

0 < α < n. Ellos obtuvieron la acotación sobre el Lp(Rn, dx) y una estima-
ción de tipo débil (1, 1) para dicho operador.
En [37] las autoras, la Dra. M. S. Riveros y la Dra. M. Urciuolo, estudiaron es-
te tipo de operadores y obtuvieron estimaciones con pesos de la forma (p, q),
con 1

q
= 1

p
− α

n
, para ω ∈ A(p, q), la clásica familia de pesos de Muckenhoupt

y Wheeden, con la hipótesis ω(Aix) ≤ cw(x) donde c es una constante in-
dependiente del peso. Por otro lado enunciaremos los resultados obtenidos
en [39] donde los autores, el Dr. P. Rocha y la Dra. M. Urciuolo, obtienen
estimaciones de tipo fuerte y débil, en el contexto de los espacios de Lebesgue
variables. Ellos usan una hipótesis sobre las matrices Ai y es que las mismas
fueran matrices ortogonales y cuya función exponente p(·) saitsfaga las con-
diciones log-Hölder más una hipótesis extra.
Luego daremos resultados análogos obtenidos en [47], junto a la Dra. M.
Urciuolo, pero para matrices de la forma Ai = Ai con i = 1, ...,m, tal que
AM = I para algún M ∈ N, M > 1. La prueba se basa en la técnica de
extrapolación motivada por el Teorema 2.5.2.
Finalmente vamos a mostrar resultados un poco más generales que obtuvi-
mos junto a la Dra. M. Urciuolo sobre la acotación p(·) − q(·) del operador
definido en (3.1). Los resultados que se obtuvieron están publicados en [48].

3.1. Operadores de tipo fraccionario en el con-

texto de espacios de Lebesgue clásicos

En [36] las autoras obtienen una estimación de tipo Coifman para el
operador definido por (3.1). El resultado requiere una hipótesis para el peso
ω y es que ω(Aix) ≤ ω(x) p.c.t.x ∈ Rn.

Teorema 3.1.1. Sea 0 ≤ α < n. Sea Tα el operador integral definido por
(3.1) donde A1, . . . , Am son matrices invertibles tales que Ai−Aj es invertible
para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m. Si 0 < p < ∞ y ω ∈ A∞ es tal que ω(Aix) ≤
ω(x) p.c.t.x ∈ Rn para i = 1, ...,m, entonces existe C > 0 tal que∫

Rn
|Tαf(x)|pω(x) dx ≤ C

∫
Rn
|Mαf(x)|pω(x) dx, f ∈ L∞c (Rn, dx)

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Además prueban el siguiente lema sobre la finitud del operador en cues-
tión.

Lema 3.1.2. Sea 0 ≤ α < n. Sea Tα definido por (3.1) donde A1, . . . , Am
son matrices invertibles que tales que Ai − Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤
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3.2. Acotación sobre los espacios de Lebesgue variables 45

i, j ≤ m. Si 1 < p < n
α

, 1
q

= 1
p
− α

n
, ω ∈ A(p, q), y f ∈ L∞c (Rn) entonces

Tα(f) ∈ Lq(Rn, ωq).

Ahora combinando el Teorema (3.1.1) con el Lema (3.1.2) obtienen la aco-
tación del operador definido por (3.1) sobre los clásicos espacios de Lebesgue
pesados.

Teorema 3.1.3. Sea 0 ≤ α < n. Sea Tα definido por (3.1) donde A1, . . . , Am
son matrices invertibles que tales que Ai − Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤
i, j ≤ m. Si 1 < p < n

α
, 1
q

= 1
p
− α

n
y ω ∈ A(p, q) satisface que ω(Aix) ≤

w(x) p.c.t.x ∈ Rn entonces existe C > 0 tal que(∫
Rn
|Tαf(x)|qωq(x) dx

) 1
q

≤ C

(∫
Rn
|f(x)|pωp(x) dx

) 1
p

, f ∈ L∞c (Rn).

(3.2)

Observación 3.1.4. El resultado anterior se puede extender para f ∈ Lp(Rn, ωp).
En efecto si f ≥ 0 se define fN(x) = fχ{x:f(x)≤N}χ{x:|x|≤N}, entonces se apli-
ca el Teorema 3.1.3 a fN . Tomando ĺımite cuando N → ∞ y usando el
clásico teorema de la convergencia monótona sigue el resultado anterior para
f ∈ Lp(Rn, ωp).

También en dicho trabajo las autoras obtuvieron una estimación del tipo
débil del operador en cuestión.

Teorema 3.1.5. Sea 0 ≤ α < n. Sea Tα definido por (3.1) donde A1, . . . , Am
son matrices invertibles que tales que Ai − Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤
i, j ≤ m. Si ω ∈ A(1, n

n−α) tal que ω(Aix) ≤ ω(x) p.c.t.x ∈ Rn entonces
existe C > 0 tal que

sup
λ>0

λ(ω
n

n−α{x : |Tαf(x)| > λ})
n−α
n ≤ C

∫
|f(x)|ω(x)dx, f ∈ L1(Rn, ω).

3.2. Acotación sobre los espacios de Lebesgue

variables

A continuación enunciaremos los resultados obtenidos en [39]. Los au-
tores, Pablo Rocha y Marta Urciuolo, estudiaron el operador definido por
(3.1) en el contexto de los espacios de Lebesgue variables. El primer resul-
tado es sobre la continuidad de dicho operador, para la cual exigen que las
matrices sean ortogonales y la función exponente p(·) sea radial y con cier-
tas hipótesis de continuidad. Esto es básicamente porque se requiere que
p(Aix) = p(x) p.c.t.x ∈ Rn.
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46 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

Teorema 3.2.1. Sea 0 ≤ α < n y sea Tα el operador integral dado por (3.1)
con Ai matrices ortogonales y tales que Ai − Aj es invertible para i 6= j,
1 ≤ i, j ≤ m. Sea h(·) ∈ P(R) tal que 1 < h− ≤ h+ < n

α
y tal que h ∈

LH0(R) ∩ LH∞(R). Sea p(·) ∈ P(Rn) dada por p(x) = h(|x|). Entonces Tα
es acotado desde Lp(·) (Rn) en Lq(·)(Rn) para 1

p(x)
− 1

q(x)
= α

n
.

El segundo resultado es sobre una estimación de tipo débil del opera-
dor. Acá vuelven a requerir ortogonalidad de las matrices y sobre la función
exponente se exige que satisfaga p(Aix) = p(x) p.c.t.x ∈ Rn, hipótesis de
continuidad, más que en x = 0, p(·) alcance el valor mı́nimo 1.

Teorema 3.2.2. Sea 0 ≤ α < n, h(·) ∈ P(R) una función que satisface
h(0) = 1, h+ < ∞ y tal que h ∈ LH0(R) ∩ LH∞(R). Sea p(·) ∈ P(Rn)
definido por p(x) = h(|x|). Sea Tα el operador integral dado por (3.1), con Ai
matrices ortogonales tales que Ai−Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m.
Si 1

p(x)
− 1

q(x)
= α

n
entonces existe C > 0 tal que,

sup
λ>0

λ ‖χ{x:Tαf(x)>λ}‖q(·) ≤ C‖f‖p(·).

3.3. Algunas mejoras para la continuidad so-

bre los espacios de Lebesgue variables

Esta parte del trabajo corresponde a los aportes originales de la tesis. En
esta sección vamos a probar un resultado similar usando la técnica de extra-
polación, vista en el caṕıtulo anterior, la cual nos va a permitir reemplazar
las condiciones log-Hölder sobre la función exponente p(·) por una hipótesis
más general: la acotación del operador maximal M. Hemos ya visto en el
caṕıtulo anterior que las condiciones de continuidad log-Hölder son suficien-
tes pero no necesarias para que el operador maximal este acotado.
Primero mostraremos la acotación del operador en cuestión. Cabe resaltar
que parte de estos resultados están incluidos en el trabajo final de la Licen-
ciatura en Matemática y publicados en [47].
Probaremos el siguiente lema que nos será útil de ahora en más.

Lema 3.3.1. Si f ∈ L1
loc(Rn) y A es una matriz invertible n× n entonces

i.
M(f ◦ A)(x) ≤ c1(Mf) ◦ A(x).

ii.
(Mf ◦ A(x) ≤ c2M(f ◦ A)(x).
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Demostración. i. En efecto,M(f ◦A) = sup
B

1

|B|

∫
B

|(f ◦ A)(y)| dy, donde el

supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen a x. Por un cambio
de variables podemos ver que,

1

|B|

∫
B

|(f ◦ A)(y)| dy = |det(A−1)| 1

|B|

∫
A(B)

|f(z)| dz,

donde A(B) = {Ay : y ∈ B}. Ahora, si y ∈ B = B(x0, r), entonces |Ay −
Ax0| ≤ M |y − x0| ≤ Mr, donde M = ‖A‖. Esto es Ay ∈ B̃ = B(Ax0,Mr).
Luego,

≤ Mn|det(A−1)|
|B̃|

∫
B̃

|f(z)|dz

≤Mn|det(A−1)|Mf(Ax).

Por lo tanto obtenemos que,

M(f ◦ A) ≤ c(M(f) ◦ A),

con c1 = Mn|det(A−1)|. ii. Sale aplicando (i) con A−1. Se obtiene c2 =
Mn|det(A)|

Teorema 3.3.2. Sea Tα el operador integral dado por (3.1). Sea A una matriz
tal que AM = I para algún M ∈ N, M > 1. Sean Ai matrices tales que
Ai = Aki , ki ∈ N0, i = 1, ...,m tales que Ai − Aj es invertible para i 6= j,
1 ≤ i, j ≤ m. Sea p(·) ∈ P(Rn) tal que 1 ≤ p− ≤ p+ < n

α
y tal que

p(Ax) = p(x) p.c.t.x ∈ Rn. Sea q(·) definido por 1
p(x)
− 1

q(x)
= α

n
. Si el

operador maximal M es acotado sobre L

(
n−αp−
np−

q(·)
)′

entonces Tα es acotado
desde el Lp(·) (Rn) en el Lq(·)(Rn).

Demostración. Denotamos por q0 = np−
n−αp− . En [37] las autoras obtienen la

acotación de tipo fuerte del operador en cuestión entre los espacios de Le-
besgue clásicos, (p−, q0) con pesos ω ∈ A(p−, q0) tales que ω(Aix) ≤ Cw(x).

Denotemos por q̃(x) = q(·)
q0

. Definimos el siguiente algoritmo de iteración

sobre el Lq̃(·)
′
(Rn),

Rh(x) =
M∑
i=1

∞∑
k=0

Mkh(Aix)

2k ‖M‖kq̃(·)′
, (3.3)

Es fácil chequear los siguientes items.

1. ∀x ∈ Rn, |h(x)| ≤ Rh(x),

2. R es acotado sobre el Lq̃(·)
′
(Rn) y ‖Rh‖q̃(·)′ ≤ 2M ‖h‖q̃(·)′ ,
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48 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

3. Rh ∈ A1 y [Rh]A1
≤ 2CM ‖M‖q̃(·)′

4. Rh(Aix) ≤ Rh(x), ∀x ∈ Rn, i = 1, ...,M .

En efecto, (1) es evidente; (2) se verifica como sigue. Sea l ∈ N, l ≤M

‖Mkh(Al·)‖q̃(·)′ = ı́nf

{
λ > 0 :

∫
Rn

(
Mkh(Alx)

λ

)q̃(x)′

dx ≤ 1

}

Pero∫
Rn

(
Mkh(Alx)

λ

)q̃(x)′

dx =

∫
Rn

(
Mkh(y)

λ

)q̃(A−ly)′

dy =

∫
Rn

(
Mkh(y)

λ

)q̃(y)′

dy,

la primera igualdad es por un cambio de variable usando que detA = 1. La
segunda igualdad sigue porque q(Alx) = q(x) p.c.t.x ∈ Rn. Luego concluimos
que

‖Mkh(Al·)‖q̃(·)′ = ‖Mkh‖q̃(·)′ .

Aśı obtenemos (2) por la subaditividad de la norma,

‖Rh‖q̃(·)′ ≤
∞∑
k=0

‖Mkh(A(·))‖q̃(·)′
2k ‖M‖kq̃(·)′

+ ...+
∞∑
k=0

‖Mkh(AM(·))‖q̃(·)′
2k ‖M‖kq̃(·)′

≤ ‖h‖q̃(·)′M
∞∑
k=0

2−k = 2M‖h‖q̃(·)′ .

Ahora, por el Lema 3.3.1 existe C > 0 tal que, para f ∈ L1
loc(Rn),

M(f ◦ A)(x) ≤ CMf(Ax). Luego (3) sigue como en la prueba del Teorema
2.5.2.

M(Rh)(x) ≤ C

(
∞∑
k=0

Mk+1h(Ax)

2k ‖M‖kq̃(.)′
+ ...+

∞∑
k=0

Mk+1h(AMx)

2k ‖M‖kq̃(·)′

)

≤ 2C‖M‖q̃(·)′
(
∞∑
k=0

Mk+1h(Ax)

2k+1 ‖M‖k+1
q̃(.)′

+ ...+
∞∑
k=0

Mk+1h(AMx)

2k+1 ‖M‖k+1
q̃(·)′

)
≤ 2‖M‖q̃(·)′Rh(x).

Y (4) sigue por definición.
Luego Rh es un peso de clase A1 tal que Rh(Aix) ≤ Rh(x), x ∈ Rn.
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Ahora tomamos una función f acotada con soporte compacto. Seguimos como
en la prueba del Teorema 2.5.2.

‖Tαf‖q0q(·) = ‖(Tαf)q0‖q̃(·) = c sup
‖h‖q̃(·)′=1

∫
Rn

(Tαf)q0 (x)h(x)dx

≤ c sup
‖h‖q̃(·)′=1

∫
Rn

(Tαf)q0 (x)Rh(x)dx ≤ c sup
‖h‖q̃(·)′=1

(∫
Rn
|f(x)|p−Rh(x)

p−
q0 dx

) q0
p−
,

ya que Rh1/q0 ∈ A(p−, q0). Luego por el Teorema 1.3.9,

≤ c ‖fp−‖
q0
p−
q̃(·) sup
‖h‖q̃(.)′=1

∥∥∥Rh p−q0 ∥∥∥ q0
p−

q̃(·)′
≤ c ‖f‖q0p(·) ‖Rh‖q̃(·)′ ≤ 2Mc ‖f‖q0p(·) ‖h‖q̃(·)′,

donde la última desigualdad sigue como en la prueba del Teorema 2.5.2.
Finalmente mostraremos que ‖Tαf‖q(·) < ∞. Por la Proposición 1.3.3, será

suficiente ver que

∫
Rn

(Tαf(x))q(x) dx <∞.

|Tαf(x)|q(x) ≤ |Tαf(x)|q+ χ{x:Tαf(x)>1} + |Tαf(x)|q− χ{x:Tαf(x)≤1},

ahora como f es acotada de soporte compacto sigue que Tαf ∈ Ls(Rn) para

n
n−α < s <∞, luego

∫
Rn
|Tαf(x)|q(x) dx <∞.

El resultado sigue ya que, por el Teorema 1.6.2, las funciones acotadas y de
soporte compacto son densas en Lp(·) (Rn).

Teorema 3.3.3. Sea Tα el operador integral dado por (3.1). Sea A una matriz
tal que AM = I para algún M ∈ N, M > 1. Sean Ai matrices tales que
Ai = Aki , ki ∈ N0, i = 1, ...,m tales que Ai − Aj es invertible para i 6= j,
1 ≤ i, j ≤ m. Sea p(·) ∈ P(Rn) tal que 1 ≤ p− ≤ p+ < n

α
y tal que

p(Ax) = p(x) p.c.t.x ∈ Rn. Sea q(·) definido por 1
p(x)
− 1

q(x)
= α

n
. Si el

operador maximal M es acotado sobre L

(
n−αp−
np−

q(·)
)′

entonces existe c > 0,
tal que ∥∥λχ{x:|Tαf(x)|>λ}

∥∥
q(·) ≤ c ‖f‖p(·) .

∀λ > 0, ∀f ∈ L∞c .

Demostración. Tomamos f ∈ L∞c . Vamos a probar sólo el caso p− = 1. Para

los demás casos es análoga la prueba. Denotemos por q0 = n
n−α y q̃(·) = q(·)

q0
.

El Teorema 3.2 en [37] implica que para ω ∈ A(1, q0) tal que ω(Ax) ≤ cω(x)
entonces

sup
λ
λq0ωq0(χ{x:|Tαf(x)|>λ}) ≤ C

(∫
Rn
|f(x)|ω(x)dx

)q0
.
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50 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

Ahora, sea Fλ = λq0χ{x:|Tαf(x)|>λ},

‖λχ{x:|Tαf(x)|>λ}‖q0q(·) ≤ ‖λ
q0χ{x:|Tαf(x)|>λ}‖q̃(·) = ‖Fλ‖q̃(·)

= C sup
‖h‖q̃(·)′=1

∫
Rn
Fλ(x)h(x)dx.

Como en la prueba del teorema anterior, sea Rh definido por (3.3). Ya que

Rh ∈ A1, Rh
1
q0 ∈ A(1, q0). Luego,

≤ C sup
‖h‖q̃(·)′=1

∫
Rn
Fλ(x)Rh(x)dx ≤ C sup

‖h‖q̃(·)′=1

∫
Rn
Fλ(x)

(
Rh(x)

1
q0

)q0
dx

≤ C sup
‖h‖q̃(·)′=1

(∫
Rn
|f(x)|Rh(x)

1
q0 dx

)q0
.

Como en el teorema anterior obtenemos

‖λχ{x:|Tαf(x)|>λ}‖q0q(·) ≤ C‖f‖q0p(·) sup
‖h‖q̃(·)′=1

‖Rh(x)
1
q0 ‖q0p(·)′ ≤ C‖f‖q0p(·) sup

‖h‖q̃(·)′=1

‖Rh‖q̃(·)′

≤ 2M‖f‖q0p(·) sup
‖h‖q̃(·)′=1

‖h‖q̃(·)′ = 2M‖f‖q0p(·).

Si p− > 1, usamos que Tα es de tipo débil (p−, q0) y procedemos como antes
obteniendo lo que establece el teorema.

Observación 3.3.4. Con las hipótesis del Teorema anterior, si f ∈ Lp(·)(Rn),
la integral en (3.1) converge p.c.t.x ∈ Rn. Denominamos dicho ĺımite por
Tαf(x) y tenemos que existe c > 0 tal que∥∥λχ{x:Tαf(x)>λ}

∥∥
q(·) ≤ c ‖f‖p(·) , f ∈ L

p(·)(Rn).

Demostración. Tomamos f ≥ 0 y una sucesión fn ∈ L∞c (Rn) tal que fn(x)↗
f(x) p.c.t.x ∈ Rn. Entonces Tαfn(x)↗ Tαf(x) a.e x ∈ Rn y entonces

χ{x:Tαfn(x)>λ}(x)→ χ{x:Tαfn(x)>λ}(x),

y por el Teorema 1.5.4,∥∥λχ{x:Tαf(x)>λ}
∥∥
q(·) =

∥∥ĺım inf λχ{x:Tαfn(x)>λ}
∥∥
q(·)

≤ ĺım inf
∥∥λχ{x:Tαfn(x)>λ}

∥∥
q(·) ≤ ĺım inf ‖fn‖p(·) ≤ ‖f‖p(·) .

Para f general, como es usual, escribimos f = f+ − f−.
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Observación 3.3.5. Sea A una matriz ortogonal y sea Tα definido en (3.1),
donde la matriz Ai es o bien una potencia de A o bien una potencia de A−1.
Si Ai−Aj es invertible y p(·) es como en los enunciados de los teoremas an-
teriores, también obtenemos estimaciones de tipo débil y fuerte. Simplemente
definimos R como sigue,

Rh(x) =
∞∑
j=0

1

2j

(
∞∑
k=0

Mkh(Ajx)

2k‖M‖kq̃(·)′
+
∞∑
k=0

Mkh((A−1)jx)

2k‖M‖kq̃(·)′

)
,

y la prueba sigue como antes. Notar que acá estamos usando fuertemente la
hipótesis sobre el peso ω, que tiene que satisfacer ω(Aix) ≤ cω(x) p.c.t.x ∈
Rn. Por eso el R es definido de esta manera.

Notemos que estos resultados son distintos a los que se obtuvieron en
[39]. Sobre todo se destaca que, en la estimación del tipo débil para el Tα
no se necesita la hipótesis p(0) = 1. Si bien nuestros resultados valen para
ciertas matrices, no necesariamente ortogonales, ampliamos la validez a más
exponentes que los pedidos en el trabajo de Rocha-Urciuolo.
A continuación mostramos algunos ejemplos de matrices y funciones expo-
nentes que satisfacen las condiciones de los teoremas.

Ejemplo 3.3.6. Tomemos r(·) ∈ Rn que satisfaga (1.1) y (1.2), con 1 <

r− ≤ r+ < n
α

y A =

∣∣∣∣ 1 2
−1 −1

∣∣∣∣ , luego A4 = I y Ai−Aj es invertible para 1 ≤

i, j ≤ 4, i 6= j. Entonces definimos p(x) = 1
4

(r(Ax) + r(A2x) + r(A3x) + r(A4x))

Ejemplo 3.3.7. Tomamos una función par p(·) ∈ Rn que satisfaga (1.1) y
(1.2), con 1 < p− ≤ p+ < n

α
y A = −I.

3.4. Generalización de condiciones en el estu-

dio de los operadores de tipo fracciona-

rios en los espacios de Lebesgue variables

En esta última sección de este caṕıtulo daremos una generalización de los
resultados obtenidos en la sección anterior. El trabajo está publicado en [48].
Ahora las matrices serán solamente invertibles con alguna condición mı́nima.
A continuación probaremos un resultado de tipo débil para el operador Tα,
definido en (3.1).

Teorema 3.4.1. Sea m ∈ N, sean A1, ...Am matrices invertibles tales que
Ai − Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m. Sea Tα el operador integral
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52 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

dado por (3.1), sea p(·) ∈ P(Rn) tal que 1 ≤ p− ≤ p+ < n
α

y tal que
p(Aix) = p(x) p.c.t.x ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m. Sea q(·) definido por 1

p(x)
− 1

q(x)
= α

n
.

Si el operador maximalM es acotado sobre L

(
n−αp−
np−

q(·)
)′

entonces existe c > 0
tal que, ∀λ > 0, ∥∥λχ{x:Tαf(x)>λ}

∥∥
q(·) ≤ c ‖f‖p(·) ,

f ∈ L∞c (Rn).

Demostración. Tomamos f ∈ L∞c (Rn). En [37] (ver página 459) las autoras
prueban que existe c > 0 tal que,

sup
λ>0

λ (ωq0{x : |Tαf(x)| > λ})
1
q0 ≤ sup

λ>0
λ

(
ωq0{x :

m∑
i=1

Mαf(A−1
i x) > cλ}

) 1
q0

para todo ω ∈ A∞ y f ∈ L∞c (Rn).

Sea Fλ = λq0χ{x:|Tαf(x)|>λ} La última desigualdad implica que,∫
Rn
Fλ(x)ω(x)q0dx ≤ sup

λ>0

∫
Rn
λq0χ(x){x:

∑m
i=1Mαf(A−1

i x)>cλ}ω(x)q0dx (3.4)

para algún c > 0 y para todo ω ∈ A∞. Ahora por Proposición 1.3.7, si
q̃(·) = q(·)

q0
,

‖λχ{x:|Tαf(x)|>λ}‖q0q(·) = ‖λq0χ{x:|Tαf(x)|>λ}‖q̃(·)

= ‖Fλ‖q̃(·) ≤ c sup
‖h‖q̃′(·)=1

∫
Rn
Fλ(x)h(x)dx,

Definimos un algoritmo de iteración sobre Lq̃(·)
′

por

Rh(x) =
∞∑
k=0

Mkh(x)

2k ‖M‖kq̃(·)′
, (3.5)

donde, para k ≥ 1, Mk denota k iteraciones del operator maximal M y
M0 (h) = |h| . Chequearemos los siguientes items,

1. |h(x)| ≤ Rh(x) x ∈ Rn,

2. Para todo j : 1, ...,m, ‖Rh ◦ Aj‖q̃(·)′ ≤ c ‖h‖q̃(·)′ ,

3. Para todo j : 1, ...,m,Rh
1
q0 ◦ Aj ∈ A(p−, q0)
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En efecto, (1) es evidente. Para verificar (2) proseguimos como sigue.

‖Rh ◦ Aj‖q̃(·)′ ≤
∞∑
k=0

‖Mkh ◦ Aj‖q̃(·)′
2k‖M‖k

q̃(·)′

y

‖Mkh ◦ Aj‖q̃(·)′ = ı́nf

λ > 0 :

∫
Rn

(
Mkh(Ajx)

λ

)q̃(x)
′

dx ≤ 1


Pero, por un cambio de variables y usando la hipótesis sobre el exponente,∫

Rn

(
Mkh(Ajx)

λ

)q̃(x)
′

dx = |det(A−1
j )|

∫
Rn

(
Mkh(y)

λ

)q̃(A−1
j y)

′

dy,

ponemos D = max
{
|det(A−1

j )|, j = 1...m
}

,

≤ D

∫
Rn

(
Mkh(y)

λ

)q̃′ (y)

dy. (3.6)

Si D ≤ 1,
‖Mkh ◦ Aj‖q̃(·)′ ≤ ‖Mkh‖q̃(·)′ .

Luego,

‖Rh ◦ Aj‖q̃(·)′ ≤
∞∑
k=0

‖Mkh(x)‖q̃(·)′

2k ‖M‖kq̃(·)′
≤ ‖h‖q̃(·)′

∞∑
k=0

1

2k
= 2‖h‖q̃(·)′ .

Si D > 1 entonces desde (3.6) sigue que,

D

∫
Rn

(
Mkh(y)

λ

)q̃′ (y)

dy =

∫
Rn

(
Mkh(y)

λC
1

q̃(y)
′

)q̃(y)
′

dy

y D = 1
C

donde C = min{|det(Aj)|, j = 1...m}. Luego,

≤
∫
Rn

(
Mkh(y)

λC
1

(q̃
′
)−

)q̃(y)
′

dy.

Esto es,

∫
Rn

(
Mkh(Ajx)

λ

)q̃(x)
′

dx ≤
∫
Rn

(
Mkh(x)

λC
1

(q̃
′
)−

)q̃(x)
′

dx.
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54 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

Desde esta última integral sigue que,

‖Mkh ◦ Aj‖q̃(·)′ ≤ D
1

(q̃
′
)− ‖Mkh‖q̃(·)′

y luego (2) se verifica con c = 2D
1

(q̃
′
)− .

Veamos (3). Por Lema (3.3.1),

M(Rh
1
q0 ◦ Aj)(x) ≤ cM(Rh

1
q0 )(Ajx)

Rh ∈ A1 implica que Rh
1
q0 ∈ A1 y luego,

≤ cRh
1
q0 (Ajx) = c(Rh

1
q0 ◦ Aj)(x).

Entonces (3) sigue ya que ω ∈ A1 implica que ω ∈ A(p−, q0).
Y luego,

c sup
‖h‖q̃′(·)=1

∫
Rn
Fλ(x)h(x)dx ≤

≤ c sup
‖h‖q̃′(·)=1

∫
Rn
Fλ(x)Rh(x)dx = c sup

‖h‖q̃′(·)=1

∫
Rn
Fλ(x)(Rh

1
q0 (x))q0dx,

y por (3.4), como Rh
1
q0 ∈ A(p−, q0) y Rh ∈ A1 ⊂ A∞,

≤ c sup
‖h‖q̃′(·)=1

sup
λ>0

∫
Rn
λq0χ(x){x:

∑m
i=1Mαf(A−1

i x)>cλ}(Rh
1
q0 (x))q0dx.

Como {
x :

m∑
i=1

Mαf(A−1
i x) > cλ

}
⊆

m⋃
i=1

{
x :Mαf(A−1

i x) >
cλ

m

}
,

entonces,

χ{x:
∑m
i=1Mαf(A−1

i x)>cλ} ≤
m∑
i=1

χ{x:Mαf(A−1
i x)> cλ

m
}.

Luego

≤ c sup
‖h‖q̃′(·)=1

sup
λ>0

m∑
i=1

∫
Rn
λq0χ(x){x:Mαf(A−1

i x)> cλ
m
}(Rh

1
q0 (x))q0dx

= c sup
‖h‖q̃′(·)=1

sup
λ>0

m∑
i=1

∫
{x:Mαf(A−1

i x)> cλ
m
}
λq0(Rh

1
q0 (x))q0dx
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= c sup
‖h‖q̃′(·)=1

sup
λ>0

m∑
i=1

λq0|det(Ai)|
∫
A−1
i {x:Mαf(A−1

i x)> cλ
m }

(Rh
1
q0 (Aiy))q0dy,

≤ c sup
‖h‖q̃′(·)=1

sup
λ>0

m∑
i=1

λq0
∫
{y:Mαf(y)> cλ

m }
(Rh

1
q0 (Aiy))q0dy,

≤ c sup
‖h‖q̃′(·)=1

sup
λ>0

m∑
i=1

(∫
Rn
|f(y)|p−(Rh

p−
q0 (Aiy))dy

) q0
p−
,

= c sup
‖h‖q̃′(·)=1

m∑
i=1

(∫
Rn
|f(y)|p−(Rh

p−
q0 (Aiy))dy

) q0
p−
,

Denotamos por p̃(·) = p(·)
p−
. Por el Teorema 1.3.9, (2) y la Proposición 1.3.7

y, nuevamente, las hipótesis sobre Ai y p(·) obtenemos

‖λχ{x:|Tαf(x)|>λ}‖q0q(·) ≤ C ‖fp−‖
q0
p−
p̃(·) sup
‖h‖q̃(·)′=1

m∑
j=1

∥∥∥(Rh p−q0 ) ◦ Aj∥∥∥ q0
p−

p̃(·)′

≤ sup
‖h‖q̃(·)′=1

Cm ‖f‖q0p(·) ‖h‖q̃(·)′ ≤ C ‖f‖q0p(·) .

Ahota mostraremos que ‖Tαf‖q(·) <∞. Por la Proposición 1.3.3 es fácil ver
que ρq(·) (Tαf) <∞.

|Tαf(x)|q(x) ≤ |Tαf(x)|q+ χ{x:Tαf(x)>1} + |Tαf(x)|q− χ{x:Tαf(x)≤1},

ahora como f es acotada de soporte compacto, Tαf ∈ Ls(Rn) para n
n−α <

s <∞, (ver Lema 2.2 in [37]) luego
∫
|Tαf(x)|q(x) dx <∞.

Observación 3.4.2. Como en la Observación 3.3.4, con las hipótesis del
teorema anterior el resultado se extiende a toda f ∈ Lp(·)(Rn) por la densidad
de las funciones acotadas de soporte compacto, Teorema 1.6.2.

Teorema 3.4.3. Sea m ∈ N, sean A1, ...Am matrices invertibles tales que
Ai − Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m. Sea Tα el operador integral
dado por (3.1), sea p(·) ∈ P(Rn) tal que 1 < p− ≤ p+ < n

α
y tal que

p(Aix) = p(x) p.c.t.x ∈ Rn, 1 ≤ i ≤ m. Sea q(·) definido por 1
p(x)
− 1

q(x)
= α

n
.

Si el operador maximal M es acotado sobre el L

(
n−αp−
np−

q(·)
)′

entonces Tα es
acotado desde el Lp(·) (Rn) en el Lq(·)(Rn).
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56 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

Demostración. En el art́ıculo [37] las autoras obtienen una estimación de la
forma ∫

(Tαf)p (x)ω(x)dx ≤ c
m∑
j=1

∫
(Mαf)p (x)ω(Ajx)dx, (3.7)

para cualquier ω ∈ A∞ y 0 < p < ∞ (ver la última ĺınea de la página 454

en [37]). Denotamos q̃(·) = q(·)
q0
, y definimos un algoritmo de iteración sobre

el Lq̃(·)
′

como en la prueba anterior (ver (3.5)). Tenemos que,

1. ∀ x ∈ Rn, |h(x)| ≤ Rh(x),

2. ∀ j : 1, ...,m, ‖Rh ◦ Aj‖q̃(·)′ ≤ c ‖h‖q̃(·)′ ,

3. ∀ j : 1, ...,m,R
1
q0 h ◦ Aj ∈ A(p−, q0).

Tomamos una función f acotada de soporte compacto. Luego como en el
Teorema 5.24 in [2],

‖Tαf‖q0q(·) = ‖(Tαf)q0‖q̃(·) = C sup
‖h‖q̃(·)′=1

∫
(Tαf)q0 (x)h(x)dx

≤ C sup
‖h‖q̃(·)′=1

∫
(Tαf)q0 (x)Rh(x)dx ≤ C sup

‖h‖q̃(·)′=1

m∑
j=1

∫
(Mαf)q0 (x)Rh(Ajx)dx

≤ C sup
‖h‖q̃(·)′=1

m∑
j=1

(∫
|f(x)|p−Rh

p−
q0 (Ajx)dx

) q0
p−

donde la última desigualdad sigue ya que, por la propiedad (3) Rh
1
q0 ◦Ai son

pesos de clase A(p−, q0).
Ahora, siguiendo como en la prueba anterior,

≤ C ‖f‖q0p(·) .

También, como en la prueba del Teorema 3.3.2, se tiene que ‖Tαf‖q(·) <∞.
Y por el Teorema 1.6.2, el resultado es válido para f ∈ Lp(·) (Rn).

Finalizamos este caṕıtulo con un planteo sobre una condición sobre las
funciones exponentes, en los resultados anteriores. Observamos que en los
Teoremas 3.4.1 y 3.4.3 se le pide una condición al p(·),

p(Aix) = p(x), p.c.t.x ∈ Rn.
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Vamos a ver que tal condición no es mucho pedir. Para ello nos basamos en
un caso particular del operador que definiremos a continuación y tomaremos
funciones exponentes continuas en alguna parte del dominio.

Sea A una matriz n× n invertible y sea 0 < α < n. Definimos

TAf(x) =

∫
1

|x− Ay|n−α
f(y)dy.

Proposición 3.4.4. Sea A una matriz invertible n × n. Sea p(·) ∈ P(Rn),
p+ <∞ tal que p es continua en y0 y en Ay0 para algún y0 ∈ Rn. Si p(Ay0) >
p(y0) entonces existe f ∈ Lp(·)(Rn) tal que TAf /∈ Lq(·)(Rn) para 1

q(·) = 1
p(·)−

α
n

.

Demostración. Como p es continua en y0, existe una bola B = B(y0, r) tal
que p(y) ∼ p(y0) para y ∈ B. Tenemos que p(y0) < p(Ay0). En este caso
tomamos,

f(y) =
χB(y)

|y − y0|β
,

para cierto β < n
p(y0)

a elegir. Mostraremos que, para cierto β, f ∈ Lp(·)(Rn)

pero TAf /∈ Lq(·)(Rn). En efecto,

TAf(x) =

∫
1

|x− Ay|n−α
f(y)dy =

∫
B

1

|x− Ay|n−α |y − y0|β
dy,

luego ∫
(TAf(x))q(x) dx =

∫ (∫
B

1

|x− Ay|n−α |y − y0|β
dy

)q(x)

dx

≥
∫
B(Ay0,ε)

(∫
B

1

|x− Ay|n−α |y − y0|β
dy

)q(x)

dx

≥
∫
B(Ay0,ε)

(∫
B∩{y:|Ay−Ay0|<|Ay0−x|}

1

|x− Ay|n−α |y − y0|β
dy

)q(x)

dx

Ahora denotamos por M = ‖A‖ = sup
‖y‖=1

|Ay|. Luego para ε < Mr y x ∈

B (Ay0, ε), B(y0,
1
M
|Ay0 − x|) ⊂ B∩{y : |Ay − Ay0| < |Ay0 − x|}. En efecto,

|y − y0| ≤ 1
M
|Ay0 − x| ≤ 1

M
ε ≤ r y |Ay − Ay0| ≤ M |y − y0| ≤ |Ay0 − x|,

luego

≥
∫
B(Ay0,ε)

(∫
B(y0,

1
M
|Ay0−x|)

1

|x− Ay|n−α |y − y0|β
dy

)q(x)

dx,
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58 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

también, para y ∈ B(y0,
1
M
|Ay0 − x|)

|x− Ay| ≤ |x− Ay0|+ |Ay0 − Ay| ≤ |x− Ay0|+M |y0 − y| ≤ 2 |x− Ay0| ,

luego

≥
∫
B(Ay0,ε)

(
1

2n−α |x− Ay0|n−α
)q(x)

(∫
B(y0,

1
M
|Ay0−x|)

1

|y − y0|β
dy

)q(x)

dx

=

∫
B(Ay0,ε)

(
1

2n−α |x− Ay0|n−α
)q(x) (

c |Ay0 − x|−β+n
)q(x)

dx

=

∫
B(Ay0,ε)

(
c

2n−α |x− Ay0|β−α

)q(x)

dx.

Ahora, ya que q(Ay0) > q(y0), q(Ay0) − γ > q(y0) para γ = q(Ay0)−q(y0)
2

Observamos que si 1
q(y0)

= 1
p(y0)

− α
n
, para β0 = n

p(y0)
, (β0 − α) q(y0) =(

n
p(y0)
− α

)
q(y0) = n, luego ya que q(Ay0) − γ > q(y0), obtenemos que(

n
p(y0)
− α

)
(q(Ay0)− γ) > n y todav́ıa (β − α) (q(Ay0)− γ) > n para β =

n
p(y0)
− 1

2

(
n

p(y0)
−
(
α + n

q(Ay0)−γ)

))
. Luego β = n

p(y0)
(1− δ) para algún δ > 0.

Ya que q(·) es continua, elegimos ε de manera que, para x ∈ B (Ay0, ε) ,
q(x) > q(Ay0)− γ. Y c

2n−α|x−Ay0|β−α
> 1 luego esta última integral está aco-

tada por,

c

∫
B(Ay0,ε)

(
1

|x− Ay0|β−α

)q(Ay0)−γ

dx =∞.

Para este β elegimos r para el cual obtenemos que la bola B = B(y0, r) ⊂{
y : p(y) < p(y0)

1−δ

}
. De esta manera obtenemos que f ∈ Lp(·)(Rn) pero TAf /∈

Lq(·)(Rn).

Corolario 3.4.5. Si AN = I para algún N ∈ N, p(·) es continua y TA es
acotado desde el Lp(·) en Lq(·), entonces p(Ay) = p(y) para todo y ∈ Rn.

Demostración. Supongamos que p(Ay0) < p(y0). Como p(·) es continua en
y0, por la Proposición 3.4.4,

p(Ay0) < p(y0) = p(ANy0) ≤ p(AN−1y0) ≤ ... ≤ p(Ay0) = p(Ay0)

lo cual es una contradicción.
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Caṕıtulo 4

Operadores integrales con
núcleos de tipo “rough”

En este caṕıtulo estudiaremos operadores con núcleos aún más generales
que los del caṕıtulo anterior. En esta ocasión, además, mostraremos otras
técnicas para estudiar la continuidad de dichos operadores en el contexto
de los espacios de Lebesgue variables. Como vimos en el caṕıtulo II, existen
condiciones más débiles para las funciones exponentes, para que el operador
maximal resulte acotado sobre el Lp(·). Aprovecharemos dichas condiciones
y obtendremos algunos resultados, los cuales serán claves en la acotación de
estos nuevos operadores. Pero antes haremos referencia al trabajo [38] donde
las autoras, la Dra. S. Riveros y la Dra. M. Urciuolo, estudian dicho operador
sobre los clásicos espacios de Lebesgue pesados.
Sea 0 ≤ α < n, m ∈ N. Para 1 ≤ i ≤ m, sea 1 < qi < ∞ tal que
n
q1

+ · · ·+ n
qm

= n−α. Para α = 0 tomamos m > 1. Denotamos por Σ = Σn−1

la esfera unidad en Rn. Sea Ωi ∈ L1(Σ). Si x 6= 0, escribimos x′ = x/|x|.
Extendemos esta función a Rn \ {0} como Ωi(x) = Ωi(x

′).
Sea

ki(x) =
Ωi(x)

|x|n/qi
, (4.1)

y sea

Rαf(x) =

∫
Rn
K(x, y)f(y)dy, (4.2)

con K(x, y) = k1(x − A1y)...km(x − Amy), donde Ai son ciertas matrices
invertibles y f ∈ L∞loc(Rn). En [38] las autoras consideran el Rα definido en
(4.2) donde, para 1 ≤ i ≤ m, ki está dado por (4.1). Para 1 ≤ p ≤ ∞ y
Ωi ∈ L1(Σ), ellas definen el Lp- módulo de continuidad como

$
i,p(t) = sup

|y|≤t
‖Ωi(·+ y)− Ωi(·)‖p,Σ.
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60 4. Operadores integrales con núcleos de tipo “rough”

Asumen las siguientes hipótesis para Ωi, 1 ≤ i ≤ m,

(H1) Existen pi > qi, i : 1...m, tales que Ωi ∈ Lpi(Σ) (condición de tamaño),

(H2)

∫ 1

0

$i,pi(t)
dt

t
<∞ (condición de Dini).

4.1. Acotación sobre los clásicos espacios de

Lebesgue con pesos

Un primer resultado obtenido por las autoras en [38] es acerca de una
estimación sharp del operador definido por (4.2).

Teorema 4.1.1. Sea 0 ≤ α < n y sea Rα el operador integral definido por
(4.2). Supongamos que para 1 ≤ i ≤ m, las matrices Ai son invertibles y
tales que Ai − Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m y las funciones Ωi

satisfacen las hipótesis (H1) y (H2). Si s ≥ 1 definido por 1
p1

+· · ·+ 1
pm

+ 1
s

= 1

entonces existe C > 0 tal que, para 0 < δ ≤ 1 y f ∈ L∞c (Rn)

(M#|Rαf |δ(x))1/δ ≤ C
m∑
i=1

Mα,sf(A−1
i x).

Como en el caṕıtulo anterior también las autoras en este trabajo obtu-
vieron una estimación de tipo Coifman para el operador definido por (4.2).
Usaron la teoŕıa de pesos para obtener los siguientes resultados.

Teorema 4.1.2. Sea 0 ≤ α < n y sea Rα el operador integral definido por
(4.2). Supongamos que para 1 ≤ i ≤ m, las matrices Ai son invertibles y tales
que Ai−Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m y las funciones Ωi satisfacen
las hipótesis (H1) y (H2). Sea s ≥ 1 definido por 1

p1
+ · · · + 1

pm
+ 1

s
= 1,

0 < p < ∞ y sea ω ∈ A∞ que satisface ω(Aix) ≤ ω(x) p.c.t.x ∈ Rn.
Entonces existe C > 0 tal que, para f ∈ L∞c (Rn),∫

Rn
|Rαf(x)|pω(x) dx ≤ C

∫
Rn
|Mα,sf(x)|pω(x) dx,

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Finalmente prueban la acotación del operador Rα en el contexto de los
clásicos espacios de Lebesgue con pesos. Más precisamente para ciertos pesos
de la clase de Muckenhoupt-Wheeden.
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4.2. Continuidad en el contexto de los espacios de Lebesgue variables 61

Teorema 4.1.3. Sea 0 ≤ α < n y sea Rα el operador integral definido por
(4.2). Supongamos que para 1 ≤ i ≤ m, las matrices Ai son invertibles y tales
que Ai−Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m y las funciones Ωi satisfacen
las hipótesis (H1) y (H2). Sea s ≥ 1 definido por 1

p1
+ · · · + 1

pm
+ 1

s
= 1.

Supongamos que ω es un peso tal que satisface ω(Aix) ≤ ω(x) p.c.t.x ∈ Rn

y ωs ∈ A
(
p
s
, q
s

)
con s < p < n

α
y 1

q
= 1

p
− α

n
. Entonces existe C > 0 tal que

para f ∈ L∞c (Rn, dx),(∫
Rn
|Rαf(x)|qωq(x) dx

) 1
q

≤ C

(∫
Rn
|f(x)|pωp(x) dx

) 1
p

.

También una estimación del tipo débil con pesos para el Rα. En este caso
con ciertos pesos en A(1, n

n−α).

Teorema 4.1.4. Sea 0 ≤ α < n y sea Rα el operador integral definido por
(4.2). Supongamos que para 1 ≤ i ≤ m, las matrices Ai son invertibles y tales
que Ai−Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m y las funciones Ωi satisfacen
las hipótesis (H1) y (H2). Sea s ≥ 1 definido por 1

p1
+ · · · + 1

pm
+ 1

s
= 1.

Supongamos que ω es un peso tal que satisface ω(Aix) ≤ ω(x) p.c.t.x ∈ Rn y
ωs ∈ A(1, n

n−αs). Entonces existe C > 0 tal que para f ∈ L∞c (Rn, dx),

sup
λ>0

λ(w
sn

n−αs{x : |Rαf(x)| > λ})
n−αs
sn ≤ C

(∫
|f(x)|sws(x)dx

) 1
s

.

4.2. Continuidad en el contexto de los espa-

cios de Lebesgue variables

En esta sección usaremos la función maximal sharp para obtener la aco-
tación del operador definido por (4.2), en los espacios de Lebesgue variables.
Mostremos los resultados obtenidos en [49]. Dicho trabajo forma parte de
los resultados originales obtenidos en esta tesis. Las funciones exponentes
van a satisfacer ciertas condiciones de regularidad y relaciones con las dife-
rentes matrices Ai, las cuales definen al núcleo K. Asumiremos la hipótesis
p(Aix) ≤ p(x) a.e.x ∈ Rn. En el caṕıtulo anterior, en referencia [48], proba-
mos que esta condición es, en efecto, necesaria en algunos casos particulares.
A continuación mostraremos algunos resultados que aprovecharán la condi-
ción N∞ definida en el Caṕıtulo II, Definición 2.2.1, para obtener una con-
dición sobre las funciones exponentes que serán claves en el estudio de la
continuidad del operador Rα definido en 4.2.

Lema 4.2.1. Dado Ω ⊆ Rn. Si p(·) ∈ N∞(Ω) y p∞ = ∞ entonces 1 ∈
Lp(·)(Ω).
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62 4. Operadores integrales con núcleos de tipo “rough”

Demostración. Para λ > 1 suficientemente grande, por la Definición 2.2.1,
aplicada a p(·), Ω+ = Ω r Ω∞,∫

ΩrΩ∞

λ−p(x)dx =

∫
ΩrΩ∞

e−p(x) ln(λ)dx

=

∫
ΩrΩ∞

e−Λ∞p(x)
ln(λ)
Λ∞ dx ≤

∫
ΩrΩ∞

e−Λ∞p(x)dx <∞.

A continuación enunciamos un resultado clave de este caṕıtulo. Probare-
mos una desigualdad en norma que nos facilitará algunos cambios de variables
más adelante. Hablamos de una desigualdad de tipo

‖f ◦ A‖p(·) ≤ c‖f‖p(·).

Proposición 4.2.2. Sea A una matriz invertible n× n.

i. Si p(·) ∈ N∞(Rn), 1 ≤ p− ≤ p+ < ∞ y p(Ax) ≤ p(x) p.c.t.x ∈ Rn,
entonces existe c1 > 0 tal que∥∥f ◦ A−1

∥∥
p(·) ≤ c1 ‖f‖p(·) ,

para toda f ∈ Lp(·)(Rn).

ii. Si p(Ax) = p(x) p.c.t.x ∈ Rn entonces existe c2 > 0 tal que

‖f ◦ A‖p(·) ≤ c2‖f‖p(·),

para toda f ∈ Lp(·)(Rn).

Demostración. (i.) Asumimos que f es acotada de soporte compacto y
‖f‖p(·) ≤ 1. Probaremos que,∥∥f ◦ A−1

∥∥
p(·) ≤ c.

Descomponemos f = f1+f2 donde f1 = fχ{x:|f(x)|>1} y f2 = fχ{x:|f(x)|≤1},∥∥f ◦ A−1
∥∥
p(·) ≤

∥∥f1 ◦ A−1
∥∥
p(·) +

∥∥f2 ◦ A−1
∥∥
p(·) .

Definimos E = {x : p(x) ≥ p∞} y F = {x : p(x) < p∞}. Estimamos
‖f2 ◦ A−1‖p(·),∥∥f2 ◦ A−1

∥∥
Lp(·)
≤
∥∥f2 ◦ A−1

∥∥
Lp(·)(E)

+
∥∥f2 ◦ A−1

∥∥
Lp(·)(F )

.
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4.2. Continuidad en el contexto de los espacios de Lebesgue variables 63

Ya que f2 es acotada y de soporte compacto, f2 ∈ Lp∞(Rn) y luego

f2 ◦ A−1 ∈ Lp∞(Rn),

por el Lema 1.4.4, con g = f2 ◦ A−1, t(·) = p∞, u(·) = p(·) tenemos
que, si ‖f2 ◦ A−1‖Lp∞ (E) < 1,∥∥f2 ◦ A−1

∥∥
Lp(·)(E)

≤
∥∥f2 ◦ A−1

∥∥
Lp∞ (E)

+ 1 < 2.

Y si ‖f2 ◦ A−1‖Lp∞ (E) ≥ 1 entonces,∥∥f2 ◦ A−1
∥∥
Lp(·)(E)

≤ 2
∥∥f2 ◦ A−1

∥∥
Lp∞ (E)

≤ 2 det(A) ‖f2‖Lp∞ (Rn)

≤ 2 det(A)
[
‖f2‖Lp∞ (E) + ‖f2‖Lp∞ (F )

]
.

Ahora estimamos ‖f2‖Lp∞ (E). Por definición de E, definimos el expo-
nente defecto r(·) ∈ P(E) por,

1

p∞
=

1

p(x)
+

1

r(x)
.

Usando la desigualdad de Hölder generalizada, Corolario 1.3.10, tene-
mos que

‖f2‖Lp∞ (E) ≤ K ‖1‖Lr(·)(E) ‖f2‖Lp(·)(E) ≤ K ‖1‖Lr(·)(E) <∞.

La última desigualdad sigue ya que r(·) ∈ N∞, r∞ = ∞ y luego el
Lema 4.2.1 implica que 1 ∈ Lr(·)(E).

Para estimar ‖f2‖Lp∞ (F ), aplicamos el Lema 1.4.4, con g = f2 ∈ Lp(·)(F ),
t(·) = p(·), u(·) = p∞. Ya que ‖f2‖Lp(·)(F ) ≤ 1,

‖f2‖Lp∞ (F ) ≤ ‖f2‖Lp(·)(Rn) + 1 ≤ 2.

Combinando las estimaciones de arriba, obtenemos que∥∥f2 ◦ A−1
∥∥
Lp(·)(E)

≤ C(K ‖1‖Lr(·)(E) + 2) <∞.

Ahora, de forma similar, estimamos ‖f2 ◦ A−1‖Lp(·)(F ). Definimos el ex-
ponente defecto s(·) ∈ P(F ) por,

1

p(x)
=

1

p∞
+

1

s(x)
.
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64 4. Operadores integrales con núcleos de tipo “rough”

Nuevamente por el Corolario 1.3.10,

‖f2 ◦ A−1‖Lp(·)(F ) ≤ K ‖1‖Ls(·)(F )

∥∥f2 ◦ A−1
∥∥
Lp∞ (F )

.

Como s(·) ∈ N∞ y s∞ =∞, por el Lema 4.2.1 tenemos que 1 ∈ Ls(·)(F ).
Más aún, podemos argumentar como antes obteniendo,∥∥f2 ◦ A−1

∥∥
Lp∞ (F )

≤
∥∥f2 ◦ A−1

∥∥
Lp∞ (Rn)

≤ det(A) ‖f2‖Lp∞ (Rn)

≤ det(A)
[
‖f2‖Lp∞ (E) + ‖f2‖Lp∞ (F )

]
<∞.

Estimamos ahora ‖f1 ◦ A−1‖p(·).
Ya que p+ < ∞ es suficiente probar que existe c > 0 tal que ρp(·)(f1 ◦
A−1) ≤ c.
Ya que p(Ax) ≤ p(x) p.c.t.x ∈ Rn, por la Proposición 1.3.8,∫
f1(A−1x)p(x)dx = det(A)

∫
f1(x)p(Ax)dx ≤ det(A)ρp(·)(f1) ≤ c ‖f1‖p(·) < c.

Para f ∈ Lp(.) (Rn) general, aplicamos el Teorema 1.5.3. Para k ∈ N,
definimos fk(x) = |f |χ{x:|x|≤k,|f(x)|≤k}, f

k(x) converge de forma crecien-
te a |f(x)| para casi todo punto y luego

∥∥fk∥∥
p(·) → ‖f‖p(·) y también∥∥fk ◦ A−1

∥∥
p(·) → ‖f ◦ A

−1‖p(·) . Ya que cada fk es una función acotada

de soporte compacto y
∥∥∥ fk
‖fk‖p(·)

∥∥∥ ≤ 1, tenemos probado que existe una

constante c > 0 tal que
∥∥∥ fk◦A−1

‖fk‖p(·)

∥∥∥
p(.)
≤ c, luego∥∥∥∥∥f ◦ A−1

‖f‖p(·)

∥∥∥∥∥
p(·)

= ĺım
k→∞

∥∥∥∥∥fk ◦ A−1

‖f‖p(·)

∥∥∥∥∥
p(·)

≤ ĺım
k→∞

∥∥∥∥∥fk ◦ A−1

‖fk‖p(·)

∥∥∥∥∥
p(·)

≤ c,

y entonces ∥∥f ◦ A−1
∥∥
p(·) ≤ c1 ‖f‖p(·) .

(ii.) Sea f ∈ Lp(·)(Rn). Tenemos que

‖f ◦ A‖p(·) = ı́nf

{
λ > 0 :

∫
Rn

(
f(Ax)

λ

)p(x)

dx ≤ 1

}
.

Por un cambio de variable y usando la hipótesis sobre el exponente,∫
Rn

(
f(Ax)

λ

)p(x)

dx =
∣∣det(A−1)

∣∣ ∫
Rn

(
f(y)

λ

)p(y)

dy, (4.3)
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4.2. Continuidad en el contexto de los espacios de Lebesgue variables 65

Sea D = |det(A−1)|, entonces tenemos dos casos: Si D ≤ 1,

‖f ◦ A‖p(·) ≤ ‖f‖p(·) .

Si D > 1, entonces,

D

∫
Rn

(
f(y)

λ

)p(y)

dy =

∫
Rn

(
f(y)

λC
1

p(y)

)p(y)

dy,

donde C = 1
D

. Luego,

≤
∫
Rn

(
f(y)

λC
1
p−

)p(y)

dy.

Esto es que, ∫
Rn

(
f(Ax)

λ

)p(x)

dx ≤
∫
Rn

(
f(x)

λC
1
p−

)p(x)

dx.

La última desigualdad implica que,

‖f ◦ A‖p(·) ≤ D
1
p− ‖f‖p(·) .

Ahora, finalmente, estamos en condiciones de enunciar los resultados ob-
tenidos, junto con la Dra. M. Urciuolo, acerca de la continuidad del operador
definido por (4.2). En este primer resultado obtenemos estimaciones de ti-
po débil y fuerte del operador usando el operador maximal sharp. Además
usaremos como resultado clave la Proposición 4.2.2.

Teorema 4.2.3. Sea 0 ≤ α < n y sea Rα el operador integral dado por
(4.2). Sea m ∈ N (o m ∈ N\ {1} para α = 0), sean A1, ..., Am matrices
invertibles tales que Ai − Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m y las
funciones Ωi satisfacen las hipótesis (H1) y (H2). Sea s ≥ 1 definido por
1
p1

+ ...+ 1
pm

+ 1
s

= 1, sea p(·) ∈ P(Rn) tal que 1 ≤ s ≤ p− ≤ p+ < n
α

y tal que

p(Aix) ≤ p(x) p.c.t.x ∈ Rn y sea q(·) ∈ P(Rn) definido por 1
p(·) −

1
q(·) = α

n
. Si

q(·)
s
∈ N∞(Rn) ∩K0(Rn) entonces,

i. para todo λ > 0, existe C > 0 tal que∥∥λχ{x:Rαf(x)>λ}
∥∥
q(·) ≤ C ‖f‖p(·) ,

f ∈ L∞c (Rn).
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66 4. Operadores integrales con núcleos de tipo “rough”

ii. Si p− > s entonces Rα se extiende a un operador acotado desde el
Lp(·)(Rn) en el Lq(·)(Rn).

Demostración. (i). En [37] las autoras prueban que, para f ∈ L∞c (Rn),

M#(Rαf)(x) ≤ c

m∑
i=1

Mα,sf(A−1
i x), (4.4)

p.c.t.x ∈ Rn. Ya que q(·)
s
∈ N∞(Rn)∩K0(Rn) entonces q′(·) ∈ N∞(Rn)∩

K0(Rn). En efecto, es fácil ver que si p(·) ∈ N∞(Rn) entonces αp(·) ∈
N∞(Rn) para todo α ≥ 1. Luego s q(·)

s
= q(·) ∈ N∞(Rn). Por la observa-

ción 2.2.3 se tiene que q′(·) ∈ N∞(Rn). Ya que q(·)
s
∈ N∞(Rn)∩K0(Rn)

entonces por el Teorema 2.4.7 el operador maximal resulta acotado so-

bre el L
q(·)
s (Rn). Luego, por el Teorema 4.37 en [2], éste es acotado sobre

el Lq(·)(Rn). También por el Corolario 4.64 in [2] éste es acotado sobre
el Lq

′(·)(Rn). Por el Corolario 2.4.6, q′(·) ∈ K0(Rn). Y entonces se tiene
q′(·) ∈ N∞(Rn) ∩K0(Rn).

Sea λ > 0 y f ∈ L∞c (Rn). Ya que q′(·) ∈ N∞(Rn) ∩ K0(Rn), nue-
vamente el Teorema 2.4.7 implica que el operador maximal es acotado
sobre el Lq

′(·)(Rn), luego por el Teorema 5.54 in [2] y (4.4),

‖λχ{x:Rαf(x)>λ}‖q(·) ≤ C sup
λ>0

∥∥λχ{x:M#(Rαf)(x)>λ}
∥∥
q(·)

≤ C sup
λ>0

∥∥∥λχ{x:
∑m
i=1Mα,sf(A−1

i x)>λ
c
}

∥∥∥
q(·)
≤ C sup

λ>0

∥∥∥∥∥λ
m∑
i=1

χ{x:Mα,sf(A−1
i x)> λ

cm
}

∥∥∥∥∥
q(·)

≤ C sup
λ>0

m∑
i=1

∥∥∥λχ{x:Mα,sf(A−1
i x)> λ

cm
}

∥∥∥
q(·)
≤ C sup

λ>0

m∑
i=1

∥∥∥λχ{x:Mα.s|f |s(A−1
i x)>( λ

cm
)s}

∥∥∥
q(·)

Luego por la Proposición 1.3.7 y el Teorema 1.3.12,

‖λχ{x:Rαf(x)>λ}‖q(·) ≤ C sup
λ>0

m∑
i=1

∥∥∥λsχ{x:Mα.s|f |s(A−1
i x)>( λ

cm
)s}

∥∥∥ 1
s

q(·)
s

≤ C sup
λ>0

m∑
i=1

∥∥∥∥( λ

cm

)s
χ{x:Mα.s|f |s(A−1

i x)>( λ
cm

)s}

∥∥∥∥ 1
s

q(·)
s
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≤ C sup
λ>0

m∑
i=1

 sup
‖h‖

(
q(·)
s )′

=1

∫
{x:Mα.s|f |s(A−1

i x)>( λ
cm

)s}

(
λ

cm

)s
h(x)dx

 1
s

Ahora desde el Lema 3.3.1, parte (ii), se puede ver que para A invertible
y f ∈ L1

loc(Rn) existe c > 0 tal queMα.sf(A−1x) ≤ cMα.s(f ◦A−1)(x).
Y luego,

≤ C sup
λ>0

m∑
i=1

 sup
‖h‖

(
q(·)
s )′

=1

∫
{x:Mα.s|f◦A−1

i |s(x)>( λ
cm

)s}

(
λ

cm

)s
h(x)dx

 1
s

≤ C sup
λ>0

m∑
i=1

 sup
‖h‖

(
q(·)
s )′

=1

∫ (
λ

cm

)s
χ{x:Mα.s|f◦A−1

i |s(x)>( λ
cm

)s}h(x)dx

 1
s

Aplicamos la desigualdad de Hölder (Teorema 1.3.9). Entonces usamos

que ( q(·)
s

)′ ∈ N∞(Rn), Proposición 4.2.2, Lema 2.5.3 y Proposición 1.3.7
para obtener

‖λχ{x:Rαf(x)>λ}‖q(·)

≤ C sup
λ>0

m∑
i=1

 sup
‖h‖

(
q(·)
s )′

=1

∥∥∥∥( λ

cm

)s
χ{y:Mα.s|f◦A−1

i |s(x)>( λ
cm

)s}

∥∥∥∥
q(·)
s

‖h‖
(
q(·)
s

)′

 1
s

= C sup
λ>0

m∑
i=1

 sup
‖h‖

(
q(·)
s )′

=1

∥∥∥∥( λ

cm

)s
χ{y:Mα.s|f◦A−1

i |s(x)>( λ
cm

)s}

∥∥∥∥
q(·)
s

 1
s

Ahora |f |s ∈ L
p(·)
s (Rn), y como q(·)

s
∈ N∞(Rn) entonces se puede ver

que p(·)
s
∈ N∞(Rn). Como p(Ax) ≤ p(x), por Proposición 4.2.2 tenemos

que ‖|f ◦ A−1
i |s‖ p(·)

s

≤ ‖|f |s‖ p(·)
s

< ∞. Luego |f ◦ A−1
i |s ∈ L

p(·)
s (Rn).

Entonces,

≤ C sup
λ>0

m∑
i=1

‖|f ◦ A−1
i |s‖

1
s
p(·)
s

y por la homogeneidad del exponente, Proposición 1.3.7 y en vista a
la Proposición 2.2.8 se puede ver que p(·) ∈ N∞ y luego Proposición
4.2.2,

≤ C

m∑
i=1

‖|f ◦ A−1
i |‖p(·) ≤ C‖f‖p(·).
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68 4. Operadores integrales con núcleos de tipo “rough”

(ii). Sea f ∈ L∞c (Rn). Por el Teorema 5.54 in [2], ya que q′(·) ∈ N∞(Rn) ∩
K0(Rn),

‖Rαf‖q(·) ≤ C
∥∥M# |Rαf |

∥∥
q(·)

Ahora usamos (4.4) y ya que q(·) ∈ N∞(Rn), por la Proposición 4.2.2

≤
m∑
i=1

∥∥Mα,sf(A−1
i ·)

∥∥
q(·) ≤ C

m∑
i=1

‖Mα,sf‖q(·) = Cm
∥∥(Mα.s |f |s)1/s

∥∥
q(·)

Por la Proposición 1.3.7 y Lema 2.5.3

= Cm ‖(Mα.s |f |s)‖
1
s
q(·)
s

≤ C ‖|f |s‖
1
s
p(·)
s

= C ‖f‖p(·) .

Ahora ii. sigue ya que L∞c (Rn) es denso en Lp(·)(Rn) (Teorema 1.6.2).

Ahora probaremos un resultado similar pero con otras hipótesis. En lugar
de que la función exponente satisfaga las condiciones K0 y N∞ pediremos
que el operador maximal esté acotado sobre el Lq

′(·)(Rn). Y en lugar de
p(Ax) ≤ p(x) vamos a exigir que p(Ax) = p(x). Como se puede observar
las hipótesis ganan por un lado pero pierden por el otro. Por lo que no se
trata de que un teorema sea más general que el otro sino que son resultados
diferentes.

Teorema 4.2.4. Sea 0 ≤ α < n y sea Rα el operador integral dado por
(4.2). Sea m ∈ N (o m ∈ N \ {1} para α = 0). Sean A1, ..., Am matrices
invertibles tales que Ai − Aj es invertible para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ m y las
funciones Ωi satisfacen las hipótesis (H1) y (H2). Sea s ≥ 1 definido por
1
p1

+ ...+ 1
pm

+ 1
s

= 1, sea p(·) ∈ P(Rn) tal que 1 ≤ s ≤ p− ≤ p+ < n
α

y tal que

p(Aix) = p(x)p.c.t.x ∈ Rn y sea q(·) ∈ P(Rn) definido por 1
p(·) −

1
q(·) = α

n
. Si

el operador maximal es acotado sobre Lq
′(·)(Rn) entonces,

i. existe c1 > 0 tal que∥∥λχ{x:Rαf(x)>λ}
∥∥
q(·) ≤ c1 ‖f‖p(·)

para todo λ > 0, f ∈ L∞c (Rn).

ii. Si p− > s entonces Rα extiende a un operador acotado desde el Lp(·)(Rn)
en el Lq(·)(Rn).
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Demostración. (i). Sea λ > 0 y f ∈ L∞c (Rn). Por Teorema 5.54 en [2], ya
que el operador maximal es acotado sobre Lq

′(·)(Rn),∥∥λχ{x:Rαf(x)>λ}
∥∥
q(·) ≤ C

∥∥λχ{x:M#(Tαf)(x)>λ}
∥∥
q(·) .

Ahora, por (4.4), como en la prueba del teorema previo y ya que(
q(Aix)
s

)′
=
(
q(x)
s

)′
, por Proposición 4.2.2, Lema 2.5.3 y Proposición

1.3.7, tenemos que ∥∥λχ{x:Rαf(x)>λ}
∥∥
q(·) ≤

≤ C sup
λ>0

n∑
i=1

 sup
‖h‖

( q(·)s )
′=1

∣∣det(A−1
i )
∣∣ ∥∥∥∥( λ

cm

)s
χ{y:Mα.s|f |s(y)>( λ

cm)
s
}

∥∥∥∥
q(·)
s

‖h ◦ Ai‖( q(·)s )
′


1
s

≤ C sup
λ>0

n∑
i=1

 sup
‖h‖

( q(·)s )
′=1

∣∣det(A−1
i )
∣∣ ∥∥∥∥( λ

cm

)s
χ{y:Mα.s|f |s(y)>( λ

cm)
s
}

∥∥∥∥
q(·)
s

‖h‖
( q(·)s )

′


1
s

≤ C sup
λ>0

∥∥∥∥( λ

cm

)s
χ{y:Mα.s|f |s(y)>( λ

cm)
s
}

∥∥∥∥
q(·)
s

≤ C ‖|f |s‖
1
s
p(·)
s

= C ‖f‖p(·) .

(ii). Supongamos que s < p−. Sea f ∈ L∞c (Rn). Por Teorema 5.54 en [2], ya
que el operador maximal es acotado sobre Lq

′(·)(Rn),

‖Rαf‖q(·) ≤ C
∥∥M#(Rαf)

∥∥
q(·) .

Por (4.4) y como q(Aix) = q(x), por Proposición 4.2.2,

‖Rαf‖q(·) ≤ C
m∑
i=1

∥∥Mα,sf(A−1
i ·)

∥∥
q(·) ≤ C

m∑
i=1

‖Mα,sf‖q(·) ≤ C ‖f‖p(·) .

donde la última desigualdad sigue como en la prueba del teorema an-
terior.
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Caṕıtulo 5

Operadores de convolución con
medidas singulares

Dada una medida de Borel finita µ sobre Rn, o sea

‖µ‖1 =

∫
Rn
d |µ| <∞

consideramos el operador de convolución

Tµf(x) = (µ ∗ f) (x) =

∫
Rn
f(x− y)dµ(y),

Un problema muy estudiado es el de caracterizar los pares (p, q) tales que
Tµ es acotado de Lp (Rn) en Lq(Rn). Tenemos que si 1 ≤ p = q ≤ ∞, Tµ es
acotado y

‖µ ∗ f‖p ≤ ‖µ‖1 ‖f‖p .

En general ponemos

Eµ =

{(
1

p
,
1

q

)
: Tµ : Lp (Rn)→ Lq(Rn) es acotado

}
.

Eµ está contenido en el cuadrado unidad [0, 1] × [0, 1], en realidad se sabe
que 1

q
≤ 1

p
, por interpolación se tiene que Eµ es convexo, y con argumentos

de dualidad resulta simétrico respecto de la diagonal no principal.
Si µ es absolutamente continua respecto de dx, dµ = ϕ(x)dx con ϕ ∈

L1 ∩ Lq, q > 1, entonces por la desigualdad de Young si f ∈ Lp, g ∈ Lq y
1
p

+ 1
q

= 1 + 1
r
, entonces

‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .
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72 5. Operadores de convolución con medidas singulares

se obtiene aśı un trapecio totalmente contenido en Eµ. Si µ es singular la
situación es bien distinta. Por ejemplo si µ = δ0, Tµ = I y Eµ coincide con
la diagonal principal. Se sabe que si existen p, q con 1 ≤ p < q ≤ ∞ tales
que Tµ es acotado de Lp en Lq, entonces el soporte de µ no está contenido
en ningún subespacio propio.
En [33] el autor presenta algunos problemas abiertos cuando la medida µ está
soportada sobre una variedad diferenciable de dimensión k. Es bien conocido
que para medidas soportadas sobre alguna variedad diferenciable S de dimen-
sión k, la propiedad de Lp− improving para µ está estrechamente conectada
con la curvatura de S, la cual determina el comportamiento de la transfor-
mada de Fourier F(µ) de µ. Si por ejemplo |F(µ)(ξ)| decae como potencia
negativa de ξ entonces µ es Lp − improving. En [35] se probó una rećıpro-
ca parcial de este resultado, válida en el contexto general de los grupos de Lie.
En los trabajos [16] y [17] se estudian este tipo de operadores para ϕ (x1, ..., xn) =
|x1|α1 + ...+ |xn|αn .
En [18] los autores estudiaron el operador T γµ de convolución con una medida
µ dada por

µ(E) =

∫
χE(x, ϕ(x)) |x|γ−n dx,

donde ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) , con ϕj : Rn → Rn funciones suaves, homogéneas de
cierto grado positivo.
Nuestro propósito en este caṕıtulo es extender algunos de los resultados ob-
tenidos en los trabajos antes mencionados a los espacios de Lebesgue de
exponente variable.

5.1. Trabajos previos sobre los espacios de

Lebesgue clásicos

Sea Q = [−1, 1]n y sea ϕ : Q −→ R una función medible. Supongamos
que µ es la medida sobre Rn+1 dada por

µ(E) =

∫
Q

χE(x, ϕ(x))dx, (5.1)

donde la integral es con respecto a la medida de Lebesgue sobre Rn y E es
un conjunto de Borel de Rn ×R. Sea Tµ el operador de convolución definido
por

Tµf(x, t) = (µ ∗ f)(x, t) =

∫
Q

f(x− y, t− ϕ(y))dy, (x, t) ∈ Rn × R. (5.2)
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5.1. Trabajos previos sobre los espacios de Lebesgue clásicos 73

Como dijimos al principio del caṕıtulo

Eµ =

{(
1

p
,
1

q

)
:‖Tµf‖p,q<∞

}
(5.3)

será el conjunto tipo. Dicho conjunto es conocido en algunos casos. Si el
gráfico de la función ϕ tiene curvatura Gaussiana no nula en cada punto,
un teorema de Littman (ver [24]) implica que Eµ es el triángulo cerrado con
vértices (0, 0), (1, 1) y (n+1

n+2
, 1
n+2

). Si la curvatura se anula en algún punto
entonces Eµ está estrictamente contenido en el triángulo de arriba.
En [16] los autores caracterizaron el conjuntoEµ en el caso n = 2 y ϕ (x1, x2) =

|x1|α + |x2|β, 2 ≤ α ≤ β. Ellos obtuvieron una completa descripción de Eµ
en los casos α = 2, 2 ≤ β ≤ 4 y 2 ≤ α = β ≤ 4. También caracterizaron el
interior de Eµ y obtuvieron alguna información adicional sobre su frontera en
otros casos. Supongamos µ, Eµ son como arriba. El Teorema de Riesz Thorin
implica que Eµ es un subconjunto convexo del cuadrado [0, 1]× [0, 1] . Es bien

conocido que si
(

1
p
, 1
q

)
∈ Eµ entonces p ≤ q (ver [44] p.33). A continuación

enunciamos los lemas obtenidos en dicho trabajo sobre condiciones necesarias
acerca de la acotación, sobre los clásicos espacios de Lebesgue, del operador
Tµ.

Lema 5.1.1. Si
(

1
p
, 1
q

)
∈ Eµ entonces 1

q
≥ 3

p
− 2 y 1

q
≥ 1

3p
.

Lema 5.1.2. Si
(

1
p
, 1
q

)
∈ Eµ entonces 1

q
≥ 1

p
− α+β

α+β+αβ
.

Lema 5.1.3. Si
(

1
p
, 1
q

)
∈ Eµ entonces 1

q
≥ 2β+1

β+1
1
p
− 1.

Los Lemas 5.1.1, 5.1.2 y 5.1.3 dicen que Eµ está contenido en la región

poligonal convexa Σα,β ⊂ Q determinadas por las ĺıneas Lα,β0 , Lβ1 , L2 con
ecuaciones 1

q
= 1

p
− α+β

α+β+αβ
, 1
q

= 2β+1
β+1

1
p
− 1 y 1

q
= 3

p
− 2 respectivamente,

sus simétricas con respecto a la diagonal no principal y diagonal principal
1
q

= 1
p
. Un breve cálculo muestra que Σ es un trapezoide o un pentágono

o un hexágono de acuerdo a α = β > 2̇ ; α = 2, β > 2 y 2 < α <
β respectivamente. Para obtener la acotación del Tµ sobre los vértices del
poĺıgono los autores usaron acotaciones de la transformada de Fourier de la
medida µ.
En [17] los autores generalizan los resultados anteriores al considerar Qn =
[−1, 1]n, ϕ : Qn −→ R definida por

ϕ(x1, ..., xn) =
n∑
j=1

|xj|αj ,
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74 5. Operadores de convolución con medidas singulares

1 < α1 ≤ ... ≤ αn. Y µ la medida dada por

µ(E) =

∫
Qn
χE (x, ϕ(x)) dx,

donde la integral es con respecto a la medida de Lebesgue.
Para 1 ≤ k ≤ n sea Sk =

∑n
j=k α

−1
j . También Sn+1 = 0. Obtuvieron el

siguiente

Lema 5.1.4. Si
(

1
p
, 1
q

)
∈ Eµ y 0 ≤ k ≤ n entonces

1

q
≥ k + 1 + Sk+1

1 + Sk+1

1

p
− k + Sk+1

1 + Sk+1

.

En [9] se estudió el Eµ con µ una medida definida sobre R2n de la forma

µ(E) =

∫
Rn
χE(x, ϕ(x))dx

para cierta función ϕ : Rn −→ Rn.

En [18] los autores estudiaron el operador T γµ convolución con una medida
más general. Consideraron ϕ1, ..., ϕn funciones reales homogéneas de grado
k ≥ 2 en C∞(Rn− 0). Sea ϕ(x) = (ϕ1(x), ..., ϕn(x)), sea γ > 0 y µ la medida
de Borel sobre R2n dada por

µ(E) =

∫
Rn
χE(x, ϕ(x))|x|γ−ndx, (5.4)

donde la integral es con respecto a la medida de Lebesgue sobre Rn. En dicho
trabajo asumieron las siguientes hipótesis

1. Dϕ(x) es invertible ∀x ∈ Rn − {0},

2. Para todo x 6= 0 existe λ = λx > 0 tal que |det(ϕ′′(x)h)| ≥ λ|h|n ∀h ∈
Rn.

Un resultado conocido de [32] es que si (1
p
, 1
q
) ∈ Eµ entonces p y q satisfacen

1
q
≥ 2

p
− 1 y 1

q
≥ 1

2p
. Además en [18] se obtuvo el siguiente

Lema 5.1.5. Si T γµ es acotado desde el Lp(R2n) en el Lq(R2n) entonces

1

q
=

1

p
− γ

n(k + 1)
.

Sea D la intersección, en el plano (1
p
, 1
q
), de las ĺıneas 1

q
= 2

p
−1 y 1

q
= 1

p
−

γ
n(k+1)

y sea D′ el simétrico con respecto a la diagonal no principal 1
q

= −1
p
+1.

Se obtuvo el siguiente

Teorema 5.1.6. Si γ ≤ n(k+1)
3

entonces Eµ es el segmento cerrado con

puntos extremos D = (1− γ
n(k+1)

, 1− 2γ
n(k+1)

) y D′ = ( 2γ
n(k+1)

, γ
n(k+1)

).
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5.2. Acotación del Tµ entre espacios de Lebes-

gue de exponentes variables, condiciones

suficientes

Ahora estudiaremos, como parte de esta tesis, la acotación del Tµ en el
contexto de los espacios de Lebesgue variables. Primero veremos la buena
definición del operador definido en 5.2 con µ la medida definida en 5.1.

Teorema 5.2.1. Sea p(·) ∈ P(Rn+1). Si f ∈ Lp(·)(Rn+1) y E ⊂ Rn+1 es un
conjunto de medida de Lebesgue finita, entonces Tµf ∈ L1(E) y luego Tµf(x)
esta bien definido p.c.t.x ∈ Rn+1.

Demostración. Denotemos por x = (x1, ..., xn) las primeras n coordenadas
de x y por dx = dx1...dxn.
Primero consideramos p+ <∞. En este caso sabemos que f ∈ Lp(·)(Rn+1) si

y solo si
∫
|f(u1, u2, ..., un, un+1)|p(u1,u2,...,un,un+1) du < ∞. (Prop.2.12 en [2]).

Ahora, ya que 1 ≤ p(x) < ∞, observamos que |f(x)| ≤ |f(x)|p(x) + 1 para
cualquier x ∈ Rn+1, luego por la desigualdad de Minkowsky para integrales
se tiene que ∫

E

|Tf(x)| dx ≤
∫
Q

∫
E

|f(x− y, xn+1 − ϕ(y))| dxdy

≤
∫
Q

∫
E

(
|f(x− y, xn+1 − ϕ(y)))|p(x−y,xn+1−ϕ(y)) + 1

)
dxdy

≤ |Q|
(∫
|f(u, un+1)|p(u,un+1) du+ |E|

)
<∞.

Si p+ = ∞, denotamos por Ω∞ = {x ∈ Rn+1 : p(x) =∞}. Ya que f ∈
Lp(·)(Rn+1) existe λ > 0 tal que∫

Ωc∞

∣∣∣∣fλ(u, un+1)

∣∣∣∣p(u,un+1)

du+

∥∥∥∥fλ
∥∥∥∥
L∞(Ω∞)

<∞,

luego ∫
E

|Tf(x)| dx = λ

∫
E

∣∣∣∣T (fλ
)

(x)

∣∣∣∣ dx
≤ λ

∫
Q

∫
E

∣∣∣∣fλ(x− y, xn+1 − ϕ(y))

∣∣∣∣ dxdy

= λ

∫
Q

∫
E∩{x:x−y,xn+1−ϕ(y)∈Ωc∞}

∣∣∣∣fλ(x− y, xn+1 − ϕ(y))

∣∣∣∣ dxdy
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76 5. Operadores de convolución con medidas singulares

+λ

∫
Q

∫
E∩{x:x−y,xn+1−ϕ(y)∈Ω∞}

∣∣∣∣fλ(x− y, xn+1 − ϕ(y))

∣∣∣∣ dxdy

≤ λ |Q|

(∫
Ωc∞

∣∣∣∣fλ(u, un+1)

∣∣∣∣p(u,un+1)

dx+

∥∥∥∥fλ
∥∥∥∥
L∞(Ω∞)

|E|

)
<∞.

A continuación haremos lo mismo pero para el operador definido por

5.2 con µ la medida dada por 5.4. Sean D =
(

1− γ
n(k+1)

; 2γ
n(k+1)

)
y D′ =(

2γ
n(k+1)

; γ
n(k+1)

)
, con γ ≤ n(k+1)

3
. El Remark 2.2 en [18] dice que el Eµ está

contenido en el segmento cerrado de vértices D y D′. El Teorema 5.1.6 ase-
gura que el T γµ es acotado en D y D′ y por lo tanto Eµ es efectivamente dicho
segmento cerrado.

Teorema 5.2.2. Sea p(·) ∈ P(R2n) tal que 2γ
n(k+1)

≤ 1
p+
≤ 1

p−
≤ 1 − γ

n(k+1)
.

Si f ∈ Lp(·)(R2n) entonces para todo subconjunto E ⊂ R2n, |E| <∞, se tiene
que T γµ f ∈ L1(E).

Demostración. Sea f = f1 + f2 donde f1 = fχ{x:f(x)>1} y f2 = f − f1.

Entonces f1(x) ≤ f1(x)
p(x)
p− ∈ Lp−(R2n). Definimos q1 y q2 tales que

1

q1

=
1

p−
− γ

n(k + 1)
,

1

q2

=
1

p+

− γ

n(k + 1)
.

Entonces los puntos
(

1
p−
, 1
q1

)
y
(

1
p+
, 1
q2

)
están sobre el segmento determinado

por D y D′. Luego∫
E

∣∣T γµ f1(x)
∣∣ dx =

∫
E∩{x:|T γµ f(x)|>1}

T γµ f1(x)dx+

∫
E∩{x:|T γµ f(x)|≤1}

T γµ f1(x)dx

≤
∫
E∩{x:T γµ f1(x)>1}

T γµ f1(x)
p(·)
p− dx+

∫
E∩{x:T γµ f1(x)≤1}

T γµ f1(x)dx

≤
∫
E

[
T γµ f

p(·)
p−

1 (x)

]q1
dx+ |E|

≤
∥∥∥∥T γµ f p(·)

p−
1

∥∥∥∥q1
Lq1 (E)

+ |E|
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≤ c

∥∥∥∥f p(·)
p−

1

∥∥∥∥q1
p−

+ |E| <∞,

La penúltima desigualdad sigue por p+ <∞. Ahora como f2(x) ≤ 1 entonces

f2(x) ≤ f2(x)
p(·)
p+ ∈ Lp+(R2n). Luego

∫
E

∣∣T γµ f2(x)
∣∣ dx =

∫
E∩{x:|T γµ f2(x)|>1}

∣∣T γµ f2(x)
∣∣ dx+

∫
E∩{x:|T γµ f2(x)|≤1}

∣∣T γµ f2(x)
∣∣ dx

≤
∫
E∩{x:|T γµ f2(x)|>1}

∣∣∣∣T γµ f p(·)
p+

2 (x)

∣∣∣∣ dx +

∫
E∩{x:|T γµ f2(x)|≤1}

∣∣T γµ f2(x)
∣∣ dx

≤
∫
E

∣∣∣∣T γµ f p(·)
p+

2 (x)

∣∣∣∣q2 dx+ |E|

≤
∥∥∥∥T γµ f p(·)

p+

2

∥∥∥∥q2
Lq2 (E)

+ |E|

≤ c

∥∥∥∥f p(·)
p+

2

∥∥∥∥q2
p+

+ |E| <∞.

Con lo que T γµ f ∈ L1(E).

Ahora vamos a ver algunos casos de exponentes variables en los cuales
los operadores resultan acotados p(·)− q(·) para ciertos p(·), q(·), tanto para
µ la medida dada por 5.1 del trabajo [17] como para µ la medida definida en
5.4 del trabajo [18]. Nos apoyaremos en resultados de inmersiones continuas.
Desde aqúı hasta el final de la sección denotaremos por T tanto al operador
Tµ como al operador T γµ . Esto lo haremos particularmente aqúı porque los
resultados obtenidos no dependen de la medida que definen a ambos opera-
dores.

Teorema 5.2.3. Sean p(·), q(·) ∈ P(Rn) y sean D1 = {x ∈ Rn : p(x) 6= p−}
y D2 = {x ∈ Rn : q(x) 6= q+}. Si

(
1
p−
, 1
q+

)
∈ Eµ, |D1| < ∞ y |D2| < ∞

entonces T es acotado desde el Lp(·)(Rn) en el Lq(·)(Rn).

Demostración. Definimos r1(x) y r2(x) por 1
q(x)

= 1
q+

+ 1
r1(x)

y 1
p−

= 1
p(x)

+ 1
r2(x)

respectivamente. Observamos entonces que∫
D1

λ−r1(x)dx < |D1| <∞,
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78 5. Operadores de convolución con medidas singulares

para todo λ > 1 y también∫
D2

λ−r2(x)dx < |D2| <∞,

para todo λ > 1.
Ya que p− ≤ p(x) p.c.t.x ∈ Rn y q(x) ≤ q+ p.c.t.x ∈ Rn, el Teorema 1.4.3 y

la hipótesis
(

1
p−
, 1
q+

)
∈ Eµ implican que

‖Tf‖q(·) ≤ ‖Tf‖q+ ≤ c‖f‖p− ≤ c‖f‖p(·).

Los teoremas de inmersiones continuas valen con diferentes hipótesis sobre
los exponentes p(·) y q(·). (Ver por ejemplo Remark 2.46, pág. 38, en [2]). En
efecto, tenemos el siguiente

Corolario 5.2.4. Sean p(·), q(·) ∈ P(Rn) tales que 1
p(·) ,

1
q(·) ∈ LH∞(Rn). Si(

1
p−
, 1
q+

)
∈ Eµ, p∞ = p− y q∞ = q+ entonces T es acotado desde el Lp(·)(Rn)

en el Lq(·)(Rn).

También obtenemos un resultado más general para garantizar la acotación
del T sobre los espacios de Lebesgue variables. Probamos primero que vale
la acotación del T desde el Lp(·)(Rn) en algún Lq(Rn) con p(·) ∈ LH∞(Rn).

Teorema 5.2.5. Sea p(·) ∈ P(Rn) con p− < ∞. Si
(

1
p−
, 1
q

)
∈ Eµ y si

p(·) ∈ LH∞ es tal que p∞ = p− entonces T es acotado desde el Lp(·)(Rn) en
el Lq(Rn).

Demostración. Por homogeneidad, basta ver que si ‖f‖p(·) = 1 entonces
‖Tf‖q ≤ c. Descomponemos f = f1 + f2 con f1 = fχ{x:f(x)≥1} y f2 = f − f1.∫

Rn
|Tf1(x)|q dx =

∫
Rn
|T |f1||q (x)dx

≤
∫
Rn

∣∣∣∣T |f1|
p(x)
p−

∣∣∣∣q (x)dx

=

(∫
Rn
|f1|

p(·)p−
p− (x)dx

) q
p−
≤ c

(∫
Rn
|f1|p(x) (x)dx

) q
p−
≤ ‖f‖

q
p−
p(·) ≤ c.

La penúltima desigualdad sigue de la Proposición 1.3.8.
Ahora por Lema 3.26 en [2],∫

Rn
|Tf2(x)|q dx ≤ c

(∫
Rn
|f2(x)|p− dx

) q
p
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= c

(∫
Rn
|f2(x)|p∞ dx

) q
p

≤ c

(∫
Rn
|f2(x)|p(x) dx+ c

∫
R(y)p−dy

) q
p

≤ C.

Ahora simplemente tomamos q = q+ y pedimos que Lq+(Rn) ⊂ Lq(·)(Rn)
y obtenemos el siguiente

Corolario 5.2.6. Sea p− < ∞ y supongamos que Lq+(Rn) ⊂ Lq(·)(Rn), sea

p(·) ∈ LH∞ tal que p∞ = p−. Si además
(

1
p−
, 1
q+

)
∈ Eµ, entonces T es

acotado desde el Lp(·)(Rn) en el Lq(·)(Rn).

Demostración. Por lo anterior sabemos que T es acotado desde el Lp(·)(Rn)
en el Lq+(Rn), por lo tanto,

‖Tf‖q(·) ≤ c ‖Tf‖q+ ≤ c ‖f‖p(·) .

Para finalizar esta sección probamos un resultado más general que el
Teorema 5.2.5. Esta vez reemplazamos la condición LH∞ por la condición
N∞, que en el caso p+ <∞, es más general.

Teorema 5.2.7. Sea p(·) ∈ P(Rn) tal que p(·) ∈ N∞(Rn) con p∞ = p− . Si

además
(

1
p−
, 1
q

)
∈ Eµ entonces T es acotado desde el Lp(·)(Rn) en el Lq(Rn).

Demostración. Definimos los siguientes conjuntos

E1 = {x ∈ Rn : p(x) ≥ p∞},

E2 = {x ∈ Rn : p(x) < p∞}.
También definimos los exponentes defecto, r(·), s(·), por

1

p∞
=

1

p(x)
+

1

r(x)
con x ∈ E1

1

p(x)
=

1

p∞
+

1

s(x)
con x ∈ E2

Entonces por la definición, ya que p(·) ∈ N∞, se tiene que

1 ∈ Lr(·)(E1) ∩ Ls(·)(E2). (5.5)

Sea f = f1 + f2 con f1 = fχ{x:f(x)≥1} y f2 = fχ{x:f(x)<1}. Por homogenei-
dad podemos suponer ‖f‖p(·) = 1. Entonces tenemos que ver que ‖Tf‖q ≤ C.
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80 5. Operadores de convolución con medidas singulares

Para estimar Tf1 proseguimos como sigue,

‖Tf1‖q ≤
∥∥∥∥Tf p(·)

p−
1

∥∥∥∥
q

≤ c

∥∥∥∥f p(·)
p−

1

∥∥∥∥
p−

= c

∥∥∥∥f p(·)
p∞

1

∥∥∥∥
p∞

= c
(
ρp(·)(f1)

) 1
p∞ < c,

la última desigualdad vale por el Corolario 1.3.8.
Ahora estimamos Tf2 como sigue,

‖Tf2‖q ≤ c ‖f2‖p− = c ‖f2‖p∞

≤ c
(
‖f2‖Lp∞ (E1) + ‖f2‖Lp∞ (E2)

)
,

ahora por 5.5 y aplicando la desigualdad de Hölder general, 1.3.10

‖f2‖Lp∞ (E1) ≤ ‖1‖Lr(·)(E1) ‖f2‖Lp(·)(E1) < c1

Por otro lado, por el Lema 1.4.4 con t(x) = p(x), u(x) = p∞ y g = f2;
tenemos que

‖f2‖Lp∞ (E2) ≤ ‖f2‖Lp(·)(E2) + 1 < c2

5.3. Acotación del Tµ entre espacios de Lebes-

gue de exponentes variables, condiciones

necesarias

Ahora asumiremos que Tµ es acotado desde el Lp(·) en el Lq(·) y obtendre-
mos, bajo ciertas hipótesis de regularidad, condiciones necesarias que deben
satisfacer los exponentes p(·) y q(·).
Estos resultados son originales de esta tesis y vienen a extender, sobre los
espacios de Lebesgue variables, los lemas 5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 y 5.1.4.
Primero estudiamos el operador Tµ con la medida µ definida en 5.1. Sea
Sk =

∑n
j=k α

−1
j y Sn+1 = 0. Tenemos el siguiente
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Teorema 5.3.1. Sean p(·), q(·) ∈ P(Rn+1), continuas en x0 ∈ Rn+1. Supon-
gamos que Tµ es un operador acotado desde el Lp(·)(Rn+1) en Lq(·)(Rn+1).
Entonces, para 0 ≤ k ≤ n,

i.
1

q(x0)
≥ k + 1 + Sk+1

1 + Sk+1

1

p(x0)
− k + Sk+1

1 + Sk+1

.

ii. Si además p+ <∞ y q+ <∞ con p(x0) > 1 entonces

1

q(x0)
≥ 1 + Sk+1

k + 1 + Sk+1

1

p(x0)
+

(
1− k − 1

k + 1 + Sk+1

)
.

Demostración. Veamos(i). Dado ε > 0 existe 0 < δ̃ < 1
2

tal que∣∣p(x)− p(x0)
∣∣ < ε∣∣q(x)− q(x0)
∣∣ < ε

siempre que |x− x0| < δ̃. Elegimos δ << δ̃ y definimos el conjunto

Aδ(x
0) =

{
x :
∣∣xj − x0

j

∣∣ < δ̃ 1 ≤ j ≤ k,
∣∣xj − x0

j

∣∣ < δ
1
αj k + 1 ≤ j ≤ n,∣∣xn+1 − x0

n+1 − ϕ(x1 − x0
1, ..., xn − x0

n)
∣∣ ≤ δ

}
.

Tomamos f = χQδ(x0) con

Qδ(x
0) =

{
x ∈ Rn+1 :

∣∣xj − x0
j

∣∣ < δ, 1 ≤ j ≤ k;
∣∣xj − x0

j

∣∣ < δ
1
αj ,

k + 1 ≤ j ≤ n;
∣∣xn+1 − x0

n+1

∣∣ < cδ
}
.

Para x ∈ Aδ(x0) definimos

Yx(x
0) =

{
y ∈ Q :

∣∣xj − x0
j − yj

∣∣ < δ, 1 ≤ j ≤ k;
∣∣xj − x0

j − yj
∣∣ < δ

1
αj , k + 1 ≤ j ≤ n

}
.

Si x ∈ Aδ(x0) y y ∈ Yx(x0) entonces podemos ver que (x1 − y1, ..., xn −
yn, xn+1−ϕ(y1, ..., yn)) ∈ Qδ(x

0). En efecto, por definición del Yx(x
0) tenemos

que
∣∣xj − x0

j − yj
∣∣ < δ para 1 ≤ j ≤ k y

∣∣xj − x0
j − yj

∣∣ < δ
1
αj para k + 1 ≤

j ≤ n. Debemos ver que
∣∣xn+1 − x0

n+1 − ϕ(y1, ..., yn)
∣∣ < cδ. Pero

∣∣ϕ(y1, ..., yn)− xn+1 − x0
n+1

∣∣ ≤ ∣∣ϕ(y1, ..., yn)− ϕ(x1 − x0
1, ..., xn − x0

n)
∣∣+
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82 5. Operadores de convolución con medidas singulares

+
∣∣ϕ(x1 − x0

1, ..., xn − x0
n)− xn+1 − x0

n+1

∣∣ = I + II

Pero por definición del Aδ(x
0) tenemos que

II ≤ δ.

Ahora para acotar I observamos que

∣∣ϕ(y1, ..., yn)− ϕ(x1 − x0
1, ..., xn − x0

n)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∣∣xj − x0
j

∣∣αj − |yj|αj
∣∣∣∣∣

Luego podemos aplicar el teorema del valor medio a la función g(z) = zα

para obtener ξj ∈ [xj − x0
j , yj] y tal que∣∣xj − x0

j

∣∣αj − |yj|αj ≤ αjξ
αj−1
j

∣∣xj − x0
j − yj

∣∣ ,
Donde, para 1 ≤ j ≤ k∣∣xj − x0

j

∣∣αj − |yj|αj ≤ αjξ
αj−1
j δ,

y para k + 1 ≤ j ≤ n∣∣xj − x0
j

∣∣αj − |yj|αj ≤ αjξ
αj−1
j δ

1
αj .

Como las derivadas son continuas alcanzan un máximo en Q. Luego se
puede ver que ∣∣xj − x0

j

∣∣αj − |yj|αj
≤ αjδ2

αj−1, si 1 ≤ j ≤ k.∣∣xj − x0
j

∣∣αj − |yj|αj
≤ αjδ

1
αj 2αj−1δ

1− 1
αj = αj2

αj−1δ, si k + 1 ≤ j ≤ n.

Esto implica que∣∣ϕ(y1, ..., yn)− ϕ(x1 − x0
1, ..., xn − x0

n)
∣∣ ≤ cδ.

Con lo que hemos probado que
∣∣xn+1 − x0

n+1 − ϕ(y1, ..., yn)
∣∣ < cδ.

Luego, para x ∈ Aδ(x0) se tiene que

|Tµf(x)| ≥
∣∣Yx(x0)

∣∣ ≥ δk+Sk+1 .

Sea λ = cδ
(k+Sk+1)+

Sk+1+1

q(x0)−ε

82



5.3. Acotación del Tµ entre espacios de Lebesgue de exponentes variables,
condiciones necesarias 83

∫ ∣∣∣∣Tµf(x)

λ

∣∣∣∣q(x)

dx ≥
∫
Aδ(x0)

(
|Tµf(x)|

λ

)q(x)

dx

≥
∫
Aδ(x0)

(
δk+Sk+1

cδ
(k+Sk+1)+

Sk+1+1

q(x0)−ε

)q(x0)−ε

dx

=

(
δk+Sk+1

cδ
(k+Sk+1)+

Sk+1+1

q(x0)−ε

)q(x0)−ε ∣∣Aδ(x0)
∣∣

= 1.

pues, podemos elegir el δ̃ en la definición del Aδ(x
0) tal que valga la última

igualdad.
Luego tenemos que

‖Tµf‖q(·) ≥ cδ
(k+Sk+1)

Sk+1+1

q(x0)−ε .

Por otro lado, ya que Tµ es un operador acotado desde el Lp(·)(Rn+1) en
el Lq(·)(Rn+1) entonces

‖Tµf‖q(·) ≤ c ‖f‖p(·)

Y ahora, calculemos ‖f‖p(·). Para λ = |Qδ(x
0)|

1
p+(Qδ(x0)) se tiene que∫ ∣∣∣∣f(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

dx =

∫ ∣∣∣∣χQδ(x0)(x)

λ

∣∣∣∣p(x)

dx

=

∫
Qδ(x0)

∣∣∣∣1λ
∣∣∣∣−p(x)

dx

≤
∫
Qδ(x0)

∣∣∣∣1λ
∣∣∣∣p+(Qδ(x

0))

dx

≤ 1.

Luego

‖f‖p(·) =
∥∥χQδ(x0)

∥∥
p(·) ≤

∣∣Qδ(x
0)
∣∣ 1
p+(Qδ(x0)) ≤

∣∣Qδ(x
0)
∣∣ 1
p(x0)

−ε
,

como |Qδ(x
0)| = cδk+Sk+1+1 tenemos entonces que

‖Tµf‖q(·) ≤ c
∣∣Qδ(x

0)
∣∣ 1
p(x0)

−ε
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84 5. Operadores de convolución con medidas singulares

Haciendo ε −→ 0 tenemos que

cδ
(k+Sk+1)+

Sk+1+1

q(x0) ≤ cδ
(k+Sk+1+1) 1

p(x0)

Y al mismo tiempo δ −→ 0, entonces

(k + Sk+1) +
Sk+1 + 1

q(x0)
≥ k + Sk+1 + 1

p(x0)

O , lo que es lo mismo

1

q(x0)
≥ k + Sk+1 + 1

Sk+1 + 1

1

p(x0)
− k + Sk+1

Sk+1 + 1
.

Ahora, para ver (ii) basta ver que el conjugado T ∗µ tiene la misma forma

que Tµ. Pues T ∗µ = Tµ∗ = T−µ. Entonces T ∗µ es acotado del
(
Lq(·)(Rn)

)′
en el(

Lp(·)(Rn)
)′

. Luego, como p+ <∞ y q+ <∞, por el Teorema 1.7.1 tenemos

que
(
Lp(·)(Rn)

)′
=
(
Lp
′(·)(Rn)

)
y
(
Lq(·)(Rn)

)′
=
(
Lq
′(·)(Rn)

)
. Entonces, lla-

mando a = k+1+Sk+1

1+Sk+1
y b = k+Sk+1

1+Sk+1
, Si q(x0) > 1 aplicando el inciso (i) a T ∗µ

se tiene que
1

p′(x0)
≥ a

1

q′(x0)
− b

1− 1

p(x0)
≥ a

[
1− 1

q(x0)

]
− b

1

q(x0)
≥ 1

a

1

p(x0)
+
a− b− 1

a
.

Es decir,
1

q(x0)
≥ 1 + Sk+1

k + 1 + Sk+1

1

p(x0)
+ 1− k − 1

k + 1 + Sk+1

.

Ahora si q(x0) = 1 la desigualdad vale trivialmente.

Como casos particulares, hemos obtenidos con técnicas similares, las con-
diciones necesarias para el caso n = 2 del Tµ con la medida definida en
Q = [−1, 1]2.

Teorema 5.3.2. Sean p(·), q(·) ∈ P(R3). Si p, q son continuas en un punto
x0 ∈ R3 y supongamos Tµ acotado del Lp(·)(R3) en el Lq(·)(R3) entonces

1

q(x0)
≥ 3

p(x0)
− 2,
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Teorema 5.3.3. Si p(·), q(·) ∈ P(R3) son continuas en un punto x0 ∈ R3 y
supongamos Tµ acotado del Lp(·)(R3) en el Lq(·)(R3) entonces

1

q(x0)
≥ 1

p(x0)
− α + β

α + β + αβ
.

Teorema 5.3.4. Sean p(·), q(·) ∈ P(R3) continuas en un punto x0 ∈ R3 y
supongamos Tµ acotado del Lp(·)(R3) en el Lq(·)(R3). Entonces

1

q(x0)
≥ 2β + 1

β + 1

1

p(x0)
− 1.

Es bien conocido que si (1
p
, 1
q
) ∈ Eµ entonces p ≤ q (ver [44] pag. 33). Nos

preguntamos ahora si, al menos en el caso que p(·) y q(·) sean continuas en
x0, debe valer que p(x0) ≤ q(x0). La respuesta es ¡no!

Ejemplo 5.3.5.

p(x) =

{
3− |x|2 si |x| ≤ 1

2 si |x| > 1

y

q(x) =

{
|x|2 + 1 si |x| ≤ 1

2 si |x| > 1

Entonces por el Teorema 1.4.3 tenemos que

‖Tµf‖q(·) ≤ ‖Tµf‖2=q+
≤ ‖f‖2=p−

≤ ‖f‖p(·) .

Pero ∀ |x| < 1 tenemos que q(x) < p(x).

Recordemos que el operador adjunto de Tµ satisface

T ∗µ = Tµ∗ ,

donde

µ∗(E) = µ(−E) =

∫
Q

χE(x1, x2,−ϕ(x1, x2))dx1dx2.

Es decir los operadores Tµ y T ∗µ tienen la misma forma. Luego, como casos
particulares del Teorema 5.3.1 inciso (ii), podemos aplicar los Teoremas 5.3.2,
5.3.3 y 5.3.4 para obtener el siguiente
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Teorema 5.3.6. Sean p(·), q(·) ∈ P(R3) continuas en un punto x0 ∈ R3 y
tales que p+ < ∞ y q+ < ∞. Supongamos Tµ acotado del Lp(·)(R3) en el
Lq(·)(R3). Entonces se verifican

i.
1

q(x0)
≥ 1

3p(x0)
,

ii. Si además p+ <∞ y q+ <∞ con p(x0) > 1,

1

q(x0)
≥ β + 1

2β + 1

1

p(x0)
+

(
1− 2(β + 1)

2β + 1

)
.

Por último generalizamos el resultado obtenido en [18] con el operador T γµ
de convolución con la medida sobre R2n definida en 5.4. La técnica usada en
la demostración del Lema 5.1.5 se basaba en un argumento de homogeneidad
de la norma que no se extiende fácilmente al caso de exponente variable.
Como parte de esta tesis obtuvimos el siguiente

Teorema 5.3.7. Sea T γµ el operador definido en 5.2 con la medida dada por
5.4 y sean p(·), q(·) ∈ P(R2n) continuas en x0 ∈ R2n. Si T γµ es acotado de

Lp(·)(R2n) en Lq(·)(R2n) entonces

1

q(x0)
≥ 1

p(x0)
− γ

n (1 + k)
.

Demostración. Dado ε > 0 ∃ δ̃ > 0 tal que∣∣p(x)− p(x0)
∣∣ < ε∣∣q(x)− q(x0)
∣∣ < ε

siempre que |x− x0| < δ̃. Tomamos ahora 0 < δ << δ̃. Y definimos

Qδ(x
0) =

[
x0

1 − δ, x0
1 + δ

]
× ...×

[
x0
n − δ, x0

n + δ
]
×

×
[
x0
n+1 − cδk, x0

n+1 + cδk
]
× ...×

[
x0

2n − cδk, x0
2n + cδk

]
Sea f = χQδ . Definimos el conjunto

Aδ(x
0) =

{
x ∈ R2n :

∣∣x1 − x0
1

∣∣ ≤ δ, ...,
∣∣xn − x0

n

∣∣ ≤ δ,∣∣xn+1 − x0
n+1 − ϕ1(x1 − x0

1, ..., xn − x0
n)
∣∣ ≤ dδk, ...

...,
∣∣x2n − x0

2n − ϕn(x1 − x0
1, ..., xn − x0

n)
∣∣ ≤ dδk

}
.
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y sea Bδ = B(0, δ) ⊂ Rn. Si x = (x1, ..., xn, xn+1, ..., x2n) ∈ Aδ
y y = (y1, ..., yn) ∈ Bδ, entonces

(x1 − y1, ..., xn − yn, xn+1 − ϕ1(y1, ..., yn), ..., x2n − ϕn(y1, ..., yn)) ∈ Qδ.

En efecto para 1 ≤ j ≤ n,
∣∣xj − yj − x0

j

∣∣ ≤ ∣∣xj − x0
j

∣∣+ |yj| ≤ 2δ . Ahora∣∣xn+j − x0
n+j − ϕj(y1, ..., yn)

∣∣
=
∣∣xn+j − x0

n+j − ϕj(x1 − x0
1, ..., xn − x0

n)
∣∣+∣∣ϕj(x1 − x0

1, ..., xn − x0
n)− ϕj(y1, ..., yn)

∣∣
≤ dδk +

∣∣ϕj(x1 − x0
1, ..., xn − x0

n)
∣∣+ |ϕj(y1, ..., yn)| ≤ cδk

pues al ser ϕj continua sobre la esfera unitaria y homogénea de grado k se tie-

ne que, ϕj(x1−x0
1, ..., xn−x0

n) = |(x1 − x0
1, ..., xn − x0

n)|k ϕj
(

x1−x0
1,...,xn−x0

n

|(x1−x0
1,...,xn−x0

n)|

)
y entonces |ϕj(x1 − x0

1, ..., xn − x0
n)| ≤ c |(x1 − x0

1, ..., xn − x0
n)|k ≤ cδk y lo

mismo pasa con |ϕj(y1, ..., yn)| . Por lo tanto si (x1, ..., x2n) ∈ Aδ,∣∣T γµ f (x1, ..., x2n)
∣∣ ≥ ∫

Bδ

|y|γ−n dy = c

∫ δ

0

rγ−nrn−1dr = cδγ.

Ahora

|Aδ| =
∫
χAδ(x)dx

hacemos el cambio de variables u1 = x1 − x0
1, ..., un = xn − x0

n un+1 =
xn+1−x0

n+1−ϕ1(x1−x0
1, ..., xn−x0

n), ..., u2n = x2n−x0
2n−ϕn(x1−x0

1, ..., xn−x0
n),

entonces x ∈ Aδ si y solo si u ∈ [x0
1 − δ, x0

1 + δ] × ... × [x0
n − δ, x0

n + δ] ×[
x0
n+1 − δk, x0

n+1 + δk
]
× ...×

[
x0

2n − δk, x0
2n + δk

]
y el jacobiano de la trans-

formación es Dϕ que es invertible, acotada sobre la esfera unitaria y por el
teorema de la función inversa,(

Dϕ−1
) (
ϕ
(
x− x0

))
=
[
Dϕ

(
x− x0

)]−1 ≥ c.

Entonces∣∣Aδ(x0)
∣∣ =

∫
χAδ(x0)(x)dx ≥ c

∫
χ[x0−δ,x0+δ]n×[x0−δk,x0+δk]

n(u) = cδn(1+k)

Ahora, tomando λ = C
1

q(x0)−ε δ
γ+

n(1+k)

q(x0)−ε se tiene que (tomando δ suficien-
temente pequeño)

ρq(·)

(
T γµ f

λ

)
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≥
∫
Aδ(x0)

(
T γµ f(x)

λ

)q(x)

dx

≥
∫
Aδ(x0)

(
cδγ

C
1

q(x0)−ε δ
γ+

n(1+k)

q(x0)−ε

)q(x0)−ε

dx

=

(
cδγ

C
1

q(x0)−ε δ
γ+

n(1+k)

q(x0)−ε

)q(x0)−ε ∣∣Aδ(x0)
∣∣

= 1

Con lo que ∥∥T γµ f∥∥q(·) ≥ Cδ
γ+

n(1+k)

q(x0)−ε .

Por otro lado, tomando λ =
(
cδn+nk

) 1
p+(Qδ(x0)) y ya que |Qδ(x

0)| = cδn+nk,
tenemos que

ρp(·)

(
f

λ

)
=

∫
Qδ(x0)

(
1

λ

)p(x)

dx

=

∫
Qδ(x0)

(
1

λ

)p+(Qδ(x
0))

dx

=

(
1

(cδn+nk)
1

p+(Qδ(x0))

)p+(Qδ(x
0)) ∣∣Qδ(x

0)
∣∣

= 1.

Luego se tiene que∥∥T γµ f∥∥q(·) ≤ c ‖f‖p(·) ≤ c
(
cδn+nk

) 1
p+(Qδ(x0)) ≤

(
cδn+nk

) 1
p(x0)

−ε
.

Entonces, haciendo ε→ 0,

δ
γ+

n(1+k)

q(x0) ≤ δ
n+nk

p(x0)

Y al hacer δ → 0 obtenemos que

γ +
n(1 + k)

q(x0)
≥ n+ nk

p(x0)
.

O, lo que es lo mismo

1

q(x0)
≥ 1

p(x0)
− γ

n(k + 1)
.
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Además podemos obtener una versión del Lema de Oberlin (ver Teorema
1 en [32]) para exponentes variables.

Teorema 5.3.8. Sea T γµ el operador definido en 5.2 con la medida dada por
5.4 y sean p(·), q(·) ∈ P(R2n) continuas en x0 ∈ R2n. Si T γµ es acotado de

Lp(·)(R2n) en Lq(·)(R2n) entonces

i.
1

q(x0)
≥ 2

p(x0)
− 1,

ii. Si además p+ <∞ y q+ <∞ con p(x0) > 1,

1

q(x0)
≥ 1

2p(x0)
.

Demostración. Veamos (i). Dado ε > 0 ∃ δ̃ > 0 tal que, si |x− x0| < δ̃
entonces ∣∣p(x)− p(x0)

∣∣ < ε∣∣q(x)− q(x0)
∣∣ < ε

Denotemos por x1 = (x1, ..., xn) y x2 = (xn+1, ..., x2n). Tomamos 0 <
δ << δ̃ y definimos

Qδ(x
0) = Bδ(x

0
1)×Bcδ(x

0
2).

Sea f = χQδ(x0). Definimos el conjunto

Aδ(x
0) =

{
x = (x1, x2) ∈ R2n :

∣∣x1 − x0
1

∣∣ ∼ δ̃,
∣∣x2 − x0

2 − ϕ
(
x1 − x0

1

)∣∣ ∼ δ
}
.

Definimos también, para x ∈ Aδ(x0),

Yx(x
0) =

{
y ∈ Rn :

∣∣y − x1 − x0
1

∣∣ ∼ δ
}
.

Luego si x ∈ Aδ(x0) y y ∈ Yx(x0) entonces (x1 − y, x2 − ϕ(y)) ∈ Qδ(x
0).

En efecto |x1 − y − x0
1| < δ puesto que y ∈ Yx(x0).

Además

∣∣x2 − x0
2 − ϕ(y)

∣∣ ≤ ∣∣x2 − x2
0 − ϕ(x1 − x0

1)
∣∣+
∣∣ϕ(x1 − x0

1)− ϕ (y)
∣∣

≤ cδ + c1 sup |∇ϕ (ξ)|
∣∣x1 − x0

1 − y
∣∣ .
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Como el gradiente de ϕ es homogéneo de grado k−1, entonces |∇ϕ (ξ)| ≤
M |ξ| ≤ 2M, donde M = sup‖x‖=1 |ϕ(x)| , y ξ está en el segmento entre x1−x0

1

y y, por lo tanto ∣∣x2 − x0
2 − ϕ(y)

∣∣ ≤ (c+ 2c1M) δ.

Luego, como

T γµ f(x) ≥
∫
Yx(x0)

f(x1 − y, x2 − ϕ(y)) |y|γ−n dy,

entonces ∣∣T γµ f(x)
∣∣ ≥ ∣∣Yx(x0)

∣∣ = cδn.

Como antes se puede ver que∣∣Aδ(x0)
∣∣ = cδn,

y luego tomando λ = cδ
n+ n

q(x0)−ε tenemos que

ρq(·)

(
T γµ f

λ

)
≥
∫
Aδ(x0)

∣∣∣∣T γµ f(x)

λ

∣∣∣∣q(x)

dx

≥
∫
Aδ(x0)

∣∣∣∣ cδn

cδ
n+ n

q(x0)−ε

∣∣∣∣q(x0)−ε

dx

≥ 1

Con lo que ∥∥T γµ f∥∥q(·) ≥ cδ
n+ n

q(x0)−ε .

Por otro lado, como T γµ es acotado desde el Lp(·)(R2n) en el Lq(·)(R2n),∥∥T γµ f∥∥q(·) ≤ c ‖f‖p(·)

≤ cδ
2n

p(x0)−ε

Luego, haciendo ε→ 0, tenemos

cδ
n+ n

q(x0) ≤ cδ
2n
p(x0)

Y al hacer δ → 0 obtenemos que

n+
n

q(x0)
≥ 2n

p(x0)

90



5.3. Acotación del Tµ entre espacios de Lebesgue de exponentes variables,
condiciones necesarias 91

o equivalentemente
1

q(x0)
≥ 2

p(x0)
− 1.

Ahora para ver (ii) observamos que el conjugado (T γµ )∗ tiene la mis-
ma forma que T γµ . Pues (T γµ )∗ = T γµ∗ = T γ−µ. Luego (T γµ )∗ es acotado des-

de el Lq(·)(Rn)′ en el Lp(·)(Rn)′. Como p+, q+ < ∞, por el Teorema 1.7.1,(
Lq(·)(Rn)

)′
= Lq

′(·)(Rn) y
(
Lp(·)(Rn)

)′
= Lp

′(·)(Rn). Entonces, si q(x0) > 1,
podemos aplicar la parte (i) a los exponentes q′(·) y p′(·),

1

p′(x0)
≥ 2

q′(x0)
− 1

1− 1

p(x0)
≥ 2

(
1− 1

q′(x0)

)
− 1,

lo que es lo mismo que
1

q(x0)
≥ 1

2p(x0)
.

Y si q′(x0) = 1 la desigualdad vale trivialmente.
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[11] J.Garćıa Cuerva y J.M.Martell Two-weight norm inequalities for maxi-
mal operators and fractional integrals on non-homogeneous spaces.

[12] T.Godoy y M.Urciuolo, About the Lp boundedness of some integral ope-
rators, Revista de la UMA 38, 1993.

[13] T.Godoy y M.Urciuolo, About the Lp boundedness of integral operators
with kernels of the form k1(x−y)k2(x+y), Math Scand. 78, 1996, 84-92.

[14] T.Godoy y M.Urciuolo, On Certain integral operators of fractional type,
Acta Math. Hungar. 82 (1-2), 1999, 99-105.

[15] M. de Guzman A covering lemma with applications to differentiability of
measures and singular integral operators, Studia Math.34(1970), 299-317.

[16] Ferreyra E., Godoy T., Urciuolo M., Boundedness properties of some
convolution operators with singular measures. Math. Z. 225:611-624,
1997.

[17] Ferreyra E., Godoy T., Urciuolo M., Lp − Lq estimates for convolution
operators with n-dimensional singular measures. J.Fourier Anal. Appl.
3(4):475-484, 1797.

[18] Ferreyra E., Godoy T., Urciuolo M.,The Type Set for some measures on
R2n with n-dimensional support. Czechoslovak Mathematical Journal 52
(127):575–583, 2002.

[19] Hasley T. C., Electrorheologicalfluids. Science, New Series,
258(5083):761-766, 1992.

[20] L.I.Hedberg,On certain convolution inequalities,Proc. American Mathe-
matical Society, 1972, 505-510.

[21] O.Kovácik, y J.Rákosnik On spaces Lp(x) and W k,p(x), Czech. Math. J.,
41(116) (1991), 592-618.

[22] Kopaliani T., On the Muckenhaupt condition on variable Lebesgue spa-
ces. Proc. A. Razmadze Math. Inst., 148:29-33, 2008.

[23] Lerner A. K., On some questions related to the maximal operator on

variable Lp spaces. Trans. Amer. Math. Soc. 362(8)̇:4229-4242, 2010.

[24] Littman,W. Lp − Lq estimates for singular integral operators. In
Proc.Symp. Pure and Appl. Math. vol. 23, pp 479-481, Amer.Math. Soc.,
Providence,RI, 1973.

94



5.3. Bibliograf́ıa 95

[25] B.Muckenhoupt y R.L.Wheeden Wheighted norm inequalities for frac-
tional integrals, American Mathematical Society. Vol. 192, 1974.

[26] B.Muckenhoupt .Muckenhoupt, Weighted norm inequalities for the
Hardy maximal functions , Trans. Amer. Math. Soc.165(1972), 207-226.
MR 45.

[27] H.Nakano,Modulared Semi-Ordered Linear Spaces, Maruzen Co. Ltd.,
Tokio, 1950.

[28] Nakano H., Modulared Sequence Spaces. Proc. Japan Acad., 27:508-512,
1951.

[29] Nakano H., Topology and Linear Topological Spaces. Maruzen Co. Ltd.,
Tokio, 1951.

[30] Nekvinda A., Maximal operators on variable Lebesgue spaces for al-
most monotone radial exponent. J. Math. Anal. Appl. , 337(2):1345-1365,
2008.
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