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Resumen

En el presente trabajo nos enfocamos en el estudio de ciertos operadores
en el contexto de los espacios de Lebesgue con exponente variable. En un
principio definimos el espacio ambiente LP()(Q) y recordamos algunas pro-
piedades topolédgicas del mismo. Definimos la norma que los describe como
espacios de Banach y destacamos algunas propiedades importantes que usa-
remos a lo largo de la tesis.

Después hacemos un repaso de la acotacion de uno de los mas conocidos ope-
radores en el andlisis armoénico. Se trata del operador maximal de Hardy —
Littlewood. El estudio acerca de este operador nos dard alguna guia para
estudiar otros operadores que seran de nuestro interés. Mencionaremos los
resultados conocidos acerca de condiciones sobre las funciones exponentes
para que la maximal de Hardy — Littlewood sea un operador acotado so-
bre el Lp(')(]R“). También introducimos condiciones mas generales para las
funciones exponentes, las cuales garantizan esta acotacién. Como un resul-
tado clave que serd el punto de partida para el estudio de otros operadores
enunciamos un teorema de extrapolacién sobre los espacios LP()(Q) el cual
requiere de conocer ciertas desigualdades con pesos de Muckenhoupt.

El primer operador que estudiamos en este trabajo es el operador de tipo
fraccionario. Sean n,m € N. Sea Aj, ..., A, matrices invertibles n x n. Sea
0<a<ny0<a; <ntales que a; + ...+, =n — a, si a = 0 suponemos
m > 1. Definimos

1
T.f(x :/ o o dy.
f(@) re |7 — Ary|™ | — ALyl Fy)dy

En [47] estudiamos este operador en el caso de que las matrices A; son po-
tencias de una matriz invertible A tal que AY = I,,, donde I, es la matriz
identidad n x n. Este este trabajo se consiguié una mejora sobre el trabajo
[39] donde los autores exigian ciertas condiciones de continuidad para las
funciones exponentes y que las matrices sean ortogonales. Logramos pro-
bar la acotacion del T, entre espacios de Lebesgue con exponente variable
y probamos ademds una estimacion del tipo débil con mejores condiciones.
Luego en otro trabajo, [48], volvimos a tratar con este operador pero esta vez
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para matrices invertibles con condiciones minimas. Probamos, bajo ciertas
condiciones sobre las funciones exponentes, que el operador T, resulta aco-
tado desde el LPO)(R™) en el LIC)(R™) para ciertos pares p(-),q(-) tales que
ﬁ = z% — 2. Nuevamente probamos una estimacién del tipo débil. Ademas
probamos algunas condiciones necesarias en casos particulares. Ambos tra-
bajos publicados forman parte de esta tesis.

Otro de los operadores con los que trabajamos fue el operador integral con

ntcleo de tipo rough”. Sean A; A, matrices invertibles. Definimos

n
a5

|

donde €); : R — R son funciones homogéneas de grado cero que satisfacen

una condicién de tamario y una condicién de Diniy * 4 ...+ = =n—a con
m

0 <a < n.Sia=0suponemos m > 1. Definimos el nicleo

K(z,y) =ki(x — Ayy)..kpm(x — Any).

El operador que tratamos esta dado por

Rof(x) = | K(x,y)f(y)dy.
R

Este operador es mas general que el de tipo fraccionario. Estudiamos el R,, en
el contexto de los espacios de Lebesgue con exponente variable. Pero en este
caso hemos considerado condiciones distintas para las funciones exponentes.
Estas fueron motivadas por el estudio del operador maximal de Hardy —
Littlewood. Obtuvimos asf la acotacién de este operador desde el LPC)(R™)
en el LIO)(R") para ciertos p(-),q(+) tales que ﬁ = z% — 2. Dicho trabajo
se puede ver en [49].

Finalmente consideramos operadores de convolucién con medidas singulares.

Dada una medida de Borel finita 1 sobre R", es decir

[ i <

definimos el operador de convolucion
Tuf (@) = (px f)(x) = [ flz—y)duly).
R
Particularmente consideramos z una medida sobre R" ™! soportada en el grafi-
co de una funcién real definida sobre un cubo Q™ C R™.

Por otro lado estudiamos el operador convolucion con una medida soportada
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sobre ciertas superficies en R?*". En este tiltimo caso la medida no es finita.
Para ambos casos hemos probado que los operadores estan bien definidos so-
bre el LP0). Primero hemos obtenidos resultados sobre condiciones suficientes
para las funciones exponentes las cuales garantizan que 7), es acotado des-
de el LP0) en el L) adecuados. Por otro lado hicimos més hincapié en las
condiciones necesarias que deben satisfacer las funciones exponentes p(-), q(+)
asumiendo que 7}, es acotado desde el LPO) en el L0,






Abstract

In the present work we focus in the study of certain operators in the con-
text of the Lebesgue spaces with variable exponent. At first we define the
ambient space LP()(Q) and we recall some topological properties of it. We
define the norm that describes them as Banach spaces and we highlight some
important properties that we will use throughout the thesis.

After that we do a review of the boundedness of one of the best known ope-
rator in the harmonic analysis. The Hardy — Littlewood maximal operator.
The study of this operator will give us some guidance to study other ope-
rators of our interest. We will mention the known results about conditions
on the exponent functions for the Hardy — Littlewood maximal be a boun-
ded operator on LP()(R™). Also we introduce more general conditions for the
exponent functions, which guarantee this boundedness. We will enunciate a
key result thet will be a starting point for the study of others operators. It
is the extrapolation’s theorem on the LP()(Q) spaces which requires knowing
certaint inequalities with Muckenhoupt's weights.

The first operator that we will study in this work is a fractional type opera-
tor. Let n,m € N. Let Ay, ..., A,, be invertible n x n matrices. Let 0 < a < n
and 0 < a; < n such that a; + ... + a,,, = n — «, if @ =0 we suppose m > 1.
We define

1
T.f(x) = o o dy.
f@) /]Rn |z — Awy|™ . — Apyl fw)dy

In [47] we study this operator in the case that the matrices A; are powers of a
invertible matrix A such that AN = I,,, where I,, is the identity n x n matrix.
We got better results that than in [39] where the authors demanded certain
conditions of continuity for the exponent functions and that the matrices
were orthogonal. We managed to demonstrate the boundedness of T, between
Lebesgue’s spaces with variable exponent and we also demonstrate a weak
type estimates, with better conditions. Then in another work,[48], we tried
again with this operator but this time for the invertible matrices with minimal
conditions. We prove, under certain conditions on exponent functions, that
the operator T, is bounded from LP()(R") into L") (R") for certain p(-), ¢(-)
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such that ﬁ = ]% — 2. Again we prove a weak type estimates. Also we prove
some neccesary conditions in the particular cases. Both published works are
part of this thesis.

Another operador we worked with was the integral operator with kernel of
rough-type. Let Ay A, be invertible matrices. We define

n
4

-----

where €2; : R® — R are homogeneous functions of degree zero that satisfy
a Dini’s condition and a condition of size and * + ... + - = n — a with
0<a<n Ifa=0 We suppose m > 1. We define the kernel

K(z,y) = ki(x — A1y)..kn(x — Apy).

The operator that we treat is given by

Rof(x) = . K(x,y)f(y)dy.
This operator is more general that the fractional type. We study the R, in
the context of Lebesgue’s spaces with variable exponent. But in this case
we have considered different conditions for the exponent functions. These
conditions were motivated by the study of the Hardy — Littlewood maximal
operator. We obtained the boundedness of this operator from LP()(R™) into
L1O)(R™) for certain p(-), q(-) such that Tl-) = ]% — 2. This work is published
in [49)].
Finally we consider operators of convolution with singular measures.
Given a finite Borel’s measure p on R”, i.e.

[ dlul<oc

we define the operator of convolution
Tuf(x) = (px f)lx) = s [z —y)du(y).

We particularly consider ;o a measure on R"*! supported on the graph of a
real function defined on the cube Q" C R™.

On the other hand we study the operator of convolution with a measure
sopported on certain surfaces in R?". In this last case the measure is not
finite.

For both cases we have proven that the operators are well defined on LP().



First we have obtained results about sufficient conditions for the exponent
functions wicth guarantee that 7}, is bounded from LPO) into L0). On the
other hand we put more emphasis in the neccesary conditions that must
satisfy the exponent functions p(-), ¢(-), assuming that 7}, is bounded from
LPO) into L10).






Agradecimientos

El esfuerzo requerido en este trabajo de cinco anos dio sus frutos gra-
cias a muchos factores. En primer lugar todo hubiera sido notablemente més
dificil sin la beca otorgada por CONICET para realizar el Doctorado en Ma-
tematica. Mi primer agradecimiento para la entidad. En segundo lugar quiero
destacar el lugar de trabajo, la Facultad de Matematica, Astronomia, Fisica
y Computacion de la Universidad Nacional de Cérdoba. Verdaderamente me
ha brindando la formacién necesaria para poder culminar de manera efectiva
esta tesis.

En cuanto a las personas que me han rodeado en todos estos anos quiero
dar mi enorme agradecimiento a mi directora, la Dra. Marta Urciuolo, por
la dedicacién y acompanamiento que me brindé en todo este tiempo. He
aprendido muchisimo y me ha motivado a seguir creciendo como matemati-
co. También quiero destacar al grupo de investigacién en analisis armoénico y
ecuaciones diferenciales de la FAMAF, con quien he tenido una emocionante
experiencia a lo largo de los anos.

Por tultimo agradecer a mi familia, amigos, companeros y colegas en general
por el apoyo y la experiencia compartida. En lo personal estoy muy agra-
decido a la vida y a Dios por todo lo que he aprendido y logrado en este
tiempo.

11






Indice general

Introduccionl 15
[1. Espacios LPU)| 19
(1.1. Las funciones exponentes|. . . . . . . . .. ... ... ... 20
(1.2. La Modularl . . . ... ... .. .. ... ... ... 21
[1.3. El Espacio LPU(Q)[ . ... ... ... ... ... .. .. ... 22
[1.4. Inmersiones continuas|. . . . . . . . .. .. ... .. .... 25
1.5. Convergencia en LPU(Q) . . ... ... ... ... ... . 26
1.6. Completitud y subconjuntos densos en LPV)(Q)| . . . . . 28
1.7. El espacio dual de LPY)| . . . . . .. ... ... ... . ... 28
[2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los LP)| 31
2.1. La maximal en los LPO(R™)|. . ... ... ... ... ... 31
[2.2. Un control en el infinito, la condicion N, | . . . . . . .. 32
[2.3. Los pesos de Muckenhoupt y Wheeden| . . . . . . . . .. 35
[2.4. Control local, la condicion Ko . . . . . .. ... ... ... 36
[2.5. Extrapolacion y algoritmo de Rubio de Francial. . . . . 38
[3. Operadores integrales de tipo fraccionario| 43
[3.1. Operadores de tipo fraccionario en el contexto de es- |
| pacios de Lebesgue clasicos| . . . . ... ... ... .... 44
[3.2. Acotacion sobre los espacios de Lebesgue variables| 45
[3.3. Algunas mejoras para la continuidad sobre los espacios |
[ de Lebesgue variables| . . . . . ... ... ... ... ... . 46
[3.4. (eneralizacion de condiciones en el estudio de los ope- |
[ radores de tipo fraccionarios en los espacios de Lebes- |
[ gue variables| . . . .. ... ... ... ... 51
[4. Operadores integrales con nucleos de tipo “rough”| 59
[4.1. Acotacion sobre los clasicos espacios de Lebesgue con |
[ PESOS| . . . . 60




INDICE GENERAL INDICE GENERAL

[4.2. Continuidad en el contexto de los espacios de Lebesgue |

[6. Operadores de convolucion con medidas singulares| 71
[>.1. Trabajos previos sobre los espacios de Lebesgue clasicos| 72
[0.2. Acotacion del 7, entre espacios de Lebesgue de expo- |

[ nentes variables, condiciones suficientes| . . . . . . . .. 75

[0.3. Acotacion del 7, entre espacios de Lebesgue de expo- [
[ nentes variables, condiciones necesarias|. . . . . . . . .. 80
Bibliog 3 93

14



Introduccion

En este trabajo analizamos la acotacion de distintos operadores integrales
entre espacios de Lebesgue con exponentes variables. Estos espacios, como
su nombre lo indica, son una generalizacion de los clasicos espacios de Le-
besgue LP. Los espacios resultantes LP() comparten muchas propiedades con
los espacios LP, y son muy importantes por sus aplicaciones a las ecuacio-
nes en derivadas parciales y a problemas variacionales con condiciones de
crecimiento no estandar. Estos espacios fueron estudiados originalmente en
1931 por Orlicz en el trabajo [31]. El siguiente paso en el desarrollo de los
espacios de Lebesgue de exponente variable vino dos décadas después, en los
trabajos [27], [28] y [29], de H. Nakano, quien desarroll la teoria de espacios
modulares e introduce los espacios LP() como un ejemplo de éstos. Indepen-
dientemente, estos espacios aparecen estudiados en la literatura rusa. Fueron
introducidos por Tsenov en 1961. En el trabajo [46], el autor consideré el
problema de minimizar la integral

/0 (@) — o) d,

donde f es una funcién continua y ¢ es un polinomio de grado fijo. En 1979
I. Sharapudinov, en [40] desarrollé la teoria de espacios funcionales sobre
intervalos de la recta real, introduciendo una norma de Luxemburgo. En el
trabajo [41], él fue el primero en considerar cuestiones sobre regularidad de
la funcién exponente e introdujo la condicién de continuidad log-Hdélder

c 1

[z —yl <3 (1)

Ip(z) — p(y)| < 5

~ —Infz —y|’
que seria de gran utilidad en desarrollos futuros. A partir de 1982, V. V.
Zhikov aplico los espacios de Lebesgue variables al problema del calculo de
variaciones (ver [52] y [53]). El interés en el estudio de estos espacios crecid
en los anos 90 por su utilidad en el estudio de modelos matematicos de
fluidos cuya viscosidad cambia cuando se la expone a un campo eléctrico
(a modo de ejemplo ver [19]). Estos espacios también han sido usados para
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Introduccion

estudiar el comportamiento de fluidos quasi-newtonianos, en magnetostatica,
en procesamiento de iméagenes, etc.

En el Capitulo 1 damos la definicién precisa de los espacios L) y enun-
ciamos los resultados sobre completitud, desigualdad de Holder, dualidad,
convergencia e inmersiones que usaremos después a lo largo de la tesis.
Para muchos de los resultados descriptos antes fue necesario extender resul-
tados clasicos del andlisis armoénico al contexto de los espacios de Lebesgue
variables. Un problema central histérico fue, y sigue siendo, determinar con-
diciones sobre la funcién exponente p(-) para que la funcién maximal de
Hardy-Littlewood sea continua sobre LP(). El primer resultado en esta direc-
cién se debe a L. Diening que en el trabajo [7] mostr6é que es suficiente que
p(-) satisfaga la condicién de continuidad log-Holder y que sea constante
fuera de una bola. Este resultado fue generalizado en [3] donde los auto-
res mostraron que era suficiente asumir que p(-) satisfaga (1)) y la siguiente
condicién de decaimiento en infinito: que existan p., ¢ tales que

P(7) = Poo| < m, (2)

Las condiciones y (2) son suficientes pero no necesarias. Posteriormente
a estos trabajos distintos autores dieron diferentes condiciones para la con-
tinuidad del operador maximal. Por ejemplo, en los trabajos [30], [22] y [24]
se encuentran resultados de este tipo.

En el Capitulo 2 describimos los resultados actuales sobre la acotacion del
operador maximal y mostramos que se pueden reemplazar las condiciones
y sobre la funcién exponente por otras dos condiciones (una de ca-
racteristica local y otra de decaimiento en infinito) para obtener la acotacién
del operador maximal. La importancia de estos resultados se evidencia en el
trabajo [5] donde los autores muestran que la teorfa de extrapolacién de J. L.
Rubio de Francia puede extenderse a los espacios de Lebesgue variables. En
el segundo capitulo enunciamos también resultados de la teoria de pesos y los
nuevos teoremas de extrapolacién y como, con esta herramienta, se pueden
obtener acotacion de otros operadores, como el operador maximal fracionario
M., entre los correspondientes espacios de Lebesgue variables.

En el Capitulo 3 presentamos los primeros operadores integrales que hemos
analizado en este trabajo. Los llamamos operadores integrales de tipo fraccio-
nario. Concretamente, si n es la dimension del espacio, tomamos 0 < a < n.
SimeN (6 meN-{1} si « =0), dadas Ay, ..., A,, ciertas matrices inver-
tibles, definimos

1
1) = [ e
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Introduccion

para oy + ... + @, = n — « (homogeneidad de la integral fraccionaria I,).
Estos operadores ya habian sido estudiados en el contextos de los L clasicos
[14], incluyendo la correspondiente teoria de pesos [37]. También en el trabajo
[39] los autores obtienen acotacién p(-) — ¢(+) y la formulacién débil corres-
pondiente de T, cuando Wl-) = 1% — &, para ciertos exponentes p(-) de tipo
radial que satisfacen condiciones log-Holder y para matrices A; invertibles.
En el caso del tipo débil aparece la hipétesis extra que es que p(0) = 1,
que nos parecia que con otro método podia ser evitada. Como teniamos
disponible la teoria de pesos, pensamos en usar extrapolaciéon en espacios
de exponentes variables. Este método ademads nos permitiria reemplazar las
condiciones log-Holder sobre la funcion exponente por una hipdtesis mas ge-
neral de acotacion, en algin espacio de Lebesgue variable conveniente, de la
funcién maximal de Hardy-Littlewood. Los resultados que obtuvimos estan
en el lema 3.3.1, los teoremas 3.3.2, 3.4.1. y 3.4.3. En todos estos resultados
aparece la hipdtesis p(A;x) = p(x) para casi todo z € R". Nos preguntamos
si esa relaciéon entre el expopnente y las matrices involucradas en el nicleo
del operador era necesaria. Pudimos demostrar que en algunos casos esto es
efectivamente asi (Corolario 3.4.5).

En el Capitulo 4 abordamos operadores similares a los estudiados en el capitu-
lo anterior, pero ahora con nucleos “rough”. Son de la forma

PL f(f[)) _ / Ql(x - A1y> Qm(x - Am?/)
: o — Ayylo |z — Ayl

f(y)dy,

con qﬂl +...+ qlm = n—ay donde las funciones §2; € LPi(X), para algin p; > ¢;
son homogéneas de grado cero y satisfacen una condicion de tipo Dini, X es
la esfera unitaria en R™. En el trabajo [38] se obtienen acotaciones entre los
espacios de Lebesgue con pesos para estos operadores. Pudimos generalizar
estos resultados al caso de espacios de Lebesgue con exponentes variables
utilizando que en estos espacios vale la acotacion del operador maximal sharp.
Los resultados que obtuvimos estan en los teoremas 4.2.3 y 4.2.4.

En el Capitulo 5 estudiamos otro tipo de operadores. Dado @ = [-1,1]" y
dada ¢ : @ — R definimos la medida singular p por u(E) = fQ xe(x,¢(x))dr
donde dx denota la medida de Lebesgue sobre R™. Definimos el operador de
convolucién

T.f = p*f.

Si el grafico de ¢ tiene curvatura gaussiana no nula en cada punto, un teorema
de Littman [24] asegura que T, es acotado de LP(R™*1) en L? (R"!) si y solo

si el par %, %) pertenece al tridngulo cerrado con vértices (0,0), (1,1) y
(Z—E, n+r2) . Ahora, si la curvatura se anula en algin punto la situacion es
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18 0. Introduccion

muy diferente (ver [6], [32], [35]). El caso n = 2y @(y1,42) = |n]™ + |v2|”
fue estudiado en [16]. Los mismos autores en el trabajo [17] generalizan los
resultados anteriormente obtenidos a més dimensiones.

Por otro lado en un trabajo de S. W. Drury, [9], se estudia el problema de
estimar el operador de convolucién 7), pero ahora la medida p soportada
sobre una superficie en R?". M4s especificamente, dada una ¢ : R* — R,
se define 3 : R™ — R*" por B(x) = (x,¢(z)). Sea A la medida de Lebesgue
sobre R” y se define o = /3 (A) como la imagen de A mapeada por 5. Entonces
o es “llevada” por una superficie n—dimensional en R?". En dicho trabajo se
obtiene la siguiente estimacion

“0 * fHL3(]R2") < ¢ ||f||L%(R2") (3>

en una variedad de casos, resolviendo una conjetura de Oberlin para subva-
riedades de dimensién ambiente mitad.

Dadas ¢4, ..., ¢, funciones reales homogéneas de grado k > 2 en C*°(R" —
{0}), sea p(x) = (¢1(x), ..., pn(z)) y v > 0. En [18] los autores consideraron
una medida de Borel soportada sobre una superficie en R?" dada por

n(B) = | xela p(@)lel " do.

Estudiaron el operador convolucion p * f.

Ahora nosotros estudiamos cada uno de estos operadores en el contexto de
espacios de Lebesgue con exponentes variables. Primero analizamos la buena
definicién de tales operadores en este contexto, Teoremas 5.2.1 y 5.2.2. Luego
mostramos casos de exponentes variables p(-), ¢(-) para los cuales T},, con la
medida soportada sobre el cubo, o T}/ con la medida soportada sobre una
superficie de R?", resulta acotado de LP() (R™) — L0) (R™), Teoremas 5.2.3,
5.2.5y 5.2.7y Corolarios 5.2.4 y 5.2.6. Después damos condiciones necesarias
que deben satisfacer los exponentes para que los operadores resulten acota-
dos, que son una generalizacion de las condiciones obtenidas en los trabajos
antes citados. Para el caso de la medida definida sobre el cubo, T),, tenemos
los Teoremas 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.6 y Ejemplo 5.3.5. Y para el caso
de la medida soportada en una superficie de R??, T ./ los Teoremas 5.3.7 y
5.3.8.
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Capitulo 1
Espacios L” ()

En el presente capitulo vamos a introducir los espacios ambiente, sobre
los cuales trabajaremos a lo largo de este trabajo. Se trata nada mas y nada
menos que los espacios de Lebesgue con exponente variable. Mostraremos
algunas de sus propiedades, veremos que tienen asociada una norma la cual
hace que formen lo que se denomina un espacio de Banach. Para este estu-
dio, nos basamos principalmente en [2] aunque también anadimos informa-
cién complementaria de [10]. Veremos muchas analogias con los espacios de
Lebesgue clasicos como asi también las diferencias que hay entre ambos.
Los espacios de Lebesgue con exponente variable, los cuales llamaremos espa-
cios de Lebesgue variables, son una generalizacién de los espacios de Lebesgue
clasicos. Estos aparecen por primera vez en 1931 en el trabajo de W. Orlicz
[31]. No obstante, Orlicz abandona el estudio de dichos espacios para cen-
trarse mas en lo que hoy se conoce como Espacios de Orlicz. Recién en 1950,
en [27], H. Nakano menciona a los espacios LP() ([0, 1]) como un ejemplo de
la teorfa de los espacios modulares (también llamados espacios de Nakano).
Una década después, en 1961, los espacios de Lebesgue variables son intro-
ducidos en la literatura rusa por I.V.Tsenov en [46]. Mas adelante, en 1979,
[.I.Sharapudinov estudia algunos aspectos topoldgicos de estos espacios en
[40], en intervalos de la recta real. Ademds este ultimo autor, siguié estu-
diando otros aspectos de los espacios de Lebesgue variables en consecutivos
trabajos como [41], [42] y [43]. Autores rusos también aportaron al estudio
de estos espacios, uno de los méas influyentes fue V.V.Zhikov (ver por ejemplo
[52]). Pero en 1991 aparece un trabajo fundamental publicado por los autores
O. Kovécik y J. Rakosnik, [21], en el cual comienza una era moderna en el
estudio de los espacios de Lebesgue variables. En este trabajo comienzan a
explorar las propiedades bésicas de los LP()(R™).
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20 1. Espacios LP()

1.1. Las funciones exponentes

Iniciamos el estudio de estos espacios definiendo lo que se conoce como
funciones exponentes.

Definicién 1.1.1. Dado un conjunto 2, sea P(2) el conjunto de todas las
funciones medibles Lebesgue p(-) : @ — [1,00]. Los elementos de P(2) son
llamados funciones exponentes o simplemente exponentes. Las denotaremos
por p(+) (para distinguir de los exponentes constantes p).

Definicién 1.1.2. Dada una funcién exponente p(-) € P(2), sea E C S
Definimos,

p—(E) = essinfrep p(x) y p+(E) = esssupsep p().
donde essinf denota el infimo escencial y esssup denota el supremo es-
cencial. En el caso que E = Q simplemente denotamos por p— = p_(Q)
y pr = p(Q).
Ademaés vamos a partir el € en tres subconjuntos que utilizaremos a lo

largo de este capitulo. Dada una funcién exponente p(-) € P(€2) definimos
los siguientes conjuntos,

) = {z e Q:p(r) = oo},

QY = {z € Q:pla) =1},
O ={zecQ:1<plx)<oo}.
Cuando no haya lugar a confusién, omitiremos el supraindice p(:) en las
definiciones anteriores.

Dada una funcién exponente p(-) € P(2) definimos la funcién exponente
conjugada p/(+) por la férmula,
1 1

— + =1, x e .

plx)  p'(x)
Definicién 1.1.3. Dado Q y una funcion r(-) : Q@ — R, diremos que r(-) es
localmente log-Hélder continua, y la denotamos por r(-) € LHy(S2), si existe
una constante Cy tal que para todo x,y € Q, |x —y| < %,

C

« G (1.1)
—log(lz —yl)

Ademdas diremos que r(+) es log-Hélder continua en el infinito, y la denotamos

porr(:) € LH,(Q), si existen constantes Co, Y roo tales que para todo x € €,

Coo
log(e + |z|)

r(z) —reo| < (1.2)
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1.2. La Modular 21

Proposicion 1.1.4. Sea Q2 C R".

i. Sir(-) € LHy(R), entonces r(-) es uniformemente continua y r(-) €
L>(E) para todo subconjunto acotado E C €.

it. Sir(-) € LHy(Q2), entonces r(-) € L>().

iwi. Si Q es acotado y r(-) € L>®(Q), entonces r(-) € LHy(Q2), donde la
constante Cw, depende de ||7(+)||o0, €l didmetro de §2, y de la distancia
de Q al origen.

iv. 7(-) € LH(2) es equivalente a la existencia de una constante C' tal
que para todo z,y € , |y| > |z,

C
_ < - -
(o) =) <
v. Sipy < oo, entonces p(-) € LHy(SY) si y solo sir(-) = () € LHy(Q).
Similarmente, p(-) € LH(2) si y solo sir(-) = ]% € LH(9).

1.2. La Modular

Dada una funcién exponente p( ) € P(Q), queremos intentar definir al
espacio de Lebesgue variable LP() () como el conjunto de las funciones me-
dibles f tales que,

/|f(x)|p(x)dx < 0.
Q

Pero hay ciertos problemas con este intento ya que por ejemplo el €2, puede
tener medida positiva. En esta seccién vamos a remediar esto para luego dar
formalmente la definicién de lo que serén los espacios de Lebesgue variables.

Definicién 1.2.1. Dado Q, p(-) € P(Q2) y una funcion medible Lebesgue f,
definimos el funcional modular (o simplemente la modular) asociado a p(-)
por,

poalf) = [ If@Pde + [ fli=n.
O\ Qoo

Si f no es acotada sobre el 0, o si f(-)?0) ¢ LY(Q\Qy), definimos
pp(),0(f) = +oo. Cuando |€2| = 0, en particular cuando py < oo, dejamos
| fllzoo(0e) = 0. Cuando [2\Quo| = 0 entonces pyy.0 = || f]l =@

Siempre y cuando no se presente ambigiiedad alguna escribiremos simple-
mente p,)(f) o p(f). A continuacién vamos a enunciar algunas propiedades
de la modular.
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22 1. Espacios LP()

Proposicién 1.2.2. Dado Q y p(-) € P(Q).

i. Paratoda f, p(f) >0y p(|f]) = p(f).
ii. p(f) =0 siy solo si f(xr) =0 p.ctax €.
iii. Si p(f) < 0o, entonces f(x) < oo p.c.t.x €.
w. p es convexa : dados a, B >0, a+ =1,
plaf+pg) < ap(f)+ Bp(g).
v. p preserva orden : si |f(x)| > |g(x)| p.ct.x € Q, entonces p(f) >

p(g)-

vi. p tiene la propiedad de continuidad : si para algin p > 0,
p(f/1n) < oo, entonces la funcion X\ — p(f/\) es continua y decreciente
sobre [p,00). Mds ain, p(f/\) — 0 cuando A — oo.

Una consecuencia inmediata de la convexidad de p es que si a > 1,
entonces ap(f) < p(af), y si 0 < a < 1, entonces p(af) < ap(f).

1.3. El Espacio L"')(Q)

Definicién 1.3.1. Dado Q y p(-) € P(Q), definimos el LPO) () como el
conjunto de las funciones medibles Lebesque f tales que p(f/\) < oo para
algin A\ > 0. Definimos también el Lfo(é)(Q) como el conjunto de funciones
medibles Lebesgue f tales que f € LPU)(K) para todo compacto K C .

Ejemplo 1.3.2. Sea Q = (1,00), p(x) =z y f(x) = 1. Entonces p(f) = oo,
pero para todo A > 1,

00 . B 1
p(f/N\) :/1 AN tdr = Nog(\) < 00.

Similarmente, si Q2 = (0,1) yp(x) = %, con f(x) = 1, tenemos que p(f) < oo,

pero p(f/N) = oo para todo N < 1.

Proposicién 1.3.3. Dado Q y p(-) € P(Q2), entonces la propiedad de que
f € LPO(Q) siy sélo si,

of) = / L W@P £ Sl < o0

es equivalente a asumir que p_ = 00 0 p4(Q\Qs) < 0.
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1.3. El Espacio LPO)(Q) 23

En [2] se prueba que el espacio LP)(€2) es un espacio vectorial. También
se le define una norma de tipo Luxemburgo — Nakano y es como sigue,

||f||Lp<~>(Q) = inf {)‘ >0 ppy(f/A) < 1} :

Finalmente se prueban, también en [2], los siguientes resultados que caracte-
rizan al espacio LP() () como un espacio de Banach.

Teorema 1.3.4. Dado Q y p(-) € P(Q). LPY)(Q) es un espacio completo.

Teorema 1.3.5. Dado un conjunto abierto Q y p(-) € P(R), supongamos
que py < 00. Entonces el conjunto de todas las funciones acotadas de soporte
compacto, con sop(f) C €, es denso en LPV)(Q).

Teorema 1.3.6. Dado un conjunto abierto 2 yp(-) € P(2), entonces LPC) ()
es separable si y solo si py < 00.

A continuaciéon vamos a enunciar algunos resultados extras que nos ser-
virdn para estudiar, luego, algunos operadores entre los espacios LP()(Q). Ve-
remos las condiciones que tales operadores deben satisfacer, como asi también
las condiciones sobre las funciones exponentes para garantizar la continuidad
de los mismos.

Proposicién 1.3.7. Dado Q y p(-) € P(Q) tal que |Qu| = 0, entonces para
todosconp%§3<oo,

P eey = 1150

Proposicién 1.3.8. Fijado Q yp(-) € P(2). Si || fllpc) < 1 entonces py)(f) <
£ llpys st [ flloey > 1 entonces ppiy(f) = 1 llne)-

Notemos que hemos simplificado la notacién al poner ||f],.) en lugar
de || fllze)(q)- Siempre y cuando no presente ambigiiedad lo haremos asi.
A continuacién enunciamos la Desigualdad de Holder para los espacios de
Lebesgue variables.

Teorema 1.3.9. Dado Q y p(-) € P(Q), para toda f € LPO(Q) y g €
LYOQ), fge L'Q) y

/Q F@e@)dz < Kool Flo gl

donde

1 1
Koy = (o0 = 1) Tl + el +

p—- P+

23



24 1. Espacios LP()

Y también enunciamos una desigualdad de Holder general.

Corolario 1.3.10. Dado Q y funciones exponentes r(-),q(-) € P(2). Defi-

nimos p(-) € P(2) por
L1 L3
plx)  qlz)  r(z) ‘

Entonces existe una constante K tal que para toda f € L1 (Q) yg € L™0(Q),
fg e LPO(Q) y

1 9lly < KN fllacr lgllre-

En los clésicos espacios de Lebesgue LP(£2) con 1 < p < oo la norma se
puede calcular usando la siguiente identidad,

11, =sup | F)g(a)da,
Q
donde el supremo se toma sobre todas las funciones g € L (Q) tales que

llgll,» < 1. Esto motiva la siguiente

Definicién 1.3.11. Dado Q y p(-) € P(?). Para una funcion medible f
definimos,

1£lL) = sup / F(2)g(2)d.

donde el supremo se toma sobre todas las funciones g € LP)(Q) con
lgllyrey = 1.

En lo que sigue vamos a denotar, de manera temporal, por MP() al con-
junto de todas las funciones medibles f tales que || f ||;(.) < 0.

Teorema 1.3.12. Dado Q, p(-) € P(Q) y f medible entonces f € LP0)(Q)
si y solo si f € MPO). Mds ain,

ko L oty < WMy < B0 I fllne)s

donde
1 1
Kyy = | — = —+ 1) lIxa.lleo + [[Xa0olloo + X2 [loo-
p- P+
1
- = Ixallo + Ixaslleo + Xl

p(-)

Proposicién 1.3.13. Dado Q yp(+), q(-) € P(Q2), supongamos que \Q\Qgé)] <
0. Entonces L1V (Q) C LPY(Q) si y solo si p(x) < q(z) p.ctx € Q. Mds
aiun, en este caso, tenemos que,

||f||p(-) < (1 + |Q\Q€g)|) ||qu(-)'
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1.5. Convergencia en LPO)(Q) 25

1.4. Inmersiones continuas

En esta seccion daremos algunos resultados de inmersiones para estos
espacios. Para ello comenzamos mostrando que toda funcién en el LP()(Q),
con ) C R", es localmente integrable. Para ello resaltamos el siguiente,

Lema 1.4.1. Dado Q C R" y p(-) € P(Q). Si E C Q es tal que |E| < oo,
entonces xg € LP(Q) y ||[xElp, < |E| + 1.

Con el lema anterior y el Teorema se prueba que si f € LPO(Q)
entonces es localmente integrable. Mas generalmente, tenemos la siguiente
caracterizacion.

Proposicién 1.4.2. Dado Q C R™ y p(-) € P(Q). L®(Q) C LPO(Q) si y
solo si 1 € LPO(Q). El cual es a su vez verdadero si y solo si para algin

A>1,
/ A POy < oo,
O\ Qoo
1

En particular, tal inmersion vale si |2 < oo o si o € LH,(Q) y p(zx) —
oo cuando x| — 0.

Finalmente, como una consecuencia de la proposicion anterior, podemos
caracterizar completamente a los exponentes p(-) y ¢(-) tales que L) (Q) C
LrO(Q).

Teorema 1.4.3. Dados Q y p(+), q(-) € P(Q). Entonces L1V () C LPO(Q)
y existe K > 1 tal que, para toda f € LIO(Q), || fllo()< Kl fllaey, si y solo
su:

i. p(x) < q(zx) p.ctx € Q.

1. Eriste A > 1 tal que,

AN T@dr < o0,
D
donde D = {x € Q : p(x) < q(z)} yr(-) es el exponente defecto definido
por
1 1 1

= 4 .
p(x)  qlz) r(z)
Por 1ltimo enunciaremos un lema que sera de utilidad para mas adelante.
El mismo es una variacién de los teoremas anteriores.

Lema 1.4.4. Dado Q2 C R, seant(-), u(-) € ® tales que t(x) < u(x) p.c.t.x €
Q. Supongamos que g € L*)(Q) y |g(x)| < 1 p.ct.x € Q. Entonces g €
L*O(Q). Mds aiin, si||glly) < 1, entonces [lgllucy < 1+ lgllecy. y si llgllec) =
1, entonces ||g|uc) < 2[|9ll+)-

25



26 1. Espacios LP()

1.5. Convergencia en L"1)(Q)

Ahora vamos a considerar tres tipos de convegencia en el espacio que es-
tamos estudiando, LP()(€2). Tales seran la convergencia en modular, la con-
vergencia en norma y la convergencia en medida. Todo esta probado en [2],
libro que seguimos como referencia principal.

Definicién 1.5.1. Dado 2 y p(-) € P(2) y dada una sucesion de funciones
{fi} € LPY(Q), decimos que f, — f en modular si para algin B > 0,
p(B(f — fr)) — 0 cuando k — oo. Diremos que f, — f en norma si
\f = fellpey — O cuando k — oo.

El siguiente resultado establece la relacién entre la convergencia en mo-
dular y la convergencia en norma en el LP() ().

Teorema 1.5.2. Dado Q y p(-) € P(Q), la sucesion {fr} converge a f en
norma si y solo si para todo > 0, p(B(f — fr)) — 0 cuando k — oo.
En particular convergencia en norma implica convergencia en modular. Mads
atn, convergencia en norma es equivalente a convergencia en modular si y
solo si se tiene p— < 00 0 p4(\Ns) < 00.

Ahora vamos a enunciar los teoremas de convergencias clasicos para los
expacios de Lebesgue variables. A saber, el Lema de Fatou, el Teorema de la
convergencia dominada y el Teorema de la convergencia monétona.

Teorema 1.5.3. Dado Q y p(-) € Q, sea {fr} C LPY(Q) una sucesion de

funciones no negativas tales que fr converge de forma creciente puntualmente
a f en casi todo punto. Entonces o bien f € LPO(Q) y || fullocy — 11 fllp)s ©

bien f & LPO(Q) y || frllpy) — oo.

El Teorema anterior se conoce a veces como la Propiedad de Fatou de la
norma. A continuacién enunciamos el analago del clasico Lema de Fatou.

Teorema 1.5.4. Dado Q y p(-) € P(Q), supongamos que la sucesion {fi} C
LPO(Q) es tal que fr, — f puntualmente para casi todo punto. Si

lim inf| filp() < oo,
entonces f € LPO(Q) y
1£1lp¢y < Hminf[] fillp)-

26



1.6. Completitud y subconjuntos densos en LP() 27

Teorema 1.5.5. Dado Q2 y p(:) € P(£2), supongamos py < 0o. Si la sucesion
{fr} es tal que fr — f puntualmente para casi todo punto y existe g €
LPO(Q) tal que |fi(z)| < g(x) para casi todo x € Q, entonces f € LPO)(Q)
y |f = frllpy — 0 cuando k — oo. Mads aiin, si py = oo entonces este
resultado es falso.

Corolario 1.5.6. Dado Q2 y p(-) € P(Q) tal que p; < oo. Supongamos
que la sucesion de funciones no negativas {fr} converge de forma creciente
puntualemnte para casi todo punto a una funcién f € LPO(Q). Entonces

Hf - kapO — 0.

A continuacién vamos a relacionar las convergencias en modular y en
norma con la convergencia en medida. Recordemos que dado un dominio {2
y una sucesién de funciones { fx}, decimos que fr — f en medida si para
todo € > 0 existe K > 0 tal que si k > K,

{z e Q:|f(2) - filx)| Z e}] <e.

Teorema 1.5.7. Dado Q y p(-) € P(Q), si la sucesion {fi} C LPO(Q)
converge a [ en norma, entonces converge a f en medida.

Proposicién 1.5.8. Dado Q y p(-) € P(QQ), supongamos que la sucesion
{fi} € LPO(Q) converge en norma a f € LPU)(Y). Entonces existe una sub-
sucesion {fkj} y g € LPO)(Q) tal que la subsucesion converge puntualmente,
en casi todo punto, a f y, para casi todo x € Q, |fy,(v)] < g(z).

Teorema 1.5.9. Dado Q y p(-) € P(Q), si {fi} C LPY(Q) es tal que
| fellp(y —> 0 (0 00), entonces la sucesion p(fi) — 0 (0 00). La reciproca
vale si y solo si pi(Q\Ns) < 00.

Finalmente concluimos esta seccion con el resultado mas fuerte de las
relaciones entre la convergencia en norma, la convergencia en modular y la
convergencia en medida.

Teorema 1.5.10. Dado Q2 y p(-) € P(Q), supongamos que py < oo. Enton-
ces para f € LPV)(Q) y una sucesion {fi} C LPY(Q), las siguientes afirma-
ciones son equivalentes,

i. fr — f en norma,
1. fr — f en modular,

iii. fr, — [ en medida y para algin v > 0, p(vfe) — p(7vf).

27



28 1. Espacios LP()

1.6. Completitud y subconjuntos densos en
LP0(Q)

En esta seccion abordaremos al estudio de la completitud del espacio co-
mo asi también daremos a conocer algunos subconjuntos densos en LP(),
La completitud de los espacios de Lebesgue variables sigue del siguiente re-
sultado, conocido como la propiedad de Riesz-Fischer.

Teorema 1.6.1. Dado Q2 y p(-) € P(Q), LPV)(Q) es completo: toda sucesion
de Cauchy en L) () converge en norma.

Ahora enunciaremos algunos resultados claves sobre subconjuntos densos
en LPO),

Teorema 1.6.2. Dado un conjunto abierto Q y p(-) € P(Q), supongamos que
Py < 00. Entonces el conjunto de las funciones acotadas de soporte compacto,
con sop(f) C Q, es denso en LP1)(Q)

Corolario 1.6.3. Dado un conjunto abierto Q y p(-) € P(2), supongamos
py < 00. Entonces el conjunto de funciones continuas con soporte compacto
contenido en  es denso en el LPU) ().

Teorema 1.6.4. Dado §2 abierto y p(-) € P(Q), si p;+(Q\Qs) = 00, entonces
las funciones acotadas no son densas en LPU)(Q).

Teorema 1.6.5. Dado un conjunto abierto Q yp(-) € P(Q), entonces LPV) ()
es separable si y solo si py < 0.

1.7. El espacio dual de pt)

En esta tltima seccién del capitulo consideramos el espacio dual de LP()(€2).

Esto es el espacio de Banach LP")(Q)* de funcionales lineales y continuos
¢ : LPO)(Q) — R, con norma

o]l = sup |o(f)]

1fllpy=1

Tenemos el siguiente
Teorema 1.7.1. Dado Q y p(-) € P(Q), son equivalentes
CL) Py <00,

28



1.7. El espacio dual de LP") 29

b) el mapa g — ¢, es un isomorfismo: dada cualquier g € LPO(Q),
el funcional ¢4 es continuo y lineal. Reciprocamente, dado cualquier
funcional lineal y continuo ¢ € LPO)(Q)* existe una tinica g € LP'C) tal
que ¢ = ¢g y |lgllyy = 9]

El teorema anterior nos dice que cuando p, < oo el espacio dual LPO)(Q)*
y el LP()(Q) coinciden.
Por tltimo, tenemos el siguiente

Corolario 1.7.2. Dado Q y p(-) € P(2), LP(Q) es reflexivo si y solo si
1<p. <py <oo.
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Capitulo 2

El operador Maximal de
Hardy-Littlewood en los L0

En lo que sigue, vamos a recordar todo lo referido a uno de los operadores
mas populares del analisis armonico. Nos referimos al operador maximal de
Hardy-Littlewood.

Definicién 2.0.1. Dada una funcion localmente integrable f, definimos la
funcion M f por

1
M) = sup - [ 17 do, (21)
B ‘B| B
donde el supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen al x € R™.

En [2] se prueba, usando la descomposicién de Calderon-Zygmund, que
M es acotado del LP(R") en el LP(R™) para p > 1. Para p > 1 el operador
maximal satisface una desigualdad del tipo débil. Es decir dada f € LP(R")
existe una constante C', independiente de f, tal que para toda A > 0,

o e B MJ() > M < & [ P,

2.1. La maximal en los L'*)(R")

En [4] se muestra que el operador maximal estd bien definido para f €
LPO(R™) y Mf(z) < oo p.et.x € R™ En [3], D. Cruz Uribe, A. Fiorenza
and C. J. Neugebauer probaron el siguiente resultado.

Teorema 2.1.1. Sea p(-) € P(R"), 1 <p_ <p; <o0. Si 1% € LHy(R™) N

LH.(R"), entonces el operador mazimal es acotado sobre el LP)(R™). Es
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32 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los LP(")

decir, para toda f € LPC)(R™), existe una constante C, independiente de f
tal que,

[IMFlloey < Cill Fllp)-

Y para p_ > 1 existe una constante Cs, independiente de f, tal que para toda
A>0,

[AX fzmp @2 o) S Coll fllp)-

Es de notar que si p_ = 1 entonces el operador maximal no es acotado
sobre el LP()(R™). Una prueba de esto se puede ver en [2].

2.2. Un control en el infinito, la condiciéon N

Una de las cuestiones interesantes sobre la acotacién del operador ma-
ximal en el contexto de los espacios de Lebesgue variables es analizar las
condiciones sobre las funciones exponentes. Segin establece el Teorema [2.1.1
las funciones exponentes deben satisfacer ciertas condiciones de continuidad.
Nos preguntamos entonces si tales condiciones son necesarias. La respuesta
es no y para ello vamos a introducir nuevas condiciones para las funciones
exponentes, las cuales garantizaran también la continuidad del operador ma-
ximal en estos espacios. Al chequear la prueba del Teorema [2.1.1| que se da
en [2] se puede observar que la condicién LH,, requerida para el exponente
se usa para estimar al operador maximal de fy = fX{u:f@)<1} aplicando la
Proposicién 2.43 en [2]. Siendo més precisos, se necesita en realidad la validez
de dos embeddings: L>*(E) C L"(E) y L*(F) ¢ L*Y)(F), donde,

E={ze€Q:p(x)>ps}, F={xeQ:px)<ps}, (2.2)

y () vy s(-) definidos por,
1 1 1 1 1 1

e p@ @) p@ e s@) (23)

Pero por la Proposicién una condicién necesaria y suficiente para que
ambos embeddings sean posibles es que las siguientes integrales

/ AT @y, (2.4)
{z€E:r(z)<oco}

/ A~ @ g (2.5)
{z€F:s(x)<oo}

sean ambas finitas, para algin A > 1. Esto motiva la siguiente,
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2.2. Un control en el infinito, la condicién N 33

Definicién 2.2.1. Dados 2 C R™ y p(-) € P(R™). Decimos que p(-) €
N (Q) si existen Aog > 0 y p™ € [1,00] tales que
1 1!
/ exp —Aoo‘——— dx < 00,
Q. p(x) p>
1 1
donde 2y =sx€Q:|— ——|>0,.
p(z)  p>
Observacién 2.2.2. Si p, < oo entonces podemos reescribir la condicion
No, como
[ e (- lple) = 5| ) e <
Q4

donde Q0 = {x € Q: |p(x) — p>| > 0}.

Observacion 2.2.3. Sip(-) € No(Q2), entonces se puede ver sencillamente
que p'(-) € Noo(€2).

Ahora con esta nueva condiciéon se prueba el siguiente resultado, en el
cual se reemplaza la condicién LH, por la N,. Para una prueba ver [2].

Teorema 2.2.4. Dado un conjunto Q y p(-) € P(Q). Si
p(+) € Nuo(Q2) entonces existe Cy > 0 tal que ¥V A > 0

z% € LHO(Q) Y
[AX Mm@ sapllpe) < Cullfllpe)-

St ademds p— > 1 entonces existe Cy > 0 tal que

||Mf||p(~) < C2||f||p(')‘

Ahora mostraremos algunas relaciones entre las condiciones LH., vy Nu.
Veremos que la ultima es un poco mejor en el sentido que es una condicion
de integrabilidad y no de continuidad necesariamente.

Proposicién 2.2.5. Dado Q y p(-) € P(Q), si z% € LH (), entonces
P(+) € Noo(©2).

Demostracion. En efecto si 1% € LH, () entonces sigue inmediatamente

desde la definicion,
exp | “Ao |— — — x < exp og(e + |z T < 00.

La ultima desigualdad vale para todo Ay, > nC.. O]
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34 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los LP(")

Proposicién 2.2.6. Dado , eziste p(-) € P(R™), py < oo, tal que p(-) €
LHo(R) 1 Noo(R) pero p(-) ¢ LH.o(R).

Demostracion. Fijamos p> > 1y definimos ¢(-) como,

2 . 2
b(x) = Tl —af si0O<|F —z| <4, 1<k <00
0 en otro caso.

Sea p(x) = p> + ¢(z); entonces

1 k
K2\ oo — k2 -~ ~ .

Luego es evidente que p(-) ¢ LH(R). Pero la ¢(-) es Lipchitz, luego p(-) €
LHy(R). Més atn,

o % o 2
=23 [Tty <Y <o
k=10 k=1

]

Observacion 2.2.7. Si p(-) € Ny entonces p(-) tiene limite en el infinito,
en un sentido débil. En [2] se prueba la siguiente,

Proposicién 2.2.8. Dado un conjunto no acotado Q2 y p(-) € P(Q2), supon-
gamos que p(-) € Noo(S2). Entonces

1. z% converge a pi en el sentido que si definimos
oo

1 1
() = ‘m - E‘ XQ—Bk(O)(QJ),

entonces mp(x) — 0 en medida cuando k — oco.

. Si I% es uniformemente continua (por ejemplo si 1% € LH,), entonces

L L cuando |z] — oo.
p(z) P
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2.3. Los pesos de Muckenhoupt y Wheeden 35

2.3. Los pesos de Muckenhoupt y Wheeden

Un peso w es una funcién localmente integrable y no negativa. La clase
de pesos de Muckenhoupt, A,, 1 < p < oo, se define como la clase de pesos

w tales que
(GG L) e e

donde @) es un cubo en R". Para p = 1, A; es la clase de pesos w para los
cuales existe C' > 0 tal que

Muw(z) < Cw(z) p.ct. z € R". (2.7)

Denotaremos por [w] 4 al infimo de las constantes C' tales que w satisface la
desigualdad de arriba. También, para 1 < p < oo se define,

(o4, = sup <| 5 / (x)dac) (|Qil /Q w(x)l_p/dac>p_1 oo (28)

A la coleccién de todos los pesos A, se los denota por

A = A (2.9)

p>1
Desde la definicién de A, se puede probar las siguientes propiedades.
Proposicién 2.3.1. Dado p, 1 < p < oo, entonces
i. Sip>1ywé€ A, entonces ™" € A,.
it. Sip < q< oo entonces A, C A,.
iii. Sip>1yw, wy €A entonces w = wwy ¥ € A,.

w. Siw e A, entonces para cualquier cubo @,

é—‘/Qw(x)dmg[ exp (|g2|/log(w(x))dx).

En [25], B. Muckenhoupt y R.L. Wheeden definen A(p,q), 1 <p < ooy
1 < ¢ < 00, como la clase de pesos w que satisfacen

o[ o) 3 f )] < =
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36 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los LP(")

Cuando p =1, w € A(1, q) si y solo si

., 1 Y
sgbw mm4¢méwmdﬁl < o

Ellos prueban algunas propiedades que relacionan dichos pesos con los pesos

de clase A,,.

Proposicion 2.3.2. Sean 1 < p < oo, 1 < g < oco. Entonces

i. w€ A(p,q) & wle A, conr=1+5% (¢ < 00).
ii. w€ A(p,q) & w? €A, conrzl—l—%/ (g < 00).
ii. w € A(p,0) & wP € A

. we Alp,p) & wPeA,.

2.4. Control local, la condiciéon K|

En esta seccion vamos a introducir otra condicién sobre las funciones
exponentes que serd la que reemplazara la condicion de log-Holder local.
Jugara un papel clave, junto a la condicién N, para obtener la acotacion del
operador maximal. Antes recordemos que, dado un peso w y p, 1 < p < 00,
el espacio LP(w) es el espacio de funciones medibles Lebesgue f tales que,

£l e )= ( |f(fﬁ)|pw(a:)d:n>; < o0.

R”

Definicién 2.4.1. Dado un cubo @), definimos el operador promedio A¢g por
1
Agf(z) = = | f(y)dyxq(z).
Ql Jq

Desde ahora en mas vamos a denotar por fg al promedio ﬁ fQ f(y)dy.
En [2] se prueba la siguiente,

Proposicién 2.4.2. Dados p, 1 < p < 0o y un cubo @,

/mwmwmws%/wmwmm
Q Q
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2.4. Control local, la condicion Ky 37

para toda f tal que fxg € LP(w) st y sdlo si wg ((wl_p/)Q)p_l < Cy cuando
p>1o
wg < Coessin frequ(z)dx

cuando p = 1. Como consecuencia, w € A, si y solo si el operador Ag es
uniformemente acotado sobre el LP(w) para todo Q.

A continuacién mostraremos un resultado que conecta a la clase de pesos
de Muckenhoupt con el operador maximal. El mismo es fundamental en el
estudio de desigualdades con normas con pesos.

Teorema 2.4.3. Dado p, 1 < p < oo, entonces w € A, sty solo si para toda
f € LP(w) y todo A >0,
w({z € R" : Mf(z) > A}) < - !f( )w(z)da.

Mas ain, sip > 1 entonces w € A, si y solo si

Mf(z)w(z)de < Cy If( )[Pw(z)de.
Rn
En ambos casos las constantes Cy y Co dependen solo de p,n y [w]a,.

A continuacion vamos a definir finalmente la condicion Kj.

Definicién 2.4.4. Dado Q@ C R" y p(-) € P(Q2), entonces p(-) € Ko(2) si
existe una constante C' tal que para todo cubo @,

Ixellzollxellyo< ClQI

En [2] se prueba la siguiente Proposicién, la cual da una definicién equiva-
lente para la condicién Ky, que se relaciona con el operador promedio definido
al principio de esta seccion.

Proposicién 2.4.5. Dado Q y p(-) € P(QQ), para cualquier cubo Qo existe
una constante Cy > 0 tal que

Ix@oll o @1 x@oll oo < C1l Qo
si y sélo si existe Cy > 0 tal que para toda f € LPO(Q), sop(f) C Q

HAQofHLP(‘)(Q)S Cz||f||Lp(~>(Q)

Como consecuencia, p(-) € Ko(2) si y solo si el operador promedio Ag es
uniformemente acotado sobre el LPY)(Q) para todo cubo Q.

)
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38 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los LP(")

Como corolario de la proposicion anterior se tiene,

Corolario 2.4.6. Dado Q y p(-) € P(Q2). Si el operador maximal es acotado
sobre el LPV)(Q) o si satisface la desigualdad de tipo débil

IAX @mr@=at oo < Cllfllpey, A >0,
entonces p(-) € Ko().
Ahora estamos en condiciones de enunciar el siguiente resultado.

Teorema 2.4.7. Dado p(-) € P(R"), supongamos que 1 < p_ < p; < o0y
p(-) € Ko(R") N Noo(R™). Entonces

HZ\/[f“p(~)S CHpr(')'

Observacién 2.4.8. El teorema anterior nos permite incluir mas exponentes
p(+) tales que la mazimal sea acotada sobre el LPO)(R™). En efecto, las Propo-
siciones|2.2.5y[2.2.6 nos muestran que cuando p; < oo, LHy(R™)NLH(R™)
estd estrictamente contenido en Ko(R"™) N Nyo(R™). De hecho se muestra
que existe p(-) € LHy(R™) N Noo(R™), por lo tanto el operador mazimal
M es acotado sobre LPC)(R™) y por el Corolario p() € Kyo(R™) pe-
ro p(+) ¢ LH(R™).

2.5. Extrapolacion y algoritmo de Rubio de
Francia

En esta seccién vamos a mostrar una extension del teorema de extrapo-
lacion de Rubio de Francia a los espacios de Lebesgue variables. El teorema
de extrapolacion en los espacios de Lebesgue clasicos es uno de los resulta-
dos mas profundos en la teoria de desigualdades con normas con pesos. A
continuacién enunciaremos el clésico resultado de extrapolacién en los LP(w).

Teorema 2.5.1. Dado un operador T', supongamos que para algin py, 1 <
po < 00, y todo peso w € A, , existe una constante C,, dependiente de T, po,
nylwly, tal que para toda f € L (w),

0

Rn|Tf(x)|p°oJ(a:)da: < Cpy Rn]f($)|p°w($)das. (2.10)

Entonces para todo p, 1 < p < 0o, y todo w € A,, existe una constante C,
dependiendo solo de py, n, p and [w]AP, tal que para toda f € LP(w),

Ranf (2)|Pw(x)dr < C, Rn| f(@)Pw(z)dz.
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2.5. Extrapolacion y algoritmo de Rubio de Francia 39

Notemos que en realidad el rol del operador T' en el teorema anterior
no es crucial. Serd interesante, entonces, suprimir dicho operador. Podemos
reemplazar la hipétesis por una desigualdad méas general,

Rn|F(x)|p°w(x)dx < Cpy |G (z)[Pw(x)dx. (2.11)

Rﬂ/
donde (F,G) son pares de funciones medibles, no negativas para las cuales
vale la desigualdad con pesos establecida en [2.11, Vamos a considerar la
familia F de pares (F,G) para los cuales el lado izquierdo es finito. Para

nosotros en realidad la familia concreta constara de los pares (|T'f|, |f|) para
los cuales vale la desigualdad tales que el lado lado izquierdo es finito.

Teorema 2.5.2. Dado ) supongamos que para algunos po,qo, 1 < pg < qo
la familia F es tal que para todo w € Ay,

(/Q F(ar)qow(:c)dx)ql“ < (/Q G(x)pow@)gg;dx)plo’ F6) e F (212

Dado p(+) € P(R) tal que pg < p_ <py < qﬁo_q]‘;o, definimos q(-) por

a0y
St el operador maximal es acotado sobre el L' (Q), entonces
1Fllge) < CoyIGllpeys (F,G) € F. (2.13)

Demostracion. Daremos la idea de la prueba con el fin de mostrar el algo-

ritmo de Rubio de Francia. Fijamos p(-),¢(-) € P(€2) como en la hipdtesis.

Sean p(x) = ’% y q(x) = %. Por hipétesis, el operador maximal es acotado

sobre el L7 (). Definimos un algoritmo de iteracién, llamado Algoritmo de
Rubio de Francia, R sobre el L") () por

= MFh(z)
Rh(x) =Y o (2.14)
= MU0

donde para k > 1, M*¥ = MoMo...o M denota k iteraciones del operador
maximal y M°h = |h|. Se puede ver, siguiendo la prueba del Teorema 4.37
en [2], que se verifican:

i. Para todo z € 2, |h(x)| < Rh(x);
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40 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los LP(")

ii. R es acotado sobre L7 )(Q) v |RA|l gy < 2||hllye);
iii. Rhe Ay [Rh]a, < 2||M“LG’(Q)

Fijamos un par (F,G) € F tal que F € Li0)(Q), es decir que el lado izquierdo
de [2.13] sea finito. Por la Proposicién y el Teorema [1.3.12],

VEN% ) = ]|y < kb sup / F(x)®h(z)dz,

donde el supremo se toma sobre todas las funciones no negativas h € L7 ()
con |h||z¢y = 1. Fijamos cualquier funcién h; mostraremos que

| P < e,
Q

con la constante C' independiente de h. Primero notemos que, por (i.), tene-
mos que

/Q Flz)®h(z)dz < /Q F(z)©Rh(x)dz. (2.15)

Por la desigualdad de Holder (Teorema |1.3.9)), propiedad (ii.) y Proposicién
L3.7

/QF(SC)"ORh(fC)dfC < Ky IF® gy [IRAlg ¢y < 2Kp0) [ F g 1Rllg1) < oo

Luego, por la propiedad (iii.), vale con w = Rh. Méas atin, la constante
Cy sélo depende de [Rh]4,. Luego por la desigualdad de Holder (Teorema

1.3.9)), Proposicién y tenemos que

g0

| P RAw < ( / G<x>p°7zh<x>§8dx) "

wom w o
< CRGP 20, [(RR)% |25, = CRIIGI®, [|(RR)® |12

q0
Solo falta ver que || (Rh)%g |5y es acotado por una constante que no depende
de h. Por la definicién de ¢(+),

ploy= a0 g,

ple) =po  poa(zr) —do  po
Por lo tanto, por la Proposicién y la propiedad (ii.),

w2
(RIS 112, = IRhllgcy < 2Akllgc) =2

Y esto completa la prueba. O
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2.5. Extrapolacion y algoritmo de Rubio de Francia 41

Vamos a probar, como ejemplo de aplicacién del Teorema[2.5.2] la acota-
cion del operador maximal fraccionario en los espacios de Lebesgue variables.
Dicho resultado nos sera ttil para el estudio de los operadores en los capitulos
posteriores. Recordamos que, dado 0 < o < ny f € L} (R"), el operador
maximal fraccionario esta dado por

1
Mo f(z) = SngwTi/BV(yﬂdy

También definimos M, s, para todo 1 < s < oo, por
Masf = (Mas |FI)°. (2.16)

En [25] se prueba que M, es acotado desde LP(wP) en L(w?), para pesos w €
A(p, q), con é — é = 2. Nosotros obtenemos, con técnicas de extrapolacion,

el siguiente resultado.

Teorema 2.5.3. Sea 0 < a < n y sea p(-) € P(R"), tal que 1 <p_ < py <

2. Seaq(-) € P(R") definido por ﬁ—ﬁ = % y supongamos que el operador

mazimal es acotado sobre el LWYO/©) (R™), con gy tal que p—{ — qio =2,
Si p_ > 1 entonces existe Cy > 0 tal que
1Mo flly) < Cullfllye -
Si p_ =1 entonces para todo \ > 0, existe Cy > 0 tal que
||/\X{x€]R":|Maf(x)\>)\}||q(,) < Co|[flly.) -
Demostracion. Sea qp : -——-+ = £ y supongamos que p_ > 1. Sea G(-) = &,

p— q0 n
tomamos una funcién f con soporte compacto.

[IMafllgey = IMaf)®llg,y < C  sup /(Maf)% (2)h(z)dz,

Hth/(J:l

Definimos el algoritmo de iteracién sobre L& )(R™) dado por Como en
la prueba del Teorema [2.5.2| se verifica lo siguiente:

i. Para todo z € Q, |h(z)| < Rh(z);
ii. R es acotado sobre L7 (Q) y |RA|y¢) < 2[|Rll¢);

iii. Rh € A1y [Rh]a, <2([M|1aq)
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42 2. El operador Maximal de Hardy-Littlewood en los LP®)

Luego

1\ 490
Ml <€ s / (M) (@) (Bh(2)5 )" de,
4O

ya que Rh € A; entonces Rhw € Ay C A(p—,qo), y luego, ya que M, es
acotado desde LP~(wP~) en L% (w®) para pesos w € A(p_, qo),

ey, <c s ([ r @ (mws)a)”

||h||§/('):1

p(')’

p

Ahora aplicando el Teorema [1.3.9| con p(-) =

40

40 p_ -
My < C Il sup [[RAS

q
‘th/(.):l

()

< CIfIl, -

El resto de la prueba sigue como la prueba del Teorema ya que como
Py < 00 el conjunto de funciones acotadas de soporte compacto es denso en
LPO)(R™) (Teorema [1.6.2)). O

1

loe(R™), la funcién maximal

Recordemos que, dada una funcion f € L
sharp se define por

En [2] los autores prueban, usando el Teorema [2.5.2] que dado p(-) € P(R"),
con 1 < p_ < py < oo, si el operador maximal es acotado sobre L¥ () (R™)
entonces existe ¢ > 0 tal que

e [t qats@isn ) < csup Htx{x:lM#f@)IN}

t>0 p()

Hf”p(') <c HM#pr(.)'

42



Capitulo 3

Operadores integrales de tipo
fraccionario

En este capitulo presentaremos el estudio de operadores de tipo fracciona-
rio, los cuales fueron objeto de estudio de este trabajo, en el contexto de los
espacios de Lebesgue variables. A continuacion vamos a definir el operador
en cuestion. Sea T, el operador integral positivo dado por

T.f () = / k(,y) f (y) dy, (3.1)

con

1 1

) S AT e AT
donde oy + ... + apy = n—a, 0 < a < n (si @« =0 entonces suponemos
m > 1) y las A; son ciertas matrices invertibles tales que A; — A; es invertible
para i # j, 1 <i,5 <m.

In [34] Ricci and Sjogren obtuvieron la acotacién sobre el LP(R,dx),
p > 1, para una familia de operadores maximales sobre el grupo de Hei-
senberg tridimensional. Algunos de estos operadores surgen en el estudio del
comportamiento limite de las integrales de Poisson en el espacio simétrico
SL(R?)/SO(3). Para obtener el resultado principal ellos estudiaron la aco-
tacion, sobre el L? (R, dz), del operador integral

Tf(z) = / & — g | + 41 Fy)dy,

0<a<l
En [12] el Dr. T. Godoy y la Dra. M. Urciuolo estudiaron el operador integral

Tf(z) = 5 |z =yl [z +y| " fy)dy,
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44 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

0 < a < n. Ellos obtuvieron la acotacién sobre el LP(R", dz) y una estima-
cién de tipo débil (1, 1) para dicho operador.

En [37] las autoras, la Dra. M. S. Riveros y la Dra. M. Urciuolo, estudiaron es-
te tipo de operadores y obtuvieron estimaciones con pesos de la forma (p, q),
con % = % — & para w € A(p, q), la clasica familia de pesos de Muckenhoupt
y Wheeden, con la hipétesis w(A;x) < cw(x) donde ¢ es una constante in-
dependiente del peso. Por otro lado enunciaremos los resultados obtenidos
en [39] donde los autores, el Dr. P. Rocha y la Dra. M. Urciuolo, obtienen
estimaciones de tipo fuerte y débil, en el contexto de los espacios de Lebesgue
variables. Ellos usan una hipdtesis sobre las matrices A; y es que las mismas
fueran matrices ortogonales y cuya funcién exponente p(-) saitsfaga las con-
diciones log-Holder mas una hipotesis extra.

Luego daremos resultados andlogos obtenidos en [47], junto a la Dra. M.
Urciuolo, pero para matrices de la forma A; = A’ con i = 1,...,m, tal que
AM —= ] para algin M € N, M > 1. La prueba se basa en la técnica de
extrapolacion motivada por el Teorema [2.5.2

Finalmente vamos a mostrar resultados un poco mas generales que obtuvi-
mos junto a la Dra. M. Urciuolo sobre la acotacién p(-) — ¢(-) del operador

definido en ({3.1]). Los resultados que se obtuvieron estédn publicados en [45].

3.1. Operadores de tipo fraccionario en el con-
texto de espacios de Lebesgue clasicos

En [36] las autoras obtienen una estimacién de tipo Coifman para el

operador definido por (3.1)). El resultado requiere una hipétesis para el peso
wyesque w(Ar) <w(z) petax e R

Teorema 3.1.1. Sea 0 < a < n. Sea T, el operador integral definido por
donde Ay, ..., Ay, son matrices invertibles tales que A;—A; es invertible
para i # 7, 1 < i,7 <m. Si0<p<ooyw € Ay es tal que w(A;x) <
w(z) p.et.x € R" parai=1,...,m, entonces existe C > 0 tal que

/R T f()Pe(e) dr < © / Mo f()Fe() e, f € LR, do)

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Ademas prueban el siguiente lema sobre la finitud del operador en cues-
tion.
Lema 3.1.2. Sea 0 < o < n. Sea T, definido por donde Ay, ..., A,

son matrices invertibles que tales que A; — A; es invertible para 1 # j, 1 <
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3.2. Acotacion sobre los espacios de Lebesgue variables 45

i,j<m. Sil<p<?
To(f) € LY(R™, w?).

— % we Alp,q), vy fe LR entonces

D =

1
q

Ahora combinando el Teorema ((3.1.1]) con el Lema (3.1.2]) obtienen la aco-
tacién del operador definido por ([3.1]) sobre los clasicos espacios de Lebesgue
pesados.

Teorema 3.1.3. Sea 0 < a < n. Sea T, definido por donde Ay, ..., An
son matrices invertibles que tales que A; — A; es invertible para i # j, 1 <
ihj<m.Sil<p<?2 =1 — 2 yw € Alp, q) satisface que w(A;x) <

a’ q p
w(z) p.ct.x € R™ entonces existe C > 0 tal que

(/ T f ()]0 (2) dx) ‘<c (/n | f ()PP (z) dx) T feL®RM).
(3.2)

Observacion 3.1.4. El resultado anterior se puede extender para f € LP(R"™, w?).
En efecto si f > 0 se define fy(x) = fX{o:f(2)<N}X{a:lc|<N}, €ntonces se apli-

ca el Teorema a fy. Tomando limite cuando N — oo y usando el
cldsico teorema de la convergencia mondtona sigue el resultado anterior para

f e LP(R™ wP).

También en dicho trabajo las autoras obtuvieron una estimacion del tipo
débil del operador en cuestion.

Teorema 3.1.5. Sea 0 < a < n. Sea T, definido por donde Ay, ..., A,
son matrices invertibles que tales que A; — A; es invertible para i # j, 1 <
i,j < m. Siw € A(l, =) tal que w(Aix) < w(x) p.ct.x € R* entonces
existe C' > 0 tal que

Sup AW { : [T f(2)] > A}

A>0

< C/]f(a:)|w(x)dx, f e L' (R w).

3.2. Acotacién sobre los espacios de Lebesgue
variables

A continuacién enunciaremos los resultados obtenidos en [39]. Los au-
tores, Pablo Rocha y Marta Urciuolo, estudiaron el operador definido por
(3-1)) en el contexto de los espacios de Lebesgue variables. El primer resul-
tado es sobre la continuidad de dicho operador, para la cual exigen que las
matrices sean ortogonales y la funcién exponente p(-) sea radial y con cier-
tas hipdtesis de continuidad. Esto es basicamente porque se requiere que
p(A;x) = p(x) p.ct.x € R™
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46 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

Teorema 3.2.1. Sea 0 < o < n y sea T, el operador integral dado por
con A; matrices ortogonales y tales que A; — A; es invertible para i # 7,
1 <i4,j5 <m. Sea h(-) € P(R) tal que 1 < h_ < hy < 2 y tal que h €
LHy(R) N LH,(R). Sea p(-) € P(R™) dada por p(x) = h(|x|). Entonces T,

es acotado desde LPC) (R™) en L1O)(R™) para zﬁ — ﬁ =2,

El segundo resultado es sobre una estimacion de tipo débil del opera-
dor. Aca vuelven a requerir ortogonalidad de las matrices y sobre la funcion
exponente se exige que satisfaga p(A;x) = p(z) p.c.t.x € R", hipétesis de
continuidad, mds que en z = 0, p(+) alcance el valor minimo 1.

Teorema 3.2.2. Sea 0 < o < n, h(-) € P(R) una funcion que satisface
h(0) = 1, hy < oo y tal que h € LHy(R) N LHy(R). Sea p(-) € P(R")
definido por p(x) = h(|z|). Sea T, el operador integral dado por (3.1), con A,
matrices ortogonales tales que A; — A; es invertible para i # j, 1 <1i,7 < m.
Si ﬁ — le) = = entonces existe C' > 0 tal que,

sup A [[XqeTur@>atlla) < Cllfllpe)-
A>0

3.3. Algunas mejoras para la continuidad so-
bre los espacios de Lebesgue variables

Esta parte del trabajo corresponde a los aportes originales de la tesis. En
esta seccién vamos a probar un resultado similar usando la técnica de extra-
polacién, vista en el capitulo anterior, la cual nos va a permitir reemplazar
las condiciones log-Hdlder sobre la funcién exponente p(-) por una hipdtesis
mas general: la acotacion del operador maximal M. Hemos ya visto en el
capitulo anterior que las condiciones de continuidad log-Hdélder son suficien-
tes pero no necesarias para que el operador maximal este acotado.

Primero mostraremos la acotacion del operador en cuestion. Cabe resaltar
que parte de estos resultados estan incluidos en el trabajo final de la Licen-
ciatura en Matemadtica y publicados en [47].

Probaremos el siguiente lema que nos sera til de ahora en mas.

Lema 3.3.1. Si f € L}, (R") y A es una matriz invertible n x n entonces

0.

M(f o A)(x) < er(Mf) o A(x).

1.

(MfoAx) < caM(f 0 A) ().
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1
Demostracion. i. En efecto, M(f o A) = sup E/ |(f o A)(y)|dy, donde el
B B

supremo se toma sobre todas las bolas B que contienen a x. Por un cambio
de variables podemos ver que,

1
g7 10 o ) dy = laet( 4 >u13| OIS

donde A(B) = {Ay : y € B}. Ahora, siy € B = B(xg,rll entonces |Ay —
Axo| < My — xo| < Mr, donde M = ||A||. Esto es Ay € B = B(Axq, Mr).

Luego,
M n det
< '/u )z

SMW@m HIMf(A).

Por lo tanto obtenemos que,
M(f o A) < c(M(f) o A),

con ¢; = M"|det(A7Y)]. ii. Sale aplicando (i) con A~'. Se obtiene ¢, =
Mm|det(A)] O

Teorema 3.3.2. Sea T, el operador integral dado por . Sea A una matriz
tal que AM = T para algin M € N, M > 1. Sean A; matrices tales que
A = A¥ )k € Ny, @ = 1,...,m tales que A; — A; es invertible para i # j,
1 < 4,5 < m. Sea p(-) € P(R") tal que 1 < p_ < o < g y tal que
p(Az) = p(z) p.ctx € R". Sea q(-) definido por m — q(x) = 2. Siel
operador mazimal M es acotado sobre L(ipq(')) entonces T, es acotado
desde el L) (R™) en el L1V (R™).

Demostracion. Denotamos por gy = =Z——. En [37] las autoras obtienen la
acotacion de tipo fuerte del operador en cuestién entre los espacios de Le-

besgue clasicos, (p—,qo) con pesos w € A(p_, qo) tales que w(A;z) < Cw(x).

Denotemos por ¢(x) = %. Definimos el siguiente algoritmo de iteracién

sobre el L0 (R™),
SR I 3
= 26 Mg,
Es facil chequear los siguientes items.
1. Vz € R™, |h(z)| < Rh(x),
2. R es acotado sobre el L1V (R") y IRAlzy < 2M [R5y,
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48 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

4. Rh(A'z) < Rh(z),Vzx € R", i=1,..., M.

En efecto, (1) es evidente; (2) se verifica como sigue. Sea l € N, [ < M

k l (=)
|M*R(A") g0y = it {)\ >0 / (W) dr < 1}

Pero

(e () (250

la primera igualdad es por un cambio de variable usando que detA = 1. La
segunda igualdad sigue porque ¢(A'z) = ¢(z) p.c.t.x € R™. Luego concluimos
que

[M*R(A) g0y = [IME B0y

Asf obtenemos (2) por la subaditividad de la norma,

MER(AR) Iz MER(AM () |70y
Z I (Do Z I (Dllacy

IRl 2F || M 2k | M
& Ml o 2 IMI,

< [[bllayM D27 = 2M [ hllgc-
k=0
Ahora, por el Lema existe C' > 0 tal que, para f € L (R"),
M(foA)(zx) < C’Mf(Ax). Luego (3) sigue como en la prueba del Teorema

> MM (A > MEFLR(AM g
k=0 | Ha(.)/ k=0 I HEI(-)/
MEHR(Az) MEFTR(AM 2
< 2C|| M|z R
= || ”q() (Z 2k+1 HMHk—i—l kz 2k+1 ”M||k+1 )

< 2| M0y Rh(z).

Y (4) sigue por definicion.
Luego Rh es un peso de clase A; tal que Rh(A;x) < Rh(z), z € R™

48



3.3. Algunas mejoras para la continuidad sobre los espacios de Lebuesgue
variables 49

Ahora tomamos una funcién f acotada con soporte compacto. Seguimos como
en la prueba del Teorema [2.5.2]

qp __ q0 — q0
Ty = IEs) gy = s [ (T @nte

90

<c o [ @ @R e s ([ @ R T

Bl =1 1Al gy =1

ya que Rh'/% ¢ A(p_, qo). Luego por el Teorema m
. o
<l lg sw_ [Rw |2 < cllflly Rl < 2Mell 50, Il
o'

donde la ultima desigualdad sigue como en la prueba del Teorema [2.5.2
Finalmente mostraremos que |75 f[|,, < o0. Por la Proposicién serd

suficiente ver que / (T f ()" dz < .

n

Taf @)™ < |Tuf @)™ X s>y + 1 Tof (@)™ Xt s <1
ahora como f es acotada de soporte compacto sigue que T, f € L*(R") para

- < 5 < 00, luego / T f(2)|"™ dz < co.

n—

El resultado sigue ya que, por el Teorema [1.6.2] las funciones acotadas y de
soporte compacto son densas en LP) (R™). O

Teorema 3.3.3. Sea T, el operador integral dado por . Sea A una matriz
tal que AM = T para algin M € N, M > 1. Sean A; matrices tales que
A = A%k € Ny, @ = 1,...,m tales que A; — A; es invertible para i # j,
1 < 4,5 < m. Sea p(-) € P(R") tal que 1 < p_ < jon < g y tal que
p(Az) = p(z) p.ctx € R". Sea q(-) definido por m — q(x) = 2. Siel
operador maximal M es acotado sobre L("”i—pq(')) entonces existe ¢ > 0,
tal que

M i @ =a |y < € F Il -
VA >0, Vf e Lr.
Demostracion. Tomamos f € L2°. Vamos a probar sélo el caso p_ = 1. Para

los demds casos es andloga la prueba. Denotemos por qo = "y q(-) = %.

El Teorema 3.2 en [37] implica que para w € A(1, q) tal que w(Az) < cw(x)
entonces

S0 XU (o) < ( (@) we)d ) |
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50 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

Ahora, sea F) = XX 4.7, f(2)[>A}>

A (T p @10 gy S A X e @y =atllae) = [E o)
=C sup / F\(z)h(z)dx.
lAllz.y =1 JR"

Como en la prueba del teorema anterior, sea Rh definido por (3.3)). Ya que
1
Rh € Ay, Rho € A(1,q). Luego,
q0
0> dx

Q‘H

<C sup /n F\(z)Rh(z)dx < C  sup /n F\(z) (Rh(x)

1Al gy =1 I1Bllgey =1

<C sup (Rn|f(x)|7zh(x)%)dx) .

Ihllgey =1

Como en el teorema anterior obtenemos

1
A (@i s @12 g0y < CUFIG ”hﬂ%up_lHRh(ﬁC)‘10 150y < CIFIR, HhHSUP_IHRhHa-y
= ay=

< 2M| f|%, up nllacy = 2M I,
)=

Si p_ > 1, usamos que T, es de tipo débil (p_, qo) y procedemos como antes
obteniendo lo que establece el teorema. O

Observacién 3.3.4. Con las hipdtesis del Teorema anterior, si f € LPO(R™),
la integral en converge p.c.t.x € R™. Denominamos dicho limite por
T.f(z) y tenemos que existe ¢ > 0 tal que

M @>nlly0) < el fllyy - f € IR,

Demostracion. Tomamos f > 0y una sucesién f,, € L°(R") tal que f,(z)
f(z) p.cit.x € R™. Entonces T, f,(x) /N Tof(z) a.e x € R™ y entonces

X{x:Tafn(:c)>>\}<x> 7 X{@:Ta fn(z)>A} (),

y por el Teorema (1.5.4]
At p@map |y = [Mminf A gz, u@=ap

< lim inf H)\X{z:Tafn(x)>>\}Hq(.) < lim inf ||fn||p(.) < ||f||p(.) )

Para f general, como es usual, escribimos f = f* — f~. n
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Observacién 3.3.5. Sea A una matriz ortogonal y sea T, definido en ,
donde la matriz A; es o bien una potencia de A o bien una potencia de A™*.
Si A; — A; es invertible y p(-) es como en los enunciados de los teoremas an-
teriores, también obtenemos estimaciones de tipo débil y fuerte. Simplemente
definimos R como sigue,

X1 (S MPR(ATr) S MER((A)ix)
Rh = 2 <Z I, t 2 M, )
=0 k=0 q(-) k=0 q()

y la prueba sigue como antes. Notar que acd estamos usando fuertemente la
hipdtesis sobre el peso w, que tiene que satisfacer w(A;x) < cw(x) p.ct.x €
R™. Por eso el R es definido de esta manera.

Notemos que estos resultados son distintos a los que se obtuvieron en
[39]. Sobre todo se destaca que, en la estimacién del tipo débil para el T,
no se necesita la hipétesis p(0) = 1. Si bien nuestros resultados valen para
ciertas matrices, no necesariamente ortogonales, ampliamos la validez a mas
exponentes que los pedidos en el trabajo de Rocha-Urciuolo.

A continuacién mostramos algunos ejemplos de matrices y funciones expo-
nentes que satisfacen las condiciones de los teoremas.

Ejemplo 3.3.6. Tomemos r(-) € R" que satisfaga y (1.9), con 1 <
1

2
-1 -1
i,j < 4,1 # j. Entonces definimos p(z) = 1 (r(Az) + r(A%z) + r(A3z) + r(A'z))

ro<ry<tyA= , luego A* =1 y A" — AJ es invertible para 1 <

Ejemplo 3.3.7. Tomamos una funcidn par p(-) € R"™ que satisfaga Y
1.9), conl<p_<py<ZyA=-—I

3.4. Generalizacion de condiciones en el estu-
dio de los operadores de tipo fracciona-
rios en los espacios de Lebesgue variables

En esta ultima seccién de este capitulo daremos una generalizacion de los
resultados obtenidos en la seccién anterior. El trabajo esta publicado en [48].
Ahora las matrices seran solamente invertibles con alguna condicién minima.
A continuacién probaremos un resultado de tipo débil para el operador T,

definido en (3.1)).

Teorema 3.4.1. Sea m € N, sean A, ...A,, matrices invertibles tales que
A; — A es invertible para i # j, 1 < i,5 < m. Sea T, el operador integral
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52 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

dado por , sea p(-) € P(R") tal que 1 < p_ < py < 2y tal que
p(A;x) = p(x) petx € R*, 1 <i<m. Seaq(-) definido por pL --L.=g

() gz n
n—ap_

Si el operador mazimal M es acotado sobre L< np— Q(')) entonces existe ¢ > 0
tal que, Y\ > 0,

Mz r@at gy < € IF Il »
ferE®)

Demostracion. Tomamos f € L°(R™). En [37] (ver pagina 459) las autoras
prueban que existe ¢ > 0 tal que,

1

sup A (w®{z : |T,f(z)| > )\})% < sup A (wqo{x : iMaf(Ailx) > c)\}) !
A>0 A>0

i=1

para todo w € Ay y f € LZ(R™).

Sea F\ = AX (47, f(x)|>2} La tltima desigualdad implica que,

| Bew@mds <swp [ XO0@) s, o toyel@tds (69

A>0 JR

para algin ¢ > 0 y para todo w € A,. Ahora por Proposicién [1.3.7], si
il = 940
q( ) T~ qo? .
0
IMX i@ 50 = 1A X qwimas@sa3 ey

—|Alay <c s [ B@h)ds,

Ihllgry=1

Definimos un algoritmo de iteracién sobre L") por

= MP*n(x)
2 IMIE,

donde, para k > 1, MF denota k iteraciones del operator maximal M y
MO (h) = |h|. Chequearemos los siguientes items,

1. |h(z)] < Rh(z) z € R™,
2. Para todo j:1,...m,|Rho Aj||§(_), <c ||h||q~(.),,
3. Para todo j : 1, ...,m,Rh% oA; € Alp—, qo)
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En efecto, (1) es evidente. Para verificar (2) proseguimos como sigue.

HMkh oA H
||RhoA-||
! Z 2k|’M"a(_)/

B (A )\ 7@
|IMFh o Ajllzoy =ff ¢A>0: / (W) dr <1

Pero, por un cambio de variables y usando la hipo6tesis sobre el exponente,

k14 oA d@) k q(A7'y)
/ (W) dr = ]det(A;l)] (M )]\1( )) dy,
n R

ponemos D = max {|det(A;")|,j = 1..m},

k 7 (y)
<D (WtM@) dy. (3.6)
R" A
SiD<1,
|MPh o Ajllgy < MRl
Luego,
= | M ||q( <
IRh o Ajllyy Z <lAllaey D_ 5 = 2Pz
= 2| My, paars

Si D > 1 entonces desde ({3.6)) sigue que,

!/

& i) & q(y)
5 (M_h@> 2y — / (M) "
R™ A R™ \ N(Oaw

y D = & donde C = min{|det(A;)|,j = 1..m}. Luego,

I

% a(y)
< ()"
R* \ \C'@)-

Esto es,

’
’ ~

k 4 q(x) k a@)
/ (M h(ij)> dmé/ (M h(lzv)) o

23




54 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

Desde esta ultima integral sigue que,

|IMFho A; gy < D<q @— || MF hllze)
y luego (2) se verifica con ¢ = 2D @)~ |
Veamos (3). Por Lema (3.3.1)),
M(REw o Aj)(z) < cM(Rh® )(A;z)
Rh € A, implica que Rhw € A1 v luego,
< (Rhw (A;z) = o(Rhio o A;)(z).

Entonces (3) sigue ya que w € A; implica que w € A(p_, qo).
Y luego,

¢ sup /n Fyx(z)h(z)dx <

IRllg .y =1

<c¢ sup /n F\(z)Rh(x)dx = ¢ sup /n FA(x)(Rh%(x))qu:c,

||h||q/(.):1 ||h||q/(.):1

y por 1} como Rhw € A(p_,q) y Rh € A; C Ay,

1
<c s sup [N s wesa e (R (@)

[Bllg(.y=1 A>0
Como
{x:i/\/laf( >c/\} 6{1‘ M. f(A )>2},
i=1 i=1 m
entonces,
X{2:57 | Maf(A  e)>eA) = 2X{x:Maf(Ai_1x)>f;\}'
Luego :

m

e s s [ AN o sty (R ) M

HhHg{(‘):l A>0 i=1
m

=c sup supZ/{ o A}/\qo(thlo(x))qodx
x:Maf(A;] <
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—c swp s Amldet(4))] [ (R (Aig))™dy,
Ai_l{a::Maf(Ai_lx)>%}

Il () =1 A>0 <=5

m

1
< q0 q . 490
<c¢ sup sup E A Ay:Maf(yb%}(Rh 0 (Asy))*dy,

Il y=1 X>0 4=

m 90

<c sup supy ( 2. (RhZO(Aiy))dy> o

||h||§/(,)=1 A>0 =1

m a0
_ ¢ sup Z( If(y)\p‘(Rh%(Aiy))dy) |
Pllgy=13=1 \J/R"

Denotamos por p(-) = Ig. Por el Teorema |1.3.9, (2) y la Proposicién |1.3.7
y, nuevamente, las hipétesis sobre A; y p(+) obtenemos

m

20 P
I emar@n I8 < C Il s ST ||(RRw ) 0 4,

g0
p_
||h||a(.)/=1 j=1 p()

< sup Cm|fI© Ikl < C AL, .
||h||5(4)/:1

Ahota mostraremos que [T, f[|,) < oo. Por la Proposicién es facil ver
que pg(y (Tof) < oo,

(T f ()7 < |To f@)|™ Xt s@r>1y + | Taf (@I Xqa p)<1ys

ahora como f es acotada de soporte compacto, T, f € L*(R") para —"— <

s < 00, (ver Lema 2.2 in [37]) luego [ T f ()" do < . O

Observacién 3.4.2. Como en la Observacion |3.5.4), con las hipdtesis del
teorema anterior el resultado se extiende a toda f € LPO)(R™) por la densidad
de las funciones acotadas de soporte compacto, Teorema[1.6.2

Teorema 3.4.3. Sea m € N, sean Ai,...A,, matrices invertibles tales que
Ai — Aj es invertible para i # j, 1 < i,57 < m. Sea T, el operador integral
dado por , sea p(-) € P(R") tal que 1 < p_ < py < 2 y tal que

p(Aiz) = p(x) petx € R*, 1 <i<m. Sea q(-) definido por zﬁ — Tlx) =2,
o)

Si el operador mazximal M es acotado sobre el L< P
acotado desde el LPO) (R™) en el LIO)(R™).

entonces T, es
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56 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

Demostracion. En el articulo [37] las autoras obtienen una estimacién de la
forma

/ (T’ (e)lahde < €Y / (Mo f)? (2)o(As)de, (3.7)

para cualquier w € A, y 0 < p < oo (ver la ultima linea de la pagina 454

en [37]). Denotamos ¢(-) = %, y definimos un algoritmo de iteracién sobre

el L1 como en la prueba anterior (ver (3.5))). Tenemos que,
1. Vz e R" |h(z)| < Rh(z),
2.V L. m,[[RhoAjl5, < cllhllz.y,
3.V j:1, ...,m,R%hoAj € A(p_, qo)-

Tomamos una funcién f acotada de soporte compacto. Luego como en el
Teorema 5.24 in [2],

1T 1%, = I(Taf)® 50y = € sup / (T f)™ ()h(x)de

ly=1
<C sup /(Taf)qo (x)Rh(z)dz < C  sup Z/(Maf)qo (x)Rh(A;z)dx
1Rl =1 1Al =1 j=1
<o s 3 ([ % )
Iy =1

donde la tltima desigualdad sigue ya que, por la propiedad (3) Rh% o A; son
pesos de clase A(p_, qo)-
Ahora, siguiendo como en la prueba anterior,

<O flip -

También, como en la prueba del Teorema , se tiene que ||T, f]| o) < 00
Y por el Teorema [1.6.2] el resultado es valido para f € LP() (R™). O

Finalizamos este capitulo con un planteo sobre una condiciéon sobre las
funciones exponentes, en los resultados anteriores. Observamos que en los

Teoremas y se le pide una condicién al p(-),

p(A;x) = p(x), p.ct.x € R™
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Vamos a ver que tal condicién no es mucho pedir. Para ello nos basamos en
un caso particular del operador que definiremos a continuacién y tomaremos
funciones exponentes continuas en alguna parte del dominio.

Sea A una matriz n X n invertible y sea 0 < a < n. Definimos

Taf(z /|x—A|"O‘()

Proposicién 3.4.4. Sea A una matriz invertible n X n. Sea p(-) € P(R"),
Py < 00 tal que p es continua en yy y en Ayg para algin yo € R™. S@ p(AyO) >
a

p(yo) entonces existe f € LPU)(R™) tal que Taf ¢ L (R™) para q() = ﬂ_

Demostracion. Como p es continua en 7, existe una bola B = B(yg,r) tal
que p(y) ~ p(yo) para y € B. Tenemos que p(yg) < p(Ayo). En este caso
tomamos,

X5 (Y)
fly) = X2
Yy — Yol
para cierto § < ( 5 @ elegir. Mostraremos que, para cierto 3, f € LPO)(R™)

pero T f ¢ LY(R™). En efecto,

1 1
Taf(z) = /—Mf(y)dy = / — dy,
|z — Ayl B |z — Ay[" ™ |y — yol’®

luego
1 qa(z)
(TAf(x))q(x) dr = / / — dy dx
/ B |r— Ay ly — yol®
1 q(z)
> / — ﬁdy dx
BAyo.e) \J/B |z — Ay " |y — yol

1 q(x)
2/ / — dy dx
(| Ay— oy | = Ay[" |y — wol”
B(Ayo.e) \JB{y:| Ay—Ayo|<|Ayo—a|} [T — Ay Y — Yo

Ahora denotamos por M = ||A|| = sup |Ay|. Luego para ¢ < Mr y x €
llyll=1

B (Ayo, €), B(yo, ﬁ |Ayo — x|) € BN{y : |Ay — Ayo| < |Ayo — z|}. En efecto,

ly — ol < 37 1Ayo — x| < 76 <7y [Ay — Ayol < M |y —yo| < |Ayo — 2],

luego
1 q(x)
> — 5y dz,
B(Ayo,e) \J Blyo, & 4yo—al) |2 — Ay |y — o
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58 3. Operadores integrales de tipo fraccionario

también, para y € B(yo, 77 |Ayo — z|)
|z — Ay| < |z — Ayo| + [Ayo — Ay| < [v — Ayo| + M [yo — y| < 2|z — Ayl

luego

(@)
1 Q(I) 1 4
> / ( n_a> / —ﬁdy dz
B(Ayo.e) \2"% |z — Ayp| B(yo, | Ayo—z) |y — Yol
1 a(z) (@)
- / ( noz) (C ‘Ayo - Qf| 5+”> dl’
B(Ayo.e) \2"7% | — Ayp|

. q(z)
= / o dx.
B(Ayo,) 2n-a |I‘ — Ay(]’

Ahora, ya que q(Ayo) > q(y0), a(Ayo) — v > q(yo) para v =

2
Observamos que si @ = @ — o para By = o, (Bo — @) q(yo) =

q(Ayo)—q(yo)

(1% - a) q(yo) = n, luego ya que q(Ayo) — v > q(yo), obtenemos que
(,ﬁ - CV) (q(Ayo) — ) > n y todavia (8 — «) (¢(Aye) — ) > n para § =
) 2 (@ - (O‘ + q—(AyZ)—'y)>>' Luego f = #5(1 — §) para algin 6 > 0.

Ya que ¢(-) es continua, elegimos ¢ de manera que, para z € B (Ayp,¢),

q(z) > q(Ayo) — 7. Y W > 1 luego esta ultima integral esta aco-
- 0

q(Ayo)—y
1
c/ —— dx = oo.
B(Ayoe) \ |Z — Ayo|

Para este ( elegimos r para el cual obtenemos que la bola B = B(yo,r) C
{y p(y) < pl(%%)}. De esta manera obtenemos que f € LPO(R") pero Taf ¢
L1O(R™). O

tada por,

Corolario 3.4.5. Si AN = I para algin N € N, p(-) es continua y T4 es
acotado desde el LPY) en LI0) | entonces p(Ay) = p(y) para todo y € R™.

Demostracion. Supongamos que p(Ayg) < p(yo). Como p(-) es continua en

Yo, por la Proposicién [3.4.4]
p(Ayo) < p(yo) = p(ANyy) < p(AY o) < ... < p(Ayo) = p(Ayo)

lo cual es una contradiccion. O
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Capitulo 4

Operadores integrales con
nucleos de tipo “rough”

En este capitulo estudiaremos operadores con nucleos aun mas generales
que los del capitulo anterior. En esta ocasion, ademas, mostraremos otras
técnicas para estudiar la continuidad de dichos operadores en el contexto
de los espacios de Lebesgue variables. Como vimos en el capitulo II, existen
condiciones mas débiles para las funciones exponentes, para que el operador
maximal resulte acotado sobre el LP(). Aprovecharemos dichas condiciones
y obtendremos algunos resultados, los cuales seran claves en la acotacién de
estos nuevos operadores. Pero antes haremos referencia al trabajo [38] donde
las autoras, la Dra. S. Riveros y la Dra. M. Urciuolo, estudian dicho operador
sobre los clasicos espacios de Lebesgue pesados.

Sea 0 < a<n, me N Paral <1 < m,seal < ¢ < oo tal que
qﬂl+- s+ qlm =n—«a. Para a = 0 tomamos m > 1. Denotamos por > = >, 4
la esfera unidad en R™. Sea €; € LY(X2). Si # # 0, escribimos 2’ = z/|z|.
Extendemos esta funcién a R™ \ {0} como Q;(z) = Q;(2).

Sea

y sea
Rof(e)= [ K(e.)f)d. (1.2

con K(z,y) = ki(x — Ary)...kn(z — A,y), donde A; son ciertas matrices
invertibles y f € LS (R™). En [38] las autoras consideran el R, definido en

(4.2) donde, para 1 < i < m, k; estd dado por (4.1)). Para 1 < p < ooy

Q; € LY(X), ellas definen el LP- médulo de continuidad como

@, p(t) = sup [ (- +y) = Q()llpx-

ly|<t
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60 4. Operadores integrales con nticleos de tipo “rough”

Asumen las siguientes hipétesis para €;, 1 < i < m,
(H,) Existen p; > q;, i: 1...m, tales que €; € LP(X) (condicién de tamano),

1
dt
(Hs) / T p; (t)? < 00 (condicién de Dini).
0

4.1. Acotacion sobre los clasicos espacios de
Lebesgue con pesos

Un primer resultado obtenido por las autoras en [38] es acerca de una
estimacién sharp del operador definido por (4.2)).

Teorema 4.1.1. Sea 0 < a < n y sea R, el operador integral definido por
. Supongamos que para 1 < i < m, las matrices A; son invertibles y
tales que A; — A; es invertible para i # j, 1 < i,5 < m y las funciones ;
satisfacen las hipotesis (Hy) y (Hy). Si s > 1 definido por pil—i-- . ~+#+§ =1
entonces existe C' > 0 tal que, para 0 < 6 <1y f € LX(R™)

(M#|Ro P (2)? < O Mo f(A7 D).

i=1

Como en el capitulo anterior también las autoras en este trabajo obtu-
vieron una estimacién de tipo Coifman para el operador definido por (4.2)).
Usaron la teoria de pesos para obtener los siguientes resultados.

Teorema 4.1.2. Sea 0 < o < n y sea R, el operador integral definido por
{4-2). Supongamos que para 1 < i < m, las matrices A; son invertibles y tales
que A;—A; es invertible parai # j, 1 < 1,5 < m y las funciones Q); satisfacen
las hipdtesis (Hy) y (Hz). Sea s > 1 definido por pil + -+ z% +1=1,
0 < p< ooyse w € Ay que satisface w(A;x) < w(x) p.ctx € R™.
Entonces eziste C' > 0 tal que, para f € LX(R"),

/Rn |Ro f(x)|Pw(x) dx < C/Rn Mo f(2)|]Pw(zx)de,

siempre que el lado izquierdo sea finito.

Finalmente prueban la acotacién del operador R, en el contexto de los
clasicos espacios de Lebesgue con pesos. Mas precisamente para ciertos pesos
de la clase de Muckenhoupt-Wheeden.
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4.2. Continuidad en el contexto de los espacios de Lebesgue variables 61

Teorema 4.1.3. Sea 0 < o < n y sea R, el operador integral definido por

. Supongamos que para 1 < i < m, las matrices A; son invertibles y tales

que A;—A; es invertible parai # j, 1 < 1,5 <m y las funciones Q; satisfacen

las hipdtesis (Hy) y (Hz). Sea s > 1 definido por pil + -+ pi —i—% = 1.

Supongamos que w es un peso tal que satisface w(A;x) < w(z) p.ct.ox € R”
1

ywseA(l—;,%) cons<p<?=t y%z}—)—%. Entonces existe C > 0 tal que

para f € L2 (R™, dx),

([ 1Rer@partoao) ' o ([ e dm);

También una estimacion del tipo débil con pesos para el R,. En este caso

con ciertos pesos en A(1, —2-).

Teorema 4.1.4. Sea 0 < a < n y sea R, el operador integral definido por
. Supongamos que para 1 < i < m, las matrices A; son invertibles y tales
que A, —A; es invertible parai # j, 1 < 1,5 < m y las funciones Q); satisfacen
las hipdtesis (H1) y (Hz). Sea s > 1 definido por pil + e+ [i +1=1
Supongamos que w es un peso tal que satisface w(A;x) < w(z) p.ct.x € R" y
w® € A(1, ). Entonces existe C' > 0 tal que para f € L(R", dx),

sup M (o [Raf(0)] > 35 < € ([ 17@)Pwr(ear)

A>0

4.2. Continuidad en el contexto de los espa-
cios de Lebesgue variables

En esta seccién usaremos la funcién maximal sharp para obtener la aco-
tacion del operador definido por , en los espacios de Lebesgue variables.
Mostremos los resultados obtenidos en [49]. Dicho trabajo forma parte de
los resultados originales obtenidos en esta tesis. Las funciones exponentes
van a satisfacer ciertas condiciones de regularidad y relaciones con las dife-
rentes matrices A;, las cuales definen al nicleo K. Asumiremos la hipotesis
p(A;z) < p(x) a.e.x € R™. En el capitulo anterior, en referencia [48], proba-
mos que esta condicion es, en efecto, necesaria en algunos casos particulares.
A continuacién mostraremos algunos resultados que aprovecharan la condi-
cién N, definida en el Capitulo II, Definicién [2.2.1] para obtener una con-
dicién sobre las funciones exponentes que seran claves en el estudio de la

continuidad del operador R, definido en

Lema 4.2.1. Dado Q C R™. Si p(-) € Noo(2) ¥y poo = 00 entonces 1 €
LP(')(Q)_
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62 4. Operadores integrales con nticleos de tipo “rough”

Demostracion. Para A > 1 suficientemente grande, por la Definicion [2.2.1]
aplicada a p(+), 2 = Q N Q,

/ \—P@) 1 — / o—p(@) () 7,
Q\Qoo Q\Qoo
In(\)

= / e MooP(@) RS 1o < / e MeoP(®) g0 < 0.
ONQoo ONQoo

]

A continuacién enunciamos un resultado clave de este capitulo. Probare-
mos una desigualdad en norma que nos facilitara algunos cambios de variables
mas adelante. Hablamos de una desigualdad de tipo

1f o Allpey < cll fllpe)-

Proposicién 4.2.2. Sea A una matriz invertible n x n.

i. Sip(-) € No(R"), 1 < p_ < py <o0yp(Az) < p(z) pctx € R,
entonces existe ¢y > 0 tal que

-1
[foA Hp(~) < llfllye
para toda f € LPO(R™).
ii. Si p(Azx) = p(z) p.c.t.x € R" entonces existe ¢y > 0 tal que

1 o Allpey < c2ll fllpe,
para toda f € LPO(R™).

Demostracion. (i.) Asumimos que f es acotada de soporte compacto y
||f||p(,) < 1. Probaremos que,

Hf © A_IHP(') =c
Descomponemos f = fi+fz donde f1 = fX{a(f(2)>1} Y J2 = [ X{a:lf@)1<1}>
Hf © AialC) < Hfl © Ail“p(') - Hf2 © Ail“l)(') '

Definimos £ = {2 :p(z) > pso} v F = {2 :p(z) < p}. Estimamos
1f20 A0,

[f20 A7H| oy S W20 A ooy + 120 A7H| s ey -
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4.2. Continuidad en el contexto de los espacios de Lebesgue variables 63

Ya que fy es acotada y de soporte compacto, fo € LP>(R™) y luego
fao AT € LP=(R"),

por el Lema [1.4.4] con g = fy0 A7 t(*) = poo, u(-) = p(*) tenemos
que, si || fo 0 A7 o gy < 1,

120 A7 sy < 120 A7y +1 < 2

Y si [ f2 0 A7Y| ppoe () > 1 entonces,
1720 A oy < 21150 A7 ey < 20660A) 1ol e

< 2det(A) [HfQHLpoo(E) + 12l oo (| -

Ahora estimamos | f2| ;5o (). Por definicién de E, definimos el expo-
nente defecto r(-) € P(E) por,
L1
P p(x)  r(2)

Usando la desigualdad de Holder generalizada, Corolario [1.3.10] tene-

mos que

1f2ll ose () < K N ey 1 foll ooy < KL ey () < 00

La ultima desigualdad sigue ya que 7(-) € Ny, Too = 00 y luego el
Lema implica que 1 € L"O(E).

Para estimar || f2|| e ()» aplicamos el Lema , cong = fy € LPO(F),
t(-) =p(-), u(-) = poc- Ya que || foll ooy < T

1f2ll oo () < 1 f2ll ooy ey +1 < 2.

Combinando las estimaciones de arriba, obtenemos que

Hfg o AJHLP(-)(E) <C(K HlHLr(-)(E) +2) < oo.
Ahora, de forma similar, estimamos || fy 0 A7} o0y ()~ Definimos el ex-
ponente defecto s(-) € P(F) por,

1 1 1

p(z)  peo * s(x)’
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Nuevamente por el Corolario [1.3.10],
[|.f2 OA?IHLPU <K H1||LS() Hf2 o A” lHLpoo(F

Como s5(+) € N ¥ Soo = 00, por el Lemammnemos que 1 € L*O(F).
Mas ain, podemos argumentar como antes obteniendo,

HfQ OA*l“[;Doo(F) S Hf2 @) AilHLPOO(R") S det(A) HfQHLPOO(R")

< det(A) [l fell e () + 1 fell o )] < 00

Estimamos ahora || f; o A7 .

Ya que p; < oo es suficiente probar que existe ¢ > 0 tal que pp)(f1 0
AhH <

Ya que p(Az) < p(x) p.c.t.x € R", por la Proposicién m,

/h POz = det(A l/ﬁ YAz < det(A)pyy(F1) < cllfill

Para f € LPU) (R") general, aplicamos el Teorema m Para k € N,
definimos f*() = | f| X el <k f@) <k}, f*(2) converge de forma crecien-
te a | f(z)| para casi todo punto y luego kaHp( — || fll,y v también

| 5o AilH —||fo A*1||p() Ya que cada f* es una fun(non acotada

‘ < 1, tenemos probado que existe una

de soporte Compacto vy H iR H () ’
P

froA™!
constante ¢ > 0 tal que T ‘p(.) < ¢, luego
foAl , fro ATl , fro ATl
= lim < lim ||&=—— <eg,
ey ko0 || 1 flley (|~ F=oo || el
p(")
y entonces

15 0 A7 < exllf gy

Sea f € LPU)(R™). Tenemos que

p(x)
1£ oAl _inf{)\>():/n (@) dr < 1}.

Por un cambio de variable y usando la hipotesis sobre el exponente,

/n (f(;lx))pm = |der(a)| i (@)p(w " w
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4.2. Continuidad en el contexto de los espacios de Lebesgue variables 65

Sea D = |det(A™!)|, entonces tenemos dos casos: Si D < 1,

[ fo AHp(-) < Hpr(.)'

Si D > 1, entonces,

M)p(y) B ( F) )p(y)
DRR(A dy—/Rn o dy,

donde C' = %. Luego,
p(v)
L ()"
" NAC'P-

LS s [ ()

La ultima desigualdad implica que,

Esto es que,

1
1f oAl <D (£l -
O]

Ahora, finalmente, estamos en condiciones de enunciar los resultados ob-
tenidos, junto con la Dra. M. Urciuolo, acerca de la continuidad del operador
definido por (4.2). En este primer resultado obtenemos estimaciones de ti-
po débil y fuerte del operador usando el operador maximal sharp. Ademas
usaremos como resultado clave la Proposicion [4.2.2]

Teorema 4.2.3. Sea 0 < o < n y sea R, el operador integral dado por
(4-2). Sea m € N (0 m € N\{1} para o = 0), sean Ay, ..., A,, matrices
invertibles tales que A; — A; es invertible para © # j, 1 < 4,5 < m y las
funciones §; satisfacen las hipdtesis (Hy) y (Hy). Sea s > 1 definido por
pil+...—|—z%+% =1, seap(-) € P(R") tal que 1 < s <p_ < py <2 ytal que
p(Aix) < p(z) p.ct.x € R™ y sea q(-) € P(R"™) definido por z% - ﬁ =29
@ € Noo(R™) N Ko(R™) entonces,

1. para todo \ > 0, existe C' > 0 tal que

”)‘X{x:Raf(zb)\}Hq(.) <C ||f||p(.) )
f e Le(R™).
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66 4. Operadores integrales con nticleos de tipo “rough”

1. St p_ > s entonces R, se extiende a un operador acotado desde el
LPO(R™) en el LIO(R™).

Demostracion.  (i). En [37] las autoras prueban que, para f € L2 (R"),
MH*(Rof)(x) <€) Maof (A7), (4.4)
i=1

peta € R Yaque 1Y € N (R")NKy(R) entonces q(-) € Noo(R™)N
Ko(R™). En efecto, es " facil ver que si p(+) € Ny (R™) entonces ap(-) €
N (R™) para todo a > 1. Luego s@ = q(+) € Noo(R™). Por la observa-
Ciénse tiene que ¢'(-) € Noo(R™). Ya que () € Noo(R™") N Ko(R™)
entonces por el Teorema el operador maxnnal resulta acotado so-

bre el L% (R") Luego, por el Teorema 4.37 en [2], éste es acotado sobre
el L0 (R™). También por el Corolario 4.64 in [2] éste es acotado sobre
el LYO(R™). Por el Corolario m, ¢ (-) € Ko(R™). Y entonces se tiene
¢ () € Noo(R™) N Ko(R™).

Sea A > 0y f € L¥(R"). Ya que ¢'(-) € Noo(R™) N Ko(R™), nue-

vamente el Teorema implica que el operador maximal es acotado
sobre el L7 ()(R™), luego por el Teorema 5.54 in [2] y (4.4)),

[AX{2:Ra f@)> 2 a() < Cs;ilg H)‘X{I:M#(Raf)(w)>)\}Hq(.)

< C'sup
A>0

< C'sup

)\ Nom -1 A )\ T T A
‘ X{$-Zi:1Ma,Sf(Ai z)>c} a() ASO ZX{ Ma sf(A )> }

S C sup Z H/\X{x:Ma,sf(Aflm)
=1

7 cm

) S CSHPZHAX{:::MQM ) (2

A>0

Luego por la Proposicién y el Teorema [1.3.12]

1

s

()

H)\X{CER&f("E)>)\}”(]() S Cililg Z H)\SX{LEMQSlf‘S(A'L_lw)>(ﬁ)5}
i=1

S

AN ' s 1 A \s
)\>O < ) X{a:./\/la.s|f| (A7 2)>(55)°} a()
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4.2. Continuidad en el contexto de los espacios de Lebesgue variables 67

m A S
< C’supz sup / (—) h(z)dx
A>0 57 IRl g0 ), =1 oMl 17 (A7 0> (27)0) N

Ahora desde el Lema[3.3.1] parte (i7), se puede ver que para A invertible
v f € L. (R") existe ¢ > 0 tal que M, f(A7'2) < eMys(fo A7) (z).

loc

Y luego,

1
m s

>\ S
< C'sup E sup / (—) h(z)dx
220 5= {11kl gy, =1 {z:Mas|foA] | (2)>(2)s} \CM

m A s
S C sup sup / (_) X

y.,=1
UL ey

o =

h(x)dx

FoAT M (@)>(20)°}

Aplicamos la desigualdad de Holder (Teorema|1.3.9). Entonces usamos
que (@)’ € Noo(R™), Proposicion 4.2.2| Lema y Proposicio’nm
para obtener

| AX {2: Ra (252} o)

m S
A
< C'sup sup <—> Xt oA~1|® Ays ‘ 17l[ a2
A>O; 1Al gy, =1 TN CTT {prMeal £ (2> ) w
m )\ S s
= C'sup sup (—) X o oA-L[® Ays
>\>OZZ=; 1Bl ggy ), =1 N Mol AT |

q()

Ahora |f|* € L% (R™), y como £ € N (R") entonces se puede ver

que @ € N (R™). Como p(Az) < p(x), por Proposicién t??emos
que [[|f o A7 e < [Pl < oo. Luego |f o A7'* € L™ (R).

Entonces,

1
p(-)

m
< (C'sup foA7l®
COSIEE

y por la homogeneidad del exponente, Proposicién y en vista a
la Proposicién se puede ver que p(-) € Ny y luego Proposicién

Tz3 )
<CY I o AT by < ClF Il
=1
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68 4. Operadores integrales con nticleos de tipo “rough”

(ii). Sea f € L°(R™). Por el Teorema 5.54 in [2], ya que ¢/(-) € Noo(R™) N
Ko(R™),
1Raflly < CIM* Rt

Ahora usamos (4.4)) v ya que ¢(-) € Noo(R™), por la Proposicién

< IMasf ATy < C Y IMastllyy = Cml|(Mas IF1D])
i=1 i=1

Por la Proposicién y Lema [2.5.3

Q@ =

= Cm|[(Mas| )5 < CIII7

o =C Hpr(.) .

S @ =
w

s

Ahora ii. sigue ya que L2(R") es denso en LPU)(R™) (Teorema |1.6.2)).
[

Ahora probaremos un resultado similar pero con otras hipoétesis. En lugar
de que la funcién exponente satisfaga las condiciones Ky y N, pediremos
que el operador maximal esté acotado sobre el LZ)(R"). Y en lugar de
p(Az) < p(x) vamos a exigir que p(Az) = p(x). Como se puede observar
las hipdtesis ganan por un lado pero pierden por el otro. Por lo que no se
trata de que un teorema sea mas general que el otro sino que son resultados
diferentes.

Teorema 4.2.4. Sea 0 < o < n y sea R, el operador integral dado por
“-2). Sea m € N (0 m € N\ {1} para a = 0). Sean A, ..., A,, matrices
invertibles tales que A; — A; es invertible para v # j, 1 < i,7 < m y las
funciones ; satisfacen las hipdtesis (Hy) y (Hy). Sea s > 1 definido por
pil—i—...—i—i—i—% =1, seap(-) € P(R") tal que 1 < s < p_ <py <2 ytal que
p(A;z) = p(x)p.ct.x € R™ y sea q(-) € P(R") definido por z% - ﬁ =2 8
el operador mazimal es acotado sobre LY (R™) entonces,

1. existe c; > 0 tal que
M (o rro0 |y < 1 I1F Il

para todo A >0, f € L (R").

i. Sip_ > s entonces R, extiende a un operador acotado desde el LP()(R™)
en el L10)(R™).
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4.2. Continuidad en el contexto de los espacios de Lebesgue variables 69

Demostracion.  (i). Sea A > 0y f € L¥(R™). Por Teorema 5.54 en [2], ya
que el operador maximal es acotado sobre L7 )(R™),

M ras@>a ) < ClIM @tz p@=n g, -

Ahora, por (4.4), como en la prueba del teorema previo y ya que

/ /
g—q(iﬂ)) = <@> , por Proposicion 4.2.2)

| tenemos que

Lema

H)\X{x:Raf(w)>)‘} HQ() =

< C'sup Z " sup ‘det(A_1
[Py

S

n A S
—1
< C'sup g sup ‘det(Ai )‘ H (%> Xy o 11> (2) | o

=1

IRl

S
I
—

(1)

)\ S
(%) XyMaslfI°@)>(2)"}

< C'sup
A>0

a)

2.5.3

A S
)‘ % X{y/\/las‘.ﬂ () (%)g} a()

y Proposiciéon

bl

=C Hpr(.) :

(ii). Supongamos que s < p_. Sea f € L°(R"). Por Teorema 5.54 en [2], ya
que el operador maximal es acotado sobre L) (R™),

HRaqu(') <C ||M#(Ro‘f)HQ(') '

Por (4.4) y como ¢(A4;z) = q(z), por Proposicién [1.2.2]

HRaqu( < CZ HMa sf

) <CZHMasfH 3 < ClIfll

donde la tultima desigualdad sigue como en la prueba del teorema an-

terior.
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Capitulo 5

Operadores de convolucién con
medidas singulares

Dada una medida de Borel finita i sobre R™, o sea

Il = [ dlnl < oc
Rn

consideramos el operador de convolucion
Tuf(x) = (p* f) (@)= [ [flz—y)duy),
Rn

Un problema muy estudiado es el de caracterizar los pares (p,q) tales que
T, es acotado de LP (R") en L?(R"). Tenemos que si 1 < p = ¢ < o0, T}, es
acotado y

[l flL, < Nl 111, -

En general ponemos

E, = {(l, 1) 21, LP(R™) — LY(R"™) es acotado} :
P q
E,, esté contenido en el cuadrado unidad [0,1] x [0, 1], en realidad se sabe
que % < %, por interpolacién se tiene que E, es convexo, y con argumentos
de dualidad resulta simétrico respecto de la diagonal no principal.
Si p es absolutamente continua respecto de dz, du = ¢(x)dx con ¢ €
L' N L4 q > 1, entonces por la desigualdad de Young si f € LP, g € L7y
% + % =1+ %, entonces
L+ gll, < [LF1L, Nlgll, -
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72 5. Operadores de convolucién con medidas singulares

se obtiene asi un trapecio totalmente contenido en £,. Si y es singular la
situacién es bien distinta. Por ejemplo si = dg, T}, = I y E,, coincide con
la diagonal principal. Se sabe que si existen p,q con 1 < p < ¢ < oo tales
que 7}, es acotado de LP en L9, entonces el soporte de p no estd contenido
en ningun subespacio propio.

En [33] el autor presenta algunos problemas abiertos cuando la medida p esta
soportada sobre una variedad diferenciable de dimensiéon k. Es bien conocido
que para medidas soportadas sobre alguna variedad diferenciable S de dimen-
sion k, la propiedad de LP —improving para u esté estrechamente conectada
con la curvatura de S, la cual determina el comportamiento de la transfor-
mada de Fourier F(u) de u. Si por ejemplo |F(u)(§)| decae como potencia
negativa de & entonces u es L — improving. En [35] se prob6 una recipro-
ca parcial de este resultado, valida en el contexto general de los grupos de Lie.
En los trabajos [16] y [17] se estudian este tipo de operadores para ¢ (1, ..., T,) =
R R e P b

En [I8] los autores estudiaron el operador T} de convolucién con una medida
1 dada por

W(E) = / xi(, o(@)) 2" dz,

donde ¢ = (¢1, ..., ), con @, : R™ — R™ funciones suaves, homogéneas de
cierto grado positivo.

Nuestro propésito en este capitulo es extender algunos de los resultados ob-
tenidos en los trabajos antes mencionados a los espacios de Lebesgue de
exponente variable.

5.1. Trabajos previos sobre los espacios de
Lebesgue clasicos

Sea @ = [—1,1]" y sea ¢ : @ — R una funcién medible. Supongamos
que p es la medida sobre R"*! dada por

W(E) = /Q va(, ola))dz, (5.1)

donde la integral es con respecto a la medida de Lebesgue sobre R" y E es
un conjunto de Borel de R™ x R. Sea T}, el operador de convolucién definido
por

Tof(e,1) = (u* f)(a,t) = /Q @yt — p(u)dy, (.t) €R" xR. (5.2)
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5.1. Trabajos previos sobre los espacios de Lebesgue clésicos 73

Como dijimos al principio del capitulo

By ={(32) 1usll< (53)

serd el conjunto tipo. Dicho conjunto es conocido en algunos casos. Si el
grafico de la funcion ¢ tiene curvatura Gaussiana no nula en cada punto,
un teorema de Littman (ver [24]) implica que E,, es el tridangulo cerrado con
vértices (0,0),(1,1) y (Z—i;, n+_2) Si la curvatura se anula en algiin punto
entonces F,, estd estrictamente contenido en el tridngulo de arriba.

En [16] los autores caracterizaron el conjunto E,, en el cason =2y ¢ (x1, x3) =
|21]* + |z5|%, 2 < @ < . Ellos obtuvieron una completa descripcion de E,
en los casos a = 2,2 < <4y 2 < a=p <4 También caracterizaron el
interior de E, y obtuvieron alguna informacién adicional sobre su frontera en
otros casos. Supongamos u, I, son como arriba. El Teorema de Riesz Thorin

implica que E,, es un subconjunto convexo del cuadrado [0, 1] x [0, 1] . Es bien

conocido que si (%, é) € E, entonces p < ¢ (ver [44] p.33). A continuacién

enunciamos los lemas obtenidos en dicho trabajo sobre condiciones necesarias
acerca de la acotacion, sobre los clasicos espacios de Lebesgue, del operador

T,.
Lema 5.1.1. 5% (l, 1) e E,, entonces 1>3_94yl> 1
p’yq q p q 3p
(11 1 1_ _oafp
Lema 5.1.2. 5i (p, q) € E, entonces ¢ > 7 atBiaB
Lema 5.1.3. 5% (l ) € E, entonces = > 2[;8%11% —1

Los Lemas [5.1.1 5.1.2] y [5.1.3] dicen que E,, estd contenido en la regién

poligonal convexa ¥%? C @ determinadas por las lineas Lg’ﬁ , Lf , Ly con
i 1 _1_ _atp 1 26411 1 _ 3 _ i
ecuaciones o = & — s, o = G, ly == 5 2 respectivamente,

sus simétricas con respecto a la diagonal no principal y diagonal principal

% = %. Un breve calculo muestra que ¥ es un trapezoide o un pentagono

o un hexdgono de acuerdo a o = > 2:a =2, >2y2 < a <
B respectivamente. Para obtener la acotacién del 7T), sobre los vértices del
poligono los autores usaron acotaciones de la transformada de Fourier de la
medida p.

En [I7] los autores generalizan los resultados anteriores al considerar Q" =
[—1,1]", ¢ : Q™ — R definida por

o(xy, ..y Z|a:j|a7
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74 5. Operadores de convolucién con medidas singulares

1<a; <...<a, Y ulamedida dada por
u(B) = [ o wpta) do

donde la integral es con respecto a la medida de Lebesgue.
Para 1 < kK < n sea S, = Z] p 0 . También S, ; = 0. Obtuvieron el
siguiente

Lema 5.1.4. Si (1,1) € E, y 0 <k < n entonces
p’q H
1
q

k+1+5411 k4 Sk
1+ Sk p 14 S
En [9] se estudi6 el E,, con u una medida definida sobre R?" de la forma

u(E) = | o pla)ds

para cierta funcién ¢ : R* — R™.

>

En [I8] los autores estudiaron el operador 7}] convolucién con una medida
mas general. Consideraron ¢y, ..., ¢, funciones reales homogéneas de grado
k> 2en C®(R"—0). Sea p(x) = (¢1(x), ..., pu(x)), sea v > 0 y p la medida
de Borel sobre R?" dada por

n(B) = | xelo p(o)lal " do, (5.4

donde la integral es con respecto a la medida de Lebesgue sobre R™. En dicho
trabajo asumieron las siguientes hipotesis

1. Dy(x) es invertible Vo € R™ — {0},

2. Para todo z # 0 existe A = A\, > 0 tal que |det(¢" (x)h)| > Ah|" Vh €
R™.
Un resultado conocido de [32] es que si (l l) € E, entonces p y ¢ satisfacen
% > % -1y, 1> o=, Ademds en [I8] se obtuvo el siguiente

Lema 5.1.5. Si TJ es acotado desde el LP(R®") en el LY(R?") entonces

I 1 ¥
q p nk+1)
Sea D la interseccidn, en el plano (1 1) de las lineas l =2_1yl=1_
p a
i I:+1) y sea D' el simétrico con respecto a la diagonal no pr1n01pal 1 —%+1.

Se obtuvo el siguiente

Teorema 5.1.6. 57 v < @ entonces E,, es el segmento cerrado con

puntos extremos D = (1 — ﬁ, 1- %) y D' = ( (kll)? n(/lH))
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5.2. Acotacion del 7}, entre espacios de Lebes-
gue de exponentes variables, condiciones
suficientes

Ahora estudiaremos, como parte de esta tesis, la acotacion del T, en el
contexto de los espacios de Lebesgue variables. Primero veremos la buena
definicién del operador definido en [5.2] con p la medida definida en [5.1]

Teorema 5.2.1. Sea p(-) € P(R™). Si f € LPO(R™ ) y E C R™! es un
congunto de medida de Lebesgue finita, entonces T, f € L'(E) y luego T, f(z)
esta bien definido p.c.t.x € R,

Demostracion. Denotemos por x = (x1, ..., 2,) las primeras n coordenadas
de x y por dx = dx;...dx,.
Primero consideramos p, < co. En este caso sabemos que f € LPO)(R™1) si

Ahora, ya que 1 < p(x) < oo, observamos que |f(z)| < |f($)\p(x) + 1 para

cualquier x € R luego por la desigualdad de Minkowsky para integrales
se tiene que

/E Tf(2)|dr < /Q /E (= ¥, s — (y))] dedly
- /Q [ (6= ¥ommer = o377 1) oy

< 0| ( [ 1 |E|) < .

Si p, = oo, denotamos por Q, = {z € R"™! : p(z) = c0}. Ya que f €
LPO)(R™1) existe A > 0 tal que

p(W,unt1)

/80 {(uuun-‘rl) du + H§ ) < 00,
luego
_ f
/E]Tf(x)|da:—)\/E T(A) (2)| da
f
< )\/Q/E X(X_Y7xn+1 — ¢(y))| dzdy

f

X(X — Y, Tpg1 — p(y))| doedy

[
Q JEN{z:x—y,znt+1—o(y)€QS}

5




76 5. Operadores de convoluciéon con medidas singulares

A / / /
Q JENz:x—y,Znt1—p(y)EQoo }

X(X — Y, i — 90(3'))‘ dxdy
<A[Q) (/ |E|) < .
Q L (Qc0)

A continuacién haremos lo mismo pero para el operador definido por

con i la medida dada por Sean D = (1 — m;%l); %) y D' =
ol n(k+1)

71(13—11)5 n(k—+1)>, con v < == El Remark 2.2 en [I§] dice que el E, estd

contenido en el segmento cerrado de vértices D y D’. El Teorema |5.1.6| ase-
gura que el 7)) es acotado en D'y D"y por lo tanto E, es efectivamente dicho
segmento cerrado.

p(u’un+1)
dx + H i

_(u7 un-i—l) )\

A

c
oo

]

2n 2 1 1
Teorema 5.2.2. Sea p(-) € P(R*") tal que o S ar <o S -

Si f € LPO)(R?™) entonces para todo subconjunto E C R®™, |E| < 0o, se tiene
que T)'f € L'(E).

Demostracion. Sea f = fi + fo donde fi = fX(wf@>n ¥ fo = f — fi-

p(z)

Entonces fi(x) < fi(z) - € LP-(R?"). Definimos ¢q; y ¢ tales que
1 1 ol

0 :]I_n(k:+1)’

1 ol

@ pr nk+1)
1 1

P+ q2

Entonces los puntos ( 1 1) y (

T > estan sobre el segmento determinado

por Dy D'. Luego

T dr = T d T d
/E" sl do /Em{a::|Tlf(x)|>l} whi(@) x+/Em{x:|T[[f(x)|<1} wi(@)de

<

T fy(2)7- da + / T fy(2)de

En{=:T) fi(x)<1}

p() q1
</ [T,Zfl‘(:v)] dv + |B]

/Eﬁ{x:TJf1(x)>1}

() || 9L

e +|E]

<
L9 (E)
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q1
+ |E| < o0,

p—

()

H

<c

La pentltima desigualdad sigue por p, < co. Ahora como fo(z) < 1 entonces
()
falz) < fo(z) P+ € LP+(R*"). Luego

T da = T d T d
/E| el de /I;“ﬂ{m:|T[]f2(z)|>1}‘ ) H/Em{m;mfg(mq}‘ @] de

dx +/ T f2(2)| do
Eﬂ{x:lTlfg(x)|§1}

q2

dr + |E|

()
T, £ (z)

m

<J.

S ‘

<

/Em{x:|TJf2(z)|>1}

p()
T,;yf2p+ (z)

() ||

L)
P

1,5

+|E]
L2 (E)

q2
+|E] < 0.

P+

Con lo que T}/ f € L'(E). O

p(-)

£

<c

Ahora vamos a ver algunos casos de exponentes variables en los cuales
los operadores resultan acotados p(-) — ¢(-) para ciertos p(+), ¢(+), tanto para
i la medida dada por del trabajo [I7] como para p la medida definida en
del trabajo [I8]. Nos apoyaremos en resultados de inmersiones continuas.
Desde aqui hasta el final de la secciéon denotaremos por 1" tanto al operador
T, como al operador T}/. Esto lo haremos particularmente aqui porque los
resultados obtenidos no dependen de la medida que definen a ambos opera-
dores.

Teorema 5.2.3. Sean p(-), q(-) € P(R") y sean Dy = {z € R" : p(x) # p_}
y Dy = {x e R": q(x) #qy}. Si <pi,qi) € E,, |Di| < 00y |Ds] < 0
entonces T es acotado desde el LPO)(R™) en el L1O)(R™).

6 ' 11, 1 o1 _ 1,1
Demostracion. Definimos ri(x) y ro(z) por e tne Y = e TR

respectivamente. Observamos entonces que

/ A1@dg < |Dy| < oo,
Dy

7



78 5. Operadores de convoluciéon con medidas singulares

para todo A > 1 y también
/ A2@dz < | Dy| < oo,
Dy

para todo A > 1.

Ya que p_ < p(x) p.ctax € R"y q(x) < g4 p.ctax € R" el Teorema y

. s . L L . .
la hipétesis e ) € E,, implican que

1T Fllay < NTFllay < ellfllp- < ellfllpey-
O

Los teoremas de inmersiones continuas valen con diferentes hipétesis sobre
los exponentes p(+) y ¢(+). (Ver por ejemplo Remark 2.46, pag. 38, en [2]). En
efecto, tenemos el siguiente

Corolario 5.2.4. Sean p(-), q(-) € P(R") tales que z%’ ﬁ € LH(R™). Si
1

(E, i) € E,, Doo = D— Y Goo = ¢4+ entonces T es acotado desde el LPC)(R™)
en el L1O(R").

También obtenemos un resultado mas general para garantizar la acotacion
del T" sobre los espacios de Lebesgue variables. Probamos primero que vale
la acotacién del T desde el LPC)(R™) en algiin L¢(R™) con p(-) € LH(R").

Teorema 5.2.5. Sea p(-) € P(R") con p- < o0. Si (1 1) € B, ysi

p-4q
p(-) € LH,, es tal que ps = p_ entonces T es acotado desde el LPC)(R™) en
el LY(R™).

Demostracién. Por homogeneidad, basta ver que si |[f[|,, = 1 entonces
HTqu < c. Descomponemos f = fi + f; con f; = fX{ac:f(ac)Zl} y fo=[f—fi.

()Y dx = N (z)dz
[ s = [ riar@

y |4
S/v
Rn

p(z)
T|fi] =
_q_ _q_ q

p()p_ p_ p_ . .
= (L™ @ae) ™ <o [ 1nre @) <1 <
Rn R~

La pentultima desigualdad sigue de la Proposicién [1.3.8]
Ahora por Lema 3.26 en [2],

(x)dx

T fo(x)| dz < ¢ (/ o) dx)i

R
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=c ( | fa(x) [P d:v)p <c ( |f2(:£)|p(x) dz + C/R(y)pdy)p <C.
R Rn
]

Ahora simplemente tomamos ¢ = ¢, y pedimos que L% (R") C Li")(R")
y obtenemos el siguiente
Corolario 5.2.6. Sea p_ < oo y supongamos que L% (R") C L1O(R"), sea
p(-) € LHy tal que ps = p_. Si ademds <pi_, € E,
acotado desde el LPO)(R™) en el L) (R™).

i entonces T es

Demostracion. Por lo anterior sabemos que T es acotado desde el LPO)(R™)
en el L% (R™), por lo tanto,

1T fllgy < clTFlly, < cllflly -
]

Para finalizar esta seccién probamos un resultado mas general que el
Teorema [5.2.5] Esta vez reemplazamos la condiciéon LH., por la condicion
N, que en el caso p, < 00, es mas general.

Teorema 5.2.7. Sea p(-) € P(R") tal que p(-) € Noo(R™) con p>® =p_ . Si
ademds (p%, %) € E, entonces T es acotado desde el LPC)(R™) en el LI(R™).

Demostracion. Definimos los siguientes conjuntos
By = {w € R": plx) > p},

Ey={x e R": p(x) < p=}.

También definimos los exponentes defecto, r(+), s(-), por

1 1 1
—=——+——conz ekl
p°  plx)  r(@)

1 1

+ ! € E
——=—+——conx
p(x)  p>  s(@) i
Entonces por la definicién, ya que p(-) € Nu, se tiene que
1e L'O(E) N LY(E,). (5.5)

Sea f = fi+ focon fi = [Xqa:p@>1y ¥ fo = fX{a:f(2)<1}. Por homogenei-
dad podemos suponer | f{|,,., = 1. Entonces tenemos que ver que ||T'f||, < C.
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80 5. Operadores de convoluciéon con medidas singulares

Para estimar T'f; proseguimos como sigue,

p(-)

1T, < HTfl :

()

i

<c

p—

=C

-
P
1

pOO

= ¢ (poy (1) 7 <

la ultima desigualdad vale por el Corolario |1.3.8]
Ahora estimamos T fy como sigue,

ITfally < clifell, = cllfallpe

< ¢ (Ifall s gy + el o ) )
ahora por y aplicando la desigualdad de Holder general, |1.3.10

1 f2ll oo () < W s oy 12l o iy < 1
Por otro lado, por el Lema con t(x) = p(z), u(x) =p* y g = fo

tenemos que

||f2||LP°O(E2) = ||f2||Lp<<>(E2) +1<e
[]

5.3. Acotacion del 7, entre espacios de Lebes-
gue de exponentes variables, condiciones
necesarias

Ahora asumiremos que 7}, es acotado desde el LPO) en el L) y obtendre-
mos, bajo ciertas hipotesis de regularidad, condiciones necesarias que deben
satisfacer los exponentes p(-) y ¢(+).

Estos resultados son originales de esta tesis y vienen a extender, sobre los
espacios de Lebesgue variables, los lemas [5.1.1] [5.1.2], [5.1.3] y [5.1.4]

Primero estudiamos el operador 7}, con la medida p definida en Sea
Sy = ZJ ey 'y Sy =0. Tenemos el siguiente

30
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Teorema 5.3.1. Sean p(-),q(-) € P(R™™), continuas en 2° € R"™. Supon-
gamos que T, es un operador acotado desde el LPU)(R™1) en L) (R™1).
Entonces, para 0 < k < n,

1.

L k4148 1 k+Sn
q(z°) = 1+ S p(x®) 1+ Sy

ii. Si ademds py < oo y qp < oo con p(z®) > 1 entonces

1 14 Sp 1 ( k-1 )
> l—— .
q(z%) — k414 Skt1p(20) kE+1+ Si

Demostracion. Veamos(i). Dado € > 0 existe 0 < 0 < 1 tal que

p(z) — p(a®)| <€
lg(z) — q(2")| < e

siempre que |z — 20| < 4. Elegimos § << 6 y definimos el conjunto
. 1
Ag(azo):{mz‘xj—x?‘ <01<j<k, |gj—al <d% k+1<j<n,
|1 — 20 — (a1 — a0, o, —20)| < 6.
Tomamos f = xg,(0) con
1
Qs(2°) = {x c R ’xj —x?| <6, 1<j<k; ‘xj —x?‘ < 0%,

E+1<3<mn;

Tpt1 — $2+1} < 05}.

Para x € As(2°) definimos

1
%(wo)z{yeerwj—w?—yj}<6,1Sj§k; xj—w?—yjké%kﬂs]'gn}.

Si x € As(2°) y y € Y,(2°) entonces podemos ver que (z1 — y1, ..., Tp, —
Yns Tnt1—P(Y1, -, Yn)) € Qs(x°). En efecto, por definicién del Y, (2%) tenemos
1
que |z; — 2 —y;| < dparal < j<ky|z;—al—y;| <% parak+1<
J < n. Debemos ver que ‘xnﬂ — 22—y, .., yn)‘ < ¢d. Pero

|90(y1, "'7yn> — Tntl — $2+1| < |90(y1> ---,yn) T 90('%.1 - ‘T(l)ﬂ ey T — SC%)‘ +

81



82 5. Operadores de convolucién con medidas singulares

+ (e —al, o wn — 20) — @ —ap | =T+ 11

Pero por definicién del As(z°) tenemos que

IT <.

Ahora para acotar I observamos que

n

’@(ylu 7yn) - QO(ZL’l - x(l]ﬂ ey Ip I(T)L)| = Z |xj - x?|0‘j - |yj’aj
j=1

Luego podemos aplicar el teorema del valor medio a la funcién g(z) = z*
para obtener &; € [z; — 29, y;] y tal que

0] ; a;i—1 0
|2 — 3|7 = Iyl ™ < 0y 2y — i — )

Donde, para 1 < j <k

. . 1
|2 — | = lyil ™ < ;€776
yparak+1<7<n
. L
= 2] — gl < s %

Como las derivadas son continuas alcanzan un méximo en (). Luego se
puede ver que

|a:j - :C?|aj — ly;|™

< @;02% N si1 <5<k
25 = 5] = lusl™

1

1 1
< 6" 9ai—15""a; — anO‘j_ld, sik+1<j5<n.

Esto implica que

| (Y1, oo yn) — (a1 — 2,z — 2)| < 6.

Con lo que hemos probado que ‘xnﬂ — a0 =y, .., yn)‘ < cf.
Luego, para x € As(zY) se tiene que

T f ()] > [Ya(a®)| > 655,

Sk41t1
Sea A = coF TSR0
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/ oo / Tuf @\
-~ J 459 A
§h+Sken q(a®)—e
Z/ i dx
A5(m0) C(s(k+sk+1)+Q(k$-B§—s

S+ q(a®)—e )
- Sky1tl |A6($ )‘

66(k+8k+1)+m

T#f(ZL’)
A

=1.

pues, podemos elegir el 4 en la definicién del As(2°) tal que valga la dltima
igualdad.
Luego tenemos que

Sk1+1

||Tuf||q(.) > 65(k+5k+1)q(m0)_5'

Por otro lado, ya que 7}, es un operador acotado desde el Lp(’)(R”+1) en
el L) (R™1) entonces

1T f gy < ellfllp

1
Y ahora, calculemos || f||,,.). Para A = [Q5(2%)[7+(?") se tiene que

/ f () " Dy — / XQs(x) (%)
A A
—p(x)

p(z)

dx

1
:/ - dx
Qs (x0) A
1 P+ (Qs(z?))
g/ — dx
Qs(a0) | A
< 1.

Luego

1
———c
p(29) ,

£y = [xas(@)]l, ) < Q)|+ @ < |Qs(a")

como |Qs(2°)| = cd*5++171 tenemos entonces que

_1_
p(@0) *©

1Tl < ] @s(a®)

33
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Haciendo ¢ — 0 tenemos que

Spp1+1 1
65(k+sk+1)+ 220 S 05(k+5k+1+1)p($0)

Y al mismo tiempo § — 0, entonces

Spr1+1 _k+Spp +1
o 2 0
q(x?) p(x°)

(k + Skt1) +

O, lo que es lo mismo

1 >l€—|—Sk+1+1 1 _k+Sk+1
q(2%) = S +1 p@®) S+ 1

Ahora, para ver (i) basta ver que el conjugado T’ o tiene la misma forma
que T,,. Pues T =T,» =T_,. Entonces T}, es acotado del (L‘I(')(R”))/ en el
(Lp(')(R”))/. Luego, como p, < 0oy ¢, < 00, por el Teorema tenemos
que (LPOR™) = (LFOR?)) y (LOR™)) = (LYO(R™)) . Entonces, lla-

k145K _ E+Skpa . 0 . . . . *
mar}do 4= g yb=15 S q(z") > 1 aplicando el inciso (i) a T
se tlene que
1 1
>a —-b

1 S 1 1 a—b—1
q(z°) ~ ap(a®) a
Es decir, X s , A
q(z9) = k +T+k§;+1 p(x0) L k414 Sk
Ahora si ¢(2°) = 1 la desigualdad vale trivialmente. O

Como casos particulares, hemos obtenidos con técnicas similares, las con-
diciones necesarias para el caso n = 2 del T, con la medida definida en

Q=[-1,17

Teorema 5.3.2. Sean p(-),q(-) € P(R®). Sip,q son continuas en un punto
2% € R? y supongamos T, acotado del LPV)(R?) en el L1V)(R?) entonces

1 3
>

q(z°) — p(a?)

_27
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Teorema 5.3.3. Si p(-),q(-) € P(R®) son continuas en un punto z° € R3 y
supongamos T, acotado del LPV)(R?) en el LI)(R3) entonces

1 1 a+p

1@ " pa®)  atpBtab

Teorema 5.3.4. Sean p(-),q(-) € P(R?) continuas en un punto x° € R® y
supongamos T, acotado del LPV)(R?) en el L1)(R3). Entonces

1 _26+1 1
q(z°) = B+1 p(a°)

Es bien conocido que si <zl>’ %) € E,, entonces p < ¢ (ver [44] pag. 33). Nos
preguntamos ahora si, al menos en el caso que p(-) y ¢(-) sean continuas en
1o, debe valer que p(2°) < ¢(2°). La respuesta es jno!

Ejemplo 5.3.5.

(z) = 3—z|? st |z| <1
P\ = 2 sz >1

(2) = |22 +1 si|z| <1
ar) = 2 s |z >1

Entonces por el Teorema tenemos que

1T llyey < N Tufllamg, < 1 llamp < MMl -

Pero ¥V |x| < 1 tenemos que q(z) < p(x).

Recordemos que el operador adjunto de 7}, satisface

T*:T*

p I
donde
M*(E) = N<_E> = / XE($17$2; —90($1,I2))d$1dl‘2-
Q

Es decir los operadores T}, y T); tienen la misma forma. Luego, como casos
particulares del Teorema inciso (ii), podemos aplicar los Teoremas|5.3.2]

y para obtener el siguiente
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Teorema 5.3.6. Sean p(-),q(-) € P(R?) continuas en un punto x° € R?® y
tales que py < oo y gy < oo. Supongamos T, acotado del LPO(R3) en el
LI1C)(R3). Entonces se verifican

.

i. Si ademds py < 0o y qy < oo con p(x°) > 1,

1 B+1 1 +<1_m5+n>'

q(z%) = 28+ 1 p(a?) 26 + 1

Por tiltimo generalizamos el resultado obtenido en [I8] con el operador 7))
de convolucién con la medida sobre R?" definida en [5.4] La técnica usada en
la demostracion del Lema [5.1.5|se basaba en un argumento de homogeneidad
de la norma que no se extiende facilmente al caso de exponente variable.
Como parte de esta tesis obtuvimos el siguiente

Teorema 5.3.7. Sea T}] el operador definido en con la medida dada por
y sean p(-),q(-) € P(R*") continuas en 1° € R*". Si T es acotado de
LPO(R?™) en LAO)(R?™) entonces

1 1 ol
o) = p@)  n(l+ )

Demostracién. Dado e > 036 > 0 tal que

p(x) —p(a°)] < ¢
|a(z) —q(a”)] <&
siempre que |z — 2°| < 9. Tomamos ahora 0 < § << 0. Y definimos
Qs(2%) = [a] — 8,27 + 0] x ... x 2 — &, a7, + 0] x
X [apiy = 8% 2y + 0] X x [y, — 08",y + 8]

Sea f = xq,. Definimos el conjunto

As(2) = {z e R*: }xl — x?{ <6, ...,

|Zpi1 — 2 — o1z — 2, @, — x%)! < do*, ..

ooy T2 — 2, — @y — 2, m, — )| < d6F}
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y sea B§ - B(076) CR"™ Siz= (xla cory Ly Tng1, "‘7x2n) S A5
vy = (y1,..-,Yn) € Bs, entonces

(371 — Y1, T — Yoy Tny1 — 901(y1a "'7?/71)7 ey Loy — @n(ylv 7yn)) € Q5'

En efecto para 1 < j <n, |z; — 0‘ < |z; — af ‘ + ly;| <26 . Ahora

}xn—&-j - xgH—j - @j(yh ey yn)|

= |Tn+j — x?w—j - 90j<x1 - 33(1)7 vy T — x?l)‘_'_‘@j(xl - x(l)a ooy Ly — I’g) - Spj(yla 7yn)‘
< do* 4 [pj (w1 — @,y — )|+ 0 (Y15 s Yn)| < €6

pues al ser ¢; continua sobre la esfera unitaria y homogénea de grado k£ se tie-

b "
ne que, (2129, o, 2a—2f) = (21 = 28, ooz — )| 5 (|<x1 p— )

z1—ay,. xn—x0)|

y entonces |p;(z1 — 29, ..., 2, — 2°)| < ¢|(zy — 22, ...,z — 20)|* < ¢ y o
mismo pasa con |@;(y1, ..., yn)| . Por lo tanto si (21, ..., z2,) € As,

1)
|Tlf («Tl; ...7«T2n)‘ Z 5 |y|7_n dy = C/O ,r,'y—n,rn—ldr = 057.
§

Ahora
A = / vy (2)dz

hacemos el cambio de variables u; = z; — 9, ...,un = Ty — 20 Uy =

0. 0 0 0 0
Tpp1— T 1—P1(T1—27, oy Tp—2)), ooy Usp = xgn x5 — gon(xl ), =) ),
entonces x € As siy solo siu € [xl 5,29+ 6] x ... x [20 — 6,20 + 8] x

(20, — % a0 | + k] x ... x [29, — 0", :Egn + 0k y el Jacobiano de la trans-

formacion es Dy que es 1nvertible, acotada sobre la esfera unitaria y por el
teorema de la funcion inversa,

(Do) (o (2~ %) = [Dp (e —2)] " 2 e

Entonces

‘A(; ‘ B /XA& @) (@)dr 2 C/X[f()&z%é]"x[xo5k,zO+6’“]n(“) = cgm(1R)

n(1l4+k)
Jr
Ahora, tomando A = Cat= == 57 a0< se tiene que (tomando § suficien-

temente pequeno)
T f
Pa() ( B )
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T q(z)
()
As(29) A
- a(a®)—e
Z 1 +n(1+k) d'r
As() \ O'a@0)—¢ §7 T a@0)—<

q(a®)—e
co” 0
B ( Ly nlsh) ) ‘A(;(x )}
Ca@0)—c§ ' q(@0)—e

=1

Con lo que
n(l+k)

1721l > CO™F D,

1
Por otro lado, tomando A = (cd" %) 7+@sGM) y ya que |Qs(2”)| = c6 Tk,

tenemos que
0L 6
Pp() <— = - dx
NN Jgsan \A
1 p+(Qs(29))
()
Qs(20) A

] p+(Qs(z0))
()

(05n+nk)p+(Qi;(zo))
=1.

Luego se tiene que
73],y < el < o (™74 TR < (eanky .

Entonces, haciendo € — 0,

n(l+k) n+nk
ST < §raD)

Y al hacer 6 — 0 obtenemos que

n(l+k) _ n+nk
(@) Z pd)

O, lo que es lo mismo

38



5.3. Acotacién del T, entre espacios de Lebesgue de exponentes variables,
condiciones necesarias 89

Ademéds podemos obtener una versién del Lema de Oberlin (ver Teorema
1 en [32]) para exponentes variables.

Teorema 5.3.8. Sea T} el operador definido en con la medida dada por
- y sean p(-),q(-) € P(R*™) continuas en 2° € R*". Si T es acotado de
)(R?") en LIC)(R?") entonces

>

ii. Si ademds py < oo y qp < oo con p(z®) > 1,

Lo
q(x°) ~ 2p(a°)’

Demostracién. Veamos (i). Dado ¢ > 0 3§ > 0 tal que, si |z —2° < 0
entonces

Denotemos por z; = (1, oo, ) ¥ T2 = (Tps1, ..., Top). Tomamos 0 <
0 << 0 y definimos

Qs(2") = Bs(x7) x Bes(x5).

Sea [ = X@;(z0)- Definimos el conjunto
As(2°) = {x = (11,29) € R*™; |x1 — x?‘ ~ 0, ‘a:z — ) — ¢ (xl — :17?)‘ ~ 5} .
Definimos también, para r € As(x°),

V(") ={y eR": [y —ay — | ~ 6} .

Luego si z € Ag( %)y y € Y,(2°) entonces (:Cl —y,x9 — p(y)) € Qs(z°).
En efecto |z; — y — 29| < § puesto que y € Y, (2).
Ademas

|20 — a5 — @(y)| < [2® — 2§ — (a1 — 2})| + |p(z1 — 27) — ¢ (v)]
< cd+ cpsup [V (§)] ‘xl — —y‘.
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Como el gradiente de ¢ es homogéneo de grado k— 1, entonces |V ()| <
M [¢] < 2M, donde M = supy,—; |¢(2)|, y & estd en el segmento entre x; —z
y y, por lo tanto
|22 — 25 — o(y)| < (c+2e1 M) 6.

Luego, como

T f(z) > / Fle — 20— o)) [y " dy,

Yz (20)

entonces

|Tgf(x)’ > |V, (a°)] = c6™.

Como antes se puede ver que
| As(2%)] = 6™,

y luego tomando \ = 8" a@= tenemos que

T Ty f () [

N =) > = d
pq() ( A ) - A§($O) A !
>/ C5n Q(xo)_ad
= — i
As(20) | 8" a0

> 1

Con lo que
T £, = 8™ ==

Por otro lado, como T} es acotado desde el LPU)(R?™) en el L0 (R?),
”Tlqu(.) < C||f||p(~)

2n
< chr0)—¢

Luego, haciendo € — 0, tenemos

n 2n
05n+ a(z0) < chri0)

Y al hacer 6 — 0 obtenemos que
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o equivalentemente
1 2

(@) = pa0)

Ahora para ver (ii) observamos que el conjugado (7)) tiene la mis-
ma forma que 7). Pues (T)))" = T,. = T,. Luego (T,))" es acotado des-
de el L1O(R™) en el LPO)(R™). Como p,,q, < oo, por el Teorema m,
(L1OR™) = LYO®R™) y (LPORM)" = LPO(R™). Entonces, si g(2°) > 1,
podemos aplicar la parte (i) a los exponentes ¢'(+) y p/(+),

12
p'(a%) — ¢'(2?)

- 22 (17 )

lo que es lo mismo que

-1

Lo
q(z°) ~ 2p(z°)

Y si ¢'(2°) = 1 la desigualdad vale trivialmente. O
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