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Resumen

Sea M una variedad diferenciable y sea GG un grupo de Lie que actia transitivamente
sobre M. Si K denota el subgrupo de isotropia de M, entonces M es difeomorfa a G/K, y
la accién de G induce una nueva accién sobre L?(G/K) dada por

p(g9)f(x)=flg7"-x), ge G, 2 € G/K,

llamada usualmente la representacién regular a izquierda. Notemos que M admite una me-
dida G-invariante y por lo tanto la accién en L?*(G/K) es unitaria.

Una pregunta natural es como se descompone esta acciéon como suma o integral directa
de representaciones irreducibles de la forma

[2(G/K) = /@ "y du().

donde G denota el conjunto de clases de equivalencia de representaciones irreducibles unita-
rias de G, du es una medida boreliana sobre Gy m,, es la multiplicidad de Hy en L*(G/K).
Mas aun, nos preguntamos bajo qué condiciones la descomposicion es libre de multiplicidad,
esto esmy = 1 ppu(A). Lanocién de que (G, K) sea un par de Gelfand estd intimamente rela-
cionada con el hecho de que la descomposicién de L*(G/K) en representaciones irreducibles
sea libre de multiplicidad.

En esta tesis estudiaremos ejemplos de pares de Gelfand obteniendo la correspondien-
te descomposicién de L*(G/K). Luego profundizaremos en la teorfa de pares de Gelfand
generalizados, estudiando particularmente ciertos ejemplos.

Maés precisamente, por un lado consideraremos una familia de pares de Gelfand (K'x N, N)
(6 abreviadamente (K, N)) donde N es un grupo de Lie 2-pasos nilpotente y K es el grupo
de automorfismos ortogonales de N. Descompondremos la accion regular de K x N sobre
L*(N) buscando la medida de Plancherel y describiremos el conjunto de funciones esféricas
genéricas. En el caso del grupo de Heisenberg H,,, obtendremos la descomposicién de L?(H,,)
bajo la accién de K x H,, para todo K C U(n) tal que (K, H,) es un par de Gelfand.

Por otro lado introducimos la nocién de par de Gelfand generalizado (G, K) donde K
no es un grupo necesariamente compacto y desarrollamos la teoria correspondiente, la cual
es andloga al caso donde (G, K) par de Gelfand clésico. Un resultado central garantiza que,
si (K, N) es un par de Gelfand con N grupo de Lie nilpotente y K subgrupo de Aut(N),
entonces N es, a lo sumo, 2-pasos nilpotente. Buscaremos ejemplos de pares de Gelfand
generalizados (K, N) en los cuales N sea 3-pasos nilpotente.






Abstract

Let M be a differential manifold and let G be a Lie group acting transitivelly on M. If
K denotes the isotropy subgroup of M, then M es diffeomorphic to G/K, and the action of
G induces a new action on L*(G/K) given by

p(9)f(x)=flg~" ), ge G, z€G/K,

called usually as left regular representation. Notice that M admits a G-invariant measure
and hence the action on L?(G/K) is unitary.

A natural task, in this area, is the study of decomposition of this action as sum or direct
integral of irreducible representations as follows

[2(G/K) = /@ "y du(h).

where G denotes the set of equivalence classes of unitary irreducible representations of G,
dp is a Borel measure on G and my is the multiplicity of Hy on L?(G/K). Moreover, we
are interested in conditions which assure that the descomposition is multiplicity free, i.e
my = 1 a.e. p(A). The notion of Gelfand pair is intimately related with the fact to find
decompositions of L?(G/K) being multiplicity free.

In this thesis, we will study examples of Gelfand pairs by obtaining the correspond
decomposition of L*(G/K). Thus, we will study deeply the theory of generalized Gelfand
pairs.

More precisely, on the first hand we will consider a family of Gelfand pair (K x N, N)
((K, N) for short) where N is 2-step nilpotent group and K is the group of orthogonal
automorphisms of N. We will decompose the regular action of K x N over L?(N) by searching
the correspond Plancherel measure and thus we will describe the set of generic spherical
funtions. In the Heisenberg case H,,, we will obtain the decomposition of L?(H,,) under the
action of K x H,, for any K C U(n) such that (K, H,) is a Gelfand pair.

On the other hand, we will introduce the notion of generalized Gelfand pair (G, K') where
K non-compact and we will developed the correpond theory. A well-known result assures
that, if (K, N) is a classic Gelfand pair where N is a nilpotent lie group and K is a subgroup
of Aut(N), then N is t-step nilpotent with ¢ < 2. We will find examples of generalized
Gelfand pairs (K, N) with N a 3-step nilpotent Lie group.
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Introduccion

El analisis de Fourier en el toro unidimensional 7" trata, esencialmente, sobre la descom-
posicién de L*(T) en suma directa de subespacios minimales invariantes por traslaciones,
esto es,

(1) = Py, 1)

donde ¢, () = e™? 0§ € R.

Anélogamente, un resultado basico del analisis de Fourier en R da la descomposicién de
L?*(R) como una integral directa de espacios minimales invariantes por traslaciones, pero no
va de L?(R), sino de S&'(R). Explicitamente,

v - [ " Cye de @)

donde ¢¢(z) = €,z € R, y d¢ denota la medida de Lebesgue.
La diferencia crucial entre las dos descomposiciones se debe a la no compacidad de R.

Consideremos ahora una variedad diferenciable M y sea G un grupo de Lie que actia
transitivamente sobre M. Si K denota el subgrupo de isotropia de M, entonces M es difeo-
morfa a G/K, y la accién de G induce una nueva accién sobre L?(G/K) dada por

p(9)f(x)=flg~"-x), ge G, z € G/K,

llamada usualmente la representacién regular a izquierda de G en L?(G/K). Notemos que
M admite una medida G-invariante y por lo tanto la accién sobre el espacio L*(G/K) es
unitaria.

Una pregunta natural que surge es como se descompone esta accién como suma o integral
directa de representaciones irreducibles de la forma

L*(G/K) = /j myHy du(N),

donde G denota el conjunto de clases de equivalencia de representaciones irreducibles unita-
rias de G, du es una medida boreliana sobre Gy my, es la multiplicidad de Hy en L*(G/K).
Mas atn, nos preguntamos bajo qué condiciones la descomposicién es libre de multiplicidad,

esto es my = 1 ppu(A), como en (1) y (2).
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Otro resultado basico del analisis de Fourier en R establece que la transformada de Fourier

F definida en L'(R) por
F1€) = [ fla)e s

es un homomorfismo de algebras de L'(R) en L°°(R), donde en L'(R) el producto estd dado
por la convolucién de funciones y en L>(R) por el producto puntual, i.e.

F(f+h)=F(f)F(h)

con (f *h)(z) = [ f(y)h(z —y) dy.
Consideremos, para cada f € L'(R), el operador T} : L*(R) — L'(R) definido por

Tr(h) =h=xf, he L'(R).
Es inmediato comprobar que el dlgebra de operadores

{Ty: f € L'(R)}

es conmutativa ya que el dlgebra de convolucién (L'(R), *) lo es. Luego, podemos pretender
“diagonalizar simultdneamente”los operadores T respecto de alguna “base adecuada”,y esto
nuevamente lo garantiza la transformada de Fourier: debido a la formula clasica de inversién
obtenemos que

-~

ﬂwwwz/ﬁ@(OWﬁﬁweR,

R

siendo {p¢(z) := €™ }¢er la “base”buscada.
Maés atn, el Teorema del nticleo de Schwartz nos asegura que todo operador lineal

T:S[R) — S'(R),

continuo con las topologias naturales, y que conmuta con traslaciones, viene dado por la
convolucion con una distribucién temperada ¢, esto es

T(h) = h*¢, heSR).

Mediante aproximaciones de la identidad podemos probar la densidad de L'(R) en S'(R),
y facilmente obtener que el algebra de operadores lineales, continuos y que conmutan con
traslaciones es conmutativa!

Volviendo al caso general, denotemos por D(G/K) al espacio de funciones C*° definidas
sobre G/K de soporte compacto munido con su topologia usual y por D'(G/K) a su espacio
dual.

Observemos que una funcién cuyo dominio es G/K se identifica naturalmente con una
funcién definida sobre GG invariante a derecha por K. Si P : G — G/ K denota la proyeccion
natural, denotamos fv:: foP.

En este contexto, una versién adaptada del Teorema del nicleo de Schwartz asegura que,
dado un operador lineal

T:D(G/K) — D'(G/K)

X



continuo con las topologias naturales y que conmuta con la acciéon de G, existe una distri-
bucion K-bi-invariante ¢ € D'(G) tal que para toda f € D(G/K)

—_~—

T(f) = f * ¢,

donde * es la convolucién entre la funcién f € D(G) y la distribucién ¢ € D/(G).

Supongamos que K es compacto y que el algebra de convolucion de las funciones definidas
sobre (G integrables K-bi-invariantes es conmutativa. Entonces podemos esperar diagonalizar
simultaneamente estos operadores en una “base adecuada”.

Estos problemas dan lugar a la definicion de par de Gelfand, ya que son equivalentes.
Mas precisamente, sea G un grupo de Lie y sea K un subgrupo compacto de . Diremos
que (G, K) es un par de Gelfand si vale alguna de las siguientes afirmaciones

(1) El 4lgebra de convolucién (LY(G)%,*) de funciones definidas sobre G integrables y
K-bi-invariantes es conmutativa.

(11) La accién regular a izquierda de G sobre L?(G/K) se descompone en componentes
irreducibles libre de multiplicidad.

Por supuesto que en esta introduccién sélo queremos motivar los problemas que hasta
ahora hemos considerado, aunque todos los resultados requieren una cuidadosa demostracion.

Notemos que en las expresiones (1)) y (2)) el grupo G es conmutativo y podemos considerar
como K al conjunto conformado por el elemento identidad e de G.

Si el algebra L'(G)¥ es conmutativa, una herramienta poderosa que podemos utilizar es
la transformada de Gelfand (la transformada de Fourier es sélo un caso particular de ella)
definida del siguiente modo:

Sea A el espacio de los homomorfismos continuos no nulos de L*(G)®X en C. Entonces
el Teorema de representacion de Riesz nos asegura que dado y € A existe una funcion
K-bi-invariante ¢ € L*(G) tal que

K

(f) = /G F(9)elg™) dg.

para toda f € L'(G)%. La funcién ¢ recibe el nombre de funcién esférica y denotamos por
X, al homomorfismo representado por . Mds atin, para simplificar la notacién, supondremos
que el conjunto de funciones esféricas esta parametrizado por un conjunto A y escribiremos
A :={px: A € A}. A es un espacio topoldgico localmente compacto munido con la topologia
de la convergencia uniforme sobre compactos de {¢x},.,. Denotemos por Cy(A) al espacio
de funciones continuas sobre A que se anulan en oc.

Entonces la transformada de Gelfand

~ L LMGYE = Co(A)

dada por
FA) =X, (f)
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es un homomorfismo de 4lgebras entre el dlgebra de convolucién (L'(G)X, %) y (Co(4), ) con
el producto puntual de funciones .
Como en el caso real, disponemos de las férmulas de inversién y de Plancherel: existe una

medida boreliana dv sobre A, llamada medida de Plancherel, tal que si f € LY(G)XNL*(G)¥
entonces

f(z) = /A FNea(@) do(n)

1B = [ 1) dg = [ IFOP del)
G A
En particular, en un par de Gelfand, los operadores T} :L'(G)* — L'(G)¥ dados por
Ty(h) = hx f

con f € LYG)E diagonalizan simultdneamente en términos de las funciones esféricas ya
que

~

Ty (h) () = /A RONF ) (x) du(A). 3)

Ahora, teniendo presente que una funcién K-bi-invariante f sobre G es identificable con
una funcién sobre G/K invariante a izquierda por la accién de K, podemos preguntarnos
cémo se descompone el operador Ty en L*(G/K). No podemos esperar una descomposicién
tan bonita como en ([3)), pero veamos:

Por la férmula de inversion, f(z) = [, f(A)ea(z) dv(X), y para h € L*(G/K) obtenemos

Ty(h)(x) = hx f(x) = /A T o)) do().

Por el Teorema del niicleo de Schwartz podemos intuir que si (G, K) es un par de Gelfand,
y T es un operador lineal dado, T' : D(G/K) — D'(G/K), continuo con las topologias
naturales y que conmuta con la accién de G, entonces T es del tipo

T(h) = /A ) (hx p2) do(N),

donde el “multiplicador” ¢ es una funcién acotada.

Eso es exactamente lo que se puede demostrar en forma rigurosa y que tiene una perfecta
analogia con los resultados del analisis armonico real.

Asimismo, esto nos permite descomponer la accién regular a izquierda en L*(G/K) en
representaciones irreducibles. En efecto

L*(G/K) = /HA dv(\)
donde la proyeccion Py : L?*(G/K) — H, viene dada por Py(h) = h * ¢). El problema en
cada caso es determinar la medida de Plancherel dv y el conjunto de funciones esféricas con

medida de Plancherel no nula, también llamadas genéricas.
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Ejemplos de pares de Gelfand son los pares simétricos de tipo compacto y no compacto
y una excelente exposicion del correspondiente andlisis esférico estd desarrollada en [17].

Maés recientemente fueron clasificados los pares de la forma (K x N, K) (tambien deno-
tados (K, N)) donde N es un grupo de Lie nilpotente y K es un subgrupo del grupo Aut(N)
de automorfismos de N. Uno de los primeros resultados asegura que si (K, N) es un par de
Gelfand entonces N es abeliano o 2-pasos nilpotente (ver [5]).

En esta tesis consideraremos una familia de pares de Gelfand introducidas por J. Lauret
en [23], donde K es el grupo de automorfismos ortogonales de N. Destacamos que estos
ejemplos son todos los pares (K, N) que aparecen en la clasificaciéon dada por E. Vinberg
donde K es el subgrupo compacto maximal de Aut(N), con excepcion de tres casos.

Esta familia tiene una propiedad muy sorprendente: casi todos los grupos de Lie 2-pasos
nilpotentes que la conforman (con excepcion de dos casos) admiten representaciones de cua-
drado integrables. Para estos pares, siguiendo la teoria de Moore-Wolf, encontraremos una
expresion implicita para la féormula de inversion de N, y como una consecuencia, determi-
naremos completamente la descomposicién de la accion regular a izquierda de K x N sobre
L?*(G/K) en componentes irreducibles, la medida de Plancherel dv y el conjunto de funciones
esféricas que aparecen en la descomposicion. Cuando sea posible, hallaremos una expresion
explicita para tales funciones esféricas. Cabe destacar que estos resultados completan el
andlisis realizado por J. Wolf en [35] para aquellos N que no admitan representaciones de
cuadrado integrable.

Una atencion especial merecera el grupo de Heisenberg. Si H,, es el grupo de Heisen-
berg (2n + 1)-dimensional, también obtendremos una descomposicién de la accién regular
a izquierda de K x H, sobre L?*(N) en componentes irreducibles, pero en este caso dicha
descomposicién serd para todo K C U(n) subgrupo de automorfismos de H, tal que (K, H,,)
es par de Gelfand (el listado de todos los pares de Gelfand de la forma (K, H,,) se encuentra
en [4]).

Posteriormente, nos interiorizaremos en la teoria de pares de Gelfand generalizados
donde K ya no serd necesariamente compacto.
Generalizando la teoria de pares de Gelfand, las siguientes afirmaciones son equivalentes

(ver [6]):

(1) Toda representacién unitaria (w, H) de G que se realiza en D'(G/K) es libre de mul-
tiplicidad.

(11) Toda representacién unitaria irreducible de G tiene (salvo multiplos escalares) a lo mas
un vector distribucién fijo por K.

(11) Dada una representacién unitaria (7, H) de G que se realiza en D'(G/K), el élgebra
de operadores de entrelazamiento es conmutativa.

Notemos que estos operadores son lineales, continuos y conmutan con la accién a izquierda
de G, y por el Teorema del nticleo de Schwartz vienen dados como operadores de convolucién

con elementos de D'(G) K-bi-invariantes.
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Asi como en los pares simétricos (G, K) se tiene que K es precisamente el grupo de puntos
fijos de la involucién de Cartan, en numerosos ejemplos de pares de Gelfand generalizados
K es el grupo de puntos fijos de una involucién de G (ver [31]).

Por otra parte, ejemplos del tipo (K x N, K) fueron construidos tomando como N el
grupo de Heisenberg (ver [24]).

Una pregunta que nos surgié naturalmente es si un par de Gelfand generalizado del tipo
(K, N) implica necesariamente que N es a lo sumo 2-pasos nilpotente y la respuesta es no.
Aqui daremos un ejemplo de un par generalizado donde N es 3-pasos nilpotente, lo cual a
nuestro entender abre un abanico de preguntas.

Esta tesis esta organizada en siete capitulos de la siguiente manera:

En el primer capitulo se introduciran los conceptos basicos sobre teoria de Lie y teoria de
representaciones. Comenzaremos mencionando algunas propiedades relevantes de los espacios
en los cuales realizaremos el andlisis armonico, los grupos topoldgicos. Mostraremos como
construir espacios topolégicos nuevos a partir de dos espacios topoldgicos dados y presenta-
remos una familia de ejemplos muy destacada: los grupos lineales. Luego nos concentraremos
en otra familia de grupos topoldgicos sobre la cual trabajaremos en esta tesis: los grupos
de Lie. Daremos las definiciones y propiedades basicas e introduciremos el dlgebra de Lie
asociada a un grupo de Lie dado. Dotaremos a estos espacios de una medida invariante por
traslaciones: la medida de Haar, y de una nocién de integral. Finalmente nos dedicaremos al
estudio de las representaciones de grupos y algebras de Lie. Una seccién aparte estara des-
tinada a representaciones sobre grupos de Lie compactos. En este capitulo nos basaremos,
principalmente, en los siguientes materiales bibliograficos: [16], [19], [32] y [34].

En el segundo capitulo presentaremos las principales definiciones y propiedades del anéli-
sis armonico sobre grupos de Lie. Daremos las definiciones de funciones de tipo positivo y
funciones esféricas y luego recordaremos su relacién con las representaciones unitarias e
irreducibles. Introduciremos la nocién de par de Gelfand y recordaremos diferentes equiva-
lencias con la definicién. Recordaremos la férmula de inversién y de Plancherel para funciones
K-bi-invariantes. Formalizaremos la nocién de integral directa de espacios de Hilbert y de
representaciones. Presentaremos el Teorema del nicleo de Schwartz para el caso G = R",
y su generalizacion para el caso de grupos de Lie no necesariamente conmutativos. Final-
mente enunciaremos la féormula de inversion y de Plancherel para funciones K-invariantes a
izquierda, la cual permitird demostrar un resultado conocido que serd muy t1til en el resto del
trabajo: (G, K) es un par de Gelfand si y sélo si la representacion metapléctica se descom-
pone libre de multiplicidad como K-mddulo. En este capitulo nos basaremos principalmente
en [32].

En el tercer capitulo desarrollaremos el andlisis arménico en el grupo de Heisenberg. Para
comenzar presentaremos el grupo de Heisenberg (2n + 1)-dimensional H,, y su correspon-
diente algebra de Lie b,,. El objetivo principal de este capitulo sera descomponer el espacio
L?*(H,) como una integral directa de espacios irreducibles y minimales bajo la accién de
K x H,, donde (K, H,) sea un par de Gelfand (la lista de todos los pares de Gelfand (K, H,,)
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a los cuales podemos aplicarle esta descomposicién se encuentra en [4]). Para ello, la féormula
de inversion de funciones definidas sobre H,, seréd la herramienta principal, y para obtener
una formulacién explicita primero describiremos H,,, el conjunto de clases de equivalencias
de representaciones unitarias e irreducibles de H,. Nos basaremos en la teoria desarrollada
por Kirillov para grupos de Lie nilpotentes, que se encuentra por ejemplo en [35]. También

daremos una descripcion explicita de K/MTJn basada en la teoria de Mackey, teoria que
también se encuentra desarrollada en [35]. Uno de nuestros trabajos originales es encontrar
una parametrizacion y una expresién (lo més explicita posible) de las funciones esféricas
asociadas al par de Gelfand (K, H,) en términos de la descomposicién de la representacion
metapléctica en componentes irreducibles como K-médulo. Luego probaremos la descom-
posicién del espacio L*(H,) = [ H;d), donde la proyeccién Py : L2(H,) — H,; viene
dada por la convolucién contra una funcién esférica, Py ;f = f * ¢ ;. Este resultado esta
enunciado en el Teorema [3.6.9, Finalmente describiremos el conjunto de funciones esféricas
asociadas al par (77, H,) donde T} es un toro unidimensional y luego las funciones esféricas
asociadas al par (U(n), H,). Este conjunto de funciones esféricas fueron descriptas en [4].
Estas funciones involucran una familia clasica de funciones: los polinomios de Laguerre y
polinomios de Laguerre generalizados. Daremos su definicion.

En el cuarto capitulo desarrollaremos la teoria de algebras de Lie solubles, nilpotentes y
semisimples. Para algebras de Lie complejas semisimples definiremos subalgebra de Cartan y
desarrollaremos la descomposicién en espacios de raices, que luego extenderemos para el caso
de algebras de Lie compactas. Presentaremos las definiciones principales de pesos concluyen-
do con el Teorema del peso méaximo. Para esta primera parte del capitulo nos basaremos en
[19]. Luego daremos algunos ejemplos en los que se muestran explicitamente la subdlgebra de
Cartan, el sistema de raices y los pesos dominantes para ciertos grupos de matrices, siguiendo
[16]. Finalmente enunciaremos algunos resultados acerca de descomposiciones de productos
tensoriales de representaciones irreducibles para algunos grupos de matrices concretos.

En el quinto capitulo comenzaremos repasando una construccién de una familia de pares
de Gelfand (K, N(g,V)) descripta por J. Lauret en [23], donde K es un subgrupo com-
pacto del grupo de automorfismos de N, g es un algebra de Lie compacta y (7, V) es una
representacion real de g. Luego, basandonos nuevamente en la teoria de Kirillov, describi-
remos el conjunto de representaciones unitarias e irreducibles correspondiente a grupos de
Lie nilpotentes. Dado N nilpotente y K subgrupo compacto, mediante la teoria de Mac-
key, describiremos Kx N y enunciaremos un resultado que se encuentra en [3] anédlogo al
criterio de Carcano pero ahora para grupos de Lie nilpotentes. Para continuar resumiremos
brevemente la teoria desarrollada por Moore-Wolf en [25], en la cual se define el Pffafiano
P, y se establece una correspondencia entre conjuntos de clases de equivalencias de repre-
sentaciones de cuadrado integrable y 6rbitas coadjuntas O, tal que P (\) # 0. Esta teoria
nos permitird deducir una férmula de inversiéon para N(g, V). Finalmente, dado un grupo de
Lie compacto con toro maximal 7', probaremos un isomorfismo entre G/T x C'y g,, donde
C' es una camara de Weyl en b, h es una subdlgebra de Cartan de g y g es el dlgebra de
Lie de GG, y encontraremos el determinante de su diferencial. Para probar este isomorfismo
utilizamos toda la teoria desarrollada en la Seccion 5.6. Luego enunciaremos y probaremos

XV



nuestro resultado principal, el Teorema [5.7.4] en el cual encontraremos la descomposicién
de L?*(N) en componentes irreducibles bajo la accién de K x N, describimos la proyeccién
sobre cada componente irreducible y hallamos la medida de Plancherel correspondiente.

En el sexto capitulo encontraremos expresiones explicitas de las funciones esféricas co-
rrespondientes al conjunto de representaciones genéricas (o con medida de Plancherel full) de
N (g, V). Describiremos el conjunto 8 de funciones esféricas genéricas asociadas a los pares
de Gelfand (K, N(g,V)) de la lista de Lauret. Esta computacién involucra integrales sobre
G'/T (donde G’ es el grupo de Lie conexo y simplemente conexo con algebra de Lie [g, g]), lo
cual es dificil de calcular con excepcién de algunos pocos casos. Sin embargo, obtendremos
una parametrizacion de 8.

En el dltimo capitulo estudiaremos pares de Gelfand generalizados (G, K). Primero nos
avocaremos a entender como se extiende la definicion de par de Gelfand a casos en los
cuales K no es un necesariamente un grupo compacto. En la primera secciéon introduci-
remos algunos preliminares acerca de distribuciones K-bi-invariantes de tipo positivo y su
correspondencia con representaciones unitarias que se realizan en el espacio de distribuciones
D'(G/K). Luego daremos algunas equivalencias de la definicién de par de Gelfand generali-
zado dadas por Thomas en [0]. En la segunda seccién mostraremos un ejemplo que defini6
Racliff en [27] de un grupo de Lie N 3-pasos nilpotente y un subgrupo K de Aut(N) no
compacto tal que (K, N) es un par de Gelfand generalizado. Este resultado estd enunciado
en el Teorema . En la ultima seccién daremos un ejemplo de otro par (K, N) donde
encontramos que la representacién metapléctica se descompone en representaciones irredu-
cibles con multiplicidad 2. Este ejemplo fue definido por L. Barberis y 1. Dotti en [35]. En
este capitulo nos basaremos principalmente en los siguientes libros y articulos: [6], [24] y [32].

Los capitulos 3, 5 v 6 estan basados en el articulo: Andrea L. Gallo and Linda V. Saal
“Some harmonic analysis on commutative nilmanifolds”, Journal of Lie Theory, en prensa.
Link: https://arxiv.org/abs/1909.09873.

El capitulo 7 esta basado en el articulo: Andrea L. Gallo y Linda V. Saal “A generalized
Gelfand pair attached to a 3-step nilpotent Lie group”, Journal of Fourier Analysis and
applications, en prensa.

Link:https://arxiv.org/abs/2005.06362.
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Capitulo 1

Acciones, grupos y algebras

En este capitulo se introduciran los conceptos basicos sobre teoria de Lie y teoria de
representaciones.

De la mayoria de los resultados conocidos que enunciemos en este capitulo no pondremos
su demostracion. Para profundizar en estos temas existe mucho material bibliografico clasico,
como por ejemplo [16], [19], [32] y [34].

1.1. Grupos Topolégicos

Comencemos! En cuanto a grupos topolédgicos sélo daremos la definicién y algunos ejem-
plos pues trabajaremos en una familia particular de ellos: los grupos de Lie. En esta familia
de grupos nos detendremos mas detalladamente en la proxima seccién.

Definicién 1.1.1. Un grupo topoldgico es una terna (G, T,-) que satisface:

e (G, 7) es un espacio topologico.

e (G,-) es un grupo.
e La aplicacién ® : G x G — G que manda (g,h) — g-h™! es continua.
e Los singuletes son subconjuntos cerrados (es decir, el espacio topoldgico (G, 7) es T1).

De la definicién anterior se deduce que, si (G, 7,-) es un grupo topoldgico, entonces la
traslacién a izquierda definida por Ly(h) := ¢! - h y la traslacién a derecha R,(h) :== g - h
son homeomorfismos de G.

A partir de dos grupos topolégicos (G, ¢, 7¢) v (H, -5, Ty) podemos construir otros nue-
vos. Para ello, primero necesitamos introducir la nocién de accion.

Definicién 1.1.2. Una accion de un grupo G sobre un conjunto S es una funcién

a:GxS— 8,
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usualmente denotada por a(g,s) = g - s, tal que para todo s € S 'y g1, 92 € G se satisface

€-8§=5, (9192) -5 =91 (92" $),
donde e es la identidad del grupo G.
Ejemplo 1.1.3. Ejemplos de acciones y algunas definiciones:

1. Si H es un subgrupo de un grupo G, definimos la accién
h-1g=hg,

donde hg es el producto en G. Esta accion es llamada traslacién a izquierda del grupo
Hen G.

También podemos definir la accién por conjugacién,

h-.qg=hgh™"

e Si H actia por conjugacién sobre GG, dado g € G llamamos grupo de isotropia o
centralizador de g en H a H, := {h € H : hgh™' = g} y lo denotamos por Cg(g). Si
H =G, Cg(g) es llamado el centralizador de g.

Estas mismas acciones pueden generalizarse sobre el conjunto de todos los subgrupos
de G.

2. Dado K un subgrupo de G definimos
hogK = (hg)K,  h-.gK = (hgh™)K

las acciones traslacién a izquierda y conjugacion respectivamente del grupo G sobre el
conjunto G/ K.

En particular, si G actia por conjugacién en el conjunto de grupos de G, llamamos el
normalizador de K en G al subgrupo que fija a los elementos de K, esto es,

No(K)={geG:g9Kg ' =K}

Decimos que un subgrupo N es normal en G si N = Ng(K), y en tal caso lo denotamos
por N < @G.

Ahora si daremos tres ejemplos de grupos topolégicos construidos a partir de dos grupos
topolégicos (G, ¢, 7¢) y (H, g, 7s) dados.

e El primer ejemplo es el producto directo de grupos topolégicos. En este caso el conjunto
a considerar es

Gx H:={(g,h) : g€ G,he H}
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con el producto coordenada a coordenada
(9:h)-a (g, h) = (g-c g h-ul)

Notemos que si eg y eg son los elementos neutros de Gy H respectivamente, entonces
(eq,em) es el elemento neutro de G x H, y si g~', h™! son los inversos de g € Gy h € H
respectivamente, entonces (¢!, h™1) es el elemento inverso de (g, h).

La topologia 74, de G x H es la topologia producto. Entonces (G x H, -4, 74) resulta un
grupo topolégico, llamado grupo producto.

e En el caso en que H es un subgrupo normal y cerrado de G, consideremos la accién
de H sobre GG dada por la traslacién a izquierda. Esta accion divide a G en clases de equi-
valencias. Denotamos por G/H al conjunto de clases de equivalencias. Si gH y ¢’H son dos
representantes en G/H, definimos el producto -. en G/H por

gH - dH = (g-¢ 4 )H.

Por ser H normal, (G/H,-.) resulta un grupo, mas ain, si e es el elemento neutro de G,
entonces eH es el elemento neutro de G/H,y g *H es el inverso de gH, si g~! es el inverso
de g € G. Si dotamos a G/H con la topologia cociente 74, entonces (G/H, -, 7.) es un grupo
topoldgico.

e El tultimo ejemplo es el producto semidirecto. Dados dos grupos topoldgicos (G, ¢)
y (K, k) y una accién de K sobre G podemos definir un nuevo grupo topolégico, que
llamaremos el producto semidirecto de K con G y que denotaremos como K x (. Para
definirlo debemos dar un conjunto y una operacién que satisfaga la definicion de grupo.
Consideremos el conjunto

KxG=A{(k,g):ke K, geG}.
La operacién -4 esta dada por
(kag) ‘s (klag/) = (k ‘K klag G (k ’ g/>)

El elemento neutro es (ex, eq) donde ek y e son los elementos neutros de K y G respecti-
vamente, y (k,g)™' = (k71 (k- g)™1), para todo k € K, g € G. La topologia 7, de K x N es
la topologia producto. Con esta topologia (K X G, -, Ts) es un grupo topoldgico.

En este trabajo serda de utilidad saber cuando un grupo GG puede realizarse como el
producto semidirecto (interno) de dos subgrupos de G.

Teorema 1.1.4. Dado H un subgrupo de G y N < G. Son equivalentes:
1. G=NH yHNN = {e}.
2. Dado g € G existen unicosn € N y h € H tal que g = nh.

3. Dado g € G existen unicosn € N y h € H tal que g = hn.
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St alguno de los anteriores se cumple, decimos que G es el producto semidirecto interno de
N con H, y lo denotamos por G = H x N.

Observacion 1.1.5. Notar que la accion que estamos considerando para el caso del producto
semidirecto interno es la conjugaciéon

HxN — N
(h,n) — hnh™'.

Otra gran familia de grupos topoldgicos esta corformada por los grupos lineales (de hecho,
todo grupo de Lie compacto es un grupo lineal).

Nota. De ahora en mas, a la accion de x sobre y definida por alguna de las anteriores las
denotaremos por x -y, o directamente por yuxtaposicién de los elementos xy, y se distingira
segun el contexto. De igual manera, se denotara por x-y o por yuxtaposicién de dos elementos
xy a la operacion de grupo entre x e y, y también se distinguira segin el contexto.

1.1.1. Grupos lineales

Los grupos lineales G son grupos de transformaciones lineales de un espacio vectorial V'
de dimension finita, que a su vez estan definidos por ecuaciones polinémicas en sus entradas
matriciales. Podemos ver a G como un subconjunto de matrices.

Sea I el cuerpo de los niimeros reales, complejos 6 el anillo de division de los cuaterniones,
y consideremos V' un F-espacio vectorial de dimensién n con base B. Sea M, (F) el conjunto
de matrices de tamano n X n, el cual se puede identificar con F"*. Dotamos al espacio M, (IF)
con la topologia de F™, v a sus subgrupos con la topologfa restringida.

e GL(n,F) es el grupo general lineal
GL(n,F) :={[T)g : T es transformacién F-lineal e inversible de V'}.

Para mayor detalle de como se define GL(n,H) ver [28], pdginas 5 y 6.

En GL(n,F) definimos un automorfismo involutivo, que llamamos involucién de Cartan,

0(g) == ("), (1.1)

donde la barra denota conjugacion.
Ahora consideremos el caso F = C. La involucién 6 tiene un conjunto distinguido de
puntos fijos,

{9 € GL(n,C): 0(g9) = g} :==U(n,C),

al cual llamamos el grupo de matrices unitarias, que también denotamos por U(n).
Este subgrupo es cerrado en GL(n,C), y como las columnas de una matriz unitaria tienen
norma 1, U(n) es acotado y por lo tanto, compacto.
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El resto de los grupos lineales los definiremos mediante formas bilineales.

De ahora en mas sea I = C o R. Sea B una forma [F-bi-lineal en V', esto es una aplicacion
B :V xV — F lineal en cada entrada. Fijada una base B := {e1,--- ,e,} de V obtenemos
la matriz de la forma bilineal B, [B]; ; := B(e;, ¢;). La matriz [B] satisface

B(u,v) = u'[Blv,

donde identificamos el vector v = >, v;e; con el vector columna (vy,--- ,v,)". Decimos que

B es una forma no degenerada si B(u,v) = 0 para todo v € V implica u = 0; decimos que B

es una forma simétrica (resp. antisimétrica) si B(u,v) = B(v,u) (resp. B(u,v) = —B(v,u)).
Definimos

O(V,B) :={g € GL(V) : B(gu, gv) = B(u,v) Yu,v € V'}, (1.2)

y lo denotaremos equivalentemente por O(n,F) = {¢g € GL(n,F) : ¢*[Blg = B}.

Cuando B es una forma bilineal simétrica no degenerada, O(V') es llamado el grupo orto-
gonal de B, y cuando B es una forma antisimétrica no degenerada, O(V') se llama el grupo
simpléctico de V. O(V) es un subgrupo cerrado de GL(V), y al igual que en el caso del
grupo unitario, O(V') es compacto.

e Supongamos que B es una forma bilineal simétrica no degenerada, entonces si F = C,
existe una base en V tal que [B] = I, la matriz identidad, en cuyo caso el grupo ortogonal
complejo es:

O(n,C) ={g € GL(n,C: g'g =1)}. (1.3)

En el caso F = R, existe una base de V en la cual [B] = I,,,, donde

I 0
Ip’q:([f _Iq)7

donde 0 < p < ny p+ q=n. Los correspondientes grupos se llaman grupos ortogonales
reales de signatura (p, q)

O(p,q) = {9 € GL(n,R) : gtfpﬂg = Ip,q}- (1.4)

Sip=0o0qg=0,0(p,q) es el grupo ortogonal ordinario O(n) y la condicién anterior se
simplifica a la férmula ¢g'g = I. Los grupos O(p, ¢) no son compactos, con excepcién de O(n).

e Tomando determinante en las condiciones y , obtenemos que det(g)* = 1, los
cuales nos lleva a definir nuevos subgrupos. Definimos

SO(n,C) :={g € O(n,C) : det(g) = 1},

SO(p.q) :={g € O(p,q) : det(g) = 1},
SU(n) :={g € U(n) : det(g) = 1}.
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Notemos que SO(n) y SU(n) son subgrupos cerrados en O(n) y U(n) respectivamente, y

por lo tanto son compactos.
e Supongamos ahora que B es una forma bilineal antisimétrica no degenerada, entonces

dim(V)p = 2m, m € N. Existe una base B de V tal que [B] = J con
0 I,
J= ( o ) |
El correspondiente grupo es el grupo simpléctico complejo

Sp(n,C) :={g € GL(n,C) : g'Jg = J},

y el grupo simpléctico real es
Sp(n,R) :={g € GL(n,R) : g'Jg = J}.
Notemos que el grupo Sp(m,R) consiste de las matrices reales de Sp(n,C), es decir, la
complexificacién de Sp(m,R) es Sp(m, C).

e Por tltimo definimos el grupo simpléctico compacto, que es el inico subgrupo sobre

el algebra de divisién de los cuaterniones que presentaremos. Definimos

Sp(n) :=={g € GL(n,H) : g*g = I},

donde ¢* es la transpuesta conjugada de g. El grupo Sp(n) es un grupo compacto.

Si G es alguno de los casos anteriores, la involucién 6 definida en (1.1]) es estable en

G. Sea 0,, la restriccion de la involuciéon de Cartan a G, entonces 0|, tiene los siguientes

conjuntos de puntos fijos:

{g€0(n,C):6(9)=g}= OMn,C)NGL(n,R) = O(n),
{9€0(p,q): 0(g9) = g} = O(p,g) N O(n) = O(p) x O(q),
{9 € Sp(2n,C) : 0(g) = g} = Sp(2n,C)NU(2n) = Sp(n),
{g € Sp(2n,R) : 0(9) = g} = Sp(2n,R)NO(2n) = U(n)

Estos grupos son subgrupos compactos maximales de O(n, C), O(p, q), Sp(2n,C) y Sp(2n, R),
respectivamente.

Ademas tenemos el siguiente resultado.
Teorema 1.1.6. Los grupos lineales compactos SO(n), SU(n) y Sp(n) son conexos. Mas

aumn,
e SU(n) es simplemente conezxo para n > 2 y Sp(n) es simplemente conexo para n > 1.

o Sp(1) y SU(2) son isomorfos, y son el doble cubrimiento simplemente conezo de SO(3).
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1.2. Grupos de Lie y algebras de Lie

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable con estructura de grupo (G, -) tal que
la aplicacién (g, h) — gh™! es C*. En este trabajo nos concentraremos en grupos de Lie de
matrices, para lo cual es de gran utilidad el siguiente resultado:

Teorema 1.2.1. Sea G un grupo de Lie y A un subgrupo cerrado de G. Entonces A tiene
una unica estructura de variedad diferenciable con la cual es un subgrupo de Lie de G.

En particular, cualquier subgrupo cerrado de matrices de GL(n,C) es un grupo de Lie.

Nota. Denotaremos con letras minusculas z,y, z a los elementos del algebra de Lie. Si bien
en general en la bibliografia suelen utilizarse dichas letras en maytscula, priorizaremos ser
coherentes con la notacion utilizada en el resto del trabajo, y en particular en el Capitulo 5 es
conveniente usar esta notacién. La excepcién serd cuando el dlgebra de Lie esté conformada
por matrices u operadores. En tal caso, usaremos las letras A, B.

Reservaremos las letras g, h,n para elementos de grupos de Lie.

Cada grupo de Lie tiene asociada un algebra de Lie. Un dlgebra de Lie es un par (g, [+, -])
donde g es un F-espacio vectorial y |-, -] es una forma bilineal sobre g que satisface

1. [z,z] = 0 para toda z € g
2. [[z,y], 2] + [[y, 2], z] + [[2, ], y] = 0 para todo z,y, z € g (identidad de Jacobi).

A dicha forma bilineal se le llama corchete de Lie.

La correspondencia entre grupos de Lie y dlgebras de Lie es la siguiente. Dado G’ un grupo
de Lie, sea 7(G) el espacio vectorial de campos vectoriales diferenciales de GG. Definimos un
corchete en 7(G) por

[Z,91f(p) = Cz’;v(?jf) - gp@f)

para todo f € C°(G), Z,7 € 7(G). Luego (7(G), [, ]) es un élgebra de Lie. Si g es el subes-
pacio vectorial de 7(G) conformado por los campos vectoriales diferenciales invariantes a
izquierda, entonces g es un subespacio de 7(G) cerrado por el corchete [-,-]. El dlgebra de
Lie g es llamada el dlgebra de Lie del grupo de Lie G (o el algebra de Lie asociada al grupo
de Lie G), y se denota por Lie(G). Ademds, es bien sabido que el mapa evaluaciéon g — T.G
definido por  +— I, es un isomorfismo de espacios vectoriales, por lo tanto si denotamos por
x = Z., podemos identificar a g con el dlgebra de Lie T.G con corchete [x,y] = [Z, §].. Luego
g es finitamente dimensional y tiene la misma dimensiéon que G.

Observacion 1.2.2. Dada G un grupo de Lie de matrices, el corchete en Lie(G) es

[z,y] = 2y — yz.
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Ejemplo 1.2.3.

| det(g) =1} sl(n,R) := {z € M, ()R‘) | tr(z) = 0}

O(n) :=={g € GL(n,R) | g¢' = I} o(n) :={x e M,(R) | x4+ 2" =0}
SO(n) :={g € O(n) | det(g) =1} so(n) :={xz € o(n) | tr(z) =0}
Un) :=={g € GL(n,C) | gg* = I} u(n) :={x € My(C) | x + 2" = 0}

Definicién 1.2.4. Dados GG, H dos grupos de Lie, un morfismo de grupos de Lie es una apli-
cacién ® : G — H C* tal que ®(gq¢') = ®(9)P(¢') para todo g,¢" € G. Un isomorfismo de
grupos de Lie es un morfismo de grupos de Lie biyectivo. Si G = H, los morfismos son llama-
dos endomorfismos, y denotamos a su conjunto por End(G). Un automorfismo de un grupo
de Lie es un isomorfismo de G en G. Denotamos por Aut(G) al grupo de automorfismos de G.

Definicién 1.2.5. Dadas g y b dlgebras de Lie, un morfismo de dlgebras de Lie ¢ es una
aplicacién lineal tal que ¢([z,y]) = [¢p(x), ¢(y)] para todo x,y € g. Si ¢ es un morfismo
de dlgebras de Lie biyectivo, entonces lo llamamos isomorfismo de dlgebras de Lie. En el
caso particular g = b, un morfismo ¢ es llamado endomorfismo del dlgebra de Lie, y si ¢
es biyectivo decimos que es un automorfismo del dlgebra de Lie. Denotamos por End(g) al
algebra de endomorfismos de g y por Aut(g) al grupo de automorfismos de g.

Ejemplos de morfismos son:

1. Dado G un grupo de Lie y g € G definimos el morfismo de grupos de Lie [, : G — G
por Iy(h) = ghg™

2. Definimos Ad : G — Aut(g) como la diferencial de I, en el punto e, Ad(g) = dl,
Entonces Ad es un morfismo de grupos de Lie.

3. Dada g un élgebra de Lie, x € g, definimos el morfismo de algebras de Lie dado por

ad : g — End(g)

ad(x)(y) = [z,y].
Si consideramos el corchete en End(g) definido por [A,B] = Ao B — Bo A, donde

la operacién o es la composicién de operadores, entonces ad resulta un morfismo de
algebras de Lie. Notemos que por la identidad de Jacobi, ad sartisface:

ad(z)[x, y] = [z, ad(2)y] + |ad(2)z, y].

Si D € End(g) satisface D(z)[z,y] = [z, D(2)y] + [D(z)x,y], a D lo llamamos una
derivacion, y denotamos al conjunto de derivaciones de g como Der(g). Luego tenemos
que ad(x) € Der(g) para todo = € g.

Observacion 1.2.6. Aut(g) es un grupo de Lie con el producto dado por la composicion, y
Der(g) es su respectiva algebra de Lie, con el corchete dado por [A, B] = Ao B — Bo A.



9 1.2. Grupos de Lie y algebras de Lie

Una herramienta que nos permite relacionar los morfismos de grupos y algebras de Lie
es la aplicaciéon exponencial.

Dado G un grupo de Lie, sea 7, : R — G la curva integral de x comenzando en la
identidad, esto es, la curva que satisface

72.(0) = =, 7:(0) = e.
Definimos el mapa exponencial,
exp:g— G,  exp(x) :=,(1).

Observacion 1.2.7. Si g es un algebra de Lie de matrices, la funcién exponencial es

mﬁ:-
I
WE

ATL
n! -’

I
o

n

Teorema 1.2.8. Sean G y H grupos de Lie de matrices con dlgebras de Lie g y b respecti-
vamente. Sea ® : G — H un homomorfismo de grupos de Lie y sea d® : g — b el diferencial
de la funcion ®. Entonces se cumple que ®(exp(x)) = exp(d®(x)) para todo x € g, ¢ equi-
valentemente, el siguiente diagrama conmuta:

g b
eXpGJ{ leXPH

G-2*,H

%
—

donde expgs : g — G yexpy : h — H son las funciones exponenciales de Gy H, respectiva-
mente.

Si G es un grupo de Lie simplemente conexo, tenemos un resultado mas fuerte.

Teorema 1.2.9. Sean G y H grupos de Lie, con dlgebras de Lie g, respectivamente, G
simplemente conexo. Si ¢ : g — b es un morfismo de dlgebras de Lie, existe un unico mor-
fismo de grupos de Lie ® : G — H tal que d® = ¢.

Mas aun dos grupos de Lie simplemente conexos son isomorfos si y solo si sus dlgebras
de Lie lo son.

Si a, b son subconjuntos de g, denotamos por
[a, 6] := span{[x,y| : © € a,y € b}.

Una subalgebra de Lie b del algebra de Lie g es un subespacio vectorial que satisface
[h, 5] € h. Un subespacio i es un ideal de g si satisface [i, g] C i; un ideal es autométicamente
una subélgebra. Un élgebra de Lie g se dice abeliana si [g, g] = 0.

Dado g algebra de Lie tenemos las siguientes subalgebras de Lie:
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e Dado s un subconjunto de g, el centralizador de s en g es,

Cy(s) :=={x € g: [z,y] = 0 para todo y € s}.

e Dada s una subdlgebra de g, definimos el normalizador de s en g,

Ny(s) :={x € g: [z,y] € s para todo y € s}.

Ejemplos de ideales son:

e El centro de g,
30 :=1{r €g:[zr,y] =0 para todo y € g}.

En particular, 34 es el centralizador de g en g,

e [g,g].

1.2.1. Complexificacién de algebras de Lie reales

Algunas de nuestras dlgebras de Lie son obtenidas de otras via un proceso que se llama
complexificacién. Por ejemplo, el dlgebra gl(n,C) es la complexificacién de gl(n,R). Estas
algebras son muy importantes en este trabajo, porque muchos resultados y descomposiciones
conocidas se pueden aplicar a dlgebras de Lie complejas, y mediante este método de comple-
xificacién podemos hallar resultados similares transformando nuestras dlgebras de Lie reales
en algebras de Lie complejas. No profundizaremos en la definiciéon ya que usaremos sélo
algunos ejemplos que mencionaremos en esta seccion.

Dado W un R-espacio vectorial definimos su complexificacién como el C-espacio vectorial

W @r C,

que denotamos WC. A W podemos incluirlo en W via la aplicacién w — w ®p 1.
Por otra parte, si definimos un producto por escalares complejos sobre W & W como

(@ + ib)(wq,wq) = (awy — bws, bwy + aws),

es facil verificar que W @ W es un C-espacio vectorial, e identificamos W & W con W +iW
via el mapa (wy, we) — w; +iwe. Denotamos a este espacio por We. A W podemos incluirlo
en We via la aplicacién natural w — (w, 1). El siguiente teorema relaciona W¢ con WC.

Teorema 1.2.10. Sea W un R-espacio vectorial, entonces existe un unico isomorfismo de
espacios vectoriales complejos fw : We — WEC, tal que el siguiente diagrama conmuta:

W ——W¢€

N

We
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A este espacio queremos darle una estructura de dlgebra de Lie. Dada g un algebra de
Lie real, definimos un corchete en g ®r C como:

[ ®a,y®b] = [z,y] @ ab.

Denotamos a la complexificacion del algebra de Lie g por gc. Ademads tenemos que via la
identificacién g — g ® 1, g estd contenida en gc y [g,8lc = [gc, gc]. Algunos ejemplos de
complexificaciones de algebras de Lie son:

g dc
gl(n,R) gl(n,C),
u(n)  gl(n,C),
su(n)  sl(n,C),
so(n)  so(n,C),
sp(n,R) sp(n,C),
sp(n)  sp(n,C),

1.3. Analisis armonico en grupos de Lie

Sea GG un grupo topoldgico localmente compacto. Para desarrollar analisis armoénico sobre
estos grupos necesitamos introducir una nocién de integracién. La medida de Haar invariante
a izquierda (respectivamente a derecha) que presentaremos a continuaciéon cumple la propie-
dad de efectivamente ser invariante por traslaciones a izquierda (respectivamente a derecha)
sobre subconjuntos medibles.

1.3.1. Medida de Haar y espacios de Lebesgue

Definicién 1.3.1. Decimos que una medida p definida sobre la o-algebra de Borel B es
regular si:

e Es finita sobre conjuntos compactos, es decir, p(K) < oo para todo K C G compacto.

e Todo boreliano se puede aproximar internamente en medida por conjuntos compactos,
es decir, dado E € B, u(F) = sup{u(K) : K es compacto, K C E}.

e Todo boreliano se puede aproximar externamente en medida por conjuntos abiertos,
es decir, dado F € B, u(E) = inf{u(A) : A es abierto, E C A}.

Una medida p se dice invariante por traslaciones a izquierda si satisface
w(gE) = p(F) paratodo g € G, E € ‘B,

donde gFE :={gh | h € E}.
Andlogamente, se dice invariante a derecha si

w(Eg) = p(F) paratodo g € G, E € ‘B,
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donde FEg :={hg | h € E}.

Una medida de Haar invariante a izquierda (respectivamente a derecha) sobre un grupo
topoldgico G es una medida regular no nula i definida en la o-algebra de Borel B de G que
es invariante a izquierda (respectivamente derecha) por traslaciones.

Teorema 1.3.2. Si G es un grupo topoldgico entonces existe una unica (salvo mailtiplos
positivos) medida de Haar p invariante a izquierda (respectivamente a derecha) definida
sobre la o-dlgebra de Borel B de G.

Proposicién 1.3.3. Sea o una medida no nula, reqular, localmente finita de G, entonces
es una medida de Haar invariante a izquierda si y solo si

/Lgfd,u = / fdu, para toda f € CHG)
G G

donde CH(G):={f:G—=R| f>0, f#0}.
A continuacién daremos algunos ejemplos de medida de Haar.

Ejemplo 1.3.4. (R",+) con la medida de Lebesgue.

Ejemplo 1.3.5. R. con el producto y la topologia usual, la medida de Haar es p(z) = %,

donde dx es la medida de Lebesgue. :

Ejemplo 1.3.6. Dado n € N, consideremos el grupo H,, = R?>" x R con producto

(2,9, ),y ) = (e + 2,y +y t+1 = 5 ((2,9) — (' y))) (1.5)

donde . = (z1,-- ,2n), y = (Y1,- -+, yn) ¥ (x,y) = >, x;y; es el producto interno usual en
R™. Este grupo es llamado el grupo de Heisenberg (2n 4 1)-dimensional. Como las medidas
de Lebesgue dx y dy de R" son invariantes a izquierda y a derecha para todo n, y la medida
de Lebesgue dt definida sobre R también, se puede ver que la medida de Haar de H,, es el
producto de las medidas dx dy dt para todo n.

Ejemplo 1.3.7. Sea n la suma directa de dos espacios vectoriales, n = g @ V| donde g es
un dlgebra de Lie compacta, esto es, g = [g,g] @ ¢ con ¢ el centro de g, y (7, V) es una
representacion real de g. Entonces G, el grupo de Lie conexo y simplemente conexo de g,
es compacto. Consideramos (g, (-, -)y) un espacio producto interno tal que Ad : G — Aut(g)
sea una representacion unitaria, y (V, (-, -)y) un espacio producto interno tal que (m, V') sea
una representacién unitaria. Entonces (-,-)q v (-, -)v son productos internos ad(g)-invariante
y m(g)-invariante respectivamente. El producto interno (-, -), en n se obtiene asumiendo que
g v V son espacios ortogonales, es decir, (g,V) = 0. Este producto interno definido sobre n
es llamado g-invariante.
Definimos sobre n una forma bilineal [-,:] : n x n — g por

[z,n] = 0 para todo x € g, n € n,



13 1.3. Analisis armoénico en grupos de Lie

(z,[u,v])y = (T(x)u,v)v, u,veV, zeg.

El corchete [-, -] resulta una aplicacién bilineal, antisimétrica que satisface la identidad de
Jacobi. Por lo tanto, [, ] es un corchete de Lie, y (n,[-,+]) es un élgebra de Lie que satisface
[z, [y, z]] = 0 para todo z,y, z € g, esto es, n es un algebra de Lie 2-pasos nilpotente. Ademés
su centro es g.

Denotamos por N(g, V') al grupo de Lie conexo y simplemente conexo que tiene a n co-
mo algebra de Lie. Podemos darle a N (g, V') una métrica invariante a izquierda determinada
por (-, -},. En [23] se prueba que esta construccién no depende de la eleccién del producto
interno g-invariante, salvo isomorfismos de grupos de Lie. Mds aun, si (7, V), (p, W) son dos
representaciones de g, existe un automorfismo ¥ de g y un isomorfismo lineal 7: V. — W
tales que T o w(x) o T = p(W¥(x)) para todo = € g, entonces N(g,V) y N(g, W) son dos
grupos de Lie isomorfos.

Por otra parte, sea N un grupo de Lie conexo y simplemente conexo con algebra de Lie
2-pasos nilpotente n. Si g es el centro de n y V' es un complemento directo (como espacio
vectorial) de g en n, entonces

n=gaV.
Luego, si [+, -] es el corchete de Lie de n, definimos
B:V xV =R, B(u,v) = [u,v]. (1.6)

Entonces B resulta una forma bilineal antisimétrica no degenerada.

Por lo tanto, podemos concluir que dados dos espacios vectoriales Z y V' y una forma
bilineal B : V x V — R queda determinada un algebra de Lie 2-pasos nilpotente con centro
Z. Reciprocamente, dada un algebra de Lie n 2-pasos nilpotente, ¢ su centro y V' un comple-
mento directo del centro, queda determinada una forma bilineal no degenerada sobre V x V.

La féormula de Baker-Campbell-Hausdorff para el caso de algebras de Lie n 2-pasos nil-
potente establece que

exp(z) exp(y) = exp(z + y + 5[z,y]) para todo z,y € n.

Como N(g, V) es conexo y nilpotente, es sabido que la aplicacién exp es un difeomorfismo
(serd enunciado mas adelante en el Lema, por lo que podemos identificar los elementos
de ny N(g,V) con pares ordenados de la forma (x,v). Via esta identificacion, el producto
en N(g,V) estd dado por

(z,v)(20,v0) = (z + o + 5[V, v0], v + ), T,20 €9, v,v9 € V. (1.7)

Como las medidas de Lebesgue g y V son ambas invariantes a izquierda y a derecha, y el
producto en N(g, V) estd determinado por la ecuacién , entonces la medida de Haar
invariante a izquierda dn de N(g,V) es dn = dxdv donde dzx y dv son las medidas de
Lebesgue de g y V, respectivamente.
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Sea G un grupo topolégico, H un subgrupo normal cerrado de G y consideremos G/H
el grupo cociente. Si p, v y A las medidas de Haar invariantes a izquierda de G, H y G/H
respectivamente, se puede ver que existe una constante no nula c tal que

/Gf(g) du(g) = C/G/H (/H f(gh) dV(h)) dA(gH).

Por lo tanto, la medida d\ definida sobre G/H resulta G-invariante a izquierda.

Dado G un grupo topoldgico con medida de Haar y invariante a izquierda, para todo A
boreliano definimos p,(A) = p(Ag). La medida p, resulta una medida de Haar invariante a
izquierda, y por lo tanto, para todo g € G existe A(g) € C* tal que py(A) = A(g)u(A) para
todo A boreliano, donde C* = C ~ {0}. Esta funcién A es llamada funcién modular de G.
Usando un argumento de densidad se puede probar que si f € C.(G) y u es una medida de
Haar invariante a izquierda, entonces

/G F(g A du(x) = /G £(9)dulg). (18)

Es facil ver que p es invariante a derecha si y sélo si A = 1. En tal caso, el grupo G se dice
unimodular y denotamos por dg a su medida de Haar. La familia de grupos unimodulares
contienen a muchas clases conocidas de grupos como por ejemplo los abelianos, compactos,
discretos y los simples. Los Ejemplos (1.3.6) y (1.3.7) definidos anteriormente también son
ejemplos de grupos unimodulares.

La medida de Haar permite caracterizar la compacidad de un grupo. Mas precisamente
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.8. Un grupo topoldgico localmente compacto G tiene medida de Haar finita si
y solo si G es compacto.

1.3.2. Espacios de Lebesgue

Al igual que en R", para un grupo de Lie G podemos definir los espacios de Lebesgue
LP(G) y el espacio de Schwartz S(G). Las propiedades que cumplen estos espacios son si-
milares a las de los espacios usuales con G = R". La diferencia radica en que (R",+) es un
grupo unimodular, mientras que para probar algunas propiedades para cualquier grupo de
Lie G debemos usar la funciéon modular.

Sea GG un grupo topolédgico localmente compacto y 4 su medida de Haar invariante a

izquierda (se puede definir también para medida de Haar invariante a derecha pero habra
algunas modificaciones en las propiedades). Dado 1 < p < 0o, consideremos la p-norma

15l = ([ W@ Panta))’
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y para p = oo consideremos la norma

[ flloo :=f{C' >0:|f(g9)] <C ppg € G}

Si p > 1, definimos
Njy = {f medible : [f]], = 0},

y definimos el espacio LP(G) como el conjunto de clases de equivalencias:
LP(G) = {f medible : ||f]], < co}/N,.

Recordemos algunas propiedades de estos espacios:

Son espacios de Banach con la norma || - ||,

Si felLP helL?con %4— é =1, entonces || fh||1 < || f]lp]|R|]4-

e L?*(G) es un espacio de Hilbert con producto interno (f,h) := [, f(g)h(g)du(g).

e La accién regular a izquierda L, y a derecha R, preservan el espacio LP(G) y son
continuas para todo p > 1.

Nota: en las propiedades anteriores estamos usando la convencién é =0.

Dadas fi, fo € C.(G), definimos la convolucién de f; y fo como

(e o) = [ RO g)duh)
Es sabido que parap > 1, si f; € LY(GQ) y f» € LP(G), entonces
frx fae LX(G) y A+ follp < LAl f2llp-
En particular, si fi, f € L'(G), entonces
fix fo € LNG) v |fix folli < [l AlhIlfll-
M4s atin, (L'(G), *) es un algebra de Banach asociativa, cuya norma preserva la involucién
f(9) = flg™") Alg™).

Esta *-dlgebra es llamada el algebra grupo de L'(G) (generaliza la nocién de dlgebra grupo
de grupos finitos).

Proposicién 1.3.9. El dlgebra grupo (L'(G),*) es conmutativa si y sélo si el grupo G es
conmutativo.

Daremos esta demostracion porque es muy simple e ilustra como se trabaja con la funcion
modular.
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Demostracion. Si G' es un grupo abeliano, entonces GG es unimodular. Sea dh su medida de
Haar. Luego, para fi, f» € L*(G) se cumple

(i fo)lg) = /G £ (1) folh ™" g)dh

= /fl(gh_l)fz(h)dh
_ / fo(h) Fi(h ™ g)d

(f2 x f1)(9)-

Reciprocamente, supongamos que el dlgebra L'(G) es conmutativa. Sea y su medida de Haar
invariante a izquierda, y sean fi, fo € C.(G), entonces

0 = (fi+fo)(g)— (fox / AR o) = Falgh) fu(h~Y)ldu(h)
- / LW fo(h1g) = falgh™)A(h™)|dh,

Como esto se cumple para toda f; € C.(G), tenemos que

fa(h™lg) = falgh )AL,

para toda g, h € G y toda fy € C.(G). Luego, tomando g = e tenemos que A = 1, entonces
f2(gh) = fa(hg) para toda g,h € G, y para toda fy € C.(G). Como C.(G) separa puntos de
G, tenemos que gh = hg para toda ¢g,h € GG. Por lo tanto G es abeliano, como queriamos
demostrar. O]

Definicién 1.3.10. Decimos que un elemento f; € L2(G) es central si fi* fo = fo* f1 para
toda fo € L*(G).

Proposiciéon 1.3.11. El dlgebra (L'(G), *) tiene unidad si y sélo si G es discreto.

1.4. Representaciones de grupos y algebras de Lie

Sea X un espacio de Banach, denotamos por B(X) al édlgebra de operadores lineales y
continuos sobre X dotado con la topologia fuerte.

Definicién 1.4.1. Una representacion (w, X) de un grupo topoldgico G es una aplicacién
m: G — B(X)

donde X es un espacio de Banach y 7 es un morfismo de grupos tal que para cada x € X la
aplicaciéon de G en X dada por g — 7(g)x es continua.

Si H es un espacio de Hilbert, denotamos por U(#H) la subalgebra de B(#) de operadores
unitarios.
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Definicién 1.4.2. Sea H un espacio de Hilbert. Decimos que una representacién (m, H) es
una representacion unitaria si w(g) € U(H) para todo g € G.

Proposicién 1.4.3. Si (w, X) es una representacion unitaria de G y ® : G — G es un
homomorfismo de grupos, entonces (m o ®, X) resulta también una representacion de G.

Demostracion. Claramente m o ® es un homomorfismo de grupos por ser composicién de
homomorfismos y |7 o ®(g)|| = 1 para todo g € G. Luego, basta ver que es continuo.

Sea x € X fijo, dados g € G y € > 0 existe W entorno de ®(g) tal que si ®(¢') € W
entonces

I (®(g))x — (®(g"))x|| <e.

Tomando V = & 1(W), si g,¢g € V entonces ||m o ®(g) — 7 o ®(¢')|| < e. Por lo tanto,
(m o ®, X) es una representaciéon de G. O

Lema 1.4.4. Sea m un homomorfismo de G en U(H). Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes:

(a) La aplicacion (x,v) — w(x)v de G x H en H es continua.
(b) La aplicacion x — mw(x)v de G en H es continua para todo v € H,
(¢) La aplicacion x — (w(x)v,w) de G en C es continua para todo v,w € H.

Dada g un élgebra de Lie. El par (m,H) es una representaciéon de algebras de Lie de g si
la aplicacion
m:g— End(H)

es un morfismo de algebras de Lie para todo x € g.

Observacion 1.4.5. Sea (w, H) una representaciéon unitaria de dimensién finita de un grupo
de Lie G, esto es,
7: G — Aut(H),

es un morfismo continuo de grupos tal que m(g) es un operador unitario para todo g € G
y se cumple que dim(H) < oo. En este caso, las representaciones de grupos y de algebras
estan relacionadas por la funciéon exponencial. Si g es el dlgebra de Lie de (G, entonces existe
una representacion del algebra de Lie g

dr: g — End(H)

tal que hace conmutar el diagrama exponencial (ver Teorema |1.2.8). Ademés, dm(x) resulta
un operador antisimétrico para todo x € g. dm es la representacion diferencial de 7. Por
abuso de notacién también la denotaremos por 7.

Ejemplo 1.4.6. (1) Ady ad son representaciones de grupos y algebras de Lie respectiva-
mente. Mas ain, Ad(exp(z)) = exp(ad(z)) para todo = € g.
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(11) Dado G un grupo de Lie, definimos
L:G—=ULXG) por (L(g)f)(h) = f(g~"h).
Si A es la funcion modular de G, también definimos

R:G—ULXG)),  (R9)f)(h) = A7%(g)f(hg).

Entonces L y R son representaciones de grupos de G llamadas representaciones reqular
a izquierda y derecha, respectivamente.

Decimos que W C H es un subespacio m-invariante si w(g)W C W para todo g € G; y
decimos que una representacion m es irreducible si no posee subespacios cerrados invariantes
no triviales, esto es, si no posee subespacios invariantes distintos de H y {0}. Equivalente-
mente, una representacién (7, H) es irreducible si todo v # 0 en H es ciclico, es decir, la
clausura del espacio < 7(g)v > es H.

Lema 1.4.7. Sea (7, H) una representacion unitaria de G. St W es un subespacio invariante
de H, entonces W+ también lo es.

Si (m,H1), (0, H2) son dos representaciones unitarias de un grupo de Lie G, denotamos
por Homg(m, o) al espacio de todos los operadores acotados

AZH1—>H2

que satisfacen Arm(g) = o(g)A para todo g € G. Tales operadores son llamados operadores de
entrelazamiento. Equivalentemente, A es un operador de entrelazamiento si para todo g € G
el siguiente diagrama conmuta:

Hi—2H,

7r(g)l lv(g)

Hi—2H,

Denotamos por A, a Homg(m, ).

Dos representaciones unitarias (m, Hr), (p, H,) se dicen equivalentes si existe un operador
T de entrelazamiento T : H, — H, tal que T es un isomorfismo; y si ademas 7" es un operador
unitario, las dos representaciones se dicen unitariamente equivalentes.

Via la descomposicién polar de matrices, se puede probar que si existe un isomorfismo
que entrelaza a dos representaciones unitarias, entonces existe un operador unitario que las
entrelaza. Luego representaciones unitarias equivalentes son unitariamente equivalentes.

En otras palabras, dos representaciones unitarias se dicen unitariamente equivalentes si
se puede obtener una representacién a partir de la otra via la conjungacion por un operador
unitario.

Teorema 1.4.8. (Lema de Schur)
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(1) Sea H un espacio de Hilbert complejo y sea (w,H) una representacion unitaria de un
grupo de Lie (resp. dlgebra de Lie). Entonces (m,H) es una representacion irreducible si
y solo si A, estd conformado por mailtiplos del operador identidad 1.

(2) Sean Hy y Ha dos espacios de Hilbert complejos, y sean (7w, H1), (p, Ha) representacio-
nes unitarias irreducibles de un grupo de Lie. Si (w,H1), (p, H2) son representaciones
equivalentes, y U € Hom(m,p) es un operador unitario de entrelazamiento, entonces
Hom(7, p) = CU. Si (m,H1) y (p, H2) son representaciones no equivalentes entonces
Hom(m, p) = 0.

Esta relacion de equivalencia entre representaciones unitarias irreducibles divide al con-
junto de representaciones de G en clases de equivalencias. Al conjunto de dichas clases lo
llamamos espacio dual unitario de G, y lo denotamos por G.

Ejemplo 1.4.9. Sea G un grupo de Lie. Dado g € G, sean L, y R, definidas como antes,
esto es:

Lof(h) = f(g7'h)  Ref(h) = A(h)"2f(hg), fe€L*G), heG.

Definimos la representacién L dada por la aplicacién L : g — L, y por R la aplicacién
R:gw— Ry, y sea

Af(h) = A(h) 2 f(h 1),
Entonces A es un operador unitario de L*(G) en L*(G) y A € Homg(L, R).

Como corolario del Lema de Schur tenemos el siguiente resultado acerca de representa-
ciones irreducibles de grupos de Lie conmutativos.

Corolario 1.4.10. Una representacion (7w, H) unitaria compleja irreducible de un grupo de
Lie conmutativo G es unidimensional.

Demostracion. La demostracion de este corolario se basa en que dado g € G, 7(g) € A,.
Luego 7(g) = M(g)I. Luego si v € H, entonces < v >, el espacio generado por el vector v es
m-invariante. Luego H = < v >. O

Notemos que si (7, H) es una representacién de un grupo de Lie abeliano, entonces uno
puede escribir 7(g) = x(g)I para todo g € G, donde

x:G—T

es un homomorfismo continuo y 77 es el toro unidimensional. La aplicacién y es llamada un
caracter de G. En el caso G = R, los caracteres vienen dados por y,(z) = >, donde y € R.

Otro aspecto interesante de las representaciones es que a partir de dos de ellas podemos
construir otras nuevas.

Construccién de nuevas representaciones:
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1. Suma directa de dos representaciones: dadas (7, H1) v (p, H2) dos representaciones de
G, entonces (71 @ p, H1 ® Hs) se define como 7 & p(g)(v & w) = w(g)(v) B p(g)(w). Si
(m,H1) y (p, Ha) son unitarias entonces (7 @ p, H1 & Hs) también lo es.

2. Producto tensorial de dos representaciones: dadas (7, H1) y (p, H2) dos representacio-
nes de G, definimos (7 ® p, H1 ® Hs) como 7 ® p(g)(v ® w) = 7(g)(v) ® p(g)(w). Si
(m,H1) v (p, Ha) son representaciones unitarias, entonces (7 ® p, Hy ® Hy) también lo
es.

3. Representaciéon dual: dada (7, H) una representaciéon de G definimos H* el espacio
dual de H. Notemos que ‘H* se identifica con H via el Teorema de Riesz. Definimos la

representacion dual (7', H*) de (w,H) por (7'(¢9)T)(v) = T(n(g)(v)). Si (w,H) es una
representacion unitaria e irreducible, entonces (7', H*) también lo es.

Las siguiente propiedad relaciona representaciones complejas y reales, y serd de utilidad
para los capitulos que siguen.

Sea H un C-espacio de Hilbert y sea (7, H) una representacién de un grupo de Lie G. Si
H = Hgr ®r C, decimos que Hg es una forma real de H. Si ademdas Hg es 7(G)-invariante,
decimos que 7w es una representacion real. Si 7 es una representacion real escribimos

7T:7TR®]R(C

donde mg = m,_. En este caso, decimos que (m,H) es la complexificacién de (g, Hgr), y
tenemos el siguiente resultado.

Lema 1.4.11. Sea H un espacio de Hilbert complejo y (w,H) una representacion de un
grupo de Lie G. Entonces (m,H) es irreducible si y sdlo si (mr, H) es irreducible.

1.4.1. Representacién de L!(G)

Sea GG un grupo de Lie unimodular. Denotamos por dg su medida de Haar.

Consideremos (7, H) una representacion unitaria de un grupo localmente compacto G y
f € C.(G). Dados v, w € H la integral

| 1@t
es finita y se cumple que
| [ o) ata)o.wddg| < 1 A\lolfu
G
Luego existe 7(f) € End(H) tal que ||7(f)|| < ||f|l1 ¥y

wuww%aéﬂmW@uw@ vweH. (19)
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También denotamos a m(f) por f(m).

Definicién 1.4.12. Sea G un grupo de Lie. Una representacion (7, H) se dice no degenerada
si el inico vector v € H que satisface 7(g)v = 0 para todo g € G es el vector v = 0.

Teorema 1.4.13. Una representacion unitaria (7, H) de un grupo de Lie G induce, mediante
la ecuacion ([1.9), una representacion de L*(G) sobre B(H) no degenerada. Reciprocamente,
dada una representacién no degenerada de L'(G) en B(H) existe una tnica representacion

unitaria de G que satisface la ecuacion ((1.9)).
Un resultado importante es el siguiente:

Teorema 1.4.14. Sea G un grupo de Lie. La representacion (w,H) es una representacion
irreducible de G si y solo si la representacion (w,B(H)) definida por (1.9) es una represen-
tacion irreducible de L'(G).

1.4.2. Representaciones de grupos de Lie compactos

Consideremos ahora K un grupo de Lie compacto y sea dk su medida de Haar nor-
malizada, esto es, que dk satisface [ xdk = 1. Si (m,H) es una representacién de K de
dimensién finita, entonces existe un producto interno definido sobre H con el cual (7, H) es
una representacioén unitaria.

En efecto, sea (m,H) una representacién del grupo K y sea (-,-) un producto interno
definido sobre H. Definimos

(u,v) := /K<7r(k)u,7r(k)v>dk, para u,v € H

Se puede ver que (-, -) resulta un producto interno y que (7, ) es una representacién unitaria
sobre K respecto a este producto interno.

Existen dos resultados muy importantes en la teoria de representaciones de grupos com-
pactos, que los enunciaremos en los siguientes teoremas.

Teorema 1.4.15. Sea K un grupo de Lie compacto y sea (w, H) una representacion unitaria
e irreducible de K. Entonces valen las siguientes afirmaciones.

1. (m,H) es finitamente dimensional.

2. La representacion (w,H) es equivalente a una sub-representacion de la representacion
reqular a izquierda (L, L*(K)).

Nota. Como las representaciones sobre un grupo compacto son finitamente dimensionales,
usaremos la notacién (7, V') para representaciones de grupos de Lie compactos.

Definicién 1.4.16. Una representacién (m, V') de K se dice completamente reducible si es
equivalente a (®;m;, ®;V;) donde (m;, V;) es una representacién irreducible de K.
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Teorema 1.4.17. Toda representacion unitaria de un grupo de Lie K compacto es comple-
tamente reducible.

Definicién 1.4.18. Dada (7, V') una representacién de dimensién finita de un grupo de Lie
G. Sean v,w € V fijos, llamaremos entrada matricial e.(v,w) a la aplicacién

g — (m(g)v, w),

donde (-,-) es un producto interno definido sobre V' que hace unitaria a la representacion

(m, V).

Es sabido que e, (v, w) es una aplicacién C*. Luego, si K es un grupo de Lie compacto
entonces e, (v, w) € LP(K) para todo p > 1.

Veamos cémo la accién regular a izquierda (L, L?(K)) y la accién regular a derecha
(R, L*(K)) acttian sobre los coeficientes matriciales.

LyRyer(u,0)(k) = Alg)Zes(u,v)(g " kg)
= A(9’>%<W(9‘1k9’)u7v>v
— A2 r(K)(g Y, w(g)o)v
— A(g)Zex(m(g)u, 7(g)v) (k).

En particular tenemos el siguiente lema.

Lema 1.4.19. Sea K un grupo de Lie compacto y (m,V') una representacion unitaria de
K. Si'V # 0, entonces existen v € V no nulo y un operador de entrelazamiento inyectivo
T :V < L*(K) dependiendo de v que entrelaza las representaciones (m,V) y (L, L*(K)).
Este operador T viene dado por

u— eq(v,u).

Sea K un grupo de Lie compacto y (m, V) una representacion unitaria e irreducible
de K. Denotamos por M, la clausura del espacio generado por las entradas matriciales
{ex(u,v) }uvev respecto de la topologia L?(K). Entonces M, es un ideal cerrado en el dlgebra
de convolucién L*(K).

Ademsds tenemos el siguiente resultado que utilizaremos en la demostracién del Teorema

11.4. 151

Proposicién 1.4.20. Sea K un grupo de Lie compacto y (w, V') una representacion unitaria
e irreducible de K. Entonces M, contiene un elemento central de L*(K).

Ahora si podemos dar la demostracion del Teorema [1.4.15]

Demostracion. (del Teorema|l.4.15)) Ya vimos que podemos realizar la representacién (7, V)
como una sub-representacién de la representacién regular a izquierda (L, L*(K)).
Sea 0 # h € M, un elemento central de L?(K). Entonces:

m(f)m(h) = m(h)7(f)
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para toda funcién f en C'(K), ya que L(f)L(h) = L(h)L(f) para toda f € C(K). Como 7 es
una representacion irreducible, por Lema de Schur, 7w(h) = A(h)I donde A(h) es un escalar
no nulo, pues L(h) # 0. Por otra parte, notemos que L(h)(¢) = h* ¢, por lo que el operador
L(h) es un operador compacto (resulta ser un operador definido por la integral contra un
nicleo). Luego 7(h) también es un operador compacto dado por un miltiplo no nulo del
operador identidad. Luego, el espacio V' debe ser finitamente dimensional. O

Del Teorema [1.4.15|y del Lema [1.4.7] se deduce la demostracién del Teorema |1.4.17]

El Teorema de ortogonalidad de Schur da una relacion entre las entradas matriciales
de representaciones unitarias e irreducibles de K. Sean (m, V'), (', W) dos representaciones
irreducibles de un grupo de Lie compacto K. Si m y #’ no son equivalentes, entonces todos
los coeficientes matriciales de 7 son ortogonales a todos los coeficientes matriciales de 7’.
Concretamente el teorema dice lo siguiente.

Teorema 1.4.21. (Teorema de Ortogonalidad de Schur) Sea K un grupo de Lie compacto y
(7, V) una representacion unitaria e irreducible de K. Denotamos por deg(w) a la dimension
de V. Siw,w’ son representaciones no equivalentes de K, f € My, f' € M./, entonces

fxf'=0 y fLf enL*K).

Si u,v,u’,v" €V entonces

ex(u,v) x e (u',v') = m@/,@ew(u, V'),

(ex(u,v), ex(u',v")) 20y = ﬁ(w)(u, u') (v, v').

Definicién 1.4.22. Sea (7w, V) una representacién finitamente dimensional de un grupo de
Lie G. Entonces su caracter es x, = tr(m(g)) = >_.(m(g)v;,v;) donde {v;} es una base
ortonormal de V.

Sea K un grupo de Lie compacto, (7, V), (7, V') dos representaciones irreducibles de K
Y Xxs X Sus correspondientes caracteres. Entonces valen las siguientes afirmaciones.

e Si 7w~ 7' entonces yr = Xn-
® Xrgn = Xr T+ Xa'-
® Xr@n! = XaXn!-

hd <X7r>X7r’>L2(K) =0simw 7T,7 y <X7r>X7r’>L2(K) =1lsim~n

X * [ = f * X» para toda f € L*(K).

f—=fx ﬁ(w)xw es la proyeccién ortogonal de L?(K) en el ideal cerrado M.
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Supongamos que (7, V') es una representacion unitaria de un grupo de Lie compacto K
y que (p, W), (o, W;) son representaciones irreducibles de K. Sea

T=np@Do D---Dop

la descomposicién en componentes irreducibles de (7, V') (donde np = p @ - - - & p n-veces, y
p »~ o; para todo 7). Luego

V=We---oWeW, & - &W,.

Sea T : V — W un operador de entrelazamiento entre 7 y p, el Lema de Schur implica que
Ty, o..ow, = 0. Luego Homg(m,p) = Homg(np,p). Por otro lado, T, es un miltiplo de
la identidad, y por lo tanto dim(Homg(m, p)) = dim(Homg(np, p)) = n. Esta observacion
motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.4.23. Dadas (7,V;) y (0,V,) dos representaciones de un grupo de Lie G,
definimos [ : ¢ := dim(Homg(m, o)) la multiplicidad de o en .

Lema 1.4.24. Sea K un grupo de Lie compacto. Entonces
T~ Z[ﬂ' : 0],

donde la multiplicidad |7 : 0] satisface

(72 0] = (Xns X0) L2(56)-

Dado K C @G, se dice que (7, V) se descompone libre de multiplicidad respecto a K si
(7, : 0] <1 para toda (o, V,) representacién irreducible de K.

Proposicién 1.4.25. Dada (7, V;) una representacion de un grupo de Lie compacto K,
existe una descomposicion bien definida Vy = Y _» Vi), la cual es una suma directa orto-
gonal de subespacios cerradas m(K)-invariantes, tal que la sub-representacion de m en Vi,
es [m: olo. El dlgebra A, es L®-suma directa de los ideales cerrados Afriolo-

El espacio V(4 es llamado el subespacio primario de V;, y las representaciones [ : o]o
son llamadas las sub-representaciones primarias de m. La representacion m es llamada una
representacion primaria si m es igual a una de sus sub-representaciones primarias.

Proposicién 1.4.26. Sea (7,V) una representacion unitaria de K grupo de Lie compacto.
Entonces m es libre de multiplicidad si y solo si A, es un dlgebra conmutativa.

El resultado mas importante para grupos de Lie compactos es el Teorema de Peter-
Weyl, que nos permite descomponer una representacién (m, V') en componentes irreducibles
invariantes por traslaciones.
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Teorema 1.4.27. (Teorema de Peter-Weyl) Sea K un grupo de Lie compacto. Luego valen
las siguientes sentencias.

1. El dlgebra L*(K) =Y deg(m) M, donde la suma es una suma ortogonal de ideales
bilateros.

2. Sea {v1, - ,Vaeg(x)} una base ortonormal de V. Definimos los coeficientes
h/ﬂ-vivj = deg(ﬂ)eﬂ(v'L? Uj)'
Entonces {hmi’vj}ij-g:(? es una base ortonormal de My y hgij* hypig =051 huiy.

3. El grupo G x G con el producto coordenada a coordenada actiia en L*(K) por

((g1,92) - ) (k) = f(g1 ' kga).

Esta resulta una representacion unitaria libre de multiplicidad de L*(K), donde M,
son los espacios tnvariantes minimales y la sub-representacion de M, es el producto
tensorial m @ .

4. El centro de L*(K) es el subespacio cerrado generado por los caracteres de L*(K), y
el conjunto de caracteres {Xx=} g €s un conjunto ortonormal completo en el centro de

L*(K).
Corolario 1.4.28. Sean Ky, Ky grupos de Lie compactos. Entonces
K;<\K2 ={mmy:m € f/(\l,ﬂ'g € [/(\2}
La consecuencia méas importante del Teorema de Peter-Weyl es la férmula de Plancherel

Teorema 1.4.29. (Férmula de Plancherel para grupos compactos) Sea K un grupo de Lie
compacto. Entonces valen las siguientes:

1. Si f, f' € L*(K) entonces Y _w(n(f),n(f))us converge absolutamente y

(e = Y (@ (f), 7 (f)) s deg(r),

71'6[?

donde ||T||ns = (32, |<Tei,ej)|2)% con T : H — H operador sobre un espacio de
Hilbert H y {e;} base ortonormal de H. En particular, si f € L*(K) entonces

111200 = S 1w (P)lls deg(m).

WEK

2. Si f = fixfo con fi, f € L*(K), k € K, entonces Y __ptr(m(R(k)f)) deg(m) converge
absolutamente y

= " tr(n(R(K))) deg(r). (1.10)

Wel?
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Ejemplo 1.4.30. Consideremos el grupo U(1) := {e¢? : 0 < § < 27}, donde usamos la
identificacion de escalares con matrices de tamano 1 x 1. Se puede ver que

E(T):{Wn:nEZ},

donde ,(e"?) = e™. Las funciones sobre U(1) se pueden identificar como funciones f(6)
2m-periddicas. De la férmula de Plancherel (1.10) se deduce que

F0) =Y ™, donde ¢, = / " f(d)e ™ dg (1.11)
0

neE”L

para ciertas funciones f. Es claro que la férmula (|1.11]) coincide con la expansion en series
de Fourier. Esta féormula se obtiene para funciones continuas de U(1), y se extiende por

densidad a funciones de L*(U(1)).

Dado G grupo de Lie compacto, K C G queremos saber que relacion existe entre las
representaciones de ambos grupos. Es facil obtener una representacion de K a partir de una
representacion (m, W) de G via la restriccién de la funcién 7 a K, obteniendo la representa-
cion restringida.

Para obtener una representacién de G a partir de una representacién (o, V') de K defini-
mos el espacio vectorial

C(G, V) :={f:G — V continua | f(zk) = o (k™) f(z)}.

La representacién regular a izquierda L preserva el espacio C(G, V)7 y (L,C(G,V)?) define
una representacion de G' que llamamos la representacion inducida, la cual es denotada por
Ind% (o).

La relacion entre la representacion inducida y la restringida viene dada por el Teorema
de reciprocidad de Frobenius.

Teorema 1.4.31. (Teorema de reciprocidad de Frobenius) Sea K C G grupos de Lie com-
pactos. Sean (m, V), (o, W) representaciones de G y K respectivamente, se tiene que:

(1) EndG(V, Cg(‘/, W)U) ~ EndK(V, W)
(2) Undg (o) : 7] = [m < 0].

1.4.3. Representaciones de cuadrado integrable

Finalmente definimos representaciones de cuadrado integrable. En el caso en que G es un
grupo de Lie compacto, sabemos que las entradas matriciales son de cuadrado integrable, es
decir, pertenecen a L?(G).

Cuando quitamos la hipdtesis de compacidad, ese hecho no necesariamente se cumple. En
particular, en este trabajo apareceran grupos de Lie como los definidos en los Ejemplos
y . Estos grupos tienen la particularidad de poder escribirse de la forma G = G’ x Z,
donde Z es el centro de G y G’ es el grupo de Lie simplemente conexo asociado al dlgebra
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g, g]. Este hecho se debe a que son grupos de Lie conexos y simplemente conexos asociados
a algebras que se descomponen como g = ¢’ @ ¢, donde ¢’ = [g, g].

Si consideramos (7, 1) una representacién de G, y si a un elemento g € G lo escribimos
como g = ¢’z con g € G'y z € Z, entonces w(g) = 7(¢')w(z). Por otra parte, sabemos que
como Z es abeliano, ), es un caracter de GG, que denotaremos por ¢. Entonces,

CZG—>T1,

y por lo tanto, .
((2) =T, para algtiin x € ¢".

Por lo tanto las entradas matriciales asociadas a la representacion (m,H) tienen un factor
¢™(#) por lo cual no pertenecen a L?(G). Sin embargo, podemos preguntarnos cuando las
entradas matriciales asociadas a una representaciéon (m, H) pertenecen a L*(G/Z).

Definicién 1.4.32. Sea (7, H) es una representacién unitaria e irreducible de G, donde G
es un grupo topoldgico localmente compacto unimodular con centro Z. Decimos que G es
de cuadrado integrable si existen u,v € H tal que

/ (g}, ) Pdp(g) < oo (1.12)
G/Z

donde p es una medida G-invariante definida sobre G//Z.

Esta féormula requiere alguna explicacién. Dado h € Z, por la irreducibilidad de (7, H),
w(h) = A(m)(h)1, donde A(7) es un homomorfismo continuo de Z sobre el circulo unitario
Ty. Se sigue que (w(gh)u,v) = X(m)(h)(m(g)u,v), y entonces el integrando de ([1.12) es una
funcién de G invariante bajo traslacién por elementos de Z, es decir, una funcién de G/Z.

Entonces tenemos el siguiente resultado, que es una generalizacién del Teorema de orto-
gonalidad de Schur en el caso compacto.

Teorema 1.4.33. Sea G un grupo de Lie y (w,H) una representacion unitaria de G de
cuadrado integrable. Entonces existe d(m) € R tal que para todo u,u’,v,v" € H se cumple

/G (m(g)v, u)(m(g)v',u') dg = d(m) (v, v'){u, '),

El nimero d(m) es llamado el grado formal de la representacion (mw, H).






Capitulo 2

Analisis arménico en pares de Gelfand

En este capitulo introduciremos la definicion de par de Gelfand. También veremos la
relacion existente entre funciones esféricas de tipo positivo asociadas a pares de Gelfand y
clases de equivalencias de representaciones unitarias e irreducibles. De algunos resultados
daremos sus pruebas, y a modo de motivacion daremos varios ejemplos de pares de Gelfand
y de cémo hallar las correspondientes funciones esféricas.

En el capitulo anterior vimos en el Teorema de Peter-Weyl, que si G es un grupo de Lie
compacto, L*(G) = &, _gdeg(m) M, donde cada M, es un subespacio invariante e irreducible
por la representacion regular a izquierda. Mas aun, vimos que el centro del algebra de con-
volucién L?(G) estd generado por los caracteres de L?(G), y dado un caracter, la proyeccién
sobre su subespacio generado viene dada por la convolucién contra el caracter. El objetivo
de este capitulo es sintetizar todos los resultados de [31] que generalizan esta idea para el
caso (G no compacto, pero con un ingrediente extra: el espacio de funciones que vamos a des-
componer, ademds de ser conmutativo respecto de la convolucién, es K-bi-invariante, donde
K es un subgrupo compacto de Aut(G) (en el caso compacto podemos pensar que K estd
conformado por el elemento identidad).

El resultado central de este capitulo sera el siguiente: dado un par de Gelfand, el espacio
de funciones de G K-bi-invariantes L?(G)¥ es la integral directa de ciertos espacios, los
cuales vienen generados por la convolucién contra una funcién esférica. En este caso, las
funciones esféricas cumplen el rol de los caracteres para grupos compactos.

Finalmente, buscaremos generalizar esta idea para el espacio de funciones K-invariantes
a izquierda L*(G/K).

2.1. Funciones de tipo positivo

Las funciones que estudiaremos a continuacion se llaman funciones de tipo positivo. La
importancia de estas funciones radica en que, aquellas que son continuas, estan en corres-
pondencia biunivoca con las entradas matriciales de representaciones unitarias; mas ain,
las funciones de tipo positivo que definiremos como elementales estan en correspondencia
biunivoca con clases de equivalencias de representaciones unitarias e irreducibles.

29
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De ahora en més G serd un grupo de Lie con medida de Haar dg.

Definicién 2.1.1. Decimos que una funcion ¢ : G — C es de tipo positivo si es medible,
¢ € L, .(G) y para toda f € C.(G) se satisface

loc

é(g~"h) f(9) f(h) dgdh >0,
GxG

donde la integracién es respecto de la medida de Haar de G.

Dada ¢ una funcién de tipo positivo, fi, fo € C.(G) definimos
(f1, fa)o = ¢(g7 ) f1(g) fa(R) dg dh. (2.1)
GxG

La ecuacién (2.1 define una forma sesqui-lineal positiva sobre C.(G). Sea

Ny = {f1 € C(G) : (f1, f2)s = 0 para toda fs}.

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz se sigue que N, es un subespacio lineal de C.(G).
Podemos inducir un producto escalar genuino sobre C.(G)/Ny. Sea H, la completacién de
C.(G) /Ny con respecto al producto interno (-, ).

Observemos que (L, Hy) es una representacién unitaria de GG, donde L es la representacion
regular a izquierda L, f(h) = f(g~*h). Es claro que

<Lgf17Lgf2>¢ = <f17f2>¢ para toda fi, fo € C.(G).

Entonces L, se puede extender a un operador unitario sobre Hy. Esta extension resulta
una representacién unitaria de . Para mostrar la continuidad de esta representacion, es
suficiente probar que la aplicacion

gt <L9f17f2>¢

es continua para fi, fo € C.(G). Ademds, es suficiente con mostrar su continuidad en el
punto e. Para ello, notemos que

M%ﬁ—nﬁmwz|Ll}@*mgmm—ﬁWhmwmm

=yLAwM%ﬂm—ﬁWﬁwwMM|
< Nofi= Al [ o] dn).

donde K es un subconjunto compacto de (G, dependiendo del soporte de f; y de fs.

Teorema 2.1.2. Sea ¢ una funcion de tipo positivo y acotada (es decir, ¢ € L™®). Entonces
¢ coincide ppg € G con una funcion continua de tipo positivo.



31 2.1. Funciones de tipo positivo

Incluimos la demostracion de este teorema porque en la prueba aparecen resultados cen-
trales para nuestro trabajo. Para ello primero definamos aproximacion de la identidad.

Definicién 2.1.3. Sea V,, una base de entornos simétricos y compactos de e tal que V,, C
V.11 para todo n natural. Definimos

1

Uy 1= vam

donde m es la medida de Haar de Gy xy;, es la funcién caracteristica de V,,. Entonces {1, }
es una aproximacion de la identidad en el algebra (L'(G), *), es decir que satisface:

e Existe C' > 0 tal que ||¢,]| < C para todo n € N,
e Para cualquier f € LY (G), f* ¢, — f, ¥ * f — f en LY(G) cuando n — +oo0.

Demostracion. (del Teorema [2.1.2)) Elegimos {¢,,} una aproximacién de la identidad. Para
f € C.(G) se tiene

(f,¥n)e — /Gf(g)@ dg cuando n — +oo.

En efecto,

s = [ [ aiTatmiots™ n) dodn

/ / Un(9) £ (n)3(g-Th)dgdh
GJG

/Gwn—@f « d(g9) dg — f*p(e) cuando n — +oo0.

ya que f * ¢ es continua, donde ¢(g) = ¢(g~1). Pero, para f € C.(G) se tiene que

\/f ) dg| < |11 1]l

En efecto,
[{Fsbn)ol* < AFs Fo(n ¥a)s < Il FITZ,

para todo n. Entonces podemos extender el funcional

f e /G £(9)8(g) dg

a un funcional lineal acotado de H,. Por lo tanto existe e € Hy tal que

/f dg para f € C.(G).
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Entonces

(Lp-1f,e€ ¢—/fh 9)6(g) dg,

Uimwzéf@ﬂml

para [ € C.(G). Luego tenemos que

<hﬁw=LUMMMHEWl

para toda fi, fo € C.(G). Ambos lados de la tultima igualdad son continuos en fi, por lo
tanto la igualdad anterior se cumple para toda f; € Hy y fo € C.(G). En particular,

(€, fa)g = /G<€’ L€)ofo(h) dh = (fz, €}

:‘mezmmh

para todo f» € C.(G). Podemos concluir que ¢(h) = (€, Lye)y pph. El lado derecho de la
ultima igualdad se corresponde con una funcién continua de tipo positivo. O

Observacion 2.1.4. De la demostracion del teorema anterior podemos deducir las siguientes
aseveraciones:

1. Una funcién continua de tipo positivo acotada ¢ es de la forma ¢(g) = (¢, 7(g)e) para
toda g € G, donde (7, H) es una representaciéon unitaria de G, € € H.

2. El vector € € Hy es ciclico: si (f, Lye)s = 0 para todo h € G entonces f = 0.

3. Dada una representacién unitaria (7, H) de G y € € H, la funcién ¢(g) := (e, m(g)€) es
una funcion continua de tipo positivo. En efecto,

Lélj@ﬁﬂﬁﬂg%wdmhzq//f w(g)e, n(h)e) dgdh

[l (f)ell* >0

para toda f € C.(G).

4. Sea (m,’H) es una representacién unitaria de G con un vector ciclico v. Consideremos
la funcién continua de tipo positivo ¢(g) = (v, 7(g)v)y, g € G. Entonces (7, H) es
unitariamente equivalente a (L, Hy), esto es, existe A : H — Hy operador de entre-
lazamiento unitario que manda v en €, donde € es un vector ciclico de H, tal que

¢(g> = <€7 Lg€>H¢-
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5. Una funcién continua de tipo positivo es también de tipo positivo en el siguiente sentido:
dado n natural, una n-upla (g1, -+ ,9,) € Gy a1, ,a, € C se tiene que

> (g ') > 0.

ij=1
La reciproca es también cierta.

Lema 2.1.5. Sea ¢ una funcion continua de tipo positivo. Entonces

(a) ¢(e) 20,

(b) ¢ = ¢ donde ¢*(9) = $(g7"),

(c) |6(g)] < o(e) para toda x € G.

En particular, una funcion continua de tipo positivo es siempre acotada por ¢(e).

Sea (X, ||-]|) un espacio normado complejo con espacio dual X*. La topologia débil sobre
X, denotada por o (X, X*), es la topologia més débil que hace continuos a los funcionales de la
forma x — (x,x*), para todo x* € X* (donde (x,x*) = x*(x)). Provisto con esta topologia, X
es un espacio vectorial topolégico. Una sucesién {x,} de elementos en X converge débilmente
ax e X silimy, (x,,x") = (x,x").

La topologia dada por la norma || - || es mds fuerte que la topologia débil, entonces un
subespacio lineal de X débilmente cerrado es fuertemente cerrado. Ademas se puede probar
que un subespacio lineal fuertemente cerrado en X es también débilmente cerrado.

Dotemos a X* con la topologia débil o(X*, X). Esta topologia es la mas débil que hacen
a las formas x* — (x,x*) continuas, con x* € X* x € X. Notemos la diferencia entre la
definicién de o (X, X*) y o(X*, X). Si X es reflexivo ambas definiciones coinciden.

Sea Py el conjunto de todas las funciones ¢ continuas de tipo positivo definidas sobre GG
que satisfacen ¢(e) < 1. Identificamos Py con el subconjunto de L*°(G) de funciones de tipo
positivo tal que ||f||o < 1. Claramente Py es débilmente cerrado, es decir, cerrado con la
topologia o (L', L>).

Teorema 2.1.6 (Teorema de Alaoglu). Dado X un espacio vectorial normado la bola uni-
taria S* = {x* : ||x*|| < 1} es débilmente compacta en X* con la topologia débil o(X*, X).

Como Py es débilmente cerrado, por Teorema de Alaoglu, Py es débilmente compacto.
Luego debido al Teorema de Kreim-Milman, Py es un subconjunto compacto y convexo del
espacio L®(@), el cual es localmente convexo con la topologia débil o(L', L>°). Luego Py es
la clausura de la capsula convexa de sus puntos extremales.

El siguiente lema caracteriza el conjunto de funciones de tipo positivo extremales.

Lema 2.1.7. Los puntos extremales de Py se clasifican en:

1. La funcion cero,
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2. Las funciones ¢ € Py con ¢(e) =1, ¢ continuas que satisfacen la condicion:

S1 ¢ = @1+ P con 1, P2 € Py, entonces eziste A > 0 tal que ¢1 = Ap, ¢pg = (1 — ).
Las funciones de tipo (2) son llamadas funciones de tipo positivo elementales o extremales.

Recordemos que las funciones de tipo positivo continuas vienen dadas por entradas ma-
triciales asociadas a representaciones unitarias. El siguiente teorema caracteriza las funciones
de tipo positivo elementales mediante representaciones irreducibles.

Teorema 2.1.8. Sea ¢ una funcion de tipo positivo continua definida sobre G tal que
¢(e) = 1. Entonces, la funcion ¢ es elemental si y sdlo si la representacion unitaria asociada
de G en H, es irreducible.

Demostracion. Sea ¢ una funcién de tipo positivo elemental con ¢(e) = 1y sea (L, Hy) la
representacion construida anteriormente. Entonces ¢(g) = (€, Ly€),, donde g € G y € es un
vector ciclico con ||el|, = 1.

Veremos que (L, Hy) es una representacion irreducible. Sea P una proyeccién ortogonal
sobre un subespacio cerrado {0} C W de H,, tal que P conmuta con L, para todo g € G,
entonces

P(g) = (€, Lg€)y = (Pe,Ly€)p+ (€ — Pe, Lye)y
= (Pe, Ly€e)y + (e — Pe, Ly(e — Pe)),
= (Pe,LyPe)y+ (I — P)e, Ly(I — Pe)y
= ¢1+ ¢,

donde ¢y = (Pe, LyPe)y vy ¢p2 = (I — P)e, L,(I — P)e), son funciones de tipo positivo con
Pe y (I — P)e vectores ciclicos en W y en W+ respectivamente.

Como € vector ciclico, {0} € W y ¢1,¢2 € Py, entonces (Pe, Lye)y = A, Lye)y para
algin A > 0 y para todo g € G, y por lo tanto Pe = Xe. Como € es un vector ciclico, y L,
conmuta con P para todo g, P = Al. Como {0} C W, X # 0 y por lo tanto W = H,. Esto
prueba la irreducibilidad de (L, Hy).

Ahora, consideremos ¢ una funcién continua de tipo positivo tal que ¢(e) = 1, y sea
(L, Hy) irreducible. Supongamos que ¢ = ¢ + ¢o, para algunas ¢q, 92 € Py. Es claro que

(f, Ny < {f, e para toda f € C.(G). Como
|<f17f2>¢1|2 S <f17f1>¢<f27f2>¢ para f17f2 € CC(G)a

se sigue que (f1, f2)s, define una forma sesqui-lineal acotada sobre H,. Luego, existe un
operador autoadjunto A € End(H,) tal que

(f1, f2) 6 = (Af1s f2)os
para toda fi, fo € C.(G), entonces
(ALg fr, f2)s = (Lo f1, f2) o = (f1s Lg-1fo)or = (AS1, Lg-1 fo)o = (LgAf1, f2)o

para todo g € G. Luego, por Lema de Schur tenemos que A = AI para algin A > 0.
Consecuentemente, (f1, f2)s, = A(f1, f2)s Para toda fi, fo € C.(G), y entonces ¢; = A¢p. O
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Para finalizar esta seccién caracterizaremos los caracteres de un grupo abeliano G via
funciones de tipo positivo elementales.

Teorema 2.1.9. Sea G un grupo abeliano localmente compacto. Las funciones elementales
de tipo positivo son los caracteres de G.

Demostracion. Sea x un caracter de G, entonces x(e) =1y

/G/Gx(glh)f( dxdy_|/ (g2 >0 fe @),

entonces x es de tipo positivo, y es facil ver que H, es unidimensional. Luego (L, H,)
es irreducible. Reciprocamente, sea ¢ una funcion de tipo positivo elemental. Entonces el
espacio H, es unidimensional, L, = x(g)I, donde x es un caracter unitario de G. Mas an,

o(g) = (e, Lye)y = x(g) para toda g € G, ya que ||¢e||, = 1. O

2.2. Pares de Gelfand

Sea G un grupo de Lie unimodular con medida de Haar dg, y sea K un subgrupo com-
pacto de G con medida de Haar normalizada dk. Denotamos al espacio de funciones K-bi-
invariantes de soporte compacto por

CH(G) = {f € C(G) : fkighs) = f(g) ¥ k1, ks € KV g € G},
y al espacio de funciones K-bi-invariantes integrables por
LYG)E ={f € LNG) : f(kigks) = f(g) ¥V k1, ko € K,V g € G}.

Los espacios CX(G) y L*(G)¥ son subélgebras del dlgebra de convolucién (L'(G), ).
Definimos la proyeccién
P:C.(G) = CK(@)

//fk:gk: )k dF'.

Definicién 2.2.1. El par (G, K) se dice que es un par de Gelfand si el dlgebra de convolucién
LY(G)X es conmutativa.

El ejemplo més simple de par de Gelfand es con G un grupo conmutativo y K = {e}.

Observacion 2.2.2.

e Por proposicion (|1.3.9)), el par (G, K) es de Gelfand si y sélo si para todo g¢,¢" € G se
tiene que KgK K¢ K = K¢'K KgK (multiplicacién de conjuntos).

Observacion 2.2.3. En el caso en que G sea un producto semidirecto de la forma G = K x N
con K subgrupo compacto de Aut(N), el espacio L'(G)¥ se identifica con

Li(N) = {f € L'(N) : f(kn) = f(n) Yk € K},
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donde kn denota la accién de K sobre N. En efecto, sean 1 y e los elementos neutros de K
y N respectivamente, y sea f € L'(G)¥,

(k,n) = (1,n)(k,e), entonces
f(k7n) = f((lan)(k’ 6)) = f(lvn)'

Luego f es una funcién que depende sélo de la variable n, y la podemos identificar con la
funcién fo(n) := f(1,n). Por otra parte,

Jolkn) = f(1,kn) = f(k,kn) = f((k,e)(1,n)) = f(1,n) = fo(n),

luego fo(n) = fo(kn), entonces fy es una funcién definida sobre N invariante a izquierda por
K.

Por lo tanto, podemos identificar a f € L*(G)¥ con una funcién de L (N). La reciproca
también es cierta.

Concluimos que el par (K x N, K) es un par de Gelfand si y sélo si el espacio LL(N)
es un algebra conmutativa con el producto dado por la convolucién. En tal caso, al par de
Gelfand (K x N, K) lo denotaremos por (K, N).

Ejemplo 2.2.4. (U(n) x R* U(n)) es un par de Gelfand. En efecto, las funciones U(n)-bi-
invariantes definidas sobre R?" se identifican con las funciones U(n)-invariantes sobre C", es
decir con las funciones radiales o funciones definidas sobre S*. Como L'(S') es un algebra
conmutativa con el producto dado por la convolucién, el par (U(n), R?") es de Gelfand.

Ejemplo 2.2.5. Consideremos en R" el producto escalar usual

(,9) = T1y1 + -+ - TnYn, (2.2)

donde (z1,-+-,21), y = (Y1, -+ ,Yn). Consideremos un subgrupo del grupo O(n) x R™ de
movimientos Euclideos de R™ (o grupo de movimientos rigidos) dado por el producto semidi-
recto G = K x R", donde K = SO(n). Los elementos de G pueden escribirse como g = (k, a)
con k € K, a € R". Este par puede ser visto como el producto de una rotacién k y una
traslacion por a, que operan sobre R como

g-xr=kr+a, xeR"
Luego el producto en G viene dado por
(k,a)(K',d') = (kK kd' + a).

Las funciones sobre G' que son K-bi-invariantes pueden identificarse con funciones f sobre
R™ que satisfacen
f(kx) = f(z), z€R", keK,

donde kx es el producto matriz vector entre k y x. Estas funciones son llamadas funciones
radiales, y el producto de convolucién de estas funciones se corresponde con el producto de
convolucién en R™. Luego CX (@) es un édlgebra de convolucién conmutativa, y por lo tanto
(K,R") es un par de Gelfand.
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Proposicién 2.2.6. Sea (G, K) un par de Gelfand. Entonces G es unimodular.

Ademas existe un criterio muy ttil para saber cuando un par (G, K) es de Gelfand. Para
ello primero definimos involucién.

Definicién 2.2.7. Un automorfismo involutivo de G es un automorfismos 6 tal que 6% = 1.

Proposicion 2.2.8. Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto de G. Asumamos
que existe un automorfismo involutivo continuo 0 de G tal que

0(g) € Kg 'K
para todo g € G. Entonces (G, K) es un par de Gelfand.

Ejemplo 2.2.9. En este ejemplo probaremos con el criterio del par de Gelfand que el par
(K,R™) del Ejemplo es un par de Gelfand. Recordemos que el producto en G viene
dado por

(k,a)(K',a") = (kk', ka' + a).

Claramente (k,a) = (k,0)(1,a). Definimos el mapa 6 por
0(k,a) = (k,—a).
Entonces 6 es un automorfismo involutivo continuo de G y
0(k,a) = 0((k,0)(1,a)) = (k,0)(1, —a) = (k,0)(k,a) *(k,0).
Luego 0(g) € Kg 'K para toda g € G, y (K,R") es un par de Gelfand.

Ejemplo 2.2.10. Para m > 2, sea G = SO(m), el grupo ortogonal especial real de la forma
cuadratica . Este grupo actia transitivamente en la esfera S™~! C R™, y el estabilizador
del punto e; = (1,0,---,1) es isomorfo a K = SO(m — 1).

Sea x = (11, ,2,,) = ge; un elemento de S™~!. Claramente podemos encontrar k € K
tal que kx = (z1,0,-+-,0,y) con y? = 22+ --- +22. Sea A el subgrupo de G consistente de
las matrices de la forma

cos () 0  sen(0)
0 Lo 0 0<0<2m.
—sen(d) 0  cos(0)

Aqui I, es la matriz identidad de tamano (m — 2) x (m — 2) y 0 denota la matriz de
entradas nulas de tamano correspondiente.

Luego existe a € A tal que a(xy,0,---,0,y) = e;. Por lo tanto ge; = k7 *(a"te;), o
g = k7 'a=!l para algin | € K. En otras palabras, G = KAK.

Definimos la involucién o por

o(g)=JgJ, geG,
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donde J es la matriz diagonal

-1 0 0
0 1 0
0 O 1

Claramente o deja a G invariante, y luego también a K, y ademéas o(a) = a~! para todo
a € A. Por lo tanto, o(g) € Kg~ 'K para todo g € Gy (G, K) es un par de Gelfand.

2.3. Funciones Esféricas asociadas a pares de Gelfand

A continuacion definiremos las funciones esféricas. Su importancia radica en que estas
funciones generalizan la nociéon de caracteres en los grupos compactos o abelianos a pares
de Gelfand (G, K), descomponiendo el espacio L*(G)X.

Definicién 2.3.1. Dado (G, K) un par de Gelfand se dice que @ : G — C es una funcion
esférica si es una funcién continua, K-bi-invariante tal que la aplicacién

wlh) = [ St dy
es un homomorfismo de algebras, es decir,

Xo(f *9) = xa(f)xa(9) V f.9 € CK(G).
Ejemplo 2.3.2. Si G =R y K = {e}, las funciones esféricas son los mapas exponenciales
p(x) =™, NeR.

Las funciones esféricas cumplen la siguiente propiedad llamada propiedad exponencial.
En mucha bibliografia las funciones esféricas se definen por ser las funciones que satisfacen
la propiedad exponencial.

Proposicion 2.3.3. Sea ¢ una funcion continua definida sobre G, K-bi-invariante tal que
¢ # 0. Entonces ¢ es esférica si y solo si para todo g, h € G se satisface

/K o(gkh)dk = o(g)b(h).

donde dk es la medida de Haar definida sobre K. En particular, ¢(e) = 1.

Proposicién 2.3.4. Sea & € CK(G). Entonces @ es una funcidn esférica si y sdlo si se
satisfacen las siguientes condiciones:

o P(e) =1.
e Para toda f € CK(Q) existe x(f) € C tal que f*® = x(f)P.
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Ejemplo 2.3.5. En este ejemplo computaremos las funciones esféricas del par de Gelfand
(K,R") con K = SO(n). En el Ejemplo (2.2.5) vimos que (K,R™) es un par de Gelfand.
Denotemos por A el Laplaciano en R,

0? 0?

A2 ... L9
o2 o

Este operador diferencial es invariante bajo la accién del grupo G = K x R", es decir, que
dado g € Gy f € C*(R") se tiene que

A(Lgf) = Lg(Af)a

donde (L,f)(x) = f(g~'z), ya que el Laplaciano es invariante tanto por traslaciones como
por rotaciones. Ademés, si fi, f» son dos funciones de clase C? en R" con soporte de f;
compacto, entonces

A(fl * f2) =Afix fo=fixAfs.

Teorema 2.3.6. Sea ¢ una funcion K-bi-invariante definida sobre G, la cual podemos consi-
derar por lo visto en el Ejemplo (2.2.5)) como una funcion radial definida sobre R™. Entonces
¢ es una funcion esférica si y solo si:

1. ¢ es C,
2. existe un numero complejo X tal que Ap = Ao,

3. $(0) = 1.

Este resultado se puede generalizar para una gran clase de pares de Gelfand considerando
el algebra U(g)X, el dlgebra de operadores diferenciales G-invariantes sobre g e invariantes
a izquierda por la accion de K, en lugar del operador Laplaciano. Dada la relevancia de este
resultado daremos su demostracion en este caso mas simple, y luego enunciaremos el caso
general.

Demostracion. Supongamos primero que ¢ es una funcion esférica. Dada f una funcion radial
y continua de soporte compacto, tenemos que

fxo=x(f)¢, (2.3)
donde
X(f) = | o(=2)f(z)dg
Si en particular consideramos f € C*(R") tal que x(f) # 0, entonces de la ecuacién
se deduce que ¢ € C°(R"). Més aun,

A(f)* ¢ =x(Af)o = x(f)Ag,
entonces
Agp = Ao,

_ x(AaW)
donde \ = NG
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Nota. Observemos que podemos elegir f € C.(G) tal que x(f) # 0. En efecto, si x(f) =0
para toda f € C.(G), entonces y = 0 y por lo tanto ¢ = 0, lo cual no puede ocurrir pues

¢(e) = L.
Reciprocamente, sea ahora ¢ € C*°(R"™), radial y solucién de la ecuacién
Ap = \¢
para algiin A € C. Considerando a ¢ como una funcién de r = ||z|| = \/2? + -+ + 22, ¢ es

una solucién regular de la ecuacién diferencial

d*¢ n—1d¢
T

y por lo tanto se puede ver que la funcién ¢ es un multiplo de la funcién Jy(r) definida por

n 00 )\k r 2k
a(r) = F(?Zm(é)

k=0

= (%) (ﬁr> N Lnz(Vr),

2 2

donde I, es la funcién de Bessel modificada de indice v. Observemos que para diferentes \'s
obtenemos distintas soluciones. Asumamos ademds que ¢(0) = 1. Sea f una funcién radial
sobre R™ continua y de soporte compacto. La funcion ¢ = f % ¢ es también una funcion
radial, de clase C'*° y es solucién de la ecuacion

Ath = \.

Luego existe una constante C' tal que v = C'¢, donde C' depende de f. Luego tenemos que

C=x(f)= [ o(==z)f(x)dr,

R"

entonces
fxo=x(f)o,

y por lo tanto ¢ es una funcion esférica, por proposicion anterior. O

Sea s un nimero complejo y & € R” tal que |[¢|| = 1. La funcién f definida por
fla) = e
es una autofuncion del operador Laplaciano,
Af = sf.

Consideremos la funcién ¢, como la integral de la funcion f,

oa) = [ eednte),
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donde S™! es la esféra unitaria en R™ y o la medida de superficie normalizada sobre S™~!.
La funcién ¢, es radial, C* y satisface

A(bs = 52(2557 (bs(()) = 17

y por lo tanto ¢, es una funcion esférica. Reciprocamente, si ¢ es una funcion esférica entonces
existe s € C tal que ¢ = ¢, v s = ¢_s.

Esté probado en [32] que ¢ es una funcién esférica acotada si y sélo si Re(s) =0, y que
¢s es de tipo positivo si y sélo si Re(s) = 0.

El Ejemplo sugiere que existe una relacion entre pares de Gelfand y operadores
diferenciales invariantes por la accion de GG, en este caso, el operador Laplaciano. Cuando
G es un grupo de Lie, la nocién de par de Gelfand (G, K) puede ser formulada a partir
del dlgebra de operadores diferenciales G-invariantes definidos sobre G/K, y la nocién de
funcion esférica puede ser formulada por ser autofunciones de esta algebra.

Consideremos que G es un grupo de Lie conexo y K un subgrupo de Lie compacto, enton-
ces K es un subgrupo de Lie de G y admite una tunica estructura G-invariante de variedad
diferenciable. Un operador diferencial definido sobre G/K es G-invariante si conmuta con
la accién de G actuando sobre C*°(G/K). El conjunto de todos los operadores diferenciales
G-invariantes en G/K forman un algebra asociativa D(G, K) sobre C. Notemos que el alge-
bra D(G, K) coincide con el dlgebra universal envolvente U(g)™ de operadores diferenciales
G-invariantes e invariantes a izquierda por K.

Existen tres resultados que seran relevantes en nuestro trabajo, expuestos en [35].

Teorema 2.3.7. Sea G un grupo de Lie conezo y K un subgrupo compacto. Entonces (G, K)
es par de Gelfand si y sélo si el dlgebra D(G, K) es conmutativa.

Luego, cuando (G, K) es un par de Gelfand, es razonable referirnos a los autovalores
simultaneos de D(G, K).

Teorema 2.3.8. Sea G' un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto tal que (G, K) es
par de Gelfand y consideremos ¢ una funcion C* y K-bi-invariante. Entonces, la funcion
¢ G — C es esférica para el par (G, K) si y sélo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1) =1,
2. Si D € D(G,K) entonces Do = \(D)¢ para algin A(D) € C.

Notemos que el dlgebra de autovalores simultaneos A : D(G, K) — C es un homomorfismo
de algebras asociativas.

Teorema 2.3.9. Sea G un grupo de Lie conexo y K un subgrupo compacto tal que (G, K)
es par de Gelfand. Sean ¢y, ¢o dos funciones esféricas del par (G, K) con los mismos autova-
lores, es decir, Do = XN(D)¢1 y Doa = N(D)po para todo D € D(G, K). Entonces ¢1 = ¢s.

Sea (G, K) un par de Gelfand. Veamos ahora la relaciéon entre funciones esféricas y
funciones de tipo positivo. Si ¢ es una funcién de tipo positivo y continua sobre GG, tenemos
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asociada una representacién unitaria (m, H) tal que ¢(z) = (€, m(x)e)s donde € es un vector
ciclico. Asumamos que ¢(e) = 1. La representacién m es irreducible si y sélo si ¢ es elemental.
Sea E la funcién caracteristica sobre K. Entonces m(E) := [, m(k)dk : H — M es una
proyeccién ortogonal, y llamamos Hg a su imagen. El espacio Hg coincide con el espacio de
vectores K-fijos, Hyx := {v € H : m(k)v = v}. Entonces tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.3.10. Con la notacion anterior. El vector ciclico € pertenece a Hy si y solo si ¢ es
una funcion K-bi-invariante.

Demostracion. Supongamos que € € Hy. Entonces claramente ¢ es K-bi-invariante. Asu-
mamos ahora que ¢ es K-bi-invariante. Entonces dado g € G,k € K tenemos que

(e,m(9)e) = ¢(9) = ¢(k'g) = (e, m(k)m(g)e) = (m(k)e, m(g)e).
Como € es un vector ciclico, tenemos que m(k)e = € para todo k € K, y luego e € Hg. [

Teorema 2.3.11. Sea ¢ una funcion continua K-bi-invariante de tipo positivo tal que
o(e) = 1. Entonces, ¢ es esférica si y solo si es elemental.

Corolario 2.3.12. Dos funciones esféricas de tipo positivo son iquales si y solo si las repre-
sentaciones unitarias e irreducibles asociadas son equivalentes.

Dada una funcién continua ¢ de tipo positivo, entonces ¢ es esférica si y sélo si ¢ es
K-bi-invariante y elemental. Por lo tanto una funcién ¢ es esférica de tipo positivo si y sélo
si es de la forma

¢(x) = (m(z)e, €)
con m una representacion unitaria irreducible y € un vector ciclico dejado fijo por K.

Ademas, el siguiente resultado relaciona la definicion de par de Gelfand con ciertas pro-
piedades de representaciones unitarias e irreducibles.

Proposicién 2.3.13. El dlgebra CX(G) es conmutativa si y sélo si para toda representacion
unitaria e irreducible (m,H) de G el subespacio Hx es a lo sumo unidimensional.

Entonces, tenemos las siguientes equivalencias de la definicién de par de Gelfand (Criterio

del Par de Gelfand).

(1) (LY(G)X, %) es un 4lgebra conmutativa.

(11) Para toda (7, H) representacion unitaria e irreducible de G' se cumple que [, : 1] < 1.
(111) Para cada (7, ) € G, dim(Hy) < 1.

El siguiente corolario resume la correspondencia existente entre funciones esféricas sobre
G y representaciones de G cuando (G, K) es un par de Gelfand.

Corolario 2.3.14. Sea (G, K) un par de Gelfand. Las funciones esféricas de tipo positivo
de G estdn en correspondencia uno-a-uno con las clases de equivalencias de representaciones
unitarias e irreducibles de G cuyo espacio de vectores K-fijos Hi es no-trivial.
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2.4. Analisis armonico en pares de Gelfand

Denotamos por ¥ al espacio de funciones esféricas de tipo positivo provisto con la topo-
logia (L', L>).

Definimos la transformada de Fourier f de una funcién f € L*(G)¥ como la funcién
definida por

/ f(g Ydg, ¢ex.
Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) f es una funcién continua en ¥ que se anula en el infinito, y |f(¢)| < ||/f]1.

(b) El mapa f +— fes una transformacién lineal.

() (fi * f2) = Jr fo, para todo fi, f» € LY(G)¥

Observacion 2.4.1. La transformada de Fourier en R nos permite desarrollar el analisis
armoénico real. Para grupos no conmutativos, existe una transformada que generaliza la
transformada de Fourier: la transformada de Gelfand. Dado A un algebra de Banach con-
mutativa, definimos

My = {f € A" : f es multiplicativa},

y lo dotamos de la topologia débil. El mapa = — 7 donde Z(f) = f(z) es la transformada
de Gelfand. Si consideramos el algebra A = C.(G)X, entonces la transformada de Gelfand
es una generalizacion de la transformada de Fourier.

Sea V(G)* el espacio de combinaciones complejas de funciones continuas, K-bi-invariantes
de tipo positivo sobre G, y sea V}(G)* = V(G)¥ N LY(G). El siguiente teorema es la férmula
de inversién para funciones K-bi-invariantes.

Teorema 2.4.2. (Formula de inversion) Existe una inica medida positiva v sobre 3 tal que
para toda f € VY(G)* se tiene que

1. feL'(3,v),

= [ o( ¢) dv(¢), geQaq.

Debido a la propiedad exponencial de las funciones esféricas y a (2) del teorema anterior,
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f(9) :Lémmf@dW¢
) dh) dv(o)

(
[ ot ([ st
— ]Q (]Q LK;¢(gkhfl)dk]lfUU dh) dv(¢)
_ / (/ S(gh™) U F(Rk) dk] dﬁ) dv ()
= [ ([ otoisw dn) avce

= [ (£x0)0) av(o)

Resumiendo tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 2.4.3. Sea (G, K) un par de Gelfand y f € VY(G)?. Sea v la medida sobre %
obtenida en el teorema anterior. Si g € G, entonces la aplicacion ¢ — f* ¢(g) € L1(3,v), y

:éfwwwww. (2.4)

Sea [my] € G la representacion correspondiente a ¢ € Py. El espacio de Hilbert Hy en el
cual se realiza la representacion tiene un vector K-fijo u,. Entonces,

f@:LWW%M@W%WW- (2.5)

Ademés tenemos la formula de Plancherel. Sea v la medida obtenida en el teorema
anterior.

Teorema 2.4.4. (Teorema de Plancherel) Para toda f € CK(G) se tiene
1. feL*}2,v),
2 Jo1F @)1 dg = [ IF(@) dv(9) = [ lImo(Huslly, di(9).

Si extendemos la isometria f — f de CE(G) a L*(G)X, obtenemos una isometria de
L*(G)X en L*(%,v). La medida v es llamada medida de Plancherel.

Ejemplo 2.4.5. En este ejemplo encontraremos la medida de Plancherel para el par (K, R"),
donde K = SO(n). En el Ejemplo probamos que (K,R") es un par de Gelfand y
luego encontramos el conjunto de funciones esféricas acotadas, cuyo conjunto coincide con
el conjuto conformado por las funciones esféricas definidas positivas.
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Sea f una funcién radial en L'(R"). Entonces la transformada de Fourier euclidea F f
de f es de nuevo una funcién radial,

Ff(x) = A flx)e ¥ dy, e R™
Consideremos la transformada esférica
Jis)= | F@)ouns(—z)da.
Entonces

oo = [ s [ ermeetin@a
= Fils),

donde s € R, s > 0. La férmula de inversién euclidea, establece que si f € L*(R") satisface
que f € L'(R™), y si f es continua en z, entonces

fla)= | Ffly)e™ =y,

Rn
y entonces para f suficientemente regular, se tiene que

f(0) = Ff(z)dz.

R”l
Para f suficientemente regular, f radial, usando cambio de variable a coordenadas esféri-
cas en R"™ obtenemos

oz [~ 1
f(0) = Rn]:f(x)dxzr(%)/o f(s)s" ds.

Luego la medida de Plancherel para este para el grupo de movimientos rigidos, con respecto
a SO(n) es

— ",
donde identificamos 3 con [0, 00) via s > Poris-

Daremos una motivacién para la seccion que sigue. Supongamos que hallamos la medida
de Plancherel, es decir, que hallamos una medida positiva v definida sobre X tal que si
f € CE(@G), entonces

f(g) = / (9)F(8) dvg),

donde f(¢) = [, f(9)¢(g") dg y ¥ es el conjunto de funciones esféricas definidas positivas.
Entonces,

1@ = [oto ([ st an) avto) (26)
_ / 6(g)(f * 6)(e) dv(@). (2.7)
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Una motivacién de tipo euristica, dice que (2.6]) también vale para la distribucién 0. Esto es,

:/E¢(g)(5*¢)<e) du(gb):/zcb(g) dv(¢)

Entonces, dada f € C.(G) arbitraria, tenemos que

flg) = (Fxo)g) = / 7(h) ( /E o(h~g) du<¢>) ah
- /(/f S(h~g) dh) dv ()
/

(f * ¢) (9)dv(9)-

by

La ultima formula

£(9) = / (f * ) (9) dv(9) (2.8)

es una férmula de inversién para f € C.(G). Ademads la ecuacion ([2.8) nos dice que la medida
para la formula de inversién es la medida de Plancherel v, que esta soportada sobre X, el
conjunto de funciones esféricas de tipo positivo, y que las proyecciones vienen dadas por
P(f) = f*¢ con ¢ € ¥. En las siguientes secciones desarrollaremos la teoria para probarlo
formalmente.

2.4.1. Integral directa de representaciones

En esta parte del trabajo generalizaremos la descomposicion de representaciones uni-
tarias para el caso de grupos no compactos. La nocion de integral directa para grupos no
compactos reemplaza a la suma directa para grupos compactos, y se encuentra definida en
[35].

Para ello primero recordemos la definiciéon de suma directa de una cantidad finita de
subespacios de Hilbert {(X;, (-,")n)}2; de X. Definimos

<(X17 U 7X’n>7 (Yh e 7Yn)> = (<X17y1>1 +ooet <Xn’ Yn>n)
La aplicacién (-, -) define un producto interno sobre [[;_; X;. Si ademds (X;, (-, ) x,) es un

espacio de Hilbert para todo i = 1,--- ,n, entonces ([, Xi, (,-)) es un espacio de Hilbert.

Definicién 2.4.6. Sean Xi,---, X, subespacios lineales de un espacio vectorial X. El es-
pacio S = X; + --- + X, es la suma directa algebraica de los subespacios X; si el mapa

@:HX,-—>S, D(xy,++ , X)) =x1+ -+ Xp

=1
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es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Si ® es un isomorfismo que preserva normas, entonces S = X; + --- + X,, es la suma
directa topoldgica de los subespacios X;.

Si @ es un isomorfismo isométrico, entonces S = X;+- - -+ X, es la suma directa ortogonal
de los subespacios X;.

Teorema 2.4.7. Sean {X;}"_, una familia de subespacios vectoriales de un espacio de Hilbert
de X separables, tal que S = X1 + --- + X,, es la suma algebraica de los subespacios X;.
Entonces las siguientes son equivalentes:

e S es la suma directa topoldgica de los espacios X,

e Los mapas definidos por

Exi4++x)=x%x; X1+ +x, €8, x, € X; para todoi =1,....n

definen funciones continuas para toda t=1,...,n.
Para cada i € {1, - ,n} sea d; = dim(X;), B; = {Uji};lizl una base ortonormal de Xj.
Definimos

50 =1 d; < j

{v/‘ 1<j<d
Entonces:
Losj:{1,--- ,n} = U, X,

2. 5;(1) = v;" 0 s, = 0 para todo j € N;& = 1,--- ,n. Luego s; € X; para todo
JEN,i=1,-- ..

3. i (s;(1), 86(1) x, = (v, ') x, € L*({1,--- ,n}) para todo j,k € N.
4. X; es la clausura del espacio generado por {v;'};en para todo i =1, ,n.

Consideremos ahora v = v; + - -+ + v, tal que v; € X;. Podemos identificar a v con la
aplicacion v dada por

v(i) = v; = E;(v).
Notemos que v satisface las siguientes condiciones:
Lv:A{l,--- ,n}=U_, X,
2. v(i) € X; paratodoi=1,--- n.
3. i (v(i), sx(1) x, = (vi, v x, = (Ei(v), vi') x, es medible para todo k € N.

4. i (v(i), s6(1) x, = (vi, v x, = (Bi(v), v')x, € L*({1,--+ ,n}) para todo k € N.
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En este caso se puede ver que

y ademas, dado v,w € S

La definicién anterior se puede generalizar para una familia de espacios { Hy }yey, donde
H, es un espacio de Hilbert para todoy € Y con (Y, M, u) un espacio de medida. En el caso
anterior, el conjunto de indices que consideramos es Y = {1,--- ,n} con la medida de contar.
Ademsds utilizamos de manera auxiliar una familia de aplicaciones {s;};en. Definamos ahora
la integral directa de espacios de Hilbert.

Definicién 2.4.8. Sea (Y, M, 7) un espacio de medida. Para cada y € Y, sea H, un espacio
de Hilbert separable. Dada I" una familia de indices, fijemos una familia de mapas {s4 }aer
tales que s, : Y — Uy H, satisfaciendo:

1. so(y) € Hy ppy € Y, para toda o € T,
2. ¥+ (s0(y). 55()}m, € L'(Y) para todo a, B € T,
3. Hy es la clausura del espacio generado por el conjunto {s,(y)}aer ppy € Y .

Entonces, el espacio de Hilbert H?2, que denotamos por

%QZ/YHydT(Y)

es el espacio vectorial de funciones s:Y — Uy H, que satisfacen:
1. s(y) € Hy ppy € Y,
2. y = (s(y), 5a(y))m, es medible para toda oo € I'
3. y = (s(y),5a(y))m, € L'(Y) para toda o € T,

con producto interno

<w%=£@ﬂﬂmeM- (2.9)

Dicho producto interno estd bien definido, y H? es un espacio de Hilbert. H? = fY dr(y) es
llamada la L?-integral directa de {H,}.
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La nocién de L-integral directa de espacios de Hilbert puede generalizarse a LP-integral
directa de {H,} para p > 1, obteniendo un espacio H? de Banach. La tinica condicién que
se debe modificar es (3), cambiando y — (s(y), sa(y))m, € L'(Y) para toda a € T' por
y = ls@)lla, € LP(Y), con

sty = {1y = [[s(W)l]az, )| o vir- (2.10)
Tenemos el siguiente resultado, que se encuentra en [35] pagina 76.

Lema 2.4.9. La definicion de norma dada por la ecuacion (2.10) estda bien definida y la
integral directa HP es un espacio de Banach. El espacio de Banach H? dado por la definicion

d

anterior tiene la misma estructura de espacio de Banach que la dada por la definicion
con el producto interno dado por ([2.9)).

Sea {(my, Hy) : y € Y} una familia de representaciones de G tal que para cada a, 5 € T,
g € G, la funcién y — (my(9)(54(y)), 55(y))n, es medible.
Definimos

m(g): [ JHy = H: 7(9)(s)(y) = my(9)(s(y)) para s € H2, s(y) € Hy

y

Si el homomorfismo de grupos resultante es continuo, es decir, una representacion de G,
entonces 7 es llamada la L*-integral directa de {my}, y lo denotamos como 7 = [, my dr(y).

Ejemplo 2.4.10. Sea (G, K) par de Gelfand. Notemos que, debido a la férmula de inversién,
la familia {ss}recx (o) satisface las hipdtesis 1-4 de la definicion de L?-integral directa. En
efecto,

L. s7(¢) = ms(f)ug € Hy ppo € ¥, para toda f € CK(G),

2. ¢ = (s7,(9), 55,(0))m, € L'(X) para todo fi, fr € CF(G).
Sean f17f2 S CCK(G>7

/2<3f1(¢)a5f2(¢)>H¢dV(¢) - /<7T¢(f1)u¢’7f¢(f2>“¢>H¢d”<¢)
_ / (g / 9)ug Tol fo)us) i, di(8) dg
- /fl / T(fo)ug, o(9)ug) m, dv(9) dg

=/f1 Falg) dg

= (f1, fo) 2@y < 0

Por lo tanto ¢ — (sy, (¢), 54,(4))m, € L'(X) para todo fi, fo € CX(G).

3. Hy es la clausura del espacio generado por el conjunto {s;(¢)}recx (@) PPO € X. ug
vector ciclico, entonces < m(g)uy >g4eq es denso en Hy, luego < m(f)uy > reri(@)X
también lo es.
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LLamemos

H*(G,K) = /E Hydv(9).

Por la férmula de Plancherel, si f € L*(G)" entonces s; € HX(G,K) vy ||s7|lwzcm) =

HfHL?(G)K-
Luego se puede ver que

L*(G)Y ~H*(G,K) = /EH¢ dv(¢).

2.4.2. Transformada de Fourier en L'(G/K) y pares de Gelfand

Si (G, K) es un par de Gelfand, los Teoremas y permiten descomponer fun-
ciones de L'(G)%. Notemos que podemos identificar funciones de L'(G)X con funciones
definidas en L'(G/K) invariantes a izquierda por K. Queremos extender los resultados ha-
llados para L'(G)*X y encontrar una expresién similar para funciones en L'(G/K). Para ello
necesitamos definir una férmula de inversion vectorial. Esta teoria se encuentra desarrollada
en [35].

Sea 1 < p. Consideremos la LP-integral directa de los espacios de Hilbert {(Hy, (-, )4)}
definidos por ([2.1]

W= 1P (G, K) = / H, dv(9) (2.11)
s
con secciones s;(¢) = my(f)ug, f € Co(G/K), y ug vector ciclico K-fijo de la funcién esférica

de tipo positivo ¢ € 3.
La transformada de Fourier vectorial definida sobre C.(G/K) es

F:C(G/K) = H*(G, K), F(f)(¢) = m(f)uy € Hy,
y satisface || F(f)|[a=c.x) < [l
Sea B(G/K) el conjunto de combinaciones lineales de funciones ¢ : G — R continuas de
tipo positivo K-invariantes a derecha. Entonces B(G/K) N L'(G/K) es denso en L'(G/K).

De acuerdo a [35] paginas 195-196, reemplazando en (2.5) 7, ( f)u, por [F(f)](¢), se obtienen
los siguientes resultados.

Teorema 2.4.11 (Férmula de inversién vectorial). Sea (G, K) un par de Gelfand y v la
correspondiente medida de Plancherel definida sobre 3. Si f € B(G/K)NLY(G/K) entonces
F(f) e H(G. K) y

10 = [F DO mlaualn, vlo).

Teorema 2.4.12. (Férmula de Plancherel vectorial) Sea (G, K) un par de Gelfand y v
su correspondiente medida de Plancherel. Si f € LY(G/K) N L*(G/K) entonces F(f) €

H*(G, K) con || F(H)llm2x) = 1 fll2c/m) ¥
F:LNG/K)nL*G/K) - H*(G/K)
se extiende por continuidad en L*(G/K) sobre H*(G,K).
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El siguiente teorema probado en [35] da una caracterizacién de los pares de Gelfand a par-
tir de la descomposicién del espacio L?*(G/K). Daremos una idea de una de las implicaciones
utilizando la férmula de inversion vectorial y luego daremos una segunda prueba que utiliza
una herramienta muy poderosa, el Teorema del nicleo de Schwartz. Esta ultima prueba, si
bien no es elemental, tiene la ventaja de poder extenderse al caso de K no compacto, por lo
que sera una herramienta muy importante en el dltimo capitulo de este trabajo.

El siguiente lema sera de utilidad para probar el teorema.

Lema 2.4.13. Sea (p, L*(G/K)) la representacion reqular a izquierda de G. Si
A, ={T: [*(G/K) = L*(G/K) : T es de entrelazamiento }
es un grupo conmutativo, entonces (p, L*(G/K)) es libre de multiplicidad.

Demostracion. Supongamos  que no es libre de multiplicidad, luego
p = @w; ®1m P es la descomposicion de (p, L*(G/K)), donde (w;, W;), (m, V') son represen-
taciones irreducibles y L*(G/K) = @;W; @V @& V. Sea T € A,, entonces T}, € Arar, PET0
U(2) C A, Luego A, no es conmutativo. O

Teorema 2.4.14. Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo compacto. Entonces (G, K) es
par de Gelfand si y sélo si la representacion reqular a izquierda de G sobre L*(G/K) es libre
de multiplicidad.

Demostracion. (Prueba 1) Supongamos que (G,K) es un par de Gelfand, y sea A, el
algebra de operadores de entrelazamiento asociados a la representacion regular a izquier-
da (p, L*(G/K)) de G. Siguiendo el Teorema [2.4.12] tenemos una L*integral directa G-
invariante que es la descomposicién de L*(G/K)= [ Hy dv(¢), como se define en la ecuacién
(2.11)). Esta es una descomposicién primaria de L?*(G/K).

Como g, la representacién asociado al espacio Hy es irreducible, A, ~ C para todo
¢ € X. Como los H é)s son no equivalentes dos a dos, A, es conmutativa. Luego por Lema
2.4.13| la representacion regular a izquierda (p, L?(G/K)) de G es libre de multiplicidad.

La reciproca se encuentra en Teorema 9.7.1 en [35]. [l

Para dar la prueba 2, introducimos primero el Teorema del nicleo de Schwartz, el cual
por su importancia en este trabajo amerita su propia seccion. Dicha seccién culmina con la

prueba 2 del Teorema [2.4.14]

2.5. Teorema del Nucleo de Schwartz

Primero estudiaremos el Teorema del nicleo de Schwartz en R™, siguiendo [7], y luego
estudiaremos su generalizacién para grupos de Lie no necesariamente conmutativos.
Dados u € D(R™), v € D(R™), el producto tensorial

(u®v)(z,y) = u(y)v(z),
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pertenece a D(R"™).
Si consideramos ¢ € D'(R™™) entonces el operador integral con nicleo ¢ definido por

(Tu,v) = (p,u@v), Yue DR"), VYoe DR")

es un operador bien definido de D(R™) a D’(R™) lineal y continuo, donde con la notacién
(¢, w) entendemos la evaluacién ¢(w).

En este contexto, enunciamos y demostramos el Teorema del niicleo de Schwartz.

Teorema 2.5.1. (Teorema del nicleo de Schwartz) St T : D(R™) — D'(R™) es un operador
lineal y continuo, entonces existe una unica distribucion ¢ € D'(R™™) tal que

(Tu,v) = (p,u®@v), Yue DR"), Yve DR™).
Lema 2.5.2. Si ¢ € D(R™™) es tal que (¢,u @ v) = 0, para toda u € D(R™), para toda
v € D(R™), entonces ¢ = 0.

Demostracion. (del Teorema del nicleo de Schwartz) La unicidad se obtiene del lema ante-
rior.

Consideremos ahora {p;}, {1;} aproximaciones de la identidad en R™ y R™ respectiva-
mente. Definimos las funciones

On(2,y) = (T(Ly(#n)), La(¥n)),

entonces ¢, € D'(R"™) y convergen a una distribucién ¢ en D'(R™"™). Sean u € D(R"),
v € D(R™) entonces,

Guev) = lm [ oo ul) dyds
= lin [ (T (e0), Le(n)o(e)uly) dyda

n—+00 Rn+m

i (T (u(y> [ e dy) (@) L) da)

n—-+4o0o

= Mm (T(u@n),v* )
= (Tu,v).
[

Para comprender mejor este resultado supongamos momentaneamente que Tu y ¢ son
distribuciones funciones para todo v € D(R™). Entonces para f, g € C.(R™)

<Tf,g>=/ Tf(x dw—/m Rnfbxy f(x)g(y) dx dy.

Luego
Tf(x)= . o(t,x)f(t)dt ppx € R™

Es decir, T" es un operador integral con nicleo ¢.
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Observacion 2.5.3. Como D(R™) esta contenido densamente en LP(R") y LI(R™) es denso
en D'(R™) para todo 1 < p,q < oo, entonces podemos pensar que el Teorema del ntcleo de
Schwartz vale para operadores lineales y continuos 7" : LP(R™) — LI(R™).

Pensemos ahora en operadores T : D(R") — D'(R") invariantes por traslaciones, esto es,
L,oT =ToL, paratodoz e R",
entonces tenemos el siguiente resultado.
Teorema 2.5.4. SiT" es un operador lineal, continuo e invariante por traslaciones,
T : D(R") — D'(R"),
entonces eziste una unica distribucion ® € D'(R™) tal que
Tu=ux® para todo u € D(R").

En este caso, la distribucién nicleo ¢ estd dada por ¢(z,y) = ®(x — y).

Ahora generalizaremos el Teorema del nicleo de Schwartz para grupos de Lie. Tenemos
el siguiente enunciado, que se encuentra en [J.

Teorema 2.5.5. Sea G un grupo de Lie conexo y T : D(G) — D'(G) un operador lineal
continuo que satisface LyTu = TLyu para toda w € D(G), y para todo g € G. Entonces
existe una unica distribucion ® € D'(G) tal que

Tu=ux® para todo u € D(QG).

La reciproca también es cierta.

Ahora si daremos la demostracién 2 del Teorema [2.4.14]

Demostracién. (Prueba 2) Supongamos que (G, K) es un par de Gelfand, y sea (p, L*(G/K))
la representacién regular izquierda de G.

Notemos que por Lema [2.4.13] basta probar que el dlgebra A, es conmutativa.

Sea D(G/K) el espacio de funciones C*° de soporte compacto, y D'(G//K) su dual dotado
con la topologia débil, es decir, A,, — A siy s6lo si A, (¢) — A(¢p) para toda ¢ € D(G/K).

Notemos que D(G/K) C L*(G/K), y que L*(G/K) C D'(G/K). Por lo tanto, podemos
pensar que si 7' € A,, entonces

T:D(G/K) — D (G/K)

es un operador que conmuta con la acciéon de G.
~ Notemos ademas, que dada f € D(G/K), podemos extenderla a una funcién K-invariante
f(lg) = f(gK) para todo g € G. Luego, por el Teorema del niicleo de Schwartz, existe

¢ € D'(G) K-bi-invariante tal que T'f(g) = (f * ¢)(g).
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Como (G, K) es par de Gelfand, por un argumento de densidad de las funciones C*(G)
en las distribuciones (que formalizaremos en el ultimo capitulo), se prueba que

flp::{T:TEAp}

es un grupo conmutativo. Luego A, también lo es, y por lo tanto, la representacién regular
a izquierda (p, L?(G/K)) es libre de multiplicidad.

Reciprocamente, supongamos que la representacién regular a izquierda (p, L*(G/K)) es
libre de multiplicidad. Luego, por el Lema de Schur, A, es un grupo conmutativo. Ademads,
D(G,K) C A,, y por lo tanto, es conmutativo. Finalmente por Teorema[2.3.7, (G, K) es un
par de Gelfand. n

Observacion 2.5.6. De la Prueba 2 del teorema anterior podemos deducir el siguiente hecho:

L*(G/K) :/AHA dv()),

donde los H) son espacios irreducibles no equivalentes dos a dos. Ademas, si definimos la
proyecciéon Py : L*(G/K) — Hy, entonces Py conmuta con la accién de p. Por Teorema del
nicleo de Schwartz, Pyf = f * ¢y, con ¢y € D'(G/K) para toda f € L*(G/K). Conside-
remos D € D(G, K). Luego D conmuta con la accién de p, y por lo tanto D : Hy — H,.
Luego D € A,, donde p, es la representacion pj, . Por Lema de Schur, D¢y = s(A)(D)@x.
Como esto vale para todo D € D(G, K), ¢, resulta una funcién esférica. Por lo tanto, dada
f € L*(G/K), entonces f = [,_, f*¢x, con A C X,



Capitulo 3

Analisis en el grupo de Heisenberg

El objetivo de este capitulo es descomponer el espacio L?(H,,) como una integral directa
de espacios invariantes e irredudibles bajo la acciéon regular de K x H,, donde K es un
subgrupo de Aut(H,) tal que (K, H,) es par de Gelfand.

La férmula de inversion serd la herramienta principal, y para obtener su formulaciéon
explicita es necesario hallar H,, el conjunto de clases de equivalencias de representaciones
unitarias e irreducibles de H,. Esta teorfa fue desarrollada por Kirillov para grupos de Lie
nilpotentes, y se encuentra en [35]. Daremos una descripcién explicita de H,,. Luego veremos
que para el grupo H, podemos encontrar la formula de inversion y la descomposicion de
L*(H,) via analisis funcional clésico.

3.1. El grupo de Heisenberg

El grupo de Heisenberg (2n + 1)-dimensional H,, es el grupo de Lie conexo y simplemen-
te conexo asociado al dlgebra de Lie b,,. Comenzamos definiendo b, como el conjunto de
matrices de la forma:

0 21 -+ x, t
0 0 0 wn
A= 7x1a"'7xn7y17"'7yn7tER
0 0 0 yn
0 0 0 0
con corchete [A, B = AB — BA.
Con esta notacion,
[(z,y,1), (2,9, )] = (0,0, (x,9) + (y, 7)), (3.1)
donde z,y,%,7 € R", t,t € R, y (-,-) es el producto escalar usual de R".
El centro unidimensional de b, es ¢, = {(0,---,0,¢) € R*"™! : ¢t € R}, y se puede ver
que
['7 ] : bn X hn — Cp. (32)

%)
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Ademés, por (3.2) y la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff
exp(A) exp(B) = exp(A + B + %[A7 Bl +---),

tenemos que

1 = Ty T
0 1 0
exp(A)=| ¢ ¢ . , (3.3)
0 O 1 vy,
0 O 0 1

donde r =t + %(!L’ﬂh + ot TpYn).

Dado n € N, consideremos el grupo H,, = R?" x R con el producto dado por:

(z,y. )"y 1) = (e + 2y + oy, t +1 = 5 ((2,9) — (2,1))) (3.4)

donde = = (@1, ,2,), ¥y = (Y1, ,yn) v (z,y) = D, x;y; es el producto interno usual
en R™. Este grupo es llamado el grupo de Heisenberg (2n + 1)-dimensional, y se lo puede
identificar con el grupo de matrices triangulares superiores via el difeomorfismo:

T1 - Tp t
01 -+ 0 u
(a?la"' y Ly Y1, 0 7yn7t) = . (35>
00 - 1 y,
o o0 --- 0 1

Si dotamos a H,, con la topologia usual de matrices, H,, es un subespacio de GL(2n + 1,C)
cerrado, y por Teorema es un grupo de Lie.

Como exp es un difeomorfismo de b,, en H,,, podemos considerar cartas locales sobre H,,
dadas por la funcion exp. Via la identificacion podemos pensar que el mapa exp es el
mapa identidad, y por abuso de notacién denotamos por (z1,...,Tn, Y1, .- ., Yn,t) tanto a los
elementos de H,, como a los de b,,, los cuales distinguiremos segun el contexto.

En algunos casos, también identificaremos los elementos (z,y,t) € H, con (z,t), z € C"
con el producto de grupo

1
() )= (z+2,t+t — §]m(z, 2").

3.2. Representaciones del grupo de Heisenberg

Dada 7 una representaciéon unitaria e irreducible de H,, como (0,---,0,%) estd en el
centro de H,, 7(0,---,0,t) resulta un operador de entrelazamiento de 7w consigo misma y,
por Lema de Schur 7(0,---,0,t) = x(¢)/, donde x : R — C es una funcién continua que
satisface

Ix(®)] =1y x(t)x(t2) = x(t:1 + t2);



57 3.2. Representaciones del grupo de Heisenberg

es decir, ¥ es un caracter. Luego existe una tinica A € R tal que x(t) = ¢”*. Por lo tanto
7(0,---,0,t) = 1.

SiA=0,7(0,---,0,t) = I, es decir, Z C Ker(w) donde Z es el centro de H, y 7 induce
una representacién 7 de H,,/Z = R*" que resulta irreducible. Luego 7 es un caracter, esto

es: ‘
T(z,y) = l&etny) 1

donde £ y 1 estan univocamente determinados en R™. En este caso tenemos que,
m(z,y,t) = e C T para (z,y,t) € H,.

Para A # 0 tenemos dos modelos que caracterizan todas las representaciones irreducibles
my de H,,.

3.2.1. Modelo de Schrodinger

En el modelo de Schradinger la representacion se realiza en el espacio de Hilbert L*(R™).
Si A = 0, se tienen las representaciones descriptas arriba; si A # 0, se tiene la representacion
de Schrodinger 7, dada por:

[ (@, y, 1) F1(€) = X329+ f (e 1),

Esta teorfa se encuentran desarrolladas en [9].

Observacion 3.2.1. Si consideramos el morfismo ®,(x,y,t) = (az, ay, at), entonces my(z,y,t) =
771()‘y7 )\ZE, )‘t) =mo (I))\(l’, Y, t)

3.2.2. Modelo de Fock

En este modelo el espacio de Hilbert es

Hy={f:C" — C holomorfas tal que / |f(Z)|26_%\|ZI2dZ < o0} (3.6)

n

Definimos la representacion
ma(z, ) fu) = X2t =3l ) £y 4 7)) si A >0
donde (-,-) denota el producto interno usual de C y
ma(z,t) = m_\(Z, —t) si A < 0.

Considerando ®(z,t) = (z,—t), por la Proposicién se ve que T, es representacién
unitaria irreducible para A < 0.

Teorema 3.2.2. (Stone-von Neumann, [11]) Todas las representaciones unitarias e irredu-
cibles de H,, que coinciden en el centro son equivalentes.

Observacion 3.2.3. Para A fijo, la representacion ) dada por el modelo de Schrodinger y el
modelo de Fock son equivalentes, pues coinciden en el centro. Luego toda representacién uni-
taria e irreducible es equivalente a una representaciéon unidimensional 6 a una representacién
de Schrodinger 6 de Fock. Es decir, estos dos modelos describen a todas las representaciones
unitarias irreducibles de H,,, salvo equivalencias.
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3.3. Representaciones Unitarias Irreducibles de K x H,

Sea K C U(n) un subgrupo cerrado, entonces K actia en H, por
k- (Zat) = (kz>t)a

donde kz denota el producto de la matriz k por el vector z.

Sea (my, H,) una representacién irreducible de H,,. Dado k € K definimos
5 (2, t) = ma(kz,t).

El par (7§, H,) define una nueva representacién unitaria de H,,.

Por el Teorema de Stone-von Neumman, [m,] estd determinada por la accién sobre el
centro (que resulta invariante por transformaciones unitarias). Luego se cumple que para
toda k € K,m\ ~ 75, y por lo tanto, para todo k € K existe un operador unitario de
entrelazamiento w(k),

w(k) CHy — ’HA, (3.7)

tal que w entrelaza las representaciones 7 y 7*. En particular, (w, H,) es una representacién
unitaria de K, llamada representacion metapléctica.

Sea (7, V;) una representacion unitaria irreducible de K. Definimos
ox(k, (z,t)) == 7(k) @ w(k)mr(z,1).

Un resultado probado por Mackey, que se encuentra por ejemplo en [35], asegura que la
representacion (oy, V, ® H,) define una representacion unitaria e irreducible de G = K x H,,.

Para obtener representaciones de G a partir de los caracteres xe,(z,y,t) = e@&tvm
tomemos K¢, :={k € K : k.(§ +in) = £ +in} el estabilizador de £ 4 in en K. Denotemos
por S al espacio cociente K/K¢,. Es bien sabido que S admite una medida ds la cual es
K-invariante a izquierda. Sea H = (L*(S),ds), para ¢ € H definimos

Oen(hs 2, t)p(kKey) = MDD o(REK, ), hok € K, (2,t) € Hy,

donde kK¢, denota la clase de equivalencia de k en K/K¢, para todo k € K.

Como K¢, fija £ + in, la representacion (o¢,, L?(S)) de K x H, estd bien definida, y
resulta unitaria e irreducible. Més atn o¢ ;) ~ 0 si 'y s6lo si { +iny £+ 17 pertenecen a la
misma Orbita bajo la accion de K.

—

El siguiente teorema caracteriza K x H,,.

Teorema 3.3.1. (Criterio de Mackey) Toda representacion unitaria irreducible de K wx H,
es unitariamente equivalente a alguna de las anteriores.

Dada la relacion entre funciones esféricas de tipo positivo y entradas matriciales asociadas
a una representacion con un vector K-fijo, a nosotros nos interesan aquellas representaciones
unitarias irreducibles de K x H,, que tienen un vector dejado fijo por K.
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Como K C U(n) es un grupo compacto, toda representaciéon unitaria sobre K puede
descomponerse como una suma directa de representaciones irreducibles. En particular, po-
demos escribir la representacion metapléctica como @ = €, @;, con w; irreducibles y

Ha = P,cp Wi, dim(W;) < oo para toda i € A.

Proposicién 3.3.2. Supongamos que (1,V) y (w, W) son dos representaciones unitarias e
irreducibles de K compacto, entonces (T(k) @ w(k),V @ W) tiene un vector K-fijo si y solo
si T~ W, donde W' es la representacion dual de w.

Demostracion. Primero observemos que el mapa h de V@ W* en Hom(W, V') definido por
h(v @ A)(u) := AMu)v

para todov e V, A € W* y u € W es un isomorfismo.
Definimos una representacién unitaria (p, Hom(W,V')) de K dada por

(p(k)T)(u) := (7(k) o Tow(k™)) (u),
para T'€ Hom(W,V'). Entonces se cumple que
p(k)yoh =ho(r®u)(k).
En efecto,

pk)oh(v @ N)(u) = 7(k

Luego (p, Hom(W,V)) tiene un vector K-fijo siy sélo si (7
K-fijo.

Ademas, si suponemos que T'€ Hom(W, V') es un vector dejado fijo por K, se tiene que
p(k)T = T para todo k € K, 6 equivalentemente 7(k) o T' = T o w(k). Luego T resulta
operador de entrelazamiento entre 7y w .

En particular, si 7 » w, entonces V' @ W* no tiene vector K-fijo. Si 7 ~ w, por Lema de
Schur V' ® W* tiene uno y sélo uno, salvo multiplos, vectores dejados fijos por K. O

W', V @ W*) tiene un vector

Esta proposicién garantiza que la representacion (7 ®@ w}, V, ® W;) tiene un vector K-fijo
si y s6lo si 7 ~ w;, y por lo tanto la representacion (7 @ wimy, V., ® Hy) de K x H,, definida
por

TR wimy(k, z,t) = 7(k) @ @' (k)m\(z,t)

tiene un y sélo un vector dejado fijo por K si y solo si 7 ~ w;.
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3.4. Criterio de Carcano

Sea K C U(n) un subgrupo compacto de Aut(H,). Consideremos las representaciones de

K x H, dadas por
w, @ wm(k, z,t) = wi(k) @ w(k)my(z,t)

donde w = @, @; son las componentes irreducibles de la representacion metapléctica .
Por lo visto anteriormente, sabemos que w; ® w; tiene un vector K-fijo. Més ain:

Afirmacién. Sea d; la dimensién de W;, {g}, una base ortonormal de W; y {g/}%, la
correspondiente base dual de W}. Entonces,

Z @ q (3.8)

es un vector K-fijo de la representaciéon de K (w) ® w;, W;* @ W;) para todo i € A.

Demostracion. Supongamos que w;(k~1)g; = Zld:l a,q y wi(k)q = _,_; br, gy, entonces

wi(k) @ @i(k) (Y @ a)(g;©1) = Y (@i(k)(a)(a) ® wilk) ()

l

= D (g omi(k ) () ®@ wi(k)(a))

l

d s
= >G> aya) @ (> bua)
l t=1 r=1
= Z (lt’qu* (Qt) ® Z br,lQr

t,l r=1

- Zal,jl X Zbr,l%‘
= Zal] rl1®qr
- 1®Zalj wz

1®wi(k)(wi(k g)))
= 1®gq
= ¢;(g;) ®gq;(1)

= O goa)(yel)
!
como esto vale para todo g¢;, se tiene que:

k) @ wi(k qu Dq) =>4 Qq.
l
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Se sigue que v; es vector K-fijo de w,®w, y si m; es la multiplicidad de w; en w, entonces
w, ® w tiene m; vectores dejados fijos por K. Mds atn, estos vectores son vectores K-fijo
de la representacién w; ® wm).

Observacion 3.4.1. Las representaciones unitarias e irreducibles de K x H,, inducidas por
caracteres se identifican con las representaciones de K x R?". Por el criterio del par de
Gelfand, (K,R™) resulta par de Gelfand para toda m y para todo K C U(n). Luego toda

representacion inducida por un caracter tiene a lo sumo un vector dejado fijo por K.

Por lo tanto se cumple el criterio de Carcano.

Teorema 3.4.2. (Criterio de Carcano ver [J)]) Sea K C U(n) un subgrupo compacto de
Aut(H,). El par (K, H,) es de Gelfand si y sélo si la representacion metapléctica w es libre
de multiplicidad, esto es, cada representacion irreducible de K aparece a lo sumo una vez en
la descomposicion en irreducibles de .

3.5. El Espectro de K x H,
Sea (G, K) un par de Gelfand con medida de Haar dg.

Recordemos que, dada ¢ un funcién K-bi-invariante de tipo positivo, ¢ es esférica si y
sOlo si es extremal. Ademads, una funcion extremal K-bi-invariante es de la forma

®(g) = (r(g)e, €) (3.9)

donde 7 una representacién unitaria e irreducible y € un vector K-fijo. Luego toda funcién
esférica de tipo positivo ¢ es de la forma ({3.9).

Retornando al par (K x H,, K), si definimos
oxri(k, z,t) == wi(k) @ w(k)m\(z,t),

ik, z,t) == (oni(k, z,t)v;,v;), con v; como en (3.8))

entonces ¢, ; resulta una funcién esférica de tipo positivo asociada a K x H,. El siguiente
Lema da una expresién de ¢, ; en términos de la traza de ciertos operadores asociados a 7.

Lema 3.5.1. Con la notacion anterior.

Ori(z,t) =tr <7r,\(z,t)|wi> .
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Demostracion. Vamos a probar que sus conjungados coinciden:

¢)\,i(k727t) - <0->\,i(k7 z7t)vi7vi>

di di
= O g e okt ¢ ®q)
=1 j=1

= Y d @ 0 @m0k e =) ¢ @)

=1
dz‘ di

= O goalemnzt)) 4 q)
=1 =1

= Z<Q;<7Q:><QI77TA(Z7t)Q1>
1i

= Z5l,z<QI,7TA(Z,t)qi>
i

= Z<Qi77r)\<zvt)%>
!

= tr (m(z,t)‘w)

Luego, ¢xi(k, z,t) = tr (ma|lw,) (k, 2, 1). 0

3.6. Analisis armoénico en el grupo de Heisenberg

En esta seccién desarrollaremos el andlisis armonico clésico en el grupo de Heisenberg
H, . Esta parte del trabajo estd basada en el apunte de Fulvio Ricci [26].

3.6.1. Transformada de Fourier y formula de Plancherel

Dada (7, H) una representacién unitaria de H,, podemos definir una nueva representacion
de L'(H,) sobre el espacio de Hilbert H, que por abuso de notacién también denotaremos
por 7. Esta representacion esta definida por:

(w(HEm) = | [y, t){m(z,y,t)"'E n)de dy dt,

Hy,

para todo £, € H, donde (-,-) denota el producto escalar de H. Definimos la transformada
de Fourier de una funcién f € L'(H,) como la coleccién de los operadores

{m(f) = f (")} rerr,

Dado H separable y {e;}32, una base ortonormal de H, decimos que un operador
T:H — H es Hilbert-Schmidt si ||T| s = (3, ; [(Tes, 5)?)2 < oo.
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Notemos que esta definiciéon no depende de la base elegida, en efecto, dado U operador
unitario se cumple que

I Tlop < |[TMlms, 1 TUlrs < || Tlopl|Ul| s,

donde ||T'||op = supyjfj=1|T(f)| es la norma clésica de operadores.
Denotamos por HS(L?(R™)) al conjunto de operadores de Hilbert-Schmidt de L?(R").
Sea R* = R\{0}, y definimos £?(R*) como:

LP(R*) ={®:R* — HS(L*(R™)) : ® medible y ademés / |®]|F 5| A"d\ < oo},
RX
donde @ : R* — HS(L*(R™)) es medible si la funcién A — (®()\)f, g) es medible para cada

f v g fijas en L?(R").
L*(R*) es espacio producto interno con la aplicacion (-, ) z2rx) dada por:

<@,@>£2(RX):/ Er(®O)T(A)) A" dAg/ BTy A["d.

—00 — 00

[e.e]

Lema 3.6.1. Si f € L'(H,) entonces m\(f) es un operador integral cuyo nicleo es

—

Demostracion. Sea ® € L*(R"), A e R, n € R"

(ma(f)®) (n) = fla,y,t) (ma(z,y,6) 7' @) (n)da dy dt

Hp

Hp
= / f(z,v, t)ei’\(_t+%<m’y>_<77’y>)(13(7] —x)drdydt
Hp

(x,y, t)e_i)‘tei’\%<x’y>e_i’\<"’y>)¢(n —x)dx dydt

/
= / (/ </ f(x,y,t)e_i’\t dt) MG (@) —(ny)) dy) O(n—x) dx
R \JR"» \JR

F(,y, A5 —m) dy) ®(n — ) do

)P(n — ) dx

Il
T
=
JE%
|
>
w.a>
_|._
=
)

usando la notacién
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Fy7) = fy ) /fxy, {0 .

Luego obtuvimos el resultado deseado. O]

Luego, ||mx(f)||us = (fR"x]R" |K (1, €)2du(n) du({)) *. con lo cual tenemos la siguiente
féormula de Plancherel.

Teorema 3.6.2. (Férmula de Plancherel para L'(H,)) Si f € L*(H,)(L*(H,), entonces
m(f) es un operador de Hilbert-Schmidt ppA € R — {0} y ademds:

1 1

1116 = Zomyert / Im (s WP = s / Ol A,

donde estamos usando la notacién f(N) == f(m).

Demostracion.
I = [ 1K .0 Pduto) dute)
R xR™
- / (= €330+ 6, N Pdu(n) du(e)
R xR™
Tomando

resulta d€ dn = |\|""dz dr.
Entonces

Imls = W [ [ 1@ 7R ddr
= P [ iy D dedy
R xR

por la férmula de Plancherel en R™.
Como

/ e,y N dedyd) = 2 / Fa,y,t) < oo,
R xR xR

R™ xR™ xR
y por lo tanto

/ |f<x7y7/>\\)’2dxdy<00
R xR™ x

Luego,

+0o0
| m Ol ax = @t [ | dedy = 20 7B

o0 n
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Corolario 3.6.3. Si f € L'(H,) satisface m\(f) = 0 para todo X # 0, entonces f = 0
ppg € Hy.

La férmula de Plancherel se puede extender a todo L?*(H,) como muestra el siguiente

resultado.

Teorema 3.6.4. La transformada de Fourier f — (27r)_(n§1>7r>\(f) se extiende a una iso-

metria entre L*(H,) y L*(R*) con la medida |\|"d\. Dicha isometria es sobre, esto es
L*(H,) ~ L*(RX).

Demostracién. Como L'(H,)NL?*(H,) es denso en L?(H,,), podemos extender la transforma-
da de Fourier continuamente. Por (3.6.1), dado K € £?(R*) podemos reconstruir la funcién
original f, con lo cual la transformada de Fourier es suryectiva. m

Definicién 3.6.5. A la medida |\|"d\ dada por el teorema anterior, se le llama medida de
Plancherel.

El Corolario muestra que, si bien en el grupo de Heisenberg hay muchas represen-
taciones no equivalentes a 7y con A # 0, estas representaciones son suficientes para distinguir
funciones de L'(H,), mds ain, la medida de Plancherel le asigna medida cero a las repre-
sentaciones 7y con A = 0.

Dada A € R, decimos que m) es una representacion de cuadrado integrable si las funcio-
nes x +— ey(u,v)(x) = (my\(r)u,v) son funciones de L*(H,/Z) para todo u,v € H, donde
la integracién sobre H, /Z se define como en . Denotamos por ITI:LSq al conjunto de

representaciones de H,, de cuadrado integrable. En este caso, f[;sq coincide con el conjunto
de representaciones ) con A # 0. Este es un caso particular de un resultado que afirma que
si un grupo de Lie nilpotente N admite representaciones de cuadrado integrable, entonces
la medida de Plancherel esta soportada en las clases de equivalencias de representaciones
unitarias e irreducibles de cuadrado integrable (ver Capitulo 5).

3.6.2. Formula de Inversion

Denotamos por F al operador tal que F(f) = f . Como la transformada de Fourier F es
una isometria, se cumple que:

(FIFa) 2@y = (f,9) 2, V.9 € L*(Hy).
Por lo tanto, F~! = F*. Luego FF* = F*F = 1.

Por definicién, (F*®, f)2mn) = (P, F f) £2(rx), luego si computamos F* en un subespacio
denso conveniente V de £2(R*) se obtiene:

1

o yntl /_OO tr(®(N)ma(z, y, )| A|"dA.

Fro(z,y,t) = o)

Podemos definir el espacio de Scwartz S(H,,) via la identificacién de H,, con R*"! (ve-
remos esta definicién mas detalladamente para el caso de N grupo de Lie nilpotente, conexo
y simplemente conexo). Luego, utilizando argumentos de densidad obtenemos el siguiente
resultado.



3. Analisis en el grupo de Heisenberg 66

Teorema 3.6.6. (Fdrmula de inversion) Si f € S(H,) y m son las representaciones uni-
tarias e irreducibles dadas por el modelo de Schrodinger se tiene

Py t) = / " tr(m(F)maes 9, )" dA. (3.10)

(2m)

Para f € L?(H,), se puede extender la férmula de inversién por densidad. Se puede probar
que esta féormula es independiente de la representacién elegida en su clase de equivalencias.
En efecto, para cada A € R consideremos (my, H) ~ (74, H') dos representaciones unitarias
e irreducibles. Entonces existe U operador de entrelazamiento unitario

U:H— H
que satisface my(z,y,t) = U o, o U™!. Lo primero que vamos a probar es que

m(f) =Uom(f)oU™.

Sean ¢, n € L*(R™), entonces:

(ma(f)E,m) = [y, t)(ma(z, y, 0)€,n) da dy dt

Hy

= f(l’,y,t)<(U7TS\(ZE,y,t)U_1)§,n> dl’dydt

Hy

= fla,y, )((my (z,y, ) U HE U ) da dy dt

(U U )
= (Ur\(f)U'E, ).

Como esto se cumple para toda £ y n, se tiene que m\(f) = U o w4 (f) o U™*. Luego,

flrt) = 2WMZ/ (a1, 3, )05, 05} A A

Como U es unitario, el conjunto {Uv;} es una base ortonormal de H’, y por lo tanto se tiene
1 o _ _ n
flx,y,t) = 2m) Z/ (TP, y, U oy, U™ o) A" dA
j —0oQ

= flet) = / () m (g B)AI dA.

(2m)" oo
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Como trabajaremos con las representaciones dadas por el modelo de Fock, volveremos a
la notacién (z,t) para denotar a los elementos de H,,.

Sea {h,} una base ortonormal de H,, entonces podemos escribir la férmula de inversién
como:

1 x
1) = Gy 2 | o b bl A
Para u,v € H, definimos
ex(u,v)(z,t) = (m\(z, t)u, v), (3.11)

la entrada matricial asociada a la representacién m, correspondiente a los vectores u, v.
El siguiente lema sera de gran utilidad para nuestros calculos.

Lema 3.6.7. Sea (my, Hy) una representacion unitaria e irreducible de H,. Si{hs} una base
ortonormal de Hy, entonces para todo o tenemos que

(f * ek(havha))('z?t) = <7T)\(f)7T)\<Z,t)ha,ha>,

donde ey es como en (3.11]).

Demostracién.
AU Do) = [ 7 ) o)
_ /an((z,t)(u, )Y (11, 8)hay ho)duds
= [ £z ) 8) Vel 8)(hay ha)duds
= realhur k()
y esto vale para todo (z,t) € H,. O

Luego podemos reescribir la formula de inversiéon como sigue:
1 o "
Flot) = Wza:/_Oo(f*ek(ha,ha))(z,t)|/\| dx.

Lema 3.6.8. Sea (my, H,) una representacion unitaria e irreducible de H,. Si{hs} una base
ortonormal de Hy, entonces para todo o tenemos que

f* ek(hou ha) = Z<f’ 6>\(h5, ha)>6>\(hﬁv ha)7
B

donde ey es como en (3.11)).
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Demostracion. Por el Teorema de Representacion de Riesz, para toda (m, H,) representacién
unitaria de H,, y todo (z,t) existe w(z,t)* tal que (n(z,t)f,g) = (f,7(z,t)*g) para toda
f7 g€ H)\-

Ademés, si (m,H,) es una representaciéon unitaria, m(z,¢)* = 7(z,t)"! para todo (z,t) €
H,.

Sea f € L*(H,) y (2,t) € Hy,

(f xex(ha, ha))(2,t) = f((z, )2, ) Healha, ho) (2, 1) d2'dt’

Hy

= f((u,s) Hex(ha, ha)((u, 8)(2, 1)) duds

Hy,

= /H’ f((u,s) ) (ma((u, 8)(2,t))ha, ha) duds

= F((u, )" (ma(u, s)7r(2, 1) ha, he) duds

Hy,

_ /Hf((u,s)1)<m(z,t)ha,m(u,s)*ha> duds

= F(, )™ O (malz, ) ha, ha)hg, ma(u, $) ha) duds
Hr 8

= Z f u, S <7T)\(Z t)ha,h5><hg,ﬂ')\(u 8) h >duds

— Z( ; I ((u, s)_1)<h5,7r,\(u, 5) 'he) duds) (ma(z,t)ha, hg)

B

= Z( ; I ((u, s)_l)e,\(ha,hﬁA)(u,s)—l) duds) ex(hay hg)(z,t)

B

= N (F exha, ha)e(has hs) (2. 1),

B

y esto se cumple para todo (z,t) € H,. O

Usando el lema anterior, obtenemos que

f(ert) = % 3 / (s ealha 1)) (ex(has hg)) (2, AT d.
a,f -0

(27

Uno de nuestros resultados originales es obtener una descomposicion de la representacion
regular a izquierda de K x H, en L?(H,) en componentes irreducibles.
Recordemos que Hy = ®;caW; es la descomposicion de la representacion metapléctica w en
subespacios irreducibles como K-modulo. Sea d; := dim(W;) y sea B; = {h%}%_, BON de
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W; para todo i. Entonces B = U;cpB; es una base de H,. Luego podemos escribir la férmula
de inversién

flot) = n+12/ (F * ex(ha, ha)) (2, £)|A|"dA

peB Y —

- o ZZ/ (F = ex(hi., b)) (2, B) [ A]"dA
e a=1

_ nHZZ/ o (F)ma (2 B, B AN
i€ a=1

- o ZZ/ (F =€) (B, b Y[A[dA

e a=1

1
(2m)+t
= 27$n+ Z/ (f xtr(m})) (z,8)|A]"dX
1
(2m)n+t

- G Z/ (f # drs) (2 O A["dA

donde € (R’ h.)(z,t) = ((Wf\(z,t)hg, h&)s ¥ T = Ty, - Por lo tanto tenemos que

o) o

f(z,1) By Z/ fdag) (2, )| A" (3.12)

Si (K, H,) es un par de Gelfand, por Teorema [2.4.14| la descomposicién

(H,) = / H, du(s)

en componentes irreducible es libre de multiplicidad. M&s ain, en la Observacion ([2.5.6))
probamos que si P, : L?*(G/K) — H, es el operador proyeccién, entonces Pyf = f * @y,
donde ¢, es una funcién esférica extremal, y por lo tanto, 2 C X..

Teorema 3.6.9. Sea H) ; el espacio de Hilbert genemdo por {ey (hq,hg)} donde h, € B; y

hg € B, con producto interno (@, 1)) WE f«:n (z,0)dz. Entonces, la accion regular
de K x H,, se descompone como una integral dzrecta de componentes irreducibles por

/ Ha, A dA.

Mds ain, el espacio de Hilbert Hy; es primario y equivalente a (dim W;)Hy como H,-
modulo.

JEA

Demostracion. La férmula de inversién para una funciéon Schwartz f en H,, esta dada por

flat) = / Tt (m (2.8 T () A" dA

o
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Mas aun,
112 = / ENGIE Sy / 10, ex (has ha))E A" X

donde ||-|| ;¢ denota la norma Hilbert-Schmidt, y la suma corre sobre hy, hg € B. Vimos que
(ma (z,0) ma (f) by b)) = (f = ex (R, 1)) (2,1), entonces

et = 3 [ 3 (e (o)) () A" A

_ Z/w (f  das) (2, 0) [ A" dA.

jeA ’
donde la ultima igualdad se sigue de ({3.12). También vimos que

frex(haha) =D (frex(hashs)) g, €x (Bas hs) - (3.13)

hgeB

Por (8.13) se sigue que f*ex (ha, ha) € Hxj v || fxex(ha, ha)llR; = 2op e (f ex(ha, hg)) 12,
para toda h, € B;. Luego obtenemos que la proyeccién ortogonal @, ; (f) = f * ¢, ; mapea

L?(H,) sobre Hy;, Hy; es irreducible, y por B.13) || f|I> = Dien ) o HQ,\Jinj IA]" dA.
Esto concluye la prueba del teorema. O]

3.7. Ejemplos conocidos

En esta seccién veremos cémo calcular funciones esféricas para algunos K C Aut(H,,)
concretos.

Ejemplo 3.7.1. Si consideramos el grupo K = U(n) actuando sobre H,, de la forma
k-(z,t) = (k.z,t),

entonces K C Aut(H,) es un compacto maximal. Siempre supondremos K C U(n).
Consideremos (K, H,,) par de Gelfand. En [4] se prob6 que existen dos clases de funciones
esféricas:

1. Tipo 1: Estan parametrizadas en pares (A, WW;), donde A es un ntimero real no nu-
lo. Estas provienen de las representaciones de H,, infinitamente dimensionales y las
denotamos por ¢, ;(z,t). Se puede ver que estas funciones satisfacen

drj(2,t) = d1;(A22, M), si A >0, (3.14)

(ﬁ)\,j = ¢|M,j si A <O. (315)

Por lo tanto, para los calculos, basta encontrar ¢ ;.
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2. Tipo 2: Este tipo de funciones esféricas provienen de las representaciones unidimen-
sionales de H,,, y estdn parametrizadas en C" /K, el espacio de K-6rbitas. Mds atn, si
Nw Y Mw son dos funciones esféricas asociadas a dos representaciones unidimensionales,
entonces 7, = 7, Si y s6lo si w y w’ son equivalentes.

Las funciones esféricas de tipo 2 son no-genéricas, es decir, tienen medida de Plancherel nula,
por lo cual estamos interesados sélo en las de primer tipo.

., Cémo construimos estas funciones esféricas?

Seguiremos la construccién hecha en [4]. Dado un par de Gelfand (K, H,), la repre-
sentacién metapléctica w induce una descomposicién en espacios irreducibles de H, como

K-médulo
Hy = EP Wy
je
Asumamos A = 1 y denotemos por P (V)]R al algebra de polinomios reales K-invariantes.
Entonces estd probado en [4] que existe una base canénica {p;}, , del espacio vectorial
P(V)R, p; € W, := W, tal que la sucesién {qj}jeA es obtenida de {pj}jeA aplicando el

proceso de Gram-Schmidt al conjunto {h;; € B} con respecto de la medida e’i|”|2dv, y
normalizandolos para que satisfagan ¢;(0) = 1.

Las funciones esféricas asociadas al par (K, H,) son de la forma

1i(z,t) = eitqj(z)e_%|z|2.
De la igualdad obtenemos las funciones esféricas para A > 0,
Orj(z,t) = ei)‘tqj()\%z)e*%lMZ'Q.
Las funciones esféricas ¢, ; con A < 0 se obtienen usando .
Analicemos los casos K = T,, y K = U(n). Consideremos el toro T,
it

T, = 2 01,---,0, R

62'9"

Notemos que por ser 7}, abeliano, se descompone en subespacios unidimensionales de la

forma
n
T, = @ erC.
r=1

Luego la representacién metapléctica se descompone libre de multiplicidad, y por lo tanto
(T, H,) es un par de Gelfand.
Los correspondientes polinomios invariantes h, son de la forma
ha(Z,t) _ | 2|2

2aql?

a=(ag,...,ap),

y las funciones esféricas las describimos en la siguiente proposicion.
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Proposicién 3.7.2. Las funciones esféricas del par (T, H,) son de la forma

15 n
Gal(z,t) = ete 1! HLaj(%|zj|2),, a=(ag,...,ap)

j=1

donde Ly(x) = Z§:0 (];)(_j—gf)] es el k-éstmo polinomio de Laguerre de orden 0.

Para el caso K = U(n), los espacios irreducibles de la representacién metapéctica ac-
tuando sobre P(C™) son los polinomios homogéneos P;(C") con base ortonormal

[t Jal = m).

Las correspondientes funciones esféricas son

1
Om(z1) = e"e TT LIV (G]]?),
n—1 m m —x)J
donde LY )(x) =(n-D!> 0, (j)ﬁ
El polinomio LY es el m-ésimo polinomio de Laguerre generalizado de orden (n — 1).

Otra clase de funciones especiales que aparecen relacionadas a las funciones esféricas del
par (U(n), Hy) son las funciones de Bessel .

Acerca de los polinomios de Laguerre: (ver [2])

Los polinomios de Laguerre son una familia de polinomios ortogonales respecto del peso
e~*. El polinomio n-ésimo de Laguerre (de orden 0) surge de resolver la ecuacién diferencial

zy" + (1 —2)y +ny=0.

Desarrollando a y en series de potencias se obtiene una relaciéon de recurrencia

o0
Ag4+1 = (:Jr;f;zak, y(x) = Zakxk-
k=o
Se puede ver, que cuando n es un numero natural, se anulan todos los coeficientes mayores e
iguales a n. Luego una de las soluciones es un polinomio de grado menor o igual a n, llamado
n-ésimo polinomio de Laguerre L,,.
El n-ésimo polinomio de Laguerre es de la forma

=3 ()5

j=o

Los polinomios de Laguerre generalizados son una familia de polinomios ortogonales
respecto del peso x7™e~". Estos polinomios L se obtienen a partir de la resoluciéon de la
ecuacion diferencial

xy" () + (m+1—2)y (x) + ny(x) = 0.
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Luego se tiene que O = L,, y la férmula para los polinomios de Laguerre generalizados

€s
n— — (m —xz)
1 = ) () et

=0

Nota. Familias conocidas de polinomios y funciones especiales puede definirse a partir de
pares de Gelfand (G, K). Por ejemplo, los polinomios de Legendre son funciones esféricas
asociadas al par (G, K), donde G es el grupo de rotaciones de R® y K el grupo de rotaciones
de R?. Las funciones de Bessel surgen al considerar el plano de dimensién dos como el cociente
entre el grupo de movimientos rigidos del plano y el grupo de rotaciones.






Capitulo 4

Teoria general de algebras de Lie

En este capitulo denotaremos a las algebras de Lie por g. Dicha algebra puede ser real
o compleja. Cuando g sea un algebra de Lie real, denotaremos por gc su complexificacion,
y si denotamos por g a un algebra de Lie compleja denotaremos por gg a su forma real. En
este capitulo nos basamos en [16] y [19].

4.1. Algebras de Lie nilpotentes, solubles y semisim-
ples

Dada g un &lgebra de Lie finitamente dimensional, definimos recursivamente la serie
central ascendente g¥ para todo k € N asociada a g como la cadena de conmutadores

=99 =9, ...0=g" "9

Cada g"* es un ideal en g, y g* C g*~! para todo k natural. Decimos que el algebra de Lie
g es soluble si existe r € N tal que g" = 0.

Dada un &algebra de Lie g definimos la serie central descendente como una cadena de
subalgebras construida de la siguiente forma

go=9, 6= [979]7---7% = [97%—1]

para todo k natural. Todas las subalgebras g, son ideales de g que verifican

Ok © Gk—1.
Definicién 4.1.1. El algebra de Lie g es nilpotente si existe r € N tal que g, = 0.

Es facil ver que un 4lgebra de Lie nilpotente no nula tiene centro no nulo, y que g* C gy,
y por lo tanto, un algebra de Lie nilpotente es soluble.

Sea n := min{r : g, = 0}. Se dice que n es el orden de nilpotencia, y un algebra de Lie
con orden de nilpotencia n se dice que es n-pasos nilpotente.

Proposicién 4.1.2. Toda subdlgebra y todo cociente de un dlgebra de Lie nilpotente (resp.
soluble) es nilpotente (resp. soluble).

75



4. Teoria general de algebras de Lie 76

Ejemplo 4.1.3. Si consideramos el dlgebra de Lie g de matrices triangulares n x n con el
corchete de Lie dado por [A, B] = AB — BA, entonces g es un algebra de Lie soluble. Si en
particular g es el conjunto de matrices triangulares n x n con diagonal nula, entonces g es
un algebra de Lie n-pasos nilpotente.

Ejemplo 4.1.4. El algebra b, asociada al grupo de Heisenberg H,, es 2-pasos nilpotente
para todo n natural.
El siguiente resultado sera de gran utilidad a lo largo del trabajo.

Lema 4.1.5. Sea N un grupo de Lie conexo y simplemente conexo con dlgebra de Lie n
nilpotente. Entonces la aplicacion exp : n — N es un difeomorfismo.

Dada g un algebra de Lie definimos una forma bilineal simétrica por
B(z,y) = tr(ad(z)ad(y)) para x,y € g,

donde tr es la traza del operador. Llamamos a B la forma de Killing y cumple las siguientes
propiedades:

o B([r,y],2) = B(z,y, 2]) para todo ,y,z € g.

e Es invariante por automorfismos: B(s(x), s(y)) = B(z,y), donde s € Aut(g), =,y € g.
Definicién 4.1.6. Un &algebra de Lie finitamente dimensional g se dice simple si g es no
abeliana y no posee ideales propios no triviales. g se dice semisimple si no posee ideales

solubles no nulos.

En particular, un algebra de Lie simple es semisimple, y una caracterizacién viene dada por
el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.1.7. Sea g un dlgebra de Lie finitamente dimensional. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

® g es un dlgebra de Lie semisimple,

e g no posee ideales abelianos no nulos,

e g es suma directa de ideales simples no abelianos,

e La forma de Killing definida sobre g x g es no degenerada (Criterio de Cartan).

Como corolario obtenemos que un algebra de Lie semisimple tiene centro trivial.
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4.1.1. Algebras de Lie semisimples

Las algebras de Lie semisimples complejas son de gran interés porque admiten una des-
composiciéon notable en espacios de raices. Para motivar esta descomposicion daremos un
ejemplo.

Ejemplo 4.1.8. Consideremos el algebra de Lie compleja gc = sl(n, C). Sean

h = matrices diagonales con entradas reales en g¢

hbc = todas las matrices diagonales en gc.

Entonces he = h @ ih. Sea E;; la matriz que tiene un 1 en el lugar (¢,7) y 0 en el resto de
las entradas, y definimos e; € h como

hy

Para cada H € b¢, ad(H) es diagonalizable respecto de la base de g definida por los elementos
E; j con 7 # j unida a una base de hc. En efecto,

ad(H)E; ; = [H, E; ;| = (e;(H) — e;(H))E; ;.

Luego E; ; es un autovector simultdneo de ad(H) para toda H € bh¢, con autovalor e;(H) —
e;(H). Luego el autovalor e; — e; es un funcional lineal de ¢, es decir, e; — e; € hg. Los
autovalores (e; — e;)’s, para ¢ # j son llamadas raices. El conjunto de raices se denota por
A. Ademas tenemos que
gc =bec @ (PCE,,.
i#]
que podemos reescribir como
gc =be @ Poce, ., (4.1)
i#]
donde
0Ce,—e; = {X € gc: ad(H)X = (e; — ¢;)(H)X para toda H € bc}.

La descomposicién (4.1)) es llamada descomposicién en espacios de raices. Notemos que A
genera hc como C-espacio vectorial.

Extraeremos estas propiedades para un algebra de Lie compleja semisimple g; para ello
debemos definir la subalgebra h llamada subdlgebra de Cartan. Existen varias formas equi-
valentes de definir subalgebras de Cartan.

Definicién 4.1.9. Dada un algebra de Lie compleja semisimple g, una subalgebra h se dice
subdlgebra de Cartan si b es una subdlgebra abeliana maximal de g y adgy(h) es simultdnea-
mente diagonalizable.
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Un resultado muy conocido garantiza que toda algebra de Lie compleja finitamente di-
mensional tiene una subalgebra de Cartan, y es tnica salvo isomorfismos.
Dada a € h*, a # 0, definimos

0o :={zx € g:(ad(z) — a(z))"z = 0 para todo z € h,n € N}.

Si go # 0, a es llamada una raiz, y denotamos al conjunto de raices por A o por A(g, bh).
La descomposicion en espacio-pesos es

g=bo P g
aEA

Esta descomposicion es llamada descomposicion en espacios-raices de g respecto de h. Los
elementos de g, son llamados vectores raices de a.
En lo que sigue B sera la forma de Killing definida sobre g.

Proposicién 4.1.10. Sea g un algebra de Lie compleja semisimple con algebra de Cartan b
y sea A = A(g,bh) conjunto de raices. Si B es la forma de Killing de g, entonces:

a) Sia,f € AU{0} y o+ [ # 0 entonces B(ga, 93) = 0.
b) Siav € AU{0}, entonces B es no singular en go X g_q.
c) St € A, entonces —a € A.

d) By, €s mno degenerada; consecuentemente para cada « existe z, € b tal que
a(z) = B(z, z,) para toda z € b.

e) A genera h*.
f) Siae A, dim(g,) = 1.

Para cada raiz «, podemos elegir y fijar un elemento v, # 0 en g, tal que
[2,v4] = a(z)v, para todo z € h (por Teorema de Lie existe tal v,).

Como corolario de esta proposicién obtenemos que la accién de ad(h) sobre g es si-
multaneamente diagonalizable. Ademas, sobre h x b la forma de Killing B satisface

B(z,2") = Z a(z)a(z'), (4.2)

aEA

por lo tanto obtenemos que la base {v,,v_,} puede ser normalizada de manera tal que
B(va,v_4) = 1.
Podemos transferir la forma de Killing a h*. Dados ¥, ¢ € h* definimos

(1, @) = B2y, 24)-

Sea by el espacio R-lineal generado por A en h*. Entonces h* = by @ i by, y la forma
bilineal B restringida a b es un producto interno definido positivo, que denotamos por (-, -).
Maés anin, si hr denota el R-espacio lineal generado por {z,}aca, entonces b = b @ i by, los
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elementos de hj son exactamente aquellos que son reales sobre b, y la operacién de restringir
dichos funcionales lineales de h a hg es un R-isomorfismo de b en (hg)*.

Sea |-|? el cuadrado de la norma asociado al producto interno (-, -) definido sobre h% x b5,
y sea « una raiz. Definimos la reflexion S, relativa al producto interno (-, ) por

Sal6) == 22000, e by,

Esta es una transformacion ortogonal sobre b, la cual satisface que es —1 en Ra y es +1
en el complemento ortogonal de «.

Proposicién 4.1.11. Sea g un dlgebra de Lie compleja semisimple con dlgebra de Cartan
h. Consideremos A = A(g,h) un sistema de raices. Entonces para toda o € A, S, manda
A en si mismo.

Definicién 4.1.12. Consideremos A = A(g, h) un sistema de raices.

e Llamamos grupo de Weyl de A al subgrupo del grupo ortogonal O(A) generado por
las reflexiones {S, }aena, y 1o denotamos por W (A).

e Decimos que un conjunto de raices Il := {ay, -+ , a5} es un conjunto de raices simples
si para todo v € A podemos escribir

7= Qg + -t agng (43)
conn; € Zparat=1,...,s con n;’s todos del mismo signo.
e Sobre el sistema de raices A podemos definir una nocién de positividad. Sea {z1, -+ , 2z, }

una base de h. Decimos que o« € A es una raiz positiva si existe un indice k tal que
a(z;) =0paratodo 1 <i<k—1,y a(z) > 0, y lo denotamos por o > 0. Denotamos
por A al conjunto de raices positivas. Equivalentemente, decimos que {a1, ..., s} es
un conjunto de raices positivas si en la ecuacién todos los n; son no negativos.

e Decimos que o € A es una raiz indescomponible si a > 0y si a no puede descomponerse
como « = 31 + 5 con (1, Sy ambas raices positivas.

Observacion 4.1.13.
A=ATU(=A").

4.2. Algebras de Lie compactas

En esta seccion presentaremos los resultados principales de algebras de Lie compactas.

Sea g un algebra de Lie real, g se dice compacta si es el algebra de Lie de un grupo de
Lie compacto, y un algebra de Lie g se dice reductiva si su representaciéon adjunta ad es
completamente reducible.

Si g es un algebra de Lie compacta, como espacio vectorial real g admite un producto
interno Ad(G)-invariante, es decir

(Ad(g)u, Ad(g)v) = (u,v) para todo u,v € g, g € G.

De este hecho se deducen los dos siguientes resultados.
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Proposicién 4.2.1. Sea G un grupo de Lie compacto, y sea g su dlgebra de Lie. Entonces
g es reductiva, y por lo tanto g = ¢ @ [g, ¢|, donde ¢ es el centro de g y [g, g] es semisimple.

Proposicién 4.2.2. Si G es un grupo de Lie compacto con dlgebra de Lie g, entonces la
forma de Killing es semidefinida negativa sobre g.

Se define un toro n-dimensional 7, como un grupo de Lie isomorfo al grupo cociente
R™/7Z". Es bien sabido que un grupo de Lie es compacto conexo y abeliano si y sélo si es un
toro T,, para algin n € N.

En esta seccién G sera un grupo de Lie compacto, g su dlgebra de Lie y g¢ su complexi-
ficacion.

Teorema 4.2.3. Todo grupo de Lie compacto y conexo tiene un toro mazximal. Ademds se
cumplen las siguientes afirmaciones:

e 51T es un toro maximal de G y si g y b son las dlgebras de Lie de G y T respecti-
vamente, entonces by es una subdlgebra abeliana mazimal en g. Si b es una subdlgebra
abeliana mazimal de g, entonces el subgrupo conexo de G correspondiente a b es un
toro maximal de G.

e Si by y by son dos subdlgebras abelianas mazximales de g, entonces existe g € G tal que

Ad(g)b1 = b.

o Si T yT? son dos toros marimales de G, entonces existe g € G tal que gT g~ = T?.

e G = UgeG gTg™ . Luego g = UgeG Ad(g) b, donde g y b son las dlgebras de Lie de
G y T respectivamente.

Definicién 4.2.4. Sea g un éalgebra de Lie compacta y G su correspondiente grupo de Lie.
Consideremos = € g, h un subdlgebra de Cartan tal que = € b, y sea T' = exp(h) toro
maximal. Para h € (G, definimos el centralizador de h en G por

Ca(h) ={g € G : gh = hg}.

Entoncessih € T, T C Cg(h). Decimos que z € g es un elemento reqular si Cg(exp(z)) = T.
Denotamos por g, al conjunto de elementos regulares de g.

Observacion 4.2.5. Una definicion equivalente de elemento regular es la siguiente. Sea
pa(N) = det(ad(z) — M) = > X* Dy(x),

y sea m = min{k : Dy # 0}, entonces x € g, si y s6lo si D,,(x) # 0. De esta definicién se
deduce que el complemento del conjunto de elementos regulares coincide con los ceros de un
polinomio, y por lo tanto, tiene medida de Lebesgue nula. Luego g, es un abierto denso en

g.

Proposicién 4.2.6. Sea x € g y b subdlgebra de Cartan tal que x € h. Entonces x € g, si
y solo si dim(Nu(ad(x))) = dim(h).
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Sea T un toro maximal en G, y h su édlgebra de Lie, entonces g = ¢ @ [g, g, con [g, g]
semisimple y ¢ el centro de g. Sean gc y he las complexificaciones de g y h respectivamente.
Entonces gc = ¢c @ [gc, 9c], con [gc, gc] semisimple y ¢¢ abeliana. Se puede obtener una
descomposicion de gc en espacios de raices similar a la descomposicién para algebras de Lie
complejas semisimples. Esta descomposicién viene dada por

gc=bc® P o

a€A(ge;he)

donde extendemos los miembros av € A de b (el dlgebra de Cartan de [gc, gc]) a he defi-
niendo estos como 0 en ¢c.

Como en el caso semisimple, dado a € b,
0o ={r €gc|adz)r =a(2)x Vz € b}, ¥y

A={aebz|a#0 y go#0}

El conjunto A satisface todas las propiedades de sistema de raices definido en el caso semi-
simple, excepto que no genera hg.

En general, para un algebra de Lie reductiva real g, decimos que una subdlgebra de Lie
de g es una subalgebra de Cartan si su complexificacion es una subalgebra de Cartan de gc.
Con esta terminologia, el algebra de Lie h asociada a un toro maximal 7" de un grupo de
Lie compacto y conexo G es una subalgebra de Cartan del algebra de Lie g de G. Mas aun,
dos élgebras abelianas maximales de g son conjugadas por un elemento de Ad(G), y todo
elemento g € GG es el conjugado de un elemento de 7'

En este caso, es ficil ver que si @ € A, entonces ), es un funcional lineal en iR,

aj, b —aR.

Por lo tanto a(ih) = ia(h) € —R. Definimos hr = ifh. Podemos ver al sistema de raices
como miembros de b.

Por , la forma de Killing no degenerada B es definida positiva sobre hg. Luego dada
a € b}, existe H* € hg tal que a(z) = B(z,2%) para toda z € hg. Este es el isomorfismo
entre hr y bj, dado por el Teorema de Riesz.

Consideremos

br={z €br|a(z) #0Va e A}

Se definen las camaras de Weyl de he como el conjunto de componentes conexas de bf,.
Las reflexiones S, y el grupo de Weyl se definen como en el caso semisimple. Ademas, el
conjunto

W(G,T) = Ng(T)/Za(T),
W(G,T) actua por automorfismos sobre T', y tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.2.7. Con la notacion anterior:



4. Teoria general de algebras de Lie 82

e 5ig € Ng(T), entonces Ad(g)hc = be y Ad(g)),, =1 siy sélosigeT.

e W(G,T) actia simplemente transitivamente en las cdmaras de Weyl de hc. Esto es,
W (G, T) permuta las camaras de Weyl y si s € W(G,T) satisface sQ = Q para alguna
camara de Weyl, entonces s = 1.

e W(A)=W(G,T).

4.3. Teoria de pesos

Sea g un algebra de Lie compleja, y h una subalgebra de Cartan.

Para poder describir las representaciones irreducibles de dimension finita de un algebra de
Lie compleja semisimple, modulo equivalencias, utilizaremos la teoria de pesos. El Teorema
del peso maximo describe las clases de equivalencia a partir de los pesos dominantes de un
reticulado de pesos enteros, definidos en h*. De este teorema se deduce la clasificacion de las
representaciones irreducibles de grupos de Lie compactos.

Sea (7, V') una representacién compleja de g de dimensién finita. Dado A € h* definimos
V(A):={veV : m(x)v = A(z)v para toda x € h}.

Si V(A) # 0, entonces V() se llama el espacio peso de \. En tal caso, A es un peso de la
representacion, y v € V() es un vector peso \.

Sea B la forma de Killing. Sabemos que B es no degenerada sobre h x b, y que es
definida positiva sobre hr X hr, donde hr = ihg. Denotamos por (x,y) = B(x,y), cuando la
restringimos B a hr denotamos por | - | a la correspondiente norma.

Proposicién 4.3.1. Sea A el conjunto de raices de by, y sea hr definido como antes. Si
(m, V) es una representacion compleja de g, entonces:

1. w(h) actia diagonalmente sobre V- y V' es la suma directa de todos los espacios pesos.

2. Todo peso es un funcional lineal a valores reales sobre hr y satisface

3. Las raices y los pesos estdn relacionados via w(go)V(A) C V(A + ).

Denotamos por
P(g):={ ebh" : (\a) € ZVa e A}.

P(g) se denomina el reticulado de pesos y sus elementos se denominan pesos enteros.
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Sea IT = {ay,--- ,ax} el conjunto de raices simples de g respecto de h. Notemos que
podemos elegir II C b}. Se definen los pesos fundamentales w; como una base de h* que
satisface las ecuaciones

Sea A € h*. Se dice que A es un peso dominante o peso mdzximo si (A, «) > 0 para toda raiz
simple . Denotamos por P, (g) al conjunto de pesos enteros dominantes.

Teorema 4.3.2 (Teorema del peso maximo). Salvo equivalencias, las representaciones irre-
ducibles (7, V') de dimension finita de g estan en correspondencia uno-a-uno con las funcio-
nales lineales \ en Py, (g). Denotaremos por my a la representacion de peso mdximo \. El
peso maxrimo \ de wy tiene ademds estas propiedades:

(a) X\ depende sdlo del sistema simple II y no del orden de las raices simples en la base
ordenada I1.

(b) El espacio de peso V(\) tiene dimensidn 1.

(¢) Cada vector E € g, para una arbitraria raiz positiva anula todos los miembros de V(\);
y los vectores de V() son los 1inicos vectores con esta propiedad.

d) Todo peso de my es de la forma \ = l.: n;o; conn; >0y a; € 11.
=1

Recordemos que un grupo de Lie G se dice semisimple si su algebra de Lie es semisimple.
En el caso de que g sea un algebra de Lie semisimple de dimensién finita y que ademaés es
compacta, entonces tenemos también el siguiente resultado:

Teorema 4.3.3. Sea G un grupo de Lie conexo compacto semisimple y simplemente conezxo
con dlgebra de Lie complezificada gc. Salvo equivalencias, las representaciones irreducibles
de dimension finita (w,V) de G estdn en correspondencia uno-a-uno con los funcionales
lineales X en Py (gc).

4.3.1. Ejemplos

Denotamos por G a los grupos lineales G = GL(n,C), SL(n+1,C), Sp(2n,C), SO(2n,C)
0 SO(2n+1,C) y sea g su algebra de Lie. El subgrupo H de matrices diagonales es un toro
maximal de dimensién n, y denotamos por b su algebra de Lie.

e Para G = GL(n,C) una base de h viene dado por (¢;, A) = a;, donde A es la matriz
diagonal con entradas A; = a;. Entonces {¢;}; es una base de h*.

e Para G = SL(n+1,C), una subélgebra de Cartan h consiste de las entradas matriciales

con diagonal cero. Por abuso de notacién denotaremos por ¢; a la restriccion de ¢; definidos
para GL(n,C) a SL(n,C).
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e Para G = Sp(2n,C) o SO(2n,C), para i =1,--- ,n definimos (¢;, A) = a;, donde A es
una matriz diagonal con entradas A; = a;sii=1,--- ,ny A;=—a;sii=n+1,---,2n.

e Para G = SO(2n + 1,C) para una matriz A diagonal tal que A; = a;sii=1,---,n,
Amityn+) =0y Ay = —a; parai =n+2,--- ,2n + 1 definimos (¢;, A) = a;.

En todos los casos anteriores, {¢;}1_; conforma una base de h*. Los pesos {¢; } son llamados
pesos coordenados.

La descripcién de los pesos dominantes P, (g) a partir de los pesos coordenados se
encuentra en [16], y lo resumimos en el siguiente resultado.

Proposiciéon 4.3.4. Para cada uno de los siquientes grupos lineales los pesos dominantes
estan determinados por los pesos coordenados como sigue:

1. 8i G = GL(n,C) ¢ SL(n + 1,C), entonces P, (g) consiste de todos los pesos de la
forma

,u:/{?1€1—|—"'+l€n€n, donde ]{7122]{?”, Y ki—k;,+1e€Z. (44)

2. S1G=502n+1,C), P.(g) es el conjunto de pesos de la forma
w=rkiey+--- kpnen, conky >ky>--->k,>0. (4.5)
Aqui 2k; y k; — kj son enteros para todo 1 < i,j < n.

3. SiG = Sp(n,C), entonces P, (g) viene dado por los pesos de la forma p que satisfacen
la ecuacion (4.5)) pero con k; € Z para todo i.

4. Para el caso G = SO(2n,C), P, (g) viene dado por los pesos de la forma
pw="kieg + -+ kpen, dondeky > ko> >k > |kyl

Aqui 2k; y k; — kj son enteros para todo 1 <1i,j < n.

4.3.2. Representaciéon regular sobre el anillo de polinomios

Sea GG un grupo de Lie reductivo, es decir, g = 36V donde g es el algebra de Lie de G. Su-
pongamos que (m, V') es la representacién dada por 7(g)v = gv. Definimos la representacion
regular de G en el anillo de polinomios P (V') como

(p(9)f)(w) = flgv), fePV).
Definimos el espacio de polinomios homogéneos de grado k como
P*V) = {f € P(V): f(za) = 2" f(z) para todo z € C*}.

El espacio vectorial P*(V) es de dimensién finita y G-invariante para k € Ny. La represen-
tacién py definida como la restricciéon de p a P*(V) es la representacion regular de G.
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En los casos en que G es SU(n) o SO(2n) el espacio vectorial es V = C" y en el caso
G = Sp(n), V = C?". Las representaciones p; son irreducibles y la descomposicién de la
representaciéon p en componentes irreducibles es

p=EP o (4.6)

4.3.3. Descomposicion del producto tensorial de representaciones
de Sp(n)

En esta subseccién seguiremos [7]. Consideremos el grupo simplético real Sp(n), en este
caso la subalgebra de Cartan h estd compuesta de matrices diagonales de la forma

( )
hy
hn
b = _hl h’l? . 7hn € (C )
\ _hn Y,
Parat¢=1,...,n, Sea H; = €;; — €;4n i+n donde ¢; ; denotan las matrices matriciales que

tienen un 1 en la entrada (7,7) y 0 en el resto de las entradas, se puede ver facilmente que
{Hy, -+, H,} es una base de b.

Si consideramos {Ly,--- , L,} la correspondiente base dual de {Hy,--- , H,} en h*. Los
pesos fundamentales de Sp(n) estan dados por

Ly, Ly+ Lo,..., Ly +---+ Ly,
y las raices simples son

Ll - L27 L2 - L37 te Ln—l - Ln7 2Ln

—

Por Teorema del peso maximo [4.3.2] sabemos que toda representacién n € Sp(n) estén en
correspondencia con una combinacion entera no negativa de pesos fundamentales, y por ende

—

podemos identificar a n € Sp(n) con una n-upla (m,---,n,) donde 7; € Zsog y m1 > 12 >
--- > 1, > 0. Por abuso de notacién, denotamos con la misma letra n a la representacion

n € Sp(n) y ala particion n = (11, -+ , 7, ), aunque también denotaremos a la representacion
n por (n,- - ,n,) segun el contexto.

La descomposicién de la representacién natural n de Sp(n) sobre el espacio de polinomios
P(C*") en componentes irreducibles fue desarrollada por Koike-Terada en [21]. Notemos que
la particién asociadas a las representacién natural de Sp(n) actuando sobre el conjunto
P,.(C?") de polinomios homogéneos de grado r es la particién de longitud uno (r). A esta
representacion la denotaremos por 7).
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Sir > s, de acuerdo a [21] pag. 510, el producto tensorial 7,y ® 75 se descompone en
representaciones irreducibles como

s ]
Ny @ N(s) = GB @ M ts—j—i,j—i- (4.7)

j=0 i=0

4.3.4. Representaciones de GL(n,C) x GL(k,C)

Recordemos que la complexificacién del édlgebra de Lie u(n) es gl(n,C), por lo tanto,

basta estudiar gl(n, C) para obtener u(n).
Recordemos que por (4.4]), sabemos que los pesos fundamentales consisten de los elemen-
tos de la forma

w=rke +---+kye, dondeky>--->k, v ki—k+1€Z.

Definimos los pesos dominantes \; = €; + - -+ + ¢;. Notemos que la restriccién de los pesos
dominantes a SL(n,C) son los pesos dominantes ¢; de SL(n,C), parat=1,---n—1.Si p
viene dado por la ecuacién (4.4]), entonces

o= (k1 — ko)A + (ko — ks) Ao + -+ + (kp — kp—1) A1 + kn .
Entonces los elementos de P, (g) pueden escribirse de manera tinica como
U=mi A+ -+ myA, con Ay > X > - >N\, >0, m; €Z.
La restriccion de po de p a la subalgebra de matrices con diagonal cero viene dado por
po = (k1 — ko)woy + (ke — k3)wo + -+ - + (kyy — kn1)wn_1.

Lema 4.3.5. Sea (7#, F}') una representacion de GL(n,C) de peso mdzimo p. Entonces la
representacion de SL(n,C) dada por la restriccion de m* tiene peso mdzximo . Ademds
si definimos la representacion (), F*) por w(g) = w(¢g") ™", entonces es equivalente a la
representacion dual (wh*, FF*).

Por otra parte, sea G = GL(n,C) actuando sobre V = (C*)" via

9'(5U17"‘ ,l’k) = (gk:h ,g$k>

Identificamos V' con el espacio M, ; de matrices n x k complejas. Con esta identificacion,
la accién de G sobre M, estd dada por la multiplicacién a izquierda. Esto da lugar a la
representacién (p, P(M,x)) dada por p(g)f(z) = f(g 'z).

Sea G' = GL(k,C) entonces G’ actia sobre M, ; por multiplicacién a derecha. Esta
accién de G’ conmuta con la accién de Gy define una nueva accién sobre M, ;, dada por
p'(9)f(z) = f(zg).

Sea p un peso dominante de la representacién (p, P(M,x)) de G. Escribimos a p =
S, wi€; como en (4.4). Definimos la longitud de p como

ul = Z Hi,
=1
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y definimos la profundidad de p como
depth(p) = min{k : ugr1 = 0}.

Entonces podemos ver a p como un peso entero dominante de GL(n,C) para [ >

depth(u).

Siguiendo la descripcién que se encuentra en [16], tenemos la descomposicién de la re-
presentacién de GL(n,C) x GL(k,C) actuando sobre P(M,, ;) en componentes irreducibles.

Teorema 4.3.6. La representacion de GL(n,C) x GL(k,C) sobre el espacio de polinomios
homogéneos de grado d sobre M, se descompone libre de multiplicidades como

PUMyy) =Y (F) ® FY,

v

donde la suma corre sobre todos los pesos enteros dominantes no negativos v de longitud d
y profundidad depth(v) < r donde r = min{n, k}.

Sabemos que la representacién (72*, F¥*) correspondiente al peso méaximo v es equi-
valente a la representacién (7%), F*) definida por 7#(g) = 7#(¢")"". Afortunadamente, la
representacién regular a izquierda de GL(n, C) actuando sobre (C")* es equivalente a la re-
presentacién (7#), F*), y la descomposiciéon de GL(n,C) x GL(k, C) sobre P(C" @ C*) viene
dada por

P(C'®CH =) F/oF,

donde la suma corre sobre todos los pesos enteros dominantes no negativos v de longitud d
y profundidad depth(v) < r donde r = min{n, k}.

Restringiendo las representaciones (7#, F*) a SL(n,C) tenemos las representacion de
peso maximo (7wH, F*) con la notacién del Lema Luego

PUM,p) =) (Fr) @ FY,

v

es la descomposicién en irreducibles del espacio P(C" @ C*) como SL(n,C) x GL(k, C).






Capitulo 5

Analisis armonico en nilvariedades

En esta secciéon queremos construir pares de Gelfand (K, N) donde N es un grupo de
Lie nilpotente y K el grupo de automorfismos ortogonales de N. Un grupo de Lie N se dice
n-pasos nilpotentes si su algebra de Lie n es un algebra de Lie n-pasos nilpotente. Es sabido
que si N es un grupo de Lie nilpotente tal que (K, N) es un par de Gelfand y K es un
grupo compacto, entonces N es necesariamente 2-pasos nilpotente. En [23] el autor describe
una familia de pares de Gelfand (K, N) donde N es 2-pasos nilpotentes. Recordemos las
equivalencias de par de Gelfand vistas en el Capitulo 2.

Sea GG un grupo de Lie conexo, y K un subgrupo de Lie compacto de GG. Es bien sabido
que las siguientes son equivalentes:

1. El dlgebra de convolucién L'(K\G/K) es conmutativa.

2. El élgebra U(g)X de operadores diferenciales K-invariantes a izquierda sobre G/K es
conmutativa.

3. La representacion regular de G sobre G/ K es libre de multiplicidad.
4. Dada una representacién unitaria e irreducible (p, H) de G, el espacio
Hi :={veH:p(k)v=wvparatodo k € K}
es, a lo mas, unidimensional.

Cuando alguna de las anteriores se cumple decimos que (G, K) es par de Gelfand.

El espacio cociente G/K es llamado una nilvariedad si existe un subgrupo nilpotente N
de G tal que N actia transitivamente, y decimos que G/K es una nilvariedad conmutativa
si (G, K) es un par de Gelfand. En este trabajo, G/K es conexo y simplemente conexo y
entonces, N actia simplemente transitivamente sobre G/K y G es el producto semidirecto
K x N (ver [35], Lema 13.1.2). Denotamos al par de Gelfand (K x N, K) por (K, N).

En el Teorema de clasificacién de Vinberg de nilvariedades conmutativas, hay una gran
familia que fue definida por J. Lauret en [23]. La construccién de J. Lauret se corresponde
con pares donde K es el grupo de automorfismos ortogonales maximal, con excepcion de
tres casos. Como se prueba en [35](pdginas 339-341), en casi todos los casos definidos por
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Vinberg, N tiene una propiedad muy sorprendente: tiene representaciones de cuadrado in-
tegrables, con excepcion de tres casos (dos de los cuales estan en la lista de Lauret). Para la
familia descripta por J. Lauret tal que N admite representaciones de cuadrado integrables,
desarrollaremos el correspondiente andlisis esférico, encontrando explicitamente la férmula
de inversion, y como una consecuencia, obtenemos la descomposiciéon de la accion regular de
G sobre L*(N). El resto de las férmulas de inversién de la lista de Lauret puede encontrarse
en Seccién 14.5 en [35] y en [36].

Daremos un breve resumen de este capitulo. Primero introduciremos algunos preliminares
acerca de la familia descripta por J. Lauret. Recordaremos la teoria de Moore-Wolf desa-
rrollada en [35], encontrando una férmula de inversién para la familia de J. Lauret. Luego
enunciaremos y probaremos nuestro resultado principal.

5.1. Construccion de una familia de algebras de Lie dos
pasos nilpotentes

Sea n la suma directa de dos espacios vectoriales, n = g® V', donde g es el dlgebra de Lie
de un grupo de Lie compacto G, es decir g = [g,9] @ ¢, y (7, V) es una representacion real
de g. Queremos definir un producto interno en el espacio vectorial n. Consideramos (-, ), y
(-, -)v productos internos en g y V' ad(g)-invariante y m(g)-invariante respectivamente. Luego
extendemos el producto interno a n decretando que g y V' sean espacios ortogonales. Este
producto interno definido sobre n es llamado g-invariante.

Definimos en n una forma bilineal [-,-] : nxn — g con centro gy tal que [-, -]y« satisface

(@, [u,v]yxv)g = (7(x)u,v)y, w,veV, xzeg. (5.1)

La aplicacion [, -] resulta bilineal, antisimétrica y satisface la identidad de Jacobi. Por lo
tanto [, -] es un corchete de Lie, y (n, [, -]) es un dlgebra de Lie 2-pasos nilpotente con centro

g.

Denotamos por N(g, V') al grupo de Lie conexo y simplemente conexo que tiene a n como
algebra de Lie. Podemos darle a N(g,V) una métrica invariante a izquierda determinada
por (-, -),. En [23] se prueba que esta construcciéon no depende de la eleccién del producto
interno g-invariante, salvo isomorfismos de grupos de Lie. Mds atin, si (7, V),(p, W) son dos
representaciones de g y existe un automorfismo ¥ de g y un isomorfismo lineal T : V. — W
tales que T o (x) o T~ = p(¥(z)) para todo = € g, entonces N(g,V) y N(g, W) son dos
grupos de Lie isomorfos. Esta construccion fue explicada con mas detalle en (|1.3.7)).

Nota. Para ser coherente con la notacién usada en el Capitulo 3 (que es la notacion clésica
en el grupo de Heisenberg), denotaremos por n = (v,x), v € V, x € g a los elementos de
n=g®V, en lugar de la notacién n = (z,v) usada en [I3] o n = = + v usada en [23].

5.1.1. El grupo de automorfismos ortogonales de N(g, V)

Por simplicidad denotaremos por N a N(g, V). En esta seccién queremos hallar el grupo
K = Aut(N). Como N es conexo y nilpotente, por Lema basta hallar Aut(n), es decir,
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el conjunto de aplicaciones lineales e inversibles k satisfaciendo
k([z,y]) = [k(z), k(y)] para todo z,y € n.

Por (4.2.1), g = ¢ @ ¢, donde ¢ es el centro de g y ¢’ = [g,g]. Sea G’ el grupo de Lie
conexo y simplemente conexo asociado a [g, g]. Notemos que podemos incluir G’ en K de la
siguiente manera:

¢ G'— Aut(n)
g = (Ad(g),7(9));
tg(v, ) = (m(g)v, Ad(g)x).

Para demostrar este hecho usaremos la conmutatividad del diagrama exponencial, por lo cual
conviene distinguir la notacién de una representacion m dada y su derivada dw. Procedamos
a probarlo:

<[Lg(v7 .73), Lg(’&? j)L y) =

I
P T e T i e
QL
=)
~—~
b I
QL
—~
Q
—
N—
<
S~—
v@
N
~——

Luego G' C K. Para hallar el resto de los automorfismos, consideremos que k| = Id, es
decir,
k(v,x) = (kyv,x),

entonces por un lado:

Por otro lado,

(
(m(y)k1(v), k()

= (k;'om(y) o ki(v), D)y
Como k es automorfirmo de algebras de Lie se cumple que,

(kitom(y) o k1(v), D) = (m(y)v,?), Vv,0€V.
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Luego 7(y) = k; 'on(y)ok; para toda y, y por lo tanto k; resulta operador de entrelazamiento
de (m,V).

Si denotamos por Uy = {operadores de entrelazamiento de (m, V')}. Notemos que el ope-
rador identidad I € Uy. Sea U a la componente conexa que contiene a la identidad, entonces

G'xUCK.
Maés atin, son iguales (ver [23]).
Ademads tenemos el siguiente resultado (Teorema 2, [23]).

Teorema 5.1.1. Si N es un grupo de Lie 2-pasos nilpotente, K subgrupo de Aut(N), en-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. (K° N) es un par de Gelfand,
2. (K,N) es un par de Gelfand,

donde K° = G' x U° es la componente conexa de K que contiene a la identidad I y U° es la
componente conexa de U que contiene a la identidad.

Observacion 5.1.2. En esta tesis consideraremos K subgrupo de Aut(N) conexo, es decir,
llamaremos por K a K° = G’ x UY.

5.2. Familia de pares de Gelfand (K, N(g,V))

El grupo N(g, V') se dice descomponible si es el producto directo de grupos de Lie de la
forma

N(g? V) = N(hl) ‘/1) X N(h?7 ‘/2)
De otra manera decimos que N (g, V) es indescomponible.

La lista de pares de Gelfand (G’ x U, N(g,V)) donde N(g, V) es indescomponible es la
siguiente:

(I) (SU(2) x Sp(n), N(su(2),(C*™)), n > 1, donde su(2) actiia sobre (C?)" como Im(H)
actua componente a componente sobre H" por el producto de cuaterniones a la iz-
quierda, donde H denota los cuaterniones y Im(H) los cuaterniones imaginarios. (De
tipo Heisenberg)

(IT) (SU(2) x Sp(n), N(su(2),R*® (C?)")), n > 0, donde su(2) actiia como s0(3) por ro-
taciones sobre R?, y su(2) actiia componente a componente sobre (C?)" en la manera
estandar.
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(ITT) (Spin(4) x Sp(ky) x Sp(ks), N(su(2) & su(2), (C*)* @ R & (C*)*2)), ky + ky > 1,
donde el espacio vectorial real R* = (C? @ C?)g denota la representacién estandar de
50(4) = su(2) ® su(2) y la primer copia de su(2) actiia sélo sobre (C?)* y la segunda
copia sdlo sobre (C?)k2.

(IV) (Sp(2) x Sp(n), N(sp(2), (CH)™), n > 1, donde sp(2) acttia componente a componente
sobre (H?)" de la manera estandar (identificando H? con C*).

(V) (SU(n) x S', N(su(n),C")), n > 3, donde C" denota la representacién esténdar de
su(n) mirada como una representacion real.

(VI) (SO(n), N(so(n),R™)), n > 2 (grupo de Lie libre dos pasos nilpotente), donde R"™
denota la representacién estandar de so(n).

(VIT) (U(n), N(R,C™)), n > 1 (grupo de Heisenberg).

(VIID) (SU(2) x U(k) x Sp(n), N(u(2), (C*H*a® (C*H™)), k > 1,n > 0, donde el centro de u(2)
actia no trivialmente sélo sobre (C?)*  de hecho, (C*)" denota la representacién de
su(2) descripta en el item (I) y u(2) actiia componente a componente sobre (C?)* de
la manera estandar.

(IX) (SU(n)xS' N(u(n),C")), n > 3, donde C" denota la representacién estdndar de u(n)
mirada como una representacion real.

(X) (G" x U,N(g,V)) donde:

— g :=su(my)®---Bsu(mg) Bsu(2)@---Hsu(2) P, con a copias de su(2), m; >3
para todo 1 <17 < 8y ¢ es una componente abeliana.

—V=Cma - -aCwaCM?mg...qC*H" 2 donde k; > 1y n; >0 para
todo 1 <j <a.

— g actia sobre V' como sigue: para cada 1 < ¢ < 4+ «a, ¢ hay un subespacio
maximal, denotado por ¢;, y dim(¢;) = 1, actuando no trivialmente sélo sobre C™
(como la representacién definida en el item (V)) y para +1 < i < f+a, su(2)Be;
actia no trivialmente sélo sobre C?*i+2ni (como la representacion definida en el
item (VIII)).

— U:=S"%x---St x U(ky) x sp(ny) x -+ x U(ks) x Sp(ny), con 3 copias de S*.
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En este trabajo sélo consideraremos los grupos N (g,V) que tienen representaciones
de cuadrado integrable; esta condicién se cumple para todos N (g,V) en esta familia, con
excepcién de dos casos: caso Il y caso VI con n impar, como se puede ver en [35], paginas
339-341.

5.3. Representaciones de N(g,V)

Sea N el grupo de Lie conexo y simplemente conexo con algebra de Lie n = V @ g definido
como en la seccién anterior, y métrica Riemanniana invariante a izquierda deteminada por
(-,-),- El grupo N acttia en n por la accién adjunta Ad. También N actia en n*, el espacio
dual de n, por la representacién Ad* (n) A = Ao Ad(n™'). Fijado A € n* no trivial, sea
O, :={Ad" (n) A : n € N} su 6rbita coadjunta.

Denotamos por N al conjunto de clases de equivalencia de las representaciones unitarias
e irreducibles de N. Por teoria de Kirillov existe una correspondencia entre N y el conjunto
de orbitas coadjuntas. En efecto, sea

By (z,y) == A([z,y]), x,y € n. (5.2)

Sea 9, el subespacio isotropico maximal de By en n y sea M, = exp (). Definimos en
M, el caracter xy (expy) = W) la representacién irreducible correspondiente a O, es la
representacién inducida por py := Indy; (x»)-

Sea Z el centro de N. Recordemos que una representacién unitaria e irreducible se dice
de cuadrado integrable si sus entradas matriciales estdn en L? (N/Z), donde la integracién
sobre N/Z es definida como en ((1.12)). Denotamos por ]Vsq al conjunto de N de clases de
cuadrado integrable. Por la teoria de Moore-Wolf tenemos los siguientes hechos:

(1) Sipy € N tiene entradas matriciales en L> (N/Z) , entonces py € qu.

(11) Si N tiene representaciones de cuadrado integrable entonces su medida de Plancherel
estd concentrada en Ng,.

Sea x) € ¢ el representante de A, esto es A (y) = (y,x\) para todo y € ¢, y denotamos
por ¢y al ntcleo de A.. Si py es una representacion de cuadrado integrable entonces B es
no degenerada sobre V', y su orbita es maximal, esto es

0, = )\‘c o V™.

En efecto, sea a, el subespacio de V donde B, es degenerada y sea b, el complemento de a,
en V. Consideremos

n=a,dbyd Rxy y N,:=expn,).

Equipamos a ay con el corchete de Lie trivial y a by := by @ Rz, con el corchete de Lie dado

por

Xz

[u’v]hA = B)\ (uyv) Yx, U,V - b)\’ Yy = ﬁ
A
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Es claro que by es un algebra de Heisenberg. Sea H) el correspondiente grupo de Heisen-
berg, y definimos A, := exp (a)) . Como la representacion p, es trivial sobre exp (c,), estos
factores se anulan sobre H). Identificando N, con A, x H), podemos escribir py (a,n) =
X (a) pi (n) donde x es un caracter unitario de Ay y p) es una representaciéon irreducible
de H,. Entonces p), no puede ser una representacion de cuadrado integrable a menos que
a, = 0.

La afirmacién reciproca es también verdadera: si By es no degenerada sobre V (y en-
tonces O, es maximal), entonces p, da lugar a una representacién irreducible N, porque A
restringida a ¢ es trivial. En este caso, Ny es un grupo de Heisenberg y toda representacion
irreducible de dimension finita de N, es cuadrado integrable, entonces es p.

Este es un caso particular del siguiente resultado de la teoria general de Moore-Wolf: Si N
es un grupo de Lie nilpotente, conexo y simplemente conexo, las siguientes son equivalentes:

(5.3)
(I) pa es una representacion de N de cuadrado integrable.
(1) La érbita Oy estd determinada por .

(111) B, es no degenerada sobre n/c.

Sea ¢y = Ker(),). Como A restringida a ¢y es trivial, la representaciéon py es una re-
presentacion irreducible sobre N, y la acciéon metapléctica de K, coincide con la acciéon
metapléctica de K definida en . Mas aun, si m, denota la representacién irreducible de
N, tal que 7, (0,t) = €% realizada en el espacio de Fock definida en , tenemos que

o (0,2) = px (0, (z,y2)yn) = e Z¥0AB) — (ilAlzun)
esto es py (0,2) = my (0, (2,ya)) y por lo tanto

pa(v,2) = mpy (v, (2,90)) -

Luego de describir las representaciones irreducibles de N a partir de las representaciones
del grupo de Heisenberg, comencemos a estudiar las representaciones irreducibles de K x .

5.4. Representaciones del Producto Semidirecto K x N
Sea (py, Hy) la representacién correspondiente a A € n*. Dado k € K, n € N, sea

pi(n) = pa(k - n).

Entonces p§ es otra representaciéon de N actuando en H,.
Definimos el estabilizador de p) como

Ky, = {k € K:pl;NpA}'

Para k € K, existe un operador unitario @, (k) que entrelaza py y p5. Esto da lugar a una
representacion wy definida sobre K ,,, llamada la representaciéon metapléctica.
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La accién de K por automorfismos sobre n induce una acciéon de K sobre n* dada por
kE-An):=XE"-n),

entonces K, = Ky:={ke€ K :k-Ae€ O,}.

Mackey fue quien describié las representaciones unitarias e irreducibles de K x N con
N nilpotente y K subgrupo de automorfismos de N a partir de representaciones unitarias e
irreducibles de Ky de N. A continuacién presentaremos esta teoria.

Dada (o, V') una representacién irreducible de K, sea

vy: Khx N— HyxV
dada por vy(k,n) = (k) ® wy(k)px(n). Definimos
ka = Ind(va) 5Ny -

El criterio de Mackey establece que todas las representaciones irreducibles de K x N son de
esta forma, salvo clases de equivalencias.

Sea x) € g el vector que realiza a A|,, esto es A(y) = (y,z») para toda y € g. Como la
clase de equivalencia de p) depende solamente de A , entonces K, coincide con K,, donde
K, es el estabilizador de zy, esto es

K, ={ke K k- -x\=u,}.

En efecto, en [35] se muestra que si p, es una representacién de cuadrado integrable, entonces
p’j ~ ppa ¥ k- Oy = Og.). Por teoria de Wolf sabemos que O\ y Oy., estan determinadas
por Ay k- A, respectivamente. Luego,

Ky={keK:k- A, =\}={keK k- a\=m\}=K,,
Notemos que para k € K, y u,v € V, tenemos que
By (k-u,k-v) = (z), [k-uk-v]) = (xy, ku,v]) = <k_1-a:,\, [u,v]> = B, (u,v).

Entonces K, estd contenido en el grupo simpléctico Sp (B,) .

Dado A € n* fijo, K es un grupo compacto, luego toda representacién unitaria e irre-
ducible de K, es finitamente dimensional. Ademas, toda representacion unitaria de K se
puede descomponer como una suma directa de representaciones irreducibles; en particular

(w, Hy) = @ Wi

con dim(W,;) < oo para toda i.

Definimos w; = Dl ;- De manera similar a la demostraciéon de la Afirmacién , se
puede ver que la representacion (o (k) ® wy(k), Ha® V) tiene un vector K-fijo por cada vez
que o aparece en la descomposicién en componentes irreducibles de @j.
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Sabiendo que (@), ® wy, W;* ® H) tiene un vector Ky-fijo, es facil ver que wy; ® wypx
también tiene un vector K-fijo. Mas ain, las representaciones de la forma

vyi(k,n) = @), (k) @ wy(k)pa(n) (5.4)

son todas las representaciones irreducibles de K, x N irreducibles que tienen al menos un
vector K,-fijo.
Luego, si consideramos todas las representaciones de la forma , se sigue que (K, N)
es un par de Gelfand si y sélo si w, es libre de multiplicidad como K,-médulo.
Sea yy := ﬁ, y sea N, como antes el grupo de Heisenberg con algebra de Lie ny = Ry &V
y corchete de Lie
[u,v], = By (u,v) y, u,v € V.

Entonces tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.4.1 (Reduccién a un Heisenberg). (K, N) es un par de Gelfand si y solo si
(K, N)) es un par de Gelfand pp[ps] € Ny, esto es, ppA € g*.

Demostracion. Probaremos sélo la reciproca. La ida se encuentra en [35].

Sean fi, fo € L(G)¥, entonces f, y fo coinciden con funciones definidas sobre N que
son K-invariantes a izquierda. Supongamos que (K, N)) es un par de Gelfand ppA € g,
entonces la representacion metapléctica w), se descompone libre de multiplicidad como K-
modulo. Notemos que my(f1) v ma(f2) son operadores que conmutan con la proyeccién sobre
el espacio Hg, de vectores K -fijos,

Py : C.(G) — CENG)

Py(f)(g) = /K ; Fkgk')dkdk'.
Como dim(Hg,) = 1, 7(fi)7(f2) = 7(f2)7(f1). Luego

mA(f1* fo) = ma(f)ma(fo) = ma(f2)ma(fr) = ma(fa * f1).

Por Teorema de Plancherel 2.4.4] f1* fo = fax f1, y esto concluye la prueba para la reciproca.
]

Notemos que, como la representacion metaplectica definida sobre K coincide con la
definida en (3.7)). Si (K, N) es par de Gelfand entonces (K, N,) también lo es. Por otra
parte, por el el criterio de reduccién a un Heisenberg, (K, Ny) es par de Gelfand para todo

A € n*siysdlosi, (K,N) es par de Gelfand.
El resultado que completa este hecho es el siguiente, y estd probado en [3].

Teorema 5.4.2. (K, N) resulta par de Gelfand si y sélo si la representacion metapléctica
wy es libre de multiplicidad para todo A € n*.

Para j € A, sea d; = dim(W) ;) y sea {vlj}ldil una base ortonormal de W) ;. Definimos

s () = - S (pa(mef. o). (5.5)

J =1
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5.5. Férmula de Plancherel y férmula de inversién para
N nilpotente

Dado un grupo de Lie nilpotente N, podemos definir el espacio de funciones Schwartz
S(N). Informalmente, el espacio de Schwartz es el espacio de funciones infinitamente diferen-
ciables cuyas derivadas decrecen rapidamente. Primero recordemos como se define el espacio

S(R™).

Qn

Dado o, B € Nj, o = (ay, -+ ,0) y f = (B, - -, Bn) usamos la notacién o = 7" - - - 2
y DO f(z) = dxdfl "'dxdﬁn f(z).

Definicién 5.5.1. El espacio de Schwartz S(R™) se define como

SR™) :={f € C°[R") : || f|la,p < oo para toda «, 5 € Nj },
donde [[f||a,s = SUp,cpn |27 D7 f(2)].

Sea N un grupo de Lie nilpotente, conexo y simplemente conexo con algebra de Lie n.
Definimos el espacio de funciones Schwartz sobre N como la imagen via la exponencial del
espacio de Schwartz S(n). Si n es un espacio vectorial n-dimensional, definimos S(n) via la
identificacién de n con R™.

El espacio de Schwartz S(N) satisface las siguientes propiedades:
e S(N) C LP(N) para todo p > 1.

e S(N) es un espacio de Frechet.

e CX(N) CS8(G).

Comenzaremos esta seccion recordando algunos resultados de la teoria de Moore-Wolf
desarrollada en [25], la cual aplicaremos a nuestros grupos N(g,V), que llamaremos N. Para
ello recordaremos brevemente la definicién de k-formas.

Dado V un K-espacio vectorial, definimos el élgebra exterior A(V) como el espacio co-
ciente entre el dlgebra tensorial T'(V') y el ideal bildtero I generado por todos los elementos
de la forma x ® x con x € V. El producto exterior A de dos elementos de A(V') es el inducido
por el producto tensorial ®. Definimos una k-forma S como una aplicacion tal que para todo
g€ G, Bg) € AkTg*G, donde TG es el espacio tangente a GG en el punto g y TG su espacio
dual.

Como vimos en el Ejemplo , el producto en N esta dado por

1
(x,v)(xg,v0) = (¥ + xo + 5[1}, Vo), v + Vo)
para v,v9 € V' y x,x9 € g. Sea dn una medida de Haar definida sobre N. En ({1.3.7))también

vimos que si denotamos por dz (resp. dv) la medida de Lebesgue definida sobre g (resp.
definida sobre V') entonces dn = dxdv. Elegimos medidas de Lebesgue dn*, dz* y dv* sobre
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n*, g* v V* respectivamente, tal que la transformada de Fourier de funciones en n,g o V'
sobre funciones en n*, g*, V* sea una isometria.
Dada X € g*, sea e)(¢, 1) la entrada matricial asociada a los vectores ¢, ¢ € Hy, es decir,

ex(9,¥)(g) = (pal9)9, V).

Entonces segiin Teorema , existe un nimero positivo d(\) tal que
// ex(@1, ¥1)(g)ex(d2,¥2)(9)dpa(9) = d()\>71<¢17 $2) (Y1, Ya). (5.6)
N/Z

El numero d(\) es llamado el grado formal de (py, H,). Este nimero depende por supuesto
de la eleccién de la medida de Haar dji de N/Z, de hecho si seleccionamos otra medida de
Haar ¢ dfi, entonces el grado formal de las representaciones cambian por un factor ¢71.

Sea gt el anulador de g en n*, al cual identificamos naturalmente con V*. De acuerdo a

la teorfa de Moore-Wolf, el caracter ¢, de Z asociado con la representacion (py, Hy) es

G (2) = exp(2riA(log(2))-

Si Xy € O(\1), entonces \; = Ay sobre g, y Oy, estd contenido en el hiperplano afin \; + gt =
A+ g*+. Por lo tanto el hiperplano depende sélo de la restriccién de A a g, al cual llamaremos
H(\) para todo \ € g*.

Para A € n*,u,v € V, sea como antes B)(u,v) = A([u,v]). Como B, es una forma
antisimétrica no degenerada definida sobre V' x V' la correspondiente 2-forma w, es no
degenerada y por lo tanto la 2m-forma w}" es un multiplo de dv, ya que el espacio de
2m-formas tiene dimension 1.

El Pfaffiano Pf (B,) de B, es, por definicién, este multiplo, esto es, @} = Pf (B)) dv,
y se cumple que det <BA|va> =Pf (BA)2.

Sea P (X) := Pf(B,). Entonces P ()\) es una funcién polinémica homogénea sobre n*.
Maés ain, se sigue del Lema 3.2 en [25] que P (\) depende solamente de la restriccién de A
a g. Entonces existe un polinomio homogéneo sobre g*, también denotado por P, tal que
P(A) =P ()‘Ig) :

Sea V ={A: P(\) #0}. Por Teorema 2 en [25] sabemos que hay una correspondencia
entre érbitas coadjuntas O tal que P (A) # 0 y el conjunto de clases de equivalencias de
representaciones de cuadrado integrable. Mds atin, si ¢ es el mapa que envia A\, € g*\V a
[pa] € ]\Afsq, entonces ¢ es un homeomorfismo de g*\ V con la topologia natural a la topologia
de representaciones.

Asumimos que N tiene representaciones de cuadrado integrable. Entonces en Teorema 6
de [25] esta probado que la medida de Plancherel estéd concentrada en Ny, y su imagen bajo
¢~ es m! 2P (X\) dz* (\) donde dx* es la medida de Lebesgue elegida arriba.

Como estamos interesados en la férmula de inversion para una funcién Schwartz sobre
N, recordamos algunas lineas sobre la prueba.

La forma B, determina un isomorfismo T de V' en V* dado por Tg (u) (v) = B, (u,v),
para u,v € V.



5. Andlisis armdnico en nilvariedades 100

Consideremos w}'* la forma de volumen definida sobre V* tal que la transformada de

Fourier f — f de L*(V) en L*(V*)

f(x) = /Vf(v) exp(2miz(v))da(v), x€V*

sea una isometria.

Para A\, € g*\ V, la érbita O, es el hiperplano ()\‘ g) +V* de n* (una vez que hayamos
identificado g+ naturalmente con V*). Entonces B Y transportado via T a una forma
bilineal en el espacio tangente de Oy en el punto A, el cual define una 2-forma =@} y por
ende (w})” determina una medida sobre O, (o una medida en n* soportada en O),) llamada
la medida candnica sobre O, y que podemos denotar por uy. Se sigue de Lema 3.1 en [25]
que si dv* es la medida de Lebesgue sobre V* y dvy, es la medida trasladada en O, entonces
=P ()| dox.

Sea f una funcién Schwartz sobre N y sea fo (y) := f (expy) la correspondiente funcién
definida sobre n. Por teoria general

tr(px(f)) = 0(f) = ; fo (y) dpux ().
donde f, (y) := [ f(z) X W@ dy y

F@=[ oo,

donde dp es la medida de Plancherel y ¢ = m/! 2™,
Entonces, por un lado,

r@=ct [ ([ROIPO i w) ),

y por la formula de inversién en n*,

r@= [ ([hminwm)w .

Luego du = m! 2™ |P ()| dz* (X).
Entonces, la férmula de inversién para una funcién Schwartz f es

Fn) =2 [ tr(onHos) PO (), 6.7

paran € N.
Decomponiendo la acciéon metapléctica de K en los espacios de Fock como

Hy = @ Wjs

jEA
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obtenemos por un céalculo sencillo que
) =m 2 S d, / £ %1, (n) [P (V)] dz* (M) (5.8)
JEA g

donde 1,, ; es defina como en ({5.5).

De ahora en adelante, usaremos la notacién P(A) (resp. p(A), ¥ , etc) o P(xy) (resp.
p(z2), ¥z, j, etc) indistintamente.

Lema 5.5.2. Con las mismas hipdtesis de arriba, tenemos que P (Ad (g) xz)) = P (x)), para
todo g€ G yxy) €g.

Demostracion. Como By (u,v) = A ([u,v]) = ([u,v],z,), tenemos que

BAd(g)x)\ (U, U) = <[U U] 7Ad (g) l’)\>
)

donde en la tercer igualdad usamos que (Ad (g), 7 (¢)) es un automorfismo de N. Entonces
P (Ad(g) zy) = P (x)), como deseamos. O

5.6. Un isomorfismo muy particular

Fijamos un toro maximal T de GG con algebra de Lie h y A el sistema de raices asociadas.
Sea hr = ih y sea € una camara de Weyl de hr. Consideremos el mapa

d:Gxh—og

definido por
®(g, 2) = Ad(g)=.

Este mapa es suryectivo ya que dado = € g, hay alguna subalgebra de Cartan que lo contiene
y dos subdlgebras de Cartan son conjugadas por Ad(g), para algin g € G. Més atin,

(1) El mapa ® : G x h,—g, es suryectivo. En efecto, sea y € g,, entonces y = Ad(g) z,
para algin g € G,z € h. Como y es un elemento regular, §(y) # 0 para alguna
raiz 5 de Ad(g)h. Pero [Ad(g) z, Ad(g) xs] = a(z) Ad(g) x, para alguna raiz a de
h. Entonces las rafces correspondientes a Ad (g)h son 8 = ao Ad(g~'), con a € A.
Luego 0 # S (y) = a(2) lo cual implica que z € b,.

(1) Es claro que ® : G/T x b,—g, estd bien definida y es suryectiva ya que Ad(t)z = z
paratodat e T, z €b.
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Ahora, con el fin de conseguir que ® sea un difeomorfismo, restringiremos su dominio.
Consideremos

o G/T xi€ — g,

donde € es una cdmara de Weyl de hg. Como h, = [Ji€; y W (T') permuta las cdmaras,
@ : G/T x i€ — g, es suryectiva.

Asumamos que existen ¢ € G,y z,2z; € i€ tal que Ad(g)z = z. Por lo tanto z; €
h N Ad(g)h. Como z; es un elemento regular tenemos que Ad(g)h =bh. Entonces Ad (g)
permuta las cAmaras de Weyl y g € N (T), el normalizador de 7. Como Ad (g) fija i€, ¢gT
es la identidad de W (T") (ver [34], pdg. 76, Teorema 3.10.9).

Finalmente, el mapa ® : G/T x i€ — g, es un difeomorfismo. En lo que sigue hallaremos
el determinante de ® siguiendo [19], paginas 547-549.

Consideremos primero la funcién
v:Gxh—g

definida por
(g, 2) = Ad(g)z.

El célculo del diferencial de la funcién v sera de utilidad para hallar el diferencial de la
funcién ¢ deseado.
Como el diferencial es una aplicaciéon lineal, se tiene que

dqu)(g,z)(y» :L‘) = ddj(g,z) (y, O) + ddj(g,z) (07 (ﬂ)

Para calcular di(,.)(y,0), derivemos la curva Ad(gexp(ry))z en r = 0.

o (Adgexp(r))2) = - Lo (Ad(g) Ad(exp(ry))-)
= 2|y (Ad(g) explad(ry))-)

= o (Ad() = + 1l 2] + O6))

@ (5 o 4021+ 06%)
)

(9) ([y, 2])
(9) ([z,y])
(9)(ad(2)(y))

Para calcular diy..)(0, x), derivemos la curva Ad(g)(z +rx) en r = 0:

d
d
Ad
= —Ad

A
= A

o (Ad(g) (a4 70)) = - |omo (Ad(g)z + rAd(g))
= Ad(g)x
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Entonces,

A (y,z) = (=Ad(g)ad(2)(y), Ad(g)x)
= Ad(g)(—ad(z)y, z)

El mapa 1 desciende a G /T xh — g, al cual también llamamos por ¥). Podemos identificar
el espacio tangente a G/T con el complemento ortogonal b de h en g. Notemos que b= es
invariante por ad(z) para z € b, en efecto, sea w € b+, w = Y aea CaTa Y,

ad(z)(w) = ad(z)(an Tq)

a€A

= Z Co ad(2) ()

aEA

= an a(z) T, € bt

a€A

Luego podemos escribir:

g (y, @) = Ad(g)(—ad(2)y +x), y € b*, z €.
Ahora, di es esencialmente un mapa de g x fh en g con matriz
b b
—ad(z),, 0
(@) = Adle) (T )

Como el determinante de Ad(g) =1,y G es compacto y conexo, tenemos que

det ((di))g.)) = det (—ad(z)‘hl) .

Ademas, se tiene que {7, }aca s una base de bty cwl(z)|hL (o) = a(2)x,, se tiene que

alz) 0 0 0
0 z) O 0
ad(2)},, = o
0 0 0 v(2)

es decir, la matriz que en la diagonal tiene «(z), con @ € A. Si #(A) es el cardinal de A,

entonces
det ((d¥)g)) = (~1)* ] al2).

aEA

Notemos que det (dw(g,z)) es real, ya que el sistema de raices es finito con cardinal par,
debido a que si @ € A entonces —a € A.
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Adem3s si consideramos

d:G %1€ —g,,

entonces por lo visto anteriormente, ® resulta isomorfismo, y

det ((d®)(gri) = (~1)*@ [ a(2).

a€A

5.7. Analisis armonico en nilvariedades

Recordemos que g = g’@c donde g = [g, g] y ¢ es el centro de g. Entonces si denotamos por
g.. el conjunto de elementos regulares de g’, podemos considerar que la medida de Plancherel
estd definida sobre g/ @ ¢, ya que el complemento de g/. en g’ tiene medida de Lebesgue cero.

Sea T un toro maximal de G’ con algebra de Lie h. Denotemos por g y he las dlgebra de
Lie complexificadas de g’ y b respectivamente, y por A el sistema de raices correspondiente
a (g¢, be). Sea hr = ih y sea € una camara de Weyl fija de hg.

Sea @ : G'/T x € — g, la funcién definida en la seccién anterior, dada por
®(gT,z) = Ad(g)x, con g € G',x € €.

Entonces ® es un difeomorfismo, y det(d®y,)) = (—1)#2 [],ca a(2).
Sea 0(x) := | det(d®(g,z))|. Integrando sobre g en lugar de g* y usando el Teorema de
cambio de variable obtenemos

f(n)= CZ/c/G,/T/Cf * P Ad(gyo+s), 5 (N) |P(Ad (g) x + 2)|0(x) dzdgdz.

jeA

y por Lema[5.5.2]

F =X [ [ ([ v s 0 1P+ 21060) dods (59

jeA T
Recordemos que para k € K, p§ es la representacién irreducible de N correspondiente a

k- . Si )|, estd representada por el vector x + z entonces k- A se corresponde con k- (z + z).
Como (Ad(g),m(g)) es un automorfismo de N, tenemos que

Ad
padie)ero) (1) = Pt (n) = pay.(Ad(g) - n),

entonces
Y ad(g)a+2),5 (1) = Yasz j (Ad(g) - n).
Queremos expresar en términos del conjunto de funciones esféricas asociadas al par
(K,N).
Recordemos que CK(N) es el dlgebra de funciones continuas K-bi-invariantes sobre N
con soporte compacto, y que decimos que una funcion continua K-bi-invariante ¢ sobre N
es una funcion esferica si el funcional lineal

X(f) = /N F(m)é(nY) dn
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es un caracter no trivial de CX(N). Es bien sabido que el conjunto de funciones esféricas
acotadas se puede identificar con los homomorfismos del espacio de funciones integrables
K-bi-invariantes sobre N via el mapa

o x(f) = /Nf(n)qs(n—l) dn.

Lema 5.7.1. (a) St xy = 2’ + 2z, conx’ € g, 2’ # 0y z € ¢, entonces K/K, = G'/T.
Ademds,

O (n) = VY ad(g)@'+2),5 (1) dg
0

es una funcion esférica de (K, N).
(b) Sizy € ¢, entonces Ky = K. En particular, si X € ¢, ¢ j = Pz ;.
Demostracion.

(a) Sea Cg (xy) el centralizador de z) en G’, entonces
Cq (33)\) = {g eqG: Ad(g) Ty = x,\}.

Como el conjunto U de operadores de entrelazamiento de 7 actiia sobre g por la iden-
tidad, K\ = Ce (z)) x U. Ademads, como =’ es un elemento regular, 2’ ¢ ¢, Ce () =
Cer (2') es un toro maximal de G'.

La descripcién de las funciones esféricas acotadas de un par de Gelfand (K, N) esta
dada por el Teorema 8.7 en [5]. Sea (p, H)) € N, consideremos la descomposicién
Hy, =& ien W; de la representacion metapléctica de K,, en componentes irreduci-
bles y {v1,---,vq} una base ortonormal de W) ;. Entonces la prueba del Teorema 8.7
muestra que las funciones esféricas estan definidas por

d;
Prj(n) = Z(PA(k M)y, ) dk, (5.10)

K/Kpy =1

donde dk denota la medida K-invariante sobre K/K,,,
En nuestro caso, K,, = K\, K/K\=G'/T vy
/ \IjAd(g)(x’+z),j(n) dg - / \I]:c/-i-z,j(Ad(g) . n) dg = / \I[x’-i-z,j(k : n) dk’,
G'/T G'/T K/K\
lo cual implica la afirmacién (a).
(b) Como antes, K\ = Cer(xy) x U, y como x € ¢, Cer(x)) = G, entonces K, = K.
O

Observacion 5.7.2. Para x € €, z € ¢, es mds apropiado denotar por ¢, . ; las funciones
esféricas correspondientes a ) = x+ z. Pero esta notacién es demasiado pesada y preferimos
denotarlas por ¢ . ; == ¢ ;.
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Denotamos por V¢ la complexificacién de V' y por (mc, Vi) la extensién de 7 a ge. Sea
Ve =EPW,

la descomposicion en subespacios irreducibles y sea W, = @j WP la descomposicion en
espacios pesos, esto es

W = {v e W, | mc(x)(v) = vi(x)v para todo = € he}.

Entonces, para x € €, tenemos
H | VJ |mr/2

donde m? es la dimensién de /. Sea ¢, el caracter central de Clyy, » €8 decir,

¢ = tr(mqwr).

Para z € ¢ y x € €, se cumple

Pz +2) H|yﬂ (2) |2, (5.11)

Resumiendo lo visto hasta ahora tenemos probado nuestro resultado principal.

Teorema 5.7.3. Sea f una funcion Schwartz definida sobre N. Entonces

= m/ QWZd //f*gzﬁ,\] Y|P (z+ 2)| 0(x)drdz,

JEA

donde ¢y ; es la funcion esférica definida como en (5.10) y la funcion P es como en (5.11]).
El soporte de la medida de Plancherel es A x € X ¢, y la medida estda dada por el producto
de la medida de contar pesada y la medida du(N) = |P(x + z)|0(x) dx dz.

Escribimos A = X 4+ Ao, con X € [g,¢]*, v Ao € ¢*. Como una consecuencia del resultado
previo obtenemos la descomposicién de la accién regular sobre L*(N).

Teorema 5.7.4. Sea g una de las dlgebras de Lie compactas que aparece en [23] y tal que el
correspondiente N(g,V') tiene representaciones de cuadrado integrable. Entonces la accion
reqular de K x N sobre L*(N) se descompone como una integral directa de componentes

wrreducibles por
-3 f s v

JEA

donde p es la medida p(X) = |P (N)|O(N)dX y dX es la medida de Lebesque definida sobre
¢ x €. Mds atn, la proyeccion sobre Hy; es Qx;(f) = f * ¢x;, donde ¢y; es la funcion
esférica dada por los siguientes casos:
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(1) Si XN #0,
Pr; (n) = a9 - n)dg, (5.12)
G

donde g - n denota la accion de G’ por automorfismos sobre N, dg es la medida G'-
invariante definida sobre G'/T y 1y ; es como en (5.5).

(ii) Asumamos que X' = 0. Si g es como en el caso VIII conk > 1 yn =0, caso IX y caso
X conk; > 1 yn; =0 para todo 1 < j < «, entonces ¢y ; = ¥y con Py ; como en
E3).

En caso VII, g =R, y ¢5; = 1¥n; con iy, es como en (5.5).

En los otros casos, la medida de Plancherel se anula sobre c.

Demostracion.
(i) Se sigue del Teorema [5.7.3|

(ii) En los casos I, III, IV |V y VI con n par, g es semisimple y tiene centro trivial.

En el caso IX, g = u(n) = su(n) @ iR,V = C", n > 3, donde C" denota la representa-
cién estandar de u(n). Como Ker(m(x)) es trivial para todo = € u(n), se sigue que B,
es no degenerada. Luego, la medida de Plancherel estd concentrada en g = iR & [g, g.
La expresion para las funciones esféricas se siguen del Lema m (b).

En el caso VIII con k > 1, n =0, y caso X con k; > 1, n; = 0 para todo 1 < j < acel
andlisis es similar al caso IX ya que 7 tiene centro trivial.

En el caso VIIT con k > 1,n > 0, g = u(2) = su(2) @R, V = (C*)* & (C*)". El
centro de u(2) actia no trivialmente solamente sobre (C?)*, de hecho, su(2) actia
sobre (C?)™ como Im(H) actiia componente a componente sobre H" por el producto de
cuaterniones a izquierda. Por lo tanto, si t € R, 7(it)(0,v) = (0,0) para todo v € (C?)",
esto es, (0,v) € Ker(m(it)). Por y (5.2)) se sigue que B;; es degenerada para todo
it € iR. Entonces, por Teorema 6 en [25], la medida de Plancherel esté concentrada en
g’ =lg0l

En el caso X con k; > 1 para todo 1 < j < ay 0 < nj para algin 1 < j, < « el
analisis es similar al caso VIII con n > 0.

El caso VII se corresponde al grupo de Heisenberg, y fue probado en el Capitulo 3,
Teorema 13.6.9.

[]






Capitulo 6

Descripcion de funciones esféricas

En este capitulo describiremos el conjunto B de funciones esféricas correspondientes al
conjunto de representaciones genéricas (o con medida de Plancherel full) de N (g,V). Esta
computacién involucra integrales sobre G'/T, lo cual es dificil de calcular con excepcién de
algunos pocos casos. Sin embargo, obtuvimos una parametrizacién de 8.

Como vimos anteriormente, la representacién metapléctica w, of K, esta definida por
. Asumimos que se descompone en componentes irreducibles como

P(V) - @ W)\,j.
jeA
También probamos que
o (v, 2) = ei|’\‘<z’y*>7T|M (v,0).
El conjunto de funciones esféricas de (K, H,,) correspondiente a las representaciones de Fock
ma esta dado por {1 }jenufoy, donde 1y ; es como en ([5.5). Como,
pa(m(g)v, Ad(g) z) = mx (0, (Ad (g) 2, y5)) mxy (7 (9) v, 0)
eMA™ ) (7 (g) 0,0),

obtenemos que

Uaglg - (v,2))dg = /G » ANy (m(g)v, 0) dg.

G')T

Por la descripcién en [4] del conjunto de funciones esféricas acotadas de un par de Gelfand
(K, H,), sabemos que para (v,t) € H, y A >0

Py (v,t) = eit’\qj <)\%v> e_%“"z,

donde ¢; es un polinomio K-invariante con coeficientes reales. En efecto, asumamos A =1y
denotemos por P (V)" al dlgebra de polinomios reales K-invariantes. Entonces esté probado
en [4] que existe una base canénica {p;}, , del espacio vectorial P (E, p; € W; = W,

109
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tal que la sucesion {QJ}je , €s obtenida de {p;}._, aplicando el proceso de Gram-Schmidt

jEA
. 12
con respecto de la medida e~ 1/"l"dv. Luego

brj (v, 2) = e~ 2l (/G//T e"|M<Z’Ad(g_1)”>qJ‘ <|)\|% 7 (9) v) dg) .

Observacion 6.0.1. En el casoenel que g=c¢ @ ¢, y ya = 20 + 14, 2x € ¢, ¥} # 0, tenemos
que '
¢)\,j (U> Z) = ell/\|<z’z>\>¢)\’,j (U, Z)?

donde [N] = [\[ly4l.

En lo que sigue, analizaremos el conjunto 8 caso por caso. Denotamos por 7T, al toro
n-dimensional.

e Caso I. En este caso g =su(2),V = H" y n = su(2) & H". su(2) es isomorfo (como
algebra no conmutativa) a

Im(H) :={a+bi + cj +dk : a,b,c,d € R}

via la aplicacién

bi+cj+dk  — (bZ C+dz>.

—c+di —bi

La accién estd definida por q.(vq, ..., v,) = (qu1, ..., qun), ¢ € Im(H), v = (vy, ..., v,) € H".
Luego, n = Im(H) & H" es un algebra de Lie de tipo Heisenberg. Como G = SU(2) es

conexo y simplemente conexo y U = Sp(n) (pues la accién conmuta con todos los endomor-

fismos lineales de H™ unitarios que actian por producto a derecha), K = SU (2) x Sp(n).
K, =T, x Sp(n) donde

T = {( gw e_g ) . 0 € R} (6.1)

es un toro maximal de SU (2). En (4.6)) vimos que la accién natural sobre el espacio P; (C*")
de polinomios homogéneos de grado j es irreducible y la denotamos por 7;. Entonces la
representacién metapléctica de K actuando sobre P (C?") se descompone como

w | K\ = ®j=0x; ® 1,

donde x; (0) = e~%% Por un argumento de trazas del producto tensorial de operadores, se
tiene que

wA,j(U7t) = eitp‘|L§nfl <% ’U|2> 6_%‘11'2

donde L?”_l es un polinomio de Laguerre de grado j, (ver [I1] pdg 64). Luego,

¢)\,j (Ua Z) = / w)\,j (g.'U, <Ad (7 g_l) Yx, Z>) dg
SU(2)/Ty
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Como Ad : SU (2) — SO (3) es un morfismo suryectivo con nicleo £1 y SO (3) /SO (2) es
homeomorfo a la esféra 2-dimensional S?, tenemos que

orj(v,2) = / Unj (9.0, (g7 yr, 2)) dg
S0O(3)/S0(2)

_ i€z ono1 (1Al 2} B2
_ (/S2e|| d5>Lj (EM)Q Ay
. 2n—1 |)\| 2 — A2
= gy () e

donde d¢ denota la medida sobre 5% SO (3)-invariante, y J 1es la funcién de Bessel de orden

% de la primera clase.

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas estd parametrizado por su(2) x

Np.
e Caso II. En este caso N no tiene representaciones de cuadrado integrable.

e Caso III En este caso g =su (2) ®su(2),V=H" o R' @ H"” y
n=su(2) ®su(2) oH" @R @ H.

La primer copia (respectivamente la segunda) de su (2) actia como sp (1) sobre H* 'y
trivialmente sobre H*? (resp. sobre H*? y trivialmente sobre H*'), y como so (4) sobre R%.
Por lo tanto, U = Sp (k1) x Sp (k2) , K = Spin (4) x U, donde Spin(n) es el doble cubrimiento
de SO(n). Esto se debe a que Spin(3) es isomorfo a SU(2) y Spin(4) es isomorfo a Spin(3) x
Spin(3).

Via la identificacién Ty ~ T} x T, tenemos que K, = T5 x U, donde

et 0
T, = {( 0 00> > : 91,92 S R} (62)

es un toro maximal de Spin (4). Como P (V) = P (C*1) @ P (C*) ® P (C**2), podemos

descomponer la representacion metapléctica como
@ L Ky = ()20 X5 (01) ") @ (Biy 530 Xir iy (01,62)) @ (B0 xs (62) n?)

donde nf" es la accién natural sobre el espacio P;(C%*i).

Sabemos que

Unigtrtns (08) = (T (0,1) hoo ha)

(e}

donde {h,} es una base de la componente irreducible W, 1, s . Escribiendo v = (vq,u, v3),
con v; € C*1 yy € C?*2 y 4 = (uy,uy) € C%, una sencilla computacién muestra que

T (v, 8) = my (é(vl,O,O)) ® T (% (0,%0)) ® 7| (é (0707112)) :
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y como la traza del producto tensorial de operadores es el producto de las trazas de los
operadores, obtenemos

w/\»]',lhlz,s (Ua t) = ei|)\\t L(U)>

A A A A
L(v) = L (% |U1|2) L}, (% |U1|2) Ly, (% |U2|2) L1 (% |v2|2) el

donde L} es el polinomio de Laguerre de grado k.

Por un lado, SU (2) esta actuando como Im(H) (o Sp (1)) en cada componente de C*:,
i = 1,2. Por otro lado, G ~ Sp (1) x Sp (1) acttia sobre C? ~ H por la regla: v — g.v = qv¢s,
para g = (q1,¢q2) € G,v € H . Entonces tenemos que

(P (A (P -1 (2
L?kl 1 (% |gU1|2> _ L?kl 1 (%’ |'U1|2> ’Lgkz 1 (% ‘902’2) — szQ 1 (% |U2’2) ’

y las funciones esféricas estan dadas por la férmula

onanin() = ([ et (Slign, ) 2t (0w ) o) =

ALy, A (X
e (Bl e (Bl )

donde g (uq,u2) = ((9“)1 ) (9U>2)-

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas estd parametrizado por su(2) x

511(2) X NO X NO X NQ.

e Caso IV. En este caso g = sp (2),V = (H*)" y n = sp (2) @ (H?)". La accién real estd
definida por 7 (g) (v1, ..., v,) = (gv1, ..., gv,),v; € H? para j = 1,...,n. El grupo ortogonal
de operadores de entrelazamiento es isomorfo a Sp(n) con la accién sobre (H?)" dada por la
matriz de tamano 2n x 2n a;;1, donde a;; € H, e I es la identidad 2 x 2. En efecto, como la
accién natural de sp(2) sobre H? es irreducible entonces el Lema de Schur implica que cada
operador de entrelazamiento A € Sp(n) tiene la siguiente representacién matricial

CLHI (112] T aln]
0,21] QQQI T a2n] 1 0

A= - 7donde]=(0 1),yai,jEH.
CLnl.[ angf e ann-[

Por lo tanto K = Sp (2) x Sp(n),y K\ = Ty x Sp (n) donde T3 es un toro maximal de Sp (2)
como en (6.2)).

Escribiendo (vq,...,v,) = ((ug,wy), ..., (up,wy)), con (uj,w;) € H? para j = 1,..n,
tenemos que la accién de Sp (n) esta dada por

g ((ur,wr) oy (Uny wn)) = (g (U oy Un) 5 g (W1, oy W) -
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Entonces la accién de Sp (n) sobre P (C'") se parte como
PC) &P (E") =6, (P () & P, (C).

Por otra parte, Th actia naturalmente en cada H? por

€i91 0 B »
(0 o ) e = (e ey

e

Como antes, denotamos por 7; a la representacion irreducible de Sp (n) sobre P; (C*").
De acuerdo a (4.7)) se tiene que
Ns @ M = Do Bl Nr+s—j—irj—i)
donde 7(4s—j—ij—i) €s la representacion irreducible de Sp(n) con peso maximo
(r+s—j—1,57—1,0,---,0), para r > s. Luego
w J/ Ky = Dr.sXr,s (017 92) ® (@}9‘:0 69g:O 77(T‘+87j7i,j7i))7

donde Yy, (01, 0;) = e~ iro1+s02),

El polinomio ¢.5;; en P (C*) correspondiente a la funcién esférica ), ;; es
o 2 | 12
K-invariante, por lo tanto g, ;i (v,t) = ¢rs . ([u]”, |w|*, t) , pero Sp(2) preserva la norma
de (uj,w;) para j =1,--- ,n. Luego

|’\| v 7 - z .
¢,\,r,s,j,z‘ (U7 Z) — e 1| |2 (/ A (Ad(g Bux, >qT’s,j’l.(g -, t) dg) ]
G')T

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas esta parametrizado por sp(2) x
NQXN()XNOXN().

e Caso V. En este caso g =su(n),V = C", n=su(n) ®C" y 7 es la accién candnica
de su(n) sobre C". Como esta representaciéon es irreducible, el grupo de operadores de

entrelazamientos ortogonales es un toro de dimensién uno al cual denotamos por 77. Entonces
K =SU (n) x Ty, Ky =1T,_1 x Ty donde T,,_; es un toro maximal de SU (n), y

@ | Kx = @y, €250 Xmn oo

donde Xy ...y (01, ..., 0,) = e~ 1 mab1tetmabn)
El conjunto de funciones esféricas correspondientes al par (7,,, H,) (que fueron compu-
tadas en [I1] y fueron descriptas en el Capitulo 3) son:

N WHL (' ALy ) 5l (6.3)
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y poniendo gv = ((gv)y, ..., (gv),) para g € SU (n), obtenemos la siguiente expresiéon para
el conjunto de funciones esféricas genéricas

2

).

_ g2 i -1 P - A
¢>\,m1,...7mn (Uv Z) —e il (/ € |A|<Ad(g )y)” > HL?RJ (% )(gv)j
SU(n)/Ta e

donde L%j es el polinomio de Laguerre de grado m;.

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas esta parametrizado por su(n) x
Ny x - -+ x Ny, donde aparece n veces el producto de Nj.

e Caso VI. En este caso g = 50 (2n),V = R*", n = 50 (2n)®R?" y 7 es la accién candnica
de s0(2n) sobre R?". Como esta representacién es irreducible, el grupo de operadores de
entrelazamientos es trivial. Por lo tanto K = SO (2n) y K es un toro n-dimensional.

Como en el caso anterior, la representaciéon metapléctica se descompone en una suma
directa de caracteres libre de multiplicidad como

alTi= @B X

(m1, ymn)EZL>0

donde (X(my, mn) (01, 2 0n)) (27" -+ - zmm) = el gmimnbn yma,
Luego ¥xm,...m, estd dada por (6.3)), pero aqui tenemos que integrar sobre SO (2n) /T,
esto es,
B : - - A 2\
Prmmn (U, 2) = e (/ A ) HL?nj (%’ )(gv)j > dg) 7
SO(2n) /T e

donde L%j es el polinomio de Laguerre de grado m;.

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas esta parametrizado por so(2n) x
Ny x - -+ x Ny, donde aparece n veces el producto de Nj.

e Caso VII. En este caso N(g,V) es el grupo de Heisenberg (2n + 1)-dimensional,
K =U(n) y el conjunto de funciones esféricas acotadas fueron descriptas por varios autores,
ver por ejemplo [3] y [11], y fueron descriptas también en el Capitulo 3.

e Caso VIIL En este caso g =u(2),V = (C)" @ (C?)" y n = u(2) ® (C?)" @ (C?)".
u (2) actia de la siguiente manera:

- en cada una de las £ componentes de (Cz)k actua de la manera natural, y
- en (C?)" el centro de u(2) actia trivialmente y la parte semisimple actiia como sp (1)
(o Im(H)) a la izquierda en cada una de las n componentes de (C?)".

Para n positivo, K = SU (2) x U (k) x Sp(n), Kx =Ty x U (k) x Sp(n) donde

e 0
TI_{(O e_w).@ER}
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es un toro maximal contenido en SU (2). La accién de T} sobre P ((CQ)k) estda dada por

—1i0 0 —1i0

i i
p(ul,wl,...,uk,wk)%p(e ur, e Ywy, ..., euy, e wk)

parap € P(C?*), e € Ty, (u;, w;) € C2 También U (k) actia por un multiplo de la identidad
2 x 2 en cada una de las k componentes de (C2)*.

Denotamos por v, (resp. 1,) la accién irreducible de U(k) (resp. Sp(n)) sobre P,.(C%*)
(resp. P.(C?") ).

Como U (k)-médulo, P(C?**) = P(CF) @ P(CF) = @, s @ v Mds atin,

__min(r,s) o
Vp Q Vs = @j:l V(r45-24,5)>

donde v(;15_2; ) denota la representacién irreducible de peso méximo (r+s—2j,7,0,---,0)
(ver [12], pag 225). Por lo tanto

P(V)="P(C*)aP(C™)
y la descomposicion de la representacion metapléctica en componentes irreducibles es

min(r,s)

wl K\ = (G%s,jezzo Xr—s (9) @jzl V(r+s—2j,j)> ® (@lezzo Xl(e) 771) .
Ponemos v = (v!,v?), vl € C%* v? € C*. Como en el caso III, aplicando una propie-
dad elemental de la traza de un mapa definido sobre un producto tensorial, obtenemos la
expresién de la funcién esférica

2l Al

; A
UV r.s.il (U,t) = etlx\\te—T\vu%m (7‘, ) ngn—1 (%’ }V2‘2> ,j =1, ---,mfn(T,S), [>0,

donde L?"‘l es el polinomio de Laguerre de grado .

Sea v! = (uy,wy, -+ ,up, wg) € C*. Luego tenemos que g;, 5 es un polinomio en |u|?, |w|?
ya que g¢j, es U(k)-invariante, pero la accién de G = SU(2) es componente a componente
en cada (uj, w;). Luego,

) _ A A
¢A,r,s,j,l(vyt) = (/ eI (Ad(g 1)y>\,2>qj’r7s(|_|g . Vl) dg> 6*(%\v|2)Ll2nfl(u|v2| )
a@)T 2 2

El conjunto de funciones esféricas genéricas para n # 0 estd parametrizado por su(2) x

NQXN()XN()XN().

Como observamos en la prueba del Teorema ((5.7.4]), en este caso no hay funciones esféri-
cas genéricas asociadas al centro de g.

Caso n = 0. Al conjunto de funciones esféricas descriptas (con los cambios obvios
pues n = 0) agregamos el conjunto de funciones esféricas correspondientes a los elemen-
tos del centro de g. Para este proposito, necesitamos descomponer la accion metapléctica de
K = 5U (2) x U (k) sobre P (C*). Asumimos que k > 2.
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Es facil ver que C? es equivalente a C*®@C* con la accién estandar como (SU(2) x U (k))-
modulo. Entonces seguimos la Seccion 4.3 para obtener la descomposicién deseada. Con la
notacién de dicha seccién, sea F3' la representacion irreducible de GL (2, C) con peso maximo
1 satisfaciendo pu = pye1 + poes donde 1, €5 son las coordenadas del peso vy py + e = d con
p1 > po > 0y sea Fi' la representacién irreducible de GL (k, C) con peso méximo la k-upla
(1, pi2, 0, ..., 0). Entonces tenemos que el polinomio homogeneo de grado d sobre C* @ CF se
descompone como

Pa (C* ® CF) @f“@f”

donde p; + po = d. Ahora, para poder restringir a SL(2,C) x GL (k,C), seal =y — s y
sea F! las representaciones irreducibles de SL (2, C) de dimensién [+ 1. Luego, la restriccién
a SL(2,C) x GL (k,C) se descompone como

P(CP®CF) =@ F @ Fll,d>0

con 1 + po = d y pg — po = L. El correspondiente conjunto de funciones esféricas esta dado
por (5.5)) y estd parametrizado por {\,d,l} con A # 0y l,d > 0.

e Caso IX. En este caso g = u(n), V.= C" y la accién es la estandar. Por lo tanto
G =SU(n),U =T,y K =U(n). Para x) € ¢, las correspondientes funciones esféricas
coinciden con las del caso V.

Para los elementos del centro de g, el estabilizador es K y
w \lf K= Dr>0Ur

donde v, denota la representacién irreducible de U(n) en los polinomios homogeneos de grado
r. El conjunto de funciones esféricas asociadas esta conformado por las funciones

qb)\,r(vvt) = eil/\ltLZ_l (%|U|2) 6_%|U|2’

donde L™ es el polinomio de Laguerre de grado .

En este caso, el conjunto de funciones esféricas esta parametrizado por R x Ny.

e Caso X. En este caso g =su(my) @ ... ® su(m,) ® ¢ donde ¢ es su centro y hay «
copias de su(2). La componente abeliana satisface 1 < dim(¢) <r—-1;, V=V d...®dV,,y
la representacion 7w de g sobre V estd definida de la siguiente manera:

Para cada 1 < 57 < r, su (mj) actia no trivialmente sélo sobre Vj, ¢ tiene un unico
subespacio ¢; actuando no trivialmente sobre V; y dim(c;) = 1.

Sim; > 3,V; = C"™ y su(m;) @ c¢; (el cual es isomorfo a u(m;)) actia en la manera
estdndar sobre V}; En este caso, el grupo de operadores de entrelazamiento es S*.

Sim; =2,V; = (C2)* @ (C2)", y se tiene que su (2) ® ¢; actia sobre V; como en el caso
VIII, y entonces el grupo de operadores de entrelazamiento es U (k) x Sp(n) .
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Primero consideremos el caso g = su (m)@®su (2)@e, m > 3, n > 0. Por lo tanto dim ¢ = 1.
En este caso,

V=C"ao () e ()",
G = SU(m) x SU(2) y
K=GxS"xU(k) x Sp(n).

Sea Ty,_; un toro maximal de SU (m), entonces T,, 1 x S’ es (isomorfo a) un toro n-
dimensional actuando sobre C™ de la manera estandar,

Ky=Tn_1 xS'x Ty xU (k) x Sp(n)
y Ty x U (k) x Sp (n) actia sobre (C2)* & (C2)" como en el caso VIIL Luego,

W\LK)\:

min(r,s) min(r,s)

(Bkey . Jem €250 Xkr . Jom (015 s 0m)) @ Bys By Xr—s (8) @, Urys—2ii @ (D5 (0) 1) -

Para v = (u, vy, v2),u € C™, v, € C?* v, € C*, las funciones esféricas asociadas al par
(K, Ny) son

7 1A v|2 = )\ >\ n— )\
,lvb)\,k,,r,s,i,j (U; U17U2,t) =€ ‘)"te 7 V] HL%] (’—2| |Uj|2) Qirs (%Ul) L? ! (’—2| |’U2|2) s
7j=1

donde k = (k1, ..., k), 0 =1,...,min(r,s) y r,s, j > 0.
La accién de G es componente a componente, entonces escribimos

110 (P2 Al
Qk,r,s,i (U, Ul) - H ij (7 |uj| > Gir,s (7”1

y tenemos que la expresién de las funciones esféricas es

7 z n— >\ EE) v
¢|A|’k,r’s’i’j (v, z) = (/ i (Ad(g)ys, >Qk,r,s,i, (71, (g) (u,vl)) dg> L? 1 (% |v2]2) o= ‘2.
G')T

En este caso, el conjunto de funciones esféricas genéricas esta parametrizado por g x Ny x
-+ x Ny donde Ny aparece n + 4 veces en el producto directo.

Cuando n = 0, para completar el conjunto de funciones esféricas hay que agregar las
correspondientes a los elementos del centro ¢ de g, siguiendo el caso IX y el caso VIII con
n =0, ya que U (m) actda sobre P (C™) y SU (2) x U (k) acttia sobre P (C*). Con esto
terminamos el caso méas simple. El caso general sigue lineas similares.

La siguiente tabla resume los casos analizados.
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Tabla 6.1: Pares de Gelfand.

\ g (m, V) U K
I su(2) ~ I'm(H) V=(CH»~H", n>1 Sp(n) SU(2) x Sp(n)
7(@) 01, v) = (gor.- - 2 qv,)
V=R®(C)", n>0
11 su(2) ~ s0(3) 50(3) actiia en R?® por rotaciones Sp(n) SU(2) x Sp(n)
su(2) actia en (C?)" como en el caso I
V=(CaR' @ (CH)*, ki+k >1
1T | su(2) ® su(2) ~ so(4) 50(4) actia en R* por rotaciones Sp(ky) x Sp(ks) Spin(4) x Sp(ki) x Sp(ks)
la primer (resp. segunda) componente de su(2)
acttia en (C?)*1 (resp. (C?)*2) como en I
Y sp(2) V=(CH"~H" n>1 Sp(n) Sp(2) x Sp(n)
F(X) (o ) = (Xon, - Xuy)
Vv su(n) V=C", n>3 Sl St x SU(n)
m(X)v = Xv
VI so(n) V=R" n>2 I SO(n)
m(X)v = Xv
VII R V=C", n>1 SU(n) U(n)
w(t)(v1, -+ vn) = (itvy, - -+, itvy)
V=(C)"x(CH*" n>0, k>1
VIII u(2) ~sp(1) sp(1) actia por multiplicacién U(k) x Sp(n) SU(2) x U(k) x Sp(n)
en cada componente de (C?);
en C* s6lo actia su(2) como en I
IX u(n) V=C" n>3 St S' x SU(2)
m(X)v = Xv
X | su(m)@su(2)@c V=Cre e C)"
dim(c) =1 su(m) actiia sobre C™ como en el caso V St x U (k) x Sp(n) | SU(m) x SU(2) x ST x U (k) x Sp(n)
su(2) @ ¢ actiia sobre C* @ C" como en el caso VIII




Capitulo 7

Pares de Gelfand generalizados

Sea N un grupo de Lie nilpotente y K un subgrupo compacto del subgrupo de automor-
fismos Aut(N). Es bien sabido que, si (K x N, K) es un par de Gelfand, entonces N es un
grupo de Lie a lo sumo 2-pasos nilpotente.

La nocién de par de Gelfand fue generalizada para el caso en que K no es necesariamente
un grupo compacto, y la pregunta natural que surge es: ; Existe un par de Gelfand generali-
zado (K X N, K) donde N es un grupo de Lie al menos 3-pasos nilpotente? En este sentido,
comenzaremos recordando nuevamente el concepto de par de Gelfand clasico, y veremos sus
limitaciones para el caso no compacto. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) El élgebra de convolucién de funciones integrables K-bi-invariantes sobre G es conmu-
tativa.

11) Dada una representacién unitaria e irreducible (7, ) de G, el subespacio H i de vectores
fijos por K es a lo sumo unidimensional.

111) La representacién (p, L*(G/K)) es libre de multiplicidades, donde p es la representacién
regular a izquierda.
)K

1v) El algebra de operadores U(g)™ es conmutativa.

Cuando algunas de las anteriores se cumple, decimos que (G, K) es un par de Gelfand.

Ejemplos muy estudiados de pares de Gelfand provienen de pares simétricos de tipo
compacto o no compacto. Trabajos mas recientes pusieron atencién en pares de Gelfand de
la forma (K x N, K) donde N es un grupo de Lie nilpotente y K es un subgrupo del grupo de
automorfismos Aut(N) (ver [1], [3], [4], [5], [10], [23], [33], entre otros). Uno de los primeros
resultados, probado en [5], establece que si (K x N, K) (abreviadamente (K, N)) es un par
de Gelfand entonces N es abeliano o es un grupo de Lie 2-pasos nilpotente.

Observemos que en el caso en el que K es un subgrupo no compacto, el espacio de
funciones integrables K-invariantes definidas sobre G/K es trivial, y por lo tanto (/) es

siempre cierta. Luego, para generalizar la definiciéon de par de Gelfand usamos la nocién
(I1).

119
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Los articulos fundacionales son debidos a J. Faraut [§], E.G. Thomas [30], y hay impor-
tantes resultados en [31]. Primero que todo, asumamos que G y K son grupos unimodulares
(esta hipdtesis no la necesitamos cuando K es compacto, ya que (G, K) par de Gelfand con
K compacto implica G unimodulares, y K es unimodular por ser compacto). Luego G/K
admite una medida G-invariante.

Sea (m,H) una representacién unitaria de GG, y denotemos por H> el espacio de vectores
C*, esto es,

H* ={veH:g—rn(9)velC(G)}.

Sea {1, -+ ,x,} una base de g, donde g es el dlgebra de Lie de G. Recordemos que si
v € H*, entonces

d
m(z;)v = glszoﬂ(exp(sxj))v.
Definimos para (my,--- ,m,) € Nj las seminormas
P e (V) = || (20)™" - - ()™ 0 [

Esta familia de seminormas {p,, ... m, } induce una topologia llamada topologia de Sobolev,
con la cual H*> es un espacio de Fréchet. Definimos el antidual como las aplicaciones continuas
sobre H> que satisfacen

¢(cv) =¢o(v), ceC.

Sea H~>° el antidual de H*> con la topologia fuerte (convergencia uniforme sobre conjuntos
acotados de H*). Esto da una inclusién natural.

H>® CHCH ™.

Denotamos por 7, la restriccion de m a H*>, y para g € G definimos m_,,(g) sobre H~> por
dualidad: para ¢ € H™>°, v € H*®

(T-00(9), 0) = (&, Moo (9) ).

Los elementos de H™°° son llamados vectores distribucion.

Denotamos por
H ={p€H ™ :m_o(k)p = ¢ para todo k € K}

al espacio de vectores distribucion K-fijos.

Definicién 7.0.1. Decimos que (G, K) es un par de Gelfand generalizado si dada una re-
presentacién unitaria irreducible (7, H) de G, el espacio H ™ de vectores distribucién fijos
por K es a lo sumo unidimensional.

En este capitulo, daremos un ejemplo de un grupo de Lie 3-pasos nilpotente N y un
subgrupo K de Aut(N) no compacto tal que (K, N) es un par de Gelfand generalizado. Este
resultado estd enunciado en el Teorema|7.2.3] Luego daremos un ejemplo de otro par (K, N)
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donde encontramos que la representacion metapléctica se descompone en representaciones
irreducibles con multiplicidad 2.

Comenzaremos este capitulo introduciendo algunas nociones que generalizan las estudia-
das para par de Gelfand en el Capitulo 2.

Nota. Cuando K es compacto, otra equivalencia con la definicién de par de Gelfand clasico
es que el dlgebra de operadores U (g)® sea conmutativa. Sin embargo, hay ejemplos de pares
(G, K) con K no compacto tal que U(g)* es conmutativa pero (G, K) no es par de Gelfand
generalizado (ver [6]).

7.1. Preliminares

Sea G un grupo de Lie y K un subgrupo de G. Denotamos por D(G/K) al espacio de
funciones C™ sobre G/K con soporte compacto y por D¥(G) al subespacio de D(G) de
funciones sobre G que son K-invariantes a derecha. Ambos espacios son identificables via el
mapa f € D(G/K) a fo:= foP,donde P : G — G/K es la proyeccién natural. Dotamos a
estos espacios de la topologia natural. Sea D'(G) y D'(G/K) el espacio topolédgico dual de
D(G) y D(G/K) respectivamente.

Una manera natural de definir ¢ € D'(G) es via la aplicacién

o(f) = /G F(9)0(g)dg. (7.1)

la cual tiene sentido si por ejemplo ¢ € D(G) o ¢ € LP para todo p > 1. Luego, podemos
incluir naturalmente D(G) en D'(G).

El espacio D'(G) es llamado el espacio de distribuciones de G. A las distribuciones ¢ defi-
nidas por la ecuacion las llamamos distribuciones funciones de G. Podemos generalizar
las nociones definidas para funciones de D(G) (como convolucién, derivacién, etc) para ele-
mentos de D'(G). Las distribuciones copian las propiedades que cumplen las distribuciones
funciones, y suelen llamarse funciones generalizadas, ya que permiten definir, por ejemplo,
derivadas de funciones que no son siquiera continuas.

La topologia en D(G) la construimos de la siguiente manera:
e Dado K C G compacto sea D (G) el espacio de funciones C* con soporte en K. Consi-
deramos 7k la topologia de Fréchet del espacio dada por las seminormas

pn(f) = max{[D"f(g)| : |o| < N,g € K},

1
donde |a| = [(a1, -+ ,an)] = (a2 + -+ +a?)2.
e Sea (3 la coleccion de conjuntos convexos y balanceados W tal que Dx N W € 7.
e La topologia 7 de D(G) es la unién de todos los conjuntos de la forma ¢+W, con ¢ € D(G),
W e pg.
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Las distribuciones se definen como el espacio de funcionales sobre D(G) lineales y conti-
nuos respecto de la topologia 7.

Ejemplo 7.1.1. El ejemplo mas conocido de distribucién que no viene dada por la férmula

(7.1) es la delta de dirac definida por

09(¢) = 9(9), g€G.

Nota. Dada ¢ € D'(G) y f € D(G), denotamos por (¢, f) la evaluacion de ¢ en f. Esta
notacién se condice con la notacion del Teorema de Riesz.

Definicién 7.1.2. Dada ® € D'(G), decimos que:

e & es una distribucién K-invariante a izquierda si para toda f € D(G) se cumple
e & es una distribucién K-invariante a derecha si para toda f € D(G) se cumple

(®, Bif) = (2, ).

e ® es una distribucién K-bi-invariante si es K-invariante a izquierda y a derecha,

e & es una distribucion de tipo positivo si (®, f x f#) > 0 para toda f € D(G), donde
fi(g) = f(z=).

Usando aproximaciones de la identidad se puede ver que, con la topologia de D'(G), toda
distribucién es el limite de funciones infinitamente diferenciables.

Recordemos que, si (G, K) es un par de Gelfand, hay una correspondencia uno-a-uno
entre funciones K-bi-invariantes definidas sobre GG de tipo positivo y clases de equivalencias
de representaciones unitarias que tienen un vector ciclico K-fijo. Mas atn, en capitulos an-
teriores probamos que estas representaciones unitarias se realizan en el espacio D'(G/K).
Existe un resultado analogo para pares de Gelfand generalizados, pero en este caso las dis-
tribuciones K-bi-invariantes de tipo positivo cumplen el rol de las funciones para pares de
Gelfand clésicos.

Decimos que una representacion (m, H) puede realizarse como subespacio de D'(G/K) si
existe una inyeccion lineal y continua j : H — D'(G/K) tal que

jn(g) = Lyj, paratoda g e G.
El espacio j(#H) es llamado un subespacio de Hilbert de D'(G/K).

Probemos algunas propiedades del espacio H*°.

Proposicién 7.1.3. Dado w € H, f € C*(G), entonces w(f)w € H™.
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Demostracion. Recordemos que definimos

w—/f gwdg.

d
& resp(s)r( e = dsm / F(g)m(exp(sz)g)w dg

Sea x € g, entonces

= @So/gf(exp(—sx)a)w@)wdé

~ [ Can@r(audy
a
= w(—zf)w
Luego se sigue el resultado deseado. O

Observacion 7.1.4. Tomando aproximaciones de la identidad {f;} se puede ver que H> es
denso en H.

Dados f € C®(G), ¢ € H™°, w € H definimos (7(f)p,w) := (¢, 7(f)w).

Luego tenemos el siguiente resultado.
Proposicién 7.1.5. Si f € C®(G), ¢ € H™>°, entonces w(f)p € H' ~ H.
Maés ain, se cumple la proposicién que sigue.
Proposicién 7.1.6. Si f € D(G), ¢ € H™>°, entonces 7(f)op € H™.
Demostracion. Por la proposicion anterior tenemos que
m(x)mw(f)o =n(-zf)¢.
Luego se tiene el resultado deseado. 0

Definicién 7.1.7. Dada f € D(G),® € D'(G) la convolucién

(f x@)(9) = P(Lyf)
define una nueva distribucién f * ® € D'(G).

Observacion 7.1.8. En el caso en que ® sea una distribucién funcién, tenemos que
(f x®)( / f(gh™*

Sea (7, H) una representacién unitaria de G' que tiene un vector distribucién ¢ € H ™.
Definimos Ty por

Ty(f) = (0, mec () D)
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Como ¢ € H™, se puede ver que Ty es una distribucién K-bi-invariante. Ademds tenemos
que T} es una distribucién de tipo positivo, pues:

To(f * f1) = (o,7(f * f*)9)
= (6,7 (f)m(f*)o)
= (7(f)"o,7(f*)9)

(n(f*)o, 7T(f“)qﬁ}

Reciprocamente, sea T una distribucién K-bi-invariante de tipo positivo.
Para f € D(G/K), sea fy = f o P. En D(G/K) consideremos el producto escalar

<f7 g>T = T(fg * g0)7

y denotemos por N el subespacio de vectores de longitud cero.

El subespacio de Hilbert Hy de D'(G/K) asociado a T es la completacién de D(G/K) /N,
y una computacién (usando que un espacio de Hilbert Hy es identificable con su dual) mues-
tra que si

D(G/K) — D(G/K)/Nr
es la proyeccion natural y
Jj:Hr = D(G/K)
es el mapa dual, entonces para f € D(G/K),
os)f=foxT.
Para probar este resultado consideramos la identificacién de Hy ~ H/, dada por
v (v, ).
Dadas ¢, € D(G/K) definimos la aplicacién
p = Acp(¢) = <¢a ¢>T

Entonces si T' es una distribucién funcién tenemos lo siguiente:

As(¥) = (B¥)r
= (T, %" =)

= [r ([ Fwwtam) a
- /G T(g) ( /G ¢<h1>w<hlg>dh> g
= /GT(g) (Lw(ﬁg‘l)w(h)dh> dg
- [ ( / T(g)w(fag—l)dg) Y(h)dh

= [ =Dy
= (pxT,9)
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Luego A, = ¢+ T', y por lo tanto jj*p = @ *T.
Ademads, por ser T" una distribucién K-bi-invariante, T resulta un vector K-fijo para la
representacion regular a izquierda.

Sean 7 y my dos representaciones unitarias de H; y Hs respectivamente, realizadas en
D'(G/K). Denotemos por T; y Ty sus correspondientes nicleos reproductores y ji, jo las
inyecciones G-invariantes. Asumamos que T} = T,. Entonces tenemos que

li7¢l[* = 1lj3¢|[*  para todo ¢ € D(G/K).

Definimos U por U(j;*¢) = j2"¢. Luego, el operador U est4 bien definido y lo podemos ex-
tender unitariamente a un operador de H; a ‘Hy que conmute con la acciéon de G. Més aun,
j1 = jeoU. Por lo tanto, (m, H1) y (72, Ho) son representaciones unitariamente equivalentes.

La distribucién T, asociada a (7, H) representacién unitaria de G' con ¢ € H™>° es lla-
mada el nicleo reproductor de H.

Luego existe una correspondencia entre clases de equivalencias de representaciones uni-
tarias de GG que tienen un vector distribuciéon K-fijo y distribuciones de tipo positivo K-bi-
invariantes. La prueba general se obtiene tomando aproximaciones de la identidad.

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado (para més detalles de la prueba ver [31]).

Teorema 7.1.9. (A) Hay una correspondencia uno-a-uno entre representaciones unitarias
de G teniendo una distribucion ciclica fija por K y distribuciones de tipo positivo K -bi-

invariantes en D'(G) (la correspondiente representacion es realizada como un subespacio de
Hilbert invariante de D'(G/K)).

Notemos que si ¢ es una distribuciéon de tipo positivo K-bi-invariante, entonces
froeH, CD(G/K)

para toda f € D(G). En efecto, sea f € D(G)

(f*é)(9) = / i
~ S Fh)elh )

= Zf )L (g

Luego {fx¢: f € D(G)} C Hg. Como ¢ es de tipo positivo es acotada, y por lo tanto
J, la inclusién de Hy C D'(G/K), es inyectiva y j* es sobreyectiva.

j:Hs—D(G/K), j*:DG/K)— ’H'¢ ~Hy C D' (G/K).
Por el Teorema del ntcleo de Schwartz,

7 (f)=fx®, ®eD(G/K).
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Sea f € Hy, f = j*(h) para algin h € D(G/K), entonces f = h*®. Por otra parte, sabemos
que j7*f = f * ¢. Entonces tenemos que

fxo=35"(f) =j(f = ®). (7.2)
Tomando {f;} una aproximacién de la identidad en (7.2)), ¢ = j(®). Luego ¢ = & € Hy, y
por lo tanto

f=hx*¢ paraalguna h € D(G/K) para toda f € Hs.

Finalmente
Hy={f*¢:fe€DG/K)},

y por lo tanto ¢ resulta un vector K-fijo ciclico de la representacion (L, H,).

Por otra parte, si (H,m) es una representacién que se realiza en D'(G/K), existe
j: H — D'(G/K) inyectiva y continua que conmuta con la accién de G, y por lo tanto
7" es sobreyectiva,

j*:D(G/K) = H ~HCD(G/K).
Dada f € D(G/K) podemos extenderla a una funcién f € D(G) K-bi-invariante. El Teorema
del ntcleo de Schwartz asegura que existe ® € D'(G/K) K-bi-invariante tal que

(=T
Sea f € H, f = j*(h) para algin h € D(G/K). ldentificando h con h, obtenemos que
f = hx®y, donde &y = P(P). Entonces
H={hx®y:heDG/K)},

y existe ¢ € H tal que j*(¢) = Py. Por lo tanto ¢ es un vector K-fijo de la representacion
(m, H).

Luego tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.1.10. Eziste una correspondencia entre representaciones unitarias de G que
tienen un vector distribucion K-fijo y las representaciones unitarias que se realizan en

D'(G/K).

En particular toda representacion unitaria e irreducible de G' que satisfacen Hy # 0 se
puede realizar en D'(G/K).

Supongamos ahora que (G, K) es un par de Gelfand generalizado, y sean (7, H'), (72, H?)
dos representaciones de G que se realizan en D'(G/K) tal que H}; y H% son no nulos. Por
ser (G, K) par de Gelfand,

dim(H}) = dim(H%) = 1.
Sean vy € Hi y vo € H%. Si (w1, H') v (ma, H?) son representaciones equivalentes de G,
entonces existe T': H! — H? operador de entrelazamiento, y por lo tanto

Tvy = avy para algun o € C.
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Podemos suponer que 7' es un operador de entrelazamiento unitario. Como v; y vy son
vectores ciclicos de H! y H? respectivamente, podemos suponer que como espacios de Hilbert
H' = H?, Tv; = av; pero varfan los productos internos de manera tal que

(awy, avy)gz = (v1, V1)1,

es decir,
<U1, U1>H2 = #(Ul, U1>H1.

Reciprocamente, supongamos que (7, H!) y (72, H?) son representaciones de un grupo de
Lie G, y sea K un subgrupo de automorfismo de GG. Supongamos que estas representaciones
satisfacen la siguiente condicién: si (m, H') y (w2, H?) son representaciones equivalentes
entonces como espacios vectoriales H! = H? y (-, )32 = a(-, -)3p1 para algiin a € C no nulo.
Supongamos que HL y H2 son no nulo, entonces H!' y H? pueden realizarse en D'(G/K).
Sean ¢; y ¢9 vectores distribuciéon K-fijos de tipo positivo en D'(G/K). Entonces

H ={fx¢: f€DG/K)y={fx¢s: fcDG/K)} =H>

<fag>7'l1 = <fti * g7¢1>a

(f,9)uz = (f* % g,60).
Luego
(ff%g,00) = a(f*x g, ),
y por lo tanto ¢ = a ¢1. Finalmente, (G, K) es un par de Gelfand generalizado.

Las equivalencias dadas por Thomas que se encuentran en Teorema A pégina 298 de [6]
completan este resultado. Aqui mencionaremos sélo algunas de las equivalencias.

Antes de eso, haremos algunas observaciones acerca de las definiciones que contiene el
articulo de Thomas.

Definicién 7.1.11. Sea G un grupo de Lie y H un subgrupo cerrado de G. Consideremos
(L, D'(G/H)) la representacién regular a izquierda, y sea H, un subespacio de D'(G/H).

e Decimos que el subespacio Hg es G-invariante si L(g)Ho = Ho para todo g € G.

e Un subespacio ‘H se dice minimal si no posee subespacios cerrados invariantes propios.
Nosotras lo definimos como subespacio irreducible.

e La notacién | @ significa integral directa.

e Una medida de Radon es una medida boreliana, localmente finita y regular por dentro.
Teorema 7.1.12. Las siguientes son equivalentes:

1. SiHy y Hs son subespacios de Hilbert G-invariantes minimales de D'(G/H) no propor-
cionales (es decir, que difieren como espacios vectoriales), entonces son no equivalentes.
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2. Si H es un espacio de Hilbert G-invariante de D'(G/H), el dlgebra D(G,H) es con-
mutativa.

3. Para todo H subespacio G-invariante de D'(G/K) eziste una tinica medida de Radon
m de s tal que

"= /69 H, dm(s).

4. En particular existe una unica medida de Radon ds de s tal que
o
L*(G/K) = / H, ds.

A partir de este resultado, Thomas define que (G,G/H) es un par libre de multiplici-
dad si satisface algunas de las equivalencias anteriores (y por lo tanto todas). De la tercera
equivalencia se deduce que nuestra definiciéon de par de Gelfand generalizado coincide con la
definicion de Thomas de ser par libre de multiplicidad.

Definicién 7.1.13. Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert y {h;}52, una base de H. Un ope-
rador S : H — H se dice de traza si

o0

> (S(hy), hj) < 0.

J=1

Si G es un grupo de Lie y (7, H) una representacién tal que 7(f) es un operador de traza,
definimos x, por

X (f) = tr(x(f)).

Si G es un grupo de Lie compacto, (7, V) con V de dimensién finita es una representacién
unitaria de G, entonces 7(f) es un operador de traza. Sea x.(f) := tr(n(f)). Consideremos
ademds que {v;} es una base ortonormal de V, y que {);} la correspondiente base dual de
V*.

Dado A ® v € V* ® V, podemos definir un funcional (A ® v) € D'(G) por

O(A®v)(g) == Alm(g)v).
Via la identificaciin A ® v <> (A ® v), tenemos las siguientes igualdades:
Xa(f) = tr(w(f) = D {w(fvj.vy)

J

= Z</ (9)f(9)vsdg, v;)

~ Z(Z 7(g:) f(gi)vi,vj)

= Z<f(gi>7r(gi>vj?vj>
= Z f(g:) (A @ v;)(93),
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donde en la tercera ecuacién estamos aproximando integrales por sumas.

Como (f * Xx)(9) = Xx(Lyf) (pensando a la funcién como distribucién funcién), de las
igualdades anteriores podemos deducir que el espacio V* ® V se identifica con el subespacio
de D'(G) de la forma {f * x. : f € D(G)}.

Es sabido que si G es nilpotente o semisimple y (7, H) es una representacién irreducible,
entonces el operador 7(f) es un operador de traza para toda f € D(G).

Consideremos ahora un grupo de Lie unimodular H tal que dado (v, V) € H, v(f) es un
operador de traza para toda f € D(H) (esta propiedad se cumple para una clase amplia de
grupos de Lie tal como los nilpotentes o grupos de Lie semisimples).

Consideremos el par (G, K) donde

G=HxHyK=diag(H x H)

el cual puede identificarse naturalmente con H. También G/K puede identificarse con H.
Denotemos por (7%, V*) la representacion contragradiente (o representacién dual) de (v, V).
Por un lado, V* ® V es canénicamente isomorfo al subespacio de Hilbert H, de D'(H) de
distribuciones de la forma f x ., f € D(H). Por otro lado, 7* ® 7 se corresponde con la
sub-representacién de H x H sobre D'(H) dada por

(h1, ha) = L(hy)R(hs).

Por lo tanto, x, es el nicleo reproduciente de H, y claramenete x, es un vector-distribucion
en H_ > fijado por H.

El resultado completo, debido a Mokni y Thomas en [24] da un resultado andlogo al
criterio de Carcano para pares de Gelfand.

Teorema 7.1.14 (B). Sean (w, W) y (v,V) representaciones unitarias de H tal que 7y es
wrreducible. Entonces v aparece en la descomposicion de w en componentes irreducibles si y
solo si el H x H-modulo V* @ W tiene un vector-distribucion fijado por H.

En lo que sigue aplicaremos la teoria anterior para grupos de Lie nilpotentes /N. Para ello
primero recordemos la teoria vista en el Capitulo 5, que muestra como construir las clases
de equivalencias de representaciones unitarias e irreducibles de V.

Sea N un grupo de Lie nilpotente y denotemos por Nel conjunto de clases de equivalen-
cias de representaciones unitarias e irreducibles de N. Describimos N de acuerdo a la teoria
de Kirillov. Sea n el algebra e Lie de N. El grupo N acttia sobre n por la acciéon adjunta Ad,
y N actia sobre n*, el espacio dual de n, por la representacién dual

Ad*(n)A = Ao Ad(n™1).

Fijado A € n* no trivial, sea Oy := {Ad*(n)A : n € N} su drbita coadjunta.
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De la teoria de Kirillov se sigue que hay una correspondencia entre N y el conjunto de
orbitas coadjuntas en n*. En efecto, sea

B (u,v) := A([u, v]), u,v € n. (7.3)

Sea 9, un isotrépico maximal de By en n, y sea My = exp(9M,). Definimos sobre M, el
caracter y(expu) = ¢"(® la representacion irreducible correspondiente a Oy es la repre-
sentacion inducida py = Ind}; (xa).

Sea K un subgrupo de Aut(N). Dado k € K, A € n* definimos una nueva representacién

de N dada por

ph(n) = palk - m).

El estabilizador de my is Ky := {k | po ~ ph}. Para cada k € Kj, uno puede elegir un
operador de entrelazamiento wy (k) tal que

pi(n) = wa(k)pa(n)wa (k™)
para todo n € N. El mapa k — wy (k) es una representacién proyectiva de Kj, i.e,
w(k1ks) = Op(k1, ko)wop(k1)wa(ke), con |0x(k1, ko)| = 1 para todo ky, ko € Ky.

La aplicacion w, es llamada la representacion de entrelazamiento de m, o la representaciéon
metapléctica y 6, el multiplicador para la representacion proyectiva wy.

Vamos a considerar un grupo de Lie 3-pasos nilpotente introducido en [27] y cierto sub-
grupo K de Aut(N), tal que

(1) para todo A e n*, Ky = K,
(11) w, es una verdadera representacién de K, es decir, ) = 1.
En esta situacion, la teoria de Mackey asegura que para o € K ,
Po A = 0 Q WAPA

es una representacion irreducible de K x N y moviendo o € K y pA € N esta construccién
describe completamente a Kx N,

Se sigue del Teorema B que la representacion irreducible o ® wpypa tiene un vector-
distribucién fijo por K siy sélo si la representacion dual o* de K aparece en la descomposicién
en componentes irreducibles de wj,.

Luego tenemos el siguiente resultado.

Teorema 7.1.15. (K, N) es un par de Gelfand generalizado si y sdlo si wy es libre de
multiplicidad para todo A € n*.
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Observacion 7.1.16. Recordemos que si f es una funcién Schwartz, tenemos que

f(N)Z/Atr(v(f)v(n))du(w

N

donde p es la medida de Plancherel de N.
Por otro lado, tenemos que si (v,V) € N,

F Xy () = X (Lot f) = /N f (k) xy (1) dh

= /N f(nh)~ (h7Y) dh
= /N f(h)y (h7'n) dh
tr (v (f) v (n)).

Luego podemos reescribir la férmula de inversién como

f(n) = /N £ Xy (n)dp().

7.2. Ejemplo 1

El grupo N que consideraremos es el caso mas simple de la familia introducida por G.
Ratcliff en [27]. Sea H; el grupo de Heisenberg 3-dimensional con algebra de Lie h; cuyas
coordenadas son (z,y,t) € R? y corchete de Lie definido por

[(z,y,1), (2,9, )] = (0,0, 2y — ya').

Sea S el subgrupo de Sp(1) C Aut(H;) que consiste de las matrices

s:<1 0),56R.
s 1

Consideremos la accién de S sobre H; dada por
s (z,y,t) = (z, sz +y,t).
Esta accién da lugar a un producto semidirecto N = S x H; tal que
(s,x,y, t)(s', 2",y ) = (s+ s, x+ a2 s’ +y+y, t+1 + W) (7.4)

Sea s el algebra de Lie de S. El algebra de Lie n asociada a N es un algebra de Lie 3-pasos
nilpotente con coordenadas (s,z,y,t), donde s € s, z,y,t € R, y producto

[(57 z, Yy, t)a (3/7 .’,U,, y,7 t/)] = (Oa 07 SI, - SI.Z', l'y, - -T/y), (75)

su centro unidimensional es ¢ = {(0,0,0,¢) | t € R}.
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Observacion 7.2.1. Dada una accién de un grupo de Lie S sobre otro grupo de Lie H, esta
induce una nueva accién de s (el dlgebra de Lie de ) sobre b (el dlgebra de Lie de H)

p:5 — Der(h)

tal que hace conmutar el diagrama exponencial.
Podemos dar estructura de algebra de Lie a s & b via el corchete

[(5,2), (s, 2)] = ([5, 5], [2, 2] + p(s)2" = p(5) ).

(s ®b,[,]) es el dlgebra de Lie del producto semidirecto S x H.
En nuestro caso,

p(S)(ZL’, Y, t) - (0’ STs 0)7
v [+, ] coincide con el definido en ([7.5)).

Denotamos por Autg(N) al grupo de automorfismos de N que actiia sobre ¢ por la iden-
tidad. Como el mapa exponencial es un difeomorfismo (de acuerdo al Lema [4.1.5)), podemos
identificar Auto(N) con Autyg(n) y tenemos que

Auto(N) = {k € GL(4,R) : k([u,v]) = [k(u), k(v)] para todo u,v € n, k), = I}. (7.6)
Sea & € Auto(N),y B = {e;}j_, la base canénica de R*. De acuerdo a (7.5) y (7.13), ® debe

satisfacer las siguientes relaciones
D([er, ea]) = (e3); D([e2, e3]) = P(ea);
®([er, es]) = P([e1, ea]) = P([e2, €a]) = ([es, €4]) = (0) = 0.

Por lo tanto, obtenemos que

roa 0 0
0r2 0 0
Auty(N) = d TbQ oL 0 crya,b,e,die eRyr#0
e ¢ —dr2 1
Definimos
r 0 0 0
1
A= 0 01 0 creR* 3y
0 0 72 0
0 0 0 1
1 a 0 O
M = ?Z [1) (1) 8 s a,bye,d,e eR
e ¢ —d 1

Entonces tenemos que A estd actuando por conjugacién sobre M y Auto(N) = A x M.
Escribiendo los elementos de M como 5-uplas (a,b, ¢, d,e), tenemos que el producto estd
dado por

(a,b,c,d,e)(d' b, de)=(a+d, b+ +dd,c+ +ed —db,d+d,e+e —dd). (7.7)
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Mas aun, M es isomorfo a H x M,, donde

1 0 0 O
01 0 O
H = 40 1 0 s d,eeR Ly
e 0 —d 1
1 a 0 0
o 01 00 ) 3
My = 0b 10 a,b,ceR Y ~R°.
0 ¢ 01

En efecto, el producto en H es
(0,0,0,d,€)(0,0,0,d',¢") = (0,0,0,d + d',e + ¢ — dd'),

y por lo tanto podemos identificar H con el subgrupo {(d,—d,e) : d,e € R} de Hj.
Considerando la accién de H sobre R? dada por

(d,e)-(a U, )= (d,V +dd,c +ed —dV),
y usando ([7.7) obtenemos que M = H x M.

El subgrupo K de Auto(N) que vamos a considerar es

1 0 00
K={keR: k= 8;1 (1)8 c ki ky €R G (7.8)
0 ky 0 1

Sea K (resp. K3) el subgrupo de K cuyos elementos tienen entradas matriciales ko = 0
(resp. k; = 0).
Denotamos por («, p1, v, A) los elementos de n*. La correspondencia entre n y n* estd dada
por
(v, v, N)[(8, 2, y,1)] = as + px + vy + At.
Para A € n*, es facil ver que Ky = {k € K | k- A € Op} donde O, es la érbita coad-

junta de A. Sea zn € n tal que A(y) = (y,x,) para todo y € n, entonces se sigue que
k- Ay) = (y,(k™")'xs). Luego

Ky = {kEK| k’t'ZL‘AGOA}, (79)

donde k' denota la matriz transpuesta de k.

Las orbitas genéricas son aquellas que se corresponden con representaciones que tienen
medida de Plancherel no nula y fueron computadas en [27]. Estas estdn parametrizadas por
A =(a,0,0,)) con A # 0, y si O, es la érbita coadjunta de A, entonces

1
Oan = {(a— 51/2,#, v, \) | u,v € R}
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En el caso de las 6rbitas no-genéricas con A = («, p, v,0), obtenemos que

OA:{(ﬁanal/aO) ‘ 6777€R}

En efecto, sea A = (o, p,v,0), y sean’ = (¢',2/,¢/,t') = (0,2/,¢/,¢')(¢,0,0,0).
Entonces,

Ad(n'™Y) = Ad((0,2/, 4/, t') ") Ad((s",0,0,0)71).

Sean = (s,z,y,t), luego

(Ad(exp — (0,2, ¢, t')n) = exp(—ad(0,2",y',1"))(n)
= (87 T, Y, t)+[<07 Ila y/7 t/>7 (37 T, Y, t)]
+ 30002,y ), [(0,2", ¥/, 1), (s, 2,9, 1)]]

y—y'x 52/2)

= (s,x,y—sx',t+ 5 i

Por lo tanto,

Ao Ad(—(0,2",y', ) (s,z,y,t) = as+ uxr+v(y — sa’)
= as+ pr+ vy —vsx'
= (a—va')s+ px + vy
= (a—vx' pv,0)(s,z,y,t).

Por otra parte,

Ad(exp~s',0,0,0))n) = exp(—ad(s,0,0,0))(n)
= (s,z,y,t)H(s,0,0,0), (s, z,y,t)+1[(s',0,0,0),((,0,0,0), (s, z, y, 1)]]
= (s,z,y,t) + (0,0, s'z,0)
= (s,z,5'c +y,0),

entonces
Ao Ad(—(s/,0,0,0))(s,2,5,8) = as+puz +v(z+y)
= as+uxr+vy+vsc
= as+ (p+vs)r+vy
= (a,pu+vs,v,0)(s,x,y,t).
Luego,

Ao Ad(s', 2"y, t') = (o« —va!, u+vs', v,0).
Como Oy = {Ad(n') o A : n' € N}, resulta que

On = {(a—va',p+vs v0):s, 2" R}
= {(d’,,a,V,O)Zd,ﬂ,VER*:R}.

Sea (0,0,v,0) un representante de O(q .0y, y denotemos a O(q,.0,0) Por O,
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Computaremos explicitamente la representacion p, correspondiente a la érbita Oy para
todo A € n*. Denotamos a pp por p,, en el caso A = («,0,0,\) y por p, en el caso
A =(0,0,v,0).

Fijado A = (a, 0,0, A) con A # 0, la forma anti-simétrica no degenerada asociada es

Ba((s,z,y,1), (s, 2,0/, 1) = (a,0,0,A)([(s,2,.1), (s, 2", ¢/, ¥')])
= (,0,0,))(0,0,s2" — 'z, zy — 2'y)
Azy' —2'y).
Por lo tanto, un subespacio isotrépico maximal asociado a A esta dado por

My = {(s,0,y,t) €n| syt € R}.

El caracter y, definido sobre My = exp(dMy) es xa(s,0,y,t) = A0 = gilastA) "y

panr = Indiy, (xa)-
Recordemos que la representacion inducida es el par (pa,», Hax) donde H, » es la completa-
cién de
{f € CAN) | f(nm) = xa(m ™) f(n) for all m € My,n € N},
con respecto al producto interno

()= [ fgatd
N/My
y la accién esta dada por la traslacion regular a izquierda, esto es

(Pan(m)f)(0') = f(n™'n'), n,n" € N.
Notemos que escribiendo

(s.2.9,1) = (0,2,0,0)(s,0.9,¢ = ).
podemos identificar H, , con L*(R) via el mapa (0,u,0,0) — w.

Como

(S7xuy7t)71 = <_S7 —T,sr —Y, _t)7

para f € H, , obtenemos

[pa,A(Sa()?OvO)f](u) (S 0 O O) (O,U,0,0))

(
((—s,0,0,0)(0,u,0,0))
(=
(

f
f
f(=s,u,—su,0)
= f((0,u,0 O)(—s,O,—su,#)
2

= Xa(s, 0,50, =) f(0,11,0,0)

= esa*’\%f(u).
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Analogamente, tenemos que

Au2

[Pax(s,0,0,0) f](u) = =77 f(u),

[pax(0,2,0,0) f](u) = f(u— =),
(007 (0,0, y,0) f](w) = €™ f(u),
(P67 (0,0,0,1) fl(u) = ™ f(u).
Observemos que las representaciones p, y con A # 0, son extensiones de las representaciones

irreducibles de H;.

A continuaciéon describiremos las representaciones correspondientes a las orbitas no-
genéricas O, con v # 0. En este caso,

Ba((s,x,y,t), (s, 2"y, 1) = v(sz' — s'z),

y un subespacio isotrépico maximal es nuevamente My = {(s,0,y,t) : s,y,t € R}. El
caracter asociado es x(s,0,y,t) = ™. Mediante una computacién similar al caso anterior
obtenemos

[00(5,0,0,0) f](u) = €™ f(u),
[pu(ov z, 0, O)f](u) = f(u - :B)7
[0(0,0,9,0) f](u) = ™ f (u),

[:011(07 0,0, t)f](“) = f(u)

Por (7.9) podemos ver facilmente que Ky = K para toda A € n*. Por lo tanto, la
representacion metapléctica wy debe satisfacer

ph(n)wa(k) = wa(k)pa(n) paratoda k € K yne€ N.

Los subgrupos K; y K fijan los elementos (s,0,0,0), (0,0,7,0) y (0,0,0,t) para todo
s,y,t € R. Luego, tenemos que encontrar un operador unitario w, sobre L*(R?) tal que

ph(0,2,0,0)wp (k) = walk)pa(0,2,0,0), Vo e R ke K (7.10)

pa(n)@wa (k) = @ (k)pa(n) (7.11)
paran = (s,0,0,0), n = (0,0,4,0) y n = (0,0,0,%), k € K.

Teorema 7.2.2. La representacion metapléctica (wp, Ky) es libre de multiplicidad para todo
A € n*.
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Demostracion. Denotamos por w, » (resp. w,) a la representacién metapléctica correspon-

diente a A = (a, 0,0, A) (resp. A = (0,0, v,0)).

Es facil ver que dado k; € K7, tenemos que

ki-(0,2,0,0) = (0, z, kyz,0).

Escribiendo (0, z, ki, 0) = (0,2,0,0)(0,0, k12, 0)(0,0, —£12%),

p(0.2, k12, 0)f(u) = p(0,2,0,0)p(0,0, k1, 0)p(0,0,0, —55=)  (u)
= p(0,2,0,0)p(0,0, ki, O)e_ik% f(u)
= e_i’\klx_;p(o, x,0,0)p(0,0, kyz, O)e_M’“%f(u)
= T p(0,2,0,0)(e" 0 )
_ e—i)\kl%z(e—i/\(u—x)klf(u — )

IA(—k1 %—(u—x)lﬁx)f(

= e u—x)

A(—k1 %—uklx—ﬁ—klx% f(

= ¢ u—x)

22
ei)x(k‘l?—uklz)f(u _ .’L’)

Luego tenemos que

[0 (0, 2, ky2,0) f](u) = e” Mty £y — g),

y definimos
[@a (k1 0)f](u) = e ™50 f(u).
También, dado ke € K5 se cumple que

ks - (0,2,0,0) = (0,z,0, ko).

Entonces
[Pax(0,2,0, ko) f](u) = 2% f(u — ),
luego definimos
[Tax(0, ko) fl(u) = 2" f(u).
Esto es,

[an (k1 ho) Fl(1) = e~ bt £ ()

El analisis para las érbitas no-genéricas es similar, y obtenemos

[0 (0, 2, Ky, 0) f)(u) = "™ f(u — @),
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[0(0, 7,0, ko) f(u) = f(u — ).
Definimos, A
[, (K1, 0) f](u) = €™ f (u),
[@,(0, k2) fl(u) = f(u).

Esto es,

[ (v, a) f () = "™ f (w).

Luego se sigue que (|7.11]) se satisface para todo A € n* .

Por lo tanto podemos concluir que la descomposicién de @,y sobre L*(R) es

2 —_—
L*(R) = /RX_/\u;M du
. w2
2 bl

Analogamente, la descomposicién de w, sobre L?(R) es

L*(R) = /qu,o du
R
donde Xl,wo(k’l, ]{32) = €iklyu.

En el dltimo caso, A = 0 por lo tanto My = ny xa = 1. Se sigue que py es la repre-
sentaciéon trivial. Este caso concluye el andlisis de la descomposicion de la representacion
metapléctica obteniendo que wy es libre de multiplicidad para todo A € n*. Luego, se sigue
el siguiente resultado. O]

Teorema 7.2.3. Sean N = S x H; y K C Auto(N) definidas como en (7.8). Entonces,
(K, N) es un par de Gelfand generalizado.

7.3. Ejemplo 2

Este ejemplo es un caso particular de una familia de algebras de Lie definida por L.
Barberis e I. Dotti en [35]. Dicha familia estd definida en el espacio M, (R) de matrices
n X n, obteniendo para cada n natural un algebra de Lie n,, (n — 1)-pasos nilpotente. Dado
n natural, definimos e; = » 77| ¢ ;1, donde e; ; es la base canénica de M, (R), y sea

Sy =< €; >i=1,.,n-1 -

Notemos que deberfamos usar la notacion e y ei'; en lugar de e; y e; ; respectivamente, pero
para no sobrecargar la notacion omitiremos el supraindice n.
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Ejemplo 7.3.1. Si estamos en el caso n = 4, las matrices e; son

€1 =

o O OO
o O O
OO = O
o= O O
|
o O O O
o O O O
o O O+
o O = O
|
o O O O
o O O O
o O O O
o O O

Finalmenente definimos
n, =s5,®s, = {(31782) D 81,82 € 5n}-

Dotamos a n,, con el corchete de Lie

[(z,9), (w,v)] = (zv = yu, 0).

En particular, [(e;,e;), (ex, er)] = (€ir1 — €j+x,0), pues e;e; = e;4;, donde definimos e;; =0
sit+7 > n.
Luego (n,, [, -]) es un algebra de Lie (n — 1)-pasos nilpotente.

Para construir nuestro ejemplo, consideremos n = 4, pues de esta forma ny, que de ahora
en mas llamaremos n, resulta un algebra de Lie 3-pasos nilpotente.

Es facil ver que el centro ¢ de n es el subespacio generado por los vectores (e3,0) y (0, e3),
y que el conjunto

B = {(637 0)7 (O> 63)7 (617 0)7 (07 61)? (627 0)7 (07 62)}

es una base ordenada de n.
Definimos

V= <(61, 0)7 (07 61)7 (627 O)’ (O’ 62)>.

Sea A € n*, entonces A(u) = (u, ) para algin x, € n y para todo u € n. Supongamos
zy = cy(e3,0) 4+ c3(0, e3) + ¢ (e1,0) + c5(0,e1) + c3(e2,0) + 5(0,e5), ¢ €R,
Sean z,y € V,
x = x3(e1,0) + 24(0, €1) + x5(e2, 0) + 24(0, €2),
y = ys(e1,0) + 4a(0, e1) + ys(e2,0) + ys(0, €2).

Entonces,

Bi(z,y) = A[z,y))
([z,y], z5)
= (z3w4(€2,0) — z4y3(e2,0) + $3y6(€3, 0) + z5y3(e3,0) — ways(es, 0) — zeya(es, 0), zx),
(z3Ys + T5ys — Tays — T6ya) 5 ((e3,0), (e3,0))
(

T3Ys + T5Y3 — TaYs — TeYa) C)\ || (es, 0)]].
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Por lo tanto By, , resulta una forma bilineal no degenerado sobre n/¢ = V. Luego, por las
equivalencias de Wolf , la representacién py asociada a A € n* es de cuadrado integrable,
y el conjunto de clases de equivalencias de representaciones de n estan parametrizadas por
A€ ¢*. Ademds, K|, C Sp(By),, ., )-

Sea N el grupo de Lie conexo y simplemente conexo con algebra de Lie n. Como en el
Ejemplo 1, denotamos por Auty(N) al grupo de automorfismos de N que actia sobre ¢ por
la identidad. Como el mapa exponencial es un difeomorfismo (ver Lema [4.1.5]), identificamos
Auty(N) con Auty(n), y por lo que

Auto(N) = {k € GL(6,R) : k([u,v]) = [k(u), k(v)] para todo u,v € n, k. = I}.

Luego de verificar que k satisface la condicion k([u,v]) = [k(u), k(v)] para todo u,v € B
obtuvimos que Auty(N) estd conformado por el conjunto de k’s que satisfacen

1 0 aq M ¢ e
0186 0 d f
00 s 0 b 0
k= 1 1
0 0 a s2 ¢ bs 2 ’
1
0 0 0 s 2 0
00 » 0 d st

1
con s >0, a,ay,b,by,c,c1,d,dy, f,e,r €R, v M =sd+as 2 — br.

Consideraremos
K ={k € Auty(N) : k;, CV}. (7.12)
En particular, esto implica

1
M =sd+as 2 —br =0.

1
Multiplicando a M por s2 obtenemos

1 3
Ms2 =ds2 +a—brs2 =0.

Para conocer K basta caracterizar a K|,

s 0 b 0
a s: ¢ s 3b 3 1
K,=<¢k: k= 1 :5s>0, a,b,c,d;reR y 0=ds2 +a—brs2
0 0 s 2 0
r 0 d st
Mas aun, a todo k € K lo podemos escribir como k = kiky con ki1 € Ky, ky € K5, donde
s 0 b 0
1 1
a 82 C sT2b
K =<k : k= 1 :8>0, a,b,ceR (7.13)
0 O 572 0
0 0 —s3a st
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1 0 00
01 00

Ky =<k : k= 0010 cs>0,reR
r 0 0 1

3 1
En efecto, si k es una matriz que satisface la ecuacién a + s2d — rbs2 = 0, entonces

s 0 b 0 s 0 b 01 100 0

a sz ¢ s 2b a—s2rb s2 c s72b 0 1 00
1 = 1

0 0 s 2 0 0 0 s 2 0 0010

r 0 d 51 0 0 —s%q ! rs 0 0 1

Sea J = [Bx]s,,,, entonces

0 0 01
= 0 0 10
/= 0 =1 0 0 |’
-1 0 0 0

y sea J la matriz dada por la forma bilineal canénica preservada por el grupo de matrices

Sp(2,R),

00 -1 0
00 0 -1
T = 10 0 O
01 0 O
Si
10 0 O
01 0 O
P = 00 o0 -1 |- (7.14)
00 -1 O
entonces P = P!, y las matrices J y J son conjugadas por la matriz P.
El subgrupo K satisface 3 )
KJK ' =J1
Luego si consideramos el grupo
K := PKP™!, (7.15)

el grupo K preserva la forma bilineal dada por .J, y por lo tanto K C Sp(2,R). Notemos
que la ecuacién ([7.15)) se puede expresar en términos de equivalencia de representaciones.

Luego la representacion metapléctica es libre de multiplicidad como K-médulo si y sélo si
lo es como K-médulo.
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Sean K, y K> los subgrupos obtenidos via la conjugacién por P de K, y K, respectiva-
mente.

Comencemos trabajando con el subgrupo K.

s 0 0 b

B 1 ,lb

Ky=Rk k=% 20 ¢ . §>0, a,b,c€R
0 0 s —s"2q
00 0 573

s 0 O 0
0 sz 0 0
S:=<r(s)= 00 s 0 :s>0 y
00 0 s
1 00 b
a1l b c
H =< n(a,bc)= 00 1 —a ca,b,ceR
0 00 1

El subgrupo H resulta isomorfo al grupo de Heisenberg H; de dimensiéon 3 via la identi-
ficacién

1 0 0 b 1 b e
a l b c

— 01 —a
001 —a 00 1
000 1

y S es isomorfo al subgrupo

d+d='  d—d~?
D—{( e wi ) s>0f,
2 2
que es la parte conmutativa de la descomposicién de Iwasawa de SU(2,1).

Varios autores describen como se descompone la representacién metapléctica actuando
sobre L?(R?) como Sp(2, R)-médulo. Si g(A), t(B) y C son matrices de la forma

(3 ) m(58) o3

donde A € GL(2,R), B es una matriz simétrica 2x 2, I denota la matriz identidad de tamano
2 x 2 y 0 denota la matriz nula de tamano 2 x 2, entonces {g(A),t(B),C} son generadores
del grupo Sp(2,R). En [I§] se establece que la representacion metapléctica se define por:

(7.16)
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@(g(A)) f(x) = det(A4)7 f(Az),
) = exUB f (),

Siguiendo esta descripcién, escribimos a r(s) € S como

@= (7 ) a5 a),

w(r(s))f(u,v) = s\/gf(su, s%v).

Para computar la representacién w sobre H, notemos que

A, 0 1 0
n(a,0,0):( 0 (At)—1)7 Aa:(a 17)7
n(ovba 0) = ( é Bib ) ; Bb < ) ) Bb = Bltn

n(O,O,c):<(1) ff) B, ( ) B.— B.

Entonces computamos w obteniendo
w(n(a,0,0))f(u,v) = f(u+ av,v),
@(n(0,0,0)) f(u, v) = ™ f(u, v),
@ (n(0,0,c)) f(u,v) = ez’ f(u,v).
Recordemos que H es isomorfo al grupo de Heisenberg H;. La representacion ), coincide

con una representacion del grupo H;, pero con un producto modificado.
Consideremos el grupo (Hj, *), donde

entonces

o o o O
o o o

(a,b,¢) x (', b, )= (a+d,b+b,c+ +ab —a'b).

El centro de (Hy, %) es Z ={(0,0,c¢) : ¢ € R}, y por lo tanto, si (m, H;) es una represen-
tacion de Hi, entonces existe A = A(7) € R tal que

7(0,0,¢) = eI.

Supongamos que A # 0. Entonces el siguiente resultado nos permitira construir represen-
taciones de (Hy, *).

Lema 7.3.2. Sea A # 0, y sean oy, o9 dos representaciones unitarias de R en un espacio de
Hilbert Hy, tal que '
o1 (G)O'Q(b) = €2$Aab02<b)01 (a) (717)

Entonces existe una y solo una representacion unitaria de (Hy,*) en Hy tal que
mx(a,0,0) = oy(a), 7(0,b,0) = 04(b), y 7(0,0,c) = eI,

con a,b,c € R.
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Demostracion. Observemos que
(a,b,c) =(0,0,¢c — ab) * (a,0,0) % (0,b,0).

Entonces .
m(a,b,c) = ez’\(c_“b)al(a)ag(b).

Luego, por ([7.17))

m(a,b,o)m(d b, ) = N =@t g ()ay(b)oy (a)oa (V)
_ ez‘)\(c+c’f(ab+a/b’+2a’b))o_1 (CL)O'l (CL/>O'2 (b)O'Q (b/)
_ ei)\(c+c’+ab’—ba’—ab’—a’b’—a’b—ba’—ab) o1 (CL)Ul (CLI)O'Q (6)02 (b/)
= Mottt =/~ ) o) g (4 1 Vo (b + D)

= ma+d,b+V,c+ +ab —adb).

La representacion 7y resulta continua y unitaria. Por lo tanto 7, es una representacion de

(Hh *) ]
La representacion ), en el centro satisface

v2

@(0,0,¢) =2 I.

2

Para cada v real consideremos A = %-. Para este A, las representaciones o, y oo definidas

0|

en el espacio de Hilbert H) = L*(R) por
oi(a)f(u) = f(u+av), (7.18)
o3() f(u) = ™ f(u), (7.19)

satisfacen . En efecto:
o1(a)(o2(b) f)(w) = (02(b)f)(u+ bv)

— eib(u+av)vf(u+av)
— eiauveiabv2f(u + av)
= a2(b)(01(a) f)(w)e™
= aa(b)(o1(a) f)(u)e™ .

La representacién 7,2 obtenida para oy y oy definidas en ([7.18)) y (7.19) respectivamente

2
S}

T2 (n(a7 0, 0))f(u) = f(u + (MJ),

2

Ty (n(0,6,0)) f(u) = eibuvf(u)a

2

72 (0(0,0,¢)) f(u) = €2 f(u).

2
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Se puede ver, ademés, que (w2, H)) es irreducible (ver [26] pagina 113).
2
Notemos que, si m; y m son dos representaciones tales que A(m) = A(ms), entonces
m y o son equivalentes. Esto lo podemos ver usando la equivalencia . En efecto, el
dlgebra de Lie bh; asociada a H; es h; = ¢® V, con V = R? ¢ = R y corchete de Lie
[(a,b,c), (a',V,c)] = (0,0,2(ab’ —a'b) (el corchete se obtiene usando la férmula de Campbell-
Hausdorff). Dado A € Hf, A = (a1, az,a3) con a; € R* ~ R, a3 # 0, entonces

Ba((a,b,0), (a’,V',0)) = Al(a, b,0), (a',b',0)] = A(0,0,2(ab’ — a'b)) = az2(ab’ — a'b),

y por lo tanto B, es no degenerada sobre V' x V', luego las representaciones de H; con A # 0
son de cuadrado integrable y estédn caracterizadas por su valor en ¢ =< (0,0, 1) >.

Si definimos H' := {f(u,t) : f € L*(R?*)}, y (7, H') la representacién obtenida de

modificar 72,
2

7(n(a,0,0)) f(u,t) = f(u+ at,t),
ﬁt(n(ov b> 0))f(uv t) = eibmf(uv t)?
#(n(0,0,¢)) f(u, t) = €2 f(u, 1),

entonces w(n(a,b,c)) : H® — H' coincide con 7;(a,b,c) para todo a,b,c € R. Luego para
cada t € R fijo, (w,, H') es, bdsicamente, una representacién del Heisenberg modificado
(H17 *)

Més atn, (), , H") es una representacion irreducible.

Sin embargo, H' no es un espacio invariante por la representacion wj,.

Definimos entonces
Ht = / H'dt,
>0

H™ :—/ Hidt.
<0

Los espacios H' y H™ resultan invariantes por la representacién w. Notemos, ademds, que
@), es irreducible. En efecto, sea W C H * un subespacio invariante por w, en particular W
también resulta ser invariante por la representacion wy,,, y W+ cumple la misma propiedad.
Por Teorema (3.6.9), a W lo podemos descomponer como una integral directa de espacios,
entre los cuales aparece H* para algtin t. Podemos suponer que t > 0, sino consideramos W=
en lugar de 7. Como W es un subespacio invariante y se cumple que w(r(t™2))W = H*,
entonces H' también debe aparecer en la descomposicién de W en componentes irreducibles.
Por lo tanto, W = H™.

De manera andaloga, se prueba que H~ es un subespacio invariante y resulta una compo-
nente irreducible de la representacion w.

Luego tenemos el siguiente resultado
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Teorema 7.3.3. Sean el dlgebra de Lie 3-pasos nilpotente definido por Barberis-Dotti en [35]
conn =4, sea K el subgrupo de automorfismos de n definido en y Ky = PK,P~! con
P definida en . Si N es el grupo de Lie conexo y simplemente conexo con dlgebra de Lie
n, entonces el espacio L*(R?) se descompone como suma de dos subespacios K -invariantes
minimales equivalentes,

L*(R*)=H" 9o H™. (7.20)

Luego la representacion metapléctica (ww, L?(R?)) tiene multiplicidad 2 y el par (K1, N) no
es un par de Gelfand generalizado.

Demostracion. Dadot € R, las representaciones (w),,, H") y (w),,, H ") resultan equivalentes
como H-médulo, pues coinciden en n(0,0,¢) para todo ¢. Recordemos que n(0,0,c¢) es el
centro de (Hy, *) y dos representaciones sobre este grupo son equivalentes si y sélo si coinciden
en el centro. Luego (w,,, H") y (@), H™) son representaciones equivalentes como H-médulo.
Si consideramos el operador
T:H" — H™

Tf(uu U) - f(_u7 _U)v
entonces T' resulta operador de entrelazamiento como H-médulo. En efecto,
T ow(n(a,0,0))f(u,v) =T(f(u+av,v)) = f(—u—av,—v) ¥y
w(n(a, 0, 0)) © Tf(“’v U) = w(n(a, 0, O))f<_ua —U) = f(_u — av, _U)'
Por otra parte,
T o w(n(0,b,0))f(u,v) = T(e™ f(u,v)) = ™ f(—u,~v) vy

w(n(0,b,0)Tf(u,v) = @(n(0,b,0)) f(—u, —v) = ™ f(—u, —v).
Finalmente,

2

T o w(n(0,0,¢))f(u,v) = T(e3 f(u,v)) = €3 f(—u, —v), ¥

@ (n(0,0,c))Tf(u,v) = w(n(0,0,c))f(—u,—v) = e%C”Qf(—u, —v).

Ademis las representaciones (w)y, H') y (w)y, H ™) resultan equivalentes como S-médulo.
En efecto,

T o w(r(s)) f(u,v) = T(sV? f(su, s30)) = sV3 f(—su, —sTv), 'y
w(r(s))T f(u,v) = w(r(s))f(—u,—v) = s\/gf(—su, —s%v).

Ademés, T es claramente biyectivo. Concluimos que (w, H) y (tw, H™) son representa-
ciones irreducibles equivalentes. Finalmente la representacion metapéctica w tiene multipli-
cidad 2 sobre K7, por lo que el par (K7, N) no es un par de Gelfand generalizado. O
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Recordemos que el subgrupo K C Aut(N) definido en ([7.12)) satisface K = K;K,. Ana-
licemos el par (K, N).

Conjugando a la matriz Ky por P obtenemos

1 000

. - o s 1

KQZ kQGK kQZ _OT 0 (f 8 ,TER
0 001

Es sabido que si definimos
Vi={fcL*R?: fespary, W:={fcL*(R?:fesimpar},

entonces V' y W resultan subespacios invariantes e irreducibles respecto de la representacion
metapléctica como Sp(2, R)-mddulo y tenemos la descomposicién

L*(R*) =V o W. (7.21)

Mas ain, V' y W son no equivalentes.
Este argumento nos permite verificar que H™ y H~ son subespacios invariantes bajo la
accion de Ko, y lo probaremos en la siguiente afirmacién.

Afirmacion. Sea ks el elemento que genera a K. Entonces H y H~ son subespacios ’W(kjg)-
invariantes.

Demostracién. Sabemos que la representacion metaplectica sobre K; en L?(R?) se descom-
pone como suma de H* v H™, y que son K;-médulos equivalentes a través del operador T
copete, de acuerdo al Teorema [7.3.3]

Si w(k;) no dejara invariante a H™ y H™, entonces la representacion metaplectica de
K sobre L?*(R?) serfa irreducible. En efecto, sea W un subespacio de L?(R?) invariante
por w(K), y sea W el subespacio ortogonal de W. Luego L*(R?) se descompone como
suma directa de W y W+, Pero entonces W debe ser K;-irreducible, pues por unicidad de
la descomposicion en irreducibles , el numero de componentes irreducibles no puede
cambiar y ya sabemos que es 2. Luego tambien por unicidad de la descomposicion ,
W debe ser equivalente a H* 0 a H~ como K;-médulo. Como Ht y H™ no son invariantes
por w(ky), W = L*(R?) o W = 0.

Si la representacién @ de K sobre L?(R?) es irreducible, entonces w también es irreducible
como Sp(2,R)-médulo, lo cual contradice . Por lo tanto H* y H~ son subespacios
invariantes bajo la accién de w(ks). O

Como conclusién tenemos que H y H~ son subespacios K,-invariantes por la accién de
la representacién metapléctica w.

Dadokjgel%g,
1 000
- 0 100
=1 010 | (7.22)
0 001
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si definimos ¢(B,) por

t(Br> =

o O O =
o O = O
O = O 3
_— o O O

entonces ky = —I C t(B,) C' € Sp(2,R).
Recordando las férmulas ((7.16)), obtenemos que

D(t(B,) f(u,v) = e f(u,v).

Suponemos f(z1,x2) = f(x1)f(x2). Entonces,

w(ke)f(x1,22) = w(g(=1))o(@w(C)ow(t(B,))ow(C)f)(x1,22)

((C) 0 w(t(B,)) 0 w(C)f)(~1,—22)
= [ =B 0 (O ) D dsdy

B / (@(C) )€1, )6 T el @e) ge, dg,
B / (€0 f(g)e'relllmmmhen®el dg, de
R2

= ([ Fenerseme ag) ([ e aca)
- ([ Feereme i) fo,

A pesar de que no logramos encontrar una férmula explicita para @ . , podemos verificar
2
que el operador T' definido arriba

Tf(u7 U) = f(_u7 _U)

es un operador de entrelazamiento.
Por un lado,

@(ky) o T(f(x1,22)) =

Por otro lado,
T ow(n)f(e1,72) = ( Fle)ers eme d&) fo >)

(
= ([ Fepers et da) fi-aa)
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Luego . 3
@(kg) o T(f(21,72)) =T o w(ka)f (21, 72)

para todo x1, x5 € R. Con un argumento de densidad de las funciones de variables separadas
en L?(R?), podemos ver que T' es un operador de entrelazamiento para la representacién @ . -
2

Teorema 7.3.4. Sea n el dlgebra de Lie 3-pasos nilpotente definido por Barberis-Dotti en
[35] con n = 4, sea K el subgrupo de automorfismos de n definido en y K = PKpP~!
con P definido en . St N es el grupo de Lie conezxo y simplemente conexo con dlgebra
de Lie n, entonces , el espacio L*(R?) se descompone como K-mddulo en la suma de dos
subespacios invariantes minimales,

L*R)=H "9 H .

Luego, la representacion metapléctica (w, L*(R?)) tiene multiplicidad 2 y el par (K, N) no
es un par de Gelfand generalizado.

Demostracion. Ya probamos que H™ y H™~ son espacios K,-invariantes por la representacion
w.
Supongamos que existe W C H™T subespacio invariante de la representacién @|.- En

particular, W es invariante como K;-médulo, y por lo tanto es W = H*. Luego H* es una
componente irreducible, y andlogamente se puede ver que H~ también lo es.
Computemos T o w:

Tow(k) = Tow(kiks)
= Tow(ky)ow(ks)
w(ky) o T ow(ks)
= w(k))ow(ky)oT
= w(k)oT.

Luego T € A,y T : H" — H~ es un isomorfismo de espacios vectoriales. Por lo tanto
las representaciones (o, H) y (w, H™) son equivalentes como K-médulo, y

L*R)=H"o H .

Finalmente, (, L?(R?)) tienen multiplicidad 2, y el par (K, N) no es un par de Gelfand
generalizado. O






Bibliografia

1]

[10]

[11]

[12]

[13]

F. Astengo, B. Di Blasio, F. Ricci, Gelfand transforms of polyradial functions on
the Heisenberg group. J. Funct. Anal. 251, 772-791 (2007).

R. Beals, W. Roderick, Special functions: a graduate text. Vol. 126. Cambridge
University Press (2010).

C. Benson, J. Jenkins, G. Ratclif, The orbit method and Gelfand pairs, associated
with nilpotent Lie group, The Journal of Geometric Analysis. 9, 569-582 (1990).

C. Benson, J. Jenkins, G. Ratclif, Bounded k-spherical function on Heisenberg
group, Journal of Funcional Analysis. 105, 409-443 (1992).

C. Benson, J. Jenkins, G. Ratclif, On Gelfand pair associated with nilpotent Lie
groups, Trans. Amer. Math. Soc. 321, 89-116 (1999).

K. D. Bierstedt, B. Fuchssteiner, Functional analysis: surveys and recent results
II1. Elsevier (2000).

R. Diaz Martin, Andlisis armdnico en grupos nilpotentes. Trabajo doctoral en Ma-
temédtica. FAMAF-UNC (2018).

J. Faraut, Distributions sphriques sur le espaces hiperbolique. J. Math. Pures Appl.
58, 369-444 (1979).

V. Fischer, M. Ruzhansky, Quantization on nilpotent Lie groups. Basel: Birakhuser
(2016).

V. Fischer, F. Ricci, O. Yakimova, Nilpotent Gelfand pairs and spherical transforms
of Schwartz functions III. Isomorphisms between Schwartz spaces under Vinberg
condition, arxiv 1210.7962.

G. B. Folland, Harmonic analysis in phases spaces, Annals of Mathematics Studies.
122 (1989).

W. Fulton, J. Harris, Representation theory, Graduate text Mathematics. 129
(1991).

A. L. Gallo, L. V. Saal, Some harmonic analysis on commutative nilmanifolds,
Journal of Lie Theory, en prensa (2019). https://arxiv.org/abs/1909.09873.

151



BIBLIOGRAFIA 152

[14]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

A. L. Gallo, L. V. Saal, A generalized Gelfand pair attached to a 3-step nilpo-
tent Lie group, Journal of Fourier Analysis and Applications, en prensa (2020).
https://arxiv.org/abs/2005.06362.

T. Godoy, L. Saal, Some spectral results on L*(H,) related to the action of U(p, q),
Colloquium Mathematicum. 86, 177-186 (2000).

R. Goodman, N. R. Wallach, Representations and invariants of the classical groups,
Encyclopedia of Mathematics. 68 (1998).

S. Helgason, Differential geometry and symmetric spaces. Vol. 341. American Mat-
hematical Soc. (2001).

M. Kashiwara, M. Vergne, On the Segal-Shale-Weil representations and harmonic
polynomials. Inventiones mathematicae, 44(1), 1-47 (1978).

A. Knapp, Lie groups beyound and introduction, ivan second edition. Birkhauser.
Progree in mathematics, 140 (2002).

T. Kobayashi, Multiplicity free representations and visible actions on complex ma-
nifolds, edition. Kyoto University, 41 (2005).

K. Koike, I. Terada, Young-diagrammatic methods for representation theory of the
classical groups of type By, C,, D,, Journal of Functional Analysis. 107, 466-511
(1987).

J. Lauret, Homogeneous nilmanifolds attached to representations of compact Lie
groups, manuscripta math, Springer-Verlag. 99, 287-309 (1999).

J. Lauret, Gelfand pairs attached to representations of compact Lie groups, Trans-
formation Groups. Math. Soc. 5, 307-324 (2000).

K. Mokni, E. G. F. Thomas, Paires de Guelfand gnralises associes au groupe
d’Heisenberg. J. Lie Theory 8, 325-334 (1998).

C. Moore, J. Wolf, Square integrable representations of nilpotent groups, Trans.
Amer. Math. Soc. 185 445-462 (1973).

F. Ricci, Analisi Armonica non Commutativa, Apuntes (2001-2002).

G. Ratcliff, Symbols and orbits for 3-step nilpotent Lie groups. J. Funct. Anal. 62,
38-64 (1985).

M. R. Sepanski, Compact lie groups. Vol. 235. Springer Science and Business Media
(2007).

R. Strichartz, L harmonic analysis and Radon transform on the Heisenberg group,
Journal of Functional Analysis . 96, 350-406 (1991).



153

BIBLIOGRAFIiA

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

E. G. F. Thomas, The theorem of Bochner Schwartz Godement for generalized
Gelfand pairs. Funct. Anal.: Surveys and Recent Results 111, Elsevier (1984).

G. Van Dijk, Group representations on spaces of distributions. Russian J. Math.
Phys. 2, 57-68 (1994).

G. Van Dijk, Introduction to harmonic analysis and generalized Gelfand pairs. Vol.
36. Walter de Gruyter, (2009).

E. B. Vinberg, Commutative homogeneous spaces and co-isotropic symplectic ac-
tions. Russian Math. 56, 1-60 (2001).

N. R. Wallach, Harmonic analysis on homogeneous spaces, Marcel Dekker (1973).

J. Wolf, Harmonic analysis on commutative spaces. American Mathematical So-
ciaty. Mathematical Surveys and Monograohs, Volume 142 (2007).

J. Wolf, On the analytic structure of commutative nilmanifolds. J. Geom. Anal. 26,
1011-1022. (2016).






	Resumen
	Abstract
	Agradecimientos y algunas reflexiones
	Introducción
	Acciones, grupos y álgebras
	Grupos Topológicos
	Grupos de Lie y álgebras de Lie
	Análisis armónico en grupos de Lie
	Representaciones de grupos y álgebras de Lie

	Análisis armónico en pares de Gelfand
	Funciones de tipo positivo
	Pares de Gelfand
	Funciones Esféricas asociadas a pares de Gelfand
	Análisis armónico en pares de Gelfand
	Teorema del Núcleo de Schwartz

	Análisis en el grupo de Heisenberg
	El grupo de Heisenberg
	Representaciones del grupo de Heisenberg
	Representaciones Unitarias Irreducibles de K Hn
	Criterio de Carcano
	El Espectro de K Hn
	Análisis armónico en el grupo de Heisenberg
	Ejemplos conocidos

	Teoría general de álgebras de Lie
	Álgebras de Lie nilpotentes, solubles y semisimples
	Álgebras de Lie compactas
	Teoría de pesos

	Análisis armónico en nilvariedades
	Construcción de una familia de álgebras de Lie dos pasos nilpotentes
	Familia de pares de Gelfand (K,N(g,V))
	Representaciones de N(g,V) 
	Representaciones del Producto Semidirecto K N
	Fórmula de Plancherel y fórmula de inversión para N nilpotente
	Un isomorfismo muy particular
	Análisis armónico en nilvariedades

	Descripción de funciones esféricas
	Pares de Gelfand generalizados
	Preliminares
	Ejemplo 1
	Ejemplo 2


