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CREACION DE PARES POR FOTONES DE ALTA ENERGIA
EN EL (AMPO DE ELECTRONES LIBRES

Introduccion y objetivos del trabajo

Desde la sorpresa causada por los primeros rayos gamma provenientes de fuentes csmicas
detectados por instrumental a bordo de satélites, al final de la década de los 60, ha tenido
lugar una verdadera revolucion en la Astrofisica [1].

Desde entonces el progreso de la Astrofisica de Rayos Gamma ha sido explosivo, y ha abierto
una ventana antes insospechada para el avance de la ciencia, la cual en cierta medida se
encuentra repitiendo el proceso de hace cuatro siglos, cuando la busqueda de explicaciones a
los movimientos celestes llevd al enunciado de las leyes béasicas de toda la fisica.

En el momento actual la radiacion gamma que nos llega del cosmos no sélo nos informa sobre
la evolucién de muy lejanos objetos celestes, sino que también sobre lo que sucede en
condiciones fisica extremas que pueden poner a prueba los conceptos fundamentales de las
teorias fisicas y que no pueden lograrse en ningun laboratorio terrestre.

Por ello es que el mundo cientifico estd uniendo fuerza en torno a proyectos de gran
envergadura [2] orientados a la deteccidn y estudio de radiaciones gamma de energias cada
vez mayores, y en ellas uno de los aspectos que més dificultades plantea y mas interés esta
concitando es la deteccion de la polarizacion de estas radiaciones.

Telescopios orbitales como AGILE [3] y Fermi/LAT [4], cubren un importante rango de
energias pero no tienen buena capacidad para detectar polarizacion.

Los sistemas de deteccion en tierra con telescopios Cherenkov alcanzan muy altas energias
(TeV), pero son totalmente insensibles a la polarizacion [5].

Se considera que el préximo paso méas importante en astrofisica de rayos gamma seria la
produccién de un telescopio de deteccion de rango medio, capaz de medir la polarizacion de
esta radiacion. Tal instrumento permitiria buscar respuesta a numerosas cuestiones [6], de las
cuales s6lo mencionaremos algunas a los efectos de ejemplificacion, ya que la literatura actual
abunda en proyectos que intentan cubrir y anticiparse a todas las posibilidades de los modelos
y las teorias [2].

Por ejemplo analizando la radiacion gamma emitida por los pulsares se espera aportar datos
fundamentales a los modelos que intentan explicar la enorme eficiencia de los mecanismos de
aceleracion de los electrones y de radiacion por parte de los mismos, en los campos
magnéticos extremadamente intensos que caracterizan a estos objetos [7], [8]. La polarizacion
de los rayos gamma puede distinguir entre la emision de sincrotron y otros mecanismos de
emisién. Medicidén de polarizacion con instrumentos de buena resolucion angular puede
ayudar a determinar la geometria de las regiones de emision.

Hay grandes expectativas para saber si fuentes como los “blazars” (chorros muy intensos de
rayos gamma emitidos por los nucleos galacticos activos) deberian estar polarizados debido al
campo magnético en su region de emision.



También por ejemplo se ha detectado que algunos “burst” (destellos) de rayos gamma son
acompariados de rayos X polarizados. Si se detectara la misma polarizacion en los rayos
gamma, se podria interpretar que son producidos por el mismo mecanismo.

Por otra parte deteccion de polarizacion en estos burst de radiacion gamma, que se saben
provenientes de fuentes tan distantes, pondria a prueba sobre modelos de gravedad cuantica
que postulan la “birrefringencia del vacio”, capaz de destruir la polarizacion en trayectos
suficientemente largos.

Se podria continuar con una larga lista de temas de fisica (magnetohidrodinamica de plasmas,
particulas elementales, supersimetria, gravedad cuéntica, etc.) y de astrofisica (materia oscura,
rayos césmicos, nucleos activos de galaxias, modelos de los mecanismos productores de las
diversas particulas y radiaciones de altisima energia que se detectan cada vez mas, etc.) que
esperan lograr avances importantes y comprobaciones clave a partir del desarrollo y
mejoramiento de instrumental capaz de detectar rayos gamma en diversos intervalos de
energia [2], pero no es necesario aqui porque basta con saber que se requiere mejorar todo:
cubrir mas zonas del espectro, mejorar la sensibilidad, mejorar la deteccion de la polarizacion,
mejorar la resolucion angular, y mejorar la resolucion temporal.

Pero todos esos aspectos a mejorar, en alta energia, tienen una cosa en comdn, y es que la
deteccion de radiacion gamma de muy alta energia estd basada en la “creacion de pares”,
dado que es el unico mecanismo de absorcion de radiacion gamma por la materia cuya
efectividad no disminuye con dicha energia.

Este mecanismo consiste esencialmente en la desaparicion del foton gamma, y la aparicion en
su lugar de un par electron-positron, al tener una interaccion suficientemente cercana con una
particula cargada, lo que en la practica significa ya sea interaccion con un ndcleo atémico, o
ya sea interaccion con un electron.

Se considera que a partir de ciertos valores relativamente grandes de energia, digamos unos
50 o 100 MeV, la absorcion de fotones gamma se hace preponderantemente por este
mecanismo.

Si bien estos dos procesos han sido estudiados y resueltos en sus aspectos matematicos
esenciales desde hace muchos afios [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18], [19],
[20], el caso de creacion de pares en el campo de un electrén, que es similar pero mucho mas
complejo que el caso de creacion en el campo nuclear, ain no ha sido suficientemente
explorado en todas sus posibilidades, debido precisamente a las dificultades crecientes que
entrafian muchos de sus célculos a medida que aumenta la energia de los fotones.

Es decir, para el caso de creacion de pares en el campo nuclear existen expresiones analiticas
que se utilizan habitualmente y también aproximaciones asintéticas muy Utiles para energias
infinitamente grandes de los fotones [18], [21]. Estas expresiones sélo deben dar cuenta del
movimiento de las dos particulas que se crean, ya que el ndcleo, aunque también ha
participado de la interaccién, no absorbe una cuota apreciable de la energia del foton porque
tiene una masa suficientemente grande como para poder considerar que se mantiene inmovil.

En cambio en el caso de creacién de un par en el campo de un electron, luego de la
interaccion se tienen tres particulas en movimiento, un “triplete”, con un enorme incremento
en la complejidad del tratamiento.

Sin embargo dadas las similitudes entre los casos es posible establecer muchas relaciones
entre ambos, y encontrar muchas formas de adecuar el caso nuclear, mas simple, para obtener
expresiones y valores limites particulares del otro caso. La bondad de muchas de estas
adecuaciones ha sido evaluada por Mork [22], quien ha mostrado, entre otras cosas, que para



energias de los fotones suficientemente grandes (mas de 8 MeV seguln sus resultados) muchos
resultados del caso nuclear se pueden trasladar directamente al caso de creacion de pares en el
campo de un electron. Haugh [23], con algunas diferencias, confirma en lineas generales los
resultados de Mork, y posteriormente la mayor parte de los autores que trabajan en altas
energias encuentran en estos trabajos una justificacion cuantitativa para evitar muchas de las
complicaciones especificas del triplete (en el Apéndice 7 compararemos nuestros resultados
con los de esos trabajos, encontrando muy buen acuerdo con los resultados de Haug, y
discutiendo algunos aspectos).

Y en general todos los trabajos posteriores basicamente mantienen un esquema de trabajo que,
coherente con los resultados de Mork, s6lo considera ciertas contribuciones que son
dominantes, para realizan aportes a muchos aspectos diversos del tema, entre los que
principalmente se pueden mencionar:

e Determinacion de diversas aproximaciones (algunas de las cuales producen
expresiones que nos seran Utiles en este trabajo) [24], [25], [26], [27], [28], [29],

e Determinacion del “apantallamiento” debido a los otros electrones en el atomo y
estudio de otros efectos debidos a los electrones vecinos en la red cristalina o en el
medio material en general, [19], [20], [30], [31], [32], [33], [34],

e Célculo de correcciones radiativas, [35],
e Creacion de pares de otros leptones, [36], [37],

e Estudio de diversas posibilidades de detectar experimentalmente los rayos gamma y su
polarizacion, para distintos intervalos de energia, y disefio de aparatos capaces de
Ilevarlo a cabo [26], [38], [39], [40], [41], [42]. En el momento actual las necesidades
de la Astrofisica estan impulsando enérgicamente este tipo de trabajos.

A partir de esta situacion se elabor6 el proyecto inicial de este trabajo, consistente hacer el
aporte que sistematicamente se ha dejado de lado, aplicando la electrodinamica cuantica para
resolver de manera exacta todos los diagramas de Feynmann de tres vértices correspondientes
a este caso, que es el orden de aproximacion mas bajo que esta teoria ofrece para ello.

Dado que todas las aproximaciones que se utilizan habitualmente son razonables y estan bien
fundamentadas, no se espera introducir ningin cambio revolucionario en el tratamiento de
estos temas, pero si ofrecer:

o Valores de todas las contribuciones de los diagramas de Feynmann a la seccion eficaz
diferencial en funcion de todas las diferentes variables posibles, considerando que el
criterio de descartar una contribucion considerando Unicamente su valor total
integrado en un intervalo, no siempre es adecuado, y es mucho mejor partir del
conocimiento del valor de la contribucion en los diferentes lugares del intervalo.

o Un analisis de las mejores opciones para detectar la polarizacion en funcion del
comportamiento de las tres particulas,

o Elementos para una simulacion tipo Montecarlo orientada a la deteccion de la
polarizacion,

Y desde mi punto de vista estrictamente personal, también me interesa explorar las
posibilidades de pensar y presentar los aspectos de este fendmeno con cierto enfoque
didactico, que pueda complementar el formalismo matematico con razonamientos fisicos.



CAPITULO 1
CONSIDERACIONES CINEMATICAS Y DINAMICAS BASICAS

En este capitulo se presentan los aspectos basicos de la creacion de pares por interaccion de un
fotdn con el campo ya sea de un nicleo o de un electrdn. Estos aspectos se discuten dentro del alcance
de los conceptos clasicos, pero con una orientacion gque permita conectar con el tratamiento que se
haré en los siguientes capitulos.

También se presentan los conceptos cinematico-dinamicos basicos gque se utilizaran en todo el trabajo,
a partir de las consideraciones fundamentales sobre la conservacion del cuadrimomento.

1.1.- La creacién de un par por un foton

El Unico proceso de interaccion con la materia de los fotones de alta energia cuya seccion
eficaz no disminuye, sino que, por el contrario, aumenta con el valor de la misma, es el de
creacion de pares electron-positron (e* e).

Para entender la razon por la cual la seccion eficaz del proceso de creacion de pares aumenta
con la energia del fotdn, es conveniente imaginar el fendmeno bésico: un foton de momento
lineal p, desapareciendo al llegar a un punto A de su trayectoria, a partir del cual contintan

un electron y un positron, de momentos p_ y P, respectivamente, como se ilustra
esquematicamente en la figura 1.1.

Ps A P-

p.
Fig.1.1: esquema representativo de un proceso (hipotético) por el cual un fotén de
momento lineal P, desapareceria en un punto A dando lugar a la creacién de un par e e*.

Para comenzar este andlisis de manera elemental, podemos plantear que en principio, para
cumplir con la conservacién de la energia seria necesario que el foton supere cierta energia
umbral, necesaria para proveer la energia de reposo de las dos particulas creadas. Ahora bien,
aun suponiendo que se cumple este requisito, es sabido que este proceso no es posible de esta
manera elemental planteada, ya que no podrian cumplirse simultdneamente las condiciones de
conservacion de la energia y de la cantidad de movimiento lineal (es decir la conservacion del
cuadrimomento lineal).

Analicemos este proceso planteando estas leyes de conservacion para un foton de frecuencia
angular o que viaja a lo largo del eje z con momento lineal p, = (0,0,aw/c) y energia Es =

ho = C pr, Y desaparece dando lugar a dos particulas (de masa m; = m, = m = masa del
electron) en el plano x,z, con momentos P, = (P,,,0,P;,) Y P, = (P2 ,0,P,,) -

Conservacion de la energia:

Ef = E]_ + E2 (11)
Donde:

Ef= psC (12)



Ey=c+/p2 +p2 +m3c? (1.3)
Ey = c/p2, +pZ, +mc? (1.3%)
Conservacion del momento lineal:
Ptz = P1z + P2z (1-4)
O = p]_x + p2x (14,)

Ahora bien, como muestra la figura 1.2, con los valores absolutos de todas estas variables es
posible hacer una construccion geométrica que muestra que si |pg| = |p1z] + |P22/, entonces
nunca Es puede ser igual a E; + E;.

B
E./c
! [P1x = [P2x]
C
D L me F
Pl A P2

Fig. 1.2: Los angulos rectangulos indicados en Ay en C, garantizan, a través del Teorema de Pitagoras, el
cumplimiento de (1.3) y (1.3’). Luego la longitud de la base DF, segun (1.4), representa el momento lineal del
foton, pr = Edc, que segun (1.1) deberia igualar a la longitud sumada de DB y BF, lo cual se ve que es imposible
sim = 0.

Es decir que la creacion de un par (e* ) a partir de un foton sélo es posible en el campo de
otra particula a la cual se le pueda transferir parte del momento/energia, para que puedan
verificarse las leyes de conservacion:

Es+ Eg=E; +E, + E3 (15)
Ps +50 =P, +P, +ﬁ3 (1.6)

En donde se ha designado con el indice 0 al momento/energia de la particula inicial en cuyo
campo ocurre el proceso, con 1 a las variables de esa particula después de concluido el
mismo, con 2 a las variables del electron creado, y con 3 a las del positrén.

Vale destacar que dado que la energia del foton debe necesariamente superar a la energia de
reposo de las particulas 2 y 3, en los casos de interés siempre resulta razonable despreciar la
energia cinética inicial de la particula 0, y ése es el procedimiento que se adoptard en
adelante: consideraremos la creacion de pares en el campo de una particula que esta en
reposo.

Cualquier otra situacién podria luego tratarse por medio de un adecuado cambio de sistema.

De manera que en adelante, el Sistema Laboratorio, SL, sera un sistema en el cual po = 0.



También es habitual en el tratamiento del tema definir el momento y la energia transferidos (a
los cuales, adhiriendo a wuna costumbre muy difundida, también denominaremos
indistintamente momento y energia de retroceso):

d=p,—P, 1.7
Eq=E:1-Eo (1.8)

Con estas definiciones las ecuaciones de conservacion quedan:
Ef:Eq+E2+E3 (1.5%)

Pr =0 +P, +Ps (1.6%)

Estas ecuaciones (1.5) y (1.6) (o sus versiones (1.5”) y (1.6)) si tienen solucidon y de muchas
maneras, y hay dos casos tipicos de mucho interés: creacion de pares en el campo de un
nacleo atomico, y creacion de pares en el campo de un electrén, de los cuales diremos
algunas caracteristicas basicas importantes enseguida.

Pero antes de hacerlo notemos que segun la figura 1.2, la necesidad de la tercera particula es
cada vez menor a medida que la energia del fotdon se hace muy grande, ya que haciendo un
desarrollo aproximado elemental para comparar las longitudes DB y BF con DA y AF, para el
caso en que la altura se mantiene constante mientras la base crece indefinidamente, se
encuentra que:

Si las componentes transversales de la cantidad de movimiento se mantienen dentro
del orden de magnitud mc mientras E; se hace indefinidamente grande, las leyes de
conservacion (1.5”) y (1.6”) se podran cumplir con q ~ (MCc/Ef)xmc, es decir arbitrariamente
pequefio.

Notese también que mientras g transversal se mantenga |gx| << mc, aunque no se acerque al
orden de pequefiez (m?c’/Ey), la transferencia de momento longitudinal si debera ser de ese
orden, es decir inversamente proporcional a la energia del foton.

Como nota al margen es interesante saber que para energias extremadamente grandes de los
fotones este hecho da lugar al llamado “efecto LPM” (por Landau, Pomeranckuk, y Migdal),
relacionado con la necesidad de una distancia de interaccion suficiente para posibilitar la
transferencia de un momento longitudinal que debe ser extremadamente pequefio [33].

Es decir que las condiciones méas favorables para crear pares se dan para muy grandes
energias de los fotones, ya que en estos casos basta con una minima interaccién, la cual se
puede dar con maximo parametro de impacto, es decir minima necesidad de acercamiento. Y
el resultado mas favorecido (por requerir la menor de todas las interacciones) seria la creacion
de pares de particulas con energias grandes del orden de Ef, y momentos transversales
aproximadamente opuestos entre si, de valores no mayores que mc.

Por otra parte, ademas, esto sugiere que el apartamiento angular 6,3 respecto de la direccion
inicial de marcha del foton se espera con mayor probabilidad dentro del orden de magnitud:

_p, _2mc’

p E,
Revisemos ahora los dos casos tipicos de interés practico que se han mencionado. Vale
destacar que esta descripcion inicial estard limitada a afirmaciones que son bésicas para este




tema y estan fundamentadas en los innumerables trabajos que lo tratan, pero que muchas de
ellas encontraran su justificacion luego, a medida que avancemos en este trabajo.

Caso 1: creacion de pares en el campo de un nucleo atbmico

En este caso la masa M de la particula productora del campo en el cual ocurre la creacion del
par es mucho mayor que la del electron, y eso determina grandes simplificaciones en los
calculos, ya que en los encuentros con gran pardmetro de impacto, que son los mas frecuentes,
el momento transferido es pequefio, y por ello la energia transferida puede ser despreciada,
como se vera inmediatamente:

Eq=C+q? +M?c? - M c? (1.9)

Si admitimos que q pueda ser del orden mc, siendo siempre m la masa del electron, m << M,
entonces esta expresion permite calcular que:
2
q q 2
~ 21 _—_ 1 gc<<gca=mc¢ 1.10
155M 2Mec q q (1.10)

De manera que dado un fotén con energia suficientemente mayor que mc? como para que
puedan crearse dos particulas de masa m, con un sobrante al menos de ese orden (no
trataremos el caso de fotones con energia muy cercana al umbral, sino el caso opuesto, de
energias muy grandes) que se reparta como energia cinética final de las particulas creadas, la
energia cinetica que se transferira al nicleo de gran masa, serd una fraccion absolutamente
despreciable, no solo de la energia del foton, sino de la energia de reposo de los electrones.

Otra caracteristica importante de este caso es que el campo de un nacleo de nimero atémico Z
es, para igual pardmetro de impacto, Z veces mayor que el de un electrén, y eso determina que
la seccion eficaz sea mucho mayor (Z2 veces mayor), para la creacién de un par en el campo
nuclear, que en el de uno de los electrones de ese atomo. Claro que el efecto se compensa
parcialmente porque el atomo tiene Z electrones, que multiplican por Z la probabilidad de que
el fendmeno ocurra en el campo de alguno de los electrones del atomo.

Pero ademas hay que considerar que para parametros de impacto grandes, el campo nuclear se
ve apantallado por el de los electrones interiores, y eso disminuye lo que podria denominarse
carga nuclear efectiva, de manera que como muestran los resultados de todos los
investigadores, y en particular los de Heitler [10], a los cuales nos referiremos frecuentemente
en este trabajo, este efecto de apantallamiento limita decisivamente la seccion eficaz para
energias grandes del foton.

Asi es que el efecto de apantallamiento comienza a hacerse sentir cuando la energia del foton
supera los 10 0 20 MeV, y practicamente determina que la seccidn eficaz de creacion de pares
en el campo nuclear ya no aumente apreciablemente para energias del foton superiores a los
1000 MeV.

Caso 2: creacion de pares en el campo de un electron

En este caso la particula productora del campo en el cual ocurre la creacion del par también es
un electrén, de manera que en el estado final el sistema consiste en un triplete de particulas de



la misma masa m (que en adelante simbolizara la masa del electron). Para evitar confusiones a
veces adoptaremos la denominacién segun la cual las tres particulas son electrones, las dos
negativas se denominan negatrones, y positron la positiva, aunque no lo haremos de manera
exclusiva, sino que en cada ocasion, evitando ambigledades, utilizaremos la denominacion
que resulte mas natural.

Ahora bien, los dos negatrones en principio son indistinguibles, lo que trae aparejadas
considerables complicaciones de interpretacion, que en la practica se soslayan con algunos
usos muy arraigados como lo que se describe a continuacion.

La configuracion dindmica que veremos que resulta abrumadoramente mas probable para el
triplete resultante cuando la energia del foton es muy alta, consiste en que uno de los
negatrones emerge con una muy pequefia fraccion de la energia en una direccion que forma
un angulo considerable, cercano a 90°, con la direccion inicial del fotdn, mientras que el
positron y el restante negatron se reparten la casi totalidad de la energia del foton, y son
emitidos en direcciones muy cercanas a la direccion inicial del mismo.

Dado que esta Gltima situaciéon: un negatrén y un positron viajando casi juntos en una
direccion muy proxima a la del fotdn incidente y con energias proximas a la mitad de la del
mismo, es la situacion tipica del par creado en la vecindad de un ndcleo, se ha desarrollado la
costumbre muy arraigada de interpretar que el negatron con estas caracteristicas es el que
corresponde al par creado, mientras que el otro, de mucha menos energia y gran &ngulo polar
se denomina de retroceso, como si fuese posible distinguir entre ambos.

Oportunamente en este trabajo indicaremos una forma conceptualmente mas correcta de
denominar a los negatrones del triplete — pero por ahora continuaremos con este uso que ya es
tradicional.

Ahora bien, debido a esta caracteristica basica del fendmeno, es que uno de los
procedimientos para determinar que ha tenido lugar, consiste en detectar la aparicion de un
par negatron-positron de alta energia viajando practicamente en la misma direccion,
simultaneamente con la de otro negatrén viajando en una direccion bastante diferente con una
energia mucho mas baja. Se considera que la direccion inicial de viaje del par negatron-
positron define practicamente la direccion de marcha del foton inicial.

Ahora bien, en general, y dependiendo del sistema de deteccién, hay un umbral de energia del
negatrén de retroceso por debajo del cual resulta imposible detectarlo, con la consecuencia de
que experimentalmente el par detectado serd interpretado como creado en el campo de un
nacleo.

Esto plantea un serio problema practico en la deteccién y el estudio del fenémeno, ya que
como se desprende de la discusion inicial (y sera confirmado por el tratamiento formal), la
mayor probabilidad para los fotones de gran energia, favorece precisamente a los casos de
muy bajo retroceso.

El tratamiento de estos casos ([19], [20]) en principio contempla las posibilidades:

a) Interaccion coherente: el par es creado en el campo de un electron atémico cuyo
estado cuantico no es alterado por la interaccion, en cuyo caso todo el &tomo absorbe
coherentemente el impulso y la energia.

b) Interaccion parcialmente coherente: el par es creado en el campo de un electron
atdbmico que es excitado a otro estado cuantico atémico.

c) Interaccion incoherente: la interaccion es suficiente para ionizar al atomo.



En este trabajo se evitara esa problematica considerandose siempre la creacion de pares en el
campo de electrones libres. Pero la adopcion de un umbral por debajo del cual no se detectara
el retroceso, seguira siendo una manifestacion de que el problema subsiste, aunque sera una
gran simplificacion que agilizard enormemente los célculos en muchos casos.

Dado que la cantidad de variables involucradas hace imposible obtener expresiones generales
gue sean manejables, resulta necesario encuadrar los tratamientos dentro de ciertos rangos
determinados de valores de las variables. En este trabajo sera de interés considerar energias
del fotén suficientemente altas (comenzaremos considerando mayores que 100 mc?), y umbral
de deteccion del electrén de retroceso en energfas cinéticas del orden de mc?.

De manera que comenzaremos considerando el planteo general del problema, para luego
mostrar como se puede avanzar teniendo en cuenta los umbrales mencionados.

1.2.- Consideraciones cinematicas y dindmicas generales del triplete

Utilizaremos cursivas para designar cuadrivectores (eventualmente con indices griegos co o
contravariantes), y flechitas encima de letras para designar vectores del espacio
tridimensional.

Siendo pr y po los momentos lineales del fotdn incidente (de frecuencia w) y del electron
existente inicialmente (de masam), y p1, p2, P3, l0s de las tres particulas del triplete emitido a
partir de la colision, podemos escribir la conservacion del cuadrimomento, que sera nuestra
consideracion bésica, de la siguiente manera:

P+ Po=P1+ P2+ Ps (1.11)
En adelante se tomara 7y c iguales a 1, con lo cual se tiene, en el Sistema Laboratorio, ps =

(o, wﬁ), y po = (M, 0), siendo k es el vector unitario en la direccién de incidencia, la cual se
toma como eje polar.

Siguiendo a Boldyshev et.al [26], la forma mas sencilla de analizar el rango de variabilidad de
las variables dinamicas de una cualquiera de las particulas, en este caso la 1, parte de definir
dos invariantes fundamentales (luego el analisis se extiende a las otras particulas simplemente
con una permutacion de indices):

1.- El cuadrado invariante del cuadrimomento total del sistema

S:(pf + po)q(pf + pO)a (1.12)
2.- La masa invariante del par de particulas restantes:
A =(p2+ Pa)* (P2 + P (113)

En el sistema Laboratorio se pueden obtener facilmente las expresiones siguientes para estos
invariantes:

S=m2o+m) (1.14)
A =2m? +2E,E, —2|p,|[P,|cos6,, (1.15)
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Donde E; = 1/pi2 +m?=T; + m, es la energia de la particula en cuestion, siendo T; la
correspondiente energia cinética.

La expresion para A> también puede ser escrita en variables de la particula 1, haciendo uso de
la ley de conservacion (11):

A =—-2(E; —m)(w+m)+2mp; cos6; (1.15%)

Por otra parte, en el sistema Centro de Masa (denotado con * para cada variable), definido
por:

p* +p*, =p*, +p*, +p*, =0 (1.16)

Se tiene:
p*i+ p*o = (* + E*,, 0) = (E*1 + E*Xp + E*3, 0) (1.17)
p*2 +p*3 = (0* + E*o— E*, —p™)) (1.18)

De manera que para los mismos invariantes calculados en el sistema CM, resulta:
— 2
S = (p*r + p*o)

= (0* + E*p)’ (1.19)
= (E*; + E*, + E*;)? (1.19%)
A =S—2E* /S+m? (1.20)

De todas estas expresiones podemos deducir:

1) La energia umbral para este proceso serd el minimo valor de  compatible con estas
expresiones. Segin (1.14) ese ®umprar dard el minimo valor de S, y segun (1.19°) eso
correspondera al minimo valor de las E*j, es decir a la situacion en la cual las tres particulas
del triplete queden en reposo en el sistema CM: E*; = E*; = E*3 = m.

Con esto en (1.19”), y S obtenida asi luego en (1.14), se obtiene que la energia umbral para el
foton (en el sistema L) es:

Oumbral = 4 M (1.22)

2) Dado que el valor de S queda fijado por la expresion (1.14) una vez que esté fijado un valor
cualquiera de  superior al umbral, se tiene que segdn (1.20) el maximo valor de A?
correspondera al minimo valor de E*;, que es E*; = m:

N = (VS -mf (122)

3) EI minimo valor de A? a partir de su definicién (1.13) se obtiene cuando las dos particulas
estan en reposo relativo entre ellas, es decir cuando p, = p,, lo cual segun (1.15) da:

A2m|'n =4 m2 (1.26)
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Estos dos Gltimos resultados definen el intervalo: 2 m < A </S—-m, a partir de lo cual es
relativamente sencillo analizar la region de valores posibles para las variables dindmicas de la
particula 1, analisis que, como ya se ha dicho, se extiende a cualquiera de las tres particulas
cambiando adecuadamente los indices.

Efectivamente, una vez fijados  (es decir S, segun (1.14)) y A dentro de su rango de validez,
la expresion (1.15”) determina los valores posibles de p; en funcion de los de 0; 0 viceversa.

La expresion (1.15”) es una ecuacion de 2° grado para p1, cuya solucion arroja la expresion:

(S- m2)(S+ m? —Az)cos 0, £ (S+ m2) VD

P =M (1.27)
e 4Sm? +(S—m2)2 sen261

siendo D una variable intermedia que se define por comodidad, dada por:
D = (S+m? —A%)%2 —45m? — (S—m?)?sen? 6, (1.28)

Siendo que D es positivo para todo el rango de valores de A, cuando ésta toma su minimo
valor posible, A =2 m, resultan los maximos valores de D y con ellos los valores extremos de
P1+ Y P1-, entre los cuales quedan acotados los valores posibles de p; para cada 6;. La figura
1.3 muestra cualitativamente la forma de la regidn de estos valores permitidos en un sistema
de ejes (01, p1).

A = valor constante arbitrario

lineade D=0

Prmi(0) Amin = 2mM
PlAB)— | T T /
p(9mm)\ __________________
p(A,0) /‘i______________ _____ , | . 0
Brn(©) 0 Orsc 2

Fig. 1.3: Se muestra la region de valores permitidos del momento lineal (tridimensional) , p = |ﬁ| :
de una particula cualquiera del triplete (se ha suprimido el subindice 1), delimitada por la linea
gruesa indicativa del valor Amin = 2m. Se muestra una linea de un valor arbitrario de A , la cual,

para cada 6 define los dos valores posibles, p: y p-. Para cada valor de 6 el valor maximo de A se
alcanza sobre la linea D = 0.

Por otra parte, respecto del angulo polar 6; puede decirse que claramente su valor minimo es
cero, ya que si (1.28) arroja un valor positivo para algin dado A, para algin 6,, también lo
hace para 6; = 0, y este valor no hace divergir (1.17). Respecto del valor maximo en la figura
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se ve claramente que corresponde simultaneamente a D = 0y A = 2 m, de manera que fijando
estos valores en la expresion (1.28) se obtiene:

Omax = arccos[ / 4—mJ (1.29)
()

Esta expresion nos muestra que para energias grandes 6max Se acerca a los 90°, lo cual sélo es
posible si el correspondiente p es suficientemente pequefio, como se ve en las siguientes
expresiones que se obtienen de las ya planteadas con las sustituciones correspondientes y que
serén utiles en algin momento:

1) Momento lineal para la maxima desviacion (vértice en extremo derecho de la gréfica):

P(Omax) = Zmyem (1.30)
(w—m)

2) Momentos lineales minimo y maximo absolutos (correspondena A =2 m, 6 = 0):

2 3
® j{lmi\/lz—m@“%] (1.31)

Pméaximin = ——=<
2(1+ m
20

Expresion que para grandes valores de o puede aproximarse como sigue:

3m
Pmax = ®— — (1.31%)
2
4am*  2m?®
pmin = = (1.31’,)
20+m ®
3) Momento lineal de méaximo A (corresponde a 6 = 0)
®m
P(Amax) "5 (1.32)
4) Momento lineal maximo asintético para w—»oo, para cada 6:
coso
Plim=2M —— (1.33)
sen” 0

Esta funcion se obtiene eligiendo el signo + en la expresion (1.27) con A =2, y haciendo
tender m—»o0, y aproxima muy bien si se excluyen los angulos extremos (muy cercanosa 0y a
emax)

En la figura 1.4 se aprecia con claridad la bondad y zona de validez de esta aproximacion.
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P\
1000 =N Piim(0)
100
10
1
01 3 50 m N
3 \
001 g 100 m \.
3 o =1000m
0,001
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02 04 06 08 10 12 14 0

Fig. 1.4: Se muestra la region de valores permitidos del momento lineal (tridimensional) en funcién

del angulo polar para varios valores de la energia del foton incidente, . Se puede observar, para

® > 50 m, el buen ajuste del borde superior de la zona permitida con la funcién pin(6) dada por
(1.33), que se muestra en linea de trazos.

1.3.- Los valores pequefios de A

Ya hemos comentado que para energia muy grande de los fotones incidentes la situacion que
resulta abrumadoramente méas probable es aquella en la cual una particula del triplete
(designada arbitrariamente con el indice 1) tiene una fraccion muy pequefia de la energia,
mientras las otras dos se reparten casi toda la energia del foton.

Utilizando la denominacion x =T, /(o—2m—T,) para la fraccion de la energia disponible

que le queda como cinética al positron (T representara energia cinética de la correspondiente

particula T = E — m), en estas condiciones mas probables podremos despreciar tanto la
energia cinética como la total de la particula 1, y escribir:

E3§D3EX(D
E2§D25(1—X)0)
E2+E3§p2+p3§0)

En donde puede considerarse, en principio, hasta que dispongamos de mas argumentos, que
los valores de E, y Es, coherentemente con las condiciones de minima interaccion antes
comentadas, se mantienen con gran probabilidad mucho méas grandes que m. Esto significa
para x, que la probabilidad de valores mas proximos que algin pequefio valor & a alguno de
los extremos (0 6 1), disminuira para @ muy grande proporcionalmente a dm/w.

Siendo E3;3 mucho mayor que m, valdra

m
Eas= Py + 55—
2p5%5

O, equivalentemente:

m2

~E,,———
P23 2/3 2E§,3
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En estas condiciones es posible obtener una expresion util aproximando la expresion (1.15):
A2 =2 m2 +2 (E2 Es—p2ps C03623).

Dado que el paréntesis consiste en una diferencia entre dos términos muy grandes que pueden
ser muy parecidos si el angulo 6,3 es muy pequefio, como es el caso de interés, la
aproximacion requiere ciertos cuidados.

Si aceptamos que para cada particula con gran energia el angulo polar respecto de la direccion
inicial del foton es del orden 6,3 * m / py3, podemos estimar que:

923zm+m=mp3+p2 EmEs"'Ez
P2 Ps P2 Ps E.E,

Expresion que determina el orden de magnitud de 0,3 y también su valor sin pretender una
precision que distinga entre valores grandes de E y de p. Para tener mayor flexibilidad en
estas estimaciones incorporaremos un factor a del orden de 1, pero que puede ser cero para
considerar 6,3 = 0, 0 algun valor como 10 0 mas para considerar valores mayores de 03,
siempre dentro de cierto orden de pequefiez.

mE3+E2

0., ~
23 E2 E3

Dado que 6, sigue siendo siempre un &ngulo pequefio, para el cual cosfa; = 1- % 0257, se
tendra:

m2 m2 m2m2a2
E, B3 — c0sO3=E,Es— E_ E,.|1- 1- 1-
2 E3—P2P3 23 2 E3 2 3( ZEEJ( 2E§J( 2E§E§

m’E, m’E, m’w’a’
= + +
2E, 2E, 2E,E,

, E2+E2 +o’a’ . (E, +E;)* -2E,E, +0°a’
2F, E, 2FE E,

N

m

2 0°(1+a?) M2
2E, E,

1N

m

De manera que, finalmente,

2 (1+Otz)m2

X (1-X) (1.34)

Expresion que es valida mientras el angulo polar de estas particulas, 2 y 3, sea
suficientemente pequefio (sin necesidad de llegar al orden m/w), y la proximidad entre el
valor de x y cualquiera de los extremos 0 0 1, no alcance ese mismo orden de pequefiez m/w.

Esta expresion (1.34) tiene su minimo valor, 4, en x = 0,5, para a = 0, y varia bastante poco
mientras x va desde 0,2 hasta 0,8 (llega a 6,25 en estos extremos (siempre para o = 0). Pero en
realidad la condicion tipica que debe considerarse es a ~ 1, lo que no hace valores muy
diferentes. Mas cerca de los extremos crece como ®/Emenor-
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De manera que esto nos dice que en la medida en que la minima interaccién favorezca la
creacion de pares esperamos que la maxima probabilidad corresponda a la zona de minimo p;
y pequefios valores de A en las figuras 1.3y 1.4.

Ahora bien, minima interaccion es sinénimo de gran parametro de impacto, minimo py, y gran
angulo polar 6;.

Vale la pena analizar esquematicamente esta interaccion.

Por razones probabilisticas la interaccion sera entre una de las particulas del par, por ejemplo
la 2, y la tercer particula (en este caso el electron 1). Dada la muy alta energia que vamos a

considerar para la particula viajera, el electron 1 se puede considerar siempre en reposo
inicialmente.

N
\
)
9
\ F

\

\
\
\

X\
\.
Fig. 1.5: Esquema de una colisién (clasica) entre un electrdn viajero de alta energia
y otro inicialmente en reposo, con pardmetro de impacto b.

Si el parametro de impacto es suficientemente grande como para que la transferencia de
momento sea pequefia, en una aproximacion gruesa podemos considerar que la fuerza sélo
actua durante el tiempo t que la particula viajera permanece a la distancia minima. Esta
distancia minima es del orden de b, y la particula viajera permanece aproximadamente a esa
distancia mientras recorre aproximadamente una distancia similar, con una velocidad
practicamente igual a c.

De manera que t ~ b/c (para que sea mas claro a este calculo lo hacemos en unidades CGS),
la fuerza aplicada en promedio es transversal y se puede estimar como F, ~ e%/b?, siendo e la
carga del electron, y se tendra una transferencia de momento, esencialmente transversal, dada
por:

2

Ox~Fx 1= & (1.35)
bc

Ahora bien, si se considera gx ~ m ¢, el parametro de impacto correspondiente puede
estimarse como:

b= =T, (1.36)
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Siendo rp = 2,818x107*2 c¢m, el radio del electron.

Es decir que el pardmetro de impacto requerido para una transferencia de momento
transversal que veremos que puede considerarse bastante tipica, es realmente pequefio, y es de
prever que la mayor probabilidad serd de crear pares con q << m (volvemos aqui a las
unidades naturales con ¢ = 1). Esta pequefiez justifica también el hecho de que sea una buena
aproximacion considerar la interaccion de una sola de las particulas creadas con el electron e;.

Por otra parte, en cualquier caso en que g sea mucho menor que el momento de la particula
viajera, se tendra que la transferencia de momento longitudinal sera mucho menor que la
transversal, lo cual significa que la mayor probabilidad seré la de grandes &ngulos polares en
las figuras 1.3 y 1.4.

1.4.- El umbral de deteccion del triplete

Se puede advertir que para o grande tanto las expresiones (1.30) y (1.31°”) como las curvas de
la figura 1.4 establecen y muestran que el momento de la parte inferior de la zona de valores
permitidos se mantiene en valores extremadamente bajos.

Desde el punto de vista experimental es necesario establecer un valor umbral para el momento
lineal por debajo del cual sera imposible detectar una particula, y con ello, detectar que se ha
producido un triplete.

Aunque este valor umbral depende del sistema de deteccion, es razonable situarlo alrededor
de g, = m, y en este trabajo contemplaremos la posibilidad de variarlo entre valores que
consideraremos extremos para el umbral: 0,1m < g, < 10m, y veremos ademas que la
existencia de este umbral resulta muy conveniente para simplificar los célculos y disminuir
hasta valores razonables el tiempo de maquina que requieren.

Para concretar estas afirmaciones es importante observar que para o muy grande la expresion
(1.30) nos dice que el valor p(6ma) tiende a 2m/w™*, lo que significa que:

Para w suficientemente grande el momento lineal del vértice (extremo derecho)
de la figura estara por debajo de cualquier umbral que se elija.

Particularmente para > 400 m, dicho vertice estara por debajo del minimo valor del umbral
gue nos propusimos considerar, 0,1 m, y s6lo interesara la parte de la region de valores de p
que queda por encima.

Ahora bien, al descartar los valores muy pequefios de p; habremos descartado la mayor parte
de los episodios, y habremos invalidado algunos de los razonamientos hechos.

Asi por ejemplo si revisamos las razones por las cuales la masa invariante del par, A, debe ser
pequefia, encontramos que la expresion (1.34) nos permite inferir que A se mantendra
pequefio mientras o sea del orden de 1, lo cual requiere que q no supere el orden ~ m. Si p;
esta por encima de ese valor, ya no habria razones a priori para esperar que A sea muy
pequeno.

No obstante, mientras p; siga siendo mucho menor que o, seguird siendo muy probable que p,
>> py, y con ello, que 0; sea grande (por corresponder a un choque de gran pardmetro de
impacto), lo cual equivale, segun las curvas de las figuras 1.3 y 1.4, a que la probabilidad
mayor sea de los A pequefios.
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Las figuras 1.6 y 1.7 cierran este punto mostrando cdmo algunos valores de probabilidad que
seran calculados con los desarrollos que se realizan mas adelante a partir de la seccion eficaz
diferencial, confirman estas afirmaciones preliminares.

La seccidn eficaz diferencial, do, que serd expresada muchas veces en este trabajo en funcién
de diversos conjuntos de variables, es proporcional al nimero de eventos (creaciones de
pares) que corresponden a los intervalos considerados de las variables que se elijan, y por lo
tanto representativa, en términos relativos, de la probabilidad de ocurrir esos eventos
asociados con esos intervalos (ver Apéndice 1 para ampliacion).

La figura 1.6 muestra, para ® = 100 m, esta seccién eficaz en la forma d’c/dp;d6;, obtenida
por Boldyshev et al. [26], en funcion de p;, para valores fijos de 61, en toda la region de
valores permitidos de p; y 6:1 (siendo 1 el electron menos energético). Esto constituye la
distribucion de probabilidad de p; para cada 0, y permite ver:

a) Como la probabilidad es méxima para el maximo angulo polar, es decir el vértice de las
gréficas de las figuras 1.3y 1.4.

b) Como para cada valor del angulo polar 6; la probabilidad se concentra en los valores
extremos de pi, dados por la expresion (1.27) para el minimo valor de A (A = 2), y como el
efecto se intensifica al aumentar o (ejemplificado para 61 = 0,6). Para el borde superior de las
gréficas de las figuras 1.3 y 1.4, esto significa que, para cada valor fijo de p1, es siempre mas
probable el méximo &ngulo polar posible.

1 d%o
ot dp do
131,211
‘ 110 , 1000m
0,9 B
10 0,8 o
| 07 3
| 06 ::
0=05
1 :
0.1
— 1 1 T 1 1 1 1 t ] 1

1 2 3 4 5 6 7 p
Fig. 1.6: Densidad de probabilidad de valores del momento lineal para varios valores del angulo
polar del electron menos energético (se ha omitido el indice 1), para » = 100 m. La gréfica en
linea de puntos, correspondiente a 6 = 0,6 para o = 1000 m, muestra el comportamiento tipico al
aumentar w: la probabilidad se concentra en los bordes de la zona permitida (A = 2 m).

La figura 1.7, por otra parte, muestra para o = 1000 m, y 10000 m, la distribucion de
probabilidad do/dA de la masa invariante A (Apéndice 4), que resulta una vez que se integra
la seccién eficaz diferencial d°c/dAdp; (obtenida a través del cambio de variables p;, 6; — px,
A) sobre todos los valores de p; por encima de los valores umbrales g, = 0,1 m, m, y 10 m.
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En esta figura la probabilidad relativa de ocurrir creaciones de pares con p; por encima de un

valor umbral dado estaria representado por el area de grafica do/dA correspondiente, de
manera que puede verse que:

a) La probabilidad de crear pares con p; por encima de algin umbral cualquiera que se
considere, se hace notablemente independiente de la energia de los fotones para valores
suficientemente grandes de ésta. Aumentar dicha energia a partir valores suficientemente
grandes de la misma sélo hace aumentar la probabilidad de crear pares con valores pequefios
de p1, por debajo del umbral.

b) Para cualquier umbral que se imponga a p; siempre es mayor la probabilidad de (crear
pares con) valores de A cercanos al minimo, pero las distribuciones correspondientes a valores
mayores del umbral, tienen el maximo en valores mayores de A (es decir, el valor mas
probable de A es mayor para los p; grandes).

c) Aunque todas las distribuciones indican que para cualquier umbral la méaxima probabilidad
es de crear pares con valores A muy cercanos al minimo, todas la distribuciones se anulan en
ese valor exacto, indicando que no se crean pares con A = 2 m exactamente, lo cual es muy
razonable dado que ese valor corresponderia a dos particulas con igual velocidad y direccion
(en reposo en el Sistema C.M.), que no se separarian y por lo tanto se aniquilarian sin llegar a
aparecer como particulas independientes.

10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1,0 T V1 T I I I
1 do ¢ - 10000 09— 0,1 \H @ =10000 m
L 08 S
7 1n 07 ‘ _ —
6 1| ©=1000m 0 LN\ \ & =1000 m
= ' \€
5 f\ﬁ_\ 05 I N \\ \
4 \ \
: 04 .
3 oy 03 \ s
AN \
2 || \‘\K\\ 0.2 \ N
1 41 NS 0.1 10 ——
== I ———
0 2 4 6 810 1214 1618 20 02 4 6 810 1214 16 18 20
A A

Fig. 1.7: Densidad de probabilidad de valores de A para p1 integrado sobre todo el intervalo de
valores mayores que el umbral indicado, mostrada con dos amplificaciones diferentes. Las graficas
en linea llena corresponden a ps por encima de los umbrales 0,1, 1, y 10 m, indistintamente para

=1000 my 10000 m, ya que con la amplificacion de las gréficas no se perciben diferencias
dependientes de la energia del foton. Las gréficas en linea de trazos corresponden a la inclusion
de todos los valores de p1, sin umbral, y muestran cémo al incluir los valores muy bajos de p1 la
probabilidad crece con w.
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CAPITULO 2
PROCEDIMIENTO GENERAL DE INTEGRACION DE LA SECCION EFICAZ

En este capitulo se presenta el mecanismo de integracion de la seccion eficaz diferencial, que
puede considerarse el pilar de calculo del trabajo, desarrollado a partir de las consideraciones
cinematicas desarrolladas en el Capitulo 1.

2.1.- Expresion estandar de la seccion eficaz diferencial

En el marco de la electrodindmica cuéntica existe un procedimiento estandarizado [43] para
calcular la seccion eficaz de los procesos que se estudian, el cual se muestra en el Apéndice 1
aplicado al caso que nos ocupa.

Lo que interesa decir en este lugar es que para abordar cada fendmeno se parte de los
diagramas de Feynmann que lo describen en el grado de aproximacion elegido (los
analizaremos en el préximo capitulo), cada uno de los cuales da lugar a un elemento de
matriz, M. Para tener en cuenta la contribucién de varios diagramas de Feynmann (en nuestro
caso se consideran 8), se suman o restan (dependiendo de si difieren en un nimero par o
impar de intercambios de fermiones) los elementos de matriz correspondientes, para tener de
esta manera un Unico elemento M, cuyo mdédulo al cuadrado es lo que debe ingresar a la
expresion de la seccion eficaz diferencial, do.

Esta se obtiene partir de las consideraciones usuales como se muestra en el Apéndice 1, y
tiene una estructura totalmente estandarizada:
2
do = ar, d’p, d’p, d3p3
A’ om E, E, E,

6
<8 (P X P,) x(4r:—6|lvl|2j (2.0)

Donde (en unidades naturales):

a es la constante de estructura fina ( o = ¢%/ 4n = 1 / 137,04 ), siendo e es la carga del
electron.

ro es el radio de Thompson del electrén (rp = o /m = ¢?/ 4nm = 2,818x107™% cm)
E vy p son la energia y el modulo del trimomento lineal de cada particula (E = /p> + m?)

pi Y pr son los cuadrimomentos iniciales y finales de cada particula, de manera que &
representa una delta de Dirac de 4 dimensiones que expresa la conservacion del
cuadrimomento total del sistema.

M es el elemento de matriz calculado a partir de los 8 diagramas de Feynmann que se
consideran para la interaccion, segun los procedimientos que se explicitan en el Apéndice 5.

2.2.- Procedimiento general de integracion

En virtud de la funcién delta (8*(Zps -Zpi) = 8(ZEs -2Ej) x &3( Ps -ZP,)) la integracion de la
expresion (2.1) sobre las posibilidades del momento tridimensional de una de las particulas es
trivial.
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Aqui se elige el positron para ello, de manera que el efecto de esta integracion sera valuar p,

de manera de conservar el momento lineal tridimensional, lo cual siempre serd posible para
cualesquiera p, y p, haciendo:

Bs = Ps(Pu.B,) =k+P—P. ~P, =k~ ~ P, (22)
0

Ahora bien, esto define E,(p,,p,) = \/(53(51,[32))2 +m? , que resulta:

E.(P,.P,) = \/mz +@° +p; + P —2mp, c0s0, — 2P, cos O, +2p, p,cosO,, (2.3)
Siendo (en esta expresidn, y de aqui en adelante):
p1 Y p2 los modulos de los correspondientes vectores tridimensionales,
01 y 0 los angulos polares respecto del eje z,

021 el angulo entre los vectores p, y p,, el cual, segun el teorema del coseno de la
trigonometria esférica, cumple con:

€0s021 = €0sO; c0sO, + send; senb, cos(pz - ¢1) (2.4)

Siendo ¢ el correspondiente angulo azimutal.

ejey

Fig. 2.1: esquema de los angulos involucrados en la expresion (2.4)

De manera que una vez efectuada la integracion sobre d*ps queda la expresion:

om ZTEE]_ 27TE2 Eg(plﬂﬁZ)

do

6
x 8(LE; - XE;) x(4r:—6|M|2J (2.5)

En donde se sobreentiende que en el elemento de matriz M también se han sustituido E3 y
P, por las expresiones en funcion de p, y p,.

En la expresion (2.5) aun queda una funcion delta que permite integrar sobre una variable, la

cual elegiremos que sea ¢, (y equivalentemente podria ser ¢;, como mostraremos también
mas adelante).
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Aplicaremos:
f(X,
002 gy g=0

En donde x simboliza todas las demas variables (pi1, p2, 01, 02, ¥ 1), las cuales se mantienen
constantes en la derivada parcial involucrada.

De manera que la funcion g(x, ¢2) es: 9(X, ¢2) = ® + m — E; — E; —E;(p,,p,), Y la
dependencia de ¢, es la expresada en (2.3).
0 OoE 1 0(cos 6
9 _ 3 2p, ng
00, o0, 2E, 00,

_ bbby seno, senb, sen(p, — ¢,)

E3
Con esto la expresion para la do queda:
2 3 2 6
do = 20 d’p, p3send,dp,do, 1 4m_6|M|z (2.6)
om 2nE, E, 2P, P, 5end; send, [sen(¢p, — ¢,)| e

Expresion en la que ¢, debe valuarse en el valor que anula g(x, ¢2), 0 sea en el valor que
conserva la energia.

Esta condicion g = 0 permite, a través de (2.3) y (2.4), despejar la siguiente expresion para el
valor de ¢, que hace conservar la energia:

(w+m)(m-E,-E,)+E,E, +®(p,cosO, +p,cos6,)—p, p,Cos6, coso,
P, P, seno, senb,

c08(¢,,) = (2.8)

Siendo

21 = |2 — @1

La razon para haber usado el valor absoluto en esta definicion es que, como se advierte a
partir de la figura 2.1 y también de la expresion (2.4), para cualquier juego de valores 04, 65,
@1, hay dos valores de ¢, que dan el mismo 0;: tanto @1+ @21, COMO Q1— P21 .

Ahora bien, esto significa que la expresion (2.7), dado que es el resultado de integrar sobre g,
debe ser modificada para incluir la suma de las dos posibilidades de este angulo, y eso se
consigue cambiando |M|? por la suma de las expresiones que resultan de valuar @; en 1+ @12

yen @i— @12
2 2 2
M™ =M~ + M
M= M° M
final +SenQp,;  —Sen@,y
Para ello previamente, en el cdlculo de M se debe haber sustituido ¢, por @1+ @15 :
COS(, = COS(21 COSP1 — SENP21 SENP,

Seng, = seney; CoOS@1 + COSP21 SeNnP,
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Ahora bien, dados dos vectores p, y p, ambos dentro del rango de valores permitidos por la

cinemaética general de este proceso, el miembro derecho de (2.8) no necesariamente tiene
valor absoluto menor que 1. Es mas, en general este valor resulta mayor que 1, de manera que
esta expresion impone una condicion (bastante restrictiva, como se verd), a las posibilidades
dep, una vez que se ha fijado p, (dentro de la zona de valores posibles). Debe notarse que la
expresion (2.8) es totalmente simétrica para 1 y 2, y en realidad todo el procedimiento lo es
para las tres particulas, de manera que, fijando el movimiento de cualquiera de las particulas
dentro del rango permitido, la expresion (2.8) limita fuertemente las posibilidades de las dos
restantes.

Veremos que esta condicion (2.8) resulta fundamental para este problema. Si llamamos U al
miembro derecho de (2.8), la condicion resulta U < 1, y esto es equivalente a:

(numerador U)? < (p1 p2 senB; seno,)?
O lo que es lo mismo:
(p1 p2 senB; send,)? — (numerador U)? > 0 (2.9)

Llamando F al miembro izquierdo de (2.9), y definiendo algunas variables auxiliares (C, G)
resultan entonces las siguientes expresiones:

F=—p,? 05’0, G + 2 po c0s0, (@ — p1 €0S0;1) C + pi° po° sen0; — C*  (2.10)

C=(w+m)(Ey+E;—m)—E; E;— o p;1 c0SO; (2.11)
= ® (E1 —p1€0$61) + (E—m) (0 — E; + m) (2.117)
G = o’ +pi®—2 w p; €OSO; (2.12)

(Vale notar que la expresion (2.11”) permite inferir facilmente que C > 0 siempre).

Condicién de validez: F>0

| seng,,| = JF (2.13)
p, P, seno, seno,

SO — (®—p,cos6,)p,cosO, —C
a1 P, P, Seno; send,

2.8)

Utilizando estas expresiones la expresion de la seccion eficaz se modifica de la siguiente
manera:

2 3 2 6
doo @ d°py ppsend,dp,do, 1 PNV 2.6")
20m 2nE, E, nF (e

Ahora bien, dado que ni C ni G dependen de 0, F es un polinomio de segundo grado en
cos6,, con coeficiente cuadratico negativo (ya que, como puede verse facilmente siempre es
G > 0). De manera que, fijados p,y p2 dentro del rango de valores permitidos, la zona F > 0
queda definida por los valores de 0, entre las dos raices, que designaremos X™ y x* (X < cos,
< x* - ver figura 2.2). Aunque el tratamiento es totalmente equivalente si se intercambia la
particula 1 con la 2, ya que como se dijo, las expresiones funcionan simétricamente para
ambas, aqui se continuara en este orden, dejando para el Gltimo la integracion sobrep, .
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Estas raices estan dadas por:
o = (w—p, c0s0,)C+ p,send,; / p5 G — C? (2.14)
P, G l

Y corresponden a valores de 6, definidos por:

0," = arccos(x") < 6, = arcos(x’)

En adelante utilizaremos x = cosB, como variable para el polinomio F(x), el cual puede ser
escrito como:
4F,

F(x) = 52 (X =X7)(X" —Xx) (2.15)
Donde & es la longitud del intervalo entre las raices: &= (X" - X)),y Fo = F(Xo) es el valor de F

en el punto medio del intervalo, xo = % (X" + X)) .

\ X = c0SO,

Fig. 2.2: Grafica de F(x) en la zona de interés, muy exagerada.

Por otra parte la anulacién de la raiz en el numerador plantea la condicién C* = p,® G, que
puede escribirse como una ecuacién de segundo grado en p,, cuyas raices, pza Y Pab , Sefialan
los valores extremos posibles de p, una vez fijado p, (figura 2.3). Las expresiones
correspondientes, muy largas, estan desarrolladas en Apéndice 2.

P2

P2b

P2

P2a 1

Fig. 2.3: Se muestra cualitativamente la regién de valores de (6-, p2) para los cuales F > 0,
supuesto elegido un valor cualquiera de (64, p1) dentro del rango posible. Para los casos de gran
energia, la escala de ordenadas se supone logaritmica, y el ancho de la region se muestra muy
exagerado.
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Se encuentra que para grandes valores de o el intervalo entre X y x* es extremadamente
angosto, y sin embargo esto no habilita para aproximar la integracion sobre 6, considerando
que el elemento de matriz M se deberia mantener aproximadamente constante en un intervalo
tan angosto, porque se encuentran variaciones muy marcadas en los valores de M en el
intervalo. Valga para ilustrar eso el dato de que el intervalo entre x™ y x* define la zona en la
cual en general ¢, pasa de m a 0, como se deduce inspeccionando las expresiones (2.8) a
(2.12), y como se muestra en el Apéndice 3).

De manera que, teniendo en cuenta (2.15), y denominando A = 4 m® M| 28 1a integral sobre
0, en general puede escribirse como sigue:

J-Asen62 e, A dx (2.16)

s X
nVF _ZWEOXJJ(x—x—)(x+—x)

Esta integral se podria efectuar exactamente si A fuese constante, y también si fuese alguna
potencia de X, de manera que siempre estara la opcién de aproximar A con un polinomio, a la
cual recurriremos en determinadas ocasiones.

No obstante, inspeccionando la forma de A se encuentra, con variaciones que dependen de los
diagramas de Feynmann considerados, cierta estructura general que puede integrarse
analiticamente, que es la siguiente:
Polinomio de grado <3
(Hz _X)n2 (X - Ha)n3 (X - H4)n‘1

En donde:

o Hy, Hay Hs son constantes que estan fuera del intervalo de integracion, H, > x*, Ha <
X, Y Hs<Xx,

o Ny, N3 Y N4 SON tres nUmeros naturales, en general 0, 1, 0 2.

De manera que en general la seccidn eficaz diferencial quedard expresada de la siguiente
manera que tomaremos como punto de partida para todas las integraciones:

3 6
do=ar 9P Podpp 1 dx A 2 (2.17)
2om ZTCE]_\/E E2 n\/(x_x_)(x+_x) e

En donde se han aplicado (2.10), (2.12), y (2.14), para obtener que
3 2 2
JR D, @’ +pZ — 20p, COSO, p, VG
Vale destacar que el factor 2 en el denominador de la integral sobre d®p; tiene el efecto de

normalizar la integracion sobre @;, mientras que el factor 1/x delante de la integral sobre X, se
cancela con un factor = que, como se vera, aparece como factor de todas estas integrales.
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CAPITULO 3
LOS DIAGRAMAS DE FEYNMANN Y SUS CONTRIBUCIONES

En este capitulo, luego de presentar los diagramas de Feynmann que se consideran para
calcular los elementos de matriz, se discute el concepto de indistinguibilidad de los electrones del
triplete, y la forma correcta de tratar cada particula. De acuerdo con eso se plantea la forma en que se
desarrollara el tratamiento en el resto del trabajo.

3.1.- Los diagramas de Feynmann

La electrodindmica cuantica [43] permite explicar el proceso de creacion de pares en el campo
de un electron, en el nivel mas bajo de aproximacion, con los diagramas de Feynmann de tres
vertices que se muestran en la figura 3.1.

P2
P3 P2 P1 P2 P3 o oy Ps3
(G.a)
p
/ K (B.b) \ i \
k p
P1 |Ps p2

p

Fig. 3.1: Se muestran los ocho diagramas de Feynmann de tres vértices que representan la creacién de pares
en el campo de un electron. En todos los casos k representa el momento del foton incidente, p el del electrén
necesario para la posibilidad del fenémeno, y la particula 3 es el positrén.

Dos de los diagramas, (B.a) y (B.b), se denominan de Borsellino (en reconocimiento a
Borsellino, quien calcul6 la seccién eficaz resolviendo los detalles de la interaccidn que ellos
representan [9]).

Estos diagramas plantean el fendmeno basico: un foton (de momento k) se aniquila en un
vertice creando un par negatron-positron (de momentos p, y ps), que debe interactuar con otro
negatrén (inicialmente de momento p) para que se cumpla la conservacion del cuadrimomento
lineal. En el nivel més bajo de aproximacion eso requiere otros dos Vvértices entre los cuales
un foton virtual conecta el tercer electrén con alguna de las particulas del par creado. Asi, el
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diagrama (B.a) muestra al tercer electrén interactuando con el negatrén, y el (B.b) lo muestra
interactuando con el positron.

La indistinguibilidad entre los negatrones agrega automaticamente dos diagramas mas, que
también son de Borsellino, distinguidos de los anteriores por un subindice I, indicador de que
se han intercambiado los negatrones en el triplete de salida.

Los otros diagramas son los denominados “y-¢” en toda la literatura del tema, debido al tipo
de interaccién inicial que representan, y aqui, por razones de comodidad y compatibilidad con
las hojas de célculo Maple, han sido denominados “G”. Los dos diagramas, (G.a) y (G.b),
representan una interaccion Compton del foton incidente con el electron inicial, en la cual el
foton (virtual) emergente se desintegra en un par negatron-positron. Dan cuenta de la
indistinguibilidad sus parejas (G,.a) y (G,.b), que tienen intercambiados los negatrones 1 — 2.

Sabiendo que las probabilidades de la interaccion Compton decrecen con la energia, podemos
esperar que para muy altas energias disminuyan suficientemente las contribuciones de los
cuatro diagramas G correspondientes, y en principio vale destacar que ya en los valores de
umbral de la energia de los fotones para la creacion de pares los diagramas G s6lo introducen
correcciones relativamente pequefas en la seccion eficaz calculada con los B, que pueden por
lo tanto ser considerados dominantes para este fenémeno.

Por otra parte las contribuciones de los diferentes diagramas B requieren para su analisis de
un trabajo mas completo, y se discuten en los préximos puntos.

3.2.- La indistinguibilidad de los negatrones y distintas posibilidades de integracion

Obviamente para integrar la seccion eficaz en este problema es posible elegir el orden de
integracion de las diferentes variables de muchas maneras distintas.

El orden elegido hasta aqui permite obtener do/d>p;, es decir la seccién eficaz diferencial en
funcién de las variables dinamicas del electron 1, después de haber integrado la expresion
(2.1) sobre toda la gama de posibilidades de las particulas 2 y 3.

Siendo siempre la particula 3 el positron, es necesario un analisis con cierto grado de
elaboracion para decidir como tratar a los negatrones 1y 2.

Lo usual es identificar el electrdn 1 con el de retroceso, lo cual sélo tiene sentido mientras sea
ignorada la indistinguibilidad entre los negatrones, limitando la descripcién a los diagramas
de Feynmann denominados “sin intercambio” (B y G).

La consideracion de los diagramas “con intercambio” (B, y G,) agregados a los anteriores
introduce dos cambios importantes en el esquema de calculo de la integral de la expresion
(2.2).

El primero de estos cambios es que agrega a cada elemento IM[* “sin intercambio”,
exactamente el mismo elemento en el cual se han intercambiado los dos negatrones entre si
(12): 1M(1,2) 2= | M(2,1) 12 y para que esto se entienda bien es necesario decir que no
hay aqui nada mas que un intercambio de nombre entre los electrones. Fisicamente cada
diagrama “sin intercambio” solo se distingue de su par “con intercambio”, en el nombre de los
negatrones 1 y 2. Segun la teoria el electrdn inicial es aniquilado en un vértice del diagrama,
por lo cual formalmente carece de sentido tratar de identificarlo con uno de los electrones del
triplete.
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Asimismo es importante destacar que no hay diferencia fisica entre cualquiera de los
diagramas sin intercambio, y su par con intercambio: se elige arbitrariamente cual se va a
considerar “sin”, y cual “con”, intercambio.

El segundo de los cambios importantes es que aparece un término “de interferencia”
(M-M*+M*-M)) al calcular el médulo cuadrado del elemento de matriz total, que modifica la
distribucion de probabilidades de las distintas variables de las particulas emergentes.

Es claro que este término seria nulo de no haber una zona del espacio fasico en comdn, es
decir una zona en la cual simultdneamente tanto M como M, no sean nulos. De manera que
los valores relativamente pequefios del término de intercambio indican poco “solapamiento”
entre diagramas (con y sin intercambio), y eso significa caracteristicas generales bastante
diferentes de los movimientos para las particulas 1 y 2, lo cual permitiria intentar algan tipo
de diferenciacion entre uno y otro.

Dado que en este caso los diagramas B son dominantes, es posible definir (arbitrariamente)
cual version del par de estos diagramas se considera sin intercambio, eligiendo asi a cual se va
a denominar electron de retroceso. Esta eleccion, en principio arbitraria, sélo adquiere cierto
grado de sentido a medida que el término de interferencia entre estos diagramas se hace
despreciable para energias de los fotones cada vez mas grandes.

Como se verd al avanzar la discusion, las notables diferencias en las caracteristicas del
movimiento de ambos negatrones para grandes energias de los fotones permitiran distinguir el
mas energético del menos energético, y tendra cierto grado de sentido denominar a este Gltimo
“de retroceso”, sin pretender ningUn rigor en esta denominacion.

Desde el punto de vista puramente practico esto tiene dos consecuencias importantes.

La primera es una disminucién de la cantidad de posibilidades de integracién que serian de
interés, ya que la equivalencia entre las particulas 1 y 2 hace redundante la integracion sobre
las variables de la particula 1 para obtener do/d>p,.

Efectivamente, integrando [M [* “sin intercambio” sobre todas las posibilidades de la particula

2 (luego de eliminar las variables de la particula 3 en funcion de las de las otras) se obtiene
cierta informacién sobre la particula 1 (do/dp;). Obtener la misma informacién sobre la
particula 2 podria requerir reelaborar todo el algoritmo para integrar sobre la particula 1, pero
dada la equivalencia mencionada, esto puede hacerse integrando sobre las posibilidades de la
particula 2 el elemento |M, %, y luego intercambiando los nombres 1¢>2.

La segunda consecuencia importante se refiere a la forma de contabilizar los posibles estados
finales de la interaccion.

Cuando consideramos cada uno de los estados contenidos en d®pys d°p2s2, donde s; y s, son
los indices de spin, al integrar (sumar) sobre todas las posibilidades de cada uno, debemos
multiplicar por un factor %2, ya que para el sistema de las dos particulas indistinguibles los dos
estados que se obtienen intercambiando los valores de las variables 1«2 (cuando al menos
uno de los valores correspondientes a una de las particulas es diferente del que le corresponde
a la otra), son en realidad un solo y mismo estado. Si ninguna de las variables difiriera de una
particula a la otra, entonces no estariamos hablando de dos estados sino de uno, pero en este
caso el elemento de matriz seria nulo, por lo cual el elemento no contribuiria a la integral y no
interesaria en la cuenta.

De manera que en la expresién (2.1) para obtener la seccién eficaz el elemento M — M, [ =

IM P + M, P = (M*M, + M M*) debe integrarse sobre todo el espacio de posibilidades dado
por d®p; dp, dps, multiplicado por un factor Y.
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3.3.- Seccion eficaz diferencial y distribucion de probabilidades

Se entiende mejor el factor %2 si se considera un caso hipotético con el término de
interferencia nulo.

En este caso la seccidn eficaz es una suma que antes de la ultima integracion (sobre las
variables del negatr()n 1) puede ser escrita:

———==||M xd®p,d’p, +=||M d® 3.1
pldpldQ II |* x...xd%p,d°p, II |*x...xd*p,d°p, (3.1)
Donde los tres puntos simbolizan todos los factores que faltan para completar la expresion
(2.1), antes de multiplicar por el factor %. Cada sumando es una funcion de las variables p,,

variables que puede interpretarse que son, por ejemplo, las del electron de retroceso para el
primero, y del otro para el segundo (depende de cual par de diagramas de Feynmann es el que
se ha definido como “sin intercambio”).

De manera que si se quita el factor %, el primer término representa la distribucion de
probabilidades de las variables del electron de retroceso, y el segundo la de las variables del
otro electron. Es decir que para cada elemento dp (quitando el indice 1 para este
razonamiento), el primer término cuenta la fraccion de fotones incidentes que dan lugar a un
electron de retroceso emergiendo con esos valores de p, y el segundo lo mismo para el otro

electron.

Es claro que ambos términos integrados por separado sobre todo el espacio dp; darén
exactamente lo mismo, que habiéndose suprimido el factor % (y siempre en el caso de término
de interferencia nulo), sera la seccion eficaz total, dado que: el primero dara la fraccion de
fotones que dieron lugar a un electron de retroceso con cualquier momento final posible, y el
segundo daré la fraccion de fotones que dieron lugar al otro electrén con cualquier momento
final posible.

De manera que la integral total, sin el factor %, cuenta la fraccion de electrones emergentes
que se detectan sobre el total de fotones incidentes, y esto es el doble de la seccion eficaz
total, porque hay dos electrones emergentes por cada creacion de pares que ocurre.

3.4.- Criterios para seleccionar e interpretar el rol de cada negatron

Esta discusion sugiere que también resulta natural plantear sin el factor % las integrales de los
distintos términos que representan a cada diagrama de Feynmann, y de esta manera interpretar
cada contribucion en términos de su influencia sobre la distribucion de probabilidad de las
variables dinamicas de alguno de los negatrones, seleccionado con algun criterio que vamos a
establecer.

Para establecer criterios que sean Utiles es necesario tener en cuenta los siguientes hechos, que
se veran corroborados por medio de los calculos correspondientes méas adelante.

1) La contribucion de los diagramas de Borsellino es dominante frente a los G, dado que la
probabilidad del proceso Compton, que requiere en alguin vértice la absorcién del fotdn
incidente por parte de un electron, comienza siendo relativamente baja para fotones de
energias superiores al umbral de creacion de pares, y continta disminuyendo a medida que
dicha energia aumenta.

2) El valor del término de interferencia entre los diagramas de Borsellino decrece al aumentar
la energia del fotén, y ya se hace suficientemente pequefio para energias del orden de 10 mc?.
Estos bajos valores del término de interferencia representan directamente baja probabilidad de
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estados dinamicos parecidos de ambos negatrones (estados proximos en el espacio de las
fases).

3) Si en los diagramas de Borsellino sin intercambio el electron 1 es el de retroceso, y M es su
correspondiente elemento de matriz, entonces el primer término de la expresion (3.1)

J‘|M|2...d‘°’p2d3p3 (3.1
que representa la distribucion de probabilidades de los valores de p,, sdlo es considerable

para pequefios valores de p1, del orden de 10m/w (linea de puntos en figura 3.2).
Por otra parte el otro término de (3.1)

I|M,|2...d3p2d3p3 (3.17)
da una densidad de probabilidad mostrada en linea llena en la figura 3.2, que no varia mucho

para p; desde casi cero hasta casi .

Es claro que para grandes energias del foton incidente la superposicion de las dos
distribuciones es pequefia, y disminuye a medida que aumenta dicha energia, tal como lo hace
el término de interferencia.

Es facil ver este comportamiento en las siguientes gréficas para tres energias distintas: o = 10,
100, y 1000 (mc?).

1l do 06 —— O'ZNHHH 0,02 .
are? dp; ., Picoenpi=08 ) ENPico en p: = 0,008
04 | L+ Picoenp:=0,08 S =N\
RN : / \
03 [Fi - @=10m - :f \
ST Areas=0,628 011 001 1{:— 1000 —4
02 [+r% | o= m ]
o e =100 m N\ - Areas =151
01 TN . - - :
: B P I N L Areas=7,14 ]
i/ el L B2 A A R
1 0 500 1000
0 5 10 0 50 100 o,

Fig. 3.2: Gréficas de las distribuciones de probabilidad de ps para las integrales
(3.1), en linea de puntos, y (3.1”), en linea llena, para tres valores de energia del
fotdn. Para cada energia ambas gréficas encierran la misma area, que esta indicada
en unidades de ouro?.

La pequefiez del solapamiento entre estas graficas correspondientes a (3.1°) y (3.1”’) para
grandes energias, es lo que hace que hablar del electron de retroceso pueda tener algln
sentido. Y las caracteristicas de éstas y de las demés funciones que expresan la dependencia
de la seccion eficaz diferencial con las diversas variables dinamicas hacen que en general se
designe como electrdén de retroceso al de menor energia (y mayor angulo polar de desviacion)
gue se detecta experimentalmente.

4) El angulo polar de cualquiera de las particulas estd fuertemente limitado por las
consideraciones elementales de conservacion del cuadrimomento, las que segin (1.33)
imponen, para una particula de momento lineal (tridimensional) p, el siguiente valor maximo
posible para el angulo polar:
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Y

Pero ademas de esta limitacion, para grandes energias del foton incidente existen dos
comportamientos tipicos diferentes: por un lado el negatron de menor energia tiene gran
probabilidad de tener angulo polar cercano al valor maximo dado por (3.2), y por otro lado,
las dos particulas de gran energia (cualquiera de ellas, tanto negatrén como positron), como se
verda oportunamente, tienen angulos polares mucho menores, cercanos al valor (p es el
momento lineal tridimensional de la particula):
O = 0 (33)
P
5) Por ultimo es importante saber que ninguna de las particulas puede ser detectada si su
momento cae por debajo de cierto valor umbral g, en general del orden de m. Esto es
fundamental porque si bien a medida que aumenta la energia o del fotdn la seccion eficaz
crece proporcionalmente a In(w), la cantidad de tripletes que se detecta tiende a un valor
limite independiente de dicha energia.

Esto es porque para grandes energias o lo que aumenta proporcionalmente a In(w) en realidad
es el numero de tripletes que se producen con uno de los negatrones de energia cinética
extremadamente baja (de orden m/w), y si se fija cualquier valor pequeiio como umbral de
deteccion, se llega a un valor de o tal que los fotones con mas energia producen
preponderantemente tripletes que no son detectados porque alguno de los negatrones esta por
debajo del umbral.

Estos cuatro hechos descriptos resultan en que la caracteristica esencial de la deteccidn
experimental de uno de estos tripletes consiste en que se detecta un par negatron positron con
ambas particulas de muy alta energia y muy pequefio angulo polar, junto con un tercer
negatrén de muy baja energia y gran angulo polar.

Ahora bien, desde el punto de vista formal es posible calcular perfectamente la distribucion de
probabilidades de las distintas variables del negatron mas energético, separandolo del menos
energético precisamente por los valores de sus energias, sin necesidad de afirmar que uno de
ellos sea el de retroceso. Y aunque por costumbre pueda seguirse denominando “de retroceso”
al menos energético, ello no tiene mas pretension que seguir una costumbre.

En funcion de estas caracteristicas discutidas es posible plantear el siguiente procedimiento
basico de analisis de los datos experimentales, el cual a su vez puede servir de base a un
procedimiento de simulacién del proceso de creacion de pares en campo de electron para un
haz de fotones incidiendo sobre un material.

3.5.- Procedimientos de andlisis

De acuerdo con la notacion presentada hasta aqui, la letra B designara los elementos
correspondientes a los diagramas de Borsellino sin intercambio. En ellos M es el
correspondiente elemento de matriz y 1 es el electrén de retroceso.

De este modo dog serd seccion eficaz diferencial calculada efectuando la integral (2.1) con el
médulo cuadrado del elemento de matriz reducido a M °, dejando sin efectuar la integracion
sobre d°py. Es decir que es la calculada con la integral (3.1°):
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3
d°cg

m:I|M|2'”d3p2d3p3 (31,)
1 1 1

De manera similar designaremos dog; a la correspondiente integral (3.1°") en la que el
elemento de matriz se ha reducido a M, , y dog a la contribucién del término de
intercambio a la seccion eficaz, es decir la misma integral en la cual el médulo cuadrado del
elemento de matriz ha sido reemplazado por el elemento cruzado (-M*M; -M M/*).

Con el mismo criterio designaremos a todas las demas contribuciones a la seccion eficaz. Es
decir, para los diagramas G tendremos las contribuciones dog, dogy;, Y dog. Y por Ultimo las
contribuciones de los términos “cruzados” seran doggt+dogg, Y dogictdoge, todas referidas
al elemento de volumen d°p; del espacio de las fases.

Todas expresaran contribuciones a la densidad de probabilidad por unidad de volumen d*p;
del espacio de fases, donde la particula p; podra ser interpretada de diferentes maneras segin
se discute a continuacion.

Asi, independientemente de que en el calculo se rechacen o no los tripletes en los que alguna
de las particulas tenga momento por debajo de algiin umbral, tendremos:

Negatron de menor energia

Si se calculan todas las contribuciones con la restriccion de que pi1<p», se tiene la distribucion
de probabilidades en la que las variables p, representan al negatron de menor energia. En ésta
el término dominante esta dado por dog, que indica una distribucién muy concentrada en los
pequefios valores de p; (lineas de puntos en la figura 3.2), y corresponde al electron de
retroceso en el diagrama de Borsellino sin intercambio; todos los deméas términos son
pequefias correcciones sobre éste.

Negatrén de mayor energia

Si se calculan todas las contribuciones con la restriccion de que p;>p», se tiene la distribucion
de probabilidades en la que las variables p, representan al negatron de mayor energia. En ésta

el término dominante estd dado por dogy, que indica la distribucion correspondiente al
electrén del par creado cuando sOlo se consideran los diagramas de Borsellino sin
intercambio, y esta representada por las lineas llenas en la figura 3.2; y todos los demas
términos son pequefias correcciones sobre éste.

Esta distribucidn para grandes energias coincide muy aproximadamente con la distribucion
tipica de Bethe-Heitler para el electrén creado en el campo del nucleo atémico [10], [18],
Como se vera oportunamente.
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CAPITULO 4
TRATAMIENTO DE LA POLARIZACION LINEAL
DE LA RADIACION INCIDENTE

En este capitulo se discute la manera practica concreta en que intervendra la
polarizacién lineal del haz incidente en el calculo de los elementos de matriz de los
diagramas de Feynmann, y la notacidn que resulta del procedimiento.

Al finalizar el capitulo y como consecuencia directa de lo anterior, se discute uno de los
procedimientos para detectar experimentalmente la mencionada polarizacion, que es a
través de la distribucion azimutal del electron menos energético del triplete.

4.1.- Tratamiento analitico de la polarizacion.

Como se verd oportunamente en detalle al calcular los elementos de matriz M
correspondientes a cada uno de los diagramas de Feynmann mostrados en la figura 3.1, la
dependencia de cada uno de ellos con el campo electromagnético de un foton que esta
linealmente polarizado y viaja a lo largo del eje z, se expresa siempre en la forma de un
producto escalar de cuadrivectores de la siguiente manera:

M =g, M® (4.1)
Donde:

o &g es el cuadrivector que indica la polarizacion lineal del fotdn (a es un indice
cuadrivectorial que se suma de 0 a 3)

o M"es cualquiera de los elementos de matriz, con una complicada estructura que se vera
oportunamente, pero que aqui no interesa porque su relacién con el fotén inicial esta
contenida en (4.1).

Para el foton viajando a lo largo de z, la polarizacién lineal en cualquier direccion del plano
X,y dada por f = (cosy,seny, 0) se expresa con el cuadrivector:

& = (0, cosy, seny, 0) &, = (0,—cosy,—seny, 0) (4.2)

De manera que al calcular el médulo cuadrado del elemento de matriz aparecen distintas
contribuciones que siempre tienen la forma del siguiente producto tensorial:

Pap Xab™ (4.3)
En donde

o Xab®® = Ma* Mb"*, siendo Ma y Mb son los elementos de matriz que se estan
multiplicando para cada contribucion particular considerada (y el asterisco indica
conjugado complejo).

O Pap = Eu&, €S la matriz densidad
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Dado que todos los elementos de esta matriz serdn nulos excepto posiblemente para los
valores 1 0 2 de los indices o y B podemos abreviar el tratamiento reteniendo so6lo éstos
elementos, con lo cual la matriz densidad sera:

cos’y  cosyseny| 1[1+cos2y  sen2y
g = ) =— (4.4)
cosyseny  sen“y 2| sen2y 1-cos2y
Esta matriz densidad también puede escribirse como:
1+
o o1 { & & } (4.5)
2 él 1_§3
Siendo &; los Ilamados parametros de Stokes:
€1 =sen2y &3 = cos2y (4.6)

Un tercer parametro imaginario, &, apareceria en la matriz densidad si se quisiera considerar
polarizacidn circular, que no es el caso.

Con estos dos pardmetros ademas se plantean dos relaciones que se desprenden de (4.6):

% =1t9(2x) EP+E=1 4.7)

3

Ahora bien, para el caso no polarizado se plantea una matriz densidad que se obtendria
promediando la anterior para todas las direcciones uniformemente distribuidas sobre el plano
X, Y; y eso equivale a plantear la suma con igual probabilidad de la matriz densidad para
cualquier x , y para y + n/2:

1 {[M cos2y  sen2y } N {1+ cos(2y+m)  sen(2y+m) }}

Proe =7 sen2y  1-cos2y sen(2y+m) 1-cos(2y +n)
2 0
_\Y (4.8)
0 12

Y finalmente, si se mezcla radiacion no polarizada con radiacién linealmente polarizada en
direccion dada por y , se tendrd p = ¢1° pnop + €22 p, , CON C1° + C;° = 1, lo cual hace que:

C1ll+cocos2y  chsen2y | 1[1+& & (4.9)
2| cisen2y l-cicos2y| 2| & 1-¢&; |
Donde ahora
% =t9(2x) gitE =<1 (4.10)
3

Se define el vector polarizacién P, que apunta en la direccion fi, de médulo:
0, encaso NO POLARIZADO

1,encaso TOTALMENTE POLARIZADO
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De manera que finalmente quedara:

Xab™ pyp = Ugp + P (Vap COS2y, + Wb S€N2Y) (4.11)
En donde:
11 22
uab — (Xab) + (Xab) (412)
2
1 22
Vab = (Xab) (Xab) (4129)
2
X 21 + X 12
Wab: ( ab) 2( ab) (41279)

Es posible reescribir (4.11) de la siguiente manera (en adelante se suprimen los indices a,b,
indicativos de los diagramas de Feynmann cuya contribucién se esté calculando, en virtud de
que para cada contribucion la estructura es esta misma):

X pgp=u+PR (% cos(2y) + %sen(Zx)j (4.13)

=u+ P R (cos2¢ cos2y + sen2¢ sen2y)
=u+PRcos2(d-17)) (4.13")
Donde:
R =vVv? +w?
Y _ cos(20) W _sen(26) W _ tg(20) (4.14)
R R \
En (4.13) se tiene que tanto R como ¢ pueden depender de ¢; pero no de y, mientras que el
resultado de esta expresion, 0 mas precisamente su parte variable, R cos(2(¢ — x)), s6lo puede
depender de ¢; y de y a través de la diferencia @; — . Manipulando estas ideas se encuentra

que R debe ser independiente de ¢, mientras que ¢ debe ser ¢ = @1 + ¢o, donde ¢o es algun
valor constante.

De manera que (4.13) queda:
X pog = U+ P R cos(2(g1 + do— %))
Si se elige x = 0 (polarizacidn orientada a lo largo del eje x), se tiene finalmente:
X pop = U+ P R cos(2(¢1 + o)) (4.15)

Y también se tiene, segun (14):
X pg=u+Pv

Esto indica que no es necesario calcular w, y que ademas
V =R cos(2(p1 + ¢o)) (4.16)

Si, como lo sugiere la simetria, la seccidn eficaz es una funcion par de ¢, entonces solo habra
dos posibilidades para ¢o: 0 0 %m, equivaliendo esta ultima a la primera colocando signo
negativo a R.
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Es decir:
V =V €0S(2p1) =+ R cos(2¢1) (4.16”)

Con vp = £ R, independientes ambos de ¢1; vale destacar que esto implica que debe cumplirse
W = Vg sen(2 ¢1), lo cual se verifica efectivamente al hacer explicitamente los célculos dados
por (4.12°) y (4.127°).

Una vez desarrollados los elementos de matriz correspondientes a cada diagrama de
Feynmann, es posible integrar la expresion (2.17) analiticamente sobre x = cos6,, de la
manera que se describe en el Apéndice 6, con un procedimiento particular para cada una de
las contribuciones de cada diagrama, luego integrar numéricamente sobre p, para completar la
integracion sobre las variables p,yp,.

Es interesante notar que sélo los términos u contribuyen a la seccion eficaz total, ya que la
integracion sobre ¢, anula la contribucion de los términos v. Ademas también es interesante
notar que el factor 2 en el denominador de la expresion (2.17) solo tiene la mision de
normalizar dicha integracion (¢i).

Con lo cual, dado que tomaremos en adelante y = 0 (P orientado segin el eje x), para
cualquiera de las contribuciones de los distintos diagramas a la seccion eficaz podra
escribirse, en general:

do = do®(py, 01) + P do®(p1, 01) cos(2 1) (4.17)

Vale destacar que el indice “t” en el primer término, se ha elegido como abreviatura de
“total”, para explicitar el hecho antes mencionado de que es la inica parte que contribuye a la
seccidn eficaz una vez que se integra sobre la totalidad de los &ngulos azimutales.

4.2.- Deteccion de la polarizacion.

La polarizacion del haz incidente se puede detectar a través del angulo azimutal de las
particulas del triplete, y eso puede hacerse ya sea con el par de particulas mas energéticas
(negatron-positron), solo si se los detecta a gran distancia del punto de creacion, puesto que el
angulo polar de estas particulas esta limitado por la relacion (3.3), 0 ya sea con el negatrén de
baja energia, ya que éste es emitido con gran probabilidad en un angulo polar grande.

La expresion (4.17) contiene toda la informacién directamente necesaria para detectar la
polarizacién del haz incidente a través de la particula 1, si ésta es el negatron de menos
energia.

Ahora bien, si como nuestros resultados mostraran claramente, la distribucién de
probabilidades de este electron, para alta energia del foton, converge a la del electrén de
retroceso en el diagrama de Borsellino, tendremos que el camino mas corto y sencillo para
estudiar la polarizacion de esta Gltima manera es a travées de las expresiones de Boldyshev y
otros [26].

Estos autores obtienen, a partir de [44] y [25], sus expresiones (37) y (38) para lo que serian
respectivamente nuestras contribuciones dog® y dog® de los diagramas de Borsellino sin
intercambio en nuestra expresion (4.17).

Siguiendo a estos autores la expresion (4.17) puede ser reescrita como (s6lo discrepamos en
algunos signos con Boldyshev):

do=do¥ [1+P A cos(2 ¢1) ] (4.17)
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Siendo A = do/dc") la asimetria para el caso de polarizacién completa del haz (P = 1).

Estas expresiones (37) y (38) de Boldyshev reemplazan muy ventajosamente a las nuestras
para el célculo de (4.17) con las contribuciones de Borsellino, por la rapidez con que permiten
obtener exactamente los mismos valores. Nuestras expresiones son necesarias para obtener
informacion sobre las variables dindmicas de cualquiera de las otras particulas, cosa que no
permiten las de Boldyshev, pero en lo que se refiere a la particula 1 solamente, son mucho
mas engorrosas.

El examen del comportamiento de A segun cualquiera de las expresiones indica que su
dependencia principal es con la masa invariante del par 2-3, A, de la que hemos hablado algo
en el capitulo 1.

Para esto interesa saber que la asimetria es siempre negativa (si el 1 es el electron menos
energeético), su valor absoluto es mayor (toma valores cercanos a 1) en la zona de A cercano a
su valor minimo, siempre que los valores de p no se acerquen demasiado a sus valores
extremos minimo ni maximo, como puede verse en la figura 4.7 (obtenida a partir de las
expresiones (37) y (38) de Boldyshev), que si bien exhibe los valores correspondientes al caso
® = 100 m, muestra el comportamiento general para cualquier energia grande de los fotones
(en el Capitulo 6 retomaremos este analisis con otros elementos).

Fig. 4.1: Se muestra en ordenadas el valor absoluto de la asimetria para la region de
valores permitidos del momento lineal de la particula “lenta” del triplete (se ha suprimido el
subindice 1), expresados en funcién de p y A.

Teniendo en cuenta que la particula menos energética tiene baja probabilidad de tener
energias grandes, digamos mayores que 10 o 20 m, resulta que la mayor parte de los tripletes
detectados estaran cerca de la zona de bajos p de esta figura (sin llegar a los valores
extremadamente bajos, menores que el umbral de deteccion), y las mas favorables para
detectar asimetria seran las que corresponden a valores de A cercanos al minimo, es decir al
borde superior de la zona permitida de las figuras 1.3 y 1.4: particulas con todas las energias
detectables (por encima del umbral), y maximo angulo polar permitido para la energia de cada
una.

Segun lo mostrado en estas figuras 1.3 y 1.4, si para cada energia de la particula (menos
energética) detectada se admiten todos los angulos polares, lo que se hace, al incluir angulos
menores que el maximo, es considerar valores mayores de A, con menor valor de asimetria.
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De manera que es claro que una seleccion que descarte los angulos polares menores que el
maximo para cada valor de p, deberia permitir detectar con mas facilidad la polarizacion del
haz incidente, al aumentar la asimetria en la distribucion de las particulas detectadas, y las
figuras 4.2 y 4.3 ilustran sobre las posibilidades reales de proceder de esta manera .

En la figura 4.2 se muestra como a medida que se extiende el intervalo de A desde el minimo,
aumenta el porcentaje de tripletes detectados: el 50 % de los pares se detecta con Aentre2y 5
m, y el 80 % entre 2 y 10 m, por ejemplo, y como al mismo tiempo, disminuye la asimetria en
la distribucion. Esta figura permite ver que si el intervalo de A va mas alld de 10 m la
asimetria detectada tendera al valor asintéticamente calculable para o infinitamente grande,
de alrededor del 14 % ([26], [38]) mientras que limitando los tripletes considerados a los que
tienen A <5 m, podria detectarse una asimetria algo mayor, del orden del 25 % (siempre para
un haz de fotones totalmente polarizado).

Comparando la gréafica de la izquierda, para @ = 1000 m, con la de la derecha, para o =
10000 m, se hace evidente que para grandes energias todo el comportamiento se hace
independiente de dicha energia. Por otra parte es importante decir que con la precision de
ambas graficas es imposible distinguir si la integracién sobre p (que comienza en el valor
umbral p = m en este caso) se ha extendido hasta p = 50 m, o 100 m, o0 mucho mas. Esto es
porque estamos considerando la particula menos energética, que tiene muy baja probabilidad
de tener energia mas alla de 10 m.

Es interesante decir que la disminucién del valor umbral para p agrega muchos tripletes al
conjunto detectado, pero no hace variar apreciablemente la asimetria.

09 L= 09 | § =1
08 08 i/
07 / 07 i/
®=1000m ® = 10000 m

06 4 f 06 13/
05 05 iy
04 :v 04 |13
03 L 03 [
0.2 1\ 0.2 i \
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210 20 30 4, 210 20 30 40 4

Fig. 4.2: Linea de trazos: fraccion de tripletes con A hasta el valor indicado en la abscisa. Linea llena: asimetria
(en valor absoluto) detectada con esa fraccién de tripletes. Linea de puntos: Asimetria correspondiente a cada
valor de A. Se ha integrado sobre p desde 1m (tomado como umbral) hasta /20, 0 hasta /2, sin que se
perciban diferencias.

La figura 4.3, por otra parte, permite ver la dificultad para distinguir y separar los tripletes de
menor A, si dicha separacion se hace considerando solamente la particula mas lenta, ya que
ello implica retener solamente los de maximo angulo polar. La figura de la izquierda muestra
que con fotones de alrededor de » = 1000 m, serd muy dificil distinguir angulos polares para
valores de A por debajo de 10 m, y la de la derecha muestra que en realidad para grandes
energias esa distincidon desaparecera, y todas las particulas menos energéticas tenderan a ser
detectadas con el maximo angulo polar compatible con su momento, valor independiente de la
energia de los fotones, cuyo valor asintético se calcula facilmente con la expresion (3.2).
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®=1000 m 15

oafit 102030 ®=10000 m

Fig. 4.3: Angulo polar de la particula menos energética en funcion de p para A =2, 10, 20, y 30
m. A la derecha, para » = 10000 m, todas las graficas estan confundidas.

Esto que muestra la figura 4.3 tiene la consecuencia practica muy importante de que para
grandes energias del haz incidente (digamos, ® > 5000 m) sera posible determinar la energia
de estas particulas de gran angulo polar, a partir solamente del valor de dicho angulo. Y
también significa que ser& posible combinar mediciones de energia y angulo para aumentar la
precision, o que a partir de la medicion de la energia, el conocimiento subsecuente del angulo
polar brindara informacion sobre la direccion de incidencia del foton.

Por otra parte siempre serd posible seleccionar los tripletes con valores pequefios de A, que
serviran para obtener una asimetria considerablemente mayor, utilizando la informacion
contenida en el par de particulas mas energéticas, ya que A mide directamente su masa
invariante, y puede calcularse bastante bien si se pueden determinar sus energias y direcciones
de movimiento relativas.
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CAPITULO 5

TRATAMIENTO GENERAL DEL NEGATRON MENOS ENERGETICO

En este capitulo se presentan las distribuciones de probabilidad obtenidas para el momento del
electron menos energético a partir de las contribuciones de todos los diagramas de Feynmann
considerados, y se encuentra la forma de simplificar su tratamiento para que los célculos sean
accesibles. Con ayuda de expresiones de otros autores se desarrollan simplificaciones préacticas de los
célculos necesarios para una simulacién tipo Montecarlo.

5.1.- Andlisis de los aportes de los diagramas de Feynmann

En el punto anterior se ha visto como aprovechar las propiedades del electron menos
energético para detectar la polarizacion lineal del haz incidente. Aqui se desarrollara el
tratamiento general de todos los elementos que pueden determinarse sobre este electron.

Una vez que se procede a integrar la expresion de la seccion eficaz diferencial (2.17) con los
elementos de matriz correspondientes a cada diagrama de Feynmann sobre todas las
posibilidades de las variables p,, y p, (y también ¢, para eliminar en esta discusion la parte

dependiente de la polarizacion) con la restriccion de que p, sea mayor que pi, Se obtienen las
distintas contribuciones a la parte do®(py, 6:) de la seccion eficaz (4.17), donde p; y de 6 son
variables que corresponden al negatrén menos energético. En este capitulo prescindiremos del
indice (t), que siempre estara sobreentendido porque trabajaremos Unicamente con esa parte
de la seccion eficaz.

Es necesario destacar que en este procedimiento la integracion sobre p, debe hacerse
numéricamente (y lo mismo vale para las variables siguientes que se elija integrar, 6; o/y p1),
y que esta integracion ademas de hacerse sobre expresiones demasiado largas para ser escritas
(varias péaginas), requiere de una subdivision cada vez mas fina de los intervalos de
integracién a medida que aumenta w. Esto significa que podemos elaborar tablas con valores
de las contribuciones a la seccién eficaz diferencial en funcion de cualquiera de las variables
de cualquiera de las particulas, pero no podemos escribir ninguna funciéon que pueda
manipularse algebraicamente.

De manera que veremos cémo es posible establecer relaciones con algunas expresiones
desarrolladas por otros autores, mas limitadas pero mas manipulables, para llegar a un
tratamiento satisfactorio de las posibilidades de este electron.

Ya se ha dicho que para alta energia de los fotones incidentes habrd una contribucion
dominante para el negatron menos energético, y serd la designada por el subindice B. Esta
contribucion, sin la restriccion de que p; sea menor que p; Yy que ps, corresponderia
exactamente a los diagramas de Borsellino sin intercambio, y esta restriccion no la modifica
mucho, dado que ya sin ella la particula 1 en estos diagramas so6lo tiene probabilidades
apreciables de tener muy bajo momento. El otro diagrama importante, BIl, contribuird muy
poco porque en él la particula 1 tiene muy poca probabilidad de tener baja energia, y los
demas diagramas son todos contribuciones pequefias para alta energia de los fotones,
independientemente de esta restricciébn mencionada.

La forma del termino dominante, dog/dp;, por lo tanto, sigue siendo la que se mostro en la
figura 3.2 (aunque en esa figura no se consideraba la restriccion de ser el 1 el negatron menos
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energético), con un pico muy agudo en p; ~ 8/w. Ahora ademas, como hemos dicho,
consideraremos un umbral de deteccion qu, que es de fundamental importancia, no so6lo
experimentalmente, sino para poder abreviar los calculos y acotar valores en una funcion de
comportamiento tan abrupto en la zona de interés, que es la de p; pequefio.

En la siguiente figura 5.1 se muestran la forma y los valores del término dominante, dog/dp;,
y de las demés contribuciones, con diferente grado de ampliacion, para ® = 1000 m, y
considerando un umbral de deteccion g, = m.

0,002 T 0,00002-

0,00001 1

0,001

o -I- 1
300 400 500
r ~0,00001

-0,001- ~0,00002-

Fig. 5.1: Contribuciones a la seccion eficaz diferencial do/dp1 (en unidades de . re2) en funcién del momento p1
del negatron menos energético, a partir del valor umbral p1 = m, para la energia del fotén incidente » = 1000 m,
con dos amplificaciones diferentes. Para comparacion, el valor maximo de la ordenada del término dominante
doe/dps, enp1 =1, es 2,27.

Puede verse que los diagramas B aportan las contribuciones mas importantes, y ademas puede
verse lo dificil que es tratar de extraer de estas graficas una idea clara de la relacién entre las
contribuciones en la zona de muy bajos valores de p;.

Una idea mas clara se logra graficando, en funcion de ps, la relacion dox/dog, entre cualquier
contribucion dox/dps, y la del diagrama dominante (dog/dp;) para cada intervalo dp;, como se
muestra en la figura 5.2.

Las graficas de esta figura destacan algunos aspectos muy generales importantes. Asi por
ejemplo permiten inferir que en la zona de interés, que es la zona de p; pequefio, para
cualquiera de las contribuciones apreciables, la relacion dox/dog es aproximadamente una
funcion lineal de p;. El ultimo cuadro de la figura 5.2 muestra eso muy claramente con una
ampliacién de dicha zona.

Vemos ademas en la figura 5.2 que la forma y valores de ordenada de las graficas cambian
muy poco mientras la escala de las abscisas se multiplica por 100, lo que indica que la
pendiente de cada una en el origen es aproximadamente proporcional a & ™.

Ahora bien, el intervalo de p; en el que la probabilidad (gobernada por el término dominante)
es esencialmente distinta de cero, no se extiende al aumentar @ (ver figura 3.2), es decir, para
grandes o es una zona de p; cercana a cero, y que no depende de ®. De manera que la
influencia total de cada contribucion, representada por una recta cuya pendiente es
aproximadamente proporcional a o * en una zona que no depende de ®, se hace también
aproximadamente proporcional a @ .
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®=1000 m

0,5

0,104

©=10000m | . _ ©=1000m

0,5 0,05

-0,5

-0,054

Fig. 5.2: Relacion dox/dos, entre cualquier contribucion dox/dps, y la del diagrama dominante dos/dp1, en
funcién de p1, para » 100, 1000, y 10000 m (en linea de puntos la suma de todas las contribuciones relativas).
En el Ultimo cuadro se muestra ampliado el intervalo 0 < p1 < 50 para « = 1000 m.

En la siguiente Tabla 5.1 se muestran los valores totales de cada contribucion integrada sobre
todo el intervalo de valores posibles de p;. Puede apreciarse como disminuye cada una (y el
total) al aumentar ®, disminucion que no ocurre en la proporcion que se podria esperar a
partir de los comentarios anteriores, sino que lo hace en una proporcion bastante menor.

Tabla 5.1. Contribuciones totales a la seccion eficaz (Umbral qu = m)

® B |BwWB | B/B | G/B | GW/B | G/B | BG/B |BG/B |BG/B |BG/B | Total
(me) | (ere’) | (%) | (%) | (%) | (%) | (%) | (%) | (%) | (%) | (%) | (%)
100 | 222 | 320 | 495 | 040 | 171 | 034 | 048 | 046 | -34 | 062 | 588
1000 | 319 | 067 | 146 | 005 | 036 | 0021 | —007 | 007 | 1,0 | -007 | 145
10000 | 346 | 011 | 030 | 00057 | 0065 | -0,0016 | -0,0076 | 00077 | —0,22 | -0,008 | 0,25
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Comparacion con otros autores

Las contribuciones de los diferentes diagramas han sido evaluadas por Mork [22], cuyos
resultados han sido considerados por muchos autores, y en particular discutidos con
manifestacion de algunas discrepancias por Haug [23].

Aungue no es posible una comparacién directa con esos trabajos porque haber elegido el
electron menos energético introduce cambios fundamentales en algunos numeros, resulta de
interés discutir algunos detalles.

En principio debe destacarse que Mork calcula las contribuciones de los diferentes diagramas
integradas sobre todo el intervalo, es decir s6lo obtiene un valor total para cada una, mientras
que Haug calcula por otro método, sin recurrir a los diagramas de Feynmann, la seccion eficaz
total, integrada, y ademas representativa de todos los diagramas.

Mork no discrimina entre los dos electrones, de manera que para él las secciones eficaces que
nosotros denominamos B y By, resultan idénticas, y corresponden (cada una) a lo que en toda
la literatura se denomina “seccion eficaz de Borsellino”. Mork encuentra que para « cercano
al umbral (4 m) las correcciones sumadas aportan a Borsellino un incremento negativo, el cual
disminuye hasta anularse en o = 16 m (sus numeros coinciden hasta el 0,1 %, pero €l mismo
considera que tienen una exactitud solo del 2 %), y no hallando razones para que la
importancia de los términos aumente con ®, concluye que para mayores energias los
diagramas de Borsellino son suficientes sin necesidad de correcciones.

Haug coincide con Mork para o cercano al umbral, pero encuentra que la correccion total
sobre Borsellino no se anula hasta @ = 18 m, y a partir de alli cambia de signo, alcanzando
valores positivos de cerca del 1 %, para o entre 35 y 80 m. Segln sus resultados calculados
hasta @ = 5000 m, la correccion necesaria es del 0,8 % para o = 100 m, del 0,11 % para ® =
1000 m, y nula para » > 5000 m.

Debido a nuestra seleccion de electron menos energético nuestros nimeros mostrados en la
Tabla 5.1 son imposibles de comparar con los de cualquiera de ambos autores, pero sugieren
claramente que las correcciones introducidas por los diagramas no desaparecen hasta
superior a 1000 m, lo cual esta mas cercano a Haug que a Mork.

Para verificar la correccion de nuestros procedimientos y realizar un pequefio aporte al punto
hemos realizado los calculos sin discriminar entre los electrones para algunos valores
interesantes de ®, y hemos encontrado un acuerdo total con los resultados de Haug, como se
muestra en el Apéndice 7.

De cualquier manera es importante que quede claro que algunas contribuciones tienen distinto
signo en distintos valores de p;, y al ser integradas sobre todo el rango de p; dan un
contribucion total muy pequefia, sin ser ellas del mismo orden de pequefiez en cada lugar.

Algo parecido sucede con las contribuciones BG y BIGI, cuya suma constituye la
contribucion que Mork denomina “By”, y que siempre es nula. En la tabla 5.1 podemos ver
que esta suma efectivamente es nula en todo el rango de valores de ® en nuestro tratamiento
también, pero las figuras 5.1 y 5.2 muestran claramente que la contribucion es importante.

5.2.- Un método para evaluar las contribuciones

Sin embargo, los nimeros mostrados en la Tabla 5.1 no constituyen la Gnica forma de evaluar
la importancia de las distintas contribuciones. El planteo que se presenta a continuacion,
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dando de alguna manera mas peso a los valores bajos de p;, resulta en un efecto proporcional
a @ %, como veremos.

Las figuras 5.2 permiten evaluar la correccion total (Ca) de todas las contribuciones de una
manera muy simple: las tres graficas permiten calcular que Ciy (referida al término
dominante), en el rango importante de valores de p;, para p1 > m, con un error del orden del
1%, es una funcion lineal de p; dada por:

C

total

B

La region de p; < m fue investigada hasta 0,1 m, y se encontro que la relacion Ctotal/B
disminuye hasta valores tan pequefios que la mejor aproximacion consiste en considerar nula
esta relacion en todo el intervalo.

=@(p1 -1 (5.1)
(V)

Esto permite establecer la siguiente expresion para dowwm/dpi, que incluya todas las
correcciones, a partir del término dominante dog/dp;, en funcion de p;, valida para un rango
muy amplio de valores de w:

Para pl <m:
thotaI _ %
dp,  dp,
Para pl >m:
do do
total — B +Ctotal
dp, dp,
_dos (1+ 2,36Mj (5.2)
dp, ®

Para poder avanzar ahora es necesario definir algunos valores. Por ejemplo fijemos el umbral
de deteccion g, entre dos valores extremos razonables, tales como 0,1 my 10 m.

Un q, tan bajo como 0,1 m estd muy por encima de los valores de p; para los cuales dog/dp;
tiene el méximo (del orden de 8/®w). De manera que en todo el rango detectable de p; esta
funcion es decreciente, comportamiento que en particular es muy brusco para p; cercano al
valor umbral (como se vera dog/dp; — ctexp; en esta zona).

Este tipo de comportamiento de la distribucion dog/dp;, reforzado por el hecho de que para
los valores grandes de p; ella decrece mas rapidamente aun (aproximadamente como
ctexp; ), permite inferir no sélo que s6lo es importante conocerla en la zona de valores
pequefios de ps, sino que, ademas, no sera importante un grado muy alto de precision en este
conocimiento, ya que experimentalmente no se podra discriminar entre valores muy proximos
de ps.

De manera que tomaremos p; = 0,1 m como el minimo valor de umbral de deteccion que
pretenderemos alcanzar, y de acuerdo con eso comenzaremos analizando las herramientas de
calculo de que disponemos y sus posibilidades, en el intervalo de p; entre 0,1 my 10 m.

Y en este punto, atendiendo a las limitaciones ya mencionadas de nuestro procedimiento,
vamos a recurrir a expresiones de otros autores con las cuales estableceremos algunas
relaciones.
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Por un lado tenemos la funcién calculada en [26] para el par de diagramas de Borsellino sin
intercambio, numerada (37) en ese trabajo, a la cual designaremos dogolayshev/dp1, Y que tiene
una expresion bastante complicada (ver Apéndice 4). Aungue esta expresion es mucho mas
sencilla y manipulable que las que nosotros hemos desarrollado, tiene el inconveniente de que
en ella ya se han integrado variables que por lo tanto no son accesibles, y no permite, por
ejemplo, seleccionar el electron menos o mas energetico.

Por otra parte, para agilizar calculos conviene delimitar aproximadamente el intervalo de p;
que contribuye apreciablemente a la seccion eficaz, y precisar algunos valores de ésta.

En la siguiente tabla 5.2 se muestran algunos valores pertinentes al tema, expresados en
unidades de o ro®.

Tabla 5.2. dog/dp; integrada en distintos intervalos de p;
(momentos y energfas expresados en m, secciones eficaces en o. ry?)

0,1 @ Pmax 1 & Prmax 0lal 1a10 10a 100 100 a pmax
® = 1000 9,4 3,2 6,2 2,7 0,43 0,033
® = 10000 10,2 3,5 6,7 2,9 0,53 0,071

Esta tabla justifica la idea de que el esfuerzo mas importante debe ser hecho para ajustar las
funciones en el intervalo de p; entre 0,1 y 10 m.

Y conviene siempre tener presente el hecho de que al seleccionar la particula menos
energeética estamos considerando un término dominante dog/dp; que es levemente menor que
do Boldyshev/dp1 €n cada valor de p1, y completamente nulo para p1 > % o.

Este comportamiento queda reflejado en las gréficas de la figura 5.3, que muestran la
diferencia relativa, dg, definida como:

(dGBoldyshev_ dGBJ
g, - dp,  dp,

dGBoldyshev
dp,

Notar que dg tiende a 1 por definicién cuando la abscisa vale %, porque todos los términos
calculados con la condicion p; < p, se anulan para p; > ®/2.

(5.3)
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1,0 0,05
08— ® =1000: linea llena 0,04
o = 10000: linea trazos
06 (/ 0,03
04 \ 55 0,02+—
02 ,// 0,01
e ||| o

1 1 1 y
0 o0t 02 03 04 05 0 001 002 0,03 0,04 0,05
Fig. 5.3: Diferencia relativa dr dada por la expresion (5.3) entre el término dominante para el negatrén menos

energético segun nuestros calculos, dog/dps, y la expresion de Boldyshev, para w 100, 1000, y 10000 m, en
funcion de la relacion p+/o, que se muestra en abscisas. El cuadro derecho amplia la zona de p1 bajo. En linea
de puntos se muestran las aproximaciones correspondientes dadas por (5.4) para cada w.

Estas figuras permiten ver que es posible aproximar adecuadamente el comportamiento de dr,
con funciones lineales, dado que para o suficientemente grande sélo se requiere considerar la
region de pequefios valores de pi/m. No obstante, dado lo simple del esquema que muestran
estas figuras, se encuentra que el agregado de un término cuadratico permite un buen ajuste
valido desde o ~ 100 en adelante.

Utilizaremos la expresion:
Parap; <2 m:
dR =0

Parap; > 2 m:
2
dr = (p, —2)%+2,2(&j , (5.4)
()] (O]

cuya grafica se muestra en linea de puntos en la figura.

Con la ayuda de esta expresion podemos escribir nuestras expresiones en términos de la de
Boldyshev. Para p; > 2 m:

do
dGB — (1—dR) Boldyshev (5.5)
dp, dp,
Y con la expresion (5.2) y ésta ahora podemos obtener una expresion gque incluye todas las
correcciones:

Parap; <m:
dctotal _ dcSBoIdyshev

dp, dp,
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Param<p;<2m:

thotaI — dGBOldVSheVX (l"‘ 2 36 (pl _1)J
dp, dp, ®

Parap; >2 m:

d _
thotaI _ (1_ d R) GBOHYShEVX (14_ 2,36 (pl 1)]
dp, dp, Y

dp, ® ® ® () ()

_425 (1+1 2P j} (5.6)

(D

d 2 3
_ GBOIdyShEV)< {14‘1,46& + 0’76 (&j 4 5’19 (&j 0 56 ( 1 11 4 plj

Expresiones en las que, dado que o > 100, son posibles las siguientes simplificaciones:

1) param < p; <2 m en el paréntesis se puede despreciar el segundo término, de manera que
se extiende desde 0,1 m hasta 2 m el intervalo para el cual

dctotal _ dG Boldyshev

dp, dp,

2) Para p; > 2 m pueden descartarse los Ultimos dos términos sin que se perciba modificacion
alguna por ello:

’ 3
dG o - GBoldyshev>< [l+l,46 P: 4. 76( P, j +519 (&j J (5.7)
dp, dp, @ @

Ademas, para el rango de valores en que debe funcionar, resulta aceptable la aproximacion si
también se elimina el término cubico y se compensa esta eliminacién modificando un poco
los otros coeficientes. Manipulando un poco de esta manera se encuentra una solucion que
aproxima muy bien para p;/o < 0,3, la cual adoptaremos y es:

dS o1 ~ dGBoldysheVX 1+1 4&+ 2(&}2 (5.8)
dp, - dp, o @

Estos factores en corchetes no se anulan en p = /2, pero automaticamente se considera
definido nulo el valor de doai/dp; para los p mayores que ese valor.

De manera que estamos en condiciones de calcular doy/dpy a partir de la funcion (37) de
Boldyshev, y se puede verificar que el acuerdo que existe entre lo que se obtiene con el
miembro derecho de (5.8), y lo que se obtiene sumando todas las contribuciones calculadas
con nuestros procedimientos de integracidn es excelente en todo el intervalo de interés de p,
para cualquier & mayor que 200 m.

5.3.- Aproximaciones simplificadoras practicas

Pero en realidad esta expresion de Boldyshev es demasiado complicada para la precision que
se necesita en este caso, y es posible aproximarla con otras mucho méas sencillas y adecuadas
para, por ejemplo, un proceso de simulacion.
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Boldyshev también desarrolla una aproximacién mas sencilla, numerada (56) en su trabajo
[26], a la que denominaremos Bas, valida como limite superior asintético de la anterior (37),
para @ — oo, con la condicion de que p; sea mayor que algan valor umbral cualquiera:

Bas =ar? (p, +(2E, =3)In(E, +p,)) (5.9)

3E, (E, -1’

En donde se ha tomado m = 1, lo que mantendremos por el resto de este capitulo.

Esta expresion, que no depende de w, puede ser evaluada facilmente en funcién de la variable
continua p1, y comparada con lo que nosotros podemos calcular para valores discretos
elegidos de esta variable en el intervalo de interés, para valores discretos elegidos también de
®.

En la figura 5.4 se muestran las graficas que indican la diferencia relativa entre Fas y
dowia/dp: calculada con nuestras expresiones en valores elegidos de p; entre 0,1 y 10
(siempre con la condicion de ser la particula 1 la menos energética), para o = 100, 1000, y
10000. Estas gréaficas exhiben un buen acuerdo entre estas funciones de p; para energias de
los fotones superiores a 1000, y muestran claramente que Bas también constituye un limite
superior para nuestros valores de doota/dp; mientras m—oo.

0,6
w(m
T o o o o e e
074 P s B
03 \ Y Rl i
Y e — T
0,2
o 000 L -
....... T
0 &= I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p1

Figura 5.4: Linea llena: diferencias relativas entre la expresion asintética (5.9) y nuestros valores de doietal/dps
para o = 100, 1000, y 10000, en el rango de ps desde 0,1 hasta 10. Linea de puntos: lo mismo entre la expresién
asintotica y dosoidyshev/dp1.

Ahora bien, a diferencia de la funcién completa de Boldyshev, (37), la funcion asintética Bas
es relativamente facil de manipular para aproximar mejor nuestros valores de doo/dp; en la
zona de interés.

Asi es que facilmente se encuentra que:

. 311 . :
o Parap; — 0, mientras E; — 1, Bas ~ a. ro> ===, lo que es lo mismo que decir
P,
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~ard 311
El pl
o Parap; — oo, mientras E; = py, Bas ~ a. ro? 0’—627(1+ 2In(2p,)), lo que es lo mismo
P,
que decir ~ o Fo? 067 (1+2In(2p,))
El pl

Ahora bien, el crecimiento logaritmico es tan lento que, dado que no nos interesa ir mucho
mas alla de p1 ~ 100, podriamos simplemente eliminar todo el término logaritmico y debilitar
un poco el crecimiento del denominador sustituyendo E; por E;*, con x < 1 (también podria
modificarse la potencia de pi, pero es mejor en E; porque para p; muy pequefio E; tiende a 1,
y no se altera si su exponente cambia).

De este modo se encuentra una expresion muy simple que aproxima muy bien a Bas en todo
el rango 0,1 < p; < 100:

1
F=ar’ 3—08 (5.10)
p.E;
Tal es la bondad de la aproximacion que la figura 5.4 practicamente no se distingue si se
utiliza en ella esta expresion sustituyendo a Bas.

En estas condiciones se puede advertir que, para o = 100, se podria atenuar el excesivo
crecimiento de esta funcién en el extremo izquierdo de la escala haciendo que p; estuviera
elevado a una potencia x; < 1. Pero esa modificacion no deberia alcanzar a los o grandes, y
no deberfa alterar el comportamiento que se obtiene con p; E:*® para p; grande, para cualquier
.

Asi resulta un mejor ajuste con la funcion:
31

30

1-— 30
0,8+—
pg (DJ E1( +°’j
Y una mejora sobre ésta se obtiene con un factor que disminuya el coeficiente 3,1 s6lo para
los ® mas bajos. Y por ultimo, esta funcion (y también la Bas) se beneficia de un factor
exponencial que la atende en los grandes valores de p, en los que siempre se sitla por encima
de cualquiera de las dog/dps.

Fi=ar? (5.11)

Asi se obtiene el mejor ajuste con:

%)
F, =ar? o

3
2 =al, % exp(— _pj (5.12)
olg ) ?
Py 1 @
O bien como opcidn alternativa, aplicando los mismos factores a Bas:
300J 3
Fs= [1— Ej [ﬁj o (— ﬂj « Bas (5.13)
o)\ E, )

En la siguiente figura 5.5 muestra la diferencia relativa entre F, y do/dp1, Y Se puede ver
alli como mejora la situacion respecto de lo que se logra con la funcion asintética Bas,
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mostrado en la figura 5.4, y también aqui en linea de trazos para comparacion. Las gréficas
representativas de la diferencia relativa entre F3 y doioa/dpz, N0 Serian muy diferentes a éstas
correspondientes a F,.

06
| 034

F, —do /dpl > _{ 024
F2 0,4

il
F o034

i
0.2 4

-0+

0,1

3100

0

o1 d -03

Figura 5.5: Diferencias relativas entre F, dada por (5.12) y nuestros valores de doia/dp1 para o = 100, 1000, y
10000, en el rango de p1 desde 0,1 hasta 10, a la izquierda, y desde 10 a 100, a la derecha. En lineas de trazos
la diferencia relativa se hace con respecto a la funcidn asintética Bas, dada por (5.9).

Ahora bien, un criterio adecuado para juzgar si una funcion aproxima bien a la distribucién
correcta no puede establecerse solamente sobre la base de las diferencias relativas entre ellas,
ya que la diferencia relativa no es importante en la zona de probabilidad muy baja. El criterio
que adoptaremos para esto sera calcular la integral del valor absoluto de la diferencia entre las
funciones, y compararlo la integral de una de ellas (seccion eficaz total), tratando de lograr el
minimo cociente posible.

En la siguiente Tabla 5.3 se muestran los valores absolutos de la diferencia de dota/dp; CON
cada una de las funciones F,, F3, y Bas, integrados desde p; = 0,1, o desde p; = 1, hasta el

final del intervalo de interés (p1 = ®/2).

Tabla 5.3: Integral del valor absoluto de la diferencia con dota/dp:

Desde p; = 0,1 hasta ®/2 Desde p; = 1 hasta w/2
® F, F3 Bas Gtotal F, Fs Bas Giotal
100 0,5 0,5 5 7.0 0,13 0,09 1,2 2,8
1000 0,3 0,3 1 9,4 0,11 0,09 0,3 3,2
10000 0,12 0,16 0,2 10,2 0,07 0,09 0,09 3,5

Esta tabla 5.3 confirma claramente que el ajuste que puede hacer la funcién asintética de
Boldyshev, Bas, s6lo es adecuado para & muy grande, entrando al orden 10*. Para o entre 100
y 1000 es necesario recurrir a las funciones F, o F3, que se ve que son equivalentes en su
comportamiento y posibilitan un ajuste adecuado en todo el rango de ®. Vale destacar que las
mayores diferencias provienen del extremo izquierdo del intervalo (p; = 0,1), y disminuyen
sustancialmente si por ejemplo se toma el minimo umbral de deteccion q, igual a 0,2 en lugar
de 0,1.
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Por ultimo es necesario considerar que para el proceso de simulacion Montecarlo es
conveniente que la funcién de distribucion sea integrable. En este caso ni Bas, ni ninguna de
las otras F propuestas se puede integrar analiticamente.

De manera que es necesario encontrar una adecuada expresion Fintegranle X Frechazo- EStO €S
posible de manera parecida para F, y Fs.

Para F, se tiene:

1
Faintegrable = E, (5.123)
Ccuya primitiva es: In(p1) — %2 In(E31)
%,
¢ 3
Forechazo = C2 (&] Ef'z eXp[— ﬁj (5.12b)
E, ()
Y para Fs:
_ P
I:3integrable - Wl—l)z’ (5.138)
- 1+E;
cuya primitiva es: — 5
P
o 3 2E, -3)In(E
Farechazo = C3 [&j exp[— p1j (1+ ( 1 ) In( 1t pl)j (5.13b)
E, ® Py

Las dos funciones de rechazo tienen formas y alturas similares, con adecuadas constantes de
normalizacion C, y Cs.
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CAPITULO 6

TRATAMIENTO GENERAL DEL NEGATRON MAS ENERGETICO

En este capitulo se presentan las distribuciones de probabilidad obtenidas para el momento del
electron mas energético, discutiéndose también similitudes importantes entre el movimiento de las
dos particulas del par. Se estudian posibilidades de plantear simplificaciones en el manejo de todo el
conjunto de contribuciones de los diagramas de Feynmann para que los calculos sean accesibles.

También se procede a un analisis detallado de las posibilidades angulares del movimiento de las
particulas del par, planteando algunas ideas de forma novedosa.

Finalmente se desarrollan aplicaciones a la determinacion de la polarizacion lineal de la radiacion
incidente.

6.1.- Comentarios generales

De manera similar a lo que se hizo en la seccién anterior, en ésta se procedera a integrar la
expresion de la seccion eficaz diferencial (2.17), con los elementos de matriz
correspondientes a cada diagrama de Feynmann sobre todas las posibilidades de las variables
Bs, P, Y @1, pero imponiendo ahora la condicion de que p, sea menor que p;.

De esta manera se obtendran las distintas contribuciones a la parte do”/dp,d6; de la seccién
eficaz (4.17), donde p; y de 6, son variables que corresponden al negatron mas energético.

En esta ocasion la contribucién dominante vendra del término By, el cual arrojard una
distribucion dog/dp1d6; muy similar, para grandes valores de o, a la distribucion de Bethe-
Heitler ([10], [13]) para el caso de creacion de pares en el campo del nlcleo para Z = 1, y sin
apantallamiento, distribucion que distinguiremos con el indice BH.

La figura 6.1 ayuda a formarse un panorama viendo como la expresion BH se ajusta bien al
caso de creacion de pares en el campo de un electron a partir de energias del orden de 1000 m
(vale aclarar que la expresién BH tiene una version simplificada para alta energia, pero que
ambas coinciden entre si para energias mucho mas bajas que 100 m).

0,10 0,020 0,003

0,08 BH y BH
B” " B|| 0,002

y » 0010 ¥

®=100m ®=1000 m wi @=10000 m

0,005 4

0 T r T T ) 0 r r T T 1 0 r T T T 1
0 Pl 2 60 80 100 0 200 400 600 200 1000 0 2000 4000 6000 2000 10000
Pl k4 P

Fig. 6.1: Comparacion de la seccién eficaz diferencial de Bethe Heitler (Z = 1, sin apantallamiento)
con dogi/dps (para p1 > p2), para tres valores de energia de los fotones.
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Para entender mejor algunos aspectos del fendbmeno conviene hacer una comparacion entre
varias posibilidades de manipular todas las contribuciones.

Para comenzar digamos que el término By, integrado sobre las variables de las particulas 2 y
3, sin condicién alguna sobre la magnitud de p, o p1, nos arroja la distribucién d’cgne/dp.doy,
usualmente llamada “de Borsellino sin intercambio” (Byg), en la cual se ha denominado 1 al
electron del par.

Para o—o0 esta distribucion tiende naturalmente a la BH ya que en ambos casos la particula 1
es el electron del par, y si la distribucidn se expresa en funcion de la fraccién x de energia
cinética de cada una de las particulas del par, se tendra, por un lado, que cualquier valor de x
que no esté infinitamente proximo a los extremos del intervalo indicara valores muy grandes
de los momentos/energias de ambas, y por otro lado, que la probabilidad de transferencia de
un momento lineal dado grande se mantendra en un valor muy bajo, mientras dicho momento
se hace cada vez mas despreciable frente al de las particulas del par.

Por similares razones la condicion p, < p; deja de hacer efectos apreciables a medida que o se
hace suficientemente grande, y asi dog;/dp; d6; — dogno/dp; d61 (y también a la BH) para
w—0. Todo lo cual implica que ademas los términos de correccidn resultantes de los diversos
diagramas se hacen despreciables para o suficientemente grande.

Pero para ® no tan grande, digamos del orden de 100, que es el valor mas bajo que
consideramos en este trabajo, es interesante discutir algunas diferencias entre estas
distribuciones como veremos en el préximo punto.

6.2.- Distribucion de energia entre las particulas del par

En principio desarrollaremos este andlisis para @ = 100 m, porgue es ilustrativo de lo que
sucede en las energias mas grandes, pero muestra mas acentuadamente algunas diferencias
entre situaciones.

Para ese valor de o tendremos:

d?oeno/dps dO1: es la distribucién obtenida integrando el término By, sobre las variables de las
particulas 2 y 3, sin condicion alguna sobre la magnitud de p; o ps.

dchno./dpg d0s: es la distribucion obtenida integrando el término By, (el mismo resultado se
obtendria si fuese el B) sobre las variables de las particulas 1 y 2, sin condicion alguna sobre
la magnitud de p, 0 p;.

En ambos casos el calculo puede hacerse adoptando un valor umbral g, por debajo del cual se
descarta cualquiera de los p, y como es de esperar, sélo influye el umbral en la particula 2,
que en este esquema, es el electron de retroceso, Unico que puede esperarse con muy bajo
valor de momento. Es notable que mientras el umbral se mantiene alrededor de g, = m, no se
registra ninguna diferencia en la distribucion obtenida ya sea que se considere o no dicho
umbral para las particulas 1 y 3.

La caracteristica notable de estas distribuciones es:

1) Son idénticas si se intercambia 1 <> 3. En la figura 6.2 se muestra en linea de trazos la
distribucion dognoi/dpy/s, que es la misma funcidn exactamente, ya sea de p; 0 de ps, obtenida
integrando d203n0|/dp1d61 sobre 64, 0 dZGBn0|/dp3d93 sobre 03 respectivamente.

En esta figura se muestra esta distribucion para dos condiciones: sin umbral, y con g, = m, y
se aprecia como en los dos casos ambas particulas del par indistintamente, tienen algo
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aumentada la probabilidad de tener momentos mas bajos a expensas de la probabilidad de los
valores simétricos respecto del valor medio, w/2.

Es interesante notar como en ausencia de umbral aumenta mucho la seccién eficaz en la zona
de p; cercano a w/2 y disminuye la asimetria de la distribucion respecto de ese valor, ya que
suprimir los casos en que el electron de retroceso (2) tiene muy bajo valor de momento lineal,
para o grande significa:

a) Suprimir la mayor parte de los eventos, que son los de gran parametro de impacto, con p; y
ps distribuidos mayormente en toda la parte de su intervalo alejada de los extremos.

b) El valor medio de la energia de cada una de las particulas del par (iguales ambas) debe
disminuir conforme aumenta el (valor medio) de la energia del electron de retroceso, y eso se
refleja en la mencionada asimetria de la distribucidn respecto de w/2.

Logicamente esta asimetria no existe en el caso de Bethe-Heitler, en el cual se considera que
no se transfiere energia al nucleo.

0,10
Sin umbral
0,02
0,06 ®=100m
¥
0,04 4
Qu=m
0,02
I:l T T T T T T T T T 1
] 20 40 a0 20 100
B

Fig. 6.2: en linea llena se muestra la distribucion dogi/dp (en unidades de 1/aur?) para @ = 100 m,
para dos situaciones: sin umbral, y con g, = m. En linea de trazos la distribucion dosnai/dp, en la
que p puede representar indistintamente a p1 0 a ps en unidades de m.

Si en cambio se impone la condicién p; > p,, a la integracion del término B, sobre las
variables de las particulas 2 y 3, y luego sobre 61, se obtiene la distribuciéon dog,/dp; , que
representa la contribucion dominante de todos los diagramas de Feynmann, y que es
notablemente simétrica respecto del valor /2, como se muestra en linea llena en la figura 6.2,
nuevamente para los casos sin umbral, y con g, = m.

La disminucion de la altura de la mitad izquierda de estas figuras se explica porque la
condicion p; > p, elimina naturalmente muchas contribuciones de muy bajo valor de p;,
mientras que no afecta en absoluto a la mitad derecha, para la cual siempre fue p; > p, (las
mitades derechas correspondientes de la figura 6.2 son idénticas).
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Es claro que esta condicion no afecta de la misma manera a la distribucion de probabilidades
del positron, ya que a la distribucion dogno/dps la condicion py > p le quita contribuciones
tanto en la zona de p3 chico como de p3 grande.

También es claro que el calculo de las contribuciones de todos los diagramas restantes de
Feynmann, siempre con la condicion p; > p; le van a restituir (con otros valores) la asimetria,
ya que las mayores contribuciones, B y By, son positivas y tienden a cero en la mitad derecha.

6.3.- Contribuciones de todos los diagramas de Feynmann

En la figura 6.3 se muestran las contribuciones do,/dp; de todos los diagramas de Feynmann
a la distribucién dada por el diagrama dominante que, con la condicién p, < ps, es el
denominado B;,.

0,007 0,0004 0,000010 i
0006 -7 ®=100m =

. 0,0003 1)+ ® =1000m ® =10000 m
0,005 44— $ H

3 5 : »  0,000005 -
0,004 - »y 0po0z 4 K
0,003

0,0001
0,002

0,001 4

-0,0001 o
0,001 4

~0,000005 -

Fig. 6.3: Contribuciones do,/dp1 de los diagramas de Feynmann sin incluir el dominante, para o = 100, 1000, y
10000 m. En linea de puntos la suma de todas las contribuciones.

En la tabla 6.1 se muestran los valores de todas las contribuciones para p; > p. , integradas
sobre todo el rango de valores de p;. ES muy notable pero razonable, que son los mismos
valores de la tabla 5.1 (dentro de un 2 %) intercambiando: B <> By, G <> G, BG < B|G,,
B/G < BG,, mientras que no cambian B,, y G,.

Tabla 6.1. Contribuciones totales a la seccion eficaz (Umbral qu = m)

® Bu B/By | BBy | Gu/By | G/By | Gi/By | BIG/By | BG/B, | B(G/By | BG/B, | Total
McA) | (ar®) | (%) | (%) | (%) [ (%) | (%) | (%) | (%) | (%) | (%) | (%)
100 2,22 3,20 4,95 0,40 1,71 -0,34 —0,48 0,46 =34 —-0,62 5,88
1000 3,19 0,67 1,46 0,05 0,36 | —0,021 -0,07 0,07 -1,0 -0,07 1,45
10000 3,46 0,12 0,32 0,0057 | 0,060 | —0,0016 | -0,0075 | 0,0077 | —0,23 | —0,008 0,27

Al igual que en el Capitulo 5, el valor total de las contribuciones integradas sobre ps, no es tan
importante como el conocimiento de las distribuciones en funcion de p;.
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En la figura 6.4 se muestran la distribucion dominante, la total, y su diferencia que es la suma
de todas las contribuciones para tres valores de »: 100m, 2000m y 10000m, siempre para un
umbral g, = m.

0,004

0,003

¥ 0002

0,001

® =1000 m

0,0005

0,0004 -

0,0003 -

0,0002 -

0,0001 -

N

 =10000 m

Nl |

A

r T i T T T
n a0 60 30 100 200 400 600 800 1000 2000 4000
»l x x

T T 1
6000 8000 10000

Fig. 6.4: Para ® =100m, 1000m y 10000m, se muestran la contribuciéon dominante, do/dp+ (en linea de trazos),
la contribucidn total sumada de los restantes diagramas y el resultado total dota/dp1, con p2 por encima del
umbral qy = m.

Estas figuras permiten extraer como conclusion sobre la influencia de los diferentes
diagramas sobre el dominante:

1) La influencia es considerable hasta » del orden de 1000 m, energia en la que, en la zona de
p1 bajos, la correccion sobre el término dominante alcanza el orden del 10 %. A partir de o =
10000 m pueden despreciarse las contribuciones de de los diagramas, cuyo valor total
maximo ya entra en el orden del 1 % del término dominante.

2) Las afirmaciones del punto 1) pueden extenderse, cualitativamente, al positrén, que tendra
un comportamiento totalmente similar al del electron méas energético, aunque como ya se ha
dicho, los valores no seran exactamente iguales, y si se requiere precision deben calcularse en
cada caso.

3) Un tratamiento simplificado de los términos de correccion puede hacerse considerando que
la correccidn total, si se descartan los extremos del intervalo de p;, €s una recta que cruza el
cero en p; = 0,6 ®, con una pendiente que vale aproximadamente:

6

2,5
®°

Lo cual nos permitiria estimar esta correccion total en funcién de p; (en unidades naturales
con m = 1), valida no muy cerca de los extremos del intervalo, 0 y @, como:

3,6 6

Crotal = (61)
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6.4.- Distribucion angular de las particulas del triplete

Sobre la distribucion angular de las particulas es posible decir muchas cosas importantes, y
algunas de ellas quedan determinadas por consideraciones muy basicas.

Para evitar confusiones vale repetir la consideracion de que habrd un electrdbn menos
energeético, designado aqui e, y al que eventualmente llamaremos “de retroceso”, mientras
que las dos particulas restantes, el electrén mas energético, ei, y el positrén, es, constituiran el

13 99

par

Luego de esto, para comenzar es posible decir que, dado que para las particulas del par
consideramos momentos lineales suficientemente grandes, la conservacion del
cuadrimomento lineal, a través de la expresion (1.33) (o de su consecuencia, que es la figura
1.4), permite inferir que los correspondientes &ngulos polares son necesariamente pequefios.

Por otra parte la conservacion de las componentes transversales del momento lineal implica
que en el plano transversal (dado por los ejes X, y en nuestra eleccion de coordenadas), se
debe cumplir:

_qj_ = r)u + Iﬁu (6-2)

En las condiciones consideradas, para estas dos particulas se tendra pi, = pi sen6; = p; 6;, y €s
muy interesante comenzar considerando como resulta la distribucién de probabilidad de la
variable 6 para ellas.

Esta informacion es la indicada por do®/de,, que puede obtenerse integrando sobre p; la
expresion de d’c®/dp;d6; que estabamos tratando en parrafos anteriores, y que se caracteriza
por partir de cero en 0; = 0, crecer claramente hasta un maximo en 6, = m/ps, y luego decrecer
de diversas maneras hasta anularse en algin valor de angulo que depende de diversas
variables involucradas. Esto indica que el valor méas probable del momento lineal transversal
es aproximadamente p, = m, lo cual es igualmente valido para el positron también.

Esto de por si constituye ya una informacion suficientemente interesante, totalmente
coherente con lo que requiere la conservacién del momento lineal transversal, habida cuenta
de lo que puede esperarse del momento transversal de retroceso, q,, que es el del electrén

menos energético.
Comencemos revisando un poco lo que sabemos de éste tltimo.

6.4.1.- Distribucion angular del electron menos energético

Para el electron menos energético la mayor probabilidad es de los valores minimos posibles
del momento p,, mientras que el &ngulo polar es grande y puede llegar a cerca de los 90°.

Pero los méaximos angulos polares posibles sélo son posibles con valores tan pequefios de po,
que en estos casos siempre resultan momentos transversales muy pequefios, mucho menores
que m.

Estos valores tan pequefios en principio constituirian la mayor parte de las situaciones, pero si
imponemos un umbral de deteccion a p,, entonces la mayor probabilidad, correspondiente a
los valores minimos posibles detectados, estara cerca del valor umbral, y el angulo polar
estara cercano al valor maximo posible, que invirtiendo la expresion (1.33), puede
determinarse para energias grandes de los fotones como:
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E,—-m
P,

Independientemente de los valores particulares que pueden calcularse para situaciones
determinadas, la situacion en general es:

cos0 =

(6.3)

a) Para las situaciones méas favorables, de minima interaccion, p,, puede tomar valores muy
pequefios, desde absolutamente indetectables, hasta valores detectables mucho menores que
m.

b) Con mucha menor probabilidad siempre se registraran tripletes en los cuales p, supera el
valor m, inclusive por mucho (digamos factores 10 o 100), aunque como hemos visto en el
capitulo correspondiente, dicha probabilidad serd aproximadamente inversamente
proporcional a este valor de p,.

c) Para los valores grandes de p, el angulo polar (y con él la componente transversal p,.),
estara limitado por la expresion (6.3), de la cual puede deducirse, aproximadamente para

valores grandes de p,, que p2, puede llegar casia /2p, .

Esta expresion en principio no impide que p2, pueda llegar a cualquier valor grande, pero en
la practica las limitaciones en el valor de p, son las que hacen que dificilmente haya que
considerar valores de p,, mucho mayores que 10 m.

d) El angulo azimutal de p,, , @2, se relaciona con la polarizacion del foton incidente. Esto ya

se menciond en el punto Capitulo 4, y sera examinado con un poco mas de detalle al final de
esta seccion.

6.4.2.- Distribucion angular de las particulas del par

Las posibilidades angulares de las dos particulas del par, por otra parte, resultan muy
relacionadas con los valores del momento transversal de retroceso, dado que se debe verificar
la conservacién expresada por (6.2), de manera que su analisis se ve muy enriquecido si se
discrimina para diferentes rangos de valores de los momentos lineales p1, pz, Y ps.

Podemos comenzar el andlisis examinando la figura 6.5, en la cual se muestran (todas
normalizadas a la misma altura méxima), las distribuciones de probabilidad de 6; para un
valor fijo de p,, en distintas condiciones de energia del foton y del electron 1.

0im<p,<0,2m
p1=40m 031
100 m

0m<p2<0,2m

0,3

0,6 0,6 4

y
10000 m

0,4 0,4

0.2 0,2

el rango

T T T T T 1] T T T T T T T T
0 0,02 0,04 0,06 0,02 0,10 0 001 o0z 003 004 005 006 007 008
61 61

Figura 6.5. Izquierda: d?c/d6+dp+ para » = 100 m, 1000 m, y 10000 m, para ps = 40 m, con p>
entre 0,1y 0,2 m. Derecha: d?c/d6+dp+ para @ = 100 m, con p2 entre 0,1y 0,2 m, para p1 =40 m,
y do/d6 con p1 integrado en todo el rango de 0 a .
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En esta figura 6.5 izquierda podemos ver que, mientras las variables consideradas caigan
dentro del rango de validez, esta distribucidn es esencialmente independiente de la energia del
foton incidente, lo cual justifica que podamos realizar el resto del analisis para cualquier valor
fijo de .

La figura 6.5 derecha, por otra parte, muestra como depende esta distribucion del valor del
momento de la particula del par. La grafica que corresponde al valor determinado de p; = 40
m, tiene un MA&ximo en O;ma = 0,66 m /p;, detalle que es muy importante y que vamos a
examinar en mas detalle a continuacion. EI méximo corrido hacia los angulos menores que
presenta en la misma figura la grafica que corresponde a p; integrado en todo el rango es
claramente expresion del mismo comportamiento, ya que representa valores de p; que llegan
hasta 100 m. Esta grafica es logicamente mucho mas ancha y alta, ya que contiene a la
anterior como expresion de una pequefia parte de los casos que la constituyen, pero al ser
normalizada a la misma altura maxima so6lo permite ver el corrimiento hacia la izquierda;
queda claro que la superposicién de un continuo de valores diferentes de p; oscurece la
interpretacion de los procesos involucrados, y en adelante nos limitaremos a determinados
valores discretos de esta variable.

Por otra parte es muy importante destacar que el comportamiento de las dos particulas del par
es totalmente equivalente, y que las graficas correspondientes a do/d6; son exactamente
iguales a éstas presentadas, razon por la cual no se las agrega al analisis, aunque en todos los
razonamientos estara presente esta equivalencia mencionada.

También vale destacar que los calculos podrian limitarse al término dominante, By, ya que el
aporte de todos los otros, que puede llegar a un 3 %, para ® = 100 m, y a menos del 1 % para
® = 1000 m, de ninguna manera modifica las conclusiones que se desprenden de la forma de
estas graficas.

Continuando con este analisis en la figura 6.6 se muestra la distribucién d?c/dp;d6; para tres
valores diferentes fijos de p;, siempre para un mismo valor pequefio de p,, y para o = 1000 m
(ya quedd claro que seria lo mismo utilizar cualquier valor grande de ).

. 0,05 m<p,<0,06m 0,05 m<p;<0,06m
s 0,2+
=1000 m =
512900 m ® ®=1000 m
0,6
p1=100m
P

y 900 m

0.4

0,24

Phrans

Fig. 6.6: Izquierda: d2c/dp:d6+ para @ = 1000 m, y p2 entre 0,05 y 0,06 m, para tres valores fijos
de p1: 100 m, 500 m, y 900 m. Las ordenadas estan en unidades arbitrarias, pero permiten calcular
que las tres gréficas tienen aproximadamente la misma &rea. Derecha: las mismas gréficas
normalizadas a la misma altura maxima, pero con el momento lineal transversal en abscisas.
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En la figura 6.6 izquierda se puede ver como cada gréfica tiene el maximo en un valor de 6
inversamente proporcional a p1, pero eso que mucho mas claro en la figura de la derecha, de
la cual se deduce que cada una tiene el maximo aproximadamente en:

0,65m
emé\s probable = (64)
1
Es decir, todas definen aproximadamente un mismo momento lineal transversal, dado por:
p.=06a0,7m (6.4%)

Ahora bien, el hecho de que en todos los casos la distribucién do/d6; tienda a cero
linealmente en el origen se relaciona directamente con el elemento de angulo sélido de las
coordenadas esféricas dQ = sen6 d6 do: es claro que dividiendo do/d6; por senf; se obtiene
algo que tiende a un valor no nulo aproximadamente constante en el origen, y que expresa la
distribucion por unidad de &ngulo sélido.

Efectivamente, ésta seria:

doe 1 d’c
dQ, send, do, do,

o bien, considerando un elemento de angulo so6lido dQ*; = 27 sen6:1d0;, que seria dQ;una vez
integrado sobre @1, (dQ2*; seria un anillo de revolucion de ancho df;; recordemos que para
simplificar este analisis estamos limitandonos a la parte de la seccion eficaz que no depende
del &ngulo azimutal):

do ~ 1 1 do
dQ*,  2msend, do,

De cualquier manera que se considerase el elemento de angulo sélido (sélo habria un factor
2 de diferencia entre las dos posibilidades), es claro que do/dQ2; no se anula en 61 =0, y eso
puede verse en la figura 6.7, que representa do/dQ; para exactamente las mismas condiciones
de la figura 6.6.

14

0,05m<p,<0,06m
o =1000m

0,05 m<p,<0,06m
®@=1000m ]
p1 =900 m

0.8

0,5 06 -

0] /

1y 900m

p1=500m

0.4+

02 4
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Fig. 6.7: Izquierda: d2c/dp:dQ24 en funcidn de 61 para » = 1000 m, y p2 entre 0,05y 0,06 m, para
tres valores fijos de p1: 100 m, 500 m, y 900 m. Derecha: las mismas graficas pero con el
momento lineal transversal en abscisas. Todas las graficas estan normalizadas a la misma altura
maxima.
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Teniendo en cuenta que estas graficas se refieren a un momento de retroceso mucho menor
que los momentos transversales que estan en juego (y mas adelante esto es corroborado con
situaciones en las que g, toma los valores minimos posibles), podemos pensar que estamos
frente a la situacion de minima interaccion posible, y lo que se observa sugiere como idea
basica que para grandes energias, en presencia de minima perturbacion exterior, las particulas
del par son creadas con maxima densidad de probabilidad en la misma direccion de marcha
del foton, con una cierta dispersion tal que ambas adquieren un momento transversal que en
promedio es del orden de m.

Segun esta idea, que seguiremos explorando en mas profundidad, momentos transversales
mayores se originarian en la interaccion de una de las particulas creadas con el tercer electron,
el cual a su vez adquiriria el momento de retroceso de modulo correspondiente, como
veremos.

Antes de seguir vale considerar la distribucion do/dA respecto de la masa invariante del par,
A, calculada en [26]. Esta distribucion favorece los valores pequefios de A y alcanza su
méaximo cerca del minimo A = 2 m, pero se anula exactamente alli, como ya se dijo en el
capitulo 1.

Este valor minimo de A corresponderia a las dos particulas viajando exactamente en la misma
direccién y con la misma velocidad, y el hecho de que la distribucion se anule alli indica que
las particulas del par deben separarse un poco, ya sea por diferencia en el angulo o en la
velocidad, para poder llegar a existir como particulas reales y no aniquilarse inmediatamente.

Pero es claro que las particulas pueden partir en la misma direccion del foton incidente, y el
hecho de que con gran energia de los fotones ésa sea la situacion mas probable con minima
perturbacion exterior, es coherente con el hecho de que la situacion de igual energia entre
ambas particulas es menos probable que la de cierta diferencia entre ellas (como se ve en
figuras tipicas 6.1, 6.2, y 6.4).

Ahora avanzaremos en el andlisis de la conservacion del momento lineal transversal,
aplicando la idea basica de que el momento transversal méas probable en ausencia de
interaccion es del orden de m. Consideremos para ello el cumplimiento de dicha conservacion
en el caso general, y en los casos extremos de p;; << m, y pz. >> m, en los esquemas
presentados en la figura 6.8.

Par_—,
Y, Vi

q

Fig. 6.8: Conservacidn del momento lineal transversal. lzquierda: caso general. Centro: q, << m.
En este caso los momentos p1, y ps; se han representado mucho més grandes que g, porque la
probabilidad de que sean del mismo orden es muy baja. Derecha: g, >> m (por razones de
espacio no se puede representar g, en la misma escala que en el diagrama del centro).
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El caso p,; << m de esta figura nos muestra como seria la situacion cuando la interaccion con
otras particulas fuera arbitrariamente pequefia, considerando la tendencia del par a tener
momentos transversales del orden de m.

El caso opuesto, p,, >> m, nos alerta sobre el hecho de que el momento transversal de ambas
particulas del par no puede mantenerse en el orden de m en cualquier circunstancia, ya que en
este caso al menos el de alguna de ellas tendré que ser >>m.

Teniendo en cuenta que por razones probabilisticas solo una de las particulas del par
interactuaria con el electron externo, esto ademas implicaria que en los casos de gran
momento de retroceso deberia ser mas probable que sélo una de las particulas del par tenga
un valor grande de momento transversal, mientras que la otra deberia mantener un valor del
orden m. Eso se ha tratado de reflejar en el esquema de la derecha de la figura 6.8, no
considerando el caso p,, =P,, ~—G,, el cual dinamicamente seria posible, pero segin estas

especulaciones, menos probable.

Para confirmar estas especulaciones en la figura 6.9 se han superpuesto, normalizadas a la
misma altura maxima, la distribuciones d’c/dp;do; (y obviamente d*c/dpsd6s, que serfan las
mismas) para el caso o = 1000 m y p; = 400 m, con p, entre 0,002 y 0,004 m, entre 0,10 y
0,11 m,entre1,1y12m,yentre50y5,1m.

p2=0,003m

T T 1
] 0,005 o.010 0,015
B

Fig. 6.9: Para ® = 1000 m y ps = 400 m se muestran las distribuciones d2c/dp1d0+ para cuatro
intervalos de p2: entre 0,002 y 0,004 m, entre 0,10y 0,11 m, entre 1,1y 1,2 m, yentre 5,0 y 5,1 m.

Esta figura muestra que la distribucion do/d6,, para un valor pequefio (pero no extremo) de
P2, como es 0,1 m, tiene un claro valor maximo alrededor de 6; = 0,0018 (es decir definiendo
p1. = 0,70 m). Si a continuacion consideramos un valor mayor de py, del orden de m, vemos
que la gréafica es méas ancha, y muestra un desplazamiento del maximo hacia angulos mayores.
Pero la grafica correspondiente a un valor de p, decididamente mayor que m, como es 5 m,
aclara la situacion y muestra que lo que ocurre al aumentar p, no es un desplazamiento del
maximo, sino la aparicion de dos maximos diferentes: uno se mantiene en un valor muy
parecido al de los p, pequefios: 6; = 0,002 (es decir definiendo p;, = 0,80 m), y el otro en 6;’
= 0,0070 (es decir definiendo p1; = 2,8 m).

Y lo més notable es que para un valor grande de pz, como es 5,15 m , se espera con gran
probabilidad un angulo polar cercano al limite dado por la expresion (6.3), es decir 6, = 0,60,
con el cual puede calcularse el limite maximo para el momento transversal de retroceso: py; =
2,9 m.
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En la figura 6.10 se exploran otros valores que confirman la misma idea. Para o = 1000 m,
con p; fijado en un valor grande: 50 m < p, < 51 m, tres valores de p;: 200 m, 500 m, y 800
m, muestran dos picos en la distribucién do/d64, que determinan dos valores de p;;:

Picol: (0,8+0,1)m
Pico2: (9,3+£0,3)m

El valor 1 reproduce lo esperado para una particula del par que ha sufrido muy poca
interaccion, y el 2 corresponde muy bien a un momento de retroceso de 50,5 m, para el cual se
espera un angulo polar cercano al maximo dado por (6.3), es decir 6, = 0,20, que corresponde
a un momento transversal de retroceso pz; <10 m.

0,00025

@ =1000 m @=1000 m
0,00020H 1= 800 m p2 T 50 m ] p2= 50 m
’ b1 =500 m

0,00010 0.4+

p+=500m

0,3

0,00005 02

p1=100m

a,1 4

T T T
0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,0¢ a 5I 1‘0 1‘5 2‘0
81 prrans

Fig. 6.10: Para ® = 1000 m y p, entre 50 y 51 m, se muestran las distribuciones do/dp:d6+ para
tres valores fijos de p1: 200 m, 500 m, y 800 m. Izquierda: unidades arbitrarias en ordenadas y
angulo polar en abscisas. Derecha: momentos lineales transversales en abscisas, y altura
normalizada a la misma altura maxima.

Vale decir ademas que lo marcado de la separacion entre estos picos indica que efectivamente
en los casos de gran momento de retroceso se espera que con gran probabilidad sélo una de
las particulas del par tenga el correspondiente momento transversal grande, mientras la otra se
mantiene en el valor bajo correspondiente a la ausencia de interaccion posterior a la creacion.

Esto tiene consecuencias sobre la distribucion azimutal de estas particulas, que examinaremos
en el préximo punto.

6.4.3.- Distribucion azimutal y polarizacion de la radiacion incidente.

La consideracion de los esquemas mostrados en la figura 6.8, a la luz de los resultados
discutidos sobre los angulos polares en las diferentes circunstancias, permite establecer
algunas afirmaciones sobre los a&ngulos azimutales que deberan luego ser corroborados por los
calculos correspondientes.

Las afirmaciones méas notables son:

1) Para los casos de muy pequefio momento de retroceso se espera un angulo azimutal
relativo, @s1 = @3 — @1, cercano a m. Esto significa ademas que el angulo polar de una de las
particulas serd aproximadamente opuesto al de la otra, y cualquiera de ambos podra servir
para definir (aproximadamente) la orientacion del plano definido por las dos trayectorias.

Por otra parte, ademas, es esperable que estos angulos estén correlacionados directamente con
la polarizacion de los fotones.
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No se ve con tanta claridad, en cambio, sobre la base de estas ideas, si debe o no esperarse
que el angulo azimutal del momento de retroceso esté correlacionado directamente con dicha
polarizacion.

2) Si el momento de retroceso es muy grande, en cambio, el angulo azimutal relativo puede
adoptar cualquier valor, pero el angulo azimutal de la particula que tiene momento transversal
grande sera parecido al del momento de retroceso, y debido a que ambos seran el resultado,
altamente impredecible, de la colision entre ambas particulas, no se espera, a priori, una
correlacion entre ellos y la polarizacion del foton incidente.

En cambio continuaria esperdndose la misma correlacion entre la polarizacion del foton y el
angulo azimutal de la particula con menor momento transversal, que en el caso de momento
de retroceso pequefio.

En las siguientes figuras diferentes graficas confirman todas estas afirmaciones.

En la figura 6.11 se puede ver claramente como el angulo azimutal relativo medio entre las
dos particulas del par, @31, para p, pequefio se mantiene practicamente igual a t, a menos que
03 0 01, que es lo mismo, sean muy pequefios (en cuyo caso no se corresponderia establecer
condicion alguna), mientras que para p, suficientemente grande el signo del cosgs, cambia
bruscamente haciéndose negativo en el &ngulo polar en el que ps. (0 p1.) supera a p,., Yy luego
tiende a —1 como corresponde, a medida que el dicho &ngulo polar sigue aumentando.
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Fig. 6.11: Valor medio del cosgs1 en cada dO para @ = 1000 m, p1 = 400 m, y diferentes valores
del momento de retroceso. lzquierda: p; entre 0,1 my 0,3 m. Derecha: p, entre 10 my 11 m. En
linea de trazos se muestran las respectivas graficas de do/d61

El la figura 6.12 en cambio se puede ver el comportamiento del angulo azimutal relativo entre
el electrén del par (seria lo mismo para el positron) y el de retroceso para las mismas
condiciones de la figura anterior. En ella se puede ver que, para valores pequefios de p», las
particulas del par se ubican definiendo con el eje z un plano aproximadamente perpendicular
al que define el electrén de retroceso, mientras que para p, grande, la particula del par que
tiene angulo polar grande, en este caso el electron, se ubica con un angulo ;1 que siempre es
obtuso y se acerca a m cuando p;, esta cerca de p,,. Notar que @1 Nno Se acerca
necesariamente mucho a = si p1, supera mucho a p,,, como se deduce de considerar que la
conservacion exige que también ps, sea grande en ese caso.
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Fig. 6.12: Valor medio del cosg1 en cada dO para o = 1000 m, p1 = 400 m, y diferentes valores
del momento de retroceso. lzquierda: p; entre 0,1 my 0,3 m. Derecha: p2 entre 10 my 11 m. En
linea de trazos se muestran las respectivas graficas de do/d61 normalizadas a altura maxima
unitaria.

De la perpendicularidad entre el angulo azimutal de las particulas del par y el del electron de
retroceso para valores bajos de p, se deduce que si este Ultimo se relaciona con la polarizacion
de los fotones, los otros también lo harén, y de manera opuesta.

La figura 6.13 ilustra aspectos que se relacionan con dicha polarizacion, recurriendo a la

asimetria, A, que definimos de la siguiente manera:
do®

- do®

Siendo do® y do las partes independiente y dependiente de la polarizacién respectivamente,

segun la expresion (4.17): do = do®(py, 81) + P do®(py1, 01) cos(2 1), y P < 1 el médulo del
vector polarizacion lineal de los fotones, ubicado a lo largo del eje x.

A (6.5)

Introduciendo la asimetria esta expresion quedaria:
do = do®(py, 01) x {1 + A(p1, 61) P cos(2 91)} (6.6)

Pero vale aclarar que en esta expresion se presupuso que se ha integrado sobre todas las
variables correspondientes a las particulas 2 y 3, mientras que en realidad hay muchas mas
posibilidades que interesa considerar en general.

En el tratamiento desarrollado en todo este trabajo se llega a la expresion (6.5) una vez que se
utiliza la conservaciéon del cuadrimomento para eliminar las tres variables de una de las
particulas en funcion de las otras dos, y el angulo azimutal de una de las otras. Luego se
puede integrar sobre las variables que se desee, o aln sobre ninguna, y se obtiene una
expresion similar a (6.6):

do = do®(variables) x {1 + A(variables) P cos(2 ¢i)} (6.6")

En donde “variables” significa todas las variables que hayan quedado sin integrar excepto el
angulo azimutal restante, al cual designamos ;.

De manera que en nuestro planteo do, do®, y A, son funciones de un cierto conjunto de
variables elegidas segun cada caso, pero nunca de un angulo azimutal. Y podremos elegir tres
tipos de coeficientes de asimetria, Aj, Az, 0 As, todos dependientes de esas variables elegidas,
para expresar la dependencia de do con el &ngulo azimutal de cualquiera, segun:
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do = do®(variables) x {1 + Aj(variables) P cos(2 i)} (6.6”)

En la figura 6.13 se han graficado las asimetrias A; y A, para varios valores de o y de p;
(representativos del caso general, como veremos), y las demas variables integradas sobre
todas sus posibilidades) en funcion del momento de retroceso p, que se considera hasta p, =
30 m.

®=1000 m h ®=100m 041 ®=100m
v o pi/0=0,1y09 ¥ p1/®=10,5 ¥ p1/®=0,5
A1 A1
’ 10 0 3 ’ 1n P 3 ’ { 3 3
A1 & p2 2
0,05 4 02 027 AV
A2 K/_i
A2

Fig. 6.13: Valor de las asimetrias A1y A2 para distintos valores de ® y pi/w, en funcion del
momento de retroceso, integrados sobre todas las restantes variables. lzquierda: o = 1000 m, p;
=100 m y 900 m, ambas confundidas; p2 desde 0 hasta 30 m. Centro: ® = 100 m, p1 = 50 m; p,
desde 0 hasta 30 m. Derecha: escala ampliada de abscisas hasta p. = 3 m, para en caso o = 100
m, p1 =50 m.

Es importante decir que el comportamiento mostrado en la figura 6.13 es totalmente
independiente de la energia de los fotones (mientras sea suficientemente grande - las gréaficas
lo muestran para ® = 100 y 1000 m, y dentro de la precision que ellas pueden mostrar seria
exactamente lo mismo para » = 10000 m) mientras se mantenga la misma relacion pi/o.

Al cambiar la relacion p;/® se mantienen las mismas caracteristicas cualitativamente, pero el
valor absoluto de las asimetrias es maximo en la condicion pi/® = %2, mostrada en las gréficas
centro y derecha, y disminuye suavemente de manera bastante simétrica mientras el valor de
esa relacion se aleja hacia los extremos 0 o 1.

Del anélisis del comportamiento de las asimetrias se pueden extraer las siguientes
conclusiones importantes (para fotones de gran energia):

1) La asimetria A, mantiene un valor negativo bastante constante para todo el rango de
valores del momento de retroceso p,. Eso es muy importante desde el punto de vista de los
posibles procedimientos de deteccion de la polarizacion, porque indica que el electron menos
energético se va a ubicar con mayor probabilidad con un angulo azimutal perpendicular al

vector P,y que lo va a hacer para todos los valores del momento de retroceso (y de la energia
de los fotones). De manera que la determinacion del angulo azimutal del momento de
retroceso permite obtener la méxima informacion sobre la direccion de la polarizacion lineal
de los fotones, sumando las contribuciones de todos los electrones de retroceso que puedan
detectarse. Esto ha sido aprovechado para proponer sistemas de deteccion de la polarizacion
por diversos autores ([25], [26], [38]).

2) Por otra parte, el hecho de que el valor de A, se mantenga sin variar mientras p, pasa de los
valores pequefios a los grandes, contradice (e invalida) las expectativas previas de que el
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momento de retroceso grande, por ser fruto de una colision, no deberia correlacionarse con la
polarizacién de los fotones.

Si bien esta correlacion no es demasiado fuerte, es dificil de comprender que se mantenga
después de una colision de pardmetro de impacto bastante menor que ro (radio clasico del
electrén). Es mas, no es tanto que se mantenga sino que directamente el comportamiento de
Az no muestra la menor sefial de ser afectado por la existencia de esta colision. De manera que
es claro que en este punto la descripcion puramente clasica del fenémeno no es suficiente, y
debemos pensar que la ubicacion azimutal (previa a la aniquilacién), respecto de la
polarizacién del foton, del electrén en cuyo campo se va a producir la creacion del par, tiene
influencia decisiva sobre los elementos de matriz que permiten calcular la probabilidad de que
el evento se concrete.

3) La unica variacion notable de A; es la disminucion bastante marcada que tiene lugar en los
valores muy bajos de p,, concretamente entre el valor minimo posible y aproximadamente 0,2
m, y para pi/m cercano a ¥z . Esta variacion tampoco admite una interpretacion clésica.

4) La asimetria Aj, por otra parte, comienza con un valor positivo considerable (del mismo
orden que el valor absoluto de A;) en los casos de muy bajo momento de retroceso, pero
disminuye a medida que este momento aumenta, y se anula y cambia de signo antes de que
alcance valores grandes.

Esta variacién si admite una interpretacion clésica razonable: si el comportamiento de A, se
interpreta diciendo que para fotones que viajan por el eje z, polarizados linealmente a lo largo
de x, la probabilidad de ocurrir la creacién de un par es mayor en la vecindad de electrones
cercanos al plano definido por los ejes (z, y), y en las condiciones de minima interaccién el
par parte con mayor probabilidad en el plano (x, z) como lo indica el hecho de que A; sea
positivo, al aumentar la intensidad de la interaccion las particulas del par van a ser desviadas
con mas probabilidad en el plano (y, z), haciendo que A; vaya disminuyendo gradualmente de
valor hasta hacerse negativo.

Es maés, en esta interpretacion se explica naturalmente que al llegar p, a valores grandes, el
valor de A; se aproxime al de A,.

Estos resultados correlacionan muy bien con algunas ideas que se estan utilizando
actualmente para disefiar polarimetros de rayos gamma [39], [40], [41], [42], utilizando los
puntos de impacto de las particulas del par sobre un plano detector a cierta distancia grande
(orden del metro) del punto de creacién del mismo en una placa convertidora.

Segun los diferentes disefios la polarizacion se determina a través de la asimetria azimutal ya
sea de una de las particulas, ya sea de la linea que une los puntos de impacto de ambas, y
realizando simulaciones estos trabajos muestran que ambas posibilidades son aceptables.

Es interesante aqui decir que los autores encuentran que (para fotones linealmente polarizados
de energias grandes), la asimetria:

1) Es independiente de la energia  de los fotones

2) Depende de la relacion Ejs/: crece desde 0 para Ey3 = 0, hasta un maximo de 0,25 para
Enn=%o

Estas afirmaciones coinciden totalmente con nuestras conclusiones anteriores, aunque se
refieren a creacion de pares en el campo nuclear, y esto es un punto muy interesante para
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explorar porque esta coincidencia es muy plausible, pero no esta justificada formalmente, y
hay algunos aspectos en los que queda pendiente una profundizacion.

Porque de nuestro trabajo surge muy claramente que la asimetria azimutal en la distribucion
de las particulas del par (cualquiera de ellas), cambia de signo mientras el momento de
retroceso pasa de valores muy pequerfios a valores grandes, y el signo que corresponde a los
resultados de [39/42] se obtiene descartando los valores méas pequefios del momento de
retroceso. Y todo sugiere que esto también deberia valer el campo nuclear.

Es muy probable que los autores hayan descartado estos valores pequefios porque la expresion
que utilizan para la seccion eficaz considera el apantallamiento (de la carga nuclear por parte
de los electrones atémicos), y este efecto suprime automaticamente los momentos de
retroceso mas bajos, pero en realidad ellos mencionan explicitamente las dificultades de
integracion que resultan del “pico” que tiene la seccion eficaz en los valores muy bajos del
momento de retroceso.

Este parece ser un campo en el que el formalismo que se ha desarrollado para este trabajo
podria hacer algunas contribuciones interesantes.
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CAPITULO 7
RESUMEN Y CONCLUSIONES.

Puede decirse que todos los objetivos planteados se han alcanzado de manera satisfactoria.

En primer lugar hay una tarea mas bien mecanica que se ha cumplido completamente, la cual
es desarrollar los elementos de matriz correspondientes a los 8 diagramas de Feynmann de
tres veértices correspondientes a este caso, y luego obtener las expresiones para el célculo de
todas las contribuciones posibles que integran la seccién eficaz en este orden de
aproximacion.

El problema es de mucha complejidad préctica por el gran nimero de posibilidades que
resulta de la existencia de tres particulas, agravado por la indistinguibilidad entre dos de ellas,
y ha requerido, primero, que se encuentre una manera util e inequivoca de tratarlas, lo que se
ha logrado identificandolas como:

electron menos energético,
electrdn més energético,
positrén.

Si bien esta clasificacion obedece a una idea que puede considerarse implicita en toda la
literatura sobre el tema, vale destacar que no ha sido explicitada de esta manera hasta este
momento, de manera que éste ha sido un planteo novedoso, e imprescindible para un manejo
inequivoco de las expresiones que resultan para las contribuciones a la seccién eficaz
diferencial escrita en términos de diferentes variables escogidas entre todo el espectro de
posibilidades.

Adoptar esta denominacion permite dejar a un lado las dificultades conceptuales que
subyacen en la cuestion planteada por la mayoria de los autores, sobre si es muy probable o
no, en determinadas circunstancias, que uno de los electrones sea o no el de retroceso: en el
marco de la electrodindmica cuantica el electron entrante es aniquilado en un vértice del
diagrama de Feynmann que se considere, en el cual un nuevo electron es creado.

Ninguno de los salientes es el entrante. Formalmente tenemos derecho a denominar “de
retroceso” al electron menos energético, pero no a pensar que tal vez es el mismo que existia
previamente!

Una vez tomada esta decision sobre la forma de identificar a las particulas del triplete, se han
desarrollado y puesto a punto las expresiones y mecanismos de integracion de las
contribuciones a la seccion eficaz diferencial escrita en términos de las variables dindmicas de
cualquiera de las particulas, lo cual se ha organizado de manera natural en una contribucién
dominante, y nueve correcciones sobre ella para cada caso.

En el célculo de la seccion eficaz siempre hay una particula cuyas variables se pueden
reemplazar en términos de las otras dos aplicando la conservacion del cuadrimomento, y ésa,
en la casi totalidad de este trabajo ha sido la 3, que es el positron.

Luego se ha procedido a la integracion sobre las variables de la particula 2, que en el Capitulo
5 ha sido el electron mas energético, y en el 6° ha sido el menos energético.

De esta manera en el Capitulo 5 se han estudiado propiedades del electrdn menos energético,
a través de la seccion eficaz diferencial escrita en términos de las variables de ese electron,
que en este caso fue el 1. Y en el Capitulo 6 se han estudiado propiedades del electron mas
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energeético, a traves de la seccion eficaz diferencial escrita en términos de las variables del
electron 1, que fue el mas energético en ese capitulo.

Con esta forma de identificar las variables, entonces, como se ha dicho, luego de una
integracion trivial sobre d*ps, se ha procedido siempre a la integracién sobre d°p,, la cual se
realiza analiticamente sobre 6, como se explica en el Capitulo 2, luego de que la integracién
sobre ¢, se reemplaza por un procedimiento trivial debido a las propiedades generales de la
interaccion electromagnética en el caso de fotones linealmente polarizados.

Esta integracion analitica sobre 6, hace que, debido a las diferentes formas de presentarse esta
variable en los denominadores, haya un procedimiento diferente para cada uno de los diez
términos que se consideran, segun las férmulas que se muestran en el Apéndice 6.

De manera que este aparato de calculo se ha aplicado en el Capitulo 5 al estudio de la seccién
eficaz escrita en funcion de las variables del electron menos energético, obteniéndose los
elementos que se necesitan para el sorteo de esta particula en una simulacion Montecarlo:

o Una expresion simplificadora que permite incorporar todas las correcciones al término
dominante en la zona de interés, sin calcularlas explicitamente

o Expresiones simplificadoras para reemplazar el calculo del término dominante por
expresiones mas adecuadas para una simulacion Montecarlo, a partir de los desarrollos
de otros autores [25], y [26].

Ademas se ha procedido al analisis de las posibilidades experimentales de determinar la
polarizacion del haz incidente a través de la asimetria en la distribucion azimutal de la
particula menos energética, haciendo los aportes que surgen de nuestros calculos [38],
corroborando las propuestas ya conocidas [25], [26].

Luego el aparato de calculo se ha aplicado en el Capitulo 6 al estudio de la seccion eficaz
escrita en términos de las variables de cualquiera de las particulas del par, definidas
explicitamente como el conjunto del positron y el electron méas energético.

Es este caso se ha realizado un estudio basico de las posibilidades de ambas particulas,
seguido de un calculo de las correcciones de todos los diagramas sobre el término dominante,
encontrandose una expresion simplificadora para evitar el calculo de todas estas correcciones
dentro de cierto rango de valores de las variables.

Hasta este punto podria decirse que la tarea realizada cubre muy bien las necesidades de una
simulacion Montecarlo para fotones de energias superiores a 50 MeV, pero que para la
particula mas energética aln queda pendiente el calculo explicito de todas las contribuciones
para diferentes valores del umbral de deteccién, ya que en razén de la enorme cantidad de
horazls de célculo que insumen, los célculos se han completado solamente para un umbral q, =
m c“.

Pero la tarea mas relevante que se ha hecho con las particulas del par ha sido la aplicacion del
aparato de calculo al estudio de las posibilidades angulares de estas particulas, lo que ha
permitido realizar un andlisis de la influencia de la polarizacién lineal de los fotones sobre
dichas posibilidades angulares, y de alli obtener conclusiones sobre métodos posibles para
determinar experimentalmente dicha polarizacion.

Estas conclusiones avalan las propuestas de polarimetros existentes actualmente, pero en
realidad el aval es parcial, y deja entrever un cierto campo de posibilidades que seria
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necesario explorar mucho mas, y estaria perfectamente al alcance de nuestro aparato de
calculo.

Por otra parte el estudio de las posibilidades angulares de las particulas del par ha mostrado
las posibilidades de interpretar aspectos fisicos de gran parte del fendmeno de una forma
bastante simple, independiente de la parte compleja del formalismo matematico, a través de la
cual puede llegarse a concebir posibilidades que luego los calculos simplemente, o descartan,
0 completan y perfeccionan.

Este analisis ademas ha enriquecido considerablemente las formas de presentar los aspectos
basicos del fenémeno, con un enfoque considerablemente didactico y cercano a los
razonamientos fisicos, como se esperaba lograr.
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APENDICE 1:
Expresion de la seccion eficaz de creacion de pares en el campo de un electron.

Planteo general de la seccion eficaz diferencial

El planteo general cuando se estudia la dispersion de particulas 1 incidentes sobre un blanco
de particulas 2, esta basado sobre una serie de convenciones usuales que permiten el
tratamiento, y que se consideraran aqui.

Supongamos un haz de particulas 1 uniformemente distribuidas en una region lejana, viajando
todas con velocidad v, =V, (—0) hacia la region del blanco, el cual, para comenzar el planteo

puede considerarse una Unica particula 2 fija en el origen de un referencial K.
Se supone que puede distinguirse una region de volumen V en torno a la particula 2 dentro de

la cual es posible la interaccion con las 1. Fuera de esta region cada particula 1 puede
considerarse libre.

Ademaés la densidad n; de particulas 1 por unidad de volumen es suficientemente pequefia
como para que tampoco haya interacciones entre ellas.
Perpendicularmente a la direccion de v, definimos un plano =. Sobre este plano definimos el

elemento de superficie dS, por el cual pasarian dN; = n; v dS dt particulas 1 en el intervalo
dt, en caso de no ocurrir interaccion.

. Trayectoria de 1 si
— o interacttia con 2
[ oy 2 -7 T~
— 7/ ]
1 V1(—0) / -1\
¢ / ‘{@ds \
— /
—) / 2 \
I ~ |
l ~ |
o—> \ I
\ /
— \ /
\
o Y, ., .
— AN ,/ Region de posible
AN .7 interaccion

Figura 1.1: Esquema de la posible interaccidn entre un haz de particulas 1 que inciden sobre un blanco
consistente en particulas 2 en reposo.

El flujo de particulas incidentes por unidad de area y de tiempo, |, estaria dado por:
_dN;
dtdS

lo n, v,



75

Ahora bien, si P es la probabilidad que tienen estas particulas 1 que pasarian por dS de
interactuar con la 2 (aunque no lo especifiquemos P es funcion de todas las caracteristicas de
ambas particulas, de v, , y también de la ubicacion de dS), entonces el nimero de particulas

dNj, que interactuaron en el intervalo dt y que de no haberlo hecho hubieran pasado por dS
(sin interesar si lo hicieron o no) esta dado por:

dN1|: PdN1: P |o ds dt

Ahora bien:

Para cada elemento de seccidén transversal dS, se define la seccién eficaz diferencial, do,
como el producto P dS:

do=PdS
De manera que:
|0 do = leI
dt

Es decir que la seccidn eficaz diferencial es, para cada dS, el cociente entre el nUmero de
interacciones que sufren por unidad de tiempo las particulas que hubieran pasado por alli de
no existir el centro dispersor, por cada particula dispersora 2, y por unidad de flujo incidente
lo.

Lo que ocurre a las particulas 1 que interactian depende del fendmeno que se considera: en el
caso de este trabajo la particula 1 es un fotdn antes de entrar en la region de volumen V, y
luego de alejarse de alli es un par electron positron viajando cada uno por separado como
momentos p, y p; orientados en distintos angulos sélidos dQ, y dQs.

Es claro que cada elemento do depende del dS que le corresponde, y puede ser escrito en
funcién del movimiento de las particulas emergentes mas alla de la region de interaccién, pero
eso Nno interesa aqui, ya que sera hecho donde corresponda a lo largo del trabajo, a partir en
cada caso, del elemento de volumen del espacio fasico, d3p’,-, al cual corresponden los estados
cuanticos posibles posteriores a la interaccion.

Lo que interesa aqui es poder escribir la probabilidad de interaccidn en cada punto, a partir de
los elementos de matriz de la interaccion entre los estados iniciales y finales.

Probabilidad de transicion y seccion eficaz diferencial

Consideraremos la situacion de un haz de particulas incidentes consistentes en fotones de
energia o linealmente polarizados, que inciden sobre electrones en reposo. El indice i indicara
cada una de estas particulas.

El estado final esta dado por el estado cuantico de tres electrones (dos negativos y uno
positivo) cada uno con momento p' orientado dentro del angulo solido d<;’.

El proceso de transicidn desde el estado inicial a cada estado final posible estd comandado por
una probabilidad de transicion por unidad de tiempo, w, que para cada diagrama de Feynmann
estd dada por Mandl & Shaw [18]:
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w= Vs s - [T | M || L2

j leptones
En donde:
o Ves el volumen (en teoria infinitamente grande) en el cual tiene lugar la interaccion,

o &"es una delta de Dirac cuadridimensional que da cuenta de la conservacién del
cuadrimomento,

o Elindiceitomavaloresly?2,yeljl, 2,y 3, indicando respectivamente cada particula
inicial o final, mientras que los leptones se cuentan indistintamente iniciales y finales.

o Mes el elemento de matriz correspondiente al diagrama de Feynmann que se
considera,

o Estan sobreentendidos los indices indicativos de la polarizacion y demas detalles de
cada estado, los cuales no se indican, pero claramente M depende de todos ellos,

Para nuestro caso particular esta expresion queda:

1 1
V?om 8V°E|E, E,
1 - 1 m3 |M|2
o V*E]E,E,

w= V(2 7'5)454(pr’—pi)4 16m4|M|2

= 2n)* 8% (Zpr - i) 5

Esta es la probabilidad de transicion desde el Gnico estado inicial, a cada uno de los estados
finales, de manera que deberemos considerar que para cada particula (y para cada

polarizacion) el nimero de estados entre p; y P +dp;esta dado por:
3/
Vd°p|
(2m)’

Ahora bien, la seccidn eficaz diferencial do escrita en términos de los estados dindmicos
finales de las particulas producto de la interaccion, p;, p5,, Y P3, es el ritmo de transicion

hacia el conjunto de estados en d*p; d®p’, d*p), por cada centro dispersor y por unidad de flujo

incidente, de manera que considerando un electron dispersor en el volumen V, y teniendo en
cuenta que el flujo de fotones por unidad de area y tiempo es 1/V (no olvidar que ¢ = 1),
podremos escribir:

vdip’
dG:W VH (27‘[)3J
i
1 1 2 Vd°p
o) V4E! Er E! m3| | H (2 3J
1E2E3 )

]

= 2n)*8'(Zpr - pi) 5

3 1 dS ’ d3 ’ d3 i
= m - [")1 E)Z ?3 84( pr’fpi) |M |2
20 (2m)° E, E, E,
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Y teniendo en cuenta que los elementos de matriz de diagramas de tres vértices como los que

nos ocupan estaran precedidos por el factor e, y que iran elevados al cuadrado, podemos
incorporar los factores que contienen las potencias adecuadas de e:

e’ e’
4r dtm
Con los cuales quedara la expresion basica (2.1) de nuestro trabajo:

o

2
ary

dSp! d3pr d3p! 4m6
do = 1 2 3 84 z 5 . |M |2
T irem E| E, E, VPP
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APENDICE 2:

Valores extremos de p,, dados p; y 0.
A continuacion el programa de Maple con el calculo de las expresiones.

> "CALCULO DE LOS VALORES EXTREMOS p2a y p2b, RESOLVIENDO LA
ECUACION DE SEGUNDO GRADO C?2 = p2”2 G ":

>

> El1:="E1l': E2:='E2': pl:="'pl': p2:='p2':

:=(omega+l) * (E1+E2-1) -E1*E2-omega*pl*cos (thetal) :

>
>
> C

> G:=omega*omega+pl*pl-2*omega*pl*cos (thetal):
>
>

solve (C*2- (E272-1) *G,E2) ;

(0’ Bl —2F1 + wplcos(01) —3 wEI + o pl cos(01) + o EI* 4+ 2 w + EI”
— Elwplcos(01) + 1+ o
+ (20 p1> — 2w plcos(01) +2pl° ® cos(61)
—4(1)3p12 cos(GI)2 -+ (.04p12 cos(@l)2 — 20.)p]3 cos(67) —|—2p12 w EI?
— 2 plP o El+pl®> o EI’ —2®EIpl®> + o + 2o plcos(61)
+aAw Elplcos(61) +pl*+ o E +2w EI° — 2w EI —2 o EIl
+2w Elplcos(61) —2pl° El wcos(01) — 2 pl° o Elcos(61)
+ a4 pllcos(01) El — 2w Elplcos(01) —2w EI*plcos(61)
— 4w plcos(61) EI?+4w pl®cos(01)° El + pl* o cos(61)°
— 2w pi’ cos(61)3)1/2)/(—2 wWElI+1—pl> +EI> —2FEl+2»
+2wplcos(01)), (> El —2 El + wpl cos(01) — 3 w E1
+ @ plcos(01) +wE? +2w—+ EI° — El wpl cos(01) + 1 + o
— (2w pi>? — 2w plcos(01) +2p1° ®» cos(61)
—dw p1’cos(01)’ + o pi®cos(01)° —2wpi® cos(61) + 2 p1°> wEL?
—2plP w0 El+pl’ o EI’ —2®EIpl®> + o + 2 plcos(61)
+aw Elplcos(01) +pl* +w EI +2w EI° — 2w EI —2w EI
+2w Elplcos(61) —2pl° El wcos(01) —2pl° o Elcos(61)
+aw pilcos(01) El — 2w Elplcos(01) —2w EI*plcos(61)
— 4w plcos(01) EI> + 4w pl?cos(01)° El + pl* o cos(01)°

— 2w pl’ cos(91)3)]/2)/(—20)E1—|— | —pl> + EI> —2FEl+2w®

+ 2 mplcos(67))
>
> E2b:=(-2*El+omega*El1*2-3*omega*El-
omega’2*El+omega”*2*pl*cos (thetal)+2*omega+omega”2-
El*omega*pl*cos (thetal)+l+omega*pl*cos (thetal)+E1*2+sqrt (-
2*pl*3*omega”2*El*cos (thetal) -2*pl*3*El*omega*cos (thetal) -
2*pl*2*omega”2*El+pl*2*omega”2*E1+2+2*pl*2*omega*E1*2+2*pl+3*0o
mega”*2*cos (thetal) +pl*4*omega”2* (cos (thetal) ) *2-
4*El1*2*omega”2*pl*cos (thetal)+2*omega*3*El*pl*cos (thetal)+4*om
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ega”2*El*pl*cos (thetal)+4*omega*3*pl*2* (cos (thetal) ) *2*E1-
2*omega”3*pl*cos (thetal) *E1*2+4*omega*2*pl*2* (cos (thetal) ) *2*E
1-2*omega*El*pl*2+2*omega*3*E1*2-2*omega*4*El-
2*omega”3*El+omega*4*El1*2+omega’4-
2*omega”4*pl*cos (thetal) *El+omega”*4*pl*2* (cos (thetal) ) *2-
2*omega”3*pl*cos (thetal)+2*omega*4*pl*cos (thetal) -
2*omega”3*pl”3* (cos (thetal) ) *3-4*omega*3*pl*2* (cos (thetal) ) *2-
2*omega*pl”~3*cos (thetal)+2*omega*2*pl*2+pl”4)) /(-
2*omega*El+1+2*omega-2*E1+E1*2-pl*2+2*omega*pl*cos (thetal)):

>

> E2a:=(-2*El+omega*El1*2-3*omega*El-

omega”2*El+omega”“2*pl*cos (thetal)+2*omega+omega’2-
El*omega*pl*cos (thetal)+l+omega*pl*cos (thetal)+El1*2-sqrt (-
2*pl~*3*omega”2*El*cos (thetal) -2*pl*3*El*omega*cos (thetal) -
2*pl*2*omega”2*El+pl*2*omega”2*E1*2+2*pl*2*omega*E1*2+2*pl*3*0
mega”*2*cos (thetal) +pl*4*omega”2* (cos (thetal) ) *2-
4*E1*2*omega”2*pl*cos (thetal)+2*omega”3*El*pl*cos (thetal)+4*om
ega”2*El*pl*cos (thetal)+4*omega*3*pl*2* (cos (thetal) ) *2*E1-
2*omega”3*pl*cos (thetal) *E1*2+4*omega”*2*pl”2* (cos (thetal) ) *2*E
1-2*omega*El*pl*2+2*omega*3*E1*2-2*omega*4*El-
2*omega”3*El+omega”4*El1*2+omega”4-
2*omega”4*pl*cos (thetal) *El+omega”4*pl~*2* (cos (thetal)) *2-
2*omega”3*pl*cos (thetal)+2*omega*4*pl*cos (thetal) -
2*omega”3*pl”3* (cos (thetal) ) *3-4*omega*3*pl*2* (cos (thetal))*2-
2*omega*pl”~3*cos (thetal)+2*omega*2*pl*2+pl*4)) /(-
2*omega*El+l+2*omega-2*El1+E1*2-pl*2+2*omega*pl*cos (thetal)) :

"VERIFICACION DE LAS RAICES E2a y E2b ":

El:=sgrt(pl”2+1):

VVVVVYV

E2:=E2b: simplify(C*2-(E2b%*2-1)*G);
0

E2:=E2a: simplify(C*2-(E2a”*2-1)*G);
0

\%

"CALCULO DE p2a y p2b ":
El := 'E1l':
P2B := sqrt(E2b*2-1);

vVVYV
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p2B =
((—0)2E1—2E1+0)p1 cos(B71) —3 ®»EZ +0)2p1 cos(©7)
+wEI’ +2w+ EI? — Eloplcos(07) +1 +
+ (2w p1®2 — 2w plcos(01) + 2p1° w cos(61)
—4(,03p12 cos(91)2 -+ (,04p12 (:05(91)2 —2(x)p13 cos(07) + 2p12 w E71°
—2plP @ El +plP o EI? —2wEIpl®> + o + 2w plcos(67)
+aw Elplcos(0l) +pl* + o EI’+2w EI? — 2w EI —2® EI
+ 2w Elplcos(01) —2pl° Elwcos(01) —2p1°> o EIcos(61)
+aw pi1Zcos(01) El — 2w Elplcos(01) —2w EI?>plcos(61)
—40.)2p1 cos(01) EI? —|—4(1)2p12 cos(9])2E] + pr1? @ cos(91)2

1/2
— 2w pidcos(01)?) ) (-2wEI+1—pl> + EI> —2FE]l +2»
1/2

+—2(D;11cos(91))2 —-1)
> p2A := sqrt(E2a*2-1);

p2A =
((—Q)ZEI — 2 FEIl +wplcos(BO1) —3 wEI —|—0)2p1 cos(07)
+ wEI>+2w+ EI> — Elwplcos(01) + 1 + o
— (2 (n)ZpI2 —20)3p1 cos(©7) —|—21013 o cos(©7)
—40)3p12 cos(GI)2 -+ 0)4p12 cos(GI)2 — 2(.0p13 cos(O7) + 2p12 w EI?
— 2 plP O El+plP o EI? —2®EIpl® + o + 2o plcos(61)
+aw Elplcos(01) +pl* +w EI°+2w EI? —2w EI — 2w EI
+ 2w Elplcos(01) —2p1° Elmcos(61) — 2 pl° o EIcos(61)
+ a4 pi2cos(01)° El — 2w Elplcos(01) — 2w EI%plcos(61)
—4(02p1 cos(071) EI* + 4(:021?12 cos(61)2E1 + p1* > cos(@])2

1/2
— 2w pi1®cos(67)”) ) (- 2wEI+1 —pi1> +EI> —2FEI]l +2®»
1/2

+—2(Dlllcos(61))2 —-1)

>

>

> p2a:= (1/4*(-1-2*omega-omega”2-E1+2-

omega”2*pl*cos (thetal)+2*E1-

omega*pl*cos (thetal)+El*omega*pl*cos (thetal)+omega*2*El-
omega*El1*2+3*omega*El+ (-1-2*omega+2*El-2*omega®2-2*pl~2-
2*omega”3*pl*cos (thetal)+2*omega”*4*pl*cos (thetal)+E1%4-
2*E1*3+6*omega”*2*El*pl*cos (thetal)+2*El*omega*pl*cos (thetal) +4
*omega*El-2*omega”2*pl*cos (thetal) -
omega”2*pl”*2*cos (thetal) *2+omega*4*El1*2+omega*2*E1*4-
2*omega*pl” 2+2*El1*plt2-
2*omega”3*pl~3*cos (thetal) “3+omega*4+omega*4*pl”*2*cos (thetal)”
2-4*omega”3*pl~*2*cos (thetal) *2-

2*omega*pl”3*cos (thetal)+2*omega*3*El*pl*cos (thetal) -
2*El1*2*omega”2*pl*cos (thetal) -

2*El1*3*omega*pl*cos (thetal)+4*omega*3*pl*2*cos (thetal) *2*El-
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2*omega”4*pl*cos (thetal) *E1-
2*omega”3*pl*cos (thetal) *E1*2+4*omega*2*pl*2*cos (thetal) *2*E1+
El*2*omega”2*pl”*2*cos (thetal) *2-

2*El1*3*omega”2*pl*cos (thetal)+omega*2*E1*2+2*omega’*2*El-
2*omega”3*El-2*omega’4*El+2*omega*3*E1*2-
2*El1*3*omega”*2+2*El”*4*omega-
4*E1+3*omega+2*omega*El*pl”*2)*(1/2))*2/ (omega*El-omega-
omega*pl*cos (thetal)-1+E1l)~2-1)*.5:

>

>

> p2b:= (1/4* (-1-2*omega-omega’2-E1°2-

omega”2*pl*cos (thetal)+2*El-

omega*pl*cos (thetal)+El*omega*pl*cos (thetal)+omega*2*El-
omega*El1*2+3*omega*El- (-1-2*omega+2*El-2*omega*2-2*pl~2-
2*omega”3*pl*cos (thetal)+2*omega”4*pl*cos (thetal)+E1%4-
2*E1”*3+6*omega”2*El*pl*cos (thetal)+2*El*omega*pl*cos (thetal) +4
*omega*El-2*omega”2*pl*cos (thetal) -
omega”2*pl”*2*cos (thetal) *2+omega*4*El1*2+omega*2*E1*4-
2*omega*pl”2+2*El*pl*2-
2*omega”3*pl~*3*cos (thetal) *3+omega*4+omega”4*pl*2*cos (thetal)*
2-4*omega”3*pl”*2*cos (thetal) *2-

2*omega*pl”*3*cos (thetal)+2*omega”3*El*pl*cos (thetal) -
2*El1*2*omega”*2*pl*cos (thetal) -

2*El1*3*omega*pl*cos (thetal)+4*omega*3*pl*2*cos (thetal)*2*El-
2*omega”4*pl*cos (thetal) *El-
2*omega”3*pl*cos (thetal) *E1*2+4*omega*2*pl*2*cos (thetal) *2*E1+
El*2*omega”2*pl*2*cos (thetal) *2-

2*El1~3*omega*2*pl*cos (thetal)+omega”2*E1*2+2*omega”2*El-
2*omega”3*El-2*omega*4*El+2*omega*3*E1"2-
2*E1”*3*omega”*2+2*El1*4*omega-
4*E1+3*omega+2*omega*El*pl”*2)*(1/2))*2/ (omega*El-omega-
omega*pl*cos (thetal)-1+E1)~2-1)+.5:

>

"VERIFICACION DE QUE p2a y p2b SON CORRECTOS":

El := sqrt(pl”®2+1):

>
>
>
> simplify (p2A-p2a) ;

> simplify (p2B-p2b) ;
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APENDICE 3:
Variacion ¢,; mientras 0, recorre su rango de validez.

Los extremos x* del intervalo X~ < x = c0s0; < x", que estan dados por (2.14), son las raices
de F(cosB,) = 0, y por lo tanto corresponden a seng,; = 0, es decir, a cosg,; =1 0 —1.

Ahora bien, en la expresion (2.8”), con p; 01 y p2 fijados dentro de sus respectivos rangos,
valuemos x en la menor raiz (x’, que corresponde al mayor 6,), y supongamos, para ver que
no es posible, que cosg,;= +1:

(o — p1 €0SO1) p2 c0sO, — C = p1 P2SeNO; senb,~

Ahora bien, cuando se evalle la expresion en la otra raiz, 8,", aumentara levemente cose,
mientras disminuye sen6,, y dado que todos los términos son positivos, ya la expresion no
podré verificarse. Esto significa que para esta nueva raiz cose,; no podré valer +1. Pero
tampoco podréa valer —1, porque ello implicaria hacer negativo el miembro derecho, mientras
el izquierdo simplemente habria aumentado de valor sin cambiar de signo.

De manera que, para X = X necesariamente se tiene cosgz1=—1, y ello significa que se
cumple:

(o — p1 €0S0O1) p2 €0SO,  — C =—p1 p2Send; senb,”

Ahora tenemos que el primer término del miembro izquierdo debe ser menor que C, y cuando
se evalle la expresion en la otra raiz, 0,, al aumentar levemente cos6, , eso podra resultar en
que, o bien:

a) Todo el miembro disminuya en valor absoluto, conservando su signo negativo, lo cual
correspondera a que se mantenga la igualdad mientras disminuye sen6,, con cose,; = -1,
O bien,

b) Cambie el signo del miembro izquierdo, lo cual correspondera a que cosg,; = +1.

Vale decir que al efectuar explicitamente los calculos se verifican estos resultados.
Efectivamente se encuentra, para 8, = 0,", que en la gran mayoria de las situaciones cos¢; =
+1, y en algunas pocas aparece el signo menos (mientras, por supuesto, que siempre se
obtiene cosg,; = —1, para 6, =0;).
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APENDICE 4:
La seccidn eficaz diferencial de Boldyshev.

En muchas partes de este trabajo se utilizan las funciones desarrolladas por Boldyshev [15]
para expresar la seccion eficaz diferencial correspondiente a los diagramas de Borsellino sin
intercambio de electrones, expresada en funcién de las variables A y X, referidas al electrén
de retroceso, designado con el indice 1.

Es decir, Boldishev presenta las funciones que aqui designaré por razones de compatibilidad
practica con la hoja de célculo Maple: 61(A% X), y 62(A%, X), numeradas (37) y (38)
respectivamente por Boldyshev, para expresar la seccion eficaz (4.17) como:

do={ 2—1n G1(A% X) + P 62(A% X) cos(2 ¢1) } dA?dX dgs

Siendo X valor absoluto del cuadrado del cuadrimomento de retroceso, y A” el cuadrado de la
masa invariante del par, variables ambas que pueden ser expresadas en términos
exclusivamente de las variables del electron de retroceso:

X=—-g’=2m(E1—m)
N = —2(E; —m)(w+m) +2wp; oSO (1.15%)

Cuando es necesario, un cambio de variables ( A%, X ) — (p1, 01) permite utilizar estas
funciones para todos los calculos que lo requieren en diferentes partes de este trabajo.

Asi por ejemplo, la expresion dogigysnev/dps utilizada en el capitulo 5, es exactamente la que
se obtiene haciendo el cambio de variables en 1(A? X), y luego integrando sobre 6.

Ademas Boldishev ha presentado las integrales indefinidas de estas funciones sobre X,
numeradas como (50) la que corresponde a 2, y (51) la que corresponde a o1, las cuales
también han sido de gran ayuda para muchos calculos en este trabajo, porque las expresiones
son bastante largas y trabajosas para manipular.

En este trabajo todas esas manipulaciones se han llevado a cabo a través de hojas de calculo
Maple, y en este Apéndice se reproduce la hoja de calculo en la cual se definen todas estas
funciones.

> "Se presentan la seccién eficaz diferencial de Boldyshev
independiente de la polarizacién, (37), y dependiente de la
polarizacién (38), en funcién de las variables X y Delta.
También se presentan las integrales indefinidas sobre X, (51)
y (50) respectivamente, y las variables asociadas. Se han
corregido signos y otros detalles del trabajo de Boldyshev, y
se han escrito las funciones en unidades de alfa r0%2. Omega
estd representado por w ":

>
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> beta := 'beta': X := 'X': w := 'w': Delta := 'Delta': El1 :=

'El': pl := 'pl': Sigmat := 'Sigmat': Sigmal:='Sigmal': cl :=
'el': €2 = 'e2': e3 = 'e3': ¢4 := 'c4': L1 := 'L1': Y:='Y":

>

> "sigmal es la parte independiente de la polarizacion (37): sigmal = dsigma(t) / dDelta dX

> sigmal:= beta* ((2-X)* (cl+4* (c3-c2*X)/ (Delta”*2+X)*2) -
4*w* (2*w-Delta”*2-X) *X* (cl+4* (c3-
cd*X) / (Delta”*2+X)*2) / (Delta”2+X) *2) / (2*wr2*X"2) ;

o=t g | (s HE=2)
WX (A" +x)
4w@w—AAn@Xﬁd+££%:ﬁ%l
B (A" +x)
2
(A + x)
>
> "sigma2 es la parte dependiente de la polarizacion (38) : sigmal = dsigma (1)
/ dDeltd® dX "
> sigma2:= -2*beta* (Delta”2+X*2/24+2*L1* (X+1)) * (X*2* (2*w+1) -

2*X* (2*w~2-Delta”2* (w+l) ) +Delta*4) / (Y 4*wr2*X 2) ;

1 2 1 - 2 2
02:=-—— 2@3(A—+;X’+2U(X+lg(X(2w+1)—2X@w
Y w X
2 4
—A(w+1ﬁ+A))
> Y := Delta”2+X;

Y:=A2 + X
> "Fl es (51), la integral indefinida sobre X de sigmal":
> Fl:= -beta* ((4* (2*w* (w-(1/2) *Delta”2) *cl+2*c2+c3* (1+ (4* (1-
w) ) /Delta”2+ (8*w*w) /Delta”4))) *log(X/Y) /Delta*4+cl*log (X)+ (2* (
cl+4*c3/Delta”4)) /X+(4* ((2*w*w) *cl/Delta”*2+ (1+2/Delta”2) *c2+c3
* (1+ (2% (1-
2*w)) /Delta”2+ (8*w*w) /Delta”4) /Delta”2)) /Y+8*w* (c3* (2*w-
Delta”2) /Delta”4-
cd) /Y 2+ (32*w*w) * (c3/Delta’2+cd) / ((3¥Y*Y) *Y)) / (2*w*w) ;
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Fl:=
L gl L4 2w(w—iA2)c1+2c2+c3 1+ 20w
2 A 2 A
2 (er+ 28
8 w’ X A
+ ) In = 4+ clIn(X) + 5%
A A+ X
2
3|1+ 2U 2wl | Bw
2w el 2 A A
4 =41+ 5 |2+ -
A A A
+ 2
A+ X
2w—A
8w c3 ( M; ) —c4 W 1%; + c4
A 32 A
+ - 5 - - 5
(A" +x) (A" +x)
>
> "F2 es (50), la integral indefinida sobre X de sigma2":
> F2:= -2*beta* ((2*L1l* (2*Delta”2-Delta’4+4*wr2-

2*Delta”2*w)+2*Delta*4+4*Delta”*2*w”2-
2*w*Delta”4) *log (Y/X) /Delta”8-
(Delta”2+2*L1l) / (X*Delta”4)+ (2*L1* (Delta”~4-Delta”2-
4*w”r2+2*Delta”2*w) -Delta”*4-4*Delta”*2*w”2+2*Delta*4*w-
Delta”6* (2*w+l) /2) / (Y*Delta”6) + (2*L1*w* (-2*w+Delta”2-
Delta”4) /Delta”4-
2*w”2/Delta’*2+w+w* (2*w+Delta”2) /2) /Y 2+4*w 2% (2*L1* (1-
1/Delta”2)-1-Delta”2/2)/ (3*Y*3))/ (w*w) ;
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F2:=
-L12p %[(uz(2A2—A4+4w2—2A2w)+2A4+4A2w2
w A
2 2
o (A +x A +2L1
—2wA ) In - .
X XA
+2+6(2L1(A4—A2—4w2+2A2w)—A4—4A2w2+2wA4
(A" +x) A
—%A6(2w—|—1))
2 4 2
20Liw(-2w+A" —A
w vt )_22 twt 4 w(2w+a’)
A A 2
+ —
(A" +x)
w2er (1= ) -1-L1 4
4 A 2
+-§ 2 3
(A" +x)

"Verificacion de que F1 es la integral de sigmal®
simplify (diff (F1, X)-sigmal);
0

"Verificacién de que F2 es la integral de sigma2":
simplify (diff (F2, X)-sigmaZ2);
0
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APENDICE 5:

Célculo de los elementos de matriz correspondientes a los diferentes diagramas de
Feynmann.

Ab5.1.- Diagramas de Borsellino.

&) g 2 V(@)  GaK) Kk P u,(,)

Urz ([32) Vr3(ﬁ3)

p p - sy P p
' U, (p,) U, (p) '

() (b)

Url(p.l)

Fig. A5.1: diagramas de Borsellino con todos los elementos que se utilizaran para plantear los
elementos de matriz correspondientes. En (a) se plantea interaccién del electrén de retroceso con
el positron, y en (b) con el otro electron. No se considera la indistinguibilidad de los electrones del
triplete.

Elemento de matriz diagrama (a):

May,,,., = (8)° Ty(B) 7" U (B) i Drnl@) To(By) v 1 Se(P) £(K) Vio(Bs) (1)

Teniendo en cuenta que:

. _Ig v
I DFuv(Q) = —zu (2)
q
c oy H(p+mM) K—p,+m
S = = 3
I F(p) ﬁz_mz | —2kp3 ()
£,(K) = 7" & (K) (4)
La expresion anterior queda:
. 1 N - .y K=p,+m ~
ie? ?&a(k){uﬂ(pl)y“ u,(®) } g {0 (5,) v 2ﬁ3p ¥ Ve(@)} ()
3

En donde se ve claramente la separacion en dos llaves, la primera correspondiente a la linea
fermionica p—p1, ylasegundaala psz-p - p2.

Dado que los dos diagramas comparten la linea fermionica p — p; , para el diagrama (b) sélo
cambiara la segunda llave, y se tendra lo siguiente.

. 1 N S - oy o p—K+m ~
Mb,, . =Ie3q—zssa(k>{uﬂ<pl)y“ 0, @} 0w {0,3,) v P20 v v 60} 6)

2kp,
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Y la suma de estos elementos sera:

Mq, hiyry —
¢ o {000 00 Yo 0 [ P
vK=p;+m
Y’ —2 K b, Y ] rs(ps)} ()
) egs_zrgm(ﬁ){uﬂ(m 70, (B) 39 U, (B,) L™ Vo (P2) } (7)

Donde, siguiendo la notacion Boldyshev [25], [26], denominamos L al corchete recto, es
decir:
w_ o P,—K+m Vo K—p,+m

8
2kp, ! 2kp, ®

De manera que en (7) o (7°) tenemos el elemento de matriz correspondiente a los dos
diagramas considerados, M, 1. 2. 13 , €l cual depende de todas las polarizaciones, como lo
indican sus indices.

A continuacién se debe calcular el médulo cuadrado de este elemento:

My M5, = e 8;‘1(” B0 L5870, () H U0, L v, (0.) }
{9 7 u, (3 Hu (0) v ua ) }
- Lol 8;"‘4(R) Bl 5,670, @ Hu @) v uae)}
{02 L™ Vo (B0) H{Via(B) L upa(B2) } )

En donde

[0 =40 (L) 40 = 4* pz_k+myﬁ+ pK—p;+m )
2kp, 2k p,

Es necesario sumar sobre todas las polarizaciones de los fermiones salientes, y promediar

sobre las del electron inicial, para obtener un elemento que sélo dependera de la polarizacién

del foton incidente (dada por el indice s).
Para efectuar el calculo se aplican las relaciones usuales:

m

Zur@)m(ﬁ):% y Zvr(ﬁg)vr@g):p;;nm (10)

Resulta:

A Z srr1r2r3 srr1r2r3

I rors
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e SSQ(I;)Zsrsr[:(l;) guvgp), Tr{(lerm)y (p+m)yp} -I-r.{(m2 +m) L““(pg, m) Lﬁk}

_¢ ®e, (K) 8sﬁ(k) 995 1, {®
1

m)y* m) y°
2 g +m)y* (p+m)y°}

o« P—K+m » P, —K+m B
Tr m)y* —=—— -m) Yy ——
X {(pz+ )Y 2kp, 7 (ps—m) y 2kp, Y

o P, —K+m | K—p,+m
+(p, +m)y p22k—py (g —m) Yﬁzi—sp g
2 3

v K=p,+m
+ +m)y’ ———— -
(P2 +m)y 2k s 7 (Ps Y 2kp,

vk_pz'H“ o Bk_p3+“| Y
+ m _— -m _— 11
(P, +m)y 2Kk p, v (Ps )Y 2k p, Y} (11)

m) A IZ)Z_k—'—m,Y[3

e €50 (k) SSB(k) guvgpx Jpp TOLBV)\,
32m'q’

(11°)

En donde se han utilizado J y T (con indices) para designar las trazas:
1= Tri(p,+m)y*(p+m)y°} (12)

T = Tr{(p, +m) L™ (p, —m) "} (12°)

La traza T puede descomponerse en diferentes sumandos segln su denominador, que es quien
luego determinara el algoritmo de integracion correspondiente:

— —K+m
TV = Ty )y P2 V(p.—m) v P2 XM 5 12a
{ @, +m)y Tip 1 Pemm R F} (122)
K—p,+m p, —K+m
Tbank =Tr m) " 3 o m p¥o TP 12b
{ @, +m)y 2y Pemm Y ka '} (12b)
by o p,—K+m ;+M
TcB”:TT{m2+meB%?———Y(%— )Y } (12c)
P,
. cK=p,+m K—p,+m
Td® = Te{ (p, + m)y T %p v (ps—m)y’ p3 v} (12d)
3

Es posible unificar los términos b y ¢, que tienen el mismo denominador, en un término bc:
TbCank — Tbochk + -I-Cotﬁvk

Para simplificar el calculo de este término es posible aplicar Tr(A B C ...D)=Tr(D ...C B A)
=Tr(A D ...C B), para mostrar que Tb es igual a Tc si se trasponen los indices v<>A y a<>f:
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TP = TP (13)
De manera que:
The?P* = Th™" + TP (14)

Por ultimo es importante calcular los denominadores de T:
kpz2 = o (E2 — p2 C0SOy) (15)
k ps = o (E3 — p3 c0sO3) (16)

Las expresiones (15) y (16) sirven para mostrar claramente que ninguno de ambos
denominadores puede anularse en ninguna condicion.

Ahora bien, en los célculos que efectivamente se hacen, ps; es reemplazado en términos de los
demés momentos a partir de la ley de conservacion (k + p = p1 + p2 + p3).

Expresando de esta manera ps, resulta:
kps = (m-E;—E; + p;1c0sO; + p, €0SH,) a7

Una vez fijados p1, 61, Y p2 dentro de sus respectivos intervalos (correspondientes a la
conservacion del cuadrimomento), (17) expresa el denominador (k ps) como funcién lineal de
la variable de integracion x = cos0,, y permite escribirlo en la forma ctex(x — Hs), necesaria
para ese procedimiento.

Efectivamente, (17) puede reescribirse como:
kp; _ cos0, — E,+E,—p,cos6, —m
®p, P2

De (16) se obtiene que el miembro izquierdo es positivo, y por lo tanto, si todas las variables
estan dentro de su intervalo de validez, dado que el primer término del miembro derecho es
positivo y menor que 1, el segundo, que es claramente positivo, al cual denominamos Hs,
debe cumplir con:

(17°)

P2

Tenemos ahora que Hs es un valor constante para la integracion sobre 0,, fuera del intervalo
de integracion (Hs < x7), con el cual podemos escribir:

K p3 = o p2 (oSO, — Ha) (19)

H; =

< C0s0- (18)

De esta manera, al efectuar la integracion sobre 6,, con el cambio de variable x = cos6,, los
términos que tienen k ps y (k ps) en el denominador, extrayendo adecuadamente el factor
® P2 , darén lugar a integrales con (x— Hs) y (x — Hs )? respectivamente en el denominador.

Y de manera similar pero mas sencilla, los términos que tienen k p, y (k p2)? en el
denominador, extrayendo adecuadamente el factor ® p,, dan lugar a integrales con (H,— x) y
(H, — x)? respectivamente en el denominador, siendo:

Hy=—% (18)
P,
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Ahora se debe introducir la polarizacién (lineal) del haz incidente, dada por el vector P = (P,
0, 0), que determina que el conjunto de los elementos &, &g ordenados adecuadamente
constituya la matriz de 2 x 2, pos = &q&sp, denominada matriz densidad, que para este caso es

(ver Capitulo 4):
1/1+P O
pzi{ 0 1—P} (20)
Utilizando esto para los indices a3 se puede escribir:
Jo TP ps=u+Pv (21)
En donde, utilizando (JT)*" para indicar el producto J,, T*P**:
u= G+ (T
2
vz (JT)ll _ (JT)ZZ
2

Es claro que todo este tratamiento también puede ser hecho con los elementos T**** antes de
efectuar la multiplicacion por J,,. Los resultados se traducen directamente de un caso a otro.

(22)

(22°)

De manera que el elemento designado genéricamente IM|2enla expresion (2.17) de la DCS,
(que incluye la suma sobre todas las polarizaciones de los fermiones salientes y el promedio
sobre las del electrdn inicial, del médulo al cuadrado del elemento de matriz que corresponda
en cada caso), para este caso resulta:

- @b Tiwn | 22 Tl _ 22
IIEE W{JM(f T (23)

En donde el término J,,, (T*** + T?")/2, debe ser u, independiente de ¢z, mientras que el
Joo (THH _T224%y12 debe ser igual a— v cos(2¢1). Obviamente, para que la DCS sea positiva
en todas las condiciones posibles del triplete, debe ser | vo| < u.

Acerca de la notacion utilizada en el calculo

Para proceder a estos calculos es necesario separar los elementos de T**** en funcién de los
diferentes denominadores. Dado que cada L** es suma de dos términos, uno de los cuales
tiene denominador 2kp, y el otro 2kps, al multiplicarse estos elementos como lo requiere el
calculo de T*P** aparecen términos denominados a, con denominador (2kp,)?, términos b, y ¢
(que dzenominaremos bc), con denominador (2kp2)(2kps), y términos d, con denominador
(2kps)”.

Por simplicidad extraeremos o p, como factor comun de los denominadores.
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Es decir, segln estas consideraciones (y sobreentendiendo que ya se paso por el
procedimiento de sumar cada elemento sobre los dos signos posibles del seng,1), la estructura
de cada elemento T**** es;

1 |NumTa®*®™  NumTbc**™¥  NumTd*P

TP = T -+ + ; (24)
oP; |, (kp, 4[ka[kpj 2 kP
wp, @p, J\ ©P, op,
1 NumTa*P*Y NumTbc*P*Y NumTd“P* ,
T 202 7 T + ) (24°)
40°p;, | (H,—X) (H,—x)(x—H;)  (x—H;)

En donde (sobreentendiendo los indices para cada elemento):
o NumT designa el numerador de la parte correspondiente de T,
o a, bc, yd, indican a qué tipo de denominador corresponde el elemento,
o X =c0s0; es la variable que se elige para la integracion sobre 6,,

o Hzy Hsson los valores de x que anularian al respectivo denominador, dados por las
funciones (18) y (18”) de p1, 01, Y p2.

Al efectuar cada uno de los productos J por T indicados en (23), separando los
denominadores, y conservando los indices que corresponden a la polarizacién y los
indicadores a, bc, y d, del tipo de denominador, se obtiene, para cada uno:

af of of
\]p]\, TOLB}LX _ ]2- ; { Xa . n XbC " Xd 2} (25)
4o"p; ((Hy=x)"  (Hy=X)(x—H;) (x—H,)

En donde X simboliza el numerador correspondiente a cada término, obtenido a partir de las
operaciones indicadas, que para este caso serian:

Xa® = gy G Tr{(p, +m)y* (p+m)y"}
x Tr{ (p, + M) v* (p, —K+m) 7" (ps —m)y" (p, —K +m)1"}

Xbe®® = gy gy Tri(p, +m)y* (p+m)y* )
AT+ M)y K= py + M)y (s~ )7+ (p, —K+ M)y}
+Te{ (p, +m)y* (p, —k-+m)y" (B —m) ¥ (K- p, +m)y'} }
XA = g Grp Tri(p, +m)y"(p+m)y°
o Trf (p, + M) 7 (K — p, + M)y (ps — M)+ (K - p, +m)y'}

Si ahora se calcula q*:
a*=(p-p)* (P-pP)a=2m(M-E) - q*=4m’(Es—m) (26)
Finalmente (23) queda:
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Ua - Ubc N ud -
4m® 22 1 (H,=x)"  (H,=x)(x=H;) (x-H,) @
ef 128(E, — m)?w? p> o ( Va_ Ve L Vd ]
(H,—x)>  (H,-x)(x-H;) (x—H,)’
En donde:
Ua =% (Xa'! + Xa%) (27"
Ubc = % (Xbc™ + Xbc??) 7"
Ud = % (Xd** + Xd*) 27"
Va =% (Xa'! — Xa*%) 27"y
Vhe = % (Xbc!! — Xbc?) 7"y
vd = % (Xd* - Xd?) ™)

Con estos elementos podemos escribir la contribucion principal a la seccion eficaz segun la
expresion (2.17), agregando desde este momento la letra B para indicar que corresponde a los
diagramas de Borsellino.

1 d*p dp, 1
dog= ar? : 2 L P 28
5= % J56ma’ 2rE, (E, - m)*-/G p,E, e P ) @8

En donde las Ilaves indicadas representan las siguientes integrales, calculadas en el Apéndice
6 para los diferentes denominadores.

o UBa " usty
{Ius/ve = J' VBa dX+I VBbc dx
o AJ=X)OE =X (H, = %) (k= X)X =x) (H, = x) (X —H,)
UBd
v / VBd dx 29)
+ X=X =x) (x—H,)?

En principio el primer paso de la integracion seria la suma sobre los dos signos de 1, pero
dado que esta suma puede efectuarse antes, durante el calculo de los elementos U y V, se
entiende que todos ellos estan calculados de esa manera (incluyendo la suma sobre los dos

signos de @21).
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Ab5.2.- Diagramas de Borsellino con intercambio de electrones.

8a® 0 vy &Rk Py

P P u@ P z
(al) (b))

Fig. A5.2: Diagramas de Borsellino con los electrones intercambiados, y la misma notacion
anterior. La designacion (a) y (b) corresponde al diagrama original en el cual se produce el
intercambio.

Reproduciendo los procedimientos utilizados en A5.1, ahora encontramos que los elementos

de matriz (al), y (bl), son simplemente los que antes encontramos como (a) y (b),
introduciendo el cambio 1 <> 2 en cada uno:

.31 - ~
I\/Ialsrrlr2 r = IenggS(X(k){UrZ(pz)’YH ur(p)}guv
|

\Y K- m o =
{uap) 7 =5 Va0 }
3

Mb

.31 = ~
Isrrlr2 [ IenggSOt(k){Urz(pz)yH ur(p)}gHV

-K+m ~
PR Y v, }

a P
{Url(pl) Y 2Kk p,

En donde, como corresponde ahora:
2 _
q°=2m(m-Ep)
Y la suma de estos elementos sera:

.31 = #
MBIsrr1r2 I3 = Ieaqzgsa(k){Ur2(p2)yuur(p)}gﬂ\/

a pl_k+m v vk_p3+m o =
Lo =) =7 e = Tva@a

=i e3qlzesa(R){ur2(p2)y“ur<r>) Yo d U () Lei® v, (Bs) }

Donde:
o pl_k+m AZIINR k_p3+m o

LO{V:
BI kal Y Ty 2kp3

(30)

(31)

(32)

(33)

(337)

(34)
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Ahora se debe tener en cuenta que este elemento de matriz debe restarse del obtenido
anteriormente, y que luego al tomar el mddulo al cuadrado apareceran las contribuciones que
se pueden representar como sigue (se sobreentiende aqui la suma sobre las polarizaciones):

(MB — MBI)(MB*— MBI*) = MB- MB* + MBI-MBI* — MB- MBI* — MB*- MBI* (6)

El primer término en esta suma es el elemento |MB |2 ya calculado, y el segundo debe ser el
mismo, intercambiando los electrones entre si. Dado que el procedimiento de integracion es
simétrico respecto de ambos electrones, ambos términos deben contribuir exactamente en la
misma cantidad a la seccion eficaz total, aunque lo hagan con diferente distribucion de valores
de variables para cada electron. El segundo término agrega para el electron 1 lo que el
primero tiene para el 2 (y viceversa), haciendo asi indistinguibles ambos electrones.

Luego el conjunto (MB-MBI* + MB*-MBI) = 2 Re(MB-MBI*), contiene la modificacion
neta en la DCS debida a la indistinguibilidad, y ése es el elemento cuyo célculo vamos a
desarrollar ahora.

Célculo del producto MB - MBI*
Comenzamos con el producto de los elementos dados por (7°) , y (33”) de esta seccion:
MB MBI* =

SIr I, Srrryr
6 1
2

: &a (K) &p (K) L U0 v u, ®) Hu, @) v u. () }ow

=e

o]
A

gp?»{ Ur2 (52) LBOW Vis (r)a) }{ u, (p1) I—BIBp Vis (ps) }Jr
6 1
q’

-

=e &a (K) &p (K) O 9L T (B1) ¥ U, (B) T, (B) " U, (P5)

N

o

U, (B,) L™ Vi (By) Vs (P3) L% U () } (35)
Donde
K+ m By B k—p3+m 0

Eﬁp:OLBpTO:ppli RS o EEELLL 36
g =7 (Lei™") v =y 2k, Yty 2k s Y (36)

Ahora bien, sumando sobre todas las polarizaciones de los fermiones salientes, y
promediando sobre las del electron inicial, tendremos un elemento que sélo dependera de la
polarizacién del fotdn incidente (dada por el indice s), el cual, aplicando los procedimientos
usuales puede escribirse como:

* —_
>y ZM STr T, I MBI SrET,ry

2 rrrors
_ € 9uv 9 Eoa Esp {p1+m wptm 5 p,+Mm L ps—m LBp}
- Bl
8m?*(E, - m)(E, —m) 2m 2m 2m 2m
_ eﬁ g;,[v gpk sa “sB

mn ) av _ | Bp
= 4m632(E1_m)(E2_m)Tr{<pl+m)y<p+m)v (p, +m)Le™ (p,—m) L5} (37)

Y finalmente, desarrollando los elementos denominados L, esta expresion queda:
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i ZMBsrrlr2r3 MBI* =

srrrr
rry rors
6
€ gSOL gsﬁ gpv gpk

— n A
i ey (OB VSR FACRRD

x[y“ p, —K+m o PL—K+m 4

v (ps—m) y

kpy o k py /o
+vava(pg—m) 8 W p
+y mvv (ps—m) v’ m P
R Gem £ P e T} @)

En donde han quedado claramente separados los términos segun los diferentes
denominadores, manteniendo validez las expresiones (15) a (19):

Kb, _ E1— p1 c0sO;

kP, = E; — p2 €00, = p, (Ha — X)

k
53 = p2 (C0SO, — H3) = p2 (X — H3)

Ahora, denominando X a los numeradores, con indices a, b, ¢, y d, para designar el tipo de
denominador al que corresponden, se puede escribir:

6 of
i ZMBsrr I MBI*srr I = . 6 2 ESOLESB { Xa
2 i v L2 4m° 128w (E, —m)(E, —m) ~ (E, —p,cos0,)p,(H, —X)
)(bOLI3 op ap
+ Xc N xXd } (39)

+
(El_plcosel)pZ(X_HS) pi(x—H3)(H2—x) pg(X_Hg)z

Siendo:
Xa™ = g,y g Tr{ (p, + M) ¥" (p+m)¥" (p, + M)y* (p, —K +m)

v (P —m)y° (p—K+m)}  (39)
Xb™ = gy g Tr{ (p; + M) " (p+ M)y (p, + M) 7" (K — p; +m)

v (s —m) Y (p,—K+m)y}  (39b)

Xc™ = guy g Tr{ (p, + M)y (p+m) 7" (p, +m)7* (P, —K +m)
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v (P -m)y K-p,+m)y}  (39C)
Xd*® = g g Tr{ (p, +m)y* (p+ M) ¥ (p, + M)y (K — p, +m)

v (P —m)y K—p,+m)y*}  (39d)

Dado que resultard que todos estos elementos son reales, entonces la suma MB-MBI* +
MB*-MBI se hara (méas adelante) multiplicando todo por un factor 2.

Por otra parte se simplifica la notacion si, tomando nota de que el primer paso de la
integracién consistira en sumar sobre los dos signos de 1 , se efectla esa suma en este
momento sobre estos elementos.

De manera que ahora, con las mismas consideraciones anteriores sobre la polarizacion, los
indices of3 toman los valores 1,1, y 2,2, y sobreentendiendo los indicadores del tipo de
denominador, a, b, ¢, d, queda:

UBI = XM (@) + X (@51) + XM (=91) + X (=)
2

= X"+ X% (40)

VBI = Xll((p21) B XZZ ((p21) +2)<11(_(P21) - X22 (_(PZl) (40,)

En donde se ha hecho uso de que los elementos UBI resultan funciones pares de @3, cosa que
no ocurre con los VVBI, para los cuales es imprescindible efectuar explicitamente dicha suma.

De manera que finalmente la contribucién al elemento (4 m®/e®) M2 que debe ser integrado,
agregando el factor 2 que resulta de la suma M MI* + M* M, y el signo negativo para
explicitar que debe restarse, queda:

4m° Mk -1 UBIla
M2 fgi =
{ ee } 64(E1 - m)(Ez - m)wz { (El - p1 Cos 91) pz(Hz - X)
N UBIb N UBIc N uUBld
(El —p, COS 61) pz(x - H3) pg (X - Hs)(Hz - X) pg (X - Ha)z
VBla VBIb
+P [ +
(El —p, COS 61) pz(Hz - X) (El —p, Cos 61) pz(x - H3)
VBIc VBId
+ I} (41)

pg (X_ H3)(H2 _X) p; (X - H3)2
Donde como corresponde, los términos U son independientes de ¢, mientras que los V
resultan multiplos de cos(2 ).

Al introducir estos términos en la integral (2.17) tendremos la contribucidn a la seccion
eficaz:
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-1 d’p p,dp 1
dog = ar? 1 22 = +P 42
GpI= QI 128 @° m 2%E, (E, —m) G E, (E, —m) n({ }UBI { }VBI) (42)

En donde las llaves indicadas representan las siguientes integrales, calculadas en el Apéndice
6 para los diferentes denominadores.

. UBla
1 VBI
{}usi/vel = _[ a dx
(E,—p,0s6;) 7 p,.[(x—x")(x" —x) (H, —X)
) UBIb
1 X \VBlb
+ dx
(E,—p,0s6;) 7 p,./[(x—x )(x" —x) (x —Hy)
. UBIc
+J~ : — VBIc dx
L P2 (x=xT)(x" = x) (H, —x) (x—Hy)
- UBI(V
+j VBId dx (42°)

2 P2 (X=X (X" = X) (X — Hy)?

Célculo de la contribucion del producto MBI - MBI*

Como ya se ha dicho este producto aporta a la seccion eficaz total exactamente lo mismo que
el MB-MB* correspondiente a los diagramas de Borsellino, pero es necesario calcularlo
independientemente si se desea conocer la dependencia de dicha seccion con la distribucion
de valores particulares de las variables de algun electrén.

De manera que para su calculo se puede partir del elemento de matriz de Borsellino
intercambiando en él las variables de los electrones 1y 2.

Esto significa, entre otras cosas, que el denominador k p2 = ® (E2 — p2 c0s02) = ® p2 (Hz — X),
debe ser sustituido por k p; = o (E; — p1 c0s0;), el cual es constante para la integracion sobre
02.

De acuerdo con esto, el elemento de matriz de Borsellino, dado por (27), se modifica de la
siguiente manera (se utilizan los indices Il para distinguir los nuevos elementos, que son los
viejos con el intercambio 1 <> 2)

4 m®

1
o (IM|%)gn =

128(E, — m)*o?

UBIla UBIIbc UBIId
> + + : 5 +
(El —p,COS 61) (El —p,COs e1) P, (X - Ha) P (X - Ha)

(43)
P( VBlla VBIIbc , VBl j
(E, —p,cos 61)2 (E, —p,cos0,)p, (x—H,;) (x- H3)2
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De donde se obtiene que la contribucion final a la integral (2.17) sera:

1 d’p p, dp 1
dori= our? 1 2 Ub, + ) 44
OBI= % 256 o’ m 2n E, /G E,(E,—m)’ n({ oo +P { ) “4)

En donde las Ilaves indicadas representan las siguientes integrales, calculadas en el Apéndice
6 para los diferentes denominadores.

~ UBlla
1 X VBII
{ }uen/ven = 5 _[ — 2 dx
(E;—p1CosB;)® 1 [(x—x)(x" —x)
B UBIIbc
N 1 VBIllbc dx
(B, —p,c0s0;) 7 p,./(x —x )(X" —X) (x —H,)
B UBII(V

© P2 (X=X (X" = x) (x — H,)?



100

A5.3.- DIAGRAMAS G (y-€).

Estos diagramas son los que tienen en cuenta la creacion del par a partir de un foton emitido
por un electrdn que absorbe el foton incidente.

Url (pl) Urz (pz) Vr3 (ﬁs)

Url(pl) u,, (pz) Vrg(ﬁa)

Fig. A5.3.1: Diagramas y-e.

A partir del procedimiento standard obtenemos los elementos de matriz correspondientes.

May,,,., = (1€°U () 7" TSHQ) Y* U, (B) &4 (K) 1Dgy, (K) Uy (B,) v'Vi(Bs)  (45)

Teniendo en cuenta que:

. — _Ig v _Ig v

iDp, (k) = —— = ——* (46)
" K2 (P + ps)?
|S(Q)—I(Q+m) Ik+|z>+m (47)
—m? 2om
(p2 + p3)° = A*=-2 (0 + m) (E —m) + 2 o p; COSO; (48)
La expresion anterior queda:
.31 SN - L k+p

—ie Eem(k){urz(pz)y Via(Pa) } g LU (B) 7 = T u@m} @)

Y para el diagrama (b) se tiene el cambio:

i SHQ) = '(Q+r;“3 ipi;i;m

i K—p, — (50)
2o (E, - plcosel)

.31 N G, ~ — K—p,—m ~
Mb = — 3_85(1 k v v o 1 i
SIIMyl, e AZ ( ){urz (pz)y Vrs(ps) }gk1 {url(pl) Y 2 o (El . pl COS el) Y ur(p)}
(51)

Y la suma de estos elementos sera;
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i SQR vIa o (m .Y = K o
MGy, =i 6209 5 ) v,y 5 Hua(py) [y EFEED
o k_ - —
e A A0} (52)

(E; —p,cos6,)

Ahora se debe obtener el médulo cuadrado de este elemento.
MG MG* =

STrr, Iy S Iy Iy

e° &5, (K) 855 (K) 9.,
16 ®? (A%/2)?

k+p+m “

L { U2 (P2) 7" Vis(Ps) }{ Ui (P1) [Y

+W(Elj:p% “] (p)}{Vrs(p3)Y urz(pz)}{u (©) [YB K+ p+m o

K—p,—m ~
P L P 53
Y (El_plcosel)v]uﬂml)} (53)

Ahora se puede plantear la suma sobre las polarizaciones de los fermiones aplicando las
relaciones usuales (10):

Su@u@=Fy Seewe) =T

De manera que sumando sobre todas las polarizaciones de los fermiones salientes, y
promediando sobre las del electron inicial, tendremos un elemento que sélo dependera de la
polarizacion del foton incidente (dada por el indice s), el cual, aplicando los procedimientos
usuales puede escribirse como:

1
A Z:MGsrrlr2 rs MG-ksrrlr2 r3:

rryrors

e®
= & Gu o by Tr{ (p, + M) v" (B —m) v} Tr{ (p, +m) [*

K+p+m
2 Y
4-128m* w’ (A°/2)?

o« K-p-m p K+p+m K—p,—-m 4
o (pm) [ T ey ] }
(Ey —pycos6,) m (E1 —pycos6,)

e M’ g, 0, & v
= 5 v Jpn Era Fop Tr{(p2+m)y (ps_m)yl}

4m® 128 0?(A%/2)?
K+p+m K+p+m
<Trf (p, +m)y* PN o m) f 2P e
m m
“ - p - K+p+m
(R P < ST ) B AL

(E; —p,C0OS0)
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—p-m 3

K+p+
+(p, +m)y* —1
(P )Y (E; —p, cOs6;) !

m o
—— " (p+m) y°
m

—p— K—p, —m
Py P prmyy —— M (54)

M)yt ——————
' (E; —pycos6,) (E; —pycos6,)

En este caso 6, no aparece en ninguno de los denominadores de estos términos, de manera
que para la integracidn sobre esta variable no seria necesario agrupar los términos segun sus
denominadores. Pero conviene mantener esa estructura a los efectos de ordenar el célculo, y
por ello, denominando X a los numeradores, con indices a, b, ¢, y d, para designar el tipo de
denominador al que corresponden, se puede escribir:

1
Py ZMGsrrlrzr3 I\/IG*srrer r3:

rryrors

6 2 ofl of of af
) 4?116 122;]@282228/5;)2 { Xr:2 ' m)((ls1 —Jpr)ligs 0,) * (E, —);ij c0s6,)? b9

Siendo:
Xa™ = g,y g Tr{ (p, + M) 7" (P, —m) 7"}

x Tr{ (p, + m) " K+ p+m)y* (p+m)y” K+ p+m)y°} (55a)
Xb™ = gy g Tr{ (p, +M)y" (p —m) 7"}

x Tr{ (p, + M) " (K= py—m) " (p+m)y* (K+ p+m)y°} (55b)
X = gy gor Tr{ (P, + M) 7" (p5 —M) 7"}

<Tr{ (p, +m)y* (K+ p+m)y* (p+m)y* (K- p, —m)y"} (55¢)
Xd™ = gu g TH{ (p, + M)y (P, —M) 7"}

<Trd (p, +m) y* (K — py —m)y* (p+ m)y* (K — p, —m) 7’ } (55d)
Nota:

Dado que siempre se tiene o = B, es posible aplicar Tr(A B C ...D) =Tr(D ...C B A) = Tr(A
D ...C B) a la traza escrita en segundo lugar en los términos b y ¢, que tienen el mismo
denominador, para mostrar que la de uno de ellos, considerada matriz con indices p,p, es la
traspuesta de la del otro término:

Tr{c}"® = Tr{b}** = (Tr{p}wr) raspuesta

Con esto es posible ahorrar un pequefio paso en el calculo definiendo un término bc, para el
cual Tr{bc} = Tr{b} + Tr{b}traspuesta.



103

Teniendo siempre en cuenta que el primer paso de la integracion consistira en sumar sobre los
dos signos de ¢2; , ahora, con las mismas consideraciones anteriores sobre la polarizacion, los
indices af3 toman los valores 1,1, y 2,2, y sobreentendiendo los indicadores del tipo de
denominador, a, b, c, d, queda:

11 22 11, 2,
UG = X (1) + X (,1) +2X (=@21) + X (—9y) (56)
1 22 11, Ne22(
VG — X ((P21) X ((P21) +2>< ( (p21) X ( (p21) (56’)

Donde como corresponde, los términos U son independientes de ¢, mientras que los V
resultan multiplos de cos(2 ).

Al introducir estos términos en la integral (2.17), tendremos la contribucidn a la seccion
eficaz:

1 d®p p,dp, 1
dog=or§ L 212 = +P 57
et e wm 2nE, (A/2)%JG  E, n({ fuo +P Uve) 7)

En donde las llaves indicadas representan las siguientes integrales, calculadas en el Apéndice
6 para los diferentes denominadores.

o UGa o UGbc
oo ve = J 4 VGa dx + m J 4 VGbc dx
A=) —x) (EmPicosB) 1 fix—x)(x* - x)
. UG(V
VGd dx (57)

L —
(B, —p€0s0,)" ¥ [(x—x")(x* —x)

Se ve gue en este caso hay un solo tipo de integral que efectuar, y no es imprescindible la
descomposicion en términos, a, bc, o d. Sélo es util mantenerla a los fines de ordenar los
denominadores para las integraciones sobre d>p;.
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A5.4.- DIAGRAMAS G CON INTERCAMBIO DE ELECTRONES.

Estos diagramas son los que resultan de intercambiar los electrones salientes 1 y 2 en los
diagramas y-e vistos en el punto anterior.

Urz (sz) Url(r)l) Vr3 (ﬁs)

Ur2 (F_jz) Url(l_jl) Vr3(ﬁ3)

u; ()

Fig.1: Diagramas y-e con los electrones salientes intercambiados.

A partir del procedimiento standard obtenemos los elementos de matriz correspondientes, que
son los anteriores con el cambio 1 <> 2.

Malsrrl s (I e)3Ur2 (52) Yu i SF(Q) Ya Ur(f)) Esa (R) iDFuv (E) Url (ﬁl) yv Vra(rja) (58)
Teniendo en cuenta que:

-ig,, -9,

iDp,, (k) = — = (59)
" K2 (py+ps)?
IS(Q)_l((@+m2) Ik+|7)+m (60)
2mom

(p1+p3) =-2(w+m) (E;—m) + 2 o p, cosO, (61)

La expresion anterior queda:

. 1 N S - L K m
i€ e {007 e 0 {U20) ¥ ST u @} 62)
(py + P3) 20

Y para el diagrama (b) se tiene el cambio:

|(Q+m) i|ZJZ—I;(+m

S
'SHQ) = —-m? -2kp,
i KoPeo (63)
203(E —pzcosez)
. 1 S _
Mblsrrl Iy fa =-1 e3—zgSa(k){ur1(p1)'Y Vrs(ps)}

(P + Ps)
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K—p,—m
2o (E, —p,cos0,)

Ol U2 (B2) 7"

Y la suma de estos elementos sera:

MGL,, . =-i€° () 9, j{uram)vws(ﬁg)}

) Iy 4o ((pl + p3)Z

{Urz(f’z) [ e

K+p+m 4y K—p,—-m
(E; —p,cos6,)

Como corresponde este elemento coincide con MG

ST M0y

efectla el cambio 1 < 2.

vu,(p) }

v]u.() }

(64)

(65)

calculado en el punto anterior, si se

Y a partir de esto, ahora es necesario calcular, por un lado, el médulo cuadrado MGIxMGI*,

y por otro lado el producto cruzado MGxMGI*.

CALCULO DEL MODULO CUADRADO MGIxMGI*,.

En principio es claro que se obtendra la misma expresion del modulo cuadrado de MG, con el

cambio 1 <« 2. Pero al estar cos0, en los denominadores cambiaran drasticamente los

términos a integrar.
Es decir, con los procedimientos usuales se obtendré:

1
*

Py Z'\/Ielsrrlrzr3 MGI SIrr,fy

2 I Mol

6 2

e m gpv gpx gsoc 85[3

= { (p, +m)y" (p, —m) ¥ }

6 2
4m 128 602 ((p1 + ps)Z)

K+p+m
XTr{(szrm)v”%v (p+m)

K+p+m 0

o« K-p,-m K+p+m
+ (p, +m)y Pe Pp+m) P 2P
(E, —p,cos6,) m

+(pz+m)v“k%$ Fmyy P e

Y
(Ez —-P; COS@Z)

-p,-m p K—p,—-m
v (p+m)y Y
(Ez - pz COSGZ) (Ez - pz Cos 92) }

+(p, + m)y*

En donde, considerando la variable de integracion x = cos0,:
E2 — p2 €0s6; = p2 (Hz — X)
(p1 + P3)°/ 2 = @ pa €080, — (® + M) (E2 — m)
= o P2 (X —Hy)
Siendo

(66)

(67)

(68)
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Ho=Ex/p. (18
Hy = (1+ mj E,—m (69)
Q] P,

Es importante notar que tanto H, como H, siempre estan fuera del intervalo de integracion.
Esto es claro, por un lado porque H, > 1, y por otro porque la simetria entre las variables de
los tres electrones implica que (py + ps)® = 4, de manera que: Hy < X" < X" <1 < H,.

De manera que introduciendo estas variables se tendra:

l ZMGISI’I‘ Iy I. MGI*SFF I I =
2 rrryrs v nee
S m? g, & XGlla® | XGIB™ + XGle™? | XGlId™ (70)
4m® 128 o*pi (x—H,)? m? mp, (H, —X) p3 (Hy —x)?
Siendo:

XGHa™ = g, goo. Tr{ (p, + M) 7" (p, —m) 7"}

xTr{ (p, + M) (K+ p+m)y*(p+m)y* (K+ p+m)y’} (70a)
XGIb™ = g, g, TrH{ (p, + M) 7" (P, —mM) ¥}

x Te{ (p, +m)y* (K= p, —m) v (p+ m)y* K+ p+m)y*} (70b)
XGHE™ = gy g Tr{ (p, + M)y (p, —M) v}

<Tr{ (p, + m)7* (K+ p+m)y* (p+m)y° (K- p, —m)y’} (70c)
XGNd™ = gy gor. Tr{ (p, + M) 7" (P, —M) 7"}

<Tr{ (p, +m)y* (K= p, —m)y* (p+m)y* (K — p, —m) 1"} (70d)

Nota:

Al igual que en el caso anterior, es posible unificar los términos b y ¢ trasponiendo la traza
correspondiente (Tr{bc} = Tr{b} + Tr{b}"Pue),

Ahora, con las consideraciones usuales sobre la polarizacion y la suma sobre los dos signos de
@21, qQueda:

XGIF(9y,) + XGII(,) + XGIF(=9,) + XGII*(=g,,)
2

UGII = (71)

XGI (@) = XGIF(@,,) + XGIF (=¢,) — XGII*(~,,)
2

VGII =

(71°)
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Donde como corresponde, los términos U son independientes de ¢, mientras que los V
resultan multiplos de cos(2 ¢3).

Al introducir estos términos en la integral (2.17), tendremos la contribucidn a la seccion
eficaz:

1 d*p dp, 1
docy = 1 2 P 72
oGl = 0” 256 of M 27E, /G p,E ({ }ueu + { }VGII) (72)

En donde las llaves indicadas representan las siguientes mtegrales, calculadas en el Apéndice
6 para los diferentes denominadores.

X UGlly
X VGlla
dx

{}UGII/VGII :xJ.\/(X—X)(X+—X) (X—H4)2

) UGIIbc
x VGlibc

|

pz 2 (X=x)(X* =x) (x=H,)? (H, —X)

) uGlId
+m72X VGllId

dx

dx (72)
P2 s V(X=X )X = %) (x=H,)? (H, =x)?
CALCULO DEL PRODUCTO CRUZADO MGxMGI*.
A partir de los elementos antes calculados se escribe el producto:
1 &5, (K) £55(K) 9,,9 v
E ZMGsrr1r2r3 MGI*srrlr2r3:e6 Az B(p +up;2 Z {urz(pz)y Vr3(p3)}
rr rors 2
32w (A)( 1 34}”1&%
K+p+m . o K-—-p—m - N
u e %4y ———=—#lu u Vv
L@ =0 eyt g =2 Ssrlu® ({07 Vo }
K+ p+m B B k— - P T
u +
{ rz(pz)[Y m Yty E, DZC 592) ] (p)})

— b Ssa(k)gs[}(k)gpvgpx Z {U (p)[uk+p+m u

322 (A/)[(Pﬁ P:)’° jrwa

« _KZpom . gk+p+m o..p K=pp—m 4
FIDV. SRATI o S N
V€, p,coso) v]u.(®) Hu (o [y Yy (Ez_pzcosez)y]urz(pz)}

{0,0,)7" Via@:) Hvia(ps) v U, (p:) } (73)
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Al efectuar la suma sobre las polarizaciones de los fermiones, y aplicar las relaciones
habituales (10) esta expresion queda:

_ e m e, (K)ey(K) 9,.9,
4m° 128 > (A%)((pﬁ‘ ps)%

K+p+m
[+ m)y =22 4 (o myy

j { (o, +m)y" (p, —m)y"

p K+p+m

K+p+m -p,—m
+ (p, +m)y* ——— y*(p+m)y 2 p
(b, +m)y" ———— 7" (p+m)y (E, —p,cos6,)
o -p— " p K+p+m
+(p,+m)y* —+ +m)y’ ———
(p, +m)y (E. —p,cos6,) " (p+m)y
o K-p—-m K—p,-m 4 :
P+ M)y ——— 7 (p+m)y’ Y] (73’)
' (E; —p, c0s6,) (E; —p,cosb,) }
Es decir con la notacion habitual para las variables de los denominadores:
_ e m? e, (k) ey (k) {XGIaO‘B L XGIb*
4m° 128 o* (A%)pz (cos®,—H,) | m?  m(E, —p,cos6,)
aof o}
XGle? | XGld } 74)
mp, (H, -x) (E,—p,0s6,)p, (H, —X)
Siendo:
XGla™ =
= g Gpr. Tr{ (02 + M) ¥ (ps ~M) ¥ (p, + M)y (K+ p+m) 7% (p+m)y’ K+ p+m)y°}
(74a)
XGIb*P =
= G Oor Te{ (R, + M)y (5 —M) ¥ (p, + M)y (K= p, —m) ¥ (p+ M)y’ (K+ p+m)y°}
(74b)
XGlc™ =
= G G TH{ (02 + M) (ps = M) " (p, + M) " K+ p+m)y* (p+m)y* (K- p, —m)7"}
(74c)
XGId*P =

= 0 O Tr{ (P2 + M)y (B —m) " (p, + M) ¥* (K= p, —m)¥* (p+m)y” (K- p, —m)+"}
(74d)

Luego, con las definiciones usuales UGI = % (XGI* + XGI?), y VGI = ¥ (XGI™ — XGI?),
(se han omitido los indices indicativos del tipo de denominador, y se sobreentiende la suma
sobre los dos signos de ¢»;), y agregando el signo negativo correspondiente a estos términos
cruzados Y el factor 2 que resulta de la suma M-MI* + M*-Ml, debido a que ambos términos
son reales, se puede escribir la contribucion a la integral (2.17) que expresa la seccion eficaz:
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door=art o+ . (e ©
0 128 o* (AZ/Z) 27‘C(El—p1COSGl)E1\/€ E, n UGl VGI

En donde las llaves indicadas representan las siguientes integrales, calculadas en el Apéndice
6 para los diferentes denominadores.

(E;—p,00s6,) (UGIa L (UGIb
: - VGla VGIb
{}uci/ver = j

: JOX=x)(x" =x) (x=H,)

UGlc UGld
\ x: (El—plcosel)( VGIc)er[ /VGIdj

P2 ¢ JX=x7)(x" =x) (x=H,) (H, —x)

dx

dx (75"
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A5.5.- TERMINOS DE INTERFERENCIA.

Luego de haber considerado las contribuciones de los diagramas de Borsellino y de los
diagramas y-e, incluyendo en cada uno la indistinguibilidad de los electrones, resta agregar los
términos de interferencia entre Borsellino y y-e.

Es decir, teniendo MB, MBI, MG, y MGI, ahora deberemos calcular los productos:
XBG = MB-MG* + MB*-MG + MBI-MGI* + MBI*-MGlI

y

XBGI =— (MB-MGI* + MB*-MGI + MBI-MG* + MBI*-MG)

Tomando los siguientes elementos de resultados anteriores

De A5.1:
MBsrrl I‘z I‘3 =
o K+m , LK +m
q L 6 040,607 u,0) You{ 1.0, [ p22kp + Zﬁ?’p v]va(:) }
(7
N S B, e ave :
= e3q—zesa<k>{url<pl) v u, () 39 {0, (B,) Ls™ v, (5,) } (7)
Donde;
0’ = (p - py)’ = 2m (M - Ey) (26)
Lchv: o pz_k+m v+ v k_p3+m o (8)
2kp, 2k p,
De A5.2:
MBIsrr1r2r3 =
1 =~ - o P.—K+m K +m
G CRCHOR R CHCAI STrR s T}
(33)
1 T = oV = 5
=ie’ = & (K){u,. ()" u, @ }ow{u. () Le™ v,s(B;) } (33)
|
Donde:
g2=2m(m-Ey) (32)

w_ o Pp—K+m S K—-p,+m
Lg®=y* 2" vy 2R 34
Bl =Y 2k p, Yy 2Kk s Y (34)
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De A5.3:
e (K0, po o v o K+p+m
Ilesrrl ry Iz =l 93 2 {urz(pz)y Vrs(ps)}{url(pl)[yH L Y
ZA/ 2mom
2
o k_pl_m n =
+ 52
Y Zm(El_plCOSel)Y]Ur(p)} (52)
e, (KO o
=-l e3 A2 {urz(pz)Y Vrs(pa)}{%(pl) Lo 8 ur(p)}
218
Donde:
a K+p+m . o K—p,—m
L=y — %+ u
° [y 2om r Zw(El—plcosel)Y]
Y de A5.4:
: &, (K) 9, vy (R
IVIGIsrrl L =l e’ (p, + pp)g {url(pl)y Vr3(p3)}
o ®720)
o K+p+m o, o K-p,—m ~
8] + R 8
{0 [y ———v (Ez—pzcosez)Y]ur(p)} ®)
H 8Sv:)t(_k.)g v — = \Y = — = o = Py
=-i¢’ S LU )Y V() HUL () La™ u.(B) ) (®)
2((p1+p3)/j
2
Donde:

K+p+m , K—p,—m
SRR ey P v'] ©)
2om 2w(E, —p,cos6,)

L™ =

Célculo de la contribucion XBG
Veamos los correspondientes términos.
MBs, 1, 11,12, 13 ‘MG 1,11, 12, 3* =

! egégm(R){Un(ﬁD 7'U.() }90 {0, (B,) L™ via(Bs) } X

K
b eg%{urz(ﬁz)w Vi (@) Hua(,) L™ u, () }}*  (76)
0
2
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= Ll B0 £ 610, H O s Va0 I
4w q° (AA)

{Vea(3) 7 ur (B) H U, (P) L™ us(3) }

= 2 2l 00 8 1 f ) 0,60 ) 1,() L
toa (V)

Tr{u2(B) U, (B,) L™ V,a(B2) Via(Bs) 7'}
Y con las relaciones usuales (10):
= = P+M <o (my_ Pa—M
Zur(lo)u,oo)——2m y Zvr(ps)vr(ps) ==
Resulta:

% ZMBSFF1TZT3 MG* =

Srnrr
I ror

—e%e,(K) ey (K) 0,0, — rp,+Mm  p+m = g p,+m ps—m
so S| v Tr 1 i |_ B ><Tr 2 Low 3 p
2% A2 { om | 2m °© prd 2m  °  2m "}

_eﬁ gsa (R) 85[} (R) guv g}p
128 m* w® g* A?

B k+p+m 'Y}L+ by k—pl—m B]}

xTr{ (p, +m)y* (p+m) [y (E, —p,cos6,)
1 1 1

XTI’{(pz-l—m)[ya pZ_K+m V+ v k_p3+m

“1(ps—m)y” 77
oo L Kode "] (p, —m)y°} (77)

— _es SS(X,(R) 8S[}(R) guvgk\o x
128 m* w® q* A?

K+p+m o P, —K+m
<[T{ (p, + m)y* (p+m)vﬁ$ v} xTr{(p, + m)y p;pﬁy (p, —m)7y"}
2

K+p+m v K=p,+m
+Tr{ (p, + m)¥* (p+m)vﬁ$ v} xTr{(p, +m)y klfﬁv (P, —m)7}
3

K—p,—m o P —K+m |
+Tr m) y* m)ys ——+— P} x Tr m -2 —m)y”
Looemy prmyy” o B sV x Tz +my* S ==y (s -}

K—p,—m K—p,+m
+Tr m) " m)ys —— P AL Ty m)yY — 2 % (p. —m)y°
{rmy prmyy =2 T+ myy = B s —my 73]

(78)
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_es gsq (R) 85[3 (R) gpv g)\p wvip
= X 79
128 m* @? g2 A? L1 (79)

Representamos con[ ]ﬁff" a todo el corchete de (4), el cual puede ser descompuesto separando
los términos segln cada denominador como sigue:

[ o Xay”  Xby Xk . Xd"e 1
“® “Ltmkp,/o mkp,/o (E,—p,cos0,)kp, /o (E,—p,cosd,)kp,/m

(79°)
Siendo:
Xaly*= Te{ (p, + M) v" (p+m)y" K+ p+m)v'}
xTr{(p, + m)y* (p, —K+m)y" (p; —m) ¥’}
Xbi*= Tr{ (p, + m)y* (p+m)y" K+ p+m)v'}
x Tr{(p, +m)y" (K—py+m) y*(p; —m) 7"}
Xctyo= Te{ (p, + m)y* (p+m)y" (K— p, —m)"}
xTr{(p, + m)v" (p, —K+m)y"(p, —m)y"}
Xdi*= Trf (p, +m)y* (p+m)v" (K — p, —m)y’}

x Tr{(p, +m)y" (K- p; +m)y*(p, —m)+"}

Ahora teniendo en cuenta que &s,&sp, para el caso de polarizacion parcial a lo largo de x,P = (P

1+P 0 )
<1,0,0), puede escribirse como la siguiente matriz 2x2: es,esp = %{ 0 1 P} , Se tiene:
iZMB MG* — _eeguvgl\o x[];LIKP+[];;%P+P[]51\/7~P_[];;KP
2 st Srnrf Srnrpf; 128 m4 (02 q2 AZ 2
— —e’ [ ]11"‘[ ]22 [ ]11_[ ]22
= X +P (80)
128 m* o’ q* A 2 2
_ —e° [ 1 (XalﬁXa22 P Xan—Xazzj
128m* o’ q° A’ “mkp, /o 2 2
N 1 Xb,, +Xb,, P Xb,, —Xb,,
mkp, / ® 2 2
N 1 (Xc11 +XCpp | Xy~ Xczzj
(E, —p,cos0,) kp, /o 2 2
N 1 (Xdll+Xd22 +PXd“_Xd22j] (80")
(E, —p,cos6,) kp, /o 2 2
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En donde cada corchete [ ].p representa el resultado de las contracciones gwgkp[ ]ig“’, y para

cada denominador (indicado con x), XX, representa el resultado de g0, XX5;.

Con estos ultimos se definen, para cada denominador, los elementos que deberan constituir las
funciones a integrar:

ux = Dt XXz . XXz (81)
VX = % (817

Veamos ahora el conjugado complejo
MBs, r,rl, r2, n* MG s, r,rl,r2, 3 =

=i e3q—1zesa(R){Uﬂ(ﬁl> U, 0) ¥ 0 T (B) Le™ v,u(Bs) } X

o £ (K) 95,

j_){ﬁrz(ﬁz)ypvr3<ﬁ3)}{ u, (p) L™ u,(B)})
408

—e%e,, (K) £y (K _
- 220280 800 £ oy, Hua@) Lo 0}
soq” 1)

{0,,(0,)7"Vis (Bs) H UL (B:) L™ u, (B) }

¢ 20020098, 9o 1rf 06 1,80 L U, () T, ()7
109° (V)

Tr{u2(B2) Uro (B2) 7 V,a(Bs) Via(Ps) L™ }
Y con las relaciones usuales (10) de A5.1 resulta:

Yy Z:'\/IB.ksrrlrzr3 MG

2 srr1r2r3
rr Tyl

6 — ~
—€ gsa(k)gsg(kz)guvg%p {pl+m Lo BA p+m u} XTr{ p, +m yp Ps —
4o QA 2m 2m 2m 2m

"L}

—e’e,, (K) g4 (k) 0,,9 K+p+m K—p,—m
= 4 B2 2 2 7\\0Tr{(pl"'m)[y}L LYB'F Bp—lyk]
128m " ®° q° A m (E; —p,Cc0s6,)
v p,—-K+m . K—p,+m
P2 + Ps Y]}

m)y'e x T (p, —
()73 T (p 4 )y (o —m) [y S =7y o R
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— _es 8S(x([(') SSB(R)ngg?\p %
128 m* w* q* A?

[T, +myy EEPEM s o myy} < T (o, + My (p, - myyt P2 XAy
m kp,/o
Ty +m)7 SRR P e myp T (o, +my (o, )y P
m kp,/o
K-p-m ., v P, —K+m
+T p_2 A H T p _ 2
{ (p, +m)y E—poos0)” @+m)y} x Tr{ (p, + M) 7" (p, - M) y e 3}
k—p -m 2 . k_p +m
+T B—l K T p _ 3
r{ (p, +m)v (El—plcosel)y (p+m)y*} x Tr{ (p, + m)y" (p, —m)y TS y}]

Expresion que puede escribirse de la misma manera que la (78) anterior, con el Unico cambio
del contenido de los corchetes correspondientes.

Ahora veamos el término MBI-MGI*.
Este es el producto MB-MG* intercambiando 1 <> 2, de manera que intercambiando 1 <> 2
en (78):

L ZMB@%% MGI* =

SInrry
re

— _eG Ssa (R) SSB (R) guv g}\p x
128m*w* g7 (p, + p;)°

,—K+m

K m . v
[T{@, +my*@+m)y* 2PN me{ (p, +m)ye B v (ps —m)y'}
m kp, /o

K+p+m v K=p,+m
+Tr{(p, +m)y* (p+m)+’ +YK}X Tr{ (p, +m)y ks—S/wy (s —m)y}
3

K—p,—m o Pp—K+m
+Tr m)y* (p+m)y" 2 = Tr myy* L~ — —m)y°
{®,+m)y*(p+m)y (Ez—pzcosez)Y} {(p.+m)y TR )7’}

K—p,—-m K—p,+m

+Tr m)y* (p+m)y" 2 3= Tr m)yy ——=——y*(p, —m)y°

Lo m@rmy =2 O T rmyy S 2R -]
(82)

Y por altimo, con el mismo criterio, el conjugado complejo de éste sera:

1 D> MBI*, . MG, =

SInrr
re

— _es 8S()L(_k.) gsﬁ(R) guvgk\o x
128m*w° g7 (p, + P;)°
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K m v P —K+m
<[re{p, +myy SERER P oy x e oy - m) 0y - myy PR

kp, /o
K+p+m o K=p;+m
+Te{ (0, + M)y P (o m)p x Tef (b, +m)¥P (p, — )y — P )
m kp,/o
-p, - -K+m
+T B p?_ A n T P _ Y pl o
oo +m s say? @My T e m)y (o —m)y” =

K—p,-m JK=—p;+m

+T p 2 T p _ 3

oo vmy oy @My BT @ myy (o —m) 3= -R i
(83)

Ahora tratemos de escribir la expresion a integrar para cada contribucion, partiendo de (2.17),

1 e .
con x = cosdy, y con |[M[?= Z? DY M*, . M (donde la dltima sumatoria

SIIy0,

P21 1ol
agregada indica la suma sobre los dos signos de @21, como primer paso de la integracion):
3 6
do = ard o PP, 1 dx ME| @1
2mom 2nE1\/6 E, n\/(x—x_)(x+—x) e
Con
G = ©® + p1® — 2  p; cOSO; (2.12)

Tendremos asi que la contribucion que nos interesa se partira naturalmente en dos, dogg +
dosial.

Veamos cada una organizada segun los diferentes denominadores.

dogg =

ar? 1 d’p, dp, 1 dx
0 7 _ SR
1280 2nEl(E1—m)J€(m—(El—plcosel)—m(E;rmj E, 7 J(x-x)(x" -x)

x 1 UBGa + UBGc +P VBGa + VBGC
(H,-x){ m E,—p,cos6, m E,—p,cos6,

+ 1 UBGb + UBGd + P VBGb + VBGd (84)
(x-H;)\ m E, —p,cos6, m E,—p,cos6,

Expresion en la que ya esta incluida la multiplicacién por 2 que corresponde a la suma del
conjugado complejo (en el factor 128, que sin eso seria 256), y en cual cada Ugg / Vs
corresponde a los elementos definidos en (81) / (81°).

Y, con los mismos criterios:
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dogicl =
oz L dp P, dp, 1 dx
0 4 /[ _ = - +
tedo anl ¢ Ez(Ez_m)(m_(Ez_pzcosez)_m(E(ZD m)) n\/(X—X )(X _X)

x 1 UBIGIa + UBlGlC + P VBIGIa + mVBIGIc
(E,—p,cos6,){ m E,—p,cos0, m E, —p,cos0,

+ 1 UBIGIb + UBIGId +P VBIGIb + VBIGId (85)
p,(Xx—=H;)l m E,—p,cos0, m E, —p,cos0,

Y teniendo en cuenta que p2 cos0, — (E2 — m) (1 + m/w) = p2 (X — Hy), con

Hy= S2 =M (1+mj (69)
P, Y

Queda:

1 d°p, dp, 1 dx
1280° 2nE, VG E,(E,~m)p,(x—H,) 7 [(x—x ") (x* —X)

% p2 UBIGIa + UBIGlC +P (VBIGIa + VBIGIc J
(E, —p,cos6,) m p,(H, —Xx) m p, (H, —X)

1 muU mV,
U BIGId PlvV BIGId 86
+—(X—H3)( BIGIb +—p2 (H2 —X)+ ( BIGIb +—p2 (Hz_x)j]} (86)

d’p, dp, 1 dx
128" 2nE, (E, —p,c0s0,)V/G P,E,(E,—m) = JX=X) (X" =x)

dGB|G| = I'OZ

dosic = a r02

x {m(xp——zH‘l) (UBIGIa +P VBIGIa)

1

N E, —p,cos6,
(H, =x)(x=H,)

+ (Usien +P Vaien)
(x-H;)(x-H,)

(U BIGIc +P VBIGIC)

N m(E, —p, cos0,)
pz (X_Hs)(Hz _X)(X_ H4)

(Usicis + P Vaicu )} (87)
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Por Gltimo vamos a los términos XBGI = — (MB-MGI* + MB*-MGI + MBI-MG* +
MBI*-MG)

Comencemos por MB-MGI*

De A5.1:
MBsrrlrer_
N ~ L o p,—K+m K +m
e3?gsot(k){url(pl)’Yuur(p)}gHV{urZ(pZ) [Y p22k—p2y Y 2;2—3p'Y] r3(p3)}
@)
1 g — — — — — v = )
= e3q—zesa<k>{url<pl) 7" U, (0) Y0 { U, () Le™ Vi (B3) } (7)
Donde:
o* = (p - py)* = 2m (m — Ey) (26)
LB(xv: o pz_k"'m AZNI k_p3+m o (8)
2kp, 2kp,
Y de A5.4:
: &, (K) 9, N vy g
IleIsrrl r =-ie’ (p, + “) rl(pl)y Vrs(ps)}
4@( L+ Py j
. K+p+m , , K-
{U,@) [y~ sy P~ S*lu@} 69
m (E; —p,co
o 3 830(( )gp.v — — v — — — op — 5
=-ie ((p - /j{uﬂ(pm Vs (B3) HUo(B,) La™ u,(B)} (657
1 3
Donde:
o K+p+m . o K—p,—m
Le@t =] + p 9
o [y 2om e 2m(E, pzcose) ] ®)
Entonces:
MB -MGI =

Srnrr srr1r2r3

— —€ gsa(k) 88[3 (k) gpv g}\p

2q2[(P1+ ps)%j

{0, v"u, (0 HU,.(P,) L™ v,o(Ps) }

x{ U (B1) 1 V,s (B5) {0, (B,) Lat™ u, (B) }*
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k -
- SEzZSBi )(J)ngp{ U0 7" u, () Hu, @ Lo u,(,)}

{0, Le™ Voo (0:) H Vi (B2) Y u,. (3) }

i Z:'\/IBsrrlrzr3 ’ IleIsrrlrzr3 *=

2 rnrr;

e gsagsﬁ(k)gpvgxp — up"‘m T B p2+m av ps_m P =
_2 —— L L u
4 ((p1+ 3) j { U, (P Y om ¢ om B om Y rl(pl)}

—€ SS(LSSB(k) gpvgxp {p1+m up‘l'm BA pz +m L av pS yp}

g’ ((pﬁps)/j 2m % 2m 2m

_ eG Ssqssﬁ (R) gp_v g}\p

4m® . o ((py+ ps)’
PR

A k—pz—“l B o pz—k'i‘l“ v k p3+||| p
2(1)(E2—p2C0892) ]( 2 )[ 2kp2 2kp ]( s ) }

B k+p+m K+
Y
2mm

jTr{(lerm)v”(mm)[v

_ € €285 (K) 9,, 05,
4m’* (P, + Py)’°
128 ? (—qgj( 1 34

k K- p, — B o pz—k+m v vk_p3+m o
(V’ +m) Y ——vy ty ——7 (V) _m)Yp
", —pzcose) 1. +ml kp,/o kps/o 1. }

B k+p+n1¢+

)Tr{(pl+m)y“(p+m)[y

e6 m SSQSSB(k) gpvg}\p

AmM° g o2 ( q/)((pﬁ pg)/j

K+p+m o« P, —K+m
[T (0, +m)y* @+ m) # L2PEM oo e myye P22 v im0}
m kp,/o

v K=p,+m
Y-(p, +m)y’ ——Pa M, (p, —m) 7"}

K+p+m
+Tr myy*(p+m) ¢y ———
{®+m)"(p+m) y - Kp, /o
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— P, - B m)+* pz_k"‘m Y —m)vP
(Ez—pzcosez)Y(szr )Y Kp o v (s —m) ¥’}

+Tr{ (p, + m)v* (p + m)y"

K—p,—m v K=p;+m
+Tr{ (p, +m)y* (p+ m)y" 2 P, + M)y ——=——v"(p, —m) Y
{ ' (E, —p,cos0,) ? kps/w ? }]

e’ me,, ey (K) 9,.9,, 5
4m 128w°(E, —m)p,(cos6, —H,)

K m o P —K+m
[T (0, +m)y* @+ m) v LM o e myye P22 M v im0}
m kp,/®

A m \Y p3 _m p
v (p, +m)y —kps/w )7}

K—p,—m p, —K+m
+Tr{ (p, +m) ¥ (p+ m) 7" : Y (p, +m)y* Z———1" (p; —m) 7’
{e (B, —p,c0s;) oo | 07

+Tr{(p, +m)¥* (p+m) 1* m%”“

K—p,—m v K=p;+m
+Tr{ (p, + m)y" (p + m)y" 2 P, +m)y —=—1%(p; —m)y°
te (B, —p,c0s0,) " " Kps/o = g

(88)

Ahora veamos el conjugado complejo de éste (se vera que ambos son reales, y por lo tanto
iguales, de manera que, aunque no seria necesario calcularlo, lo hacemos para tener elementos
de verificacion al elaborar el programa de calculo).

MB, *. MGl =

ST Ty0y STIT,r

2%, (K)ey (K) 9,,9,

ZqZ((lerps)%j

{u.@) v u, @) LU, (0,) L™ v, (B) }*

<{ U ()Y Vis (Ps) H U (P2) Lo u.(P) }

_ o e%e,e4(K)9,,0,
[ q/j((pﬁpg)/j

{Va () L™ u, (3,) Hu @) L™ u, ()}

U, (0) 7" u, (By) H U (B Y Ves(s) }

Py Z:'\/IBsrrlrzr3 *-MGl

rrrors

srr1r2r3
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X .
fuls 90 £y o upﬁmyp Ps M7 P2 My siy 5y}

rS( q/)((p1+p3)/] 2m  °  2m

e Ss[xgsﬁ gpvg)\p {p+m le'i'm Pp3 =~ av p2+mLGlﬁ}L}

(q/jt(pﬁps)/j 2m ' 2m °  2m

6
€ m 85(185[3 guv g%p

4m’ ( q/)((pﬁps)/

j Tr{ (p+m)y* (p, + M) 7" (p, —m) L™ (p, +m) La/™}

66 m* € s 9uv 0 v —K+m o a
0 20T T (p+m)yt (p, + M)y (py —m) [y P ey
4m° ( q/j[(pﬁps)/j 2kp,
k—p3+m Vv s k+p+m B B —pz—m by
Ll o L m AL LIV
2k p, 716, +my 2om |V 20(E, —pzcose) il
_ €’ M® &8 8 Ui

am® og ( q/)((pﬁm)/j

v P, —K+m K+p+m
<[Te{ p+m) v (py+m) 7 (p, —m)y Py p, +myy SRR 7
P,/ ® m
a K=Ps+M K+p+m
+Tr{ (p+m) " (p, + M) 1" (P, —m) v kp—?’y (p, +m)y ~~P*M '}
pslw m

Y pz_k+m o B k_pz_m A
£z - +m
ol ! (p, +m)y (Ez—pZCOSGZ)Y}

—Patm oy p K-—p,-m
—_— +m
KD, o v (P, +m)y (EZ—pZCOSGZ)Y}]

+Tr{ (p+m)v* (p, + m)7° (p, —m) y

+Tr{ (p+ m)v* (p, + m)y° (p, —m) "

(89)

Aplicando las propiedades de las trazas de estas matrices se verifica que estos cuatro términos
son iguales a cada uno de los anteriores en el mismo orden, con lo cual la suma MB-MGI* +
MB*-MGI equivale a un factor 2, y podemos escribir esta primer parte como:

q Z(M ST, MGIsrrlrr *+MB *MGI

SIrryl srr1r2r3
re
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_ e mey ey (K) 9,,0, )
4m°® 64w°(E, —m)p,(cos6, —H,)

1
T u B k
><[mpz(Hz—COSGZ) r{(p1+m)y (p+m) 7" (K+ p+m)

v (@, +m)y* (p, —K+m)y' (p, —m)1}
1

iy _HS)Tr{<p1+m)v“<p+m) Y K+ p+m) 7 (p, + M)y’

(K — py +m)y* (p; —m) "}
1
+
p2(H, —cos6,)?

Tr{ (p, + m) ¥ (p+ m) ¥ (K- p, —m)1" (p, +m)y* (p, —K+m)y"

(p; —m)v"}
. 1
p5(cos0, —H,)(H, —cos6,)

AY

Tr{ (p, + m) ¥ (p+ m)y" (K- p, —m)y* (p, + M)y

(K — py +m)y*(p; —m) 1" }] (90)

Ahora teniendo en cuenta que la variable de la integracion analitica sera cos6,, agrupamos los
términos segun los diferentes factores (cos6, — H;) en los denominadores, denominando a
cada término XggX, CON X que puede ser a, b, ¢, o d:

_ e Mme,eg (R) 1 o
- 6 3 2 ><[ Xeaid
4m° 64w’ (E, —m)p; ~m(H, —cos6,)(cosd, —H,)
- - X5l + 5 Xshe
m(cos6, —H,;)(cos0, —H,) p,(H, —cosO,) (cos6, —H,)
N 1
p,(cos6, —H,;)(H, —cos6,)(cos6, —H,)

xad] (o1

Siendo la expresion de los términos X2 x (se sobreentiende la suma sobre los indices
cuadrivectoriales p, v, A, p):

X2a = gu G TH{ (B, +m) ¥ (p+m) ¥ K+ p+m)v"(p, +m)y*

(p, —K+m)y"(p, —m)y"} (91a)
X%b = gu G TrH{ (p, + M) y* (p+m) ¥ (K + p+m) v*(p, +m)y’

(K- p; +m)y* (p, —m) "} (91b)
X2 ¢ =g gip TH{ (B, + M)V (P + M) ¥ (K — p, —m)¥P (p, + M)7*

(p, —K+m)y' (p, —m) "} (91c)

X.d =g G TH{ (B, +m)¥* (P + m)y* K — p, —m)¥* (p, +m)y"
(K — ps +m)y* (p; —m) 7"} (91d)
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Por Gltimo quedan los terminos MBI-MG* + MBI*-MG, pero éstos son exactamente 10s
anteriores intercambiando 1 <> 2 en ellos, de manera que quedara:

-lzxmmmwgme *+MBI *MG

ST M0 SIITy M srr1r2r3
rr Iyl

e6 mssass[}(k) guv g?\p
“am® 64w°(E, —m)(p, cosO, —(1+m/w)E, m))

1
T g P (k
L oosey L M7 prm) o (e peem)

v (p, +m)v* (p, —K+m)y' (p, —m)y"}
1

* DL (coso, _H3)Tr{(pz+m)v”(p+m) Y K+ p+m) 7 (p, +m)y"

(K- p; +m)y*(p, —m)v"}

1
+
(El - pl Ccos e1)2
Ps— m) Yp}

1
+
P, (00592 - HS)(El —p, COS 61)

(k= p, +m)y* (p, ~m)7'}]
e’ me,, & (K)
“am® 640 (E, —m)(p, cos®, —(1+m/w)(E, m))
><I:(E plcose){1 aic? (El—p?cosel) Xglb }
+pz(coselz—Ha){%xg['SGCJr(E —p,cos6,) Xgld 1]

Siendo:
X562 = G G TH{ (B, + M) (+m) ¥ (K+ p+m) v (p, + m)y*
(p,—k+m)y"(p, —m) 1"}
Xaieb = gu 0o Tr{ (p, + M) (p+ M) 7" (K — p, —m) 1" (p, +m)y*
(p,—K+m)y* (p, —m)1°}
XisC= Guv Grp Tr{ (B, +M)y* (p+m) ¥° (K+ p+m) " (p, +m)y*

(K — ps +m)y* (p, —m) 1"}

Tr{ (p, +m)y* (P +m)y* K — p, —m)¥"(p, + m)y* (p, —K+m)7y"

Tr{ (p, +m)y" (p+m)y* K- p, —m)+* (p, + m) 7"

(92)

(93)

(93a)

(93b)

(93c)
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X d = gu G Tr{ (B, + M)y (p+ M)y K- p, —m)+" (p, + m)y"

(K- p, +m)y“(p, —m)y"} (93d)

Ahora escribiendo:

1{1+P 0
8(}_8 = — y
BTS00 1-P

y, para cada uno de los términos:

« = XXy, + XX,

U
2
Vx = XXy, = XX,,
2
Se llega a las expresiones finales:
% Z(M Bsrrlrzr3 ' '\/IGlsrrlrzr3 *+M Bsrrlrzr3 *'MGlsrr1r2r3 =
__¢€° m | L (Ussia + P Vacia)
4m° 640°(E,—m)p2 -m(H, —cos0,)(cos0, —H,) ol
1
+ Ugaib + P Vggib
m(cos6, —H,)(cos 0, —H4)( ol siP)
+ L (UggiC + P Vgg(C)
p,(H, —cos0,)*(cos0, —H,) ol ol
1

* Uggd + P Vg d 91°
p,(cos®, —H,)(H, —cos6,)(cos0, —H,) (Use o) O1)

1 > (MBI, .-MG *+MBI *MG =

STI Myl SIITy 0 SInrr
rrrors

e® m

“ame 64w°(E, —m)(p, cosO, —(1+m/w)E, —m)) .

1 1 1
X — (Ugica + P Vgica)+ (Usigb + P Vgich)
[(El _pl Cos 91) m (El _pl Cos 91) }

1 1
+ — (UgicC + P VgicC)+
pz(COSGZ—Hs){m (El_plcosel)

(Upicd + P Veicd) }]  (937)




125

Y por ultimo escribamos la expresion a integrar para cada contribucion, partiendo de (2.17),

1 :
con X = cosb,, y con |M |2 =— Z— ZM *stunr, Msrnr,r, (donde por un lado el signo menos

R(PYY 2 rnr,r;

3
da cuenta de que estos términos deben restarse, y por otro la Gltima sumatoria agregada indica
la suma sobre los dos signos de ¢,1, como primer paso de la integracion):

3
do=arf —+ 9P PP 1 dx . | e
2om 2nE,NG E, n\/(x X ) (X" —x)

Tendremos asi las dos dltimas contribuciones: dogg y dogc:

-1 d°p, dp, 1 dx
128 0* 27E,(E, -m)VG P, E, 7 [(x —x )(x" —x)

[m(H “X)(X—H )(ZUBGIa+PZVBGIa]

0,1 021

dogg =ar o

1
' m(x—H,)(x-H,) [ZUBG'bJrPZVmeJ

01 021

1
i p,(H, _X)Z(X—H4) [ZUBG'C—'_ PZVBQCJ

o 921
1
+ U, d+P> V. d 917)
0, (X—H.)(H, —X)(x—H,) [% BGI 1%1 BGI ]
3
dGB|G ar, - : K pdez 1 =

128 o* 2nE1(p1 c0s6, _(1+mj(El B m)}/@ (E,—-mE, m J(x—x")(x" —x)
()]

! 1
><[ (E, —p, cosO ){ (ZUBIGa‘FPZVBIGa] (E. — p, c0s0,) [ZUBle-i— PZVBIGbJ}

P21 0y o9 o
1
+ —pz(X H ) { (%UBIGC—{_P%VBIGC] b, c0s 0 ) (;UBIGd—FP%VmGd] }]

(937)
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APENDICE 6:
Formulas y procedimientos de integracion sobre 0,
La integral sobre 6, queda planteada segun la expresion (2.16) como sigue:

_ XJ‘ A dx
JF 2R, X_\/(x—x‘)(x+—x)

En donde A representa los elementos que se obtienen al calcular el modulo cuadrado de los
elementos de matriz, procedimiento en el cual se deben obtener expresiones del tipo:

J- Aseno, do, d

Polinomio de grado <3
(Hi =)™ (x—H)"

En donde:

o Hiy Hjson constantes que estan fuera del intervalo de integracion, en general H; > X7,
y Hj<x,

o Ny n;json dos numeros naturales (incluyendo el cero) tales que n; + n; = 2.
o &=Db-—a,siendo ay b otra denominacion para los extremos: a = x~, b = x".
Las constantes H; y H; (que solo son constantes para la integral sobre x) resultan

respectivamente de los denominadores k p; y k p; de los propagadores correspondientes a los
fermiones virtuales en los diagramas de Feynmann considerados.

Asi, para los diagramas de Borsellino habra tres tipos de denominador: (Hz — x)?, (Ha — X)(x —
Hs), ¥ (x — Hs)? pero en general, al incluir otros diagramas apareceran denominadores
correspondientes a un par cualquiera de los propagadores kpi, k p2, y kps, a los cuales
eventualmente se puede agregar algun factor del mismo tipo proveniente de otra parte del
desarrollo, que hace aparecer otra constante Hy.

Polinomios del numerador

En cada numerador encontramos que la dependencia con la variable de integracion, 6,
aparece ya sea directamente o ya sea a través de ¢,;. Un procedimiento directo de integracion
podria haber sido sustituir @1 en términos de p1, p2, 61, 62, por medio de la expresion (2.8),
pero se ha escogido otro, que ha sido factorear cada numerador separando las contribuciones

segun las potencias de cos(0,), sen(62), cos(pz1), y sen(¢p,1) que contengan.
Se han encontrado las siguientes combinaciones de estos factores:
Numerador = Cte
+ CT x cos(6,)
+ CT2 x c0s%(6-)
+ CT3 x c0s3(6,)
+ CFi2 x cos?(21)
+ STCFi x sen(02) x cos(21) 1)
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+ STCTCFi x sen(0,) x cos(0,) x cos(p21)
+ STCT2CFi x sen(65) x cos2(02) x cos((21)
+ ST2CFi2 x sen®(,) x cos*((21)

+ CT2CFi2 x c0s?(0,) x cos?((z1)

Donde cada sigla representa todos los términos que no dependen ni de 6, ni de @y, que
aparecen multiplicando al correspondiente factor escrito a su derecha.

Cada una de estas siglas ademas llevara letras que mostraremos més adelante, indicativas del
denominador que le corresponde.

Ahora bien, a partir de la expresion (2.8”) es posible transformar cada producto
sen(02)xcos(¢p,1), en un polinomio de primer grado en cos(6,), como se ve a continuacion:

senb, cos @,, = (o—p,c0s6,)p,cos0, —C

pl p2 Senel
= Lcosel CcOoS 92 _ L (2)
p, seno, p, P, send,

Siendo, segun (2.11), C= (o + m) (E; + E;—m) — E; E; — o p; C0s61

Con esto se tiene que las siguientes expresiones se transforman automaticamente en
polinomios en cos(6-):

senf x cosH, x COSP21 = O=Py008Y, 2 6, ——————Cos6, (3)
p, send, P. P, senb,
send, x c0s%0, x COSP2; = MCOS“ 0, _C 0, (4)
p, send, p, P, send,
_ 2 _ 2
sen’0, x cos’(y1 = (© 2p1 C025 O)” o5 0, - 2(032 Py coszel)C cos9, +%
pl sen el pl pZ sen el pl p2 sen el
()

Ahora bien, los restantes términos requieren un tratamiento especial.
Los términos con cos?(6,) x cos*(¢p,1) pueden ser reducidos en parte a (5):
0s%(82) x €os3((21) = (1 — Sen?0,) x cos’py
= c0S%(21 — 5eN20; X COS°P1
= 1— 5en?0;, x COS°Py1 — Sen’py1 (6)

La parte restante es un término con seng,1, que también se obtendré de los términos
CFi2xcos’py; aplicando cos?g,; = 1— sen’g,;. Todas estas contribuciones, para cada
denominador, daran lugar a un término SFi2xsen’p,; que requeriré el siguiente procedimiento
de integracion.

Partamos de la parte correspondiente de (2.16):

Asend,dd,  SFi2 sen®p,, send, do,
JF D JF
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Donde D es el denominador que le corresponde al término en cuestion. Ahora bien, a partir de
(2.14) tenemos que F = | sen(p21| P, P, Senb; send, , de manera que:

SFi2 sen2¢,,sen0,dd, _ SFi2 v/Fseno, do,
DF D p? p5sen®6, sen’o,

Expresion que, una vez hecho el cambio de variable x = cos6,, y aplicando (2.15), queda:

~ SFi2 VF dx
Py p3sen’0, D (1-x7)

VG SFi2 J(x=x) (X" —x) dx

= 7
p2sen®0, p, D (1-x?) ()
De manera que, finalmente, una vez que cada numerador ha sido factoreado segun las
expresiones (1), podemos obtener los coeficientes de los polinomios P(x) = S x* + M x* + N x
+R:
R =Cte + CFi2 + CT2CFi2 - STCFi x ——
pl p2 Senel
2
+ (ST2CFi2 - CT2CFi2) x ————— (8)
pl p2 sen el
N = CT + STCFi x 2P0 _ grerepic— ©
p, send; p, p,send,
_ (ST2CFi2 — CT2CFi2) x 2("’2_ Py Coiel) ¢ 9)
Py P, Sen’6,
M = CT2 + STCTCFi x 2=P19%% _ grerocpiv— &
P, seno, PL P, Send,
_ 2
+ (ST2CFi2 — CT2CFi2) x {2 Py &2 0,) (10)
p; sen0;
S = CT3 + STCT2CFi x 2=PLe0S% (11)
p; send;
Y por ultimo tenemos el término SFi2 para las integrales tipo (7), que resulta:
SFi2 = — (CFi2 + CT2CFi2) (12)

Integrales de intereés
Comencemos con integrales del tipo:
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P(X)

'[,/(x a)(b—x) (H;—x)" (x—=H,)"™

dx (13)

En donde:
e P(x) es un polinomio de tercer grado, P(x) =S x®*+ M x* + N x + R,
¢ Hjy Hk son constantes que estan fuera del intervalo de integracion, He < a, y Hj > b,

e n;y ng son dos numeros naturales (incluyendo el cero).

Tenemos entonces:

(14)

b
_[ P(x) dx=n{R+Nx0+Mx§+ng+

Jx-2)(o-x)

P(x)

J(x=a)(b-x) (H; —x)

8 oo SH} +MH} +NH, +R
=7 q=8 T EXE e, ~M(H, +x,)- N+ (15)

8% (M +38x0)}

D ey T

R.

]

P(x)

J(x=a)(b—x) (x- Hk)

2 3 2
=149 8—+H2+x2+x H, |+ M(H, +x +N+SH"+MH"+NH"+R (16)
8 k 0 0" "k k 0

D ey T
|

Ry

P(x)

J(x—a)(b—x) (H —X)(x - Hk)

D ey T

3 2 SH®*+MH?+NH. +R
7] -S(H, + H, +x) ~M 4 2t MBAcE NHHR ST j j (17)
(Hj _Hk) Ry (Hj - Hk) I:\)J'
I P(X) dx =
J(x=a)(b-x) (H; —x)?
3SH?+2MH. + N (H.—X,)(SH} +MH? + NH. +R)
T{S(2H; +Xp) + M- R L ‘ (18)
R Rj
I P(x) dx =
Jx—a)(b—x) (x- H)
2 _ 3 2
n{S(ZHk+XO)+M 3SH? +2RMH +N | (% —H,) (SH; +RI\3/IH +NH, +R)} (19)
k
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P(x) dx
J(x=a)(b—x) (H; —X)?(x—H,)

2
_ {S+3Hﬁ+MHﬁ+NHk+R_3SHj+2|v|HJ.+N

D ey T
1

_T[ 5
(Hj_Hk) Ry (Hj_Hk) RJ'
SH?+MHJ?+NHJ.+R( 1 +Hj—xo} (20)
2
(H,-HJ)R, H,—H, R?
b
J' PO - dx=
2 A/ (x—a)(b—Xx) (H;—x)(x—H,)
- _S+35Hﬁ+2MHk+N +5Hﬁ+MHﬁ+NHk+R 1 %—H,
(Hj_Hk) Rk (Hj_Hk) Rk Hj_Hk Ri
3 2
SHJ.+MHJ.+2NHJ.+R 1)
(H,—H,)* R,

P(x)

Jx—a)(b—x) (H; —x)*(x—H,)? o

_ 38H§+2MHK+N SHﬁ+MHﬁ+NHk+R 2 Xo —Hy
-T 2 + 2 + 2
(Hj _Hk) Rk (Hj _Hk) Rk Hj_Hk Rk

D ey T
1

_ 3SH?+2MH, +N SH?+MHJ?+NHJ.+R( 2 Hz_xoj} 22)

H-H)R,  (H,-H)R,  |H-H R
j)' P(X) dx=
2 V(X—a)(b—x) (x—H,)(x—H,,)

T

= X
Rkl sz (Hkl - sz)
{S (Rkl sz (Hkl _sz)(Hkl + sz Jrb/2_5a/2)+Rk1 (a_sz)3 _sz (a_Hkl)S)

+(3Sa+ M)(Rkl R, (Hy—H)—Ry(@—H,)? +R,, (a_Hkl)z)
+(35a% +2Ma+N)(R (a—H,,)~R,, @—H,,))
+(Sa®+Ma® + Na+R)(-Ry, +R,,)} (23)

P(x)

! V(x=a)(b—x) (x=Hy) (x=H,,)(H, =x)

T {Hz_sz (R+NH,, + MH? +SH},)

dx =

_H?(sz_Hkl)_Hil(HZ_sz)—i_Hiz(HZ_Hkl) R

]



131

H,-H H,-H
e (R+NH2+MH§+SH§)—%(R+NHM+MHiz+5Hiz)} (24)
2 k2

Siendo, tanto para k; como para ks, subindices ambos indicadores de valores Hy < a:

Ri=/(H;-a)(H;=b) .y Re=y/(@-H)(b-H,) (25)

Ahora pasemos a las integrales del tipo (7):

b
_[ J(x=2a)(b—x) dx (26)

2 (Hj =) (x=H )" (1~ x?)

Para éstas utilizaremos:

SiHk<a<b<Hj,b<lyH;=1.
1 —

(x=H ) (H;=x)@-x%)

_ 1 1, 1 1
(Hj—H)A-HZ) (x—H,)  (H;—H,)@-H?) (H;-X)
) 1 1 1 1 -
20— H)A—H) @-x) 2@+ H)(@+H,) 1+x)
1 1 1 11 11
= 5 + - (28)
X—H)A-x?)  (1—H?) (x—H)  2(@-H)(A-x) 2(+H)1+x)
Tenemos:
b
(DO 4y 1 6y~ HY) -7 Ja-H)B-H,) (29)
! X—=Hy
b
jV(X a)(b %) x = (H, —xo) =7 \f(H; —a)(H, ~b) (30)

De todo lo cual se obtiene:

folocab

) (H-x)@-x%)

_m(H;-%-R) _n(l—xo—\/1—a)(1—b))+n(1+x0—\/1+a)(1+b)) an

(1—H?) 2(1-H)) 2(1+H,)

_ { R, 2 \/<1+a><1+b>}
1-Hf  2(@-H) 2(L+H)

(31°)

I\/(x a)(b—x) dx —

(x—H,)1-x?)
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:nc+n+xo—ag+n(Lq%—Ja—ma—bﬁ_n(Ln%—¢a+@a+bﬁ )

(L-H) 2(1-H,) 2 (L+H,)
_ ) R J@-a)(@-b) [d+a)@+b)
1-H  2(1-H,) 2(1+H,)

Jx—ao—x

(H;=x) (x = H,) (1~ x°)

_ TC(XO—Hk—Rk) + Tc(Hj_Xo_Rj) n(l—xo—\(l—a)(l—b))

T (H-H)@-H) (H-H)@-H)  2-H)(L-H)

7 (14 %, — - /(L+a) A+ b))

~ 2@L+H)@+H,)

D ey T

Sia<b<1l,b<Hj,b<Hg,yHj=1 Hez1yH=#H

-

(H; =x) (H, —x) 1 -x°)

Cr(Ho-%-R)  m(H-%-R) x(l-x,-./[l-a)l-D))

T(H-HO@-H) (H-H)A-H) 2@-H)@-H)

+n@+x0—¢1+@a+bﬁ

21+H,)@A+H;)

D ey T

Si a<b<1,b<Hj:Hk¢1.

,J(x=2a)(b-x) dx —

(H;-x)?1-x)

:n(Rr+%-+ﬂfo+2Hﬁg—n_+n@_xo_gii5ﬁfjﬁ)
R, (1-Hj)? 2(1-H))’

_+n@+x0—Ja+®a¢b”

2(L+H,)?

D ey T

Si a<b<l, Hj<a,Hk<a,ij¢Hk.

jolx-ae-x

(x=H;))(x=H)L-x°)

m(X—H-R) _ m(x,-H,-R)  7(l-x-[A-2)(-D)

T (H,-H)(@A-H)  (H,—H)(-H2) 2(1—-H,)(L—H))

a

(32°)

(33)

(34)

(35)
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+n(l+x0—Jl+a)a+b» )

21+H,)@A+H))

Si a<b<1 Hj=Hk<a.

[RCERIGED

(x—H)* (t=x?)

:n(H,+R,»%fo—2Hﬁy—D_Fn@_xo_giiaﬁfjﬁ)
R, (1-Hj)? 2(1-H))’

+n(l+x0—Jl+a)a+b» an

2(L+H,)?

Otras integrales Utiles.

Puede ser de interés considerar las mismas integrales, si se escribe el polinomio P(x) como
una expansion centrada en Xo = % (a + b), es decir:

P(X) =5 (X —X0)* + M (X —Xo)® + N (X —Xo) + I
En este caso las relaciones entre los coeficientes son:
s=S
m=M+3S X
N=N+2Mxo+3Sx¢
r=R+N X+ M x>+ S X,
O bien, inversamente:
S=s
M=m-3sXg
N=n-2mxo+3Ss X
R=r—nXo+mMX>—SXo.

De manera que aunque valen las expresiones anteriores sustituyendo los correspondientes
coeficientes, de ello resultaran las siguientes expresiones que también es Gtil considerar:

j). P& dx =
s J(x—a)(b—x) (H;—x)*
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2 4 3 2
n{25h2+m_3sh2+2mh2+n+sh2+mh22nh2+rh2}
RZ RZ
b
I P& > dx =
2 V(x—a)(b—x) (x—H,)
osh +m+3sh§+2mh3+n_sh§+mh§+nh§+rh3
’ Rs R;

b

J. P dx =

2 V(x—a)(b—x) (H; —x)(x—Hs)

shg+mh§+nh2+r+sh§+mh§+nh3+r}
(HZ _H3) RZ (HZ _H3) R3

Siendo:
ho=H;—Xo,hs=Hs—Xo, Re ={/(H,—a)(H, -b) ,y Rs=/(a—Hy)(b—H;)

Por otra parte, vale saber que si se elige utilizar los polinomios P(x) para aproximar una
funcién f(x) cualquiera, de manera tal que coincidan con dicha funcién f(x) en cuatro puntos
Xi equiespaciados, dos de los cuales son los extremos del intervalo (cuya longitud es 6 =D
— a), los coeficientes deberan ser:.

9
S=E(f4—fl+3(f2—f3))
m:iz(f4+fl—(f3+f2))
45
n_fl—f4+27 (f,—f,)
88
. —f,—f,+9(f,+f,)
16

Siendo fi =f(xj) = P(x;), parax; =a, X, =a+0/3,Xx3=a+25/3,y x4=a+d=b.

Otras integrales que se han utilizado para diversas aproximaciones son:

b P(x) dx == r+827m
2 /(x=a)(b-Xx) 8

o f+f,+f,+1, +f2+f3—f1—f4
4 32
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j’ P(x) dx
a (x—a)(b—x) (x—H)
:n{ssz+8h2+mh+n+ Sh3+mh2+nh+r}
\J@=H)(b-H)
j’ P(x) i
s J(x—a)(b-x) (x—H)?
=nd2sh+m+ 33h2+2mh+n B Sh4+mh3+nh2+rh
Ja-HE-H  (@-H)b-H)”

Siendo h = H — X, (notar que h <0, pues H < a).

Pero si tenemos H; > Xo, entonces h, = H, — %o > 0, y sera:

j). P& dx =
> V(x—a)(b—x) (H, -X)
$&° ) sh®+mh®+nh+r
=ns———sh"—mh—-n+
{ 8 \/(Hz_a)(Hz_b) }

SH§+MH§+NH2+R}

2
=n{—36—SH§ ~MH, —N-Sx2-Sx,H, - Mx, +
8 \/(Hz _a)(Hz _b)
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APENDICE 7:
La contribucidn de los diagramas de Feynmann segin Mork y Haug

En el capitulo 5 se ha comentado algo del andlisis que estos autores hacen en [22] y [23] sobre
la importancia de las contribuciones de los distintos diagramas de Feynmann en el valor total
de la seccion eficaz.

Algunas pequefias discrepancias entre estos autores, unidas a la dificultad para comparar sus
valores con los de este trabajo han motivado que en este Apéndice tratemos de calcular los
valores de las contribuciones de todos los diagramas en las condiciones de estos autores, es
decir sin separar las particulas en mas energética y menos energética. Estos calculos deberan
servir tanto para contribuir a aclarar la discrepancia, como para servir de cierto control sobre
la correccion de nuestros procedimientos.

Como ya se ha dicho, en [22] Mork calcula las contribuciones de los diferentes diagramas
obteniendo un valor total para cada una integrada sobre todas las variables de todas las
particulas, mientras que en [23] Haug calcula por otro método, sin recurrir a los diagramas de
Feynmann, la seccion eficaz total, integrada, y ademas representativa de todos los diagramas,
que denominaremos aqui Griaug.

De manera que Haug no calcula las contribuciones de los diagramas, que para su trabajo no
tienen sentido, sino que calcula la seccion eficaz total para diferentes valores de la energia o
de los fotones, y resta el valor que corresponde a los diagramas de Borsellino, para obtener el
valor correspondiente a la contribucion total de los restantes diagramas.

Aqui es necesario aclarar que al calcular la “seccion eficaz de Borsellino”, sin distinguir entre
los electrones, estos autores se refieren a los términos que hemos denominado B, y By,
(integrales (3.1°), y (3.1°’) del Capitulo 3), los que integrados sobre todas las variables dan
exactamente lo mismo, aunque su dependencia funcional de la variable p; sea totalmente
diferente, como se puede ver en la figura 3.2. Asi es que Mork explicitamente considera que
la mitad de la suma de estos dos elementos, que son iguales, es la seccién eficaz de
Borsellino. Coherentemente con este tratamiento, luego divide por dos cada una de las
contribuciones que se obtienen de los diagramas de Feynmann, lo que también haremos con
nuestros valores a los efectos de comparacion.

Ahora bien, Mork considera en sus integrales numéricas una precision del 2 %, pero tanto él
como Haug pueden calcular la seccion eficaz de Borsellino sin esa incerteza a partir de alguna
de las expresiones existentes en la literatura del tema ([10], [26], [18]), que no requieren de
integracion numeérica. Esta aclaracion es importante porque todos nuestros valores también
resultan de integraciones numéricas con una precision del orden del 1 %, de manera que no
trataremos de establecer comparaciones sobre los valores de la seccion eficaz, que todos
podemos calcular con las mismas expresiones, sino sobre los valores de las correcciones.

Y para Haug sélo tendremos un valor de correccién total, obtenido como diferencia entre
OHaug Y la seccion eficaz de Borsellino.

Por otra parte, Mork agrupa las correcciones de manera que, en nuestra notacion (y sin
distinguir electrones) serian:

Xg = “Borsellino” = % (GB + GB||)
Xy =% (oc + ocn)
Xgy =2 (oG *+ OBIGI)

Xge = Y2 op)



XyE =1 (oY¢]]

Xgye = %2 (o8I + OBIG)
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En la siguiente tabla se muestran los resultados de la comparacion para los valores de o
considerados

Tabla A7.1. Contribuciones a la seccion eficaz para @ = 6 m (valores en o ro?)

o=6m | Borsellino X, Xgy Xge Xye XeyE Contribucion
total
Mork 0,102 0,0194 0 -0,0053 | -0,010 -0,025 -0,0223
Haug 0,101 -0,0222
Este trabajo 0,102 0,0202 | -0,00030 | -0,0065 | -0,0153 | -0,0209 -0,0228
Tabla A7.2. Contribuciones a la seccion eficaz para o = 16 m (valores en a. ry”
® =16 m | Borsellino Xy Xgy Xge Xye Xeye Contribucion
total
Mork 1,51 0,000
Haug 151 -0,0103
Este trabajo 1,52 0,0684 | -0,00013 | 0,0605 | -0,0315 | -0,1085 -0,0112
Tabla A7.3. Contribuciones a la seccion eficaz para @ = 50 m (valores en a. ry”
®=50m | Borsellino X, Xgy Xge X.e Xgye | Contribucion
total
Mork 4,77 0,000 ?
Haug 4,77 0,0534
Este trabajo 4,77 0,0655 0,0003 0,130 -0,0156 | -0,122 0,0582

Cabe agregar dos comentarios:

1) Un posible error de Mork: este autor muestra las diferentes contribuciones de los
diagramas en una grafica que llega hasta ® =9 m, en la cual se ve entre otras cosas,
que la contribucion BE, negativa, ha disminuido su valor absoluto hasta anularse en
ese lugar. Todo el comentario de este autor sugiere que él piensa que esa contribucion
sera practicamente nula para los o mayores. Pero esto dista mucho de ser asi, ya que
un calculo cuidadoso muestra que se anula en ® = 7,8 m, y luego cambia de signo y
crece hasta ser la mayor contribucidn para todas las energias siguientes, tal como lo
muestra esta tabla para o = 50 m, asi como las tablas 5.1y 6.1, para valores mucho
mayores como 100, 1000, y 10000 m.

2) Los valores totales de las contribuciones ya integradas sobre todo el rango de las
variables, no siempre reflejan adecuadamente su influencia en el resultado. Un caso
notable es el del término BIGI, cuya forma tipica para todas las energias es la que se
muestra en la figura A7.1 para ® =50 m.
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Su valor total integrado es muy pequefio (0,0002 a. ro?, que es el 0,005 % de la seccién
eficaz total) y puede fluctuar mucho con las incertezas de la integracién numérica
porque resulta de la diferencia de las partes de signo opuesto. Pero la altura de su
gréfica llega hasta un orden de + 1 % de la altura del Borsellino.

0,003 o
0,002 +

0,001 -

—-0,001 o

Fig. A7.1: Contribucion del término dogic/dps en funcion de p1, para =50 m (La
ordenada esta en (1/m)a. re? y debe dividirse por 2).



