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ANALISIS NUMERICO DE SOLIDOS BIDIMENSIONALES EN GRANDES
DEFORMACIONES ELASTO-VISCOPLASTICAS CON ACOPLAMIENTO
TERMOMECANICO

RESUMEN

En esta tesis se ha desarrollado una herramienta numérica basada en el método de
elementos finitos, para simular computacionalmente procesos de conformado plastico
de metales en frio y en caliente, en particular problemas de forjado y extrusion en dos
dimensiones. Este tipo de problemas exhiben ademas de grandes deformaciones elasto-
viscoplasticas, importantes distorsiones en la geometria, contacto con las herramientas
y acoplamiento termomecanico. Se ha empleado una aproximacién en deformaciones
impuestas sobre un triangulo lineal, la cual ha sido modificada para mejorar su eficiencia
computacional. Se ha aplicado una Formulacién Lagrangeana Actualizada asociada a
un modelo elasto-viscoplastico generalizado basado en la descomposicion multiplicativa
del tensor de deformaciones. Ademas se ha desarrollado una estrategia de remallado
automatico por zonas, el cual esta asociado a un esquema de transferencia de variables
basada en el Super-convergent Patch Recovery. Para el problema térmico se ha empleado
una aproximacion lineal sobre un tridngulo de tres nudos, y se ha implementado un
esquema de acoplamiento termomecanico del tipo escalonado isotérmico. La integracion
de las ecuaciones de gobierno del problema termomecanico acoplado se realiza de manera
explicita. Los resultados obtenidos en esta tesis muestran un comportamiento adecuado
de la herramienta computacional desarrollada. La aproximaciéon elemental implementada
muestra una excelente precision en los resultados, hecho que se mantiene aun con mallas
pobres y elevada distorsién en los elementos. En lo que respecta a las grandes distorsiones
de la geometria, el remallado por zonas y el esquema de transferencia mantienen de manera
adecuada la eficiencia de calculo y el nivel de precisién de la herramienta numérica. En lo
concerniente al problema elasto-viscoplastico, el modelo implementado presenta resultados
correctos en el rango de viscosidad tipica de los metales. Por ltimo en las aplicaciones
con acoplamiento termomecanico, el esquema propuesto en esta tesis muestra resultados
muy proximos a los obtenidos por otros autores, aun cuando la aproximacion empleada en
las ecuaciones térmicas es la mas simple en aplicaciones bidimensionales.



NUMERICAL ANALYSIS OF TWO-DIMENSIONAL SOLIDS IN LARGE
ELASTIC-VISCOPLASTIC STRAINS WITH THERMOMECHANICAL COUPLING

SUMMARY

A numerical tool, based in the finite element method, for the computational simulation
of hot and cold forming processes of metals was developed. In particular forging and
extrusion problems in two dimensions are considered. The processes of interest exhibit
large elasto-viscoplastic strains, as well as significant distortions in the geometry, contact
with the tools and thermomechanical coupling. An assumed strain approach on a previous
simplex triangle is considered where several modifications have been introduced to improve
its computational efficiency. Here an Updated Lagrangian Formulation is applied, associated
with a generalized elastic-viscoplastic model based on multiplicative decomposition of the
deformation tensor. In addition a new strategy for an automatic local re meshing has been
developed in conjunction with a variable transfer scheme based on the so-called Super-
convergent Patch Recovery. For thermo-mechanical problems a simple linear approximation
of the temperature has been considered. An isothermal staggered thermomechanical
coupling scheme has been implemented within an explicit (forward Euler) integration
approach of both the momentum and the heat balance equations. Results obtained in this
thesis show an appropriate behavior of the computational tool developed. The modified
finite element used exhibits excellent accuracy in the results. This holds even with poor
meshes and highly distorted elements. The local re-meshing and transfer scheme maintain
the efficiency of evaluation and the numerical accuracy of the tool in an appropriate manner
when large distortions of the geometry occur. With regard to the elastic-viscoplastic material
behavior, the implemented model shows correct results in typical viscosity range for metals.
Finally, in the thermo-mechanical coupling applications, the scheme proposed in this
thesis shows very close results to those reported by other authors, although the approach
considered in the thermal problem is the simplest for two-dimensional applications.



ANALYSE NUMERIQUE DE SOLIDES BIDIMENSIONNELS DANS DE GRANDES
DEFORMATIONS ELASTO-VISCOPLASTIQUES AVEC COUPLAGE
THERMOMECANIQUE

RESUME

Dans cette these on développe un outil numérique, basée sur la méthode des éléments fini,
pour simuler computationnellement des processus de conformée plastique de métaux en froid
et a chaud, en particulier problemes de forge et extrusion dans deux dimensions. Ce type
de problemes exhibent outre de grands déformations élasto-viscoplastiques, importantes
distorsions dans la géométrie, le contact avec les outils et le couplage thermomécanique.
On a employé un rapprochement dans des déformations imposées sur un triangle linéaire,
laquelle a été modifiée pour améliorer son efficience de calcul. On a appliqué une Formulation
Lagrangienne mise i jour associée a un modele élasto-viscoplastique généralisé basé sur la
décomposition multiplicative du tenseur de déformations. On a développé une stratégie
de remaillage automatique par des zones, lequel est associé a un schéma de transfert
de variables basée sur le appelé Super-convergent Patch Recovery. Pour le probleme
thermique on a employé un rapprochement linéaire sur un triangle de trois noeuds, et
aussi on a employé un schéma de couplage thermomécanique du type échelonné isotherme.
La intégration des équations de gouvernement du probleme couplé thermomécanique
est effectuée de maniere explicite. Les résultats obtenus dans cette thése montrent un
comportement adéquat de la outil computationnel développé. Le rapprochement élémentaire
appliquée montre une excellente précision dans les résultats, fait qui est encore maintenue
avec maille pauvre et distorsion importante dans les éléments. En ce qui concerne les
grandes distorsions de la géométrie, le remaillage par des zones et le schéma de transfert
maintiennent de maniere adéquate la efficience de calcul et le niveau de précision de la
outil numérique. En ce qui concerne le probleme élasto-viscoplastique, le modele mis en
ceuvre présente des résultats corrects dans la gamme de viscosité typique de métaux. Enfin,
dans les applications de couplage thermomécaniques, le schéma proposé dans cette these
montre des résultats trés proches de ceux obtenus par des autres auteurs, méme lorsque le
rapprochement pour les équations thermiques est la plus simple pour les applications en
deux dimensions.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Descripciéon del problema

En la actualidad los procesos de conformado de metales se emplean cotidianamente
en la fabricacién de piezas para diferentes tipos de industrias. Estas aplicaciones abarcan
desde las partes para distintas areas en las industrias: automotriz, naval, aeroespacial, y
de recipientes y envases; como asi también la fabricacion de la maquinaria empleada en
las industrias mencionadas.

Entre estos procesos se encuentran el conformado masico o voluminico de metales
como el forjado por estampa y el forjado por extrusion. En lo que respecta al forjado
por estampa, consiste en colocar una pieza metdlica entre dos matrices que al cerrarse
conforman una cavidad con la forma y dimensiones que se desean obtener para la pieza
final. A medida que avanza el proceso, ya sea empleando punzones o prensas, el material
se va deformando y adoptando la forma geométrica de las matrices hasta que adquiere
la geometria deseada. En el caso del forjado por extrusién, habitualmente aplicado a
piezas con simetria de revolucion, a partir de la fuerza realizada por un punzon la pieza es
obligada a pasar por una matriz que posee la geometria final deseada. En el resto de esta
tesis se emplearan los términos forjado y extrusion para hacer referencia al forjado por
estampa y forjado por extrusion, respectivamente.

En las décadas pasadas estos procesos involucraban una importante labor experimental
en la fase de desarrollo, para la obtencion de nuevas piezas y la definicién de las herramientas
necesarias para llevar a cabo el proceso de conformado. Tradicionalmente este tipo de
practica involucra una mayor libertad de disefio del proceso en las etapas tempranas
cuando aun los herramentales no se han definido, pero esas libertades disminuyen muy
rapidamente en la medida que la etapa de experimentacion avanza debido principalmente a
que los herramentales ya han sido construidos. En otras palabras en la medida que se toma
conocimiento sobre la factibilidad del conformado de una pieza y los detalles involucrados
en dicho proceso, nos enfrentamos con el hecho de que las herramientas empleadas ya han
sido construidas y resulta muy dificil y costoso modificarlas.

En este contexto es donde se han desarrollado de manera vertiginosa las técnicas de
modelado numérico de procesos, dado que la posibilidad de que un ingeniero pueda simular
en la computadora un disenio conceptual durante la fase temprana de desarrollo representa
un importante ventaja. En particular cuando se trata de aplicaciones industriales, algunos
de los temas de mayor interés actual en la ingenieria de productos estan relacionados con
la reduccién de los costos y la disminucién de los retrasos en la produccion, ademas de
pretenderse siempre una mejora continua de la calidad. Tras el objetivo de tomar decisiones

1



Capitulo 1

bien fundamentadas y rapidas con respecto a la posibilidad de mejorar determinados
productos y procesos, la industria se vale cada dia méas de la simulacién numérica por
elementos finitos. Inclusive puede decirse que el analisis por elementos finitos se ha
convertido en una herramienta fundamental en el disefio y/o reingenieria del producto.
Maés aun el empleo de modelos numéricos en el estudio de procesos de deformacién en
semicaliente y frio, permite satisfacer la creciente demanda del mercado de productos
net-shape y near-net-shape para evitar los costos asociados al maquinado y terminacion de
piezas.

Desde un punto de vista fisico estos procesos estan dominados por fenémenos alta-
mente complejos, esto conlleva a que cambios insignificantes en algunas variables como:
las caracteristicas (mecanicas y térmicas) del material de la pieza, la geometria de las
herramientas, las condiciones del contacto pieza-herramientas (lubricacién y terminacién
superficial), la temperatura y velocidad del proceso, entre otras; conlleven a la aparicién
de resultados no satisfactorios como pliegues, grietas o la rotura de la pieza. Debido a esto
una herramienta numérica, para el analisis de estos procesos, debe ser capaz de lidiar de
manera eficiente y robusta con los fenémenos fisicos involucrados.

En esta tesis resultan de interés los procesos de forjado y extrusion de piezas con un
eje de revolucién o piezas de seccién constante, que pueden analizarse como problemas
bidimensionales axilsimétricos o en deformacion plana, respectivamente.

1.2. Objetivos generales y especificos

El objetivo general de esta tesis es desarrollar una herramienta computacional, basada en
el método de los elementos finitos, capaz de simular numéricamente procesos de conformado
plastico de metales en frio y en caliente, en particular problemas de forjado y extrusion
en dos dimensiones. La herramienta numérica debe permitir el analisis de problemas
donde el metal es sometido a grandes deformaciones elasto-viscoplasticas con acoplamiento
termomecanico, y ser capaz de lidiar con aspectos fisicos complejos tales como: flujo
plastico is6coro, cambios importantes de la geometria, contacto con las herramientas y
autocontacto, plasticidad dependiente de la velocidad de deformacién, generacion de calor
por friccion y el acoplamiento entre deformaciones y temperatura.

A los fines de lograr el objetivo propuesto en esta tesis se implementara una formulacion
numérica adecuada, dentro del c6digo de solucién explicita de las ecuaciones de movimiento
STAMPACK (2011) basado en el método de los elementos finitos.

Los objetivos particulares de este trabajo consisten en la implementacion de:

= un modelo constitutivo basado en la descomposicion multiplicativa del tensor gra-
diente de deformaciones, dado que resulta el més adecuado para estudiar metales
con comportamiento isétropo en grandes deformaciones elasto-plasticas.

= un elemento triangular en deformaciones impuestas, el cual ademas de lidiar con los
problemas tipicos de bloqueo debido al flujo plastico isdcoro, es el mas conveniente
desde el punto de vista de aplicaciéon en problemas industriales.

= un esquema de remallado eficiente y preciso, el cual debe mantener en valores
aceptables la distorsién de los elementos y transferir adecuadamente las variables
minimizando las pérdidas por interpolacién.
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= un algoritmo termomecéanico del tipo escalonado e isotérmico, el cual ademas de
su simpleza es el mas adecuado cuando se lo emplea en codigos explicitos para la
solucion acoplada de las ecuaciones de equilibrio mecénica y térmica.

ademads de estas tareas, resulta necesario también:

= modificar el modelo constitutivo elasto-plastico para considerar los efectos de la
plasticidad dependiente del tiempo, para lo cual se emplea una generalizacion
del algoritmo elasto-plastico implementado capaz de incorporar los efectos de la
viscosidad.

= desarrollar un algoritmo de solucién iterativo, eficiente y robusto, para la funcién de
fluencia generalizada asociada al modelo elasto-viscoplastico.

» extender el algoritmo de contacto existente en el codigo STAMPACK (2011) basado
en la técnica de penalizacién, a fin de considerar la contribucién de la friccion y el
contacto con las herramientas a la generacion de calor.

1.3. Contenido de este trabajo

El contenido de esta tesis se resume a continuacion. El Capitulo 2 presenta una revision
de los modelos elasto-plasticos para metales mas empleados: el modelo de descomposicion
aditiva del tensor de deformaciones y por otra parte en el modelo de descomposicion
multiplicativa del tensor gradiente de deformaciones, ademas del grado de correlacion
actual entre ambos modelos. También se presenta una revision de los desarrollos actuales
dentro de la modelacion elasto-plastica. A partir de esta revision es posible luego definir los
modelos empleados en el estudio del comportamiento de metales frente al fenémeno de la
viscoplasticidad desde un punto de vista generalizado o unificado, es decir modelos capaces
de predecir el comportamiento aun frente a la ausencia de la viscosidad. Incluyéndose
ademas algunos trabajos del area termo-elasto-viscoplastica. Por ultimo en este capitulo
se muestra el origen fenomenolégico y la propuesta de un modelo generalizado del tipo
Perzyna, que es el que se empleara en esta tesis.

En el Capitulo 3 se introducen las ecuaciones de gobierno del problema con acoplamiento
termomecanico, para lo cual partiendo de las ecuaciones de balance en la mecanica del
continuo, y considerando el principio de desplazamientos virtuales, se puede obtener la
forma débil de las ecuaciones de equilibrio mecanica y térmica. Al final de este capitulo
se presenta el modelo constitutivo elasto-viscoplastico dependiente de la temperatura
asociado a metales, para lo cual primero se introduce un modelo elasto-plastico y luego se
lo generaliza de una manera consistente para tener en cuenta los efectos viscoplasticos en
forma unificada.

En el Capitulo 4 se presenta el esquema de aproximacién elemental basado en deforma-
ciones impuestas empleado en esta tesis y se desarrollan las expresiones discretas de las
ecuaciones de equilibrio mecanica y térmica, introduciéndose luego el esquema de solucion
de las ecuaciones discretas basado en la integracion explicita escalonada de las ecuaciones
de gobierno del problema. Debido a que la herramienta debe ser de facil aplicacién en
la industria, la aproximacion propuesta posee grados de libertad con un sentido fisico
claro y se basa en un elemento triangular de tres nodos. En este capitulo ademés, se hace
una revision de las aproximaciones empleadas en el problema de sélidos en deformaciones
finitas propuestas por distintos investigadores, enumerandose los diferentes inconvenientes
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y ventajas de emplear elementos de bajo orden de interpolacion. Por tltimo se presenta el
esquema numérico de integracion del modelo constitutivo elasto-viscoplastico empleado en
esta tesis, como también un método iterativo eficiente y robusto para la solucién de la
funcién de fluencia generalizada no lineal del modelo viscoplastico.

El Capitulo 5 por otra parte, se presentan las opciones mas habituales para la restau-
racion de mallas distorsionadas y ademas se describen los inconvenientes asociados a los
esquemas de regeneracion completa de la malla. Se propone ademas una solucién a la
baja eficiencia computacional de la regeneracién completa de los elementos de la malla,
lo cual viene dado por la restauracion local o por zonas que es el esquema empleado en
esta tesis. Ademas, dado que los esquemas de restauracién deben ir acompanados de un
algoritmo de transferencia de variables, se presentan las diferentes opciones y se enumeran
los inconvenientes de cada caso. Por tltimo se hace referencia al algoritmo empleado en este
trabajo basado en el método denominado Superconvergent Patch Recovery, el cual muestra
una importante conservacién de las variables transferidas lo cual impacta directamente en
la preservacion de la precision en los resultados.

En el Capitulo 6 se pueden encontrar los primeros resultados numéricos obtenidos con
la formulacion propuesta en esta tesis. En este capitulo se presenta en primer lugar serie
de problemas donde la distorsiéon geométrica no juega un papel preponderante, de modo
que no es necesario restaurar la malla para mantener la precision de los resultados. Estos
problemas en particular estan asociados al estudio numérico de casos de tipo industrial
representados por embuticion de laminas y conformado de piezas de espesor relativamente
pequeno. Luego se estudian algunas problemas ligados a procesos masicos o voluminicos
como la extrusion y el forjado de metales en donde el cambio geométrico de las piezas,
durante el proceso, hace necesario el uso de un algoritmo de remallado y se evidencian
grandes deformaciones elasto-plasticas. Por tltimo se presenta una breve discusion de los
resultados obtenidos en el analisis de los problemas numéricos estudiados en este capitulo.

En el Capitulo 7 continuando con la validacién numérica de la herramienta, se plantea
inicialmente el estudio de dos casos elasto-viscoplasticos, en estos problemas se evalua la
incidencia del coeficiente de viscosidad en pequenas y grandes deformaciones. Se observa que
el modelo viscopléstico propuesto en esta tesis permite recuperar el comportamiento elastico
del material cuando la viscosidad del metal es elevada. Posteriormente se presentan tres
problemas donde el proceso de deformacion es no isotérmico. Los dos primeros representan
benchmarks donde el objetivo es estudiar los efectos de la velocidad y magnitud de la
deformacién en la generacion de calor. Mientras que el tercer caso de estudio representa una
aplicacion industrial que consiste en la extrusion de un eje a partir de un tocho cilindrico.
Al final de este capitulo se encuentra un breve discusion de los resultados obtenidos en los
casos estudiados.

El Capitulo 8 muestra un resumen de las conclusiones, obtenidas a partir de los
resultados observados en esta tesis y del comportamiento de la herramienta computacional
propuesta. Posteriormente se describen las contribuciones originales y aspectos destacables
asociados a esta tesis, y por ultimo se definen algunas lineas futuras de trabajo que surgen
como consecuencia de este trabajo.

El Anexo A por otra parte introduce los conceptos basicos de la cinemaética de sélidos
en grandes deformaciones, haciendo énfasis en la definiciéon de las magnitudes elementales
de la cinematica para luego introducir las expresiones asociadas a la descomposicion
multiplicativa del tensor gradiente de deformaciones. Ademas se presentan las ecuaciones
de balance o equilibrio asociadas a la mecanica del continuo, en especial aquellas asociadas
a la mecanica del sélido con acoplamiento termomecanico, es decir las ecuaciones de
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balance de la cantidad de movimiento y balance energético. También este capitulo presenta
el método de los desplazamientos virtuales como una metodologia para definir la forma
débil de las ecuaciones de equilibrio del problema térmico y mecénico acoplado. Por tltimo
se define la forma débil de las ecuaciones de gobierno del problema termomecanico, a partir
de las cuales y aplicando el método de elementos finitos se puede obtener un esquema
numérico discreto que permite simular el problema.

Para finalizar el Anexo B muestra una descripcién general del problema de contacto
entre dos sélidos deformables. Esto involucra la definicion de la cinematica empleada para
describir el cambio geométrico del contacto, como asi también los conceptos asociados a la
modelaciéon constitutiva de la interface de contacto, definicion de fuerzas de contacto y
generacion de calor, para el caso de contacto mecanico y termomecanico, respectivamente.
En particular se definen aqui los términos que deben adicionarse a las ecuaciones de gobierno
del problema termomecanico para considerar el contacto con las herramientas. Por ultimo
se presenta una descripcion del algoritmo de contacto bidimensional implementado en el
c6digo de solucion explicita de las ecuaciones termomecanicas STAMPACK (2011) basado
en la técnica de penalizacién.
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Capitulo 2

Modelos constitutivos para metales
dictiles

2.1. Introduccién

El modelo constitutivo es uno de los ingredientes fundamentales en el analisis de
cualquier sistema estructural o sélido, su importancia radica en que el mismo provee las
relaciones necesarias entre tensiones y deformaciones. En este trabajo se consideran las
hipdtesis de la mecénica del continuo clasica, es decir se estudia un volumen elemental
representativo del continuo el cual se encuentra sometido a un estado cuasi-uniforme
de tension. Esta hipotesis es equivalente a despreciar las heterogeneidades locales de las
tensiones y las deformaciones, mas aun el efecto de las heterogeneidades se observa de
manera indirecta a través del uso de una determinada cantidad de variables internas de
estado. El trabajo de Horstemeyer y Bammann (2010) muestra un bosquejo del crecimiento
de los modelos de material a lo largo del tiempo, y como diferentes teorias como: la
termodinamica, la plasticidad, la viscoplasticidad, el creep, los modelos de danos, la ciencia
de materiales, etc., han ido permitiendo la obtencién de modelos constitutivos basados en
multiples variables internas de estado permitiendo el andlisis de sistemas cada vez mas
complejos. Es la convergencia a lo largo del tiempo de la cinematica, la cinética, la mecanica
del continuo y la termodinamica, lo que le ha dado a los modelos de comportamiento de
material o modelos constitutivos de materiales (basados en variables internas de estado) el
impulso necesario para desarrollarse.

En algunos de los trabajos que se citan a continuacion, el problema elasto-plastico
es abordado desde un punto de vista puramente matematico proponiendo modelos de
comportamiento del material complejos. Sin embargo no esta dentro de los objetivos de
este trabajo definir con rigurosidad matematica un modelo constitutivo, sino méas bien
definir un modelo de material desde un punto de vista ingenieril que represente de manera
adecuada el comportamiento del material frente al estudio de un proceso industrial.

En este trabajo se consideraran materiales con rangos elasticos bien definidos. Luego
en primera instancia se estudiaran problemas en los cuales la plasticidad es independiente
del tiempo y los procesos son isotérmicos de modo que no hay acoplamiento termomeca-
nico, luego se analizaran problemas en donde la plasticidad es dependiente del tiempo
(viscoplasticidad), y por tltimo se consideraran problemas en donde los procesos no son
isotérmicos y existe acoplamiento termomecanico. Siguiendo este mismo esquema se ha
desarrollado la revision de trabajos en el drea de la modelacion constitutiva de metales.

El contenido de este capitulo se resume a continuacién. La Seccién 2.2 presenta una
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revision de los modelos elasto-plasticos para metales y dentro de esta seccion se presentan los
dos esquemas mas empleados, en el apartado 2.2.1 el modelo de descomposicién aditiva del
tensor de deformaciones, y por otra parte en el apartado 2.2.2 el modelo de descomposicién
multiplicativa del tensor gradiente de deformaciones. Ademas en el apartado 2.2.3 se
muestra el grado de correlacion que existe en la actualidad entre estos dos modelos, y
también un vistazo a los desarrollos actuales dentro de la modelacién elasto-plastica. La
Seccién 2.3 en cambio muestra un compendio de los modelos elasto-viscoplasticos que se
emplean en la actualidad. El apartado 2.3.1 presenta la revisiéon de los modelos empleados
en el estudio del comportamiento de metales frente al fenémeno de la viscoplasticidad
desde un punto de vista generalizado o unificado, es decir modelos capaces de predecir
el comportamiento aun frente a la ausencia de la viscosidad. También se han incluido
algunos trabajos del area termo-elasto-viscoplastica. El apartado 2.3.2 por ultimo muestra
el origen fenomenologico y la propuesta de un modelo generalizado del tipo Perzyna, que
es el que se empleara en este trabajo.

2.2. Modelos constitutivos elasto-plasticos

Este apartado contiene un compendio de la revision de modelos constitutivos elasto-
plasticos, basado en los trabajos de Castell6 (2005) y Garcia Garino (1993). En lo que
respecta a los modelos constitutivos elasto-plasticos poco ha cambiado respecto de las ideas
originales presentadas por Naghdi (1990), Lee (1969) y sus respectivos colaboradores, sin
embargo en este tiempo se ha avanzado lo suficiente en la articulacion de estas teorias con
los hechos experimentales conduciendo a modelos constitutivos mas precisos y eficientes

Existen numerosos modelos constitutivos que han intentado describir el problema
de las grandes deformaciones elasto-plasticas, como asi también una gran cantidad de
cbdigos en elementos finitos que usan estos modelos para el analisis de problemas con
estas caracteristicas. Y si bien existen diferentes escuelas que compiten entre si, hasta
la fecha ninguna teoria ha derivado en un modelo de aceptacién generalizada, pero si se
han complementado lo suficiente para obtener modelos que representan con un grado de
exactitud ingenieril el comportamiento del material.

Con la excepcion de unas pocas contribuciones anteriores, el analisis de las grandes
deformaciones elasto-plasticas comienza a finales de la década del sesenta. Dejando de
lado muchos aportes a esta area, que se abandonaron tan pronto como fueron apareciendo,
las lineas de investigacion principales en el campo de las deformaciones plasticas son en la
actualidad:

= ¢l concepto de una descomposicion aditiva del tensor de deformaciones en una parte
elastica y otra plastica, empleando la suposicién de que ambas partes son simétricas,
a partir del trabajo de Green y Naghdi (1965).

= el concepto de una configuracion intermedia libre de tensiones junto con una des-
composicion multiplicativa del tensor gradiente de deformaciones, propuesto por Lee
(1969) y Mandel (1972) en el mismo periodo.

= teorias que surgen de la generalizacién de las ecuaciones integrales de la viscosidad
lineal, resultando en modelos sin rango elastico.

Mientras las dos primeras lineas de investigacion, tratan de generalizar los conceptos de la
teoria clasica de plasticidad de Prandtl-Reuss-Mises y son comparativamente muy compe-
titivas. La tercer linea de investigacion es muy diferente en sus conceptos fundamentales
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y fenomenolégicos, sin embargo resulta relevante en el momento de agregar los efectos
viscosos al comportamiento plastico del material y sera tratado en la préoxima seccion.

En los proximos apartados se presentan las hipétesis caracteristicas y una breve resena
de los modelos basados en los conceptos de la teoria clasica de plasticidad. En el caso
del modelo basado en la descomposicion multiplicativa, la terminologia que se emplea en
los siguientes apartados corresponde al tratamiento de la cinemética de los sélidos con
grandes deformaciones que se encuentra en el Apéndice A de este trabajo.

2.2.1. Modelo basado en la descomposicién aditiva

Este modelo propuesto originalmente en el trabajo de Green y Naghdi (1965), fue uno
de los primeros estudios rigurosos que intentaron situar el problema de la plasticidad con
grandes deformaciones en el contexto de la mecanica de los medios continuos. El modelo
se caracteriza por la hipétesis de la descomposicion aditiva del tensor de Green-Lagrange
E en sus componentes elastica E¢ y plastica EP, segin:

E=E°+ EP (2.1)
E=E°¢+F?
U=U(EE «a)
=1 (EE a)
o, O
—Pan

Tabla 2.1 — Modelo basado en la descomposicion aditiva

El cuadro 2.1 presenta un resumen de las ecuaciones que describen el modelo, en donde
ademas de la descomposicion aditiva de la deformacién las otras variables involucradas son:
la funcién de energia interna de deformacion U, la funcion de fluencia f, el segundo tensor
de tensiones de Piola-Kirchhoff S (establecido a partir de una funcién de energia libre v) y
por ultimo un conjunto de variables internas « elegidas de forma adecuada para describir la
evolucién del material. Esta formulacion propuesta en el cuadro 2.1 resulta muy atractiva
por su simpleza, sin embargo como también lo pone de manifiesto Garcia Garino (1993) si
bien el modelo planteado en la configuracién original resulta trivialmente objetivo, trae
aparejado el inconveniente de que los elementos que caracterizan el modelo estan referidos
a un espacio carente de significado fisico en grandes deformaciones. Frente a esto, para el
estudio de grandes deformaciones resulta mas adecuado plantear los modelos empleando
la descomposicion aditiva del tensor velocidad de deformaciones d sobre la configuracion
deformada en la suma de sus componentes elastica d¢ y plastica d?, de acuerdo a:

d=d°+d (2.2)

Algunas aplicaciones de este modelo son los trabajos de Loblein et al. (y 2003), Itskov
(2004) y Flores y Onate (2001). El trabajo de Loblein et al. (2003) emplea la descomposicion
aditiva en el analisis de sélidos ortétropos haciendo uso de la generalizacion de la medida
de deformaciéon a partir del tensor derecho de Cauchy-Green; por otra parte el trabajo de
Itskov (2004) presenta un andlisis comparativo entre modelos aditivos y multiplicativos,
demostrando que a diferencia de algunos modelos aditivos los modelos multiplicativos
llevan a soluciones no-espurias frente a cargas de corte simple en deformaciones finitas.
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Fp

y 4
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Figura 2.1 — Esquema de descomposiciéon multiplicativa del tensor gradiente de las defor-
maciones.

Otro trabajo donde se aplica la descomposicién aditiva del tensor de deformaciones, si
bien estd dedicado a laminas en grandes deformaciones es relevante en cuanto al modelo
constitutivo, es el de Flores y Onate (2001) donde se utiliza el par tensién-deformacién de
Hencky.

2.2.2. Modelo basado en la descomposiciéon multiplicativa

En el caso de plasticidad cristalina algunos de los mecanismos béasicos (por ejemplo mo-
vimiento de dislocaciones) han sido mucho mas desarrollados y comprendidos, comparados
con la plasticidad del punto de vista fenomenologico. Estos estudios a nivel movimiento
de la estructura cristalina han dado lugar a este modelo constitutivo. El modelo esta
basado en la descomposicion multiplicativa del tensor gradiente de la deformacién en sus
componentes eldstica F¢ y plastica F?, y tiene la forma :

F =F°. F” (2.3)

el modelo resulta bastante atractivo pues en el caso de monocristales muestra una evidencia
fisica muy importante. La Figura 2.1 muestra un esquema de la descomposiciéon multiplica-
tiva, y la implicancia del estado intermedio libre de tensiones definido por la parte plastica
del tensor gradiente de deformaciones F?. Como resultado de los trabajos en el area de
la teoria microestructural que describen las grandes deformaciones elasto-plasticas de
monocristales (también llamada teoria del deslizamiento en el continuo) este modelo goza
de una enorme aceptacion y por tal motivo se ha extendido su uso al analisis de sélidos
policristalinos bajo las hipétesis de la mecanica del continuo. La cinematica asociada a
este modelo, que puede encontrarse en la mayoria de los libros de texto, ha sido definida
en el Apéndice A de este trabajo.

El principal inconveniente que muestra este modelo, tal como lo pone de manifiesto
Garcia Garino (1993), es que la descomposicién queda exactamente definida con la excepcién
de movimientos de cuerpo rigido. Este punto se convirtié6 durante muchos anos en la
discusion central entre las dos escuelas (Green y Nagdhi con sus seguidores por un lado, y
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Lee y Mandel con sus colaboradores por el otro). Hoy en dia se acepta que la descomposicién
propuesta en (2.3) define el modelo sin ambigiiedades en el caso de materiales isétropos, y
sin embargo en caso contrario se debe recurrir a las ideas propuestas por Mandel (1983)
para definir la configuraciéon intermedia. O bien postular leyes de evolucion para el tensor
velocidad de rotacion plastica WP como han propuesto distintos autores.

El formato original del modelo de descomposicion multiplicativa, atribuido generalmente
a Lee, ha sufrido una importante evoluciéon desde que fue postulado. De modo que
actualmente el modelo de descomposicion multiplicativa se caracteriza por considerar
que la regla de flujo esta asociada a la componente plastica del tensor de deformacion
F? 0 a una medida cinematica derivada del mismo como lo es el tensor de velocidad de
deformacion plastica LP. La componente plastica del tensor gradiente de la deformacion
F? es la variable que describe el flujo plastico a través del cristal como una serie de
deslizamientos en la red cristalina. En los modelos clasicos los monocristales muestran
direcciones principales asociadas a la estructura cristalina que no se deforman con el
material, esto es lo que se asocia generalmente con la configuracion intermedia, y por otro
lado se considera que la deformacion esta asociada a la parte eldstica del gradiente de
deformacién definida a partir de (2.3) como F¢ = FFP~!. En el cuadro 2.2, se presenta un
resumen de las ecuaciones que describen este modelo.

F = F°F?P
W =W (F,F?,a)
f=[(FFa)
g=g (F7 F?, 6‘)
L» = L (F,F?,a)
oW
T = Po Bl

Tabla 2.2 — Modelo basado en la descomposicién multiplicativa

En este caso la funcién de energia interna de deformacion W depende del gradiente de
la deformacion F, de su componente plastica F? y de un conjunto adecuado de variables
internas @&. Cabe destacar que la funcién de fluencia f y el potencial pléstico g, se formulan
en la configuracién intermedia. Donde C (ver Apéndice A) es el tensor derecho de Cauchy-
Green definido también en la configuracion intermedia. La implementacién de un modelo
basado en la descomposicién multiplicativa resulta habitualmente mas compleja que el
modelo aditivo. Esto se encuentra asociado con la definicién de una funciéon de energia
interna que describa correctamente el comportamiento en el rango elasto-plastico del
material, y se evidencia en las complicaciones que surgen durante la integracion de la
ecuacion constitutiva.

Como se mencion6 anteriormente, en el caso de materiales isétropos es suficiente con
emplear la componente plastica del tensor de deformaciéon FP o la parte simétrica del
tensor de velocidad de deformacién plastica LP (lo que equivale a despreciar el tensor de
velocidad de rotacion plastica WP = 0). Si se desea formular un modelo méas general, es
necesario incluir el tensor velocidad de rotacién plastica WP (plastic spin) que constituye
en realidad la parte antisimétrica del tensor LP. En los trabajos relacionados con la teoria
del deslizamiento en el continuo, la parte asociada a la rotacién del tensor LP esta bien
definida cuando se trata de un monocristal, pero surgen controversias muy importantes
cuando se intenta aplicar el esquema tradicional de descomposicion multiplicativa a teorias
puramente fenomenoldgicas de plasticidad. La hipdtesis de no considerar el tensor de
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rotacion plastico ( WP = 0), aparecia como una opcién arbitraria e inicialmente era
resistida por muchos autores.

Algunos trabajos en el drea computacional asociados a este modelo constitutivo son:
el de Eterovic y Bathe (1990) donde presenta un modelo basado en la descomposicién
multiplicativa muy similar al mostrado en el cuadro 2.2. En su trabajo Betsch y Stein
(1999) propone un modelo constitutivo basado en la descomposicién multiplicativa, que
emplea el tensor derecho de Cauchy-Green en la formulacién cinemética de un elemento
de lamina y el cambio en la componente plastica de este tensor para la regla de flujo. Por
su parte Eidel y Gruttmann (2003) presenta un modelo constitutivo con descomposicién
multiplicativa aplicado en el contexto de las grandes deformaciones elasto-plasticas en
materiales ortotropos donde, si bien hace uso de la hipétesis WP = 0, obtiene resultados
muy precisos. Ademds de estos autores, Idesman (2003) presenta en su trabajo la compa-
racion de tres modelos constitutivos distintos basados todos ellos en la descomposicion
multiplicativa. El trabajo de Idesman demuestra que a pesar de la consistencia de los
diferentes modelos, los resultados suelen ser ligeramente distintos y llega a la conclusion de
que estas diferencias estan asociadas a la no unicidad de la descomposicion multiplicativa
del tensor gradiente de deformaciones.

2.2.3. Conciliacion de los modelos aditivo y multiplicativo

Haciendo una revision de los trabajos de la dltima década, queda bastante claro que las
escuelas de modelacion constitutiva aditiva y multiplicativa, han encontrado mas puntos
en comun y existen hoy menor cantidad de desacuerdos en varios de los aspectos que
originalmente dieron lugar a las controversias. Esta conciliacion, que es la que Garcia Garino
(1993) ha puesto de manifiesto en su trabajo como unificacion de ideas, viene de la mano
de la componente plastica del tensor derecho de Cauchy-Green CP:

Cr =FT . F» (2.4)

los autores que contribuyeron originalmente a esta unificacion de ideas son Green y Naghdi
(1971) y Sidoroff (1970) entre otros. Més aun, los trabajos muestran que desde ambas lineas
de desarrollo se sirven de conceptos y definiciones que originalmente parecian incompatibles,
un ejemplo de ello es el empleo de modelos constitutivos basados en la descomposicion
multiplicativa que de alguna manera emplean los conceptos de plasticidad anisétropa
definidos en la descomposicion aditiva.

Sobre este mismo camino, Miehe et al. (2002) presenta un método consistente con el
propuesto por Green y Nagdhi basado en la descomposicion aditiva, y que sin embargo
emplea como variable interna principal un tensor métrico pldstico GP que se obtiene pre-
multiplicando a la componente plastica del gradiente de deformaciones por su transpuesta
igual que en la ecuacién (2.4). Inclusive modelos constitutivos generalizados, consistentes
con la formulacién mencionada ya habian sido probados con éxito en los trabajos de
Papadopoulus y Lu (1998, 2001) en el contexto de materiales isétropos y anisotropos
respectivamente. Otro trabajo interesante es el de Bertram (1998), donde el autor se
independiza de los conceptos de descomposicion aditiva o multiplicativa, también deja de
lado las configuraciones intermedias y se basa en la caracteristica inherente a los materiales
cristalinos por la cual solo la deformacion de la red cristalina (no la del material) determina
el estado tensional. Esta caracteristica muestra que la formulacion propuesta por Bertram
es consistente con la descomposicion multiplicativa desde el punto de vista de analisis
de las deformaciones en la red cristalina (inclusive en este trabajo se demuestra que la

12



Modelos constitutivos para metales dtctiles

formulacién en Bertram (1998) bajo ciertas hipdtesis, puede ser consistente con el modelo
de Green y Nagdhi).

En la actualidad los desarrollos dentro del area de la modelacién constitutiva de
metales, estan orientados a definir el comportamiento anisétropo plastico de los metales
con direcciones preferenciales de deformacién (asociadas al direccionamiento de granos
de la estructura cristalina). Un ejemplo de ello es el trabajo de Lu y Papadopoulus
(2004) se presenta una teoria de andlisis de deformaciones anisétropas plasticas finitas
basado en la mecanica del continuo, aplicable a materiales cuya simetria esta determinada
por la estructura cristalina. Esta aproximacion esta basada en el comportamiento tipico
de los metales, donde la deformacion plastica estd dominada por el movimiento de las
dislocaciones a nivel de la estructura cristalina, en donde a pesar del movimiento de las
dislocaciones la estructura en general se mantiene inalterada. El objetivo del trabajo de
Lu y Papadopoulus (2004) es brindar una solucién, con base en la mecanica del continuo,
que solucione de alguna manera el problema la definiciéon arbitraria de la configuracion
intermedia (asociado principalmente a la definicién de una ley que fije la evolucion de la
rotacion del mismo). Esta teoria se basa en el uso del tensor de derecho de Cauchy-Green
como variable principal, y evita la definicién explicita de la configuracién intermedia sin
abandonar las implicancias fisicas que dan lugar a la descomposicion multiplicativa del
tensor de deformaciones. Por su parte Sansour et al. (2007) presenta un modelo basado en
la descomposicion multiplicativa del tensor gradiente de la deformacion, y considera una
regla de flujo anisétropa cuyos argumentos son la tension y la deformaciéon. El objetivo de
esta modificacion en la regla de flujo es llegar a una formulacién libre del tensor velocidad
de deformacién plastica, similar a las empleadas en metales isétropos.

También el trabajo de Ulz (2011) muestra la relevancia de considerar el tensor de
rotacion plastico, en particular en algunos procesos de conformado severo de metales
y cuando las piezas presentan orientaciéon preferencial de los granos (laminas y tochos
obtenidos por rolado). El trabajo de Ulz (2011) se basa en la descomposicién multiplicativa,
del tensor de deformaciones y propone una ley de evolucion del tensor plastico ligado a la
posicion instantanea de las direcciones principales de ortotropia del material. Una idea
similar se persigue en el trabajo de Heidari et al. (2009), donde a partir de una formulacién
del tipo euleriana basada en la descomposiciéon multiplicativa del tensor gradiente de
las deformaciones, se propone la evaluacion del tensor velocidad de deformacion plastico
empleando la idea de tensores de velocidad corrotacional.

Un enfoque diferente se propone en el trabajo de Weissman y Sackman (2011), donde
se presenta un esquema basado en la descomposicién multiplicativa, pero a diferencia de
los trabajos mencionados hasta aqui, se define una configuracién intermedia pretensionada.
Esta idea surge de algunas de las discrepancias originales entre las ideas del grupo de
investigadores encabezado por Naghdi y el grupo encabezado por Lee, resulta interesante
destacar que la formulacion basada en la configuracién intermedia libre de tensiones se
recupera como un caso particular.

Otra opcidn es la propuesta en el trabajo de Kim et al. (2009), en la cual si bien se parte
de la idea original asociada a la descomposicion multiplicativa, se considera dentro de la
funcion de energia el tensor de tensiones asimétrico de Mandel el cual realiza trabajo sobre
el tensor de velocidad de rotaciéon plastico. Este modelo evaliia de manera més natural la
evolucién de las direcciones de deformacion preferenciales en plasticidad anisétropa, sin
la necesidad de emplear leyes de evolucién ad-hoc como las que se emplean en algunos
de los trabajos citados previamente. Sobre esta misma linea de investigacion, el trabajo
Caminero et al. (2011) hace énfasis en el proceso de integracién de la ecuacién constitutiva,
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lograndose un esquema general implicito del cual se desprende como caso particular el
esquema propuesto por Eterovic y Bathe (1990).

Por ultimo el trabajo de Duchéne et al. (2008) presenta una forma interesante de
evaluar experimentalmente la rotacién promedio de los cristales, a partir de los cambios
en la textura de probetas sometidas a corte simple. En este trabajo ademas, se comparan
los resultados con diferentes maneras de evaluar el tensor de velocidad de deformacion y el
tensor asimétrico de Mandel.

En conclusién puede decirse que en el caso de materiales isétropos, existe al menos
una enorme concordancia de que la descomposicion multiplicativa es suficiente para
describir el fenomeno elasto-pldstico y por este motivo también se acepta que en grandes
deformaciones es el modelo mas atractivo para la descripcién del comportamiento del
material. Por otro lado es completamente necesario fijar alguna ley que gobierne la evolucion
de la configuracién intermedia cuando el material no es isétropo.

El modelo que se empleara en este trabajo esta basado en el trabajo de Garcia Garino
(1993) y ha sido probado con éxito en Castell6 y Flores (2008). El mismo no considera
anisétropia por deformacion plastica, es decir no contempla la anisétropia que se evidencia
comunmente en materiales originalmente isétropos y que son deformados en alguna
direcci6n preferencia (ldminas obtenidas por rolado). El motivo de no considerar un modelo
plastico anisétropo se debe a que las aplicaciones industriales de conformado de metales
voluminicos se hace sobre piezas que son previamente normalizadas térmicamente para
facilitar la deformacion plastica y el cambio de forma.

2.3. Modelos constitutivos elasto-viscoplasticos

La teoria de la viscoplasticidad describe el flujo del material producido por creep
o relajacion, el cual a diferencia de la plasticidad depende del tiempo. Los aspectos
fenomenologicos de la viscoplasticidad pueden estudiarse por diferentes vias: ensayos de
endurecimiento bajo velocidad de deformaciéon constante, ensayos de deformacién por
creep bajo carga o tension constante, ensayos de relajacién a deformacion constante, e
inclusive ensayos ciclicos de carga-descarga. Segin sea el ensayo aplicado se han encontrado
diferentes resultados y diversas maneras de cuantificar el fendmeno viscoplastico, sin
embargo estas cuantificaciones no necesariamente conllevan a resultados similares. Es decir
existen actualmente teorias que describen adecuadamente el comportamiento viscoplastico
en pequenas deformaciones de materiales sometidos a cargas ciclicas, que sin embargo no
predicen correctamente el fendémeno viscoplastico en grandes deformaciones con cargas
monotonicas.

Ademas desde el punto de vista de los procesos de conformado de metales, se requiere
un modelo constitutivo cuyo rango de aplicaciéon pueda abarcar: las bajas temperaturas
donde los efectos viscosos son despreciables, y las altas temperaturas donde la viscosidad
es dominante en el flujo plastico. El analisis de estos procesos a bajas temperaturas
(conformado plastico en frio) involucra aspectos complejos como el flujo plastico is6coro
(sin viscosidad), importantes cambios en la geometria y contacto con las herramientas. Sin
embargo, el analisis se vuelve aun mas complejo cuando se considera a la temperatura
como variable puesto que, ademas del acoplamiento termomecéanico, los metales muestran
un fuerte comportamiento viscoso a temperaturas superiores a un tercio de la temperatura
de fusién. En conclusién, aun sin considerar el cambio en la temperatura (comportamiento
isotérmico), cuando el proceso de conformado se realiza a temperaturas elevadas la
viscosidad juega un rol importante en el proceso del flujo plastico.
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En particular en este trabajo resulta imprescindible establecer un modelo elasto-
viscoplastico capaz de describir las deformaciones viscopldsticas de metales sometidos
a cargas monotonicas, es decir un estado de carga creciente y no ciclico, propio de los
procesos de conformado de metales. Y que ademés pueda emplearse sin inconvenientes en
un rango aceptable de temperaturas empleadas en aplicaciones industriales.

2.3.1. Modelos viscoplasticos para metales

En el trabajo de Chaboche (2008) se presenta una valiosa revisién de los modelos
constitutivos asociados al comportamiento viscoplastico de los materiales y muy particular-
mente en el caso de metales, en dicho trabajo se presenta un modelo generalizado asociado
a deformaciones plasticas pequenas y moderadas, que sin embargo puede ser extendido a
grandes deformaciones plasticas sin perder su validez. En dicho trabajo la generalizacion de
la teoria constitutiva para incluir los efectos de la viscoplasticidad surge de la eleccién de
un potencial o funcién viscoplastica la cual resulta dependiente de una tension equivalente
(ej.: von Mises, Hill, etc.) a partir de la cual se puede obtener una funcién monoténica
que describe el comportamiento del parametro de consistencia viscoplastico. El modelo de
Perzyna (1966), el de Lemaitre (1971) y posteriormente Ponthot (2002), pueden obtenerse
como un caso particular del modelo viscoplédstico generalizado o unificado propuesto por
Chaboche (2008).

Sin embargo, esta generalizacién no es la tnica posible, otros modelos donde se unifica
el comportamiento plastico y viscoso se diferencian por la eleccion de distintas funciones
para la viscosidad y en particular por la forma de evaluar del endurecimiento cinematico
(el cual resulta imprescindible en los casos donde la carga es ciclica), entre estos modelos
unificados se tienen los que han sido desarrollados a partir de los trabajos iniciales de
Miller (1976), Bodner y Partom (1975), Robinson (1978), Cernocky y Krempl (1980) y
Delobelle (1988). En el caso del modelo de Miller (1976) es un modelo viscoplastico, que
no considera la parte elastica y la funcién viscoplastica es la combinacion de un seno
hiperbdlico y una funcién potencial. Este modelo permite considerar el endurecimiento
cinematico como asi también el isétropo, con la caracteristica que la ley de evolucion del
endurecimiento isétropo involucra ademas un par de variables internas asociadas al efecto
de endurecimiento por velocidad de deformacion plastica. El modelo de Bodner y Partom
(1975) es posiblemente la teoria mas cercana a la propuesta por Chaboche (2008), en esta
teoria la funcién viscoplastica resulta de la combinacién de una exponencial y una funcién
potencial. Originalmente esta teoria consideraba endurecimiento isétropo tinicamente, las
versiones més actuales consideran endurecimiento direccional (anisotropia por deformacion)
lo cual lo hace muy interesante en el andlisis elasto-viscoplastico de laminas. El modelo
propuesto en el trabajo de Robinson (1978) se considera una funcién potencial para la
viscoplasticidad, y permite evaluar los efectos del endurecimiento isétropo y cinematico.
Este modelo sin embargo posee algunas desventajas asociadas principalmente a su aplicacion
en casos con cargas ciclicas y frente a endurecimiento cinematico. El modelo de Cernocky
y Krempl (1980) también posee algunos puntos en comin con el de Chaboche (2008), pero
la principal diferencia es que la evolucion del endurecimiento cineméatico se hace en funciéon
de la velocidad total de deformacién en lugar de emplear la velocidad de deformacion
viscoplastica. Por ltimo el modelo propuesto en el trabajo de Delobelle (1988) proponia
en sus comienzos un esquema de endurecimiento cinematico complejo, actualmente se ha
mejorado el modelo en este aspecto mostrando resultados muy adecuados en aplicaciones
de super-aleaciones termorresistentes. El trabajo de Chaboche (2008) presenta y compara,
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estos modelos, inclusive se muestra en forma grafica el comportamiento cualitativo de la
sobretension viscopldstica con respecto de la velocidad deformacién pléstica (a partir del
potencial o de la funcién viscoplastica propuesta). Este grafico muestra que a velocidades de
deformacién moderadas, entre é” = 1078571 y &2 = 107457}, las teorias brindan resultados
similares. Fuera de este rango a muy bajas o muy altas velocidades de deformacién plastica,
las diferencias entre algunos de los modelos resulta importante.

El trabajo de Heeres et al. (2002) muestra por otra parte una propuesta que podria
enmarcarse dentro de los modelos unificados, en donde la diferencia principal con respecto
a los modelos del tipo Perzyna (1966), es que la funcién de fluencia resulta dependiente
del tiempo de manera explicita. Este modelo presenta algunas ventajas en el estudio de
fenémenos asociados principalmente a la viscoplasticidad con ablandamiento. De una
manera similar en su trabajo Becker y Hackenberg (2011) propone una solucién similar a
partir del modelo de Freed y Walker (1993), adicionando un modelo de creep de rango
completo y empleando un predictor inelastico dependiente del tiempo.

La mayor parte de los modelos viscoplasticos presentados hasta aqui han sido desa-
rrollados principalmente para lidiar con cargas ciclicas y en pequenas deformaciones. Y
algunos de los modelos unificados mencionados muestran rangos de aplicacién acotados
en la temperatura, es decir no son viables para su uso en aplicaciones de conformado de
metales.

Una propuesta reciente para modelar la viscoplasticidad en grandes deformaciones
surge del trabajo de Henann y Anand (2009), aplicado a metales empleando un modelo
basado en una doble descomposicion multiplicativa la cual rige la evolucion de las dos
reglas de flujo que definen el modelo. La segunda descomposiciéon multiplicativa surge de
dividir la parte plastica del tensor gradiente de deformaciones en sus partes energética
y disipativa F? = F? F%. . Sobre esta misma linea se encuentra el trabajo de Shutov y
KreiBig (2008).

Se debe destacar también que existen otros tipos de teorias constitutivas no genera-
lizadas o unificadas, las cuales no seran tenidas en cuenta en esta revision debido a que
las mismas no representan una posible aplicacién al conformado de metales en todo el
rango de temperaturas. Algunas de estas propuestas pueden enmarcarse dentro de modelos
constitutivos: (a) con divisién de las deformaciones ineldsticas en la suma de deformaciones
plasticas méds deformaciones de creep que resultan independientes entre si, (b) basados en
multiples mecanismos de deformacion y multiples criterios de evolucion de las variables que
definen el modelo constitutivo, o (c) con transformaciones del tipo macro-micromecénicas.

Hasta aqui se han presentado diferentes opciones para cuantificar y establecer el
comportamiento viscoplastico de los materiales, sin embargo ninguno de estos trabajos
muestra el punto de vista del acoplamiento termo-mecanico. Algunos esfuerzos en este
sentido son el trabajo de Adam y Ponthot (2003), en el cual se parte de un esquema aditivo
y basado en un modelo hipoeldstico similar a Ponthot (2002). Una propuesta similar basada
en un modelo hipoelastico se puede encontrar en el trabajo de Andrade-Campos et al.
(2006), donde la descomposicién aditiva del tensor velocidad de deformacién resulta la
suma de la parte termoelastica y la parte viscoplastica. También Ulz (2009) en su trabajo
presenta un modelo generalizado, basado en la descomposicién aditiva y siguiendo algunos
lineamientos sobre las restricciones termodindamicas impuestas originalmente en el trabajo
de Green y Naghdi (1965). Desde el punto de vista de la descomposicién multiplicativa en
problemas con acoplamiento termomecanicos se puede mencionar el trabajo de Canadija y
Brni¢ (2004).

Otro punto de vista se presenta en el trabajo de Bertram (2003), el cual es una extensién
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a la termoplasticidad basada en el concepto de isomorfismo elastico ya previamente
presentado en Bertram (1998), el cual resulta coincidente con las configuraciones isoclinas
propuestas por Mandel (1983).

2.3.2. Modelo constitutivo elasto-viscoplastico generalizado

A partir de lo expuesto hasta aqui se puede observar que la modelacion constitutiva de
la viscoplasticidad se encuentra actualmente en un estado de desarrollo incipiente, en donde
coexisten planteos tedricos controversiales con aspectos fenomenolégicos bien establecidos.
Esta falta de uniformidad en los modelos conlleva a cada investigador emplee el modelo
que es mas adecuado para el tipo de problema que esta estudiando, y no exista hoy una
conciliacion de manera similar a lo que sucede con la modelaciéon del comportamiento
elasto-plastico.

Siguiendo las ideas de Lemaitre y Chaboche (1994), en el caso de metales los resultados
obtenidos por ensayos (endurecimiento, relajacién, creep, etc.) pueden unificarse habitual-
mente en una sola ecuacién uniaxial con tres parametros, la cual representa el fenémeno
viscopléstico bajo una velocidad de deformacién € > 0 (creciente y monoténica). Para cada
uno de estos ensayos se puede caracterizar la evolucién de la deformacién viscoplastica e*P
y su velocidad de deformacion €7 empleando la tension y la temperatura como parametros
(ver Lemaitre y Chaboche (1994), pg. 263-264 ). Los ensayos de endurecimiento, creep y
relajacién (manteniendo la temperatura constante); permiten caracterizar los materiales a
partir de curvas de isotensién en el espacio ("7, £"P) con un margen de error asociado al
orden de los errores de medicion. Esto prueba experimentalmente la existencia de una ley
mecanica de estado similar a:

0 = h(Evp, Evp) (2.5)

la cual puede definirse en el dominio de variacion de €7 y €"P. Inclusive se puede observar,
en un contexto mas general, que los resultados obtenidos se asemejan a dos ensayos de
creep bajo dos distintos niveles de tension, y por lo tanto decir que la deformaciéon plastica
nos permite describir el endurecimiento del material con una razonable exactitud.

Si se tiene en cuenta la Ley de Norton y las curvas de endurecimiento, una razona-
ble especificaciéon para la funcién h (%P, £"P) consiste en definir esta como el producto
de dos funciones potenciales. Incluyendo ademas la ley de elasticidad lineal, la ley de
endurecimiento viscoso puede escribirse como:

e = e+
o¢ = Ee° (2.6)
o = ) ()

en donde N, M y n son tres parametros, los cuales son funcién de la temperatura y
dependientes del material: M es el exponente viscoso; N es el exponente de endurecimiento,
y 1 es el coeficiente de resistencia viscosa.

Este modelo resulta interesante dado que implica un pequeno cambio a las ecuaciones
del modelo elasto-pléstico propuesto originalmente por Garcia Garino (1993). El modelo
de viscoplasticidad que se utilizara en este trabajo esta basado en el modelo clasico de
plasticidad dependiente del tiempo propuesto en los trabajos de Perzyna (1966, 1971).
Este modelo elasto-viscoplastico unificado fue adaptado inicialmente por Ponthot (2002)
a una teoria constitutiva hipoelastica, y posteriormente en los trabajos de Ponthot et al.
(2005) y Garcia Garino et al. (2006) se ha extendido al modelo elasto-plastico hiperelastico
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basado en la Formulacién Lagrangeana Actualizada como al empleada en Castell6 y Flores
(2008) y de esta manera se han incorporado los efectos viscosos a la plasticidad de una
manera generalizada.

Por dltimo si bien en este trabajo se han considerado problemas termomecdanicos,
no se ha considerado la aplicaciéon de viscoplasticidad en estos casos. Sin embargo el
empleo del modelo viscopléastico en problemas termomecanicos resulta directa a partir de
la caracterizacién térmica de las variables que definen el modelo viscoplastico, es decir
una vez establecidos los pardmetros N (6), M (0) y n () en funcién de la temperatura, se
obtiene un modelo termo-elasto-viscoplastico.
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Ecuaciones de gobierno del problema
termomecanico elasto-viscoplastico

3.1. Introduccién

El analisis de s6lidos metalicos en deformaciones finitas, considerando acoplamiento
termomecanico y un comportamiento elasto-viscoplastico del material, se puede llevar a
cabo si se establecen adecuadamente las ecuaciones de gobierno que respeten las leyes
de balance que rigen la mecéanica del continuo y que sean acordes a las restricciones
termodinamicas asociadas a dichos problemas.

Este capitulo esta dedicado a presentar las ecuaciones de gobierno de sélidos en defor-
maciones finitas, en particular las ecuaciones asociado a metales en grandes deformaciones
e inclusive considerando procesos no isotérmicos. El objetivo es introducir las ecuaciones
que permiten estudiar y simular el comportamiento de metales en procesos industriales de
conformado plastico del tipo voluminico o masico, como por ejemplo extrusion, forjado,
rolado, etc. Estos procesos de conformado plastico de metales pueden llevarse a cabo a
temperatura ambiente o a temperaturas elevadas, lo que se conoce como conformado en
frio y conformado en caliente, respectivamente. El conformado en frio de metales involucra
aspectos fisicos complejos como el flujo plastico isdcoro, cambios geométricos importantes
y contacto con las herramientas. En el caso del conformado en caliente, ademéas de estos
aspectos se debe tener en cuenta el intercambio de temperatura con las herramientas y el
medio, la generacion de calor por friccién, y también el acoplamiento de la temperatura
con las deformaciones. Se observa entonces que este tipo de problemas no solo involucra
un conjunto de fenémenos fisicos complejos en si mismos, sino que en alguna medida todos
ellos se encuentran acoplados.

Se pretende entonces hacer uso de las leyes de balance del continuo para establecer las
ecuaciones de equilibrio mecénica y térmica, para luego a partir de un modelo constitutivo
adecuadamente fundamentado sobre los principios termodindmicos, definir las ecuaciones
de gobierno del problema termomecanico. Por otra parte para definir correctamente
el problema de contacto se hara uso de las ecuaciones de la mecanica del contacto.
Los Apéndices A y B presentan de forma exhaustiva los desarrollos concernientes a la
cinematica asociada a grandes deformaciones, las leyes de balance del continuo y los
principios termodindmicos, la definicién de las ecuaciones de equilibrio, y el problema del
contacto.

El contenido de este capitulo es el siguiente; La Seccion 3.2 presenta las ecuaciones
de gobierno del problema con acoplamiento termomecanico, para lo cual partiendo de las
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ecuaciones de balance en 3.2.1 y considerando el principio de desplazamientos virtuales en
3.2.2, se llega a la forma débil de las ecuaciones de equilibrio mecénica y térmica en el
apartado 3.2.3. Por ultimo se introduce el modelo constitutivo termo-elasto-viscoplastico
asociado a metales, para lo cual primero se presenta un modelo elasto-plastico en la Seccion
3.3 y luego en la Seccién 3.4 se lo generaliza para tener en cuenta los efectos viscoplasticos
de una manera unificada.

3.2. Ecuaciones de gobierno en el acoplamiento ter-
momecanico

Las ecuaciones de gobierno del problema termomecéanico en deformaciones finitas,
pueden derivarse a partir de las ecuaciones de balance o conservacion de la mecanica
del continuo. En este apartado se presentaran las principales ecuaciones en base a las
cuales se definen las ecuaciones de gobierno, y posteriormente a partir del principio de
desplazamientos virtuales se obtendra la forma débil de dichas ecuaciones. Esta forma
débil es el punto de partida para la aplicacion de método de elementos finitos, a fin de
obtener la forma discreta de las ecuaciones de gobierno en el Capitulo 4. Este apartado

presenta un compendio de las expresiones que se han desarrollado de forma completa en el
Apéndice A.

3.2.1. Ecuaciones de balance en la mecanica del continuo

Las ecuaciones de gobierno de los sistemas fisicos satisfacen un conjunto de ecuaciones
que resultan fundamentales en la mecanica del continuo. Este conjunto de ecuaciones surge
de las denominadas leyes de conservacién o balance, y las mismas describen el compor-
tamiento de algunas magnitudes fisicas y termodinamicas importantes. Las ecuaciones
son:

1. Conservacion de la masa.

2. Conservacion de la cantidad de movimiento lineal.
3. Conservacion de la cantidad de movimiento angular.
4. Conservaciéon de la energia.

Si consideramos un marco de referencia inercial, existe un balance o conservacion entre
el cambio en las cantidades de movimiento lineal y angular respecto de las fuerzas y
momentos aplicados al cuerpo en movimiento, o bien:

d
— [ pvdV = / pbsdV + ;15 t,dA (3.1)
dt Jy v A
d
/pxxvdV:/pxxbde+¢X><tndA (3.2)
dt Jy v A

en (3.1) y (3.2) se han supuesto actuando dos tipos de fuerza, la integral en el dominio
de las fuerzas masicas by que son fuerzas por unidad de masa actuando sobre la region
que se estudia, y la integral sobre el contorno del dominio del vector t,, que representa
fuerzas de superficie por unidad de area actual aplicadas en el contorno de la region del
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cuerpo que se analiza. Ademas los vectores v y x representan la velocidad y posicién
de cada particula en el dominio de andlisis. En (3.1) y (3.2) no se han considerado las
fuerzas y momentos puntuales, sin embargo los mismos pueden adicionarse sin generar
ningdn inconveniente en el analisis. Las fuerzas de superficie se suponen dependientes
de la posicion, el tiempo y de la superficie a través de la normal unitaria en esa parte
del contorno del cuerpo. Las ecuaciones cantidad de movimiento se simplifican aun méas
cuando se considera conservacion de la masa y que el punto respecto del cual se toman
momentos esta fijo.

Sin embargo la principal consecuencia del principio de cantidad de movimiento lineal
(3.1) es que el vector t,, depende linealmente de la normal unitaria n, es decir existe un
tensor de segundo orden denominado tensor de tensiones tal que:

t,=0o-n (3.3)

donde t,, y o son el vector de tensiéon y el tensor de tensiones de Cauchy respectivamente.
Este resultado se denomina teorema de Cauchy, y la prueba se basa en la aplicacion del
principio de cantidad de movimiento lineal a un tetraedro infinitesimal.

Se puede establecer ademés la condicién de simetrfa o' = o, la cual surge como
consecuencia del principio de conservaciéon de la cantidad de movimiento angular. Sin
embargo se debe notar que el tensor de Cauchy es simétrico solo cuando no hay momentos
distribuidos.

[gualmente existe un balance o conservacion entre el cambio en la energia del sistema
(interna y cinética) y la potencia desarrollada por las fuerzas y cuplas aplicadas al cuerpo
mas toda otra energia que intercambie el cuerpo por unidad de tiempo, lo cual resulta:

4 <pu+1pv-v)dV = /(pbf-v+ph)dV+§I§(tn-v—q)dA (3.4)
dt Jy 2 v A

en la cual, ademas de la potencia de las fuerzas externas, se tiene la densidad de calor h y
el flujo de calor a través de la superficie q. En la (3.4), al igual que en (3.1) y (3.2), no se
ha considerado efectos concentrados de fuerzas, momentos o calor. El primer término de la
(3.4) representa el cambio sobre la energia interna y sobre la energia cinética, empleando
para ello una densidad de energia interna u y la velocidad de las particulas v.

La ecuacion (3.4), también denominada Primera Ley de la Termodindmica, es la forma
termomecanica del balance de energia dado que no involucra cambios energéticos por
reacciones quimicas o acciones electromagnéticas.

Ademas de las leyes de conservacion enumeradas en el comienzo de este apartado, existe
un postulado el cual permite definir las ecuaciones de gobierno y actiia como una restriccion
sobre las relaciones constitutivas. Este postulado es la desigualdad de Clausius-Duhem o
Sequnda Ley de la Termodindmica, el mismo establece que la entropia de un cuerpo es
siempre mayor a la entropia que ingresa en un cuerpo y la generada por el mismo, es decir:

d
— [ pndV > / pgdV + §lé sdA (3.5)
dt Jy v A
en donde 7 es la densidad de entropia, g = h/6 es el cambio especifico de entropia generada
en el cuerpo y s = —q/0 es el vector flujo de entropia (la entropia del sistema aumenta

cuando el flujo de calor es entrante). En estas definiciones para las contribuciones a la
entropia de sistema, se ha empleado la temperatura absoluta 6.

A partir de la conservacién de la energia (3.4), considerando el balance de cantidad
de movimiento (3.1) y la segunda ley de la termodindmica (3.5), y aplicando el teorema

21



Capitulo 3

de Gauss a fin de expresar todas las integrales sobre el dominio, se puede arribar a la
siguiente expresion:

p(@ﬁ—ﬁ)—i—d:a—zq-vezo (3.6)
esta expresion (3.6) resulta ser la forma local euleriana de la disipacién total, los primeros
dos términos corresponden a la disipacion mecanica y el tultimo término corresponde a la
disipacion térmica.

El problema termomecanico puede completarse a partir de un funcional que permita
derivar las expresiones constitutivas adecuadamente para el problema termomecanico. Una
opcién muy conveniente para este fin es la funcion de FEnergia Libre de Helmholtz la cual
puede expresarse como se muestra a continuacion:

U=V (E;E”;0; ;) = U (E%0; ;) = u — 1) (3.7)

esta forma de expresar la energia libre es atribuida a Green y Naghdi. En (3.7), «;
representa un conjunto de variables internas que se denominan cominmente como variables
de estado, por otra parte E¢ y 6 resultan ser la parte elastica del tensor de deformaciones
de Green-Lagrange y la temperatura absoluta, que son las variables independientes del
problema mecéanico y térmico, respectivamente.

La principal conclusion a la cual puede arribarse a partir de las ecuaciones (3.5) y
(3.7), es que la disipacién plastica es siempre mayor a cero y ademds que el proceso de
deformaciéon plastica es irreversible.

A partir de la variaciéon temporal de la energia libre (3.7), considerando la forma
localizada euleriana de la ecuacion de balance de la energia (3.4) y la disipacién de energia
(3.6), aplicando el método de Coleman se pueden establecer la relacion constitutiva y la
definicién de entropia segun:

o oV

T =P oRe y =""2q

y como consecuencia de las expresiones (3.8) la disipacién total de energia queda establecida

como la suma de la disipacién térmica (cuyo término es el definido previamente en la

ecuacion 3.6), més la disipacién mecanica la cual estd asociada puramente a la disipacién
por deformacién plastica.

Reemplazando el teorema de Cauchy (3.3) en la ecuacién de balance de cantidad de
movimiento (3.1), bajo adecuadas condiciones de continuidad y empleando el teorema de
Gauss a fin de expresar todas las integrales de (3.1) sobre el dominio, se puede obtener la
forma localizada de la ecuacién de movimiento:

(3.8)

V-eo+pbr—v)=0 (3.9)

y la ecuacion de equilibrio de un sélido deformable se recupera a partir de la ecuacién de
movimiento (3.9), cuando se considera nulas las aceleraciones (v = 0).

Por otra parte tomando la variacion de la densidad de energia interna a partir de la
ecuacién de energia libre (3.7) y considerando, la forma local euleriana de la ecuacién
de balance energético (3.4), las expresiones (3.8) y otras definiciones termodinamicas
relevantes como el tensor de dilatacion térmica B y el calor especifico C'; que surgen como
consecuencia de la aplicacién del método de Coleman (las cuales han sido completamente
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documentadas en el apartado A.4 del Apéndice A), se puede llegar a una expresion de la
forma:

—pCil +Q+ V- (K'V0) — 0B :d° + D, =0 (3.10)

en donde los primeros cuatro términos representan el problema termoelastico, mientras que
el ultimo término es el coeficiente de disipacion termopléastico o denominado también factor
de acoplamiento termoplastico. Este factor de acoplamiento contiene términos asociados a
la disipaciéon puramente mecanica relacionada a la deformacion pléstica, y a la disipacion
termoplastica relacionada a la disipacion plastica por cambios en la temperatura. Este
término esta fijado por la adopciéon de la funcién de energia libre y de las variables de
estado involucradas, en caso de un modelo elasto-plastico con endurecimiento isétropo, el
factor de acoplamiento termoplastico se puede evaluar como:

oc() .,
oy d (3.11)

en donde d? es el tensor velocidad de deformacion plastica, mientras que el segundo
término involucra el cambio en el tensor constitutivo tangente debido a un cambio en la
temperatura.

D, =0 :d"+0e°:

3.2.2. Principio de desplazamientos virtuales

Aunque no es realmente un principio fisico, el principio de trabajos virtuales guarda
ciertas similitudes con el primer principio de la termodinamica. Este principio postula
la evaluacion del trabajo a partir de fuerzas y tensiones estaticamente admisibles, que
se suponen constantes mientras realizan trabajo sobre un conjunto infinitesimal de des-
plazamientos cinematicamente admisibles, es decir que las tensiones no necesitan ser las
actuantes sobre el material, como asi tampoco los desplazamientos deben ser los reales.
En este sentido las tensiones y deformaciones pueden ser descritas en forma independiente,
lo que difiere en el caso de movimiento real de un cuerpo en cual el movimiento da lugar
a deformaciones las cuales generan tensiones a través de las relaciones cinematicas del
material.

Una distribucion de tensiones es estaticamente admisible cuando satisface las ecuaciones
de equilibrio en el interior del cuerpo y las condiciones de contorno en aquellos puntos
del mismo donde se han prescrito las acciones. Existen normalmente distintas posibles
distribuciones de tensiones admisibles, y todas satisfaciendo los requisitos de equilibrio.
Una distribuciéon cinematicamente admisible es aquella que satisface las condiciones de
desplazamientos prescritos en el contorno y que posea primeras derivadas parciales continuas
en el interior del cuerpo. Dado que el desplazamiento virtual se considera un magnitud
infinitesimal adicional a partir de la configuracion de equilibrio, deben anularse en todo
lugar donde el desplazamiento verdadero este prescrito como nulo.

La denominacién desplazamiento virtual obedece a que no son desplazamientos verda-
deros, sino simplemente desplazamientos hipotéticos cinematicamente posibles.

A partir de ahora se considerard un cuerpo en equilibrio y un campo de desplazamientos
virtuales du, donde estos desplazamientos deben cumplir con ciertas condiciones, como
por ejemplo que tengan primeras derivadas parciales continuas y ademas que sean nulos
du; = 0 en los puntos donde el desplazamiento estd prescrito (esto es necesario para no
violar la condicién de contorno). Y las condiciones de contorno se establecerdn, a partir de
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la eleccion de un sistema cartesiano (usualmente con un eje normal al contorno) en cada
punto del contorno, tal que:

oynj =t o du; =0 peronoambos

O9;; =ty 0 O0Uz =0 pero no ambos

o3;n; =t3 o Odus =0 peronoambos

En este cuerpo y bajo las condiciones establecidas, el trabajo virtual externo dW,,; de
las fuerzas externas de contorno t,, y de las fuerzas masicas pby se define como:

OWew = / t, - oudA + / pby - dudV (3.12)
A v

donde se ha elegido un campo de desplazamientos infinitesimal du, y dado que no existe
restriccion con respecto a la magnitud de los desplazamientos verdaderos desde alguna
configuracién de referencia hacia alguna configuracion deformada, el principio puede usarse
en problemas con desplazamientos finitos.

Puede demostrarse que a partir de la ecuacion (3.12), aplicando el teorema de la
divergencia y considerando las ecuaciones de equilibrio (3.9), puede llegarse a:

5Wext:/a:5st:/aij55ijdV (313)
1% \%

la cual establece que si el campo de tensiones es estaticamente admisible, el trabajo virtual
de la fuerzas externas de cualquier campo de desplazamientos virtuales cineméticamente
admisible es igual a (3.13). De manera inversa, si se satisface que el trabajo virtual de
las fuerzas externas prescritas es igual (3.13) para un supuesto campo de tensiones o;; y
para todo campo de desplazamientos virtuales cinematicamente admisible, entonces el
campo de tensiones es estaticamente admisible (es decir satisface el equilibrio en el interior
del cuerpo y las condiciones de contorno de fuerzas de superficie). Ambas propuestas
conforman el Principio de Desplazamientos Virtuales.

La forma general de aplicacion del principio de trabajos virtuales en su forma euleriana,
resulta:

5W - 5Wint + 5Wea:t - /
|4

o :0edV — (/ t, - dJudA +/ pby - 6udV> =0 (3.14)
A 1%

El principio de trabajos virtuales puede ser también definido en términos de los
tensores de Piola-Kirchhoff en la configuracién de referencia. Partiendo de la ecuacion
(3.12), considerando las relaciones y transformaciones entre las configuraciones deformada
y de referencia como se muestra en el Apéndice A, se puede obtener:

Wit = / P . 5FdV, (3.15)
Vo

en donde cabe considerar que ni P ni F son simétricos y por lo tanto es necesario tener
algun cuidado en la evaluacién del producto de ambos. La ecuacién (3.15) implica que
F y P son apropiadamente conjugados, de hecho esta ecuacion es la forma que toma el

principio de trabajos virtuales expresado en términos del primer tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff.
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Por otra parte puede obtenerse una expresién equivalente en términos del segundo
tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, para lo cual es necesario sustituir la expresion
P =F-S enla (3.15). Haciendo esta sustitucién en el integrando en (3.15) y operando
sobre este término es facil demostrar que:

SWegy = / s scav, (3.16)
Vo 2

y alternativamente a través del tensor de deformacién de Green-Lagrange cuya variacion
es OE :%5C, resulta en:

Wy = / S : 6EdV, (3.17)
Vo

lo cual también demuestra que los tensores S y E son variables conjugadas en el Principio
de Trabajos Virtuales.

3.2.3. Ecuaciones de gobierno del problema termomecanico con
contacto

La mayor parte de los problemas en medios continuos de la fisica y la ingenieria, puede
describirse a partir de funciones que respondan a un conjunto de ecuaciones diferenciales
sobre las variables independientes del problema A (u) y respeten un conjunto condiciones
de borde preestablecidas B (u). La forma débil se puede establecer a partir de la integracién
de las ecuaciones diferenciales en el dominio de andlisis y aplicando sistematicamente un
conjunto de funciones de ponderacion w y w, para el dominio y el contorno respectivamente,
lo que resulta en:

/ wA (u) dV + / W8 (u)dA = 0 (3.18)
14 A

este postulado establece que si la ecuacién (3.18) se cumple para todo w y w, entonces las
ecuaciones diferenciales A (u) y B (u) se satisfacen para todos los puntos del dominio y el
contorno. Es claro que las funciones elegidas para representar tanto u, w y w, deben ser
lo suficientemente continuas para que las integrales puedan ser evaluadas.

Esta forma débil de las ecuaciones integrales, estda asociada al hecho de algunos
términos son susceptibles de ser integrados por partes disminuyendo el orden de las
derivadas involucradas en el problema. Y esto trae aparejado alguna ventaja en la eleccion
de las funciones de aproximacion empleadas para describir el comportamiento de las
variables independientes u del problema. Esto sucede a expensas de que aumente el orden
de derivacién sobre las funciones de ponderacion, es decir:

/C(W)A(u)dV+/D(v-v)za(u)dA:o (3.19)
\% A

en donde C (w) y D (w) son operadores diferenciales sobre los conjuntos de funciones
de ponderacion sobre el dominio y contorno, respectivamente. En general esto permite
elegir funciones de aproximaciéon con un menor orden de continuidad para las variables
independientes u del problema en (3.19), a costa de necesitar un mayor orden de continuidad
para w y w.

En el caso de un problema termomecéanico el conjunto de ecuaciones diferenciales son las
presentadas en (3.9) y (3.10) en el apartado 3.2.1. Y en nuestro caso usaremos el principio de
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desplazamientos virtuales de manera sistematica para establecer las ecuaciones de gobierno
del problema termomecénico en forma débil equivalentes a (3.19). Se puede demostrar
facilmente que integrando las ecuaciones de equilibrio sobre un volumen diferencial y
adoptando como funciones de ponderacion w = w = du se recupera la ecuacion (3.14), de
modo que el principio de desplazamientos virtuales es precisamente la forma débil de la
ecuacion de equilibrio mecénico (ver el trabajo de Zienkiewicz y Taylor (2000), pg. 54-55).
A continuacién se presenta un resumen del apartado A.4 del Apéndice A, en donde se
han desarrollado las ecuaciones de gobierno del problema termomecanico en forma débil
siguiendo la metodologia indicada.

El punto de partida son las ecuaciones de movimiento y equilibrio de calor, (3.9) y
(3.10), respectivamente. Ademéas de proceder a la integracién sobre el dominio se han
elegido, consistentemente con el método de desplazamientos virtuales, como funciones de
ponderacién: (a) un desplazamiento virtual ju para la ecuacién de movimiento, y (b) una
temperatura virtual 00 para la ecuacién de equilibrio de calor; tal como se observa en
(3.20) y (3.21), respectivamente.

/5u-[V-a’+p(bf—V)]dV:O (3.20)
\%4

/59 [=pCif +Q + V - (K'VO) — 0B : d° + D,| dV =0 (3.21)
1%

En el caso de la ecuacion de movimiento del sélido deformable resulta casi directa la
definicién de su forma débil, aplicando la igualdad (V -o)-du=V - (o -du) — o : (Viu)
y reordenando los términos, para el caso de una Formulacién Lagrangeana Actualizada
termina siendo:

—/pV-éudV—l—/T:&edV— </ tn-éudA+/pbf-§udV> =0 (3.22)
v v A v

en (3.22) la primer integral representa el trabajo virtual externo de las fuerzas de inercia,
la segunda integral resulta ser el trabajo virtual interno (a partir del par conjugado: tensor
de deformaciones de Almansi € y tensor de tensiones de Kirchhoff 7) y por ultimo las dos
integrales restantes representan el trabajo virtual externo debido a las cargas aplicadas y
las fuerzas masicas respectivamente.

El procedimiento es similar para la ecuaciéon de equilibrio del calor, eligiendo las
condiciones de borde adecuadas e integrando por partes el tercer término en (3.21), luego
de reordenar los términos se puede llegar a:

- / 86pC,0dV — / VOK VOV + / 00[Q — 0B :d + D, dV + (3.23)
1% 1% Vv

/ 00 [he (0 = 0a) + iy (02 — 02)| dA+ / §0gdA = 0
Ay, A

q

la cual también esta referida a la configuracién deformada previa en el caso de una
Formulacién Lagrangeana Actualizada.

En el caso de un problema termomecanico con contacto, propio de los problemas
industriales de conformado de metales, las ecuaciones (3.22) y (3.23) deben ser modificadas
a los fines de incluir los términos en el contorno asociados a la interacciéon con las
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herramientas. El Apéndice B contiene una descripcién general del problema de contacto
y su tratamiento, como asi también un detalle del algoritmo de contacto bidimensional
basado en la técnica de penalizacién que se ha empleado en este trabajo.

El contacto desde el punto de vista mecénico se puede observar como un vector de
carga actuando sobre el contorno, el cual puede tener direccién normal (n) o tangencial
(a) al contorno, la forma débil de las ecuaciones de movimiento de un sélido deformable
con contacto resulta entonces:

Qu + / (pyn + tra) oudA =0 (3.24)
Ac

en (3.24) py v tr son las magnitudes de las fuerzas normal y tangencial, respectivamente,
en la parte del contorno A. en la cual se evidencia contacto; mientras Q,; contiene el resto
de los términos establecidos previamente en (3.20).

Por otra parte desde el punto de vista térmico el contacto involucra dos aspectos
fundamentales, el primero esta relacionado con la transmision de calor entre los cuerpos en
contacto por conduccion, y ademas la generacion de calor por friccion. Entonces la forma
débil de la ecuacion de equilibrio de calor de un sélido deformable con contacto es:

or- | 6 [k (o) (= ) + ¢ (bri) | a4 = 0 (3.25)

el primer término de (3.25) representa la conduccién por contacto en donde interviene
el coeficiente de transferencia k. y el salto o diferencia térmica entre las superficies en
contacto (92 — 51), el segundo término representa la generaciéon de calor por friccion en
donde interviene la efusividad relativa de la interface (. y la potencia de contacto evaluada
a partir de la fuerza tangencial y la velocidad de deslizamiento relativa ¢4. En (3.25) QOr
contiene el resto de términos de la ecuacién (3.21).

Las ecuaciones (3.22) a (3.25) representan las ecuaciones de gobierno del problema
termomecanico con contacto en forma débil, a partir de las cuales y empleando la técnica
del método de elementos finitos, se obtendra el sistema de discreto de ecuaciones para el
andlisis numérico del problema.

3.3. Modelo constitutivo termo-elasto-plastico

Hasta aqui se han empleado las ecuaciones de balance de la mecanica del continuo y
las relaciones cinematicas asociadas al problema de grandes deformaciones, para establecer
las ecuaciones de equilibrio del problema termomecanico. Sin embargo, es necesario definir
una regla de comportamiento del material que permita vincular la cinematica del problema
con el equilibrio del cuerpo, a fin de poder resolver las ecuaciones de gobierno establecidas
en (3.22) y (3.23). Esta regla de comportamiento del material es lo que se denomina
habitualmente modelo constitutivo, y a continuacién se presentara un modelo constitutivo
capaz de lidiar con el problema de grandes deformaciones elasto-plasticas de una manera
eficiente. Ademas este modelo constitutivo elegido, tiene la ventaja de ser facilmente
generalizable con el fin de incluir efectos viscoplasticos.

Inicialmente se empled un modelo constitutivo basado en la descomposicion multiplica-
tiva del tensor gradiente de deformaciones siguiendo los lineamientos del modelo propuesto
por Crisfield (1997a). En ese modelo empleado en Castell6 (2005) la integraciéon de la
ecuacion constitutiva se hace en términos de tensiones y deformaciones naturales (logarit-
micas) referidas a la configuracién intermedia libre de tensiones. Y dado que ese modelo
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constitutivo esta asociado a un esquema numérico establecido sobre una Formulacién
Lagrangeana Total, el algoritmo de integracion involucra una descomposicion espectral del
tensor derecho de Cauchy-Green elastico C¢, la evaluaciéon de una funciéon exponencial
aplicada a un tensor para la actualizacién de FP~! y adem4s una serie de transformaciones
del tipo push-forward y pull-back sobre las tensiones para obtener el segundo tensor de
tensiones de Piola-Kirchhoff S para la ecuaciéon de equilibrio. El modelo constitutivo
empleado en Castelld (2005), si bien resulta adecuado para el tratamiento del problema
en grandes deformaciones elasto-plasticas, resulta poco eficiente debido a la importante
cantidad de operaciones en los puntos de integracion elementales. Por otra parte, una
de las variables de transferencia en el remallado es un tensor (se transfiere el tensor de
tensiones de Kirchhoff 7 en lugar de FP~!, ya que el mismo no est4 univocamente definido
frente a una rotacién arbitraria) lo cual implica también algunas operaciones extras a nivel
elemental.

En este sentido, ante la necesidad de implementar un modelo constitutivo mas eficiente,
se optd por el algoritmo propuesto en el trabajo de Garcia Garino (1993) que cumple
con este objetivo y muy particularmente, desde el punto de vista computacional, en
la integracién de la ecuaciéon constitutiva en problemas elasto-plasticos. Ademas este
algoritmo es susceptible de ser modificado para tratar problemas elasto-viscoplasticos, es
decir se puede generalizar hacia la viscoplasticidad tal como lo han propuesto Ponthot
(2002); Ponthot et al. (2005) sin modificar su simplicidad y economia de cdlculo. El
algoritmo de solucién del problema elasto-plastico es la tipica divisién en dos problemas:
un predictor elastico y un corrector plastico, de modo que la resoluciéon de ambos problemas
sea equivalente a la solucion del problema original.

3.3.1. Cinematica asociada al modelo constitutivo

En este modelo constitutivo elasto-plastico el conjunto de variables que definen comple-
tamente el problema son {p, 9, b¢"! e}, en donde: ¢ representa la funcién deformacién o
la funcién de cambio entre dos configuraciones, ¥ es la funcién intercambio de temperatura
o salto térmico entre dos configuraciones, b*~! es la parte eldstica del tensor de Finger a
partir de la cual es posible definir el tensor de pequenas deformaciones elasticas o tensor
de Almansi, y e el parametro de endurecimiento o deformacién plastica efectiva en el caso
de endurecimiento isétropo.

En este algoritmo el primer paso consiste en actualizar la configuraciéon, de manera
que siendo conocido las variables en el paso anterior {¢,,J,,b% ™! el}, de modo que
suponiendo un desplazamiento incremental u sobre la configuraciéon deformada ¢, esta se
modifica segin:

Xnt1 = Pnt1 (X) = @0 (X) + ufpn (X)) (3.26)

donde la nueva configuracién geométrica esta referida a la configuracion anterior x,, =
¢n (X) (o ultimo paso convergido) y al igual que los desplazamientos actuales u, =
u [, (X)] son datos; de manera que resulta trivial entonces la obtencién configuracién
actual x,, 1.

Del mismo modo suponiendo un incremento de temperatura A sobre la configuracion
previa 1,,, esta se modifica de acuerdo a:

Oni1 = Uny1(0) = U, (©) + A [, (O)] (3.27)

en donde la temperatura estd referida a la temperatura anterior 6,, = 9, (0©) y al igual
que el incremento de temperatura actual Af,, = A [V, (©)] son datos del problema.
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Figura 3.1 — Configuraciones de un sélido deformable y configuraciéon intermedia.

Considerando la Figura 3.1 y la ecuacién (3.26), se puede obtener el gradiente de
deformacion total en el paso actual F, 1 como:

o a@n—&-l o 89071 83071
Fo,.1 = X = X + [V, u,] 5K
Opn
= [1 + Vznun] X (3.28)
= [1+4+V,ulF,

y por otra parte aplicando derivadas parciales se puede obtener:

aXnJrl aXnJrl axn
F = = = F 2
"X ox, 0X " (3.29)

Se observa que el gradiente relativo f, 1 resulta ser:

axn-i-l
fo11 = =1 2 Un .
=g +V,,u (3.30)

o bien puede obtenerse de acuerdo a (3.29) como:
£, =F, F' (3.31)

En la formulacion propuesta en el trabajo de Garcia Garino (1993), se emplea la inversa
del gradiente de deformacion relativo £, 4}1- Por lo tanto a partir de (3.31) se puede definir
segun:

0x
£l = " =1-V,u, 3.32
n+1 axn+1 nu ( )

es decir en este caso se tiene un esquema Euleriano donde la evaluacion de las derivadas
de las funciones de forma debe realizarse en cada nuevo paso de tiempo y de este modo
resulta en una Formulacién Lagrangeana Actualizada.

3.3.2. Problema termoelastico

La definicion del problema elastico se basa en establecer alguna medida de las deformaciones
y tensiones elasticas. El algoritmo de calculo que se ha empleado en este trabajo es
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una adaptacién del propuesto por Garcia Garino (1993), se utiliza la descomposicién
multiplicativa del tensor gradiente de las deformaciones de acuerdo a:

Frp = FZ+1FZ+1 (3.33)
ademas se supone que la parte plastica no modifica el volumen, de modo que:
det (F?) =1 (3.34)
y por ende:
det (F) = det (F°) = J (3.35)

En el caso del problema elastico las variables plasticas no cambian, es decir ¥} .| = F?,
y por lo tanto a partir de la descomposicién (3.33) la parte elastica del tensor gradiente de
la deformacion:

FoUi = F, F (3.36)

en la cual puede reemplazarse el gradiente de deformacion total actual, por la relacion
expuesta en la ecuacion (3.29), de modo que:

Fiiﬁfl = Int+1 (FnFﬁ 71) = n+1FfL (3'37)
y siendo la parte elastica del tensor de Finger de prueba:

i = e (3.38)

es posible a partir de (3.37) rescribir la (3.38) como:

B = T (0 (3.39)

El tensor elastico de prueba de Almansi puede calcularse empleando el tensor de Finger
(3.38) a través de la siguiente ecuacion:

e tria 1 e — trial
ent+1l ) {1 - (bn+1 1) } (3.40)

Asi como la relacién entre las tensiones y deformaciones se observa cotidianamente,
también se aprecia en multitud de situaciones en donde los campos de temperatura y
tension/deformacién estan acoplados. Asi pues, si se calienta un cuerpo este se deforma
y en ciertos materiales se observa que incluso una deformacién elastica produce cambios
de temperatura (el llamado efecto Gough-Joule o expansion de Joule). La deformacion
de origen térmico es proporcional al incremento térmico y a un coeficiente de dilatacion
térmica que indicamos con el simbolo «, de modo que puede escribirse para un caso de
tension plana:

el | = f,ald,1 (3.41)

donde f, = 1; mientras que para los casos de deformacion plana y axilsimetria la expresion
(3.41) debe ser premultiplicada por f, =1+ v.

Se comprueba experimentalmente que cuando se calienta uniformemente un cuerpo
eldstico (is6tropo y homogéneo) sin restricciones, el mismo se deforma libremente sin
que aparezcan tensiones. Esto implica que las deformaciones totales deben ser iguales y
opuestas a las deformaciones térmicas, en funcién de lo cual el tensor termoelastico de
prueba de Almansi puede escribirse, a partir de (3.40) y (3.41), en forma general como:

30



FEcuaciones de gobierno del problema termomecanico elasto-viscoplastico

. . 1 rial
eflzllal g e;{rfll - ef?,hlkl = 5 |:(1 - fVOCAen) ]. - (bi+171)t :l (342)

A partir de (3.42) se puede obtener el tensor eldstico de prueba de Kirchhoff, siguiendo
la descomposicion en tensiones volumétricas y desviadores propuestas por Lamé, de acuerdo
a:

remel = Ktr (eflfilal) 1+ 2udev (eijfif‘l) (3.43)

en donde K y p son los médulos volumétrico y de corte del material, respectivamente, y
siendo 1 el tensor identidad de segundo orden. En lo que sigue se adopta una relaciéon
lineal y constante entre las tensiones y deformaciones eldsticas.

Por otra parte considerando (3.42) y (3.40), entonces la parte desviadora del tensor de
Almansi de prueba resulta:

dov (e5.1) = — ydev (b, ) (3.44)

donde logicamente no intervienen las deformaciones térmicas pues las mismas son vo-
lumétricas, y la parte desviadora de la tension de Kirchhoff queda definida finalmente
por:

siial = 2udev (efl:filal) (3.45)

_ —Iudev < [be_l _1:| trial)

3.3.3. Problema termo-plastico

En el problema plastico la configuracién deformada permanece fija y las variables
internas se actualizan de modo que satisfagan la ecuacion constitutiva. El andlisis de sélidos
metalicos sometidos a deformaciones finitas y considerando plasticidad independiente de la
velocidad de deformacion, es decir ante la ausencia de efectos viscosos marcados, se hace
aplicando la condicion de fluencia de Mises-Huber. Esta funcion, que define el dominio
elastico de las tensiones, puede escribirse como:

f(7,e",0) = |[dev[r]|| - \/g[do () + A" (0) €] (3.46)

donde 7 es el tensor de tensiones de Kirchhoff (3.43), e? es el parametro de endurecimiento
o deformacién plastica efectiva, mientras que oo (#) y A’ () son la tensién de fluencia y
el médulo de endurecimiento del material, respectivamente, y ambos pueden verse como
funciones dependientes de la temperatura.

Puede observarse en (3.46) que la dependencia de la funcién de fluencia con la tem-
peratura estd dada a partir de los parametros fisicos del material. En lo que sigue y a
los fines de mantener la claridad, se evitara hacer referencia explicita a esta dependencia
de la tension de fluencia y del médulo de endurecimiento del material respecto de la
temperatura.

La funcion de fluencia, considerando (3.46) y (3.45), toma entonces la forma general:

2 .
- \/; [o0 + A'el] (3.47)

en donde, dependiendo del nivel alcanzado por las tensiones, se pueden presentar dos
casos:

fl (s.¢7,0) = ||sii
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= Si fflﬂifll < 0 corresponde a un estado de carga elastica, y por lo tanto:

__ qtrial
Sn+1 = Spt1

€ni1 = €h , (3.48)
be 1 (be _1)tr1al
n+1 - n+1

= Si fl’iall > () corresponde a un caso de carga plastica, y se procede a la correccion por
plasticidad.

La correccién por plasticidad, desde un punto de vista matemaético, se reduce a definir la
menor distancia medida a través de una norma energética desde un punto que es el estado
de prueba a un conjunto convexo de puntos que es el dominio elastico definido por una
funcién de fluencia. Desde un punto de vista geométrico, en el caso mas general implica
definir la proyeccion siguiendo la normal al contorno como se muestra esquematicamente
en la Figura 3.2.

Figura 3.2 — Esquema geométrico del concepto de proyeccién de menor distancia

El esquema de correcciéon por plasticidad se simplifica aun méas cuando se considera
un funcién de fluencia del tipo de von Mises como (3.47), dado que representa un circulo
en el espacio de las tensiones desviadoras, y permite establecer una solucion cerrada del
problema resultando en el denominado retorno radial.

La hipdtesis caracteristica del algoritmo de retorno radial es suponer que, la direccion
del vector normal (3.49) a la superficie de fluencia no se ve alterado durante la correcciéon
plastica o retorno a la superficie de fluencia, siendo:

Of (s,e?,0) s
n=————""-=—— (3.49)
s sl
y la hipdtesis consiste en suponer que:
n,. =ny (3.50)

La regla de flujo establece que la velocidad de deformacién plastica asociada a la
configuracion deformada o actual, puede escribirse a partir de la condicién de maxima
disipacion plastica como:
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of (1,¢e?,0)
orT

o de manera equivalente sobre la configuracion original, y en funcién del cambio en la

parte plastica del tensor derecho de Cauchy-Green C? = FPT . F?, segtn:

dr = 4 — 4m (3.51)

CP = 2¢* (4n) = 29N (3.52)

donde ¢* implica una transformacion del tipo pull-back para expresar la regla de flujo
respecto a la configuracién original. La ecuaciéon (3.52) puede discretizarse empleando un
esquema en diferencias finitas de modo que:

ch.,—-cCr :
“T = 29N, 4, (3.53)
desde donde es posible obtener:

y esta misma expresién puede reescribirse en variables espaciales, haciendo uso de una
transformacion del tipo push-forward a la que indicaremos con ¢, y resulta:

¢.Chi1 = 6.C} + 28,4, (3.55)

Estos términos en variables espaciales se derivan a continuacién, considerando (3.33),
y para el caso del primer término ¢,C?_ se tiene:

¢*CZ+1 = Fn+1_TCﬁ+1Fn+1_l (3.56)
- F2+1_TFZ+1_1
por lo tanto:
¢.Ch =Dt (3.57)

Por otra parte, para el término ¢.CP | se calcula de manera similar y aprovechando la
relacion (3.31) con el tensor gradiente de deformacion relativo f, 1, resultando en:

¢.Ch = Fup 'CiF, ™ (3.58)
= fn-l-l_T [Fn_T (FI;L+1TFfL+1) Fn_l} fn—&-l_1

= o T[FLTES T £

con lo cual, de acuerdo (3.38), se tiene:

} trial

6.Ch = £ Ty = by, (3.59)

Entonces introduciendo las ecuaciones (3.57) y (3.59) en (3.55), puede obtenerse un
expresion que permite actualizar o corregir el tensor elastico de Finger:

trial
b761+171 = {b2+171} + 2Avn,, 4 (3.60)
a partir de (3.60) puede corregirse el tensor elastico de Almansi:

1 _
e7el+1 = 5 {(1 - fVaA9n> 1- bfl+1 ! (361)
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Recordando la ecuacién (3.45), a partir de (3.60) se puede obtener la expresién que
permite corregir plasticamente la parte desviadora de la tension de Kirchhoff segin:

trial

Spi1 — 2UAYI, 4 (3.62)

Sn+1

y el tensor de tensiones de Kirchhoff actualizado queda definido adicionando a la ecuacion
(3.62) la parte volumétrica de las tensiones (3.43) de modo que:

Tpe1 = Ktr (e;’fbﬂ) 1+s,1 (3.63)

en donde debe considerarse que ej ; tiene las componentes volumétricas, mecanicas y
térmicas, de acuerdo a lo que se ha visto en (3.42).

Empleando la relacién entre las tensiones desviadoras y el vector normal a la superficie
de fluencia de acuerdo a (3.49) en la (3.62), resulta:

trial

ISl maer = ||sit | mirt — 2pAmy (3.64)

que en virtud de (3.50) se puede reescribir como:

(Isnall + 2187) mpey = [ e (3.65)

y por ende se puede reescribir como una ecuacion escalar:

trial

sl + 208y = [t} (3.66)

La condicién de consistencia que debe cumplirse a partir de la funciéon de fluencia
de Mises-Huber (3.47) puede expresarse como||sp+1]| < Ru41, en donde R, jes el radio
actualizado del cilindro de von Mises. Entonces en el limite del dominio elastico puede
escribirse como:

2 /
fsusll = 2 (00 + A0 (3.67)

. .. .. . . . . X
Considerando una ley de endurecimiento asociativa, lo cual implica éP = 7%

evolucion del parametro de endurecimiento queda fijada por:

2
ey = e+ ﬁm (3.68)

luego reemplazando (3.68) y (3.66) en (3.67), realizando algunas operaciones algebraicas

sencillas, se puede llegar a:
, 2
op+ A | el + gAv

2 2
—2uAy = \/;(00 + A'eP) + gA/Ay

, la

2

Isnsall =4/ (3.69)

trial
Hsn+1

trial
HSnJrl

2 2
+ \/; (00 + A'ef)) = SAAy+2uly
trial QA/ 2 A
n+1 - g + 1% ~

y a partir de (3.69) se puede definir una expresién para evolucién del parametro de
consistencia: )
3 trial

ntl (3.70)

Ay =_—"1
7 2A" 4 64
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3.4. Generalizacion al modelo constitutivo termo-elasto-
viscoplastico

En este apartado se presenta una formulacién viscoplastica basada en las ideas pro-
puestas originalmente por Ponthot (2002), y posteriormente extendidas a un modelo
hipereldstico en los trabajos de Ponthot et al. (2005) y Garcia Garino et al. (2006). Estas
propuestas corresponden a una formulacion clasica de la viscoplasticidad o plasticidad
dependiente del tiempo introducida en los trabajos de Perzyna (1966) y Perzyna (1971).

En los problemas viscoplasticos la mayor parte de la cinematica asociada a problemas
con grandes deformaciones permanece sin alteraciones, es decir es posible mantener la
descomposicion aditiva del tensor velocidad de deformacién d en la suma de su parte
elastica d® y su parte viscoplastica d*?:

d=d°+dw (3.71)

sin embargo se hace notar que la parte plastica, identificada con el supraindice (.)"?,
involucra también los efectos viscosos. La principal diferencia entre los problemas de
plasticidad independiente (plasticos) y dependientes (viscopldsticos) de la velocidad de
deformacién, es que la tensién efectiva ¢ no estd restringida a permanecer dentro del
dominio definido por la superficie de fluencia, lo cual se presenta en forma grafica en la
Figura 3.3. Es decir, no es necesario que se cumpla la relaciéon ¢ < o, y por el contrario
se admite la existencia de una sobretensién que se puede definir como:

d= (G —0,) (3.72)

donde (.) representa los corchetes de McAuley que puede evaluarse como(x) = (z + |z|) /2
, y donde claramente el proceso de deformacion inelastica tiene lugar cuando esta sobre
tensién es d > 0.

Figura 3.3 — Esquema de retorno radial y sobre tensién por viscoplasticidad.

En este trabajo se plantea un modelo viscoplastico del tipo Perzyna definido por
una regla de flujo asociativa similar a la propuesta en (3.51), donde sin embargo se ha
reemplazado el coeficiente de consistencia plastico v por una funcién de consistencia segtn:

d” = (¢ (d,n))n (3.73)
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donde 7 es la viscosidad del material y la funcién ¢ debe ser monotoénica creciente. La
estructura de la ecuacién (3.73) sugiere que la funcién ¢ juega el papel de una funcién
de regularizacion, donde el pardmetro de regularizacion estd asociado a la viscosidad
del material. En este sentido, estos tipos de modelos se pueden considerar como una
reqularizacion de la plasticidad independiente de la velocidad de deformacion en donde el
parametro de consistencia ha sido reemplazado por una funcién de la sobretension. La
forma propuesta por Ponthot et al. (2005) es:

op 3] T —0y "
o(d,n) =" = 2<77(evp)1/"> (3.74)

en donde ademas de la tension efectiva ¢ y la deformacién viscoplastica efectiva e*P, se
tienen un conjunto de parametros dependientes del material como: la tensién de fluencia
oy, la viscosidad del material n, y dos exponentes, n y m, que describen el comportamiento
de la deformacion viscoplastica efectiva y de la funcion de sobretension, respectivamente.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.73) y (3.74), puede verse que de manera similar
al caso plastico la regla de flujo queda establecida segin:

d” = 4"’n (3.75)

por lo tanto considerando (3.75) se puede obtener la velocidad de deformacién viscopléstica

equivalente como:
/2 /2 c—oa, \"
P = /=dw . dw = | A" = <y> 3.76
3 3 n(er)'" )

en donde, a partir de (3.76), se puede establecer una nueva expresién para la ecuacién de
restriccion elasto-viscoplastica:

g — o, —n(e?)/" (e =0 (3.77)

Como se observa en (3.77), f = 0 es una generalizacion del cldsico criterio de von Mises
para el caso de materiales con plasticidad dependientes de la velocidad de deformacion, y la
Figura 3.3 muestra en linea de trazos el limite del dominio asociado a esta funcién. El criterio
clasico de von Mises se recupera bajo la condicién haciendo n = 0, es decir un material
sin efectos viscosos. Por otra parte, el segundo caso limite se obtiene haciendo 7 = oo en
cuyo caso se estd en presencia de un material puramente elastico. Los pardmetros n, m y
n resultan dependientes del material. Segtn el trabajo de Lemaitre y Chaboche (1994) el
exponente viscoso m varia entre 2 (materiales muy viscosos) a 100 (materiales levemente
viscosos) lo cual garantiza la ley de plasticidad; ademéds el exponente de endurecimiento
n puede variar a aproximadamente entre 2 y 50; y el coeficiente de resistencia viscosa n
puede tomar valores entre los 100 a 10000 MPa-s en los metales.

Si se observa el tltimo término de la ecuacion (3.77), se puede notar que es formalmente
idéntico a la definicion la ley de endurecimiento viscopldstica propuesta por Lemaitre
y Chaboche (1994) y que se presenta en la ecuacién (2.6). En este sentido, entonces es
posible establecer una condicién de consistencia similar a (3.46), pero asociada al problema
viscoplastico segin:

Fr.em,e,0) = dev (7] - @ 00 (0) + A7 (6) "] — 1 (0) ()" () /@ (3.78)
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en donde nuevamente, la dependencia térmica de la funcién de fluencia (3.78) esté definida
a través de la dependencia de cada parametro del material con la temperatura. En este caso,
ademas de los parametros del material asociados al endurecimiento isétropo dependientes
de la temperatura, también aparecen los parametros del endurecimiento viscoplastico con
la misma dependencia. Al igual que en el caso elasto-plastico, esta dependencia de los
parametros del material con la temperatura se supondra a lo largo de todo el trabajo,
aunque no se especifique de manera directa en las ecuaciones.

3.4.1. Problema termo-viscoplastico generalizado

Siguiendo la descomposicion (3.71) se puede ver que el problema termoeldstico no
cambia con respecto al presentado en el apartado 3.3.2. En efecto para resolver el problema
elasto-viscoplastico se procede de igual manera que en el caso sin viscosidad, se divide el
problema en dos un predictor elastico y un corrector viscoplastico.

El algoritmo de correccion viscoplastica se puede obtener a partir de la regla de flujo
definida en (3.75), la cual puede reescribirse en la configuracion original €2y, en términos
del tensor derecho de Cauchy-Green viscoplastico C*? y el multiplicador viscoplastico v*7:

C" = 2¢* (4*Pn) = 24PN (3.79)

donde (3.79) se puede integrar, al igual que (3.52), empleando un esquema en diferencias
finitas: o Cor
n+l = “n
At
Siguiendo los mismos pasos que en el caso de plasticidad independiente, ver ecuaciones
(3.57) y (3.59), se puede hacer un push forward de esta expresién hacia el estado actual, la
cual resulta en:

= 29""N,4; (3.80)

} trial

boy = b+ 2490, (3.81)

y luego a partir del tensor de Finger actualizado (3.81) y considerando (3.42), se puede
definir el tensor de deformaciones de Almansi actualizado como:

1
€1 =5 (1= foadd,) 1 b, ] (3.82)

Recordando que s = —pudev (b°™1), aplicando esta igualdad en la (3.81) es posible
definir una expresion para actualizar las tensiones desviadoras y resulta:

trial

Snt1 = Spy1 — 2UAY PN, 4 (3.83)

con lo cual el tensor de tensiones de Kirchhoff actualizado, considerando (3.82) y (3.83),
queda definido como:
Tuir = Ktr (€5,) 1+ Sn41 (3.84)

Por otra parte, dada la ley de endurecimiento asociativa establecida en (3.75) y pudiendo

ser expresada entonces como £P = \/g"y”p , es posible aplicando diferencias finitas obtener:

vp _ up
€yl — € 2 op
—= == 3.85
Al 37 (3.85)

de manera que la actualizacién de la deformacion viscoplastica efectiva resulta:
vup up 2 \op
nt1 = €y + gAfY (386)
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Cabe destacar que las variables internas definidas en (3.81), (3.84) y (3.86), no pueden
evaluarse a menos que se conozca el parametro de consistencia viscoplastico Ay"P. Este
parametro puede obtenerse a partir de la funcién generalizada de von Mises definida en
(3.77), la cual puede expresarse empleando las definiciones (3.83), (3.85) y (3.86) como:

_ , . 2
F(ay™) = /It — 2uAqrn, ]« [sied — 20l n, 0] — \/; oy (AY*)],01

5 1/n QA»)/UP 1/m
_ vp 7A vp _ .
n(en +\/; ¥ ) (\/; Al ) (3.87)

la ecuacién (3.87) es una expresion no lineal en Ay*? y puede resolverse facilmente a través
de algiin método iterativo como por ejemplo Newton-Raphson.
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Formulacion del problema aplicando
el método de elementos finitos

4.1. Introduccion

El estudio computacional de los problemas fisicos asociados a la mecanica del continuo
ha ido creciendo, en la medida que los ordenadores han aumentado su capacidad de
procesamiento de datos numéricos. Asociado a este crecimiento, sin duda uno de los
métodos que mas se ha empleado y mas ha crecido en el area analisis numérico es el
método de los elementos finitos.

El método de elementos finitos ha avanzado de manera vertiginosa en los ultimos
cincuenta afios convirtiéndose en un estandar de aplicacion en la industria, y ademas se
constituido en origen de nuevos métodos de anélisis computacional. Este método implica
la descomposicion del dominio de andlisis del problema fisico en una cantidad finita de
subdominios o elementos de geometria simple, en donde se plantean las ecuaciones de
gobierno para luego por un proceso de ensamble obtener un sistema discreto de ecuaciones
algebraicas. Una vez resuelto este sistema finito de ecuaciones, es posible interpolar la
solucion a todo el dominio a partir de funciones de aproximacion preestablecidas dentro
de los elementos. En este sentido dependiendo del problema fisico y su complejidad, la
discretizacion y posterior soluciéon del problema, resultan altamente dependientes del
elemento y la aproximacion elegidas.

Este capitulo presenta la formulacion del problema algebraico discreto, asociado a las
ecuaciones que gobiernan el problema de solidos con grandes deformaciones y acoplamiento
termomecanico. Para ello, a partir de la forma débil de las ecuaciones de equilibrio térmica
y mecanica, se plantean las contribuciones elementales siguiendo los lineamientos generales
que se encuentran en los libros de texto abocados al area (ej. Bathe (1996),Hughes (2000) y
Zienkiewicz y Taylor (2000)). Ademaés se introduce un esquema de interpolacién elemental
en deformaciones impuestas, lo suficientemente robusto y adecuado, para tratar de manera
eficiente los inconvenientes tipicos que se manifiestan en el analisis de grandes deformaciones
plasticas.

El contenido de este capitulo es el siguiente, en la Seccion 4.2 se introduce el esquema
de aproximacion elemental basado en deformaciones impuestas, en principio se plantean
los inconvenientes y ventajas de emplear elementos de bajo orden de interpolacion y se
detallan algunas soluciones propuestas por distintos investigadores en los ultimos afios.
Luego se presenta el esquema de interpolacién empleado en este trabajo. En la Seccién 4.3
se desarrollan las expresiones discretas de las ecuaciones de equilibrio mecanica y térmica,
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se presenta el esquema de soluciéon de las ecuaciones discretas basado en la integracion
explicita escalonada de las ecuaciones de gobierno del problema. Por ultimo la Seccion
4.4 presenta el esquema numérico de integracién del modelo constitutivo presentado en el
Capitulo 3 y un método iterativo para la solucién de la funciéon de fluencia en el caso de
que la misma sea no lineal como consecuencia del modelo viscoplastico generalizado.

4.2. Esquema de interpolacién elemental

El esquema de interpolacion elemental para el anélisis de sélidos metéalicos sometidos
a grandes deformaciones y en particular la eleccién de un elemento adecuado para el
estudio de estos problemas, esta asociada con la capacidad para lidiar con al menos tres
problemas importantes: (a) el bloqueo volumétrico que suele presentarse en problemas
caracterizados por flujo pldstico is6coro, (b) la distorsién de los elementos que viene
asociada al importante cambio geométrico del dominio de andlisis, y (c) el contacto con
herramientas y/o autocontacto tipico del estudio de conformado pléastico de metales y
problemas de impacto.

En lo que respecta al segundo y tercer problema mencionados en el parrafo precedente,
el contacto y la distorsion elemental, los elementos que se han mostrado como mas
adecuados han sido los de bajo orden de interpolacién. Esto se debe principalmente a
que la implementacion de algoritmos de contacto es susceptiblemente mas simple cuando
se emplean elementos de bajo orden de interpolacién. Y por otra parte, estos elementos
resultan menos sensibles a las grandes distorsiones cuando se los compara con elementos
de alto orden de interpolacion, y muestran ventajas importantes cuando se los emplea en
procesos con regeneracion de la malla. En particular el tema de regeneracion de la malla
sera tratado en el Capitulo 5.

En simulaciones numéricas bidimensionales, los elementos de bajo orden de interpolacién
resultan ser tridngulos lineales y cuadriladteros bilineales. El inconveniente con estos
elementos viene asociado al problema de bloqueo en materiales cuasi-incompresibles y
en problemas con flexiéon dominante. En otras palabras estos elementos adolecen de los
fenomenos denominados bloqueo volumétrico y bloqueo por corte, respectivamente. Esto
ha dado origen a diferentes técnicas de interpolacién elemental cuyo objetivo era lidiar
con el problema del bloqueo, las cuales se presentan brevemente en el siguiente apartado

4.2.1. Técnicas de interpolacion en elementos bidimensionales

Histéricamente el elemento cuadrilatero bilineal es el que presenta mayor cantidad
de variantes, y las técnicas responden principalmente a subintegraciéon, aproximacion en
deformaciones impuestas y/o mejoradas e inclusive formulaciones mixtas. La forma natural
de evitar el bloqueo fue la subintegraciéon o integracién reducida, una de las primeras
propuestas corresponden a Malkus y Hughes (1978). Si bien esta formulacién es una de las
méas empleadas, la misma acarrea la aparicién de inestabilidades denominadas hourglass
modes. La ventaja de esta técnica radica en posibilidad de subintegrar las deformaciones
de corte o las volumétricas, a fin de suprimir el bloqueo por corte o volumétrico, segin
corresponda. En el andlisis de sélidos en deformaciones finitas, la opcién mas usada es
subintegrar la componente volumétrica y en este caso solamente el bloqueo por corte
persiste de modo que se tiene una respuesta pobre en problemas dominados por la flexion.
Si bien el comportamiento de estos elementos mejora significativamente con mallas mas
finas, es importante destacar que algunas de estas formulaciones ademéas de desarrollar
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inestabilidad pueden no cumplir con la prueba de la parcela, como puede verse en el
trabajo de Simo y Rifai (1990).

Las formulaciones mixtas, entre ellas el denominado método B (o método B-barra)
introducido a partir del trabajo de Hughes (1980), permiten evitar la necesidad de subin-
tegracion. Este tipo de soluciones se obtienen a partir de la aproximacién de distintos
campos a la vez, es decir se aproximan los desplazamientos pero a la vez el campo de
tensiones, dando por resultado una formulacion mixta. Este tipo de soluciones derivo pos-
teriormente en formulaciones del tipo F (o método F -barra), donde el tensor gradiente de
deformacién se descompone en las partes desviadora y volumétrica, las cuales se aproximan
de manera diferente o se integran con cuadraturas diferentes. Un ejemplo de este tipo de
aproximacién se puede encontrar en el trabajo de Souza Neto et al. (1996) mostrando un
buen comportamiento en problemas cuasi-incompresibles.

Otra manera de evitar el bloqueo es agregar modos internos de deformacién al elemento,
tal como lo propone el trabajo pionero de Wilson et al. (1973), en donde se propuso la
adicion de modos de desplazamiento internos incompatibles con aproximacion cuadratica
para mejorar el comportamiento de los cuadrildteros bilineales en problemas dominados
por la flexién. Aunque rapidamente se determind que el elemento no pasaba la prueba de
la parcela para un cuadrildtero arbitrario, Taylor et al. (1976) propuso una modificacién a
la formulacion original de Wilson de modo de posibilitar el cumplimiento de la prueba de
la parcela en configuraciones arbitrarias. En esta categoria se pueden enmarcar todas los
esquemas basados en las aprozimaciones en deformaciones impuestas/mejoradas generadas
a partir de los trabajos de Simo y Rifai (1990). Esta formulacién, de acuerdo al trabajo
de Simo et al. (1993), permite obtener casi siempre elementos libres de bloqueo, que
inclusive tienen buen comportamiento en mallas con una discretizacion pobre y que
ademéas cumplen con la prueba de la parcela. Las inestabilidades en la malla, que surgian
a partir de condiciones de cargas compresivas en las formulaciones propuestas iniciales,
fueron corregidas siguiendo el trabajo de Glaser y Armero (1997) y Simo y Armero (1992).
Sin embargo este mismo trabajo permitioé observar que en condiciones extremas de traccion,
los modos de inestabilidad siguen apareciendo. Se debe notar que estas inestabilidades
en la malla desaparecen cuando se utilizan técnicas de estabilizacién o procedimientos de
integracion mas finos a nivel elemental, de acuerdo a los resultados obtenidos por Simo
et al. (1993), Glaser y Armero (1997), Reese et al. (2000) y Armero (2000), entre otros. Sin
embargo, no existe una técnica natural de estabilizacion ya que el término de estabilizacion
se ajusta empleando un parametro de control que puede tener, o no, un significado fisico
y/o numérico claro (véase Glaser y Armero (1997) por ejemplo).

Algunos trabajos mas recientes asociados a elementos cuadrilateros, son los de César de
S& y Natal Jorge (1999), Kasper y Taylor (2000), Bui et al. (2004) y Adam y Ponthot
(2005); v en la actualidad pueden citarse los trabajos de Cervera et al. (2010a,b) y los que
alli se mencionan.

Los elementos triangulares han gozado de menor aceptacion en el estudio de problemas
en deformaciones finitas. Esto se ve reflejado en la escasa cantidad de elementos triangulares
lineales con deformaciones impuestas o mejoradas. Sin embargo los elementos triangulares
poseen algunas cualidades que resultan interesantes en las aplicaciones industriales, entre
ellas las mas importantes son: (a) los generadores de mallas de tridngulos son més robustos
y eficientes que los generadores de cuadrilateros, (b) se adaptan mas facilmente a las
geometrias arbitrarias facilitando la discretizacién, y (c) frente a distorsiones elevadas de la
malla los tridngulos son mas versatiles por la simpleza en la implementacion de esquemas
de remallado automaético o refinamiento adaptativo.
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Algunos desarrollos en esta area han permitido obtener tridangulos lineales con grados
de libertad distintos de los desplazamientos, incluyendo elementos con aproximacién mixta
o hibrida por un lado y elementos con giros o derivadas de los desplazamientos por el
otro. Se debe considerar que los grados de libertad adicionales en las aproximaciones
mixtas/hibridas no tienen masa asociada, haciendo necesario el uso de esquemas especiales
de integracion en el tiempo cuando se aplican en cédigos explicitos de acuerdo a Zienkiewicz
et al. (1998). En ese sentido, considerando que los problemas altamente no lineales donde los
integradores explicitos son los mas robustos, ese tipo de aproximacién no es la mas adecuada.
Inclusive la mayoria de los algoritmos que definen el comportamiento de los sélidos en el
area de la mecanica no lineal estan formulados en funcién de las deformaciones, con lo cual
las aproximaciones en tensiones impuestas (mixtas/hibridas) son menos atractivas. Mas
aun los elementos que incluyen giros en los nodos son menos comunes, y se encuentran
restringidos a problemas de tensién plana, como el trabajo de Felippa (2003) y los alli
citados. Un trabajo interesante de mencionar es el de Souza Neto et al. (2003) en el cual se
ha extendido el método F a tridngulos lineales, originalmente propuesto para cuadrilateros
en Souza Neto et al. (1996), donde la parte volumétrica del gradiente de deformaciones se
obtiene considerando el aporte de un determinado ntimero de elementos vecinos.

En esta direccién, a partir de los trabajos de Flores (2003), Flores (2005) y Flores
(2006) en deformaciones finitas, es que se ha implementado un elemento triangular de
tres nodos con grados de libertad de desplazamiento. En este elemento la evaluacion
del tensor gradiente de deformaciones en el centroide cada tridangulo se hace teniendo
en cuenta la geometria de los tres elementos adyacentes, dando lugar a un método que
puede enmarcarse dentro de los esquemas F y que surge de un promedio ponderado. El
elemento ha sido probado con éxito en grandes deformaciones elasto-plasticas, asociadas
a un esquema Lagrangeano Total y a un esquema Lagrangeano Actualizado, en Castelld
(2005) y Castellé y Flores (2008) respectivamente.

4.2.2. Elemento triangular con deformaciones impuestas

En este apartado se presenta el elemento triangular mencionado anteriormente. El
punto de partida en esta aproximacion es discretizar el dominio con elementos triangulares
de tres nodos, sin embargo a diferencia de la aproximacion lineal convencional empleada
en los elementos finitos de geometria triangular, la evaluacién de las deformaciones en
cada triangulo se hace teniendo en cuenta la geometria de los tres elementos adyacentes.
Asi entonces se tiene una parcela de cuatro elementos: un elemento central (C) sobre
el cual se desea evaluar la deformacion y tres elementos adyacentes a los lados de ese
elemento central, como se observa en la Figura 4.1a. Esta formulaciéon usa tinicamente
los desplazamientos como grados de libertad nodales, lo cual simplifica la formulacién y
facilita la implementacién computacional, a la vez que permite una rapida interpretacion
de los resultados.

Por otro lado se puede observar en la Figura 4.1b, que si bien se mantienen los vértices
del elemento central en el espacio isoparamétrico, se agregan tres elementos vecinos que
comparten los lados del elemento central. Observando la Figura 4.1 se desprende que la
parcela de elementos triangulares queda definida por seis nodos, y de esta forma, si bien se
parte de elementos triangulares de tres nodos se obtiene una aproximacion cuadratica. Las
funciones de forma se pueden obtener de la manera habitual considerando N (£;,7,) = 417,
siendo d;; el delta de Kronecker. Estas funciones de forma no estandar son las que se
presentan en la Tabla 4.1, en donde se ha empleado la definicion ( =1 — & — .
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(b)

Figura 4.1 — Detalle de la parcela de elementos triangulares. (a) Coordenadas espaciales.
(b) Coordenadas Naturales.

Tabla 4.1 — Funciones de forma cuadraticas asociadas a la parcela

N'=C+én  N=g4nC  NP=n+(E

M=Se-n w=Se-n Ne=Zu-

La ventaja que supone el uso de estas funciones cuadraticas es poder definir una
aproximacién en deformaciones impuestas que permite evitar el problema del bloqueo
volumétrico ademas de mejorar el comportamiento en el plano. Es importante destacar
que la aproximacién resulta no conforme, es decir si se interpola la geometria sobre un
lado comun a dos elementos, los resultados son diferentes puesto que cada elemento tiene
asociada una parcela distinta. Esto no introduce ningin inconveniente, y como se observa
en Flores (2006) el elemento cumple con la prueba de la parcela.

Otro aspecto interesante es que la evaluacion del gradiente de deformacién se hace
méas simple cuando se eligen puntos de integracion a la mitad de cada lado del elemento
central (Figura 4.1b). El gradiente de deformacion a la mitad de cada lado (G;) depende
exclusivamente de la posiciéon de los nodos asociados a los dos elementos que comparten el
lado.

En este trabajo se emplea un esquema Lagrangeano Actualizado basado en la inversa
del tensor gradiente relativo de deformacién f7!, a diferencia del Langrangeano Total
basado en el gradiente de deformacion total F presentado en el trabajo Castell6 (2005) y
posteriormente en Castell6 y Flores (2008). Sin embargo se utilizardn algunos conceptos
del esquema Lagrangeano Total, para finalmente establecer los conceptos asociados al
esquema actualizado, los cuales también han sido presentados en Castell6 y Flores (2008).

Siendo X’ y x! las coordenadas de un nudo en la configuracién de referencia (indefor-
mada) y en la configuracién actual (deformada), respectivamente, la interpolacién de la
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geometria resulta:

X = ZﬁijXf (4.1)

I=1

6

=Y N'x! (4.2)

I=1

La matriz jacobiana asociada a la aproximacion cuadratica (4.1) y (4.2) en cada punto
de integracion G;, resulta:

0
I = Z (&,m) X (4.3)
ax
Ji= % Z gza 772 (44)
en donde & = (&,7), el subindice ¢ hacer referencia a los puntos de integracion y el

superindice 0 estd asociado a las variables definidas en la configuraciéon indeformada u
original. Estas expresiones, (4.3) y (4.4), permiten evaluar las componentes en el plano del
gradiente de deformaciones:

Ox (&) _ 0x 08 -1
Fi = % = aeox "V (39) (4.5)

= XG:N/E(&) (J?>_1XI
I=1
6

= ZN/I;( <£)XI
I=1

A partir de (4.5) y tras el objetivo de no perder eficiencia en los célculos a nivel
elemental, se propone emplear un solo punto de integraciéon en el elemento central, con lo
cual el gradiente de deformacién promedio se define como:

_
= /V FdV (4.6)

en donde la integral se puede evaluar numéricamente a partir de los puntos de integracion
G;. En el caso de deformacion plana, este promedio resulta simplemente:

F = ;23:1? (4.7)

i=1
mientras que en el caso de un problema axilsimétrico, siendo r = X; el radio y considerando
= X (§,), el gradiente promedio se puede evaluar segin:

3
om [, rFdA 2
or [,rdA 3

>

=1

F =

(4.8)
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la cual se puede ver como un promedio ponderado, donde se emplea el radio a cada punto
de integracién r; como factor de ponderacién. Reemplazando (4.5) en (4.8), el gradiente
promedio resulta:

3 6 3
~ ZﬁZN,IX (61) x! 6 ZriN/IX (51)
F = =1 1—13 — ZZ:l . X[ (4 9)
S =y
i=1 i=1
6
= Y Nix'
I=1

en donde se observa que el gradiente promedio, puede obtenerse a partir del empleo del
promedio en las derivadas de las funciones de forma de acuerdo a la expresién en (4.9).

El gradiente promedio establecido para el caso de deformacion plana y axilsimetria,
ecuaciones (4.7) y (4.9), respectivamente, solo incluye las componentes contenidas en el
plano. En el caso de deformacién plana, el alargamiento de una fibra perpendicular al
plano (direccién X3) es simplemente A3 = 1. En el caso de axilsimetria, se ha optado
por usar un promedio ponderado entre el alargamiento de los elementos adyacentes y el
alargamiento que experimenta el elemento central. Es decir, siendo:

(A3)o el alargamiento del elemento central, el mismo se puede evaluar de la manera
habitual a partir de las coordenadas de los tres nodos:

3
S Liad
()\3)0 _I=1

: (4.10)
S LX]
I=1

(A3);_5 el alargamiento promedio de los elementos adyacentes al elemento central, que
igualmente puede evaluarse como:

S L7l
13 =
(A3)y_5 = gz J371 (4.11)

k=1 ZLJXiJ(k)
J=1

en donde L” son las funciones de forma estandar del tridngulo de tres nodos, y xi](k) hace
referencia a la coordenada radial del nodo J del elemento adyacente k. Si se evaltian estas
expresiones en los centros del elemento, se puede obtener la expresion del alargamiento
promedio en la direccién normal al plano, segtn:
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Ny = - (4.12)

6
— ZMIT’I
I=1

Cuando un elemento adyacente no existe, ese lado del elemento central pertenece al
contorno, las expresiones presentadas no puede emplearse directamente y debe hacerse
una modificacién:

= En la evaluacion del gradiente en el plano F;, en el punto de integracion correspon-
diente al lado que no tiene elemento adyacente, se debe usar las funciones estandar
asociadas al tridngulo de tres nodos. En la implementacion esto puede lograrse
definiendo un nudo ficticio (ver Figura 4.2), de modo que suponiendo que dicho nudo
es el I 4 3 resulta:

J oK J oK
xlts XX —|—<X X —XI>=XJ+XK—XI (4.13)

2 2

se debe notar que los cuatro puntos (I, K, I + 3,.J) definen un paralelogramo el cual
tiene asociado un Jacobiano constante que es igual al Jacobiano asociado al elemento
triangular central. Ademas en el caso que el lado del elemento central coincida con
el eje de simetria el radio es nulo, y por lo tanto también es nula la contribucién de
ese lado al gradiente de deformacién.

= En el caso de la componente perpendicular al plano, se evaliia nuevamente empleando
la ecuacién (4.12) pero considerando el aporte de los tinicos dos elementos adyacentes
al tridngulo central. Es decir para obtener A3 se debe promediar el alargamiento
del elemento central (A3), con el promedio de los tinicos dos elementos adyacentes
existentes.

En los estudios realizados sobre distintos experimentos numeéricos, se ha comprobado
que aquellos elementos con un solo adyacente (donde el elemento central posee dos lados
que perteneces al contorno, tipicamente vértices) el esquema de aproximacién propuesto
no elimina completamente el efecto del bloqueo volumétrico. En estos casos, en la medida
de lo posible, se modifican las conectividades automaticamente de manera que todos los
elementos tengan como minimo dos elementos adyacentes. Esta modificacion se realiza en
el mismo momento en que se definen los adyacentes a cada elemento (parcelas), posterior
a la lectura de los elementos triangulares y sus correspondientes conectividades.

En el caso de emplear un esquema Lagrangeano Actualizado, como el propuesto en el
capitulo anterior (ver Seccién 3.3) donde el algoritmo estd basado en la inversa del tensor
gradiente relativo de deformaciéon =1, entonces el gradiente a ser evaluado resulta:

6
1 = % =S NL  x! (4.14)

= IXp4+15"N
MXKny1 o "
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contorno '

----

X2+ XK
2

Figura 4.2 — Definicién de un nodo ficticio asociado a un elemento cuyo lado pertenece al
contorno del solido.

y esto implica que tanto las derivadas de las funciones de forma N/ como las funciones de
ponderacién del alargamiento M, deben evaluarse cada vez que se actualice la configuracién
de referencia. En (4.14) x! hace referencia a las coordenadas de los nudos en el paso previo,
y N ..., sc obtiene de una manera similar a (4.9) (o (4.7) en el caso de deformacién plana).
Igualmente para los alargamientos fuera del plano se emplea una manera similar (4.12),
usando la relacién entre el radio en el paso previo (z1),, y el radio en el paso actual (1), ;.

Habiendo entonces definido las funciones de forma asociadas a la aproximacion elemental,
y el esquema de obtencién de los gradientes de deformacion, se procederd a continuacion

obtener la forma discreta de las ecuaciones de gobierno del problema termomecénico.

4.3. Ecuaciones de gobierno empleando el método de
elementos finitos

El esquema numérico propuesto para discretizar y resolver las ecuaciones de equilibrio
termomecanicas estd basado en el método de los elementos finitos. En esta seccién se
presenta el tratamiento numeérico de cada término de las ecuaciones de equilibrio, en
particular se emplea una notacién similar a la empleada en Flores (1995) y posteriormente
en Castelld (2005). En el caso de la ecuacion de equilibrio mecédnico o movimiento del
solido, los términos son presentados en la mayoria de los libros de texto dedicados a esa
area (ver Bathe (1996), Zienkiewicz y Taylor (2000) y Hughes (2000)) y por este motivo
seran presentados de manera mas sucinta. Por otra parte en el caso de la ecuacion de
equilibrio térmico, si bien la mayor parte de los libros de texto hace referencia a los términos
termoelasticos, el tratamiento de las contribuciones termoplasticas resulta muy dispar. En
este sentido, se hard mayor énfasis en el tratamiento de las contribuciones termomecanicas,
y para el desarrollo las expresiones que se presentan aqui se han empleado algunos aportes
de los trabajos de Sluzalec (1988), Armero y Simo (1993) y Dhondt (2004). Por tltimo
se presenta un esquema de acoplamiento termomecanico del tipo “escalonado isotérmico’
que resulta suficientemente preciso y adecuado cuando se utiliza una integracion explicita
de las ecuaciones de gobierno. En dicho esquema se supone: (a) que la temperatura es
constante durante el paso de integracion de las ecuaciones de movimiento, y (b) que el calor
generado por la disipaciéon mecanica es constante durante la integracion de las ecuaciones
que gobiernan la transferencia de calor.

9
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4.3.1. Ecuacion de equilibrio mecanico

El objetivo de este apartado es obtener la forma matricial de la ecuacion de equilibrio
mecanico, a partir de la forma débil de la ecuacién de movimiento en la configuracion de
referencia actualizada que resulta:

—/5u-piidV+/6s:7‘dV— (/ 5u~tndA+/6u-pbde> =0 (4.15)
v v A v

en donde la (4.15) muestra el trabajo virtual externo de las fuerzas de inercia, el trabajo
virtual interno y por ultimo las dos integrales restantes representan el trabajo virtual
externo debido al potencial de cargas externas (fuerzas mésicas y de contorno).

En el método de elementos finitos las variables nodales son interpoladas dentro de
un elemento a partir de un conjunto de funciones de aproximacion. Estas funciones,
denominadas cominmente funciones de forma, estan asociadas a la cantidad de nodos
(nn) que definen el elemento y al tipo de aproximacién implementada. A partir de esta
aproximacion, los desplazamientos u pueden interpolarse segun:

u=>» Nu' (4.16)
=1

si ademas se considera que los desplazamientos virtuales du son desplazamientos cineméa-
ticamente admisibles, es decir que son compatibles con los vinculos y las restricciones
cinematicas, entonces igualmente pueden ser interpolados con:

su=>Y Nou' (4.17)

I=1

En el método de elementos finitos el dominio de anélisis se subdivide en pequenas
regiones de geometrias especificas (elementos), esta etapa es la que se denomina definicién
de malla o discretizacién del dominio. En este sentido la integral de una variable arbitraria
a en el dominio puede evaluarse a partir de:

/ adV =1[ | adV (4.18)
1% e=1J V¢

en donde ne es la cantidad de elementos en que se ha discretizado el dominio, V, es volumen
de cada elemento y la operacion [] en (4.18) debe entenderse aqui como un proceso de
ensamble. Por otra parte esta variable arbitraria puede interpolarse a nivel elemental
empleando la misma aproximacién (4.16), segtn:

nn

a=>Y N'a' =Na, (4.19)

I=1

siendo N la matriz de funciones de forma asociada a (4.19) definida como:

Nt 0 N2 O N™ 0
T
y con a, = [ al ay - af™ ay" } , en donde a} es el valor de la variable arbitraria a

en el nodo [ y actuando en la direccion j.

48



Formulacion del problema aplicando el método de elementos finitos

Matriz de masa. En el caso del trabajo virtual debido a las fuerzas de inercia, conside-
rando la subdivision del dominio y aplicando (4.18), se obtiene la expresion:

/(5u-piidV: I[ | du'piiav (4.21)
14 e=1JVe

y considerando (4.19), las aceleraciones pueden interpolarse a nivel elemental como:

nn

ii =) Ni' = Nii, (4.22)
=
T
donde N es la misma matriz definida en (4.20) y i, = { (TR T? SR VL il } , en

donde u]I es el valor de la aceleracién en el nodo [ y actuando en la direccién j. Por lo
tanto empleando las ecuaciones (4.17) y 4.22, la (4.21) asociada a un elemento arbitrario
resulta:

/ su'piidV = ou’ ( NTdeV> ii, (4.23)
e Ve

T .
= du; M. i,
en donde, considerando un dominio bidimensional con un espesor ¢, la matriz de masa
consistente elemental puede reescribirse como:

NINY 0
0 NIN/

(M,),, = pt / ] dA (4.24)

Ae
para I = J =1---nn,y A, es el area del elemento. Habitualmente para los problemas
con integracion explicita de las ecuaciones de movimiento, suele emplearse una matriz de
masa diagonalizada o lumped (ver Zienkiewicz y Taylor (2000), pg. 474).

Contribuciéon del trabajo virtual interno. En el caso del término que contiene el
trabajo virtual interno el proceso es un poco mas complicado pues se debe tratar de
forma especial el producto de™ : 7, segiin sea un caso de deformacién plana o axilsimetria.
Considerando la definicién del tensor de pequenas deformaciones de Almansi:

1
e=3 {(V,xu) + (V,xu)T} (4.25)
y el tensor virtual de pequenas deformaciones de, a partir de la variacion de (4.25), resulta:

1 T
be = (ViU + V

IXn+1

bu) = Bou (4.26)

Entonces partiendo de (4.26) y considerando (4.14), se puede definir la relaciéon entre
el vector de deformaciones y el vector de desplazamiento virtuales a nivel elemental, de
modo que para el caso de deformacién plana se tiene:

€11 6 N/Il p 3
0| en | =] 0 Ni|[ou'] =B,éu (4.27)
2812 I=1 N/IQ N/Il

mientras que en el caso de axilsimetria resulta:

49



Capitulo 4

€1 N’Il 0
6 Vi
€22 | _ _O ]Y/Q Il _ 1
0| g | = Izzjl N, N [ou'] = Boadu (4.28)
£33 >\3MI 0

en las ecuaciones (4.27) y (4.28), N,g» son las funciones de forma ponderadas o promediadas
asociadas al nodo I derivadas con respecto a la direcciéon j. En el caso de axilsimetria
también interviene la deformacién en direccién normal al plano y se utiliza la expresion
(4.12).

El término del trabajo virtual interno en (4.15), a partir de (4.18) y considerando
(4.26), puede evaluarse como:

nelem
/ ot irdV =[] | ou'B'rdV (4.29)
V e=1 Ve

y por lo tanto:

/ Su'BTrdV = ful < / BTTdV> (4.30)

= dulp. (u.)

donde se denominado p. (u.) a la fuerzas internas resistentes y se hace hincapié en que
son funcion de los desplazamientos.

Vector de cargas externas. Las fuerzas masicas asociadas al potencial de cargas
externas pueden discretizarse, siguiendo el mismo criterio de (4.18), segun:

/ sutpbpdV =[] [ du'pbrdv (4.31)
\%4 e=1 Ve
y considerando que la fuerzas mésicas by pueden interpolarse a nivel elemental de igual

manera que (4.19), se tiene:
nn

b; =Y N'b’ = Nb, (4.32)
=1
y be = [ bl by - b bhn }T, en donde bJI- es el valor de la fuerza maésica en el nodo [
y actuando en la direccién j. Nuevamente empleando (4.17) y (4.32) en (4.31) resulta:
/ sutpbdV = du} < NTdeV> b, (4.33)
Ve Ve

= é6u!M,b, = fu'G,

en donde nuevamente aparece la matriz de masa consistente del elemento M., y realizando
el producto con el vector de fuerzas masicas b, se puede obtener un vector generalizado
de fuerzas maésicas en los nodos del elemento G.,.

Igualmente se pueden tratar los términos de cargas impuestas en algin sector del con-
torno, haciendo la salvedad de que por tratarse del contorno las funciones de interpolacién
no son las mismas que las asociadas al dominio, de manera que tendremos:

nc
u = ZNICSuI — Néu, (4.34)

I=1
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para los desplazamientos virtuales, y también:
t, = > N't' = Nt, (4.35)
=1

para las cargas externas, donde nc son los nodos que definen el lado del elemento pertene-
ciente al contorno donde se han impuesto las cargas. Y la matriz de funciones de forma
del contorno N se obtiene como:

< N 0 N 0
= o o 4.36
lo N0 N”c] (4.56)
T
yte= |t t5 - e e } . Y la contribucién de un elemento arbitrario se obtiene
segun:
/ su't,dA = jul ( NTNdA> t. (4.37)
e Ae

= (5ur€r1§7[ete = 5u;‘rge

en donde M, se obtiene de manera similar a la matriz de masa pero a partir de integrales
en el contorno, en el caso de problemas bidimensionales se obtiene a partir de integrales
sobre un linea (lado del elemento perteneciente al contorno del dominio), tal que:

(Me)u - t/

Se

NINY 0
0 NIN’

] is
en este caso I = J =1---nc, con S, la longitud del segmento del contorno perteneciente
al elemento.

Por lo tanto a partir de las ecuaciones (4.33) y (4.37), se puede obtener un vector
global de cargas nodales debido al potencial de cargas externas (masicas y contorno) a
través del proceso tipico de ensamble utilizado en el método de los elementos finitos y que
se define segtn:

nelem

f= I [5113( NTdeV> b, + ou’ ( / NTNdA> te] (4.38)
Ve Ae

e=1

nelem

= H 5“3 (Ge + ge)
e=1

Ecuacién de equilibrio mecanico discreta. A partir de las ecuaciones (4.33), (4.37),
(4.23) y (4.30), y reemplazandolas en la ecuacién de movimiento (4.15) resulta en:

nelem

e:Hl {6ul (f,, NTpNaV) ii, + ou? (f,, BTrdV) )

— [oul (f,, NTpNdV ) b, + dul ([, NTNdA) .|} =0

donde una vez realizado el ensamble, estas ecuaciones elementales dan origen a un sistema
global de ecuaciones que tiene la forma:

su' [Mii+p (u,0) — (G+g)] =0 (4.40)
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considerando (4.38) y teniendo en cuenta el hecho que el desplazamiento virtual es
totalmente arbitrario y distinto de cero, entonces el término entre corchetes en (4.40) debe
ser nulo con lo cual:

Mii (t) + p (u,0,t) — f (u,t) =0 (4.41)

donde se ha puesto explicitamente la dependencia de las ecuaciones con el tiempo, y
los términos en (4.41) representan la matriz de masa global M del sélido, el vector de
aceleraciones nodales ii, el vector de fuerzas internas resistentes p, y el vector de cargas
externas f. Se ha generalizado el vector de cargas externas como una funciéon de la
deformacién, y de hecho en este trabajo cuando se analicen problemas que involucren
contacto las cargas seran proporcionales a la deformacion experimentada por el sélido.
Es decir el tratamiento de las cargas en el contorno asociadas al contacto, ver (3.24), es
formalmente idéntico al tratamiento de (4.37). Dado que las deformaciones son dependientes
de la temperatura, se observa que la contribucién de las fuerzas internas resistentes, p,
son una funcién explicita de la temperatura.

4.3.2. Ecuacion de equilibrio térmico

En este apartado, de igual manera que en el anterior, se introduciran las expresiones
formales asociadas a la discretizacién por el método de elementos finitos de la ecuacién de
equilibrio térmico. Partiendo de la forma débil de la ecuacion de equilibrio térmico en la
configuracion de referencia actualizada:

- / 80pC.,.0dV — / VoK VOV + / 00 [D, — 0B : d°| dV + (4.42)
\% \%4 \%4

+ [ 060 [he (6s = 62) + e (62 — 02,4)| dA + / 80qdA = 0
Ap Ag

siendo los términos en la ecuacién (4.42) las contribuciones de la capacidad caldrica, el
término difusivo asociado a la conductividad térmica, el tercer término incluye por otra
parte el acoplamiento termoeléastico y termoplastico, y por ultimo las dos integrales en la
segunda linea involucran las cargas térmicas externas asociadas a convecciéon, radiacion y
flujo por conduccion.

En el caso del problema térmico se ha empleado la aproximacion estandar del triangulo
de tres nodos (coordenadas de area, L), con estas funciones de forma la temperatura puede
interpolarse a partir de los valores nodales como:

6=>L¢ (4.43)

I=1
e igualmente las temperaturas virtuales 60 pueden interpolarse segun:

50 = > L's6’ (4.44)
I=1
y por cierto sigue siendo valido la definiciéon ensamble establecida en (4.18).

Ademas la interpolacion de la temperatura (4.43) puede reescribirse en forma matricial
como:

6=> L'¢' =L, (4.45)

I=1
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siendo L la matriz de funciones definida como:
L=|L' L - L™ (4.46)

T
ycon@,=| 6 ... g™ } , donde 67 es el valor de la temperatura 6 en el nodo I y nn
el nimero de nodos que define el elemento (en la ecuacion térmica nn = 3).

Matriz de capacidad. El trabajo virtual asociado al calor especifico, considerando la
subdivisién del dominio en elementos triangulares y aplicando (4.18), se puede expresar
como:

/ 80pC0dV =T[ | 6" pC.0dV (4.47)
.

e=1 Ve

y considerando (4.45), el cambio temporal en la temperatura puede interpolarse a nivel
elemental segtn:

0=>"L"0' =16, (4.48)
=1
donde L es la misma matriz definida en (4.46) y 6, = { or ... o™ }T, en donde 87 es

el cambio en la temperatura del nodo I. Por lo tanto empleando las ecuaciones (4.44) y
(4.48) en (4.47), resulta:

/ 60T pC,0dV = 56T ( / LTpCKLdV> 6. (4.49)

e e

—607C.0.

en donde, considerando un dominio bidimensional con un espesor ¢, la matriz de capacidad
consistente elemental puede reescribirse como:

(Ce) ;s = pCit / L'L7dA (4.50)
Ae

para [ =J =1---nn,y A, es el drea del elemento.

Matriz de conductividad. El segundo término de la ecuacion (4.42), asociado a la
conductividad térmica, puede reescribirse a partir de (4.18) como:

/ VOK’VodV =[] | Vo0 KVodV (4.51)
Vv

e=1JVe

donde el gradiente de la temperatura V@, a partir de la (4.43) y (4.45), se puede expresar
como:

Vo=V (ZLW) = (VL) 6, = B, (4.52)
I=1
siendo la matriz B?:
Ll R B
6 __ 11 11
B’ = [ L,12 L ] (4.53)
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en donde y bajo el mismo concepto se puede establecer el gradiente de las temperaturas
virtuales:

Vo = B0, (4.54)

Empleando (4.52) y (4.54), la contribucién elemental en (4.51) puede reescribirse segin:

VooTKVOaV = 567 ( / B”K"B%V) 6. (4.55)
Ve e

= 00'K%0,

donde también en el caso de un dominio bidimensional con un espesor ¢ y considerando
conductividad isétropa k., la matriz de conductividad elemental puede escribirse como:

(K.),, = ket / (LALA + L L) dA (4.56)
Ae

para I =J =1---nn,y A, es el area del elemento.

Vector termoelastico. Esta contribucién esta ligada a un fenémeno fisico, denominado
por algunos autores como efecto Gough-Joule o simplemente expansioén de Joule, en el
cual la temperatura produce deformaciones elasticas y viceversa. En esta contribucién
participan ademas de la temperatura y la deformacién elastica, el tensor conjugado del
coeficiente de dilatacién térmica B, como se observa en (4.42). Aplicando (4.18), este
término puede escribirse:

/ 5008 : d°dV = f‘[ 00" (0B : d°) dv (4.57)
14

e=1JVe

la cual luego de considerar (4.44) y (4.45), la contribucién elemental resulta:

/ 50" (6B : d°) dV = 66 [ / L™ (8:d) Ldv] 0, (4.58)
Ve

e

El tensor conjugado del coeficiente de dilatacion térmica puede obtenerse a partir de
considerar la deformacion como la superposicion de los efectos mecanicos y térmicos, es
decir

€ = selastic + 6.thermal (459)

en donde la parte térmica resulta simplemente (3.41). Aplicando la relacién de Hooke
y reescribiendo la ecuaciéon constitutiva termoelastica en la forma de Lamé, se puede
establecer que el tensor conjugado resulta:

B=Kal (4.60)

siendo en (4.60), K es médulo volumétrico del material, « es el coeficiente de dilatacion
térmica y 1 es el tensor identidad de segundo orden. Reemplazando (4.60) en (4.58),
considerando que 1 : d® = tr (d®), entonces:
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/59T (68 :d)dv = o6f U LTKa(1:d°) LdV | A6, (4.61)

= 6073°A0, = 5607 ].

en la cual se ha empleado el cambio de temperatura elemental Af, de manera consistente
con la ecuacién (3.41) y posteriormente en la ecuacién de equilibrio térmico es mejor tratar
a (4.61) como un vector termoeldstico elemental j° = JYA@,.. La matriz termoeldstica de
un elemento, en un problema bidimensional de espesor ¢, resulta en la siguiente expresion:

(Jf),, = Kotr (d°)t / L'L7dA (4.62)
1j

con [ = J =1---nn, e integrando sobre el area del elemento A..

Vector de disipacion estructural. La disipacion estructural o factor de acoplamiento
termoplastico D, involucra dos aspectos: (a) la disipacién estructural propiamente dicha
con origen puramente mecanico, y también (b) el cambio en la disipacién estructural
debido a la temperatura cuyo origen es termomecanico; de manera que considerando (4.18)
este término queda:

ne 0
/ 60D, aV =T | 6" (7‘ cdP + 0e” &gé) : dP) dv (4.63)
v —
En el caso del primer término en (4.63), la contribucién elemental a partir de (4.44)
resulta simplemente:

/ 50T (1 dP)dV = 607 / LTiPdV (4.64)

siendo wP la potencia plastica evaluada a nivel elemental.
Por otra parte el segundo término en (4.63), que representa la parte de disipacién
estructural de origen termomecanico, se puede reescribir como:

0
/ 60" (eee : acgé) : dp> dV = 060" [ / LT (e°: Cyp: d?) Ldv] AG, (4.65)
de modo que la contribucién elemental de la disipacion plastica o estructural, en un
elemento arbitrario de un problema bidimensional resulta:

(Dpe)y; = W't /A L'dA + (e : Cjpp: dP)t /A L'L7dA
con [ = J =1---nn, e integrando igualmente a los casos anteriores sobre el area del
elemento A..
Y el vector termoplastico elemental resultante a tener en cuenta en la ecuacion de
equilibrio térmico discreta es:

/ 60T Dy dV = 66T [ / (LTwp+LT(se:@,9;dp)LAee) dV] (4.66)

e e

= 60)d,.
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Contribuciones térmicas en el contorno. En el problema térmico las contribuciones
en el contorno pueden ser de tres tipos: (a) la imposicion de un flujo de calor a través del
contorno A,, (b) conveccién y radiacién a través del contorno libre Ay, ambos reflejados
en la ecuacion (4.42), y (c¢) conduccién de calor y generacién de calor por friccién por
contacto en el contorno A, esta ultima si bien no se ha incluido en (4.42) se puede tratar
de igual manera que las dos primeras.

Igualmente al caso de cargas mecanicas en algtin sector del contorno, y haciendo la
misma salvedad de que las funciones de interpolacién del contorno no son las mismas que
las asociadas al dominio, se tiene:

nc

0=>"Lo" =18, (4.67)
=1

50 = S"L160" = 156, (4.68)
I=1

para las temperaturas y sus incrementos virtuales, y también:

g=>L'¢" =Lq. (4.69)

I=1

para el flujo calor impuesto en el contorno, donde nc son los nodos que definen el lado
del elemento perteneciente al contorno con dicha imposicién. Y la matriz de funciones de
forma L, nuevamente se obtiene como:

L=|L' L' - L] (4.70)

T

YV Qe = [ gt -+ ¢ | , es decir los valores de flujo asociados a los nodos del elemento
que pertenecen al contorno del dominio.

Para el caso de un contorno con flujo de calor impuesto, el quinto término en (4.42),
aplicando el concepto (4.18), se puede definir:

/ 60qdA = ] 66T qd A (4.71)
Aq

e=1 Aq e

y considerando las ecuaciones (4.68) y (4.69), la contribucién del elemento que tenga
asociado flujo de calor en uno de sus lados resulta:

/ 50T qdA = 667 ( / ETidA> Qe (4.72)
Aqe Aqe

_ TG0 _ spT . q
= 00, M q. = 00_q!
en donde MY es una matriz de caracteristicas morfolégicas similares a la matriz de masa.
Esta matriz, para el caso de un problema bidimensional con un dominio de espesor %, se
puede obtener a partir de integrales en sobre los segmentos del contorno segin la expresion:

(Mg)” =t / | L'L7 | dS (4.73)

donde I = J = 1---nc son los nodos del lado elemento que pertenece al contorno y S, la
longitud de dicho lado.
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En el caso de contorno libre, con la posibilidad de que exista flujo de calor por conveccion
y/o radiacién sobre la superficie libre del dominio A, considerando (4.18) se tiene:

00 [he (0 — 0a) + hr (02 — 0)0) | dA = Hne 00" [he (05 — 0a) + b (02 — 0)0) | dA
Ap e=1J A,
(4.74)

donde el salto térmico de convecciéon Af. = (05 —0,) y el salto térmico de radiacién
A, = (0% — 02), son susceptibles de ser interpolados empleando las mismas funciones de
forma, de modo que:

A0, =Y L'A0T =1LA6,. (4.75)
=1
con Af... = [ 01 —0,) -+ (07 —0,) ]T, es decir la diferencia entre la temperatura de

la superficie y la temperatura ambiente de cada uno de los nodos que definen el lado del
elemento que pertenece al contorno con conveccion. De igual manera se puede definir:

A0, =S"L'A0I = LAG,. (4.76)
=1
siendo A@,., = { 0 —02 ) - (0 =L )" }T, y este vector representa las diferencias

entre las temperaturas de la superficie respecto de la fuente radiante (ambas elevadas a
la potencia cuarta) asociadas a cada nodo del elemento que pertenece al contorno con
radiacion.

A partir de las ecuaciones (4.68), (4.75) y (4.76), reemplazando en (4.74) se llega a las
siguientes expresiones de contribucion elemental:

/ 60" [he (05— 0,)]dA = 60 ( / tTidA> A8, (4.77)
Ahc Ahe

= 60TMAG,, =50 g

00" [hy (01— 0}4)] dA = 067 ( / IZTI:dA> AB,, (4.78)
Ape

Ahe
= 60TM’A0,. = 607"

donde Mg es idéntica a (4.73) pero integrada sobre los segmentos de la parte libre del
contorno. De modo que la contribucién en el contorno libre, sumando (4.77) y (4.78),
conveccion y radiacién respectivamente, resulta:

/A ) 00" [he (0 = 0a) + hy (02 = 07)| A = 367 (! + gl (4.79)

Los términos de contribuciéon térmica asociados al contacto, surgen de considerar en
el contorno dos cosas: (1) el flujo de calor g asociado al contacto segin (B.20) y (2) el
flujo de calor ¢y vinculado a la potencia de friccion por contacto (B.24). El tratamiento de
ambos flujos es similar al término (4.71), resultando en:
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/ 60 (qr + qp) dA = (56’6T l/ LT (qx + qr) dA] (4.80)
Ace Ace

= 6] (af +af)

Como puede observarse de (4.72), (4.79) y (4.80), todas las contribuciones térmicas en
el contorno pueden agruparse como:

/ 00qmermdA = 667 (a +al +a!" +af +af) (4.81)
Athe'rm

donde (4.81) contiene los flujos asociados a el calor entrante por el contorno: conduccion,
conveccion y radiacién térmica, y ademas conduccién y friccion por contacto.

Ecuacién de equilibrio térmico discreta. En este caso también partiendo de las
contribuciones elementales (4.49), (4.55), (4.61), (4.66), (4.72), (4.79), y (4.80), y reempla-
zandolas en la ecuacion de equilibrio térmico (4.42) resulta en:

11 {—593 ( / LTpCHLdV> 6. — 06" < / BeTKeBedv> 0.+
e=1 Ve e
—607 [ / LTKa(1:d° LdV] A6+

56, [ / (L™i" + L" (67 : Cyp : ") LA, ) dV] + (4.82)

e

50T ( / ETEdA> q. +60; ( / ETEdA> AB...+
Aqe Ahe

50" (/ I‘;TtdA> AO, .+ 06 U I‘;T(qk+qf)d,4” = 0
Ahe Ace

donde nuevamente una vez realizado el ensamble de las contribuciones, se obtiene un
sistema global de ecuaciones de la forma:

06" [~CO — K6 — . (0) +j, (6) + q (6)] =0 (4.83)

considerando (4.81) (todos los flujos en el contorno unificados en q (¢)) y teniendo en
cuenta el hecho que la temperatura virtual es totalmente arbitraria y distinta de cero,
entonces el término entre corchetes en (4.83) debe ser nulo con lo cual:

—CO(t) — KO (t) — jo(u,0,t) +j, (0,0,t) +q(0,t) =0 (4.84)

donde también se introduce la dependencia explicita de las ecuaciones con el tiempo, y los
términos en (4.84) representan las matrices de capacidad C y de conductividad K globales
del sélido, los vectores de cambio de temperatura 0 y de temperatura 6, los vectores
termoeldstico j. y termopléstico (disipacién estructural) j, globales del s6lido, y por tltimo
el vector de flujos de calor global en el contorno q. La dependencia explicita de los ultimos
tres términos respecto de la temperatura se debe a que, aun cuando las propiedades
mecanicas y térmicas del material son directamente dependientes de la temperatura, las
evaluaciones de estos términos en general involucran de una u otra manera la temperatura
o el incremento de temperatura en los nudos.
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4.3.3. Esquema de integracion de las ecuaciones de equilibrio

Independientemente del tipo de esquema empleado en la solucién de las ecuaciones
(4.41) y (4.84) de manera simultanea y acoplada, es ampliamente conocido que un algoritmo
de integracion eficiente debe aprovechar la diferencia de las escalas de tiempo que existe
entre ambos problemas. Este tipo de consideraciones es lo que da lugar a los algoritmos de
solucion escalonados, en donde el problema se subdivide en algunas problemas menores,
mas faciles de tratar y con menor cantidad de inconvenientes en la formulacion.

Tipicamente estos algoritmos resultan en la divisién natural del problema en: (a) una
fase mecénica con temperatura constante, y (b) posteriormente una fase térmica donde la
configuracion no se deforma. Esta subdivisién puede verse como un paso con deformaciones
isotérmicas seguido de un paso con transferencia y difusion de calor sobre la geometria
deformada, debido a esto el algoritmo se denomina “escalonado isotérmico” Y si bien estos
algoritmos escalonados, a diferencia de los escalonados adiabaticos planteados en términos
de la entropia, resultan solamente condicionalmente estables, son lo suficientemente precisos
cuando se los emplea junto a esquemas explicitos de solucién de las ecuaciones de gobierno.

Los fundamentos para elegir un esquema explicito de solucion de las ecuaciones (4.41)
y (4.84), radica fundamentalmente en que resultan muy convenientes cuando los problemas
incluyen grandes deformaciones y contacto. En particular, los esquemas explicitos ademas
de facilitar la implementacién de los algoritmos de contacto basados en técnicas de
penalizacién, muestran una importante capacidad de convergencia a la soluciéon aun en
problemas geométricamente complejos.

El esquema explicito elegido es del tipo Forward Fuler y considerando una discretizacion
en diferencias finitas para la variable temporal, las ecuaciones (4.41) y (4.84), se pueden
escribir como:

MAii+p—f =0 (4.85)

—CAO—KO —j.+j,+q=0 (4.86)

con las condiciones iniciales ug, g y 6y conocidas.
Para llevar a cabo la solucién del sistema termomecéanico se procede segin:

1. Se mantiene la temperatura constante durante la integracién de las ecuaciones de
movimiento, siguiendo un esquema explicito como el siguiente:

i = i+ M, (£ —p)
l.lt-i-l - l.lt + ﬁtAtmech (487)

Uiy1 = ut+i1tAtmech

en donde se ha hecho uso de la matriz de masa global diagonalizada M;,,,,. El esquema
de solucion suele mejorarse planteando un algoritmo en diferencias finitas centradas
para el cdlculo de cada paso de tiempo. A través de las ecuaciones (4.87), se actualizan
los vectores nodales de aceleraciones i, 1, velocidades ;41 y desplazamientos u;. 1,
en cada nuevo paso de tiempo t + 1.
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2. Luego el calor generado por la disipacién mecanica se mantiene constante sin cambio
en la configuracion deformada, y se integran las ecuaciones que gobiernan la transfe-
rencia de calor:

0.1 = 0,+Cp, (a—K6—j. + Jp) (4.88)
011 = 0.+ 0 Alyerm

donde también se hace uso de la matriz de capacidad global diagonalizada Cy,,,. A
través de las ecuaciones (4.88) se pueden actualizar los vectores correspondientes a
la velocidad de cambio de la temperatura 9t+1 y temperatura 9t+1 en nuevo paso de
tiempo ¢ + 1.

Ademas como se observa de los esquemas de integracion explicita de las ecuaciones de
gobierno, (4.87) y (4.88), cada esquema tiene un paso de tiempo asociado. La eleccién
de un paso de tiempo apropiado es fundamental para lograr la soluciéon del problema
termomecanico, y si bien pequenos pasos de tiempo aseguran una convergencia estable y
resultados precisos, esto atenta a la economia de célculo pues el tiempo total de analisis
numérico crece de manera importante.

Habitualmente el problema mecanico domina la seleccion del tiempo de integracion,
puesto que muestra tiempos criticos para la integracion explicita menores a los tiempos
criticos del problema térmico. En este trabajo el tiempo critico del problema mecanico
puede evaluarse segun:

Ae [p
Atppecn, = min <6 ) 4.89
; e (489
donde A, es el area del elemento, [, es la mayor distancia entre los nodos del elemento, p
y E son la densidad y el médulo de Young de soélido, respectivamente.
Y por otra parte, el paso de tiempo critico asociado al problema térmico se calcula
como:

Atiherm = min (lgi{’f;) (4.90)
donde ahora [. es la menor distancia entre los nodos del elemento, mientras que p, Cy
y K% son la densidad, el calor especifico y la conductividad del sélido, respectivamente.
Estas expresiones se calculan para todos lo elementos, y se adopta el menor valor como
paso de avance general del problema. También podria establecerse una relacién entera
entre los pasos de tiempo, de la forma:

Atmech

= e 4.91
Attherm ( )

n
a fin de integrar de manera sub-incremental el problema térmico, es decir integrar el
problema térmico cada n pasos de integraciéon del problema mecanico.

Para la solucion del sistema termomecanico acoplado se ha implementado toda la for-

mulacion propuesta en este capitulo en el codigo explicito de elementos finitos STAMPACK
(2011).
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4.4. Algoritmo de integraciéon de la ecuacién consti-
tutiva

En los apartados anteriores se han presentado, una aproximacion elemental en deforma-
ciones impuestas y un esquema explicito basado en un algoritmo del tipo escalonado para
resolver las ecuaciones de gobierno. En esta secciéon se presenta el esquema de integracion
numérico asociado al algoritmo constitutivo termo-elasto-viscoplastico presentado en la
Secciéon 3.4. El algoritmo constitutivo permite establecer las tensiones y deformaciones que
posteriormente se utilizan para evaluar la contribucion (4.30), (4.61) y (4.66); permitiendo
completar el conjunto de ecuaciones necesarias para resolver el problema termomecanico
acoplado.

4.4.1. Esquema de integracion .J; termo-elasto-viscoplastico ge-
neralizado

El esquema de integracion del algoritmo constitutivo se ha presentado en detalle en el

Capitulo 3. A continuacién se presenta un resumen de las tareas enumeradas de acuerdo

a como son resueltas dentro del codigo numérico a nivel elemental. Se parte de una
configuracién previa conocida (X, 0,,b% ™1 ), v se procede segtin:

1. Se actualiza la configuracién y se obtiene la inversa del tensor gradiente relativo:

X1 = X, + 1, 0 X, (4.92)
6
£l =1-Viu, =Y N xI (4.93)
I=1

2. Se calcula la parte elastica del tensor de Finger de prueba:
trial
(bZ-i-lil) = n+17T (bf;l) fn+171 (4.94)

3. Se obtiene el tensor elastico de Almansi, y a partir del mismo la parte desviadora
del tensor de tensiones de Kirchhoft:

1 _ 1)\ trial
€1 = 5 {(1 — f,an0,) 1~ (bg,, ") ] (4.95)
. trial
st = —pdev | (b, ) } (4.96)

4. Se comprueba la carga plastica:

ftrial _ Strial
n+1 — n+1

- \/gay (e)?,0,) (4.97)

Si fff_ﬁl < 0, en donde f@l resulta igual a la sobretensién d, entonces:

n+1
_ trial
Sn+1 = Spi1
b — oD
N (4.98)

e 1 e —1 trial
bn+1 = (bn+1 )

En caso contrario
Retorno Radial
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5. Se procede al retorno radial evaluando el parametro de consistencia viscoplastico
A~"P | recordando que en el caso de que los efectos viscosos sean inexistentes (n = 0)
se recupera la forma clésica de retorno radial plastico en (4.99), segun:

AP =0 = /st — 2uAqorn, ] - [ — 2uAyPn,, ] (4.99)

2oy o),

1/n(6x) 1/m(0n)
2 2 AP
—n (0,) [ e + 4/ S Ay -
“>&HV37) (ﬁAJ

s

n

U sk (4100
n

donde:

y posteriormente corrigiendo la parte elastica del tensor Finger, la parte desviadora
del tensor de tensiones de Kirchhoff y se actualiza el parametro de endurecimiento:

Snt1 = S — 20N~ "Pn,, 4y (4.101)
rial
bty = (bh )+ 280, (4.102)
D __ D 2 vp
epi =eb+ gA’y (4.103)

6. Se actualiza el tensor eldstico de Almansi y el tensor de tensiones de Kirchhoff:

(1= foald,)1 =D, (4.104)

€ i
en+1 -

N | —

Tt = Ktr (e5,,) 1+ 8,1 (4.105)

4.4.2. Solucién iterativa de la funciéon de fluencia generalizada

En el caso mas general, cuando los tres pardmetros que definen el endurecimiento
viscoplastico toman los valores adecuados, la ecuacién (4.99) es no lineal y debe ser resuelta
por algin método iterativo. Siendo una ecuacion no lineal escalar, la opciéon mas adecuada
resulta un método del tipo Newton-Raphson. La expresion de este método puede despejarse
empleando una expansion en series de Taylor, que resulta:

— [ (zn)
Tt = 20 = S (4.106)

considerando que la variable independiente es el parametro viscoplastico Av"? y en la

ecuacion (4.106) resulta f (z,) = f (Av*P), y entonces se puede escribir:

Ayl = AP — J (4.107)

f/A'y

por lo tanto es necesario conocer la derivada primera (fa,) de la funcién de fluencia
generalizada (4.99) respecto al pardmetro de consistencia, es decir:
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. d
Far = qa (VI - 2089 ] - 2udyn,] (008

2 v
_\/; [Uy (A’Y p? Qn)]nJrl
1/n(6x) 1/m(6r)
2 2 AP
_ vp 7A vp _
”(9”)(e"+\/; 7 ) (\/3 At)

en donde se puede derivar cada uno de los tres términos de de manera separada.

Derivada de la tensién equivalente. Si se tiene en cuenta que el tensor direccion del
flujo plastico (4.100), y recordando ademas la (3.50), entonces el término asociado a la
tension equivalente se puede escribir como:

trial trial 2

r rial vp Sntl . rial vp Sntl

fisl = ([ = 2uAy p” tji;lH] : [SZH — 2ulAy p||Sm+a1||D (4.109)
Sn+1 n+1

la cual se puede reordenar para obtener:

_ 2/JJA"}/U 2 . . % .
fisl = (( Hs“”“H) s:;fi:sf;f}) = [striet]| = 2payr (4.110)

y por lo tanto la derivada del primer término en (4.108) resulta:

d/fis
dA~vp

= —2u (4.111)

Derivada del término de endurecimiento. La parte de la ecuaciéon asociada a la
evolucién de la superficie de fluencia, resulta ser una funcién explicita de la deformacion
viscoplastica efectiva, segun:

z 2
fo, = —\/;gy (Ay*,0y) (4.112)
aplicando la regla de la cadena a (4.112), resulta:

d foy 0 fgy Oe"P
dyvr  Qevp Oryvp

(4.113)

considerando luego una evolucién de la tensién de fluencia dada por una ley de endureci-
miento lineal e isétropa como:

0, (MY, 0,) = 0p (0) + A’ (6) ™™ (4.114)

y la evolucién del pardmetro de endurecimiento fijada por (4.103), entonces:

df, 2 doy,
L = 4.11
dryvp ~ 3dew ( 2
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esta ecuacion puede evaluarse facilmente si se conoce como cambia la tensiéon de fluencia
del material en funcién de la deformacién viscoplastica o evaluarse numéricamente. En el
caso de endurecimiento isétropo lineal (4.114), esta derivada resulta la pendiente de la
recta de endurecimiento, que no es méas que el médulo de endurecimiento A’ (6).

Derivada del término viscoplastico. La derivada del ultimo término en (4.108) se
puede obtener a partir de la derivada de una multiplicacion de funciones potenciales, y
siendo el término viscoplastico:

5 VRO 1 p ) MO
Fo_ vp ZAAYP -
fo=—n(0) (en +\[3A7 ) (\/; As ) (4.116)

la derivada del mismo, por simplicidad se evita hacer referencia a la funcién explicita de
los parametros con la temperatura, se obtiene como:

— 1/n 1/m
dfﬂ _ d vp \/5 up \/EA’YUP
i n dA (en + 3A7 N + (4.117)
1/n 1/m]
2 d 2 Anv
vp _ vp _
(6" * \@M ) dAy (\/; At )

de modo que resulta en:

df, 2 2 2 N\ g\ U
noo_— |22 | e ZAvp - 4.118
dryvp g n\/; (e" + 37 ) ( 3 At) + ( )
1/n 1-m)/m
o g e\t
e+ —=1/ (/5
3 mAt\ 3 3 At

Esquema iterativo para la solucion de la funcién de fluencia generalizada. La
expresion final para la derivada de la funcién de fluencia generalizada, considerando las
ecuaciones (4.111), (4.115) y (4.118), y resulta:

(1-n)/n 1/m
= 2 2 /2 2 2 P
= —ou— A = |22 (e 4 [y - 4.119
fray p—gA = 3(% +4/37 ) (\/;At) + (4.119)

1/n 1-m)/m
5 o g0 (1-m)/
€UP+ ,fy”P _ _
" 3 mAt Y\ 3 3 At

de modo que el incremento se puede evaluar a partir de las ecuaciones (4.99) y (4.119)
segun:

(A%")

§ (Av;") = J{M (4.120)
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y el nuevo valor resulta:

Ay = Ay =6 (Ay") (4.121)

El procedimiento que se repite hasta convergencia se presenta graficamente en la Figura
4.3, ademas este esquema iterativo suele necesitar la inclusién un algoritmo de biseccién
debido a que existe un limite superior que es el valor del parametro de consistencia plastico
A~P (es decir considerando que los efectos viscosos son nulos), algo que también ha sido
puesto de manifiesto en el trabajo de Souza Neto (2004). Un esquema similar basado en el
método de Newton-Raphson y la adiciéon de un esquema de Regla Falsa para capturar los
casos donde la solucién no pertenece al dominio de validez fisica del problema, ha sido
propuesto en los trabajos de Andia Fages (2010) y Ribero et al. (2011).

fay™ A AyP

BYT, =AY 12

Figura 4.3 — Esquema iterativo de Newton-Raphson para evaluar el parametro A~?
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Capitulo 5

Restauracion de mallas
distorsionadas

5.1. Introduccion

En la aplicacién del método de elementos finitos, es de amplio conocimiento que los
resultados dependen de la calidad de la discretizacion o mallado del dominio. Es decir no
solo es importante la correcta subdivision del dominio, si no que ademas resulta conveniente
mantener la regularidad geométrica de los elementos. En los analisis de procesos industriales
que involucran grandes deformaciones y cambios importantes en la geometria del dominio
de estudio, se presentan distintas complicaciones asociadas a la distorsion progresiva de la
malla. Estas dificultades asociadas a la distorsién elemental resultan perjudiciales para el
analisis, dado que afectan de manera directa la calidad y precisién de los resultados. Y
es en pos de solucionar este inconveniente, donde surge la necesidad de implementar un
esquema de restauracion de mallas.

La idea que se persigue con la restauracion o regeneracion de la malla es asegurar un
apropiado mantenimiento de la calidad de la discretizacion en la configuracion deformada,
de modo que durante el avance del analisis las condiciones de la malla sean las 6ptimas para
mantener la precision en la solucién. La importancia del remallado ha sido ampliamente
reconocida por diferentes autores en los inicios de los métodos numéricos, y al menos
en los ultimos veinte anos se ha convertido en un area en franco desarrollo. Ademas la
utilizacion del remallado automatico es una caracteristica fundamental de la mayoria de
los co6digos computacionales actuales. Asociado a los esquemas de remallado, también se
han desarrollado distintos algoritmos de transferencia de variables entre mallas. Resulta
poco relevante mantener la regularidad en la geometria de los elementos de la malla, si la
transferencia de variables introduce pérdidas de precision en cada etapa de remallado.

El contenido de este capitulo se presenta a continuacion. En la Seccion 5.2 se presenta
una descripcion de las opciones de restauracién de mallas distorsionadas. En esta misma
seccion se mencionan los inconvenientes asociados a un esquema de regeneracion total de la
malla. Una solucion a la baja eficiencia computacional asociado con la restauracién de toda
la malla viene dado por la restauracion local o por zonas, que es el esquema empleado en
este trabajo. Por otra parte dado que los esquemas de restauracién deben ir acompafiados
de un algoritmo de transferencia de variables, en la Seccion 5.3 se presentan las diferentes
opciones. Y en particular se hace referencia al algoritmo empleado en este trabajo basado
en el Superconvergent Patch Recovery, el cual muestra una importante conservacion de las
variables transferidas lo cual impacta directamente en la preservacion de la precision en
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los resultados.

5.2. [Estrategias empleadas en la restauraciéon de ma-
llas distorsionadas

Las estrategias para hacer frente a la importante distorsiéon que presentan las mallas,
en particular en la simulacion de problemas con grandes deformaciones y sin contemplar
cambios en la aproximacién a nivel elemental, basicamente son: (a) refinamiento ya sea por
subdivision o regeneracion de los elementos empleando un menor tamaifio que el original de
malla distorsionada, (b) restauracién por remallado o regeneracién manteniendo el tamano
original de los elementos, y (c) restauraciéon por movimiento o rezonificacién de los nodos
de la malla.

Cada uno de estos métodos presentan ventajas y desventajas. Si se pretende capturar
mejor los cambios en las variables el refinamiento es la mejor opcién, mientras que si se
desea mantener la economia de célculo la rezonificacion de nodos es lo mas adecuado dado
que se mantiene el tamafio del problema. Sin embargo, ellos involucran un aumento en el
trabajo computacional en el caso de la primera opcién, y un limite en la magnitud de los
movimientos que pueden darse a los nodos sin que se produzca un detrimento a la calidad
de los resultados en la segunda.

El remallado posee algunas ventajas interesantes para el tipo de problemas que se
estudian en este trabajo, dado que ademas de mantener el nivel de precisiéon definido
de antemano por el tamano de elementos elegido en la malla original, no aumenta con-
siderablemente el volumen de calculos al no aumentar significativamente la cantidad de
elementos. Y en los codigos explicitos ademas, dado que el paso de tiempo de integracion
depende del tamano de elementos, el remallado resulta mucho mas conveniente que el
refinamiento desde el punto de vista de los tiempos de analisis. Sin embargo el principal
inconveniente de este método es la transferencia de variables entre mallas, lo cual involucra
habitualmente alguna pérdida de informaciéon y es por ello que debe prestarsele especial
atencion.

Por otra parte, desde el punto de vista de la morfologia de los elementos y lo generadores
de mallas, los elementos simples como tridngulos y tetraedros (en dos y tres dimensiones
respectivamente) muestran importantes ventajas cuando se los emplea en procesos de
restauracién de mallas. Esta ventaja estd ligada principalmente a: (a) la sencillez con
que se puede enriquecer y/o empobrecer localmente la malla sin la necesidad de utilizar
esquemas complicados (como en el caso de cuadrilateros o hexaedros), (b) se adaptan
mejor a geometrias complejas, y (c) los generadores de malla (tridngulos y tetraedros)
resultan ser mas robustos.

Una revision de los trabajos dedicados a la aplicacion de las estrategias de restauracion
de mallas, muestra que principalmente esté ligada a capturar fenémenos locales (gradientes)
en algunas variables empleando refinamiento. Comparativamente con los trabajos en el
area de refinamiento de mallas, existen relativamente pocos trabajos en donde se utilice el
remallado para restaurar la geometria de la malla con el objetivo de mantener el nivel de
precision del andlisis. Algunos trabajos en el area de conformado de metales son los de
Son y Im (2006), Zheng et al. (2006), Castell6 y Flores (2008) y Parvizian et al. (2010), en
particular este ultimo muestra la aplicacion del remallado en problemas termomecanicos
del tipo industrial. Otros trabajos en el area de deformaciones finitas con aplicaciéon de
remallado que pueden mencionarse son los de Borouchaki et al. (2005) y Erhart et al.
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(2006), sobre este ultimo cabe destacar que se estudian problemas de impacto en donde
por general las mallas resultan severamente distorsionadas

En vista de lo expuesto, queda clara la importancia que reviste emplear alguna estrategia
de remallado, ya sea con la finalidad de mejorar la precision en los resultados o bien de
facilitar la aplicacién de la herramienta computacional en procesos que involucran grandes
distorsiones en la malla.

5.2.1. Regeneracion total de la malla

Inicialmente, ver Castell6 (2005) y Castellé y Flores (2006), se utilizé una estrategia
de remallado automatico, con el tinico objetivo de evitar que la distorsion de los elementos
tenga un efecto negativo en la precision de los resultados. Esto se consigue restaurando, en la
medida que sea necesario, la totalidad de los elementos de la malla que se ha distorsionado.
En los trabajos mencionados, se presenta un esquema de remallado automatico que respeta
el tamano de los elementos de la malla inicial del dominio, con lo cual el niimero de grados
de libertad se mantiene en niveles similares a través de cada remallado. Las caracteristicas
de ese esquema de remallado es que el control del mismo no es automaético, si no que se
fija de antemano la cantidad de remallados que se realizardan durante el proceso de anélisis.
Si bien este control del remallado no resulta adecuado, no representa ningin inconveniente
dado que seria posible automatizarlo a partir de una medida de distorsion elemental.

Ademas puede observarse que con un esquema de remallado total, en particular a partir
de los resultados en Castell6 y Flores (2006), muchos elementos que no se han distorsionado
son reemplazados innecesariamente. En sintesis, reemplazar todos los elementos de una
malla muestra algunas desventajas, principalmente que la transferencia de variables implica
alguna pérdida de informacién (ej.: se suavizan los gradientes locales de las variables) y por
lo tanto se estd perdiendo algo de informacion en cada uno de los elementos de la malla; y
ademas dado que si bien el remallado se hace con el mismo tamano de los elementos de
la malla original sucede que la nueva malla tiene por lo general una mayor cantidad de
elementos. En este contexto es donde surge la necesidad de modificar el esquema, para
que solamente sean reemplazados aquellos elementos que se han distorsionado.

5.2.2. Regeneraciéon de malla por zonas

Habiendo explicado los inconvenientes vinculados con la restauraciéon de todos los
elementos de la malla, trataremos en este apartado el esquema asociado a un “remallado
local o zonificado”, el cual reemplaza solo aquellos elementos que se han distorsionado. El
objetivo es reemplazar los elementos que muestran una distorsion importante, esto incluye
algunos elementos vecinos a los distorsionados y de este modo quedan definidas las zonas
dentro del dominio de andlisis que deben ser remalladas. Los puntos relevantes son: (a)
establecer una adecuada cuantificacion de la distorsién del elemento, y (b) seleccionar
adecuadamente los elementos adyacentes vecinos del elemento distorsionado. En particular,
este segundo punto es relativamente sencillo, pues de hecho la informacion de elementos
vecinos se conoce desde el momento en que se generan las parcelas de tridangulos definidas
en la aproximacién numérica (ver Apartado 4.2.2).

En lo que respecta a la distorsién elemental, existen distintos métodos para cuantificarla.
Entre los mas usados estan los algoritmos basados en la comparacién de la geometria del
elemento triangular respecto de un tridngulo equilatero de igual area, o bien dado que la
geometria de los elementos habitualmente dista bastante de ser equilatero se puede realizar
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una medicion de la evolucion de los dangulos internos del elemento. En esta tesis se ha
empleado un criterio de cuantificacion basado en la comparacion de los dngulos internos,
ver Figura 5.1, del cual ya se han presentado algunos resultados en los trabajos de Castell6
y Flores (2007) y Castell6 y Flores (2008). Este esquema no solo ha mostrado ser muy
eficiente desde el punto de vista computacional, sino que ademas resulta muy conservativo
desde el punto de vista de la pérdida de informacién por transferencia entre mallas.

(a) (b)

Figura 5.1 — Distorsién de un elemento triangular segin su menor &dngulo interno. (a)
Elemento triangular en la malla original sin distorsionar. (b) Elemento distorsionado en la
malla deformada.

El remallado por zona se activa automaticamente cuando la distorsion S en un elemento
cualquiera es:

al
£ = min <aé> < dmin (5.1)
J

en donde ozg-’ es el angulo en el nodo j del elemento sin distorsionar, aé- es el angulo en el nodo
j del mismo elemento distorsionado en la configuraciéon deformada actual i, y dp4, es la
maxima distorsion admitida para cualquier elemento de la malla. Los elementos que deben
ser reemplazados son aquellos que cumplen con la condicion dy, < 8 < dngx. Existirda un
conjunto de elementos distorsionados comprendidos en un entorno 8 C [dumm, dmax] que
pertenecen a la “zona a restaurar”, y este par de valores limite son definidos de antemano.
Se debe prestar atencién a la correcta definicién de los segmentos del contorno de la zona
que pertenecen al interior del dominio de andlisis, y aquellos segmentos que pertenecen al
contorno real del solido que se esta analizando. El codigo de elementos finitos escribe un
fichero que es procesado posteriormente por el software GiD (2010), empleando la opcién
batch file. En este fichero se define la generacion de la geometria a partir del conjunto
de elementos a reemplazar, se aplican las condiciones de contorno correspondientes y se
discretiza la geometria respetando el tamano de elementos en la malla original.

5.3. Transferencia de las variables entre mallas

En los esquemas de restauracion de mallas, los algoritmos de transferencia juegan un
rol crucial en lo que respecta a la precisién de los resultados. Los métodos de transferencia
surgen a partir de algunos desarrollos llevados a cabo en un area distinta: la “recuperaciéon
de variables”. Si bien las variables fisicas reales deben ser continuas a través del dominio,
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la aplicacion del método de elementos finitos da lugar en algunos casos a la apariciéon
de distribuciones que son continuas por tramos (basicamente dentro de los elementos).
Este fenémeno se evidencia comtinmente en las tensiones (entre otras variables) y puede
extenderse al resto de las variables internas que definen un analisis elasto-plastico de un
solido en grandes deformaciones.

Entre los primeros intentos realizados para establecer una distribucion suave de estas
variables en el dominio se pueden encontrar las técnicas de extrapolacién y promedio, o
como se las denomina habitualmente técnicas de suavizado nodal (ver Onate (2009), pg.
329). En ese método se evalian las variables en cada nudo a partir de la contribucién de
cada elemento, empleando para ello un promedio las variables que es ponderado por la
masa que aporta cada elemento al nudo en cuestion. Esa técnica, cuya implementacion es
muy simple, tiene la desventaja de poseer una baja precisién asociado a que resulta de
un promedio. Esta baja precision asociada al suavizado puede convertirse en una pérdida
sustancial de informacion en la medida que se requiera una importante cantidad de etapas
de remallado.

Y es precisamente en esta area de recuperacion de variables, donde se ha desarrollado
el algoritmo denominado Superconvergent Patch Recovery (SPR) introducido inicialmente
en el trabajo Zienkiewicz y Zhu (1992a,b) y es el que ha tenido una mayor aceptacién.
En este método (SPR) la distribucién continua de las variables internas, a través de todo
dominio, se logra por medio de la interpolacion de los valores recuperados en los nodos
usando funciones de forma elementales estandar. El valor nodal de la variable se calcula
considerando una expansion polinémica sobre una parcela de elementos que comparten el
nudo donde se desea recuperar la variable, y esta expansién polinémica debe aproximar
(via minimo cuadrados) los valores obtenidos del andlisis por elementos finitos en algunos
puntos de muestreo dentro de la parcela que tienen caracteristicas de superconvergencia
(es decir los puntos de integracién elementales). Si bien el procedimiento resulta heuristico,
se ha probado lo suficiente como para admitir que brinda resultados muy precisos en
problemas con pequenas deformaciones, el trabajo de Zienkiewicz et al. (1999) y maés
recientemente el de Bugeda (2006) son ejemplos de ello. Mas aun, el procedimiento original
del SPR ha sido complementado por distintos autores, en el trabajo de Wiberg et al.
(1994) se ha mejorado la formulacién de modo que incluya las ecuaciones de equilibrio y
contemple las condiciones de contorno aplicadas a la variable suavizada, Labbé y Garon
(1995) también han mejorado la robustez del método cuando se aplica en puntos adyacentes
al contorno del dominio, Yazdani et al. (1998) proponen un esquema mejorado para la
recuperacion de variables en problemas axilsimétricos. Los trabajos como los descritos
anteriormente han dado origen a los llamados métodos Enhanced Superconvergent Patch
Recovery. Por otra parte han sido Boroomand y Zienkiewicz (1999) posiblemente los
primeros en aplicar el mismo algoritmo SPR a problemas no lineales mas precisamente en
problemas elasto-plasticos. Mds recientemente en los trabajos de Gu y Kitamura (2000) y
Gu et al. (2004) se ha propuesto una modificacion al método original de modo de obtener
mas precision en la recuperacion de tensiones en cuadrilateros y ademas poder aplicarlo a
problemas con grandes deformaciones, adoptando como puntos de muestreo a los mismos
puntos de integracion sin que ello introduzca errores de importancia.

La mayoria de los trabajos asociados al SPR se han desarrollado en el campo del
remallado adaptativo, donde el proceso de generacién de una nueva malla se encuentra
ligado a la distribucion del error en los resultados del analisis por elementos finitos. Resulta
posible entonces, emplearlo junto a un esquema de remallado automaético, cuando se desea
restaurar la malla con elementos de igual tamafio a los originales y con el tinico objetivo
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de regularizar la discretizacion para no perder precision en el andlisis.

5.3.1. Transferencia de variables por suavizado nodal

El algoritmo de transferencia empleado en los trabajos de Castelld (2005) y Castell6 y
Flores (2005), estd basado en el suavizado nodal de las variables internas, transferencia
nodo a nodo por interpolacién y posteriormente una nueva interpolacion a los puntos de
integracién de los elementos (ver Figura 5.2). Sin embargo no solo la transferencia en si
misma es relevante, también lo es la elecciéon adecuada de las variables a transferir. En
un problema con deformaciones finitas es posible diferenciar dos conjuntos de variables a
transferir: en primer lugar las variables que definen el estado geométrico del sélido, digamos
desplazamientos, asociadas generalmente a los nodos; y en segundo lugar variables que
establecen el estado del material, como ser algunas variables internas que estan asociadas
habitualmente a los puntos de integraciéon a nivel elemental.

(2)
TN

Pyt

Figura 5.2 — Esquema de transferencia de variables. (a) Extrapolacién desde los puntos de
Gauss hacia los nodos. (b) Transferencia de variables entre mallas. (c¢) Interpolacién desde
los nodos hacia a los puntos de Gauss.

Si bien las variables que definen la evolucion histérica del esquema Lagrangeano Total
(empleado en Castells (2005) y Castells y Flores (2005)) son FP~1 y P las variables
a transferir resultan ser el parametro de endurecimiento e? y el tensor de tensiones de
Kirchhoff 7. El hecho de no transferir la inversa de la parte plastica del tensor gradiente de
las deformaciones, FP~! se debe a que el mismo no estd univocamente definido (cualquier
rotacion aplicada sobre el mismo daria igual resultado). Por lo tanto resulta preferible
transferir el tensor de tensiones Kirchhoff que es una variable espacial, definida justamente
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en la configuracion actual que es donde se realiza el remallado, para recuperar luego a
partir del mismo el tensor FP~!. En los trabajos mencionados se emplea un esquema de
transferencia de uso habitual denominado “extrapolacién/interpolaciéon” o “suavizado e
interpolaciéon”; similar a los propuestos en los trabajos de Peric et al. (1996) y Han y
Wriggers (2000). Ese esquema se ha diagramado en la Figura 5.2, emplea las mismas
funciones de interpolacion de la aproximacion elemental y el algoritmo se puede ver en
detalle en Castellé (2005). Por otra parte en ese trabajo se propuso también una manera de
disminuir las pérdidas en la transferencia de variables no escalares, aplicado en particular
al tensor de tensiones de Kirchhoff.

5.3.2. Transferencia de variables empleando el SPR

La implementacién del método SPR en la transferencia de variables se sustenta en
su capacidad de interpolar las variables de forma casi exacta, a partir de puntos de
superconvergencia que generalmente resultan ser coincidentes con los puntos de integracion
a nivel elemental. El esquema de transferencia que se ha empleado en esta tesis es el
mismo que se utiliz6 en los trabajos Castellé y Flores (2006), Castellé y Flores (2007) y
Castell6 y Flores (2008), mostrando excelentes resultados y mas aun cuando se lo emplea
junto al remallado por zonas. Frente a otros métodos de transferencia posibles, como por
ejemplo el de suavizado nodal, el SPR presenta la ventaja de tener una menor pérdida en
la informacién que se esta transfiriendo.

() (b) (c)

Figura 5.3 — Configuraciones de parcelas de uso habitual: (a) centrada en los nodos, (b)
centrada en los elementos, (b) adyacentes a los lados del elemento central.

El método desarrollado a continuaciéon coincide con los conceptos planteados en el
trabajo de Akin (2004), y se empieza definiendo una parcela de elementos que puede ser
de dos tipos: parcelas centradas en nodos o parcelas centradas en elementos. Légicamente
se tendra un conjunto de parcelas de elementos asociadas a cada nodo de la malla en el
primer caso, o a cada elemento de la malla en el segundo. Bésicamente se usan tres tipos
de parcelas:

a) Parcelas centradas en nodos: un grupo de elementos que comparten un nodo.

b) Parcelas centradas en elementos: un grupo de elementos que encierran a un elemento
central.

c) Parcelas basadas en los contornos del elemento.
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En el caso (c) se tiene un grupo de elementos que comparte una cara con respecto a un
elemento central, en el caso de dos dimensiones son elementos que comparten un lado con
el elemento central. La Figura 5.3 muestra estos tres tipos de parcelas y, cualquiera sea el
caso, es necesario conocer un listado de los elementos que conforman la parcela. La creacion
de este listado de elementos y la conformacion de subconjuntos de elementos vecinos suele
ser una tarea computacionalmente costosa. Para la aproximacién que se emplea en este
trabajo, la cual se define sobre un conjunto de cuatro elementos triangulares adyacentes y
desde el punto de vista de la eficiencia computacional, la parcela mas adecuada es la que
se observa en la Figura 5.3c.

El proceso de interpolacion de variables resulta de la aplicaciéon de una expansion
polinomial sobre los elementos que forman la parcela. Los coeficientes de esta expansion
polinomial quedan establecidos ajustando las variables, a través de minimos cuadrados, en
puntos que tienen caracteristicas de superconvergencia. Los puntos de muestreo adoptados
corresponden con los de integracion elemental, la Figura 5.4 muestra un detalle de la
parcela usada en este trabajo.

o Nodos de la malla anterior

o Punto de integracion de la
malla anterior

A Punto de integracion de la
malla actual

O Nodo de un elemento ficticio
gue encierra la parcela de
elementos usados en el SPR

Figura 5.4 — Configuracién de la parcela empleada en este trabajo y esquema de interpola-
cién.

Las variables asociadas a los puntos de integracién elemental o pueden ser interpoladas
empleando un polinomio completo a7, , donde el grado del polinomio puede ser el mismo
de las funciones de aproximacion elemental. Entonces la variable transferida o}, podria
interpolarse con la siguiente ecuacion:

aj, = pb' (5.2)

en donde p contiene la base polindmica y b’ los coeficientes del polinomio. En el caso
de problemas bidimensionales con funciones de aproximacién elemental cuadraticas estos
vectores tienen la forma p = {1, z,y, 22, zy, y*} y b' = {b%, b, bi,, b%, b b}

Las componentes del vector de coeficientes b’ estdn asociadas a la variable a; a transferir,

74



Restauracion de mallas distorsionadas

y surge de la minimizacién del siguiente residuo:

=Y (al X;) m) =3 (ozz x;) — p(x;) bi)2 (5.3)

J=1 J=1

en donde x; con j =1,--- , g, es cada uno de los puntos de integracion de la malla anterior
donde se conoce la variable &; y que pertenecen a la parcela empleada en el SPR. La
cantidad de puntos se puede expresar como g = mk, siendo k la cantidad de puntos de
integracion elementales y m la cantidad de elementos que conforman la parcela.

Una propuesta interesante es la introducida por Akin (2004), donde p resulta ser un
polinomio completo de igual grado que la aproximaciéon elemental y que responde en este
caso a funciones de forma cuadraticas:

p(&n) = {N', N? N® N*, N°, N} (5.4)

a fin de lograr este tipo de aproximacién se elige un elemento triangular cuadratico ficticio
(ver Figura 5.4) que encierra al conjunto de elementos que forman la parcela del SPR,
donde el Jacobiano de la transformacion resulta particularmente constante ya que los ejes
paramétricos del elemento triangular ficticio son paralelos a los ejes fisicos del problema.

Aplicando minimos cuadrados a (5.3) y considerando la base polinémica (5.4), resulta
entonces:

g . g
Sp (&) p (&) =D P (&.my) & (&,m;) (5.5)
j=1 j=1

y esta 1ltima ecuacién debe ser resuelta para cada variable a transferir «;, para lo cual es
necesario la resolucién de un sistema de ecuaciones de la forma:

b'=A"'¢ (5.6)
donde:
g
= Z (&) P (&5,m;) (5.7)
g
= Z (&>m5) G (&5, m;) (5.8)

en donde la matriz A tiene un valor inico para una determinada parcela del SPR, se aplica
a todas las variables a transferir y por lo tanto solo es necesario invertirla una vez. Sin
embargo el vector ¢* depende del valor de la variable &; que se desea transferir. El ntimero
de ecuaciones a resolver en cada parcela resulta entonces igual a la cantidad de variables
en cada punto de integracién multiplicada por la cantidad de coeficientes del vector b.

Una vez que los coeficientes del vector b’ asociados a cada variable a transferir a; han
sido determinados, solo resta interpolar la variable a cada punto de integracion de la nueva
malla empleando (5.2). Entonces para un punto de integracién k en la nueva malla, que
cae dentro de la parcela de la Figura 5.4, entonces la interpolacion o transferencia de la
variable «; sera:

(@})y = P (&) b’ (5.9)
y de acuerdo a lo visto en las ecuaciones (5.2) a (5.5) el polinomio interpolante empleado

en el SPR resulta dependiente del elemento empleado en la discretizacion del dominio y
de la cantidad de elementos en cada parcela.
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Capitulo 6

Simulaciones numeéricas 1

6.1. Introduccién

El desarrollo de nuevas aproximaciones numéricas para modelar adecuadamente deter-
minados problemas reales es un area que se encuentra en constante evolucion. El estudio
numeérico a partir de la simulacion computacional de procesos industriales, como el confor-
mado de metales, no es ajeno a esta realidad y de hecho resulta comprobable el franco
aumento de las herramientas numéricas en el proceso de desarrollo de nuevas piezas en
la industria. Sin embargo antes de ser empleadas a nivel industrial, estas herramientas
computacionales deben ser previamente evaluadas y validadas especificamente.

En el trabajo de Flores (2006) se presentan los resultados de la aproximacién en
deformaciones impuestas presentada en el Apartado 4.2.2 cuando se la somete a la prueba
de la parcela, por este motivo no seran reproducidas nuevamente aqui. Este capitulo estéd
dedicado a evaluar la formulacién propuesta en este trabajo, frente a dos tipos de problemas
particulares asociados a la industria del conformado de metales: el flujo plastico isécoro
que se presenta cuando se trabaja sobre metales con comportamiento elasto-plastico y la
distorsiéon geométrica asociada a los cambios de forma excesiva de las piezas producida
por las herramientas. En los problemas que se presentaran a continuacién no se ha tenido
en cuenta efectos de plasticidad dependientes del tiempo (viscoplasticidad) y los procesos
se consideran isotérmicos.

El contenido de este capitulo se resume a continuacién. La Seccién 6.2 presenta una
serie de problemas donde la distorsion geométrica no juega un papel preponderante, de
modo que no es necesario restaurar la malla para mantener la precision de los resultados.
Esta seccion presenta en particular el estudio numérico de problemas de tipo industrial
asociados a embuticion de laminas y conformado de piezas de espesor relativamente
pequeno. Por otra parte en la Seccién 6.3 el cambio geométrico de las piezas durante el
proceso hace necesario el uso de un algoritmo de remallado, y asociado a este cambio
geométrico se evidencian grandes deformaciones elasto-plasticas. Los problemas estudiados
en esta seccion estan ligados a procesos masicos o voluminicos como la extrusion y el
forjado de metales. Por ultimo la Seccién 6.4 presenta una breve discusiéon de los resultados
obtenidos en el analisis de los problemas numéricos estudiados en este capitulo.

6.2. Problemas en deformaciones moderadas

En esta seccion se estudian problemas en deformaciones moderadas, o bien problemas
con deformaciones importantes, donde sin embargo la distorsiéon de la geometria no

77



Capitulo 6

involucra la necesidad de un cambio en la malla. Este tipo de problemas se encuentran
ligados mayormente a procesos de embuticién de laminas o conformados de tubos de pared
delgada, aunque también se ha incluido un proceso de conformado de una pieza masica.
Los problemas que se presentan a continuaciéon son: (a) el andlisis axilsimétrico y en
deformacién plana del proceso de embuticion de una ldmina, (b) la simulacién de un
proceso de conformado o plegado de tubos cilindricos de pared delgada, y (c) el estudio
de la compresion de un tocho cilindrico empleando una prensa. Los primeros dos casos
tienen un origen industrial, en el sentido que responden a las caracteristicas generales
de los procesos utilizados en la industria para obtener piezas con aplicaciones en el area
mecanica, aeronautica, envases, etc. El tercer caso analizado es un benchmark empleado
habitualmente para comprobar el comportamiento de elementos de sélidos.

6.2.1. Embuticiéon de una lamina con un punzon

El problema se propuso originalmente en el trabajo de Lee et al. (1989), los ensayos
experimentales fueron realizados en lo que hoy se conoce como Centro Avanzado de
Materiales y Fabricacién de Componentes Automotrices (CAMMAC) de la Ohio State
University, y es empleado habitualmente como benchmark para probar el comportamiento de
las aproximaciones numéricas. Este problema puede resolverse como un caso de deformacion
plana considerando la accion de un punzon cilindrico sobre una ldmina rectangular, o bien
como un caso axilsimétrico observando la acciéon de un punzén hemiesférico sobre una
lamina circular. En este trabajo se resuelven los casos bidimensionales correspondientes a
este problema, correspondientes a deformacion plana y axilsimetria, respectivamente. Los
resultados de comparacién han sido obtenidos del trabajo de Garcia Garino (1993).

6.2.1.1. Embuticién de una lamina rectangular con un punzoén cilindrico

La geometria del problema puede observarse en la Figura 6.1, como asi también un
detalle de la malla de elementos triangulares empleada. El espesor de la lamina rectangular
es de 1 mm.

Matriz g =635 mm

Lamina rectangular

Espesort=1.0 mm

Plano de simetria

Punzoén

Figura 6.1 — Embuticién de una lamina rectangular con un punzon cilindrico. Geometria y
discretizacién de la lamina.
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El material es aluminio con médulo de Young E = 69,004 GPa y Poisson v = 0,3, el
comportamiento plastico esta definido por una ley de endurecimiento del tipo Ludwik-Nadai
cuya expresion es o, = 0,589 - (1 x 107 + ep)0’216GPa. Se considera que la superficie de la
ldmina esta lo suficientemente lubricada como para despreciar la friccién en el contacto
entre las herramientas y la lamina.

La malla empleada es del tipo estructurado, con 2 elementos en direccién del espesor y
28 elementos a lo ancho de la lamina, los elementos se han concentrado hacia el centro y
el extremo de la lamina para mejorar el comportamiento del contacto entre la misma y
las herramientas. La discretizacién empleada, considerando simetria respecto del plano
central, presenta 56 (14x2x2) elementos triangulares.
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Figura 6.2 — Embuticién de una lamina rectangular con un punzén cilindrico. Curva de
carga en funcién del desplazamiento del punzén.
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Figura 6.3 — Embuticién de una ldmina rectangular con un punzén cilindrico. (a) Perfiles
de deformacién plastica efectiva en el centro de la ldmina para distintos posiciones de avance
del punzoén. (b) Distribucién de deformacién plastica efectiva para un desplazamiento del
punzoén de 30 mm.
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La Figura 6.2 muestra la evolucion de la carga en el punzén en funcion del despla-
zamiento del mismo, se ha considerado un desplazamiento maximo del punzén de 30
mm. Se observa una respuesta levemente mas rigida del elemento triangular propuesto en
este trabajo, frente a la respuesta obtenida en Garcia Garino (1993) donde se aplica un
elemento cuadrilatero.

En la Figura 6.3a en tanto se presenta la evolucion de las deformaciones plasticas
efectivas medidas en la linea media de la lamina. Se observa que dada las condiciones de
fricciéon inexistente en el problema, las deformaciones se concentran en el extremo que
hace contacto con la matriz y estan asociadas principalmente al bajo radio de curvatura
de la misma. Comparativamente con los resultados presentados en Garcia Garino (1993),
las deformaciones plasticas efectivas obtenidas en este trabajo son sensiblemente menores
y presentan ademas un comportamiento levemente distinto en la direccién del ancho de la
lamina. La Figura 6.3b también muestra la distribucién de deformaciones plasticas efectivas
asociadas al maximo desplazamiento del punzén, se puede observa la concentracién de
deformaciones sobre el extremo de la lamina que hace contacto con la matriz.

6.2.1.2. Embuticién de una lamina circular con un punzén hemiesférico

El caso axilsimétrico presenta deformaciones plasticas moderadas y la geometria,
que resulta similar al caso anterior, se presenta en la Figura 6.4. El contacto entre las
herramientas y la lamina se modela usando penalizacién, y para este caso el coeficiente
de friccién adoptado en este trabajo es u = 0,3. Se empleé una malla estructurada, sin
la concentracion de elementos que se utilizo en el problema anterior, dando un total de
56 (14x2x2) elementos triangulares en la discretizacién. Otra diferencia respecto del caso
anterior es el desplazamiento méaximo del punzén que en este problema es de 60 mm.

! Matriz R =6.35 mm

Lamina circular

59.18 mm

Espesort=1.0 mm

Punzén

Simetria de revolucion

Figura 6.4 — Embuticién de una ldmina circular con un punzén hemiesférico. Geometria
del problema y malla empleada en su anélisis.

La curva de carga en funcion desplazamiento del punzén se ha graficado en la Figura
6.5, esta curva esta de acuerdo con la mayoria de simulaciones donde se usan elementos
solidos. Se destaca la capacidad del elemento en el tratamiento de las distorsiones por
corte debido al pequeno radio de la matriz y el contacto con fricciéon con las herramientas.
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Figura 6.6 — Embuticién de una ldmina circular con un punzén hemiesférico. (a) Relacion
de espesor en funcién del radio para distintas posiciones de avance del punzoén. (b) Perfiles
de deformacion plastica efectiva en funcién del radio.

La Figura 6.6a por otra parte muestra el cambio en la relacion de espesor, el mayor
afinamiento de la lamina en la zona intermedia se debe al arrastre de material provocado
por las herramientas. La Figura 6.6b presenta los perfiles de deformacién plastica efectiva
para las mismas posiciones de avance del punzon que se observan en el grafico de relacion
de espesor. Estas curvas corresponden a valores tomados en la superficie media de la ldmina
circular. Los resultados concuerdan muy bien con otros publicados para este problema, y en
particular con los presentados en el trabajo de Garcia Garino (1993). Consecuentemente con
el caso de deformacién plana, el elemento triangular muestra mayor rigidez observandose
no solo en los mayores valores de la curva de carga en el punzon, si no que ademas las
deformaciones plasticas efectivas resultan minimamente inferiores a las presentadas en el
trabajo citado.
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Figura 6.7 — Embuticién de una lamina circular con un punzén hemiesférico. Deformadas y
distribucién de deformacion plastica efectiva para distintas posiciones de avance. (a) 20 mm.
(b) 40 mm. (c¢) 60 mm.

Las Figuras 6.7a-c muestran la deformada de la lamina para tres posiciones de avance
del punzon: 20 mm, 40 mm y 60 mm. En estas imagenes se observa el afinamiento del
espesor de la ldmina en la zona intermedia entre las herramientas (punzon y matriz).
Ademas asociado a este afinamiento, es en esa zona donde como consecuencia de la
estriccion de lamina se observan los mayores valores de deformacion.

6.2.2. Plegado externo de tubos cilindricos de pared delgada

Este problema ha sido tratado desde un punto de vista de aplicacion industrial en el
trabajo de Rosa et al. (2004), este proceso que permite obtener tubos de pared doble se
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caracteriza por la compresién de un tubo sobre una matriz con una geometria adecuada
que propicia la deformaciéon radial del tubo. El objetivo del trabajo de Rosa et al. (2004)
es identificar el rol de algunas variables como la lubricacion y el radio de apertura de la
matriz (entre otras) en la aparicién de fisuras, pliegues y la inestabilidad del proceso de
conformado. El material constructivo del tubo es aluminio, con médulo de Young F = 69
GPa, modulo de Poisson v = 0,3 y densidad p = 2700 kg/m?. El comportamiento pléstico
del material queda definido por un modelo de plasticidad J; y una regla de endurecimiento
del tipo Ludwik-Nadai expresada por o, = 0,2983 - (28 - 10™* + ep)o’086 GPa. La prensa se
desplaza en total 38 mm produciendo el plegado externo del tubo cilindrico.

La Figura 6.8 presenta la geometria del problema, donde se observa que se han
utilizado 480 (4x60x2) elementos triangulares, este nivel de discretizacién del dominio
(cuatro elementos en el espesor) es necesaria cuando se desea captar correctamente el
proceso de plegado.

Prensa

t=2mm

70 mm

_._._._._._._._._._._._.K._
L

Tubo cilindrico ‘

Simetria de revolucion

Figura 6.8 — Plegado externo de tubos cilindricos de pared delgada. Geometria del problema
y discretizacién empleada en su analisis.
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Figura 6.9 — Plegado externo de tubos cilindricos de pared delgada. Curva de carga en
funcién del desplazamiento de la prensa.
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La Figura 6.9 muestra la curva de carga en la prensa en funciéon del desplazamiento de
la misma. Esta curva muestra un pico de cercano a 20 kN, coincidente con el instante en
que el extremo del tubo ha recorrido todo el radio de empalme de la matriz, luego sigue
aumentado la carga en la medida que el plegado del tubo continua. En la Figura 6.10
se observa la geometria deformada y las deformaciones plasticas efectivas para distintos
estados de avance de la prensa sobre el tubo cilindrico. Las deformadas concuerdan con
los resultados obtenidos en el trabajo de Rosa et al. (2004).
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Figura 6.10 — Plegado externo de tubos cilindricos de pared delgada. Deformadas y distri-
bucién de deformacién pléstica efectiva para tres posiciones de la prensa. (a) 14 mm. (b) 28
mm. (c) 38 mm.

Los resultados en general son comparativamente muy buenos frente a los mostrados
en el trabajo citado, inclusive la curva de la Figura 6.9 es muy similar a las obtenidas
en forma: experimental y con el c6digo I-FORM2 (basado en elementos finitos) aplicado
en ese trabajo; la misma similitud se observa con respecto a la geometria deformada. Se
puede observar ademas que los resultados obtenidos en este trabajo son muy aproximados
a los obtenidos experimentalmente hasta los 20 kN.

6.2.3. Acortamiento de un tocho cilindrico

Este problema, introducido en el trabajo de Taylor y Becker (1983), consiste en la
compresion de un tocho cilindrico para reducir su longitud un 60 % de la longitud original.
Por sus caracteristicas este problema se enmarca en el campo de las grandes deformaciones
elasto-plasticas, y ademas como consecuencia del cambio geométrico los elementos de la
malla sufren una importante distorsién. Algunos codigos como ABAQUS (2010), aplican
estrategias de rezonificaciéon de nodos a fin de suavizar la distorsiéon de la malla. El
problema comprende un pequenio tocho cilindrico, de 30 mm de longitud y con un radio
de 10 mm, el cual se encuentra entre dos placas rigidas y se supone a estas superficies
como perfectamente rugosas y no permiten el deslizamiento. El material usado es acero
con un comportamiento elasto-plastico definido por el médulo de Young E = 200 GPa,
relacién de Poisson v = 0,3 y densidad de p = 7833 kg/m?. Se asume un endurecimiento
isétropo lineal, donde la tensién de fluencia o, = 700 MPa y el médulo de endurecimiento
A" = 0,3 GPa. La geometria se ha discretizado con un malla estructurada de 288 (12x12x2)
elementos triangulares de tres nodos, como se observa en la Figura 6.11.
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Figura 6.11 — Acortamiento de un tocho cilindrico. Geometria del problema y malla
empleada en el analisis numérico.
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Figura 6.12 — Acortamiento de un tocho cilindrico con remallado. Curva de carga en funciéon
del desplazamiento de la prensa.

La Figura 6.12 presenta las curvas de carga en funciéon del desplazamiento de la prensa
para las tres aproximaciones comparadas en este problema. Segin se observa, las curvas
muestran las mismas tendencias y niveles de carga para producir la deformacion del tocho
cilindrico. También se incluyen los resultados obtenidos con la Formulaciéon Lagrangeana
Total empleada en Castell6 (2005). El efecto de la distorsién en la malla se hace evidente
en la curva de carga, en particular a partir de los 6 mm en el avance de la prensa, las
curvas obtenidas en ABAQUS (2010) sin embargo resultan més suaves por el efecto de la
rezonificacion de los nodos.

En la Figura 6.13 puede observarse que el cambio de geometria resulta muy marcado,
dando lugar a una elevada distorsiéon de los elementos en el centro del tocho. Ademas
la Tabla 6.1 presenta los resultados obtenidos con las tres aproximaciones diferentes: un
cuadrilatero de cuatro nodos CAX4R (integracién reducida y control de hourglassing)
y un elemento triangular de seis nodos CAX6M (deformaciones mejoradas y control de
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hourglassing), ambos implementados en ABAQUS (2010) y con rezonificacién de nodos; y
también el elemento TR2D con la aproximacién que se propone en este trabajo.

Tabla 6.1 — Acortamiento de un tocho cilindrico con remallado. Deformacién pléstica efectiva
maxima.

| Aproximacion | (. |
TR2D (Este trabajo) 1.878
CAX4R (ABAQUS 2010) 1.879
CAX6M (ABAQUS 2010) 1.901

Los resultados obtenidos muestran similitudes importantes con los reportados por
ABAQUS (2010) ver Tabla 6.1 y la Figura 6.13, no solo en la distribucién de la deformacion
plastica efectiva si no también en las magnitudes. Por otra parte observando la Figura
6.13c, se puede ver que aun empleando rezonificacién de nodos en ABAQUS (2010) resulta
dificil evitar la distorsion de los elementos triangulares.

Eq. Plastic St.. 0.00 0.23 0.45 0.68 0.90 1.13 1.35 1.58 1.80

Eq. Plastic St.. 0.00 0.23 0.45 0.68 0.90 1.13 1.35 1.58 1.80
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1
| Eq. Plastic St.: 0.00 0.22 0.45 0.67 0.90 1.12 1.35 1.57 1.80
|
i

(c)

Figura 6.13 — Acortamiento de un tocho cilindrico. Distribucién de la deformacién plastica
efectiva. (a) Este trabajo. (b)-(c) ABAQUS (2010).
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6.3. Problemas en grandes deformaciones

En esta seccion se presentan un conjunto de problemas que se caracterizan por mostrar
grandes deformaciones y grandes distorsiones en el dominio de andlisis, por este motivo
en estos problemas resulta imperativo el uso de alguna técnica de restauracion de mallas
para preservar la calidad de los resultados. Estos problemas estan ligados habitualmente a
procesos de formado de piezas masicas, en particular forjado y extrusion, donde el flujo
plastico del material resulta importante y ademas la geometria de las herramientas puede
ser compleja.

Se estudian tres problemas en grandes deformaciones con axilsimetria, los cuales son:
(a) la extrusién hacia atras de un tocho metalico de geometria cilindrica para generar
un recipiente tubular, (b) el forjado de un disco con un matriz dentada a partir de una
generatriz sinusoidal, y (c) el acortamiento de cilindros de pared gruesa el cual tiende
a colapsar en un modo de multiples embarrilados. De estos casos de estudio, los dos
primeros pertenecen al area de conformado méasico de metales con un impacto directo en
aplicaciones industriales, mientras que el tercero esta asociado a la creacion de dispositivos
de disipacion de energia.

6.3.1. Extrusion hacia atras de un tocho cilindrico

Este problema involucra grandes deformaciones y cambios importantes en la geometria
de analisis. En la extrusion hacia atras de un tocho cilindrico, para obtener como producto
final un tubo cilindrico, el excesivo cambio de la geometria hace necesario emplear remallado.
El modelo es axilsimétrico tal como se muestra en la Figura 6.14.

(R=21mm

'Punzor(ﬂvﬁE /L

R=5mm Malla mapeada de elementos
i CAX4R (ABAQUS 2010)

200 mm

89 mm
L

L

_ Simetria de revolucion

Matriz

TR=28mm

Figura 6.14 — Extrusiéon hacia atras de un tocho cilindrico. Geometria del modelo de andlisis,
malla original empleada en este trabajo y malla mapeada propuesta en ABAQUS (2010)
para facilitar el flujo de material.

Las herramientas se tratan como cuerpos rigidos perfectamente lisos y lubricados (sin
friccién), y por otra parte el tocho cilindrico se supone construido en aluminio con médulo
de Young E = 38 GPa, médulo de Poisson v = 0,33 y densidad p = 2762 kg/m?. El
comportamiento plastico esta definido por una ley de endurecimiento lineal e isétropa,
donde la tension de fluencia o, = 27 MPa y el médulo de endurecimiento A’ = 1,1 MPa. Se
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ha empleado una malla inicial de 1088 (16x34x2), ver Figura 6.14, elementos triangulares
para discretizar el tocho, y las herramientas se encuentran fijas con la excepcion del punzén.
Este punzén se desplaza una distancia de 82 mm, para generar un recipiente de aluminio
de geometria tubular de aproximadamente 200 mm de longitud. En este problema fueron
necesarios 22 pasos de remallado (empleando como limites de distorsion 8 = [1/3,2/3], de
acuerdo al esquema de remallado presentado en el Apartado 5.2.2) con un promedio de
1060 elementos en cada paso.
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Figura 6.15 — Extrusién hacia atras de un tocho cilindrico. Deformadas para distintos
avances del punzén y detalle del remallado por zona. (a) 3 mm. (b) 27 mm. (c¢) 54 mm. (d)
82 mm.

La Figura 6.15 muestra la geometria deformada del tocho cilindrico para distintos
estados de avance del punzén, y presenta también un detalle de la zona remallada (elementos
sombreados). Resulta interesante observar que los elementos a reemplazar estan ligados
puntualmente a la zona comprimida por la cabeza del punzon, y una vez que los elementos
remallados ingresan al canal definido por el conjunto punzén-matriz mantienen su geometria
casi inalterada hasta el final del proceso. Este esquema de remallado por zonas permite
mantener acotado el nimero total de elementos en la simulacion sin alterar los tiempos de
andlisis, y disminuyendo notablemente el trabajo de transferencia de datos entre mallas.

En lo que respecta a las variables de analisis, las deformaciones plasticas efectivas
obtenidas en este trabajo estan de acuerdo con las reportadas por el c6digo ABAQUS
(2010). La Figura 6.16 muestra una comparativa de las geometrias deformadas finales
y la distribucién de deformaciones plasticas efectivas obtenidas. Hay que destacar que
en ABAQUS (2010) se emplea una estrategia de discretizacién denominado “mapeo de
deformacién” (ver malla mapeada en la Figura 6.14) y ademés un esquema adaptativo
(rezonificacién de nodos) que se realiza cada diez pasos de cédlculo. La estrategia de
discretizacion mencionada muestra un buen comportamiento, sin embargo sobre el final
del andlisis se produce una estriccién cerca del casquete del tubo, ver Figura 6.16b. Esta
estriccidon tiene asociada una deformacion plastica efectiva elevada que obedece al modelo
de discretizacion y no al comportamiento real del material, ya que se supone que las
herramientas no arrastran material por despreciarse la friccién.
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Figura 6.16 — Extrusién hacia atras de un tocho cilindrico, deformada y distribuciéon de
deformacién plastica equivalente. (a) TR2D (este trabajo). (b) CAX4R (ABAQUS 2010).

Tabla 6.2 — Extrusion hacia atrds de un tocho cilindrico. Méaxima deformacién plastica
efectiva y longitud del tubo extruido.

| Aproximacion ‘ et | | Lua [mm] |
TR2D (este trabajo) 3.841 196.92
CAX4R (ABAQUS, 2010) 4.080 200.20
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Figura 6.17 — Extrusién hacia atrds de un tocho cilindrico. Carga en funcién de la posicion
de avance del punzon.

La Tabla 6.2 muestra los maximos valores de la deformacion plastica efectiva y la
longitud del tubo cilindrico obtenidos en este trabajo y se los compara con los corres-
pondientes a ABAQUS (2010). Por dltimo, la Figura 6.17 muestra la historia de carga
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en el punzon en la medida que el mismo avanza sobre el tocho cilindrico. Los resultados
muestran diferencias importantes, sin embargo dado que no se considera fricciéon con las
herramientas los picos reportados por ABAQUS (2010) resultan espurios. Desde el punto
de vista fisico una vez que el punzén alcanza la carga que produce el flujo de material
por el canal de salida, la carga sobre el mismo debe mantener un mismo nivel con muy
pequenas variaciones.

6.3.2. Forjado de un disco con una matriz sinusoidal

Desde el punto de vista técnico este problema es similar al tratado en el Apartado
6.2.3, sin embargo desde un punto de vista fenomenoldgico la geometria dentada de la
prensa obstaculiza el flujo plastico del material en direccion radial, condicionando de este
modo la forma en que el tocho se deforma.

Este caso permite evaluar el comportamiento del elemento en problemas de forjado
que involucran geometrias complejas y un flujo de material importante durante el proceso.
La geometria del problema, ver Figura 6.18, consiste en una matriz rigida y un disco
metalico deformable de 10 mm de espesor con un radio de 20 mm. La forma de la matriz es
sinusoidal con un amplitud de 5 mm y una longitud de onda de 10 mm. Durante el proceso
la matriz se desplaza verticalmente a una velocidad de 2 m/seg hasta una distancia de
7,6 mm. El disco metalico esta construido en acero con médulo de Young F = 200 GPa,
médulo de Poisson v = 0,3 y densidad p = 7800 kg/m?; el comportamiento plastico estd
definido por una ley de endurecimiento isétropa lineal con la tensién de fluencia o, = 100
MPa y el médulo de endurecimiento A" = 300 MPa.
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Figura 6.18 — Forjado de un disco con una matriz sinusoidal. Geometria del problema y
malla original empleada en su andlisis.

La cara inferior del disco se supone restringida por una superficie plana y la friccion
entre las herramientas (lubricadas) y el disco metélico se considera despreciable. El disco
de acero se ha discretizado originalmente con 800 (10x2x20) elementos triangulares, se
han empleado 3 pasos de remallado en el analisis (limites de distorsion 5 = [1/3,2/3]) y
con un promedio de 850 elementos en cada una de las etapas.

La Figura 6.19 presenta las deformadas del disco para distintos estados de avance de
la matriz sinusoidal, ademas también las zonas comprometidas en la restauraciéon de los
elementos distorsionados. En particular en este caso, y debido a la geometria de la matriz,
se observa que cada etapa de remallado involucra una mayor cantidad de elementos. En la
ultima etapa de remallado la restauracion se realiza practicamente sobre la totalidad de los
elementos de la malla, esto es algo habitual en los problemas con distorsiones geométricas
elevadas donde resulta necesario restaurar todo el dominio de analisis.
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Figura 6.20 — Forjado de un disco con una matriz sinusoidal. Deformada y distribucién de
deformacién plastica equivalente. (a) TR2D (este trabajo). (b) CAX4R (ABAQUS 2010).

La Tabla 6.3 presenta los resultados finales obtenidos con la aproximacion propuesta en
este trabajo, y se compara con los resultados obtenidos en ABAQUS (2010) en donde se ha,
usado el elemento en deformaciones mejoradas CAX4R. Los resultados obtenidos son muy
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similares, aunque se debe destacar que el mallado usado en ABAQUS (2010) es mucho
mas fino con 1152 (12x96) elementos cuadrildteros y se aplica un remallado adaptativo
basado en la rezonificacion de nodos para poder completar el andlisis. Ademas la Figura
6.20 se muestra la geometria del disco deformada en su totalidad y la distribucién de
las deformaciones pléasticas efectivas, se puede observar que el mapa de deformaciones
plasticas resulta similar en ambos codigos.

Tabla 6.3 — Forjado de un disco con una matriz sinusoidal. Maxima deformacién plédstica
efectiva y maximo radio del disco forjado.

| Aproximacion ‘ et I | Rypag [mm] |
TR2D (este trabajo) 2.588 31.99
CAX4R (ABAQUS 2010) 2.625 31.90

6.3.3. Acortamiento de tubos cilindricos

Este problema, planteado por Gupta y Gupta (2005), consiste en el anélisis de los
modos de deformacion de tubos metalicos en compresiéon. En particular el objetivo de
este analisis es el empleo de tubos en disipadores de impacto a través de absorcion de
energia por plastificacion del metal. Los modos de colapso de estos tubos metalicos estan
asociados a la relacion didmetro-espesor (D/h), y pueden ser multiples ondulaciones (tubos
de pequeno espesor) o multiples embarrilados (tubos de mayor espesor).
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Figura 6.21 — Acortamiento de tubos cilindricos. Geometria del problema y malla inicial
empleada en el analisis.

Si bien en el trabajo de Gupta y Gupta (2005) se analizan diferentes condiciones
(relaciones didmetro-espesor y friccién con las herramientas), en este trabajo se analiza el
caso de un tubo metélico con un didmetro interno de 25 mm y un espesor de 4,01 mm,
ver Figura 6.21. Para estas condiciones geométricas se tiene una relacién (D/h) = 6,25
por lo que se espera que el modo de colapso sea en miultiples embarrilados. Se supone al
tubo circular entre los platos de una prensa y estos se modelan como cuerpos rigidos. Se
adoptan como coeficientes de friccion: en el plato superior u, = 0,45 y en el plato inferior
;i = 0,15. El material con que esta construido el tubo es aluminio y estd definido por el
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médulo de Young E = 69 GPa, relaciéon de Poisson v = 0,33 y densidad p = 2783 kg/m?;
ademas se adopta una ley de endurecimiento isétropa lineal con la tensién de fluencia de
o, = 240 MPa y el médulo de endurecimiento A" = 290 MPa. Se utiliz6 una malla inicial
de 400 (4x50x2) elementos triangulares para discretizar el tubo y se emplearon 3 etapas
de remallado con 440 elementos en promedio por cada etapa.
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Figura 6.22 — Acortamiento de tubos cilindricos. Deformadas para distintos estados de
avance de la prensa y detalle de zonas remalladas. (a) 18 mm. (b) 24 mm. (c) 29 mm.

La Figura 6.22 muestra las deformadas para distintas posiciones de avance de la prensa.
Estas deformadas son acordes a las geometrias obtenidas por Gupta y Gupta (2005) en
su trabajo. En estas figuras se pueden observar las areas sombreadas que corresponden a
las zonas donde se han reemplazado los elementos distorsionados. En este caso la primer
etapa de remallado es la mas masiva en cuanto a cantidad de elementos, en particular
esto esta asociado a la distorsion de los elementos por el fuerte acortamiento que sufre el
tocho. En las dos etapas restantes las zonas remalladas estan ligadas a los puntos donde
se producen los pliegues del material.

En la Tabla 6.4 se presentan la maxima tension equivalente de von Mises ¢ y la
maxima deformacion plastica efectiva eP obtenidas en este trabajo y se los compara con los
resultados observados en Gupta y Gupta (2005). La comparacién muestra un importante
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similitud entre los resultados de ambos trabajos. Ademas la Figura 6.23 muestra los
mapas de tension equivalente y deformacion pléastica efectiva, los cuales concuerdan con
los establecidos en el trabajo de comparacion.

Tabla 6.4 — Acortamiento de tubos cilindricos. Maxima deformacion plastica efectiva y
maxima tension equivalente.

’ Aproximacién | OmacMPa] | b ol ‘
TR2D (Este trabajo) 856.9 2.08
FORGE2 (Gupta y Gupta
2005) 843.6 2.30

Eq. Plastic St.

2.00
1.80
1.60
1.40
1.20
1.00
0.80
0.60
0.40
0.20
0.00

V Mises Stress

9.00E+08
8.00E+08
7.00E+08
6.00E+08
5.00E+08
4.00E+08
3.00E+08
2.00E+08
1.00E+08
0.00E+00

() (b)

Figura 6.23 — Acortamiento de tubos cilindricos. (a) Distribucién de la deformacién plastica
efectiva. (b) Distribucién de tensiones equivalentes de von Mises.
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Figura 6.24 — Acortamiento de tubos cilindricos. Gréafico de carga en la prensa en funcién
del desplazamiento de la misma.
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Por ultimo la Figura 6.24 muestra la evolucién de la carga en la prensa en funcion del
desplazamiento de la misma. Se han graficado tres curvas: la curva que arroja la simulacion
con la aproximaciéon propuesta en este trabajo, la curva que se obtiene de la simulacion
numérica en la Gupta y Gupta (2005) (FORGE2) y una curva experimental empleada en
la validacion de los resultados. Se observa que las curvas muestran la misma tendencia
hasta los 10 mm de avance de la prensa, a partir de este punto existen algunas diferencias
menores entre las mismas.

6.4. Discusion de resultados

En este capitulo se han estudiado problemas que permiten establecer el comportamiento
de la aproximacion en deformaciones impuestas y del esquema de restauracion propuestos
en este trabajo. Los resultados de la formulaciéon propuesta muestran un buen desempeno
en el estudio y simulacion de procesos con deformaciones elasto-plasticas y distorsion de la
geometria de analisis.

En lo que respecta a los resultados de la formulaciéon basada en triangulos, que se ha
presentado en los capitulos anteriores y se ha implementado en este trabajo, se comporta
levemente mas rigido que las formulaciones numéricas basadas en cuadrilateros. Esto se
hace evidente en la evoluciéon de las cargas necesarias para producir el conformado de
las piezas metalicas en los problemas estudiados. Esto se hace evidente en las respuestas
levemente superiores que arroja la formulacion propuesta en este trabajo, cuando se los
compara con los trabajos de otros autores en donde se aplican cuadrilateros. Aun asi en el
caso de la extrusion hacia atras de un tocho cilindrico, la respuesta del elemento parece
mas acertada desde el punto de vista fisico del problema.

En los problemas con flexion dominante, en particular la embuticion de laminas,
la aproximacién propuesta muestra excelentes resultados aun con baja discretizacién en
direccién del espesor de las laminas. Mas aun, los resultados se mantienen inalterados frente
a la distorsién que muestran los elementos. Esto también puede observarse en el conformado
de piezas masicas, donde algunas zonas los elementos triangulares se distorsionan de manera
exagerada sin perder precision en los resultados (Ej.: la zona central en el problema de
compresion de tochos cilindricos). Por otra parte si bien esté distorsién tiene poca incidencia
en algunos resultados, en particular la deformacién plastica efectiva, impacta de manera
directa en la historia de cargas en la medida que las herramientas avanzan sobre las piezas
a conformar.

En lo pertinente al remallado por zonas, se observa una buena respuesta del mismo
cuando se emplea el par de variables de distorsién 8 = (1/3,2/3), el primero relacionado
con el nivel critico de distorsion y el segundo asociado con el tamano de la zona a
restaurar. Este esquema de restauracion de la malla permite mantener acotados el tamafo
de los elementos y también el niimero de elementos en el dominio de analisis. Estas dos
variables mencionadas impactan directamente en los tiempos de analisis dado que, permiten
mantener el paso de tiempo critico en un nivel razonable y no aumentan excesivamente el
nivel de trabajo al aumentar la cantidad de elementos, respectivamente. Los resultados
muestran que las zonas restauradas en las mallas de elementos finitos estan asociadas
habitualmente a aquellas afectadas por las herramientas. Por ultimo, el elemento muestra
un buen comportamiento en mallas no estructuradas. Esto se desprende rapidamente del
uso del remallado adaptativo, el cual rompe el mallado estructurado inicial que se usa en
los dominios geométricos simples estudiados en este capitulo.
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7.1. Introduccion

Continuando con el objetivo de evaluar y validar la herramienta computacional propu-
esta en esta tesis, se pretende estudiar ahora dos tipos de problemas que muy a menudo
surgen en el area del conformado voluminico de metales. Habitualmente los metales exhiben
un comportamiento plastico muy diferente cuando se los somete a distintas velocidades
de deformacion, y mas aun desarrollan calor por la deformacién el cual también depende
de la velocidad del proceso. En este sentido es conveniente que una herramienta de simu-
lacion numérica para la industria este en condiciones de estudiar este comportamiento
elasto-viscoplastico con acoplamiento termomecanico.

En este capitulo se estudian por separado estos dos problemas, viscoplasticidad y
acoplamiento termomecanico. Si bien es posible estudiar un problema que involucre estos
dos fenémenos fisicos, no se ha encontrado en la literatura un caso que pueda emplearse
para evaluar los resultados. Los casos estudiados a continuacion involucran ademas de
viscoplasticidad o acoplamiento termomecanico, algunos fenémenos considerados en el
capitulo anterior: flujo pléstico is6coro y distorsién geométrica (aunque no lo suficiente
como para considerar remallado).

El contenido de este capitulo es el siguiente. En la Seccion 7.2 se plantea el estudio de
dos casos elasto-viscoplasticos, en estos problemas se evalta la incidencia del coeficiente de
viscosidad en pequenas y grandes deformaciones. Se observa que el modelo viscoplastico
presentado en el Capitulo 3 permite recuperar el comportamiento elastico del material
cuando la viscosidad del metal es elevada. Por otra parte en la Seccién 7.3 se presentan tres
problemas donde el proceso de deformacién es no isotérmico. Los dos primeros representan
benchmarks donde el objetivo es estudiar los efectos de la velocidad de deformacién en
la generaciéon de calor. El tercer caso de estudio representa una aplicacién industrial que
consiste en la extrusion de un eje. Al final en la Seccién 7.4 se presenta la discusion de los
resultados obtenidos en los casos estudiados en este capitulo.

7.2. Problemas elasto-viscoplasticos

En esta seccion se estudian sélidos metalicos sometidos a pequeinias y grandes defor-
maciones elasto-viscoplasticas, aplicando la formulacién propuesta en el Apartado 3.4.
Los problemas en deformaciéon plana que son estudiados corresponden a aplicaciones
académicas y permiten evaluar el desempeno de la formulacion presentada en esta tesis.
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Los problemas que se presentan a continuacién son: (a) traccién de una placa plana
rectangular con un agujero en su centro, y (b) el estudio de un cilindro de pared gruesa con
presion interna y externa. Estos problemas permiten cuantificar los efectos de la viscosidad
en los resultados obtenidos (tanto en pequenas como grandes deformaciones).

7.2.1. Traccién de una placa plana con un agujero

Este problema en deformacion plana ha sido presentado inicialmente en el trabajo
de Alfano et al. (2001), en donde se realiza la cuantificacién de los efectos viscoplasticos
(en particular, viscosidad y velocidad de deformacién) para un modelo constitutivo del
tipo Perzyna con pequenas deformaciones. En este trabajo sin embargo, se utilizaran los
resultados de Garcia Garino et al. (2006) a los fines de comparar el desempeno de la
formulacién propuesta en esta tesis. La Figura 7.1 muestra la geometria del problema,
la cual consiste en una placa de 36 m de largo, 20 m de ancho y un orificio central de
5 m de radio. El material es un acero con las siguientes propiedades mecanicas: médulo
elastico £/ = 210 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,3, tensién de fluencia o, = 240 MPa y
moédulo de endurecimiento isétropo A" = 0 nulo (plasticidad perfecta). El comportamiento
viscoso de material esta asociado un modelo viscoplastico lineal del tipo de Perzyna sin
endurecimiento por deformacion, con n = oo y m = 1; y en este trabajo se han considerado
tres distintos valores para el médulo de viscosidad del material 7.

Aprovechando la simetria del problema solo se ha modelado un cuarto de la placa, de
acuerdo con lo que se observa en la Figura 7.1, y se han utilizado 576 elementos triangulares
seglin se muestra en la misma figura.

I L O I L O

Plano de simetria
18 m

i
_ | Plano de simetria §g§

Espesof t=1m
1

O e Y

Figura 7.1 — Tracciéon de una placa plana con un agujero. Geometria de analisis y malla de
elementos triangulares empleada en el anélisis.

7.2.1.1. Pequenas deformaciones

Para lograr deformaciones pequetias se han desplazado los extremos de la placa una
longitud v = 50 mm, y se han considerado en este caso tres distintos valores de n =
1x10%; 1x10%2; 1x10%. La Figura 7.2 muestra una comparativa de los resultados obtenidos
en pequenas deformaciones, y se observa que las curvas muestran una importante similitud
con los resultados obtenidos por otros autores. En los casos limites el material presenta un
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comportamiento diferente: a valores bajos de 7 = 1 x 10? Pa-s el problema estd dominado
por los efectos plésticos, mientras que para elevados valores de 7 = 1 x 10*Pa-s el problema
es dominado por los efectos viscosos comportandose como elastico perfecto.

5000
- —— —— TR2D n=10"

TR2D n=10" A

o me TR2D n=10"? .
A Garcia G. et al. (2006) n = 10" ,
[ Garcia G.etal. (2006) n=10" A

* Garcia G. et al. (2006) n = 10;/ i’

4000

3000

2000

1000

Reaccion por unidad de longitud [MPa]

o L1 L1 L1 L1 \
10 20 30 40 50

Desplazamiento Prescrito [mm]

Figura 7.2 — Traccién de una placa plana con un agujero en pequenas deformaciones.
Tensién en la placa en funcion del desplazamiento en pequenas deformaciones.

En la Figura 7.2 puede observarse ademas que existe una minima diferencia respecto del
resultado reportado en Garcia Garino et al. (2006) para el caso viscoplastico donde el valor
de n = 1 x 10'2 Pa-s, donde la aproximacién propuesta aqui muestra un comportamiento
mas rigido. Sin embargo cuando se lo compara con el trabajo de Alfano et al. (2001), los
niveles de carga para este valor de viscosidad son muy parecidos.

Por otra parte la adopcion de valores de viscosidad elevados, en general cuando la
relacién 7 = n/pu > 1 (siendo p el mdédulo de corte del material y 7 el tiempo de relajacién
viscosa), conlleva a la aparicién de inestabilidad de origen numérico. Esta inestabilidad se
presenta en forma de bloqueo, lo que favorece la apariciéon de zonas con deformaciones
viscoplasticas espurias. Se ha detectado que estas inestabilidades desaparecen cuando se
disminuye el paso de tiempo de integracién de las ecuaciones de movimiento, o bien si se
quita energia al sistema empleando algiin método de amortiguamiento de la respuesta.

7.2.1.2. Grandes deformaciones

En los problemas industriales, de acuerdo al trabajo de Lemaitre y Chaboche (1994)
los metales pueden exhibir valores de viscosidad 1 del orden de 1 x 10? Pa-s hasta 1 x 10*°
Pa-s, mientras que la sensibilidad a la velocidad de deformaciéon n varia entre 2 para
materiales muy viscosos hasta 100 para materiales con elevada fluidez, y por ultimo en el
caso del exponente m varia entre 2 y 50 lo cual define el comportamiento de endurecimiento
por deformacién. En consecuencia se han ensayado dos casos de grandes deformaciones,
tomando los limites propuestos en el trabajo de Lemaitre y Chaboche (1994) los cuales
son =1 x 10? hasta n = 1 x 101°,

En este caso los extremos de la placa se han desplazado una distancia mucho mayor
que en el caso anterior, d = 2000 mm, y se han considerado solo aquellos casos que resultan
de interés para el andlisis de problemas industriales. Los resultados obtenidos pueden
verse en la Figura 7.3a, los cuales se han comparado con los obtenidos en el trabajo de
Garcia Garino et al. (2006) y los mismos se ajustan razonablemente considerando las
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distintas aproximaciones. Por ultimo la Figura 7.3b muestra el comportamiento de la carga
en la placa cuando se considera un valor elevado de viscosidad, los resultados son similares
al trabajo de comparacién y cercanos a la respuesta elastica.
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= i TR2D n=10" = I Solucién Elastica
s I - —— - TR2Dn=102 s I -—--- TR2Dn=10"
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2 2000 g I *
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0 TR - TR - TR L 0 L L1 L1 TR L
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Desplazamiento Prescrito [mm] Desplazamiento Prescrito [mm]
(a) (b)

Figura 7.3 — Traccién de una placa plana con un agujero en grandes deformaciones. Evolucion
de la tensién con el desplazamiento del borde superior de la placa. (a) Casos de interés
industrial. (b) Comportamiento eldstico.

(a) (b) (c)

Figura 7.4 — Traccién de una placa plana con un agujero en grandes deformaciones.
Deformadas de la placa en deformacién plana. (a) n = 1 x 102 (b) n = 1 x 10'%. (c)
n=1x10"

La Figura 7.4 muestra las deformadas de la placa con un agujero en deformacién
plana, considerando los dos valores limites industriales del coeficiente de viscosidad 7 y
también el valor correspondiente al comportamiento elastico. Comparativamente con el
trabajo de Garcia Garino et al. (2006) estas deformadas son muy similares, mas aun puede
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observarse en la Figura 7.4a que en el caso de n = 1 x 10? (cuasi elasto-plastico) la placa
muestra una zona de estriccion muy marcada, mientras se puede ver en la Figura 7.4c que
cuando 1 = 1 x 10'5 el comportamiento se asemeja méds a un caso eldstico (sin la zona de
estriccién).

7.2.2. Cilindro con presién interna y externa

Este problema fue propuesto inicialmente por Bonnet y Mukherjee (1996) en deforma-
ciones elasto-plasticas, y ha sido resuelto por Liang et al. (2007) empleando un método
basado en elementos de contorno (BEM) considerando elasto-viscoplasticidad. La Figura,
7.5 muestra la geometria del cilindro con un radio interno R = 1 y un radio externo
R = 2, se ha aprovechado la simetria para modelar y analizar solo un cuarto del mismo.
La presiones interna (P;) y externa (Pg) tienen la misma magnitud, alcanzando un valor
P = 0,01 para un tiempo final de analisis ¢ = 0,1. El modelo de elementos finitos empleado
para el andlisis consta de 72 elementos triangulares.

El comportamiento del material esta definido por el médulo de corte i = 1 y coeficiente
de Poisson v = 0,3. Desde el punto de vista plastico, se asume endurecimiento isétropo
segun la siguiente ley o, (") = 0,002 + 0,002 - €. El material propuesto en los trabajos
de Bonnet y Mukherjee (1996) y Liang et al. (2007) responde a una ley viscoplastica
potencial lineal, la cual es equivalente a tomar en el caso de esta tesis un coeficiente n = oo
(sin endurecimiento multiplicativo), m = 1 (viscosidad lineal), y ademads se evaltian dos
coeficientes de viscosidad 7 = 1 x 107! (para recuperar el caso elasto-pldstico) y n = 100
(el cual resulta elevado si se compara el tiempo de relajacién 7 = n/2u para ambos casos).

8
=
3]
£
2]
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°©
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<
K]
o

Plano de simetria
I

Figura 7.5 — Cilindro con presion interna y externa. Geometria del problema y malla de
elementos triangulares.

Si bien el modelo elasto-viscoplasticos del trabajo de Liang et al. (2007) es similar
al propuesto en este trabajo, no es precisamente el mismo, y teniendo en cuenta que el
método empleado para resolver el problema en ese trabajo es distinto al empleado aqui,
no debe esperarse que los resultados sean iguales. Por otra parte en el trabajo de Bonnet
y Mukherjee (1996) se ha determinado la solucién analitica para el caso elasto-plastico,
pero no presenta resultados para el caso elasto-viscopléstico.
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Figura 7.6 — Cilindro con presién interna y externa. (a) Distribucién de deformacién plastica
efectiva. (b) Deformacién plastica efectiva normalizada sobre las fibras interna, media y
externa del cilindro.

La Figura 7.6a muestra la distribucion de las deformaciones elasto-viscoplasticas en el
cilindro, obtenidas con el esquema presentado en este trabajo para el caso n = 1 x 102.
A pesar del mapa de colores, la deformacién plédstica efectiva puede considerarse como
constante a través del espesor del cilindro (ver Figura 7.6b) ya que solo varia un 1 %.

La Tabla 7.1 muestra un resumen de los resultados obtenidos, y se los compara con los
trabajos de los autores mencionados. En el caso elasto-plastico no existen discrepancias, sin
embargo en el caso elasto-viscoplastico existe una diferencia importante entre los resultados
obtenidos. A partir de los resultados obtenidos en el problema anterior, es comprobable
que en la medida que se aumenta el coeficiente de viscosidad 7 se aproxima cada vez mas
al caso elastico perfecto, y por lo tanto la deformacién viscoplastica equivalente tiende a
valores mucho mas pequenos que en el caso elasto-plastico. En este sentido, los resultados
obtenidos en este trabajo parecen méas cercanos a la realidad dado que el comportamiento
considerando una viscosidad n = 1 x 10? deberia aproximarse al caso eldstico.

Tabla 7.1 — Cilindro con presion interna y externa. Deformacion plastica efectiva maxima
para los casos estudiados.

L n=1x10"1Y (cuasi B )
Aproximacion elasto-pléstico) n=1x10
Solucién Exacta (Bonnet y _4
Mukherjee 1996) 70864 x 10 ;
BEM (Liang et al. 2007) 7,6861 x 1074 7,1314 x 1074
TR2D (Este trabajo) 7,6865 x 1074 4,0606 x 10~7

7.3. Problemas con acoplamiento termomecanico

Esta seccion presenta un conjunto de problemas donde las condiciones del proceso,
ademas de involucrar grandes deformaciones, hacen necesario considerar la evolucién no
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isotérmica del material. Los procesos industriales de conformado de metales (extrusion,
forjado, etc) involucran habitualmente a la temperatura como variable del problema. La
deformacién pléastica, el rozamiento entre pieza y las herramientas, y la incidencia de
la temperatura en el entorno de trabajo hacen que estos procesos sean de naturaleza
termomecanica.

Se estudian tres problemas axilsimétricos en grandes deformaciones con acoplamiento
termomecénico: (a) el impacto de un proyectil contra una pared rigida, (b) el acortamiento
de un tocho cilindrico a diferentes velocidades, y (c) la extrusion directa de un tocho
cilindrico para obtener un eje de menor diametro. En los primeros dos casos se estudia
la generacion de calor por deformacion plastica, y a la vez se analiza la incidencia en la
generacion de calor de la velocidad de deformacién. El tercer caso consiste en un problema
de aplicacion directa a la industria, y se estudian los efectos de la generacién de calor por
deformacién plastica y por rozamiento entre la pieza y la herramienta.

7.3.1. Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida

Este problema axilsimétrico consiste en el estudio del impacto de una barra contra una
pared rigida, considerando ademads el acoplamiento termomecanico debido a la evolucion de
la deformacion plastica. El caso isotérmico de este problema se utiliza habitualmente como
benchmark para determinar el comportamiento del elemento en la simulacion de problemas
de impacto, y suele denominarse en la literatura como experimento de la barra de Taylor.
En el trabajo de Celentano (2002) se presenta un amplio estudio de este problema con
acoplamiento termomecanico, donde se analiza la incidencia del material y de la velocidad
del proyectil, ademés de validar los resultados numéricos con ensayos experimentales. En
esta tesis, sin embargo, se analiza el problema de impacto no isotérmico de un proyectil
con las caracteristicas presentadas en el trabajo de Garcia y Celentano (2007).

o

R=3.2mm

L

Simetria de revolucion
32.4 mm

Proyectil

Pared
Rigida y

Al

Figura 7.7 — Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida. Geometria del
problema y discretizacién en elementos triangulares empleada.

En la Figura 7.7 se presenta un esquema de la geometria del problema. La barra de
longitud 32,4 mm y radio 3,2 mm, se encuentra inicialmente sometida a una velocidad de
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227 m/s. La pared rigida puede modelarse aplicando apoyos simples que solo permitan la
deformacién radial de esos puntos. El material del proyectil es cobre y las propiedades
mecanicas del mismo son: médulo de Young E = 117 GPa, médulo de Poisson v = 0,35
y densidad p = 8920 kg/m3. El comportamiento pldstico se considera isétropo con
endurecimiento lineal definido a partir de la tensién de fluencia o, = 400 MPa y médulo
de endurecimiento A’ = 100 MPa. Las propiedades térmicas del cobre en tanto son: calor
especifico ¢ = 460 J/(kg K), conductividad K = 380 W/(m K) y coeficiente de dilatacién
a=1x 1075 1/°C. Las propiedades, tanto térmicas como mecanicas, en este problema se
consideran independientes de la temperatura.

La geometria se ha discretizado con 432 (6x36x2) elementos triangulares, segun se
muestra en la Figura 7.7. Esta cantidad de elementos resulta acorde a los problemas de
deformaciones finitas en sélidos, mas aun si se considera la elevada distorsién del proyectil
después del impacto.

En la Figura 7.8a se muestra una gréafica del resultado obtenido con esta aproximacion
(TTR2D) en la evolucién en el radio de la base que se deforma por el impacto por el
impacto. Esta grafica se compara con los resultados obtenidos en Garcia y Celentano (2007),
y los arrojados por el c6digo ABAQUS (2010) aplicando un elemento cuadrilatero con
una aproximacion en deformaciones finitas con acoplamiento termomecanico denominado
CAXA4RT. Igualmente la Figura 7.8b presenta la evolucion de la temperatura en el centro
de la base (ver punto A en la Figura 7.7), que es donde se concentra la mayor deformacién
plastica debida al impacto. Se puede observar que los resultados son comparativamente
buenos. Y en lo que respecta a la evolucion de la temperatura, los resultados de esta tesis y
los de ABAQUS (2010) resultan menos difusivos que lo observado en el trabajo de Garcia
y Celentano (2007).
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Figura 7.8 — Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida. (a) Evolucién del
radio de la barra en la cara de impacto. (b) Evolucién de la temperatura en el centro de la
cara de impacto.

Por otra parte en las Figuras 7.9 y 7.10 se puede observar la deformada después
del impacto y sobre la misma la distribuciéon de la deformacion plastica efectiva y la
distribucién de la temperatura, respectivamente. Los resultados presentados corresponden
a esta tesis (ver Figuras 7.9a y 7.10a) y a los arrojados por ABAQUS (2010) (ver Figuras

104

0



Simulaciones numéricas 11

7.9b y 7.10b). Segin se observa tienen una excelente concordancia, aun cuando se presenta
una excesiva deformacion de los elementos en el centro de la cara que hace impacto en la

pared.
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Figura 7.9 — Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida. Deformada final y
distribucién de la deformacién plastica efectiva. (a) Este trabajo. (b) ABAQUS (2010).
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Figura 7.10 — Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida. Deformada final
y distribucién de la temperatura. (a) Este trabajo. (b) ABAQUS (2010).

La Tabla 7.2 también muestra una comparativa de los resultados maximos arrojados
por esta aproximacion, frente a los resultados obtenidos en el trabajo de Garcia y Celentano
(2007) y con el codigo ABAQUS (2010). Se observa que estos tltimos trabajos brindan
resultados muy similares, si bien utilizan aproximaciones diferentes, ya que ambos emplean
elementos cuadrilateros. Los resultados obtenidos en esta tesis son cuantitativamente
similares y se encuentran dentro de un rango de precision aceptable.
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Tabla 7.2 — Impacto no isotérmico de un proyectil en una pared rigida. Valores méximos
obtenidos en esta tesis y comparativa con otros resultados.

’ Aproximacion ‘ el ul] ‘ Omaz[°C] | Ruagmm] |
TTR2D (Este trabajo) 3.09 461 7.08
Garcia y Celentano (2007) 3.20 428 7.10
CAX4RT (ABAQUS 2010) 3.21 436 7.11

7.3.2. Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico

Este problema es conceptualmente similar al presentado en el Apartado 6.2.3, con
la diferencia que en este caso se considera acoplamiento termomecéanico y se estudia la
incidencia de la velocidad de deformacion en los resultados. Se consideran dos velocidades:
(a) un caso rapido donde la prensa se desplaza 9 mm en 1,8 x 1073 s, y (b) un caso lento
donde los 9 mm de desplazamiento de la prensa se logran en 1,8 s. La geometria del
problema se observa en la Figura 7.11, el tocho cilindrico de 30 mm de longitud y radio
de 10 mm es comprimido por las mordazas rigidas de una prensa y se supone a estas
superficies como perfectamente rugosas (no permiten el deslizamiento). La geometria se
ha discretizado con un malla estructurada de 288 (12x12x2) elementos triangulares de tres
nodos, como se observa en la misma figura.
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Figura 7.11 — Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Geometria del problema
y malla empleada en el analisis.

El material usado es nuevamente acero con un comportamiento elasto-plastico definido
por el médulo de Young E = 200 GPa, relaciéon de Poisson v = 0,3 y densidad de
p = 7833 kg/m3. Se asume un endurecimiento isétropo lineal, sin embargo a diferencia
del caso analizado en el Apartado 6.2.3, la tensién de fluencia o, = o, (0) y el médulo
de endurecimiento A’ = A’ () son funciones de la temperatura segin la Figura 7.12. Las
propiedades térmicas empleadas para este acero son: calor especifico ¢ = 586 J/(kg K),
coeficiente de dilatacién o = 1,2 x 107° 1/°C y conductividad K = K (6) la cual también
estd definida en la Figura 7.12. La Tabla 7.3 muestra los pardmetros mecanicos y térmicos
que resultan dependientes de la temperatura.
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Figura 7.12 — Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Curvas de tensién-
deformacién en funcién de la temperatura.

Tabla 7.3 — Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Pardametros del material
dependientes de la temperatura.

’ Parametro \ 20 °C \ 400 °C ‘
Tensién de fluencia o,[MPa] 700.0 520.0
Médulo de endurecimiento A’'[MPa] 300.0 100.0
Conductividad térmica K [W/(m K)] 52.0 68.0

La geometria deformada del tocho cilindrico y los niveles de deformacion plastica
equivalente (para el caso de carga lenta) son muy cercanos a los mostrados en el Apartado
6.2.3, la Tabla 7.4 muestra los valores maximos de la deformacién plastica equivalente
obtenidos en cada caso.

Tabla 7.4 — Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Deformaciones plasticas
equivalentes maximas registradas y comparacién con otros resultados.

Aproximacion €hna 1]
Rapido \ Lento
TTR2D (Este trabajo) 2.05 1.86
CAX4RT (ABAQUS 2010) 2.09 1.97

La Figura 7.13 muestra la evolucién de la temperatura en el centro del tocho cilindrico
para ambos casos, los resultados se comparan con los arrojados por ABAQUS (2010) em-
pleando el elemento cuadrilatero CAX4RT. Se observa que la respuesta de la aproximacion
propuesta en esta tesis presenta pequenas diferencias con respecto a la que se obtiene con
ABAQUS (2010). La incidencia de la velocidad de deformacién el proceso se observa en
las mayores temperaturas para el caso rapido, esto esta asociado a la falta de difusion
de calor debido a los tiempos mas cortos. Este es el mismo efecto que se observa en el
impacto de un proyectil en el apartado anterior. Cuando los tiempos son mas largos, la
difusién de calor desde el centro del tocho hacia el contorno permite que las temperaturas
desarrolladas sean menores.
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Figura 7.13 — Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Evolucién de la tempera-
tura en el centro del tocho en funcién del desplazamiento de la prensa.

Tabla 7.5 — Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Temperaturas maximas
registradas y comparacién con otros resultados.

Aproximacion Temperatura [*C]
P Réapido \ Lento
TTR2D (Este trabajo) 397.1 178.5
CAX4RT (ABAQUS 2010) 368.2 203.9
1000
I ~——— TTR2D rapido (Este trabajo)
|  ———— TTR2D lento (Este trabajo)
800 R o CAXA4RT rapido (ABAQUS 2010) ,
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Figura 7.14 — Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Evolucién de la carga en
funcién del desplazamiento de la prensa.

La evolucién de la carga en la prensa, necesaria para producir la deformaciéon del tocho,
se puede observar en la Figura 7.14. También se presentan los resultados obtenidos con
ABAQUS (2010). Como puede verse en esta figura el efecto de la alta temperatura en
el tocho, en el caso del movimiento rapido de la prensa, provoca una disminucion en la
carga necesaria para llevar a cabo el proceso de deformacién (a altas temperaturas la
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tension de fluencia y el médulo de endurecimiento son menores). Las curvas obtenidas con
el elemento TTR2D resultan muy proximas a las obtenidas con CAX4RT, solo muestran
una leve diferencia sobre el final del proceso. Los valores de carga en el caso lento, difieren
minimamente del caso isotérmico estudiado en el capitulo anterior.

7.3.3. Extrusion directa no isotérmica de un tocho cilindrico

Este problema representa una aplicacién industrial concreta, basicamente consiste en la
reduccion del didmetro por extrusion directa de un tocho para obtener un eje cilindrico. En
este problema se considera no solamente la generacion de calor por deformacién plastica si
no que ademas se tiene en cuenta el calor generado por la friccion de la barra cilindrica
con las herramientas (matriz).

La geometria del problema se presenta en la Figura 7.15, el tocho cilindrico tiene 300
mm de largo y un radio inicial de 100 mm. El tocho recibe el movimiento de un punzon
que desciende a velocidad prefijada, lo cual también puede modelarse como una velocidad
aplicada sobre la superficie superior del mismo. El desplazamiento del punzén es de 25
cm y el proceso se logra en un tiempo de 11 segundos. El contacto se modela como el de
un cuerpo deformable (tocho) y un sélido rigido (perfil de la matriz). La generacién de
calor por friccién se logra considerando una efusividad (. = 0,5 (lo cual implica que el
calor generado se distribuye en partes iguales entre el tocho y la matriz). El coeficiente de
rozamiento considerado es de 1 = 0,1, y la temperatura inicial del conjunto tocho-matriz

es de 20 °C.
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Figura 7.15 — Extrusién directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Geometria del problema
y discretizacién en elementos triangulares empleada para su analisis.

El material del tocho cilindrico es un aluminio con las siguientes caracteristicas meca-
nicas: médulo de Young F = 69 GPa, relacién de Poisson v = 0,33 y densidad p = 2700
kg/m?. El modelo de endurecimiento es del tipo isétropo lineal, y resulta dependiente de
la temperatura de acuerdo a la Tabla 7.6. El efecto de la temperatura en el modelo de
endurecimiento se puede observar en forma grafica en la Figura 7.16. En lo que respecta a
las caracteristicas térmicas del material son: calor especifico ¢ = 880 J/(kg K), coeficiente
de dilatacién o = 8,42 x 1075 1/°C, y conductividad térmica dependiente de la temperatura
K =204 W/(mK)a0°Cy K =225 W/(m K) a 300 °C.
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La Figura 7.15 muestra ademés la malla de 600 (30x10x2) elementos empleada en la
discretizacion de la geometria del tocho. El problema ha sido resuelto también empleando
el codigo ABAQUS (2010) con el elemento cuadrilatero en deformaciones mejoradas para
problemas termomecanicos CAX4RT y el codigo VULCAN con la formulacion presentada
en el trabajo de Celentano (2010).

Tensién [MPa]

Deformacién [-]

Figura 7.16 — Extrusion directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Curvas de tension-
deformacion en funciéon de la temperatura.

Tabla 7.6 — Extrusién directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Pardmetros de endureci-
miento plastico dependientes de la temperatura.

| Pardmetro [ 20°C | 50°C | 100°C [ 150°C |
Tensién de fluencia o,[MPal 60.0 55.0 50.0 45.0
Médulo de endurec. A'[MPa] 53.0 48.0 38.0 33.0

La Figura 7.17 muestra una comparativa de la distribuciéon de las deformaciones
plasticas efectivas, en la Figura 7.17a las obtenidas en esta tesis y las arrojadas por los
codigos ABAQUS (2010) y VULCAN en la Figura 7.17b y Figura 7.17c, respectivamente.
Se puede observar que las distribuciones son muy similares, no solo las zonas donde se
presentan los mayores niveles, si no que también las magnitudes.

Respecto de la distribucién de temperatura, la Figura 7.18 muestra los resultados
obtenidos en este trabajo y los compara con los correspondientes a ABAQUS (2010) y
VULCAN. Se puede observar que el mapa de temperaturas en el tocho es muy similar
en los tres casos, ubicandose en la zona de estriccion de la matriz el punto de mayor
desarrollo de temperatura. En esa zona se conjugan los efectos de generacion de calor por
deformacién plastica (estriccion del tocho) y por rozamiento con las herramientas.

La Tabla 7.7 presenta los valores maximos de deformacion plastica equivalente y
de temperatura obtenidos con el elemento TTR2D, y se los compara con los maximos
arrojados por los otros codigos. Los valores observados resultan muy préximos entre si,
con diferencias relativas menores al 8 %.
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Figura 7.17 — Extrusién directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Distribucién de la
deformacién plastica efectiva en la geometria deformada. (a) Este trabajo. (b) ABAQUS

(2010). (¢) VULCAN (formulacién de Celentano (2010)).
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Figura 7.18 — Extrusién directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Distribucién de la
temperatura en la geometria deformada. (a) Este trabajo. (b) ABAQUS (2010). (c) VULCAN

(formulacién de Celentano (2010)).
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Tabla 7.7 — Extrusion directa no isotérmica de un tocho cilindrico. Valores maximos
obtenidos en esta tesis y comparativa con otros resultados.

] Aproximacion \ et ] | 0ma°C] |
TTR2D (Este trabajo) 1.36 87.2
VULCAN (form. Celentano 2010) 1.25 82.8
CAX4RT (ABAQUS 2010) 113 81.8
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Figura 7.19 — Acortamiento no isotérmico de un tocho cilindrico. Evolucién de la carga en
funcién del desplazamiento de la prensa.

Por dltimo la Figura 7.19 muestra la evolucion de la carga en el punzon en la medida
que se produce el desplazamiento del mismo. Las discrepancias en los valores maximos de
carga, que suceden cuando el tocho ha alcanzado el final del segundo radio de empalme
Ry (ver Figura 7.15), son importantes entre los tres cdigos empleados en el andlisis
de este problema. Las diferencias son justificables debido a las distintas aproximaciones
empleadas, los distintos elementos y los diferentes algoritmos de contacto empleados. El
elemento triangular presentado en este trabajo presenta regularmente un comportamiento
mas rigido, desde el punto de vista de las cargas, con respecto a los cuadrilateros.

7.4. Discusion de resultados

Se han estudiado en este capitulo problemas de las areas elasto-viscoplastica y termo-
mecanica, estos problemas han permitido evaluar el comportamiento de la aproximacion
propuesta en esta tesis. Los resultados muestran semejanzas con respecto a los obtenidos
por otros autores y cddigos, y las diferencias se encuentran dentro del rango de precision
ingenieril.

La aproximacion en deformaciones impuestas basada en un elemento triangular pre-
sentada en esta tesis, sigue mostrando un comportamiento levemente mas rigido que
los cuadrilateros empleados comtinmente en los trabajos contra los cuales se contrastan
resultados. Esto no solo se observa en los trabajos donde se presenta viscoplasticidad, si
no que ademas puede verse en los problemas con acoplamiento termomecanico.
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En lo que respecta al modelo viscoplastico generalizado empleado en esta tesis, se
observa que pueden recuperarse los casos limites: (a) respuesta eldstica en el caso de
viscosidad elevada y (b) elasto-plasticidad cuando la viscosidad es muy pequena. El
esquema de solucion iterativo del tipo Newton-Raphson, empleado en la solucion de la
funcién de fluencia generalizada (ver apartado 4.4.2), muestra una convergencia rapida y
adecuada sin influir de manera importante en los tiempos de andlisis de los problemas.
En los problemas donde los efectos de la viscosidad son muy marcados (limite eldstico),
se observa que la aproximacion brinda valores de deformacion plastica efectiva muy
pequenos lo cual es consistente con la realidad fisica del problema. El modelo constitutivo
elasto-viscoplastico generalizado empleado junto a un esquema explicito de integracion
de las ecuaciones de movimiento, presenta inestabilidad de naturaleza numérica que se
manifiesta en forma de bloqueo volumétrico. Esta inestabilidad se hace mas acentuada con
grandes valores de viscosidad, y se ha conseguido disminuir sus efectos con algin método
de atenuacion de la respuesta (amortiguamiento y/o suavizado de la velocidad) o bien
disminuyendo el paso tiempo critico en la integracion.

En los problemas con acoplamiento termomecénico se han presentado resultados
comparativamente adecuados, frente a los divulgados por otros autores y los brindados
por otros codigos numéricos. La respuesta de la aproximacién propuesta en esta tesis
se muestra menos difusiva (del punto de vista térmico), en particular en los problemas
de muy corta duracién (impacto). En los problemas estudiados en la Seccién 7.3, los
perfiles térmicos muestran similitudes cuando se los compara con otros resultados presentes
en la literatura. Ademas los problemas donde las propiedades térmicas y mecanicas son
dependientes de la temperatura, muestran la incidencia de este efecto en los resultados
(asociadas al ablandamiento térmico del material). Las diferencias en los valores maximos de
temperatura indicados en esta tesis se encuentran dentro del 8 % lo cual es ingenierilmente
aceptable considerando la aproximacion empleada.

113



Capitulo 7

114



Capitulo 8

Conclusiones

8.1. Introduccién

En esta tesis se ha presentado un modelo numérico capaz de simular problemas
elasto-viscoplasticos en soélidos bidimensionales con grandes deformaciones y acoplamiento
termomecanico. Este esquema ha sido implementado dentro de un cédigo con integracién
explicita de las ecuaciones de movimiento, el cual cuenta ademés con un algoritmo de
contacto basado en la técnica de penalizacion.

La formulaciéon numérica propuesta se caracteriza por:

= una aproximaciéon en deformaciones impuestas basada en un elemento triangular
de tres nodos, donde la evaluacion de las deformaciones en cada triangulo se hace
teniendo en cuenta la geometria de los tres elementos adyacentes.

= un modelo constitutivo basado en la descomposicién multiplicativa del tensor gra-
diente de las deformaciones, el cual es integrado en la configuraciéon deformada
actual.

= la generalizacion del modelo constitutivo para tratar problemas con viscoplasticidad,
a partir de un modelo matematico simple del tipo Perzyna.

= un esquema de acoplamiento termomecanico del tipo escalonado, en donde la solucion
consiste en la division natural de una fase mecanica con temperatura constante
seguida de una fase térmica donde la configuraciéon no se deforma.

= un algoritmo de contacto termomecanico basado en la técnica de penalizacion, la cual
resulta ser la mas adecuada para codigos con integracion explicita de las ecuaciones
de movimiento.

A continuacion, en la Seccidon 8.2 se presenta un resumen de las conclusiones obtenidas
a partir de los resultados observados en esta tesis. Posteriormente en la Seccién 8.3 se
describen las contribuciones originales que supone este trabajo. Y por tltimo en la Seccion
8.4 se definen algunas lineas futuras de trabajo que surgen como consecuencia de esta tesis.

8.2. Conclusiones de esta tesis

La aproximacion numérica propuesta en esta tesis, basada en triangulos de tres nodos
y solo grados de libertad de desplazamiento, muestra un excelente desempeno frente a
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problemas que involucran deformaciones finitas. El comportamiento de esta aproximacion se
asemeja al de cuadrilateros en deformaciones impuestas/mejoradas que pueden encontrarse
en la literatura, en particular frente a los problemas de bloqueo (por corte y volumétrico), y
también incorpora algunas ventajas frente a estos tltimos elementos como por ejemplo: (a)
la facilidad para mallar geometrias arbitrarias y complejas, (b) no necesitan mallas cuasi
estructuradas, y (c) simplifican los esquemas de restauracién de mallas. Los resultados
presentados previamente en esta tesis asi lo demuestran. Ademas por otra parte, dado que
las cuadraturas de integraciéon numérica en triangulos son siempre menores o iguales a las
cuadraturas en cuadrilateros, el empleo de tridngulos supone alguna economia de calculo
frente a los esquemas que emplean cuadrilateros.

Los resultados obtenidos muestran que el modelo constitutivo basado en la descom-
posicion multiplicativa del tensor gradiente de deformaciones resulta mas eficiente desde
el punto de vista computacional. Esta economia de calculo que se observa en el modelo
propuesto por Garcia Garino (1993) se sustenta en dos hechos fundamentalmente: (a) la
mayor simplicidad de las operaciones involucradas, y (b) una menor cantidad de operacio-
nes matematicas necesarias para llevar a cabo la integracion de ecuacion constitutiva a
nivel elemental. Por otra parte el modelo resulta muy adecuado para estudiar problemas
en deformaciones finitas, en particular cuando el comportamiento del material es isétropo
y los resultados brindados en esta tesis lo confirman. En lo que respecta a la plasticidad
dependiente del tiempo o viscoplasticidad, el modelo empleado en este trabajo que surge de
la generalizacién propuesta por Ponthot et al. (2005) muestra un adecuado comportamiento
en el rango de aplicacion a metales y el mismo no modifica significativamente la eficiencia
operacional del algoritmo elasto-plastico original. Aun cuando en esta tesis se han estudiado
problemas con viscosidad lineal, lo cual deriva en una solucién cerrada de la funcién de
fluencia generalizada, se ha empleado un esquema iterativo del tipo Newton-Raphson y
los resultados muestran que el esquema sigue siendo econémico desde el punto de vista de
calculo.

El algoritmo escalonado propuesto en la solucién del problema térmico y mecanico
acoplado resulta eficiente, aun cuando en este trabajo no se hace uso de la diferencia de
escalas de tiempo que existe entre los dos problemas lo cual seria mucho mas conveniente. Se
ha utilizado un algoritmo escalonado del tipo isotérmico el cual, si bien es condicionalmente
estable, resulta adecuado cuando se lo emplea dentro de un esquema explicito de integracion
de las ecuaciones de gobierno tal como el empleado en esta tesis. Los resultados obtenidos
muestran que el comportamiento del esquema termomecéanico explicito empleado es acorde
al objetivo del analisis. La aproximacion térmica a nivel elemental es la més simple posible
en problemas bidimensionales, triangulo de tres nodos con funciones de forma lineal, lo cual
se observa en las diferencias obtenidas cuando se comparan los resultados con cuadrilateros.
Los resultados muestran ademas que las modificaciones realizadas al algoritmo de contacto,
para contemplar la generacion y transmision de calor por fricciéon y contacto con las
herramientas, respectivamente, se comportan de manera adecuada en el estudio de los
problemas de aplicacién industrial.

El esquema de restauracién de mallas y transferencia de variables empleado en esta
tesis resulta muy eficiente desde el punto de vista de los tiempos de analisis y de la
precision de los resultados obtenidos. La restauracion de mallas empleando el esquema
de remallado por zonas disminuye de manera importante la cantidad de operaciones en
la transferencia de variables, debido principalmente a la pequena cantidad de elementos
distorsionados que son reemplazados en la malla. Solo en casos particularmente complejos,
ya sea por la geometria de las herramientas o por el nivel de deformaciéon alcanzado, las
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zonas distorsionadas llegan a incluir un alto porcentaje del total de elementos de la malla.
Sin embargo, aun en estos casos los tiempos de andlisis siguen siendo adecuados. En los
problemas estudiados en esta tesis, donde las variables de estado son dependientes de la
historia de deformacién, un algoritmo de transferencia inadecuado conlleva a la aparicion
de resultados de baja precision. Y en lo que respecta al algoritmo de transferencia de
variables empleado aqui, basado en el Superconvergent Patch Recovery (SPR) con funciones
de interpolacién cuadraticas, se observa un excelente desempeno y una minima pérdida de
informacion durante el proceso de transferencia y recuperacién de variables.

Como conclusiéon general se puede decir que se ha desarrollado un herramienta de
simulacion computacional eficiente y precisa para estudiar problemas bidimensionales de
indole industrial como el forjado y la extrusion de metales, tanto en frio como en caliente,
aun considerando procesos no isotérmicos. Esta herramienta computacional muestra un
buen desempeno en el analisis de problemas que involucran flujo plastico isécoro, contac-
to con herramientas y autocontacto, cambios importantes de la geometria, plasticidad
independiente del tiempo y viscoplasticidad, y permite considerar el acoplamiento termo-
mecanico en problemas con deformaciones finitas. Mas aun la herramienta computacional
desarrollada puede ser utilizada en ordenadores personales, manteniendo una excelente
eficiencia de calculo en los tiempos de andlisis.

8.3. Contribuciones de esta tesis

En esta secciéon se presenta un resumen de los aspectos originales y las contribuciones
que surgen a partir del desarrollo de esta tesis. Con respecto de los aspectos originales, se
pueden mencionar que:

= se ha desarrollado una aproximaciéon basada en un parcela de cuatro elementos
triangulares que puede enmarcarse dentro los métodos F. En esta aproximacién se
evalta el gradiente en el centro del elemento, considerando un promedio ponderado
de los gradientes a cada lado del elemento central, de modo que contiene el aporte
de los elementos adyacentes de la parcela. Esta aproximacion difiere levemente de la
original planteada en Flores (2003), y resulta mas eficiente desde el punto de vista
computacional.

= se ha modificado la aproximacion también de manera que en problemas axilsimétricos,
el alargamiento en direccién circunferencial A3 se evaltia de manera consistente con
la forma de obtener las componente en el plano de F, brindando mejores soluciones
y mostrando un comportamiento mas flexible.

= se ha desarrollado un esquema de restauracion de mallas localizado, que permite
reemplazar Unicamente los elementos que muestran una mayor distorsion sin la
necesidad de cambiar todos los elementos de la malla. Este esquema permite ganar
en eficiencia de calculo y eliminar las pérdidas de informacion innecesarias en la
transferencia de variables entre mallas, mejorando la precision de los resultados.

= se ha presentado un método iterativo para la solucion de ecuaciéon de fluencia elasto-
viscoplastica generalizada f no lineal, la cual también puede implementarse en
problemas viscoplasticos lineales, sin perder la economia de calculo del esquema
general de andlisis por elementos finitos.
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= se han unificado criterios de distintos autores asociados a la evaluacion de la ecuacion
de equilibrio térmico, en particular en lo referente al término de acoplamiento
termoplastico el cual puede modificarse rapidamente para incorporar los efectos de
nuevas variables de estado (ej.: dano).

En lo concerniente a las contribuciones realizadas en esta tesis, se enumeran a continuacion
algunas de las tareas de implementacion que han permitido desarrollar la herramienta
de simulacién numérica presentada en los capitulos previos. Entre las contribuciones mas
destacadas se pueden mencionar:

= la implementacién de un elemento triangular en aproximaciones impuestas capaz de li-
diar con los problemas de bloqueo, volumétrico y por corte, en el estudio de problemas
con grandes deformaciones elasto-viscoplasticas y acoplamiento termomecénico.

= el desarrollo de un elemento triangular con tan buenas caracteristicas en mallas
gruesas (pocos elementos), permitié utilizar esquemas simples y muy eficientes de
regeneracion de mallas cuando los elementos se distorsionan excesivamente.

= la implementacion de un esquema de transferencia de variables més elaborado basado
en el SPR, consistente con la aproximacion cuadratica empleada en el esquema de
elementos finitos, que mantiene la eficiencia de la herramienta computacional cuando
se lo aplica en conjunto con la regeneracion de malla por zonas.

= la utilizacién de un algoritmo simple de deteccion de la distorsion elemental, a partir
de los dngulos internos de cada elemento.

» la aplicacién de un método iterativo robusto y eficiente para la solucién del problema
viscoplastico a nivel elemental, basado en un algoritmo del tipo Newton-Raphson
con correcciones por el método de Biseccion.

= la implementacién de un esquema escalonado isotérmico explicito para la solucion del
problema termomecanico acoplado, el cual muestra simplicidad y robustez, ademas
de precision y eficiencia.

= la modificacion del algoritmo de contacto para tratar los términos termomecéanicos
de manera adecuada y que resulta facilmente modificable para considerar los efectos
de la temperatura en las variables de contacto térmico.

8.4. Futuras lineas de investigacion

A partir de los desarrollos realizados en esta tesis y de los resultados obtenidos, surgen
algunas consideraciones a tener en cuenta para delinear las tareas a realizar a futuro.

= En lo que respecta al modelo constitutivo seria conveniente implementar algin
modelo de anisotropia metalico, para poder incorporar los efectos de las direcciones
favorables de crecimiento de grano, efecto que se da habitualmente en los tochos y
tubos obtenidos por laminado o rolado.

= En el esquema de remallado seria adecuado establecer una medida del error a partir
de alguna variable de estado, que permita cuantificar de manera consistente la
distorsion de los elementos y la necesidad de restaurar la malla.
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Conclusiones

= A la luz de los resultados obtenidos surge la idea de estudiar la aplicacion de una
mejor aproximacion del problema térmico, posiblemente una aproximaciéon cuadratica
consistente con la empleada en la formulacién del problema mecanico, en donde la
temperatura en un elemento se pueda evaluar considerando el aporte de los elementos
adyacentes.

= Por ultimo seria conveniente modificar la parte térmica del modelo de contacto,
de modo de incorporar los cambios en la efusividad relativa y la conduccién por
contacto, a partir del cambio en las propiedades térmicas y mecanicas del material
en funcion del cambio en la temperatura del proceso.

= También resulta interesante extender esta formulacion en grandes deformaciones
elasto-viscoplasticas con acoplamiento termomecanico a problemas en tres dimensio-
nes, para estudiar casos de forjado de metales con matrices de geometria completa-
mente arbitraria.
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Apéndice A

Mecanica del continuo para grandes
deformaciones

A.1. Introduccion

Este apéndice presenta un compendio de las expresiones asociadas a la mecanica del
continuo aplicadas a problemas de sélidos con grandes deformaciones. El objetivo es
introducir aquellas expresiones que son empleadas a lo largo del trabajo, aunque debe
considerarse que no es una revision extensiva de la mecanica del continuo y la misma puede
encontrarse en la mayoria de los libros de texto dedicados a este topico. Las expresiones
que se veran a continuacién surgen de los trabajos de Lubliner (1990), Crisfield (1997b),
Crisfield (1997a), Simo y Hughes (1998), Belytschko et al. (2000), Garcia Garino (1993),
Bonet y Wood (1997) y Dhondt (2004). En particular la mayor parte de los desarrollos y
la formulacion corresponden a los tres tltimos trabajos, y se ha buscado de homogeneizar
las notaciones para facilitar la lectura y posterior aplicacion a este trabajo.

El contenido de este capitulo se resume a continuacién. En la Secciéon A.2 se introducen
los conceptos basicos de la cinematica de sélidos en grandes deformaciones, haciendo
énfasis en la definicion de las magnitudes elementales de la cinemética para luego introdu-
cir las expresiones asociadas a la descomposicion multiplicativa del tensor gradiente de
deformaciones. La Seccién A.3 presenta las ecuaciones de balance o equilibrio asociadas
a la mecanica del continuo, en especial aquellas asociadas a la mecéanica del sélido con
acoplamiento termomecanico, es decir las ecuaciones de balance de la cantidad de movi-
miento y balance energético. Ademas en esta misma seccién se presenta el método de los
desplazamientos virtuales como un medio sistematico para definir la forma débil de las
ecuaciones de equilibrio del problema térmico y mecanico acoplado. Por tltimo la Seccion
A .4 presenta la forma débil de las ecuaciones de gobierno del problema termomecanico,
a partir de las cuales y aplicando el método de elementos finitos (Capitulo 4) se puede
obtener un esquema numérico que permita simular el problema.

A.2. Cinematica del problema en grandes deforma-
ciones

La mayor parte de este apartado ha sido abordado mas completamente en los trabajos
de Garcia Garino (1993) y posteriormente Castelld (2005), aqui se reescriben algunas
de las expresiones que son de utilidad a este trabajo. En este apartado se presenta el
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tratamiento de los cambios geométricos o cinemdtica del problema. El tratamiento adecuado
de estas relaciones geométricas es un punto clave cuando se desea formular las ecuaciones
constitutivas y de gobierno del problema, y mas aun cuando se desean estudiar problemas
que involucran grandes deformaciones elasto-viscoplasticas. A continuacién se presentan
algunos conceptos basicos de la cinematica de sélidos con grandes deformaciones, de
manera que después sea posible definir las relaciones inherentes al modelo constitutivo
elegido asociado a la descomposiciéon multiplicativa del tensor gradiente de deformacion.

A.2.1. Conceptos basicos de la cinematica

El movimiento de un sélido, puede entenderse como el conjunto de posiciones en el
espacio que el mismo sélido ocupa durante el proceso que se estudia. La Figura A.1 a
continuaciéon muestra esta interpretacion. Esta figura permite reconocer las diferentes
posiciones del sélido, cominmente estas posiciones se denominan configuraciones y estan
indicadas como §2;. Cualquiera de estas posiciones puede tomarse como configuracion de
referencia, aunque usualmente se adopta como configuracion de referencia a la configuracion
indeformada €.

A
X2

-
\

Y

X3

Figura A.1 — Esquema de movimiento del sélido.

En esta configuracion de referencia €2y se establece una relacién biunivoca entre los
puntos materiales py y un subconjunto del espacio R? caracterizado por un sistema de
coordenadas curvilineo X. Este sistema coordenado queda definido por un tensor métrico
G (en donde G; = g%gz) como puede verse en la Figura A.2.

La relacion entre la configuracion de referencia )y y otra cualquiera €);, estd definida
por una funcién ¢ (X;, t). Esta funcién debe cumplir algunas exigencias tales como: que

sea continua y derivable, biunivoca y que preserve la orientacion. Luego puede escribirse:
¢ (Qo) — (A.1)

de esta forma un punto material py se transforma en otro espacial p como:
P=¢(po) = po=¢" (P) (A.2)
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X2 G2 ([(Xi’ t)
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Figura A.2 — Configuraciones material y espacial del sélido.

En la FiguraA.2 se puede ver que un punto espacial queda definido por un sistema de
coordenadas curvilineo x y que a su vez esta caracterizado por un tensor métrico espacial
g (con g; = %). Por otra parte el vector de desplazamientos u relaciona a un punto
material py definido por un vector posicion X con su imagen espacial p asociado a un
vector posicién x, segun:

x=X+u (A.3)

Aprovechando la existencia de una funcién ¢ (X, t), la cual suele adoptarse como la
descripcion matematica de la deformacion, es posible obtener el operador tangente de la
funcion de acuerdo a:

b= = A4
! OX; X1 (A.4)
este operador se denomina tensor gradiente de la deformacion, se indica con la letra F
y debe cumplir la condicién J = det [F] > 0. Este tensor gradiente de la deformacién,

admite la descomposiciéon polar:

F=R- U=V-R (A.5)

donde R es un tensor ortogonal denominado tensor de rotacion, mientras que U y 'V
son los denominados tensores de estiramiento derecho e izquierdo respectivamente. La
operacién A - B es el producto contraido de dichos los tensores A y B. A partir de estos
elementos se pueden definir los tensores de deformacion y generalizar sus relaciones.

Debido a que, tanto el tensor de estiramiento derecho U y el tensor de estiramiento
izquierdo V son definidos positivos, admiten la descomposicién espectral (autovalores y
autovectores). En el caso del tensor de estiramiento derecho se obtiene:

3
=1

donde los autovalores A; satisfacen la condicion 0 < A; < Ay < A3 v los autovectores se
suponen unitarios en el caso que correspondan a un sistema cartesiano (ortonormal).
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En la configuracion de referencia €2 se puede definir el tensor derecho de Cauchy-Green
como:

C=F"F (A7)

a partir del cual es posible definir en la misma configuracion, el tensor de deformacion de
Green-Lagrange como:

E:;@—G) (A.8)

cabe hacer notar que, comparando las ecuaciones (A.5) y (A.7) se puede obtener la relacién
U =C:z (0 bien C=UT-RT-R-U = U?) y por lo tanto la (A.8) puede ser expresada
facilmente a partir de los desplazamientos u.
De manera analoga, en la configuracién deformada €2, puede definirse el tensor izquierdo
de Cauchy-Green de acuerdo a:
b=F F' (A.9)

en este caso también se cumple la igualdad V = b%, que surge de comparar la ecuacion
(A.5) con la (A.9). Ademads puede definirse el tensor de Finger como:

b!=F"1.F! (A.10)

de modo que a partir del tensor métrico espacial g y del tensor de Finger b~! se puede
definir el tensor de deformacion de Almansi e en la configuracién actual o deformada €2,
mediante:

e= ; (g - b_l) (A.11)

Empleando las definiciones del tensor derecho de Cauchy-Green C y del tensor de
Finger b~!, se pueden determinar expresiones que relacionan las variaciones en la longitud
elemental de las fibras materiales en las configuraciones original €2y y deformada 2,
respectivamente. La generalizacion de estas expresiones llevan a definir transformaciones
tensoriales, que hacen posible expresar los cambios elementales de longitud indistintamente
en funcién de tensores definidos en una u otra configuraciéon. Estas transformaciones se
conocen como push-forward y pull-back.

Antes de definir estas transformaciones cabe mencionar que, asociada a la base vectorial
definida por las componentes G; (denominadas componentes covariantes) del tensor métrico
en la configuracién material existe una base reciproca con componentes G’ (llamadas
componentes contravariantes), de modo que se cumple que G; - G¥ = 6{ en donde 6{ =1si
1=7y 55 = 0 cuando 7 # j. Claramente no existe ninguna restriccion con respecto a que
el sistema definido por GG; sea ortonormal y por ende tampoco existe esta restriccién sobre
el sistema definido por G7. Ademds, es facil demostrar que un vector cualquiera puede ser
expresado en componentes covariantes o contravariantes, y para lo cual solo es necesario
un cambio de base.

Conociendo el tensor gradiente de la deformacién F, el push-forward de un tensor
genérico Z* en componentes contravariantes en la configuracién original €y serd un tensor
espacial o Euleriano z* en la configuracion deformada €, y resulta de hacer:

2 =F.Z'.FT (A.12)

por otro lado, el push-forward de un tensor Z en componentes covariantes lleva a una
transformacion del tipo:

z=F"1.Z.F (A.13)
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De igual modo se puede definir el pull-back de un tensor z* en componentes contrava-
riantes en la configuracién espacial €); para obtener un tensor Lagrangeano o material Z*
en la configuracion original 2y, mediante:

ZP=F'.z . F T (A.14)
asi también, el pull-back de un tensor z en componentes covariantes lleva a:
7Z—FT.z2.F (A.15)

En conclusion estas operaciones, definidas por (A.12)-(A.15), permiten transformar
tensores entre las configuraciones deformada €2; y la configuracion original €2y. Ademas
se pueden generalizar estas transformaciones a dos configuraciones cualquiera, siempre y
cuando se conozca el tensor gradiente de deformacion que relaciona a ambas configuraciones.
Se hara uso de esta propiedad cuando definamos la cinematica asociada al modelo de
descomposicién multiplicativa.

De la misma manera que se define el tensor gradiente de la deformacion, es posible
definir los tensores de velocidad de deformacion u otros que derivan del cambio de dicho
tensor a lo largo del proceso. Asi la velocidad de las particulas sera:

_ ox (X, t)

(A.16)
y asociado a este campo de velocidades, el tensor gradiente de la velocidad 1 se establece
segun:
ov ov 00X .
2 _ 7 T LRt A7
ox 0X 0x ( )
donde se ha empleado la regla de la cadena. Este tensor gradiente de la velocidad, puede
descomponerse en una parte simétrica mas una parte antisimétrica, de la forma:

+ B (1-17)

donde d en la(A.18) es un tensor simétrico denominado tensor de alargamiento y w
en un tensor antisimétrico que se conoce como tensor de velocidad de rotacién (spin).
Esta descomposicién ha sido muy usada por muchos autores, haciendo nulo el tensor de
velocidad de rotacion w = 0 y usando soélo la parte simétrica del tensor gradiente de la
velocidad en las relaciones cinematicas.

Siguiendo este mismo camino, en la configuracién material €2y el tensor velocidad de
deformacién puede obtenerse simplemente como la derivada material E = %—}f , el mismo
criterio puede aplicarse al tensor derecho de Cauchy-Green C.

Lamentablemente, esta misma nocién no puede aplicarse a los tensores definidos en la
configuracion espacial €2; debido a que las derivadas no resultan objetivas y es necesario
recurrir al concepto de la derivada de tiempo convectiva. Entonces, siendo z un tensor
espacial definido en §2; y considerando un campo de velocidades definido por el tensor
gradiente de velocidades 1, la derivada temporal convectiva se obtiene transformando
el tensor espacial z a la configuracién material {2y (pull-back), se calcula la derivada

oz

material sobre el tensor material obtenido Z = % en el paso anterior y por tultimo se

transforma este tensor material Z hacia la configuracion espacial €2;. Teniendo en cuenta las

1

l=d+w= B(IHT)

(A.18)
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ecuaciones (A.12)-(A.15), entonces la derivada temporal convectiva de un tensor espacial
z en componentes covariantes puede definirse como:

0(F'-z-F)
) =F 1. | ~—— 2| .F! A.19
y desarrollando esta expresion se obtiene:
z=2+1".2+2z-1 (A.20)

En el caso de la derivada temporal convectiva de un tensor espacial z* en componentes
contravariantes sera:

0(F1 2 FT)
S F. .FT A.21
Z T (A.21)
y desarrollando:
t=2—-1-z—z-1" (A.22)

Esta derivada objetiva se compone de dos términos, el primero es una derivada material
z v el otro asociado al flujo a través del tensor de velocidad de deformacién 1. Esta operacion
se conoce en geometria diferencial moderna como la derivada de Lie de un tensor espacial
z respecto a un campo de velocidad espacial v y se indica mediante L, (z).

Con los elementos desarrollados hasta aqui, es posible derivar las expresiones necesarias
para el analisis cinematico del problema de grandes deformaciones elasto-plasticas en el
contexto de una descomposicion multiplicativa del tensor de deformaciones.

A.2.2. Cinematica asociada a la descomposicion multiplicativa

La caracteristica esencial, asociada a la descripcién micromecénica del modelo de
descomposicién multiplicativa, es la introduccién de una configuracion intermedia con
respecto a la cual se caracteriza la respuesta elastica del material. Aqui se hara uso de las
relaciones cinematicas desarrolladas en el apartado anterior, y se tomaran ademas algunos
conceptos del trabajo de Simo y Hughes (1998).

Todas las propiedades y definiciones aplicadas a las configuraciones original €2y y defor-
mada (2, presentados en el apartado anterior, son validas aqui también. La configuracion
intermedia, como se observa en la Figura A.3 estd indicada como € definida por un
sistema de coordenadas cartesianas X y se caracteriza por un tensor métrico G.

A partir de la definicién del gradiente de deformacién (A.4) y aplicando la regla de la
cadena se obtiene:

ox ox 00X B

T OX T 9X 09X
que se conoce como la descomposicién multiplicativa del tensor gradiente de la deformacion
en su parte elastica F¢ y plastica F?, definidas segun:

Fe . F? (A.23)

ox X
= —— P = — .
% F X (A.24)

e

Se supone que el flujo plastico es is6coro, es decir que la parte plastica no modifica el
volumen y de este modo se observa que el J? = det (F?) = 1, por ende:

J = det [F] = det [F*] = J¢ (A.25)
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FP t

X

3 Q'
t
Figura A.3 — Configuracién intermedia en la descomposicion multiplicativa.

y es posible definir entonces:

Fe = J 1/3F¢ (A.26)

donde F¢ en (A.26) es la parte de volumen constante del gradiente de deformacién.
Desde un punto de vista micromecanico para el caso de plasticidad cristalina, el flujo
plastico puede ser visto como el flujo del material a través de su red cristalina asociado al
movimiento de las dislocaciones. Si se considera un cristal con una red cristalina simple,
como se observa en la Figura A.4, podra verse que el flujo plastico esta caracterizado por
el tensor gradiente plastico de la deformaciéon F? y se manifiesta como una deformacion

plastica por corte siguiendo una de las direcciones de deslizamiento principal de la red
cristalina.

|:p

/
yA

Figura A.4 — Aspecto micromecédnico de la deformacion elasto-plastica de un cristal simple.

Légicamente si la deformacion total del cristal se descompone de manera que F = F¢-F?,
entonces F¢ tiene asociada la deformacién causada por la rotacion y alargamiento de la red
cristalina, tal como se observa en la Figura A.4. Este mecanismo puede extenderse a casos
mas complejos, donde los planos de deslizamiento son multiples y en varias direcciones.
Motivados por la simpleza de este mecanismo, muchos autores han trabajado con este
modelo en el area de la elasto-plasticidad con deformaciones moderadas y grandes.
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Desde un punto de vista fenomenolégico, se puede interpretar a F¢~! como una
deformacién local que libera de tensiones al entorno de cada particula (en la configuracién
actual ;) que se transforma con este tensor. Y de acuerdo con este punto de vista, la
configuracion intermedia definida a partir de la inversa de la parte elastica del tensor
gradiente de deformacién F¢~!, se suele denominar configuracién intermedia libre de
tensiones.

Tal como fue notado por Lee (1969), la descomposicién multiplicativa no es tnica y se
manifiesta en el hecho de que la configuracién intermedia queda definida salvo ante un
rotacion de cuerpo rigido segtin un tensor de rotacién arbitrario Q, es decir si se toma
F°Q y QTF? la ecuacion (A.23) da el mismo resultado. Sin embargo tal como lo observan
distintos autores, en el caso de materiales isotropos si bien esta rotacion rigida modifica la
parte elastica del tensor de deformaciones, también lo hace en la misma manera sobre las
tensiones y por lo tanto no se altera el estado tensional resultante.

Siguiendo la notaciéon usual de la mecénica del continuo, y los desarrollos presentados
en el apartado anterior, el tensor derecho de Cauchy-Green puede definirse de manera
similar a (A.7), través de:

C=F"F (A.27)

ademas de este, podemos obtener otro tensor haciendo:
Cr = FrT . Fr (A.28)

el tensor (A.28) representa la parte pldstica del tensor derecho de Cauchy-Green, este tensor
no habia sido derivado en el apartado anterior y surge como consecuencia del esquema de
descomposicion multiplicativa.

Partiendo de (A.27) y (A.28) se pueden definir tensores de deformacién Lagrangeanos,

de la forma:

E= ; (C-1) (A.29)

que es el tensor de deformacién de Green-Lagrange totalmente equivalente a (A.8) y por

otro lado es posible definir:

B — ; (- 1) (A.30)

que es la parte plastica del tensor de deformacién de Green-Lagrange.

En las ecuaciones (A.29) y (A.30), 1 representa el tensor unitario simétrico con
componentes d;; consecuencia de que el sistema de referencia es cartesiano (es decir los
tensores métricos G, g y G son idénticamente iguales a 1 debido a que en todas las
configuraciones los sistemas que se han adoptado son cartesianos). Hay que considerar que
los tensores C, CP, E y EP_ son objetos asociados a la configuracién de referencia €.

De la misma manera que se obtuvieron estas relaciones, es posible también obtener
tensores Eulerianos asociados a la configuracion deformada €2; como:

b= (F-F) =F".F! (A.31)

donde se define el tensor de Finger similar a la definicién en (A.10), partiendo de la inversa
del tensor izquierdo de Cauchy-Green. Igualmente se obtiene:

bt =F . et (A.32)
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y a partir de estas dos expresiones se determina el tensor de Almansi similar a la definicién
en (A.11), y que se repite a continuacién:

1 -T
ezé(l—b ) (A.33)
es también posible determinar un nuevo tensor, la parte eldstica del tensor de Almansi,

cuya definicion es:

eez;(1—b“§ (A.34)

Que surge como consecuencia del modelo, por la existencia de la configuracién interme-
dia, y estd asociado a la transformacién impuesta por la parte elastica del tensor gradiente
de la deformacion F¢. Se puede observar que se usa indistintamente la misma notacion
para el tensor unitario simétrico 1 en la definicién de las medidas de deformacién Euleriana
(A.33) vy (A.34).

Si se observan las ecuaciones (A.17) y (A.23) se puede notar que es factible emplear la
descomposicion multiplicativa en el gradiente de la velocidad, de modo que aplicando la
regla de la cadena:

1=F - F!'=F.F ! L FP.Frl =1° 4 P (A.35)

donde queda de manifiesto que el tensor gradiente de la velocidad puede descomponerse
en la suma de sus partes elastica y plastica. La ecuacion (A.35) resulta importante en la
definicion de la evoluciéon de la configuracion intermedia.

Igualmente las partes plastica y elastica del tensor gradiente de la velocidad pueden
verse como la suma de una parte simétrica mas otra parte antisimétrica, de forma tal que:

I° = d° + w* (A.36)

y también:
1P =d? +w” (A.37)

en donde se tiene, de acuerdo a (A.18), los tensores de alargamiento y velocidad de rotacién,
en sus partes elastica (A.36) y plastica (A.37).

Ademds de estas ecuaciones (A.27)-(A.37), se pueden definir otras relaciones cinematicas
e inclusive encontrar algunas similitudes con la descomposicion aditiva del tensor de
deformaciones, propio del modelo aditivo de Green y Naghdi (1965), como lo manifiesta
Garcia Garino (1993) en su trabajo. Hay que destacar que en el caso de procesos eldsticos,
la configuracion intermedia permanece fija y como consecuencia de esto el tensor F? es
constante, lo que implica un gradiente de velocidad de deformacion plastico 1?7 nulo.

Hasta aqui las expresiones introducidas responden a un enfoque netamente lagrangeano
y se obtienen a partir del tensor gradiente total de deformaciones F,,, el cual relaciona
el sélido deformado en la configuraciéon €2, con la configuracién original indeformadaf2.
Este enfoque lagrangeano total es el que se empleo en el trabajo previo de Castelld
(2005). Sin embargo en el trabajo de Garcia Garino (1993) se propone un esquema del
tipo lagrangeano actualizado, en el cual se actualiza continuamente la configuracion de
referencia, el cual mejora la eficiencia del algoritmo y en particular en la integraciéon de la
ecuaciéon constitutiva.
Este enfoque lagrangeano actualizado surge de considerar las ecuaciones (A.1) a (A.4),
y de acuerdo con la Figura A.5 se puede obtener el gradiente de deformacion total en el
paso actual F,,; asociado a la configuracién 2,4 A; como:
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Figura A.5 — Esquema de la configuracién intermedia y gradiente relativo.

8(ﬁnJrl a(bn a¢n
F = = A.
= [1+V,u)F,
y por otra parte aplicando derivadas parciales se puede obtener:
aXn—|—1 axn-i-l axn
F,.= = = F A.
ETUOX T ok, oX 0 T (4.39)

Se puede observar entonces, a partir de las ecuaciones (A.38) y (A.39), que el gradiente
relativo £, 1 puede evaluarse segin:

8XnJrl

f = =1 A4
n+1 0xn + vwn u, ( 0)

o bien puede obtenerse de acuerdo a (A.39) como:
f,1 =F, . F' (A.41)

y a partir de esta ultima, considerando la descomposicién (A.23), la parte elastica del
tensor gradiente de deformaciones en la configuracién actual resulta:

Ffz—i—l = Fn-‘rlFﬁ_l = In+1 (FnFﬁ_l) = n+1F7ez

De modo que el tensor de Finger eldstico, que permite luego evaluar la ecuacién (A.34),
se puede obtener con:
b, = FZ+1_TF;+1_1} =f " (bi‘l) o1
es por este motivo que en la formulacién propuesta por Garcia Garino (1993) se emplea la
inversa del gradiente de deformacién relativo f, !, por lo tanto a partir de (A.40) y (A.41)
se puede definir:

1 0%,
n+1 —

-1-V, u,=F,F! A.42
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A.3. Ecuaciones de la mecanica del continuo

En esta seccion se presentan las leyes de conservacion o balance asociadas a la mecanica
del continuo, ademas de algunas relaciones entre tensiones y deformaciones que resultan
conjugadas desde el punto de vista del trabajo. Estas leyes representan el punto de partida
para obtener las leyes de gobierno del problema termomecanico que se aborda a lo largo de
este trabajo. La formulaciones presentadas a continuacion estan basadas en los trabajos de
Dhondt (2004) y Bonet y Wood (1997), sin embargo algunas de ellas han sido modificadas
para adecuarlas al enfoque que se hace en este trabajo sobre los problemas termomecanicos.

A.3.1. Leyes de conservacion

Las leyes de conservacion son un conjunto de principios los cuales describen el compor-
tamiento de algunas magnitudes fisicas y termodinamicas importantes como: la masa, la
cantidad de movimiento lineal, la cantidad de movimiento angular, y la energia. Estas leyes
seran definidas a continuacién y se obtendran las expresiones necesarias para a posterior,
en la Seccién A.4 y a partir del Principio de Trabajos Virtuales, encontrar las ecuaciones
a discretizar aplicando el método de elementos finitos.

Conservaciéon de la masa. Todo punto material en el espacio tiene una propiedad
estrictamente positiva denominada masa, se asume que esta propiedad esta distribuida de
manera continua en un cuerpo y esto da lugar a la definicién de densidad p (X, t). Por
definicién la densidad de un punto material en la configuracién de referencia °Q y en el
instante de tiempo inicial ¢, es:

AM
£o (X, to) = lim

AVo—0 AV (A.43)

de modo que alternativamente puede definirse la densidad en la configuraciéon deformada
o actual segun:

., AM
p(x,t) = Al\l/IEOTV (A.44)

la ley de conservacion de masa establece que la velocidad de cambio de la masa de un
sistema es nula, o bien puede escribirse como:

CZ ( /V pdv> =0 (A.45)

Antes de proseguir con las ecuaciones de balance, se introduciran las transformaciones
que sufren el volumen, la densidad y la superficie entre dos configuraciones diferentes. En
primer lugar un pequefio elemento de volumen dV} en la configuracién original €2, esté
relacionado con un elemento dV en la configuracién deformada €2, segtn:

dv = Jdv, (A.46)

donde J = det [F], esta expresion puede obtenerse a partir de la distorsion que sufre
un volumen elemental desde la configuracion original hacia la configuracién deformada.
De igual manera en el caso de la densidad, considerando la conservaciéon de la masa, la
transformacion esta dada por:

p=J"po (A.47)
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Por 1ltimo en el caso de la transformacion de superficies es algo mas elaborado, puesto
que un elemento de drea dA es un vector (con magnitud dA y direccién n) como se
observa en la Figura A.6. Si consideramos un vector arbitrario dLj en la configuracién
indeformada, el mismo vector en la configuracién actual resulta dL = FdLg, y por lo tanto
si consideramos la relacion (A.46) entonces:

JdLg - dAg = (FdLg) - dA (A.48)

de modo que la relacion entre dos elementos de area en las configuraciones material g y
la configuracion deformada €2; se define a partir segin:

ndA = JF~ T . nydA, (A.49)

Figura A.6 — Cambios geométricos entre las configuraciones indeformada y actual

Una nocién importante en las leyes de balance lo constituye el principio de localizacion
de las mismas, es decir surge de la hipotesis fuerte de que las leyes son validas para cualquier
cuerpo indiferentemente de su tamano. Este principio da lugar a la forma diferencial o
local de las ecuaciones de balance, a partir de (A.46) la ecuacion (A.45) puede escribirse:

d
—pJdVy =0 (A.50)
v, dt
y dado que esta expresion debe satisfacerse para cualquier volumen, entonces:
4 (pJ) =0 (A.51)
at 7 '
la cual, siendo J = det [F], resulta:
dp dp
halid v = & . v=0 A.52
dt+pV v 82fJer v+pV-v ( )
que resulta equivalente a:
0
a—? +V-(pv)=0 (A.53)

La forma espacial establecida en la (A.51), puede reescribirse rapidamente a la forma
material aprovechando (A.47) (referida a la configuracion original) como:
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d
— =0 A.54
< () (4.54)
Conservaciéon de la cantidad de movimiento lineal. La cantidad de movimiento
asociada a una particula de masa infinitesimal dm con una velocidad v, estd dada por:

vdm = pvdV (A.55)

el principio de conservaciéon de cantidad de movimiento establece que la velocidad de
cambio de la cantidad de movimiento es igual a la fuerza total actuando sobre el cuerpo, y
estas fuerzas involucran fuerzas sobre el volumen cuerpo resultantes de acciones distantes
como la gravedad, fuerzas sobre el contorno del cuerpo resultantes de friccién por contacto
o presién, y fuerzas concentradas. En particular para las fuerzas sobre volumen y sobre la
superficie se puede establecer:

df, = t,dA (A.57)

en donde by es el vector fuerza por unidad de volumen y t,, el vector fuerza por unidad de
area. Por lo tanto denominando f,. a las fuerzas concentradas, el principio puede escribirse
como:

d
— [ pvdV = / pbdV + §£ t,dA+) 1. (A.58)
dt Jy v A

Esta ecuaciéon es susceptible de ser escrita en forma local, sin embargo previamente
se debe trabajar con el término en el contorno para poder expresarlo como una integral
de volumen. Para esto se emplea el Teorema de Cauchy y se expresa al vector fuerza por
unidad de superficie a partir del proyeccion del tensor de tensiones en la direcciéon de la
normal a la superficie, de modo que resulta:

% t,dA = yg o-ndA = / V-odV (A.59)
A A %

por lo tanto la ecuacién (A.58), considerando (A.46), puede escribirse localmente segtn:

;i (pv)J =pbsJ +V -0 (A.60)

o bien, aplicando la ecuacién de balance mésica (A.51) y dividiendo ambos miembros por
J, se obtiene:

d
'Od%: =pb;+V.o (A.61)

siendo esta ultima la forma local de la ley de cantidad de movimiento lineal en aquellos
puntos donde no existen cargas concentradas.

En el caso de este principio resulta un poco mas complejo encontrar la forma material
equivalente a la ecuacién (A.61). Una opcion es emplear la (A.49), en la (A.59), y luego
aplicar el Teorema de Cauchy:
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55 o -ndA = 515 JoF T . nydAy = | Vo-PdVj (A.62)
A Ag Vo

en donde P = JoF~7 es el tensor de tensiones medido en la configuracién original
indeformada al que llamaremos primer tensor de Piola-Kirchhoff el cual es no simétrico
debido al gradiente de deformaciones F. Ahora aplicando las ecuaciones (A.46) y (A.47),
en la (A.58), se llega a una expresion como la siguiente:

A\

Conservacién de la cantidad de movimiento angular. La cantidad de movimiento
angular de una particula infinitesimal de masa dm, cuya velocidad de movimiento es v y
cuya posicion en el espacio estd definida por x, y dada por:

X X vdm =x x vpdV (A.64)

y similarmente el momento de una fuerza f aplicada en un punto x puede evaluarse como
m = x X f. Y el principio de conservacion de la cantidad de movimiento angular establece
que la velocidad de cambio en la cantidad de movimiento angular es igual al momento
total y las cuplas actuando sobre el cuerpo, o bien:

jt/px><VdV:/pxxbde%—ygxxtndA+ZxxfC+ch (A.65)
v 1% A

en donde m,. son los momentos concentrados. Esta ecuacion asume que no existen momentos
distribuidos, lo cual representa basicamente que esta ecuacion es valida para teorias no
polares.

La forma de local de la ecuacion (A.65), sin considerar la fuerzas y momentos concen-
trados, teniendo en cuenta la ecuacién (A.60) resulta:

jt(pJX Xv)=pJxxb;+V.(JxXxo) (A.66)

o bien puede reescribirse como:

d d
%(pJ)xxv—i—JXXpd—Z:prxbf—l—JV~x><o'+JX><V'0' (A.67)

y reordenando algunos términos:

CZ(pJ)xxv—ierx <pccl;—

la cual en virtud de las ecuaciones (A.51) y (A.61), resulta:

pbf—V'0'>:JV~X><a (A.68)

V-xxo=0 (A.69)

una importante consecuencia de (A.69) (ver el trabajo Dhondt (2004), pg. 32) es que el el
tensor de tensiones de Cauchy es simétrico:

o=0o" (A.70)
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Conservaciéon de la energia. Este principio establece que la velocidad de cambio de
la suma de energia cinética y energia interna es igual a la suma de la potencia de todas
las fuerzas y cuplas aplicadas al cuerpo mds toda otra energia que intercambie el cuerpo
por unidad de tiempo. La energia cinética de un cuerpo puede expresarse como:

K = ;/V(pv) vdV (A7)

y la potencia de todas las fuerzas y cuplas segun:

W—/pbf~vdV+§£tn~vdA+ch-vc+ch~wc (A.72)
v A

en dondew, es la velocidad angular de la particula donde esta aplicada el momento
concentrado m.,.

La energia interna se asume distribuida de manera continua en el cuerpo de manera
que puede definirse a partir de una densidad de energia interna de modo que:

U—/pudV (A.73)
v

Otros tipos de energia pueden ser de origen térmico, por reacciones quimicas, o acciones
electromagnéticas, etc.; en particular en este trabajo las acciones relevantes son de origen
termomecanicas, por ende solo se incluiran los términos asociados a la energia térmica:

Q= _56 qdA + / phdV + > H. (A.74)
A \%

en donde g es el flujo de calor a través del area dA (el signo negativo implica pérdida
de calor cuando el flujo es saliente), h es la densidad de calor y H, las fuentes de calor
concentradas. A partir de las ecuaciones(A.71) a(A.74), el principio de conservacién de la
energia se puede escribir como:

1
CZ (pu+2pv v)dV = /(pbf V—th)dV%—%(n v—q)dA (A.75)
+> fove+ > me-w.+ Y H,

esta es la también llamada primera ley de la termodindmica.
La forma local de la (A.75), considerando el Teorema de Cauchy (ver ecuacién A.59) y
sin tener en cuenta las acciones concentradas mecanicas y térmicas, resulta:

d
" <pJu £ opIv- v) — IV (o -V) = JV-q+ pJbs v+ pJh (A.76)
siendo:
V-(v-o)=(Vv):o+v- (V- o) (A.77)
entonces la (A.76) puede reescribirse como:
du dv
pJE—l—JV d——v-a—pbf =J(Vv):0—-JV-q+pJh (A.78)

la cual en virtud de la (A.61) termina siendo:
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du

Pt

en donde se observa que la velocidad de cambio de la energia interna por unidad de tiempo

es igual a la potencia deformativa (Vv) : o, el flujo de calor —V - q, y la potencia de la

fuente térmica ph. La potencia deformativa puede reescribirse considerando la siguiente
ecuacion como:

=(Vv):0 =V -q+ph (A.79)

dx d
(Vv):0 = (th> to= (dth> Lo (A.80)
De modo que la ecuacién (A.79) puede reescribirse entonces como:
du
p%:ﬁ::a—v-q—l—ph (A.81)

la cual a partir de (A.16) y (A.18), considerando que el producto entre un tensor simétrico y
uno asimétrico resulta nulo, se puede escribir en funcién del tensor velocidad de deformacion:

d
pd—?:d:a—v-q—l—ph (A.82)
y su forma material, considerando las ecuaciones (A.47) y (A.49), como:
du
pOE =F: P—Vo'q0+p0h <A83)

en donde se observa nuevamente el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff P, y el
vector de flujo de calor medido en la configuracién original qg.

El primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff (al igual que el tensor gradiente de
deformaciones) es un tensor de dos puntos, es decir el mismo no estd completamente
relacionado con la configuracion material. Es habitual entonces trabajar con el segundo
tensor de Piola-Kirchhoff S, el cual posee la ventaja de ser simétrico, el mismo puede
definirse a partir del pull-back del vector diferencial de fuerzas en la configuracién actual:

dF, = F'df, = F ' (t,dA) (A.84)

la cual, segtn las ecuaciones (A.49) y (A.62), puede escribirse como:

dFa = F_l (JO'F_T : IlodAo) = F_lP : l’l()dA() =S l’lodAO <A85)

donde el segundo tensor de Piola-Kirchhoff queda definido como S = F~'P = JF leF~T.
Por otra parte el primer término del miembro derecho de la ecuacion (A.82), a partir de la
(A.85), se puede reescribir como:

d:o=d:(J'FSF") = J' (F'dF): S (A.86)

en la ecuacion (A.86) la expresion entre paréntesis en el tltimo término es el pull-back del
tensor velocidad de de deformaciones, el cual en la configuracién material resulta el cambio
temporal en el tensor de deformaciones de Lagrange E = FTdF. De modo que la versién
de la ecuacién (A.82) completamente asociada a la configuracién material, teniendo en
cuenta la (A.46) y (A.86), resulta:

du
poa =E: S—Vo'q0+p0h (AS?)
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Desigualdad de Clausius-Duhem. Este principio, denominado también segunda ley
de la termodinamica, establece que la velocidad de cambio de la entropia de un cuerpo
nunca es menor que la suma del flujo de entropia que ingresa al cuerpo mds la entropia
generada por fuentes en el cuerpo. La entropia aparece en termodinamica como una funcién
de estado relacionada con el calor. Es decir este principio se puede escribir de la forma:

dt

donde a los fines practicos se puede definir la entropia a partir de un funcién densidad de
entropia n y e igualmente para las fuentes g, segin:

@ >3 +§l§ sdA (A.88)
A

H= / pndV (A.89)
v
y
g= / pgV (A.90)
1%
de modo que la ecuacién (A.88) se puede reescribir como:
d
— [ pndV > / pgdV + §Ié sdA (A.91)
dat Jv v A

en donde no han sido tenidas en cuentas algunas contribuciones electromagnéticas y
quimicas.

Aplicando las mismas ecuaciones e ideas empleadas en los restantes principios, se puede
obtener la forma localizada de la desigualdad de Clausius-Duhem, siendo:

d
pd—77 >pg+V-s (A.92)

y posteriormente desde el punto de vista material la ecuacion (A.92) puede escribirse como:

d
Poalit7 > pog + Vo - sg (A.93)

en donde de la misma manera que en la ecuacion (A.83), sq es el vector flujo de entropia
medido sobre la configuracion inicial.

A.3.2. Principio de trabajo virtuales

Entre los métodos variacionales mas involucrados en el desarrollo de la mecanica del
continuo, el principio de los desplazamientos virtuales a jugado un papel fundamental.
También llamado principio de trabajos virtuales, resulta similar al primer principio de la
termodindmica aunque no es realmente un principio fisico, el trabajo se calcula a partir de
fuerzas y tensiones estaticamente admisibles que se suponen constantes mientras realizan
trabajo sobre un conjunto infinitesimal de desplazamientos cinematicamente admisibles.
Es decir las tensiones no necesitan ser las actuantes sobre el material, como asi tampoco
los desplazamientos deben ser los reales. Por otra parte las tensiones y deformaciones
pueden ser descritas en forma independiente, lo que difiere en el caso de movimiento real
de un cuerpo en cual el movimiento da lugar a deformaciones las cuales generan tensiones
a través de las relaciones cinematicas del material.
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Una distribucién de tensiones estaticamente admisible se define como aquella que
satisface las ecuaciones de equilibrio en el interior del cuerpo y las condiciones de contorno
en aquellos puntos del mismo donde se han prescrito las acciones. Existen normalmente
distintas posibles distribuciones de tensiones admisibles, todas satisfaciendo los requisitos
de equilibrio. Una distribucién cineméaticamente admisible es aquella que satisface las
condiciones de desplazamientos prescritos en el contorno y que posea primeras derivadas
parciales continuas en el interior del cuerpo. Dado que el desplazamiento virtual se considera
un magnitud infinitesimal adicional a partir de la configuracion de equilibrio, debe anularse
en todo lugar donde el desplazamiento verdadero este prescrito como nulo.

Si se considera un cuerpo en una configuracién de equilibrio determinada, se supone
ademas que a cada punto del cuerpo se le imprime un desplazamiento virtual infinitesimal
ou; a partir de la mencionada configuracién, también se considera que los desplazamiento
virtuales ou; tienen primeras derivadas parciales continuas respecto de x; (con i =1,--- | 3)
y que ademas du; = 0 en aquellos puntos del contorno donde los desplazamientos verda-
deros estén prescritos (satisfacer las condiciones de contorno implica que no se permiten
desplazamientos virtuales adicionales du; donde las condiciones de contorno fijan el valor
de u;). La denominacién desplazamiento virtual obedece a que no son desplazamientos
verdaderos, sino simplemente desplazamientos hipotéticos cinematicamente posibles.

Las condiciones de contorno puede establecerse, a partir de la eleccién de un sistema
cartesiano (usualmente con un eje normal al contorno), en cada punto del contorno y se
exige que:

o1;; =t o 0u; =0 pero no ambos

o9Nj =ty 0 duy =0 perono ambos

o3;n; =t3 o dus=0 peronoambos

El trabajo virtual externo 6W,,,, de las fuerzas externas de contorno t¢; y de las fuerzas
masicas b; se define:

OWegr = / oin;ou;dA +/ pbidu;dV (A.94)
A 1%
donde se puede utilizar el teorema de la divergencia y resulta:
0 (duy) 00;;
OWes = ¥ . X b; | du;| dV A.95
t /vlaj Oz, +<3%+p ) ul 499)
El término entre paréntesis se anula debido a las ecuaciones de equilibrio. Y por otro
lado se tiene %I”;) = dg;j + Ow;; en donde:
1 (0du;  Odu;
0 = = : J A.96
=i 2 ( 827]' + OZCZ > ( )
1 (00u;  Odu,
Swis = — L J A97
A ( ox; Oz ) (A.97)

que son las deformaciones y rotaciones virtuales asociadas a los campos de desplazamientos
virtuales infinitesimales. Se debe destacar que si bien se ha establecido un campo de
desplazamientos infinitesimal, no existe restriccién con respecto a la magnitud de los
desplazamientos verdaderos desde alguna configuracion de referencia hacia alguna configu-
racion de equilibrio, por lo cual el principio puede usarse en problemas con desplazamientos
y deformaciones finitas.
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Reemplazando (A.96) y (A.97) en (A.95), resulta:
0 (duy)

i ox;
j

= O'ij(Sé‘ij + aij&u,;j (A98)

donde el segundo término es nulo por tratarse del producto entre un tensor simétrico y
otro antisimétrico. En consecuencia la ecuacién (A.95) toma la forma:

5Wemt:/0'ij(5€ijdv <A99)
\%4

Esta ecuacion establece que si el campo de tensiones es estaticamente admisible, el
trabajo virtual de la fuerzas externas de cualquier campo de desplazamientos virtuales
cinematicamente admisible es igual a (A.99). De manera inversa, si se satisface que el
trabajo virtual de las fuerzas externas prescritas es igual (A.99) para un supuesto campo de
tensiones o;; y para todo campo de desplazamientos virtuales cinematicamente admisible,
entonces el campo de tensiones es estéticamente admisible (es decir satisface el equilibrio
en el interior del cuerpo y las condiciones de contorno de fuerzas de superficie). Ambas
propuestas conforman el Principio de Desplazamientos Virtuales.

La prueba de la proposicion inversa se hace partiendo de la hipotesis:

A \% \%

luego sumando y restando 0;;n;0u,; en la integral de superficie, agregando o0;;0w;; = 0 en
la integral de volumen a la derecha. Notando ademés quec;;n;0u; = o;;n;0u;, entonces:

_ ou;
A A 1% 14 dz;

usando el teorema de la divergencia en la segunda integral, la ecuacion anterior se transforma
a:

v (A.101)

R 0 (0450u;) 0 (du;)
/A[ anj} ! /vl d; ’ u] /vaj dz;

con lo cual se obtiene:

A v ax]’

La ecuacién (A.103) se satisface para cualquier du;, entonces los términos entre parén-
tesis en las integrales deben anularse. Es facil demostrar para la integral de volumen que
si se supone un punto interior donde du; es positivo por ser continuo también existird un
entorno donde sera positivo, y alli ademas es positivo el término entre paréntesis. Luego
la integral definida a partir del producto de dos ntimeros positivos deberia ser también
positiva, lo cual es una contradiccién pues la integral en un entorno esférico alrededor del
punto en estudio tiene la forma:

/ (a% + pbi> Su;dV =0 (A.104)
esfera axj

y de la misma manera se puede probar que el término entre paréntesis de la integral de
superficie debe anularse. En consecuencia se demuestra que la distribucién de tensiones

v (A.102)
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supuesta satisface las condiciones de contorno de fuerzas y con esto se completa la prueba
de que es estaticamente admisible.

Se debe notar que este principio no tiene nada que ver con la conservacién de energia.
Y por lo tanto puede aplicarse incluso cuando la energia mecanica no se conserva, por
ejemplo para el caso de deformaciones plasticas.

El principio de trabajos virtuales puede ser también definido en términos de los
tensores de Piola-Kirchhoff en la configuracion de referencia. El trabajo virtual de las
fuerzas externas sobre un campo de desplazamientos virtuales infinitesimales du a partir
de la configuracion deformada es:

Wt = / t, - SudA + / pb; - SudV (A.105)
A 14

sin embargo u = x — X y entonces du = 0x. Por otra parte como se defini6 anteriormente
t,dA = t,0dAy, donde t,q es el pseudo-vector de tension que da la fuerza sobre el elemento
deformado dA, por unidad de area indeformada, luego:

Wy = / to - OxdA + / pby [x (X)] - 6x.JdV (A.106)
Ao Vo

donde J = det[F] = 2 s el determinante jacobiano por el cambio a coordenadas

materiales para obtener la integral sobre el volumen indeformado, con lo cual:
poby = Jpby [x (X)) (A.107)

que denota la fuerza masica en la configuracion deformada por unidad de volumen
indeformado, donde poby es la fuerza masica por unidad de masa. Por lo tanto siendo
t,o = Pny, resulta:

OWegt = / (Pny) - 0xdA + / poby - oxdV (A.108)
Ao Vo

donde P es el primer tensor de Piola-Kirchhoff. Trabajando en componentes cartesianas
rectangulares y transformando la integral de drea a una integral sobre volumen (a través
del teorema de la divergencia) se obtiene:

0 (dz;) <3Pi'
Wewr = / lPi- + L+p bi> (5:(:11 dV (A.109)
t VO J aX] aX] 0

La expresion entre paréntesis se anula por las ecuaciones de movimiento en forma
referencial (A.63), considerando que las fuerzas mésicas no intervienen (equilibrio estatico
dv/dt = 0). Por otra parte:

=9 =0F;; A.110
0X; 0X; ( )
es la componente del cambio virtual del tensor gradiente de deformacionesdF.

Entonces se obtiene:

6Wext—/ Pl-j(SFijdv—/ P . §FdV (A.111)
Vo Vo

en donde se debe considerar que ni P ni F son simétricos y por lo tanto es necesario
tener algun cuidado en la evaluacion de esta ecuacién. La ecuacién (A.111) implica que
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F y P son apropiadamente conjugados, de hecho esta ecuacion es la forma que toma el
principio de trabajos virtuales expresado en términos del primer tensor de tensiones de
Piola-Kirchhoff.

Para obtener una expresion equivalente en términos del segundo tensor de tensiones
de Piola-Kirchhoff, se puede sustituir la expresion P = F - S o en forma equivalente

Pij = Sk; aa(ig:) en (A.111), con lo cual:
Wear = | S d A112
Wez‘t /‘;O S]z aXZ aX] V ( )
Y de acuerdo a la ecuacion (A.7) llevada a su forma indicial, se tiene:
aZL‘k aZL‘k
i = Fiibly = 55 Al
luego:

0C;; = A.114
I TOX, 90X, | 0X, 0X, (A.114)

A partir de la simetria de los tensores S y C puede demostrarse que el producto S;;0C;;
es igual a dos veces el integrando en la ecuaciéon (A.112) y por ende esa ecuacion puede

ser escrita como:

W = / L. scav (A.115)
Vo 2

y alternativamente a través de (A.29) donde se introduce el tensor de deformacién de
Green-Lagrange definido como E = % (C — 1), se puede obtener JE :%5C, resultando en:

SWosy = / S - SEdV (A.116)
Vo

lo cual también demuestra que los tensores S y E son variables conjugadas en el Principio
de Trabajos Virtuales.

A.4. Formulacién débil del problema termomecanico

A continuacién se definen las ecuaciones que gobiernan el problema de sélidos en grandes
deformaciones con acoplamiento termomecanico, estas ecuaciones se derivan a partir de las
ecuaciones de balance presentadas previamente y aplicando el principio de desplazamientos
virtuales ya establecido en el apartado anterior. Las ecuaciones asi obtenidas, son del tipo
integral y se las denomina comunmente forma débil de las ecuaciones de gobierno. En el
caso de la ecuacion de equilibrio mecanico de un sélido deformable ya ha sido ampliamente
establecida en la mayor parte de los libros de texto, por lo tanto se hara énfasis en el
siguiente apartado en la definicion de la ecuacion de equilibrio térmico para problemas
termoplasticos en deformaciones finitas.

A.4.1. Ecuacion de equilibrio térmico para un problema termo-
plastico en deformaciones finitas

Considerando que para procesos térmicos el flujo de entropia s y las fuentes de entropia
g pueden escribirse en funciéon del flujo de calor y las fuentes de calor, divididas por la
temperatura absoluta respectivamente, o bien:
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q
-2 A1l
s 7 (A.117)

h
== A1l
9= (A.118)

la segunda ley de la termodindmica en su forma local Euleriana expresada en (A.92),
empleando (A.117) y (A.118), se puede escribir como:

el dltimo término de (A.119) puede expandirse y resulta:
qa (V-q)f—q-V¥
L2 A12
\Y 7 7 ( 0)
de manera que reemplazando (A.120) en (A.119), la segunda ley de la termodindmica
toma la forma:

d h 1 1
pdfz—pg%—gv-q—@q-V@zO (A.121)
premultiplicando por la temperatura absoluta 6 y despejando la desigualdad se obtiene:
d 1
de—Z—ph—Fv-q—gq-V@ZO (A.122)
combinando las ecuaciones (A.122) y (A.82), se puede obtener:
dn 1 du
l— ——-q-VO0>p— —d: A.123
Py — g VOZp s o ( )
de modo que:
dn du 1
—plo= - = Lo—>q-Vi> .
D p(@dt dt>+d o -4 Vo >0 (A.124)

en la ecuacién (A.124) se puede distinguir dos partes una mecénica y una térmica de
acuerdo a:

dn du
Dinee = —_ = — d: A2
1
Dier = - V0 (A.126)

en particular la D,,.. > es conocida como desigualdad de Clausius-Planck. La forma local
Lagrangeana de la ecuacién (A.124) puede escribirse a partir de (A.87), como:

dn du . J

D= 0— — — E:S——qy,-V8>0 A.127

Po ( o d t) + g do 2 ( )

A partir de la Energia Libre de Helmholtz, que resulta ser un potencial termodindmico
muy apropiado, se desarrolla la formulacién del modelo constitutivo que se propone. Entre
las distintas maneras en que se puede expresar, se ha elegido para esta formulacion la

forma de Green-Naghdi (ver el trabajo de Lubliner (1990)):
U=V (E;E;0;0;) = U (E; 0; ;) = u — 1f (A.128)
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siendo «; el conjunto de variables internas que definen el proceso, mientras que E€ y 6 son
las variables libres de los problemas mecanico y térmico, respectivamente.
La variacién temporal de la energia libre sera:

v ve ov . OU
aEe'E 890 9 S =u—10— no (A.129)

.

sustituyendo en (A.129) a partir de la forma local Euleriana de la primera ley de la
termodindmica (A.82), resulta:

\i_a\i. ov . OV d‘al V-q
p

- E° 0 i = h——=—pf| —nb A.130
OEe o0 00 - + aaia P g ] g ( )
en donde considerando las ecuaciones (A.122) y (A.124), el término entre corchetes puede
reemplazarse por —D — —q VO =r— 1V q — nf, y se puede escribir la (A.130) como:

= 9V L 9. 00 d:o 1
U = B+ —4 oG=———-D— — 0 —no A.131
OE* 20" T 9T T, gpd VO (A-131)
cuya forma Lagrangeana resulta de considerar la transformacion o : d = %S B (ver
ecuacién A.86). Esto es:
ov o . OV 1
D= S:E— - E° 0——ada;,——q-V8>0 A.132
[Jp OE* ] [ae 1 da; gV = (A.132)

Sustituyendo las expresiones de la masa y la potencia interna en forma referencial en
(A.132), resulta la disipacién en una forma local Lagrangeana:

S 0¢] .. S:Er [0V . O0U 1
D=|—— - E° — | = 0 — —ac, ——q-Vo > Al
[po B + P [89 —H]] aaioz qu Ve >0 (A.133)
ov] . : OV ov . J
D = — : E° S D —q - > A.134
Po [S P oE | +5S polae +n]9 g i~ g V=0 (A.134)

que resulta, luego de aplicar el método de Coleman, sujeta a las siguientes relaciones
constitutivas:

a) puesto que tanto E¢ como 6 representan variaciones temporales arbitrarias de las
variables libres, para garantizar el cumplimiento de la desigualdad de Clausius (A.134),
para un dado estado termodinamico, sus multiplicadores deben ser idénticamente nulos,
de donde surge que: la ley constitutiva, y la definiciéon de entropia son:

S = o 8@6
{ B gg (A.135)
U — 0

b) y por otro lado, surge que la disipacién por unidad de masa, vale:

i D U 1
S a—'-——q-VGZO (A.136)

D= — ;
Po da; " bp

donde los primeros dos términos son la disipacion pldstica o disipacion mecanica, y el
ultimo término es la disipacion térmica. La forma local Euleriana equivalente a (A.136) se
puede obtener de la misma manera y resulta:
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o:d? 0V 1
— i~ 2q- V0 >0 (A.137)

p oL’ 0p
A partir de la (A.135) se pueden derivar otras expresiones relacionadas con el com-
portamiento termodindmico del material, entre ellos se puede obtener el tensor de rigidez

tangente del material:

D=

s v
OE: " OEr0E"
el cual es un tensor constitutivo de cuarto orden que relaciona los tensores de tensién S y
deformacion E¢; ademés puede obtener el tensor conjugado del coeficiente de dilatacion
térmica:

C(a) = (A.138)

oS v
;) =
Blai) = =735 = ~MagaE
y por ultimo también puede establecerse el calor especifico a deformaciéon y volumen
constante por unidad de temperatura:

(A.139)

c. oy 00
R Rt (A.140)

en donde a partir de la (A.128), despejando la energia interna y derivando respecto de la
temperatura absoluta:

_ Ou 0 ov on on _ 9>
Co = Zlo-cte. = 3 (\IJ+779) og Tt 0o, =0- _HW (A.141)

A continuacién, se pretende dar una presentacion formal de la ecuacion de balance
térmico, considerando los términos mecéanicos en forma acoplada. Para ello se parte de la
definicién de la energia libre de Helmholtz (A.128), de donde se deduce la densidad de

energia interna como:

- = v
u=V+nl="V-— Qa— (A.142)
00
cuya variacion temporal seré:
: 8\11 o

y sustituyendo en la (A.143) ¥ y \il, segin (A.128) y (A.129), la variacién de energia
interna puede expresarse como:

A 2 B P A A B
u = [8Ee _QaEeaQ] B + [M _06a180‘| a; —gwe (A144)

Teniendo en cuenta la forma Lagrangeana del primer principio de la termodinamica
segin (A.87), se tiene:
S:E J S:E¢ S:Er

J
Lo Po Po Po Po

U=
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reemplazando en (A.144) se tiene:

§_ ow 4o 02 ] -E€+S:Ep—laqj—9 02 ]d
po  OEe 0Ec00 20 oo 80@09
802 20

Considerando las ecuaciones (A.135), (A.139) y (A.140), la ecuacién (A.146) queda:

0 .
——pB:E°+

S : kP [axif 02U ] ,
Po Po

: J
Do, —Qaazae Ozl—CKQ%»h—%Vo'qO—O (A147)

multiplicando por p, ambos miembros, adoptando @)y = pgh, se tiene:
o p R
80&1‘ 3&,8&

QO_JVO'qO_pOCHQ'—i_S:EP_QIB:Ee_pO[ 1@220 (A148)

Sustituyendo en ésta tltima la ecuaciéon de Fourier (¢; = —K?V#) y la disipacién
(A.136), queda:

pCil = Q+JVy- (K'Vof) — 08 : B+ (A.149)
J a0\ 00 ]
D+ = |-K’ ;
[po +9< ax) o T denon” ]

donde los tultimos tres términos del segundo miembro forman Dg que es el factor de

acoplamiento termopldstico, 08 : E¢ es el factor de acoplamiento termoeldstico conocido
como efecto Gough-Joule, y Kfj es el coeficiente de conductividad térmica (el cual puede
verse como anisétropo en el caso més general). Y siendo (A.149) la ecuacién del calor
acoplada con el problema mecéanico, se puede escribir como:

poCil = Qo + IV, - (K*Vob) — 68 : E° + DS (A.150)

Si se toma la ecuacién (A.136) y los tltimos cuatro términos de la (A.149), la expresion
para el factor de acoplamiento termopléstico resulta:

o g O 20 92U
B, i T P0 OE?,06 90,00

Siendo el significado de los términos de la ecuacién (A.151), las siguientes partes de la
disipacion:

" Py Ep Ep SijEf}: Es la parte de la disipacién plastica producida por la variable S;;,
conjugada de la deformacion pléstica EZ, producida durante una variacion temporal
de esta ultima. Es decir, que es parte de la disipacién total puramente mecanica.

o g—iai = q.¢;: Es la parte de la disipacion plastica producida por las variables ¢,
conjugadas de las variables internas plasticas «;, producida durante una variacion
temporal de esta tultima. Es decir, que también es parte de la disipacion total
puramente mecanica.
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ace. (9) - .
ijkl
L EPij: Es el cambio que se

produce en la d1s1pac1on plastlca (SU EZ), durante un cambio en la temperatura 6.
Es decir, que es parte de la disipacién total termomecanica.

8 B\TI. .
= ol <291> Q; = 9%: Es el cambio que se produce en la disipacion plastica (g.d;),
producida durante un cambio en la temperatura 6. Es decir, que es parte de la
disipacion total termomecanica.

6( 8\11)
oEP
. pf ) = g2S9EL) _ p0Su gy _ g,

En el caso simple de un material metalico cuyo comportamiento es elasto-plastico con
endurecimiento isétropo y cuya tnica variable interna pléastica es la propia deformacion
plastica EP, el término de acoplamiento se reduce a la siguiente expresion:

JC°(0)
00
en esta ultima, si se supone un material is6tropo, el tensor constitutivo C°(#) dependerd

de la evolucion del médulo de Young y del coeficiente de Poisson con la temperatura.

La forma local euleriana de la ecuacién (A.150) se puede obtener directamente partiendo
de las ecuaciones (A.82) y (A.137) considerando la (A.128) definida en variables eulerianas,
y resulta:

DY =S :E+0E: P (A.152)

pCif = Q+V - (K'VO) — 68 :d°+ D, (A.153)
y con la disipacion plastica evaluada a partir de:
0
D,=o0c:d"+0e°: 8(;(0) . d? (A.154)

A.4.2. Ecuaciones de gobierno a partir del principio de despla-
zamientos virtuales
Para la obtencion de la ecuacién de movimiento del solido deformable en forma débil, se

puede partir de la ecuacién en coordenadas locales (o asociada a la configuracién deformada
o actual), que se define segiin (A.61) como:

V.o +pby=pv (A.155)

utilizando el principio de los desplazamientos virtuales, es decir dada una funcién de
prueba o ponderacién du, la forma débil de la ecuaciéon (A.155) resulta:

/ V-o+p(by—v)]dudV =0 (A.156)
v
en donde se debe considerar que (V-o)-du=V - (o-0u)—o:(Viu), y por lo tanto:
/ V(o du)dV — / o: (Viu)dV +/ p(bf—v)-oudV =0 (A.157)
1% 1%

si ademas se aplica el teorema de la divergencia al primer término y ademas considerando
que el gradiente del desplazamiento virtual (segundo término) resulta ser la deformada
virtual, se obtiene:

/(a-n)~5udA—/a':56dV+/p(bf—\'f)-éudV:O (A.158)
A v

\%4
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la cual, en virtud de (A.59), resulta:

/pV-éudV—/a:ést— (/t-dudA—i—/pbf-éudV) =0 (A.159)
v v A 1%

La ecuacién (A.159) resulta ser la forma débil de las ecuaciones de movimiento en
la configuracién actualizada en términos del tensor de Cauchy y obtenida a partir del
principio de desplazamientos virtuales. La primer integral representa el trabajo virtual
externo de las fuerzas de inercia, la segunda integral resulta ser el trabajo virtual interno
y por ultimo las dos integrales restantes representan el trabajo virtual externo debido a
las cargas aplicadas y las fuerzas masicas respectivamente.

Procediendo de la misma forma a partir de la ecuacién (A.63), se puede obtener la
forma débil de las ecuaciones de movimiento en la configuracién de referencia y resulta:

/ poVv - oudVy — / S :0EdV, — (/ to - dudAy +/ poby - (5udV0> =0 (A.160)
Vo Vo Ao Vo

Por otra parte, la ecuaciéon de equilibrio térmico en forma débil puede obtenerse a
partir de la transformacién del problema diferencial (A.150) en uno integral, para lo cual
resulta indispensable definir las condiciones de borde, que son basicamente de dos tipos:

a) Condiciones de Dirichlet o de temperatura impuesta

0=10, (A.161)

b) Condiciones de Cauchy o denominadas de carga de frontera:

g=q-n+f(0—0) (A.162)

Siendo 6, y 0,.r las temperaturas prescritas y temperatura de referencia respectivamente,
q v q al flujo de calor y vector de calor por conduccion, n la normal saliente a la superficie
en un punto y por ultimo f (6 — 6,.s) es una funcién de transferencia de calor que puede
estar ligada a la radiacion o la conveccién.

La condicién de Cauchy (A.162), a la vez se puede particularizar en tres subcondiciones:

b1) Condicion de superficie aislada o de Neumann; donde el flujo de calor y los coeficientes
de transferencia a través de la frontera son nulos:

g=h=0; porlotanto: q-n=0 (A.163)

b2) Condicién de conduccion por la frontera, donde el coeficiente de transferencia de calor
por la frontera es nulo:

h=0; porlotanto: ¢=q-n=—K’V0-n (A.164)

b3) Condicion de conveccién y/o radiacién por la frontera, donde el correspondiente flujo
de calor es nulo

q=0; porlotanto: q-n=h,(0;—0,)+ h, (02 -6 ) (A.165)

rad
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En (A.165) 05, 0, y 0,44 representan la temperatura de la superficie, la temperatura ambiente
y la de la fuente radiante, respectivamente. Mientras que h. y h, son los coeficientes de
transmision de calor por conveccion y radiacion respectivamente.

La forma débil de la ecuacion de gobierno de transferencia de calor, se puede obtener
multiplicando la (A.153) por una funcién de prueba 66 (o temperatura virtual) e integrando
en el dominio:

/ 00 [—pCil + Q + V - (K'VO) — 0B : d° + D, | dV =0 (A.166)
v
en donde integrando por partes el tercer término:
/ 50V - (K"V&) dV = / 50K’V - ndA — / VoK’V odV (A.167)
v A 1%

reemplazando en (A.166) se tiene:

- / §0pC,.0dV — / VSOKVOdV + / 50 [Q—Qﬁzde+Dp] dv + (A.168)
1% 1% 1%
/ SOKVH -ndA = 0
A

Multiplicando las ecuaciones (A.164) y (A.165) por 66 e integrando en el contorno:

/ 50(q-n)dA = / 00 (K?V0) - ndA (A.169)

_ / 56 [he (6, — 02) + h, (62— 0,,)] dA + / 50qd A
Ap

Aq

en donde Aj, y A, son las partes del contorno con conveccién/radiaciéon y conduccion,
respectivamente. Ademas en (A.169) se debe considerar que en el contorno donde se impone
la temperatura, Ay, la funcién de prueba §6 = 0.

Reemplazando (A.169) en (A.166) se obtiene:

- / 50pC,.0dV — / VSOKVOdV + / 50 [Q — 0B :d°+ Dp} dv + (A.170)
1% 1% 1%

/ 00 [he (0s = 0a) + hy (02 — 07)| dA + / §0gdA = 0
Ah Aq
Las ecuaciones de gobierno que permiten resolver el problema termomecanico en defor-

maciones finitas asociadas a una configuracion de referencia actualizada €2,,,1, considerando
la relacion entre dos diferenciales de volumen dV,,,; = JdV,,, resultan entonces:

/pV-5udV:/T:56dV+ (/t-dudA—i—/pbf-(SudV) (A.171)
v v A 14

/ §0pC0dV = — / VSOK’VOdV + / 00[Q — 0B :d° + D, dV + (A.172)
14 14 1%

/ 00 [he (0 = 0a) + Iy (02 — 024) | dA + / 50qdA
Ap A

q
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en donde se ha evitado el subindice n que indica la configuraciéon de referencia para una
mayor claridad y se ha reemplazado el tensor de Cauchy por el de Kirchhoff (7 = Jo). Las
ecuaciones (A.171) y (A.172) deben resolverse de manera simultanea e iterativa dado que se
encuentran acopladas: el cambio en las deformaciones inducen cambios en la temperatura
y los cambios en la temperatura inducen deformaciones.
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Algoritmo de contacto en
deformaciones finitas

B.1. Introducciéon

Los problemas industriales de conformado de metales involucran invariablemente el
contacto entre las piezas metélicas y las herramientas (punzén, matriz, pisadores, etc.) con
las cuales se produce la deformacién plastica sobre las mismas. El estudio de los problemas
de contacto ha evolucionado de la mano del crecimiento de las técnicas numéricas de
simulaciéon, sin embargo al dia de hoy los modelos de contacto complejos resultan en
algunos casos dificiles de implementar. O mas aun, debido a la naturaleza estocastica de
la microsuperficie de los metales, los modelos més realistas estan basados en algoritmos
estadisticos y es aqui donde resulta complicado lograr la correlacion de los pardametros
fisicos que definen el modelo matematico. Un compendio de los modelos de contacto con y
sin friccion, su implementacion numérica y algunos detalles asociados a la discretizacion
de superficies en contacto pueden encontrarse en el trabajo de Wriggers (2002).

En este trabajo se ha priorizado de manera continua la aplicacion de modelos simples
y con significado fisico claro, bajo esa misma linea de trabajo se han empleado esquemas
de contacto basados en técnicas de penalizacion, los cuales estan disponibles en el coédigo
de solucién explicita de las ecuaciones de gobierno del problema termomecanico en defor-
maciones finitas STAMPACK (2011). Y para poder llevar a cabo el andlisis de problemas
termomecanicos con contacto, se ha modificado el algoritmo de contacto bidimensional de
manera de poder evaluar las contribuciones a la ecuacién de conservacion de la energia.
Los detalles generales del algoritmo de contacto implementado en Stampack se pueden ver
en el trabajo de Flores (2000).

El contenido de este capitulo se describe a continuacion. En la Seccion B.2 se presenta
una descripcién general del problema de contacto a partir del trabajo de Wriggers (2002)
y de las referencias que alli se mencionan, esto involucra la definiciéon de la cinematica
empleada para describir el cambio geométrico del contacto en el apartado B.2.1. Posterior-
mente los apartados B.2.2 y B.2.3 introducen algunos conceptos asociados a la modelacién
constitutiva de la interface de contacto, definicion de fuerzas de contacto y generaciéon de
calor, para el caso de contacto mecanico y termomecanico, respectivamente. El apartado
B.2.4 por otra parte presenta los términos que deben adicionarse a las ecuaciones de
gobierno del problema termomecanico para considerar el contacto con las herramientas.
Por tltimo la Seccién B.3 presenta una descripcién del algoritmo de contacto bidimensional
implementado en el cddigo de solucién explicita de las ecuaciones termomecanicas, para lo
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cual se ha tomado como base el trabajo de Flores (2000).

B.2. Descripcion general del problema de contacto

Una importante cantidad de problemas de ingenieria involucran de alguna manera el
fenémeno de contacto y friccién. En la interaccién entre dos cuerpos, tanto el area de
contacto como las fuerzas involucradas, son parte de la solucién del problema con lo cual
su naturaleza es altamente no lineal. Debido a esta no linealidad en los comienzos del
andlisis de problemas de contacto se emplearon modelos simplificados, sin embargo de la
mano de la creciente capacidad computacional se han ido generando modelos de contacto
y friccion sumamente complejos capaces de incorporar aspectos tales como el desgaste,
generacion de calor, etc.

El rango de aplicacion de la mecanica del contacto abarca desde problemas relativamente
simples como la interaccion entre suelo y las fundaciones en construcciones civiles, como
asi también problemas de mayor complejidad como el impacto de vehiculos sobre dichas
estructuras. En el drea de mecanica de suelos un problema de contacto complejo es la
formacién de bandas de corte, y como afecta este fenémeno a la estabilidad de taludes.
En la ingenieria mecénica la mayor parte de los problemas involucran contacto, desde
la simpleza del contacto entre dos engranajes hasta la complejidad del contacto en el
estampado de laminas y el forjado de piezas masicas, el andlisis de impacto de vehiculos,
el contacto de los neumaticos en movimiento, entre otros casos habituales.

El uso de técnicas numéricas para el andlisis de problemas de contacto permitié
elaborar modelos cada vez més complejos, sin embargo el desarrollo de algoritmos eficientes
y robustos para ser usados en simulaciones numéricas requiere conocer adecuadamente
la fisica del problema, los conceptos de la tribologia y la cinematica del contacto. A
continuacion se presentara una descripcion general del tratamiento del problema de
contacto y en la seccién subsiguiente los detalles del algoritmo de contacto empleado en
este trabajo.

B.2.1. Cinematica del contacto

La cinematica en el problema del contacto se reduce a la definiciéon de los cambios
geométricos durante la aproximacion entre dos o mas cuerpos. En deformaciones finitas,
es decir cuando los cuerpos no se consideran como rigidos indeformables, esta descripcion
cinematica debe ser lo suficientemente general para involucrar los cambios geométricos
debido al contacto mismo. Por otra parte dos cuerpos que inicialmente se encuentran
alejados en sus configuraciones iniciales, pueden verse en contacto en la configuracion
actual, y esto hace que la formulacién del problema de contacto tenga un enfoque del tipo
euleriano.

Si se consideran dos cuerpos elasticos como los mostrados en la Figura B.1, ocupando
los dominios 2% (con o = 1,2) y cuyo contorno esté separado en tres partes: una parte
donde se prescriben las cargas I'¢, otra donde se conocen los desplazamientos '}, y una
ultima donde los cuerpos hacen contacto denominada I'Y. En esta parte del contorno donde
los cuerpos entran en contacto es donde se formularan las ecuaciones cinematicas que
describen el contacto normal y el tangencial.
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Figura B.1 — Configuraciones deformadas de los cuerpos y minima distancia

B.2.1.1. Contacto normal

Si se asume que los dos cuerpos hacen contacto, ver Figura B.1, entonces se debe
cumplir la condiciéon de no penetracion:

(x2 - x1> ‘n' >0 (B.1)

en donde x“ denota las coordenadas en la configuracion deformada asociadas al contorno
de un dominio %, y la normal n'es la normal en el contorno del dominio deformado €2}
al cual suele definirselo como cuerpo maestro. Se puede observar en la Figura B.1, que a
todo punto x? en I'? le corresponde un punto x' = x! (£) en I'! que puede establecerse a
partir de la minimizacién de:

x? — % (¢) (B.2)

d'(¢) = HX2 - 5(1’ = min

x!ICIL

la minimizacién de la ecuaciéon (B.2), considerando la parametrizacién del contorno '} en
coordenadas convectivas o naturales &, lleva a la siguiente expresion:

D= X=X d oy
" = "peswgp et ©=0 (B.3)

en donde el segundo termino de la multiplicacién es el vector tangente al contorno a' en
el punto de prueba, por lo tanto el primer término debe ser coincidente en direccion al
vector normal al contorno n' para que se cumpla la igualdad.

Una vez que ha sido establecido el punto X!, se puede definir la condicién de no

penetracion a partir de la ecuacién (B.1) de acuerdo a:

gN = (X2 — )_(1) -n' >0 (B.4)

o bien como una funcion:

_ Jx=x)-n' s (x*—x')-n'<0
= 0 para todo otro caso
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la ecuacion (B.5) permite establecer la magnitud de la penetracién o brecha de un cuerpo
sobre el otro, y por ende puede ser usado con algiin método de penalizacion.

B.2.1.2. Contacto tangencial

En la direcciéon tangencial el contacto puede mostrar dos casos: el primero de ellos
es cuando un punto no se le permite deslizar sobre la superficie maestra dando lugar a
una condicion de adherencia, y en segundo lugar cuando a los puntos de un cuerpo se les
permite deslizar sobre la superficie maestra dando lugar a una condicion de deslizamiento.

Condicion de adherencia. Este es el caso mas simple y la condicién de no desliza-
miento puede obtenerse a partir de (B.3) considerando que en el caso de adherencia de
una superficie a la otra no existe modificacién en las coordenadas convectivas durante el
movimiento de los cuerpos es decir € = 0. Por lo tanto:

gr=(x*-x')-a' =0 (B.6)

cabe destacar que la condicion de adherencia se observa cuando las superficies estan en
contacto, es decir gy = (x? —x!) - n' = 0, de modo que pueden combinarse (B.4) y (B.6)
para dar una forma mas general:

x? —x' =0 (B.7)

Condicion de deslizamiento. En el caso de haber deslizamiento entre las superficies
en contacto, este puede evaluarse a partir del cambio en la proyecciéon X! sobre la superficie
maestra del punto x2. Es decir en el caso de deslizamiento con friccién es necesario integrar
las velocidades relativas para obtener la traza de x* sobre el contorno de contacto '}, y el
desplazamiento relativo del punto x? sobre la superficie de contacto puede definirse:

1e 6 (B.8)

dor = o] =

de modo que integrando:

o= [ Ja]de= [ Jéa] 9

en donde el cambio de variables en la segunda integral de (B.9) responde a la expresién
d¢ = &dt.

B.2.2. Ecuaciones constitutivas para la interface de contacto

Los modelos de contacto han evolucionado en las tdltimas décadas, y la eleccion de
aplicacion entre uno u otro modelo esta asociada principalmente al nivel de precision que
se desee obtener en el analisis. Aqui también se debe hacer una division en lo que respecta
a contacto normal y tangencial. Desde el punto de vista del contacto normal los modelos
constitutivos habituales resultan: la restriccion geométrica donde las tensiones de contacto
derivan directamente de la condicién de no penetracion, y un modelo mas elaborado del
tipo elastico o elasto-plastico en donde se propone una funcién similar a la de fluencia
para las tensiones de contacto. En el contacto tangencial con adherencia el enfoque es el
mismo que en el caso de contacto normal. La diferencia se encuentra en el contacto con
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deslizamiento, donde la fricciéon entre las caras se puede definir a partir de una ecuacion
de evolucién. Esta ecuacion de evolucion suele estar definida a partir de la presion normal,
velocidad de deslizamiento, temperatura, rugosidad de la superficie, temperatura, etc.

B.2.2.1. Contacto normal

Las diferentes propuestas para la evaluaciéon de la fuerza en la interface de contacto se
diferencian principalmente en la precision de los resultados que brindan. En particular
se pueden observar métodos de baja precision como la imposicién de la condicién de no
penetracion de manera unilateral, y métodos mas complejos que especifican relaciones
constitutivas para el comportamiento de la interface.

La condicién de no penetracién definida en la ecuacién (B.4) establece que el contacto
tiene lugar cuando se da la condicion gy = 0, y en ese caso el vector traccion en el contorno
puede definirse como:

t' =o' -n' =pyn' +tra’ (B.10)

el cual es distinto de cero y ademds actiia sobre las dos superficies en contacto (t* = —t').
En la ecuacién (B.10), py < 0 dado que no se considera posibilidad de adherencia en el
contacto normal, sin embargo la fuerza de friccién puede ser nula (t7 = 0) en el caso de
contacto sin friccién. Siendo que py < 0 cuando gy = 0, y ademas py = 0 cuando gy > 0,
se puede generalizar:

gn >0, py <0, pngy =0 (B.11)

que son las condiciones de Hert-Signorini-Moreau para contacto sin friccion, las cuales
son equivalentes a las condiciones de Kuhn-Tucker empleadas en la descripcion de carga-
descarga en modelos constitutivos elasto-plasticos.

Los modelos constitutivos de contacto se diferencian entre si de acuerdo a la forma en
que calculan py. El fenémeno fisico de la micromecéanica del contacto involucra aspectos
como la dureza y rugosidad superficial, sin embargo estas variables no son las tinicas en
juego y podrian presentarse aspectos mas complejos como el estado de las superficies
(lubricacién, éxido, ete.) y reacciones quimicas asociadas a la friccién y temperatura. La
mayor parte de los modelos surgen a partir de ensayos y se aplican modelos probabilisticos
para la rugosidad superficial.

Mas alla de la complejidad matematica de cada modelo constitutivo de contacto,
béasicamente el mismo puede describirse de una manera simple como:

pn = cn (gn)" (B.12)

en donde gy es la funcién de brecha establecida en (B.5), y los pardmetros cy y n se
obtienen por ensayos. En el caso donde n = 1 se obtiene la forma equivalente a la imposicion
de la fuerza de contacto por penalizacion. Esta ley constitutiva resulta en una regularizacion
de las condiciones (B.11) como se observa en la Figura B.2. Si bien esta descripcién de
la carga de contacto es simple, su implementaciéon en modelos numéricos puede acarrear
inconvenientes asociados a la elevada rigidez que la ecuaciéon muestra cuando el contacto
se da en pequenas partes del contorno.
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Figura B.2 — Regularizacion del la fuerza de contacto en funcién de la brecha normal

B.2.2.2. Contacto tangencial

La modelacion constitutiva del contacto tangencial, mas precisamente la modelacién
de la fricciéon, es posiblemente unos de los puntos mas importantes en el problema de
contacto. La rama de la ciencia que estudia este topico es denominada “tribologia”,
cubriendo fenémenos como la friccion, adherencia, desgaste, lubricaciéon, y acoplamiento
térmico y eléctrico. En particular se hara énfasis en los aspectos principales como friccion y
adherencia en este apartado. La forma mas simple de ecuacion constitutiva para la friccion
es la ley de Coulomb, sin embargo existen algunos modelos méas elaborados basados en la
micromecanica que brindan resultados con mayor precision.

En el contacto con adherencia la condicién puede obtenerse a partir de la ecuacion
(B.6), la cual conlleva a establecer una restriccion no lineal sobre el movimiento en la zona
de contacto. Asociada a esta restriccion resulta trivial la aparicion de una reaccién o fuerza
de apoyo.

En el contacto tangencial la mayor riqueza desde el punto de vista de su modelacion
constitutiva estd asociada al contacto tangencial con friccién. La ley de Coulomb establece
que una vez alcanzada una tensién tangencial limite, ver Figura B.3, las superficies
en contacto muestran movimiento relativo entre si lo que se denomina habitualmente
deslizamiento y es descrita por la siguiente ecuacion:

tr = —p|pn| g7 si[tr| > plpw] (B.13)

en donde u es el coeficiente de deslizamiento, el mismo es constante en la forma clésica de
la ley de Coulomb y depende de las superficies sélidas en contacto.

La ecuacion (B.13) puede regularizarse a partir de algin tipo de funcién que brinde
una transicion suave entre el estado adherido y el estado de deslizamiento. La Figura B.3
muestra la situacion, y la forma general que adopta la ley de Coulomb es:

tr = —ulpnl| f (97) (B.14)

en donde f (gr) es la funcién de regularizacién, adopténdose cominmente una funcién
potencial, exponencial o definida por tramos.

La (B.14) no es la tinica forma posible de regularizar la ley de Coulomb, una forma muy
habitual es usar una analogia de la descomposicion aditiva elasto-plastica en la modelacion
de la friccion. El uso de esta analogia se basa en dos razones fundamentales: la primera
estd asociada al hecho de que permite regularizar la ley de Coulomb, y la segunda estéd
basada en las observaciones experimentales en ensayos de fricciéon de metales. Estos ensayos
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Figura B.3 — Ley de Coulomb y regularizacién de la fuerza tangencial

sugieren el uso de una descomposicién del movimiento tangencial (g7) en una parte elastica
o adhesiva (¢g%) mas una parte plastica o de deslizamiento (¢4), o de manera similar:

9% = g7 — g% (B.15)

esta forma ademas de una regularizacion de evolucion de la friccién, involucra un interpre-
tacion fisica interesante en el sentido de que plantea la aparicion de microdesplazamientos
elasticos g% en la interface de contacto. La forma més simple de modelar la parte elastica
o adhesiva es con una relacién lineal:

tT = chf‘,ﬂ (B16)

sin embargo no es la tnica posibilidad, se puede reemplazar la constante elastica ¢y por un
tensor constitutivo méas complejo para incluir las direcciones de anisotropia por ejemplo.

Por otra parte la componente plastica, o de deslizamiento, del contacto friccional
responde a una ley de evolucion, de modo que aplicando los conceptos estandar de la
teoria elasto-plastica se puede llegar a una forma simple para una funcién de deslizamiento
(equivalente a la funcion de fluencia) segun:

fa(tr) = [tr| — plpn| <0 (B.17)

y a partir de (B.17) la ecuacién de evolucién para el deslizamiento plastico, aplicando el
principio de maxima disipacion, resulta:

9t = Rﬁfg@ﬂ = F [tr] (B.18)
tp
en donde (B.17) y (B.18) cumplen las condiciones de carga y descarga de Kuhn-Tucker.

Algunas otras formulaciones que siguen la misma linea difieren en la eleccién de la
funcién de deslizamiento, proponiendo algunas formas més complejas en lugar de la (B.17)
incorporando variables como el area real de carga, la temperatura y variables internas
como el deslizamiento efectivo, etc.

En el caso del conformado de metales, en especial el caso de conformado masico (forjado,
extrusion, etc.), la forma clasica de la ley de Coulomb conlleva la aparicién de tensiones
de deslizamiento plastico muy elevadas inclusive por encima de la tension de fluencia
del material. Esto suele corregirse de forma préctica aplicando un limite de tension de
deslizamiento plastico, de la forma:
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fa(tr) = [tr| — min (u |pn|,0,) <O (B.19)

en donde oy, es la tensién de fluencia del material. Esta ecuaciéon se puede encontrar en los
libros de texto dedicados a la mecdnica del contacto como ecuaciéon de Coulomb-Orowan
(ver Figura B.4).

Coulomb

F Coulomb-Orowan

—
—

F

N

Figura B.4 — Modificacién del modelo clasico de Coulomb por fluencia

B.2.3. Contacto termomecanico

El analisis de un problema donde se evidencia contacto entre dos cuerpos sélidos a
diferente temperatura, involucra ademas de la fuerza de contacto normal y tangencial,
algunos otros aspectos como la conducciéon por contacto, la generacion de calor por
friccion, e inclusive reacciones quimicas activadas por la temperatura. Entre estos aspectos
adicionales, los dos primeros son los mas relevantes cuando uno se refiere al problema de
conformado de metales.

La transmision de calor por contacto entre dos superficies, considerando la ecuaciéon de
Fourier, puede evaluarse segun:

g = —ke (pn,0",60%) (6% — 0") (B.20)

en donde ademas de la diferencia térmica entre las superficies en contacto <92 — 91), se

tiene el coeficiente de conduccién térmica k. (py, 0%, 6%) que depende de las temperaturas
de las superficies y también de la presion de contacto. En lo que se refiere a la definicion
del coeficiente de conduccion de calor por contacto existen modelos complejos basados
en esquemas estadisticos y de contacto puntual (spots models). Si bien estos modelos se
pueden calibrar a partir de ensayos, esta tarea resulta bastante dificil dada la naturaleza
del fenémeno de friccién y de la cantidad de parametros intervinientes.

Existe sin embargo un modelo simplificado para la evaluacién del coeficiente de con-
duccién en contacto basados en la dureza Vickers de la superficie H,, el coeficiente de
resistencia térmica o conduccién a temperatura ambiente k., y un exponente n; el cual
resulta:

ke (px) = kg (i;v) (B.21)
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la ventaja de (B.21) es que depende de solo tres parametros (un mayor facilidad para calibrar
por ensayos) y ademés la dureza Vickers puede relacionarse facilmente con la tensién
de fluencia del material. Esta relacion podria permitir ademas obtener una formulacién
dependiente de la temperatura a partir de una ley de evolucién del tipo H, = H, (o, (0)).

La generacion de calor por friccién en las superficies de contacto puede obtenerse a
partir de la potencia de friccién y la efusividad relativa entre las superficies. La efusividad
térmica de un material se define a partir del producto del coeficiente de transferencia
de calor por conduccién, k, por la capacidad térmica a volumen especifico, ¢, segun la

siguiente expresion:
e =\/kpc (B.22)

en donde p es la densidad del material. A partir de la efusividad de las superficies en
contacto, se puede establecer la efusividad relativa como:

1

= Tre (B-23)
de modo que la efusividad relativa puede adoptar los valores 0 < (. < 1. La generacion de
calor por fricciéon puede entonces evaluarse:

ar = —Caby = —C. (trd7) (B.24)

en donde se hace uso de las magnitudes definidas por las ecuaciones (B.16) y (B.18) para
establecer la potencia de friccion.

B.2.4. Forma débil de la contribucién por contacto

La formulaciéon del problema de valores en el contorno no difiere del problema del
movimiento de sélidos deformables planteado en el Apéndice A, solo es necesario agregar
aquellos términos debido al contacto. Para incorporar los términos asociados al contacto en
las ecuaciones que gobiernan el problema termomecénico (A.171) y (A.172), se considera
un problema de contacto unilateral. Se denomina contacto unilateral al que se produce
entre una superficie sélida rigida y un cuerpo sélido deformable.

La forma débil de las ecuaciones de gobierno del problema termomecanico con contacto
resultan:

{/ pvoudV — / T :0edV — </ toudA +/ pb6udV>} +CM =0 (B.25)
1% 1% A 1%

<%/$%Q%V—/VMKWMV+/MF}%@@%IHM@
1% 1% Vv

Aﬁﬂm@—@wmwﬁ—%M¢%+/

5equq}+CcT = ((B.26)
Aq

en donde CM y C7 son las contribuciones de contacto a la parte mecanica y térmica
del problema, respectivamente. Los términos de contribucion de la parte mecanica estan
asociados al contacto normal y tangencial, de modo que la forma débil de los mismos se
define a partir de (B.10) como:
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C’éM:/ t5udA:/ (pyn + tra) oudA (B.27)

Mientras que los términos de contribucion a la parte térmica estan asociados a la
transferencia de calor por contacto y la generacion de calor por fricciéon, de modo que en
virtud de (B.20) y (B.24), se tiene:

cr = 5 50g.dA = — /A K (ke () (62 = 0") + ¢, (trgf)] dA (B.28)

c

B.3. Algoritmo de contacto bidimensional

En este trabajo se ha empleado un algoritmo bidimensional de contacto basado en la
técnica de penalizacion, que es la mas ampliamente utilizada con esquemas de integracion
explicita de las ecuaciones de movimiento debido a que es directamente compatible con estos
esquemas. Otras técnicas de implementacion como los multiplicadores de Lagrange, pre-
sentan inconvenientes en la solucion explicita de los mismos puesto que los multiplicadores
no tienen masa asociada y es necesario resolver entonces un sistema acoplado.

El algoritmo de contacto se encuentra disponible en el software STAMPACK (2011), y
ha sido modificado para incorporar los efectos térmicos del contacto. El esquema calcula
las fuerzas nodales equivalentes de manera directa, los detalles de este esquema de calculo
pueden verse en Flores (2000) y las referencias que alli se mencionan. El algoritmo de
contacto estd basado en el sistema tipico de dos superficies incidente-objetivo (o slave-
master, respectivamente), en donde la superficie incidente (slave) corresponde al sélido
deformable y la superficie objetivo (master) es la superficie rigida asociada a herramientas
en un problema de contacto unilateral. En este algoritmo se debe verificar que los nodos
que describen la superficie incidente no penetren la superficie objetivo, con el consiguiente
inconveniente de que no se asegura que puntos intermedios de la superficie objetivo puedan
penetrar la superficie incidente. Para evitar esto, muchas veces asociado a una pobre
discretizacion de las superficies en contacto, puede emplearse un esquema simétrico de
contacto o de doble pasada. Este esquema de doble pasada implica verificar dos veces el
par de contacto e invirtiendo la condiciéon incidente-objetivo en la segunda pasada, lo que
resulta costoso y muchas veces es preferible evitar.

Entonces dado un par de contacto como el observado en la Figura B.5, la penetracion
de un nudo I perteneciente a superficie incidente puede evaluarse a partir de la (B.4)
como la distancia minima g medida sobre la normal n de la superficie objetivo (o alguna
medida ponderada de la normal si la superficie no es suave, ej.: nudos de la superficie
objetivo). Valores positivos de g% implican que no hay contacto y no dan lugar a fuerzas
de interaccién, mientras que valores negativos de gi; representan efectivamente penetracion
y dan lugar a fuerzas proporcionales a su magnitud.

La fuerza normal de contacto fi aplicada sobre el nudo incidente se supone igual a:

fI _ TN
N o (Ar?

m'ghn = —cyghm (B.29)

en donde m! es la masa asociada al nudo incidente, g% la penetracién del nudo incidente en
la superficie objetivo, n la normal a la superficie objetivo en el punto de incidencia, y At el
incremento de tiempo en el esquema de integracién explicita. El pardmetro vy es el factor
de penalizacion normal el cual se adopta de forma que los valores de penetracion sean
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Nudos de la superficie
incidente (slave)

Par de superficies
en contacto

Segmentos discretos de la
superficie objetivo (master)

Figura B.5 — Esquema de un par de superficies incidente-objetivo en dos dimensiones

aceptablemente pequetios y ademas que no se afecte de manera significativa el incremento
de tiempo en el esquema de integracion. Mientras que el parametro cy es el coeficiente de
penalizacién normal. En el trabajo de Flores (2000) se puede encontrar algunos detalles
adicionales respecto de este parametro.

Nudos de la superficie
incidente (slave)

Segmentos discretos de la
superficie objetivo (master)

Figura B.6 — Evaluacion del deslizamiento por friccién

En este algoritmo de contacto el tratamiento de la friccion se hace siguiendo una ley
de Coulomb “no clasica”. Un nudo [ de la superficie incidente entra en contacto con la
superficie objetivo, en un determinado instante de tiempo, en un punto x.. En instantes
posteriores, y en forma similar a la fuerza normal, se calcula la fuerza tangencial como:

£l = 5 (VATt)QmI (xtI - xé) = —cr (Xt] - Xé) (B.30)

o de forma equivalente:
fl. = —crdt (B.31)

siendo x! la posicién del punto de incidencia después de un incremento de tiempo At de
acuerdo a la Figura B.6, y y7 el factor de penalizacién tangencial (puede ser similar a vy,
aunque no es estrictamente necesario). El parametro ¢y es el coeficiente de penalizacién
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tangencial y t es la direccion de la fuerza tangencial. La magnitud del desplazamiento d,
es equivalente a gr en la ecuaciéon (B.15).

La ley de Coulomb, ver ecuacién (B.13), especifica que el valor de fuerza tangencial no
puede exceder de:

] < gl (B.32)

con p el coeficiente de friccién. El valor de p puede ser constante (ley clasica de Coulomb)
o depender de la magnitud de |fy|. Por otro lado es posible definir un valor de pg (friccién
estatica) el cual define la méxima fuerza tangencial permitida (condicién de adherencia)
y un valor pp (friccién dindmica) el cual es védlido una vez alcanzado el méximo y
las superficies deslizan una sobre otra. Una vez superada la fuerza de adherencia debe
realizarse una actualizacién de la posicion del punto incidente, esta actualizacion se hace
de forma conceptualmente idéntica al algoritmo de plasticidad infinitesimal, siguiendo los
lineamientos propuestos en la generalizacion de la ley de Coulomb basado en la analogia
de la descomposicion elasto-plastica del desplazamiento tangencial como se presenta en el
Apartado B.2.2.

Luego si no hubo deslizamiento relativo y |fr| < pg |fy], entonces x¢ no cambia.

Mientras que si se supera el valor de ug |fx|, entonces:

fT = —UD |fN| t (B?)S)
y se actualiza el valor de x¢ a:
f
= (“D | N‘) t (B.34)
cr

El trabajo de Flores (2000) presenta también algunos detalles asociados a la definicién
de la superficie objetivo (master) en caso de un algoritmo de contacto tridimensional y
también respecto del esquema de busqueda de contacto. Las consideraciones hechas en
dicho trabajo son validas para este algoritmo, con la salvedad que la superficie objetivo
estd definida por segmentos rectos con dos nodos en sus extremos y que en dicho trabajo
no se consideran los aportes a la ecuaciéon de la energia

El algoritmo de contacto bidimensional original de STAMPACK (2011), ha sido
modificado para tener en cuenta las contribuciones térmicas asociadas a la transmision de
calor por contacto y la generacién de calor por friccion. Para ello se han adicionado al
esquema, de contacto las ideas presentadas en el Apartado B.2.3.
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