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Resumen

Las ecuaciones de la Magnetohidrodindmica (MHD) constituyen la manera conven-
cional para el andlisis macroscépico del comportamiento de un plasma, sin embargo
cuando los fenémenos en estudio involucran frecuencias del orden de la frecuencia de
ciclotrén idnica, la influencia de dicho movimiento no puede despreciarse. La incorpo-
racion de este efecto, conocido como efecto Hall, resulta en el modelo “MHD-Hall” en
el cual los modos de propagacion de ondas se acoplan y el sistema es dispersivo, pero
para propagacién paralela (o casi paralela) al campo magnético ambiente ocurre la de-
generacion de los modos, el modo de Alfvén se desacopla de los modos magnetosénicos
y las ondas son circularmente polarizadas pudiendo describirse mediante la Ecuacion
Derivada No Lineal de Schrodinger (DNLS).

En la primera parte de este trabajo se realiza el estudio de dicha ecuacion utilizando
un esquema basado en métodos espectrales para el andlisis numérico y un modelo de
truncamiento a tres ondas para un estudio analitico aproximado, considerando efectos
difusivos y excitacion. Los resultados muestran la existencia de soluciones muy varia-
das, registrandose puntos fijos estables para niveles de difusion relativamente grandes,
mientras que para amortiguamiento pequeno las soluciones presentan una dinamica
compleja con atractores cadticos, fenémenos de intermitencia y crisis. Por otro lado, la
comparacién entre los resultados numéricos y los del modelo de truncamiento indica
que el nivel de difusién del sistema determina el rango de aplicabilidad del segundo mé-
todo, el cual es vélido inicamente para coeficientes de amortiguamiento relativamente
grandes.

La segunda parte de la investigacién surge del analisis del fenémeno de intermiten-
cia que se registra en las soluciones dinamicas de la DNLS, el cual presenta una serie
de particularidades que no permiten la utilizacion de técnicas tradicionales. En conse-
cuencia se propone la adaptacién de una metodologia recientemente desarrollada para
el cdlculo de la densidad de probabilidades de reinyeccién (RPD) y la posterior deter-
minacion de las restantes propiedades estadisticas. Este estudio permite, ademaés de la
eficaz aplicacion al caso especifico de la ecuacion DNLS, obtener algunas conclusiones

adicionales respecto al fendmeno general de intermitencia tipo I.
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Abstract

The Derivative Nonlinear Schrodinger (DNLS) equation arises from the magnetohy-
drodynamics (MHD) model for parallel to the ambient magnetic field propagation when
the Hall term is preserved. In that case, the Alfvén mode decouples from the magne-
tosonic modes and the waves are circularly polarized being described by the DNLS
equation. In this work, the diffusive DNLS equation for periodic boundary condition
is studied using spectral methods for the numerical analysis, and a three-mode trun-
cation model for an approximate analytical study. The results show that for a linearly
excited mode there exist stationary solutions when relatively large damping levels are
used, but dynamic solutions with chaotic attractor and intermittency processes appear
for small diffusion. In addition, the diffusion level defines the application range of the
truncation model which is valid only for large damping. On the other hand, in the
intermittency characterization a discontinuous reinjection probability density (RPD)
appears, therefore a traditional analysis is not possible. This problem results in the
second part of this research, in which a recent technique to obtain the RPD is extended
to consider discontinuous RPD functions for type-I intermittency. This analysis allows
not only to calculate the RPD in the specific case of the DNLS equation, but also to
obtain new generalizations regarding the understanding of the general phenomenon of

type-I intermittency.
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Resumo

As equagbes da Magnetohidrodinamica (MHD) s@o o caminho convencional para ana-
lisar macroscopicamente o comportamento de um plasma. No entanto, quando o fe-
némeno em estudo envolve frequéncias da ordem de frequéncia de ciclotron de ions,
a influéncia deste movimento de ciclotron, conhecido como efeito Hall, ndo pode ser
negligenciada. No modelo “MHD-Hall” resultante, os modos de propagacao de ondas
sao acoplados e o sistema é dispersivo, mas para a propagacao em paralelo (ou qua-
se em paralelo) ao campo magnético ambiente, ocorre a degeneragdo dos modos. O
modo de Alfvén é desacoplado dos modos magnetosonicos, as ondas sao circularmen-
te polarizados e podem ser descritas pela equacao derivada nao-linear de Schrédinger
(DNLS).

Na primeira parte deste trabalho se encontra o estudo da equagao DNLS utilizando
um sistema baseado em métodos espectrais para analise numérica, assim como um
modelo de truncagem de trés ondas como uma aproximacao analitica, considerando os
efeitos de difusao e excitacao. Os resultados mostram a existéncia de solucoes variadas,
com pontos fixos estaveis para grandes niveis de difusdo e uma dinadmica complexa com
atratores cadticos, intermiténcia e crises para pequeno amortecimento. Por outro lado,
a comparacao entre os resultados numéricos e o modelo de truncagem indica que o
nivel de difusao do sistema determina a gama de aplicabilidade do segundo método,
que apenas € valido para grandes coeficientes de amortecimento.

A segunda parte da pesquisa emerge da andlise do fendmeno da intermiténcia que
é registrado nas solugoes dinamicas da DNLS, que tem uma série de caracteristicas
que nao permitem a utilizagao de técnicas tradicionais. Deste modo, a adaptacao de
uma teoria recentemente desenvolvida para o calculo da densidade de probabilidade
de reinjecao (RPD) é proposta, e a identificacdo subsequente das outras propriedades
estatisticas se da. Este estudo permite, além da efetiva aplicacdo ao caso especifico
da equagao DNLS, obter algumas conclusoes adicionais sobre o fenomeno geral da

intermiténcia do tipo I.
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Capitulo 1

Introduccion

En la primera mitad del siglo pasado se descubrié que, a diferencia de lo que ocurre en con-
ductores rigidos, ondas electromagnéticas de baja frecuencia son capaces de propagarse en fluidos
conductores tales como plasmas. Hannes Alfvén en 1942 investigd las propiedades de los plasmas
asumiendo a éstos como un fluido incompresible, magnetizado y altamente conductor (Alfvén,
1942). Alli encontré que en estos fluidos surge un modo caracteristico de ondas que se propagan
en la direccién del campo magnético, las cuales se conocen actualmente como Ondas de Alfvén,
cuya existencia fue verificada posteriormente por Lundquist (1949) de manera experimental. La
importancia del descubrimiento de Alfvén fue rdpidamente detectada y el caso de plasmas compre-
sibles, el cual conduce a las ondas magnetosoénicas rdpida y lenta ademés de las ondas de Alfvén,

fue tratado por Herlofsen (1950).

Existen diversos modelos para estudiar el comportamiento de un plasma. Desde el punto de vista
microscépico, un andlisis basado en la ecuacién de Lorentz y las ecuaciones de Maxwell permite
determinar el comportamiento individual de cada particula, pero aunque este esquema resulta
sencillo de entender conceptualmente, en general no es posible implementar una metodologia en
ese sentido ya que que el nimero de particulas suele ser extremadamente grande. Por este motivo se
han desarrollado técnicas como la teoria cinética que emplean aproximaciones estadisticas sobre un
gran numero de particulas individuales. Este enfoque permite desarrollar modelos para el estudio
del plasma desde un punto de vista macroscopico, ya que el mismo no se dirige al comportamiento

individual de cada particula sino que se focaliza sobre las propiedades colectivas.

Las ecuaciones de la magnetohidrodindmica (MHD) surgen de considerar que el plasma se

comporta como un fluido conductor. Con ellas es posible determinar los modos caracteristicos de
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propagacion de ondas, es decir las ondas magnetosénicas rapida y lenta y las ondas de Alfvén. Sin
embargo, cuando los fenémenos en estudio ameritan que se consideren frecuencias del orden de la
frecuencia de ciclotrén i6nica o las longitudes de interés son del orden de la llamada longitud inercial
iénica, las ecuaciones MHD ya no resultan apropiadas. En esos casos es necesario incorporar al
modelo los efectos de considerar una frecuencia de ciclotrén idnica finita, extendiendo asi el rango
de aplicacion de las ecuaciones. La incorporacién de estos efectos se denomina usualmente como el
“efecto Hall”, el cual surge explicitamente en la ecuaciéon de inducciéon magnética de las ecuaciones
MHD. A este modelo se lo conoce como el modelo MHD-Hall, aunque algunos autores se refieren
a éste como el modelo MHD en el rango dispersivo (Mjolhus y Hada, 1997).

En el modelo MHD-Hall, si bien los modos magnetosénicos y de Alfvén pueden atin diferenciar-
se, se produce entre ellos un acoplamiento que genera que estos modos sean dispersivos, situacién
que constituye la principal diferencia con las ondas correspondientes al modelo MHD convencio-
nal. Ademas, para el caso de propagacién paralela (o casi paralela) al campo magnético ambiente
ocurre la degeneracion de las ondas, el modo de Alfvén se desacopla de los modos magnetosénicos
y experimenta una resonancia a la frecuencia de ciclotrén idnica cuando las ondas son polarizadas
a izquierda. En plasmas uniformes inmersos en un campo magnético ambiente también uniforme
se determiné que ondas de Alfvén no lineales pueden propagarse paralelas a la direccion del campo

yva que el efecto Hall constituye el término dispersivo que permite balancear las no linealidades.

1.1. Aspectos generales

Las ondas de Alfvén son un rasgo caracteristico en plasmas magnetizados. Tanto en plasmas
espaciales como en plasmas de laboratorio, ondas de Alfvén de amplitud finita son excitadas por
numerosas fuentes: haces de particulas cargadas, parametros del plasma ambiente no uniformes,
ondas electromagnéticas y electrostaticas (Shukla y Stenflo, 1999). El entendimiento de las propie-
dades no lineales de las ondas de Alfvén dispersivas es un requisito indispensable para interpretar
correctamente las numerosas observaciones de ondas electromagnéticas de baja frecuencia en plas-
mas espaciales. Se han observado ondas de Alfvén de larga amplitud acompanando al viento solar
(Smith et al., 1995), ademads se cree que son responsables del calentamiento turbulento de las coro-
nas estelares (Pettini et al., 1985), de fenémenos relacionados con la generacién de viento estelar y
de chorros extragalacticos (Jetenco-Pereira, 1995), e incluso se han registrado fluctuaciones de larga

amplitud en la magnetodsfera de la Tierra con periodos de onda del orden del periodo de ciclotron
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del protén local (Tsurutani et al., 1985), entre otros fenémenos. Este tipo de situaciones demues-
tran que en ocasiones el efecto de la frecuencia de ciclotrén iénica finita no puede despreciarse y

debe ser incorporado.

Ademsds de los fenémenos observacionales existen posibles aplicaciones en ingenieria aeroespa-
cial relacionadas con las ondas de Alfvén. La interacciéon de amarras espaciales electrodindamicas
(tethers) con la iondsfera de la Tierra y el campo magnético ambiente, més alld de la generacién de
ondas electromagnéticas (Dobrowolny y Melchioni, 1993), puede ser utilizada para la produccién
de potencia eléctrica y propulsién, generacién de auroras boreales artificiales (Sanmartin et al.,
2006) o mitigacién de basura espacial (Ahedo y Sanmartin, 2002). La emisién de ondas de Alfvén
debida a la presencia de un elemento conductor como la amarra espacial se produce en forma de
estructuras denominadas Alas de Alfvén. El estudio de estas estructuras puede abordarse diferen-
ciando las regiones cercanas al cuerpo (campo préximo) de las alejadas (campo lejano). Para el
caso del campo lejano un anélisis lineal puede resultar suficiente (Sanmartin y Estes, 1997), pero
en las cercanias del elemento existen diversos fenémenos que obligan a un estudio mas detallado,

ya que se esperan ondas de mayor intensidad con efectos no lineales méas importantes.

No linealidades débiles de las ondas dispersivas en el modelo MHD-Hall pueden estudiarse
mediante la aplicacién de la teoria de perturbaciones (Cramer, 2001). Mediante ese estudio y
otras técnicas se demostré que los modos magnetosénicos obedecen a la ecuacién Korteweg-de
Vries (KdV) cuando los dngulos de propagacién son suficientemente grandes (Morton, 1964; Kever
y Morikawa, 1969; Kakutani et al., 1968), mientras que el modo de Alfvén estd representado
por la ecuacion KdV modificada. Para propagacién paralela o casi paralela al campo magnético
ambiente, las ondas MHD se degeneran y, si la velocidad de Alfvén es significativamente mayor
que la velocidad del sonido, sélo el modo de Alfvén y el magnetosénico rapido son degenerados,
pudiendo describirse mediante la ecuacién Derivada No Lineal de Schrédinger (DNLS) (Rogister,

1971; Mjolhus, 1976; Mio et al., 1976, entre otros).

La ecuaciéon DNLS tiene la capacidad de describir la propagacién paralela o casi paralela al
campo magnético ambiente de ondas de Alfvén de amplitud finita circularmente polarizadas cuando
la relacién entre la presién cinética y la presién magnética del plasma (pardmetro () es distinta de
la unidad. Actualmente se conoce una gran cantidad de soluciones exactas de la DNLS (Belashov
y Vladimirov, 2005), ademds esta ecuacién ha sido estudiada por técnicas alternativas como ser la

integracion numérica (Spangler et al., 1985; Dawson y Fontan, 1988) y la reduccién a un sistema
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de ecuaciones diferenciales ordinarias suponiendo ondas viajeras estacionarias (Hada et al., 1990) o
utilizando un nimero finito de modos (Sanmartin et al., 2004; Elaskar et al., 2006; Sanchez-Arriaga
et al., 2007). Adem4s la ecuacién DNLS ha sido modificada para incluir efectos cinéticos (ecuacién
KDNLS) (Mjolhus y Wyller, 1988), y también para considerar el caso donde el modo actstico se
acopla a los modos magnéticos (ecuacién TDNLS para 5 ~ 1) (Hada, 1993).

El estudio de la ecuacién DNLS se encuentra justificado en el hecho de que esto permitiria
comprender las propiedades de las ondas de Alfvén, mas alld de la utilidad que pueda tener la des-
cripcion de la propagacién de ondas en amarras electrodindmicas para aplicaciones aeroespaciales.
Ademads, desde el punto de vista matematico, la ecuacién DNLS tiene una importancia tedrica

relevante.

1.2. Contenido de la investigacion

El presente trabajo puede dividirse en dos partes principales, la primera correspondiente al
andlisis de la ecuaciéon DNLS propiamente dicho, donde se comparan resultados numéricos y apro-
ximaciones analiticas para conocer las limitaciones de cada uno de los métodos. Por otro lado, a
partir de estos resultados surge el andlisis posterior que comprende el estudio de los atractores
cadticos de la ecuacion DNLS y la proposicién de nuevas técnicas para la caracterizacion de la

intermitencia.

1.2.1. Estudio de la ecuacion DNLS

La investigacion desarrollada en este trabajo tiene como objetivo primario el estudio de la ecua-
cién DNLS unidimensional con condiciones de contorno periddicas, para describir la propagacion
paralela (o casi paralela) al campo magnético ambiente de ondas de Alfvén de amplitud finita
circularmente polarizadas. La suposiciéon de condiciones de contorno periddicas se fundamenta en
el hecho de que la ecuacion DNLS, al igual que las ecuaciones tipo KdV, admiten que este tipo
de condiciones sean utilizadas cuando las condiciones iniciales son periddicas (Drazin y Johnson,
1989). Por lo tanto, teniendo en cuenta que para los problemas en estudio el campo magnético en
general tiene una caracteristica oscilatoria, es usual considerar este tipo de condiciones (Belashov y
Vladimirov, 2005). Esta propiedad favorece la utilizacién de esquemas numéricos de métodos espec-
trales basados en expansiones en series de Fourier para la resolucién de las derivadas espaciales, ya

que los mismos satisfacen de manera automaética las condiciones de contorno periddicas; mientras
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que el avance en el tiempo puede tratarse explicitamente a través de un esquema de Runge-Kutta-
Fehlberg de cuarto orden. Ademaés del andlisis numérico también se utiliza un método analitico

aproximado que consiste en un modelo de truncamiento a tres ondas.

Para la validacién del esquema numérico propuesto se estudia primeramente la ecuacién DNLS
sin efectos difusivos, con el término no lineal y el dispersivo, considerando plasmas frios con ondas
polarizadas a izquierda y derecha. Bajo esa situacién y con una condicién inicial de una onda es
posible determinar condiciones analiticas de estabilidad modular (Fla, 1992), las cuales deben ser
satisfechas por el método numérico. Posteriormente, en base a los resultados obtenidos previamente,
se evalta el caso con condicién inicial de tres ondas que cumplen la condiciéon de resonancia 2k =
k1 + ko, donde kg, k1 v k2 son los nimeros de onda de las ondas iniciales. El objetivo del andlisis es
determinar como influyen los diferentes parametros que intervienen en la simulacion y establecer
el paso de tiempo y la minima cantidad de puntos a utilizar en la discretizacion. Estos valores se
obtienen considerando que las simulaciones deben verificar la estabilidad de ondas polarizadas a

derecha independientemente de los pardmetros iniciales utilizados (Buti et al., 2000).

El segundo analisis corresponde al estudio de la ecuacion DNLS con efectos difusivos, con el
término no lineal y el dispersivo, considerando plasmas frios con ondas polarizadas a izquierda y
utilizando como condicién inicial una configuracién de tres ondas cerca de resonancia, con un modo
inestable (linealmente excitado) y los restantes amortiguados. El modelo planteado de esa manera
podria emplearse para describir la propagacion de ondas de Alfvén en amarras espaciales electrodi-
namicas (Sanchez-Arriaga, 2009). El modo inestable es fruto de la interaccién paramétrica con las
amarras mientras que los modos estables extraen energia del sistema a través de algiin mecanismo
disipativo (en estas simulaciones se utiliza el modelo de amortiguamiento resistivo). El objetivo
del estudio bajo las condiciones mencionadas consiste en evaluar cémo se produce la transferencia
de energia entre los distintos modos para una serie de atractores que se obtienen numéricamente,
comparando los resultados con aquellos hallados mediante técnicas de truncamiento a tres ondas

(Sanchez-Arriaga et al., 2009).

En las simulaciones de la ecuacién DNLS con efectos difusivos se obtienen dos tipos de re-
sultados desde el punto de vista de la dindmica, los cuales dependen del nivel de disipacion del
sistema. Para coeficientes de amortiguamiento relativamente grandes las soluciones son del tipo
de puntos fijos (soluciones estacionarias). Por el contrario, para coeficientes de amortiguamiento

pequenos, aparecen soluciones dinamicas complejas que presentan atractores cadticos con procesos
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de intermitencia y crisis. Los resultados del segundo caso son los que motivan la segunda parte de

la investigacion.

1.2.2. Caracterizacion de la intermitencia

Del anélisis de las soluciones dindmicas de la ecuacién DNLS probablemente surge el mayor
aporte de la presente investigaciéon. Como se dijo anteriormente, entre las caracteristicas de es-
tas soluciones se observa la presencia de fendmenos de intermitencia en los atractores cadticos
encontrados.

La intermitencia es una de las rutas conocidas hacia caos deterministico. En este tipo de
fenémeno, el desarrollo de soluciones regulares se ve abruptamente interrumpido ante un minimo
cambio en un parametro de control, dando lugar a soluciones que alternan periodos aparentemente
regulares de cierta duracién (fases laminares) con explosiones caéticas cortas a intervalos irregulares
de tiempo. Para la caracterizacion estadistica del fenémeno interesa conocer fundamentalmente cudl
es la probabilidad de que una fase laminar tenga una duracién determinada.

La intermitencia puede clasificarse principalmente en tres tipos (I, IT y IIT) de acuerdo a la forma
del mapa de Poincaré local (Manneville y Pomeau, 1979) o més precisamente, segtn el valor de los
multiplicadores de Floquet o los valores propios del mapa local (Nayfeh y Balachandran, 1995). La
principal propiedad estadistica de la intermitencia es la densidad de probabilidad de las longitudes
laminares, la cual establece la probabilidad de duracién de las fases laminares. Para establecer
esta propiedad es necesario conocer de qué manera se distribuyen las trayectorias que devuelven o
“reinyectan” las drbitas a la regién laminar. Esta propiedad se representa en la llamada Densidad
de Probabilidad de Reinyecciéon (RPD), cuya correcta determinacién es de crucial importancia para
la correcta evaluacién de las demés propiedades.

La obtencién directa de la RPD a través de los datos numéricos es muchas veces dificultosa o
imposible de aplicar debido a la gran cantidad de datos que se necesitan para un calculo estadistico
adecuado. Por otro lado, la determinacién analitica en general no es posible sobre todo cuando los
resultados provienen de procesos experimentales cuyas ecuaciones de gobierno no son conocidas o
de simulaciones numéricas que presentan ruido. Ademads, en las pocas situaciones donde es posible
determinar analiticamente la RPD, estas soluciones sélo son validas para ese problema particular.
Por estos motivos, una metodologia tradicionalmente utilizada consiste en imponer modelos simpli-

ficados para la RPD, en la cual la distribucién de probabilidad uniforme, independiente del punto
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de reinyeccion, es la més difundida (Dubois et al., 1983; Pikovsky, 1983; Cho et al., 2002; Malasoma
et al., 2004, entre otros). Otros autores propusieron modelos un poco mas generales consistentes en
funciones mondtonamente decrecientes cuyos comportamientos extremos son la distribuciéon uni-
forme y la reinyeccién concentrada en el extremo izquierdo del intervalo laminar (Kim et al., 1994;
Kwon et al., 1996). Sin embargo, estas nuevas definiciones no producen un cambio cualitativo en la
densidad de probabilidad de las longitudes laminares y en consecuencia ain se emplea la definiciéon
clésica de dicha funcién (Schuster y Just, 2005; Klimaszewska y Zebrowski, 2009).

Naturalmente, cuando se presentan resultados méas complejos no es posible utilizar modelos tan
simplificados, por lo cual existen actualmente métodos alternativos recientemente propuestos para
la representacion de la RPD. En estos métodos se utilizan aproximaciones basadas en cantidades
relacionadas a los datos numéricos que minimizan los efectos de las fluctuaciones, permitiendo
obtener una expresién analitica de la RPD de una manera mas general (del Rio y Elaskar, 2010;
Elaskar et al., 2011; del Rio et al., 2014). Estos métodos han mostrado reproducir correctamente
la densidad de probabilidad en los tres casos principales de intermitencia (I, IT y IIT). Sin embargo
durante esta investigacién quedé demostrado que incluso esta nueva técnica presenta limitaciones
para modelar la RPD en intermitencia tipo I cuando el problema presenta ciertas particularidades.

En vista de lo anterior, en la segunda parte del trabajo se proponen adaptaciones a esta
metodologia para permitir su aplicacién en la representacién de la RPD, no sélo en el caso especifico
de la ecuacién DNLS sino también en situaciones generales donde la RPD presenta discontinuidades
y formas arbitrarias. Los resultados de este andlisis permiten en primer término extender algunas
de las conclusiones méas importantes referidas al fenémeno general de intermitencia tipo I. Por
otro lado, mediante la aplicacion de esta técnica se obtienen nuevas conclusiones para el caso de
presencia de ruido en intermitencia tipo I. Finalmente, la caracterizacién de la intermitencia en las
soluciones de la ecuacién DNLS muestra que esta metodologia constituye una herramienta eficaz

para la representacién de la RPD ya sea en mapas o sistemas dindmicos continuos.

1.3. Organizacién de la Tesis

Como se dijo anteriormente, el presente trabajo puede dividirse en dos partes principales: la
primera de ellas, correspondiente a la busqueda de soluciones de la ecuacién DNLS, abarca desde el
Capitulo 2 al Capitulo 5, mientras que la segunda parte donde se presenta el anélisis del fenémeno

de intermitencia tipo I comprende los Capitulos 6 y 7. A continuacién se detallan los contenidos
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mas importantes de cada capitulo.

En el Capitulo 2 se hace una introduccion de los principales conceptos de la fisica de plasmas
para luego presentar los fundamentos de la Magnetohidrodindmica, destacando las consecuencias
de considerar el efecto Hall en la ecuacion de inducciéon magnética, especialmente en lo referente a
los modos de propagacién de ondas.

En el Capitulo 3 se presenta la derivaciéon formal de la ecuacion DNLS partiendo de las ecua-
ciones de la MHD con efecto Hall. Luego se detallan las caracteristicas principales de esta ecuacién
y se realiza un resumen de los trabajos mas importantes referidos a la misma.

En el Capitulo 4 se muestra la propuesta de resolucién de la ecuacion DNLS mediante métodos
espectrales. En primer término se presentan los fundamentos principales de los métodos espectrales
basados en expansiones en series de Fourier y su implementacién para la solucién de la ecuacién
DNLS. Posteriormente se realiza la validacién del cédigo numérico a través de la verificacion de
las condiciones analiticas de estabilidad modular para el caso de la DNLS no difusiva.

En el Capitulo 5 se presentan los resultados de las simulaciones numéricas obtenidos para la
ecuacion DNLS con efectos difusivos y un modo linealmente excitado, comparando los mismos con
los correspondientes a los del modelo de truncamiento a tres ondas. En la primera parte del capitulo
se muestran las soluciones estacionarias (puntos fijos) y en la segunda los atractores caéticos.

En el Capitulo 6 se desarrollan los conceptos referidos al fenémeno de intermitencia I destacando
las limitaciones de las metodologias actuales para la caracterizacién del proceso. Seguidamente se
presenta la propuesta desarrollada en esta investigaciéon para dicha caracterizacion y se muestran
los resultados de la misma sobre un mapa teérico ampliamente utilizado. Finalmente se incorpora
al andlisis el efecto del ruido.

En el Capitulo 7 se muestran los resultados de las propiedades estadisticas en la intermitencia
presente en los atractores cadticos de la ecuacion DNLS. Ademas se extiende la aplicacion a otros
atractores cadticos que aparecen en el modelo de truncamiento de la DNLS cuando se utiliza
amortiguamiento de Landau (disipacién lineal).

En el Capitulo 8 se presenta la discusion de resultados y se detallan las principales conclusiones

del trabajo. Finalmente se detallan posibles trabajos futuros surgidos de esta investigacion.




Capitulo 2

Los Plasmas y sus Propiedades

En este capitulo se presentan los conceptos béasicos para el estudio de los plasmas, destacando
sus propiedades y los diferentes modelos que existen para describir su comportamiento. En primer
término se introducen los conceptos fundamentales referidos al estudio de los plasmas, para luego
presentar formalmente las ecuaciones de la Magnetohidrodindmica (MHD), explicitando las hipé-
tesis y simplificaciones que definen sus limitaciones. Seguidamente se describen los distintos modos
de propagacién de ondas presentes en este modelo para finalmente mostrar las consecuencias de

considerar el efecto Hall en la ecuacién de induccién magnética.

2.1. Conceptos Basicos

Un plasma es un medio relativamente complejo consistente en un fluido formado por un gran
nimero de iones, electrones y particulas neutras, el cual esta sujeto a fuerzas eléctricas y magné-
ticas, ademads de las fuerzas cldsicas que acttian sobre los fluidos convencionales. La caracteristica
fundamental de un plasma es el hecho de que las particulas cargadas exhiben un comportamiento
colectivo debido a la accién de largo alcance de las fuerzas de Coulomb, lo cual implica que no
puede definirse como plasma a cualquier gas ionizado, sino que necesariamente el efecto colectivo

debe predominar por sobre la interaccion debida a las colisiones interparticulas.

2.1.1. Frecuencia del plasma y Longitud de Debye

Una de las propiedades fundamentales de un plasma es la tendencia del mismo a permanecer
eléctricamente neutro. Esta propiedad se manifiesta frente a cualquier cambio en la neutralidad

local de una regién del plasma que se produce por la separacion de cargas. Bajo esa situacion se
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generan campos eléctricos que actian sobre las particulas cargadas para devolverlas a su posicién
original y, debido a la inercia de las mismas, se produce una oscilacién alrededor de la posicién
inicial a una frecuencia generalmente muy elevada. Este comportamiento permite asumir una cuasi
neutralidad del plasma siempre que los tiempos de interés sean mucho mayores que el periodo de

la oscilacién.

La frecuencia de esta oscilacion se conoce como frecuencia del plasma, y existe una frecuencia

para cada especie que conforma el plasma (e: electrones; i: iones):

2\ /2
Wpe,i = (ne,ze ) ) (2.1)

donde n. ; es la densidad de particulas de la especie, e es la carga del electrén (se consideran iones

de carga +e), me,; es la masa del electron (ion) y €¢ es la permitividad eléctrica en el vacio.

En la Ec. (2.1) se observa que la frecuencia de plasma de los electrones es mucho mayor que la
de los iones, ya que m, < m;. Por otro lado, como el plasma es globalmente neutro y se considera

que los iones son de carga +e resulta n, ~ n; =~ n.

Para establecer la escala de longitud se utiliza la distancia recorrida por una particula en un

tiempo correspondiente a un periodo de oscilacion wp_el. Para definir esta longitud se hace uso de

la velocidad térmica de las particulas dada por:

1/2
Vtesi = <2T*’”> (2.2)

meﬂ'

donde T es la temperatura y  la constante de Boltzmann. Con esta ecuacion resulta:

ne?

T\ /2
Ap = Ute,i Wp_elﬂ' = <€0K ) . (23)

El parametro Ap es conocido como longitud de Debye y puede pensarse como la minima longitud
a la cual la cuasi neutralidad del plasma no es violada por las fluctuaciones espontineas del mismo.
Con este valor y la frecuencia del plasma quedan definidas las escalas de longitud y tiempo para

las cuales los fenémenos pueden describirse dentro de la teoria de plasmas:

-1
U> wpe

(2.4)
L> \p.

10
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Ademsds de estas dos condiciones, una tercera restriccién es requerida para asegurar que el
comportamiento colectivo de las particulas prevalece por sobre las interacciones debidas a las

colisiones, esto es

v < Wpe, (2.5)

siendo v la frecuencia de colisiones.

2.1.2. Movimiento de particulas individuales

Una de las razones que hace que los plasmas sean particularmente dificiles de estudiar se debe
a que la densidad de los mismos se encuentra dentro de un rango intermedio. El anélisis de fluidos
densos no requiere que los movimientos individuales de las moléculas sean tenidos en cuenta, ya
que en este caso las colisiones dominan el comportamiento. Sin embargo, un plasma en ocasiones
se comporta como una coleccién de particulas individuales y por lo tanto es necesario considerar
el movimiento de particulas cargadas individuales en presencia de campos eléctricos y magnéticos
externos.

Para el andlisis del movimiento de las particulas individuales se utiliza esencialmente la segunda

ley de Newton en términos de la fuerza debida al campo eléctrico y la fuerza de Lorentz:

dv

mazq(E—i—va),

siendo m la masa de la particula, v su velocidad, g su carga eléctrica, E el campo eléctrico y B el

campo magnético, los cuales estan dados en acuerdo con las ecuaciones de Maxwell:

0B
VXE=—-—— (Faraday),
ot 1 0E
V x B = puoqv+ ——- (Ampere),
. c* ot (2.6)
V-E=— (Poisson),
€0
V-B =0, (ausencia de monopolos magnéticos),

siendo jio la permeabilidad magnética del vacio y ¢ la velocidad de la luz, con ¢ = (Eguo)il.
Suponiendo que el campo eléctrico es nulo y el campo magnético es uniforme y constante en
el tiempo, se obtiene que las particulas cargadas presentan un movimiento circular en un plano

normal a las lineas de campo el cual se denomina movimiento de ciclotrén, cuya frecuencia de

11
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rotacion es llamada frecuencia de ciclotrén (o girofrecuencia) y estd dada por la intensidad del
campo magnético, la carga de la particula y su masa. Para electrones y iones de carga +e esta

frecuencia es

Qe = —. (2.7)

Las frecuencias de ciclotron constituyen los limites de las escalas temporales para los cuales el
efecto de este movimiento debe ser tenido en cuenta, mientras que el radio de giro determina el
limite de la escala espacial. Por otro lado, siendo m. < m; resulta Q. > €; y el radio de giro es

mucho mayor para el caso de los iones.

2.2. El Modelo MHD-Hall

Existen diferentes formas para describir el comportamiento de un plasma. Probablemente la
manera mas precisa de realizar este estudio es conocer los valores iniciales de posicién y velocidad de
cada particula y de los campos eléctrico y magnético en cada punto del dominio, para luego resolver
las ecuaciones de movimiento del sistema junto con las ecuaciones de Maxwell. Sin embargo, esta
descripcién microscopica en general resulta imposible de implementar ya que el nimero total de
particulas es extremadamente grande.

Por otro lado, la teoria cinética utiliza para el andlisis una aproximacién estadistica. En este caso
la informacion individual de cada particula se pierde, pero lo relevante al comportamiento colectivo
del plasma es conservado y se expresa en términos de funciones de distribucion dependientes del
tiempo f,(r,v,t) para cada especie a = e, (electrones y iones). El niimero probable de particulas
de la especie « en el elemento de volumen de seis dimensiones d*r d®v centrado en r, v serd entonces
fal(r,v,t) d3r d®v. La variacién en el tiempo de estas funciones de distribucién estd determinada

por la ecuacién de Boltzmann para cada especie:

Afo _ O\ Ofa | 4o Ofa _
G = o +v 8r+ma(E+VXB) av_C“‘ (2.8)

Aqui, el término C indica el cambio de la funcién de distribucién debido a las interacciones de
corto alcance entre dos particulas, es decir el efecto de las colisiones. Al despreciar el término de
colisiones (C = 0) se obtiene la llamada ecuacién de Vlasov.

El procedimiento para determinar ecuaciones macroscopicas que no involucren detalles del es-

12
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pacio de velocidades consiste en expandir en un numero finito de momentos de la ecuacién de
Boltzmann, obtenidos al multiplicar las funciones de distribucion por potencias de v y luego inte-
grando sobre el espacio de velocidades. El momento cero esta relacionado al niimero de particulas

por unidad de volumen n,(r,t), mientras que el primer momento se asocia a la velocidad promedio

ne(r,t) = /fa(r,v,t) d3v,
1

(2.9)
/ Vfa(r,v,t) &

Na(r,t)

Con las expresiones anteriores, el momento cero y el primer momento de la ecuacién de Boltz-

mann (2.8) pueden escribirse como:

Ona
% + V- (nquy) =0, (2.10)
% (Pamalg) + V- (namq (VV),) — Naga (E+uq x B) = /Camav dv, (2.11)

donde la primera ecuacién es la de conservacién de la masa y la segunda la conservacién de la
cantidad de movimiento.

Para alcanzar un enfoque totalmente macroscépico es necesario separar los efectos de las fluc-
tuaciones térmicas del comportamiento colectivo. Esto se logra definiendo una velocidad aleatoria

V4 de la particula con respecto a la velocidad promedio u:
Vo = Vo — Ugq, donde (v,) = 0. (2.12)

De esta manera, la parte aleatoria del término (vv), en la ecuacién de conservacién de la

cantidad de movimiento, Ec. (2.11), resulta en el tensor de presién definido como:
NaMe <‘7a{"o¢> == Hoz + PaI (213)

donde la parte isotrépica (presién escalar p,) estd directamente relacionada con la temperatura
(Pa o <172>), y el tensor 11, es la contribucién debida a la anisotropia de la funcién de distribucion.
Finalmente la Ec. (2.11) resulta:

1
NaMe (gt +ugy - V) Uy = Nafa (E + —uy X B) -V -1, —Vps+C (2.14)
c

13
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donde las consideraciones sobre el término de colisiones C se realizan mas adelante.

La validez de esta aproximacién exige la verificacién de una serie de suposiciones. En primer
lugar se asume que la temperatura es lo suficientemente alta como para garantizar la ionizacién total
del plasma, tal que no se produzcan procesos de recombinacién e intercambio de cargas. Por otro
lado se considera que el nimero de particulas de cada especie es constante, es decir que no existen
reacciones nucleares. A pesar de estas restricciones, atin con una fraccién relativamente grande de
particulas neutras todavia puede demostrarse la supremacia de los procesos magnetohidrodindmicos

frente a los demds fenémenos (Goedbloed y Poedts, 2004).

2.2.1. La aproximacién Magnetohidrodinamica

Las ecuaciones de la MHD se obtienen al suponer inicialmente que el plasma estd compuesto por
dos especies, iones y electrones cuyos comportamientos estan acoplados a través de la transferencia
de cantidad de movimiento debida a las colisiones entre particulas y las ecuaciones de Maxwell.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.6), (2.10) y (2.14) resulta:

Ong,

B + V- (nquy) =0, (2.15)
NaMe ((‘?t +ug - V) Uy = Nofa (E+uy xB) =V - 11, — Vp, +C, (2.16)
1
V-E= o (Nege + 1:qi) (2.17)
0
1 OE
VxB= 2ot + 110 (Negete + nigia;) . (2.18)

Combinando la densidad y velocidad de los iones y electrones surgen ecuaciones cuyas variables
son la densidad de masa total p, la velocidad del centro de masa u, la densidad de corriente eléctrica

j v la densidad de carga eléctrica p.:

P = NeMe + Nymy, (2.19)

NeMeUe + N;MU;
u= Ay, (2.20)

NeMe + MN;My;

j = NeGele + Niq0; = € (n’iui - neue) s (221)

Pec = NeGe +Niq; = € (nl - ne) y (222)

donde se ha considerado que los iones son particulas de carga eléctrica +e. Estas ecuaciones junto

14
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a las Ecs. (2.15) a (2.18) conducen al siguiente conjunto de ecuaciones (Krall y Trivelpiece, 1973):

0

5%4-v-(pu)zcx (2.23)

pe .

£_+VJ:0 (2.24)
0

9j

ALV i+ ju-uup) =

ot
Ne + n;) €2 e /1 1
(60E+<—%>’9uxB+ (2.26)
Me + My c \Me M;) Me+my;

; 1
_ e<me+mz> ij—€V-<TneHi—He>+C.
c\m; Me/) Me+m; Me my

donde, en la ecuacién (2.25) se ha incorporado al tensor IT la presién electrénica p. y la presién
i6nica p;.

Las Ecs. (2.23) a (2.26) constituyen el conjunto de ecuaciones para fluido simple o mono fluido,
donde la ecuacién de cierre del sistema es la ecuacion de estado del gas que relaciona la presion y
la densidad. La Ec. (2.26) es llamada la Ley de Ohm generalizada, ya que relaciona la densidad de
corriente j con el campo eléctrico E. El término de colisiones C normalmente se estima mediante

una aproximacién lineal:
C~vj.

donde v es un promedio de la frecuencia de colisiones, en base al cual pueden definirse la resistividad

1 vy la conductividad o

1
y = Lme P (2.27)
U

)
Ne €2

de manera que la Ec. (2.26) se reduzca a la Ley de Ohm E = 7j en el limite B = 0, estédtico y con
presién uniforme (Krall y Trivelpiece, 1973).

A continuacion se realiza una serie de simplificaciones e hipétesis que conducen a la forma final
de las ecuaciones MHD que se utiliza habitualmente. Se debe tener en cuenta que las simplifica-

ciones que se efectian definen el rango de validez del modelo.

Cuasineutralidad p.. =~ p¢;: la mayor simplificacién se logra al asumir que la densidad de carga

se anula (p. = 0). Esto conduce a que n, = n; = n, ya que previamente se asumié que

15
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los iones son particulas de carga +e. Esta suposicién exige que la escala de referencia debe
cumplir L > Ap, lo cual es también una de las restricciones dadas en la expresién (2.4) para
que un fenémeno pueda ser descrito dentro de la teoria de plasmas. Otro resultado que se

desprende de esta hipdtesis arroja V - j = 0 cuando p. = 0, segin se deduce de la Ec. (2.24).

Masa del electrén despreciable m. < m;: una simplificacién trivial es despreciar los términos
me/m; < 1. Por otro lado, esto lleva ademads a que, considerando la Ec. (2.19), la densidad

de masa resulta p = n;m;

Efectos viscosos despreciables V - 1I, = Vp,: esta hipotesis es estrictamente véalida cuando
las colisiones interparticulas son suficientemente frecuentes, lo cual en principio exige que
la frecuencia de colisiones sea mayor que la correspondiente frecuencia de ciclotrén. Sin
embargo, esta simplificacion es utilizada para el estudio de plasmas casi no colisionales donde
la condicién anterior no se cumple, ya que los resultados concuerdan con los experimentos a
pesar de la falta de fundamento para la aplicacién de esta aproximacién (Krall y Trivelpiece,

1973; Boyd y Sanderson, 2003).

Pequenas perturbaciones en la velocidad: si se considera un marco de referencia en el cual
la velocidad no perturbada es nula, para perturbaciones suficientemente pequenas es posi-
ble despreciar los términos cuadréticos en u, simplificando de esa manera la Ley de Ohm

generalizada, Ec. (2.26).

Velocidades del plasma no relativistas 1y < c: esta suposicién permite despreciar el término
de la corriente de desplazamiento (1/c?)(0E/0t) en la ecuaciéon de Ampere. Esto implica
suponer que los procesos estudiados son lentos quedando excluidas, por ejemplo, las ondas
electromagnéticas que necesitan de este término para ser obtenidas. Con esta simplificacion la

densidad de corriente se obtiene inicamente en términos del campo magnético (upj = V xB).

Eliminacién del término 0j/0t en la Ley de Ohm generalizada: la posibilidad de realizar
esta simplificacién surge de la hipétesis de cuasi neutralidad, ya que segin esta suposicién se

puede escribir

y este término es pequeno cuando los electrones y los iones se desplazan en conjunto. Si
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ademds se considera la Ec. (2.18), un argumento dimensional permite despreciar 9j/0t frente

al término en E para frecuencias mucho menores que la frecuencia de plasma (w < wpe).

Eliminacién de la presién electrénica: esta es una simplificacién no trivial, la misma puede
realizarse para el caso de plasmas frios en escalas que cumplen LV, > k (Te/m.), donde V}
es una velocidad de referencia, T; la temperatura electronica y €. la frecuencia de ciclotrén

del electrén dada en la Ec. (2.7).

Resistividad despreciable n = 0: cuando se elimina el término resistivo se habla de MHD ideal.
Esta simplificacién permite reducir la expresién de la Ley de Ohm, siendo valida para niimeros

de Reynolds magnético suficientemente grandes (Ryr = poLVp/n > 1).

Con estas simplificaciones, considerando que la permitividad eléctrica y la permeabilidad mag-

nética son uniformes, con las Ecs. (2.23) a (2.26) se obtiene:

dp B

5tV () =0, (2.28)
p<5t+u~v>u:—Vp+j><B, (2.29)
at—Vx(uxB)—uoer[p(VxB)xB], (2.30)
V-B=0, (2.31)

que son las ecuaciones de la MHD-Hall ideal, cuyas ecuaciones de cierre son:

1
j= VB, (2.32)

y la ecuacién de estado del gas, que en general estd dada por una ley politréopica del tipo

poxp’, (2.33)

siendo + el coeficiente politrépico.

2.2.2. El efecto Hall

El efecto Hall esta asociado con el movimiento de ciclotrén de los iones, y resulta de considerar

un radio de Larmor finito (Cramer, 2001). El mismo aparece explicitamente en el segundo término
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del miembro derecho de la Ec. (2.30). Teniendo en cuenta la expresién que define la frecuencia de

ciclotrén i6nica §2;, Ec. (2.7), la Ec. (2.30) puede escribirse como:

0B B
o2 _ B) —
5 V X (u x B) o,

V x E (V xB) x B] . (2.34)

donde B = |B]| es el médulo del campo magnético.

En la Ec. (2.34) puede observarse que el término de Hall es de orden B/;. Por otro lado, si
se introduce la llamada longitud inercial iénica del plasma dada por la relacién entre la velocidad
de la luz c y la frecuencia iénica del plasma wy;:

c " 1/2
m:':< Z) , (2.35)

pone?

donde fue utilizada la relacién ¢ = (so,uo)_l, se deduce que el término de Hall también es propor-
cional a l?. De este modo, si se consideran frecuencias w y escalas de longitud L tales que w/€Q; < 1
y (li/ L)2 < 1, el término de Hall no es importante y puede despreciarse en la Ec. (2.30), dando
lugar a las ecuaciones MHD habituales. Por el contrario, si w = ); o L = [;, el efecto Hall adquiere

importancia y por lo tanto debe utilizarse el modelo MHD-Hall.

Sin tener en cuenta el término de difusién magnética (n = 0), la ley de Ohm generalizada que

interviene en el modelo MHD-Hall también puede escribirse como:

m

E=-uxB+—jxB. (2.36)
pe

En el miembro de la derecha de la Ec. (2.36), el primer término estd presente en el modelo MHD

ordinario, mientras que el segundo corresponde al efecto Hall.

2.3. Ondas en el Modelo MHD

En esta seccién se presentan los distintos tipos de ondas que se propagan al considerar el modelo
MHD ideal, ya que un primer desarrollo sin tener en cuenta el efecto Hall permitird méas adelante
visualizar con mayor claridad las consecuencias de considerar una frecuencia de ciclotrén finita.

Tomando las Ecs. (2.28) a (2.30) sin tener en cuenta el término de Hall, se realizan las siguientes
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sustituciones:
B =By + By,
u=ug+u; =uy,
(2.37)
p = po+ p1,
D =Dpo + P1,

donde las cantidades con subindice 1 representan perturbaciones de los valores de equilibrio indi-
cados con subindice 0. Se desprende de la expresién de u que se considera un marco de referencia

en el cual ug = 0, ademads se asume un equilibrio uniforme con py = cte. By = cte y pg = cte.

Introduciendo estas expresiones en las ecuaciones de la MHD y considerando tUnicamente los

términos de primer orden se obtiene:

dp1
. — 2.
ot + ,OOV u 07 ( 38)
Gul 1
2 - _ B B 2.
£0 ot Vp1 + m (V X 1) X By, ( 39)
0B
L=V x (w1 x By), (2.40)
ot
P = czpl, (2.41)

siendo ¢, la velocidad del sonido dada por

ey = 722 (2.42)
Po

Se proponen soluciones de onda plana de la forma
f = feilexet) (2.43)

donde f representa una de las cantidades perturbadas, k es el vector de onda y w la frecuencia de

la oscilacion. Utilizando las siguientes identidades vectoriales

(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a, ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c,
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las Ecs. (2.38) a (2.41) pueden expresarse como:

—wp+ pok - =0, (2.44)
powit = —kp+ — (K B)B—i(B B)k (2.45)
PO Y4 0 0 10 0] X, .
—wB = (k-Bg)u — (k- 1) By, (2.46)
p=cp. (2.47)

Para obtener los modos de propagacion de ondas presentes en el modelo MHD se reduce el
sistema a una descripcién en términos de la velocidad, lo cual permite expresar las perturbaciones
p1, B1 y p1 en funcién de u;. Este procedimiento permite eliminar el valor propio espurio w = 0
asociado a la llamada onda de entropia que no tiene relevancia para los propdésitos de este desarrollo
(Goedbloed y Poedts, 2004). Reemplazando / y B en la Ec. (2.45) por las igualdades dadas en las
Ecs. (2.44) y (2.46), respectivamente, y teniendo en cuenta la Ec. (2.47) se obtiene una expresién
para la amplitud de la perturbacién de la velocidad u; = el *=“% (Goedbloed y Poedts, 2004;

Schwartz et al., 2004, entre otros):

~pott = — poc? (k- @)k — - (k- Bo) (k- Bo) @ — (k@) B +
1 " (2.48)
+ — [(k-Bo) (B - 0) k — (k- @) Bik].

Ho

La Ec. (2.48) puede escribirse como [A] @ = 0, donde [A] es una matriz funcién de k, w, By y
po- Para que exista una solucion no trivial de este sistema debe cumplirse que el determinante de la
matriz de coeficientes sea nulo (det [A] = 0). La ecuacién que resulta de esta condicién entrega una
relacién entre el vector de onda k y la frecuencia w que se conoce como relacién de dispersion. Esta
relacién es una propiedad muy importante que permite conocer las caracteristicas de la solucién. Si
la velocidad de fase w/k es una constante que no depende de w y k, el sistema no es dispersivo ya
que las ondas de un tren de ondas con diferentes niimeros de onda viajan a la misma velocidad. Por
el contrario, cuando w/k = f (w, k) la velocidad de propagacién es diferente para cada onda y en
consecuencia los distintos modos se “dispersan” con el avance del tiempo, dando lugar al caracter

dispersivo del problema.

Para el siguiente andlisis se considera que el campo magnético de equilibrio es paralelo a la

direccién z, es decir, Bg = Bye,.
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2.3.1. Propagacién Paralela (B -k = Byk)

Considerando el caso de ondas que se propagan paralelas al campo magnético ambiente (By ||
k), donde By estd alineado con el eje z, al tener en cuenta Unicamente las componentes en esa

direccidn, la Ec. (2.48) resulta:
Wi, = k*Pa,. (2.49)

Esta expresién indica que para i, # 0 se cumple w? = c2k?, que es la relacién de dispersién para

ondas sonicas. Se observa ademés que estas ondas son longitudinales con una velocidad de fase

% = +e,. (2.50)

Si ahora se considera la componente transversal al campo de la Ec. (2.48)

k*B?
O, (2.51)

2
—pow ul =
Ho

resulta que para 1] # 0 la relacién de dispersién es

Y - vy, (2.52)
donde
By
Va=—2__ (2.53)
(popo) "/

es la llamada velocidad de Alfvén.

La Ec. (2.52) es la relacién de dispersién para las ondas de Alfvén. La perturbacién @ es
perpendicular a la direccion de propagacion y por ello la onda se denomina transversal o de corte.

Por otro lado, de la Ec. (2.46) resulta

lo que indica que la perturbacion del campo magnético es también perpendicular a la direccion de

la propagacién y por lo tanto normal al campo magnético ambiente Bg. En cuanto a la densidad
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y la presion, las Ecs. (2.44) y (2.47) muestran que p = p = 0, es decir, no existe compresién del

plasma y las ondas de Alfvén son esencialmente magnéticas.

2.3.2. Propagacién perpendicular (B -k = 0)

Considerando ahora un vector de onda k perpendicular al campo magnético By, la Ec. (2.48)

indica que 4, = 0, mientras que la componente perpendicular es:

_82
—pow?i; = —pc? (k-1 ) k — ng (k-a,)k (2.55)

De la Ec. (2.55) se deduce que @) es paralela a la direccién de la propagacién k y entonces, para

la solucién no trivial se obtiene la relaciéon de dispersion
w? =k (2 + V}) (2.56)

la cual corresponde al denominado modo magnetosénico réapido, ya que segin se observa en las

Ecs. (2.44), (2.46) y (2.47), tanto p, B como p muestran variacién (p # 0, B # 0y p # 0).

2.3.3. Caso general (B, -k = Byk cos6)

En el caso general donde el vector de onda es oblicuo al campo magnético, siendo 6 el angulo
entre ambos, existen tres modos de ondas, esencialmente porque hay tres fuerzas restituyentes:
tension magnética, presién magnética y presion cinética (Pécseli, 2012). Sin pérdida de generalidad
se escoge un sistema de referencia donde el campo magnético sin perturbar es paralelo al eje z, es

decir By = Bye,, con lo cual la Ec. (2.48) resulta:

(w? = V3ik*cos®0) @ + VikcosO (k- 1) e, +

—[(2+V3) (k-a) — Vikcosf (e, @) k = 0. (2.57)

Multiplicando escalarmente la ecuacién anterior por k y e, se llega al siguiente sistema de ecua-
ciones:
[w? = k* (2 + V3)] (k- @) + Vik®cos? 0 (e, - ) = 0,

(2.58)
w? (e, - 1) — kcosf (k- ) = 0.
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La solucién trivial de este sistema da como resultado el modo de Alfvén, mientras que anulando

el determinante de la matriz de coeficientes aparecen los llamados modos magnetosonicos:

Alfvén:
w? = V3ik%cos O = Vik? (2.59)

Magnetosénico rapido:

k2 1/2
Ww? = 5 {vj +c2+ [(Vj +c2)? — aV3e? cos® 0} } (2.60)

Magnetosénico lento:

2 k? 2 2 2 2\2 29 2,2
W= {VA +c; — [(VA +c3)” — 4Vic; cos 0} } (2.61)
Se observa que la velocidad de fase es independiente de la frecuencia y del vector de onda para

todos los casos, por lo tanto ningiin modo es dispersivo, aunque la dependencia con el angulo de

propagacion 6 evidencia la anisotropia de la propagacion.

2.4. Ondas en el Modelo MHD-Hall

Como se vio en la seccién anterior, las ondas presentes en el modelo MHD sin efecto Hall no
son dispersivas, sin embargo, cuando este término es incorporado, si bien los modos de Alfvén y
magnetosénicos ain pueden diferenciarse, se produce un acoplamiento entre ellos y los mismos se

hacen dispersivos. Considerando el término del efecto Hall en la Ec. (2.30), la Ec. (2.40) resulta

0B,
ot

1 B
=V x (u; x Bg) — ——2V x [(V x By) x By (2.62)
Qi popo
FEl segundo término del miembro derecho de la ecuacién anterior representa el efecto Hall.
Considerando soluciones de onda plana como la utilizada en la seccién anterior, Ec. (2.43), la
ecuacién (2.62) se escribe como:
i By

fw]f%:(k-Bo)ﬁf(k-ﬁ)Bofﬁim(k-Bo) (ka). (2.63)
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Teniendo en cuenta la definicién de la velocidad de Alfvén, Ec. (2.53), y considerando nueva-
mente un sistema de referencia donde el campo magnético de equilibrio estd alineado con el eje
z, al combinar las Ecs. (2.44), (2.45) y (2.63) es posible determinar la relacién de dispersién del
modelo MHD-Hall (Stringer, 1963; Brodin y Stenflo, 1990):

(%~ VIR2) [ (? — 2R) — VIR (o — 2h2)] = <g)2 VARIZ (P — 2K, (2.64)

El término del miembro derecho de la Ec. (2.64) surge del término de Hall, y acopla la relacién

de dispersién del modo de Alfvén (primer factor del miembro izquierdo) con las relaciones de los

modos magnetosénicos (segundo factor). Para el caso de propagacién paralela (o casi paralela),

ocurre la degeneracién de los modos, el modo de Alfvén se desacopla de los modos magnetosénicos,

y experimenta una resonancia a la frecuencia de ciclotrén iénica. Para § = 0 (k, = k) la Ec. (2.64)
resulta:

w

(2~ VER) = % 5

Vik?, (2.65)
donde el signo superior corresponde a ondas polarizadas a izquierda y el inferior a derecha. Rees-

cribiendo la Ec. (2.65) se obtiene:

e (2.66)

) w
Vill= ﬁz
donde queda explicitada la resonancia cuando w = §); para ondas polarizadas a izquierda. Esta
resonancia se denomina resonancia de ciclotrén iénica. Por el contrario, las ondas con polarizacién
derecha atraviesan la frecuencia de ciclotrén idnica sin experimentar resonancia, terminando en la

bifurcaciéon de whistler cuando las frecuencias se hacen tan grandes que el aporte de la inercia de

los electrones resulta importante (Cramer, 2001; Pécseli, 2012).
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Capitulo 3

Ondas No Lineales en el Modelo
MHD-Hall: La Ecuacion DNLS

En el capitulo anterior se presentaron las caracteristicas fundamentales del modelo MHD con
efecto Hall para la descripcién del comportamiento de un plasma. Alli pudo verse que la conse-
cuencia principal de considerar una frecuencia de ciclotrén finita se manifiesta en el acoplamiento
de los modos de propagacion de ondas los cuales resultan dispersivos. Este caracter dispersivo de
los modos hace que sea posible la propagaciéon de ondas no lineales, ya que la dispersiéon balancea

los efectos no lineales.

Bajo ciertas condiciones, la propagacién de ondas de Alfvén no lineales puede describirse a tra-
vés de una ecuacion diferencial no lineal, en derivadas parciales denominada Ecuacién Derivada No
Lineal de Schrédinger (DNLS), la cual tiene una forma conocida y ha sido ampliamente estudiada.
Esta ecuacion posee la capacidad de describir la propagacién paralela o casi paralela de ondas de

Alfvén de amplitud finita circularmente polarizadas.

La ecuacién DNLS ha sido obtenida por numerosos autores utilizando condiciones y técnicas
diferentes (Rogister, 1971; Mio et al., 1976; Mjolhus, 1976; Spangler y Sheerin, 1982; Sakai y Son-
nerup, 1983; Baccelli et al., 1992; Medvedev, 1999). En la primera parte de este este capitulo se
realiza la derivacién de dicha ecuacién a partir del modelo MHD-Hall presentado en el capitulo
anterior, utilizando un método de pequenas perturbaciones. Posteriormente se describen las carac-
teristicas fundamentales de la DNLS y se hace un resumen de los principales resultados obtenidos

para la misma.
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3.1. Ondas No Lineales

En un plasma con densidad uniforme y con un campo magnético ambiente también uniforme,
se ha encontrado que ondas de Alfvén no lineales pueden propagarse paralelamente a la direccién
del campo, siempre que las no linealidades estén balanceadas por un término dispersivo en las
ecuaciones de onda. El término dispersivo se debe al efecto de la frecuencia de ciclotrén idnica
finita, a veces referido como el efecto de la inercia de los iones, que surge explicitamente del
término de Hall en la Ley de Ohm generalizada, Ec. (2.30). En ese caso, las ondas no lineales son
circularmente polarizadas y las ondas del campo magnético satisfacen la ecuacién DNLS (Mjolhus,
1976; Spangler et al., 1985; Sakai y Sonnerup, 1983).

Por otro lado, para propagacién a angulos suficientemente grandes del campo magnético base,
las ondas MHD répida y lenta obedecen a la ecuacién Korteweg-de Vries (KdV) y el modo de
Alfvén a la ecuacién KdV modificada (MKdV) (Cramer, 2001). En efecto, muchas de las soluciones
exactas conocidas para la DNLS pueden interpretarse como extensiones de las soluciones exactas
de los modelos KAV, MKdV y NLS (ecuacién no lineal de Schrédinger vélida para ondas altamente
dispersivas (Taniuti y Washimi, 1968)) los cuales son casos limite de la DNLS (Mjolhus y Hada,
1997).

En el caso de propagacion paralela o casi paralela, las soluciones de la ecuacion DNLS han
demostrado ser ttiles para el andlisis de multiples fendmenos astrofisicos (Spangler y Sheerin,
1982; Ghosh y Papadopoulos, 1987; Machida et al., 1987; Kennel et al., 1988; Hada et al., 1989,
entre otros). Por otra parte, en el caso de plasmas colisionales la DNLS muestra ser valida para
propagacién oblicua en una dimensién con 5 > 1 (Ruderman, 2002).

A continuacién se procede a establecer la ecuacion diferencial no lineal para propagacion pa-
ralela o casi paralela de ondas de Alfvén considerando primeramente baja frecuencia (w < Q;) y
luego alta frecuencia (w < ;). Para este desarrollo se toman las ecuaciones del modelo MHD-Hall,

Ecs. (2.28)-(2.30), normalizando la densidad p y el campo magnético B por los valores de referencia

po 'y Bo:
dp _
p<§t+u.v>u:_vp+Vj(VxB)xB, (3:2)
2
%]i’:vx(uxB)‘é‘?vX[;(vXB)xB} (3-3)
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3.1.1. Baja frecuencia w < (),

En este andlisis se considera propagacion unidimensional en la direccién del eje z. La escala
de tiempo de los fenémenos de interés es mucho mayor que el periodo de ciclotrén de los iones y
entonces el término de Hall en la Ec. (3.3), proporcional a 1/€; puede despreciarse, por lo tanto
esta solucién corresponde al modelo MHD convencional. El campo magnético ambiente se asume
constante y alineado con la direccién z, y se toma un marco de referencia tal que u, = 0, lo cual
implica que dp/dt = 0 segun la Ec. (3.1). De esta manera se asume que p es constante en la
direccién z y entonces también lo es la presion p.

Con las condiciones anteriores la Ec. (3.2) resulta:

ou, 0
P o = "5, [p+ Vi (B2+B))], (3.4)

por lo tanto, ya que dp/0t = 0, el cuadrado del médulo del campo magnético transversal B, =

(Bz, By) es constante:
IB.|* = B2+ B} = cte. (3.5)

De las Ecs. (3.2) y (3.3), teniendo en cuenta la definicién de la velocidad de Alfvén, Ec. (2.53),

resulta la siguiente expresion para las componentes transversales del campo magnético:

9*B, 50%*By
8t2 _VA 82’2 3 (36)

donde se ha establecido By = 1y pg = 1. Una solucién para las Ecs. (3.5) y (3.6) es:

B, = Bycos |k (z — Vat) — ],
(3.7)
By = £Bysin [k (z — Vat) — 4],
donde B4 es una amplitud real constante, k es un nimero de onda arbitrario y ¥ es un angulo de
fase. El signo superior (inferior) en la ecuacién de B, corresponde a ondas polarizadas a izquierda
(derecha).
La Ec. (3.7) indica que una onda incompresible circularmente polarizada, de cualquier sentido
de polarizacién y amplitud arbitraria, es una solucién exacta de la ecuacién no lineal (3.6), siempre

que la frecuencia sea mucho menor que la frecuencia de ciclotrén iénica (Sagdeev y Galeev, 1969).

27



Capitulo 3: Ondas No Lineales en el Modelo MHD-Hall: La Ecuacion DNLS

El campo magnético transversal y la velocidad del plasma para esta onda se relacionan por:

B,
u=— Bt (3.8)
(1op) '

independientemente del tamano de la amplitud de la onda.

Debe notarse que en el modelo MHD, si se construyera una onda de Alfvén no lineal de propaga-
cion paralela linealmente polarizada, por combinacién de las soluciones polarizadas opuestamente,
Ecs. (3.7), resulta que B? ya no es constante, por lo tanto u, y p, segin las Ecs. (3.1) y (3.4),
tampoco lo son. Esto implica que una solucién simple linealmente polarizada de la ecuacién no
lineal no es una solucién exacta posible, sin embargo en ocasiones podria ser utilizada como una

aproximacién (Hollweg, 1971).

3.1.2. Alta frecuencia w < (),

La razén para el estudio del modelo no lineal de propagacién paralela (o casi paralela) de
ondas MHD en el rango dispersivo radica en las numerosas observaciones realizadas en astrofisica.
Fluctuaciones de larga amplitud de la MHD fueron detectadas en la magnetosfera de la Tierra,
con periodos de onda del orden del periodo de ciclotrén del protén local (Tsurutani et al., 1985).
Otro caso similar es el de ondas de larga amplitud que se observaron acompanando al viento solar
(Smith et al., 1995). Estas situaciones hacen necesario incluir el efecto de la frecuencia de ciclotrén

finita de los iones en el modelo MHD para la correcta descripcién de algunos fenémenos de interés.

Considerando el término del efecto Hall en las Ecs. (3.1) a (3.3) se encuentra que la onda
circularmente polarizada dada en las Ecs. (3.7) ya no es una solucién exacta del problema. Tomando
nuevamente la propagacion de la onda tinicamente en la direccién z y asumiendo que las ondas son

circularmente polarizadas, se define el campo magnético transversal complejo como:
b= DB, £iB,, (3.9)

donde el signo superior (inferior) corresponde a ondas polarizadas a izquierda (derecha), similar-

mente al caso de la expresién de By en las Ecs. (3.7).

Notando que B, es otra vez constante, de las Ecs. (3.2) y (3.3) se obtiene (Ovenden et al.,
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o’ 0 (Viob 0 ob 0 0

Vio [0 (10b & (10b
+id | = (2= — (== ]| =0. (3.10
IQZ- 0z [(% (p@z)+u 0z (pc')z)] (3.10)
Para una ecuacién de estado p o p con movimiento isotérmico, las Ecs. (3.1) y (3.3) resultan
(Cramer, 2001):

o L O (VD
Op 200 0" (Vi 11
o~ = o (AR ). (3.11)

siendo ¢, la velocidad del sonido dada en (2.42) con vy = 1.

Las Ecs. (3.10) y (3.11) conforman el conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales que
describen la evolucién del campo magnético cuando se consideran frecuencias del orden de la

frecuencia de ciclotron iénica.

3.2. Derivacion de la Ecuacion DNLS

A diferencia de lo realizado en las secciones anteriores, el conjunto de ecuaciones de la MHD-
Hall, Ecs. (3.1)—(3.3), puede reducirse a una simple ecuacién no lineal la cual tiene soluciones
conocidas, siempre que el término de Hall sea relativamente pequeno, esto es, que la frecuencia
sea una fraccién no nula de la frecuencia de ciclotrén iénica. Para el desarrollo es necesario definir
un nuevo conjunto de coordenadas, utilizando un pardametro que cuantifica la importancia de los

términos dispersivos:

e =g k=lik, (3.12)

siendo /; la longitud inercial de los iones dada en la Ec. (2.35) y k el nimero de onda paralelo a la
direccion z.

Un tiempo caracteristico del problema es el periodo de ciclotrén iénico Q;l, por lo tanto la
frecuencia en esta escala de tiempo es de orden ¢, al igual que el término de Hall en la Ec. (3.3).
Entonces una ecuacién diferencial no lineal en derivadas parciales con soluciones del tipo solitén

puede obtenerse exigiendo que los términos no lineales sean también de orden &, ya que de ese
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modo las no linealidades son balanceadas por el efecto dispersivo del término de Hall.

Para el caso de propagacién paralela al campo magnético ambiente alineado con la direccién
z, en un marco de referencia que se mueve a la velocidad de propagacién (velocidad de Alfvén), la
onda es estacionaria para orden ¢, y la dispersiéon produce un cambio de orden €2 en la frecuencia.
Partiendo de la relacién de dispersién para propagacion paralela de ondas de Alfvén lineales del
modelo MHD, Ec. (2.52), si se suma un término de dispersién debido al efecto Hall se encuentra
una relacién de dispersién no lineal de la forma (Medvedev, 1999):

1
2€);

Vi
20

w=kVy <1 + k:VA> = Vak £ -2 k2, (3.13)

que es la relacién de dispersién para propagacién paralela (o casi paralela) de ondas de Alfvén no

lineales, entonces, de acuerdo a la Ec. (3.12)

w 1,

— ~et =g 3.14

0, Tt (3.14)
La Ec. (3.14) indica que una coordenada de tiempo adecuada deberfa ser de orden £2, por lo

tanto se define 7 = €%t. Por otro lado, en el marco de referencia que se mueve a velocidad de Alfvén

V4, el nimero de onda k es de orden &, que resulta en una coordenada espacial £ = ¢ (z — Vat).

El punto clave del desarrollo es asumir que las perturbaciones de los campos se deben princi-
palmente a fluctuaciones alfvénicas, es decir que las variaciones de densidad del plasma y velocidad
paralela a la direcciéon del campo son més pequenias que las variaciones del campo magnético y
velocidad transversales. Tomando pg = 1, las variables son expandidas en series de potencias de ¢

de la siguiente forma (Mio et al., 1976):

p=1+ep +e2pa+...,
By =e'?Byy +?Byy+ ...,
B, =B+ 2By + ...,
(3.15)
UZZE’LLZ1+€2’LLZ2+...,

1/2 3/2
uxzs/ux1+5/ul,2+...,

1/2 3/2
uyza/uy1+£/uy2+....

Con estas definiciones, utilizando el campo magnético complejo b definido en la Ec. (3.9), la
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Ec. (3.11) de orden & queda:

2,0 2 (V2
(5~ 25 1= 5z (2 ). (3.16)

la cual indica que las perturbaciones de la densidad estdn conducidas por la fuerza debida al

gradiente de presién magnética transversal (fuerza ponderomotiva).

Reemplazando las Ecs. (3.15) en las ecuaciones de la MHD-Hall (3.1)—(3.3), utilizando las
variables 7 y ¢ definidas anteriormente, y considerando los términos del mismo orden en ¢, se

obtienen las siguientes ecuaciones (Cramer, 2001):

0B . Ouz
Va 9~ og
—VA 6By1 _ 6uy1’
o¢ ¢ (3.17)
v auzl :*62%*1‘32 (B2 +B2 ) .
A a&- s 85 9 a&- zl yl) >
op1  Ouz
Vi— = .
Yoe T oe
Las ecuaciones correspondientes al siguiente orden en € son:
auxg QOBIQ _ 8%1 Ouxl 8u11
Va o€ Vi o€ (8 21 a§>+VAp1 e
8ux2 ) 8By2 6uy1 8uy1 8uy1
-V, -V = — 2 1% ,
Aoe T ATge ( ar e ) TUAM e .
v ang _ Buggg . _ale _ g( B )_ ﬁﬁzuyl .
AT T Tae T T ar e AP TG Taer
6)B P) 8u 2 8B 1 8 VA 82ux1
—V ys Y —_ _ yL.. = . B _ra¥ el
T T: or~ oe Waln) -G e

A diferencia de un factor 1/Vy, la primera y la segunda ecuacién de las (3.18) son iguales a la
tercera y cuarta, respectivamente, lo cual resulta en las siguientes expresiones para los campos de

primer orden:

0By Va 0 2 2 Vi By _

or T I(1-p)oe [Bat (Bar + B,1)] 20, o2 (3.19)

0B, Vi 0 > o V3 0By '
2By (B2, + B%)] — -4 -

or Taa-p e P Bat Bl -50 % =0
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donde
5= o _ 2popo (3.20)
Vi B} ‘

es el llamado parametro (3, el cual indica la relacién entre la presién del gas y la presion magnética
del plasma. Cuando 8 < 1 la presién magnética es mayor que la presién cinética y por lo tanto la
dindmica es gobernada por el campo magnético. Caso contrario, cuando 5 > 1 la presién del gas

es mayor y por lo tanto la dindmica es dominada por el fluido.

Cambiando a las coordenadas originales ¢ y z, y teniendo en cuenta que

o 0 )
2Y _ Y -~
“or — ot T Ve (3:21)

se obtiene la siguiente ecuacion, donde nuevamente se ha utilizado el campo magnético complejo b
definido en la Ec. (3.9):
ab ob V9% Va0

- 4 -2 =0. .22
o TV Tl o T g g, (M) =0 (3.22)

Si se desprecia el ltimo término de la Ec. (3.22), los tres primeros términos dan la relacién
de dispersién (3.13). De las Ecs. (3.17), la perturbacién de la densidad forzada por la presién del

campo magnético transversal es:

B 1
ST

b]? + cte. (3.23)
Si ahora se desprecia el tercer término de la Ec. (3.22) (término dispersivo), una solucién de

las Ecs. (3.22) y (3.23) resulta:
b =cte,  p1 =0, (3.24)

que representa una onda plana circularmente polarizada, transversal de amplitud constante de
extensién infinita, como en la solucién obtenida para el caso de baja frecuencia (w < ;) de
la Seccion 3.1.1. Obviamente, cuando se incluye el término dispersivo, la soluciéon dada por la

Ec. (3.24) ya no es vélida.
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Considerando la Ec. (3.23) con cte = 0, la Ec. (3.22) resulta:

b bV V3 9%
— +Vag+ A

9 (2
ot 9z 4(1—p) 0z (|b| b) ilTQi 022 (3:25)

donde b = (B, £1iBy) /By es el campo magnético transversal complejo adimensionalizado, ya que
para la derivaciéon de esta ecuacién se utilizaron las ecuaciones MHD-Hall normalizadas por los
valores de referencia By y pg-

La Ec. (3.25) es llamada Ecuacién Derivada No Lineal de Schrodinger, DNLS por sus siglas
en inglés, de acuerdo a la denominacién utilizada por Kaup y Newell (1978) en su trabajo donde
demostraron que esta ecuacién admite soluciones del tipo solitén. Los solitones son definidos nor-
malmente como formaciones de ondas que son localizadas en el espacio, (localmente) estacionarias
y estables con respecto a las interacciones.

La ecuacion DNLS es el punto de partida de la investigacion aqui presentada. Mas adelante se

detallan los aspectos més importantes referidos a esta ecuacion.

3.3. La Ecuacion DNLS

En el capitulo anterior se realizé una revisién de los conceptos preliminares referidos a la fisica
de plasmas para posteriormente presentar la Ecuacién Derivada No Lineal de Schrodinger (DNLS),
Ec. (3.25). De acuerdo a lo desarrollado, esta ecuacién permite describir la propagacién paralela o
casi paralela al campo magnético ambiente alineado con el eje z de ondas de Alfvén no lineales de
amplitud finita circularmente polarizadas.

La ecuaciéon DNLS ha sido derivada por distintos autores utilizando técnicas y condiciones di-
ferentes. En primer término fue Rogister (1971) quien utilizando las ecuaciones de Vlasov encontré
que para el caso de propagacién paralela o casi paralela, en lugar de dos ecuaciones separadas
(KdV y MKdV) para los dos modos, se obtienen dos ecuaciones acopladas que se pueden expresar
mediante una sola ecuacién (la DNLS) cuando se emplea variable compleja. Posteriormente Mio
et al. (1976) y Mjolhus (1976) arribaron a esta ecuacién partiendo de las ecuaciones MHD-Hall
para = 0 (plasmas frios), mientras que Spangler y Sheerin (1982) y Sakai y Sonnerup (1983)
lo hicieron para § > 0. Ademés de éstos, existen otros autores que alcanzaron la misma solucién

(Baccelli et al., 1992; Medvedev, 1999, entre otros).

En general, es conveniente expresar la Ec. (3.25) de una forma adimensional para lo cual se
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establecen variables adimensionales. En el caso del campo magnético transversal b la adimensiona-
lizacién ya estd implicita en la ecuacién ya que para su derivacién se utilizé el campo normalizado
por el valor de referencia By, aunque en este caso se incorpora ademéds un factor 1/2:

_ B, +iB,

b
2By

(3.26)

Con respecto al tiempo ¢ y a la coordenada espacial z, se realizan las siguientes adimensionaliza-

ciones:

20,
20t — t, z =z, (3.27)
Va

donde, como en lo visto hasta el momento, By es el campo magnético no perturbado, €2; es la
frecuencia de ciclotrén iénica y V4 la velocidad de Alfvén. De acuerdo a estas definiciones, la
Ec. (3.25) resulta:

R VPN
a‘f’a"ﬁ‘a% (’b’ b)iI@—O, (3'28)

siendo, de acuerdo a la Ec. (3.25)

1
_m.

a (3.29)

En el caso de plasmas frios (8 — 0), @ no puede ser negativo y puede asumirse « = 1. En
cambio, en plasmas calientes el término no lineal puede cambiar de signo, lo cual trae importantes
consecuencias en cuanto a la estabilidad de algunas soluciones, sin embargo, si se utiliza teoria
cinética, el coeficiente a se hace negativo inicamente cuando la temperatura electronica es mucho
mayor que la iénica, permaneciendo positivo para la mayor parte de los casos de interés (Mjolhus

y Wyller, 1986, 1988).

La Ec. (3.28) corresponde al caso no difusivo, ya que para su derivacién se asumié inicialmente

1 = 0 en la ecuacién de la Ley de Ohm generalizada del modelo MHD-Hall (ver seccién 2.2). Cuando

se consideran efectos difusivos, es posible modelar el amortiguamiento o excitacién mediante un
operador lineal apropiado (Russell y Ott, 1981) y la ecuacién DNLS se escribe como:

ob  ob gz (]b|2 b) 9%b
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donde 4 es el operador lineal de amortiguamiento o excitacién mencionado. En adelante se hace
referencia a esta ecuaciéon como la DNLS difusiva.

El término lineal 0b/0z presente tanto en la Ec. (3.28) como en la (3.30), se debe a que el marco
de referencia utilizado son ejes laboratorio. Si en cambio se utiliza un sistema de coordenadas que se
mueve con velocidad de Alfvén en la direccién z, este término desaparece sin incidir sobre la solucién
(Spangler y Sheerin, 1982). Por tltimo hay que recordar que, de acuerdo a la definicién realizada
en la Ec. (3.9), el signo superior en el término dispersivo corresponde a ondas con polarizacién

izquierda, mientras que el inferior a polarizacién derecha.

3.4. Resultados previos de la ecuacién DNLS

Existen numerosas razones que justifican la utilizacién de la ecuacién DNLS. Probablemente la
més importante se debe a que esta ecuacion, al igual que las ecuaciones KdV y MKdV, “pertenece”
a la teoria de solitones, la cual permite un amplio conocimiento de las soluciones de este tipo
de ecuaciones aun cuando ellas son no lineales. Ademads, las estructuras de onda asociadas a las
soluciones (solitones) pueden atribuirse a procesos fisicos especificos.

En el caso particular de la ecuacién DNLS, existe una gran cantidad de soluciones exactas
disponibles (Belashov y Vladimirov, 2005), las cuales en algunos casos han llegado a ser experi-
mentalmente comprobadas (Galperin et al., 1986). Por otro lado, esta ecuacién ha sido estudiada
por tres técnicas alternativas: buisqueda de soluciones exactas (Mjolhus y Hada, 1997), integracién
numérica (Spangler et al., 1985; Dawson y Fontan, 1988), y reduccién a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias mediante dos procedimientos: suponiendo ondas viajeras estacionarias (Ha-
da et al., 1990) y utilizando un nimero finito de modos (Sanmartin et al., 2004; Elaskar et al., 2006;
Sénchez-Arriaga et al., 2007). A continuacién se presentan los detalles mas importantes acerca de

cada una de estas técnicas.

3.4.1. Soluciones exactas

La ecuacién DNLS, al igual que otras ecuaciones, tiene la propiedad de lo que usualmente se
denomina invarianza del campo lejano, la cual es una invarianza de escala que establece que si

b(z,t) es solucién de la ecuacion, entonces

be(z,t) = £Y/2b(ez, £2t) (3.31)
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es también solucién. A continuacion se enumeran las soluciones exactas tomando como referencia

el trabajo de Mjolhus y Hada (1997).

1. Ondas polarizadas circularmente:

b= Aoei(kz—wt)’
(3.32)

w = aAok — k2.
Estas soluciones dependen del nimero de onda k y de la amplitud Ag. El sentido de polari-

zacién estd dado por el signo de k: izquierda para k > 0 y derecha para k < 0. Mediante un

andlisis de estabilidad es posible deducir que la onda es inestable cuando aAg < 2k.

2. Trenes periédicos de ondas oblicuas: si se asumen ondas viajeras estacionarias y = z—Vt y se
integra la ecuacién ordinaria resultante, puede obtenerse la extensién a propagacién oblicua
de la solucién anterior. Realizando estas operaciones el campo magnético viene dado por la

siguiente ecuacién algebraica:

— (bCg 4+ b*Co) + V |b]* = H. (3.33)

Esta ecuacién esta en funcion de los parametros V', Cy v Hy, los cuales estan relacionados con
la velocidad, la amplitud y la oblicuidad de la propagacién. El andlisis de estabilidad de esta
soluciéon muestra que, frente a modulacion paralela, todas las soluciones polarizadas a derecha

son estables mientras que la mayor parte de las polarizadas a izquierda son inestables.

3. Solitones de un parametro: la solucién expuesta previamente engloba dos familias unipara-
métricas de solitones a las que se llama solitén brillante (polarizacién izquierda) y solitén
oscuro (polarizacion derecha). Las expresiones analiticas pueden darse en forma modulacional

0 como expresiones racionales de funciones exponenciales.

4. Solitones de dos parametros: las soluciones de solitones dependientes de dos parametros
también son admitidas por la ecuacion DNLS, tanto en propagacién paralela como oblicua.
Las expresiones correspondientes pueden encontrarse en los trabajos de Kaup y Newell (1978),

Mjolhus y Wyller (1986) y Mjolhus (1989).

5. Modulacién sobre un estado circularmente polarizado: en el caso de que el estado en el infinito

consista en un campo magnético circularmente polarizado, aparece una nueva coleccién de
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soluciones exactas, sin embargo las mismas no tienen gran interés fisico ya que se trata de

una condicién de contorno muy particular.

Luego del desarrollo de la teoria para propagacién paralela de Kaup y Newell (1978), otros
autores han extendido el estudio para propagacién oblicua (Kawata y Inoue, 1978), ondas circu-
larmente polarizadas en el infinito (Kawata et al., 1980) y con condiciones de contorno periédicas
(Prikarpatskii, 1981).

Los métodos IST (inverse scattering transform) también han sido utilizados para estudiar
la ecuacién DNLS. Estos métodos permiten determinar qué clase de perfiles iniciales de onda
b = b(z,0) evolucionan hacia soluciones de solitones. Ademds, debido a que se han observado
estructuras soliténicas en plasmas espaciales, su utilizacion cobré importancia para la descripcion

de este tipo de fenémenos.

3.4.2. Reduccion a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Como se dijo anteriormente, la reduccién de la ecuacién DNLS a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias fue realizada mediante dos procedimientos: suponiendo ondas viajeras es-
tacionarias (Hada et al., 1990) y utilizando un nimero finito de modos (Sanmartin et al., 2004;
Elaskar et al., 2006; Sanchez-Arriaga et al., 2007). A continuacién se presentan algunos detalles de

cada uno de ellos.

Ondas viajeras estacionarias

En este procedimiento se suponen soluciones de ondas viajeras estacionarias que cumplen la

siguiente condicion:

b=0b(&), E=z-Vt (3.34)

Siguiendo el trabajo de Hada et al. (1990), al considerar la ecuacién DNLS con un término de
amortiguamiento resistivo e introduciendo un forzamiento monocromatico y circularmente polari-

zado (S = Agel*®), integrando la ecuacién resultante y realizando ciertas definiciones se llega a un
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sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomo:

dw, dw, dh

€ _VdC :dwz—i-acosé?
dw, dw, dh .
= — 0 i
ac +Vd§ dwy+asm (3.35)
@ _,
d¢

donde la funcién h esta dada por

1 AO ab2§

=—b = = 70>

w bO ’ a abgka C L ’
k Vv

v="1 0= A= —,
0 abj abj

siendo W = (wy, Wy, w;).

El caso de @ = 0 y v = 0 constituye la solucién de onda estacionaria que se presentd en
el apartado de soluciones analiticas. Por otro lado, para a # 0 y v = 0 se tiene un sistema
Hamiltoniano forzado, mientras que el caso general a # 0 y v # 0 es un sistema disipativo forzado.

El estudio del sistema de ecuaciones (3.35) arrojé los siguientes resultados.

» Para sistemas forzados no disipativos (a # 0, v = 0) soluciones cercanas a las separatrices
de solitones cuyo sentido de polarizacién es igual al del forzamiento presentaron comporta-
miento cadtico con el aumento de la amplitud del forzamiento. Sin embargo, para el caso de

polarizacién contraria al forzamiento no se encuentra caos.

» Sistemas forzados disipativos (a # 0, v # 0) presentan una dindmica compleja cuando se varia
la amplitud del forzamiento, exhibiendo 6rbitas peridédicas, bifurcaciones de doblamiento de
periodo con transiciones a caos y transiciones duras a caos, diversos tipos de atractores y

distintos tipos de intermitencias (Hada et al., 1990; Chian et al., 1998; Borotto et al., 2004).

= Kl sistema forzado disipativo también presenta una dindmica muy compleja cuando se toma
v como parametro de control. Nuevamente aparece una variedad de bifurcaciones, atractores

y crisis de fronteras (Chian et al., 2002).
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La existencia de fenémenos de intermitencia y de crisis ha sido comprobada a través de diversos
ensayos con plasmas de laboratorio y numerosas observaciones en plasmas espaciales, por lo tanto,
el modelo anterior puede utilizarse para entender y predecir este tipo de comportamientos, siempre

teniendo en cuenta las simplificaciones que se realizaron para su desarrollo.

Truncamiento

El otro método utilizado para reducir la ecuacién DNLS a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias consiste en realizar el truncamiento de la DNLS suponiendo que la solucién es la suma
de un numero finito de modos. Este andlisis permite aplicar las herramientas para el estudio de
ecuaciones diferenciales ordinarias, obteniendo resultados que posteriormente ayudan a investigar
la ecuacion original.

El orden de las ecuaciones diferenciales ordinarias depende directamente del niimero de modos
utilizados para hacer el truncamiento, por este motivo se ha de seleccionar el niimero minimo
de modos que reproduzca correctamente las soluciones. Estudios numéricos en los cuales se ha
integrado la DNLS completa (Ghosh y Papadopoulos, 1987; Nariyuki y Hada, 2005) indican que

existen tres modos dominantes cuyos niimeros de ondas cumplen la condiciéon de resonancia:

2ko = k1 + ko. (3.36)

En el método de truncamiento se realiza una aproximacién en la cual existe una coherencia de
fase, es decir, las ondas son monocromaticas y la relacion entre las fases tiene significado fisico.
Para ondas con un ancho de banda Aw sélo se justifica la aproximacién de coherencia de fase
si T Aw < 1, siendo T el tiempo caracteristico, por ejemplo el periodo de oscilacién del plasma
(Robinson y Drysdale, 1996). Por otro lado, si las amplitudes de onda son tan grandes que el tiempo
de interaccién entre ellas es del mismo orden que el periodo de las propias ondas, el truncamiento
deja de ser valido (de Oliveira et al., 1997).

El analisis de la DNLS mediante técnicas de truncamiento fue llevado a cabo por primera vez
por Ghosh y Papadopoulos (1987), incluyendo en la ecuacién un término de amortiguamiento o
excitacion. En ese trabajo se integré numéricamente la DNLS y mediante un andlisis del espectro en
frecuencia, se observo que existian tres modos dominantes, lo que sugirié realizar el truncamiento.
Sin embargo, una mala eleccion de los pardmetros llevé a que se concluyera erréneamente que el

truncamiento a tres modos de la DNLS no presenta caos, siendo necesario un niimero minimo de
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siete.

Un trabajo posterior (Sanmartin et al., 2004), que utilizaba un modelo que incluia un mo-
do excitado (inestable) y dos modos amortiguados con iguales coeficientes de amortiguamiento,
demostré que el truncamiento a tres modos de la DNLS presenta caos, y que dependiendo del
parametro de control seleccionado, los caminos de transicién podian ser por doblamiento de pe-
riodo o transicién dura. Ademas, este estudio revel6 que al tomar coeficientes de amortiguamiento
diferentes y utilizar un modelo de amortiguamiento de Landau, continuaba existiendo un dominio

paramétrico para el cual la dindamica era cadtica.

3.4.3. Soluciones numéricas

La ecuacién DNLS, tanto en la versién presentada en la Ec. (3.28) como en variaciones de la
misma, ha sido estudiada mediante andalisis numérico por numerosos autores. Ademads, la variedad
de soluciones analiticas que se conocen y la existencia de un ntimero infinito de cantidades que se

conservan, ayudan a la interpretacién de los resultados.

Las dos primeras cantidades que se conservan en la DNLS son (Kaup y Newell, 1978):

Co = / bb* dz, (3.37)
© fovt b,

las cuales constituyen, desde el punto de vista numérico, una herramienta de validacién de los
métodos.

La integracién numérica de la ecuacién DNLS fue llevada a cabo en primer término por Spangler
(1985) utilizando un método que conserva las cantidades anteriores y que impone explicitamente
condiciones de contorno periédicas. Este método permite obtener la evolucién de un campo magné-
tico b(z,t) partiendo de una condicién inicial b(z, t;), mediante la transformada espacial de Fourier
del campo magnético b y de ]b[2 b, resolviendo la DNLS en el dominio de los nimeros de onda (do-
minio de Fourier). La integracién de este c6digo permitié comprobar que los solitones que fueron
obtenidos analiticamente eran numéricamente estables, sin embargo, en ciertas combinaciones de
sentido de polarizacién y signo del factor v en el término no lineal de la Ec. (3.28), aparecia una
inestabilidad de colapso.

Seguidamente, se realizaron dos trabajos que incluian términos de amortiguamiento o excitacion
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en la DNLS. En el primero de ellos (Spangler, 1986), las ondas con mayores longitudes de onda
se amplificaban debido a la presencia de una corriente de iones a una velocidad superior a la
velocidad de Alfvén, mientras que las de longitud de onda corta se amortiguaban a causa de la
resonancia de absorcién ion-ciclotrén. En un segundo trabajo (Ghosh y Papadopoulos, 1987) se
utilizé el mismo algoritmo que en el anterior pero cambiando el método de integracion trapezoidal
por un método de Adams, resultando en este caso que el sistema podia tener soluciones cadticas
y la coexistencia de varios atractores. Ademas, el espectro en potencia revelé que la dindmica era
dominada por tres modos, lo que sugiri6 realizar un estudio de truncamiento de la DNLS, pero en
ese andlisis no se encontraron soluciones cadticas. Estudios posteriores demostraron que esta falla
se debid a una inadecuada eleccion de los parametros, evidenciando que el truncamiento a sélo tres
modos es capaz de reproducir la dindmica del sistema completo y en particular desarrollar caos
(Lépez-Rebollal et al., 1998; Sanmartin et al., 2004; Elaskar et al., 2005).

Los métodos basados en la transformada de Fourier pueden presentar inestabilidades debido
a que se utiliza un nimero finito de modos. Para evitar esta situacién, Fla (1992) desarroll6 un
esquema numérico implicito basado en el método de Whitham-Fornberg que ademas reproduce la
conservacion de las constantes del movimiento. Debido a estas caracteristicas no se encontraron
inestabilidades adicionales a las que se obtienen mediante un analisis lineal, lo que hace al método
eficaz para estudiar la inestabilidad modular de la ecuacién DNLS.

Simulaciones numéricas de la DNLS para 8 ~ 1 han sido desarrolladas en el trabajo de Buti
et al. (2000). Para estas situaciones deben incluirse efectos cinéticos debido a que el acoplamiento
entre las fluctuaciones de densidad y de campo magnético cobra importancia. Los resultados de
estas simulaciones confirman que para 8 < 1 las ondas polarizadas a izquierda son inestables
mientras que a derecha son estables. Para 8 > 1 la situacién se invierte, y ademas se observa que
ondas inicialmente polarizadas a izquierda pueden cambiar el sentido de polarizacién.

Mis recientemente se ha utilizado un esquema de integracién numérica que emplea métodos
espectrales para las derivadas espaciales y un esquema de Runge-Kutta para el avance en el tiem-
po (Nariyuki y Hada, 2005), con y sin término de amortiguamiento y excitacién. Los resultados
obtenidos comprobaron nuevamente que el sistema evoluciona con tres modos dominantes que sa-
tisfacen la condicién de resonancia 2kg = k1 + ko cuando se utiliza una onda como condicién inicial
y valores de amplitud relativamente bajos. En esta investigacién se trabaja en la misma direccién,

tal como se presenta en el préximo capitulo.
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Capitulo 4

Solucion Numeérica Mediante

Métodos Espectrales

Como es sabido, existen diversos métodos para obtener soluciones numeéricas de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales, entre los cuales pueden mencionarse los métodos de diferencias
finitas, los métodos de elementos finitos o los métodos espectrales. A su vez, dentro de cada uno
de ellos existen distintas variaciones que dan origen a los métodos especificos que se emplean
habitualmente. En este trabajo se busca solucionar numéricamente la ecuacién DNLS utilizando
métodos espectrales para la resolucién de las derivadas espaciales, y un esquema de Runge-Kutta
de cuarto orden para el avance en el tiempo.

El objetivo del presente capitulo es, en primer lugar, introducir las caracteristicas principales de
los métodos espectrales, justificando posteriormente su utilizacién en la resolucién de la ecuacién
DNLS, presentando luego la implementacién de este tipo de soluciones en dicha ecuacion.

En la segunda parte del capitulo se procede a verificar la validez del cédigo a través del analisis
de la ecuacién DNLS sin efectos difusivos. Esto es, verificar que las soluciones numéricas cumplen
las condiciones analiticas de estabilidad del problema, determinando a su vez la influencia de los

distintos pardametros que intervienen en la simulacién.

4.1. Introduccion a los Métodos Espectrales

A diferencia de los métodos de diferencias finitas, los métodos espectrales no utilizan expan-
siones en series de Taylor para la representacion de la solucién aproximada, sino que se valen

de expansiones en serie de funciones de base, de manera similar a lo realizado en los métodos

43



Capitulo 4: Solucion Numérica Mediante Métodos Espectrales

de elementos finitos, pero empleando funciones globales en el dominio infinitamente derivables o

polinomios de alto orden.

Cuando las condiciones de borde de la funcién estudiada requieren que la solucién sea espa-
cialmente periddica, los senos y cosenos de una serie de Fourier, los cuales son las funciones de
base naturales para todos los problemas periddicos, automaticamente e individualmente satisfacen
las condiciones de borde. En el caso de problemas no periédicos, los polinomios de Chebyshev son
la opcién natural para funciones de base. En ese caso las condiciones de borde no se satisfacen
apropiadamente, pero es factible incorporar explicitamente restricciones para minimizar el resi-
duo, o utilizar funciones de base que satisfagan independientemente las condiciones de contorno
homogéneas y adicionar funciones conocidas que cumplan las condiciones no homogéneas (Boyd,

2000).

En numerosas simulaciones para la ecuacion DNLS se pudo observar que cuando las condiciones
iniciales son periddicas, pueden aplicarse condiciones de contorno de este tipo (Drazin y Johnson,
1989). Por lo tanto, teniendo en cuenta que el fenémeno de interés en la ecuacién DNLS gene-
ralmente tiene una caracteristica oscilatoria, simulaciones numeéricas con condiciones de contorno
periddicas resultan ser una buena implementacién (Belashov y Vladimirov, 2005). Esta cualidad
permite utilizar los métodos espectrales basados en expansiones en series de Fourier, cuyas carac-

teristicas principales se revisan mas adelante.

En cuanto a la dependencia temporal, si bien es posible tratar esta evolucién espectralmente,
en general es mas eficiente aplicar los métodos espectrales tinicamente a la dependencia espacial.
La razoén es que la integracién en el tiempo puede hacerse explicitamente, lo cual es mucho me-
nos costoso en términos computacionales que calcular la solucién simultdneamente en el dominio
espacio-tiempo. Una discretizacion espectral sélo espacial reduce la ecuacion diferencial en deri-
vadas parciales original a un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias en la variable tiempo
que pueden integrarse mediante alguna de las variantes del método de Runge-Kutta o utilizando

cualquier otro esquema de avance en el tiempo.

4.1.1. Funciones de expansién ortogonales

La teoria subyacente a los métodos espectrales se construye a partir de la expansién de una

funcién ¢(x) sobre un intervalo finito (aqui tomado [0, 27]) en términos de una sucesién infinita de

44



Capitulo 4: Solucion Numérica Mediante Métodos Espectrales

funciones ortogonales ¢y (z)

dx) = > drow(x), (4.1)

k=—o00

donde los coeficientes qgk se determinan mediante la integral

1 2w

be=o- | 6)en() dz, (4.2)
T Jo

y las funciones de expansién y sus complejas conjugadas satisfacen la relacién de ortogonalidad

2T
/0 or(z)pp(x) do = 2wy, (4.3)

siendo 0 el delta de Kronecker.

La transformacién indicada en las Ecs. (4.1) a (4.3) es llamada “transformacién finita de ¢”
entre el espacio fisico y el espacio de transformacion, ya que la integral se realiza sobre un intervalo
finito. Si el conjunto de funciones ortogonales es completo, lo cual significa que la precision de
la serie para representar la funcién original aumenta al incrementar el nimero de funciones de
base consideradas, la transformacién puede invertirse, y de esta manera las funciones pueden
representarse tanto por sus valores en el espacio fisico como por sus coeficientes en el espacio de
transformacién. Por otro lado, debe notarse que los coeficientes de expansién ngSk en la Ec. (4.2)
dependen de todos los valores de ¢ en el espacio fisico y entonces en general no pueden computarse

de manera exacta cuando se cuenta con descripciones discretas.

Cuando en la expansién dada en la Ec. (4.1) se utiliza un nimero finito de coeficientes usando
los valores de ¢ en un nimero finito de puntos seleccionados, correspondientes por ejemplo a
una grilla, el procedimiento se denomina como una “transformacion discreta” entre el conjunto de

valores de ¢ en la grilla y el conjunto de coeficientes aproximados (o discretos).

4.1.2. La Expansion de Fourier continua

La expansion de Fourier continua es la expansiéon més comin dentro de los métodos espectrales

y es la que se utiliza en este trabajo. Como se mencioné anteriormente, esta expansion es natural
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para problemas con condiciones de contorno periédicas, es decir para funciones que cumplen:

¢(x) = ¢p(x + L), (4.4)

donde L es la longitud del dominio de integracién.

En la expansién de Fourier, las funciones de base son funciones trigonométricas, las cuales

conforman una base ortogonal completa de la forma
on(x) = eh*, k=0,+1,+2,..., (4.5)

en el intervalo [0, 27|, y de donde resultan, segun la Ec. (4.2), los coeficientes de Fourier de ¢:

R 1 [27 .
bop = — (z)e ke d, k=0,+1,42,.... (4.6)

2 0
La relacién dada en (4.6) asocia la funcién ¢ con una sucesién de nimeros complejos (los
coeficientes de Fourier ¢) llamada la “transformada de Fourier de ¢”. El analisis consiste en evaluar

qué tan bien la funcién ¢(z) es aproximada por esta sucesiéon de polinomios trigonométricos

N/2

Pyg(x) = Y ¢pe™, (4.7)

k=—N/2

cuando N — oo, donde la funcién Py¢(z) es la serie de Fourier truncada (o finita) de orden N de
¢().
Si se define el producto interno y la norma en la manera habitual, tal que para dos funciones

o(x) y ¢(x)

2

@)= [ o (@) do. (48)
21

2_ o 2 X .

14 / 6(x)? d, (4.9)

insertando la Ec. (4.1) en la (4.9), y haciendo uso de la relacién de ortogonalidad dada en la

Ec. (4.3), se obtiene la identidad de Parseval

’2 (4.10)

lol* =27 37 |d
k=—0oc0
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Con la ecuacién anterior y utilizando la Ec. (4.7) resulta

2
‘ (4.11)

lo - Prol? =2 > |é

|k|=N/2

Esta ultima expresion indica que el error generado al reemplazar ¢ con su serie de Fourier
truncada de orden N depende de qué tan rapido los coeficientes de Fourier ¢ decaen a cero. Se

puede demostrar que esto estd relacionado con la regularidad de ¢ en el dominio considerado.

Integrando la Ec. (4.6) por partes y haciendo uso de las condiciones de borde periédicas de ¢

se obtiene
n 1 2 dqb ikx
— — e " dg.
“= ok ), A W

Al iterar sobre este resultado se encuentra que si ¢ es m veces continuamente derivable en [0, 27]

y si las derivadas son periédicas para todo orden j < m — 2, entonces (Canuto et al., 2006)
or =0 (k™) k=0,+1,+2,..., (4.12)

lo cual demuestra que el coeficiente de Fourier k-ésimo de una funcion infinitamente derivable cuyas

derivadas son periddicas decae mas rapidamente que cualquier potencia negativa de k.

4.1.3. La Expansion de Fourier Discreta

En la mayoria de las aplicaciones se utiliza una expansién de Fourier discreta, ya que la misma
provee una eficiente manera de computar los coeficientes de Fourier de una funcién que sdélo es
conocida en una distribucién discreta de puntos, y recuperar en el espacio fisico la informacién que

fue calculada en el espacio de transformacién.

En la transformada de Fourier discreta se hace uso de los puntos

Tj = —— J=0,1,....,N -1, (413)
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normalmente referidos como puntos de la grilla, para definir el par de transformaciones

N—

,_.

1 i N N
—— ik = =1 4.14
F[¢] ¢]€ NJ:O¢]e ] k 27 72 Y ( )
%
Flbrl=¢j= Y ore’, j=0,1,...,N—1, (4.15)
k=—N/2

donde se ha utilizado la notacién ¢(x;) = ¢; y ¢(k) = ¢y

Las Ecs. (4.14) y (4.15) definen una transformacién biyectiva y su inversa entre los N valores
de ¢ sobre la grilla y los N coeficientes de Fourier discretos ¢y. La transformacién puede hacerse
en uno u otro sentido sin pérdida de informacién, lo cual puede demostrarse introduciendo la

Ec. (4.14) en la (4.15), teniendo en cuenta la propiedad de ortogonalidad

- o 2mkG-O/N _ 5.,
k=—N/2

Por otro lado, teniendo en cuenta las definiciones (4.14) y (4.15) resulta

FIG | = " 7o) = 0" . (1.16)
por lo tanto

A", _

djj = F (k)" o] , (4.17)

y de esta forma es posible evaluar la derivada de cualquier orden de la funcién discreta ¢(z) en

cualquier punto de la muestra.

En las simulaciones mediante métodos espectrales las transformaciones entre un espacio y otro
son normalmente quienes definen la eficiencia de un calculo espectral, por lo tanto es de vital
importancia utilizar para estas transformaciones algoritmos altamente eficientes. La transformada
de Fourier discreta definida anteriormente puede computarse de una manera “rapida”, realizando del
orden de N logy(N) operaciones en lugar de N? (Jardin, 2010), a través de la Transformada Répida
de Fourier (FFT), para la cual se han desarrollado numerosos algoritmos altamente probados. De
esta manera no es necesario realizar un codigo para resolver la FFT, sino que pueden utilizarse las

librerfas disponibles para este proposito, aunque deben conocerse las caracteristicas del algoritmo
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empleado, la manera en que se redistribuyen los puntos en el espacio de transformacion y cémo
se definen los limites de las expansiones para asegurar el correcto funcionamiento del esquema

numérico.

4.1.3.1. El error de “aliasing”

La relacién entre los coeficientes de Fourier discretos ¢y, Ec. (4.14), y los coeficientes de Fourier

exactos ¢, Ec. (4.6), se obtiene igualando ¢; en la Ec. (4.1) con el dado en la expresién (4.15):

Gk =0+ Y. Orinm: (4.18)

m##0

siendo IV el niimero de puntos de la discretizacién.
Puede verse que el modo k-ésimo de la transformacion discreta depende no sélo del modo k-
ésimo de ¢, sino también de todos los modos que distorsionan el modo k-ésimo de la grilla discreta.

Este error se denomina “aliasing” y se ilustra en la Figura 4.1.

Figura 4.1: Ejemplo de aliasing para una grilla con N = 8. Ambos modos toman los mismos
valores en los puntos de la grilla

El error de aliasing puede causar inestabilidades numéricas en la integracién en el tiempo de
ecuaciones no lineales, ya que la interaccién no lineal puede generar que niimeros de onda aislados
sumamente grandes, los cuales estaran “aliados” dentro de los ntimeros de onda pertenecientes al
dominio considerado, produzcan una alta transferencia de energia hacia los nimeros de onda mas
bajos (Boyd, 2000).

Una de las estrategias empleadas para eliminar las consecuencias de los modos distorsionados
es la de filtrado “todo o nada”, en la cual se anulan los coeficientes de Fourier ubicados fuera de

una porcion determinada del dominio.
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El método de Philips (1959), originalmente utilizado para modelos de diferencias finitas, aplica
un filtro espacial que suprime la mitad del espectro de transformacion, utilizando solamente los coe-
ficientes ubicados en la mitad central del dominio de Fourier y anulando aquellos que se encuentran
en los cuartos externos. Sin embargo, Orszag (1971) mostré que no es necesario purgar la mitad de
los coeficientes del espectro, sino que sélo se necesita eliminar un tercio de los mismos, dejando dos
tercios de la porcion central sin filtrar. En su trabajo Orszag sostiene que la interaccién cuadrética
de dos nimeros de onda se distorsiona unicamente fuera de la porcién central establecida. En la

Figura 4.2 se muestran de manera grafica las dos estrategias de filtrado mencionadas.

k k
I I I | 1 |
1/4 | 1/2 |.1/4 1/6 | 2/3 |1/6
N puntos N puntos

[ Espectro sin filtrar
[0 Espectro filtrado

Figura 4.2: Esquemas de filtrado de Philips (izquierda) y de Orszag (derecha) disponibles
para corregir el error de aliasing.

4.2. Implementacién en la Ecuacion DNLS

Como se menciond en la seccién anterior, la solucién numérica de la ecuacion DNLS admite
condiciones de contorno periédicas para la mayoria de los casos de interés (Belashov y Vladimirov,
2005). Esta caracteristica hace que los métodos espectrales basados en expansiones en series de
Fourier sean especialmente apropiados para la resolucion de la ecuacion.

Se considera la ecuacién DNLS en coordenadas adimensionalizadas, tal como se presenta en la
Seccién 3.3 del capitulo anterior:

R NN - R
5t o, oy (|b| b)ilﬁﬁ—vb—o, (4.19)

donde el campo magnético b satisface en todo momento condiciones de contorno periédicas, es

decir:
b(z,t) =b(z+ L,t), Vt, (4.20)

siendo L la longitud del dominio de integracion.
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En este trabajo se soluciona numéricamente la ecuaciéon DNLS utilizando métodos espectrales
para el cdlculo de las derivadas espaciales, y un esquema de Runge-Kutta de cuarto orden para la
integracién en el tiempo. Teniendo en cuenta la Ec. (4.19), la derivada temporal puede escribirse

en funcién de los términos restantes que conforman la ecuacién DNLS:

o b D [

Aplicando las transformaciones definidas en las Ecs. (4.14) y (4.15), y considerando la expresién

(4.17) resulta:

b
gt = F1 [—ik}“[b] - aik]—“[[b[Q b} + ik%f[b]} — 4b, (4.22)
donde, de acuerdo a lo establecido en la Seccién 3.3

) Signo superior — polarizacién izquierda
Término dispersivo =+ ik“F[b]
Signo inferior — polarizacién derecha

) (4.23)

.
Plasmas frios - a =1
Término no lineal aikF [\b[Q b} ]
Plasmas calientes — o =

\ 1-p

Para una colecciéon de N valores de b igualmente espaciados en un dominio de longitud L

centrado en el origen (—L/2, L/2] donde estd definida la siguiente distribucién de puntos

L N
o : i=1,....N
& N( 2 ‘7>’ J ey

las transformaciones de Fourier dadas en las Ecs. (4.14) y (4.15) resultan

N
7 1 71kz' _ N N
Flbj] = by, NZ_: i h=—g 1.5, (4.24)
N/2
Flbe) =bj= D e, j=1,...,N, (4.25)
k=—% 41

donde se ha utilizado la notacién b(z;) = b; y b(k) = by.

Reagrupando los términos en la Ec. (4.22) y con las definiciones anteriores, la ecuacién DNLS
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puede descomponerse en sus partes real e imaginaria:

Ro| 52 | = 77 [y (-1 k) Tl o] + k[ 131, — R

ot
(4.26)
Im [%ﬂ —F! [kj (=14 kj) Re[F[bj]] — akj Re [f[|bj|2 bj”] — Im{3b;],
siendo
= 2%7 | (4.27)

La nueva distribucion de puntos tanto en el espacio fisico como en el espacio de Fourier obedece
al algoritmo de la FF'T utilizado para calcular las transformaciones. Normalmente estos algoritmos
requieren una cantidad de puntos N par, lo cual significa que la distribucién alrededor del origen
no serd simétrica, y en consecuencia uno de los extremos del dominio queda fuera del mismo. De
este modo, los puntos del espacio fisico resultan

L L L L L
z € <—2+h,—2+2h,...,2—h,2], conh—N7

por lo tanto los puntos del espacio de Fourier son

ke (F( Ny Ny N N
L\ 2 Ty Ty Ty

De esta manera queda establecido el procedimiento para obtener la derivada temporal en la
ecuacién DNLS. Con la definicién de un término de amortiguamiento/excitacién, es posible de-
terminar las Ecs. (4.26) para realizar la integracion en el tiempo de la DNLS, la cual se lleva a
cabo mediante un esquema de Runge-Kutta-Fehlberg de cuarto orden. Debe tenerse en cuenta que
antes de realizar la transformada de Fourier inversa en (4.26), debe aplicarse alguno de los filtros
descritos en la Seccién 4.1.3.1 para evitar que se produzcan inestabilidades debidas al error de
aliasing.

La implementacién computacional del esquema numérico se hace mediante una serie de subru-
tinas desarrolladas en lenguaje FORTRAN 95, utilizando ademads las capacidades de programacién
en paralelo con memoria compartida que permiten las directivas de OpenMP para este lengua-

je. La paralelizacion no se realiza sobre la discretizaciéon del dominio, ya que se comprobd que
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ese enfoque resulta eficiente unicamente cuando se utilizan grillas suficientemente densas, de lo
contrario el tiempo que significa la creacion y destruccion de hilos de procesamiento penaliza la
rapidez de efectuar los calculos en paralelo cuando se dispone de un nimero relativamente bajo de
procesadores. Por este motivo, la paralelizacién se realiza de manera de poder realizar simulaciones
simultdneas para distintas configuraciones iniciales utilizando una sola computadora de multiples
procesadores.

En cuanto a los tiempos de procesamiento, si bien la reduccién del costo computacional es una
de las propiedades mas atractivas de los esquemas numéricos basados en expansiones de Fourier, la
naturaleza del problema relativiza en cierta medida esta caracteristica, ya que las no linealidades
requieren que se utilicen pasos de integracién pequeiios y, en general, se necesita simular durante
tiempos prolongados, especialmente en los procesos de comprobacién de condiciones de estabilidad.
Estas caracteristicas indican que es de suma importancia no utilizar discretizaciones excesivamente

densas ya que esto repercute fuertemente en los costos computacionales.

4.3. Verificacion de la estabilidad del esquema numérico

En los péarrafos anteriores se presentaron los fundamentos de la aplicaciéon de métodos espec-
trales para solucionar numéricamente la ecuacion DNLS. El objetivo de esta seccién es analizar
el comportamiento del método, para lo cual se realizan simulaciones numéricas de la DNLS sin

considerar efectos difusivos.

4.3.1. Consideraciones iniciales
Para el analisis de la ecuacién DNLS no difusiva se utiliza la Ec. (4.19) sin término de amorti-
guamiento/excitacién (4 = 0):

o 0 (o P

donde, por simplicidad, se ha tomado a = 1. La aplicacién de los distintos signos en los términos
no lineal y dispersivo se hace segin las condiciones dadas en (4.23). Por otro lado, en la Ec. (4.28)
no se ha incorporado el término lineal 9b/Jz que se observa en la Ec. (4.19). Esto es posible
asumiendo la utilizacién de un sistema de referencia que se mueve con velocidad de Alfvén en la

direccién z, por lo tanto dicho término puede eliminarse sin afectar la solucién (Spangler y Sheerin,
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1982).

Un aspecto importante de analizar previo a la realizacién de las simulaciones numéricas, es
evaluar la habilidad del método para reproducir la relacién de dispersién de la Ec. (4.28) para una
onda polarizada circularmente, de amplitud constante Ay con frecuencia w y nimero de onda kg

de la forma:
b(z,t) = Agelkoz=wt) (4.29)

la cual, segtin lo visto en el Capitulo 3 constituye una solucion exacta del sistema. Considerando
polarizacion izquierda (signo positivo en el término dispersivo) y plasma con 8 ~ 0 (signo positivo

en el término no lineal), la solucién anterior produce:

w=ko A2 — k2. (4.30)

La descripcién discreta de la onda dada en la Ec. (4.29) se escribe como:

pm — AO ei(kOijwm‘r)

j (4.31)

)

donde b]" = b(zj, mT), siendo m el nimero de paso de tiempo y 7 el paso de integracién temporal.

Con esta expresién se obtiene la relacién de dispersién discreta (Fla, 1992)

sin [(w+ k) 7] = 3 ABkor (1 4cos [(w + K3) 7])%,

la cual, de acuerdo a la Ec. (4.30), para A3koT < 1 resulta

1
wzﬁmb—zm%mﬂ—%, (4.32)

1
donde se ha utilizado la identidad trigonémetrica cos? § = 3 + 5 cos 26.

De esta ultima ecuacién se deduce que el error relativo de la relacién de dispersién (4.32)
respecto a (4.30) es O B (A(Q)kor)ﬂ, por lo tanto el esquema numérico reproducird de manera

satisfactoria la relacién de dispersién no lineal de una onda de amplitud constante para un paso

54



Capitulo 4: Solucion Numérica Mediante Métodos Espectrales

de tiempo tal que:

V2

T KL AZk:g

(4.33)

Por otro lado, una estimacion del error relativo debido al truncamiento para la onda basada en

la Ec. (4.32) después de un tiempo ¢t = m7 puede obtenerse mediante
‘ ~ 7t A2k0) . (4.34)

Esta expresién indica que aun cuando se utilice un paso de integraciéon temporal que cumpla
con la condicién (4.33), los resultados obtenidos pueden considerarse correctos unicamente si se

verifica A < 1, es decir

2
<. (4.35)
(Afko)" 72
Las condiciones dadas en las Ecs. (4.34) y (4.35), aunque son estrictamente vélidas para el
caso de solucién de una onda de amplitud constante, permiten estimar en primer término un paso

de integracién temporal adecuado, y posteriormente evaluar el limite de tiempo para el cual la

simulacién puede considerarse vélida.

La solucién numérica de la ecuacion DNLS no difusiva se hace implementando las Ecs. (4.26)

en la Ec. (4.28) para obtener la derivada temporal 9b/0t:

ob;

Re[ ] F [k il F b))+ by T [ F 165251

ot
o, (4.36)
Im [875] Fl [ik?Re[f[b]]:Fk:j Re[f[|bj|2bjm,
donde
2 N
kj:%, bj=bz), n=-+j j=1,2,...,N, (4.37)

siendo N la cantidad de puntos de la discretizaciéon y L la longitud del dominio de integracién.
Ademsds, como ya fue mencionado, la aplicacién de los métodos espectrales basados en expansio-
nes en series de Fourier requiere que la solucién de la ecuacion DNLS cumpla en todo momento

condiciones de borde periédicas, es decir b(z,t) = b(z + L,t).
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4.3.2. DNLS no difusiva con condicién inicial de una onda

El objetivo principal de este estudio es verificar las condiciones de estabilidad modular de la
DNLS con condiciones de contorno periddicas. Para ello se sigue el desarrollo presentado en el
trabajo de Fla (1992), quien establecié condiciones de estabilidad modular para la DNLS cuando

se utiliza como condicién inicial una onda de la forma

b(z,0) = by = AgeFo?, (4.38)

donde el vector de onda estd dado por

27['71()

k p—
0 I ;

(4.39)
con ng el numero de onda inicial, L la longitud del dominio y Ag la amplitud de la onda.

4.3.2.1. Condiciones analiticas de estabilidad modular

El anélisis que se realiza a continuacion representa la referencia tedrica con la cual se comparan
los resultados numéricos que se obtienen mas adelante. El desarrollo corresponde al estudio de la
estabilidad modular de la DNLS con condiciones de contorno peridédicas, para lo cual se utiliza la

expresion de la modulacion de un tren de ondas de amplitud constante:
b(z,t) = Age! oz~ [1 4 e (2, 1)], (4.40)

donde b y & son funciones complejas periédicas en el intervalo [—L/2, L/2] y |e|* < 1.

Introduciendo la expresién anterior en la ecuacién DNLS se obtiene la siguiente ecuacién apro-

ximadas:
ds 0% . * 2 O 20¢”
a1 Tigz TiRAG (e + ) +2 (45 — ko) o+ A =0,

Si se expresa la perturbacién £(z, t) mediante una expansién en serie de Fourier de la forma
o

E(Z,t) = Z éj(t)ei(6j2)7

j=—o00

donde ¢; = 2mj/L es el nimero de onda de la perturbacién, se encuentra que el coeficiente £q(t) es
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una constante la cual puede asumirse igual a cero sin pérdida de generalidad, y ademas se deduce

dé . ~ . Ak
3 = 1[koAG + 2 (A5 — ko) € — €3] &; +1AG (ko + ;) €]
déx

3 = 1AG (ko — ) &) — i [koAG + 2 (A§ — ko) £; + (] &

Si se asume

se obtiene

Ny =2 (A3 — ko) € % 1€5] \/(2ho — A3) 43 — 2. (4.41)

Observando la Ec. (4.41) se pueden determinar las siguientes condiciones de estabilidad para

un tren de ondas de amplitud constante:

2ko < A7 — Marginalmente estable
(4.42)

2ko > A2 — Inestable

De esta manera quedan establecidas las condiciones analiticas de estabilidad modular de la
DNLS para un tren de ondas de amplitud constante. Estas condiciones constituyen uno de los

pardmetros de evaluacién del desempeno del cédigo numérico implementado en este trabajo.

Teniendo en cuenta la Ec. (4.39), las condiciones dadas en (4.42) indican que los valores de
amplitud para los cuales existird inestabilidad dependen del nimero de onda ng. Para verificar este
aspecto es necesario establecer un criterio que permita determinar si existe inestabilidad de la onda
y en qué momento se produce. Con este propdsito se define el pardmetro Fyg, el cual representa la
relacion entre la energia transportada por la onda inicial y la energia total del sistema en el espacio

de Fourier:

[Bro]

N ~ )
> |bwgl
e

Eyo = (4.43)
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donde by es la componente de la transformada de Fourier discreta correspondiente a la onda inicial,

N es el nimero total de modos utilizados en la simulacién y j indica el nimero de onda.

Segun la Ec. (4.43), Exo = 1 indica que toda la energia del sistema se encuentra concentrada en
la onda identificada con kg, lo cual representa la situacion inicial del sistema. Cuando se produce
la inestabilidad la energia inicialmente concentrada en el modo kg se transfiere hacia otros modos
y en consecuencia resulta Ery < 1. Para evaluar la estabilidad de la solucion, se considera que
cuando la onda inicial pierde el 0,01 % de su energia se produce la inestabilidad, es decir, cuando
Erg < 0,9999. Con este criterio se realizan los gréaficos presentados en la Figura 4.3 donde se
especifica el tiempo de inestabilidad en funcién de la amplitud de la onda inicial para distintos
nimeros de onda. El objetivo del andlisis es verificar si se cumplen las condiciones de estabilidad
modular dadas en (4.42). La subdivisién de la figura en nimeros de onda pares e impares obedece

Unicamente a mejorar la claridad de los resultados.

Si bien el procedimiento anterior representa un método objetivo para evaluar la estabilidad del
sistema, hay que destacar que si se modifica la fracciéon de energia que determina la inestabilidad,
los resultados no varian sustancialmente y los graficos practicamente no cambian su forma, ya que
una vez producida la inestabilidad, en todos los casos se genera un fuerte descenso de la energia
de la onda inicial, situacién que se comprueba con el estudio de la evolucién de la energia relativa

Fio en la seccién siguiente.

Para las simulaciones se utilizé un paso de tiempo 7 = 1 x 1073 con una discretizacién de
N = 256 puntos, considerando ondas polarizadas a izquierda y S = 0 en la ecuacién DNLS. La
eleccion del paso de tiempo se llevé a cabo luego de numerosos ensayos que permitieron establecer
cual era el menor valor de 7 que satisfacia la estabilidad que debe verificarse para ondas polarizadas
a derecha independientemente de los pardmetros iniciales Ay y ko (Buti et al., 2000), utilizando
numeros de onda y valores de amplitud dentro de los rangos considerados y un tiempo de integracién
maximo ¢t = 50000. La utilizaciéon de N = 256 obedece a la misma razdén, ya que esta cantidad de
puntos en la discretizacion es la menor capaz de reproducir correctamente el aspecto anteriormente

citado para los nimeros de onda considerados (ver seccién 4.3.3).

En cuanto al esquema de filtrado utilizado para evitar el error de aliasing, debe destacarse que
ambos métodos (de Philips y de Orszag) fueron implementados, obteniéndose resultados idénticos

en todo el rango de valores analizado.

En cuanto a los resultados obtenidos, observando la Figura 4.3, se deduce en primera instancia
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0z = Ou
/T = Ou
91 = Ou

pepI[Iqejsou] op oduwery,

66 1,77 1,88 1,98

1,40 1,54 1,

1,25

1,09

0,886

0,627

Amplitud inicial Ag

pepIiqessou] op odwery,

1,83 1,93 2,03

1,47 1,60 1,72

1,33

1,17

0,991
Amplitud inicial Ag

0,768

Figura 4.3: Tiempo de inestabilidad en funcién de la amplitud de la onda inicial Ay para

diferentes ntimeros de onda inicial ng
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que el tiempo para que se produzca la inestabilidad depende fuertemente de la amplitud de la onda
inicial y del nimero de onda considerado. Ademaés se observa que la condicién de inestabilidad
A < \/2kq se verifica en todos los casos analizados. Para visualizar esta situacién se han graficado
en linea de trazos los limites correspondientes a cada caso, siendo la regién estable la que se ubica
desde esta linea hacia Ay — oco. La estabilidad en esta regién se comprobd para simulaciones de
hasta ¢ = 50000 con valores de amplitud inicial del doble de la amplitud limite. Por otro lado,
para amplitudes Ag — 0 la inestabilidad se retrasa constantemente, asi por ejemplo para el caso de
no =11y ko =~ 1,08 con Ag < 0,06 no se produjo inestabilidad en simulaciones de hasta ¢ = 50000.

Simulaciones para modos iniciales con ng > 21 también fueron realizadas, pero los resultados
para estos casos comenzaron a presentar comportamientos no apropiados. Esto puede atribuirse
a que, segun las condiciones (4.42) y la Ec. (4.33), modos més altos tienen limites de estabilidad
a amplitud mayores, y por lo tanto requieren pasos de tiempo méas pequenos. Para ilustrar esta

situacién se presenta el siguiente ejemplo:

Aopmax = 1,253 Apmax = 2,454
ng =8 — ng = 25 —

T < 1,146 T < 0,117

donde se ha utilizado L = 64 como en las simulaciones. En estos resultados se observa la diferencia
de 6rdenes de magnitud entre ambos casos para establecer el paso de integracién temporal ade-
cuado. Esto indica que para reproducir correctamente el comportamiento de modos iniciales mas
altos se requieren pasos de integracién cada vez mas pequenos, lo cual repercute directamente en

el tiempo de procesamiento computacional.

4.3.2.2. Evolucion de las configuraciones inestables

En la seccién anterior se verificé la estabilidad del c6digo numérico a través del cumplimiento
de las condiciones analiticas de estabilidad modular. El paso siguiente es estudiar la evolucién de la
solucién en las configuraciones inestables, para lo cual se analizan los resultados del parametro Eyg
v se evalda la distribucién de la energia en el espacio de Fourier, considerando distintos niimeros
de onda ng y amplitudes iniciales Ag.

En las Figuras 4.4 a 4.8 se muestra la evolucién de FEiy y se compara la distribucién de la
energia para la condicién inicial (curva ‘Bk‘o) con la correspondiente a la del instante de tiempo en

el cual la energia de la onda inicial es mimima (curva {l_vk{min). El objetivo del analisis es conocer
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de qué manera se produce la transferencia de energia entre el modo inicial y los nuevos modos
surgidos en la inestabilidad.

Analizando las figuras, se observa en todos los casos que el pardmetro Ejy presenta una evolu-
cién similar independientemente del niimero de onda inicial utilizado, encontrandose basicamente
dos comportamientos que dependen del valor de la amplitud inicial Ag. En un primer rango de
amplitudes menores a cierto valor, el cual varia segin el nimero de onda inicial, aparecen solucio-
nes cuasi periédicas, donde la onda inicial recupera la energia cedida a los otros modos formando
ciclos en los cuales la onda kg pasa de un valor de energia maximo a uno minimo. El minimo valor
de energia relativa de la onda inicial esta ligado a la amplitud inicial de la onda, haciéndose mas
pequeno para amplitudes mayores, con un periodo que también decrece con el aumento de Ag. Lo
destacable de este primer comportamiento es que la transferencia de energia se hace fundamental-
mente entre la onda inicial (onda madre) y dos ondas (ondas hijas) cuyos nimeros de onda k; y
ko satisfacen la relacion de resonancia 2kg = ki + ko. Este resultado es importante a la hora de
establecer el numero de modos a utilizar en modelos de truncamiento.

El otro comportamiento que se observa, correspondiente a amplitudes iniciales mayores, presen-
ta caos espacio-temporal, casi independientemente del niimero de onda considerado inicialmente.
A diferencia de la situacién anterior, en estos casos la onda inicial no recupera gran parte de su
energia original, sino que una vez transferida, la energia se distribuye aleatoriamente entre todos
los modos del espectro con una evolucién irregular en el tiempo.

La transicién entre cada uno de los comportamientos se produce dentro de un rango de valores
de Ay donde la evolucién de la solucién presenta una combinacién de las situaciones detalladas
anteriormente. En este rango de transicién, la onda inicial recupera parcialmente su energia original
completando ciclos similares a los del primer comportamiento pero con un decremento constante
de los niveles maximos de energia, para luego dar lugar a la evolucién irregular.

Los valores de amplitudes iniciales limite para los cuales se producen los distintos tipos de
comportamiento dependen del niimero de onda inicial. En las figuras queda evidenciado que modos
iniciales mas altos tienen rangos de comportamiento periédico mas pequenos con intervalos de
transicion mas acotados. Por el contrario, modos iniciales bajos presentan un comportamiento

periédico a amplitudes mayores y la transicién hacia el comportamiento cadtico es mas suave.
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Figura 4.4: Evolucién de la distribucién de la energia en funcién del tiempo para distintos
valores de amplitud de la onda inicial con ng = 2
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Figura 4.5: Evolucién de la distribucién de la energia en funcién del tiempo para distintos
valores de amplitud de la onda inicial con ng =5
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Figura 4.6: Evolucion de la distribucién de la energia en funcién del tiempo para distintos
valores de amplitud de la onda inicial con ng = 10
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4.3.3. Ecuaciéon DNLS no difusiva con condiciéon inicial de tres ondas

Los resultados obtenidos en la seccién anterior para el caso de valores de amplitud relativamente
pequenios, en los cuales se produce una evolucién cuasi periédica, muestran que la energia se reparte
fundamentalmente entre tres ondas: la onda inicial o madre identificada con el nimero de onda kg, y
dos ondas hijas (k1 y k2) que cumplen la relacién de resonancia 2kg = ki + k2. Este comportamiento
amerita realizar un andlisis de la ecuacién DNLS con condicién inicial de tres ondas circularmente

polarizadas que verifican dicha relaciéon y tienen la siguiente forma:
2
b(2,0) = by = > _ /k;jN;e*i7, (4.44)
§=0

donde los nimeros de onda k; estan dados por la Ec. (4.39), siendo
niy2 = (1 F 5) ng-. (445)

El pardmetro § se toma de manera tal de maximizar el crecimiento de la inestabilidad modular

para ondas madre polarizadas a izquierda, resultando (Sénchez-Arriaga, 2009)

2
52\/1\[0—%. (4.46)

Los factores N; en las amplitudes normalizadas /k;N; de las ondas iniciales se parametrizan
mediante un coeficiente g que describe cémo se reparte la energia y un factor m que cuantifica el
nivel de energia que se ingresa al sistema:

l—gq

Ny =qm, Nio = —5 M (4.47)

Establecidas de esta forma, las tres ondas iniciales cumplen la condicién de periodicidad
b(z,0) = b(z + L,0) necesaria para la aplicacién de los métodos espectrales basados en expan-
siones de Fourier y ademas verifican la relacién de resonancia entre la onda madre y las ondas hijas

(2ko = k1 + ko).

Para evaluar los resultados de las simulaciones, de manera similar a lo realizado para el caso con

condicion inicial de una onda, se utiliza un pardmetro que representa la relacién entre la energia
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contenida en los tres modos iniciales y la energia total del sistema:

o = ol [ + ol

~ (4.48)
> 1]
j=1

Valores del parametro Ej préximos a la unidad indican que la energia se encuentra distribuida

fundamentalmente en las tres ondas iniciales, mientras que valores mds bajos significan que la

energia se encuentra distribuida en un niimero mayor de modos.

4.3.3.1. Resultados numéricos

El primer andlisis consiste en evaluar la influencia del ntimero total de modos N utilizado
en la simulacién, para lo cual se consideran plasmas frios con ondas polarizadas a izquierda y a
derecha, utilizando distintos nimeros de onda madre ng. El objetivo del estudio es comparar las
soluciones obtenidas para valores de N crecientes y determinar cudl es la minima cantidad de
puntos en la discretizacion que reproduce de forma satisfactoria los resultados esperados. El punto
de comparacién en este caso es el requerimiento de estabilidad de las soluciones que existe para
plasmas frios con ondas polarizadas a derecha (Buti et al., 2000).

En las Figuras 4.9 a 4.11 se presenta la evolucién del pardmetro Ej dado en la Ec. (4.48) para
nimeros de onda madre ng = 5, 10 y 15, con m = 0,10 y ¢ = 0,90. Observando los graficos se
destaca que los resultados para N = 64 y N = 128 son sustancialmente diferentes de los obtenidos
para N = 256 y N = 512 en los casos donde ng > 10, produciéndose ademas inestabilidad de las
ondas polarizadas a derecha.

De acuerdo a las figuras, los resultados correspondientes a N = 256 no difieren mayormente
de los obtenidos con N = 512, verificindose en ambos casos valores similares para los tiempos de
inestabilidad, mas alld de pequenas diferencias en las evoluciones posteriores. Este aspecto permite
establecer que una cantidad de N = 256 puntos en la discretizaciéon es adecuada para realizar las
simulaciones, ya que los resultados obtenidos con ese valor son similares a los correspondientes a
N = 512 que se suponen més aproximados asumiendo que la base de funciones de expansion de
Fourier es completa. En adelante, a menos que se especifique lo contrario, todas las simulaciones

llevadas a cabo en este trabajo se realizan tomando N = 256.

El siguiente analisis tiene como objetivo conocer de qué manera influyen los pardmetros q y m
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que definen la distribucién y el nivel de energia del sistema, respectivamente. Considerando nueva-
mente plasmas con § ~ 0 y ondas polarizadas a izquierda (para que se produzca la inestabilidad),
en las Figuras 4.12 a 4.14 se grafica la evolucién del parametro Ej en funcién del tiempo para
nimeros de onda madre ng = 5, 10 y 15 tomando distintas combinaciones de valores de ¢ y m.
Observando las figuras se deduce en primera instancia que la influencia del nivel de energia
ingresado al sistema y de su distribucién es independiente del niimero de onda madre considerado.
En todos los casos, el aumento del nivel de energfa (incremento de m) significé un adelantamiento
de la inestabilidad y un cambio en la evolucién posterior de la solucién, donde las ondas iniciales no
pueden recuperar sus niveles de energia originales, produciéndose de este modo un comportamiento
similar al observado en el caso de la DNLS con condicién inicial de una onda donde amplitudes
iniciales mayores producian una evolucién cadtica que impedia a la onda inicial recuperar su
energia original. Por otro lado, para niveles bajos de energia relativa de la onda madre (¢ — 0),
es decir, cuando la energia estd concentrada mayormente en las ondas hijas, se produce el retraso
de la inestabilidad aunque el nivel de energia en el rango estable de las tres ondas iniciales decae
en relacién a la energia total del sistema, lo cual indica que existen otros modos que adquieren

importancia.

Con este ultimo analisis se da por finalizado el estudio de la ecuacion DNLS sin efectos difusivos.
Se concluye a partir de los resultados, especialmente los correspondientes al caso con condicién
inicial de una onda, que los métodos espectrales aqui presentados son adecuados para solucionar
numéricamente la ecuacién DNLS. En el capitulo siguiente se presentan las soluciones con efectos

difusivos y excitacion.
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Figura 4.9: Sensibilidad al nimero de modos utilizado en la discretizacién para plasmas frios
con g = 0,90, m = 0,10, ng = 5 y condicién inicial de tres ondas
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Figura 4.10: Sensibilidad al nimero de modos utilizado en la discretizacion para plasmas frios
con g = 0,90, m = 0,10, ng = 10 y condicién inicial de tres ondas
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Figura 4.11: Sensibilidad al nimero de modos utilizado en la discretizacion para plasmas frios
con g = 0,90, m = 0,10, ng = 15 y condicién inicial de tres ondas

72



Capitulo 4: Solucion Numérica Mediante Métodos Espectrales
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Figura 4.12: Influencia del nivel de energia (factor m) y de la distribucién de la misma (coe-
ficiente ¢) para plasmas frios con ng = 5 y condicién inicial de tres ondas
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Figura 4.13: Influencia del nivel de energia (factor m) y de la distribucién de la misma (coe-
ficiente g) para plasmas frios con ng = 10 y condicién inicial de tres ondas
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Figura 4.14: Influencia del nivel de energia (factor m) y de la distribucién de la misma (coe-
ficiente ¢) para plasmas frios con ny = 15 y condicién inicial de tres ondas
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Capitulo 5

Resultados Numeéricos y Analiticos de
la Ecuacion DNLS con Efectos de

Difusién y Excitacion

En este capitulo se presentan los resultados numéricos obtenidos para el caso de la ecuacién
DNLS considerando efectos difusivos y excitacion. El objetivo del analisis es estudiar la transfe-
rencia de energia entre los diferentes modos para distintos valores de difusién, comparando los
resultados de las simulaciones numéricas con aquellos hallados mediante técnicas de truncamiento.

El estudio se realiza sobre la ecuacién DNLS difusiva con un modelo de amortiguamiento
resistivo y ondas polarizadas a izquierda, considerando plasmas frios con condicién inicial de tres
ondas cerca de resonancia, con un modo excitado y los restantes amortiguados.

En primer término se analizan las soluciones estacionarias que se encuentran tanto con el
esquema numérico como con el modelo de truncamiento, realizando la comparacién entre ambos
métodos y evaluando los limites de aplicabilidad del modelo analitico. Posteriormente se estudia una
serie de soluciones dinamicas que son capturadas numéricamente, las cuales presentan estructuras

complejas donde se observan ciclos limite, procesos de intermitencia y atractores cadticos.

5.1. Consideraciones iniciales

Para un campo magnético sin perturbar By alineado segin el eje z de un marco de referencia

que se mueve con velocidad de Alfvén en esa direccién, asumiendo plasmas frios (8 =~ 0) con ondas
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polarizadas a izquierda, la ecuacién DNLS resulta (ver Capitulo 3):

o D (o 0%
§+$<|b| b)+1@+7b—0, (5.1)

donde, de acuerdo a la Ec. (3.30), se ha tomado o = 1 y las variables b, z y ¢t son adimensionales

segin las Ecs. (3.26) y (3.27). El pardmetro 4 es el operador de excitacién/amortiguamiento.

Para una discretizacién de N puntos, la derivada temporal de la Ec. (5.1) se resuelve mediante
las expresiones (4.26) obtenidas en el Capitulo 4. Si se utiliza un operador de amortiguamiento
caracteristico de efectos difusivos de la forma

82
Y= 5.2
V=5 (5.2)
donde 7 es el coeficiente de amortiguamiento, resolviendo la derivada mediante la expresién dada

en la Ec. (4.17) puede obtenerse para el punto genérico z;:

Ab; = F [nk3 Flbs]] - (5.3)

Con estas definiciones, y asumiendo que el modo identificado con el nimero de onda ky (onda
madre) se encuentra excitado, la derivada temporal del campo magnético en la ecuacién DNLS se

escribe de la siguiente forma:

Ro| 52 | =71 [ 0 = 1) mlFlol) byt [0 ]] +

+ F1 [(’795(/6]' — ko) — nk‘?) Re[]:[bj”] )

(5.4)
ob; _
Im[atj] =F! [kj (kj — 1) Re[F[b;]] — k; Re [f[|bj\2bjm +
+ F [ (7g8(kj — ko) — nk3) Im[F[b;]]] ,
donde los ntiimeros de onda k; estdn dados por
_ 27y
k=2 (5.5)

y & es la funcién delta de Dirac que se utiliza para representar la excitacién lineal de intensidad g
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aplicada sobre la onda madre identificada con kg

Ao = 748 (k — ko) — nkg. (5.6)

De este modo la funcién de amortiguamiento/excitacién 4 en el espacio de Fourier queda repre-

sentada por la Figura 5.1:

-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 5.1: Funcién de amortiguamiento/excitacién en el espacio de Fourier

La utilizacién de un operador de amortiguamiento como el indicado en la Ec. (5.2) es equivalente
a asumir un modelo de amortiguamiento resistivo en el cual la disipacion es proporcional a kJQ
(Sanmartin et al., 2004):
V3ik?
- J 2
yi A = nk?, 5.7
7720, J (5.7)
siendo Vy la velocidad de Alfvén, €, y ; las frecuencias de ciclotrén de los electrones y los iones,
y 7. €l tiempo de colisién de Braginskii.
En las simulaciones se emplean condiciones iniciales de tres ondas cerca de resonancia (2kg =

k1 + ko) como las utilizadas en la Seccién 4.3.3,

2
b(z,0) = Z a;e*i?, (5.8)
=0

con numeros de onda k1 = (1 —0) ko y ka = (14 9) ko. Planteadas de este modo las tres ondas
iniciales cumplen la condicién de periodicidad b(z,0) = b(z + L, 0) necesaria para la aplicacién de

métodos espectrales basados en expansiones en series de Fourier.
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Durante la simulacién la onda madre se encuentra excitada mientras que las restantes perma-
necen amortiguadas. La utilizacién de una configuracién de este tipo, en la cual existe un modo
inestable (excitado) y los modos restantes estables (amortiguados) obedece a que este modelo po-
dria utilizarse para la descripcion de la propagacion de ondas magnetosonicas en amarras espaciales
electrodindmicas que interactiian con la iondsfera terrestre y el campo magnético ambiente. El mo-
do inestable se debe a la interaccién paramétrica con las amarras mientras que los modos estables

extraen energia del sistema a través de algiin mecanismo disipativo (Sanchez-Arriaga, 2009).

Con el uso de técnicas de truncamiento se busca una solucién aproximada de la ecuacion DNLS

consistente en tres ondas viajeras que satisfacen la condicién de resonancia
2
b(z,t) = Y ajelhizmesttoi), (5.9)
j=0

siendo a;(t) y ¢;(t) nimeros reales, con frecuencias que satisfacen la relacién de dispersién no

lineal sin pérdidas para ondas de Alfvén circularmente polarizadas w; = $k]2».

Asumiendo que los modos no resonantes se amortiguan para t — oo es posible determinar las
amplitudes a; maximas (ver Apéndice B) para los casos donde se cumplen las condiciones de exis-
tencia y estabilidad de los puntos fijos relacionadas con los valores de excitacién y amortiguamiento
de las ondas kg, k1 v ko. Son estos valores de amplitudes maximas halladas por truncamiento los
que se introducen en la Ec. (5.8) para definir una condicién inicial de la DNLS para luego realizar

la simulacién y verificar si el resultado converge hacia algin atractor.

5.2. Soluciones estacionarias de la ecuacion DNLS

La evaluacion de los resultados numéricos se realiza para una serie de atractores hallados para
configuraciones iniciales con onda madre correspondiente a ng = 9 y excitaciéon 49 = 0,02. Los
atractores se obtienen por medio de la simulacién numérica dentro de determinados rangos de
coeficientes de amortiguamiento n en funcién de los nimeros de onda n; y ny de las ondas hijas

consideradas.

A los fines de realizar comparaciones entre los resultados obtenidos por las simulaciones numé-

ricas y los hallados mediante las técnicas de truncamiento, se define la energia del campo magnético
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en todo el dominio:

L
En, :/ b]? dz, (5.10)
0

donde para el caso de truncamiento se verifica
L
E, = / b|? dz = (af + ai +a3) L. (5.11)
0

Con este valor es posible conocer si otros modos cobran importancia cuando se registran resultados
similares entre las amplitudes de las ondas resonantes iniciales del computo numérico y del modelo
de truncamiento.

Para poder realizar la comparacion de los resultados numéricos con los del modelo de trun-
camiento a tres ondas, no sélo es necesario que se verifique la existencia de algin atractor, sino
que ademas persistan tinicamente los modos resonantes iniciales y no aparezcan nuevos modos con
porciones de energia relativa relevantes, ya que la técnica de truncamiento supone la existencia de
los tres modos iniciales solamente.

De acuerdo a este criterio, en la Tabla 5.1 se especifican los atractores hallados numéricamente

en funcién del coeficiente de amortiguamiento para las distintas configuraciones consideradas.

’ Atractor \ Rango de amortiguamiento \ ny \ ng \ N2 ‘

Ag n > 0,04 11917
Az n > 0,08 2 | 9 |16
Ag n > 0,05 319115
As n > 0,04 119 14
Ay 0,05 <n<0,15 519 |13
As 0,03<7n<0,13 6 | 9 |12

Tabla 5.1: Rango de existencia de soluciones estacionarias de la ecuacién DNLS en funcion
del coeficiente de amortiguamiento para 4y = 0,02

Para la obtencién de los atractores se tiene en cuenta la convergencia del valor de energia E,,
dado en la Ec. (5.10) y de las amplitudes ag, a; y as de los modos resonantes iniciales, durante
un intervalo de tiempo no menor a 2000 unidades. Se escoge este criterio debido a que pudo
comprobarse tras numerosas simulaciones que independientemente de los niimeros de ondas hijas
n1 y ng considerados inicialmente, todas las configuraciones convergen hacia el atractor Ag para
t — 00, esto es, las ondas hijas ceden toda su energia a los modos dados por ny =1y ngo =17y el

sistema evoluciona hasta alcanzar los niveles de energia del atractor mencionado, mientras que los
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modos restantes del espectro permanecen con cantidades de energia despreciables. Para visualizar
este comportamiento se presenta la Figura 5.2, en la cual se grafica la evolucién de la energia en

el tiempo para distintas configuraciones iniciales.
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Figura 5.2: Evolucion de la energia FE,, para distintas configuraciones de ondas resonantes
iniciales con n = 0,12 y 49 = 0,02

Como se ve en la figura, puede decirse que existen periodos de estabilidad transitoria donde las
soluciones permanecen aproximadamente invariantes durante un cierto intervalo de tiempo, hasta
que se produce en las mismas un salto abrupto hacia otro atractor. Si bien en la figura se indica la
evolucién de la energia, los valores de amplitud de las ondas iniciales registran un comportamiento
similar, pero en el caso de las ondas hijas, en el momento del salto hacia el nuevo atractor, la
energia de estas ondas cae hasta practicamente anularse, ya que la misma se transfiere a los modos
dados por n; = 1 y ne = 17 correspondientes a las ondas hijas del atractor Ag. La prevalencia de
este atractor puede explicarse a partir del modelo de amortiguamiento utilizado, ya que el mismo
implica que la difusién es proporcional al niimero de onda al cuadrado y de esta manera, para una
configuracién de modos que satisfacen la condicién de resonancia, la maxima difusién sobre esos

modos se produce para el caso del atractor Ag.

El hecho de que estos intervalos de estabilidad transitoria sean en ocasiones relativamente
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largos, justifica el estudio de esas soluciones como si se tratara de puntos fijos convencionales.
En estas situaciones cabe la comparacion con los resultados de las técnicas de truncamiento a
tres ondas, ya que como se dijo anteriormente, en esos casos la energia se encuentra repartida

fundamentalmente entre los tres modos resonantes iniciales.

N = 256 ' ' N = 512
N :'2048

0 250 560 750 1000 0 230 560 730 1000
Tiempo ¢ Tiempo ¢

Figura 5.3: Influencia en la evolucién de la energia del pardmetro N para ng =9, n; =1y
ng = 17, con 49 = 0,02 y n = 0,30

En cuanto a la evolucién de la energia en las simulaciones numéricas, puede observarse en la
Figura 5.2 que la convergencia de este valor hacia el atractor no se produce de manera estricta,
sino que existen oscilaciones alrededor de un valor medio, como si se tratara de un ciclo limite.
Sin embargo, numerosos ensayos numéricos demostraron que estas oscilaciones se deben a la dis-
cretizacion del dominio y no representan una caracteristica propia de la soluciéon de la ecuacién
DNLS. Para demostrar esta situacion se presenta la Figura 5.3, donde se grafica la evolucién del
parametro F,, para simulaciones realizadas con distintos valores de IN. Se observa en la figura que
al incrementar la cantidad de puntos de la grilla las oscilaciones disminuyen produciéndose una

convergencia hacia los valores superiores de las mismas.

La evolucién oscilatoria de la energia no se debe a oscilaciones en las amplitudes de los modos

resonantes inciales, ya que los mismos no presentan este tipo de comportamiento, sino que la
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convergencia al atractor se produce sin registrar oscilaciones. De esta manera los resultados de la
Figura 5.3 pueden adjudicarse a la influencia de los modos diferentes de los iniciales, cuya presencia
es mas importante cuando el nimero de puntos de la grilla disminuye. En otras palabras, el aumento
de la cantidad de puntos en la discretizacién equivale a utilizar méds modos en la serie de Fourier,
lo cual favorece la precisién ya que el conjunto de funciones ortogonales es completo (Boyd, 2000;
Canuto et al., 2006). M4s alld de los comentarios anteriores, hay que destacar que estas oscilaciones
son siempre pequenas frente al valor de energia aun para el caso de N = 256 donde la amplitud
méaxima es de menos del 1% del valor medio de E,,. Por otro lado, el aspecto mas importante
del comportamiento radica en la posibilidad de determinar el valor de la energia sin necesidad
de utilizar grillas excesivamente densas, ya que esto implicaria un aumento desproporcionado del
costo computacional.

Teniendo en cuenta lo detallado en el parrafo anterior, en todas las simulaciones se utiliza una
discretizaciéon de N = 256 puntos, longitud de integraciéon L = 64 y paso de integraciéon temporal
7 = 0,001, considerandose ondas polarizadas a izquierda y plasmas frios. Los resultados presentados
se obtuvieron con el esquema de filtrado por aliasing de Orszag, aunque hay que destacar que al
igual que en el caso no difusivo, pudo comprobarse que las soluciones no se alteran si se utiliza el

esquema de Philips.

5.2.1. Analisis de los Resultados

Para el analisis de los resultados se presenta una serie de figuras en las cuales se grafican los
resultados correspondientes a la energia FE,, y a las amplitudes ag, a1 y ao de las ondas iniciales.
En cada figura los simbolos circulares indican los resultados obtenidos mediante las simulaciones
numéricas por métodos espectrales, mientras que en trazo continuo se representan los valores que

predice la técnica de truncamiento a tres ondas.

Atractor Ag

En la Figura 5.4 se grafican los resultados correspondientes al atractor Ag cuyos modos resonan-
tes iniciales estan dados por ng =9, n1 = 1 y no = 17. Segun se aprecia en la figura, los resultados
de ambos métodos presentan muy buena concordancia en casi todo el dominio de amortiguamiento
considerado, a excepcién de la regiéon para n < 0,15, donde se visualizan discrepancias entre los

valores de amplitudes de las ondas hijas a; y as.
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Figura 5.4: Atractor Ag (ng =9, n1 =1y ny =17 con 49 = 0,02)

Para entender este comportamiento es conveniente analizar el espectro de energia que existe
cuando se producen estas diferencias. Con este propédsito se realiza la Figura 5.5, en la cual se
grafica la amplitud de cada onda en funcién del nimero de onda, destacando en linea de trazos

los niimeros de onda resonantes, para dos valores de 1 en los cuales se presentan comportamientos

distintos.
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Figura 5.5: Distribuciéon de la energia entre los diferentes modos para el atractor Ag

Puede observarse en la figura que la discrepancia en los resultados para valores bajos de amorti-

guamiento se debe a dos situaciones: en primer lugar una diferencia en el calculo de las amplitudes
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correspondientes a las ondas hijas k1 y ko, la cual también puede apreciarse en la Figura 5.4; y
en segundo lugar la aparicién de nuevos modos con niveles de energia considerables ademas de los
tres modos resonantes iniciales. En el caso opuesto, para valores del coeficiente n mayores sélo la
energia de los tres modos resonantes es relevante y las amplitudes calculadas por ambos métodos
presentan valores similares.

Lo destacable de la aparicién de estos nuevos modos para valores n — 0 es que los mismos
verifican la relacion de resonancia con la onda madre inicial. Identificando con k3 y k4 a los nuevos
modos, siendo k3 < k1 < kg < ko < k4, se cumple que 2kg = ki1 + ko = k3 + k4 y ademads
ky — k3 = 2 (ko — k1). Estas relaciones no sélo se producen en el caso particular de este atractor

sino que, como se vera mas adelante, las mismas estdn presentes en todos los casos analizados.

Atractor A;

Los resultados del atractor A7 dado por ng =9, n1 = 2 y no = 16 se presentan en la Figura 5.6.
En la misma se observa que, a diferencia de lo ocurrido en el caso anterior, la concordancia entre
los resultados de ambos métodos es muy buena en todo el rango de amortiguamiento analizado,
verificandose esta situacién tanto en los valores de energia como en los de amplitud de las ondas
resonantes iniciales. Esta correlacién indica que para este atractor la energia permanece concentra-
da en los tres modos iniciales aun cuando se consideran coeficientes de amortiguamiento pequenos,
y no se transfiere hacia otros modos en cantidades relevantes, lo cual naturalmente repercute en la
buena concordancia entre los resultados de las simulaciones numéricas y el modelo de truncamiento.
Sin embargo, no hay que olvidar que si se consideran evoluciones para tiempos més prolongados,
este atractor ya no se verifica y el sistema converge al atractor Ag registrandose resultados como

los indicados anteriormente.

Atractor Ag

El tercer atractor analizado es Ag, el cual estd definido por ng =9, n1 = 3 y no = 15. En la
Figura 5.7 se muestran los resultados obtenidos para esta configuracién, donde se observa que de
manera similar a lo ocurrido con el atractor Ag, en este caso la concordancia entre los resultados
de cada técnica es muy buena en casi todo el rango de amortiguamiento considerado, exceptuando
la regiéon donde n — 0. De hecho, los resultados son muy similares para n = 0,20, mientras

que para valores menores comienzan a registrarse discrepancias entre las amplitudes ag y a2, y
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Figura 5.7: Atractor Ag (ng =9, n1 =3 y na = 15 con 49 = 0,02)
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consecuentemente en la energia, cuando se disminuye el coeficiente de amortiguamiento.

De manera similar a lo realizado para el atractor Ag, en la Figura 5.8 se grafica el espectro de
energia para dos valores de n7 donde se registran comportamientos diferentes. En el caso de la regién
donde los resultados no concuerdan, se observa nuevamente la aparicién de dos modos diferentes
a los iniciales con niveles de energia no despreciables, los cuales verifican las mismas relaciones
detalladas en el caso de Ag. Por el contrario, para coeficientes de amortiguamiento mayores, la

energia permanece en los modos resonantes iniciales, de igual manera a lo ocurrido anteriormente.
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Figura 5.8: Distribucion de la energia entre los diferentes modos para el atractor Ag

Atractor As

El atractor As estd dado por ng = 9, ny = 4 y no = 14, en la Figura 5.9 se presentan los
resultados correspondientes al mismo. Se observa en la figura que para este atractor se produce
una situacion similar a la de los atractores Ag y Ag, es decir, una regién de coeficientes de amorti-
guamiento relativamente grandes (n 2 0,15) donde la concordancia entre los resultados de ambos
métodos es muy buena, y otra (n < 0,15) donde comienzan a aparecer discrepancias para n — 0,
aunque en este caso las diferencias son més acentuadas.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores, es posible predecir que estas diferencias se pro-
ducen por la aparicién de dos nuevos modos distintos a los tres modos resonantes iniciales, los
cuales presentan niveles considerables de energia, lo cual hace fallar al método de truncamiento
que supone solamente la existencia de tres modos. Para verificar esta hipdtesis en la Figura 5.10
se grafica el espectro de energia en el espacio de Fourier para las dos situaciones.

Tal como se habia anticipado y como ocurre en los casos anteriores, la aparicién de los nuevos

modos con niveles de energia no despreciables genera la discrepancia entre los resultados de cada
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Figura 5.10: Distribucién de la energia entre los diferentes modos para el atractor As

método. Nuevamente, estos modos cumplen con las ondas iniciales las mismas relaciones que se

explicaron para el atractor Ag.

Atractor A,

Continuando con el analisis, se presenta el estudio del atractor A4 correspondiente a ng = 9,
n1 = 5y ng = 13. Para ello en la Figura 5.11 se han graficado los resultados de energia y amplitudes

de los modos resonantes obtenidos por ambos métodos.
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Figura 5.11: Atractor A4 (ng =9, n1 =5y ny = 13 con 4y = 0,02)

Analizando la figura se pueden diferenciar dos regiones en las cuales los resultados se comportan
de manera diferente. En la primera de ellas, correspondiente a 1 2 0,10, se observa una diferencia
aproximadamente constante entre los valores obtenidos por las simulaciones numéricas y los de
las técnicas de truncamiento. En la segunda regién (n < 0,10) las discrepancias comienzan a
incrementarse progresivamente con la disminucion del coeficiente de amortiguamiento, tanto en los

resultados de energia como en los de las amplitudes de los modos iniciales.

Para entender estas diferencias en la Figura 5.12 se muestra la distribucién de energia entre los
distintos modos para ambas regiones. Para n = 0,10 se observa que ademas de las discrepancias en
el computo de las amplitudes de las ondas iniciales, nuevamente existen otros dos modos con niveles
de energia relevantes los cuales satisfacen las relaciones detalladas en los casos anteriores cuando
se utilizan coeficientes de amortiguamiento pequenos. En el otro extremo (7 = 0,14), los resultados
numéricos indican que aqui también existen dos modos no despreciables aunque de menor energia
que para amortiguamiento bajo. Ademads los valores obtenidos por el modelo de truncamiento para

los modos iniciales se aproximan mas a los de las simulaciones numéricas.
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Figura 5.12: Distribucion de la energia entre los diferentes modos para el atractor Ay

Atractor Ag

Finalizando el andlisis se estudia el atractor A3 cuyas ondas iniciales corresponden a ng = 9,
n1 = 6 y no = 12. De igual manera que lo realizado hasta el momento, en la Figura 5.13 se disponen

los resultados obtenidos por ambas técnicas.
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Figura 5.13: Atractor A3z (ng =9, n; =6y ny = 12 con 4y = 0,02)

Se observa en la figura una situacién similar a la del atractor A4 detallado anteriormente, es

decir, la presencia de dos regiones en las cuales se manifiestan dos comportamientos diferentes.
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Como en el caso anterior, en la primera regién correspondiente a 77 = 0,08 los resultados obtenidos
por los dos métodos presentan una diferencia aproximadamente constante tanto en energia como en
amplitudes de los modos resonantes. Por otro lado, en la regién donde n < 0,08 los resultados pre-
sentan discrepancias que se incrementan con la disminucién del coeficiente de amortiguamiento. En
la Figura 5.14 se grafica la distribucion de energia para valores de amortiguamiento pertenecientes

a cada una de las regiones mencionadas.
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Figura 5.14: Distribucién de la energia entre los diferentes modos para el atractor As

Como era de prever, para el caso donde se obtuvieron resultados méas aceptables (n > 0,08),
la figura muestra que la distribuciéon de energia se realiza principalmente entre los tres modos
resonantes iniciales, con buena concordancia entre los resultados de uno y otro método, aunque
igualmente se visualiza que otros dos modos presentan niveles considerables de energia. Por el
contrario, en la regiéon donde se registraron las mayores diferencias, en el panel izquierdo de la
Figura 5.14 se observa que de igual manera que lo sucedido para otros atractores con coeficientes de
amortiguamiento pequenos, surgen dos modos extras con niveles de energia considerables, y ademas
se registran diferencias més notorias entre los valores de amplitud de los modos iniciales calculados
por cada método. En ambos casos, los nuevos modos satisfacen las relaciones de resonancia dadas

en el caso del atractor Ag.

5.3. Soluciones dinamicas de la ecuacion DNLS

En la seccion anterior se constatd que existen soluciones estacionarias de la DNLS cuando se uti-
lizan coeficientes de amortiguamiento relativamente grandes. Para coeficientes pequenos (n < 0,04),
algunas configuraciones de onda presentan soluciones dinamicas de estructuras complejas, con ci-

clos limite, atractores cadticos, fenémenos de intermitencia y crisis. Como se vera mas adelante,
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’ Atractor \ Rango de amortiguamiento \ n1 \ 10 \ 12 ‘
Ag 0,0256 <7 <0,0325 y 0,04656 <n<0,06| 3 | 9 |15
Ay 0,0162 <7 <0,0325 y 0,0465 < <0,06 | 5 | 9 |13
As 0,0163 <7 <0,0325y 0,0465 <n <005 | 7 | 9 |11

Tabla 5.2: Rango de existencia de soluciones dindmicas en funcién del coeficiente de amorti-
guamiento para 49 = 0,02

estas soluciones son capturadas por el esquema numérico solamente, mientras que las soluciones

del modelo de truncamiento convergen a puntos fijos y soluciones periédicas.

En la Tabla 5.2 se muestra el rango de existencia de las soluciones peridédicas obtenidas por los
métodos espectrales en funcién del coeficiente de amortiguamiento, las cuales se ven interrumpidas
por la presencia de atractores cadticos. Como se observa en la tabla, los rangos de existencia de
los atractores son muy similares en todos los casos, independientemente de los niimeros de onda
utilizados. Por otro lado, las configuraciones de onda analizadas en la seccién anterior que no estan
incluidas en la Tabla 5.2 (atractores Ag, A7, As y A3) no presentan soluciones dindmicas, sino
que para coeficientes de amortiguamiento menores que los indicados en la Tabla 5.1 las soluciones

comienzan a diverger con valores de energia F,, — co.

Las caracteristicas de las soluciones se observan en la Figura 5.15, donde se muestra la evo-
lucién de la amplitud de la onda madre ag en funcién del tiempo para diferentes coeficientes de
amortiguamiento que producen distintas formas de las soluciones, es decir, ciclos limites de uno y
mas periodos y atractores cadticos. El mismo tipo de solucién se presenta para las amplitudes de

las ondas hijas y la energia.

Con el objetivo de evaluar la influencia del coeficiente de amortiguamiento en las soluciones, se
procede a construir diagramas de bifurcacién considerando los valores méximos de las amplitudes
de las ondas iniciales (@omax; @1max ¥ @2max) y de la energia E,,. De este modo se observa més
claramente la influencia del coeficiente de amortiguamiento n. Hay que destacar que en todas las
figuras que se muestran a continuacién, las simulaciones numéricas registran resultados similares a
los de la Figura 5.15 tanto para las amplitudes como para la energia. De este modo, la utilizacién
de diagramas de bifurcacién basados en los valores maximos no implica el riesgo de una posible

confusién entre soluciones periddicas y puntos fijos.
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Figura 5.15: Evolucién de la amplitud de la onda madre del atractor A, para diferentes
coeficientes de amortiguamiento 7.

Atractor Ay

En la Figura 5.16 se muestra el diagrama de bifurcacién del atractor As. De acuerdo a los
resultados numéricos, este atractor comienza para n < 0,05. Para coeficientes de amortiguamiento
mayores las soluciones serian cuasi-estacionarias convergiendo rapidamente al atractor Ag, lo que
indicaria la existencia de una bifurcacién de Hopf, en la cual una rama de puntos fijos se bifurca
en una rama de soluciones periédicamente moduladas en el tiempo (ciclo limite) y una rama de

puntos fijos inestables (la cual no se grafica en la figura).

En 7 ~ 0,0467 existe un punto de bifurcacién de doblamiento de periodo que luego deriva en una
secuencia de Feigenbaum la cual desemboca en un atractor cadtico. La solucién peridédica emerge
nuevamente para n = 0,0325 en lo que parece ser un proceso de intermitencia, para luego continuar
con una nueva secuencia de Feigenbaum que comienza en 1 ~ 0,029 y un nuevo atractor caotico.
Mediante otra secuencia similar la solucién periédica regresa para n — 0 para luego culminar en

un atractor cadtico que pone fin a las soluciones periédicas para n < 0,016.
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Figura 5.16: Diagrama de bifurcacién para el atractor As (ng =9, n; =7y ny =11 con 4y =
0,02). Los puntos indican los resultados del esquema numérico. Las soluciones
del modelo de truncamiento corresponden a la linea continua (rama de puntos
fijos) y la linea de trazos (amplitud mdxima de la solucién periédica).

En cuanto a las soluciones del modelo de truncamiento, a diferencia de los resultados numéricos,
no se observan atractores cadticos. En este caso, el método predice una rama de puntos fijos estables
en casi todo el rango analizado. Para n = 0,0227 existe una bifurcaciéon de Hopf, por lo tanto para
n < 0,0227 las soluciones son periddicas (no se indica la rama de puntos fijos inestables).

La discrepancia entre los resultados numéricos y los del modelo de truncamiento probablemente
tenga su explicacion en los mecanismos de transferencia de energia que se producen en estos
atractores. Para analizar esta posibilidad se define un pardmetro E, similar al utilizado en el
estudio de la ecuacién DNLS no difusiva del capitulo anterior. En este caso FE, es la relacién entre

la energia correspondiente a los tres modos resonantes iniciales y la energia total del sistema FE,,

dada en la Ec. (5.10), es decir:

(a3 +al +a3) L
. .
/ 1> dz
0

De acuerdo a la definicién, cuando la energia estd mayormente concentrada en los modos iniciales

L, =

(5.12)

E,. ~ 1, mientras que para un espectro de energia distribuido E, — 0.
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En la Figura 5.17 se muestra la evolucién del parametro E, para dos valores de amortigua-
miento, uno dentro de la regién donde se presentan soluciones regulares (n = 0,031) y otro co-
rrespondiente a la solucién cadtica (n = 0,038). Ademds se grafica el espectro de energia en el
espacio de Fourier para la situacién donde E, es minimo y se ha llegado al régimen (en el caso
de la solucién regular). Puede observarse en la figura que independientemente del tipo de solu-
cion, la energia se transfiere a otros modos distintos de los modos iniciales, los cuales adquieren
importancia y por lo tanto no pueden despreciarse. Esto implica que, al igual que en el caso de
las soluciones estacionarias con bajo amortiguamiento, un modelo de truncamiento a tres ondas

resulta insuficiente.

T T
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Figura 5.17: Evolucién de la relacién entre la energia de los modos iniciales y la energia total
del sistema, Ec. (5.12), y distribucién de la energia entre los distintos modos
para el atractor As.

Un aspecto a destacar de los resultados de la Figura 5.17 es la similitud de los mismos con
respecto al andlisis de la ecuacién DNLS no difusiva. En ese caso existia un rango de soluciones
pseudo regulares donde el sistema se comportaba de una manera aproximadamente periddica, con

la energia siendo transferida hacia otros modos para luego ser recuperada por los modos iniciales.

96



Capitulo 5: Resultados Numéricos y Analiticos de la Ecuacion DNLS

En este caso el comportamiento es similar, ya que en el rango de soluciones periddicas estables
(n = 0,031 en la figura) se puede observar que los modos resonantes iniciales recuperan casi
totalmente la energia, aunque para los valores mas bajos de F, aparecen varios modos adicionales
con niveles de energia considerables. Por otro lado, en el rango cadtico si bien la distribucién de
energia se produce fundamentalmente entre los mismos modos que en el ciclo limite, en este caso
los niveles de energia de los modos adicionales son mucho méas importantes, superando la energia
de las ondas resonantes iniciales. Estos mismos mecanismos de transferencia de energia se registran
en los atractores que se analizan a continuacién, para los cuales se obtienen resultados similares a

los de la Figura 5.17.

Atractor A,

El diagrama de bifurcacién del atractor A4 se muestra en la la Figura 5.18. En este caso los
comentarios son similares a los del atractor A;. Nuevamente existe una bifurcaciéon de Hopf en
1 ~ 0,05 y una sucesion similar de secuencias de Feigenbaum y atractores cadticos que evidencian
la dindmica compleja de estos atractores. Por otra parte, las soluciones del modelo de truncamiento
tampoco predicen en este caso la presencia de atractores cadticos y s6lo muestran la existencia de
una rama de puntos fijos estables en todo el rango de amortiguamiento analizado, a diferencia del
atractor Ao donde ademas se registra una bifurcacién de Hopf.

Un aspecto a destacar de este atractor es la solucién de la amplitud méxima de la onda ks, en
la cual se observa la existencia de dos ramas de puntos fijos (hablando en términos de la amplitud
maxima asmax) que presentan lo que se conoce como una crisis de fusién de atractores, de acuerdo
a la clasificacién de crisis realizada por Grebogi et al. (1987). Aqui, ambas soluciones derivan en

atractores cadticos que se fusionan dando lugar a un atractor mucho ma&s extenso en el rango

0,0325 < 1 < 0,0465. .

Atractor Ag

Continuando con el andlisis, en la Figura 5.19 se presentan los resultados correspondientes al
atractor Ag. Si se consideran coeficientes de amortiguamiento dentro del rango de existencia del
atractor (n 2 0,0256), las soluciones son similares a la de los casos anteriores, es decir, existe una
bifurcacién de Hopf en n = 0,05 donde finaliza la rama de puntos fijos estables para dar lugar a

la aparicion de solucién peridédicas que derivan en secuencias de Feigenbaum y atractores cadticos
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Figura 5.18: Igual que la Figura 5.16 pero para el atractor A4 (ng =9, ny =5y ny = 13
con 4o = 0,02). En este caso las soluciones del modelo de truncamiento superan
ampliamente a los resultados numéricos quedando fuera de la escala del grafico.
para coeficientes de amortiguamiento menores.
La diferencia en este caso radica en la abrupta destruccion del atractor que se produce en
n =~ 0,0256. Esto muestra la existencia de un fenémeno de crisis de borde, en la cual un atractor
cadtico es repentinamente destruido cuando el pardmetro de control atraviesa un valor critico, lo
que también se conoce como catastrofe de cielo azul o bifurcacién peligrosa (Abraham, 1985).
Con respecto a las soluciones del modelo de truncamiento, para este atractor los resultados

discrepan ain maés con las soluciones numéricas que en los casos evaluados anteriormente.
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Figura 5.19: Igual que la Figura 5.16 pero para el atractor Ag (ng = 9, n; =3y ng =15

con 4o = 0,02). En este caso las soluciones del modelo de truncamiento superan
ampliamente a los resultados numéricos quedando fuera de la escala del grafico.

Para finalizar el analisis hay que destacar que los resultados obtenidos en esta seccién muestran
una clara diferencia con respecto a las soluciones estacionarias del andlisis anterior. En este caso no
se observa la presencia de un atractor dominante hacia el cual converjan todas las configuraciones,
tal como sucedia con el atractor Ag que representaba la condicién maés difusiva. Mds alld de esta
diferencia, los resultados de esta seccién resaltan atin mads las serias dificultades que presenta el

método de truncamiento a tres ondas cuando los coeficientes de amortiguamiento son pequenos.
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Capitulo 6

Nueva Metodologia para la

Caracterizacion de Intermitencia

En este capitulo se presenta una nueva metodologia para la caracterizaciéon de intermitencia tipo
I cuando las propiedades estadisticas del fendmeno presentan particularidades que no permiten su
analisis con los métodos tradicionales. Esta nueva metodologia se basa en una técnica recientemente
desarrollada la cual fue exitosamente aplicada en los tres tipos principales de intermitencia (I, II
y III).

En la primera parte del capitulo se introducen los conceptos basicos referidos a la teoria de
intermitencia, se analizan las herramientas disponibles para caracterizar el fendémeno y se muestran
las limitaciones que las mismas presentan para el estudio de soluciones como las registradas en la
ecuacién DNLS. En la segunda parte se propone la adaptacién de la teoria mencionada anterior-
mente para su aplicacion en el caso de intermitencia tipo I con las particularidades del problema
estudiado. Finalmente se analiza el efecto del ruido en intermitencia tipo I con un enfoque diferente
al de trabajos anteriores.

Los resultados obtenidos en este capitulo no constituyen solamente una técnica valida para
caracterizar la intermitencia de las soluciones de la ecuacién DNLS, sino que los mismos permiten

obtener nuevas conclusiones referidas al fenémeno general de intermitencia tipo I.

6.1. Introduccion al fendmeno de intermitencia

La intermitencia es una de las rutas conocidas hacia caos deterministico. Este fenédmeno se

produce cuando el comportamiento regular de un sistema se interrumpe por un pequeno cambio
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en un parametro de control, dando lugar a una evolucién en la cual se producen periodos de
comportamiento aproximadamente regular de cierta duracién denominados fases laminares que se

interrumpen por la repentina aparicién de explosiones cadticas cortas a intervalos irregulares.

Las explosiones cadticas que aparecen cuando el pardmetro de control supera el umbral de in-
termitencia producen que el sistema evolucione hacia un atractor més grande en el cual el antiguo
atractor peridédico es un subconjunto del nuevo atractor caético. Por lo tanto, como resultado de
la bifurcacion, una orbita peridédica es reemplazada por caos en lugar de otra dérbita cuasi estable,
ya que durante las explosiones cadticas las trayectorias evolucionan “lejos” del entorno de la érbita
periédica que existia previo al cambio del pardametro de control. Tres tipos de bifurcaciones genéri-
cas cumplen estos requerimientos, bifurcacién tangente (cyclic-fold), bifurcacién de Hopf subcritica
y bifurcacién de doblamiento de periodos subcritica (period-doubling) (Nayfeh y Balachandran,
1995). Ademés de las condiciones de bifurcacién mencionados, el otro requerimiento para que se
produzca la intermitencia es la existencia de un mecanismo que repetidamente reinyecte las tra-
yectorias en la zona de la orbita original, de lo contrario la trayectoria no regresaria a la regién

laminar.

El concepto de intermitencia fue propuesto inicialmente en el contexto del sistema de Lorenz,
donde de acuerdo al tipo de bifurcaciéon que se produce en el fenémeno, Manneville y Pomeau
(Manneville y Pomeau, 1979; Pomeau y Manneville, 1980) clasificaron el mecanismo de intermi-
tencia segun los tipos clasicos I, II y III, respectivamente. En mapas, esta clasificacion también
puede deducirse considerando la forma del mapa de Poincaré local o, més precisamente, teniendo
en cuenta los valores de los multiplicadores de Floquet o valores propios del mapa local. Estudios
posteriores extendieron la clasificacién a intermitencia tipo X, V, on-off, eyelet y de anillo (Kaplan,
1992; Price y Mullin, 1991; Platt et al., 1993; Pikovsky et al., 1997; Lee et al., 1998; Hramov et al.,
2006).

Ademis del sistema de Lorenz, el fenémeno de intermitencia esté asociado a numerosos procesos
fisicos como ser conveccién de Rayleigh-Bénard, osciladores no lineales periddicamente forzados,
entre otros (Dubois et al., 1983; Malasoma et al., 2004; Stavrinides et al., 2008). En Mecéanica de los
Fluidos por ejemplo, la intermitencia se refiere al estado en el cual un flujo laminar se interrumpe
por el desarrollo de turbulencia. En efecto, intermitencia espacio-temporal es un fenémeno bien
conocido que puede observarse en capas limites, flujo de tuberias, flujo entre cilindros rotantes, y

flujos turbulentos totalmente desarrollados (Nayfeh y Balachandran, 1995). Ademés la intermiten-
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Figura 6.1: Ejemplos de mapas unidimensionales que ilustran la transicién a intermitencia
tipo I. (a) Coexistencia de un punto fijo estable y otro inestable. (b) Bifurcacién
tangente (umbral de intermitencia). (c) Desaparicién de puntos fijos, iteraciones
en la fase laminar.

cia ha sido identificada también en dreas tan disimiles como economia y ciencias médicas (Chian,

2007; Zebrowski y Baranowski, 2004).

En el caso particular de intermitencia tipo I, para el mapa de Poincaré local un valor propio
real cruza el circulo unitario por el eje real positivo. La variedad (manifold) asociada a este valor
propio contiene la informacion esencial relacionada a la intermitencia aceptando que hay disipacién

a lo largo de las otras direcciones. Por lo tanto, se puede considerar un mapa unidimensional:

Tni1 = P(xp,e),

asociado con esta variedad, donde ¢ es el parametro de control que pasa por cero en el limite de la

intermitencia. En la regién de bifurcacién, este mapa puede aproximarse como:

2
Tptl =Tp + T, e+ ....

En la Figura 6.1 se observa que para € < 0 aparecen dos puntos fijos, uno estable y otro
inestable, los cuales se acercan a medida que ¢ — 0~ y coalescen en un tnico punto fijo xg = 0
para ¢ = 0. En esa situaciéon el mapa es tangente a la bisectriz en xy y la bifurcacién asociada
se denomina bifurcacién tangente. Para € > 0, el mapa no intersecta la bisectriz x,4+1 = x, y no
existen puntos fijos en el entorno de esta regién del mapa, tal como se ve en la Figura 6.1-(c). En
este caso aparece un canal estrecho entre el mapa y la bisectriz, por lo que las érbitas atravesaran
esta region lentamente con las sucesivas iteraciones que se acumulan en la zona mas angosta del

canal. Este pasaje es el que produce las fases laminares en intermitencia tipo I, mientras que el

103



Capitulo 6: Nueva Metodologia para la Caracterizacion de Intermitencia

regreso de la érbita nuevamente a la regiéon laminar debe producirse por algiin mecanismo de

reinyeccion global, el cual permite las sucesivas repeticiones de dichas fases laminares.

6.1.1. Caracterizacion de la intermitencia

Para la caracterizacion de la intermitencia, independientemente de su tipo, se busca deter-
minar la probabilidad de que las fases laminares presenten una duracién determinada. Por otro
lado también es importante conocer la llamada relaciéon caracteristica, la cual vincula la duracién
media de las fases laminares (I) con el parametro de control e. Estas dos propiedades dependen
directamente de la distribucién de puntos de reinyecciéon de las trayectorias en la regién laminar,
lo cual se denomina densidad de probabilidad de reinyecciéon (RPD). Esta circunstancia requiere

que se preste especial atencién para lograr una correcta estimacién de la RPD.

Una representacion analitica ¢(x) para la RPD es en general dificil o imposible de obtener,
por otro lado la aproximacién de dicha funcién a través de los datos experimentales o numeéricos
también presenta dificultades debido a la necesidad de contar con grandes cantidades de datos
para cubrir cada intervalo Ax dentro de la distribucién. Por estos motivos, el enfoque tradicional
es imponer modelos de distribucion de probabilidad simplificados, en el cual la distribucién de
probabilidad uniforme, independiente del punto de reinyeccién, es el més difundido (Hirsch et al.,
1982a; Dubois et al., 1983; Pikovsky, 1983; Malasoma et al., 2004; Schuster y Just, 2005, entre
otros). Otros modelos que también han sido utilizados consisten en funciones RPD mondtona-
mente decrecientes cuyos comportamientos extremos son la distribucién uniforme y la reinyeccién
concentrada en el extremo izquierdo del intervalo laminar (Kim et al., 1994; Kwon et al., 1996).
Naturalmente, la simplicidad de estos modelos hace que los mismos no resulten adecuados para
problemas relativamente complejos, ya que aunque la representacién de la RPD pueda ser un tanto
mas sofisticada, esto no modifica la forma de la densidad de probabilidad de las longitudes lami-
nares, por lo que todavia se emplean las definiciones cldsicas de dicha funcién (Klimaszewska y

Zebrowski, 2009).

Debido a las limitaciones mencionadas anteriormente, en la actualidad ha surgido una meto-
dologia alternativa para la representacion de la RPD, la cual utiliza aproximaciones basadas en
cantidades relacionadas a los datos numéricos o experimentales que minimizan los efectos de las
fluctuaciones y permiten obtener una expresién analitica de la RPD (del Rio y Elaskar, 2010;

Elaskar et al., 2011; del Rio et al., 2014). Estos métodos han mostrado reproducir correctamente
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la densidad de probabilidades en los tres casos principales de intermitencia (I, IT y III), y con-
secuentemente obtener buenas aproximaciones de la densidad de probabilidad de las longitudes
laminares. En esta investigacién se extiende la mencionada metodologia para poder ser aplicada a

intermitencia tipo I con formas arbitrarias de la funcién RPD.

6.1.2. Descripcion de la Metodologia

Para el estudio se considera un mapa cuadratico ampliamente utilizado para el analisis de

intermitencia tipo I (Hirsch et al., 1982a; Kim et al., 1994; del Rio et al., 2014):

Tpy1 = f(z) = ax? +x, +e, (6.1)

donde el pardmetro ¢ es el parametro de control que indica el ancho del canal en la regién laminar,
es decir, la distancia entre el mapa de Poincaré local y la bisectriz. De manera similar a lo que
ocurre en la Figura 6.1, valores negativos de € generan la apariciéon de dos puntos fijos, uno estable
y otro inestable, que para € = 0 coalescen en el punto fijo zg = 0. Cuando € > 0 ya no existen
puntos fijos y se produce intermitencia tipo I, siempre que haya un mecanismo que devuelva las
trayectorias hacia la regién = ~ xg.

En la metodologia propuesta inicialmente por del Rio y Elaskar (2010) para intermitencia tipo
IT y luego extendida a intermitencia tipo III (Elaskar et al., 2011), la funcién RPD, ¢(x), se evalia

a través de una funcién auxiliar M (z), la cual estd definida sobre el intervalo laminar [—¢, ¢|:

( /fﬁ T ¢(7) dr -
_ si (1) dr # 0,
M(z) = | o(r) dr e (6.2)
0, si ' (1) dr =0,

—C

La funcién M (z) es mas confiable que utilizar directamente los datos numéricos o experimen-
tales para obtener ¢(x), ya que las integrales intervinientes reducen los efectos que provienen de
las fluctuaciones estadisticas. Por otro lado, el cémputo numérico de M(z) es muy sencillo, para
ello simplemente se ordenan los puntos de reinyeccién tal que z; < xj41, para luego estimar M (x)

mediante:

M(z,) = ; > . (6.3)
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Cuando el menor punto de reinyeccién del mapa (LBR por sus siglas en inglés) se encuentra
dentro del intervalo laminar (Z > —c), la funcién M (z) ha mostrado ser aproximadamente lineal

(del Rio et al., 2014), es decir:

M(z)=m(x —2)+ &, (6.4)

donde la pendiente de la recta es 0 < m < 1. De acuerdo con estos resultados, la RPD resulta

(Elaskar et al., 2011):

siendo d un parametro de normalizacién y

om — 1
a="""" (6.6)

1—-m

donde a > —1 ya que 0 <m < 1.

El limite LBR (&) es un punto critico de la RPD, en el cual ¢(z) — oo para a < 0,y ¢(Z) — 0
si « > 0. El caso de @« = 0 (m = 1/2) corresponde a ¢(x) = cte que es el caso particular de

reinyeccion uniforme que ha sido ampliamente utilizado como una soluciéon general.

6.1.3. Longitudes laminares

Para la determinacién de la densidad de probabilidad de las longitudes laminares ¢;(l) primero
debe conocerse la longitud laminar, esto es, el nimero de iteraciones que necesita una trayectoria
que se reinyecta en el punto x para abandonar el intervalo laminar. Con este propésito, se considera
el mapa de Poincaré local, Ec. (6.1), y se asume que ¢ es positivo y pequeno, por lo tanto la
diferencia x,1 — x, puede aproximarse mediante la ecuacién diferencial (Rasband, 1990; Nayfeh
y Balachandran, 1995; Schuster y Just, 2005):

dzx 9
3 = e +e, (6.7)
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entonces, resolviendo la ecuacién anterior para el intervalo [—c, c], el nimero de iteraciones necesario

para atravesar el canal es:

iz, c) = /mjﬂ dz = ja? [tan_l <\/§c> _ tan~! <\/§x>] . (6.8)

La probabilidad de encontrar una fase laminar de duracién entre [ y [ 4+ dl es entonces:

dX(l,c)

o) = olx(t.0) |

= 91X (1, 0)] o [X (1O +e|, (6.9)

donde X(I,c) es la inversa de la funcién [(z,c) dada en la Ec. (6.8) con respecto al primer argu-

mento, la cual puede escribirse en forma explicita para el caso del mapa cuadrético (6.1):

X(l,c) = \/gtan [tan_l <\/§c> - @l] : (6.10)

Como se observa en la Ec. (6.9), la probabilidad ¢;(l) depende directamente de la RPD. Tenien-
do en cuenta publicaciones previas donde la funcién RPD se asume uniforme o mondétonamente
decreciente, las formas posibles de la probabilidad ¢;(l) quedaban limitadas por esas definiciones
simplificadas (Schuster y Just, 2005; Klimaszewska y Zebrowski, 2009). Sin embargo, con la aplica-
cién de la nueva metodologia se comprobé que la forma cualitativa de la funcién ¢;(1) depende de
la combinacién de valores del limite & que define la minima reinyeccién del mapa y del exponente
a de la Ec. (6.5) que depende de la RPD. En la Figura 6.2 se observan las diferentes posibilidades
en funcién de estos valores.

Puede verse en la figura que existen variantes muy diferentes de las posibles formas de la funcién
¢1(1), pudiendo por ejemplo existir un méximo local (caso (b)). Este hecho podria ser usado en
estudios experimentales con el objetivo de identificar los pardmetros desconocidos del sistema a
partir de la forma de ¢;(1). Sin embargo, hay que tener en cuenta que el ruido siempre esté presente

y su influencia puede alterar las formas esperadas llevando a confusiones (ver Seccion 6.3).

6.1.4. Limitaciones de la metodologia

La metodologia presentada anteriormente ha mostrado ser efectiva para la caracterizacién de la
intermitencia en los tres tipos mas importantes (I, IT y III) (del Rio y Elaskar, 2010; Elaskar et al.,

2011; del Rio et al., 2014), incluso en los casos donde se considera efecto del ruido (del Rio et al.,
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¢ (1)
¢ (1)
o1 (1)

(a) 2>0,a>0 (b) #<0,a>0 (¢c)&>0,a<0

(
¢ ()
o1 (1)

N

l l l

(d)£<0,a<0 (d)&<0,a=0 )z >0,a=0

Figura 6.2: Distintas formas de la densidad de probabilidad de las longitudes laminares ¢;(1)
en funcién de los parametros & y a que definen la RPD.

2012). Sin embargo, en el caso particular de intermitencia tipo I, el anélisis se realiza considerando

un modelo que no permite cubrir la totalidad de los problemas.

Una de las caracteristicas que diferencian la intermitencia tipo I de los tipos II y III es la
naturaleza del mapa local. En este caso el valor positivo del pardmetro de control hace que des-
aparezca el punto fijo que existia para ¢ = 0, generandose el canal entre la bisectriz y el mapa de
Poincaré local. En este tipo de problema, la posiciéon del menor punto de reinyeccién LBR, tiene
una importancia fundamental, ya que es este limite el que define en gran parte la forma de las
soluciones posteriores, no sélo en la funcién ¢;(l) segin se observa en la Figura 6.2, sino que puede
ser determinante en la forma de la RPD y en la relacién caracteristica.

En los estudios de intermitencia tipo I que se han llevado a cabo hasta la actualidad, mas
alld de la metodologia utilizada en cada caso para la representacién de la RPD, siempre se han
considerado mapas donde el limite LBR se encuentra dentro del intervalo laminar [—c, ¢] (Hirsch
et al., 1982a; Kim et al., 1994; del Rio et al., 2014). Estas condiciones hacen que tanto la RPD
como la densidad de probabilidad de las longitudes laminares sean funciones continuas o a lo sumo
deltas de Dirac (reinyeccién concentrada en un solo punto).

El hecho de considerar al LBR por debajo del limite inferior del intervalo laminar (& < —c)
conduce a funciones RPD y ¢;(l) discontinuas, con formas arbitrarias que no permiten utilizar

funciones simples para su representacién ni aplicar directamente la metodologia basada en la
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funcién M (z) descrita en la seccién anterior. La aparicién de las discontinuidades se debe a que
cuando el LBR estéa lejos del limite inferior del intervalo laminar, se produce una concentraciéon de
reinyecciones en la region cercana a ese limite, lo cual genera un salto en la RPD y consecuentemente

en la distribucién ¢;(1).

Ademas de los problemas asociados a la posiciéon del LBR, otro aspecto que produce incon-
venientes es cuando se considera el efecto del ruido en intermitencia tipo I. En ese sentido, la
presencia del ruido puede también conducir a funciones discontinuas con formas arbitrarias atin en

el caso simple de “ruido blanco” aplicado al mecanismo de reinyeccion.

Las situaciones detalladas anteriormente abren el camino a la segunda parte de la investigaciéon
desarrollada en este trabajo de tesis, en la cual se proponen adaptaciones de la metodologia de
aproximacion analitica de la RPD para considerar problemas més generales como el de la intermi-
tencia en la ecuacién DNLS. Por otro lado, este desarrollo permitira extender algunas conclusiones

que actualmente existen respecto al fenémeno general de intermitencia tipo I.

6.2. Adaptacion de la Metodologia

Para el estudio se considera el mapa cuadratico (6.1),

Tn1 = f(x) = ax), +xp +¢, (6.11)

donde ¢ es el parametro de control y el coeficiente a determina la posicién del minimo de la parabola
(punto con derivada nula). En el andlisis se considera que el punto con derivada nula coincide con

el limite LBR, es decir:

df

=0 6.12
dz |, ’ (6.12)
por lo tanto
1
r=——. 6.13
&= -5 (6.13)

Para que el fenémeno de intermitencia se produzca, el mecanismo de reinyeccién global se hace
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mediante la disposicién de la siguiente funcién general:

9(x) =& + h[f(Tmax) — 2], 7 >0, (6.14)

donde zax €s el extremo derecho de la parabola, es decir el punto de interseccién entre el mapa
local, Ec. (6.11), y el mapa de reinyeccién, Ec. (6.14). El coeficiente h se obtiene de manera que

g(xmax) - f(ajmax), pOI‘ 10 tanto

f(l'max) - i‘

h= [f(l'max) - l'max]7 ’

(6.15)

La funcién de retorno g(z) permite analizar diferentes procesos de reinyeccién mediante la
utilizacién de distintos valores del exponente «y. De esta manera, el mapa completo F'(x) se define
como:

z)=azx’+z+e, si * < Tmax,
F(x) = f@) - (6.16)

g(CC) =x+h [f(zmax) - -T]’Y, Sl T > Tmax-

Este mapa tiene dos mecanismos de reinyeccion diferentes, uno de ellos se produce por las
trayectorias que provienen directamente de la funcién g(x), mientras que el otro, el cual se produce
cuando el LBR estéd posicionado lejos del punto fijo ¢ fuera del intervalo laminar, se debe a las

6rbitas que pasan por puntos z < —c¢, donde c es la semilongitud del intervalo laminar [—¢, c].

A consecuencia de estos diferentes mecanismos de reinyeccién, la RPD serd discontinua ya
que mientras las trayectorias que se reinyectan desde g(x) pueden hacerlo en todo el intervalo
laminar, los puntos de reinyeccioén z; tales que F _1(xj) < —c se reinyectan Unicamente dentro del
subintervalo [—c¢, F'(—c)). De este modo, aparece una discontinuidad en la RPD en el punto F(—c)
debido a que la proporcién de puntos de reinyeccién provenientes de g(x) es en general menor que
la de aquellos que pasan por regiones préximas a la del punto Z, cuya derivada nula favorece la

concentracion.

Este anélisis ya fue parcialmente realizado por Kim et al. (1994), pero en ese caso no se estudié
la estructura de la RPD en la regién x < —c¢, sino que se considerd solamente la zona del intervalo
laminar donde la RPD es continua. En este trabajo se muestra que si bien la consideracién de esa
region no influye en la forma de la relacién caracteristica, si repercute en la densidad de probabilidad

de las longitudes laminares. Este estudio permite obtener algunas conclusiones adicionales respecto
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Figura 6.3: (a) Mapa F(z) indicado en la ecuacién (6.16) para distintos valores de 7. (b)
Disposicién de los puntos —c = z; y s = F(x;)
a la duracién media de las fases laminares.

Diferentes formas de la RPD pueden definirse a través del exponente . Para v = 1, las
reinyecciones provenientes de la derecha presentan una probabilidad uniforme ya que la funcién g(z)
es lineal. Caso contrario, para 0 < v < 1, resulta dg(x)/dx|f(xmx) = oo y las drbitas permanecen
mayor tiempo en la regién superior del mapa, favoreciendo la reinyeccién en la zona derecha del
intervalo laminar, lo cual produce una RPD creciente. Funciones RPD decrecientes se pueden lograr
con vy > 1, pero este caso en principio no es de interés para esta investigacion ya que ese tipo de
funciones fue ampliamente estudiada (Hirsch et al., 1982a,b; Kim et al., 1994).

En la Figura 6.3 se muestra el mapa (6.16) para distintos valores de 7. Ademds se muestra
la trayectoria que pasa por el punto con derivada nula (&), la cual finaliza reinyectada en el
subintervalo [z;,zs), donde z; es el punto de reinyeccién de dicha trayectoria, y x4 es el valor de
la siguiente iteraciéon de x; (zs = F(x;)). Con el objetivo de no complicar las expresiones y sin
pérdida de generalidad, se asume que el limite del intervalo laminar esta dado por —¢ = z;, por lo
tanto x5 = F'(—c), que es el punto donde se produce la discontinuidad. Debe notarse que x; es el
punto de reinyeccién correspondiente al punto con derivada nula Z y también a la reinyeccién del
extremo inferior de g(x) cuya derivada depende del valor del exponente ~, por lo tanto z; es un
punto critico donde ¢(z;) — 0o o ¢(x;) — 0, dependiendo del valor de « (del Rio y Elaskar, 2010).
Debido a la condicién —c = x; la singularidad se produce en el extremo izquierdo del intervalo

laminar lo cual simplifica las expresiones.
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Figura 6.4: (a) Diagrama de bifurcacién para el mapa (6.16). (b) Visualizacién de las fases
laminares y las explosiones caéticas para ¢ = 0,001.

En la Figura 6.4 se presenta el diagrama de bifurcacién y la visualizacién de las fases laminares
para el mapa especificado. Puede observarse en esa figura que para € < 0 existen dos ramas
de puntos fijos, una estable (inferior) y otra inestable (superior), mientras que para ¢ > 0 hay
caos. Por otro lado, la Figura 6.4-(b) muestra la evolucién de las iteraciones evidenciando la
caracteristica alternancia entre las fases laminares y las explosiones cadticas presente en el fenémeno
de intermitencia.

Resultados para v > 1 no tienen relevancia para el objetivo de este trabajo, ya que en ese caso
resulta dg(z)/dz| Fomay) = 0¥ POT lo tanto se produce una concentracién de puntos en esa region,
cuyas trayectorias van a retornar a zonas cercanas al LBR donde la derivada también es nula. Esto
significa que la gran mayoria de las reinyecciones serén en el subintervalo [—c, F'(—c)), y en ese caso
como todos los puntos dentro de ese subintervalo tienen la misma longitud laminar, es irrelevante
la forma de la RPD y puede asumirse directamente una reinyeccién fija en el extremo izquierdo
del intervalo laminar.

En las expresiones que se obtienen mas adelante se utiliza x; en lugar de —c ya que si se utilizara
—c las formulaciones no serian validas para el caso xg # 0, donde los extremos del intervalo laminar
no coinciden con la semilongitud del mismo. Por otro lado, el signo negativo en —c podria introducir

confusiones en el desarrollo de las expresiones.

6.2.1. Aproximacion analitica de la RPD

Anteriormente se explicé que debido a la posicién del punto LBR, por debajo del limite inferior

del intervalo laminar, la funcién RPD serd discontinua en el punto zs = F'(z;). Por lo tanto, para
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la representacién analitica de la misma se considera que la funcién puede componerse con dos
funciones continuas ¢1(x) y ¢2(z). La primera de ellas se define en el subintervalo (z;,zs) y la

segunda se aplica en la region restante del intervalo laminar.

La razoén por la cual la funcién ¢o(x) no se aplica en todo el intervalo laminar se debe a que
la influencia de las reinyecciones provenientes de g(x) en el subintervalo (z;,xs) es despreciable
frente a las reinyecciones provenientes de x; < —c, por lo tanto puede pensarse que cada regién
tiene un mecanismo de reinyeccion diferente. Esta suposicién permite simplificar notablemente las
expresiones posteriores obteniendo igualmente buenos resultados.

Para determinar las funciones ¢1(z) y ¢2(z) se utiliza la metodologia presentada en la Sec-
cién 6.1.2; la cual puede aplicarse ya que en cada subintervalo la funcién M (z) asociada es apro-

ximadamente lineal, es decir:
Mz(x) =my (.1} - wmin) + Zmin, (617)
donde xyin = x; para ¢1 y Tmin = Ts para ¢o, entonces

o) = $1(x) = d(x —x;)™", six < xg, 6.18)
do(x) = dk (v — ;)" six > xs.

El factor k pondera los diferentes niimeros de reinyecciones provenientes de la regién x < —c con

respecto a aquellas que llegan desde la la funcién g(z) (z > c¢). Los pardmetros oy, ag y k se

determinan considerando la definicién de M (z). El factor d se utiliza tinicamente a los fines de

normalizar la probabilidad tal que / ¢(x) dx = 1 en el intervalo laminar. El punto x; es el punto

singular donde ¢(x;) — 0o si a1 < 0, 0 ¢(z;) — 0 para oy > 0.

De las ecuaciones (6.17) y (6.6) se obtienen los exponentes a; y aa:

2m,~ -1
;= — 6.19
Qi 1—m, ( )

donde my se calcula con los puntos de reinyecciéon x; < xs y ms con los puntos restantes.

En la Figura 6.5 se muestran las funciones M;(x) para cada subintervalo donde las funciones
o1(x) v ¢a2(x) estan definidas. Alli puede observarse que la forma aproximadamente lineal de cada
funcién M;(z) se verifica en ambos casos. Comportamientos similares se registran independiente-

mente de los valores de ¢, a y 7.
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Figura 6.5: Funcién M(x) para ¢ = 1073, ¢ = 1072, v = 1 y v = 1/4. (a) Subintervalo
[74,25): my=1 = 0,386, m—1,4 = 0,502. (b) Subintervalo [zs,c]: m\=1 = 0,504,
My—1/4 = 0,519. En ambos casos M (z) es aproximadamente lineal.

En la Figura 6.5-(b) se observa que en el subintervalo [z, c] se produce my=1 ~ m,—;,4 = 1/2,
siendo m = 1/2 la pendiente para el caso particular de reinyeccién uniforme. Esto se debe a que el
intervalo laminar es pequeno, y por lo tanto la funcién g(x) se comporta aproximadamente como
una funcién lineal en esa regién cuando las trayectorias se reinyectan. De este modo m ~ 1/2 ain
en el caso de v ~ 1/4. A pesar de esta similitud, la diferencia entre las pendientes de cada funcién

permite obtener distintas RPD para cada valor de «, tal como se verd mas adelante.

Habiendo definido los exponentes a1 y ag y teniendo en cuenta que la funcién M (z) global
no depende del pardmetro de normalizacion d, sélo resta determinar el factor k, el cual se obtiene
utilizando la definicién de la funcién M (x) global, es decir, cuando se consideran todos los puntos

de reinyeccién. De la Ec. (6.2) resulta:

/: 7 éi(r) dr + /:msg(f) dr
/ o1(7) dr+/: pa(r) dr

M(z) =

En este caso la funcién M (z) presenta un quiebre en x = x5, coincidente con la discontinuidad de
¢(z), y su forma no es lineal para x > x5. Resolviendo las integrales se obtiene para = > x:

a1+1 Ts (Oq + 1) + T

(a+1) (a1 +2)
x (g + 1) + a;

(zs — i)

apt1 Z(ag+1)+ 4

+k (:L' — $i)a2+1 —k (:L‘S - :EZ)
M) = s Dl 22 (ot Dt (g0
(s — 2i) (@ — @)™ (2 — i)
(Oq + 1) (042 + 1) (042 + 1)
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Ya que los valores de M (z) son conocidos, el factor k puede despejarse de la expresién anterior
en términos de los parametros restantes:
(g — )+ o (a1 +1)+a;  Mz)
o (a+1) (1 +2) (a1+1
(. —2)* T — (zy — x)*2 T +

(@) w(ag + 1) + 3] — (2 — @) [ (ap + 1) + ]
(az +1) (a2 +2)

a1+1

) (33'5 - $Z)

(6.21)

El factor k resulta ser aproximadamente constante independientemente del punto x > x, utilizado,
sin embargo conviene no utilizar un punto muy cercano a la discontinuidad ya que alli pueden
existir fluctuaciones que conducen a valores de k no apropiados. Una buena implementacién es
calcular k£ para una serie de puntos del intervalo y luego tomar el valor medio de los resultados de

la serie.

Finalmente mediante la condicién de normalizacién se obtiene el parametro d:

1
d= 1 o T . . . (6.22)
po—— (s — x;) + il (2¢) — (zs — x5)

De esta manera quedan definidos todos los pardmetros que intervienen en la funcién ¢(z). En la
Figura 6.6 se muestran resultados de la funcién M (z) y de la RPD para distintos valores de € y +.
En el caso de M (x), los resultados de la aproximacién analitica (6.20) practicamente coincide con
los datos numéricos. En cuanto a la RPD, la linea continua que representa la estimacion tedrica,
Ec. (6.18), aproxima muy bien la distribucién de puntos que se obtiene numéricamente.

Una vez obtenida la RPD pueden evaluarse otras propiedades estadisticas como la densidad
de probabilidad de las longitudes laminares ¢;(l), cuya determinacién se hace simplemente reem-
plazando la funcién ¢(x) en la Ec. (6.9). En la Figura 6.7 se presentan los resultados obtenidos
para ¢;(l). Nuevamente, la linea continua que indica la representacién analitica aproxima muy bien
los puntos correspondientes a los datos numéricos. Ademds se observa la discontinuidad en ¢;(l)

producida por el doble mecanismo de reinyeccion.

6.2.2. Relaciones caracteristicas

A continuacién se realiza el analisis para determinar la llamada relacién caracteristica (I) ~ &7,

donde (I) es la longitud laminar media y 3 es el exponente critico, constante para ¢ — 0. La
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Figura 6.6: Resultados de la funcién M (z) y la RPD para mapas con a = 1.

relacion caracteristica es una importante propiedad del fenémeno de intermitencia, ya que permite

conocer de qué manera influye el parametro de control en la duracién media de las fases laminares.

La longitud laminar media ([) depende de la longitud laminar y de la probabilidad de reinyeccién

0.25F

1 x10° ] °
15
osl _ 02| '\ |
—osl . _ oisf -
< R <
0.4} R e s : 01y
50 100 150 .
0 0 : - - - :
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(a) £ = 0,0001, v = 1 (b) £ = 0,005, v = 1/4

Figura 6.7: Densidad de probabilidad de las longitudes laminares para el mapa (6.16) y dis-
tintos valores del pardmetro de control
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¢(z) (Rasband, 1990; Schuster y Just, 2005):
(1) = ¢(z)l(z,c) dz. (6.23)

Teniendo en cuenta la definicién de ¢(z) en la Ec. (6.18), la longitud laminar media se escribe

COImo:

T

s (&
(1) = o1(x) l(z,c) da +/ o2(z)l(z, ) de. (6.24)
—c Ts

El primer sumando de la derecha se reduce a calcular la integral de ¢;(z), ya que l(z,c) =
[(—c, c) en el subintervalo [x;, z5), puesto que todas las trayectorias que parten de ese subintervalo
requieren de la misma cantidad de iteraciones para abandonar el intervalo laminar. De esta forma

la expresion anterior resulta:

d(zs — 3!:1‘)0‘1Jrl

&
l :l—c,c—l—/ z)l(x,c) dx. 6.25
) =i=e.0)=——7 xscbz()( ) (6.25)
Teniendo en cuenta que ¢o(x) y I(x, ¢) son funciones continuas en el intervalo [z, ¢], el teorema

del valor medio indica que existe un valor 2’ en dicho intervalo tal que

/ " o(@) U, €) d = (¢ — 33) ba(a) (' ). (6.26)

El valor ¢o(2') estd dentro del intervalo (¢2min, P2max ), donde @omin ¥ P2max son los valores minimo
y méaximo de la funcién ¢o(z) con x en [z, ¢|. Esto indica que el limite de la expresién (6.26) cuando
€ — 0 es proporcional al limite correspondiente a [(2’, ¢). Teniendo en cuenta las Ecs. (6.25), (6.26)
y (6.8) resulta que se cumple (I) o e~ %/2. Esto indica que el exponente critico de la relacién

caracteristica es § = —1/2 independientemente de la forma de la RPD.

Volviendo a la Ec. (6.25), se observa que la integral del segundo término no tiene solucién
analitica y por lo tanto debe calcularse numéricamente o, de lo contrario, se debe reformular
la funcién ¢o(x) de manera que ademés de reproducir correctamente la RPD, permita obtener
una integral con solucién analitica. En ese sentido, en vista de los resultados de la Figura 6.6 y

sabiendo que numerosas simulaciones muestran comportamientos similares, se propone para ¢ ()
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una funcién lineal de la forma:

pa2(x) =bp+ ko (x — xs)], (6.27)

donde los factores p y ko se obtienen también utilizando la definicién de la funcién M (z) como en

el caso anterior. Entonces puede escribirse:

a1 Ts (ot )+ 10 o2y, k2o 3
I R A A R
(w5 — x;)*H! 2 |
Ms ) —k —xg) + — (22 — 22
o+ 1) + (p — kazs) (v — x5) + 5 (a? — a3)

(zs — i)

(6.28)

por lo tanto, para cualquier punto x > x, resulta:

(20— 2™ [ (00 1 1) + 7 L a2 - M) oo
ey — (a1 + 1)1 (o1 +2) )] r [2 ( S) Mt ) . (6.29)
L @2 —a2) [M(@) +2.] — & (0 —a) — (@ — ) M(@)a,

|
=
8

Wl

Reemplazando kg por la expresién anterior en la funcién M (z), Ec. (6.28), puede obtenerse el

parametro p ya que los valores de M (z) son conocidos:

— ) [z (« T
(25 — i) [ sla+1)+ Z—M(xk)]+‘4(c3—x§’)+

(a1 +1) (g j4— 2) 3C )
—— (2? — 2?) [M(z) + z5] + 5 M (z)zs (x — ;)
P B B cl B (6:30)
(0= ) [M(0) = G| + 5 (a2 = a) M) 0= T | = 2@ = 0
donde las constantes A, B y C son tales que
A+pB
ky = Tp, (6.31)
de acuerdo a la ecuacién (4.38).
Finalmente, el pardmetro de normalizacién resulta en este caso:
d= ! (6.32)
M+( _k$)(c_x)+@(c2_x2)' '
a+1 b 2t s 2 s
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Figura 6.8: Longitud laminar media en funcién del pardmetro de control para ¢ = 0,10. Las
cruces correspondientes a los resultados analiticos practicamente coinciden con los
circulos que representan los datos numéricos. La linea continua indica la longitud
laminar maxima [(—c,c) y la linea de trazos la tendencia (I) oc e~1/2.

Por tltimo, con las Ecs. (6.8) y (6.27), la integral del segundo término de la Ec. (6.25) resulta:

¢ 1 ac’* + ¢
/ms dlp+ke(x—xs)]l(x,c) de = d(p— kaxs) [2 In (ng_i_g) — xsl(xs,c)] +
ko

i) [(11 (e~ (22 +7) l(ﬂcs,c)] (0:35)

y asi se obtiene una expresion analitica para la longitud laminar media.

Mis alld de la posibilidad de resolver analiticamente la integral, el punto a destacar de la
metodologia propuesta es la versatilidad de su implementaciéon en un fenémeno complejo, la cual
permite obtener expresiones analiticas relativamente simples para aproximar la funcion RPD, donde
la dificultad principal estd en la determinacién de los pardmetros que intervienen en las soluciones

(k,d, etc.).

En la Figura 6.8 se muestran resultados para () en funcién del pardmetro de control e. Los
resultados de la aproximacién tedrica (simbolos x) précticamente se superponen a los datos obteni-
dos numéricamente (simbolos circulares), evidenciando el muy buen desempeno de la metodologia.
Ademas en la figura se muestra en linea continua la variacién de la longitud laminar maxima
I(—c,c), y en linea de trazos la relacién (I) o e~'/2 para visualizar la tendencia de (I). Puede
observarse que la relacién caracteristica con f§ = —1/2 para ¢ — 0 se cumple en ambos casos

independientemente de la forma de la RPD.

Los resultados de la Figura 6.8 son de significativa importancia en lo referente a las caracteris-

ticas propias del fendmeno de intermitencia tipo I. En este caso queda evidenciado que la forma
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de la RPD no influye en la forma de la relacién caracteristica siempre que la posicién del punto
LBR esté fuera del intervalo laminar. Esta conclusion fue parcialmente verificada en el trabajo
de Kim et al. (1994), pero en esa ocasién se exigia que la RPD tenga una forma mondtonamente

decreciente.

6.3. Efecto del ruido en Intermitencia tipo I

Ya que el ruido es un elemento siempre presente en la naturaleza, es de fundamental importancia
conocer sus efectos en el fendmeno de intermitencia. Si bien el andlisis de la influencia del ruido
en el caso particular de intermitencia tipo I ya fue realizado en numerosos trabajos (Hirsch et al.,
1982a,b; Pikovsky, 1983; Kye et al., 2003; Koronovskii y Hramov, 2008), en esos casos se considera
la presencia del ruido en la regién laminar asumiendo un mecanismo de reinyeccion con distribucién
uniforme.

A continuacion se realiza el andlisis del efecto del ruido en intermitencia tipo I considerando
diferentes mecanismos de reinyecciéon. Para el estudio se adapta la metodologia utilizada en la
seccién anterior para obtener la densidad de probabilidad de reinyeccién con efecto del ruido
(NRPD). Para contrastar los resultados se utilizan las mismas definiciones empleadas en el trabajo
de del Rio et al. (2014), en el cual el mapa global estd constituido por el mismo mapa cuadratico
local de la Ec. (6.11) y una funcién de retorno que produce similares resultados a los del analisis
anterior, dada por g(x) = #+h (x — 1)7, donde por simplicidad se hace f(xmax) = 1y el coeficiente

h se obtiene de las condiciones g(Zmax) = 2 y ¢ (1) = 1. El mapa global F'(z) es entonces:

f(x)=ax®+x+e+ 0, Si T < Tmax,
F(z) = ) 1— 4 , _ (6.34)
g(x) =T+ .\ (:L' - xmax) + Urfn S1 & > Tmax
(1 — Zmax)

Los términos que involucran a la variable &, en la Ec. (6.34) modelan el efecto del ruido en
el sistema. En la regiéon laminar se considera una intensidad de ruido o; mientras que para el
mecanismo de reinyeccion la intensidad es o,.. La variable &, es una variable aleatoria para la cual
se asume una distribucién de probabilidad uniforme (“ruido blanco”).

Con esta configuracién es posible modelar un ruido de alta intensidad en el mecanismo de
reinyeccion, donde o, puede ser mucho mayor que el pardmetro de control £, mientras que para la

regién laminar se preserva la condicion o; < €. Esto se hace con el objetivo de enfocar el analisis
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sobre el efecto del ruido en el mecanismo de reinyeccién global, ya que la condicién o; < & asegura
que la dinamica del sistema en la regién laminar estarda gobernada por la dinamica del mapa,
excluyendo de este modo las distorsiones que generan las 6rbitas que reingresan al intervalo laminar
por accién del ruido apenas después de haberlo abandonado, o la existencia de trayectorias que
evolucionan en direcciéon opuesta. Por otro lado, para niveles de ruido altos en la region laminar ya
no serfan validas las expresiones obtenidas para la longitud laminar y la densidad de probabilidad
#1(1), Ecs. (6.8) a (6.10), puesto que la aproximacién diferencial ya no es posible.

Al final de esta seccién se libera esta restriccién para mostrar la influencia del ruido de alto nivel
en la regién laminar, lo cual repercute fuertemente en la densidad de probabilidad de las longitudes
laminares y en las relaciones caracteristicas donde se produce el fenémeno de saturacién, mientras
que la RPD préacticamente no se modifica ya que su determinaciéon no depende de lo que sucede
en el mapa local.

En el trabajo mencionado (del Rio et al., 2014), la posicién del punto LBR se asume dentro
del intervalo laminar (—c¢ < Z < ¢), garantizando de esta forma que la RPD sea continua con
su respectiva funcién M (x) aproximadamente lineal. Sin embargo, como se verd mds adelante,
la presencia de ruido de alta intensidad en el mecanismo de reinyeccién puede cambiar estas
propiedades, dando lugar a funciones mas complejas.

La utilizacién del exponente v > 0 en la funcién g(x) tiene el mismo sentido que en el caso sin
ruido, es decir, modelar distintas formas de funciones RPD. En la Figura 6.9 se muestra el mapa

(6.34) para distintos valores de 7 y se indica el efecto del ruido sobre la posicién del LBR.

6.3.1. Caracterizacion de la Intermitencia tipo I con efecto del ruido

A continuacion se presenta la extensién de la metodologia introducida en la Seccién 6.1.2 para
analizar el efecto del ruido en intermitencia tipo I, considerando el mapa (6.34) para ¢ > o7 — 0.
Esta condicién no afecta los resultados relacionados a la funcién M (z) y a la RPD ya que estas
propiedades sélo dependen del mecanismo de reinyeccién global.

La presencia del ruido no sélo produce la modificacién de la funcién RPD debida a la redis-
tribucién de los puntos de reinyeccién, sino que ademadas genera el corrimiento del punto LBR a
la posicién & — o,. Este corrimiento hace que la funcién ¢;(l) asociada se modifique respecto al
modelo sin ruido, de acuerdo con las condiciones de la Figura 6.2 con el valor & — g, en lugar de

2. Por otro lado, si este corrimiento es tal que & — o, < —c, aparece una discontinuidad en la RPD
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Figura 6.9: Mapa F'(x) indicado en la ecuacién (6.34) para distintos valores de +, donde se
indica el desplazamiento del punto LBR por efecto del ruido.

por los mismos motivos que se detallaron en el andlisis de la Seccién 6.2. Mdas alla de la nueva
posicién del LBR, el efecto del ruido hace que la funcién M (z) asociada a ¢(x) ya no sea lineal
aun cuando Z € [—c¢, ¢], por lo tanto es necesario realizar consideraciones especiales.

Para obtener una expresién analitica de la RPD con efecto del ruido (NRPD), se estudia la
influencia del ruido sobre las trayectorias de reinyeccion, tal como se muestra en la Figura 6.9, donde
una trayectoria sin ruido es perturbada pudiendo terminar dentro de del intervalo [x — oy, z + o],
siendo z el punto de mapeo para el caso sin ruido. Esto significa que la RPD sin ruido, ¢(x), debe

ser transformada a la nueva NRPD, ®(x), de acuerdo a la convolucién (del Rio et al., 2012):

b(z) = /_ T b(2) Gl — 2, 00) dz, (6.35)

donde G(z — z, 0,) es la distribucién de probabilidad del término de ruido o,&, en el mapa (6.34).

Como fuente de ruido se utiliza una variable aleatoria de distribucién uniforme £ en el intervalo

[—1,1], por lo que la densidad de probabilidad G en la ecuacién (6.35) resulta:

Glz,0p) = 2EH0or) =6 =0v) (6.36)

20,

donde O es la llamada funcién escalén Heaviside, que es igual a 1 para un argumento mayor que

cero y se anula en caso contrario.

Asumiendo inicialmente que & — o, > —¢, y teniendo en cuenta las Ecs. (6.35), (6.36) y (6.5)
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se obtiene:

d

) = 5o D) {lo=@ =)™ =0 = (2 + )] [o = (@ +0)]" '} (6.37)

El exponente « puede obtenerse directamente de los resultados correspondientes a la funcién
M (z) sin ruido, es decir, considerando los puntos de reinyeccién del mapa (6.34) con o, = 0. En
ese caso M (x) es lineal ya que & > —c y « se calcula con la Ec. (6.6). Sin embargo, los datos sin
efecto del ruido no siempre estan disponible y por lo tanto debe considerarse una alternativa para
determinar el valor del exponente a.

Teniendo en cuenta la expresién de ®(zx), Ec. (6.37), se observa que la funcién Heaviside es
no nula en la regién x > & + o, es decir que para los puntos restantes ®(z) tiene la forma de la
RPD sin efecto ruido donde el punto LBR se ha trasladado a la posicién & — o, y el exponente «
se ha incrementado en una unidad. De acuerdo a la definicién de M (x), este resultado indica que
esta funcién deberia ser aproximadamente lineal en la regién z < & + o, donde ©® = 0, con una
pendiente m’ tal que produce un exponente o’ = (2m’ —1) /(1 —m/) = a + 1.

Para verificar este comportamiento, en la Figura 6.10 se presentan resultados de funciones
M (x) con diferentes pardmetros de mapa e intensidades de ruido para comparar con sus respec-
tivas versiones sin ruido. Puede observarse en las figuras que las funciones M (z) con efecto ruido
presentan dos regiones aproximadamente lineales limitadas por el punto & + o, donde la funcién
Heaviside cambia su valor. En la region izquierda (z < & + o,) la pendiente de M (z) con efecto
ruido es tal que se cumple la relacién o/ ~ a+1, donde ' es el exponente calculado con la Ec. (6.6)
y con la pendiente m’ correspondiente. Por otro lado, también se observa en la figura que, de igual
manera que lo sucedido en intermitencia tipo II y III (del Rio et al., 2012), la pendiente de M (z)
en la regién = > & + o, es similar a la de M (x) sin ruido. De esta manera, es posible determinar

el valor del exponente « sin efecto ruido a partir de los valores de M (x) con ruido.

La ecuacién (6.37) modela el efecto del ruido debido a la redistribucién de los puntos de
reinyeccién para £ — o, > —c. En caso de que el corrimiento del limite LBR vaya més alla del
extremo izquierdo del intervalo laminar, sucede una situacion similar a la detallada en la Seccién 6.2,
apareciendo una discontinuidad en la NRPD por la concentracién de puntos de reinyeccién en el
subintervalo [Z2,xs) respecto al resto del intervalo laminar. El punto Z3 es en este caso el menor

punto de reinyeccién de las trayectorias provenientes de z < —¢, es decir, si F' (T —0,) < —c,
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Figura 6.10: Comparacién de los resultados de M (z) con diferentes niveles de ruido para ¢ =
1074, ¢ = 0,05 y los valores indicados. Las lineas de trazos indican las pendientes
aproximadas de cada funcién M (x). Las pendientes son m = 0,320 (o = —0,529)
y m' = 0,595 (&' = 0,472) para el caso (a), y m = 0,570 (o = —0,325) y
m’ = 0,697 (o/ = 1,296) para (b). En ambos casos se verifica o/ =~ a+1. Adem4s
debe notarse que para valores mayores de x las pendientes de ambas funciones
son similares. La pendiente de la linea de trazo y punto es 1/2 indicando la
pendiente de la reinyeccién uniforme.

Z9 = —c, por el contrario para F (T — 0,) > —¢, T2 = F (T — o,).

De igual manera que en el andlisis de la Seccién 6.2, si se consideran solamente los puntos
Z9 < x < ms, se observa en todos los casos que la funcién M (x) correspondiente también presenta

una forma aproximadamente lineal, en consecuencia es posible asumir una solucién de la forma:

Or(x) = dky (x — 22)", (6.38)

donde el coeficiente . se calcula segun la ecuacién (2.18) considerando los puntos Ty <z < x5 y
d es el pardmetro de normalizacién. Por otro lado, el factor k, cumple la misma funcién que en el
analisis sin ruido, es decir pondera la diferencia de proporcién entre las reinyecciones que provienen

desde x < —c y las que se producen desde g(z).

La funcién adicional ¢,(x) estd definida en el subintervalo [Z2,xs). La misma se suma a la
solucién de la Ec. (6.37) para &2 < x < z, incorporando de este modo ambos efectos en la solucién

general. En caso de que £ — o, > —c no existe concentraciéon de puntos, k, = 0 y por lo tanto

or(x) = 0.
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De acuerdo a lo anterior, la funcién NRPD ®(z) se reescribe de la siguiente manera:

d o a+1 - - a+1
— |z —-di+o0) N —O@—i—-0)(r—2—0,) +
ZJT(aJrl)[ } gy <<,
(I)(I) = +d k, (ZL’—{)AL'Q)QT,
d
20, (@ +1) {(93 —ito) N —0@—d-0)(z—2- UT)O‘H} ; puntos restantes,
or (a
(6.39)

Para determinar el factor k, se procede de manera similar a lo realizado previamente.

Teniendo en cuenta las ecuaciones (6.2) y (6.39), para los puntos = > z, resulta:

1
20, (a+1) (a+2) (a+3)
—(zi—d+0) P [zi(a+2)+2 -0+

7@(1'71'70'7‘)(1'7‘%70'7‘)(!4—2[m(a+2)+.’i’+0}]}+k7‘($s*‘%2)ar+1w

M(z) = (e, + V(e £2) 6 40)

1 N a+2 A a+2
20,-(04—}—1)(04—}—2)[(96 T+ o) (zi — T+ or) +

{(1:—§:+ar)a+2[x(a+2)+i‘—0r}+

_ aoyoertl
(e~ o) (x—i—0)"] +k%

Evaluando la funcién M (x) en algin punto x > x,, es posible expresar el factor k, en términos de

los parametros restantes:

(x — & +0,)" {M(;z:) _z(a tj).ﬁg)j - 07} b (@i — 4 0,)0 2 {:i’ (Oé(;i)g) O'r:| +
1O(e—d—0,) (23 —0,)" " {”3 (o +(3++3§C ‘o, M(@]
kr = ( A )ar—i—l T (Oé + 1) + 4 . (641)
Ts — I s r 2
(o +1) [ (o +2) B M(x)] 20, (@ +1) (@ +2)

Finalmente, el parametro de normalizacién d resulta:

1
d= . (6.42
(c—d+0,)"?—(mi—i+0,)""-O(c—3—0,) (c—0—0,)" (6.42)

20, (a+1) (a+2)

kr (xs - @2)ar+1
ar +1

_'_

En el caso de que k, # 0, la determinacién del exponente o presenta algunas diferencias con
lo establecido anteriormente para & — 0, < —c¢, ya que en este caso M (x) no tiene la forma de la
Figura 6.10 sino que pierde su linealidad debido a la concentraciéon de puntos de reinyeccion en el
extremo izquierdo del intervalo laminar, asemejandose mas a los resultados de la Figura 6.6. En

consecuencia, la relacién o ~ a + 1 no se verifica y el exponente o debe obtenerse de los datos del
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sistema sin ruido, o bien considerando M (x) en la regién del extremo derecho del intervalo laminar
donde las pendientes de esta funcion con y sin ruido son similares.

Las expresiones obtenidas anteriormente para las funciones M (x) y la RPD son validas inde-
pendientemente del nivel de ruido en la regién laminar, ya que estas funciones sélo dependen del
mecanismo de reinyeccion global del sistema y no se ven influenciadas por lo que sucede en el mapa
local, siempre que se excluyan los puntos que reingresan producto de iteraciones en sentido inverso

a la evolucion del mapa.

6.3.2. Evaluaciéon de resultados con efecto del ruido

Para analizar la densidad de probabilidad de las longitudes laminares con efecto ruido ®;(1), se
utiliza la Ec. (6.9), donde ¢ [X (I, ¢)] se reemplaza por su versién con ruido @ [X (I, ¢)] y, teniendo en
cuenta que el efecto del ruido se manifiesta en la funcién RPD, la determinacién de X (I, ¢) se hace
sin considerar dicho efecto utilizando directamente la Ec. (6.10). Esta aproximacién para ®;(1) es
estrictamente valida s6lo para el caso donde el ruido en la regiéon laminar es nulo, sin embargo, las
simulaciones muestran que se obtienen buenos resultados inclusive para niveles de ruido del orden
del parametro de control cuando éste es pequeno (o; < & — 0). Intensidades de ruido mayores en
la regién laminar producen la situacion que se describe mas adelante.

En las Figuras 6.11 y 6.12 se muestran resultados para distintos valores de ¢, Z, v y o,, con
a =1y c=0,05. En estas figuras se realiza la comparacién entre los resultados de la RPD obtenida
numéricamente (puntos) y la aproximacién analitica (linea continua). En el caso de la funcién M (z),
la aproximacion analitica practicamente se superpone a la obtenida numéricamente. Ademas se
muestra también el resultado del modelo sin ruido (o, = 0) para observar mds claramente los
efectos del ruido.

En las Figuras 6.11 y 6.12 puede observarse una muy buena concordancia entre los resultados
numéricos y analiticos, tanto para la funcion NRPD como para la probabilidad de las longitudes
laminares ®;(1), destacandose a primera vista la fuerte influencia del ruido en la forma de ®(z) y
®;(1), en tanto que M (x) evidencia la pérdida de linealidad con respecto al resultado sin ruido. En
el caso de la Figura 6.11, la caracteristica ¢(&) — oo desaparece por efecto del ruido y se verifica
¢(z — o,) — 0, lo cual repercute en la probabilidad ®; que se comporta como si fuera a > 0
con & < 0 (ver Figura 6.2-(b)). El otro punto a destacar es la discontinuidad que aparece en la

Figura 6.12 en las funciones ®(z) y ®;(1), la cual se corresponde con un quiebre en la funcién M (z),
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Figura 6.11: Resultados de la funciones M (x), NRPD y densidad de probabilidad de las
longitudes laminares para el mapa (6.34) con e = 107*, a =1, 2 =0,y =2y
¢ = 0,05. Las pendientes son m = 0,320 (o« = —0,529) para el caso sin ruido y
m’ = 0,596 (¢ = 0,479) para la regién izquierda de la funcién M (x) con efecto
del ruido.

tal como sucede en el caso sin ruido cuando el punto LBR se encuentra fuera del intervalo laminar,
lo cual se produce por el efecto del ruido sobre la posicién del LBR (& — 0, < —c), generandose de
esta manera la concentracién de puntos en el subintervalo [—c, x].

Por otro lado, en la Figura 6.11 se verifica nuevamente la relaciéon entre la pendiente de la
regién izquierda de M (x) con la pendiente de la versién sin ruido de dicha funcién (o = a + 1).
Este comportamiento, el cual fue verificado en numerosas simulaciones con distintas condiciones,
demuestra que la pendiente de la regién “con ruido” de M (x) no depende de la intensidad del ruido,

sino que esta definida inicamente por la forma de la funcién de retorno (exponente 7).

Los resultados descritos anteriormente tienen significativas consecuencias, ya que, ademas del
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Figura 6.12: Igual que la Figura 6.11 con ¢ = 1072, a = 1, £ = —005, v = 1l y c =
0,05, resultando o = —0,011 (reinyeccién aproximadamente uniforme). En este

caso no se pueden establecer las relaciones entre a y o ya que M (z) pierde la
linealidad debido a la discontinuidad en la RPD. Las pendientes de M (x) en el
extremo derecho del intervalo laminar son muy similares: m = 0,496 para o, = 0
y m = 0,491 para o, = 0,04. El coeficiente de concentracién es k, = 7,885.

cambio en la posicién del limite LBR, el efecto del ruido produce un incremento del exponente
a que puede generar situaciones en las cuales un sistema con ruido presente una funcién M (z)
lineal con una RPD continua por lo que el efecto del ruido podria pasar desapercibido, tal como

se muestra en la Figura 6.13.

Otro hecho posible, aunque menos probable, sucede cuando la combinaciéon del incremento
en uno del exponente a junto con el corrimiento del punto LBR producida por la presencia del
ruido, genera resultados muy similares a los de un sistema sin ruido con pardmetros del mapa muy

diferentes. Esto puede visualizarse en la Figura 6.14.
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Figura 6.13: Funciones M (z), NRPD y densidad de probabilidad de las longitudes laminares
para el mapa (6.34) cone = 1074, a = 1, & = 0,01, v = 2 y ¢ = 0,05. El caso con
efecto ruido parece ser un caso sin ruido con su correspondiente funcién M (x)
lineal y una RPD continua. Las pendientes son m’ = 0,594 (o/ = 0,464) para
or = 0,06 y m =0,323 (o = —0,523), verificdindose la relacién o/ ~ o + 1.

6.3.3. Influencia del ruido en la relacién caracteristica

Este analisis es similar al realizado para la relacién caracteristica en la Seccién 6.2.2 utilizando
obviamente la NRPD. Al igual que en ese caso, la longitud laminar media puede divirse en dos

términos, aunque aqui una de las integrales se calcula sobre todo el intervalo laminar:

(1) = /C ' (z)I(x,c) dz + I(—c,c) " or(z) dx, (6.43)

—C —C

donde ®'(z) es la NRPD de la ecuacién (6.37). Si & — o, > —c, ¢r(z) = 0 y el limite inferior de la

integral del primer término en la Ec. (6.43) es & — o, ya que ®'(x) = 0 para z < & — o,. En caso
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Figura 6.14: Funcién M (x), NRPD y densidad de probabilidad de las longitudes laminares
para el mapa (6.34) con e = 1074, ¢ = 0,05 y los valores indicados. Los resultados
son muy similares en ambos casos: la pendiente de M (z) con efecto ruido es
m’ = 0,623 (o/ =643) y m = 0,624 (a = 665) para el caso sin ruido.

contrario la ecuacién anterior resulta:

- d ’ r—24+0) 0@ —d—0)(x—3—0) l(z.c) dz
0 = gy ) [e-irert-ef ol r;l: (2, ¢) dart
I(—¢,¢)—— (wg — &)™+,
ar +1
(6.44)

donde la integral del primer término no tiene soluciéon analitica, por lo tanto debe resolverse

numéricamente.

En la Figura 6.15 se muestra en escala logaritmica la variacién de (I) en funcién del pardmetro
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Figura 6.15: Longitud laminar media en funcién del pardmetro de control para el mapa (6.34)
con a =1, ¢c= 0,05y los valores indicados. El exponente critico del caso (b) es
B ~ —0,32, indicando la transicién que se produce para & — o, =~ 0.

de control £ para distintas intensidades de ruido o, y combinaciones de valores & y «. De igual
manera que en la Figura 6.8, los simbolos circulares representan los datos obtenidos numéricamente
y las cruces corresponden a los resultados analiticos de la Ec. (6.44). La linea continua indica la
variacién de la longitud laminar méxima y la linea de trazos muestra la tendencia de (I) para
€ — 0, es decir, es la recta cuya pendiente es el exponente critico 5.

En primer término en la figura se observa una buena concordancia entre los datos numéricos
y los resultados analiticos para o, > 0. Obviamente en los casos sin ruido la correlacién es muy
buena ya que estos resultados corresponden al anélisis convencional donde el LBR se encuentra
dentro del intervalo laminar.

En cuanto al comportamiento del exponente critico 8, como se dijo anteriormente éste depende
de la posicién del LBR (Kim et al., 1994). Para & < 0, § — —1/2, mientras que para & > 0 es
B — 0, registrandose una transicién entre estos valores extremos de 8 para posiciones intermedias

del LBR (Z ~ 0). En las Figuras 6.15-(a) a (d) se observa que el efecto del ruido sobre la relacién
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caracteristica se debe principalmente al corrimiento del punto LBR. Cuando Z > 0 se producen los
mayores cambios, ya que el desplazamiento modifica el valor de § de acuerdo a la nueva posicién
& — oy, tal como se observa en las figuras (a) y (b). Por otro lado, para & < 0 la curva de (l) se mueve
paralelamente en la direccién de la longitud laminar méxima I(—c, ¢) manteniendo § ~ —1/2, tal
como ocurre en el caso sin ruido cuando el LBR esta fuera del intervalo laminar. El aspecto més
importante de estos resultados es que estos comportamientos son independientes de la forma de la

funcién NRPD.

6.3.4. Influencia del ruido en la regién laminar

Los resultados presentados anteriormente son validos para la condicién o; < € — 0. Si no se
considera esta restriccién los resultados de la funciéon M (z) y de la RPD no cambian, pero la

influencia sobre las propiedades relacionadas a la longitud laminar es mandatoria.

Cuando g7 > ¢ en la regién laminar, la dindmica del sistema en esa zona estd gobernada por
el ruido debido a que el movimiento de las érbitas ya no esta conducido por la evoluciéon propia
del mapa. Esto puede producir que érbitas que recién ingresan al intervalo laminar rapidamente
lo abandonen sin importar cual sea el punto de reinyeccién. Por otro lado, ciertas secuencias de
desviaciones causadas por el ruido de alta intensidad podrian producir que una 6rbita permanezca
indefinidamente dentro del intervalo laminar. En consecuencia, en este caso la densidad ®;(l) ya
no depende de los pardmetros del mapa ni de la RPD, sino que siempre presenta la misma forma

exponencialmente decreciente generada por la alta probabilidad de que una fase laminar abandone

0.2 — — 0.2
0.15} ] 0.15}
= 04t <~ 01
KA K
005} ] 0.05}"
'\
20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 140
l I
(a) e=10"% 7 =2,2=0, 0, = 0,025 (b)e=10"3%, v =1, & = —0,05, 7, = 0,04

Figura 6.16: Densidad de probabilidad de las longitudes laminares para el mapa (6.34) con
a =1, ¢c = 0,05 y los valores indicados. El ruido de intensidad o se aplica en
todo el mapa (¢, = 0, = 7).
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Figura 6.17: Relacién caracteristica (I) oc ¢ para el mapa (6.34) con a = 1, ¢ = 0,05 y
los valores indicados. El ruido se aplica en todo el mapa. Los cuadrados indi-
can los resultados numéricos y la linea continua une los datos, alcanzandose la
correspondiente saturaciéon para pequenos valores de €.

rapidamente la regién laminar debido al fuerte ruido, y la casi nula pero existente posibilidad de
que una Orbita permanezca infinitamente dentro de la misma. En la Figura 6.16 se muestran los
resultados de ®;(1) cuando el ruido de alta intensidad se aplica a todo el mapa para los parametros
utilizados en las Figuras 6.11 y 6.12. All{ se observa que la densidad ®;() es muy similar en ambos
casos, a pesar de la diferencia entre los parametros del sistema y las correspondientes RPD.

Con respecto a la relacion caracteristica, cuando el ruido se aplica en todo el mapa se obtienen
resultados similares a aquellos obtenidos en el andlisis del efecto del ruido en intermitencia tipo II
y III (del Rio et al., 2012). En ese caso la presencia del ruido genera una saturacién en la longitud
laminar media para ¢ — 0, la cual se produce porque el tiempo de escape debido a la dindmica del
mapa es mayor que el tiempo de escape aleatorio debido al ruido cuando o; > . Como consecuencia
de esta saturacion, la longitud laminar media alcanza un valor méximo constante para € — 0, el
cual depende unicamente de la intensidad del ruido. Por otro lado, la forma cualitativa de la
relacién es la misma independientemente de la posicién del punto LBR que es quien define esta
forma para el caso sin ruido. Estos resultados se muestran en la Figura 6.17.

En vista de los resultados del efecto del ruido sobre la regién laminar se puede decir que,
de manera similar al andlisis anterior, la presencia del ruido modifica fuertemente las funciones
esperadas, tanto para el caso de la densidad de probabilidad de las longitudes laminares como para
la relacién caracteristica, ya que en este caso ®;(1) y (I) se comportan como si fueran el resultado
de un sistema sin ruido el cual tiene pardmetros & > 0 y a < 0 de acuerdo a la Figuras 6.2-(a) y

(f), y las conclusiones del trabajo de Kim et al. (1994).
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Capitulo 7

Analisis y Caracterizacion de la

Intermitencia en la Ecuacion DNLS

Las soluciones numéricas de la ecuacién DNLS presentadas en el Capitulo 5 mostraron que

existen condiciones bajo las cuales se producen atractores cadticos complejos donde se observan
fenémenos de intermitencia. El objetivo del presente capitulo es realizar el analisis de dicho feno-
meno utilizando la metodologia presentada en el capitulo anterior para obtener una aproximacién
analitica de la densidad de probabilidad de reinyeccién (RPD) correspondiente.

En la segunda parte de este capitulo se procede con un estudio similar, considerando en es-
te caso las soluciones del modelo de truncamiento a tres ondas de la DNLS cuando se utiliza
amortiguamiento de Landau. En ese caso, a diferencia de las soluciones de truncamiento para

amortiguamiento resistivo del Capitulo 5, existen atractores cadticos con intermitencia tipo I.

7.1. Intermitencia en la soluciéon numeérica de la ecuacién DNLS

Las soluciones numéricas de la ecuacién DNLS bajo condicién inicial de tres ondas resonantes
con una de ellas excitada y las restantes amortiguadas indicaron que para un modelo de amortigua-
miento resistivo existen soluciones estacionarias cuando se utilizan coeficientes de amortiguamiento
relativamente grandes, mientras que para bajo amortiguamiento y ciertas configuraciones de ondas
aparecen atractores cadticos complejos.

En la Figura 7.1 se muestra el diagrama de bifurcacién de la amplitud maxima de la onda madre
apmax para el atractor Ay (ver Tabla 5.2 del Capitulo 5), donde el coeficiente de amortiguamiento

7 es el pardmetro de control. En la figura puede observarse la existencia de atractores cadricos.
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Figura 7.1: Diagrama de bifurcaciéon de la amplitud maxima de la onda madre agmax en
funcién del coeficiente de amortiguamiento 7 para el atractor Ay con un modelo
de amortiguamiento resistivo.

0.4 " " 04

0.3

(a) = 0,0325060 (b) n = 0,0325076

Figura 7.2: Evolucién de la amplitud de la onda madre del atractor As. (a) Solucién periddica.
(b) Caos.

Como se dijo en la Seccién 5.3, el coeficiente de amortiguamiento 7. =~ 0,032507 aparenta ser
un umbral de intermitencia, para 1 < 7. se registran soluciones periédicas estables (ciclos limites),
mientras que para 1 > 7. hay caos. Para evidenciar el fenémeno de intermitencia se presenta la
Figura 7.2, donde se observa la evolucion en el tiempo de la amplitud de la onda madre. Para valores
de amortiguamiento n < 7, la evoluciéon de la amplitud ag tiene la forma de un ciclo limite, pero
para coeficientes de amortiguamiento apenas mayores que el valor critico 7., aparecen repetidas
interrupciones de la evolucién regular de la solucién dadas por la presencia de las explosiones

cadticas tipicas del fendmeno de intermitencia.

Para identificar el tipo de intermitencia se procede a construir el mapa de Poincaré de la
amplitud méxima, para lo cual simplemente se grafican en abscisas los valores de agmax y €n
ordenadas los mismos valores desfasados en un paso respecto de los anteriores. De esta manera el

sistema puede pensarse como un mapa discreto donde la evolucién se da segtn los picos superiores
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Figura 7.3: Mapa de Poincaré de la amplitud méxima de la onda madre para n = 0,0325076

de la Figura 7.2-(b). Realizando este procedimiento se obtiene el grafico de la Figura 7.3.

A los fines de determinar el tipo de intermitencia, sélo interesa conocer la forma del mapa de
Poincaré local, sin importar el mecanismo global de reinyeccién del mapa. En ese sentido, la figura
muestra que la intermitencia es de tipo I, ya que se observa claramente el canal estrecho que existe
entre el mapa local y la bisectriz producido por la bifurcacién tangente en 1 = 7., el cual permite
el desarrollo de las fases laminares en las proximidades de agmax = 0,242.

Si bien no es necesario conocer el mecanismo de reinyeccién global del mapa para su clasificacion,
esta propiedad si es necesaria para el estudio estadistico del fenémeno de intermitencia. Este

mecanismo puede caracterizarse mediante la densidad de probabilidad de reinyecciéon (RPD).

7.1.1. Aproximacion analitica de la RPD en las soluciones numéricas de la

ecuacion DNLS

En el Capitulo 6 fue presentada una metodologia alternativa para la aproximacion analitica de la
RPD aplicable a los casos donde esta funcion tiene formas arbitrarias. La técnica consiste en utilizar
una funcién auxiliar M (x) facil de obtener, a partir de la cual puede anticiparse el comportamiento
de la RPD. Cuando M es aproximadamente lineal la RPD es continua, mientras que la presencia
de quiebres o cambios de pendiente en la funcién indican la existencia de discontinuidades en la
RPD.

Los datos de M (x) también son ttiles para identificar el tipo de discontinuidad. Con ese pro-

posito se utilizan los valores de la derivada de la funcién a cada lado del punto donde se produce
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Figura 7.4: (a) Funcién M (z) para la solucién numérica del atractor Ay con n = 0,0325076.
(b) Forma de la funcién RPD. La abscisa x representa la amplitud méxima de la
onda madre agmax-

el quiebre. Esto se deduce mediante la definicién de M (x) dada en la Ec. (6.2), de la cual se puede

escribir:

M) [ or) dr = [ () ar

T

entonces, derivando respecto a x

PSRN
/. o(r) dr

por lo tanto, teniendo en cuenta que por definicién para x > x; M(x) es finitay 0 < /w o(1) dr <
1, se deduce que si dM/dx — oo entonces ¢(z) — oo. Por otro lado, para pend?éntes de M
distintas a cada lado del punto z, si dM/dz~ > dM/dx™, indica que hay un salto en la RPD con
d(x7) > ¢(xT), tal como se observé en la Figura 6.6 del capitulo anterior. De esta forma es posible

anticipar el comportamiento de la RPD a través de la forma de la funcién M(x).

En la Figura 7.4-(a) se muestra la funcién M (x) correspondiente a los puntos de reinyeccién
de la solucién numérica de la amplitud maxima de la onda madre para el atractor A, con un
amortiguamiento 1 = 0,0325076, donde x representa a la variable agmax. El punto fijo zg = 0,24201
se produce para n = 0,032507, siendo el intervalo laminar [z¢ — ¢, ¢ + ¢] con ¢ = 0,01. También
se muestra en la figura la RPD numérica, donde puede observarse que existe una discontinuidad

en el punto zs =~ 0,24 la cual coincide con el quiebre en la funcién M (z), donde ademéds se cumple
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Figura 7.5: (a) Funcién M (x) obtenida de la manera convencional. (b) Funcién M (z) calcu-
lada con puntos de reinyeccién auxiliares x; =z, + (zs — z;) para recuperar la
linealidad.

|dM/dx| — oo a cada lado de este punto, lo cual verifica los comentarios del parrafo anterior
referidos a la relacién entre la derivada de M y la forma de la RPD.

El hecho de que la funcién M (z) presente dos regiones con pendientes diferentes se resuelve
de manera similar a lo realizado en el capitulo anterior, es decir, considerando cada regién por
separado para obtener en cada una de ellas funciones aproximadamente lineales. Sin embargo, la
forma creciente de la RPD a la izquierda del punto x4 con ¢(z;) — oo hace que M(x) no sea
lineal, ya que su pendiente tiende a infinito en el final del intervalo. Este comportamiento se debe
a la definicién de M (z), donde de acuerdo a su su determinacién numérica, Ec. (6.3), puede verse
que la acumulacién de puntos al final del intervalo produce un crecimiento casi vertical de M que
tiende al valor del punto zs. Por el contrario, cuando la acumulacién es en el extremo izquierdo
no se produce este crecimiento ya que el valor inicial de M es el promedio de los puntos de
reinyeccion, para luego continuar con una evolucién aproximadamente lineal de donde se obtienen
los pardmetros que definen la RPD.

La situacién detallada anteriormente permite superar el inconveniente de la pérdida de lineali-
dad de M (x) simplemente considerando los puntos de reinyeccién de forma inversa. De esta forma
la RPD resulta monétonamente decreciente y se obtiene una funcién M (z) aproximadamente li-
neal. El procedimiento consiste en considerar puntos auxiliares dados por x; =25+ (xs — x5), lo
que equivale a tomar una funcién ¢’'(x) simétrica a ¢(z) respecto a la vertical que pasa por zs. En
la Figura 7.5 se observa cémo la redefinicién de los puntos de reinyeccién resulta en una funcién
M'(z) aproximadamente lineal.

Finalmente, teniendo en cuenta los resultados de la Figura 7.4 y los comentarios anteriores, se
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propone la siguiente funcién para la aproximacion analitica de la RPD:

o1(z) =d(xs — ), six < g,

o(z) = (7.1)
do(x) =dk(x —x5)*?, six > s,

donde los factores se obtienen utilizando la funcién M (z) como se hizo en el capitulo anterior y el

coeficiente d es el pardmetro de normalizacién. La funcién ¢;(x) se aplica sobre la regién creciente

de la RPD y por ello se utiliza (x5 — ). De este modo, para a3 < 0 se cumple ¢1(x5) — 0.

La determinacion de los exponentes a; y «g se hace con los datos numéricos de la funcién

/

M(z). Para i, se emplean los puntos x < z, utilizando puntos auxiliares z

= x5 + (zs — xj)
para obtener una M (z) aproximadamente lineal. En el caso de ay el calculo se hace con los puntos

xj > x5 en la forma habitual.

El coeficiente k en ¢o(z) se utiliza para ponderar la diferencia entre las reinyecciones a cada
lado del punto z,, ya que de este modo es posible considerar un salto en la funcién ¢(z) global,
tal como se hizo en el capitulo anterior para modelar la RPD cuando el LBR se encontraba fuera
del intervalo laminar. Un factor £ < 1 indica que hay preponderancia de reinyecciones en el primer

intervalo, mientras que k£ > 1 indica lo contrario.

Para obtener el coeficiente & se utiliza la definicién de la funcién M (z), Ec. (6.2). Considerando

los puntos x > x4, siendo x; = xg — ¢ el extremo izquierdo del intervalo laminar, resulta:

w1 i(0a 4 1) + 7, a1 s (03 +1)

(xs — ;) +k(x—xy)
M(z) = (:c(al_xlﬂ e (02+2) (7.2)
(1 +1) (a2 +1)

De esta tltima expresion puede despejarse explicitamente el factor k:

(xs - xi)alJrl T (051 + 1) + T
@D { (a1 1 2) ‘M“”)]
k= = T (7.3)
) - G

(x — )
(g + 1) (g +2)

Como en el desarrollo del capitulo anterior, el factor k£ es aproximadamente constante indepen-
dientemente del punto x > x, utilizado, sin embargo conviene utilizar puntos no muy cercanos a

x5 donde la funcién M (z) es mas lineal.
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Figura 7.6: Aproximacién analitica de la funcién M (z) y la RPD para la solucién numérica
de la amplitud méxima de la onda madre para el atractor As con n = 0,0325076.
La abscisa x representa la amplitud agmax-

Finalmente se obtiene el pardmetro de normalizacion:

-1
(s — )T E(x0+c—xo)* ™!

d= (a1 +1) + (2 +1)

(7.4)

En la Figura 7.6 se muestra la aproximacién analitica propuesta en las ecuaciones anteriores y
los datos obtenidos numéricamente, tanto para la RPD como para la funcién M (x). En la figura
se observa que en este caso, a diferencia de los resultados del capitulo anterior, la aproximacion de
M (x) presenta pequenas diferencias con respecto a los valores numéricos. Esto se debe a la suposi-
ci6n de considerar a M (z) constituida por dos funciones lineales. No obstante esta simplificacién,
los resultados de la RPD son mas que aceptables, sobre todo si se tiene en cuenta la simplicidad

del modelo utilizado.

El anélisis de la densidad de probabilidad de longitudes laminares no se realiza para este caso,
yva que las soluciones numéricas de la ecuacién DNLS presentan un nivel importante de ruido y
fluctuaciones debido a la interaccién entre los diferentes modos del espectro. Esto produce que el

tiempo de escape de la dindmica de la intermitencia en general es superior al tiempo de escape
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debido a las fluctuaciones lo cual, si bien no repercute de manera definitiva sobre el mecanismo de
reinyeccion global del sistema caracterizado en la RPD, si genera distorsiones en la probabilidad de
las longitudes laminares producidas por la salida prematura de las 6rbitas que ingresan al intervalo

laminar, tal como se explicé en la Seccién 6.3.4 del capitulo anterior.

7.2. Intermitencia en el modelo de truncamiento de la ecuacion

DNLS

Para superar los problemas referidos a las perturbaciones que produce la interaccién entre
modos diferentes a las tres ondas iniciales, un método analitico simplificado como lo es el modelo de
truncamiento a tres ondas, podria ser de utilidad. En ese caso no se producen dichas perturbaciones
vy ademas las simulaciones numéricas basadas en este método son mucho maés rapidas que las de los
métodos espectrales, ya que las derivadas temporales se calculan explicitamente mediante férmulas
relativamente sencillas (ver Apéndice B).

Desafortunadamente, las soluciones del Capitulo 5 evidenciaron que el método de truncamiento
no es aplicable cuando se consideran coeficientes de amortiguamiento pequenos, que es la condicién
para que se produzcan atractores cadticos e intermitencia. Mas ain, este método simplificado no
fue capaz de capturar las soluciones dindmicas de la ecuacion DNLS. Sin embargo, existe una
situacién en la cual el modelo de truncamiento si presenta atractores cadticos donde ademés se

producen fenémenos de intermitencia, tal como se describe a continuacién.

7.2.1. Modelo de amortiguamiento de Landau lineal

En el modelo de amortiguamiento de Landau lineal la relacién entre el amortiguamiento y el

vector de onda es lineal, es decir:

5 = nk;.

Por lo tanto la relacién de amortiguamiento entre las ondas hijas es

Nk
= = — = K/,
‘ Yoo ke

de acuerdo a las definiciones realizadas en el Apéndice B.
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Figura 7.7: Diagrama de bifurcacién del modelo de truncamiento de la DNLS para I"' = 0,1 y
k= 0,95

La forma de la solucién de las ecuaciones de truncamiento dependera de la relacién entre
el grado de excitacién de la onda madre y el amortiguamiento de las ondas hijas (a través del
pardmetro I'), y del nimero de onda de las ondas hijas (pardmetro ). Para un valor " dado,
cuando x — 1 aparecen soluciones cadticas en funcién de un parametro de control 7, que es un
desajuste en la frecuencia e indica el caracter dispersivo de las ondas (Sanchez-Arriaga et al., 2007;
Sénchez-Arriaga, 2009). En la Figura 7.7 se muestra el diagrama de bifurcacién del sistema para
los valores de I'' y x indicados.

En la figura se observa primeramente una 6rbita periddica que nace en una bifurcacién de Hopf
para v &~ 0,64. Con el crecimiento del pardmetro de control se produce una bifurcacién y nace una
orbita de doble periodo en 7 &~ 0,91 y agmax ~ 1,45. Posteriormente la o6rbita estable continta el
doblamiento de periodos que sigue en una cascada de Feigenbaum para culminar en un atractor
cadtico, el cual se extiende hasta v, =~ 0,99. A la derecha de este punto existe una érbita periddica
que para valores menores de v pierde estabilidad abruptamente, lo cual evidencia la presencia de
un proceso de intermitencia. Para valores mayores de v, la érbita periddica comienza una nueva
secuencia de doblamiento de periodo terminando en un segundo atractor cadtico que finalmente
colapsa en una crisis de borde, también llamada catédstrofe de cielo azul (Abraham, 1985).

La parte que aqui interesa es la correspondiente a v ~ 0,99 donde se produce la intermitencia.
Para visualizar el fenémeno, en la Figura 7.8 se grafica la evolucion de la amplitud méaxima de la
onda madre agmax utilizando los mismos valores de x y I' con dos valores del pardmetro de control,
uno correspondiente al limite ¥, = 0,990415 y el otro apenas por debajo de ese valor. En la figura

se observa un punto fijo donde agmax ~ 1,4509 para v = ., mientras que para ¥ — ¥/, se observan
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Figura 7.8: Evolucion de la amplitud maxima de la onda madre para I' = 0,1 y k = 0,95 para
un modelo de amortiguamiento de Landau lineal y los valores indicados de ».

las fases laminares y las explosiones caodticas tipicas del fenémeno de intermitencia.

De acuerdo a las caracteristicas del diagrama de bifurcacién en el punto 7., donde se observa
una bifurcacién tangente (la rama de 6rbitas inestables no fue graficada), se puede identificar el
fenémeno como intermitencia tipo I. Esto se visualiza en la Figura 7.9, en la cual se grafica el
mapa de la evolucién de la amplitud maxima de la onda madre, agmaxn+1 €n funcién de agmaxn,
utilizando tres valores de v: uno correspondiente al coeficiente critico 7, y los otros dos a cada
lado de ese valor. En la figura se observa claramente el proceso de generacion de intermitencia

tipo I. Para v = 7, el mapa es tangente a la bisectriz en agmaxn =~ 1,45, para valores menores

16
: //
15¢ QD /] \
N \
N 7
— N N 1
t
5 1.4 I
8 [
I
[
[
1.3} |
[
[
12 : —1
1.2 13 14 15 16
A0max n

Figura 7.9: Mapas de Poincaré de la evolucién de la amplitud méxima agmax para I' = 0,1,
k = 0,95 y un modelo de amoriguamiento de Landau lineal. Los valores de los
coeficientes son 7; = 0,993 y 7o = 0,988. La linea de trazos representa el mapa
con 7, = 0,990415 donde se produce la bifurcacién.
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del parametro de control el punto fijo desaparece y se genera el canal estrecho entre el mapa y la
bisectriz, mientras que para v > ¥, se generan dos puntos fijos, uno estable y el otro inestable.

El hecho de poder construir un mapa preciso de la evolucion de la amplitud méxima como
si se tratara de una variable discreta donde el mecanismo de reinyeccién queda perfectamente
representado, permite utilizar el mismo para el andlisis de la intermitencia, en lugar de obtener los
datos directamente del sistema continuo que representan las ecuaciones de truncamiento. De esta
manera se reducen significativamente los tiempos computacionales a la vez que las caracteristicas

del mapa permiten predecir el comportamiento de la RPD.

7.2.2. Analisis de la intermitencia

Teniendo en cuenta lo anterior, el andlisis se realiza utilizando el mapa construido a partir de
los datos numéricos agmaxn, @0 maxn+1 para ¥ = ., donde el ancho del canal en la regiéon laminar se

define artificialmente mediante un pardmetro de control € tal que agmaxn+1 — @0 maxn+1| + e,

D=0,
es decir, que el mapa tangente a la bisectriz (correspondiente a 7.) simplemente se desplaza hacia
arriba un valor € para generar el canal. De este modo es mas simple realizar el andlisis ya que ¢
se toma como parametro de control de manera que no es necesario obtener numéricamente nuevos
mapas para evaluar el fenémeno.

En la Figura 7.10 se muestra el mapa para © = /. donde se explicita la posicién del menor punto

de retorno (LBR), el cual se posiciona lejos del punto tangente. Por otro lado, se observa ademés

16

1.5-//\

14}

AOmax n+1

13}

zo ~ 1.45

13 14 15 16

A0max n

Figura 7.10: Visualizacién del menor punto de retorno (LBR) y del mecanismo de reinyec-
cién del mapa del modelo de truncamiento de la ecuacién DNLS con v = 7, y
amortiguamiento de Landau.
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que existen dos derivadas nulas que intervienen en el proceso de reinyeccién, correspondientes al
minimo local a la izquierda del punto fijo y al maximo local situado a la derecha. Segin el analisis
del Capitulo 6, estas caracteristicas hacen que la respectiva funcién RPD sea discontinua (por la
posicién del LBR) con dos puntos singulares donde ¢(x) — oo (por la presencia de las derivadas
nulas). En adelante se utiliza = para representar la amplitud méxima agmax y Zo es el punto fijo

para v = r.

Siguiendo el estudio de la Seccién 6.2 del capitulo anterior, el limite inferior del intervalo laminar
se fija con la reinyeccién de la trayectoria que parte del punto con derivada nula (minimo local)
a la izquierda del punto tangente. Por otro lado, en este caso debe definerse también el punto
donde se produce la reinyeccién de la érbita que parte del otro punto con derivada nula (maximo
de la funcién), lo cual genera una nueva discontinuidad con ¢(z) — oco. Por tultimo, la imagen del
extremo izquierdo del intervalo laminar define el punto z; donde se registra la discontinuidad de
la RPD debida a la concentracién de puntos de reinyeccién en el subintervalo [zg — ¢, z5) por la

posicion alejada del punto LBR.

Para la representacion analitica de la RPD se utilizan funciones potenciales como las empleadas
hasta el momento, las cuales se proponen teniendo en cuenta el desarrollo realizado al comienzo de
la Seccién 7.1.1 de acuerdo a las caracteristicas de la funcién M (x). En la Figura 7.11 se muestra
un resultado tipico de esta funcién para el mapa de la Figura 7.10. Alli se observan los dos quiebres
en M(x) correspondientes a los dos puntos criticos x5 y x. En el primer quiebre (punto xy) las
derivadas de M (x) a cada lado del punto son finitas, por lo que puede inferirse que alli se produce
un salto en la RPD debido a la concentraciéon de puntos de reinyeccion provenientes de z < zg — c,

similarmente a lo ocurrido en el analisis del capitulo anterior. Por otro lado, en el segundo quiebre

M(x)

Figura 7.11: Forma tipica de las funcién M (z) para el mapa de la Figura 7.9.
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(punto xj) existe una derivada de M que tiende a infinito a la izquierda del punto, lo cual indica
que la RPD es creciente en ese tramo con ¢(z, ) — oo, tal como sucedia en las soluciones numéricas
de la DNLS.

Teniendo en cuenta las caracteristicas detalladas anteriormente, se propone entonces la siguiente

funcién ¢(z) para la representacién analitica de la RPD:

d1(x) =d(x— )™, sl <z,
o(x) = da(x) = dko (xg — )2, si g < < 1, (7.5)
¢3(x) = dks (x —x;)™, six >y,

Como se dijo anteriormente, el caso de ¢2(x) es similar al del primer tramo de la RPD en
las soluciones numéricas de la DNLS, por lo tanto se utiliza (z; — x), de modo que para ag < 0
es ¢a(rr) — 00, situacién que se produce por la presencia del maximo local en el mapa de la
Figura 7.10.

Los exponentes oy, ag y a3 se calculan con los datos numéricos de la funcién M (x) correspon-
diente a cada tramo. Para «; se utilizan los puntos de reinyeccion x; < z,. En el caso de as se
emplean los puntos x; < x < x pero con la transformacién x; =z, + (2 — x;) ya utilizada. Por
ultimo a3 se calcula con los puntos x; > xj. De esta forma se obtienen funciones M (z) lineales en
cada tramo y los coeficientes a; se calculan con la Ec. (6.6). Para la determinacién de los factores
restantes se emplean las definiciones utilizadas hasta el momento.

Teniendo en cuenta la definicién de M (z) y la funciéon RPD de la ecuacién (7.5) resulta:

(I +oy) 4o

M (z) = o 12 ) six < xg,
1
(20 — )L E (1 +1) +a
s — T (Otlﬂ‘ 1) (a1 +2) "
N 2) T [w (oo + 1) +ag] — (z —25)™ [ws (a2 +1) + 2]
as+ 1) (as +2 .
Ms(z) = eS| ( )(EQH ) T , sizg <x < wp,
(s — ;) e (g — ) — (z — x5)
a;+1 2 as +1
sl +1) 4y 1 @s (a2 +1) +ay
P L (o + ko (zh — x4)**T
B TR A P [To)
ks (2 =)™ [x (a3 + 1) + @] — (g — @)™ [y (a3 + 1) + ]
(a3 + 1) (s + 2) .
Ms(x) = , six > xp.
3( ) ([L‘s _ :Ei)a1+1 + k (xk _ xs)a2+1 + k (1_ _ xz)a3+1 _ (I‘k _ .'Ei)as+1
o+ 1 2 ag + 1 3 asz+ 1
(7.6)
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El factor ko se calcula con el valor de My conocido para xs < x < x:

(xs — xi)O‘IH [ms (a1 + 1)+

- Mg(x)]

i ap +1 a + 2 (7 7)
2 = ) :
(@r — )" [w (ag + 1) + 2] — (@ — 2) ™" [ (0 + 1) + 24 n
(a2 +1) (ag +2)
M-
_a22—(|_l':)l |:([E B :C)a2+1 B (xk - xs)a2+1
y con este factor y el valor de M3 para x > xj, se obtiene ks
+1) + 1 s (a2 +1) 4+ g
To — )0t Ts (o b4 ke (g — )2 S
(s i) (a1 +1) (a1 + 2) 2 (@ ) (e +1) (a2 + 2)
(375 - mi)aﬁ-l (xk o xs)az—i-l
—M. k
) 3(90)[ po—— + ko P .
3= .
M-
dj_x])- (IIZ‘ _ $i)a3+l _ (xk: o xi)a3+1i| +
o3
(=2 [z (az + 1) + @) — (2 — 2) T [ (a3 + 1) + ]
(a3 +1) (a3 +2)
Por dltimo se determina el factor de normalizacion d
—1
zs— x;) T — wg)°2 T k
"~ {( o 31 kot o j)l e (20T (o w19

siendo ¢ la semilongitud del intervalo laminar.

En la Figura 7.12 se muestran resultados de la RPD y de la funcién M (z) para comparar la
solucién analitica con los datos numéricos. Se observa que la concordancia entre ambos resultados
es bastante buena en todo el intervalo laminar, a pesar de las pequenas diferencias en el cémputo
de M (x), especialmente en el caso (b).

Con estos ejemplos se muestra la versatilidad de la metodologia basada en la funcién M (x) para
la aproximacién analitica de la RPD, ya que esta técnica permite obtener de manera precisa esta
funcién aun cuando la misma presenta formas complejas como en este caso. La mayor dificultad del
método radica en el calculo de los factores auxiliares que pueden resultar en expresiones intrincadas

aunque explicitas.

7.2.3. Densidad de probabilidad de las longitudes laminares

Como se vio en el capitulo anterior, la longitud laminar no depende del mecanismo de rein-

yeccién del sistema, sino que esta definida tinicamente por el mapa de Poincaré local siempre que
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Figura 7.12: Comparacién entre los datos numéricos y la aproximacién analitica de la RPD
para el modelo de truncamiento de la ecuaién DNLS con amortiguamiento de
Landau.

no se considere efecto del ruido. De este modo, para obtener una aproximacién analitica de la
densidad de probabilidad de las longitudes laminares del modelo de truncamiento de la ecuacién
DNLS, ademas de la funcion RPD determinada en la seccion anterior es necesario contar con una

expresion analitica de la regién laminar del del mapa de la Figura 7.10 que representa el sistema.

Teniendo en cuenta que la longitud laminar estd definida por una integral (ver Ec. (6.8)), se
adopta para la aproximaciéon del mapa local un polinomio de segunto grado de manera de poder

integrar analiticamente la ecuacion diferencial resultante:

f(z)=asa® +arx +ag+e¢, (7.10)

donde el parametro de control € es conocido y los coeficientes del polinomio se calculan utilizando

los datos del mapa para aproximar la regién laminar del mismo.

Procediendo de la manera habitual para obtener la longitud laminar I(z,c), se asume que
el pardmetro de control es pequeno y que f(zg) = xo para € = 0, por lo tanto la ecuacién en

diferencias finitas x,1 — x, puede escribirse en forma diferencial (Rasband, 1990; Schuster y Just,
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2005):

d

por lo que la longitud laminar resulta

¢ 1
l($7 C) = / 2 d"L‘ =
s @2x?+(ag—1)x+ap+e (7.12)
_ 2 [ [e@mr20ta—l) o [erra -1 |
donde z; es el limite inferior del intervalo laminar, 2¢ la longitud del mismo y
5]1—1/2
}3::[4@2(@04—6)——(a1——1)} . (7.13)

Se observa en la Ec. (7.12) que para as = a, a; = 1 y ag = 0 se recupera la expresién de [(x, ¢)
para el mapa cuadratico del capitulo anterior, Ec. (6.8), lo cual pone en evidencia el hecho de que

la longitud laminar sélo depende del mapa de Poincaré local.

Con los resultados anteriores se puede finalmente obtener una expresion analitica para la den-

sidad de probabilidad de las longitudes laminares:

dX(l,c)

;T = ¢[X(1,0)]|az [X(1, )2+ (a1 —1) X(I,¢) + ap+ ¢ (7.14)

au(l) = 61X (1,0)] \

donde X se obtiene de la expresién de [(x,c), Ec. (7.12).
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Figura 7.13: Aproximacién analitica de la densidad de probabilidad de las longitudes lamina-
res para el modelo de truncamiento de la ecuacién DNLS con amortiguamiento
de Landau.
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En la Figura 7.13 se muestran los resultados de la aproximacion analitica propuesta para la
densidad de probabilidad de las longitudes laminares, considerando los dos casos analizados en la
Figura 7.12. Se observa en ambos casos que la concordancia entre los datos numéricos y la aproxi-
macién analitica es aceptable, aunque existen algunas discrepancias légicas debidas principalmente

a la aproximacién cuadratica del mapa local.

Para finalizar el andlisis hay que destacar que los resultados obtenidos en el estudio de la
intermitencia en la ecuacién DNLS muestran la versatilidad de la metodologia utilizada en es-
ta investigacion, demostrando la validez de su aplicacion en problemas reales tanto en sistemas

continuos como en mapas.
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Capitulo 8

Discusion y Conclusiones

En la primera parte de este trabajo se ha solucionado numéricamente la Ecuaciéon Deriva-
da No Lineal de Schrédinger (DNLS) utilizando un esquema de métodos espectrales basados en
expansiones en serie de Fourier para la resolucién de las derivadas espaciales y un esquema de
Runge-Kutta-Fehlberg de cuarto orden para la integracién en el tiempo. El andlisis se realizé con
el objetivo de comparar los resultados numéricos con aquellos hallados mediante una técnica de
truncamiento a tres ondas.

En base a los resultados obtenidos, donde se observaron atractores cadticos que incluyen proce-
sos de intermitencia, la segunda parte del trabajo se dirigié a determinar las propiedades estadis-
ticas de dicho fenémeno. Sin embargo, se encontraron dificultades para realizar la caracterizacién,
ya que los métodos disponibles no permiten su aplicacién en problemas que presentan particula-
ridades como el estudiado. En consecuencia, fue necesario adaptar y extender técnicas existentes
para su implementacién.

A continuacion se presentan las principales conclusiones del estudio realizado en este trabajo

de tesis.

8.1. Validacion del esquema numérico para la resolucién de la

DNLS

Para la resolucién numérica de la ecuacién DNLS se propuso un esquema numérico basado en
métodos espectrales cuyos detalles se presentaron en el Capitulo 4. La validacién del cédigo se

realizé a través de la verificaciéon numérica de las condiciones analiticas de estabilidad modular,
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las cuales indican que para una condicién inicial de una onda sin efectos difusivos, el sistema es

estable para Ay > v/2kq siendo Ag la amplitud de la onda inicial y kg su nimero de onda.

El c6digo numérico pudo verificar estas condiciones en todos los casos analizados con discre-
tizaciones de N = 256 puntos, longitud de integracion L = 64 y un paso de tiempo 7 = 0,001.
Para una onda inicial dentro de las condiciones de estabilidad, la solucién numérica no presentd
inestabilidades espurias considerando un tiempo de integraciéon maximo ¢ = 50000, con lo cual se
asumié una buena implementacién del esquema. Por otro lado, las soluciones numéricas permi-
tieron conocer el tiempo para el cual se produce la inestabilidad de las configuraciones inestables
(Ap < V2kyp), situacién no predicha por el desarrollo analitico.

Otro aspecto estudiado fue la evolucién de las configuraciones inestables considerando distintos
nimeros de onda iniciales y diferentes valores de amplitud inicial Ag. En todos los casos las solu-
ciones mostraron comportamientos similares definidos por el valor de la amplitud inicial, donde se
destaca la presencia de soluciones cuasi peridédicas cuando las amplitudes iniciales son relativamen-
te pequenas independientemente del modo inicial considerado. En estos casos, cuando se produce
la inestabilidad la energia se transfiere del modo inicial (onda madre) principalmente hacia dos
modos k1 y ko (ondas hijas) que cumplen una relacién de resonancia 2kg = k1 + ko. Posteriormen-
te la onda madre recupera casi totalmente la energia y la transfiere nuevamente hacia las ondas
hijas formando ciclos. La relacién de resonancia indicada es un argumento importante a la hora de

definir la cantidad de modos relevantes a considerar en modelos de truncamiento.

8.2. Solucion numérica de la DNLS y limitaciones del método de

truncamiento

En el Capitulo 5 se present6 la soluciéon numérica de la ecuacién DNLS considerando plasmas
frios con polarizacién izquierda y amortiguamiento resistivo, para una configuracion de tres ondas
iniciales cerca de resonancia, con la onda madre excitada y las restantes amortiguadas. El objetivo
del estudio consistia en conocer cémo se produce la transferencia de energia entre los distintos
modos y evaluar una serie de atractores obtenidos por las simulaciones numéricas, comparando los

resultados con los de un modelo de truncamiento a tres ondas.

Los resultados mostraron que en funcién del coeficientes de amortiguamiento se pueden pre-

sentar soluciones estacionarias (puntos fijos) o soluciones dindmicas con atractores caéticos. Los
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detalles de estos atractores se muestran en las Tablas 5.1 y 5.2.

8.2.1. Soluciones estacionarias de la DNLS

En el caso de las soluciones estacionarias, las simulaciones numéricas mostraron que todas
las configuraciones de ondas iniciales convergen hacia un mismo punto fijo, produciéndose una
transferencia de energia desde las ondas hijas hacia los modos dados por ny = 1 y no = 17,
correspondientes al atractor Ag. Sin embargo, existen periodos de estabilidad transitoria donde la
energia y las amplitudes de los modos iniciales permanecen aproximadamente invariantes hasta
que la convergencia al atractor Ag se produce abruptamente. Estos periodos se estudiaron como si
se tratara de soluciones estacionarias, ya que las mismos se registran durante intervalos de tiempo

que pueden considerarse relativamente largos.

Considerando los atractores Ag, A7, Ag y As, la concordancia entre los resultados numéricos
y el modelo de truncamiento fue muy buena en casi todo el rango de amortiguamiento de exis-
tencia del punto fijo, especialmente en los casos de los atractores Ag, A7 y Ag. Las discrepancias
se presentan para valores de coeficiente de amortiguamiento relativamente bajos, donde el modelo
de truncamiento sobrestima las amplitudes de los modos resonantes. Esto se debe a las limitacio-
nes de la aproximacién analitica que sélo considera tres ondas del espectro, ya que en los casos
de amortiguamiento relativamente bajo, la simulacién numérica evidencié la aparicién de nuevos

modos que extraen energia de las ondas iniciales.

Teniendo en cuenta lo anterior, para n < 0,15 aparecen dos nuevos modos con niveles de
energia no despreciables, los cuales se identifican con ks y k4 siendo k3 < k1 < ko < ko < k4.
Estos nuevos modos verifican la relacion de resonancia con la onda madre, es decir que se cumple

2ko = k1 + ko = ks + k4, y ademds estan relacionados con las ondas hijas por kg — ks = 2 (ko — k1).

En el caso de los atractores A4 y As, las discrepancias entre ambos métodos estan presentes en
todo el intervalo de amortiguamiento. Esto se debe a que estos atractores existen solamente para
coeficientes de amortiguamiento relativamente bajos (n < 0,15), que es la regién donde se observan
las mayores diferencias en los atractores anteriores. De igual manera, surgen nuevos modos con
energia relevante que producen la falla del modelo de truncamiento. Estos nuevos modos verifican

las mismas relaciones detalladas anteriormente.
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8.2.2. Soluciones dinamicas y presencia de caos

Para algunas configuraciones iniciales de onda y coeficientes de amortiguamiento relativamen-
te bajos, las simulaciones numéricas mostraron la existencia de soluciones dindmicas, las cuales
comprenden soluciones peridédicas de uno y mas periodos y atractores cadticos. Los diagramas
de bifurcacién de estas soluciones mostraron que las mismas presentan una dinamica compleja,
pudiéndose destacar varias secuencias de Feigenbaum que desembocan en atractores cadticos y
procesos similares inversos que devuelven las soluciones periddicas. Ademés de esto, también se
observan bifurcaciones de Hopf, fenémenos de intermitencia y distintos tipos de crisis.

Por otro lado, los resultados del modelo de truncamiento no pudieron en ningiin caso capturar
las soluciones dinamicas anteriormente detalladas. En su lugar, dicho modelo predijo dos tipos
de soluciones, una rama de puntos fijos estables que en algunos casos culmina en una bifurcacién
de Hopf para dar lugar a soluciones periédicas de un periodo, sin registrarse en ningin momento
atractores cadticos ni secuencias de doblamiento de periodos. Estos resultados evidencian la dificul-
tad del modelo de truncamiento a tres ondas de reproducir correctamente la dindmica del sistema
cuando se consideran coeficientes de amortiguamiento bajos, ya que la aparicién de nuevos modos

no permite su aplicacién.

8.3. Conclusiones generales de la soluciéon de la DNLS

De acuerdo a los resultados obtenidos, puede concluirse que el esquema numérico implementado
constituye una herramienta adecuada para la solucién de la ecuacién DNLS. En el caso no difusivo
se verificaron la condiciones analiticas de estabilidad, lo cual respalda en cierto modo los resultados
obtenidos para sistemas con amortiguamiento y excitacion.

Considerando las soluciones numéricas de la ecuacion DNLS con efectos difusivos y excitacion,
se puede concluir que el modelo de truncamiento a tres ondas parece ser una buena descripcién
siempre que se consideren coeficientes de amortiguamiento relativamente grandes, los cuales produ-
cen soluciones de puntos fijos estables que si son captados por este modelo. En ese caso la energia
permanece mayormente en los tres modos resonantes iniciales y no se transfiere a otros modos, de
manera que el truncamiento a tres modos resulta vélido. Sin embargo, esta situacién cambia para
amortiguamiento pequeno ya que aparecen nuevos modos no despreciables y en consecuencia el

modelo de truncamiento a sélo tres ondas falla.
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Por otro lado, en los casos donde se registraron soluciones dindmicas y atractores cadticos
el modelo de truncamiento fue totalmente incapaz de reproducir esas soluciones inclusive desde
un punto de vista cualitativo. Esto se debe a que este tipo de soluciones se presenta sélo para
coeficientes de amortiguamiento pequenos donde la aparicién de nuevos modos con niveles de
energia considerables es aiin mas evidente que en el caso de las soluciones estacionarias.

De acuerdo a lo anterior, puede decirse que la aplicacién de un modelo de truncamiento a
tres ondas es valida tdnicamente en aquellos casos donde el amortiguamiento es importante en
relacion con el nivel de excitacién del sistema, de lo contrario, la utilizacién de sélo tres modos
resulta insuficiente para representar la solucién. Sin embargo, el hecho de considerar por ejemplo
cinco modos en acuerdo con las relaciones que se verifican en las soluciones numéricas estacionarias,
implicaria ademas de la complejidad propia de obtener las ecuaciones del sistema dinamico, duplicar
la cantidad de parametros de control, lo cual pone en duda la caracteristica de simplicidad de este
tipo de soluciones. Por otro lado, cuando existen atractores cadticos se observé que la energia se
distribuye en una cantidad mayor de modos, por lo cual inclusive el truncamiento a cinco modos
resultaria insuficiente. Estos aspectos ponen muchas dudas respecto a la verdadera utilidad de

construir modelos méas complejos.

8.4. Caracterizacion de la intermitencia

Como se dijo anteriormente, en las soluciones dinamicas de la ecuacion DNLS se registraron
atractores cadticos con procesos de intermitencia tipo I. La utilizacion de metodologias clasicas pa-
ra la caracterizacién estadistica de estos fenémenos no fue posible, ya que las mismas son validas
solamente para situaciones simplificadas. Por este motivo, en la segunda parte de este trabajo se
propuso una metodologia alternativa que contempla la posibilidad de modelar densidades de pro-
babilidad de reinyeccién (RPD) con formas arbitrarias que presentan discontinuidades, y permite

ademas analizar el efecto del ruido de alta intensidad.

8.4.1. Nueva metodologia para la caracterizacién de intermitencia tipo I

El andlisis inicial se hizo en mapas cuadréticos que, debido a la forma del mecanismo de
reinyeccién, presentan funciones RPD con formas arbitrarias. El primer objetivo fue verificar la
validez de la aproximacion analitica para luego evaluar la influencia de la RPD en la relacién

caracterfstica (I) oc &”.
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Los resultados obtenidos para el caso sin ruido fueron en general muy satisfactorios, con una
buena concordancia entre los datos numéricos y las estimaciones analiticas, pudiendo constatarse la
aplicabilidad de la metodologia para la aproximacion analitica de la RPD aun en casos complejos.
En cuanto a la relacién caracteristica, pudo constatarse que si el menor punto de reinyeccién (LBR)
se encuentra por debajo del punto tangente, el exponente critico de la relacion caracteristica es
B = —1/2 para ¢ — 0 independientemente de la forma de la RPD, a diferencia de lo establecido
en trabajos anteriores donde se indica que la misma debe ser monétonamente decreciente. Este
resultado puede entenderse como si la longitud laminar media fuera en realidad una fraccién de la

1/2 segiin

longitud laminar méxima, la cual responde a su vez a una relacién del tipo I(z,c) x €~
la Ec. (6.8) para = —c. De esta manera cuando hay una mayor concentraciéon de puntos a la
izquierda del intervalo laminar (LBR maéds alejados), la longitud laminar media se aproxima mads a
la maxima, alejandose para el caso opuesto, pero siempre con la misma tendencia.

Cuando se considera la presencia de ruido, se generan cambios significativos en la RPD respecto
a su versiéon sin ruido. En este caso pueden aparecer discontinuidades y formas complejas aun
cuando la RPD original tenga una forma trivial. No obstante cudl sea la forma de la funcién RPD
por efecto del ruido, la adaptacién de la metodologia aqui desarrollada ha mostrado ser vélida
para la aproximacién analitica de dicha funcién. En cuanto al efecto del ruido sobre la relacién
caracteristica, se ha constatado que independientemente de la forma de la funcién RPD con efecto
ruido, el cambio en la relacién caracteristica se debe al corrimiento del punto LBR, el cual se
desplaza a la posicién LBR — o,., siendo o, la intensidad del ruido. Esta nueva posicion es la que
define el valor del exponente critico 3, en concordancia con lo desarrollado por Kim et al. (1994).

Las conclusiones més importantes en funcién de los resultados del efecto del ruido muestran
que las modificaciones producidas en la RPD pueden generar confusiones con respecto a las for-
mas esperadas de las funciones estadisticas, lo cual tiene significativas consecuencias sobre todo
en el terreno experimental ya que, teniendo en cuenta que el ruido estd siempre presente, estas
modificaciones no permiten en principio identificar los parametros del sistema mediante la simple

utilizacion de los datos estadisticos.

8.4.2. Caracterizacion de la intermitencia en la DNLS

Tanto en los resultados del esquema numérico con amortiguamiento resistivo como en los del

modelo de truncamiento con amortiguamiento de Landau, la intermitencia presenta funciones RPD

158



Capitulo 8: Discusion y Conclusiones

con formas muy complejas como para poder aproximarlas a través de expresiones simples. En estos
casos existen varios puntos singulares en las respectivas funciones RPD los cuales repercuten a su
vez en las demads propiedades estadisticas.

Mas alla de las complejidades, la aproximaciéon analitica de la RPD obtenida por la metodologia
aqui establecida mostrd una buena concordancia con respecto a los datos numéricos. Este compor-
tamiento fue verificado utilizando no s6lo mapas como en el caso del estudio del mapa cuadrético,
sino también empleando directamente los resultados de la evolucién temporal de la ecuacion DNLS
integrada numéricamente.

En vista de los resultados, se puede decir que la metodologia aqui desarrollada muestra ser
muy util para representar la RPD independientemente de su forma. Por otro lado, estos resulta-
dos permitieron obtener nuevas conclusiones respecto al entendimiento del fenémeno general de

intermitencia tipo I.

8.5. Aportes originales de esta investigacion

En esta seccién se hace un resumen de los aportes originales que fueron realizados durante esta
investigacion.

FEl primer desarrollo a destacar es el andlisis de estabilidad llevado a cabo en el Capitulo 4,
donde se evalta la aplicabilidad del esquema numérico basado en métodos espectrales. Si bien
este tipo de esquemas ya fue utilizado en trabajos anteriores (Spangler, 1986; Fla, 1992; Sanchez-
Arriaga et al., 2009), en ninguno de ellos se analiza rigurosamente la estabilidad del método ni la
influencia de los pardmetros que intervienen en la simulacién.

Por otro lado, en los resultados presentados en el Capitulo 5 se demuestra en primer término
la existencia de atractores dominantes en las soluciones estacionarias de la ecuacién DNLS con
efectos de difusion y excitacién. Estos resultados muestran que todas las configuraciones de ondas
iniciales convergen a la configuracién mas difusiva para tiempos suficientemente largos, conclusion
que no fue totalmente alcanzada en otros trabajos donde se realiza un estudio similar (Ghosh y
Papadopoulos, 1987; Sanchez-Arriaga, 2009). Ademads, con esta investigacién pudieron establecerse
las limitaciones para la utilizacién de modelos de truncamiento.

Los contenidos de los Capitulos 6 y 7 probablemente representen los aportes mas importantes
de este trabajo. En el primero de ellos se realizé la adaptacién y extension de una metodologia

recientemente propuesta (del Rio y Elaskar, 2010; Elaskar et al., 2011) para obtener las propiedades
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estadisticas en intermitencia tipo I cuando este fenémeno presenta caracterisitcas particulares
que no fueron estudiadas en trabajos anteriores (Hirsch et al., 1982a; Kim et al., 1994; del Rio
et al., 2014). Este andlisis permiti6 extender algunas de las conclusiones que se conocian para
intermitencia tipo I y también posibilité el analisis del efecto del ruido de alta intensidad. Por otra
parte, en el Capitulo 7 se demostr6 la validez de la metodologia propuesta mediante el anélisis
de la intermitencia presente en las soluciones de la ecuacién DNLS. En este caso, a pesar de la
complejidad del problema se obtuvieron muy buenos resultados, lo cual constituye un importante

avance hacia una formulacién general para el estudio del fenémeno de intermitencia.

8.6. Trabajos futuros

Los desarrollos futuros para esta investigacion corresponden al anélisis mas detallado de la ecua-
cién DNLS con efectos difusivos para entender cuéles son los mecanismos de transferencia de energia
que determinan la convergencia hacia modos dominantes. Por otro lado, si bien la implementacién
de un modelo de truncamiento a cinco ondas parece ser extremadamente dificultosa, probablemen-
te este tipo de solucién permita reproducir las soluciones para relaciones excitacién/difusiéon més
importantes.

En cuanto a las metodologias de caracterizaciéon de la intermitencia, el desafio mas auspicioso
consiste en avanzar hacia una formulacién general para la evaluacién de este fenémeno, vinculando
el comportamiento de la funcién auxiliar M (x) con las caracteristicas de la RPD de manera de
obtener expresiones que permitan una solucion sistematica del problema.

Por otro lado, otro aspecto a desarrollar es el analisis del efecto del ruido en problemas mas
complejos que los estudiados en el Capitulo 6 considerando distribuciones de ruido diferentes al
“ruido blanco”. Esto podria permitir el analisis del sistema dindmico correspondiente a las soluciones
numéricas de la ecuacion DNLS como si se tratara de un sistema afectado por fuertes fuentes de

ruido.
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Apéndice A

Parametros de Descripcion

Plasma

Nomenclatura

k  Constante de Boltzmann

eg Permitividad en el vacio

o Permeabilidad magnética en el vacio
¢ Velocidad de la luz

e Carga eléctrica del electron

T  Temperatura del plasma
me Masa del electréon

m; Masa del ion

n  Densidad de particulas

B Moddulo del campo magnético
Coeficiente de difusién magnética (Resistividad)
Densidad de masa
Presién cinética

Coeficiente politrépico

[ TSI ~ S S |

Longitud de referencia

Vo Velocidad de referencia
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Longitud de Debye
€QI<JT 1/2
ADp = 5
ne

Frecuencia (electrénica) del plasma

1/2
ne /
Wpe =

P E0Me

Velocidad térmica de los electrones

<2KT> 1/2
Ute =
Me

Frecuencia de ciclotron del electron

Frecuencia iénica del plasma

1/2
ne2 \ Y
Wpi =

p Eomy

Velocidad térmica de los iones

<2/<;T) 1/2
Uty =
m;

Frecuencia de ciclotron iénica

(A1)

(A.3)

(A.4)

(A7)

(A.8)
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Numero de Reynolds magnético

_ HoLVo
n

Ry

Velocidad de Alfvén

B

1/2

Vi =
! (1op)

Velocidad del Sonido

B <'7p)1/2
ce = | —
P

Parametro 8 del plasma

2pop 2
B= ==

B2 V2

(A.10)

(A.11)

(A.12)

165



Apéndice A: Pardmetros de Descripcion del Plasma

166



Apéndice B

Modelo de Truncamiento de la

Ecuacion DNLS

En el presente apéndice se describe brevemente el modelo de truncamiento a tres ondas de la
ecuacion DNLS, el cual puede consultarse en mayor profundidad en el trabajo de Sanchez-Arriaga
(2009).

Tomando el campo magnético sin perturbar By en la direccién z de un marco de referencia

moviéndose con velocidad de Alfvén y asumiendo un plasma frio (8 ~ 0), la ecuacién DNLS resulta:

o 0 (N, 0%
E+&<\by b>i1@+7b—0 (B.1)

donde el signo superior (inferior) en la Ec. (B.1) corresponde a ondas polarizadas a izquierda
(derecha), 4 es un operador lineal de amortiguamiento o excitacién y las variables b, z y ¢ son

adimensionalizadas de la siguiente manera:

_ B, +iB, R0

b
2By Va

— 2z, (B.2)
Se consideran tres ondas viajeras de la forma:
2
b(z,t) = Z bj eilkszmwittos), (B.3)
§=0

siendo b;j(t) y ¢;(t) nimeros reales, con nimeros de onda ki = (1 —0) ko y k2 = (1+6) ko que

cumplen la condicién de resonancia 2ky = ki + ko, y frecuencias que satisfacen la relacién de
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dispersion sin pérdidas w; = :Fk:?. El modelo de truncamiento disipativo se obtiene sustituyendo
la Ec. (B.3) en la expresién (B.1) y despreciando los términos de los modos no resonantes, ya que
se acepta que los mismos se amortiguan para t — oo. Por otro lado, para obtener formulaciones

ma&s compactas se realizan los siguientes definiciones:

bo
T a, (B4)
0 = vt + ¢1 + d2 — 200, (B.5)
v =2up — wy — wy = +262 (B.6)

El pardmetro v es un desajuste en la frecuencia, una consecuencia del caracter dispersivo de las
ondas, y su signo esta relacionado directamente con el sentido de polarizacién (positivo: izquierda,

negativo: derecha).

Los coeficientes de excitacién/amortiguamiento se denotan como =y, 1 y Y2 correspondientes
a las ondas identificadas con kg, k1 y ko respectivamente. Valores de ; > 0 indican disipacién,

mientras que ; < 0 significa excitacién, de acuerdo a los signos que se utilizan en las ecuaciones.

Haciendo uso de las siguientes normalizaciones en el tiempo y las amplitudes

t— (71 +’)/2)t7
2 Y1+ 72

by —
G (B.7)

b2_)71+72 ﬁbg ’
UV Tk ko VR V

+72 ko
b2 71 7b2
27 ki+ ko VB 2

el modelo de truncamiento resulta

2
by,

bo = Thy + rbob? sin 6,

by = 1i<b1 — rb2b; sin 6,

. 1-¢ L aing (B.8)
rf—1+gr—( —77) by sin 6,

__— 14k 1472 b2k r2

9:V-2b3<2\/g + o cos9>+2rb%cos€+11+m Ii'f'; ;
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donde by fue reemplazado por r = by /by y se utilizaron los siguientes pardmetros:

=g <l (B.9)
¢= % <1, (B.10)

N _711)72 <t (B.11)
r= 172. (B.12)

El ntimero de pardametros se reduce cuando se utiliza un modelo de amortiguamiento deter-
minado, tal como el modelo de Landau (v o< k) o el modelo resistivo (y o k2). En el caso de
amortiguamiento resistivo (Sanmartin et al., 2004):

V2]€2
v R A

~ = K2 B.1
2Q.07, - =R (B.13)

siendo V4 la velocidad de Alfvén, €. y ; las frecuencias de ciclotrén, y 7. el tiempo de colisién
de Braginskii.

Los puntos fijos del sistema (B.8) representan ondas de Alfvén viajeras para las cuales efectos
no lineales y dispersivos son balanceados entre si manteniendo las amplitudes y las fases relativas

constantes. Estos puntos fijos se obtienen anulando las ecuaciones (B.8):

r=/C, (B.14)
2 V¢

by = T+ sind’ (B.15)
T

2 _ R

by = Jesmd’ (B.16)
vsinf = F — (1 —2T") cos 6, (B.17)

siendo
o (+w? R H\/Z

L i il pard Vs (B.18)

La Ec. (B.17) puede reescribirse de la siguiente manera

F(1-2D) j:ﬂ\/DQ +(1—20)? — F?
72 4 (1 — 2I')?

cosf = , (B.19)
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La expresion anterior indica que existen combinaciones de dos puntos fijos, P y P* correspon-
dientes al signo superior e inferior, respectivamente. Las condiciones de existencia de los puntos fijos
estan dadas en primer término por el signo del discriminante en la Ec. (B.19) (F? < 724 (1 — 2I)?).
En segundo lugar, las Ecs. (B.15) y (B.16) requieren que sinf < 0 ya que, segtin las definiciones
(B.10) y (B.11), ¢ > 0 y I' > 0. Por dltimo, puede demostrarse que la condicién |cosf| < 1 se
cumple si se satisface la primera condicién, que resulta ser la maés restrictiva. En cuanto a la es-
tabilidad de los puntos fijos, se demuestra que el punto P* es siempre inestable en el modelo de

amortiguamiento resistivo (¢ = x2) para cualquier sentido de polarizacién.
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Publicaciones y Presentaciones

En el marco de la presente investigacion, se llevaron a cabo publicaciones y presentaciones en
congresos de algunos de los contenidos de esta tesis. A continuacion se detallan los trabajos mas

relevantes.

= Con parte de los resultados obtenidos en los Capitulos 4 y 5 se realizaron los siguientes
trabajos:

G. Krause, S. Elaskar y A. Costa (2014). Chaos and Intermittency in the
DNLS Equation Describing the Parallel Alvén Wave Propagation. Jour-
nal of Astrophysics, Hindawi Publishing Corporation (en revisién).

G. Krause y S. Elaskar (2012). Numerical Study of Attractors for the Dif-
fusive DNLS Equation using Spectral Methods. In C. Carstea editor, Latest
Trends in Applied Informatics and Computing. Proceedings of the 3rd Conference
on Applied Informatics and Computing, Barcelona. ISBN 978-1-61804-130-2, pages
129-134.

= Los desarrollos del Capitulo 6 y algunos resultados del Capitulo 7 fueron enviados para su
publicacién en los siguientes trabajos:

G. Krause, S. Elaskar y E. del Rio (2014). Noise Effect on Statistical Pro-
perties of Type-I Intermittency. Physica A, Elsevier, en prensa (http://dx.
doi.org/10.1016/j.physa.2014.02.008).

G. Krause, S. Elaskar y E. del Rio (2014). Type-I Intermittency with Discon-
tinuous Reinjection Probability Density in a Truncation Model of the
Derivative Nonlinear Schrédinger Equation. Nonlinear Dynamics, Springer,
aceptado.

» Ademads de las publicaciones detalladas anteriormente, con los resultados que fueron obte-
niéndose a lo largo de la investigacion se realizaron las siguientes presentaciones en congresos
nacionales y regionales:
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G. Krause, S. Elaskar y E. del Rio (2013). Efecto del Ruido en la Densidad
de Probabilidad de Reinyecciéon en Intermitencia Tipo I. XX Congreso
sobre Métodos Numéricos y sus Aplicaciones (ENIEF 2013), 19 al 22 de noviembre,
Mendoza, Argentina. Publicado en Mecénica Computacional vol. XXXITI, C. Garcia
Garino, A. Mirasso, M. Storti y M. Tornello editores, ISSN 1666-6070, pags. 3691—
3704.

G. Krause, S. Elaskar y E. del Rio (2013). Consideraciones sobre Intermi-
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